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Observacoes

Essas notas correspondem aos apontamentos para o curso de Topologia minis-
trado em 2019. Essas notas foram escritas em tempo real e praticamente néo revi-
sadas, podendo dessa forma apresentar erros ou se¢des incompletas.

Nos ficariamos muito gratos se nos fossem enviadas sugestdes de melhorias ou
que nos fossem apontados erros porventura encontrados.

“Aos azuis, supressao de cinzas do mundo”



Notacao

Notacio Significado

A infimo

\ supremo

T topologia

d(z,y) distancia

B (z;¢) bola aberta

Bz;¢] bola fechada

T, topologia da métrica

V (z) vizinhanga de z

P(X) partes de X

B base para a topologia
Te) topologia gerada

A fecho de A

A° interior de A

fr(A) = 0(A) fronteira de A

A’ conjunto derivado de A
{z,}5°, {z,} =, sequéncia

T4, topologia inicial ou topologia fraca
ER topologia final

X/~ quociente

T topologia quociente

~



Introducao

Ha movimentos matematicos que enriquecem um objeto com coordenadas, dis-
tancias, operacdes ou medidas. A topologia comeca no sentido contréario: pergunta
quanto podemos esquecer sem perder proximidade, continuidade e forma.

No plano euclidiano medimos comprimentos e angulos, mas muitos argumen-
tos sobre continuidade ndo usam nimeros, retas ou coordenadas. Usam apenas a
maneira como pequenas regides se dispdem em torno de cada ponto. Conservar
essa informacédo e abandonar o restante nos leva da geometria métrica a topologia
e permite reconhecer o mesmo argumento em espagos muito diferentes.

Esse processo exige cuidado. Quando retiramos hipéteses, conclusdes famili-
ares podem falhar: sequéncias talvez ndo descrevam toda a aproximacéo, e pro-
priedades evidentes em R" podem depender silenciosamente da métrica. Por isso,
uma pergunta acompanhara todo o livro: qual parte da estrutura esta realmente
sendo usada? Ler uma demonstracdo topoldgica é, muitas vezes, localizar a res-
posta exata.

Comecaremos pelos espagos métricos. Eles oferecem um terreno concreto, no
qual bolas descrevem vizinhancas e a distancia controla convergéncia e continu-
idade. Veremos métricas discretas, espacos de funcdes e outras geometrias nas
quais a intuicdo euclidiana precisa ser ajustada. Esse sera nosso laboratoério: as
ideias topologicas aparecerdo antes de receber sua forma abstrata.

Em seguida, deixaremos de medir distancias e passaremos a trabalhar direta-
mente com conjuntos abertos. Uma topologia sobre um conjunto determina quais
regides funcionam como vizinhancas e, com isso, decide o significado de interior,
fecho, fronteira, convergéncia e continuidade. O mesmo conjunto pode carregar
topologias muito diferentes; mudar a topologia é mudar quais aproximagdes sdo
visiveis.

Depois de estabelecer essa linguagem, estudaremos as func¢des continuas e os
homeomorfismos, isto é, as transformacdes que preservam a estrutura topologica.

xi



Sumario Xii

Construiremos ainda novos espacos por subespacos, produtos, quocientes e topo-
logias geradas por aplicacdes. Mais que um catalogo, essas constru¢des mostram
como exemplos complexos nascem de operacdes elementares.

A parte seguinte do livro investiga diferentes formas de controle. Os axiomas de
separacdo distinguem pontos e conjuntos por abertos; as propriedades de enumera-
bilidade procuram descri¢cdes manejaveis para topologias grandes; a compacidade
converte informacdo global em controle finito; a conexidade impede decomposi-
¢cOes em partes abertas separadas. Por fim, regularidade e normalidade articulam
separacéo e continuidade. Boa parte do trabalho sera entender o que cada condicéo
acrescenta e quais implicacdes exigem hipodteses adicionais.

O texto foi escrito para um primeiro contato com topologia geral. Familiaridade
com conjuntos, fungdes, sequéncias e demonstracdes de um curso inicial de analise
é suficiente; algebra linear aparecera apenas em exemplos ocasionais. A abstracdo
nao é um pré-requisito a ser trazido pronto. Ela é uma habilidade construida ao
longo da leitura, na passagem constante entre defini¢cdes e exemplos.

Ao encontrar uma defini¢do, procure-a na reta, em um conjunto finito e nas
topologias discreta e indiscreta. Ao ler um teorema, retire mentalmente uma hipo-
tese e tente produzir um contraexemplo. Ao resolver um exercicio, identifique o
ponto em que cada hipoétese entrou. Os contraexemplos nio vivem a margem da
teoria: eles revelam o contorno preciso dos conceitos.

O objetivo destas notas néo é acumular uma colecéo de termos terminados em
“compacto”, “conexo” ou “normal”. E aprender a reconhecer a estrutura invisivel
que sustenta um argumento e a distinguir o que depende de uma régua daquilo
que depende apenas de vizinhancas. A topologia comeca quando a distancia deixa
de ser indispensavel, mas a ideia de estar perto permanece.



CAPITULO

1

Espacos Metricos

1.1 Da distancia a estrutura

Em anélise, a palavra “aproximar” muda de aparéncia conforme o objeto estu-
dado. Para nimeros reais ela é medida por |z — y
para fungdes, pode ser medida pelo maior erro pontual ou por um erro médio. Ape-
sar das diferencas, muitos argumentos usam apenas trés ideias: pontos distintos
tém distancia positiva, a ordem dos pontos nio altera a distancia e o trajeto direto

; para vetores, por uma norma;

nio pode ser mais longo que um desvio por um ponto intermediario.

Foi essa regularidade que Fréchet isolou, em 1906, ao introduzir os espagos mé-
tricos. A abstracdo nio elimina a geometria: ela identifica a parte da geometria
necessaria para discutir proximidade, abertura, continuidade e convergéncia sem
recorrer a coordenadas.

O ponto de partida pode ser visto na defini¢cdo usual de continuidade. Para
f:+I CR"®— R™, escrevemos

|z —al <6 = |f(z) = fla)] <e

O papel das normas nessa expressio é apenas medir duas distincias: uma no do-
minio e outra no contradominio. Se X e Y admitirem func¢des distancia dy e dy,
a mesma frase passa a ser

dy(z,a) <6 = dy(f(2),f(a)) <e.

Assim, antes de generalizar a continuidade, precisamos dizer exatamente o que
sera aceito como distancia.
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1.2 Métricas e primeiros exemplos

Definicio 1.1 (Métrica) Seja X um conjunto. Uma métrica em X é uma
funcio
d: XxX—=R

tal que, para quaisquer x,y, z € X,

1. d(xz,y) > 0;

2. d(z,y) = 0 se, e somente se, z = ;
3. d(x,y) = d(y, z);

4. d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

O par (X, d) é chamado espaco métrico. Quando a métrica ja estiver clara,
diremos apenas que X é um espaco métrico.

Os elementos de X serdo chamados de pontos. Essa terminologia é util mesmo
quando X é um conjunto de fung¢des, sequéncias ou outros objetos sem uma re-
presentacdo geométrica imediata. A desigualdade do ultimo item é a desigualdade
triangular; ela formaliza a ideia de que passar por um ponto intermediario ndo
encurta o caminho direto.

Ha situacdes em que a distancia distingue observacdes, mas ndo necessaria-
mente os objetos que as produzem. Isso leva a uma versao ligeiramente mais flexi-
vel.

Defini¢cdo 1.2 (Pseudométrica) Uma pseudométrica em X é uma fungio
d : X x X — R néo negativa e simétrica, com

dlz,z) =0 e d(z,2) <d(z,y)+d(y, 2)

para todos z,y, z € X. Nesse caso, (X, d) é um espaco pseudométrico.

Uma pseudométrica pode satisfazer d(z,y) = 0 para z # y. Essa é a Unica dife-
renca entre as duas defini¢des. Ao identificar pontos cuja distancia é zero, obtém-se
um espago métrico; um exercicio ao fim da se¢io tornara essa passagem precisa.
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Exemplo 1.3 (A métrica discreta) Em qualquer conjunto X, ponha

0, z=y,
ddisc(x7y) = {1 . # y

A desigualdade triangular é automatica: quando o lado esquerdo vale 1, a0 menos
uma das duas parcelas do lado direito também vale 1. Essa métrica trata todos os
pares de pontos distintos da mesma maneira; ela retém a no¢éo de separacio, mas
descarta qualquer escala intermediaria de proximidade.

Exemplo 1.4 (As métricas usuais em R") Para 1 < p < oo, defina

n 1/p
dp<x7y> = (Z |xj_yj|p> ’
=1

e, para p = o9,

S&o as métricas associadas as normas /P. Os casos p = 1, p = 2 e p = 00 corres-
pondem, respectivamente, a soma dos desvios coordenados, a distancia euclidiana
e ao maior desvio coordenado. Para 1 < p < oo, a desigualdade triangular é a
desigualdade de Minkowski.

No caso euclidiano ela também pode ser vista diretamente. Escrevendo v = a—c
e v = ¢ — b e usando Cauchy-Schwarz,

Ju+ 013 = Jull3 + 0I5 + 2(u, v)
< Null3 + 0I5 + 2lulzfvly = (fuly + vl)?.
Como os dois lados séo ndo negativos, segue que dy(a,b) < dy(a,c) + dy(c, b).
Exemplo 1.5 (Subespacos) Se (X, d) é métrico e S C X, a restrigéo
dg: S xS —R, dg(z,y) = d(z,y),
continua satisfazendo todos os axiomas. Chamamos (.5, dg) de subespaco métrico

de X. Assim, a distancia usual em um circulo, em Q ou em um intervalo pode ser
entendida simplesmente como a distancia herdada do espaco ambiente.

Exemplo 1.6 (Distancias entre funcoes) Fixe a < b e denote por B([a,b]) o
conjunto das fung¢des limitadas f : [a,b] — R. O maior erro entre duas funcdes
define a métrica

doo(f,9) = sup{|f(z) — g(2)| : x € [a, 0]},

chamada métrica do supremo. Aqui, cada funcéo é um ponto do espaco; a distancia
registra a pior discrepéncia entre os dois graficos.
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Yy
A
g
f
£ > T
a b

Como func¢des continuas em |[a, b] sdo limitadas, C([a, b], R) é um subespaco de
B(la, b]). Nesse subespaco também podemos medir um erro médio: para 1 < p <

b 1/1)
d,(f.g) = ( / |f<x>—g<x>|pd:c) .

Essas métricas ndo medem a mesma coisa que d__; mais adiante veremos que essa

oo,

diferenca altera inclusive quais sequéncias de func¢des convergem.

Exemplo 1.7 (Distancia combinatéria) Se G = (V, E) é um grafo conexo, defina
de(z,y) como o menor numero de arestas em um caminho que liga z a y. A
concatenacdo de um caminho minimo de x a y com um caminho minimo de y a z
produz um percurso de x a z. Como a distincia é o menor comprimento possivel,

dG(m7 Z) < dG(x’y> + dG(:va)'

As demais propriedades sdo imediatas. Essa é a distancia no grafo.

1

—_

R
bk

o
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Exemplo 1.8 (Uma geometria ndo arquimediana) Escolhaum primo p. Para cada
q € Q\ {0} existe um Gnico inteiro r para o qual podemos escrever

C
qZPTg,

com ¢,d € Z nio divisiveis por p. Embora ¢/d néo seja tnico, o expoente r é.
Ponha
lql, =p7", 0], =0,
e defina
d(z,y) = [z —yl,

em Q. A desigualdade triangular decorre da estimativa mais forte

|z +yl, < max{|z[,, |y|,}.

Um exercicio desenvolvera essa verificagdo. O resultado é uma geometria em que
numeros sdo préoximos quando sua diferenca é divisivel por uma poténcia alta de

p.

Exemplo 1.9 (Duas pseudométricas) No conjunto R([a, b]) das fun¢des Riemann-
integraveis, a expressao

b /2
dy(f,9) = (/ If(t) — g(t)|? dt)

é uma pseudométrica, mas ndo uma métrica. De fato, a funcéo f dada por f(a) = 1
e f(x) = 0 para x > a néo é nula, embora

b
/ FOPdt =0,

e, portanto, dy(f,0) = 0.
Outro exemplo aparece no conjunto F (X) de todas as fungdes X — R. Fixado
zy € X, aformula

d(f,g) = |f(zg) — g(z0)]

compara somente o valor observado em x,. Duas funcdes que coincidam nesse
ponto ficam a distancia zero, ainda que sejam diferentes em todo o restante do
dominio.

1.2.1 Bolas e conjuntos abertos
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Defini¢do 1.10 (Bolas) Sejam (X, d) um espago métrico, z € X er > 0.
A bola aberta e a bola fechada de centro x e raio 7 sdo, respectivamente,

B(z;r) ={y € X : d(z,y) < r}, Blz;r)={y € X : d(z,y) <r}.

Os adjetivos “aberta” e “fechada” seréo justificados em breve. Eles ndo signifi-
cam que uma seja o complementar da outra: o complementar de B (x; ) é formado
pelos pontos a distincia ao menos r de .

p=1 p=2 p =00

Figura 1.1: Bolas abertas em R? para as métricas £, /2 e £>°,

Exemplo 1.11 (Bolas na métrica do supremo)
No espaco B([a, b]), munido da métrica do supremo,

doo(f,9) = sup{|f(z) — g(2)| : = € [a, 0]},
temos g € B |[f; ] exatamente quando
|f(x) —g(z)| <e para todo x € [a, b].
Para a bola aberta ha uma sutileza. A condi¢do pontual
|f(z)—g(z)| <e para todo x € [a, b]

é necessaria, mas nio é suficiente para func¢des apenas limitadas: os valores podem
permanecer abaixo de ¢ e ainda ter supremo . Em [0, 1], por exemplo, tome f = 0,

() z, 0<z<1,
xTr) =
g 0, z=1.

e=1e

Entéo |g(z)| < 1 para todo =, mas d_(f, g) = 1.
f — g| atinge o maximo em [a, b]. Nesse caso,

Se f e g forem continuas,
g€ B(f;e) < |f(z)—g(x)| <e paratodox € [a,b].

A Figura 1.2 ilustra a faixa uniforme em torno de f.
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Figura 1.2: Bola aberta na métrica L no espaco das fun¢des continuas.

Proposicdo 1.12 Dois pontos distintos de um espag¢o métrico possuem bo-
las abertas disjuntas ao seu redor. Mais precisamente, se = # y, existe 7 > 0
tal que

B(z;r)N B (y;r) = 0.

Figura 1.3: Dois pontos distintos x e y podem ser “separados” por bolas disjuntas.

Demonstraciao. Tomer = d(x,y)/3. Se algum ponto z pertencesse as duas bolas,
entao
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < 2r <d(z,y),

uma contradicio.

Esse argumento é a primeira indicacido de que a métrica controla mais que va-
lores numéricos: ela permite separar pontos por regides. Em uma pseudométrica
isso pode falhar, pois pontos distintos a distincia zero pertencem exatamente as
mesmas bolas.
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Defini¢do 1.13 (Conjuntos abertos e fechados) Seja (X,d) um espaco
métrico. Um subconjunto U C X é aberto quando cada um de seus pontos
pode ser envolvido por uma bola inteiramente contida em U para todo a €
U, existe r > 0 tal que

B(a;r) CU.

Um subconjunto F' C X é fechado quando X \ F' é aberto.

RN
P P
14 Y
P A
. .
. = %
] . N .
- 1
. v a '
1 \ ’ '
. ~o e Y
' 1
-
~
N ]
. ]
. LK 4
~ ’ a*

Figura 1.4: Em torno de cada ponto de um aberto cabe uma bola ainda contida nele.

Proposicao 1.14
1. Toda bola aberta é aberta.

2. Toda bola fechada é fechada.

Demonstracao.
1. Se x € B (a;r), ainda resta a margem s = r — d(z,a) > 0. Paray € B (z;s),
d(y,a) <d(y,z) +d(z,a) < s+d(z,a) =r.
Logo, B (z;s) C B (a;r).

2. Sex ¢ Bla;r], ponha s = d(z,a) —r > 0. Paray € B (x;s), a desigualdade
triangular escrita como d(z,a) < d(z,y) + d(y, a) fornece

d(y,a) > d(z,a) —s=r.

Assim, B (x; s) esta contida no complementar de B [a; 7].
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Defini¢do 1.15 (Conjunto limitado) Um subconjunto A de (X, d) é limi-
tado quando cabe em alguma bola: existem a € X e r > 0 tais que

A C B(a;r).

Uma fungédo f : Y — X é limitada quando f(Y") é limitado em X.

1.2.2 A topologia determinada pela métrica
Teorema 1.16  Os conjuntos abertos de um espaco métrico (X, d) satisfazem:

1. @ e X sido abertos;
2. intersecdes finitas de abertos sio abertas;
3. uni0es arbitrarias de abertos sdo abertas.

Demonstracao. Os dois conjuntos extremos sdo abertos diretamente pela defini-
¢do: em () ndo ha ponto a verificar, e qualquer bola em X esta contida em X.
SeUy, ..., U, saoabertose x € U; N---NU,,, escolhar; > 0com B (x;r;) C U,.
Entdo
B (z;min{r,,...,r,}) CU; N---NU,.

Finalmente, se = € | J, <; Us» entéo z € U, para algum %,. Uma bola centrada em

e contida em U; também esta contida na unido.
[

Proposicdo 1.17 Um subconjunto de X é aberto se, e somente se, pode ser
escrito como unido de bolas abertas.

Demonstracdao. Uma unido de bolas abertas é aberta pela proposi¢ao anterior e
pelo teorema. Na direcdo oposta, se U ¢é aberto, escolha para cada x € U um raio
r, > 0com B (x;r,) C U. Entdo

U= U B (x;r,).

zelU
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Definicdo 1.18 (Topologia induzida) A familia de todos os abertos de
(X, d) é a topologia induzida por d; ela sera denotada por T ;.

O Teorema 1.16 diz precisamente que 7 ; ¢ uma topologia. No capitulo seguinte
inverteremos o percurso: as trés propriedades dos abertos serdo tomadas como
axiomas, mesmo quando nenhuma distancia tiver sido escolhida.

1.2.3 Quando distancias diferentes geram os mesmos abertos

Definicdo 1.19 (Métricas equivalentes) Duas métricas d; e dy no mesmo
conjunto X sdo equivalentes quando

le = sz.

Equivaléncia néo significa igualdade das distancias. Em Z, por exemplo, a mé-
trica usual e a métrica discreta induzem a mesma topologia. Para a primeira,

{m} = By (m;1/2),

e, na métrica discreta, {m} = By.(m;1/2). Logo, em ambas, todo subconjunto é
aberto.

Defini¢cdo 1.20 (Comparacdo de métricas) Dizemos que d; é mais fina que
ds, e escrevemos d; > d,, quando, para todo a € X e todo r > 0, existe
s > 0 tal que

B, (a;s) C By, (a;r).

Equivalentemente, todo aberto para d, € aberto para d;, isto €, T, C T .
Portanto, as métricas sdo equivalentes exatamente quando

Exemplo 1.21 A métrica discreta é mais fina que qualquer métrica no mesmo con-
junto: para 0 < s < 1, a bola discreta By, (a; s) é apenas {a}.
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Proposicdo 1.22 Se existe uma constante ¢ > 0 tal que

d2(x7y) S Cdl(ma y)

para todos z,y € X, entdo d; é mais fina do que ds.

Demonstracdo. Dada a bola B, _(a;7), a estimativa mostra que
By (a;r/c) C By, (a;7).

Dizemos que d; e d, sdo Lipschitz-equivalentes quando existem h, k > 0 com
hd2<$, y) < dl(m7 y) < kd2<$7 y)

para todos z,y € X.

Corolario 1.23 Métricas Lipschitz-equivalentes induzem a mesma topologia.

Demonstracdo. Cada uma das duas estimativas fornece uma das comparacdes
entre as métricas.

Exercicios

Ex. 1.1 — Fixe x em um espago métrico (X, d).

??Prove que y € B (x;r) se, e somente se, x € B (y; 7).

??Se 0 < r < s, mostre que B (z;7) C B (x;s).

??A inclusio precisa ser estrita quando r < s? Decida a questéo e exiba um con-
traexemplo quando a resposta for negativa.

Ex. 1.2 — Seja ¢ : X x X — R uma fung¢do simétrica que satisfaz q(z,z) = O e
a desigualdade triangular. Sem supor previamente que ¢ seja ndo negativa, prove
que

q(z,y) >0 (z,y € X).

Ex. 1.3 — Uma funcdo ¢ : X x X — R satisfaz as condi¢des
a.) q(x,y) = 0 se, e somente se, x = y;

b.) q(z,2) < q(z,y) + q(y, z) para todos z,y, z € X.
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??Mostre que essas duas condicdes caracterizam as métricas em X. Em particular,
deduza delas a simetria, a ndo negatividade e a desigualdade triangular na forma

usual.

??Verifique que, em X = R, a funcio ¢(z,y) = x — y satisfaz a primeira condic¢do
e viola a segunda, enquanto ¢(x,y) = |z — y| + 1 satisfaz a segunda e viola a
primeira.

Ex. 1.4 — Seja R([a, b]) o conjunto das fun¢des Riemann-integraveis em um inter-
valo nio degenerado [a, b]. Considere

b
d(f.g) = / @) —g@)|dz,  f.g€ R(a,b]).

??Determine qual axioma de métrica pode falhar e dé duas funcoes distintas a dis-
tancia zero.

??Defina f ~ g quando d(f, g) = 0. Prove que ~ é uma relacdo de equivaléncia e
que

d([f].lg]) = d(f.9)

é uma métrica bem definida no conjunto quociente R ([a, b])/ ~.

Ex. 1.5 — A métrica p-adica. Seja p primo. Para ¢ € Q \ {0}, denote por v,(q)
0 Unico inteiro r tal que ¢ = p"¢/d, com ¢,d € Z nao divisiveis por p. Defina
v,(0) = +oc e

lal, =p~'9, 0], = 0.

??Prove que v, (7y) = v,(z) + v,(y) e conclua que |zy|, = |z,|y],.
??Mostre que
vp(z +y) = min{v,(z),v,(y)}

e que ha igualdade quando v,(z) # v,(y). Traduza esse resultado para o valor
absoluto p-adico.

??Conclua que d,(7,y) = |z — y|, ¢ uma métrica em Q.

??Explique por que a construcéo, escrita dessa forma, ndo pode usar um inteiro
composto no lugar de p.

Ex. 1.6 — Seja X # () e seja B(X) o espago vetorial das funcdes limitadas X — R.
Verifique que
Ifloe = sup{lf(2)] : 2 € X}

é uma norma. Indique em qual passo a hipotese de limitacéo é usada.
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Ex. 1.7 — Seja V um espago vetorial real munido de uma norma | - |.
??Prove que
d('r?y) - Hx_yH7 x7yev7

é uma métricaem V.
??Verifique que essa métrica é invariante por translagdes e homogénea:

d(xz +z,y+2) =d(z,y), d(Az, \y) = || d(z,y).

??Dé uma métrica em um espago vetorial real que ndo possa provir de norma al-
guma e justifique sua escolha.

??Mostre a reciproca: se uma métrica em V satisfaz as duas identidades acima,
entao

|z = d(x,0)

define uma norma cuja métrica induzida é a métrica original.

Ex. 1.8 — Seja V um espaco vetorial real.
??Partindo de um produto interno em V/, prove que

|z = V/{z, )

¢ uma norma.
??Deduza a identidade do paralelogramo

lz + yl? + Iz — yl* = 2] + Iy [*).

??Se X é um conjunto com pelo menos dois pontos, use duas fungdes de suportes
disjuntos para mostrar que a norma do supremo em B(X) ndo provém de um
produto interno.

??Suponha que uma norma real satisfaca a identidade do paralelogramo. Mostre
que ela provém do produto interno dado pela formula de polarizacdo

1
(@ 9) = (= +yl* — = —y[*).

??Aplique o critério as trés normas de R™:

[zl = (; !%IQ) v =l = ; jzils oo = max |z;].

Paran > 2, quais sdo induzidas por um produto interno?



1 Espacos Métricos 14

Ex. 1.9 — Sejam d; e d, métricas em X, com topologias 7, e T5. Compare as trés
afirmacoes:

a.) existe ¢ > 0 tal que dy(x,y) < cd;(x,y) para todos z,y € X;
b.) para cada z € X e r > 0, alguma bola B, (;s) esta contida em B, (w;7);
c) Ty CTy.
??Prove que (a) implica (b) e que (b) e (c) sdo equivalentes.
??Partindo da métrica usual dy(z,y) = |z — y| em R, defina
e = T

Mostre que d; é uma métrica equivalente a d,.
??Prove que ndo existe ¢ > 0 para o qual dy < cd; em todo R. Isso mostra que
métricas equivalentes nio precisam ser Lipschitz-equivalentes.

Ex.1.10 — Em R", denote por d, a métrica euclidiana e por d., a métrica do su-
premo. Prove que

doo(@,y) < dy(@,y) < Vndy(2,y),
e conclua que elas determinam os mesmos conjuntos abertos.

Ex. 1.11 — Seja (X, d) um espago métrico. Trunque as grandes distincias defi-
nindo

d(z,y) = min{d(x,y),1}.

??Prove que d é uma métrica. ??Mostre que d e d induzem a mesma topologia.
??Compare a nogao de conjunto limitado nas duas métricas.

1.3 Continuidade

Uma func¢éo continua néo precisa conservar distancias; precisa apenas controlar
pequenas variagdes. O raio permitido no dominio pode depender do ponto e da
precisdo desejada no contradominio.
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Defini¢io 1.24 (Continuidade em um ponto) Sejam (X,dy) e (Y, dy)
espagos métricos. Uma funcdo f : X — Y é continua em a € X quando,
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que, para todo z € X,

d(2,0) <5 = dy(f(@), f(a)) <.

Defini¢ido 1.25 (Continuidade) A funcio f: X — Y é continua quando é
continua em cada ponto de X.

Em termos de bolas, a continuidade em a diz que a imagem de alguma bola
em torno de a cabe em qualquer bola previamente escolhida em torno de f(a).
O proximo resultado elimina os raios da formulacéo e revela que a continuidade
depende somente dos abertos.

Teorema 1.26  Sejam (X,dy) e (Y, dy ) espagos métricose f: X — Y.

1. f é continua em a se, e somente se, para cada aberto V' C Y com f(a) € V
existe um aberto U C X tal que

acU e fU)CV.

2. f é continua se, e somente se, f~1(V) é aberto em X para todo aberto V C Y.

Demonstracao. Suponha primeiro que f seja continua em a e que V' seja aberto
com f(a) € V. Escolha ¢ > 0 de modo que

B(f(a);e) C V.
Pela continuidade, existe § > 0 para o qual
f(B(a;6)) C B(f(a);e) C V.

Tome U = B (a;0).
Na direc¢do contraria, aplique a condi¢io do item ao aberto V = B (f(a);e). O
aberto correspondente U contém uma bola B (a; §), e entdo

f(B(a;0)) C f(U) C B(f(a);e).

Isso é a defini¢do de continuidade em a e prova o primeiro item.
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Agora suponha que f seja continua em todos os pontos e fixe um aberto V' C Y.
Para cada a € f~!(V), o primeiro item fornece um aberto U, com

aeU, C f7H(V).

Logo, f~1(V) = Uaef,l(v) U, é aberto.

Reciprocamente, se imagens inversas de abertos sdo abertas, entdo, para cada
a € Xee > 0,0 conjunto f~1(B(f(a);€)) é aberto e contém a. Ele contém
alguma bola B (a;0), isto é,

f(B(a;0)) C B(f(a);e).

Portanto, f é continua em todo ponto.

Observacio 1.27 Se as métricas do dominio e do contradominio forem subs-
tituidas por métricas equivalentes, o conjunto de fungdes continuas nio se
altera. A continuidade é, nesse sentido, uma propriedade topologica e nédo
uma propriedade da escala numérica escolhida para as distancias.

Proposicdo 1.28 Sejam d; e d, métricas em X. Entdo d; é mais fina que dy
se, e somente se, a identidade

id: (X,d;) — (X,dy)

¢é continua.

Demonstracdo. A condic¢do de continuidade da identidade em a é exatamente:
para todo 7 > 0, existe s > 0 tal que B, (a;s) C By (a;r).

Defini¢do 1.29 (Aplicacido Lipschitz) Uma funcio f: (X,dyx) — (Y, dy)
¢ Lipschitz quando existe L > 0 tal que

dy (f(2), f(y)) < Ldx(z,y)  (2,y € X).
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Proposicdo 1.30 Toda aplicacdo Lipschitz é continua.

Demonstragdo. Se L > 0, dado € > 0, tome 6 = ¢/L. Quando L = 0, a funcéo
é constante e a conclusio é imediata.

Exercicios

Ex. 1.12 — Verifique que a identidade de um espago métrico é continua. Em se-
guida, se f: X — Y eg:Y — Z sdo continuas, prove que g o f é continua. Faca
a segunda parte tanto pela definicdo métrica quanto usando imagens inversas de
abertos.

Ex. 1.13 — Prove diretamente, sem usar sequéncias, que toda fungéo constante en-
tre dois espacos métricos é continua.

Ex. 1.14 — Se o dominio X possui a métrica discreta, mostre que toda fungio f :
X — Y é continua, qualquer que seja o espaco métrico Y. Aplique o resultado as
duas identidades

id : ('Rﬂddisc> - (R, ’ ’ ’)7 id : ('Rv ’ ’ |> - (Rvddisc>7
e determine em quais pontos cada uma é continua.

Ex. 1.15 — No espaco C(]0, 1]), compare a métrica integral

1
di(f,9) = / |f(x) — g(z)| d.
0
com a métrica do supremo. Em cada uma delas, decida se a avaliagao
¢ continua.

Ex. 1.16 — Considere Q e {0, 1} com as métricas herdadas de R. Construa uma
funcdo continua e sobrejetiva f : Q — {0, 1}. Por que a mesma construgdo nao
fornece uma funcio continua de R em {0, 1}?

Ex. 1.17 — No conjunto X = [0, 1], considere

(oo}

doo(,y) =suplo; —yl,  dy(z,y) = 27|z, —y,.
j=1 j=1
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Prove que a identidade
id: (X,d) — (X,d,)

¢ Lipschitz, mas que a identidade na direcdo contraria ndo é continua em 0 =
(0,0, ...).

Ex. 1.18 — Mostre que a identidade de (X,d,,) em (X,d, ) do Exercicio 1.17 é
descontinua em todos os pontos, e nio apenas na origem.

Ex. 1.19 — Defina f : Q — R por

0, g< V2,
f(Q)—{L 0> V3.

Mostre que f é continua para as métricas usuais. Explique por que ndo ha um
terceiro caso na definicéo.

Ex. 1.20 — Considere a funcéo de Dirichlet

0, zeQ,
oo 15

Prove pela defini¢do e~ que D : R — R néo é continua em ponto algum. Depois
determine o que ocorre com as restrices de Da Qea R\ Q.

1.4 Sequéncias e Convergéncia

A métrica transforma a aproximacao de pontos em uma sequéncia de nimeros
reais. Essa reducdo permite importar para X a linguagem de limites sem supor que
seus pontos possam ser somados, ordenados ou descritos por coordenadas.

Definicdo 1.31 (Sequéncia) Uma sequéncia em X é uma funciox : N — X.
Denotaremos seu n-ésimo valor por z,, e a sequéncia inteira por

(%,)n>1 oOuapenas (z,).
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Defini¢io 1.32 (Convergéncia) Uma sequéncia (z,,) em (X, d) converge
para x € X se, para todo € > 0, existe N € N tal que

n>N = dz,,z)<e.

Escrevemos z,, = z oux = lim, . x,,.

Em outras palavras, z,, — = exatamente quando a sequéncia real d(z,,, z) con-
verge para zero. A mesma condi¢do pode ser lida apenas com bolas.

Proposicdo 1.33 Para uma sequéncia (x,,) em X e um ponto z € X, sdo
equivalentes:

1. z, — x;

2. cada bola aberta centrada em x contém todos os termos de (x,,) a partir
de algum indice;

3. para todo m > 1, a bola B (x;1/m) contém todos os termos de (z,,) a
partir de algum indice.

Demonstracdo. Os dois primeiros itens sdo equivalentes porque x,, € B (z;¢)
significa d(z,,, z) < €. O segundo implica o terceiro escolhendo os raios 1 /m. Para
a reciproca, dado € > 0, escolha m com 1/m < ¢ euse B(x;1/m) C B (x;¢).

Proposicdo 1.34 (Unicidade do limite) Toda sequéncia convergente em um
espaco métrico possui um unico limite.

Demonstracao. Se x,, — x e x,, — ¥, entdo, para qualquer ¢ > 0, existe um
indice a partir do qual

d(x,y) < d(z,x,) +d(x,,y) < 2.

Como isso vale para todo ¢, temos d(z,y) = 0 e, portanto, x = y.

Em espacos topologicos mais gerais, uma sequéncia pode ter mais de um limite.
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A unicidade acima é uma consequéncia da separagido por bolas estabelecida na
Proposicao 1.12.

Teorema 1.35 (Critério sequencial de continuidade) Uma fungdo f : (X,dyx) —
(Y,dy ) é continua em a € X se, e somente se, toda sequéncia (x,,) que converge
para a satisfaz f(z,,) — f(a).

Demonstracao. Se f é continua em a, dado ¢ > 0 escolha 6 > 0 na defini-
¢do de continuidade. Como =, — a, eventualmente dy(z,,a) < J, e entdo

dY(f(xn)7 f(a)) < e.

Para a reciproca, suponha que f ndo seja continua em a. Existe 5 > 0 tal que,
para cada n > 1, podemos escolher z,, € By(a;1/n) com

dY(f(xn)7 f(a>) > €o-

Entdo x,, — a, mas f(x,,) ndo converge para f(a), contradizendo a hipdtese se-
quencial.

Exercicios
Ex. 1.21 — Escreva a negacdo formal de x,, — x e prove que ela equivale a existén-
cia de ¢ > 0 tal que, para todo N, algum n > N satisfaz

d(anT) > €o-

Use esse critério para mostrar que, na reta usual, as sequéncias ((—1)") e (n) ndo
convergem.

Ex. 1.22 — Prove que toda subsequéncia de uma sequéncia convergente converge
para o mesmo limite. Deduza que uma sequéncia que possui duas subsequéncias
com limites distintos ndo pode convergir.

Ex. 1.23 — Caracterize completamente as sequéncias convergentes em um espaco
munido da métrica discreta.

Ex. 1.24 — Em [0, 1], considere novamente
0 .
dw(xa y) = Z 27]|xj - y]|
=1

??Verifique que a série converge e que d,, ¢ uma métrica.
(n)

A n) _
??Para uma sequéncia de pontos (™) = (xj )jzl’ prove que

(n) :
™ — remd, <= x; ' — x; paracada j.
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Ex. 1.25 — Considere
X=qz=(x;) € [O,I]N:ij<oo
=1

com a métrica -
dy(z,y) = Z |$j - ?Jj|‘
=1

??Construa uma sequéncia em X que converge coordenada a coordenada para um
ponto de [0, 1] que nio pertence a X.

??Construa uma sequéncia em X que converge coordenada a coordenada para 0 €
X, mas ndo converge para 0 na métrica d.

??Compare os dois fendmenos com o Exercicio 1.24. Qual papel é desempenhado
pelos pesos 2777

Ex. 1.26 — Em [0, 1]V, seja

oo (2,y) = sup [z; — y,.
j>1
Mostre que 2™ — z nessa métrica se, e somente se, as coordenadas convergem
uniformemente em j: para todo € > 0, existe IV tal que

(n)

n>N = |z;’ —z;|<e paratodoj>1.

Ex. 1.27 — Dé um exemplo de uma sequéncia em [0, 1]" que converge em cada
coordenada, mas nao converge para a métrica do supremo. Identifique exatamente
onde falta uniformidade.

1.5 Vizinhancas

A definicdo de continuidade ndo exige que trabalhemos sempre com bolas. O
que importa é a presenca de alguma regifo aberta em torno do ponto, mesmo que
o conjunto considerado seja muito maior ou tenha forma irregular.
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Defini¢do 1.36 (Vizinhanca) Seja (X, d) um espaco métrico e x € X. Um
conjunto V' C X ¢é uma vizinhanca de 2 quando contém alguma bola cen-
trada em z:

B(z;r)CcV para algum r > 0.

A familia das vizinhangas de x sera denotada por V,,.

Uma vizinhanca ndo precisa ser aberta. Ela apenas precisa conter um aberto que
contenha x. Essa distin¢do sera util quando a linguagem métrica for substituida
pela linguagem puramente topologica.

Proposicdo 1.37 Paracadaz € X, afamilia V possui as seguintes propri-
edades:

1.seAecV, eAC B, entaioBeV,;

2.se AABeV, ,entio ANBeV,;

3. paracada A € V, existe B C A, com x € B, tal que B ¢é vizinhanca de
todos os seus pontos.

Demonstracdo. O primeiro item é imediato. Para o segundo, se B (z;r) C Ae
B (x;s) C B, entdo
B (xz;min{r,s}) C AN B.

Para o terceiro, escolha uma bola aberta B centrada em x e contida em A. Como
B é aberto, todo ponto de B possui uma bola ainda contida em B; portanto, B é
vizinhanca de cada um de seus pontos.

Proposicdo 1.38 Uma funcido f : X — Y é continua em a se, e somente se,
para toda vizinhanca V' de f(a), aimagem inversa f~*(V) é uma vizinhanca
de a.
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Demonstracao. Suponha que f seja continua em a. Se V contém uma bola B cen-
trada em f(a), a definicio de continuidade mostra que f~!(B) contém uma bola
centrada em a. Como f~1(B) C f~1(V), este tltimo conjunto é uma vizinhanca
de a.

Na direcédo contraria, aplique a hipdtese as bolas centradas em f(a). Suas ima-
gens inversas contém bolas centradas em a, que é exatamente a condicdo £-0.

Definicdo 1.39 (Base de vizinhancas) Uma familia B C V, é uma base
de vizinhancas de x quando toda vizinhanca V' € V' contém algum B € B.
Equivalentemente,

V,={V C X: B C V paraalgum B € B}.

Para cada z, as bolas { B (x;r) : r > 0} formam uma base de vizinhangas. Ja a

familia enumeravel
{B(z;1/m):m > 1}

também forma uma base. E essa reducio a raios 1/m que explica por que sequén-
cias descrevem tdo bem a topologia dos espagos métricos.

Proposicdo 1.40 Se B é uma base de vizinhancas de x, entdo x,, — = se,
e somente se, cada B € B contém todos os termos da sequéncia a partir de
algum indice.

Demonstracao. Se x,, — x, a propriedade vale para toda vizinhanca de z, logo
também para os elementos da base. Reciprocamente, dada uma vizinhanca V' de z,
escolha B € B com B C V. Os termos eventualmente pertencem a B e, portanto,
aV.

Proposicdo 1.41 Se B é uma base de vizinhancas de f(a),entdo f : X — Y
é continua em a se, e somente se, f =1 (B) é uma vizinhanca de a para todo
B e B.
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Demonstracao. A necessidade segue da Proposi¢do 1.38. Para a suficiéncia, seja
V uma vizinhanca de f(a) e escolha B € B com B C V. Por hipétese, f~(B) é
uma vizinhanca de a; como f~(B) C f~1(V), também £~ (V) é uma vizinhanca
de a. Use agora a Proposigéo 1.38.

1.6 Produtos finitos de espacos métricos

Considere espacos métricos (M;,d;), com 1 < i < n, e escreva M = M, X
-+ x M. Ha trés escolhas particularmente uteis para medir a distancia entre x =

(.’1}1, 7$n) ey = (yla sevy yn)

dZ(xa y) = Z dz(xw yz)a
i=1

dmax(x’y) = max dz(‘rz’yz)ﬂ

1<i<n

n 1/2
dy(,y) = (Zdi(xivyi)2> .

Cada formula retne as distancias das coordenadas de uma maneira diferente.
Como o numero de fatores ¢ finito, porém, as trés conduzem a mesma nocio de
proximidade.

Proposicio 1.42 As funcdes dy,, d, ., € dy sdo métricas em M. Além disso,

para quaisquer z,y € M,

max

dmax<l"y) < d2(x7y> < dZ(J;’y) < ndmax<x7y)'

Em particular, as trés métricas sdo Lipschitz equivalentes.

Demonstracao. A positividade, a simetria e a separacdo de pontos seguem das
propriedades das métricas d;. A desigualdade triangular de dy, resulta da soma das
desigualdades coordenada a coordenada; para d, ., usamos

di(xz’? yz) < dz(xm zz) + dz(zmyz> < dmax(xﬂ Z) + dmax(zay)

e tomamos o maximo em ¢. Para d,, a desigualdade triangular em cada coordenada,
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seguida da desigualdade de Minkowski em R", fornece

1/2
do(z,y) < (Z(dz($w z;) + di(zivyi))Q) < dy(w,2) + dy(2,y).

i=1

Resta comparar as formulas. Se a; = d,(z;,y;), entdo

1/2
maxa,; < ( g af) < E a; < nmaxa,,
K3 B B 3
7 1

0 que prova as estimativas anunciadas.

|
i At k k
Proposicao 1.43 Uma sequéncia z® = (xg ), ,:U(n >) converge para r =
(1, ...,x,) em qualquer uma das trés métricas anteriores se, e somente se,
P em (M, d;) 1<i<n
7 ? 1) ) — = C

Demonstracao. E suficiente trabalhar com d,,.. Se d,, ('), 2) — 0, entdo

max

d.

7

(2

(a®), 2)

max

para cada i. Reciprocamente, dado ¢ > 0, a convergéncia da i-ésima coordenada
fornece um indice V; a partir do qual di(m(-k>, x;) < e. Parak > max{Ny,...,N,},

K3
todas essas desigualdades valem ao mesmo tempo, e portanto d_, (z'*), z) < e.

Exercicios
Ex. 1.28 — Sejam a4, ..., a,, numeros positivos. Mostre que

n

do(2,y) = Z a;d; (%, Y;)

i=1

é uma métrica em M, X --- X M, e que ela é Lipschitz equivalente a d,,.

Ex.1.29 — Paral <7 < n,sejam; : M; x -+ x M,, — M, a projecdo na i-ésima
coordenada.
??Mostre que 7; é Lipschitz quando o produto esta munido de d

max*

??Dado um espago métrico Z, prove que uma funcéo f : Z — M; x - x M,, é

continua se, e somente se, cada funcéo coordenada 7; o f é continua.
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Ex. 1.30 — Suponha a < b e denote por €([a, b]) o conjunto das fung¢des continuas
de [a,b] em R. Considere

b
do(frg) = sup |f(x)—g(@)| e dy(f.g)= / () — g(a)) da.

z€(a,b)

??Verifique que d, e d; sdo métricas.
??Mostre que a topologia de d__ é estritamente mais fina que a topologia de d;.

Uma métrica fornece simultaneamente uma linguagem quantitativa e uma estru-
tura topologica: com ela medimos distancias, mas também reconhecemos abertos,
continuidade e convergéncia. As comparacdes feitas ao longo do capitulo mostram,
contudo, que a parte topoldgica ndo registra todos os detalhes numéricos da distan-
cia. No capitulo seguinte, os conjuntos abertos passarao a ser o dado inicial, sem
que seja preciso escolher antes uma métrica.



CAPITULO

2

Topologia

No capitulo anterior, a métrica forneceu uma maneira concreta de falar em pro-
ximidade, convergéncia e continuidade. Agora queremos descobrir quanto dessa
estrutura realmente depende de uma distancia. A resposta conduz ao conceito de
espaco topoldgico: em vez de medir distancias, escolhemos diretamente quais sub-
conjuntos serdo considerados abertos.

Essa passagem para uma linguagem mais abstrata tomou forma entre o final do
século XIX e o inicio do século XX, em trabalhos de Fréchet, Hausdorff, Kuratowski
e Alexandroff, entre outros. Um marco foi o livro de Felix Hausdorff, Grundziige
der Mengenlehre, publicado em 1914.

Comecaremos pela defini¢do de espaco topoldgico e por uma colecido de exem-
plos. Em seguida, estudaremos como comparar topologias e como descrever a
mesma estrutura por conjuntos fechados. Depois veremos como uma familia de
geradores, uma base ou uma sub-base pode codificar toda a topologia. Por fim,
passaremos as descrigdes equivalentes por fecho, interior e vizinhangas, chegando
as nocdes de acumulacio, densidade e convergéncia.

2.1 Definicao

O salto de abstracdo é pequeno, embora suas consequéncias sejam profundas.
Pelo Teorema 1.26, vimos que a continuidade em espagos métricos pode ser for-
mulada inteiramente em termos de conjuntos abertos. Além disso, o Teorema 1.16

27
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mostra que os abertos de uma métrica satisfazem trés propriedades simples. Toma-
remos precisamente essas propriedades como axiomas.

Definicdo 2.1 (Espaco Topologico)

Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma familia 7 C P (X) define
uma topologia no espaco X, ou que (X, T y) é um espaco topoldgico, quando
T  satisfaz:

L0, XeTy.

2. A familia T  ¢é fechada por intersecéo finita:

ABETy=>ANBETy.

3. A familia 7 y é fechada por unido arbitraria:

A eTx(AeN=|]AeTx
AEA

Os subconjuntos A C X tais que A € T y sdo chamados abertos de (X, T ).
Quando a topologia estiver clara pelo contexto, diremos simplesmente que
X é um espaco topologico.

Observacido 2.2 (Sutilezas) Um espago topoldgico é, portanto, um par
(X, T). Como ocorre com grupos ou espacos vetoriais, quando a estrutura
estiver clara pelo contexto usaremos apenas o simbolo X.

Definicdo 2.3 Seja (X, T ) um espago topologico e seja A C X. Dizemos
que A é fechadose X \ A€ T.

A topologia de um espaco métrico, definida em 1.18 é de fato, pela Proposicédo
1.16, uma topologia no sentido da Definicdo 2.1. Vejamos outros exemplos de to-
pologia.

2.1.1 Exemplos
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Exemplo 2.4 (Topologia da reta) No conjunto dos nimeros reais R a topologia
usual é a topologia na qual um conjunto A é aberto se dado a € A existe ¢, tal que
(a—eq,a+¢,) CA

Nessa topologia os abertos serdo os conjuntos que podem ser escritos como
unido de intervalos.

O conjunto dos numeros reais R com essa topologia sera denotado por R ou

simplesmente R.

e N a N »
i i i i >
a b ¢ d

’ -
& Ll
a

Figura 2.1: Abertos em R na topologia usual.

Exemplo 2.5 (Topologia associada a métrica) Dado um espaco métrico (X, d),
considere os abertos definidos em 1.13. Pela Proposigdo 1.16, esses conjuntos for-
mam uma topologia, chamada topologia induzida pela métrica e denotada por T ;.

<

Exemplo 2.6 (Topologias num conjunto com dois elementos) Topologias possi-

veis em X = {a,b}
1. {0,{a,b}} (topologia trivial)

2. {0,{a},{a,b}} (topologia de Sierpinski)
5. {0, {b}, {a,b}} (topologia de Sierpinski)
4. {0,{a},{b},{a,b}} (topologia discreta)

A menos de permutar as letras, temos trés topologias distintas com dois elemen-

tos.

<
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— [y [ EE

Figura 2.2: O conjunto de todas as topologias possiveis no conjunto {a, b}

Exemplo 2.7 A menos de permutar os elementos, as topologias possiveis em X =
{a,b,c} sdo

1.

2.

3.

{0, X} (topologia trivial)
{0, {a}, X}
{0,{a, b}, X}

{0 {c},{a, 0}, X}

A0 {e}, {b, e}, X}

A0 A{c} {a e} {b, e}, X}

- {0, {a},{b}, {a, b}, X}

{0 {6}, {c}, {a, b}, {b,c}, X}

{0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, X} (topologia discreta)

1 2 3 4
a p c |E|bc a p| c a bl c
5 6 7 8

a|ofel |la]s] e al[o] e o] e

Figura 2.3: O conjunto de todas as topologias possiveis no conjunto {a, b, c}

<
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Exemplo 2.8 (Topologia Discreta)

Dado um conjunto qualquer X, (X, (X)) é um espaco topoldgico. Esta to-
pologia é induzida, por exemplo, pela métrica discreta mencionada no Exemplo
1.3.

Figura 2.4: Ilustracdo da topologia discreta para um conjunto com trés pontos.

<

Exercicio. Prove que, em um conjunto finito X, toda topologia induzida por uma
métrica é a topologia discreta.

Exemplo 2.9 (Topologia da Continuidade Inferior)
Considere os nimeros reais R e a familia

T ={0,R}U{(a,00) | o€ R}.

Neste caso, (R,7) é um espaco topoldgico. Essa topologia nio é induzida por
uma métrica: quaisquer dois abertos nio vazios se intersectam, o que contradiz a
Proposi¢do 1.12 quando o espaco tem mais de um ponto. Esse espaco sera denotado
porR _.

Do mesmo modo, existe a topologia da Continuidade Superior, dada por

T ={(—o0,a)| acR}.

Esse espaco sera denotado por R _,.
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Exemplo 2.10 (Topologia do Ponto) Fixadoa € X, atopologia do ponto é formada
pelo vazio e por todos os subconjuntos de X que contém a. Isto é,

T,={U C X|lacU}U{0} (2.1)

®

\/

Figura 2.5: Tlustragéo da topologia do ponto para um conjunto com trés pontos.

<

Exemplo 2.11 (Topologia Inicial)

Seja X um conjunto e (Y, Ty ) um espaco topologico. Considere uma aplicagio
f: X — Y qualquer. Entdo (X, f~1(7y)) é um espaco topolégico. Essa topologia
serd estudada detalhadamente na secéo 4.2

<

Exemplo 2.12 (Topologia Cofinita) A topologia cofinita pode ser definida em qual-
quer conjunto X: seus abertos sdo o vazio e os subconjuntos cujo complemento
é finito. Equivalentemente, seus fechados sdo X e todos os subconjuntos finitos.
Simbolicamente,

T={ACX|A=0ouX\ Aéfinita}.
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Exemplo 2.13 (Topologia Relativa) A topologia relativa ou induzida num subes-
paco S de um espaco topoldgico X é o conjunto das intersecdes de S com os abertos
de X. Essa topologia sera estudada detalhadamente na seco 4.1

<

Definicdo 2.14 (Axiomas de separacio) Seja (X, T ) um espaco topoldgico.

B Um espaco X é Kolmogorov ou T, se para cada par de pontos existe um
aberto de um dos dois pontos (sem especificar qual) que ndo contém o
outro.

B Um espago X é Fréchet ou T, se dados dois pontos z e y, existe um aberto
V, que néo contém y e existe também um aberto V', que néo contém .

B Finalmente, diz-se que X é Hausdorff ou T, se dados z,y € X existe um
aberto A € V, de 2 e um aberto B € V, de y tais que AN B = {.

Espaco Ty Espaco T4

//’ \\\ //’ \\\(/’ \\\

// \ I/ // \\ \\
\
Apy o Tie | o2 Ay, Tie 1 eT2 A,

\ / \ ! /
\ 4 \ N/ 4

N 7 S /&\ Pid

r1 € Ay $2¢A1 r1 €A 9 € Ay

$1¢A2 12¢A1

Figura 2.6: Espacos Topoldgicos T, e T,

e N 7 N
/ \ 4 \

/ v/ \
Apy Zie I T2 1 As
\ /A /

\ 4 \ 4
N i N o e
xr1 € Al To € AQ
A1 ﬂAQ :Q

Figura 2.7: Espacos Topologicos T,

A formulagio topoldgica da continuidade é exatamente a sugerida pelo Teorema
1.26:
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Defini¢do 2.15 (Funcdo Continua) Seja f: X — Y, sendo X e Y espacos
topologicos. Diremos que f é continua num ponto a € X se para todo
aberto V de Y contendo f(a), existe um aberto U de X contendo a tal que
fU)cV.

Diremos que f é continua se for continua em todos os pontos de X.

Defini¢do 2.16 Diz-se que um espago topoldgico (X, T) é metrizavel se exis-
tir alguma métricad : X x X — R, tal que 7 = {abertos de (X, d)}.

Exemplo 2.17 (Topologia Trivial)

Dado um conjunto qualquer X, com a topologia trivial (X, {0, X}). Se o con-
junto X tiver mais do que um elemento, a topologia trivial nao é induzida por uma
métrica, pois néo satisfaz a Proposigéo 1.12.

<

Exercicios
Ex. 2.1 — Dado o intervalo [—1, 1], considere 7 a colecio de seus subconjuntos que
ou nio contém {0} ou contém (—1, 1). Mostre que 7 é uma topologia sobre [—1, 1].

Ex. 2.2 — Em cada um dos itens abaixo, mostre que 7 ¢ uma topologia sobre X:
77X ={0,1}

T ={0,{0}, X}

?? X conjunto ndo-enumeravel

7={0} U{A C X : X\ A éenumeravel}

7X =N
T={{meN:m<n}:neN}U{N}
7”X =N

T={ACN:0e€ A} U{0}

Ex. 2.3 — Seja X um conjunto infinito. Considere 7 uma topologia sobre X para a
qual todos os subconjuntos infinitos de X sdo abertos. Mostre que 7 é a topologia
discreta sobre X.

Ex. 2.4 — Sejam (X, d) um espacgo métrico, a € X e r > 0. Mostre que B,la,r] e
{z € X : d(x,a) = r} sdo fechados em (X, 7).

Ex. 2.5 — Seja X um espaco topologico. Dizemos que A C X é G5 em X se existe



2 Topologia 35

{U,, : n € N} uma familia de subconjuntos abertos de X tal que A = [
Mostre que se X é metrizavel entdo todo subconjunto fechado de X ¢é G.

neN U”

2.2 Comparando Topologias

Duas topologias definidas no mesmo conjunto podem conter quantidades dife-
rentes de abertos. Essa comparacdo por inclusdo tem uma interpretacio imediata
em termos de continuidade: quanto mais fina é a topologia do dominio, mais facil
é uma funcéo ser continua; quanto mais fina é a topologia do contradominio, mais

dificil.

Definicdo 2.18

Se (X,T)e(X,T,)sdo duas topologias no mesmo conjunto X e 7, C T,
entdo dizemos que T 5 é mais forte ou mais fina que 7. Também dizemos
que T, é mais fraca que T ,. Podemos também dizer que 7, é menor que T o,
ou que J 5, é maior que 7 ;.

Exemplos 2.19

1. A topologia trivial {(),{a,b}} é mais fraca que topologia de Sierpinski
{0,{b},{a,b}} que é mais fraca que a topologia discreta {0}, {a}, {b},{a,b}}

em a,b.

2. A topologia de Sierpinski {0, {a}, {a,b}} ndo é comparavel com a topologia de
Sierpinski {0, {b},{a,b}}

3. A topologia trivial é a topologia mais fraca/menor em qualquer conjunto X.

4. A topologia discreta é a topologia mais fina/forte/maior em qualquer conjunto

X.

<
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— [y [ EE

Figura 2.8: A topologia 1 é mais fraca que 2 que é mais fraca que 4. A topologia 1

¢ mais fraca que 3 que é mais fraca que 4. As topologias 2 e 3 ndo sdo
comparaveis

Proposicao 2.20
Seja X um conjunto qualquer, e 7, (A € A) uma familia de topologias em
X. Entdo T y = (1, _, 7 é uma topologia em X.

Demonstracao. Basta verificar que T y satisfaz os axiomas listados na Definicao
2.1. Por exemplo,

ABeTx=>VAe AN ANBeT,

= ANBe (| T\=Tx.
AEA

A relacdo mais forte que define uma ordem parcial na familia das topologias de
um conjunto X:

T(X)={Tx CP(X)| T x étopologia},

Existe um elemento mdximo dentre todas as topologias de X. E o conjunto das
partes de X, P (X), que é a topologia mais forte que pode ser definida em X. Por
outro lado, {(), X} é a topologia mais fraca em T (X).

A Proposigéo 2.20 mostra que dada uma familia de topologias T, (A € A), existe
a maior topologia que é menor que todas as T . Essa topologia T 5 é o infimo das
T . Escrevemos
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Proposicido 2.21 Seja X um conjunto munido de duas topologias 7, e T o,
entdo a aplicacdo identidade é continua se, e somente se, 7o C T ;.

Exercicios
Ex. 2.6 — Sejam X um conjunto infinito e z,, x5 € X distintos. Mostre que

n = {ACX: 2z, ¢ AU{AC X : X\ Aéfinito}
7, = {ACX:2,¢ AJU{AC X : X\ Aéfinito}

sdo topologias incomparaveis sobre X (isto é, 7; e 7, sdo topologias sobre X, mas
nem 7, é mais fina que 7, nem 7, é mais fina que ;).

Ex. 2.7 — Sejam X um conjunto nio vazio e {7, },.; uma cole¢éo de topologias so-
bre X. Mostre que N, ;7; ¢ uma topologia em X, mas U, ;7; ndo é necessariamente
uma topologia em X.

Ex. 2.8 — Mostre que a topologia usual é mais fina do que a topologia de Zariski

Z.

Ex. 2.9 — Seja X um conjunto infinito. Seja 7 a topologia cofinita sobre X. Mostre
que 7 é a menor (no sentido da incluséo) topologia T} sobre X — ou seja, mostre
que (X, 7) é T} e que se o é uma outra topologia sobre X tal que (X, o) é T}, entdo
T C o).

Ex. 2.10 — Mostre que nio existe uma topologia sobre X que é a menor topologia
T, sobre X. [Sugestdo: Fixe z,z, € X distintos e sejam 7, e 7,, respectivamente,
as topologias apresentadas no Exercicio 4 da Lista 2. Mostre que (X, 7,) e (X, 7,)
sdo T,, mas que (X, 7, N7,) ndo é T5,.]

Ex. 2.11 — Sejam X um conjunto munido da topologia cofinitae ¥ C X. Sejam 7,
e T,, respectivamente, a topologia cofinita em Y e a topologia de subespaco em Y
induzida pela topologia de X. Compare 7, e 7, com respeito a inclusao (C).

2.3 Conjuntos Fechados

Os conjuntos fechados fornecem uma descricdo equivalente da topologia. Mui-
tas propriedades sdo mais naturais nessa linguagem, sobretudo as que envolvem
fecho e pontos de acumulagio.

Deve-se notar que a no¢éo de estar fechado nio é exatamente o oposto de estar
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aberto, uma vez que, como veremos mais adiante, existem conjuntos que nio sdo
nem abertos nem fechados, assim como conjuntos que séo abertos e fechados ao
mesmo tempo.

Definicdo 2.22 (Fechado) Um subconjunto F' de um espaco topologico X
é fechado se seu complemento X \ F for aberto.

Geralmente, denotaremos os conjuntos fechados com as letras /' ou H.

Exemplos 2.23

E No conjunto dos niimeros reais R um intervalo fechado [a, b] é fechado na
topologia usual pois seu complementar é aberto

E Na topologia de Sierpinski os abertos sio {0, {a},{a,b}}, consequente-
mente os fechados sao {0, {b}, {a,b}}

Na topologia discreta todo conjunto é aberto e consequentemente todo con-
junto é fechado.

<

Exemplo 2.24 (Fechados em R?)

1
! o
|z| b va 1 pou
| Lo

Figura 2.10: Abertos e fechados da topologia de Sierpinski
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Proposicido 2.25 (Propriedades de fechado) Dado um espago topologico
X entdo

1. O vazio e o espaco todo sao fechados.
2. A intersecdo arbitraria de fechados é fechada.

3. A unido finita de fechados é fechada.

Demonstracao. Vamos caso por caso.

1. X é fechado porque X \ X = () é aberto.
Além disso, () é fechado porque X \ () = X ¢é aberto.

2. ﬂie ; I é fechado porque, aplicando as leis de De Morgan temos que
X\ (ﬂFz) = Jx\F
icl icl
é aberto por ser uma unido arbitraria de abertos.

3. U?Zl F; éfechado, para isso tome o complementar e veja que ele é aberto porque
é uma intersecio finita de abertos.

X\ <CJ1F) = ':X\Fi

Com isso terminamos a demonstracéo.

Y

¥ ]
o el
S
Q, et

Figura 2.11: A unido finita de intervalos fechados é um fechado de R na topologia
usual.
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Observacgido 2.26 (Aberto e fechado ao mesmo tempo) O Lema 2.25 mostra
imediatamente que () e X sdo simultaneamente abertos e fechados.

Um conjunto que é simultaneamente aberto e fechado é chamado clopen.
Esses conjuntos terdo papel central no estudo da conexidade.

Exemplo 2.27 Na topologia discreta todo conjunto é aberto, logo todo conjunto é
fechado e assim todo conjunto é clopen.

<

Proposicio 2.28 (Definindo a topologia por fechados) Dado um conjunto
X e uma familia & C P(X) que satisfaz

1. O vazio e o espaco todo estdo em F.
2. A intersecéo arbitraria de conjuntos em F esta em 7.
3. A unido finita de conjuntos em JF esta em 7.

Entdo a familia 7 = {X \ F': F' € F} é uma topologia cujos fechados séo
exatamente os elementos de &

Demonstracio. Como X, () € 7, seus complementos () e X pertencem a 7. Se
U, = X \ F, € T, entdo, pelas leis de De Morgan,

Jui=Xx\[\F eT,

icl icl
pois F é fechada por interse¢oes arbitrarias. Analogamente, para F}, ..., F, € 7,
(]X\F X\Lygem
: Jj=

Logo T é uma topologia. Pela propria defini¢do, seus complementos de abertos,
isto é, seus fechados, sdo exatamente os elementos de .
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Exemplo 2.29 (Topologia de Zariski) Seja R[zq,...,x,] o anel dos polindmios
em n variaveis com coeficientes reais. Para cada conjunto de polinémios I C
R[zy, ..., z,], defina

V(I)={x € R": p(x) = 0 paratodo p € I}.

A familia

F={V({I): I CRxy,...,z,]}
satisfaz as trés condi¢des da Proposicédo 2.28. De fato,
b=Vv{1},  R*=V({0}).
Além disso, se I, J sdo familias de polindmiose I.J = {fg: f € I, g € J}, entdo
V(HUuV(J)=V(IJ),

pois um ponto anula todos os produtos fg se, e somente se, anula todos os polind-
mios de / ou todos os polinémios de J. Finalmente, para qualquer familia (/)¢ 4.

(M V(I,) :v(U Ia) .
acA acA

Portanto os conjuntos V' (I) sdo os fechados de uma topologia em R™. Essa topolo-
gia é denominada topologia de Zariski; seus abertos sdo os complementos R\ V' (I).

<

Exercicios
Ex. 2.12 — Supondo n = 1 no exemplo anterior, mostre que a topologia de Zariski
em R coincide com a topologia cofinita.

Ex. 2.13 — Sejam X um conjunto ndo vazio e d uma métrica sobre X. ??Paraa € X
e r > 0 arbitrarios, mostre que B,(a,r) C Byla,r]. ??Mostre, através de um
exemplo, que a igualdade B, (a,r) = By[a, r| ndo é necessariamente verdadeira.

2.4 Topologia Gerada

Ha duas maneiras complementares de apresentar uma topologia. Podemos listar
todos os seus abertos, o que é conceitualmente direto, ou podemos fornecer apenas
uma coleg¢io de subconjuntos a partir da qual os demais abertos serdo reconstruidos.
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Em espacos grandes, a segunda possibilidade é muito mais eficiente: a topologia
completa pode conter uma quantidade enorme de conjuntos, enquanto uma familia
relativamente pequena ja determina toda a estrutura.

A ideia é parecida com outras construcdes de fechamento em matematica. A
partir de alguns conjuntos escolhidos, somos obrigados a acrescentar o vazio e o
espaco todo, depois todas as unides arbitrarias e todas as intersecdes finitas que
os axiomas exigem. Nao queremos acrescentar mais nada além do necessario. O
resultado desse procedimento é a menor topologia compativel com os conjuntos
inicialmente prescritos.

Essa perspectiva conduz naturalmente a trés niveis de descri¢do. Uma familia ar-
bitraria pode servir como conjunto de geradores; fechando-a por intersecdes finitas
obtemos uma familia com comportamento de base; tomando unides dos elementos
dessa base recuperamos todos os abertos. Bases e sub-bases serdo, portanto, duas
formas econdmicas de armazenar uma topologia.

Defini¢io 2.30 (Topologia gerada) Seja X um conjunto e seja § C P(X).
A topologia gerada por &, denotada por

T(8),

é a intersecao de todas as topologias sobre X que contém &. Equivalente-
mente, é a menor topologia sobre X na qual todos os elementos de & séo
abertos.

A definicdo faz sentido porque a familia das topologias que contém & nunca é
vazia: a topologia discreta P(X') sempre pertence a ela. Além disso, a intersecéo de
uma familia de topologias é novamente uma topologia. Assim, a interse¢éo usada
na definicéo é precisamente o menor elemento, com respeito a incluséo, entre todas
as topologias que tornam os elementos de & abertos.

E 1til notar o carater universal dessa construgdo. Para provar que um conjunto
é aberto em T (S§), podemos produzi-lo usando as operagdes topoldgicas a partir
dos geradores. Para provar que T (S) esta contida em alguma topologia 7, ndo
precisamos descrever todos os seus abertos: basta verificar que 7’ contém a familia
S. Essa ideia sera usada repetidamente.

Exemplo 2.31 Se X = {a,b} e § = {{a}}, entdo

T<5> - {(Z)a {a}v {av b}}

De fato, qualquer topologia que contenha {a} ja precisa conter () e X. Esses trés
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conjuntos, por sua vez, ja formam uma topologia, de modo que nenhuma inclu-
sdo adicional é forcada. Esse exemplo simples mostra que a geragéo néo significa
necessariamente produzir uma familia complicada: as vezes os proprios axiomas
encerram o processo imediatamente.

Exemplo 2.32 (Intervalos sobrepostos) Em X = [—1, 1], considere como gerado-
res os intervalos relativos dos tipos [—1,b) e (a, 1], com a < 0 < b. Intersectando
um conjunto de cada tipo obtemos

[_1) b) N (av 1] = (aa b),

de modo que os intervalos abertos que atravessam o ponto 0 aparecem sem terem
sido incluidos explicitamente na familia inicial.

A partir dessas intersecdes, as unides arbitrarias produzem todos os demais aber-
tos da topologia gerada. Em particular, além de () e X, surgem intervalos dos tipos

[_1>b)7 (aab>v (CL, 1})

coma < 0 < b, e também unides desses conjuntos. O exemplo é pequeno, mas
expde 0 mecanismo que aparecera em construcdes muito maiores: os geradores
fornecem as pecas elementares e os axiomas determinam como elas podem ser
combinadas.

A notacdo pode ser lida literalmente: gerar uma topologia é aplicar o menor
fechamento possivel pelas operagdes permitidas nos axiomas. A palavra “menor”
é essencial. Se duas topologias tornam abertos todos os elementos de &, a topolo-
gia gerada esta contida em ambas; ela retém exatamente a informacéo topologica
forcada por § e nada além disso.

Proposi¢io 2.33 (Propriedades da topologia gerada) Sejam §,2D C P(X)
e seja J uma topologia sobre X. Entéo:

1. §CT(S);

2. se § C D, entdo T (8) C T(D);

3. 8§ C T se, e somente se, T (S) C T;
4. T(T)=7T;

5.5 8§ CT CT(S), entdo T =T(S);
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6. para uma familia (S )cn,

iT<T(SA),>\ c A> = T(8,,) € A).

Demonstracao. O primeiro item faz parte da propria construgio: a topologia
gerada é escolhida entre as topologias que contém §.
Para o segundo, suponha § C D. A topologia T (D) contém §; pela minimali-
dade de T (S), segue que
T(8) CT(D).

No terceiro item, se § C T, entdo T é uma das topologias consideradas na
intersecdo que define 7 (8); logo T (S) C T . A reciproca decorre do primeiro item.
O quarto item ¢é o caso particular em que os geradores ja formam uma topologia.
O quinto é um principio de sanduiche:

SCT CTS)

implica, pelo terceiro item, T (S) C T, e portanto igualdade.
Resta o dltimo item. Ponha

=] 8,

AEA

Como cada &, esta contida em T (8), o terceiro item fornece
T(S\) CT(S) (A€A).

Consequentemente, a topologia gerada pela familia formada por todas as T7(S,)
estd contida em T (S).

Para a inclusdo oposta, cada gerador pertencente a alguma &, ja pertence a
T(8,). Assim, a topologia do lado esquerdo contém toda a uniéo S. Pela minima-
lidade da topologia gerada por 8, ela contém T (S). As duas inclusdes provam a

igualdade.

2.5 Bases

Geradores arbitrarios ainda podem ser dificeis de manejar. Se a familia inicial
for apenas uma sub-base, por exemplo, precisamos lembrar que intersec¢des finitas
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dos geradores também participam da construcdo. Uma base elimina essa etapa:

seus elementos ja sdo pecas locais suficientemente finas, e todo aberto pode ser

recuperado apenas por unido.

Essa diferenca é mais do que terminolégica. Em argumentos locais queremos

quase sempre escolher, dentro de um aberto U que contém um ponto z, um aberto

“basico” B ainda menor, com x € B C U. Trabalhar com uma base torna essa pas-

sagem automatica. Em espacos métricos, por exemplo, isso corresponde a familiar

escolha de uma bola pequena contida no aberto.

Definicdo 2.34 (Base) Seja (X,7) um espaco topoldgico. Uma familia
B C T é uma base de 7 quando, para todo U &€ T, existe uma subfamilia
By C Btal que
U= J B
BeBy;

Adotamos a convengio de que a unido da familia vazia é ().

Exemplos 2.35

1.

Os intervalos abertos (a, b) formam uma base da topologia usual de R. De fato,
cada aberto usual é unido de intervalos abertos; localmente, dado x € U, pode-
mos escolher a < x < b com (a,b) C U.

. Em um espago métrico, as bolas abertas formam uma base da topologia induzida

pela métrica. Aqui a afirmacdo é praticamente a defini¢do de aberto métrico:
todo ponto de um aberto possui uma bola centrada nele e contida no aberto.

. Em um espaco discreto, os singletons formam uma base. Como qualquer sub-

conjunto é a unido dos singletons de seus pontos, essa é a menor base possivel
em termos da informacéao local que precisa ser registrada.

. Toda topologia é, trivialmente, uma base para si mesma; basta representar um

aberto U como a unido da familia unitaria {U}. A observacio é correta, mas
pouco util: o interesse de uma base ¢ justamente substituir a topologia inteira
por uma cole¢io mais manejavel.

A definicdo por unides possui uma versao local, muito mais pratica. Em vez de

escrever explicitamente cada aberto como uma unifo, basta saber que todo ponto

do aberto est4 contido em algum elemento basico que ainda cabe dentro dele. A

proposicao seguinte organiza as diferentes maneiras de reconhecer uma base.
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Proposicdo 2.36 (Caracterizacdes de uma base) Seja (X,T) um espago
topologico e B C P(X). Sdo equivalentes:

1. B é uma base de T;
2. as unioes de subfamilias de B formam exatamente T ;

3. BC T e, paratodox € U € T, existe B € B com

reBCU.

Nessas condigdes,
T =T(B).

Demonstracao. A equivaléncia entre os dois primeiros itens é apenas uma mu-
danca de linguagem: dizer que B ¢é base significa exatamente dizer que os abertos
de T sdo as unides de subfamilias de 3.

Suponha o segundo item e tome x € U, com U € T . Escrevendo

algum elemento B € B;; contém x. Como todos os elementos dessa subfamilia
aparecem na unido que forma U, temos B C U. Além disso, cada elemento de B
¢ uma unido de uma subfamilia unitaria de 3, logo pertence a 7. Isso fornece o
terceiro item.
Agora suponha o terceiro item. ParacadaU € T ecadaz € U, escolha B, € B
comz € B, CU. Entéo
U=|JB,,

xzeU
de modo que todo aberto de T é unido de elementos de B. Como B C T, toda
unifo de elementos de B é aberta. Assim vale o segundo item.
Por fim, como B C T, temos T (5B) C T. Pela caracterizacdo por unides, a
topologia 7 (B) contém todos os abertos de T, pois contém B e é fechada por
unides arbitrarias. Portanto

T =T(B).
|

Teorema 2.37 (Critério para construir uma base) Se B C P(X) cobre X e,
para todo x € By N By, com By, B, € B, existe By € B tal que

2 € By C B, N B,,
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entdo B é uma base para T (3B). Equivalentemente, pode-se exigir que cada inter-
secdo B; N B, seja uma unido de elementos de 3.

Demonstracao. Seja U a familia de todas as unides de elementos de 5. O vazio

pertence a I/ como unido vazia, e X € U pela hipoétese de cobertura. A familia é

fechada por unides arbitrarias por construcéo.
SeU,VelUexecUNV,escolha B, B, € B com

xe B, CU, x € By, CV.
Pela hipotese existe B; € Bcomz € B3 C B; N B, CUNV. Logo
Unv=|J{BeB:BCUNV},

e portanto U NV € U. Assim, U é uma topologia.

Ela contém 3B, e qualquer topologia que contenha 5 contém todas as suas unides.
Portanto & = T (B), e B é uma base da topologia que gera. A formulacdo equiva-
lente segue porque uma interse¢ao é unido de elementos de 5 exatamente quando
todo ponto da interse¢do admite um refinamento basico contido nela.

|

O critério é particularmente 1til porque permite construir topologias sem antes
listar todos os abertos. Em vez de tentar adivinhar a topologia completa, verifica-
mos duas propriedades locais da familia candidata: cobertura do espago e possibi-

lidade de refinar intersecoes. Depois disso, todos os abertos sdo obtidos por unido.
Essa estratégia sera usada em varios exemplos a seguir.

Exemplos 2.38 (Familias de bases na reta e no plano) Em R, cada uma das fami-
lias abaixo satisfaz o critério anterior:

B, = {(a,b) - a < b},
By ={la,b) : a < b},
By = B, U B,,

By ={(a,b] : a < b},
B, = {(a,00) s a € R},

Bg = {(—0,a) : a € R},

B, ={(a,b):a <b, a,b € Q},
Bg =A{la,b):a < b, a,b e Q},
By ={la,b] : a < b}.
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Essas familias ndo geram todas a mesma topologia; justamente por isso sdo bons
exemplos para comparar bases e topologias. A familia 5, produz a topologia usual,
e B, produz a mesma topologia usando apenas extremos racionais. Ja B, fornece
a topologia de Sorgenfrey. A familia B, contém todos os singletons, pois [a,a] =
{a}, e portanto gera a topologia discreta. Assim, cole¢des visualmente semelhantes
de intervalos podem codificar estruturas topoldgicas bastante diferentes.

Esse ponto merece aten¢do: uma base ndo é apenas uma familia conveniente de
conjuntos. Sua forma determina quais aproximacdes locais sdo permitidas. Alterar
um colchete, restringir extremos aos racionais ou substituir intervalos por raios
pode manter a topologia ou muda-la completamente.

Em R?, exemplos tteis sio:

Bio =1{(a,b) x (¢,d) :a < b, c < d},

B,, = {discos abertos},

B,5 = {triangulos abertos},

Biz={la,b) x [¢,d) : a < b, c < d},

By ={la,b) x (¢,d) :a < b, c <d},

Bis ={(a,b) x (¢,d) : a,b,c,d € Q, a < b, c < d}.

As familias B, B,;, B,5 e B;; geram a topologia usual do plano, embora usem
formas geométricas distintas. A razdo é local: em torno de cada ponto de qualquer
uma dessas figuras podemos inserir uma figura suficientemente pequena de ou-
tro tipo. Ja as bases que usam intervalos semiabertos nas coordenadas produzem
topologias mais finas.

A reta de Sorgenfrey sera nosso primeiro laboratério para observar um fend-
meno importante: uma alteracdo pequena na forma dos elementos basicos pode
conservar muita da aparéncia da topologia usual e, a0 mesmo tempo, modificar
propriedades globais que nela costumam coincidir.

Exemplo 2.39 (Reta de Sorgenfrey) A familia
B ={la,b) : a < b}

forma uma base de uma topologia em R, chamada topologia de Sorgenfrey ou topo-
logia do limite inferior.

Para verificar o critério de base, primeiro note que cada = € R pertence, por
exemplo, a [z, x + 1). Além disso, se dois elementos béasicos tém interse¢do nao
vazia, entao

[a,b) N [a’,b") = [max{a,a’}, min{b, b"}),
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que novamente é um intervalo do mesmo tipo. Assim, nesse caso nem sequer é ne-
cessario decompor a interse¢do em varios elementos da base: a propria intersegao,
quando ndo vazia, ja é basica.

A reta de Sorgenfrey sera usada varias vezes adiante porque sua topologia é
proxima da usual o bastante para preservar muita intuigéo, mas diferente o bastante
para separar varias propriedades que coincidem em espacos métricos familiares.

Exemplo 2.40 (Propriedades da reta de Sorgenfrey) A reta de Sorgenfrey possui
as seguintes propriedades:

1. suatopologia é estritamente mais fina que a topologia usual. Para ver a incluséo,
dado um intervalo usual (a,b), escreva

(a,b) = U [,b).

z€(a,b)

Logo todo intervalo aberto usual é aberto em Sorgenfrey, e 0 mesmo vale para
toda unido desses intervalos. A incluséo é propria porque [a, b) pertence a base
de Sorgenfrey e nao é aberto na topologia usual;

2. os intervalos basicos [a, b) sdo clopen. De fato,
R\ [a,b) = (—o0,a) U [b,c0).

O primeiro raio é usualmente aberto e, portanto, também ¢é aberto em Sorgen-
frey. Para o segundo,

[b,00) = U[b,b—i—n),

n>1
de modo que o complementar inteiro é aberto;
3. Q é denso. Todo elemento basico [a,b) contém o intervalo usual (a,b), que

contém um racional. Assim, todo aberto nao vazio encontra Q, e o espaco é
separavel;

4. para cada a € R, a familia
{[a,a+1/n):n>1}

é uma base enumeravel de vizinhancas. Se a € [u, v), basta escolher n grande
o bastante para que a + 1/n < v. Portanto a reta de Sorgenfrey é primeiro
enumeravel.

Essas quatro propriedades serdo retomadas em capitulos posteriores. Em parti-
cular, veremos que algumas implica¢des familiares entre enumerabilidade, separa-
bilidade e propriedades de produto deixam de valer nesse espago.
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O préximo exemplo muda o mecanismo. Em vez de alterar a topologia em toda
a reta, o plano de Moore modifica apenas o comportamento junto a borda de um
semiplano. Ele mostra como uma perturbacgéo localizada da base pode produzir um
espaco globalmente diferente sem mexer na topologia de uma grande regido.

Exemplo 2.41 (Plano de Moore) Seja
M = {(z,y) € R? : y > 0}.

Para pontos (p,q) com ¢ > 0, use como vizinhancas basicas discos euclidianos
suficientemente pequenos e contidos em M. Para um ponto (p,0) do eixo, use
conjuntos da forma

{(p,0)YU{(z,y): (x—p)>+(y—e)?<e?}, e>0.

Esses conjuntos formam uma base para uma topologia em M, chamada topologia
do plano de Moore. Geometricamente, um ponto acima do eixo possui vizinhancas
ordinarias, enquanto um ponto do eixo possui vizinhancas que tocam o eixo apenas
nesse ponto e se abrem para o semiplano superior.

A condicéo de base pode ser verificada separando os casos. Duas vizinhangas de
pontos interiores comportam-se como discos usuais. Se o ponto considerado esta
no eixo, diminuimos o raio do disco tangente até que ele caiba na interse¢do dada.
Por fim, quando uma vizinhanca interior encontra uma vizinhanca tangente, qual-
quer ponto da interse¢éo esta acima do eixo e admite um disco euclidiano pequeno
ainda contido nela.

Fora do eixo horizontal ndo aparece nenhuma diferenca em relacio a topologia
de subespaco herdada de R?: em torno de um ponto com segunda coordenada
positiva, os elementos basicos sdo exatamente discos suficientemente pequenos. A
modificacdo topoldgica esta concentrada na borda.

Proposicdo 2.42 Se BB é uma base de uma topologia 7 e T é outra topologia
no mesmo conjunto, entao

TCT < BCT.
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Demonstracao. Se 7 C T, entdo todo elemento de B C T pertence automati-
camente a J’.

Reciprocamente, suponha B C T’. Seja U € T. Como B é base de T, existe
uma subfamilia B;; C B tal que

v= ] B

BeBy

Cada B € By; é aberto em T’ por hipdtese; portanto a unido U também é aberta
emJ’. LogoT CT’.

Definicdo 2.43 (Segundo Axioma de Enumerabilidade) Um espaco topolo-
gico é segundo enumeravel quando possui uma base enumeravel.

A definicdo pede uma tnica familia enumeravel capaz de descrever todos os
abertos do espaco. Isso é muito mais forte do que exigir apenas bases locais enu-
meraveis em cada ponto. A diferenca entre essas duas formas de enumerabilidade
sera estudada em um capitulo posterior; por enquanto, basta observar que a topolo-
gia usual de R é segundo enumeravel porque os intervalos com extremos racionais
formam uma base enumeravel.

Exercicios

Ex. 2.14 — Sejam 7; e T, topologias sobre um conjunto X e sejam B, e B, bases
para 7 e To, respectivamente. Mostre que sdo equivalentes: ??para quaisquer x €
XeBeBycomzx € B,existe C € By talquex € C C B; 7?71 D 7.

Ex. 2.15 — Sejam X um conjunto infinito e z; € X. Mostre que
B={{z}:zeX, x#£ax,) U{AC X :2,€ A, X\ Aéfinito}
é base para

T={ACX:2y¢ A}U{AC X : X\ Aéfinito}.

Ex. 2.16 — Considere, em N, as topologias

7 ={{meN:m<n}:neN}U{N}

7, ={ACN:0e A} U{0}.
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??Mostre que, se B, é uma base para 7, entdo B; O 7, \ {0, N}. ??Encontre uma
base B, para 7, que esteja contida em qualquer base para 7.

Ex. 2.17 — Considere a reta de Sorgenfrey. ??Quais intervalos da reta sdo abertos
e fechados nessa topologia? ??Descreva os fechos de Q, de {1/n : n € N}, de
{=1/n:n€N}edeZ.

Ex. 2.18 — Considere o plano de Moore definido acima. ??Prove que os conjuntos
descritos formam uma base para uma topologia em M. ??Prove que a topologia
em M \ {(z,0) : = € R} é a topologia usual de subespaco. ??Determine o fecho
deA=Qx{l}ede B=Q x {0}.

Como contraponto aos dois exemplos anteriores, a reta de Michael parte da topo-
logia usual e torna os pontos irracionais isolados. O exercicio mostra que duas
modificacdes aparentemente pequenas da reta podem produzir topologias mais fi-
nas que a usual e, ainda assim, incomparaveis entre si.

Ex. 2.19 — Reta de Michael. Denote por 7 a topologia usual de R e considere
B=71U{{z}:z € R\Q}.

??Mostre que B é base para uma topologia em R. ??Mostre que as topologias da reta
de Sorgenfrey e da reta de Michael sdo incomparaveis. ??Verifique que a topologia
da reta de Michael é mais fina que a usual e conclua que ela é 75,.

Ex. 2.20 — Seja X um espaco topoldgico e B uma base para X. ??Se Y é um espaco
topologicoe f : Y — X, mostre que f é continua se, e somente se, f 1 (B) é aberto
em Y paratodo B € B\ {0}. ??Se Y é um espago topologicoe f : X — Y, mostre
que f é aberta se, e somente se, f(B) é aberto em Y para todo B € B\ {(}.

2.5.1 Forma da Topologia Gerada

Uma familia de geradores néo precisa satisfazer a condi¢io local exigida de uma
base. O obstaculo é simples: se dois geradores se intersectam, a intersecdo pode
ndo ser unido de geradores da familia original. Antes de tomar unides arbitrarias,
precisamos entdo acrescentar as intersecOes finitas que os axiomas topologicos
forcam.

Esse é o papel de uma sub-base. Ela fornece as pecas mais elementares; as inter-
secdes finitas dessas pecas produzem uma base; por fim, as unides dos elementos
da base produzem a topologia. A cadeia conceitual é

sub-base — intersecdes finitas — base — unides arbitrarias — topologia.
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O proximo resultado torna essa descri¢do precisa.

Definicdo 2.44 (Sub-base) Seja (X, T ) um espaco topoldgico. Uma familia
€ C P(X) é uma sub-base de T quando
7 =7(€),

isto é, quando T é a menor topologia em que todo elemento de € é aberto.

Defini¢io 2.45 (Base induzida por uma familia) Para § C P(X), defina

3<5>={ﬂ A:8 C8, |c5”|<oo},

AeS’

com a convengio de que a interse¢io da familia vazia é X.

Teorema 2.46 (Topologia gerada por uma sub-base) Se € é uma sub-base de
(X,T), entdo B(C) é uma base de 7. Em particular,

fr:{ U B:B’QB<C"'>}.

BeB’

Demonstracio. Denote por B = B(C) a familia das intersecdes finitas de ele-
mentos de €. Como toda topologia que contém € ¢é fechada por intersecdes finitas,
temos

BCTC).
Considere agora
u:{ U B:B/QB}.
BeB’

O vazio pertence a I/ como unido vazia, e X pertence a B por corresponder a inter-
secdo da familia vazia. Logo X € /. A familia ¢/ ¢é fechada por unides arbitrarias
por construgao.

Para intersecoes, escreva

v=UJ4A Vv=UB

AcA BeD
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com A,D C B. Entdo

uvnv= |J (AnB).
(A,B)eAxD

Como A e B sio interse¢des finitas de elementos de €, também A N B é uma
intersecdo finita de elementos de C; portanto A N B € B. Segue que UNV € U.

Assim, I/ é uma topologia. Ela contém C, pois cada C' € € é uma intersecdo
finita com um Unico fator. Pela minimalidade,

Te) CU.

A inclusdo oposta ja foi observada, porque todos os elementos de 5 e suas unides
pertencem a topologia gerada. Portanto 2/ = T (C), e B é uma base dessa topologia.

Exercicios
Ex. 2.21 — Seja & uma familia de subconjuntos de X que ndo cobre X, isto é,

xX+[Js.

Ses

Na topologia gerada por &, mostre que existe x € X cuja unica vizinhanga é o
proprio X, isto é,V, = {X}.

2.5.2 Topologia da Ordem

A ordem de um conjunto pode fornecer sua prépria nogao de proximidade. Na
reta real, por exemplo, os intervalos abertos sdo simultaneamente objetos de or-
dem e os blocos basicos da topologia usual. A mesma ideia funciona em qualquer
conjunto totalmente ordenado, embora nas extremidades seja preciso tratar sepa-
radamente a existéncia de um primeiro ou de um ultimo elemento.

Seja X um conjunto com uma ordem total <. Isto significa que a relagéo ¢é
reflexiva, antissimétrica, transitiva e total: quaisquer dois pontos podem ser com-
parados. Escrevemos x < y quando x < y e x # y.

Para a < b, definimos como de costume

(a,b) ={z:a<z<b}, (a,b]={x:a<x<b},

[a,b) ={z:a <z <b}, [a,b]={z:a<z<b}.
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Definicdo 2.47 (Topologia da ordem) Suponha que X tenha mais de um
elemento. Considere a familia formada por:

1. todos os intervalos (a, b);
2. os intervalos [ay, b) quando X possui um menor elemento a;

3. os intervalos (a, by] quando X possui um maior elemento by,

Essa familia é uma base; a topologia correspondente é a topologia da ordem.

Vejamos por que essa familia é realmente uma base. Primeiro, ela cobre X. Se x
ndo é uma extremidade do espaco ordenado, existem elementos a < = < b e entdo
x € (a,b). Se x é o menor elemento, usamos um intervalo [z, b); se é o maior,
usamos (a, x]. Nos casos em que um ponto possui apenas sucessor ou predecessor
imediato, os intervalos permitidos adaptam-se do mesmo modo.

A segunda condigdo é local. Se x pertence a intersecdo de dois elementos basi-
cos, escolhemos novos extremos dentro dos extremos que aparecem nas duas vizi-
nhancas. Quando x nédo é extremo de X, isso fornece um intervalo aberto (¢, d)
com

x € (¢,d) C B; N B,.

Se x coincide com o menor ou com o maior elemento, usamos respectivamente
um intervalo dos tipos [ag,d) ou (c, by]. Portanto a condi¢do de refinamento de
intersecdes € satisfeita.

Exemplo 2.48 A ordem usual de R induz exatamente a topologia usual. Como
a reta nio possui primeiro nem ultimo elemento, a base da topologia da ordem
é formada apenas pelos intervalos (a,b), que ja conhecemos como uma base da
topologia euclidiana. Esse exemplo explica a escolha da definigdo: ela generaliza
literalmente a construcio familiar da reta.

Exemplo 2.49 (Ordem lexicografica) Em R x R, defina

(z,y) < (z',y')

quando z < z’, ou quando z = 2’ e y < y’. Com essa ordem, percorremos pri-
meiro a segunda coordenada mantendo a primeira fixa; somente depois passamos
para a proxima fibra vertical.

A topologia da ordem lexicografica é gerada pelos intervalos abertos para essa
ordem. Se os dois extremos possuem a mesma primeira coordenada, um intervalo
lexicografico pode ficar inteiramente contido em uma Unica reta vertical. Se as
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primeiras coordenadas dos extremos sdo diferentes, o intervalo contém uma cauda
da primeira fibra, todas as fibras intermediarias e uma parte da fibra final.

Esse comportamento é muito diferente daquele da topologia produto usual de
R2, cujos abertos basicos sio retangulos. O exemplo mostra que o mesmo conjunto
subjacente pode carregar topologias bastante distintas, dependendo da estrutura
usada para construir suas vizinhancas.

Exercicios
Ex. 2.22 — Sejam (X, T y) e (Y, Ty ) espacos topoldgicos disjuntos. Defina em
XUY

Txoy ={UUV:UeTy, VeTy}

Mostre que essa é uma topologia e que

Observe ainda que Ty jy = T(T x U T y).

2.6 Fecho e Interior

Definicdo 2.50 Seja X um espaco topoldgico, e seja A C X. Definimos o
fecho de A como o conjunto

A=(){F CX:Féfechadoe F D A}.

E imediato da definicio que A é o menor subconjunto fechado de X que contém
A. Os pontos de A sdo chamados pontos aderentes a A.
A aplicagdo A — A é denominada aplicacéo fecho.

Exemplo 2.51 Considere a topologia 7 = {X, 0, {a}, {c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}
em X = {a,b, c,d, e} onde os subconjuntos fechados de X sdo {0, X, {b,c,d, e}, {a,b,e}, {b,e
Assim,

@ ={b,e},{a,c} = X, {b,d} = {b,c,d, e}
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Proposicdo 2.52 Seja X um espaco topologico. Entdo a aplicacdo fecho
possui as seguintes propriedades:

[a] AC A

[b] A=A

0=0.

[a] AUB=AUB.

E A é fechado se, e somente se, A = A.

Demonstracao.
[ a | ¢ ébvio.
E Por E A C AE como A é um fechado contendo A, segue que AcCA
Como () é um fechado contendo ), segue que () C (.

E Comecamos observando que A C B implica A C B.

Como A C A|JBeB C A|JB, segue que A C A|JBeB C A|JB.
Logo A|JB C AJB. Por outro lado A | J B é um fechado contendo A | J B.
Logo A JBC A|JB.

E A demonstracio é direta.

Exemplo 2.53 (Quadrados abertos) Se consideramos os conjuntos
A:=(0,1) x (0,1) B:=(1,2) x (0,1)

em R? com a topologia usual, ¢ facil demonstrar que AN B = () enquanto que
ANB={1} x[0,1].

<

Podemos especificar uma topologia definindo uma aplicac¢do fecho com as pro-
priedades da proposicio anterior.
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Figura 2.12: Na figura da esquerda vemos que A N B = () enquanto que na direita
vemos que AN B = {1} x [0, 1]

Proposicdo 2.54 Seja X um conjunto, e seja A € P(X) = A € P(X) uma
aplicacdo com as seguintes propriedades:

T]AcA
A-%
]0=0.
[a] AUB = AUE.

SejaF ={ACX : A= A}. Entdo F ¢é a familia de fechados de uma
topologia 7 em X. A é o fecho de A para todo A C X.

Demonstracio. E imediato que X € 7. E assim segue de que ) € F.

Pela Proposicdo 2.52 item E temos que a unido de dois subconjuntos de F
pertence a .

Antes de demonstrar que qualquer intersecdo de subconjuntos de F pertence a
F , provemos que A C B implica A C B.

Novamente pela Proposi¢do 2.52 item E temos que :

ACB=B=A|JB\A)=B=A|J(B\A)= B> A

Agora sejam A; € J para todo i € I. Entdo [),_; A; C A, e portanto
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Nie; 4 C A, = A, paratodoi € I. Logo ﬂAi C ﬂAi, e segue que

icl iel
(4, € 7.
icl
Assim F é a familia de fechados para uma topologia 7 em X. Finalmente de-
monstraremos que A é o fecho de A com relagio a 7. Comecamos observando
que
ACF =Fparatodo F € 7 talque F' D A,

e portanto

Ac(\{FeF:F>A}.

Por outro lado segue da Proposicdo 2.52 item (E) que A € F e AD A. Conse-
quentemente

({FeF:F>A}CA

E assim podemos concluir que A é o fecho de A.

Definicdo 2.55 Seja X um espaco topoldgico, e seja A C X. Chamaremos
de interior de A o conjunto

A’ =| {UC X :Uéabertoe U C A}.

o ., . . , . b
Claramente A" é o maior subconjunto aberto de X que esta contido em A. As
1 0
vezes escreveremos A em lugar de A™.

Proposicido 2.56 Seja X um espaco topolodgico, e seja A C X. Entao

X\A=(X\A)° e X\A°=(X\A).

Demonstracao. Por defini¢io,
A= ﬂ{F : F é fechadoe F D A}.
Logo, pelas leis de De Morgan,
X\A=| J{X\F:Féfechadoe F D A}
ZU{U:UéaberterQX\A}
= (X\A)".
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A segunda identidade é a primeira aplicada a X \ A.

Proposicao 2.57
Seja X um espaco topologico. Entdo a aplicacdo interior tem as seguintes
propriedades:

(=] A° C A.

(] (4% = A°.

X°=X.

[a] (ANB)°*=A°NB°.

E A é aberto se, e somente se, A = A°.

Demonstracao. Cada item é dual ao item correspondente da Proposicao 2.52, por
complementacéo e pela Proposicdo 2.56. Por exemplo,

(ANB)’ =X\ (X\A)U(X\B)=A"nB"

Os demais itens seguem do mesmo modo; alternativamente, decorrem diretamente
(o) . .
do fato de A" ser o maior aberto contido em A.

Proposicio 2.58 Seja X um conjunto, e seja A € P(X) — A° € P(X)
uma aplicacdo com as seguintes propriedades:

[a] A° C A.

(] (4% = 4°.
X°=X.

[4] (ANB)°=A°NB°.

Seja7 = {AC X : A= A"}. Entdo T é uma topologia em X. E A° é o
interior de A para todo A C X.
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Demonstracao. Pelos axiomas dados, X € 7. A monotonicidade do operador
interior segue das propriedades: se A C B,entio A= AN Be

A=A NDB°,
portanto A° C B°.SeU,V € T, entio
NV =0°Nnv°=0UnV,

logoUNV eT.

Se (U)jer € T e U = |J, U, entéo, para cada i, U; = U,° C U° pela monoto-
nicidade. Assim U C U°. Como sempre U° C U, obtemos U = U°, isto é, U € 7.
Além disso, ° C 0, logo § € T . Portanto 7 é uma topologia.

Finalmente, A° pertence a 7 pela idempoténcia e esta contido em A. Se U € T
e U C A, amonotonicidade fornece U = U° C A°. Logo A° é exatamente o maior
aberto contido em A.

Exercicios
Ex. 2.23 — Para cada um dos espagos topologicos apresentados nos Exercicios 2.2
e 2.6, determine o interior e o fecho de um subconjunto arbitrario A de X.

Ex. 2.24 — Sejam 7, e T, topologias sobre um conjunto X tais que 7; C 7, e seja
—T —T.
A C X. Mostre queInt, (A) CInt, (A)e A DA

Ex. 2.25 — Sejam X um espaco topoldgico, U C X e A um aberto de X. Mostre
quese ANU # (entao ANU # 0

2.7 Vizinhancas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Assim como em espagos métricos, a topologia permite falar em vizinhancas sem
mencionar distdncias. Para cada ponto z, a familia de suas vizinhancas registra
toda a informacao local relevante.

Definiciao 2.59

Seja (X, T x) um espaco topoldgico. Dado x € X, uma vizinhanca aberta
de x é um aberto A € T x que contém o ponto . Uma vizinhanca de z é
qualquer conjunto que contenha uma vizinhanga aberta de . Denotamos
por V. afamilia de todas as vizinhancas de z.
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Pela definicdo acima temos que:

AeV

(6]
»> Se, e somente se,z € A

Em um espaco topoldgico qualquer, as vizinhancas de um ponto possuem as
mesmas propriedades para o caso de espacos métricos que as descritas na Proposi-
¢ao 1.37.

Proposicao 2.60
Seja X um espaco topologico, e z € X um ponto de X. Entdo valem as
seguintes afirmacdes sobre a familia 1V, de todas as vizinhancas de x:

1. x € Aparatodo A€ V,.

2. A intersecdo de duas vizinhancas de x também é uma vizinhanca de x.
Ouseja,se A, BeV, entioANBeV,.

3. Se A € V_ entdo existe B C A tal que z € B, e B é vizinhanca de todos
0s seus pontos.

4. SeAeV_ eAC B,entaio BeV

x-

Demonstracao.
[a|SedeV,, entdox € A° C A.
E Se A,BcV, entiox € A°’NB°=(ANDB)° . Logo ANBEV,.

Dado A € V_,seja C = A°. Se y € C, entdo C é uma vizinhanca aberta de
y contida em A, e portanto A € Vy.

E SeAcV, eACBCX, entiox € A° C B°. Logo B€ V.

Proposicao 2.61
Seja X um espago topoldgico. Um conjunto A C X é aberto se, e somente
se, for vizinhanca de todos os seus pontos.
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Demonstracdao. Um conjunto aberto ¢é vizinhanca de todos os seus pontos. Reci-
procamente, suponha que A C X seja vizinhanca de todos os seus pontos. Vamos
mostrar que A é aberto.

Por hipoétese, para todo a € A existe um aberto U, tal que a € U, C A. Logo,

A=]u,

acA

E como A é uma unido de abertos U, temos que A é aberto.

Definicido 2.62

B Seja (X, T x) um espaco topoldgico e z € X. Uma familia de vizinhangas
de z, B C V_, é chamada de base de vizinhancas ou base local de x quando
para toda vizinhanca V' € V_ existir B € B talque B C V.

B Se todos os conjuntos de B forem abertos, ou seja, se B C T x, entdo
diremos que B é uma base de vizinhancas abertas de .

Reciprocamente temos que podemos recuperar a topologia definindo um “con-
junto de vizinhangas”.

Proposicdo 2.63 Seja X um conjunto nao vazio. Para todo z € X seja V,,
uma familia ndo vazia de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

E x € UparatodoU € V.

E SeU, VeV, ,entaioUNV eV,.

Dado U € V,, existe V € V,,V C U, tal que U € V, para todo
yeV.

ESeUGVIeUCVCX, entio V € V.

Seja
T={UCX:Ue€V,paratodoz € U}. Entdo T é uma topologia em X,
eV, é o sistema de vizinhancas de x em (X, 7 ) para todo z € X.




2 Topologia 64

Demonstracao. Primeiro demonstraremos que 7 é uma topologia em X.
E imediato que () € 7. Para demonstrar que X € T,sejaz € X,esejal € V.
Como U C X, segue da Proposi¢do 2.63 item E que X € V. Logo X € T.

Sejam U; € T paratodoi € I,esejax € U U,.Entdo x € U, paraalgum< € I.

iel
Como U; € T, temos que U; € V. Como U; C U U;, pela Proposicao 2.63 item
i€l
E temos que U U, € V,.Eassim U U, eT.
iel icl

Sejam U,V € T,esejax € UNV.Entdo U,V € V_, e segue da Proposicéo
2.63 item@queUﬁV eV, LogoUNVeT.

A seguir demonstraremos que toda vizinhanca de x pertence a V. Seja U uma
vizinhanga de z. Entdo x € U°. Como U° € T, segue que U° € V_. Como
U° C U, pela Proposicio 2.63 item E podemos concluir que U € V.

Finalmente demonstraremos que todo U € V, é uma vizinhanca de x. Seja
UecV,esejaV ={yecU:UecV,k} SeguedaProposicio 2.63 item E que
zcU,ecomoU €V, temosquex € V.

A seguir veremos que V' € 7. Dado y € V, temos que U € V. Pela Proposicao
2.63 item ! temos que existe W € V, ;W C U, talque U € V', paratodo z € W.
Segue entdo da Proposicdo 2.63 item E que W C V. Segue do item E dessa
proposicio que V € V. Logo V € 7.

Comoz € VeV € T,podemos concluir que z € U°. Logo U é uma vizinhanca
de z.

Exemplos 2.64

Seja X um espaco topologico, sejax € X, esejaB, ={U € V, : U é aberto
}. Entdo B, é uma base de vizinhangas de z.

E Seja X um espaco métrico, seja x € X, e seja
B, ={B(x;r) : r>0}.
Entdo B, é uma base de vizinhancas de x.
Seja X um espaco métrico, seja x € X, e seja
B, ={B[z;r] : r>0}.

Entdo B, é uma base de vizinhangas de x.
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Proposicdo 2.65 Seja X um espago topologico ndo vazio, e seja B, uma
base de vizinhangas de x, para todo = € X. Entéo:

[a] z €Uparatodo U € B,.

E Dados U,V € B, existe W € B talque W CUNV.

Dado U € B, existe V € B,V C U, tal que para todo y € V existe
W e B, talque W CU.

E Um conjunto U C X é aberto se, e somente se, para todo z € U existe
VeB, talqueV CU.

Demonstracao. O primeiro item segue porque todo elemento de B, é uma vizi-
nhanca de z. Para o segundo, se U,V € B_, entdo U NV é uma vizinhanca de x
pela Proposicéo 2.60; como B, é base local, existe W € B, comW CUNV.

Para o terceiro, tome U € 3B,. Pela Proposicdo 2.60, existe uma vizinhanca
O C U de z que é vizinhanca de todos os seus pontos. Escolha V' € B, com
V C O. Paracaday € V, como U é uma vizinhanca de y, a base B, contém algum
W CU.

Finalmente, se U é aberto e x € U, entdo U é uma vizinhanca de x e contém
algum elemento de 5,. Reciprocamente, se para cada = € U existe V, € B, com
V., C U, entdo U é vizinhanca de cada um de seus pontos e, pela Proposi¢io 2.61,
é aberto.

Reciprocamente temos:

Proposicido 2.66 Seja X um conjunto nio vazio. Para todo z € X seja B,
uma familia ndo vazia de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

||z €Uparatodo U € B,.

E Dados U,V € B, existe W € B talque W CUNV.

Dado U € B, existe V € B,V C U, tal que para todo y € V existe
W e B, talque W CU.

SejaT ={U C X : paratodo z € U existe V € B, tal que V C U}. Entéo
T é uma topologia em X e B, é uma base de vizinhancas de x em (X, 7)
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para todo z € X.

Demonstracao. Para todo x € X seja
V,={UCX:U D VparaalgumV € B_}.

E claro que as familias V7, verificam as propriedades E, E, e E da Pro-
posicdo 2.63, e que
T={UCX:UecV,paratodox € U}.

Pela Proposi¢ao 2.63 T é uma topologia em X e V, é o sistema de vizinhancas
de z em (X, T ) para todo z € X. Segue que B, é uma base de vizinhancas de =
em (X,T) paratodo x € X.

A proposicao seguinte caracteriza abertos, fechados, fecho de um conjunto e
interior de um conjunto em termos de bases de vizinhangas.

Proposicio 2.67 Seja X um espaco topoldgico nao vazio, seja A C X, e
seja B, uma base de vizinhancas de x, para todo x € X. Entdo:

A é aberto se, e somente se, para todo z € A existe V € B, tal que
V C A

A é fechado se, e somente se, para todo = ¢ A, existe V € B, tal que
VNA=0.

Z:{a:EX:VﬂA#‘Z)paratodoVGBx}.

E A°={r e X:V C AparaalgumV € B_}.

Demonstracao.

E E exatamente o quarto item da Proposicio 2.65.

E O conjunto A é fechado se, e somente se, X \ A é aberto. Aplicando o item
anterior a X \ A, obtemos a equivaléncia desejada.

Sex ¢ A, entio, aplicando E ao fechado A, existe V € B, talque VN A =
(); em particular, V. N A = (.
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Reciprocamente, suponha que exista V € B_ talque VN A = (). Como V é
uma vizinhanca de z, temos € V°. Além disso, A C X\ V C X\ V°. O
ultimo conjunto é fechado; logo

ACX\V°

e portanto x ¢ A.

E Pela Proposicio 2.56, X\ A° = (X\A). Se B denota o conjunto da direita
em E entdo usando | ¢ |segue que
r¢g A xe(X\A) < VN (X\A) #)paratodo V € B,
<V ¢ AparatodoV € B, < x ¢ B.

Definicdo 2.68 (Primeiro Axioma de Enumerabilidade) Seja X um espago
topologico. Diremos que X satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade se
todo z € X admite uma base de vizinhancas 5, que ¢ enumeravel. Nesse
caso também dizemos que o espaco é primeiro enumeravel.

Todo espago métrico satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

2.8 Pontos de acumulacao e conjuntos densos

Pontos de acumulacdo descrevem onde um conjunto se adensa localmente. A
nocio sera especialmente util no estudo de sequéncias; ao final da secéo, ela nos
levara naturalmente aos conjuntos densos.

Definicdo 2.69 (ponto de acumula¢io) Dado um conjunto A num espaco
topoldgico X, diz-se que um ponto € X é um ponto de acumulacio de A
se para qualquer vizinhanca U, de x temos que

U \{z})NA£0

Vamos apresentar algumas terminologias para o conjunto de pontos de acumu-
lagdo.
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Definicdo 2.70 (Conjunto derivado) O conjunto de pontos de acumulacio
de um conjunto A é denominado conjunto derivado. Normalmente, denota-
remos o conjunto derivado de A por A’.

Observacio 2.71 (Vizinhancas perfuradas) Quando consideramos uma vi-
zinhanca U, de um ponto z € X, as vezes (especialmente quando falamos
de pontos de acumulacéo), é util retirar o proprio ponto da vizinhanca.

O conjunto U, \ {z} é geralmente denominado de vizinhanca perfurada de
x.

Exemplo 2.72 Afamilia T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} define uma
topologia em X = {a,b,c,d,e}. Considere o subconjunto A = {a,b,c} de X.
Observe que b € X é um ponto de acumulagio de A, pois os conjuntos abertos
contendo b sdo {b,c,d,e} e X, e cada um contém um ponto de A diferente de b,
ou seja, ¢. Por outro lado, o ponto @ € X ndo é um ponto de acumulacgéo de A,
pois o conjunto aberto {a}, que contém a, ndo contém um ponto de A diferente de
a. Similarmente, os pontos d e e sdo pontos de acumulagéo de A e o ponto ¢ néo é
um ponto de acumulagdo de A. Assim, A" = {b,d, e}é o conjunto derivado de A.

<

Exemplo 2.73 Conjunto derivado de (0, 1) na topologia usual e na topologia de
limite inferior.

Na topologia usual de R, temos (0,1)" = [0, 1].

Na topologia de limite inferior de R, precisamos considerar os abertos da base
que contém z, isto é, = € [a,b). Se x € [a,b), entdo [x,b) C [a,b); portanto basta
considerar vizinhancas béasicas da forma [z, b).

Se 0 < z < 1, entdo ((0,1) \ {z}) N [z,b) contém pontos de (z,min{1,b}) e,
portanto, é ndo vazio. Portanto, z é um ponto de acumulagido. Se x < 0, entdo
x € [x,0) que ndo contém nenhum ponto em (0, 1). Similarmente, se x > 1, entdo
x € [z, + 1) que ndo contém nenhum ponto em (0,1). Em ambos os casos, a
condigao na defini¢do de ponto de acumulacdo néo é satisfeita, de modo que = néo
é um ponto de acumulagio. Logo, obtemos que (0,1)" = [0, 1).

<

Uma propriedade interessante dos conjuntos derivados é apresentada no se-
guinte lema.
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Proposicdo 2.74 (Decomposicio do Fecho)

A=AUA

Demonstracido. A demonstracédo é imediata, demonstraremos a contencdo dupla.

1. Vamos ver que todos os pontos A\ A estio em A’. Com efeito, dado um z ¢ A
e aderente a A, temos que para todas as vizinhangas U, de x

U,NA+0

Como z ¢ A, temos (U, \ {z}) N A # (), cumprindo a defini¢cdo do ponto de
acumulacéo.

2. Esta claro que A C A, entio resta apenas verificar que A’ C A. Sex € A/,
toda vizinhanca de x contém um ponto de A diferente de = e, em particular,
intersecta A. Pela Proposi¢io 2.67, temos x € A.

Vamos parar por um segundo para refletir sobre as implica¢des desse resultado.

Observacio 2.75 (Acumulacio e Fechado) Um conjunto é fechado se, e
somente se, contém todos os seus pontos de acumulagio.
Esta é uma consequéncia direta da proposicdo 2.67 e do lema 2.74.

Deve-se notar que, claramente, essa decomposig¢éo, em geral, ndo é uma particéo,

como mostra o exemplo simples a seguir.

Exemplo 2.76 (disco) Se considerarmos o disco D em R? com a topologia usual,
é facil mostrar que seus pontos de acumulacédo coincidem com seu fecho, e assim

D\DCD (2.2)

Em geral, temos apenas que A\ A C A’.
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Defini¢ido 2.77 (Pontos isolados) Denominamos pontos isolados de um con-
junto A, todos os pontos de A que néo sdo pontos de acumulagio. Ou seja,
os pontos z € A que possuem uma vizinhanca que satisfaz

U,NA={z}

Exemplo 2.78 (Topologia nido discreta em um conjunto enumeravel infi-

nito) Considere, em N, a familia
TQ:{Q)?N}U{Qy:yEN}, QyZ{iGD\l:i:OOuz’>y}.

Essa familia é uma topologia. Todo aberto nio vazio contém 0, de modo que o
espaco ndo é T): por exemplo, ndo existe aberto que contenha 1 e exclua 0. Por
outro lado, ele é T}, pois, dados m < m com m > 0, o aberto €2, contém n e nao
contém m, e §2,, contém 0 e ndo contém n.

Nenhum ponto é isolado. Com efeito, todo aberto ndo vazio contém 0 e, para
cada y, o conjunto 2, contém infinitos naturais.

<

e ND

e )
ot
W~
w
[N}

Figura 2.13: Uma topologia 7}, ndo 7} e nao discreta em um conjunto enumeravel
infinito.

Passemos agora a nocdo de densidade.

Defini¢do 2.79 (conjunto denso) Dizemos que um conjunto A é denso em
um espago topologico X se o fecho de A for todo o espaco X. Ou seja, se

A=X
A definicdo pelo fecho é conceitualmente simples, mas nem sempre é a forma

mais pratica de verificar densidade. A caracterizacio seguinte sera usada com fre-
quéncia.
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Proposicido 2.80 (Caracterizacdo da densidade) As seguintes afirmacdes
sdo equivalentes:

1. A é denso.

2. Todo aberto U néo vazio contém algum ponto de A.

Demonstracao. Suponha primeiro que A seja denso e seja U um aberto nao vazio.
Escolhaz € U. Como x € A e U é uma vizinhanca de x, temos U N A # ().

Reciprocamente, suponha que todo aberto ndo vazio intercepte A. Sejax € X e
seja V uma vizinhanca de x. Existe um aberto U tal que x € U C V. Por hipdtese,
UN A # (), e portanto também V N A # . Logo » € A. Como z é arbitrario,
A=X.

E natural perguntar quando um espaco possui um subconjunto denso enumera-
vel. Essa propriedade é importante o bastante para receber um nome proprio.

Definicdo 2.81 (espaco topoldgico separavel) Diz-se que um espago topo-
logico X é separavel se tiver um subconjunto enumeravel denso.

Exemplo 2.82 (Espacos Separaveis) O primeiro exemplo é familiar; o segundo
mostra que separabilidade pode surgir por razdes bem diferentes da geometria eu-
clidiana.

1. Q™ é um conjunto denso e enumeravel em R com a topologia usual. A nu-
merabilidade de Q™ é uma consequéncia da numerabilidade de Q (o produto de
conjuntos enumeraveis é enumeravel). Além disso, a densidade pode ser facil-
mente testada.

2. Dado qualquer conjunto X equipado com a topologia de um ponto a € X, o
espaco topologico (X, T ) é separavel (note que {a} é denso e finito).

<

Para finalizar esta secdo, apresentamos o conceito de fronteira de um conjunto.
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Definicio 2.83 (Fronteira de um conjunto) Definimos a fronteira de um
conjunto como os pontos aderentes ao conjunto que nao sao internos. Colo-
cado de outra maneira

fr(A) = A\ A° (2.3)

vizinhangas

Figura 2.14: Interior, Exterior e Fronteira

E interessante ver que, como parece intuitivo, um conjunto e seu complemento
compartilham uma fronteira.

Proposicao 2.84 (Fronteira e Complementacgio)

fr( X\ A) =fr(A4)

Demonstracao. Usando as identidades de dualidade entre fecho e interior,
fr(X\NA) =X \A\ (X\A)°
= (X\A")\ (X \4)
= A\ A° = fr(A).

A fronteira de um conjunto também pode ser descrita como a intersecdo das
aderéncias do conjunto e de seu complementar.
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Proposicao 2.85 (Fronteira e Aderéncia)

fr(A) = ANX\A

Demonstracido. Nos sabemos que

ANX\NA=ANn(X\ A"

—

Assim, basta que AN (X \ A°) = A\ A°, o que é evidente pela definicio de
diferenca.

O interior, o exterior e a fronteira dependem da topologia

Figura 2.15: A influéncia da for¢a da topologia na espessura da fronteira.

Exercicios

Ex. 2.26 — Considere, sobre um conjunto néo-enumeravel X, a topologia co-
enumeravel. Quais das afirmacoes a seguir sdo verdadeiras? Justifique.

?7?D C X é denso em X se, e somente se, D é ndo-enumeravel.

??Todos os abertos nao vazios de X sdo densos em X.

??Se D C X é denso em X, entdao D é aberto em X.

Ex. 2.27 — Sejam X um espaco topologico e Dy, D, C X densos em X. Pode-se
afirmar que D; N D, é denso em X? E se D, além de denso, for aberto em X?
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int(S) =0 fr(S):: X ext(S) = é
R e Gt 5! i X\S--A4------ >
int(S) =S fr(S)=0 ext(S)=X\S
- S=285 ;{

Figura 2.16: Interior, limite e exterior de conjuntos incluindo as topologias extre-
mais discreta e trivial.

Ex. 2.28 — Sejam X um espaco topologico e x € X. Mostre que x é ponto isolado
de X se, e somente se, {x} é aberto em X.

Ex. 2.29 — Sejam X um espaco topologico e A contido em X. Mostre que A° = ()
se, e somente se, A° é denso em X.

Ex. 2.30 — Sejam X um espaco topologicoe A C X. Dizemos que x € X é ponto de
fronteira de A se toda vizinhanca V' de x em X satisfaz VNA # Qe VN(X\A) # 0.
O conjunto de todos os pontos de fronteira de A é denominado a fronteira de A em
X e é denotado por fr(A). Mostre que:

7fr(A) = AN X\ A

7A° = A\ fr(A)

7A=AUfr(A)

??A ¢é aberto em X se, e somente se, fr(4) = A\ A

??A é fechado em X se, e somente se, fr(A) = A\ (*A)

Ex. 2.31 — Sejam X um espaco topologico, A, B C X e A # (). Complete com C,
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D ou, se for o caso, =:

(AuBy ___ A UB
(UAEAA> - UAE/ZAO
(AN B AN B
(ﬂAe/lA> - DAeﬁAO
AuB _____ AUB
Usesd —— Uses4
ANB ___ ANnB
mAGAA - ﬂAeAA

—C
Ex. 2.32 — Sejam X um espago topologico e U C X. Mostre que: 22U = (U°y
2?(U°)° = UC 22U é denso em X se, e somente se, U° possui interior vazio.

2.9 Sequéncias

Recordemos primeiro o conceito de sequéncia.

Definicdo 2.86 (Sequéncia) Uma sequéncia em um espaco X é uma aplica-
cao f : N — X. Escrevemos usualmente (z,,),~;, onde z, = f(n) é o
n-ésimo termo da sequéncia.

A nogéo central associada a sequéncias é a convergéncia.

Definicao 2.87
Sejam (X, T y) um espaco topologico e z,, € X uma sequéncia de pontos
de X. Dizemos que z,, converge para x € X na topologia 7 , quando

para toda vizinhanca V' € V_ existir N € Ntalquen > N = z, € V.
:TX
Denotamos tal fato por x,, — «, ou simplesmente z,, — x.

Observacio 2.88 Como no caso métrico, para verificar se uma sequéncia
x,, € X converge para x € X, basta verificar a condicdo da Definicdo 2.87
para uma base de vizinhancas de z.
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Exemplo 2.89 Seja X um conjunto com pelo menos dois elementos, dotado da
topologia indiscreta. Seja (,,) uma sequéncia em X e € X. Entdo x,, converge
para .

<

Exemplo 2.90 Uma sequéncia é eventualmente constante se existirem z € X e
N tais que n > N = z, = x. Dizemos que z é o valor eventual da sequéncia
(note que esse valor eventual é tnico). Em qualquer espago topologico, uma se-
quéncia eventualmente constante converge para o seu valor eventual. No entanto,
tal sequéncia pode ter outros limites também, como no exemplo acima.

<

2.9.1 Em um espaco topoldgico discreto X, uma sequéncia x,, converge para x
se, e somente se, z,, ¢ eventualmente constante e x é seu valor eventual.

Exercicios
Ex. 2.33 — Sejam X um espago topologicoe A C X. Mostre que A é um subespaco
fechado e discreto de X se, e somente se, A" = ().

A perda da unicidade de limites ja mostra que, fora do contexto métrico, sequén-
cias podem se comportar de maneira muito diferente. Mais adiante veremos uma
limitagio ainda mais profunda: em espacos topologicos gerais, sequéncias podem
nao detectar todo o fecho de um conjunto. O primeiro axioma de enumerabilidade,
estudado no Capitulo de enumerabilidade, explica por que essa dificuldade desapa-
rece em muitos espacos familiares; redes e filtros fornecerao depois a linguagem
adequada para o caso geral.

Com isso completamos a passagem da estrutura métrica para a estrutura topo-
logica. A partir de agora, abertos, fechados, bases, fechos e vizinhangas serdo a
linguagem comum para formular continuidade, separacao, compacidade e conexi-
dade sem recorrer a uma distancia.



CAPITULO

3

Funcoes Continuas

No capitulo anterior, os abertos passaram a ser o dado fundamental de um es-
paco topoldgico. A continuidade é a nogao que respeita essa estrutura: uma aplica-
¢éo é continua quando abertos do contradominio, ao serem puxados de volta, con-
tinuam abertos no dominio. Essa formulacéo global sera nosso ponto de partida. A
descri¢do local por vizinhangas aparecera depois como uma maneira equivalente
de ler o mesmo fendmeno ponto a ponto.

3.1 Continuidade e imagens inversas

A identidade

f (U UA) =Usrtwy,  ruonv)=tun i)
A A

explica por que a imagem inversa é o operador natural na definicdo: ela preserva
exatamente as operacdes que aparecem nos axiomas de uma topologia.

Definicdo 3.1 Sejam X e Y espacos topologicos e f: X — Y. Dizemos
que f é continua quando a imagem inversa de todo aberto de Y é aberta em
X:

VeTy, = fYV)eTy.

77
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Também diremos que f é continua em ¢ € X quando, para cada aberto
V C Y que contém f(a), existe um aberto U C X com

aeU e f(U)CV.

Mais adiante verificaremos que a continuidade global equivale a continui-
dade em todos os pontos.

Notacio 3.2 Denotaremos por C(X,Y) o conjunto das aplicagdes conti-
nuas de X em Y. Quando Y = R, escreveremos simplesmente C'(X).

Figura 3.1: Continuidade: abertos do contradominio tém imagens inversas abertas.

A caracterizacdo por fechados é a forma dual da mesma condicéo, obtida por
complementacio.

Proposicido 3.3 Para uma aplicacdo f: X — Y entre espacos topoldgicos,
sdo equivalentes:

E f é continua;
E J71(A) é aberto em X para todo aberto A de Y;
fY(F) é fechado em X para todo fechado F de Y.
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Demonstracao. Os dois primeiros itens sdo a defini¢cdo. Para comparar abertos e
fechados, use

FHYNA) = XN fHA).
Assim, preservar abertos por imagem inversa é equivalente a preservar fechados.

Observacio 3.4 (Importancia das topologias) A continuidade depende
das topologias escolhidas. Se refinamos a topologia do dominio, ha mais
candidatos a abertos para as imagens inversas; se engrossamos a topologia
do contradominio, ha menos abertos a testar. Em ambos os movimentos a
continuidade se torna, em geral, mais facil de satisfazer.

Observacio 3.5 (Casos extremos)

1. Se o dominio X é discreto, toda aplicagio X — Y é continua.

2. Se o contradominio Y possui a topologia trivial, toda aplicacdo X — YV
é continua.

Observacio 3.6 (Aplicacdes constantes e identidade)

1. Toda aplicacdo constante é continua: a imagem inversa de um aberto é
X ou 0.

2. Aidentidade
id: (X’Tdiscreta> — (X’Ttrivial)

é continua e bijetiva. Se X tem mais de um ponto, sua inversa néo é
continua.

3.1.1 A leitura local

A condic¢do pontual da Definicdo 3.1 é a versdo local da condi¢do por imagens
inversas. Se f é continua e V é aberto com f(a) € V, podemos tomar U = f~ (V).
No sentido inverso, suponha f continua em cada ponto e fixe um aberto V' C Y.
Para cada a € f~!(V), escolha um aberto U, com

acU, CfYV).
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Entao

= U U,

acf (V)

é aberto. Portanto, f é continua se, e somente se, é continua em cada ponto.
Bases locais permitem reduzir ainda mais o teste.

Proposicdo 3.7 Seja f: X — Y, e sejam B, e By, bases de vizinhancas
de a e f(a), respectivamente. Sdo equivalentes:

E f é continua em q;

E paracadaV € V (f(a)), existe U € V (a) tal que f(U) C V;
paracada V € By, existe U € B, tal que f(U) C V.

Demonstracdo. Se f é continua em a e V é uma vizinhanga de f(a), escolha um
aberto Vj, com f(a) € V;; C V e depois um aberto U, com a € U, e f(U,) C V.
Isso prova E:@

Para passar de E a , refine a vizinhanca do dominio por um elemento de

o

Finalmente, suponha . Dado um aberto V' > f(a), escolha V;, € By, com
Vo €V, edepois U, € B, com f(U,) C V;. Como U, é uma vizinhanca, contém
um aberto U 3 a; entdo f(U) C V.

3.1.2 Composicao

A estabilidade por composicdo pode ser vista tanto globalmente quanto local-
mente.

Proposicio 3.8 Se f: X — Y écontinuaemaeg: Y — Z é continua em
f(a), entdo g o f é continua em a.
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Demonstracdo. Dada uma vizinhanga W de g(f(a)), escolha uma vizinhanca V'
de f(a) com g(V) C W e, em seguida, uma vizinhanca U de a com f(U) C V.
Entao

(ge HHU) CW.

[ ]
Proposicdo 3.9 Se f: X — Y eg: Y — Z sdo continuas, entdo go f é
continua.
Demonstracao. Para todo aberto W C Z,
(go f)H W) = fHg (W),
e as duas imagens inversas sucessivas sdo abertas.
]

3.2 Homeomorfismos e Homeomorfismos Locais

Continuidade sozinha permite colapsar pontos e regides. Para expressar que
dois espacos possuem a mesma estrutura topoldgica, precisamos de uma transfor-
macao reversivel cuja ida e volta respeitem os abertos.

Defini¢do 3.10 (Homeomorfismo) Um homeomorfismo f : X — Y é uma
bijecdo tal que f e f~! sdo continuas. Quando existe tal aplicacio, dizemos
que X e Y sdo homeomorfos.

Observacio 3.11 (Continuidade da inversa) Uma bijecido continua ndo
precisa ser um homeomorfismo. A continuidade da inversa é o que garante
que a correspondéncia preserve a topologia nas duas direcdes.
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Exemplo 3.12 (Homeomorfismos)

1. A identidade
id: <X7 fTdiscreta) - <X7 Ttrivial)

é continua e bijetiva, mas nao é um homeomorfismo quando X tem mais de um
ponto.

2. Considere a lemniscata L. C R? parametrizada por

(t)— Li
LA e ey

A retareal nao ¢ homeomorfa a L. Ainda ndo dispomos das ferramentas formais
para provar isso, mas a geometria antecipa a conexidade: ao remover o ponto
O = (0,0), pequenas vizinhancas de O em L exibem quatro ramos, enquanto
pequenas vizinhancas de um ponto da reta exibem apenas dois.

R i L
F OO

Figura 3.2: A lemniscata antecipa um argumento local que sera formalizado por
conexidade.

3. Considere dois subconjuntos X,Y C R?, cada um formado por trés segmentos
que se encontram apenas num mesmo extremo. Emparelhe os trés segmentos
de X com os de Y e use interpolacio linear em cada par.

f|51
% f|$’a \\

Figura 3.3: Homeomorfismo construido segmento a segmento.

A parametrizacdo do segmento com extremos a, b é

fap: 0,1] — R?

= (1 —t)a + tb. 3
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Ela é um homeomorfismo de [0, 1] sobre [a, b]. Portanto um homeomorfismo de
[c,d] em [a,b] é f,;, o foi. Como as defini¢des coincidem no extremo comum, o
lema da colagem permite unir as trés aplica¢des parciais; o0 mesmo vale para a

inversa.

0,1] o, [a, ]

f(;
{ Afc;

[¢, d]

3.2.1 Homeomorfismos locais

Defini¢do 3.13 (Homeomorfismo local) Uma aplicacdo f : X — Y éum
homeomorfismo local em z, se existe um aberto U > z, tal que f(U) é aberto
emY e

fly : U — f(U)

¢ um homeomorfismo. Se isso vale para todo z; € X, dizemos que f é um
homeomorfismo local.

Todo homeomorfismo é um homeomorfismo local. A noc¢éo permite comparar
espacos em pequena escala mesmo quando globalmente sdo muito diferentes.

Exemplo 3.14 (Esfera e plano) A esfera
S = {z e R: o] = 1}

é localmente homeomorfa a R%. Se p = (z, Y, 2y) tem z, # 0, tome uma vizi-
nhanca U de p contida no hemisfério determinado pelo sinal de z,. A projecdo

Ty i U — Wzy(U), (z,y,2) > (z,y),

é um homeomorfismo, com inversa

0«/1—:E2—y2).

V4
(z,y) — (:vy
|Zo|

Se xy # 0, pode-se usar a proje¢do no plano yz; os demais casos sdo analogos,
escolhendo uma coordenada nédo nula.

<
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3.2.2 Aplicacoes abertas, fechadas e mergulhos

Definicdo 3.15 (Aplicacdes abertas, fechadas e mergulhos) Sejam X eY
espacos topologicos.

E Uma aplicacdo f : X — Y é um homeomorfismo se ¢ bijetiva e f, f~*
sdo continuas.

E f é aberta se leva abertos de X em abertos de Y.
f é fechada se leva fechados de X em fechados de Y.

f € um mergulho se é um homeomorfismo de X sobre o subespaco

f(X)cY.

Proposicio 3.16 Se f: X — Y é uma bijecéo, sdo equivalentes:

E f é um homeomorfismo;
E f é continua e aberta;

f é continua e fechada.

Demonstracao. Se f é um homeomorfismo e U C X é aberto, entdo

fO)=(H70)
é aberto; 0 mesmo argumento com complementos mostra que f é fechada.
Reciprocamente, suponha f continua e aberta. Para todo aberto U C X,
(FH YU) = f(U) é aberto, logo f~! é continua. Se f é continua e fechada,
aplicamos o mesmo argumento aos fechados.

[
Exemplos 3.17
1. Uma aplicacdo aberta que ndo é continua: tome X = (R, T ) ¥ =
({a’? b}7 :Tdiscreta) €
a, x>0,
flz) =
b, x<0.
Toda imagem de aberto é aberta em Y, mas f~({a}) = [0, 00) néo é aberto.

Como Y é discreto, f também é fechada.
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2. Uma aplicagio que néo é aberta nem fechada: se A tem ao menos dois elementos,
considere a identidade de (A, T gisrera) €M (A, T ivial)-

3. Uma aplicacdo aberta que néo é fechada: tome X = ({a,b}, T gisereta)s ¥ =
({a,b},{0,{a},{a,b}}) e a aplicacdo constante com valor a.

4. Uma aplicacdo fechada que néo é aberta: tome X = ({a,b}, T jisereta)s ¥ =
(R,T e defina f(a) =0, f(b) = 1.

usual)

5. A identidade de um espaco topoldgico em si mesmo é aberta e fechada.

OO ee

Exercicios
Ex. 3.1 — Seja (X, d) um espago métrico.
??Mostre que, para todo subconjunto nédo vazio A C X, a funcéo

d(-,A): X — R
x > d(z,A)

¢ continua.
??Sejam A, B C X fechados, ndo vazios e disjuntos. Mostre que a fung¢io f: X —
[0, 1] dada por
d(z, A)
(x,A) +d(z, B)

f@) = -
é continua.

Ex. 3.2 — Sejam X e Y espagos topoldgicose f: X — Y.

??Seja U uma familia de abertos de X tal que X = | JU. Mostre que, se f|; é
continua para todo U € U, entdo f é continua.

??Sejam A e B fechados em X, com X = A U B. Mostre que, se f|4 e f|z sdo
continuas, entdo f é continua.

??Conclua que, se F é uma familia finita de subconjuntos fechados de X, X =
U Z, e f|p €é continua para todo F' € 7, entdo f é continua.

??Dé um contraexemplo mostrando que a hipétese de finitude nao pode ser omitida
no item anterior.

??Dé um contraexemplo mostrando que a hipdtese de os conjuntos serem fechados
nao pode ser omitida no item (b).
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Ex. 3.3 — Considere {0, 1} com a topologia trivial e a aplicacdo f: R — {0,1}
definida por

0, z€Q,

1, z¢Q.

Mostre que f é sobrejetora, continua e aberta. Portanto, a imagem de um espago

fx) =

metrizavel por uma aplicagdo continua e aberta ndo precisa sequer ser 7j,. O que
acontece se substituirmos “aberta” por “fechada”?

Ex. 3.4 — Mostre que toda bola aberta de R" é homeomorfa a R™.

??Mostre que quaisquer dois intervalos fechados e limitados de R com mais de um
ponto sdo homeomorfos.

??Dé um contraexemplo mostrando que a palavra “limitados” ndo pode ser omitida
no item anterior.



CAPITULO

4

Construcoes de Espacos
Topologicos

Até aqui, a topologia foi apresentada como uma estrutura ja dada. Neste capi-
tulo passaremos a construi-la a partir de espacos conhecidos. H4 quatro operagdes
fundamentais: restringir um espaco a um subconjunto, combinar espacos por pro-
dutos, colar pontos por quocientes e manter componentes separadas por somas.
Por tras dessas construcdes existe uma mesma pergunta: qual topologia torna cer-
tas aplicacOes continuas sem impor informacgao desnecessaria?

A linguagem de topologias inicial e final tornara essa ideia precisa. Antes dela,
comegamos pelo caso mais concreto, o de um subconjunto visto com a estrutura
herdada do espago ambiente.

4.1 Subespacos

87



Oespaco (S, T g) é chamado subespaco de X. Também usaremos a expresséo
topologia induzida; seus elementos sdo os abertos relativos de .S.

A palavra “relativo” é importante. Um conjunto pode ser aberto em S sem ser
aberto no espaco ambiente: o que importa é que ele seja o recorte, por S, de algum
aberto de X. Essa distin¢do sera usada repetidamente ao comparar propriedades
do subespaco com propriedades do espaco ambiente.

Exemplos 4.2
E Z, com a topologia induzida por R, é um espaco topoldgico discreto.
E Identificando R com o eixo horizontal R x {0}, obtemos um subespago de
R2.

Se S = [0, 1] recebe a topologia de subespaco de R, entéo o proprio S é aberto
e fechado em S. Visto como subconjunto de R, porém, [0, 1] é fechado e ndo

é aberto.

E Os numeros racionais Q, com a topologia induzida de R, nao formam um
espaco discreto: por exemplo, {0} ndo é aberto em Q. Se a < b sdo racionais,
entdo (a,b) NQ é aberto em Q e [a, b] N Q é fechado. Se a < b sdo irracionais,
(a,b) N Q é simultaneamente aberto e fechado em Q.
Considere a topologia T = {X, 0, {a}, {c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} em X =
{a,b,c,d,e} e o subconjunto S = {a,d,e} de X. Temos X NS = S,
{a} NS = {a}, {a,c,d} NS = {a,d}, D NS = 0, {c,d} NS = {d},
{b,c,d,e} NS = {d,e} Portanto, topologia induzida no subespago S é
Ts=15,0,{a},{d},{a,d} {d,e}}.

<

Proposicdo 4.3 Seja S um subespaco de X. Entdo:

U é aberto em S se, e somente se, existe um aberto U’ C X tal que

U=8SnU".

F é fechado em S se, e somente se, existe um fechado F; C X tal que
F=SNF,.

Se A C S, entdo

A°—sna’.

E Se x € S, um conjunto U C S é vizinhanca de x em S se, e somente
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Figura 4.1: O conjunto A é um aberto na topologia do subespago no retdngulo em
[R2

se, existe uma vizinhanga U’ de z em X talque U = SN U".

Demonstracao. O primeiro item ¢ a definicdo da topologia de subespaco.
Para o segundo, tome complementos dentro de S. Se F' é fechado em 5, entéo
S\ F = SNU’ para algum aberto U’ de X; logo

F=Sn(X\U),

e X \ U’ é fechado em X. A reciproca segue pelo mesmo célculo.
Para o fecho, use a caracterizacdo por vizinhancas. Um ponto x € .S pertence a

—S

A exatamente quando toda vizinhanca de = em S encontra A. Pelo item seguinte
— ou diretamente pela definicdo de aberto relativo — essas vizinhancas sio os re-
cortes por S das vizinhancas de x em X. Como A C 5, isso equivale a dizer que

_X
toda vizinhanca de = em X encontra A, isto é, z € A . Portanto
s X
A =5nNnA .
Resta justificar a afirmacio sobre vizinhangas. Se U’ é vizinhanca de = em X,
escolha um aberto V' comz € V/ C U’. Entdao SNV’ é abertoem S e

reSnv' csSnuU’,

de modo que S N U’ é vizinhanca de z em S.
Reciprocamente, seja U vizinhanca de x em S. Existe um aberto relativo V' =
SNV comz €V C U,onde V' é aberto em X. Defina

U =V'UU\V).
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Entdo x € V' C U’, portanto U’ é vizinhanca de x em X,e SNU" = U.

Observacio 4.4 (Propriedades hereditarias) Uma propriedade topologica
é hereditaria quando passa do espago para todos os seus subespacos. Se essa
passagem é garantida apenas para subespacos fechados, dizemos que a pro-
priedade é fracamente hereditaria.

Observacio 4.5 (Primeiro e segundo enumeréveis sio hereditarios) Todo
subespaco de um espaco primeiro enumeravel é primeiro enumeravel; todo
subespago de um espaco segundo enumeravel é segundo enumeravel.

Proposicdo 4.6 Sejam X e Y espacos topologicos, e seja .S um subespaco
de X. Se f: X — Y é continua, entdo a restricdo f [¢: S — Y é continua.

Demonstracao. Para um aberto V C Y,

(f 1) HV) =S fHV).

A continuidade de f torna f~!(V) aberto em X; seu recorte por S é aberto na
topologia de subespaco. Logo f [g é continua.

Exemplo 4.7 (Esfera unitaria) Dadon € N, a n-esfera de raio 1 é definida como
o subespaco do espago euclidiano (n + 1) dimensional dos pontos que estdo a
distancia 1 de um ponto central. Assim,

5" = {z € R : |z = 1}.

A (-esfera ¢ um par de pontos, a 1-esfera é um circulo e a 2-esfera é a esfera usual.
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A topologia de subespago também permite tratar a esfera sem criar uma estru-
tura nova. Um primeiro fato geométrico importante é que a esfera, depois de reti-
rado um ponto, pode ser descrita por coordenadas euclidianas. Para isso usamos a
projecio estereografica. Se (Q é um ponto de 5™ e H o hiperplano em R™*! definido
pela equacédo x,,,; = 0, entdo a projecio estereografica de um ponto P € 5"\ {Q}
é o ponto P’ da intersecéo da reta QP com H.

(2

Em coordenadas cartesianas, se P = (z,...,2,,;) e P’ = (X;,...,X,,,0), a
projecdo a partir do polo norte @ = (0, ..., 0, 1) é dada por
X,=—"  i=1,.,n
1— Ln+1
Definindo
2 _ 2
E? = lej
J=

sua inversa é dada por

E? -1 2X; ,
ZL'nle—EZi_H € xl_E2—|—1 <Z—1,...,’I’L>

As féormulas acima mostram diretamente que a projecéo estereografica e sua in-

versa sdo continuas: seus denominadores ndo se anulam nos respectivos dominios.

Portanto, S™ \ {Q} é homeomorfa a R™.

<
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Proposicido 4.8 (Lema da colagem) Sejam X e Y espacos topoldgicos. Su-
ponha X = S; US,, onde S, e S, sdo ambos abertos ou ambos fechados.
Se as restricoes

fls:51 =Y, fls,: 5 =Y

sdo continuas, entdo f : X — Y é continua.

Demonstracdo. No caso aberto, dado V' C Y aberto, cada conjunto (f [ )~*(V)
¢ aberto em S; e, como S; é aberto em X, é também aberto em X. Como

V)= (f fsl)_1<v) U (f fs2)_1<v)7

a imagem inversa de todo aberto é aberta.

Se S, e S, sdo fechados, usamos a caracterizacao da continuidade por fechados.
Para F' C Y fechado, cada (f g )" (F) é fechado em ; e, portanto, em X. Sua
unido finita é f~*(F), que é fechada. Assim f é continua nos dois casos.

Proposicdo 4.9 Seja (X, ) um espaco topoldgicoe A C X.
1. Com a topologia de subespago, a inclusdo i : A — X é continua.

2. Se T’ é qualquer topologia em A paraaquali : A — X é continua, entdo
T,CT.

Em particular, a topologia de subespaco é a menor topologia em A que torna
a inclusio continua.

Demonstracao. ParaU € 7T,
Z‘il(U> :AQUETA,

logo a inclusdo é continua. Se T’ também torna i continua, entdo cada ANU =
i’l(U), com U € T, pertence a 7’. Como esses conjuntos sdo exatamente os
abertos de T 4, segue que T 4, C T".
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Proposicdo 4.10 (Propriedade universal do subespago) Sejam (X,T y)
e (Z,T 5) espagos topologicos, A C X com a topologia de subespaco e
i: A < X ainclusdo. Para uma aplicagdo g : Z — A,

g é continua <= 1o g é continua.

]

72

Demonstracdo. Uma direcdo é a estabilidade da continuidade por composicio.
Para a reciproca, suponha i o g continua e tome um aberto relativo U C A. Escreva
U=ANV =iY(V)comV aberto em X. Entdo

g U) =g (V)) = (iog)(V),

que é aberto em Z. Portanto g é continua.

Exercicios

Ex. 4.1 — Sejam X um espago topolégico, S um subespaco de X e A C S. Mostre
que Intg(A) D SNinty(A).

Ex. 4.2 — Considere X = R? munido da topologia usuale S = A = {(z,y) € R? :
y = 0}. Mostre que Intg(A) = S e que Inty (A) =0

Ex. 4.3 — Seja X um espago topologico. Mostre que se Y é um subespaco de X e
Z C 'Y, entao a topologia sobre Z induzida pela topologia de Y coincide com a
topologia sobre Z induzida pela topologia de X.

Ex. 4.4 — Sejam (X, 7 ) um espaco topologico, (Y, Ty ) subespaco de X e U um
subconjunto de Y.

??Mostre que o fecho de U em (Y, Ty) é a intersecdo de Y com o fecho de U em
(X,T).

??Mostre que U C Y édensoem Y seesése U =Y em X.

Ex. 4.5 — Sejam (X, T) um espago topologico, (Y, Ty ) subespaco de X e U um
subconjunto de Y. ??Mostre que um ponto y € Y ¢é ponto de acumulacio de
Uem (Y,Ty) se, e somente se, y é ponto de acumulagio de U em (X,T). ?A
propriedade analoga para pontos interiores é verdadeira? Justifique.
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4.2 Topologias Inicial e Final

O caso dos subespacos ja sugere uma regra mais geral: muitas topologias sao
determinadas nio por uma lista direta de abertos, mas pela exigéncia de continui-
dade de certas aplicacdes. Se as setas saem do conjunto que queremos topologizar,
procuramos a estrutura minima que as torne continuas. Se as setas chegam a esse
conjunto, procuramos a estrutura maxima compativel com a continuidade.

Essas duas construcdes recebem os nomes de topologia inicial e topologia final.
A primeira organizara os produtos; a segunda, os quocientes e as somas.

4.2.1 Topologia Inicial
Comecemos com uma Unica aplicagdo

f:X—>(Y,fTY),

onde X ¢é apenas um conjunto. Para que f seja continua, toda imagem inversa
fY(U),com U € Ty, deve ser aberta em X. Isso sugere usar exatamente essas
imagens inversas.

Proposicdo 4.11 A familia

7 Ty)={f"U):UeTy}

¢ uma topologia em X. Além disso, é a menor topologia em X que torna f
continua.

Demonstracio. Temos f1(()) = 0 e f~1(Y) = X. Como imagens inversas
comutam com unides arbitrarias e intersecdes finitas,

f (U Ua> =0, Frunv)y=ionfiv),

a familia f~1(7y) é uma topologia. Se 7 é qualquer topologia em X para a qual
[ ¢ continua, entdo f~*(U) € T paratodo U € T .. Portanto f~(7y) C 7.
]

Para uma familia de aplicacdes, reinem-se todas as imagens inversas e toma-se
a topologia que elas geram.
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Definicdo 4.12 (Topologia inicial) Seja
i X — (Y, Ty), AEA,

uma familia de aplicacdes. A topologia inicial induzida pela familia (f)),ca
é a topologia gerada pela sub-base

S={f1U): xe\, UeT,}.

Equivalentemente, é a menor topologia em X que torna todas as aplicacdes
f» continuas. Também é chamada topologia fraca.

Uma aplicagio injetiva fornece um caso particularmente importante. Se f :
Y — X é injetiva e Y recebe a topologia inicial induzida por f, entdo f identifica
Y com o subespaco f(Y) C X.

Definicdo 4.13 (Mergulho) Uma aplicagdo f : Y — X entre espagos topo-
loégicos é um mergulho se f é um homeomorfismo de Y sobre o subespaco

F(Y) de X.

Proposicio 4.14 (Caracterizacdo dos mergulhos) Se f : Y — X é injetiva,
entdo f é um mergulho se, e somente se, a topologia de Y é a topologia inicial
induzida por f.

Demonstracdo. Como f : Y — f(Y) é uma bijecdo, dizer que a topologia de YV’
¢ induzida por f significa precisamente que

UCY éaberto <= U = f!(V) paraalgum aberto V C f(Y).

Isso equivale a dizer que f : Y — f(Y') e sua inversa sdo continuas.

4.2.2 Topologia Final

Agora invertamos as setas. Seja

f[o(X,Tx)—Y,
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onde Y ainda é apenas um conjunto. Queremos a topologia mais forte em Y para
a qual f seja continua. Um subconjunto U C Y pode ser declarado aberto exata-
mente quando sua imagem inversa ja é aberta em X.
Definicdo 4.15 (Topologia final) Dada uma familia

f)\:(X)\a:T)\)—>Y7 A€A7
a topologia final induzida por (f)) é

T ima = {U CY : f{1(U) € T, paratodo A € A}.

Ela é a maior topologia em Y que torna todas as aplicacdes f, continuas.

Proposicdo 4.16 Para uma Unica aplicacdo f : (X,T ) — Y, a topologia
final é

Jf={UuCYy:fY(U)eTy}

Demonstracdo. A familia indicada contém () e Y. As propriedades de imagem
inversa mostram que ela é fechada por unides arbitrarias e interse¢des finitas. Logo
é uma topologia. Qualquer topologia em Y que torne f continua s6 pode conter
conjuntos U cuja imagem inversa seja aberta; portanto esta contida nessa familia.

Quando f néo é sobrejetiva, a topologia final torna Y \ f(X) discreto e separa
esse conjunto de f(X). Nos exemplos mais importantes, especialmente nos quoci-
entes, trabalharemos com aplicacdes sobrejetivas.

4.2.3 Sub-bases e continuidade

A construcdo inicial também fornece um critério tutil para verificar continuidade
quando a topologia do contradominio é dada por geradores.
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Proposicdo 4.17 SeC C P(Y)e f: X — Y, entdo

T(fHe) = fHT(C)).

Demonstracao. A imagem inversa comuta com unides arbitrarias e intersecoes
finitas. Portanto, aplicar f~! as unides de interse¢des finitas que geram 7 (€) pro-
duz exatamente a topologia gerada por f~1(C).

Proposicio 4.18 Se a topologia de Y é gerada por uma sub-base C, entdo
uma aplicacdo f : X — Y é continua se, e somente se,

f71(C) é aberto em X para todo C' € C.

Demonstracao. Se f é continua, as imagens inversas dos elementos de € sdo
abertas. Reciprocamente, se isso vale para todos os elementos de €, a proposicdo
anterior mostra que as imagens inversas de todos os abertos de Y pertencem a
topologia gerada por essas imagens inversas; portanto sdo abertas em X.

4.2.4 Propriedades Universais
A forga das topologias inicial e final aparece nas propriedades universais: elas

permitem testar continuidade sem voltar continuamente as defini¢des de aberto.

A—2

B
|
c—%.p

(4.1)

Dizemos que o diagrama 4.1 comuta quando coa = d o b.
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Proposicdo 4.19 (Propriedade universal da topologia inicial) Se X recebe
a topologia inicial induzida por f : X — Y, entdo, para toda aplicacdo
g: 4 — X,

g é continua <= f o g é continua.

Além disso, a topologia inicial é a tnica topologia em X com essa proprie-
dade e para a qual f é continua.

Demonstracao. Se g é continua, a continuidade de f o g segue pela composi-
cdo. Reciprocamente, todo aberto da topologia inicial tem a forma f~1(U), com U
abertoem Y, e

g fHU)) = (fog) (V).
Logo a continuidade de f o g implica a de g. A unicidade segue aplicando essa
equivaléncia a identidade entre duas possiveis topologias em X.

|
Proposiciao 4.20 (Propriedade universal da topologia inicial: familia)
Se X recebe a topologia inicial induzida por uma familia f, : X — Y,,
entdo, para toda aplicacdo g : Z — X,
g é continua <= f, o g é continua para todo A € A.
Demonstracdo. E a Proposigio 4.18 aplicada a sub-base { f;*(U)}. De fato,
g AHU)) = (Frog) HU).
|

Proposicio 4.21 (Propriedade universal da topologia final) Se Y recebe
a topologia final induzida por uma aplicacdo f : X — Y, entdo, para toda
aplicacdo g : Y — Z,

g é continua <= go f é continua.

A topologia final é a tnica topologia em Y com essa propriedade e para a

qual f é continua.
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Demonstracao. Uma direcdo segue pela composicdo. Para a outra, se V' é aberto
em Z e go f é continua, entdo

gt (V) =(go )1 (V)

é aberto em X. Pela defini¢io da topologia final, g~ (V) é aberto em Y. A unici-
dade segue novamente aplicando a propriedade a identidade.

4.2.5 Exemplos

Exemplo 4.22 Seja (X, d) um espago métrico. Para cada x € X, considere

fe: X =R, fo(y) = d(z,y).

A topologia métrica é exatamente a topologia inicial induzida pela familia ( f,),c x-
Com efeito, cada f, é continua na topologia métrica, enquanto

B(z,1) = f;*((—00,7))

mostra que as bolas abertas pertencem a topologia inicial.

<

Exemplo 4.23 Considere o conjunto £(R) das fungdes limitadas R — R. Para
cada ponto « do dominio ha uma aplicacio de avaliagio

E,: L(R) — R, E.(f) = f(x).

A topologia inicial produzida por toda a familia (F,), g é justamente aquela em
que convergir significa convergir em cada ponto do dominio. Na Secéo 4.3 veremos
essa mesma estrutura como um caso de topologia produto.

<
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Exemplo 4.24 Considere
FRoSL () = e

A topologia inicial em R induzida pela topologia usual de S! é mais fraca que
a topologia usual de R: seus abertos sdo invariantes por translacdes inteiras. A
topologia final induzida por essa mesma aplicacdo, por outro lado, serd um dos
exemplos centrais da se¢do de espacos quocientes.

<

Exercicios

Ex. 4.6 — Seja fy : X — Y, uma familia de aplica¢des. Mostre diretamente que a
topologia gerada por todos os conjuntos f ' (U), com U aberto em Y,, é a menor
topologia que torna todas as f, continuas.

Ex. 4.7 — Considere um espago topoldgico (X, T ) e o espaco de Sierpiniski S. Seja
F' a familia de todas as aplicagdes continuas f : X — 5. Mostre que a topologia
inicial em X induzida por F' coincide com T .

*Ex. 4.8 — Se J é uma topologia em R que possui exatamente as mesmas fun¢des
continuas R — R que a topologia usual, mostre que 7 é a topologia usual.

Ex. 4.9 — Seja X um conjunto e {f, : X — A_},c, uma familia de funcdes. Se
T é atopologia inicial gerada por essa familia e Y C X, mostre que a topologia de
subespaco em Y ¢é a topologia inicial gerada pelas restrigdes f, |y

Ex. 4.10 — Descreva a topologia inicial em R gerada por cada uma das familias
abaixo, supondo os contradominios com a topologia usual. ??A familia das fun¢des
constantes. ??A aplicacdo identidade. ??0 conjunto de todas as funcdes continuas
para a topologia usual. ??[difficulty=1] O conjunto das funcdes reais limitadas e
continuas para a topologia usual.

4.3 Topologia Produto

Produtos aparecem quando varios espagos precisam ser observados simultanea-
mente. A escolha topoldgica natural deve permitir recuperar continuamente cada
coordenada e, a0 mesmo tempo, ndo impor relagdes artificiais entre elas. Essa exi-
géncia determina a topologia produto: ela é a estrutura inicial associada as proje-
¢oes. No caso de dois fatores, os retdngulos abertos fornecem a descrigio concreta
dessa construcéo.
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4.3.1 Produto Finito

Defini¢io 4.25 (Topologia do Produto de dois Espacos) Sejam (X, T y)
e (Y, Ty ) espagos topoldgicos. No conjunto X x Y, a topologia produto é a
topologia gerada pelos retangulos

UxV, U€ETy, VETy.

O conjunto cartesiano equipado com essa topologia é o espaco produto.
Quando ndo houver ambiguidade, também escreveremos 7 5 x Ty para
designa-la.

Exemplo 4.26 Dado X = {a,b} com a topologia de Sierpinski {0, {a}, {a,b}}.
Entdo a topologia produto possui exatamente os seguintes abertos:

0, {(a,a)}, {a}xX, Xx{a}, ({a}x X)U(X x {a}), X xX.

Essa topologia esta representada na figura 4.2.

Figura 4.2: Topologia produto de dois espacos de Sierpinski.

Definimos as projecdes candnicas em X e Y como:

Ty: XxY — X
(z,y) = =

Ty X XY — Y
(z,y) =y
As projecdes ndo sao apenas aplicagdes auxiliares: elas caracterizam a topologia

produto. A proxima proposi¢io retne as descri¢des equivalentes que serdo usadas
adiante.
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Exemplo 4.27 (Cilindro) Considere o circulo unitario S! e o intervalo I = [0, 1].
Entdo o produto S! x [0, 1] é o cilindro.

<

Figura 4.3: O cilindro é o produto de S* x [0, 1]

Proposicao 4.28
Sejam X e Y espacos topoldgicos e seja 7 uma topologia qualquer em X x Y.
Entdo as condi¢des abaixo sdo equivalentes.

1. 7 coincide com a topologia produto.

2. Os conjuntos da forma A x B,com A € T x e B € Ty, formam uma
base de T.

3. Osconjuntos daforma AxY e X x B,com A € T y e B € Ty, formam
uma sub-base de .

4. T é atopologia inicial determinada por 7y e 7y-; isto é, a menor topologia
em X x Y que torna as duas projecdes continuas.

5. Para qualquer espaco topologico Z e qualquer funcdo f : Z — X x
Y, a continuidade de f equivale a continuidade simultinea de suas duas
funcdes coordenadas my o f e my o f.
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Figura 4.4: Dois abertos da sub-base da topologia produto em azul e em laranja um
aberto da base que néo é da sub-base.

VA
X T
fxm B
f>‘<71'1 ¢ T2
v
X OO0 «——— X xY
™

Figura 4.5: Uma aplicac¢do com valores em X x Y é continua exatamente quando
suas duas componentes coordenadas sdo continuas.

Demonstracao.

.2 3.
Intersecdes finitas dos cilindros sub-basicos sdo retdngulos, pois

UxY)N(XxV)=UxV.

Reciprocamente, todo retingulo basico aparece dessa forma.

3. <4,
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A continuidade de 7y forga a abertura de todos os conjuntos 7y} (U) = U x Y/,
e a continuidade de 7y forga a abertura de my' (V) = X x V. Assim, qualquer
topologia que torne as proje¢des continuas contém a sub-base do item anterior. A
topologia por ela gerada ja torna as projecoes continuas e, portanto, é a menor com
essa propriedade.

4. < 5.
E um caso particular da Proposicio 4.20.

Observacido 4.29 Uma aplicacdo f : Z — X X Y é determinada pelas
funcdes coordenadas

fx=mxef, fy=myof.

A propriedade universal diz que f é continua exatamente quando fy e fy-
sdo continuas.

Observacio 4.30 (Continuidade separada ndo basta) A propriedade uni-
versal anterior vale para aplicacdes com valores em um produto. Ela nio
afirma que uma funcéo f : X x Y — Z seja continua quando suas duas
se¢des sdo continuas. De fato, considere

fa.1) 0, (z,y) = (0,0),
x,Y) = zy

mv (z,y) # (0,0).
As secdes pelos eixos sdo identicamente nulas e, portanto, continuas. Entre-
tanto, f(1/n,1/n) = 1/2 para todo n, enquanto (1/n,1/n) — (0,0). Logo
f ndo é continua na origem. O ponto é que variar uma coordenada de cada
vez nao controla aproximacoes simultaneas no produto.
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Observacio 4.31 Para a topologia produto de dois espacos,
<xnayn) — ('T?y) — Ty —> X € Yy — Y. (42)

A equivaléncia decorre da descrigio das vizinhancas basicas U x V. Em es-
pacos topologicos gerais, porém, sequéncias convergentes ndo determinam
necessariamente toda a topologia.

Nada no argumento depende de haver exatamente duas coordenadas. Para um
numero finito de fatores, a mesma construgéo é obtida impondo simultaneamente
a continuidade de todas as proje¢des coordenadas.

Definicdo 4.32

Dada uma familia finita de espacos topologicos (Xl, T x, ), e (Xn, Tx, )
a topologia produto em X, X---x X éamenor topologia que torna continuas
as projec¢des coordenadas

i Xy X x X, = X,
(@1, .5 T,) B T

sdo continuas. O espaco produto (Xl, TXl) X eee X (Xn, Tx, ), € o conjunto
X, x - x X, dotado da topologia produto.

Os retangulos U; x -+ x U,

» com U; aberto em X, formam uma base. Equivalen-

temente, uma aplicagdo com valores no produto finito é continua se, e somente se,
cada uma de suas coordenadas é continua; é a mesma propriedade universal usada
no caso de dois fatores.

4.3.2 Produto Cartesiano Infinito

Antes de definir a topologia, fixemos a notacdo para produtos com um conjunto
arbitrario de indices.

Definicdo 4.33 Se A é um conjunto e X um conjunto, uma familia (x,)cp
de elementos de X é simplesmente uma fungdo = : A — X; escrevemos
x, = z(\). O conjunto de todas essas familias é denotado por X*.
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Definicdo 4.34 Dada uma familia de conjuntos (A4, ), seu produto carte-

siano é

H Ay ={(\)ren 1 T\ € Ay paratodo A € A}.
AEA

Equivalentemente, seus elementos sao as fungoes

x: A — UA/\
A€A

tais que #(\) € A, para todo \.

Se todos os fatores sdo iguais a um mesmo conjunto Y, escrevemos simples-

YN:HY

neN

mente YA, Assim,

é o conjunto das sequéncias em Y, enquanto R¥ é o conjunto de todas as funces
reais de variavel real. Essa identificacio entre func¢des e pontos de um produto sera
usada varias vezes.

4.3.3 Produto Infinito

Se cada X, ja é um espaco topoldgico, queremos topologizar o produto sem
exigir simultaneamente condi¢des em infinitas coordenadas. A escolha canénica é
novamente inicial.

Definicdo 4.35 (Topologia produto) Dada uma familia de espagos topolo-
gicos (X, T y)ren, @ topologia produto em

X =] x,

AeA
é a topologia inicial induzida pelas projecoes
T X — X, T ((Z))) = 2,

Equivalentemente, é a menor topologia em X que torna todas as projecdes
continuas.
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Proposicao 4.36 Os conjuntos
S\ U) =m1(U), ANeEA, UeT,,

formam uma sub-base da topologia produto.

Isso é apenas a descrigdo da topologia inicial pelas imagens inversas dos abertos
dos fatores. Intersecoes finitas desses cilindros fornecem uma base.

Proposicio 4.37 Uma base da topologia produto é formada pelos conjuntos

B = ()3} (Uy),
j=1

onde Ay, ..., A, sdo indices distintos e U; € T »,- Em outras palavras, um
aberto basmo restringe apenas um numero finito de coordenadas.

Exemplo 4.38 Em RY,
X (a,b) x R x (¢,d) x R x -

é um aberto basico: apenas duas coordenadas foram restringidas. Essa é a diferenca
essencial entre a topologia produto e a topologia da caixa, que veremos adiante.

<

Proposicdo 4.39 Se Y é um espaco topologico e

f:y —[[ X,

AEA

entao

fécontinua <= T, o fécontinua paratodo A € A.
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Demonstracio. E exatamente a propriedade universal da topologia inicial, Pro-
posicao 4.20.

Proposicdo 4.40 Cada projecio candnica

7T7:1_IX>\—>X7
AEA

¢ uma aplicacdo aberta.

Demonstracao. E suficiente verificar a imagem de um aberto basico

B= ﬂ W;]_I(U])
j=1

Se B = (), ndo ha nada a provar. Se B # () e v = A, para algum j, entdo 7 (B) =
Uj; se 7y ndo esta entre os indices restringidos, 7., (B) = X, . Em qualquer caso a

imagem ¢ aberta. Como todo aberto é unido de abertos basicos, 7, ¢ aberta.

Proposicdo 4.41 Suponha que a topologia de X seja a topologia inicial
induzida por uma familia

H: X —=X,, AEA.

Se S C X recebe a topologia de subespaco, entdo a topologia de S é a
topologia inicial induzida pelas restri¢des

Hls : 8 = X,

Demonstracao. Uma base da topologia inicial de X é formada por interse¢des

finitas
n
—1
m f)\j (U]>
j=1
Intersectando esses conjuntos com S obtemos

SﬁﬂfA mf)\ l$)(U;),

Jj=1
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que ¢é precisamente a base da topologia inicial em S induzida pelas restrigdes.

Defini¢do 4.42 Uma familia (f, : X — X, ),cx separa pontos de X quando,
dados = # y, existe A tal que f,(z) # fy(v).

A familia (f,) determina uma tnica aplicacdo

e: X — H Xy, e(x) = (fA())ren>
AEA

chamada aplicacéo de avaliacio.

Proposicido 4.43 A aplicacdo € é um mergulho se, e somente se:

E a familia (f,) separa os pontos de X;

E a topologia de X é a topologia inicial induzida pela familia ( fy ).

Demonstracao. Se ¢ é um mergulho, entdo é injetiva, logo os f, = m, occ separam
pontos. Além disso, a topologia de (X)) é a topologia inicial induzida pelas res-
tricdes das projecdes, pela Proposicéo 4.41; transportando-a pelo homeomorfismo
e : X — €(X), obtemos precisamente a topologia inicial induzida pelos f.

Reciprocamente, se os f, separam pontos, € € injetiva. Pela propriedade univer-
sal do produto, € é continua. Para provar que € : X — £(X) é um homeomorfismo,
é suficiente verificar que uma base de X é levada em abertos de (X). Se

j=1
entdo, usando a injetividade de ¢,
e(U)=e(X)n () A (U)),
j=1

que é aberto no subespaco £(X).
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Exemplo 4.44 (Representacio decimal) Seja A = {0,1,...,9} com a topologia
discreta. Um ponto de AN é uma sequéncia de algarismos (ag, ay, ... ), e podemos
associar a ela o nimero

f((a,)) = iozanl()_"_1 € [0,1].
n=0

A aplicagdo néo € injetiva, pois algumas expansdes decimais tém duas representa-
¢oes, como 0,1000--- = 0,0999....

Na topologia produto, (a™) converge para a exatamente quando cada coorde-
nada estabiliza: para todo J, existe M tal que, se m > M, entdo os primeiros J
algarismos de a”" coincidem com os de a. Disso segue diretamente que f é conti-
nua. Substituindo A por {0, 1} obtemos a versdo binaria da mesma construcio.

<

Exemplo 4.45 (Espaco de funcoes) Se X éum conjunto e Y um espago topologico,
identificamos o conjunto das fun¢des X — Y com

v¥=T] v,

reX

onde cada Y, é uma cépia de Y. Um aberto béasico em torno de f € Y impde

condi¢des apenas em um numero finito de pontos x4, ..., x,,:

ﬂ W;J.l(Uj)a f(z;) €U,
j=1

Fora dessas coordenadas, a func¢do pode assumir valores arbitrarios. Essa é a geo-
metria da topologia da convergéncia pontual.

<

Proposicio 4.46 (Convergéncia pontual) Uma sequéncia (f,,) em Y, com
a topologia produto, converge para f se, e somente se,

fulx) — f(z) para todo x € X.
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>
>

Y
8

Ty T T3

Figura 4.6: Um aberto basico da topologia produto no espaco das funcdes X — Y.

Demonstracao. Se f, — f no produto, a continuidade de cada projecdo 7, da
fn(x) = f(x). Reciprocamente, seja

k
V=mU))
j=1

uma vizinhanca basica de f. Para cada uma das finitas coordenadas z ;, a conver-
géncia f, (r;) — f(z;) fornece um indice a partir do qual f,,(z;) € U;. Tomando
o maximo desses indices, obtemos f,, € V' para todo n suficientemente grande.

Exemplo 4.47 Em X = [0, 1]", considere as métricas

%0 — Yn|
doo L,Yy) = sup|x,, — Y, € dw z,Yy)=su . o
(@) = supe, (@) = sup 2

A métrica d,, induz a topologia produto. De fato, para um raio € > 0, a condi¢éo
d,(r,a) <e

impée |z,, —a,| < (n+ 1)e; como |z,, — a,,| < 1, apenas um numero finito de co-
ordenadas produz restri¢des nio triviais. Reciprocamente, dado um aberto bésico
que restringe apenas finitas coordenadas, escolhemos ¢ suficientemente pequeno
para que uma bola de d,, esteja contida nele.
Jad, induz uma topologia estritamente mais fina. Uma bola de raio ¢ < 1 exige
simultaneamente
|z, —a,| <e  paratodon,
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e portanto restringe infinitas coordenadas. Ela néo é, em geral, aberta na topologia
produto: qualquer vizinhanca basica de a deixa alguma coordenada livre, permi-
tindo alterar essa coordenada por uma quantidade maior que €.

<

4.3.4 Topologia da Caixa

A topologia da caixa é a alternativa em que permitimos restri¢des em todas as
coordenadas ao mesmo tempo.

Definicdo 4.48 (Topologia da caixa) Dada uma familia de espagos topologi-
cos (X, 7 1) xen, a topologia da caixa em [, _, X, € a topologia cuja base
é formada pelos conjuntos

HU/\, U, € T, para todo \.
AeA

A topologia produto esta contida na topologia da caixa. Para produtos finitos
elas coincidem; em produtos infinitos, a inclusdo pode ser estrita.

Exemplo 4.49 Considere
f:R—RY, flz)=(x,z,2,..).

Na topologia da caixa,
B=]](-2"2™
n>1
é aberto, mas f~1(B) = {0}. Logo f ndo é continua para a topologia da caixa,
embora cada coordenada 7,, o f seja continua. Portanto, a topologia da caixa nio
possui a propriedade universal que caracteriza a topologia produto.

<
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Proposi¢cdo 4.50 (Convergéncia de sequéncias na topologia da
caixa) Suponha que Y seja 7;. Uma sequéncia (f,) em Y, com a
topologia da caixa, converge para f se, e somente se, existe um conjunto
finito ' C X e um indice N tais que

fo(x) = f(x) paratodon > N etodox ¢ F,

e, para cada x € F, temos f, (z) — f(x).

Demonstracao. Suponha primeiro que existam F' e N com a propriedade indi-
cada. Uma vizinhanca em caixa de f impde uma condi¢do em cada coordenada;
fora de F' a igualdade ja vale para n > N, e nas coordenadas de F' tomamos o
méaximo dos finitissimos indices de convergéncia necessarios.

Para a necessidade, suponha que néo existam tais ' e N. Entdo podemos es-
colher indices crescentes n;, e coordenadas distintas . tais que f,, (z;) # f(zy).
Como Y ¢é 717, o conjunto

Uy, =Y NSy, ()}

é uma vizinhanca aberta de f(x)). Tomando U, = Y nas demais coordenadas,
obtemos uma vizinhanca em caixa [[ _, U, de f que ndo contém nenhum dos
termos f, , contradizendo f,, — f.

Exercicios
Ex. 4.11 — Seja (X )¢ uma familia de espacos topoldgicos e escolha um subcon-
junto de indices I' C A. Escreva

=[x ¢ X =][x.
AEA Aell
Mostre que a aplicacdo
(Tx)rea P (@\)xer

é continua e aberta.

Ex. 4.12 — Mantenha a nota¢do do Exercicio 4.11 e seja I uma particdo do conjunto
de indices A. Mostre que a aplicacio

f: XA - Href‘XF
= (Hp(z))pep
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é um homeomorfismo.

4.4 Espacos Quocientes

Quocientes sdo a maneira topoldgica de colar pontos. O modelo mais simples é
o intervalo [0, 1]: se identificarmos as duas extremidades, obtemos um circulo. A
relacdo de equivaléncia registra quais pontos devem ser identificados; a topologia
quociente determina quais conjuntos permanecem abertos depois da colagem.

4.4.1 Relacoes de equivaléncia e a topologia quociente

Notacdo. Dada uma relacao de equivaléncia ~ em um conjunto X, denotamos
por X /~ o conjunto das classes de equivaléncia e por

m: X — X/~ 7(x) = [z],

a projecao canédnica.

Se X ja possui uma topologia, queremos que a projecdo 7 seja continua. A
escolha canénica é usar no conjunto de classes a topologia final de 7.

Defini¢io 4.51 (Topologia quociente) Se (X, T ) é um espaco topologico
e ~ uma relagdo de equivaléncia em X, a topologia quociente em X /~ é

T ={UCX/~:7Y(U)eT).

O espaco (X /~,T ) é chamado espaco quociente.

A definicdo deve ser lida de tras para a frente: um conjunto de classes é aberto
exatamente quando, antes da colagem, todos os seus representantes formam um
aberto de X.
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Exemplo 4.52 (O circulo a partir de um intervalo) Em I = [0, 1], considere a
relacdo que identifica apenas as extremidades:

r~y <= z=you{z,y}={01}.

O quociente I/~ é o espago obtido ao colar 0 e 1. Veremos abaixo que ele é home-
omorfo a S*.

<

4.4.2 A propriedade universal

O principal motivo para usar a topologia quociente é que ela transforma fung¢des
definidas em classes de equivaléncia em funcdes continuas sem que seja necessario
recomecar a analise do zero.

Proposicdo 4.53 (Propriedade universal do quociente) Se 7w : X — X/~
é a projecdo candnica e f : X — Z é uma fungéo constante em cada classe
de equivaléncia, entdo existe uma unica fungéo

f:X/~—2Z
tal que B
f=Ffom
Ela é dada por
f([2]) = f(=)

Se X/~ recebe a topologia quociente, entdo

f écontinua <= f é continua.

Demonstracao. A hipdtese de que f é constante nas classes garante que a for-
mula f([z]) = f(x) ndo depende do representante escolhido. Como 7 é sobreje-
tiva, essa fatoracdo é Unica. Por fim,

f=fem,

e aequivaléncia de continuidade é exatamente a propriedade universal da topologia
final, Proposicdo 4.21.
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Nio se deve escrever uma expressio do tipo f o7~ 1: em geral, a projecdo 7 nio

1

é injetiva e 7~ ndo é uma funcédo. A aplicacdo f é definida diretamente nas classes

pela formula acima.

4.4.3 Aplicacoes quocientes

Definicdo 4.54 (Aplicacido quociente) Uma aplicagio sobrejetiva g : X —
Y entre espacos topologicos é uma aplicacio quociente quando

UCY éaberto <= ¢ }(U) éabertoem X.

Equivalentemente, a topologia de Y é a topologia final induzida por q.

Toda projecio candnica m : X — X/~ é, por defini¢do, uma aplicacio quoci-
ente.

Exemplo 4.55 (A aplicacéo sinal) Seja S = {+,—,0} e considere

+, x>0,
s:R— S, s(x) =< —, <0,
0, x=0.

A topologia final induzida por s é

{®7 S? {+}a {_}’ {+7 _}}

Com essa topologia, s é uma aplicacdo quociente.

HEE

<

Toda aplicacdo sobrejetiva determina uma relacdo de equivaléncia por suas fi-
bras.
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Proposicido 4.56 (Quociente pelas fibras) Se ¢ : X — Y é sobrejetiva,

defina
T~y = qx) = q(y).

Entdo a aplicagio
q:X/~g—Y,  ([z]) = q@),

é uma bijecdo. Além disso, ¢ é uma aplicacdo quociente se, e somente se, ¢
¢ um homeomorfismo quando X/~ recebe a topologia quociente.

Demonstracdo. A defini¢io de ~, garante que g é bem definida e injetiva; a so-
brejetividade de ¢ garante a sobrejetividade de g. Como

q=4qeoTm,
a propriedade universal mostra que ¢ é continua quando ¢ é continua. Para a in-
versa, um conjunto U C Y ¢ aberto se, e somente se, q’l(U) é aberto em X
exatamente quando 7 (¢ (U)) é aberto; isso equivale a ¢ *(U) ser aberto no
quociente. Portanto, se ¢ é quociente, ¢ é um homeomorfismo. Reciprocamente,
se ¢ ¢ um homeomorfismo, a mesma equivaléncia de abertos mostra que ¢ é uma

aplicagdo quociente.

Proposicdo 4.57 (Critérios suficientes) Se ¢ : X — Y é uma aplicacédo
continua e sobrejetiva, entdo cada uma das condicdes abaixo é suficiente

para que ¢ seja quociente:
1. q é aberta;

2. q é fechada.

Demonstracio. Suponha primeiro que ¢ seja aberta e que ¢~ *(U) seja aberto em
X. Pela sobrejetividade,

U=q(qg(U)),
logo U é aberto em Y. O argumento para aplicacdes fechadas é o mesmo, usando

complementos.
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4.4.4 Conjuntos saturados

Defini¢do 4.58 (Conjunto saturado) Um subconjunto A C X é saturado
quando é unido de classes de equivaléncia. Equivalentemente,

7 H(w(A)) = A.

Proposicdo 4.59 (Caracterizacdo por abertos saturados) Os abertos de
X/~ s@o exatamente as imagens, pela projecdo candnica, dos abertos sa-
turados de X:

T.={n(W): W €T eW ésaturado}.

~

Demonstracio. Se U é aberto no quociente, entdo 7! (U) é aberto e saturado, e
a sobrejetividade de 7 da

(=Y (U)) = U.

Reciprocamente, se W é aberto e saturado,
7Y r(W)) =W

é aberto; logo (W) é aberto no quociente.

O mesmo argumento, usando complementos, mostra que os fechados do quoci-
ente sdo precisamente as imagens dos fechados saturados.

4.4.5 Exemplos geométricos

Exemplo 4.60 (O circulo) Considere
qg:R— S, q(t) = €2™ = (cos 27t, sen 27rt).

Temos
s~t <= s—tel.

A aplicacdo ¢ é um homeomorfismo local e, em particular, uma aplicagio aberta;
como é sobrejetiva, é quociente. Portanto

R/Z = S*.
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A mesma geometria pode ser descrita usando apenas o intervalo [0, 1]. A apli-
cacao
0o : [0,1] — ST, qo(t) = 2™,

identifica somente 0 e 1. Ela também é quociente: longe do ponto (1, 0) isso segue
da descrigdo local acima; em (1, 0), a abertura de ¢; ' (U) contém simultaneamente
um intervalo relativo junto de 0 e outro junto de 1, que juntos projetam em um
arco aberto em torno de (1,0). Assim

[0,1]/(0 ~ 1) = S

Esse é o modelo basico de uma colagem topologica: colar as extremidades de um
intervalo produz um circulo.

<

Exemplo 4.61 (O toro) O toro bidimensional pode ser visto como
T? = St x St
Considere
qg:R? = 8 x S, q(x,y) = (cos2mx, sen 27wz, cos 27y, sen 27y ).
A relacdo de equivaléncia associada é
(x,y)~(2,y) <= zxz—a'e€Zey—vy €.

Como ¢ é aberta e sobrejetiva,

Figura 4.7: Ilustracdo de um toro.
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O quadrado [0, 1]? fornece um modelo particularmente ttil. Identificamos os
lados opostos com a mesma orientacdo:

0,9) ~ (Ly),  (2,0) ~ (z,1).

O quociente resultante é homeomorfo a 7. O quadrado é, neste exemplo, um poli-
gono fundamental: uma regido simples cuja borda registra as colagens necessarias.
Nio precisamos de uma definicdo geral de “dominio fundamental” aqui; o conceito
sera usado apenas nesses modelos geométricos, onde a escolha é explicita.

>

B B

R

Figura 4.8: Poligono fundamental do toro: lados opostos sio identificados segundo
as setas.

Exemplo 4.62 (Outros quocientes geométricos)

1. A esfera S? pode ser obtida a partir do disco fechado D? identificando todos os
pontos da borda em um tnico ponto. Também pode ser construida colando dois
discos ao longo de suas bordas.

Figura 4.9: Um esquema de identificacdo que produz a esfera.

2. O plano projetivo real RP? pode ser obtido do disco identificando cada ponto
da borda com o ponto antipodal. Equivalentemente, pode ser descrito como o
quociente de S? pela relagio r ~ —.

3. A mesma linguagem de poligonos com lados identificados produz a banda de
Mobius e a garrafa de Klein. Esses exemplos mostram por que quocientes sao
uma ferramenta geométrica tdo poderosa: espagos aparentemente diferentes
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A

Figura 4.10: Poligono fundamental do plano projetivo real.

podem ser construidos a partir de regides muito simples, desde que se registre
corretamente como suas bordas sdo coladas.

<

Exercicios

Ex. 4.13 — O quociente de Kolmogorov de um espago topoldgico é definido como
o quociente pela relacido de indistinguibilidade topologica. Mostre que o quoci-
ente de Kolmogorov de qualquer espaco ¢ 7}, e que todo espaco 7}, é naturalmente
identificado com seu proéprio quociente de Kolmogorov.

Ex. 4.14 — Verifique diretamente que a familia 7 da definicdo de topologia quoci-
ente é uma topologia em X /~.

Ex. 4.15 — Seja ¢ : X — Y uma aplicacdo quociente e g : Y — Z. Prove que g é
continua se, e somente se, g o ¢ é continua.

Ex. 4.16 — Quais sdo os quocientes de um espaco discreto? E de um espaco com
topologia trivial?

Ex. 4.17 — Descreva uma relacio de equivaléncia em R? cujo quociente seja home-
omorfo a um circulo.

Ex. 4.18 — Sejam X = [0, 1] e

x~y <= xz=youzyec (0,1).
Mostre que X /~ ndo é T}.
Ex. 419 — Sejam X = Re

r~yYy <= x=youx,y€Ecl.

Mostre que X /~ ndo satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.
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Ex.4.20 — Seja ¢ : X — Y uma aplicagdo sobrejetiva. ??Mostre que C' C Y ¢
fechado na topologia quociente se, e somente se, ¢~ ' (C') é fechado em X. ??Se
Y ja possui uma topologia e g leva fechados em fechados, compare essa topologia
com a topologia quociente. ??Mostre que, se ¢ é continua, sobrejetiva e fechada,
entdo é uma aplicacdo quociente. ??Dé um exemplo de aplica¢do quociente que
nio seja fechada.

Ex. 4.21 — Mostre diretamente que o quociente do quadrado [0, 1]? pelas identifi-
cacoes
(0,9) ~ (1), (z,0) ~ (z,1)

é homeomorfo a ST x S1.

4.5 Soma de Espacos Topologicos

A tltima construgio do capitulo é a soma, ou unido disjunta, de espagos topolo-
gicos. A imagem mental mais util é a de colocar cada espago em uma “prateleira”
diferente: mesmo que dois espagos compartilhem elementos como conjuntos, suas
copias na soma permanecem distintas.

Exemplo 4.63 Se A; = {1,2,3} e Ay = {3,4, 5}, substituimos cada elemento por
um par que registra sua origem:

{1} XAy = {<171)7 (172)7 (173)}7 {2} X Ay = {(273)7 (274)a (275>}'

Essas duas copias sdo disjuntas, embora A; e A, néo fossem.

Defini¢do 4.64 (Unido disjunta) Dada uma familia de conjuntos (X),c;,
sua unido disjunta é

I_IXi = U({Z} x X;).

iel icl
Para cada ¢, definimos a inclusdo canonica

Ji 7 Xy — |_| X Ji(@) = (i, ). (4.3)
kel

Se cada X possui uma topologia 7 ,, a topologia natural na soma é a topologia
final induzida pelas inclusdes j;.
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Xy x {1}

Aberto
Figura 4.11: Soma de Espacos Topologicos

Definicdo 4.65 (Topologia da soma) A topologia da soma em I—IieI X, é
caracterizada por

Uaberto <= j;'(U) é aberto em X para todo i € I.

Equivalentemente, uma base é formada pelos conjuntos

{(i}yxU, UedT,

Proposicio 4.66 (Propriedade universal da soma) Para todo espago topo-
logico Z, uma aplicagio
g:| | Xi— 2
i€l

¢é continua se, e somente se, cada restri¢io
goji: X; — 2

¢é continua.
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Demonstracio. E exatamente a propriedade universal da topologia final aplicada
a familia das inclusées (j;);c;-

Observacdo 4.67 (Propriedades dasoma) Paracadai € I,acopia{i}x X
¢é simultaneamente aberta e fechada na soma. Além disso:

1. A C[], X, éaberto se, e somente se, AN ({i} x X;) é aberto em {4} x X,
para todo 4;

2. a mesma caracterizacdo vale para conjuntos fechados;

3. cada inclusdo j; é um mergulho aberto e fechado.

Exercicios
Ex. 4.22 — Prove que as inclusdes definidas em 4.3 sdo mergulhos abertos e fecha-
dos.

Ex. 4.23 — Mostre diretamente que a topologia da soma é a maior topologia que
torna todas as inclusdes j; continuas.



CAPITULO

5

Axiomas de Separacao

Até aqui, a topologia nos permitiu falar de continuidade, subespacos, produtos
e quocientes sem pedir que pontos distintos fossem realmente distinguiveis pelos
abertos. Sem uma hipoétese adicional, porém, podem ocorrer fenémenos ausentes
em espagos métricos: dois pontos diferentes podem ter exatamente as mesmas
vizinhancas, sequéncias podem convergir para varios limites e conjuntos unitarios
podem nem sequer ser fechados.

Os axiomas de separacdo medem precisamente quanto poder temos para separar
pontos por abertos. A hierarquia comeg¢a com uma exigéncia minima — distinguir
dois pontos — e culmina, neste capitulo, na condicdo de Hausdorff, que permite
colocé-los em vizinhancas disjuntas. Nos capitulos seguintes, a mesma ideia sera
aplicada a pontos e fechados e, depois, a pares de fechados, levando as nocdes de
regularidade e normalidade.

5.1 Separando pontos



2. X é Fréchet, ou T}, se, dados = # y, existe um aberto U com z € U e
y ¢ U, e existe um aberto V comy € Vex ¢ V.

3. X é Hausdorff, ou 75, se, dados = # y, existem abertos disjuntos U, V'
taisquex € Ueyc V.

As condi¢des formam uma cadeia:

Cada passo acrescenta uma forma mais forte de distinguir pontos. Em um espaco
T}, sabemos ao menos que dois pontos nao tém exatamente a mesma informacéo
topolégica. Em um espaco 77, cada ponto pode ser excluido por uma vizinhanca
do outro. Em um espago Hausdorff, os dois pontos podem ser isolados um do outro
simultaneamente.

Exemplo 5.2

1. Um espaco indiscreto com pelo menos dois pontos néo é 7j,.
2. O espaco de Sierpinski é 7j), mas nao é 77.

3. Todo espaco discreto é Hausdorff.

4. Todo espago métrico é Hausdorff: se x # y, tome r < d(x,y)/2; entdo B(x,r)
e B(y,r) sao disjuntas.

5. Um conjunto infinito com a topologia cofinita é 7, mas ndo é Hausdorff. De
fato, pontos sio fechados, mas dois abertos nio vazios sempre se intersectam.

6. A topologia de Zariski em R™ é T} e, paran > 1, ndo é Hausdorff.

A condicdo 7|, admite uma descricdo particularmente elegante por fechos de
pontos.

Proposiciao 5.3 Um espaco X é T}, se, e somente se,

z#ty = {z}+{y}

Demonstracdo. Suponha primeiro que X seja T, e sejam = # y. Sem perda de
generalidade, existe um aberto U com z € U e y ¢ U. Entio = ¢ {y}, pois U
¢ uma vizinhanca de z que ndo encontra {y}. Como z € {x}, os dois fechos sdo
distintos.

Reciprocamente, se X néo é 7T}, existem = # y tais que todo aberto que contém
um deles contém também o outro. Assim, x € {y} ey € {x}. Pela monotonicidade
do fecho,
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logo os fechos coincidem.

Para 77, ha uma caracterizacdo especialmente simples.

Proposicdo 5.4 Para um espago topologico X, sdo equivalentes:
1. XéTy;
2. todo conjunto unitario {x} é fechado;

3. todo subconjunto A C X é intersecéo dos abertos que o contém.

Demonstracgdo. Se X é T} ez € X, entdo, para cada y # x, existe um aberto U,
que contém y e nao contém z. Logo

X\{z}=JU,
y#x

é aberto, e {x} é fechado.
Se pontos sdo fechados, entdo

A= X\ A{a}),

¢ A

uma intersecio de abertos que contém A.

Finalmente, aplicando o terceiro item a A = {x}, para cada y # z algum aberto
da interse¢do contém x e exclui y. Trocando os papéis de e y obtemos a condicdo
T;.

|

A condicdo Hausdorff esta ligada a resultados de unicidade. O primeiro exemplo
é o0 limite de uma sequéncia.

Proposicdo 5.5 Em um espaco Hausdorff, uma sequéncia converge para no
maximo um ponto.
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Demonstracao. Suponha x,, — x e x,, — y, com = # y. Escolha vizinhancas
abertas disjuntas U > z e V' > y. A partir de certo indice, z,, € U; a partir de outro,
x,, € V. Para indices suficientemente grandes teriamos entdo z,, € UNV = (),
absurdo.

O mesmo principio vale para funcdes: em contradominios Hausdorff, uma fun-
¢éo continua fica determinada por seus valores num conjunto denso.

Proposicido 5.6 Sejam f,g: X — Y continuas, com Y Hausdorff. Se existe
um conjunto denso D C X tal que f|, = g|p, entdo f = g em todo X.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que f(z) # ¢(z) para algum z € X.
Escolha abertos disjuntos U > f(z) e V' 3 g(x). O conjunto

W= U)ng (V)

é aberto, contém =z e, portanto, encontra D. Se d € W N D, entdo f(d) € U e
g(d) € V,mas f(d) = g(d), contradizendo U NV = ().

5.2 Comportamento sob construcoes

Os axiomas de separacdo sdo propriedades topologicas e, portanto, sdo preserva-
dos por homeomorfismos. Resta examinar seu comportamento sob as construgdes
basicas do capitulo anterior.

5.2.1 Subespacos

Proposicao 5.7 Todo subespaco de um espago 1} é T}, parai = 0, 1,2,
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Demonstracao. Se S C X e dois pontos de S sido separados em X pelos abertos
exigidos pelo axioma correspondente, as interse¢des desses abertos com S conti-
nuam abertas em S e preservam as mesmas relagdes de incidéncia e disjungio.

5.2.2 Produtos

Proposicao 5.8 Se (X),c; € uma familia ndo vazia de espagos 7}, entao
11
jeJ

éT;, parat =0,1,2.

Demonstragdo. Se x # yno produto, existe uma coordenada j, tal que z; # y; .

Para T}, ou 7', use nessa coordenada os abertos que distinguem os pontos e tome

suas imagens inversas pela projecio T,
No caso Hausdorff, escolha abertos disjuntos U,V C X j, comx; € Ue Yj, €

V. Entéo

Y U) e m1(V)

J J
sdo abertos disjuntos do produto contendo, respectivamente, x e y.
n

A prova anterior mostra um principio simples da topologia produto: para se-
parar dois pontos, é suficiente usar uma coordenada em que eles diferem. Nao é
necessario restringir todas as coordenadas.

5.2.3 Somas

Proposicdo 5.9 Uma soma arbitraria de espacos T} é T}, para¢ = 0, 1, 2.
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Demonstracao. Dois pontos que pertencem ao mesmo somando sdo separados
dentro dele e, como a inclusdo do somando é um mergulho aberto, os mesmos
abertos funcionam na soma. Se pertencem a somandos distintos, os proprios so-
mandos sdo abertos disjuntos.

5.2.4 Quocientes

Aqui a situacdo muda. Colar pontos pode destruir informacéo de separacéo.

Exemplo 5.10 (Um quociente que deixa de ser Hausdorff) Considere R com a
topologia usual e colapse todos os racionais a um unico ponto. No quociente R/Q,
qualquer aberto néo vazio contém o ponto [Q]: se um aberto do quociente nio o
contivesse, sua imagem inversa seria um aberto nio vazio de R disjunto de Q, o
que é impossivel pela densidade dos racionais. Assim, o quociente nédo é 7} e, em
particular, ndo é Hausdorff.

Mesmo 1}, pode se perder.

Exemplo 5.11 (Um quociente que deixa de ser 7;;) Considere X = {0,1,2} com
a topologia

{0,{2}, {1, 2}, X}.

Esse espaco é 1},. Identifique entdo 0 ~ 2 e deixe 1 sozinho. Os tnicos abertos satu-
rados de X so ) e X; portanto o quociente tem dois pontos e topologia indiscreta.
Logo nao é Tj,.

Consequentemente, sem hipodteses adicionais, quocientes nio preservam ne-
nhum dos trés axiomas de separacdo considerados aqui.

5.2.5 Resumo

Subespacos Quocientes Produtos Somas

T, Sim Nao Sim Sim
T, Sim Nao Sim Sim
T, Sim Nao Sim Sim

Uma caracteriza¢do de Hausdorff retine separacio e produto em uma tnica frase:
X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal

Ay ={(z,x):z € X}
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é fechada em X x X. A demonstracio é proposta como exercicio.
Exercicios

Ex. 5.1 — Prove que X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal Ay, C X x X é
fechada.

Ex. 5.2 — Prove que X é T se, e somente se, para todo A C X, A é a intersecdo
de todos os abertos que o contém.

Ex. 5.3 — Seja X um espaco 7} e x um ponto de acumulagdo de A C X. Mostre
que toda vizinhanca de x contém infinitos pontos de A.

Ex. 5.4 — Sejam 7 C o topologias no mesmo conjunto X. Parai € {0, 1,2}, deter-
mine quais das seguintes implica¢des sdo verdadeiras:

1L(X,7)éT, = (X,0)éT;
2.(X,0) 6T, = (X,7) 6T,

Ex. 5.5 — Seja
T={UCR:VeeU\NQIe>0talque (z—e,z+e)NQCU}.
Determine, parai = 0, 1,2, se (R, ) é T;.

7

Ex. 5.6 — Mostre que, se toda sequéncia em X possui no maximo um limite, entdo
X éT,. Mostre ainda que, se X é primeiro-enumeravel, essa condi¢ao implica que
X é Hausdorff.

Ex. 5.7 — Seja X um espaco T}. Mostre que, na topologia da caixa em X", toda
sequéncia convergente é eventualmente constante.

Ex. 5.8 — Considere [0, 1] e a relagdo
x~y<=zr=youzyec (0,1).
Mostre que o quociente ndo é 7.

Ex. 5.9 — Prove diretamente que produtos e somas arbitrarias de espagos 7|, sao
T5.

Ex. 5.10 — Prove diretamente que produtos e somas arbitrarias de espagos 17 sdo
Tl.

A cadeia T, = T = T, sintetiza a hierarquia: avancar de 7, para 7T} significa
exigir progressivamente mais capacidade de separagdo. O capitulo seguinte troca o
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tipo de controle: em vez de perguntar se hé abertos suficientes para separar pontos,
pergunta se uma familia enumerdvel de abertos ja consegue descrever a topologia.



CAPITULO

6

Enumerabilidade

Os axiomas de separacido medem quéo bem os abertos distinguem pontos e con-
juntos. A questdo deste capitulo é de natureza diferente: quanta informacao é ne-
cessaria para descrever a topologia? Em muitos espagos importantes, uma familia
enumeravel de abertos — globalmente, ou em torno de cada ponto — ja é suficiente
para controlar boa parte da teoria.

A diferenca entre essas duas formas de controle é essencial. O primeiro axioma
de enumerabilidade é local: cada ponto possui uma lista enumeravel de vizinhan-
cas que serve como teste para todas as outras. O segundo é global: uma tnica
base enumeravel descreve todos os abertos do espaco. Entre essas duas ideias apa-
recem naturalmente a separabilidade e a propriedade de Lindelof. A secédo final
mostra por que essas hipdteses entram de maneira natural na prépria definigao de
variedade topologica.

6.1 Axiomas de Enumerabilidade

Primeiro e segundo axiomas

133
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Definicdo 6.1 Dizemos que um espago topologico X é segundo-enumeravel
quando possui uma base enumeravel. Dizemos que X é primeiro-enumeravel
quando cada ponto x € X possui uma base enumeravel de vizinhancas.

O segundo axioma fornece uma descri¢io enumeravel da topologia inteira; o
primeiro fornece apenas uma descri¢do enumeravel da topologia vista a partir de
cada ponto. Essa distin¢éo explica por que o segundo axioma é, em geral, muito
mais forte.

Exemplo 6.2 (Espacos métricos) Todo espaco métrico é primeiro-enumeravel.
De fato, para cada = € X,

B(z,1) D B(:r, ;) ) B(x, ;) 5.

forma uma base enumeravel de vizinhancas de .

Esse é o motivo pelo qual, em espacos métricos, tantas propriedades locais po-
dem ser testadas por sequéncias. A secdo sobre sequéncias mostra que 0 mesmo
mecanismo vale em todo espago primeiro-enumeravel.

Exemplo 6.3 Se X é finito, qualquer topologia em X ¢é finita. Portanto, X é ao
mesmo tempo primeiro e segundo enumeravel.

Exemplo 6.4 Um espaco discreto é sempre primeiro-enumeravel: paracadax € X,
a familia {{z}} é uma base local. Ele é segundo-enumeravel exatamente quando
X é enumeravel.

Exemplo 6.5 O espago R™ com a topologia usual é segundo-enumeravel. Os re-
tangulos

(ay,by) x - x (a,,b,), a;,b; € Q,

formam uma base enumeravel.

Exemplo 6.6 (A topologia da caixa) A topologia da caixa em R™ nio é primeiro-
enumeravel. Seja 0 = (0,0, ...) e suponha, por absurdo, que A, A,, ... seja uma
base enumeravel de vizinhancas de 0. Para cada n, escolha um aberto basico em
caixa
C, = H Upn k com 0edC, CA,.
k>1

Podemos escolher 0 < ¢,, < 1/4 de modo que (—¢,,,¢,,) C U, ,,. Considere entéo
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Esse conjunto é uma vizinhanca de 0 na topologia da caixa. Entretanto, para cada
n existe um ponto de C,, cuja n-ésima coordenada pertence a (¢,,/2,¢,,) e cujas
demais coordenadas sdo nulas. Portanto A,, ¢ V para todo n, contradizendo que
(A,,) fosse uma base local.

Em particular, a topologia da caixa em R™ também nio é segundo-enumeravel.

A segunda enumerabilidade é formulada em termos de bases, mas pode igual-
mente ser descrita por sub-bases. Para familias infinitas, a passagem de uma sub-
base a base de intersec¢des finitas ndo aumenta a cardinalidade.

Proposicido 6.7 Se a topologia de X possui infinitos abertos, entéo existe
uma base de cardinalidade x se, e somente se, existe uma sub-base de car-
dinalidade . Em particular, X possui base enumeravel se, e somente se,
possui sub-base enumeravel.

Demonstracao. Todabase é uma sub-base. Reciprocamente, seja & uma sub-base.
Como a topologia possui infinitos abertos, & é infinita. A familia formada por X e
pelas intersegdes finitas de elementos de & é uma base. Para cada n > 1, a familia
das intersecdes de n elementos de § tem cardinalidade no méaximo |S|" = |§

e
3
uma unifo enumeravel dessas familias ainda tem cardinalidade |S|. Logo a base
obtida tem a mesma cardinalidade da sub-base.

Uma base local enumeravel pode sempre ser reorganizada de forma decrescente;
essa forma sera usada repetidamente.

Proposicdo 6.8 Se x € X possui uma base enumeravel de vizinhancas,
entdo existe uma base local B, B,, ... tal que

Se a base original é finita, podemos tomar uma base local formada por um
Unico conjunto.
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Demonstracdo. Se Bj, Bj, ... enumera uma base local infinita, faca
n
. /
B, =[5,
j=1

Cada B,, ¢ uma vizinhanca de x, a sequéncia ¢ decrescente e, se V' é uma vizinhanca
qualquer de x, algum B;,, esta contido em V; entdo B,, C B;, C V. No caso finito,
a intersecéo de todos os elementos da base é ainda uma vizinhanca de x e, sozinha,
forma uma base local.

Separabilidade, c.c.c. e Lindelof

A separabilidade ja apareceu no estudo de conjuntos densos. Aqui ela é colocada
ao lado dos axiomas de enumerabilidade e da propriedade de Lindel6f, formando
uma rede de implicacdes que reaparecera ao longo do livro.

Defini¢do 6.9 (Espaco separavel) Um espaco topologico X é separavel
quando possui um subconjunto enumeravel denso.

Exemplo 6.10 A reta de Sorgenfrey é separavel: Q é enumeravel e intercepta todo
aberto basico [a, b) ndo vazio.

Exemplo 6.11 O espaco euclidiano R™ é separavel, pois Q" é enumeravel e denso.

Exemplo 6.12 (Um espaco métrico nio separavel) Considere em R? a métrica
d.(p.g) = {upu +lall, lpll # lal.
* Y -
lp—al, Il = lql-

Sep # 0e0 < 0 < [p|, entdo B, (p,d) esta contida no circulo de raio |p]
centrado na origem. Um conjunto denso precisa, portanto, interceptar cada um

dos nio enumeravelmente muitos circulos centrados na origem. Logo (R?, d, ) nio
é separavel.
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Proposiciao 6.13 Todo espago segundo-enumeravel é separavel.

Demonstracio. Se B = {B;, B,, ...} é uma base enumeravel, descarte o ele-
mento vazio e escolha z,, € B,,. O conjunto D = {z,, : n > 1} é enumeravel. Se
U é aberto ndo vazio, algum elemento da base B,, satisfaz () # B, C U, e entdo
x,, € DNU. Portanto D ¢é denso.

Em espacos métricos, a reciproca também vale.

Proposicio 6.14 Um espaco métrico é separavel se, e somente se, é
segundo-enumeravel.

Demonstracao. Uma das implicacdes é a proposigdo anterior. Para a outra, seja
D C X um conjunto denso enumeravel. A familia

B={B(a,r):a€ D, reQ,}

é enumeravel. Se U é aberto e x € U, escolha ¢ > 0 com B(z,e) C U. Pela
densidade, escolha a € D com d(a,x) < /3 e depois um racional r tal que

d(a,z) <r <e—d(a,z).

Entdo x € B(a,r) C U. Logo B é uma base.

Definicdo 6.15 (Condicdo de cadeia enumeravel) Dizemos que X satisfaz
a condicdo de cadeia enumeravel, ou c.c.c., quando toda familia de abertos ndo
vazios dois a dois disjuntos é enumeravel.
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Proposicio 6.16 Todo espaco separavel satisfaz a c.c.c.

Demonstracao. Seja D um subconjunto denso enumeravel e &/ uma familia de
abertos néo vazios dois a dois disjuntos. Para cada U € U, escolha x; € DN U.
Como os elementos de U sdo disjuntos, a aplicacdo U — x; € injetiva. Portanto
U é enumeravel.

Definicdo 6.17 (Lindeléf) Um espago topologico X é Lindelof quando toda
cobertura aberta de X possui uma subcobertura enumeréavel.

Definicdo 6.18 (Hereditariamente Lindelof) Diremos que X é hereditari-
amente Lindeléf — também chamado, em algumas referéncias, fortemente
Lindel6f — quando todo subespaco de X é Lindeldf.

A diferenca para compacidade, que estudaremos no proximo capitulo, é apenas
uma palavra e uma mudanca decisiva: em um compacto extraimos uma subcober-
tura finita; em um espaco Lindelof, exigimos apenas que ela seja enumeravel.

Exemplo 6.19 (Lindeldf ndao implica separavel) Seja X um conjunto ndo enume-
ravel e escolhap ¢ X. EmY = X U {p} declare todos os pontos de X isolados e
tome como vizinhancas abertas de p os conjuntos {p} U W para os quais X \ W
é enumeravel. Toda cobertura aberta contém um elemento que cobre p e deixa
de fora, no maximo, enumeravelmente muitos pontos; escolhendo um aberto para
cada um deles obtemos uma subcobertura enumeravel. Portanto Y é Lindeldf.
Por outro lado, nenhum subconjunto enumeravel é denso, pois cada ponto de
X éisolado. Assim, Y néo é separavel. O subespago X é discreto ndo enumeravel,
logo esse exemplo também mostra que a propriedade de Lindeldf ndo é hereditaria.

Exercicios
Ex. 6.1 — Mostre que, se (X, 7) é separavel, entdo {x € X : {} € 7} é enumera-
vel.

Ex. 6.2 — Seja X um conjunto ndo vazio com a topologia cofinita 7. Caracterize, em
, quando (X, 7) é: ??primeiro-enumeravel; ??segundo-enumeravel;

termos de | X
??separavel.
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Ex. 6.3 — Repita o exercicio anterior para a topologia coenumeravel

7 ={X\E:ECX, |[E| <R} U{0}.

Ex. 6.4 — Sejam X separavel e Y C X. Mostre que Y é separavel em cada um dos
casos seguintes: ??.X é metrizavel; ??Y é aberto em X; ??.X é segundo-enumeravel
eY é denso em X.

Ex. 6.5 — Dados X infinito e x, € X, considere a base

B={{z}:x#F ) U{ACX:25€ A, X\ Aéfinito}.
Determine quais das propriedades deste capitulo o espaco resultante satisfaz.
Ex. 6.6 — Quais axiomas de enumerabilidade a reta de Michael satisfaz?

Ex. 6.7 — Sejam 7 C o duas topologias sobre o mesmo conjunto X. Investigue,
para o primeiro e o segundo axiomas de enumerabilidade, em quais direcoes a
propriedade é preservada ao passar de 7 para o.

Ex. 6.8 — Seja X segundo-enumeravel e 3 uma base qualquer de X. Mostre que
existe uma subfamilia enumeravel B” C B que ainda é base de X.

6.2 Sequéncias

O primeiro axioma de enumerabilidade ganha seu significado nesta secio. Em
um espago topologico arbitrario, sequéncias podem nédo enxergar todo o fecho, nem
toda a continuidade. Quando cada ponto possui uma base local enumeravel, esse
problema desaparece.

Proposi¢do 6.20 Se X é primeiro-enumeravel, A C X e x € X, entéo

r €A <= existe uma sequéncia (a,) C A coma, — .
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Demonstracao. Se a,, — =z, toda vizinhanca de x contém algum termo da se-
quéncia; logo = € A.

Reciprocamente, suponha 2 € A. Escolha uma base local decrescente V; O
Vo D - em x. Como cada V,, intercepta A, escolha a,, € ANV,. Se V é uma
vizinhanga de x, algum V) esta contido em V; paran > N temos a, € V,, C
Vy C V. Portanto a,, — z.

Proposicdo 6.21 Seja f : X — Y e suponha X primeiro-enumeravel. En-
tdo sdo equivalentes:

1. f é continua;

2. para toda sequéncia x,, — = em X, temos f(z,) — f(z)emY.

Demonstracdo. Se f é continua e V' é uma vizinhanga de f(z), entdo existe uma
vizinhanca U de x tal que f(U) C V. Como z,, — z, eventualmente =, € U, e
portanto eventualmente f(z,) € V.

Para a reciproca, suponha que f nao seja continua. Existe um aberto V' C Y e
um ponto

€ f7HV)\int f~1(V).

Escolha uma base local decrescente B; D B, D --- em x. Como x ndo ¢ interior a
f~Y(V), cada B,, contém um ponto z,, ¢ f~ (V). Entdo x,, — z, mas f(z,) ¢ V
para todo n, enquanto f(z) € V. Logo f(x,,) ndo converge para f(x).

A hipétese de primeiro enumeravel nao é decorativa: sem ela, continuidade
sequencial e continuidade podem ser nogdes diferentes.

Proposicdo 6.22 Se X é primeiro-enumeravel e toda sequéncia em X possui
no méaximo um limite, entdo X é Hausdorff.
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Demonstracao. Suponha que X nfo seja Hausdorff. Existem pontos distintos
x,y € X tais que toda vizinhanca de = encontra toda vizinhanga de y. Escolha
bases locais decrescentes (U,,) emx e (V,,) emy. Para cadan, escolha z, € U,NV,,.
Entdo 2, — x e z,, — y, contradizendo a unicidade do limite.

Para sequéncias, chamaremos x de ponto de aderéncia sequencial de (x,,) quando,
para toda vizinhanca V de x e todo N, existe n > N comz,, € V.

Proposicdo 6.23 Se X é primeiro-enumeravel, entdo = é ponto de aderéncia
sequencial de (x,,) se, e somente se, alguma subsequéncia de (z,,) converge
para .

Demonstracao. Se uma subsequéncia converge para x, entdo toda vizinhanca de
x contém termos dessa subsequéncia com indices arbitrariamente grandes. Reci-
procamente, escolha uma base local decrescente B; O By, D --- em z. Indutiva-
mente, escolha ny, > n;_, comz,, € By. Entaoz, — .

O resultado seguinte resume o papel do primeiro axioma em uma unica
frase: em torno de um ponto primeiro-enumeravel, as sequéncias determinam
exatamente as vizinhancas.

Proposicdo 6.24 Se x € X possui base local enumeravel e V' C X, entdo

V évizinhancade x <= toda sequéncia x,, — x esta eventualmente em V.

Demonstracao. A implicacdo direta ¢ a definicdo de convergéncia. Para a reci-
proca, suponha que V' néo seja vizinhanca de x. Escolha uma base local decrescente
(B,,) em z. Como nenhum B, esta contido em V, podemos escolher z,, € B,,\'V.
Entdo x,, — , mas nenhum termo pertence a V.

Exercicios

Ex. 6.9 — Decida se as afirmacdes sdo verdadeiras ou falsas e justifique: ??toda
sequéncia em um espaco com a topologia trivial converge para todo ponto; ??ne-
nhuma sequéncia em um espago discreto converge.

Ex. 6.10 — Descreva as sequéncias convergentes em Z com a topologia cofinita.
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Ex. 6.11 — Seja (X, d) um espago métrico. Mostre diretamente que z,, — = na
topologia métrica se, e somente se, d(z,,, ) — 0.

Ex. 6.12 — Sejam X,Y espacos topoldgicos. Mostre que (z,,,v,,) — (x,y) em
X x Y se, e somente se, x,, = T ey, — Y.

Ex. 6.13 — Seja X ndo enumeravel, z, € X, e considere a topologia gerada pela
base

B={{z}:x#x,) U{AC X :25€ A, X\ Aéenumeravel}.

Se Y é T e primeiro-enumeravel, prove que f : X — Y ¢é continua se, e somente
se,

{r e X: flx) # flx)}

é enumeravel.

Ex. 6.14 — Mostre que R com a topologia da caixa nio satisfaz o primeiro nem o
segundo axioma de enumerabilidade.

6.3 Relacoes entre os Axiomas da Enumerabilidade

As propriedades estudadas até aqui nao sdo versdes diferentes da mesma ideia.
Elas medem aspectos distintos do espaco e, fora de classes especiais, nenhuma delas
deve ser confundida com outra. O quadro basico é

segundo-enumeravel = primeiro-enumeravel,
segundo-enumeravel = separavel,

segundo-enumeravel = Lindel6f.
Em espacos métricos ha uma coincidéncia adicional importante:
separavel <= segundo-enumeravel <= Lindelof.

Todo espago métrico é, independentemente dessas condicdes, primeiro-enumeravel.
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Teorema 6.25 (Segundo enumeravel implica Lindel6f) Todo espago
segundo-enumeravel é Lindel6f. Mais ainda: todo espaco segundo-
enumeréavel é hereditariamente Lindelf.

Demonstracao. Seja B = {B;, B, ...} uma base e I/ uma cobertura aberta de
X. Para cada B,, que esteja contido em algum elemento de ¥/, escolhaum U,, € U
com B,, C U,,. A familia (U,,) é enumeravel.

Ela cobre X: dado z € X, escolha U € U com x € U e depois um elemento da
base B,, com z € B,, C U. Pela construcao, algum U,, foi escolhido contendo B,,,
logo contém .

Por fim, todo subespaco de um espaco segundo-enumeravel é segundo-
enumeravel; aplicando o argumento anterior a cada subespaco, obtemos a
afirmacéo hereditaria.

Observacao 6.26 (Primeiro enumeravel ndo implica segundo enumera-
vel) Um conjunto ndo enumeravel com a topologia discreta é primeiro-
enumeravel, mas néo pode ser segundo-enumeravel: qualquer base precisa
conter cada singleton.

Exemplo 6.27 (A reta de Sorgenfrey nio é segundo-enumeravel) Se B fosse
uma base enumeravel da reta de Sorgenfrey, para cada x € R escolheriamos B, €
B com

x € B, Clx,x+1).
Como B, é aberto em Sorgenfrey e contém z, ele contém algum intervalo [z, z+¢).
Em particular,  é o minimo de B,. Assim = — B, é injetiva, o que obrigaria B a
ser ndo enumeravel.

Observacio 6.28 (Separavel ndo implica segundo enumeravel) A retade
Sorgenfrey é separavel pelo Exemplo 6.10, mas no é segundo-enumeréavel
pelo exemplo anterior.

Observacio 6.29 A reta usual R é segundo-enumeréavel e, portanto, here-
ditariamente Lindelof.
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A reta de Sorgenfrey fornece um exemplo mais sutil: ela é Lindel6f, embora ndo
seja segundo-enumeravel.

Teorema 6.30 (A reta de Sorgenfrey é Lindelof) A reta de Sorgenfrey é
Lindelof.

Demonstracao. Seja I/ uma cobertura aberta da reta de Sorgenfrey. Para cada
x € R,escolha U, € U e b, > x tais que

[,b,) C U,.
Considere, agora na topologia usual de R, o aberto

G = U(x,bl,).

zeR

Como a reta usual é Lindeldf, existem 1, 5, ... tais que

G= U (z,, bwn).

n>1

Resta cobrir /' = R\ G. Mostremos que E é enumeravel. Para cada z € E, escolha
um racional ¢, € (z,b,). Se x < y pertencem a E, entdo y ¢ (x,b,); portanto
b, <ye

4y <b, <y <gq,
Logo x + g, ¢é injetiva em Q, e E é enumeravel.

A familia formada pelos U, e por um elemento de ¢ contendo cada ponto de
E é uma subcobertura enumeravel de R.

Proposicdo 6.31 Se X é ndo enumeravel e possui a topologia cofinita, entdo
X néo é primeiro-enumeravel.
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Demonstracao. Fixe a € X e suponha que V},V,, ... seja uma base local em a,
com cada V,, aberto. Como X \ V,, ¢é finito,

X\ = U

n>1 n>1

é enumeravel. Como X é ndo enumeravel, existe b # aem () V. Oaberto X\{b}
¢é uma vizinhanca de a, mas nenhum V,, esta contido nele, contradigéo.

Esse mesmo exemplo mostra que Lindel6f e separavel ndo implicam primeiro
enumeravel: a topologia cofinita em um conjunto nio enumeravel é compacta,
logo Lindel6f, e qualquer subconjunto infinito enumeravel é denso.

No caso métrico, as implicagdes ausentes reaparecem.

Proposicio 6.32 Se (M, d) é separavel, entdo é segundo-enumeravel.

Demonstracio. E a Proposigdo 6.14.

Proposicio 6.33 Se (M, d) é Lindeldf, entdo é segundo-enumeravel.

Demonstracao. Para cada n > 1, a familia {B(z,1/n) : © € M} cobre M.
Escolha uma subcobertura enumeravel B, e faca

B=]3,.

n>1

A familia B é enumeravel. Se U é aberto e z € U, escolhac > 0 com B(z,e) C U
encom2/n < e. Alguma bola B(a,1/n) € B, contém z; paray € B(a,1/n),

2
d(y,r) < = <e,
n

logo = € B(a,1/n) C U. Portanto B é uma base.
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6.4 Comportamento Topolégico

As propriedades anteriores também diferem quanto ao comportamento sob as
construcdes do Capitulo 4. Algumas passam a subespacos, outras sdo melhor pre-
servadas por imagens continuas, e produtos infinitos exigem hipoteses adicionais.

6.4.1 Subespacos

Proposicdo 6.34 Primeiro e segundo enumerabilidade sdo propriedades he-
reditarias.

Demonstracdo. Se Y C X e (B,,) é uma base local de x € Y em X, entdo
(B,,NY) é uma base local em Y. Se B é uma base enumeravel de X, entdo { BNY :
B € B} é uma base enumeravel de Y.

Separabilidade nao é hereditaria em geral. Se X é ndo enumeravel e recebe a
topologia do ponto a, entdo {a} é denso, mas o subespaco X \ {a} é discreto ndo
enumeravel.

Para subespacos abertos, porém, a separabilidade é preservada.

Proposicdo 6.35 (Separabilidade em abertos) Se X é separavele Y C X
é aberto, entdo Y é separavel.

Demonstracdo. Se D é denso e enumeravel em X, entdo D N'Y é enumeravel.
Todo aberto néo vazio de Y é também aberto em X, pois Y é aberto; logo intercepta
D e, portanto, DNY. Assim DNY édensoem Y.

|
A propriedade de Lindel6f também néo é hereditaria: no exemplo do ponto es-

pecial da Secdo 6.1, 0 espaco total é Lindelof e o subespaco discreto ndo enumeravel
ndo é. Para subespacos fechados, porém, a situagéo é boa.
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Proposicido 6.36 (Lindeléf e fechados) Todo subespago fechado de um
espaco Lindelof é Lindelof.

Demonstracao. Seja Y C X fechado e {U,} uma cobertura aberta de Y. Para
cada o, escreva U, =Y NV, com V,, aberto em X. Entao

{(Vot Uu{X\Y}

é uma cobertura aberta de X. Escolha uma subcobertura enumeravel. Retirando
X \'Y, se necessario, os correspondentes U, formam uma subcobertura enumera-
vel de Y.

6.4.2 Quocientes

Primeiro e segundo enumerabilidade podem ser destruidos por uma colagem. O
exemplo seguinte isola o mecanismo: identificar uma familia discreta infinita de
pontos pode produzir um tnico ponto cuja estrutura local ndo admite uma base
enumeravel.

Exemplo 6.37 (Uma flor com infinitas pétalas) Em R com a topologia usual,
identifique todos os inteiros entre si e nenhum outro par de pontos. Denote o
quociente por Y e por p a classe de Z. Embora R seja segundo-enumeréavel, Y ndo
é primeiro-enumeravel.

Suponha que U;, Us, ... seja uma base local aberta em p. Os conjuntos W, =
q 1(U,,) sdo abertos saturados contendo todos os inteiros. Para cada n > 1, esco-
lha 0 < ¢, < 1/4 tal que

(n_en’n+5n> - Wn

Defina §,, = ¢,,/2 paran > 1 e, para os inteiros ndo positivos, tome §,, = 1/8. O
conjunto
W= J(k— 6, k+3)
kezZ

é aberto, saturado e contém Z; logo V' = ¢(W) é uma vizinhanca aberta de p.

Se (U,,) fosse base, algum U,, estaria contido em V. Mas o ponto t,, = n+3¢,, /4
pertence a W,, = ¢ !(U,)) e ndo pertence a W. Portanto U, ¢ V para todo n,
contradicao.

Separabilidade e Lindel6f, ao contrario, sdo preservadas por imagens continuas.
Por isso passam automaticamente a quocientes.
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Proposicido 6.38 (Imagem continua de separavel) Se X é separavel e f :
X — Y é continua, entdo f(X) é separavel.

Demonstracio. Se D C X é denso e enumeravel, entdo f(D) é enumeravel. Pela
continuidade,

f(X) = f(D) c f(D),
onde o fecho é tomado em f(X). Portanto f(D) é denso em f(X).

Proposicido 6.39 (Imagem continua de Lindeléf) Se X é Lindelof e f :
X — Y é continua, entdo f(X) é Lindelof.

Demonstracdo. Se {U,} é uma cobertura aberta de f(X), entdo {f1(U,)} é
uma cobertura aberta de X. Escolha uma subcobertura enumeravel. Os correspon-
dentes U, cobrem f(X).

6.4.3 Produtos Finitos

Produtos finitos preservam primeiro e segundo enumerabilidade. O mesmo vale
para separabilidade.

Proposicdo 6.40 (Produtos e separabilidade) Se X, ..., X, sdo separaveis,
entdo X; x - x X é separavel.

Demonstracao. Escolha densos enumeraveis D; C X,. O produto D; x --- x D,_
é enumeravel e intercepta todo aberto basico nao vazio do produto; logo é denso.

A propriedade de Lindel6f é diferente: mesmo o produto de dois espagos Lin-
delof pode deixar de ser Lindelof.

Exemplo 6.41 (O plano de Sorgenfrey) A reta de Sorgenfrey é Lindel6f, mas seu
quadrado néo é. Considere a antidiagonal

D ={(x,—z):z € R}.
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Ela é fechada no plano de Sorgenfrey: se (a,b) ¢ D, entio a + b # 0, e um
retdngulo basico suficientemente pequeno [a,a + ) X [b, b+ ¢) permanece de um
mesmo lado da equacdo z +y = 0.

Além disso, D é discreta. Para (z, —x) € D,

[, +¢€) X [—z,—x +¢€)

intercepta D apenas em (x, —x). Portanto D é um subespaco fechado, discreto e
nio enumeravel. Se o plano de Sorgenfrey fosse Lindel6f, D seria Lindeldf por ser
fechado; mas um espaco discreto ndo enumeravel nio é Lindeldf.

6.4.4 Produtos Infinitos

Em produtos infinitos, a topologia produto restringe apenas finitas coordenadas
de cada vez. Essa finitude local é suficiente para preservar varios fendmenos, mas
o numero de fatores passa a importar.

Proposicdo 6.42 Seja {X; : ¢ € I} uma familia ndo vazia de espagos T}
néo triviais. Entado
[]x

el

é primeiro-enumeravel se, e somente se, cada X, é primeiro-enumeravel e /
¢ enumeravel.

Demonstracao. Suponha primeiro que o produto X seja primeiro-enumeravel.
Fixando pontos em todos os fatores exceto um, cada X; ¢ homeomorfo a um subes-
paco de X; logo é primeiro-enumeravel.

Fixe a = (a;) € X e uma base local enumeravel (U,,) em a. Refinando cada U,,
por um aberto basico, podemos supor

Vn = ﬂ 7Tj_1<vn,j) - Una

com J,, finito. Se J = J J,, ndo fosse todo I, escolha k € I\ J e by, # a;. Como
X, é T, existe um aberto W), com a;, € W, e b, ¢ W,. A vizinhanca m; (W)
de a ndo contém nenhum V,,: para cada n, mantenha as coordenadas de a exceto
a k-ésima e substitua esta por b;,. O ponto obtido pertence a V,, e ndo pertence a
7, (W),), uma contradicio. Portanto I = J é enumerével.

Reciprocamente, suponha I = N e cada X, primeiro-enumeravel. Para cada n,
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escolha uma base local enumeravel (B,, ,,),,>; em a,,. As intersecdes

N
(7 (B, ) N,mq,...,my €N,
n=1

formam uma base local enumeravel em a.

Proposicdo 6.43 Seja{X; : ¢ € I} uma familia ndo vazia de espagos T} ndo

triviais. O produto [[._, X, é segundo-enumeravel se, e somente se, cada
i€l =7t

X, é segundo-enumeravel e I é enumeravel.

Demonstracido. Se o produto é segundo-enumeravel, é primeiro-enumeravel;
pela proposicdo anterior, I é enumeravel. Cada fator é homeomorfo a um
subespaco do produto, portanto é segundo-enumeravel.

Reciprocamente, para I enumeravel e bases enumeraveis 5, nos fatores, os ci-
lindros basicos que restringem apenas finitas coordenadas usando elementos das
B, formam uma base enumeravel do produto.

Para separabilidade, o quadro é diferente. Um produto pode ter ndo enumera-
velmente muitos fatores e ainda assim possuir um subconjunto denso enumeravel;
o limite natural é a cardinalidade do continuo.

Proposicdo 6.44 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery) Seja {X, : ¢ € I}
uma familia nio vazia de espacos Hausdorff néo triviais. Entéo

1+

el

é separavel se, e somente se, cada X; é separavel e |I| < |R].




6 Enumerabilidade 151

Demonstracao. Suponha o produto X separavel e seja D C X denso e enumera-
vel. Cada fator X; = m;(X) é separavel por ser imagem continua de X.
Para cada ¢, escolha abertos néo vazios disjuntos U, V; C X,. Defina

Se i # j, 0 aberto basico m; ' (U;) N« (V) é ndo vazio e, pela densidade, contém
algum d € D. Esse ponto pertence a D, e néo a D;. Logo i = D, € uma injecdo

de I em P(D), e
|I] < 2% = |R|.

Reciprocamente, suponha que cada X; seja separavel e |I| < |R|. Identifique [
com um subconjunto de R e escolha, para cada i,

D, = {xi,hxi,za .

denso em X.

Considere todos os dados finitos formados por intervalos abertos J1, ..., J,,, de
extremos racionais, dois a dois disjuntos, e nimeros ny, ..., n,, € N. A cada dado
associe y = (y;) € X por

Tip, ©EJy,

Yi = .
Tiq, ¢S UUJ,.

Héa apenas enumeravelmente muitos desses pontos; denote o conjunto deles por

D.

Se
m
_ 1
U= ﬂ T (U)

k=1

€ um aberto basico néo vazio, escolha n;, com z; , € U;. Como os pontos
b

iy,...,1,, sdo distintos, existem intervalos de extremos racionais .J,, dois a dois

disjuntos contendo 7,. O ponto de D associado a esses dados pertence a U. Logo
D é denso e o produto é separavel.

6.4.5 Somas

Para somas, a situacdo pode ser descrita completamente. A primeira enumera-
bilidade é puramente local e ndo impd&e restri¢do sobre o nimero de componentes.
As outras trés propriedades percebem quantas “prateleiras” existem.
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Proposi¢do 6.45 (Enumerabilidade em somas) Se X = |_|l.61 X, comtodos
os X, néo vazios, entdo:

1. X ¢é primeiro-enumeravel se, e somente se, cada X, é primeiro-
enumeravel;

2. X é segundo-enumeravel se, e somente se, cada X, é segundo-
enumeravel e I é enumeravel;

3. X é separavel se, e somente se, cada X; é separavel e I é enumeravel;

4. X é Lindeldf se, e somente se, cada X, é Lindelof e I é enumeravel.

Demonstracao. Cada X, aparece na soma como um subespaco aberto e fechado
homeomorfo ao fator original. As condigdes necessarias sobre os fatores seguem
dessas inclusdes.

Para o primeiro item, uma base local em um ponto da soma é simplesmente a
imagem de uma base local no unico fator que contém esse ponto.

Para os demais itens, se I é enumeravel, a unido das bases ou dos subconjuntos
densos escolhidos em cada fator continua enumeravel; no caso Lindeldf, rednem-
se as subcoberturas enumeraveis obtidas em cada componente. Reciprocamente,
uma base enumeravel, um subconjunto denso enumeravel ou uma subcobertura
enumeravel da cobertura { X : i € I} s6 pode encontrar enumeravelmente muitos
componentes; como todos sdo nio vazios e abertos, isso forca [ a ser enumeravel.

Proposicdo 6.46 (Lindelof e somas) Em particular, toda soma enumeréavel
de espagos Lindeldf é Lindelof.

6.4.6 Tabela de comportamento topologico

Para produtos finitos e somas finitas, o quadro pode ser resumido da seguinte
forma. As restri¢des para produtos e somas infinitos foram descritas nas duas sub-
secOes anteriores.

O simbolo * indica preservacgio por imagem continua. A tabela nio diz que se-
parabilidade ou Lindelof sejam hereditarias apenas nesses casos; diz apenas que
abertos, respectivamente fechados, fornecem as hipoteses gerais simples que esta-
belecemos acima.
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Subespaco Quociente Produto finito Soma finita

Primeiro enumeravel Sim Nao Sim Sim
Segundo enumeravel Sim Nao Sim Sim
Separavel Abertos Sim* Sim Sim
Lindelof Fechados Sim* Nao Sim

Tabela 6.1: Comportamento das principais propriedades de enumerabilidade.

Exercicios
Ex. 6.15 — Mostre diretamente que um subespaco aberto de um espaco separavel
é separavel.

Ex. 6.16 — Mostre que (R \ Q)?, com a topologia induzida de R?, é separavel.

Ex. 6.17 — Prove novamente, sem usar a proposi¢do do texto, que todo espaco se-
paravel satisfaz a c.c.c.

Ex. 6.18 — Considere X = R e a relacao
r~Yy <<= x=youz,yeEcl.
Mostre diretamente que X /~ ndo satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Ex. 6.19 — Dé um exemplo de dois espagos Lindel6f cujo produto ndo é Lindelof e
explique exatamente onde a demonstracdo usual para produtos compactos deixa
de funcionar.

Ex. 6.20 — Prove a caracterizacdo do segundo axioma de enumerabilidade para
produtos enumeraveis apresentada na Proposi¢do 6.43 construindo explicitamente
uma base.

6.5 Variedades Topologicas

As nogodes desenvolvidas até aqui permitem formular de maneira limpa uma das
classes centrais da topologia. Uma variedade é um espaco que, quando observado
localmente, se parece com R". A condigdo é geométrica e local; as hipdteses de
Hausdorff e segundo enumeravel entram para impedir que a colagem global dessas
regides se torne excessivamente patologica.
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Definicdo 6.47 (Cartalocal) Seja M um espaco topologico. Uma carta local
de dimensdo n é um par (U, ¢) em que U C M é aberto e

o:U— oU)CR"

é um homeomorfismo sobre um aberto de R™. As coordenadas de ¢ (p) sdo
chamadas coordenadas locais de p nessa carta.

Definicdo 6.48 (Variedade topolégica) Um espaco topologico M é uma
variedade topoldgica de dimensio n quando:

1. todo ponto de M pertence ao dominio de uma carta local n-dimensional;
2. M é Hausdorff;

3. M é segundo-enumeravel.

As trés condi¢des tém papéis diferentes. A primeira afirma que a geometria local
é euclidiana; Hausdorff garante uma separa¢do minima entre pontos; o segundo
axioma de enumerabilidade controla o tamanho global do espago. Sem a ultima
hipétese, por exemplo, uma unido disjunta ndo enumeravel de copias de R™ seria
Hausdorff e localmente euclidiana, mas ndo seria uma variedade na convencio
adotada aqui.

Exemplo 6.49
1. R™ é uma variedade de dimenséao n.
2. Todo espago discreto enumeravel é uma variedade de dimenséo 0.

3. Um espago discreto ndo enumeravel é Hausdorff e localmente euclidiano de
dimenséo 0, mas néo é segundo-enumeravel; portanto nio é uma variedade se-
gundo a defini¢do acima.

4. O circulo S* é uma variedade de dimenséo 1.
5. O toro e a garrafa de Klein séo variedades de dimenséo 2.

6. A esfera S™ é uma variedade de dimensao n; a projegéo estereografica fornece
cartas explicitas.
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Defini¢do 6.50 (Atlas topoldgico) Um atlas topoldgico de dimensido 1 em
M é uma familia de cartas (U, ¢, );c; cujos dominios cobrem M:

M= U,

i€l
Se U; NU; # 0, a aplicacdo
_ =
pi; =piow; o (U;NU;) — ¢, (U;NU;)

¢ um homeomorfismo entre abertos de R™ e recebe o0 nome de mudanca de

coordenadas.

Proposicdo 6.51 (Propriedade de cociclo) As mudancas de coordenadas
de um atlas satisfazem, sempre que as composi¢des estdo definidas,

p;; = id, Yijg = ‘Pﬁla Pik © Prj = Pij-

Demonstracao. Asidentidades sdo consequéncia direta das defini¢des. Por exem-
plo,
(piowit)e(prow;!) = giop;
|

O segundo axioma de enumerabilidade tem aqui uma consequéncia concreta:
néo é preciso trabalhar com uma colec¢éo incontrolavelmente grande de cartas.

Proposicido 6.52 (Atlas enumeravel) Toda variedade topoldgica admite um
atlas enumeravel.

Demonstracdo. Seja B = {Bj, B,, ...} uma base enumeravel de M. Para cada
B,, que esteja contido no dominio de alguma carta, escolha uma dessas cartas

U

s ©p,) € restrinja-a a B,,:

Essa restri¢do ainda é uma carta, pois B,, é aberto em U,,.
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Esses dominios cobrem M. De fato, dado p € M, escolha uma carta (U, ¢)
contendo p e depois um elemento da base B,, com p € B, C U. Portanto as cartas
escolhidas formam um atlas enumeravel.

A pergunta inicial — quando uma topologia admite uma descri¢do enumeravel —
reaparece aqui numa forma geométrica: a segunda enumerabilidade garante a exis-
téncia de um atlas enumeravel. No proximo capitulo, a noc¢do de “pequenez” deixa
de ser cardinal e passa a ser formulada por coberturas, levando a compacidade.
Exercicios
Ex. 6.21 — Mostre que uma unifo disjunta ndo enumeravel de copias de R™ é Haus-
dorff e localmente euclidiana, mas néo é segundo-enumeravel.

Ex. 6.22 — Mostre diretamente que todo espa¢o discreto enumeravel é uma varie-
dade topoldgica de dimenséo 0.

Ex. 6.23 — Seja (U, ) uma carta de uma variedade M e V' C U um aberto. Mostre
que (V, ¢l;/) também é uma carta.



CAPITULO

7

Compacidade

No calculo, os intervalos fechados e limitados aparecem repetidamente como
dominios nos quais fendmenos globais podem ser controlados por informacéio local:
fungdes continuas atingem maximo e minimo, sequéncias possuem subsequéncias
convergentes e a continuidade passa a ser uniforme. Em R", o teorema de Heine—
Borel resume esse comportamento dizendo que os compactos sdo exatamente os
conjuntos fechados e limitados.

Ha4, porém, um detalhe importante. A palavra “limitado” depende de uma dis-
tancia, e um espaco topologico geral ndo vem equipado com uma métrica. Se qui-
sermos uma nog¢ao que faca sentido puramente em termos de abertos e que seja
preservada por homeomorfismos, precisamos procurar outra formulacéo.

A ideia correta é uma espécie de finitude topologica: um espaco é compacto
quando toda tentativa de cobri-lo por abertos contém, escondida nela, uma co-
bertura finita. A defini¢do é simples; suas consequéncias, ndo. Ela recupera os
teoremas familiares da anéalise, mas também sobrevive em espacos nos quais néo
ha distancia, coordenadas ou sequer uma nocdo razoavel de sequéncia capaz de
detectar toda a topologia.

O capitulo seguira esse movimento em duas dire¢des. Primeiro, partiremos da
reta para descobrir quais propriedades da compacidade sdo genuinamente topologi-
cas. Depois veremos como a teoria se especializa novamente em espagos métricos,
onde sequéncias, completude e limitagdo total voltam a entrar em cena. O teorema
de Tychonoff, a compacidade local e a compactificagdo de Alexandroff completarao
esse percurso.
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7.1 Definicao e primeiros exemplos

Comecemos pela linguagem de coberturas.

Definicdo 7.1 (Cobertura) Sejam (X, T ) um espago topologicoe A C X.
Uma cobertura aberta de A é uma familia 2/ C T tal que

Ac |JU.
Ucl

Uma subcobertura de I/ é uma subfamilia 1V C U que ainda cobre A.

Quando nao houver risco de ambiguidade, diremos apenas cobertura. Se os con-
juntos da familia ndo forem necessariamente abertos, isso sera dito explicitamente.

Exemplo 7.2 Na reta real com a topologia usual, as familias
U, ={(n—2,n):ne”Z}, Uy={(—n,n):neN, n>1}
sdo coberturas abertas de R. Ja
Us ={[n,00):n€Z}
cobre R, mas néo é uma cobertura por abertos.
Exemplo 7.3 As familias

Uy={(z—01,24+01):0<z <1}

Us={(x—01,2+01):z € {0,0.1,0.2,...,1}}

cobrem [0, 1], e U 5 é uma subcobertura finita de ¢/ ,.
Por outro lado, se a,, | 0, a familia

Us ={(a,,1] :n e N}
cobre (0, 1] na topologia relativa, mas nenhuma subfamilia finita o faz.
Exemplo 7.4 Para qualquer conjunto X, a familia de conjuntos unitarios
[{a}: e x)

éuma cobertura de X. Ela é aberta se, e somente se, X estiver munido da topologia
discreta.
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Exemplo 7.5 Se (X, d) é um espaco métrico e £ > 0, entdo
{B(z,e):z € X}

¢ uma cobertura aberta de X.

Para um ponto fixo z, a familia { B(x,r) : 7 > 0} também cobre X: para cada
y € X, basta escolher r > d(z,y). A diferenca é que, nessa cobertura, o centro
permanece fixo e os raios variam.

Exemplo 7.6 Em R?, fixe € > 0 e considere
U={B((m,n),e) :m,n € Z}.

Essa familia cobre o plano se, e somente se, £ > V2 /2. De fato, o ponto mais
distante dos vértices de uma célula unitaria é o centro dessa célula, cuja distancia
a qualquer vértice é v/2/2.

Exemplo 7.7 A cobertura U/, possui a subcobertura finita /5. Isso ilustra o meca-
nismo da definicdo, mas néo basta para provar que [0, 1] é compacto: para isso, é
preciso mostrar que foda cobertura aberta de [0, 1] admite uma subcobertura finita.
Essa diferenga entre “uma cobertura” e “todas as coberturas” serd usada repetida-
mente.

Exemplo 7.8 A cobertura U de (0, 1] ndo possui subcobertura finita. Em con-
traste, fixado 0 < ¢ < 1, ao acrescentarmos um aberto da topologia relativa de
(0, 1] que cubra de uma s6 vez uma faixa proxima de 0, por exemplo

U'? = Z’[G U {(078)}7

uma subcobertura finita pode ser extraida: basta escolher n com a, < € e usar
(0, ) juntamente com (a,,, 1].

Chegamos a definicdo central do capitulo.

Defini¢do 7.9 (Compacidade) Seja X um espaco topoldgico. Um subcon-
junto K C X é compacto quando toda cobertura aberta de X admite uma
subcobertura finita.
Dizemos que X é um espaco compacto quando X, como subconjunto de si
mesmo, é compacto.

A definicao ¢é intrinseca: K C X é compacto se, e somente se, K é compacto
com a topologia induzida.
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Exemplo 7.10 (O intervalo (0, 1)) Considere

= {(2) 22}

Essa familia cobre (0, 1), mas nenhuma subfamilia finita o cobre. Portanto, (0, 1)
nao é compacto.

Exemplo 7.11 O subespaco

1
K:{O}U{ﬁ:neh\l,nzl}

¢ compacto. De fato, seja I/ uma cobertura aberta de K e escolha U, € U com
0 € U,. Como 1/n — 0, todos os termos 1/n, exceto talvez uma quantidade
finita, pertencem a U,,. Basta entdo escolher, para cada um dos pontos restantes,
um elemento da cobertura que o contenha.

Exemplo 7.12 (Os reais) A reta R ndo é compacta. Por exemplo,
U={(k—1,k+1):keZ}
é uma cobertura aberta de R sem subcobertura finita.

Exemplo 7.13 (Conjunto finito) Todo espago topoldgico finito é compacto. Se
X = {x,...,x,} e U cobre X, escolha, para cada x,;, um aberto U, € U que
contenha z;. Entdo Uy, ..., U,, formam uma subcobertura finita.

Note que a cobertura original pode muito bem ser infinita; o que a finitude de
X garante ¢é a existéncia de uma subcobertura finita.

Exemplo 7.14 (Topologia discreta) Em um espaco discreto, os compactos sdo
exatamente os subconjuntos finitos. Com efeito, se A é infinito, a cobertura

[{a} 1o e A}
néo possui subcobertura finita.

Exemplo 7.15 (Topologia indiscreta) Se X tem a topologia {0}, X'}, entdo todo
subconjunto de X é compacto. Mais geralmente, se a topologia de X ¢ finita, qual-
quer cobertura aberta contém apenas finitos abertos distintos e, portanto, admite
subcobertura finita.
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Exemplo 7.16 (Conjunto ilimitado) Se (X, d) é um espago métrico ilimitado, en-
tdo X ndo é compacto. Fixe a € X. A familia

{B(a,n) :neN, n>1}

cobre X, mas nenhuma subfamilia finita o faz. Consequentemente, todo compacto
de um espaco métrico é limitado.

Exemplo 7.17 (Intervalo fechado e limitado) O intervalo [a,b] C R é compacto.
Se a = b, o resultado é imediato. Suponha a < b e seja I/ uma cobertura aberta
de [a, b]. Defina

S = {x € [a,b] : [a, x] pode ser coberto por finitos elementos de U/ }.

O conjunto S é ndo vazio: escolha U € U contendo a; como U ¢é aberto na topologia
relativa, existe § > 0 tal que

[a,a+6) N[a,b] C U.

Diminuindo J se necessario, podemos supor a + 9 < b.
Seja ¢ = sup S. Escolha U, € U com ¢ € U,. Existe ¢ > 0 tal que

(c—e,c+¢e)Na,b] CU..

Pela definicdo de supremo, existe s € S com ¢ — /2 < s < ¢. Uma subcobertura
finita de [a, s], juntamente com U,, cobre

[a, min{b, ¢ + £/2}].

Se ¢ < b, isso produz um ponto de S estritamente maior que ¢, contradigdo. Logo
¢ = b; e, com essa mesma escolha de s e U, o intervalo coberto acima é precisa-
mente [a, b]. Portanto [a, b] admite uma subcobertura finita.

A definigdo por coberturas admite uma forma dual extremamente 1til.

Observacio 7.18 (Definicdo alternativa) Uma familia & de subconjuntos
tem a propriedade da intersecdo finita quando toda subfamilia finita 7 C F
satisfaz

(| F+0.

FeF,

Pelas leis de De Morgan, dizer que toda cobertura aberta de X possui sub-
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cobertura finita é equivalente a dizer que toda familia de fechados com a
propriedade da intersecao finita possui intersecao total ndo vazia.

Proposicdo 7.19 Um espaco topologico X é compacto se, e somente se, toda
familia F de fechados com a propriedade da intersecéo finita satisfaz

(] F+#0.

FedF

Se X possui base enumeravel, essas condi¢des sdo ainda equivalentes a se-
guinte: toda sequéncia decrescente

Fl DF2 D

de fechados néo vazios tem intersecio nio vazia.

Demonstracdo. A primeira equivaléncia é exatamente a dualidade por comple-
mentacdo descrita acima. Se X é compacto, toda sequéncia decrescente de fecha-
dos néo vazios tem a propriedade da intersecao finita e, portanto, interse¢io total
ndo vazia.

Para a reciproca adicional, suponha agora que X tenha base enumeravel e que
toda sequéncia decrescente de fechados ndo vazios tenha interse¢do ndo vazia.
Se X nio fosse compacto, haveria uma cobertura aberta sem subcobertura finita.
Refinando-a por uma base enumeravel, obteriamos uma cobertura enumeravel
U,,U,, ... sem subcobertura finita. Entdo

F, =X\ (U, U-UU,)

seria uma sequéncia decrescente de fechados ndo vazios com intersecio vazia, con-
tradigdo.

7.2 Primeiras propriedades fundamentais

A definicdo por coberturas comeca a ganhar forca quando percebemos que ela
permite transportar para espacos abstratos parte do comportamento conhecido dos
intervalos fechados. Comecemos por uma propriedade elementar, mas decisiva:
dentro de um compacto, passar a um subespaco fechado nédo destréi a compacidade.
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Proposicido 7.20 Se K C X é compacto e ' C K é fechado em K, entdo
F' é compacto.

Demonstracao. Trabalhemos no subespaco K. Se U é uma cobertura aberta de
F na topologia de K, entio
UU{K\ F}

é uma cobertura aberta de K, pois F' é fechado em K. Pela compacidade de K,
existe uma subcobertura finita. Retirando K \ F/, se ele tiver sido escolhido, obte-
mos uma subcobertura finita de F.

7.2.1 Compacidade na reta

O exemplo do intervalo [a, b] mostrou que a defini¢do abstrata recupera um dos
objetos compactos fundamentais da analise. Na reta, podemos ir além e caracteri-
zar completamente os subconjuntos compactos.

Lema 7.21 Todo subconjunto compacto K C R é fechado.

Demonstracio. Se K = (), ndo h4 nada a provar. Suponha K #+ () e seja x ¢ K.
Para cada k € K, como R é Hausdorff, existem abertos disjuntos U, 2 ke V) 3 z.
A familia {U,, : k € K} cobre K; pela compacidade, existem k4, ..., k,, tais que

K C U, U~UU, .

Entao

V: Vkl ﬁﬂvkn

¢é uma vizinhanca aberta de x disjunta de K. Logo R\ K é aberto e K é fechado.

Proposicido 7.22 Um subconjunto K C R é compacto se, e somente se, é
fechado e limitado.
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Demonstracao. Se K é compacto, entdo é limitado, como ja vimos para com-
pactos métricos, e fechado pelo lema anterior. Reciprocamente, se K é fechado e
limitado, existe M > 0 tal que K C [—M, M]. O intervalo [—M, M] é compacto
e K é fechado nele; portanto, K é compacto.

Assim, na reta real, recuperamos exatamente a imagem familiar do calculo:
K C R écompacto <= K éfechado e limitado.

A partir daqui, porém, convém abandonar a palavra “limitado”: ela pertence a ge-
ometria métrica, ndo a topologia geral. O que sobrevive sem qualquer métrica sdo
as propriedades que veremos a seguir.

7.2.2 Preservacao e produtos finitos

A propriedade que mais utilizaremos é a invariancia da compacidade por ima-
gens continuas. Ela explica, de uma sé vez, por que a compacidade é preservada
por homeomorfismos e por que quocientes de espacos compactos continuam com-
pactos.

Proposicido 7.23 (Imagem de Compacto) Se K C X é compacto e f :
X — Y é continua, entdo f(K) é compacto.

Demonstracao. Se U/ é uma cobertura aberta de f(K), entdo
{r/1w):veus

¢ uma cobertura aberta de K. Escolha Uy, ...,U, € U cujas imagens inversas
cubram K. Entdo Uy, ..., U,, cobrem f(K).

Exemplo 7.24 Se X = HAGA X, é compacto e todos os fatores sdo nao vazios,
entdo cada X, é compacto, pois a projecdo candnica

é continua e sobrejetiva. Mais adiante provaremos a reciproca para produtos arbi-
trarios.
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Proposicao 7.25 Se Xi,..., X, sdo espagos compactos, entdo o produto
finito
Xy X x X,

é compacto na topologia produto.

Demonstracao. Basta tratar X x Y. Se algum dos fatores é vazio, o produto é
vazio e o resultado é imediato. Suponha entdo X,Y # () e seja U uma cobertura
aberta de X x Y. Refinando cada elemento de U/ por abertos basicos, obtemos uma
cobertura V formada por retangulos A x B, cada um contido em algum elemento
de U. Se V possuir uma subcobertura finita, escolhendo para cada um desses re-
tangulos um elemento de ¥/ que o contenha obtemos uma subcobertura finita da
cobertura original. Assim, podemos trabalhar com V e, para simplificar a notacéo,
chama-la novamente de /.

Fixe € X. O subespaco {2} x Y é homeomorfo a Y e, portanto, compacto.
Logo é coberto por finitos retangulos

A, xBy,...,A, x B, el.

Descartando eventuais retingulos que nio intersectem {x} x Y, podemos supor
que x € A, para todo i. O aberto

A, =A, NNA,

contém x, e os mesmos retingulos cobrem A, x Y. A familia {4, : * € X} cobre
X; pela compacidade de X, finitos A, ,..., A, bastam. Reunindo as correspon-
dentes familias finitas de retAngulos, obtemos uma subcobertura finita de X x Y.

7.3 Critérios de compacidade

A definicdo quantifica sobre todas as coberturas abertas, o que a primeira vista
parece pouco pratico. Felizmente, bases e sub-bases permitem reduzir drastica-
mente o que precisa ser verificado.
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Proposicio 7.26 Se B é uma base de X, entdo X é compacto se, e somente
se, toda cobertura de X formada por elementos de 5 possui subcobertura
finita.

Demonstracao. A necessidade é imediata. Para a suficiéncia, seja &/ uma cober-
tura aberta de X. Para cada U € U, escreva U como unido de elementos da base
e reuna todos esses elementos numa familia V' C . Por hipoétese, V possui uma
subcobertura finita By, ..., B,,. Para cada B,, escolha U; € U com B; C U,. Entéo
Uy, ..., U, cobrem X.

O resultado seguinte vai um passo além: basta testar coberturas por elementos
de uma sub-base.

Teorema 7.27 (Teorema da Sub-Base de Alexander) Se & é uma sub-base
para a topologia de X, entdo X é compacto se, e somente se, toda cobertura
de X formada por elementos de & possui subcobertura finita.

Demonstracao. So precisamos provar a suficiéncia. Suponha que toda cobertura
de X por elementos de § tenha subcobertura finita, mas que X néo seja compacto.

Considere o conjunto ¢ das coberturas abertas de X que ndo possuem subcober-
tura finita, ordenado por inclusdo. Se {C; },.; é uma cadeia em €, entdo  J, C; ainda
nao possui subcobertura finita: uma subcobertura finita estaria contida em algum
elemento da cadeia. Pelo lema de Zorn, existe uma cobertura maximal M € €.

A familia M N & néo cobre X, pois, por hipétese, teria uma subcobertura finita.
Escolha

re X\ Jmns).

Como M cobre X, existe U € M com xz € U. Como 8 é sub-base, existem
Si,..., S, € & tais que
xre S nN-—-NnS, CU.

Nenhum S pertence a M. Pela maximalidade de M, cada familia M U{S, } possui
uma subcobertura finita. Assim, para cada i, existem finitos elementos de M cuja
unido, junto com S;, cobre X.
Reunindo todos esses finitos elementos de M, obtemos uma familia finita & C
M tal que
X\ JFcsn-ns,cU.
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Logo # U {U} é uma subcobertura finita de ), contradigéo.

Sobre o uso de escolha. A demonstracdo anterior usa o lema de Zorn. Por-
tanto, a passagem de coberturas por uma sub-base para coberturas arbitrarias ja
introduz explicitamente um principio de escolha. Isso reaparecera no teorema de
Tychonoff. Néo discutiremos aqui a for¢a logica exata dessas formas de escolha;
para estas notas, o ponto importante é apenas tornar visivel onde elas entram na
argumentacao.

Exemplo 7.28 Para um conjunto linearmente ordenado néo vazio X com a topo-
logia da ordem, vale o critério classico: X é compacto se, e somente se, possui
primeiro e dltimo elementos e satisfaz a propriedade do supremo, isto é, todo sub-
conjunto ndo vazio limitado superiormente possui supremo em X.

Na presenca de primeiro e ultimo elementos, a condi¢do equivalente para infi-
mos vem automaticamente. A hipotese sobre os extremos é essencial: a reta real
possui a propriedade do supremo para subconjuntos limitados, mas néo é compacta
porque ndo possui primeiro nem ultimo elemento.

Uma demonstragido pode ser obtida aplicando o teorema de Alexander a sub-
base formada pelos raios da topologia da ordem; deixamos os detalhes como exer-
cicio.

Proposicido 7.29 Se X possui base enumeravel, entdao X é compacto se, e
somente se, para toda sequéncia crescente de abertos

u,cl,c-, X=J0,
n=1

existe NV tal que Uy, = X.

Demonstracao. Se X é compacto, uma subfamilia finita da cobertura {U,, } basta;
como a sequéncia € crescente, o maior indice dessa subfamilia ja cobre X.

Reciprocamente, se X néo é compacto e B = {By, B,, ...} é uma base enumera-
vel, refine uma cobertura sem subcobertura finita por elementos da base e enumere
os elementos necessarios como B,, , B,, . .... Fazendo

U,=B, U-UB,,
1 k

obtemos uma sequéncia crescente cuja unido é X, mas nenhum U,, é todo X.
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7.4 Compacidade, separacao e aplicacoes classicas

A compacidade nio precisa de uma métrica. Ainda assim, uma parte impor-
tante da intuicdo de Heine—Borel sobrevive quando acrescentamos uma hipotese
de separacio: em espacos Hausdorff, compactos se comportam como subconjun-
tos fechados. Essa interacao produz resultados de rigidez muito uteis. Em seguida,
voltaremos a consequéncias que valem para compactos em geral e recuperam teo-
remas classicos da analise.

Proposicio 7.30 Se X é Hausdorff, todo subconjunto compacto de X é
fechado. Em particular, se X é compacto e Hausdorff, um subconjunto K C
X é compacto se, e somente se, é fechado.

Demonstracio. Se K = (), a afirmagéo é imediata. Suponha K # (), sejaa ¢ K
e, para cada k € K, escolha abertos disjuntos U, 3 k e V),  a. Pela compacidade,
finitos Uy, , ..., U}, cobrem K. Entao

V = Vkl ﬁ ﬂ an

¢é uma vizinhanca de a disjunta de K. Logo X \ K é aberto.
A segunda afirmacdo combina esse fato com a Proposicao 7.20.

Proposicdo 7.31 (Aplicacdes Fechadas) Se X é compacto, Y é Hausdorff
e f: X = Y é continua, entdo f é uma aplicacio fechada.

Demonstracao. Se F' C X é fechado, entdo F' é compacto. A imagem f(F) é
compacta e, como Y é Hausdorff, é fechada.

Proposicio 7.32 Se X é compacto, Y é Hausdorffe f : X — Y é uma
bijecdo continua, entdo f é um homeomorfismo.
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Demonstracao. Pela proposicdo anterior, f é fechada. Como é bijetiva, isso equi-
vale a continuidade de f~!.

Exemplo 7.33 Seja X compacto Hausdorff, Y um espaco topoldgico qualquer e
f+ X — Y uma fungio. Seu grafico é

Gr(f) ={(z,f(z):z e X} C X xY.

Entéo
f écontinua <=  Gr(f) é compacto.

Se f é continua, a aplicag¢do = +— (x, f(x)) é continua, e o grafico é imagem
continua do compacto X.
Reciprocamente, suponha Gr( f) compacto. A restrigdo da primeira projec¢do

ﬂ-X‘Gr(f) :Gr(f) — X

¢é uma bijecdo continua com dominio compacto e contradominio Hausdorff. Por-
tanto é um homeomorfismo. Como

—1
f=mye (”X|Gr<f>> ,

segue que f é continua.

Proposicdo 7.34 (Compacidade e separacdo) Se X é Hausdorff, K C X é
compacto e a ¢ K, entdo existem abertos disjuntos U,V C X tais que

acU, KcCV.

Demonstracao. Se K = (), basta tomar qualquer aberto U 3 ae V = (). Suponha
K + (). Para cada y € K, escolha abertos disjuntos U,>aeV, >y Afamilia
{V, : y € K} cobre K. Escolha uma subcobertura V, . ..., V, e faca

U=U, N-NU,, V=V, U-UV,.

Entioa c U, K CVeUNV =0.
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Figura 7.1: Um compacto e um ponto exterior podem ser separados em um espaco
Hausdorff.

Proposicio 7.35 (Espacos compactos e normalidade) Se X é Hausdorff e
F,H C X sdo compactos disjuntos, entdo existem abertos disjuntos U, V'
tais que /' C U e H C V. Em particular, todo espaco compacto Hausdorff
¢ normal.

Demonstragdo. Se F' = () ou H = (), a conclusio é imediata. Suponha ambos
ndo vazios. Para cada x € F|, a proposi¢éo anterior separa o ponto x do compacto
H: existem abertos disjuntos U, > z e V,, D H. Pela compacidade de F’, escolha
Ty,...,2, de modoque FF C U, U--UU, .Entdo

U=U, U-UU,, V=V, NNV,

sdo os abertos desejados.

Se, além disso, X é compacto Hausdorff e F'; H sdo fechados disjuntos, entdo
ambos sdo compactos. Aplicando o resultado anterior, obtemos a normalidade de
X.

A partir daqui, duas consequéncias classicas da analise tornam-se quase inevi-
taveis. A primeira usa apenas que imagens continuas de compactos continuam
compactas; a segunda mostra que a compacidade também controla subconjuntos
infinitos.

Teorema 7.36 (Weierstrass) Se X é compacto e ndo vazioe f: X — R é
continua, entdo f atinge maximo e minimo.
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Demonstracdo. Aimagem f(X)écompactaem R e, portanto, fechada e limitada.
Logo sup f(X) e inf f(X) existem. Ambos pertencem ao fecho de f(X); como
f(X) é fechada, pertencem ao préoprio f(X).

Teorema 7.37 (Bolzano-Weierstrass) Se X é compactoe A C X é infinito,
entdo A possui um ponto de acumulagio em X.

Demonstracdo. Se A nio tivesse ponto de acumulacio, cada x € X possuiria
uma vizinhanca aberta U, que encontraria A em no maximo um ponto. A cober-
tura {U, : € X} teria uma subcobertura finita U, , ..., U,

z,» € entao

ac(Jan,)

seria finito, contradicéo.

7.5 Nocoes proximas da compacidade

A definicdo por coberturas finitas ndo é a inica maneira natural de tentar forma-
lizar a ideia de “pequenez” topologica. Algumas variantes enfraquecem o tipo de
cobertura que consideramos; outras substituem coberturas por sequéncias; outras
ainda pedem que o espago seja construido a partir de compactos.

Observacio 7.38 Fora da classe dos espagos métricos, essas propriedades
néo sdo simplesmente defini¢des alternativas da mesma nog¢do. Em particu-
lar, compacidade e propriedades formuladas apenas com sequéncias podem
se separar. Esse é um dos primeiros lugares em que sequéncias mostram
que, embora sejam muito eficientes em espagos métricos, ndo detectam toda
a topologia de um espaco arbitrario.
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Definicdo 7.39 (Variantes do Conceito de Compacidade) Um espago topo-
logico X é dito:

1. sequencialmente compacto se toda sequéncia em X possui uma subsequén-
cia convergente;

2. o-compacto se é unido enumeravel de subespacos compactos;

3. enumeravelmente compacto se toda cobertura aberta enumeravel possui
subcobertura finita;

4. Lindelof se toda cobertura aberta possui uma subcobertura enumeravel.

Observacio 7.40 (Relacdes entre variantes de Compacidade) Asimplica-
coes basicas podem ser resumidas por

compacto = enumeravelmente compacto,
compacto = o-compacto = Lindeldf,

sequencialmente compacto = enumeravelmente compacto.
Além disso,
enumeravelmente compacto + Lindel6f = compacto.

As duas primeiras linhas sdo imediatas: uma cobertura arbitraria de um com-
pacto ja possui subcobertura finita, e um compacto é, trivialmente, unido
enumeravel de compactos; por sua vez, uma unido enumeravel de compac-
tos é Lindel6f, cobrindo cada compacto por finitos elementos da cobertura
e tomando a unido dessas escolhas. Além disso, se um espago é simultanea-
mente Lindel6f e enumeravelmente compacto, toda cobertura aberta admite
primeiro uma subcobertura enumeravel e depois uma subcobertura finita.
A implicacdo menos imediata é a terceira. Se X tivesse uma cobertura enu-
meravel Uy, U,, ... sem subcobertura finita, poderiamos substituir essa co-
bertura pela sequéncia crescente

V,=U,U-UU,

e escolher x,, ¢ V,,. Nenhuma subsequéncia de (x,,) poderia convergir: se

x, —xex €V, entdo, como V,, éaberto, eventualmente z,, €V, C
k k

v,

,» contradizendo a escolha de z,, .
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Nenhuma dessas setas deve ser lida como equivaléncia em espacos topologi-
cos arbitrarios. Por exemplo,

R = G[—n,n]

é o-compacto e Lindel6f, mas ndo é enumeravelmente compacto. Também
existem espagos compactos que ndo sao sequencialmente compactos e espa-
¢os sequencialmente compactos que ndo sdo compactos.

Em espagos métricos, a situacdo melhora drasticamente: compacidade e
compacidade sequencial coincidem, como provaremos na Se¢éo 7.8.

Em espacos topologicos gerais, redes e filtros fornecem caracterizacdes de com-
pacidade que recuperam o papel desempenhado por sequéncias em espacos mé-
tricos. Nao desenvolveremos essa teoria aqui; basta guardar a razdo conceitual:
sequéncias sdo indexadas apenas por N e, em topologias muito grandes, isso pode
ser informacao insuficiente para registrar toda a convergéncia relevante.

7.6 Consequéncias métricas da compacidade

Antes de voltar a topologia geral, registremos duas consequéncias que exigem
uma métrica. Elas sdo familiares da analise e mostram como a compacidade con-
verte informagdes locais — raios que dependem do ponto — em um controle uni-
forme sobre todo o espaco.

Para um subconjunto néo vazio A de um espago métrico, escrevemos

diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A} € [0, 0],

permitindo o valor +00 quando A é ilimitado. Adotamos ainda diam()) = 0.

Proposicdo 7.41 (Lema do nimero de Lebesgue) Se (X,d) é um espaco
métrico compacto e U/ é uma cobertura aberta de X, entdo existe § > 0 tal
que todo subconjunto A C X com

diam(A) < ¢

esta contido em algum elemento de /. Em particular, para todo z € X, a
bola B(x,0/3) esta contida em algum elemento da cobertura.
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Demonstragdo. Se X = (), qualquer 6 > 0 serve. Suponha, portanto, X # ().
Para cadaz € X, escolhaU, € U comxz € U, er, > 0tal que

B(z,2r,) C U,.

As bolas B(z,r,) cobrem X. Pela compacidade, existem z1, ..., z,, tais que

Faca
0= min r, > 0.
1<i<n ™7
Se A = (), ndo ha nada a provar. Suponha A # (), escolha a € A e um indice i com
a € B(z;,r, ). Paratodoy € A,

d(ya‘rz) < d(ya (1) + d<a’7$i) <9 + racl- < 2rxi7

portanto A C B(z;,2r, ) C U, .

Defini¢io 7.42 (Continuidade Uniforme) Sejam (X,dy)e (Y, dy ) espagos
métricos. Uma funcdo f : X — Y é uniformemente continua se, para todo
e > 0, existe § > 0 tal que

dy(z,2) <6 = dy(f(2), f(2")) <e

para quaisquer z, 2’ € X.

A diferenca em relacéo a continuidade pontual é decisiva: o mesmo 9 deve fun-
cionar simultaneamente para todos os pontos do dominio.

Proposicdo 7.43 (Heine-Cantor) Se (X, dy) é compacto, (Y, dy ) é mé-
tricoe f : X — Y é continua, entdo f é uniformemente continua.
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Demonstracao. Fixe ¢ > (. Para cada x € X, pela continuidade, escolha r, > 0
tal que

dx(z,y) <r, = dy(f(2),f(y)) <e/2.

A familia {B(z,r,/2) : * € X} é uma cobertura aberta de X. Pelo lema do
numero de Lebesgue, existe 6 > 0 tal que qualquer conjunto de didmetro menor
que 9 esta contido em uma dessas bolas.

Se dx(z,2") < 4, o conjunto {z, 2’} esta contido em B(x,r,/2) para algum x.
Assim,

dy (f(2), f(z') < dy (f(2), f(x)) + dy (f(2), f(2')) <e.

7.7 Produtos e o teorema de Tychonoff

Voltemos agora a topologia geral. A defini¢do por coberturas torna a compa-
cidade particularmente estavel sob as construcdes basicas: subespacos fechados,
quocientes e somas finitas se comportam como esperariamos. O caso realmente
profundo é o produto.

7.7.1 Comportamento sob construcdes

B subespacos fechados de compactos sdo compactos;
B imagens continuas — em particular, quocientes — de compactos sdo compactas;
B somas finitas de compactos sdo compactas;

B produtos arbitrarios de compactos sdo compactos na topologia produto.

Subespaco Quociente Produto Soma finita
Compacidade  fechados sim sim sim

Tabela 7.1: Comportamento da compacidade nas constru¢des basicas.

7.7.2 Produto de compactos

O resultado para produtos arbitrarios é um dos teoremas centrais da topologia
geral.
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Teorema 7.44 (de Tychonoff) Se {X,},c5 é uma familia de espagos topo-
logicos nédo vazios, entdo
1] %

AEA

¢ compacto na topologia produto se, e somente se, cada X, é compacto.

Demonstracao. A necessidade ja foi observada: cada fator é imagem continua do
produto por uma projecdo candnica. A parte substancial é mostrar a reciproca.

Para a reciproca, suponha cada X, compacto. Uma sub-base da topologia pro-
duto é formada pelos conjuntos

1 (U), U C X, aberto.

Pelo Teorema da Sub-Base de Alexander, basta provar que toda cobertura por aber-
tos desse tipo possui subcobertura finita.

Suponha, por contradicio, que U seja uma cobertura sub-basica sem subcober-
tura finita. Considere a familia de complementos

C={X\U:Ueu}.

Cada membro de € é um cilindro fechado da forma 7, (F), e a inexisténcia de
subcobertura finita significa exatamente que € tem a propriedade da intersecéo
finita.

Para cada ), seja F , a familia dos fechados F' C X, para os quais 7, ! (F) € C.
Essa familia tem a propriedade da intersecao finita: uma intersecéo finita vazia
em X, produziria uma intersecéo finita vazia dos cilindros correspondentes em X,
contrariando a propriedade da intersecao finita de €. Pela compacidade de X,

(] F+0.

Fed

Se &, for vazia, entendemos sua interse¢io como o proprio X, que é nio vazio
A A
por hipétese. Escolha x, nessa intersec¢do. Entdo o ponto z = (). pertence a

T E ﬂC.

Isso contradiz o fato de U/ cobrir o produto.

todo cilindro de €, isto é,
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Nota sobre escolha. Na prova acima héa dois sinais explicitos de principios de
escolha: o lema de Zorn usado no teorema de Alexander e a escolha simultinea
dos pontos x,. Assim, no quadro usual de ZFC, o argumento nédo ¢ puramente
“construtivo”. A forga logica exata de diferentes versdes do teorema de Tychonoff
é um tema proprio de teoria dos conjuntos; aqui nos interessa apenas reconhecer
que essa dependéncia existe e nio esti escondida.

Corolario 7.45 Para todo conjunto de indices A, o cubo
[0, 1]*

é compacto na topologia produto.

Exemplo 7.46 (Representacdo binaria) O espago {0, I}N é compacto. A aplicagio
que associa a uma sequéncia (a,,) 0 numero

o0
ZCLH
n
n:12

é sobrejetiva sobre [0, 1] e é continua na topologia produto. De fato, se duas sequén-
cias coincidem nas primeiras /N coordenadas, as imagens diferem por no maximo
2~ Assim, [0, 1] aparece novamente como imagem continua de um compacto.

Exemplo 7.47 (Convergéncia ponto a ponto) Fixe M > 0 e um conjunto S. O
conjunto de todas as fungoes

f:8—[—-M,M]

pode ser identificado com [—M, M]®. A topologia produto é exatamente a topo-
logia da convergéncia ponto a ponto. Pelo teorema de Tychonoff, esse espaco de
fungbes é compacto.

Observacio 7.48 (Teorema de Heine-Borel) O teorema de Heine—Borel
em R" segue rapidamente dos resultados anteriores. Aqui ndo precisamos
da for¢a completa de Tychonoff: o resultado para produtos finitos ja é sufi-
ciente.
Primeiro,

[ay,by] X -+ X [a,,b,]

n-n
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é compacto por ser produto finito de intervalos compactos.

Agoraseja K C R™. Se K é compacto, entdo é fechado, pois R" é Hausdorff,
e é limitado, pois todo compacto métrico é limitado. Reciprocamente, se K
é fechado e limitado, existe R > 0 tal que

K C [-R,R]"™.

O cubo [—R, R]™ é compacto e K é fechado nele; portanto, K é compacto.

A progressdo é importante: o intervalo compacto da reta fornece os blocos ba-
sicos; os produtos finitos produzem os retingulos compactos de R"; e Tychonoff
mostra que o mesmo mecanismo continua funcionando para familias arbitrarias
de fatores. E a mesma ideia de finitude topologica operando em escalas muito di-
ferentes.

Exercicios
Ex. 7.1 — Seja X um espaco topoldgico e (z,,) uma sequéncia convergente para
x € X. Prove que

{z}U{z,, :ne N}

é compacto.

Ex. 7.2 — Seja X um conjunto. ??Mostre que, na topologia cofinita, todo sub-
conjunto de X é compacto. ??Na topologia coenumeravel de um conjunto nio
enumeravel, determine quais subconjuntos sdo compactos.

Ex. 7.3 — Se X é compacto, U C X é aberto e F é uma familia de fechados com
(| FcuU,
FeF

mostre que existe uma subfamilia finita & C J tal que

ﬂ FcU.
FeF,

Ex. 7.4 — Considere {0,1}" com a topologia box. Mostre que esse espaco nio é
compacto.

Ex.7.5— Se K,,K, C X sdo compactos: ??prove que K, U K, é compacto;
??prove que, se X ¢é Hausdorff, entdo K; N K, é compacto; ??dé um exemplo
mostrando que a hipétese Hausdorff no item anterior nao pode simplesmente ser
omitida.
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Ex. 7.6 — Seja X um conjunto e sejam 7, 7, topologias compactas Hausdorff sobre
X. Mostre que, se 7; C Ty, entdo 7; = 7,. Conclua que duas topologias compactas
Hausdorff distintas sobre o mesmo conjunto sido incomparaveis.

Ex. 7.7 — Considere o subespaco ¥ C {0, 1}* formado pelos pontos com suporte
enumeravel. ??Mostre que X é denso em {0, 1} e niio é compacto. ??Mostre que
toda sequéncia em X esta contida em um subproduto com apenas um conjunto enu-
meravel de coordenadas nio triviais. Conclua que ¥ é sequencialmente compacto
e, portanto, enumeravelmente compacto.

Ex. 7.8 — Mostre que todo subespaco fechado de um espaco sequencialmente com-
pacto é sequencialmente compacto.

Ex.7.9— Se f: X — Y é continua e sobrejetiva e X é sequencialmente compacto,
prove que Y é sequencialmente compacto.

Ex. 7.10 — Seja {X,, : n € N} uma familia de espacos sequencialmente compactos.
Prove, por um argumento diagonal, que [[ _, X, ¢ sequencialmente compacto na
topologia produto.

Ex. 7.11 — Mostre que [0, 1][0’1] é compacto, mas néo é sequencialmente compacto.
Para a segunda afirmacdo, use que [0, 1] tem a mesma cardinalidade que P(N):
indexe coordenadas por subconjuntos A C N e considere a sequéncia z,,(A4) = 1
sen € Aex,(A) =0 caso contrario. Dada qualquer subsequéncia, escolha uma
coordenada A na qual seus valores alternem.

Ex. 7.12 — Prove que um espaco 7} é enumeravelmente compacto se, e somente se,
todo subconjunto infinito enumeravel possui ponto de acumulacéo.

Ex. 7.13 — Seja (X, d) compacto e f : X — X uma isometria. Mostre primeiro
que f é necessariamente sobrejetiva e conclua que f é um homeomorfismo.

7.8 Caracterizacdes em espacos métricos

J& vimos duas consequéncias métricas da compacidade. Agora podemos expli-
car por que, em espagos métricos, a teoria é ainda mais rigida: sequéncias voltam
a enxergar toda a topologia. Nessa classe, a defini¢do por coberturas, a existén-
cia de subsequéncias convergentes e a combina¢io “completude + limitagéo total”
descrevem exatamente o mesmo fendmeno.
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Defini¢do 7.49 (Sequéncia de Cauchy e Completude) Seja (z,,) uma se-
quéncia em um espaco métrico (X, d). Dizemos que (x,,) é de Cauchy se,
para todo € > 0, existe N tal que

m,n>N = d(z,,,z,) <e.

O espacgo X é completo quando toda sequéncia de Cauchy converge para um
ponto de X.

Toda sequéncia convergente é de Cauchy, em qualquer espaco métrico. A com-
pletude afirma que vale também a reciproca: em um espago completo, uma sequén-
cia converge se, e somente se, é de Cauchy.

Exemplos 7.50
1. R é completo com a métrica usual.

2. (0,1] ndo é completo com a métrica usual; por exemplo, 1/n é de Cauchy, mas
ndo converge em (0, 1].

3. N, com a métrica induzida de R, é completo.

4. @, com a métrica usual, ndo é completo.

Completude ndo é uma propriedade topologica: duas métricas que induzem a
mesma topologia podem ter comportamentos diferentes em relacdo a sequéncias
de Cauchy.

Exemplo 7.51 O espago (0, 1] é homeomorfo a [1,00) pela aplicacio = +— 1/z.
Transportando a métrica usual de [1, 0o) para (0, 1], obtemos

d,(z,y) = i b

1 1 ’

A métrica d, induz a mesma topologia que a métrica usual em (0, 1], mas (0, 1], d, )
é completo, enquanto (0, 1] com a métrica euclidiana nio é.
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Lema 7.52 Se (z
subsequéncia (x

) é uma sequéncia de Cauchy em (X, d) e possui uma
convergente para x, entao x,, — x.

n

ny)

Demonstracao. Fixe ¢ > 0. Como (z,,) é de Cauchy, existe NV tal que
m,n > N = d(z,,,z,) <&c/2.
Escolha k com ny, > N ed(x,, ,x) <e/2. Paran > N,

d(z,,z) < d(z,,z, )+dz, 2) <e

Defini¢do 7.53 (Limitacdo Total) Um espago métrico (X, d) é totalmente
limitado se, para todo € > 0, existe um conjunto finito /' C X tal que

X = | J B(z,e).

reF

O conjunto F' pode ser vazio quando X = ().

Limitacédo total é mais forte que limitacéo. Ela exige que, em qualquer escala, o
espaco inteiro possa ser coberto usando apenas finitos centros. E justamente esse
carater finito que a aproxima da compacidade.

Lema 7.54 Um espago métrico é totalmente limitado se, e somente se, toda
sequéncia possui uma subsequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Suponha X totalmente limitado e seja (z,,) uma sequéncia. Cu-
bra X por finitas bolas de raio 27!; uma delas contém infinitos termos da sequéncia.
Dentro desses termos, cubra novamente X por finitas bolas de raio 272 e escolha
uma que contenha infinitos termos. Prosseguindo, obtemos conjuntos infinitos de
indices
Il D 12 IDJREE

tais que os pontos x,, com n € I, pertencem a uma mesma bola de raio 27¥. Esco-
lha ny, € I, comny <ny <--. Sep,q > k, entdo n,,n, € I}, e portanto

d(z, ,x, )< 21k,
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Logo (z
Reciprocamente, se X nao é totalmente limitado, existe € > 0 tal que nenhuma

é de Cauchy.

n)

unido finita de bolas de raio € cobre X. Escolha indutivamente
n
$n+1 ¢ U B(l’], 8)‘
=1

Entdo d(zr;,zy) > ¢ para j # k, e nenhuma subsequéncia pode ser de Cauchy.

Lema 7.55 Todo espaco métrico totalmente limitado possui base enumera-
vel.

Demonstracao. Para cadan > 1, escolha um conjunto finito S,, C X tal que

X = U B(s,1/n).

seS,,

Entdo S = J S, é enumerével e denso. De fato, se U é aberto e a € U, escolha
r > 0 com B(a,r) C U e n tio grande que 1/n < r. Algum s € S, satisfaz
d(a,s) <1/n <r,logoseU.

Um espago métrico separavel possui base enumeravel: basta tomar bolas de
raios racionais centradas em um conjunto denso enumeravel.

Lema 7.56 Se X possui base enumeravel, sio equivalentes:

1. X ndo é compacto;
2. existe uma cobertura aberta enumeravel de X sem subcobertura finita;

3. existe uma sequéncia de abertos

S
I

:

=

Uycl,C-, U, # X,

3
Il
—
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Demonstracao. As implica¢des (3)=(2)=-(1) sdo imediatas. Para (1)=(2), refine
uma cobertura sem subcobertura finita por elementos de uma base enumeravel; a
subfamilia de elementos da base obtida é enumeravel e ainda ndo possui subcober-
tura finita. Enumerando-a como B, B,, ... e definindo

UTL :Bl UUBn,

obtemos (3).

Proposicdo 7.57 Para um espaco métrico (X, d), sdo equivalentes:
1. X é compacto;
2. toda sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente;

3. X é completo e totalmente limitado.

Demonstracio. (3) = (2). Pela limitacéo total, toda sequéncia possui uma sub-
sequéncia de Cauchy; pela completude, essa subsequéncia converge.

(2) = (3). Se X nao fosse completo, existiria uma sequéncia de Cauchy nio
convergente. Pelo Lema 7.52, ela ndo poderia possuir subsequéncia convergente.
Se X néo fosse totalmente limitado, o Lema 7.54 forneceria uma sequéncia sem
subsequéncia de Cauchy, logo sem subsequéncia convergente.

(1) = (2). Seja (x,,) uma sequéncia e defina

Fy={z,:n>N}.

Os conjuntos Fy sdo fechados, ndo vazios e decrescentes. Pela compacidade,

() Fy #0.
N=1

Escolha x nessa interse¢io e ponha n, = 0. Para cada k > 1, como z € Fnk—1+1’
podemos escolher n;, > n;_; com

z, € B(z,1/k).

ny

Entdo x, — .
(2) = (1). Pelo que ja provamos, (2) implica limitacdo total; pelo lema an-
terior, X possui base enumeravel. Se X nao fosse compacto, existiriam abertos
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U, C Uy, C -, todos proprios, cuja unido é X. Escolha x,, ¢ U,. Se alguma
subsequéncia z,, convergisse para z, escolheriamos N com = € Uy. Como Uy
é aberto, eventualmente T, € Uy; mas, para n, > N, temos Uy C Unk e
z,, ¢ U, contradicdo.

Essa equivaléncia esclarece a diferenca entre o caso métrico e o caso geral. Em
um espago métrico compacto, toda sequéncia contém informacéo suficiente para
detectar compacidade; fora dessa classe, isso pode falhar. Também fica claro por
que completude sozinha ndo basta e por que limitacio simples é fraca demais: é a
limitagado total, em todas as escalas, que fornece o ingrediente finito adequado.
Exercicios
Ex. 7.14 — Mostre que um subconjunto de R™ é totalmente limitado se, e somente
se, € limitado.

Ex. 7.15 — Mostre diretamente que todo espaco métrico totalmente limitado ¢é se-
paravel.

Ex. 7.16 — Prove a versdo do lema do niimero de Lebesgue que afirma: se (M, d)
é compacto e {U, } wcA € uma cobertura aberta, entdo existe > 0 tal que, para
cada x € M, alguma bola B(x,r) esta contida em um U,

Ex.7.17 — Seja X = {1/n : n € N, n > 1}. Considere a métrica discreta d; e
a métrica d, induzida de R. Mostre que (X, d,) é completo e que (X, d,) ndo é
completo.

Ex. 7.18 — Seja
Fl D F2 D

uma sequéncia de fechados néo vazios em um espago métrico completo e suponha
que
diam(F,)) — 0.

Prove que ﬂn F, consiste em exatamente um ponto. Mostre também, por meio de
um exemplo, como a conclusio pode falhar em um espaco incompleto.

7.9 Compacidade local

Até aqui, a compacidade foi uma propriedade global: uma tnica cobertura deve
controlar o espaco inteiro. Muitos espagos importantes, porém, ndo sdo compactos
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e ainda assim se comportam como compactos quando observados suficientemente
perto de cada ponto. Essa é a ideia de compacidade local.

Defini¢do 7.58 (Compacidade local) Um espaco topologico X é localmente
compacto quando todo ponto x € X possui uma base de vizinhancas com-
pactas. Isto é, para toda vizinhanca W de z, existe uma vizinhanga compacta
K de x tal que

KcWw.

Ha duas convencoes frequentes na literatura: alguns autores chamam um es-
paco de localmente compacto quando cada ponto possui ao menos uma vizinhanca
compacta. A defini¢do adotada aqui, por bases de vizinhancgas compactas, é ligei-
ramente mais forte em espacos gerais. Em espagos Hausdorff, as duas convengoes
coincidem, como veremos na Proposicéo 7.60.

Exemplo 7.59

1. R™ é localmente compacto. Para cada x, as bolas fechadas
B(z,1/k), kE>1,

formam uma base de vizinhancas compactas de x, pelo teorema de Heine-Borel.

Assim, compacidade local é estritamente mais fraca que compacidade: paran >
1, R™ é localmente compacto, mas ndo compacto.

2. Q, com a topologia induzida de R, ndo é localmente compacto. Suponha que K
fosse uma vizinhanga compacta de 0 em Q. Entéo existe € > 0 tal que

(—e,e)NQ C K.

Escolha um irracional § € (—¢, £) e uma sequéncia de racionais g,, — 6 contida
nesse intervalo. Como K é compacto e métrico, alguma subsequéncia ¢,, con-
verge em K paraum ponto ¢ € Q. Vista em R, a mesma subsequéncia converge
para 0; pela unicidade do limite em R, ¢ = 6, contradicéo.

Em espacos Hausdorff, basta encontrar uma tinica vizinhanca compacta de cada
ponto; a base compacta vem de graga.
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Proposicdo 7.60 (Compacidade Local e Hausdorff) Se X é Hausdorff e
2 € X possui uma vizinhanca compacta, entdo = possui uma base de vizi-
nhancas compactas.

Demonstracao. Seja K uma vizinhanca compacta de x, e escolha um aberto O
comz € O C K. Tome uma vizinhanca aberta arbitraria W de x. O conjunto

C=K\W

é compacto e ndo contém x. Pela Proposicdo 7.34, existem abertos disjuntos V' > «
e G D (. Substituindo V por V N O, podemos supor V C K.

Como G é abertoe VNG = 0, também V N G = (). Além disso, K é fechado,
pois X é Hausdorff, logo V' C K. Como C C G, segue que

VcK\NCCW.

Assim, V' é uma vizinhanca compacta de x contida em W.

7.10 Comportamento da compacidade local

Uma propriedade local deve, idealmente, sobreviver as construcdes que preser-
vam a estrutura proxima de cada ponto. A compacidade local se comporta bem em
varias situacdes usuais:

B somas — inclusive arbitrarias — de espagos localmente compactos séo local-
mente compactas;

B produtos finitos de espacos localmente compactos sdo localmente compactos;

B se ¢ : X — Y é uma identificacdo aberta e X ¢é localmente compacto, entdo Y
é localmente compacto;

B subespacos localmente fechados de espacos localmente compactos sdo local-
mente compactos.

As trés primeiras afirmacdes seguem diretamente da defini¢do. Numa soma,
cada ponto pertence a um somando aberto e fechado, de modo que uma vizinhanga
compacta no somando continua sendo uma vizinhanga compacta na soma. Num
produto finito, produtos de vizinhancas compactas formam vizinhangas compactas,
pela compacidade de produtos finitos.
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Para o quociente, seja ¢ : X — Y uma identificacdo aberta e fixe y € Y.
Escolha z € ¢ !(y). Dada uma vizinhanga W de 3, escolha um aberto O com
y € O C W e uma vizinhanca compacta K de x contida em ¢~ 1(O). Se V' é aberto
comz € V C K, entdo q(V) é aberto, contém y e esta contido no compacto
q(K) C O C W. Logo q(K) é uma vizinhanca compacta de y.

A quarta afirmacio serd demonstrada em detalhe na subsecdo seguinte. No
caso de quocientes, a abertura da identifica¢do nao é um detalhe técnico: sem ela,
a compacidade local pode se perder.

Exemplo 7.61 (Identificacdo fechada) Considere em R a relagdo de equivalén-
cia que identifica todos os inteiros entre si e ndo faz nenhuma outra identificagio.
Denote o quociente por Y = R/~ e por p o ponto correspondente a Z. Geometri-
camente, obtemos uma “rosa” com infinitas pétalas.

A projecdo quociente ¢ : R — Y é fechada. De fato, se /' C R é fechado, sua
saturacdo ¢ 1(q(F)) é F quando FNZ = (), e é F' U Z caso contrario; em ambos
os casos é fechada. Pela defini¢io da topologia quociente, isso implica que ¢(F’) é
fechadoem Y.

Entretanto, Y néo é localmente compacto em p. Suponha que K fosse uma
vizinhanga compacta de p, e escolha um aberto U com p € U C K. O aberto
saturado ¢~ *(U) contém todos os inteiros. Para cada n € Z, escolha

t, € HU)N (n—1/4,n+1/4), t, # n.

Os intervalos (n — 1/4,n 4 1/4) sdo dois a dois disjuntos, de modo que os pontos
escolhidos ficam uniformemente separados entre células distintas.
O conjunto

A={qt,):neZ} CK

é infinito e ndo possui ponto de acumulagio. De fato, se y # p, escolha um repre-
sentante s € R\ Z de y. Como os pontos ¢, pertencem a intervalos dois a dois
separados, podemos escolher um intervalo aberto J em torno de s, disjunto de Z,
que encontre no maximo um dos ¢,,. Como J nio contém inteiros, ele é saturado
para a relacdo de equivaléncia; portanto ¢(.J) é uma vizinhanca aberta de y que
encontra A em no maximo um ponto.

Para o ponto p, escolha, para cada n € Z, um niimero

e ponha

nez
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O conjunto W é aberto, saturado, contém todos os inteiros e ndo contém nenhum
t,,. Portanto ¢(W) é uma vizinhanga aberta de p disjunta de A. Assim A néo possui
ponto de acumulacio, contradizendo Bolzano-Weierstrass para o compacto K.

Subespago Quociente Produto finito Soma
Compacidade local localmente fechados identificacdes abertas sim sim

Tabela 7.2: Comportamento da compacidade local.

7.10.1 Subespacos localmente fechados

Defini¢do 7.62 (Localmente Fechado) Um subespaco Y C X é localmente
fechado quando é aberto em seu fecho Y. Equivalentemente, existe um

aberto G C X tal que
Y=GnY.

Proposicio 7.63 (Fechado e compacidade local) Se X é localmente com-
pacto e ' C X é fechado, entdo F' é localmente compacto.

Demonstracao. Fixe © € F' e seja W uma vizinhanca de x em F. Existe um
aberto O C X tal que
re FNOCW.

Pela compacidade local de X, escolha uma vizinhanca compacta K de x em X
contida em O. Entdo F' N K é uma vizinhanga de = em F’, esta contida em W e é
compacta por ser fechada no compacto K.

Proposicido 7.64 (Aberto e compacidade local) Se X é localmente com-
pacto e G C X é aberto, entdo G ¢é localmente compacto.
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Demonstracao. Fixe x € G e seja W uma vizinhanca de z em G. Escolha um
aberto O C X tal que
reONGCW.

Como G é aberto, O N G é uma vizinhanc¢a de x em X. Pela compacidade local de
X, existe uma vizinhanca compacta K de x com

K cOoOngG.

Vista como subconjunto de (G, a mesma K continua compacta e esta contida em
W. Logo G ¢ localmente compacto.

Observacio 7.65 (Intersecdes mistas) Se X é localmente compacto, G C
X éabertoe F' C X éfechado, entdo GNF' élocalmente compacto: primeiro
passe ao aberto (5, depois ao fechado G N F' dentro de G.

Proposicio 7.66 Um subconjunto Y C X é localmente fechado se, e so-
mente se, pode ser escrito como

Y=GnNF,

com G aberto e F' fechado em X.

Demonstracao. Se Y ¢é localmente fechado, por definicdo existe aberto G tal que
Y =GnNY,eY éfechado.
Reciprocamente, se Y = G N F com G aberto e F' fechado, entéo Y CF,e
portanto
YCGNYCGNF=Y.

LogoY =GnN Y, isto é, Y é aberto em seu fecho.
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Proposicdo 7.67 (Caracterizacido da heranca) Se X é Hausdorffe Y C X
é localmente compacto, entdo Y é localmente fechado em X.

Demonstracao. Fixe y € Y. Como Y é localmente compacto, existe uma vizi-
nhanca compacta K C Y de y. Escolha um aberto W C X tal que

yeWnyY C K.

O compacto K, visto como subconjunto de X, é fechado porque X é Hausdorff.
Afirmamos que
WNnY cwWnY CK.

A segunda incluséo é imediata, pois K é fechado e contém W NY'. Para a primeira,
se z € WNY, toda vizinhanca V de z encontra Y; como W também é vizinhanca
de z, V. N W encontra Y, isto é, V encontra W N Y. Logoz€ WNY.

Portanto W N'Y é uma vizinhanca de iy em Y contida em Y. Como isso vale
para todo y € Y, o conjunto Y é aberto em Y.

7.11 Compactificacao de Alexandroff

Chegamos agora ao fechamento natural do capitulo. A compacidade local diz
que um espaco pode possuir controle compacto em torno de cada ponto sem ser
compacto globalmente. A compactificacdo pergunta se é possivel completar esse
quadro colocando o espaco, sem deforma-lo, dentro de um espaco compacto maior.

A construgio de Alexandroff mostra que, para espacos Hausdorff localmente
compactos, um Unico ponto basta. A construgio realiza de forma particularmente
concreta a ideia que guiou o capitulo: transformar comportamento “no infinito”
em informacao topoldgica controlavel.

Definicdo 7.68 (Compactificacio) Uma compactificacio de um espaco X é
um espago compacto Y que contém uma copia homeomorfa e densa de X.

A exigéncia de densidade impede que a compactificacdo ganhe regides supér-
fluas: todo aberto do espago maior deve continuar sentindo a presenca de X.

Exemplo 7.69 (Fecho dentro de um compacto) Suponha que X estejamergulhado

—K
em um compacto K. Seufecho X écompacto e contém X densamente. Portanto,
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ao estudar compactificacdes dentro de um compacto dado, podemos sempre subs-
tituir K pelo fecho de X.

A constru¢do mais econdmica possivel acrescenta apenas um ponto.

Definicido 7.70 (Compactificacio de Alexandroff) Seja X um espago Haus-
dorff, localmente compacto e ndo compacto. Escolha um ponto co ¢ X e
defina

X* =X U{oo}.

A topologia de Alexandroff em X* é formada por:

1. todos os abertos de X;

2. os conjuntos que contém oo e sdo da forma
{oo} U(X\ K),

onde K C X é compacto.

Observacio 7.71 Como X é Hausdorff, todo compacto K C X é fechado.
Assim, se U C X* é aberto e contém oo, entiao

UNX=X\K

é aberto em X.

Proposicao 7.72 A familia descrita na definicdo anterior é uma topologia
em X*.

Demonstracao. O vazio é aberto por pertencer a topologia de X, e X* é aberto
porque seu complemento é o compacto vazio.

Para unides arbitrarias, se nenhum dos abertos contém oo, nada ha a provar.
Suponha entdo que algum U; = contenha co. Para os indices i com co € Uj, escreva
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com K; compacto em X. Os demais Uj sao abertos de X. Assim,

X*\UUF ( N K) nl () (X\U)

oco€eU; oogU;

Esse conjunto € fechado em X e esta contido no compacto K; . Portanto € com-
pacto, e a unido | J, U; é aberta em X*.

Para intersecdes finitas, ha trés casos. A intersecédo de dois abertos de X é aberta
em X. Se U = X"\ K contém oo e V C X é aberto, entéo

UNnV=V\K
é aberto em X. Finalmente,
(XN K N (XN Ky) = X"\ (K UK)y),

e K, U K, é compacto.

Proposicio 7.73 (Consisténcia) O espago X* é uma compactificacdo de X.

Demonstracao. A topologia relativa de X em X é exatamente a topologia origi-
nal, logo a inclusdo X < X* é um mergulho.

Para provar que X* é compacto, seja & uma cobertura aberta. Algum U_, € U
contém oco. Seu complemento

K=X"\U,

é compacto em X. Os demais elementos da cobertura cobrem K; além disso, a inter-
secdo de cada um deles com X é aberta em X, pela observacdo anterior. Portanto
essas intersecdes formam uma cobertura aberta de K em X, da qual podemos ex-
trair uma subcobertura finita. Juntando os correspondentes elementos de ¢/ a U,
obtemos uma subcobertura finita de X*.

Por fim, X é denso em X*. Todo aberto ndo vazio contido em X obviamente
encontra X. Se U contém oo e ndo encontrasse X, teriamos U = {oo} e, portanto,
X = X"\ U seria compacto, contrariando a hipotese.
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Proposicdo 7.74 (Alexandroff e Hausdorff) O espaco X* é Hausdorff.

Demonstracao. Dois pontos de X podem ser separados porque X é Hausdorff.
Resta separar x € X de oc. Pela compacidade local e pela Proposigéo 7.60, escolha
uma vizinhan¢a compacta K de z e um aberto V' tal que

zeV CK.

Entdo V e X* \ K sdo abertos disjuntos contendo, respectivamente, x e co.

Observacio 7.75 (Compactificacdes degeneradas) A hipdtese de que X
ndo seja compacto evita uma degeneracdo. Se X ja fosse compacto, o con-
junto {oo} = X* \ X seria aberto. Nesse caso, X nao seria denso em X*, e
a construgdo deixaria de ser uma compactificagdo no sentido adotado aqui.

Defini¢do 7.76 (Compactificacio por um ponto) Seja X Hausdorff, local-
mente compacto e ndo compacto. Uma compactificacido por um ponto de X é
uma compactificacdo Hausdorff Y com a seguinte propriedade: existem um
mergulho f: X — Y e um ponto w ¢ f(X) tais que

Y = f(X)U{w}.

Proposicdo 7.77 (Caracterizacdo das compactificacdes por um ponto) Nas
condigdes acima, a densidade pode ser omitida da defini¢do. Basta exigir que
Y seja compacto Hausdorff, que f : X — f(X) seja um homeomorfismo e
que

Y = f(X)U{w}

A densidade de f(X) segue automaticamente.
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Demonstracdo. Se f(X) néo fosse denso, o Gnico ponto possivel fora de seu fe-
cho seria w, e entdo {w} seria aberto. Logo f(X) seria fechado em Y, portanto
compacto. Como f é um homeomorfismo, X seria compacto, contradicio.

Teorema 7.78 (Unicidade) Toda compactificagdo por um ponto de um es-
paco Hausdorff, localmente compacto e ndo compacto é homeomorfa a com-
pactificacio de Alexandroff.

Demonstracdo. Se Y = f(X)U{w} é uma compactificagdo por um ponto, defina
h:Y — X*, h(w) = oo, h(f(x)) = x.

A aplicacao h é bijetiva. Como Y é compacto e X* é Hausdorff, basta provar que
h é continua.
Se U C X* é aberto e nio contém oo, entdo

que é aberto em f(X); como f(X) = Y \ {w} é aberto em Y (o singleton {w} é
fechado em um espa¢o Hausdorff), f(U) é aberto em Y.
Se oo € U, escrevaU = X*\ K com K C X compacto. Entéo

hY(U) =Y\ f(K).

O conjunto f(K) é compacto e, como Y é Hausdorff, é fechado. Logo h=*(U) é
aberto.

Proposicido 7.79 Um espaco X é Hausdorff e localmente compacto se, e so-
mente se, ¢ homeomorfo a um subespaco aberto de algum espaco compacto
Hausdorff.
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Demonstracao. Se X é compacto, tome o proprio X. Se X nao é compacto, sua
compactificacdo de Alexandroff X* é compacta Hausdorff e X é aberto em X*.

Reciprocamente, suponha X aberto em um compacto Hausdorff K. O espaco K
é localmente compacto: ele proprio é uma vizinhanca compacta de cada ponto, e a
Proposicédo 7.60 fornece uma base de vizinhancas compactas. Pela Proposicdo 7.64,
o aberto X é localmente compacto. A propriedade Hausdorff é hereditaria para
subespagos.

Exemplo 7.80 (Compactificacdes)
1. A projecéo estereografica mostra que
R*=S',  (R*)*=S"
2. Como (0,1) = R, temos
(0,1)* = St
Em particular, (0, 1)* ndo é homeomorfo a [0, 1].

3. Temos
(0,1]*=1[0,1] e [0,1)*=][0,1].
Embora (0,1] e [0, 1) sejam homeomorfos entre si por reflexdo, o ponto impor-
tante é que a compactificagio acrescenta exatamente o extremo ausente.

4. Se
X =10,1/2)U(1/2,1],

entéo os dois “lados” do ponto removido sdo ligados pelo unico ponto acrescen-
tado na compactificagdo, e X* é homeomorfo a [0, 1].

Exercicios

Ex. 7.19 — Mostre explicitamente que (0, 1]* e [0, 1)* sdo homeomorfos a [0, 1].

Ex. 7.20 — Calcule a compactificacido de Alexandroff do espaco discreto N. Mostre
que ela é homeomorfa ao subespaco

{0}u{l/n:n>1} CR.

Ex. 7.21 — Seja X Hausdorff e X' C X um compacto ndo vazio. Mostre que o quo-
ciente X /K, obtido colapsando K a um ponto, é Hausdorff. Suponha agora que
X seja compacto e que K tenha interior vazio. Mostre que X /K é uma compacti-
ficagdo por um ponto de X \ K.
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Ex. 7.22 — Mostre que R", com a topologia produto, nio é localmente compacto.
Mais geralmente, prove o seguinte critério: se {X,},.; é uma familia de espacos
Hausdorff ndo vazios, entdo [ [,_, X, é localmente compacto se, e somente se, cada
X, é localmente compacto e todos, exceto finitos deles, sdo compactos.

O fio condutor do capitulo pode ser resumido em uma ideia: compacidade trans-
forma informacédo espalhada por uma cobertura em informacdo finita. Na reta,
essa ideia recupera Heine-Borel e os teoremas classicos da analise. Em espacos
Hausdorff, ela produz rigidez; em espacos métricos, reaparece como controle de
sequéncias e de escalas; em produtos arbitrarios, sobrevive gragas ao teorema de
Tychonoff.

A compacidade local e a compactifica¢do de Alexandroff completam o percurso.
Comegamos perguntando como reconhecer, sem usar distincia, o comportamento
especial de um intervalo fechado. Terminamos vendo que certos espagos nio com-
pactos podem adquirir essa mesma rigidez global com a adi¢édo de um tnico ponto.



CAPITULO

8

Redes, filtros e ultrafiltros

Em espacos métricos, sequéncias parecem enxergar tudo. Elas reconhecem pon-
tos do fecho, detectam continuidade e, nos compactos, sempre possuem subsequén-
cias convergentes. Essa eficiéncia pode sugerir que a topologia seja apenas uma
teoria abstrata de sequéncias. Em espacos topologicos gerais, porém, a sugestio
é falsa: uma sequéncia percorre somente uma cadeia enumeravel de estagios, ao
passo que uma vizinhanga pode impor simultaneamente informacdes organizadas
por um conjunto muito maior e sem ordem linear natural.

Héa duas maneiras classicas de corrigir essa insuficiéncia. Uma rede substitui o
conjunto de indices N por um conjunto dirigido, capaz de acompanhar todas as
exigéncias locais relevantes. Um filtro abandona os pontos individuais e registra
diretamente os conjuntos nos quais o processo esta, em algum sentido, “eventual-
mente”. As duas linguagens sdo equivalentes, mas iluminam aspectos diferentes:
redes preservam a intui¢do dindmica das sequéncias; filtros tornam argumentos de
compacidade e de produto especialmente transparentes.

O percurso deste capitulo vai dessas duas linguagens a sua forma maximal, os
ultrafiltros. Ao final, retornaremos a compacidade e obteremos uma segunda de-
monstracdo do teorema de Tychonoff. A primeira prova, no Capitulo 7, usa o te-
orema da sub-base de Alexander; a nova prova mostrard Tychonoff como uma
consequéncia natural da convergéncia coordenada de ultrafiltros.

197
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8.1 Por que sequéncias nao bastam

Antes de ampliar a noc¢do de sequéncia, vejamos concretamente o que ela deixa
de detectar.

Proposicdo 8.1 (Um fecho invisivel as sequéncias) Seja [ um conjunto
nio enumeravel e considere

X ={0,1}!

com a topologia produto, sendo {0, 1} discreto. Denote por p o ponto cons-
tantemente igual a 1 e seja

A={z e X:{i€l:x(i)=1}éfinito}.

Entio p € A, mas nenhuma sequéncia de pontos de A converge para p.

Demonstracdao. Uma vizinhanca basica de p exige que apenas um nimero finito
de coordenadas, digamos as coordenadas de um conjunto F' C I, sejam iguais a 1.

‘ 1, ieF,
op(l) = 0, i¢F

O ponto z ;. definido por

pertence a A e a vizinhanca dada. Portanto, toda vizinhanca de p encontra A, e
assimp € A.
Por outro lado, seja (x,,) uma sequéncia em A. O conjunto

J=|J{iel:z,(i)=1}

nenN

é enumeravel, pois é reunido enumeravel de conjuntos finitos. Como / néo é enu-
meravel, existe i, € I \ J. Logo z,,(i,) = 0 para todo n, e a sequéncia ndo pode
convergir para p, cuja coordenada 7, vale 1.

O problema néo ¢é a escolha de uma sequéncia ruim: nenhuma sequéncia em
A alcanca topologicamente o ponto p. Para aproxima-lo, precisamos percorrer os
subconjuntos finitos de I sem tentar coloca-los artificialmente em uma lista. E
exatamente isso que uma rede fara.
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8.2 Redes

8.2.1 Conjuntos dirigidos

Definicdo 8.2 (Conjunto dirigido) Um conjunto dirigido é um conjunto ndo
vazio D munido de uma relacdo < tal que:

1. d < dparatodod € D;
2. sed<eee= f,entdod <X f;
3. para quaisquer d,e € D, existe f € Dtalqued < fee < f.

Nao exigimos antissimetria: dois indices diferentes podem satisfazer d < e
ee <d.

O simbolo d < e deve ser lido como “e ocorre depois de d”. A terceira condi-

¢do afirma que duas exigéncias finitas podem ser atendidas em um mesmo estagio

posterior. Por inducéo, o mesmo vale para qualquer familia finita de indices.

Exemplos 8.3 (Conjuntos dirigidos)

1.

Todo conjunto néo vazio totalmente ordenado é dirigido: entre dois elementos,
o maior deles é um majorante comum. Em particular, N, Z e R, com a ordem
usual, sdo dirigidos.

. O conjunto

Fin(I) = {F C I : F é finito},

ordenado por inclusdo, é dirigido: F'U G sucede simultaneamente a F'e a G.

. Se x pertence a um espago topoldgico X, a familia V' (x) de todas as vizinhancas

de x torna-se dirigida pela inclusdo reversa:
UXV <« VCU.

Passar a um indice posterior significa, portanto, passar a uma vizinhanga menor.

. Para descrever t — 0", podemos usar (0, 00) com a relacio

st <= t<s.

Nessa dire¢do, os indices posteriores estdo mais proximos de zero.

. Se D e E sdo dirigidos, entdo D x E é dirigido pela ordem coordenada.
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Definicdo 8.4 (Rede) Seja X um conjunto. Uma rede em X é uma funcéo
z: D— X,

em que D é um conjunto dirigido. Escrevemos x; em lugar de z(d) e deno-
tamos a rede por () 4cp-

Toda sequéncia é uma rede, mas o conjunto de indices de uma rede pode ser
ndo enumeravel e apenas parcialmente ordenado. Essa flexibilidade permite que
os indices registrem informacao, e ndo apenas passagem de tempo.

Defini¢io 8.5 (Eventualmente e frequentemente) Seja () 4cp uma rede
em X eseja A C X.

1. A rede estd eventualmente em A se existe d, € D tal que z; € A sempre
que d >~ dy.

2. A rede esta frequentemente em A se, para todo d, € D, existe d > d, tal
quez,; € A.

As duas nogdes sdo complementares: (x,;) nio estd eventualmente em A se, e
somente se, esta frequentemente em X \ A.

Definicdo 8.6 (Convergéncia de redes) Uma rede (z,)4cp em um espaco
topologico X converge para x € X se esta eventualmente em toda vizi-
nhancga de z. Escrevemos

xd—>:E.

Um ponto x é um ponto de aderéncia da rede se ela esta frequentemente em
toda vizinhanca de .

Todo limite é um ponto de aderéncia, mas a reciproca nio vale em geral. Para
sequéncias em espacos primeiro enumeraveis, essa distingao reproduz a diferenca
familiar entre limite da sequéncia e limite de uma subsequéncia. Sem hipodteses de
enumerabilidade, o instrumento adequado sera uma sub-rede.
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Exemplo 8.7 (Rede procurada) Retomemos a Proposi¢do 8.1. Para cada F' €
Fin(I), seja zf a funcdo indicadora de F. A rede (2 p) pepin(r)» dirigida pela in-
cluséo, converge para o ponto p constantemente igual a 1.

De fato, uma vizinhangca basica de p fixa o valor 1 em um conjunto finito F|, de
coordenadas. Se ' O Fj,, entdo x pertence a essa vizinhanca. A rede percorre
exatamente a informacéo finita que uma vizinhanca do produto consegue observar.

<

8.2.2 Fecho, continuidade e separacao

As redes restauram, em espacos gerais, as caracterizacdes familiares por sequén-
cias.

Teorema 8.8 (Caracterizacdo do fecho por redes) Sejam A C X ex € X.
Entao

r €A < existe umarede em A que converge para x.

Demonstracdo. Se umarede em A converge para z, toda vizinhanca de = contém
algum termo da rede; logo encontra A, e x € A.
Reciprocamente, suponha x € A. Considere

D={(U,a):UeN(x),ac UNA}
e ordene D declarando
(U,a) < (V,b) <= VCU.

O conjunto D é dirigido: dados (U, a) e (V,b), a vizinhanga U NV encontra A, e
qualquer ¢ € AN U NV produz um majorante (U NV, c). Arede y; ,) = a estd
contida em A. Se W é uma vizinhanca de z, escolha a € A N W; todos os termos
posteriores a (W, a) pertencem a . Portanto, Yu,a) = T

]
Em espacos primeiro enumeraveis, a rede do teorema pode ser substituida por

uma sequéncia. O resultado seguinte explica por que sequéncias funcionam tio
bem em espacos métricos.
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Corolario 8.9 Se x possui uma base enumeravel de vizinhancas e z € A,
entdo existe uma sequéncia em A que converge para .

Demonstracao. Se (U,,),~; ¢ uma base local enumeravel, substitua-a por
V,=U;n--nNnU,.

Entdo (V) continua sendo uma base local e V,_;
Toda vizinhanca de = contém algum Vj e, para n
Logo a,, — x.

V... Escolhaa, € ANV,.
N, temos a,, € V,, C Vy.

vV 1N

Teorema 8.10 (Continuidade por redes) Para uma funcio f: X — YV
entre espacos topologicos, sdo equivalentes:

1. f é continua;

2. para toda rede (z,) em X e todo z € X,

zg oz = flzg) = f(z).

Demonstragdo. Suponha f continua e z; — x. Se V' é uma vizinhanga de f(z),
entio f~1(V) é uma vizinhanca de z. Eventualmente z, € f~*(V) e, portanto,
eventualmente f(z;) € V.

Para a reciproca, suponha que f néo seja continua em algum ponto z. Existe
uma vizinhanga V' de f(x) tal que, para toda U € N (x), hd um ponto a € U com
f(a) ¢ V. Considere

D={(U,a):U e N(zx),acU, fla) ¢ V},

ordenado pela inclusdo reversa das primeiras coordenadas. Esse conjunto é diri-
gido: dados (U,a) e (W,b), existe c € U N W tal que f(c) ¢ V,e (UNW,c)
sucede aos dois indices. A rede z(;; ,) = a converge para z, mas nenhum de seus
termos é levado a V. Assim, f(zy ,)) néo converge para f(x).
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Teorema 8.11 (Separacdo de Hausdorff por redes) Um espago topologico
X é Hausdorff se, e somente se, toda rede em X possui no maximo um limite.

Demonstracao. Suponha X Hausdorff e que uma rede (z;) converja para pontos
distintos x e y. Escolha vizinhancas disjuntas U de x e V de 3. A rede esté eventu-
almente em U e eventualmente em V'; como o conjunto de indices é dirigido, ela
esta eventualmente em U NV = (), uma contradicio.

Reciprocamente, suponha que X nio seja Hausdorff. Existem pontos distintos
x,y € X tais que U N'V = () para todas as vizinhancas U de x e V de y. Seja

D={(U,V,z):UeN(x), VeNy),zeUNV},

com
(U, V,2) (U, V",2) <= U CUeV' CV.

Esse conjunto é dirigido. De fato, dados (U, V', z) e (U’, V"', 2’), os conjuntos U N

U’ e V NV’ sdo vizinhangas de x e y, respectivamente. Logo existe

we (UNU)N VAV,

e (UNU',V NV’ w)éum majorante comum. Além disso, depois de um indice
cuja primeira coordenada é U, € N (z), todos os termos pertencem a Uj; 0 mesmo
vale para as segundas coordenadas e as vizinhancas de y. Logo arede 2y /) = 2
converge simultaneamente para z e para y.

Proposicdo 8.12 (Convergéncia no produto) Seja X = Hiel X, com a
topologia produto. Uma rede (z,;) em X converge para x se, e somente se,

7 (xy) — m;(x) paratodoi € I.

Demonstracao. Se r; — z, a convergéncia de cada rede coordenada segue da
continuidade de ;.

Suponha agora que todas as redes coordenadas convergem. Toda vizinhanca de
2 contém uma vizinhanca basica da forma

W= ﬂ ﬂ-z’_l(Ui)?

i€l
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em que F' C [ é finito e U; é uma vizinhanca de 7;(x). Para cada ¢ € F', existe d,
a partir do qual 7;(z,) € U,. Se F' é ndo vazio, escolha um indice d,, posterior a
todos os d;; se F' é vazio, qualquer indice serve. Entdo z; € W para todo d > d,.
Logo x; — .

O papel da topologia produto é decisivo: uma vizinhanca basica impoe apenas
finitas condi¢des coordenadas, precisamente o namero de condi¢des que a direcdo
do conjunto de indices consegue reunir em um estagio comum.

8.3 Sub-redes e pontos de aderéncia

Uma subsequéncia é obtida escolhendo indices cada vez maiores. Para redes, a
mesma ideia exige duas condicdes: os novos indices devem respeitar a direcéo e
devem alcangar estagios arbitrariamente tardios da rede original.

Defini¢do 8.13 (Sub-rede) Seja (z,),cp uma rede. Uma sub-rede de (z;) é
uma rede da forma (2, ).cp> em que E ¢ dirigido e

p: E— D
é crescente e cofinal, isto é:
1. e; < e, implica p(e;) < @(ey);
2. paratodo d € D, existe e € E tal que d < ¢(e).

Como ¢ é crescente, a segunda condicdo equivale a afirmar que, para todo
d € D, existe e, € E tal que d < ¢(e) sempre que e > e,

Quando D = E = N, toda funcéo estritamente crescente ¢ : N — N produz a
subsequéncia usual. A defini¢do permite, contudo, que uma sub-rede repita termos
ou use um conjunto de indices inteiramente diferente.

Proposicdo 8.14 Toda sub-rede de uma rede convergente converge para o
mesmo limite.
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Demonstragdo. Suponha z;, — 7 e seja (Zy(,))ccp Uma sub-rede. Dada uma
vizinhanca U de z, escolha d,, tal que x; € U parad = d,,. Pela cofinalidade, existe
ey com p(ey) = dy. Se e = e, o crescimento de ¢ fornece p(e) > p(ey) = dy, e
portanto ., € U.

Teorema 8.15 (Aderéncia e sub-redes) Um ponto x é ponto de aderéncia
de uma rede (z4)4cp se, e somente se, alguma sub-rede de (x,;) converge
para z.

Demonstracgdo. Suponha que (Z,,)).cp Seja uma sub-rede convergente para z.
Dados uma vizinhanca U de = e um indice d, € D, escolhae, € E com p(ey) = d,
eescolhae; € Eapartirdoqualz,.) € U. Unindice e posterior a ¢ e ¢, satisfaz

ple) =dy e wye €U,

Logo a rede original esta frequentemente em U.
Reciprocamente, suponha que x seja ponto de aderéncia de (). Defina

E={(d,U):de D, UeN(z), z, €U}
e ordene E por
(d,U)=(e,V) <= d=<eeV CU.

Esse conjunto é dirigido. De fato, dados (d,U) e (e, V'), escolha ¢ = d,e. Como x
é ponto de aderéncia, existe f = c com z; € U N V;entdo (f,U N V) sucede aos
dois indices dados.

A funcio p: E — D, ¢(d,U) = d, é crescente e cofinal; para a cofinalidade,
basta observar que (d, X) € E paratodo d € D. Arede (7, ) converge para
z: dada W € N (z), escolha d, com 2, € W. Todo indice posterior a (dy, W)
possui segunda coordenada contida em W, e seu termo pertence a essa segunda
coordenada.

]
Esse teorema mostra que a no¢éo correta de sub-rede ndo é um detalhe técnico:

ela transforma aderéncia em convergéncia, exatamente como subsequéncias fazem
nos espacos métricos.
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8.4 Filtros

Redes descrevem aproximacdo por meio de termos. Filtros registram somente
os conjuntos que contém todos os termos suficientemente tardios. Ao descartar
a ordem especifica dos indices, retém exatamente a informacio relevante para a
convergéncia.

8.4.1 Filtros e bases de filtros

Definicdo 8.16 (Filtro) Seja X um conjunto. Um filtro em X é uma familia

F C P(X) tal que:

.0¢gFeXeF;

2.se A,Be F,entio ANB e F;
3.seAcFeACBC X,entao B 7.

Os elementos de F devem ser imaginados como conjuntos “grandes”. A interse-
¢éo de duas condicOes grandes ainda é grande, e qualquer conjunto que contenha
um conjunto grande também é grande. A exclusdo de () evita que todas as partes
de X pertencam ao filtro.

Definicio 8.17 (Base de filtro) Uma familia ndo vazia B C P(X) é uma
base de filtro se:

1. todo B € B ¢é nao vazio;
2. para quaisquer B, B, € B, existe B; € B com B; C B, N B,.

O filtro gerado por B é

(B) ={AC X : BC Aparaalgum B € B}.

As duas condi¢des garantem que (B) é realmente um filtro. Como 3 é nio vazia,
o conjunto X pertence ao filtro gerado; a primeira condicéo exclui o conjunto vazio.
A segunda fornece, dentro da intersecdo de dois elementos do filtro gerado, um
novo elemento de 5. A estabilidade sob passagem a conjuntos maiores decorre da
propria definigéo.



8 Redes, filtros e ultrafiltros 207

Exemplos 8.18 (Filtros fundamentais)
1. Se C C X é nao vazio, entio
Fo={ACX:CCA}
é o filtro principal gerado por C. Quando C' = {z}, escrevemos 7 .

2. Se X é infinito, a familia dos subconjuntos com complemento finito é o filtro de
Fréchet em X.

3. Para 2 em um espaco topologico X, a familia V() de todas as vizinhancas de
2 € um filtro, chamado filtro de vizinhancas de x. Toda base local em x é uma
base para esse filtro.

4. Se (z4) 4e p € uma rede, os conjuntos
Tdo:{xd:dtdo}a dy € D,

formam uma base de filtro. Seus elementos sdo as caudas da rede.

Definicdo 8.19 (Convergéncia e aderéncia de filtros) Seja X um espaco to-
polégico. Um filtro & em X converge para z, e escrevemos J — x, quando

N(z)C F.
O ponto = é um ponto de aderéncia de 7 quando
UNA+0 paratodos U € N(z)e A € F.
Equivalentemente,

T € ﬂZ

AeF

Um filtro convergente para x tem x como ponto de aderéncia, pois U, A € F
implica U N A € F e, portanto, U N A # (). A reciproca pode falhar: aderéncia
afirma apenas que os elementos do filtro passam arbitrariamente perto de x, ndo
que todas as vizinhangas de z ja pertencam ao filtro.

Se F C G, dizemos que § é mais fino que /', ou que G refina #. Um refinamento
declara como grandes ao menos todos os conjuntos que ja pertenciam ao filtro
original.
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Proposicio 8.20 (Refinamento convergente) Um ponto z é ponto de ade-
réncia de um filtro 7 se, e somente se, existe um filtro G O F que converge
para .

Demonstracdo. Se G O F converge para z, entdo N (x) C G. ParaU € N (z) e
A€ F,temosU, A € G,logo UN A +# (). Assim, x é aderente a F.
Reciprocamente, suponha z aderente a . A familia

B={UNA:U€eN), Ac F}

é uma base de filtro. De fato, seus elementos sdo nio vazios pela aderéncia de x, e
a intersegdo de U; N A; com U, N A, é o elemento da mesma forma obtido com
U NU,eA; NA,. Além disso, tomando U = X ou A = X, vemos que o filtro
gerado contém F e N (z); portanto, converge para .

8.4.2 Imagens e produtos

Defini¢do 8.21 (Filtro imagem) Se f: X — Y e F é um filtro em X, o
filtro imagem de & por f é

fF={BCY:f(B)eF)

As propriedades de filtro seguem das identidades f~1(Y) = X, f1()) =0 e
Y ANB) = f~1(A) N f~1(B), juntamente com a preservacio de inclusdes por
imagens inversas. A definicédo, além de néo exigir que f seja sobrejetiva, interage
diretamente com a continuidade.

Proposicdo 8.22 (Continuidade por filtros) Uma fungio f: X — Y é
continua se, e somente se, para todo z € X e todo filtro & em X,

F -z = [fF— flo).
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Demonstracdo. Se f é continua e V' é uma vizinhanca de f(z), entdo f~1(V) é
uma vizinhanca de z. De 7 — x segue f~1(V) € F,isto é,V € f.F.

Reciprocamente, aplique a hipétese ao filtro V(). Para toda vizinhanca V' de
f(z), a convergéncia de f,V(x) implica f~*(V) € N (x). Logo f é continua em
x.

Proposicdo 8.23 (Convergéncia de filtros no produto) Seja X = Hz‘e[ X;
com a topologia produto. Um filtro # em X converge para x se, e somente
se,

(m;),F — m;(x) para todoi € I.

Demonstracao. A necessidade segue da continuidade das projecdes. Para a reci-
proca, considere uma vizinhanga basica

W= ﬂ m (U,)

icF
de z, com F finito. Como U, € (m;),, temos 7; 1(U,) € & paratodoi € F. A
estabilidade por intersecdes finitas fornece W € 7. Toda vizinhanca de x contém
uma vizinhancga béasica desse tipo e, pela terceira propriedade dos filtros, também
pertence a .

8.4.3 A equivaléncia entre redes e filtros

Toda rede determina um filtro sem perda da informacéo assintética.

Definicdo 8.24 (Filtro de eventualidade) O filtro de eventualidade de uma
rede (z4)4ep é

Fw,) = 1A C X : (x,) estd eventualmente em A}.

Equivalentemente, € o filtro gerado pelas caudas T}; .

As caudas formam uma base de filtro: duas delas contém uma terceira, iniciada
depois dos dois indices correspondentes. Portanto, a familia acima é de fato um
filtro.
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Proposicdo 8.25 Para uma rede () em X e um ponto z € X:
1. g —  se, e somente se, F (, ) — Z;

2. x é ponto de aderéncia de (z,) se, e somente se, é ponto de aderéncia de
F @ay

Demonstragao. Para a primeira afirmacao, #, , — « significa que toda vizi-
nhanga de = contém uma cauda da rede, isto é, que (z,) estad eventualmente em
cada uma dessas vizinhancas. Essa é precisamente a definicdo de x; — x.

Para a segunda, suponha que a rede esteja frequentemente em toda vizinhanca
Udex. Se A€ F, ) existe d; a partir do qual z; € A. Escolhendo d = d, com
x4 € U, obtemos x; € U N A. Logo x é aderente ao filtro.

Reciprocamente, cada cauda T pertence ao filtro de eventualidade. Se x ¢é
aderente a esse filtro, entdo U N T,; # () para toda vizinhanca U e todo d,. Isso
significa precisamente que a rede esta frequentemente em U.

A passagem inversa também é possivel, e pode ser feita de modo que o filtro de
eventualidade obtido seja exatamente o filtro inicial.

Proposicdo 8.26 (Rede associada a um filtro) Se F é um filtro em X,
existe uma rede (z;) em X tal que

Demonstracao. Considere
Dy ={(Aa): AcF,ac A}

com a relacao

(A,a) < (B,b) < BCA.

O conjunto é dirigido: se (A, a) e (B,b) sdo dados, escolha ¢ € A N B; entdo
(AN B, c) sucede aos dois. Defina z 4 ,) = a.

Se C' € F,escolha ¢ € C. Todo termo posterior a (C, ¢) pertence a C', de modo
queC € F, .

Por outro lado, suponha que a rede esteja eventualmente em C'. Existe (A, a)
tal que todo termo posterior a esse indice pertence a C. Se houvesse b € A\ C, o
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indice (A, b) seria posterior a (A, a), mas seu termo seria b ¢ C. Logo A C C'e,
como A € F, concluimos C € F.
[

Assim, redes e filtros ndo fornecem teorias concorrentes: para as questdes de
convergéncia e aderéncia tratadas aqui, toda a informacéo de uma linguagem pode
ser transportada para a outra. A escolha entre elas é uma escolha de ponto de vista.

8.5 Ultrafiltros e redes universais

8.5.1 Ultrafiltros

Definicdo 8.27 (Ultrafiltro) Um ultrafiltro em X é um filtro maximal para
ainclusdo: se il C F e F é um filtro em X, entdo F = U.

O ultrafiltro ¥, = {A C X : © € A} é chamado ultrafiltro principal em x.
Um ultrafiltro que néo é principal é chamado livre.

A maximalidade tem uma caracterizagdo muito mais operacional. Um ultrafiltro
decide toda pergunta binaria sobre subconjuntos de X.

Teorema 8.28 (Dichotomia dos ultrafiltros) Um filtro &/ em X é ultrafiltro
se, e somente se, para todo A C X,

AelU ou X\NAecl.

As duas alternativas nunca ocorrem simultaneamente.

Demonstracao. Suponha primeiro que ¥ seja maximal e que A ¢ /. A familia
U U {A} ndo pode ter a propriedade da intersecéo finita; caso contrario, geraria
um filtro préprio contendo estritamente U. Logo existe F' € U tal que F N A = ().
Como F' C X \ A, segue que X \ A € U.

Reciprocamente, suponha que a dicotomia valha e que &/ C &, com J um filtro.
Se A€ F\U,entdo X \ A € U e, portanto, A, X \ A € F. Isso obrigaria ) € F,
uma contradi¢do. Logo nao existe tal Ae F = U.

Por fim, A e X \ A ndo podem pertencer simultaneamente a um filtro, pois sua

intersecao é vazia.
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Corolario 8.29 Se X = A;U---UA,, éuma particdo finita e I/ é um ultrafiltro
em X, entdo exatamente um dos conjuntos Aj pertence a U.

Demonstracdao. Ao menos um pertence: caso contrario, todos os complementos
X \ A; pertenceriam a I/, e a intersecdo desses complementos seria vazia. Dois
membros distintos da particdo ndo podem ambos pertencer ao filtro, pois sdo dis-
juntos.

O resultado de existéncia que torna ultrafiltros tteis é uma aplicacio direta do
lema de Zorn.

Teorema 8.30 (Lema do ultrafiltro) Todo filtro em um conjunto X esta
contido em algum ultrafiltro em X.

Demonstracao. Seja P a familia dos filtros em X que contém um filtro dado 7,
ordenada pela inclusio. A familia é néo vazia, pois contém .
Se € C P é uma cadeia nao vazia, entdo

g=1|J

Hel

é um filtro. De fato, dois de seus elementos pertencem a dois filtros da cadeia; um
desses filtros contém o outro e, portanto, contém a intersecio dos dois elementos.
Além disso, X € Gell ¢ G.Se Ac Ge A C B C X, algum H € C contém A;
como H é filtro, também contém B. Logo B € §. Assim, G é uma cota superior
de C em 2.

A cadeia vazia também possui cota superior, por exemplo o proprio filtro F.
Portanto, toda cadeia de P possui cota superior em P.

Pelo lema de Zorn,  possui um elemento maximal. Esse elemento é um ultra-
filtro que contém 5.
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Observacio 8.31 (Onde entra a escolha) O lema do ultrafiltro é um princi-
pio de escolha: ele ndo é demonstravel, em geral, apenas a partir dos axiomas
de Zermelo-Fraenkel, embora seja mais fraco que o axioma da escolha com-
pleto. No quadro usual de ZFC, o argumento acima é legitimo. Voltaremos a
esse ponto na prova de Tychonoff, para que a dependéncia logica ndo fique
escondida.

Exemplo 8.32 (Ultrafiltros livres) Se X é infinito, o filtro de Fréchet esta contido
em algum ultrafiltro Z/. Esse ultrafiltro ndo pode ser principal. De fato, se fosse
principal em x, conteria {x }; mas o filtro de Fréchet, também contido em 2/, contém
X \ {z}. Isso é impossivel em um filtro.

Portanto, uma vez admitido o lema do ultrafiltro, todo conjunto infinito admite
ultrafiltros livres.

<
Proposicdo 8.33 (Imagem de ultrafiltro) Se U é um ultrafiltro em X e
f: X — Y, entao f,U é um ultrafiltro em Y.
Demonstraciao. Para B C Y, a dicotomia aplicada a f~!(B) fornece
fFYABeU ou fHAY\B) =X\fYB)el.
Logo B € flouY \ B € f,U. Pelo Teorema 8.28, f U é ultrafiltro.
|

Proposicio 8.34 (Aderéncia e convergéncia) Para um ultrafiltro ¢/ em um
espaco topoldgico X e um ponto z € X, sdo equivalentes:

1. U — x;

2. x é ponto de aderéncia de /.
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Demonstracao. Ja sabemos que convergéncia implica aderéncia para qualquer
filtro. Suponha, reciprocamente, que x seja aderente a /. Se alguma vizinhanca V'
de z néo pertencesse a U, a dicotomia daria X \ V &€ U. Mas entdo

VN(X\V)=0,

contrariando a aderéncia de z. Portanto, N (z) C U, isto é, U — x.

8.5.2 Redes universais

O correspondente de um ultrafiltro na linguagem das redes é uma rede que tam-
bém decide todos os subconjuntos.

Defini¢do 8.35 (Rede universal) Uma rede (z;)4cp em X é uma rede uni-
versal, ou uma ultrarede, se, para todo A C X, ela estd eventualmente em A
ou eventualmente em X \ A.

Proposicdo 8.36 Uma rede é universal se, e somente se, seu filtro de even-
tualidade é um ultrafiltro.

Demonstracao. Pela definicdo do filtro de eventualidade,
AedF < (z,) esta eventualmente em A.
(xq)
Assim, a condicdo de rede universal coincide exatamente com a dicotomia do Teo-

rema 8.28.

O lema do ultrafiltro possui uma verséo dinamica.

Teorema 8.37 (Existéncia de sub-rede universal) Toda rede possui uma
sub-rede universal.
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Demonstracio. Seja (), p uma rede. No proprio conjunto D, considere o fil-
tro das caudas, gerado pelos conjuntos

tdy={deD:dx>dy}.

Pelo lema do ultrafiltro, esse filtro esti contido em um ultrafiltro V sobre D.
Defina
E={(d,A):AecV, dec A}

e ordene F por
(d,A) < (e,B) <= d=<eeBCA.

O conjunto E é dirigido. Com efeito, dados (d, A) e (e, B), escolha ¢ = d,e. O
conjunto

C=ANBN(Tc)

pertence a V e é ndo vazio. Se f € C, entdo (f, C) sucede aos dois indices dados.
A fungdo p: E — D, dada por ¢(d, A) = d, é crescente. E também cofinal,
pois T dy € Ve (dy, T dy) € E paratodo d; € D. Logo (Zy(,))ccr € uma sub-rede
de (zy).
Para provar que ela é universal, fixe C' C X e ponha

Como V é ultrafiltro, H € V ou D\ H € V. No primeiro caso, escolha d € H. De-
pois do indice (d, H), a primeira coordenada de todo indice posterior pertence a H;
logo a sub-rede esta eventualmente em C'. No segundo caso, 0 mesmo argumento,
aplicado a D \ H, mostra que ela esta eventualmente em X \ C.

8.6 Compacidade revisitada

No Capitulo 7, a compacidade foi definida por coberturas abertas e relacionada
a propriedade da intersecdo finita. Redes e ultrafiltros condensam essas duas for-
mulagdes em critérios de convergéncia.
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Teorema 8.38 (Caracteriza¢des da compacidade) Para um espaco topolé-
gico X, sdo equivalentes:

1. X é compacto;

2. toda rede em X possui um ponto de aderéncia;

3. toda rede em X possui uma sub-rede convergente;
4. todo ultrafiltro em X converge;

5. toda rede universal em X converge.

Demonstracido. (1) = (2). Se (x;)4cp é uma rede, denote sua cauda a partir de
d por
T,={z,:e=d}.

A familia de fechados (T};) ., tem a propriedade da intersecio finita: dada uma
familia finita de caudas, uma cauda iniciada depois de todos os indices esta contida
na intersecgéo delas. Pela compacidade, existe

ze )Ty

deD

Toda vizinhanca de x encontra toda cauda, logo = é ponto de aderéncia da rede.

(2) = (1). Se X = 0, a concluséo é imediata. Suponha X # (). Seja € uma
familia de fechados com a propriedade da intersecio finita. Podemos supor € # ().
Considere o conjunto dirigido

D={(&x):£CCéfinitaex € ﬂ C},
Ce&

com a relacao

()= (H,y) <= ECH.

Esse conjunto é dirigido: a unido de duas primeiras coordenadas ¢ finita e, pela
propriedade da intersecdo finita, a interse¢do dos fechados nela registrados contém
um ponto. A rede z¢ ) = x possui, por hipétese, um ponto de aderéncia p.

Fixe C;, € C. A partir de qualquer indice cuja primeira coordenada contenha C,,
todos os termos pertencem a C,. Como p é ponto de aderéncia, toda vizinhanca
de p encontra C,. Portanto p € C, = C,. Isso vale para todo C,, € C, e assim
(1€ # (. Pela caracterizagio por fechados, X é compacto.

A equivaléncia entre (2) e (3) é exatamente o Teorema 8.15.
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(1) = (4). Se U é um ultrafiltro, a familia
{A:AcU}

tem a propriedade da intersecéo finita: para A,,..., 4, € U, o conjunto A; N---N
A, pertence ao filtro, é nio vazio e esta contido em A; N---NA,,. Pela compacidade,
ha um ponto x € ﬂAeU A. Logo x é aderente a U e, pela Proposicdo 8.34, U — .

(4) = (1). Se X = (), ndo hé o que provar. Suponha X # (). Se € é uma familia
de fechados com a propriedade da intersec¢do finita, a familia

Bz{ﬂC:é’gé’éﬁnita},

ce&

na qual a intersecdo da familia vazia é X, forma uma base de filtro. Pelo lema
do ultrafiltro, o filtro gerado por essa base esta contido em um ultrafiltro Z/. Por
hipétese, U — z para algum x € X. Se C' € C, entdo C € U. Toda vizinhanca de
x também pertence a U e, por isso, encontra C'. Assim, x € C = C. Concluimos
que x € [ € e que X é compacto.

(4) = (b). O filtro de eventualidade de uma rede universal é ultrafiltro, pela
Proposi¢do 8.36. Se esse filtro converge, a propria rede converge, pela Proposi-
¢do 8.25.

(5) = (4). Dado um ultrafiltro I/, tome a rede associada a ele na Proposicéo 8.26.
Seu filtro de eventualidade é I/, logo a rede é universal. Por hipotese, ela converge;
portanto, I/ converge.

Corolario 8.39 Se X é compacto e Hausdorff, todo ultrafiltro em X con-
verge para exatamente um ponto.

Demonstracdo. A existéncia do limite segue da compacidade. A unicidade segue
da propriedade de Hausdorff, aplicada a rede associada ao ultrafiltro.

O contraste com sequéncias agora ¢ nitido. Em espacos métricos, compacidade
é equivalente a existéncia de subsequéncias convergentes. Em espacos gerais, a for-
mulacdo correta exige sub-redes — ou, de forma ainda mais econémica, ultrafiltros
convergentes.
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8.7 Uma segunda prova do teorema de Tychonoff

A prova do Capitulo 7 parte de uma cobertura por abertos sub-basicos. A de-
monstracdo a seguir comeca com um ultrafiltro no produto e o observa coordenada
por coordenada.

Teorema 8.40 (Tychonoff: prova por ultrafiltros) Se (X;);c; é uma fami-
lia de espacos compactos, entdo

x=][x

el

¢é compacto na topologia produto.

Demonstracao. Se algum fator é vazio, entdo X é vazio e, portanto, compacto.
Suponha que todos os fatores sejam néo vazios.
Seja U um ultrafiltro em X. Para cada ¢ € I, considere o ultrafiltro imagem

U, = () U = {AC X, w7} (4) € U}

1

Ele é de fato um ultrafiltro pela Proposicdo 8.33. Como X, é compacto, o Teo-
rema 8.38 fornece um ponto x; € X, tal que

Escolha simultaneamente um desses limites em cada coordenada e escreva x =
(x;);er € X. Pela Proposicio 8.23, das convergéncias (7;). U — z; para todo ¢
segue

U— =z

na topologia produto.
Portanto, todo ultrafiltro em X converge. Novamente pelo Teorema 8.38, o es-
paco X é compacto.

Podemos ver diretamente o coragdo da prova. Se
—1
W= ﬂ T (V;)
icF
é uma vizinhanga basica de , entdo V; € U, paracadai € F. Logom; (V) € U e,
como F' é finito, W € U. A topologia produto pede apenas decisdes coordenadas
em numero finito; o ultrafiltro consegue reuni-las.
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Observacio 8.41 (Escolha e as duas provas) A demonstracio usa olemado
ultrafiltro e, quando os fatores nao sao Hausdorff, escolhe simultaneamente
um limite para cada ultrafiltro coordenado. Embora o lema do ultrafiltro seja
mais fraco que o axioma da escolha completo, essa sele¢do simultanea cons-
titui uma aplicacéo adicional de escolha. Para fatores compactos Hausdorff,
os limites coordenados sdo Unicos e essa escolha adicional desaparece.

No quadro usual de ZFC, todas essas escolhas estdo disponiveis. A prova
anterior, via sub-base de Alexander, também recorre a principios de escolha.
As duas demonstragdes nio eliminam essa dependéncia; apenas a organizam
de modos conceitualmente diferentes.

Na primeira prova de Tychonoff, a informagéo finita aparece em cilindros sub-
basicos e em intersecdes finitas de fechados. Nesta segunda, ela aparece na estru-
tura de um filtro e na forma das vizinhancas basicas do produto. Sao duas faces
do mesmo mecanismo: compacidade permite transformar consisténcia finita em
existéncia global.

Comecamos o capitulo com um ponto do fecho que nenhuma sequéncia con-
seguia alcancar. Para encontra-lo, substituimos o reldgio linear de N por indices
adaptados as vizinhangas. Terminamos mostrando que a mesma mudanca de lin-
guagem controla produtos arbitrarios de compactos. Redes e ultrafiltros nao sio,
portanto, um adendo técnico a teoria: eles revelam a forma geral da convergéncia
topologica.

Exercicios
Ex. 8.1 — Mostre que, em um conjunto dirigido, toda familia finita de indices possui
um majorante comum.

Ex. 8.2 — Seja D um conjunto dirigido cuja relacido nio seja antissimétrica. Defina
d ~ e quando d < e e e < d. Prove que ~ é uma relacdo de equivaléncia e que a
relacdo induzida em D/~ é uma ordem parcial dirigida.

Ex. 8.3 — Para cada F' € Fin(N), seja 2 € RN definido por

1
——  keF,
wp(k) =4 k+1
0, k¢ F.

Ordene Fin(N) por inclusdo. Determine o limite de (z) na topologia produto e
mostre que a mesma rede ndo converge para esse limite na topologia da caixa.

Ex. 8.4 — Prove diretamente, usando redes, que: ??0 fecho de um conjunto é fe-
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chado; ??uma funcio f: X — Y é continua se, e somente se, f (Z) C f(A) para
todo A C X; ??a composicao de func¢des continuas preserva limites de redes.

Ex. 8.5 — Mostre que a composi¢do de duas funcdes crescentes e cofinais entre
conjuntos dirigidos é crescente e cofinal. Conclua que uma sub-rede de uma sub-
rede é uma sub-rede da rede original.

Ex. 8.6 — Considere X = R". ??Mostre que a sequéncia z,,, dada por z,, (k) =
1se k = nex,(k) = 0 caso contrario, converge coordenadamente para zero.
??Conclua que x,, — 0 na topologia produto. ??Mostre que a mesma sequéncia
nio converge para zero na topologia da caixa. Explique por que a Proposicdo 8.12
néo contradiz esse fato.

Ex. 8.7 — Seja (z;) e p uma rede convergente e suponha que D possua um subcon-
junto cofinal enumeravel. Construa uma sequéncia crescente e cofinal (d,,) em D e
conclua que (xd") ¢é uma sub-rede sequencial convergente. Mostre que a primeira
enumerabilidade do espago, por si s, ndo garante esse resultado: em um espaco
com um Unico ponto, considere uma rede constante indexada por Fin(I), com I
nio enumeravel.

Ex. 8.8 — Verifique que a familia dos conjuntos coenumeraveis de um conjunto néo
enumeravel é um filtro. Compare-a com o filtro de Fréchet.

Ex. 8.9 — Seja B uma familia nio vazia de subconjuntos de X. Mostre que 5 é base
de filtro se, e somente se, seus elementos sdo nio vazios e toda intersecao finita de
elementos de 5 contém algum elemento de 3.

Ex.8.10 — Seja f: X — Y e seja & um filtro em X. Mostre que (g o f),F =
9, (f.F) para toda fungéo g: Y — Z.

Ex. 8.11 — Prove que um ultrafiltro I/ é principal se, e somente se, contém algum
conjunto finito. Conclua que todo ultrafiltro em um conjunto finito é principal.

Ex. 8.12 — Seja X infinito. Use o lema do ultrafiltro para provar que existe um
ultrafiltro em X que contém todos os subconjuntos cofinitos de X e nio contém
nenhum subconjunto finito.

Ex. 8.13 — Seja U/ um ultrafiltro e sejam A4, ..., A, C X taisque A, U---UA, € U.
Prove que A; € U para algum j.

Ex. 8.14 — Mostre que uma rede universal que possui um ponto de aderéncia con-
verge para esse ponto. Deduza novamente a implicac¢do “compacto = toda rede
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universal converge”.

Ex. 8.15 — Prove que um espaco X é compacto e Hausdorff se, e somente se, todo
ultrafiltro em X converge para exatamente um ponto.

Ex. 8.16 — Seja K compacto, Y Hausdorffe f: K — Y continua. Use ultrafiltros
para provar que f é uma aplicacdo fechada.

Ex. 8.17 — Refaca a prova do teorema de Tychonoff trabalhando apenas com redes
universais: tome uma rede universal no produto, projete-a em cada coordenada e
use a Proposicao 8.12.

Ex. 8.18 — Considere uma familia (X;),.; de espacos compactos Hausdorff. Ex-
plique por que, na prova do Teorema 8.40, cada ultrafiltro coordenado possui um
unico limite. Discuta qual escolha ainda foi usada para obter o ultrafiltro inicial no
argumento de caracterizacdo da compacidade.



CAPITULO

9

Conexidade

Conexidade é uma propriedade global: ela pergunta se um espaco pode ser de-
composto em duas partes abertas que nio se encontram. A formulagio é simples,
mas tem alcance grande. Ela detecta cortes, controla imagens continuas e fornece
invariantes elementares capazes de distinguir espagos que localmente podem pare-
cer semelhantes.

Comecaremos por trés maneiras equivalentes de reconhecer uma separacdo: por
abertos disjuntos, por conjuntos simultaneamente abertos e fechados e por aplica-
¢Oes para um espaco discreto de dois pontos. S6 depois aplicaremos essa lingua-
gem a reta. Em seguida estudaremos componentes, produtos e quocientes, e entdo
passaremos a conexidade por caminhos e as versdes locais dessas nogoes.

9.1 Conjuntos conexos

Defini¢cdo 9.1 (Conexidade) Um espaco topologico X é conexo quando nédo
existem abertos nio vazios U,V C X tais que

X=UuUvV, unv =4.

Se tais abertos existem, dizemos que X é desconexo. Um subconjunto A C X
é conexo quando é conexo com a topologia de subespaco.

222
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Um par (U, V) como acima é chamado, as vezes, de uma separagdo de X. A
defini¢cdo admite uma forma equivalente que sera usada repetidamente.

Proposicido 9.2 (Caracterizacdes da conexidade) Para um espaco topolo-
gico X, sdo equivalentes:

1. X é conexo;

2. os Unicos subconjuntos simultaneamente abertos e fechados de X sio ()
e X;

3. toda aplicagéo continua f : X — {0,1}, onde {0,1} tem a topologia
discreta, é constante.

Demonstracao. Se X = U UV é uma separacio, entdo U = X \ V' é simultane-
amente aberto e fechado e néo é trivial. Reciprocamente, se A é aberto e fechado,
néo vazio e distinto de X, entdo

X =AU(X\ A)

¢ uma separacao.

Para a terceira condicédo, se A é um clopen néo trivial, sua func¢io indicadora
1, : X — {0,1} é continua e nio constante. Reciprocamente, se f : X — {0,1}
é continua e nio constante, os conjuntos f~*(0) e f~!(1) formam uma separagio

de X.

Exemplo 9.3 Um espaco discreto com pelo menos dois pontos é desconexo. O
espaco de Sierpinski, por outro lado, é conexo: nenhum de seus subconjuntos uni-
tarios é ao mesmo tempo aberto e fechado.

9.2 Conexidade e continuidade

A forca da nocéo de conexidade aparece quando aplicamos funcdes continuas.
Uma funcéo continua pode dobrar, comprimir e identificar pontos, mas néo pode
partir uma peca conexa em duas pegas separadas.

Teorema 9.4 (Imagem continua de conexo) Se f: X — Y é continuae A C X
é conexo, entdo f(A) é conexo.
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Demonstracao. Restringindo f, basta tratar o caso em que f : X — Y é sobre-
jetiva e X é conexo. Se Y tivesse um clopen néo trivial C, entdo f~*(C) seria um
clopen néo trivial de X, contradicéo.

9.3 Intervalos e a reta

Na reta, conexidade coincide exatamente com a propriedade de nio deixar la-
cunas entre pontos do conjunto. Esse fato transforma a defini¢do abstrata numa
caracterizacdo completamente familiar.

Teorema 9.5 Todo intervalo I C R é conexo.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que I = U U V seja uma separacio. Es-
colhaa € U e b € V; trocando os nomes se necessario, suponha a < b. Considere

S=UnN]la,b)

esejac = sup S. Como [/ é um intervalo, ¢ € I,logoc € Uouc e V.

Se ¢ € U, a abertura relativa de U fornece pontos de U imediatamente a direita
de ¢, contradizendo que ¢ seja uma cota superior de S. Se ¢ € V, a abertura
relativa de V' fornece uma vizinhanga de ¢ em I contida em V. Pela defini¢io de
supremo, porém, ha pontos de S C U arbitrariamente proximos de c pela esquerda,
novamente uma contradicao.

Proposicio 9.6 Um subconjunto A C R é conexo se, e somente se, é um
intervalo.

Demonstracdo. Ja provamos uma direcao. Para a outra, suponha que A néo seja
um intervalo. Entéo existem a,b € Aec ¢ A coma < ¢ < b. Os conjuntos

AN (—o0,c) e AN (c,00)

sao abertos relativos, disjuntos, nio vazios e cobrem A. Logo A é desconexo.

Exemplo 9.7 Nenhum subconjunto de Q com mais de um ponto é conexo. De fato,
dados @ < b no subconjunto, escolha um irracional ¢ entre eles e repita a separacdo
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anterior. Em particular, Q é totalmente desconexo: suas componentes conexas sio
pontos.

Combinando a conexidade dos intervalos com a preservacao por imagens con-
tinuas, obtemos o teorema do valor intermediario.

Corolario 9.8 (Teorema do Valor Intermediario) Se I C R é um intervalo e
f I — R é continua, entdo f(I) é um intervalo. Em particular, se a < b e y esta
entre f(a) e f(b), existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = v.

9.4 Unides, fechos e componentes

A definicdo de conexidade é global, mas ha duas maneiras robustas de produ-
zir novos conjuntos conexos a partir de outros: unir pecas que compartilham um
ponto e tomar fechos. Esses dois mecanismos também levam naturalmente a nogao
de componente.

Teorema 9.9 (Unido de conexos com ponto comum) Se (C})ycp é uma familia
de subconjuntos conexos de X e

mC)\#m,

AEA
entdo  J, C) é conexo.

Demonstracao. Tome p € (), C, e suponha que C' = [ J, C, admita uma sepa-
racdo C = U U V. O ponto comum pertence a uma das partes; suponha p € U.
Para cada ),

Cy = (C,NU)U(CyNV).

Esses dois conjuntos sdo abertos relativos em C, e sao disjuntos. Como p € C, N
U, a conexidade de C, forca C, NV = (). Isso vale para todo A, logo V' = 0,
contradicao.

O argumento mostra que o essencial ndo é a forma dos conjuntos, mas a exis-
téncia de uma peca comum que impeca a unido de se separar. Ha variantes em que
basta organizar a familia por intersecdes sucessivas; usaremos aqui apenas a forma
acima.
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Proposicdo 9.10 Se C' C X é conexo e
CcDcCcC,

entdo D é conexo. Em particular, C' é conexo.

Demonstracao. Suponha que D = U UV seja uma separagdo. Como C' € conexo,
ele esta inteiramente contido em um dos dois conjuntos, digamos C' C U. Como V'
é aberto em D e ndo encontra C, também no pode encontrar CND.MasD c C,
logo V' = (), contradigio.

9.4.1 Componentes conexas

Defini¢do 9.11 (Componente conexa) A componente conexade x € X é a
unido de todos os subconjuntos conexos de X que contém z.

A proposi¢do anterior mostra que essa unido é conexa, pois todos os conjuntos
que a formam contém x. Assim, a componente de x é o maior subconjunto conexo
de X que contém esse ponto.

Proposicido 9.12 As componentes conexas de X formam uma particdo de
X. Além disso, toda componente conexa é fechada.

Demonstracdo. Se as componentes C,, e C, se intersectam, entdo C, U C, €
conexo. Pela maximalidade, C;, = (. Logo componentes distintas sdo disjuntas
e, como cada ponto pertence a sua componente, elas particionam X.

Por outro lado, C, é conexo e contém x. Pela maximalidade de C,, temos C, =
C,. logo C,, é fechada.

Componentes nao precisam ser abertas. Em Q, por exemplo, elas sdo singletons,
que ndo sdo abertos na topologia usual relativa.

9.5 Produtos, quocientes e somas
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Proposicdo 9.13 Uma imagem continua de um espaco conexo é conexa. Em
particular, todo quociente de um espago conexo é conexo.

Essa ja é uma consequéncia do teorema anterior. Para produtos, a situagio é
ainda melhor: ndo ha restricdo sobre o niimero de fatores.

Teorema 9.14 (Produtos de conexos) Se (X)) cp € uma familia nio vazia de

1%

AEA

espacos nao vazios, entao

é conexo se, e somente se, cada X, é conexo.

Demonstracao. Se o produto é conexo, cada fator é conexo por ser imagem con-
tinua do produto por uma projecéo.

Reciprocamente, suponha todos os fatores conexos e fixe a = (a, ) no produto.
Para cada subconjunto finito /' C A, seja X o conjunto dos pontos que podem
diferir de a apenas nas coordenadas de F'. Entdo X é homeomorfo ao produto
finito [, _,. X, logo é conexo. Todos 0os X contém a, portanto

D= |J X
FCA, F finito

¢é conexo.

O conjunto D é denso no produto: um aberto basico restringe apenas finitissi-
mas coordenadas, e podemos escolher nelas um ponto adequado, mantendo as de-
mais coordenadas iguais as de . Como o fecho de um conexo é conexo, D = [ X,
€ conexo.

As somas tém o comportamento oposto.

Proposicdao 9.15 Uma soma disjunta de espagos nio vazios € conexa se, e
somente se, ha apenas um somando e esse somando é conexo.
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Demonstracao. Cada somando é aberto e fechado na soma. Assim, se ha pelo
menos dois somandos nio vazios, qualquer um deles é um clopen néo trivial.

‘Subespa(;os Quocientes Produtos Somas
Conexo ‘ Nao Sim Sim Nao

9.6 Conexidade por caminhos
Conexidade proibe uma separagao por abertos. Conexidade por caminhos exige

algo mais concreto: que possamos viajar continuamente entre quaisquer dois pon-
tos.

Definicdo 9.16 (Caminho) Um caminho em X é uma aplicacio continua
v:[0,1] = X.

Se v(0) = z e y(1) = y, dizemos que v liga x a y.

Defini¢do 9.17 (Conexidade por caminhos) Um espaco X é conexo por
caminhos se, dados z,y € X, existe um caminho que liga = a y.

Dois caminhos podem ser colados quando o final do primeiro coincide com o
inicio do segundo.

Proposicdo 9.18 (Concatenacdo) Se vy liga x a y e nliga y a 2, entéo

(2, 0<t<i,
W*")(t)_{n(ztl), Loi<t

é um caminho de x a z.
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Demonstracdo. As duas féormulas sdo continuas em seus intervalos de definicao
e coincidem em ¢ = 1/2, onde ambas assumem o valor y. O lema da colagem
garante a continuidade da concatenagéo.

]
A existéncia de caminhos define uma relagio de equivaléncia: dois pontos sdo

equivalentes quando podem ser ligados por um caminho. Suas classes sdo as com-

ponentes conexas por caminhos.

Exemplo 9.19 O espago R™ é conexo por caminhos: o segmento
Y(t) = (L—t)z +ty
liga x ay.

Exemplo 9.20 Sen > 2e E C R" é enumeravel, entdo R” \ E é conexo por
caminhos. Dados x,y ¢ E, escolha z fora da unido das retas que passam por x
e algum ponto de E, das retas que passam por y e algum ponto de E, e da reta
que passa por x e y. Essa é uma unido enumeravel de retas e ndo cobre R". Os
segmentos [z, z| e [z, y] evitam E}; sua concatenagéo fornece o caminho desejado.

Proposicido 9.21 Todo espaco conexo por caminhos é conexo.

Demonstracao. Fixe xz; € X. Para cada x € X, escolha um caminho v, de z, a
x. A imagem 7, ([0, 1]) é conexa, pois é imagem continua do intervalo. Todas essas
imagens contém z, e sua unido ¢ X. Pelo lema do ponto comum, X é conexo.

A reciproca falha. O exemplo classico é pequeno na definigio e rico no que
ensina.

Exemplo 9.22 (A curva seno do topdlogo) Considere

S = {(x,seni) cx > O} U ({0} x [-1,1]) c R2.

A primeira parte é a imagem continua de (0, 00) e, portanto, é conexa. O conjunto
S é exatamente seu fecho, logo também é conexo.

Entretanto, S néo é conexo por caminhos. Suponha que (t) = (u(t),v(t))
ligue um ponto do segmento vertical a um ponto da curva. Seja

t, = max{t : u(t) = 0}.
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Para t > t, suficientemente proéximo de t,, temos u(¢) > 0, enquanto u(t) —
0 quando ¢ | t,. Pela propriedade do valor intermediario de u, em intervalos
arbitrariamente pequenos a direita de ¢, a funcdo u assume valores x para os quais
sen(1/x) = 1 e também valores para os quais sen(1/z) = —1. Assim existem
1ty com

sequéncias s,,, t,,

A continuidade de v em t; exigiria simultaneamente v(t,) = 1 e v(t,) = —1,
absurdo.

Nesse exemplo ha uma tnica componente conexa, mas duas componentes co-
nexas por caminhos: a curva oscilante e o segmento vertical. A componente dada
pela curva néo é fechada. Isso mostra uma diferenca importante: componentes
conexas sdo sempre fechadas; componentes por caminhos, néo.

Exemplo 9.23 (Espaco pente) Seja K = {1/n: n > 1} e considere
Py = ((0,1] x{0}) U (K x [0,1]), P, = {0} < (0,1],

com P = P, U P,. O conjunto P, é conexo e P, C P C P,, logo P é conexo.
Por outro lado, um ponto de P, nédo pode ser ligado por caminho a um ponto de
P,: qualquer tentativa de alcangar a base teria de atravessar o ponto ausente (0, 0).
Portanto P néo é conexo por caminhos.

O lema do ponto comum continua valido com “conexo” substituido por “conexo
por caminhos”.

Proposicdo 9.24 Se (Cy),cp € uma familia de subconjuntos conexos por
caminhos e (], C) # 0, entdo | J, C é conexo por caminhos.

Demonstracao. Escolha p na intersec¢do. Dados x, y na unido, existem indices A
epcomz € Cy ey € C,. Dentro de C'y ha um caminho de 2 a p, e dentro de C,
ha um caminho de p a y. A concatenacdo desses caminhos permanece na unido e
liga x a y.
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Proposicdo 9.25 Um produto arbitrario de espagos néo vazios é conexo por
caminhos se, e somente se, cada fator é conexo por caminhos.

Demonstraciao. Uma direcdo segue das projecdes. Para a outra, dados z = ()
ey = (y,), escolha para cada A um caminho v, : [0,1] — X, de z, ay,. A
aplicagéo

V() = (Va(t)) rea

é continua pela propriedade universal da topologia produto e liga x a y.

9.7 Conexidade local

Conexidade global ndo controla automaticamente a forma das vizinhancas. Para
descrever espacos que permanecem “‘em uma pe¢a” quando ampliamos a regifo em
torno de cada ponto, precisamos de uma condi¢éo local.

Definicdo 9.26 (Conexidade local) Um espago X é localmente conexo se
todo ponto possui uma base de vizinhancas abertas e conexas. E localmente
conexo por caminhos se todo ponto possui uma base de vizinhangas abertas
e conexas por caminhos.

Todo espaco localmente conexo por caminhos é localmente conexo. A reciproca
nao é verdadeira em geral.

A caracterizagio seguinte transforma uma defini¢io local numa afirmacéo sobre
componentes.

Proposicio 9.27 Um espaco X é localmente conexo se, e somente se, toda
componente conexa de todo aberto U C X é aberta em X.
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Demonstracao. Suponha X localmente conexo e seja C' uma componente de um
aberto U. Para x € C, escolha uma vizinhanca aberta conexa V comz € V C U.
Como V encontra ', a maximalidade da componente implica V' C C. Logo C' é
aberta.

Reciprocamente, dado « € U aberto, tome a componente C' de U que contém x.
Por hipotese, C' é aberta; sendo conexa e contida em U, ela fornece a vizinhanca
basica desejada.

A mesma caracterizagio vale para conexidade local por caminhos.

Proposiciao 9.28 Um espaco X é localmente conexo por caminhos se, e so-
mente se, as componentes conexas por caminhos de todo aberto sio abertas.

Corolario 9.29 Se X élocalmente conexo por caminhos, ento todo aberto conexo
de X é conexo por caminhos. Em particular, se X é conexo e localmente conexo
por caminhos, entdo X é conexo por caminhos.

Demonstracao. As componentes por caminhos de um aberto sdo abertas. Se o
aberto é conexo, ele ndo pode ser unido de duas ou mais componentes abertas
disjuntas; portanto ha uma tnica componente por caminhos.

9.7.1 Comportamento topologico

Subespagos arbitrarios ndo preservam conexidade local. Por exemplo, {0} U
{1/n : n > 1} C R néo é localmente conexo em 0, embora R seja. Subespagos
abertos, porém, preservam tanto conexidade local quanto conexidade local por ca-
minhos.

A conexidade local também é preservada por quocientes.

Proposicdo 9.30 Seq: X — Y éuma aplicacdo quociente e X é localmente
conexo, entdo Y é localmente conexo. O mesmo vale para conexidade local
por caminhos.
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Demonstracdo. Seja U C Y aberto. Entdo ¢ !(U) é aberto em X. Suponha
primeiro X localmente conexo e seja C' uma componente conexa de U. Cada com-
ponente de ¢~ *(U) é aberta. A imagem de uma dessas componentes por g é co-
nexa e, portanto, esta contida em uma componente de U. Assim ¢~ !(C') é unido
de componentes de ¢~ (U), logo ¢ aberto. Como ¢ é quociente, C' ¢é aberto. Pela
caracterizacido anterior, Y é localmente conexo.

O mesmo argumento, substituindo componentes conexas por componentes co-
nexas por caminhos, prova a segunda afirmacéo.

Produtos finitos preservam conexidade local e conexidade local por caminhos.
Para produtos infinitos, essa conclusdo pode falhar.

Exemplo 9.31 Cada espago discreto {0, 1} é localmente conexo e localmente co-
nexo por caminhos. Entretanto,

{0, 13"
com a topologia produto néo é localmente conexo: todo aberto basico deixa infini-
tas coordenadas livres e, por isso, é desconexo. Esse é o espaco de Cantor.

Somas arbitrarias preservam as duas propriedades locais, pois cada somando é
um subespaco aberto e fechado.

Subespacos Quocientes Produtos Somas

Localmente conexo abertos Sim finitos Sim
Localmente conexo
por caminhos abertos Sim finitos Sim
Exercicios

Ex. 9.1 — Sejam 7; C T, topologias no mesmo conjunto X. Determine quais im-
plica¢des entre conexidade de (X, 1) e de (X, 7,) sdo validas.

Ex. 9.2 — Seja (A,;);c; uma familia de subconjuntos conexos de X tal que A;NA; #
() para todos i, j. Mostre que UZ A, é conexo.

Ex.9.3 — Se C C X é conexo e encontra tanto A quanto X \ A, mostre que C'
encontra a fronteira de A.

Ex. 9.4 — Mostre que um conjunto infinito com a topologia cofinita é conexo.
Ex. 9.5 — Mostre que toda funcdo continua f : R — N, com N discreto, é constante.

Ex. 9.6 — Se A C X é aberto, fechado, conexo e ndo vazio, mostre que A é uma
componente conexa de X.
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Ex. 9.7 — Use pontos de corte para mostrar que (0,1) e (0, 1] ndo sdo homeomor-
fos.

Ex. 9.8 — Mostre que nenhum subconjunto de R é homeomorfo a S*.

Ex. 9.9 — Paran > 1, mostre que R e R néo sdo homeomorfos. Sugestdo: remova
um ponto e compare a conexidade do que resta.

Ex.9.10 — Se f : [0,1] — [0, 1] é continua, mostre que f possui um ponto fixo.

Ex.9.11— Se f : S — R é continua, mostre que existe z € S! tal que f(z) =

f(=x).

Ex. 9.12 — Prove que a imagem continua e sobrejetiva de um espaco conexo por
caminhos é conexa por caminhos.

Ex. 9.13 — Mostre que o fecho de um conjunto conexo por caminhos pode deixar
de ser conexo por caminhos.

Ex. 9.14 — Prove que [], X; é conexo por caminhos se, e somente se, cada X, é
conexo por caminhos.

Ex.9.15— Sejan > 1 e A C R" enumeravel. Mostre que R™ \ A é conexo por
caminhos.

Ex. 9.16 — Mostre que um conjunto infinito enumeravel com a topologia cofinita
é conexo, mas nio é conexo por caminhos.

O capitulo separou trés niveis de informacdo. A conexidade impede decompo-
sicdes globais por abertos; a conexidade por caminhos exige uma ligacdo continua
explicita entre pontos; e as versdes locais pedem que esse comportamento ja apa-
reca em vizinhancas arbitrariamente pequenas. A diferenca entre esses niveis —
visivel na curva seno do topdlogo e no espago pente — serd importante quando
passarmos a espacos com estrutura geométrica mais rica e, depois, a topologia al-
gébrica.



CAPITULO

10

Espacos Regulares e
Normais

Os axiomas 1}, T; e T, dizem quanto os abertos conseguem distinguir pontos. As
proximas condi¢des aumentam a escala: em vez de separar dois pontos, perguntam
se um ponto pode ser separado de um fechado e, depois, se dois fechados disjuntos
podem ser separados entre si.

Essa mudanca de escala tem uma consequéncia decisiva. Regularidade e nor-
malidade ndo servem apenas para produzir vizinhangas disjuntas: elas permitem
construir fungoes continuas que realizam a separacdo. O lema de Urysohn e o te-
orema de extensao de Tietze sdo as duas manifestacoes centrais dessa ideia. No
final do capitulo, ela nos levara aos espagos de Tychonoff e a compactificacido de
Stone-Cech.

10.1 Espacos regulares



FCctU, zeV.

Dizemos que X é T quando é regular e 77.

A condi¢do T ndo faz parte da definicdo de regularidade adotada aqui. Essa
convencdo separa duas ideias distintas: regularidade controla a separacdo entre
pontos e fechados; 1) garante que os proprios pontos sejam fechados.

Exemplo 10.2
1. Todo espaco discreto é 7.
2. Todo espaco métrico é T3.

3. Um espaco indiscreto é regular, mas, se possui mais de um ponto, néo é 7 e
portanto nao é 7.

4. O espago de Sierpinski néo é regular.
A forma mais pratica de usar regularidade é “encolher” uma vizinhanca sem

deixar seu fecho escapar.

Proposicao 10.3 (Caracterizacdes da regularidade) Para um espaco topo-
logico X, sdo equivalentes:

1. X éregular;

2. sex € U e U é aberto, existe um aberto V' tal que

zeVcCcVcU;

3. todo ponto possui uma base de vizinhancas fechadas.

Demonstracao. Suponha X regular e tome x € U aberto. O conjunto F' = X\U
é fechado e ndo contém x. Escolha abertos disjuntos V' 3 x e W DO F. Como
VN W =0, temos

reVCcVCX\WcU.

Isso prova a segunda condigo. Ela implica a terceira, pois os fechamentos V' assim
obtidos sdo vizinhangas fechadas que refinam qualquer vizinhanga aberta de x.

Reciprocamente, seja F' fechado e x ¢ F. Pela terceira condi¢do, existe uma
vizinhanca fechada K de x contida em X \ F'. Escolha um aberto V comx € V C
K. Entdo V e X \ K sdo abertos disjuntos, contendo respectivamente x e F'.
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Proposicdo 10.4 Todo subespaco de um espaco regular é regular. Conse-
quentemente, todo subespaco de um espaco 7 é T5.

Demonstracido. Se S C X, A éfechadoem Sex € S\ A, escreva A = SN F
com F fechado em X. Como x ¢ F, aregularidade de X fornece abertos disjuntos
U,VcomF CUexecV. Asintersegoes U NS e VNS sdo abertos disjuntos em
S, contendo respectivamente A e x.

Proposicdo 10.5 Um produto arbitrario de espacos regulares ¢é regular. Por-
tanto, um produto arbitrario de espacos 1 é T5.

Demonstracao. Seja X = Hie[ X, suponha cada X, regular e tome um aberto
U que contém = = (z;). Escolha um aberto basico

xr€B= ﬂw}l(Uj) cU,
JjeJ

com J finito. Para cada j € J, pela regularidade de X o escolha um aberto V] com
Z; € VJ C V] cU iz
Entao
_ -1
V=5
jeJ

é aberto, contém z e satisfaz V' C B C U. Pela caracterizacio anterior, o produto
é regular.

10.2 Espacos normais

Regularidade separa um ponto de um fechado. Normalidade pede a mesma pos-
sibilidade para dois fechados.
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Defini¢do 10.6 (Normalidade) Um espaco topologico X é normal se, dados
fechados disjuntos A, B C X, existem abertos disjuntos U, V' tais que

AcU, BcV.

Dizemos que X é 7T}, quando é normal e 77.

Exemplo 10.7 Todo espaco métrico é normal. Se A e B sdo fechados disjuntos, as
fungdes x > d(x, A) e x — d(x, B) sdo continuas, e 0s conjuntos

U={z:d(z,A) <d(z,B)}, V={x:d(z,B) <d(z,A)}

sao abertos disjuntos contendo, respectivamente, A e B. Assim todo espaco mé-
trico é 7.

Exemplo 10.8 Todo espaco compacto Hausdorff é normal. De fato, o capitulo de
compacidade mostrou que um ponto e um compacto disjunto podem ser separados
por abertos; uma segunda aplicacdo da compacidade separa entdo dois compactos
disjuntos. Como, em um compacto Hausdorff, os fechados sdo compactos, obtemos
normalidade.

A normalidade também possui uma forma de encolhimento.

Proposicdo 10.9 (Caracterizacio da normalidade) Um espago X é normal
se, e somente se, sempre que ' C U, com F' fechado e U aberto, existe um
aberto V tal que

Fcvcvcu.

Demonstracao. Se X é normal, separe os fechados F' e X \ U por abertos disjun-
tos V e W. Entéo
FcVcVcX\WcU.

Reciprocamente, dados fechados disjuntos F', GG, aplique a hipotese a F* C X\ G.
Obtenha um aberto V com F C V C V C X \ G. Entdo V e X \ V sio abertos
disjuntos contendo F' e G.

Exemplo 10.10 (A reta de Sorgenfrey) A reta de Sorgenfrey é normal. Se A e B
sdo fechados disjuntos, para cadaa € Aescolhaa’ > a de modo que [a,a”)NB = ),
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e para cada b € B escolha b’ > b com [b,b") N A = (). Entdo

U= U [a,a’), V= U[b, b’)
acA beB
sdo abertos contendo A e B. Se a < b, a condi¢do [a,a’) N B = () forca a’ < b; se
b < a, analogamente b’ < a. Logo os intervalos usados na construgido de U e V'
sdo sempre disjuntos,e U NV = ().

Normalidade n#o é hereditaria para subespagos arbitrarios, mas é para subespa-
¢os fechados.

Proposicdo 10.11 Todo subespaco fechado de um espaco normal é normal.
Em particular, todo subespago fechado de um espaco 7, é T}.

Demonstracao. Se S éfechadoem X e A, B sdo fechados disjuntos em .5, entdo A
e B também sao fechados em X. Separe-os em X por abertos disjuntos e intersecte
esses abertos com S.

A normalidade também desce por certas aplicacgdes.

Proposiciao 10.12 Se f : X — Y é continua, fechada e sobrejetiva e X é
normal, entdo Y é normal.

Demonstracio. Sejam A, B C Y fechados disjuntos. Os conjuntos f~1(A) e
f~Y(B) sao fechados disjuntos em X. Escolha abertos disjuntos U,V que os con-
tenham. Defina

U'=Y\fIX\U), V' =Y\fX\V).

Como f é fechada, U’ e V' sdo abertos. Além disso, A C U’ e B C V’. Finalmente,
YUY CcUe f~1(V") C V,demodo que U' NV’ = () pela sobrejetividade de
f.
]
A propriedade de Lindel6f fornece um critério ttil para promover regularidade
a normalidade.

Teorema 10.13 (Regular + Lindelof implica normal) Todo espago regular e Lin-
deldf é normal.
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Demonstracao. Sejam A, B fechados disjuntos. Pela regularidade, para cada a €
A existe um aberto U, tal que

aeU, U,NB=40.

a’

Como A é fechado em um espaco Lindeldf, é Lindelof. Escolha uma subcobertura
enumeravel U,, U,, ... de A. Do mesmo modo, escolha abertos V;, V5, ... cobrindo

BcomV, NA=0.

Defina
v=J (Un\ ka),
n>1 k<n
V=] (VH\UMC).
n>1 k<n

Cada termo das unides é aberto. Como os fechos V, nio encontram A, temos
A C U, analogamente, B C V.

Se um ponto pertencesse simultaneamente ao termo de indice n da primeira
unifo e ao termo de indice m da segunda, entdo, se n < m, o segundo termo o
excluiria por pertencer a U,,; se m < n, o primeiro o excluiria por pertencera V.
Portanto U NV = ().

10.3 O lema de Urysohn

O lema de Urysohn reforca a separacdo por abertos: em um espaco normal, dois
fechados disjuntos podem ser distinguidos por uma func¢éo continua com valores
em [0, 1] que assume os valores 0 e 1 sobre eles.

Teorema 10.14 (Lema de Urysohn) Um espago topologico X é normal se, e so-
mente se, para quaisquer fechados disjuntos A, B C X existe uma funcéo continua

f:X —[0,1]

talque f|, =0e f|g = 1.
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Demonstracdo. Suponha primeiro X normal. Seja D o conjunto dos nimeros
diadicos de [0, 1]. Construiremos abertos (U,.),. p tais que

A CU,, U.cU, (r<s), U, =X\ B.
Pela caracterizacdo da normalidade, escolha primeiro U, com
AcU,cU,c X\B=Uj,.
Tendo construido os abertos nos diddicos de denominador 2", insira entre cada par
consecutivo 7 < s um aberto U, )/, satisfazendo
U, CUprsy2 C Uppigyo C U,

Isso é possivel novamente pela normalidade.
Defina
f(z)=inf({re D:2x e U, }U{1}).

Como A C U, temos f = 0 em A. Como B néo encontra nenhum U, comr < 1,
temos f = 1 em B.
Resta verificar a continuidade. Para a € (0, 1],

fo: f@) <ap=JU,

r<a

que ¢é aberto. Para b € [0, 1),

{e: fl@) >0} = [ J(X\T),

r>b

que também ¢é aberto. Esses conjuntos formam uma sub-base da topologia de [0, 1],
logo f é continua.
Reciprocamente, se tal funcéo existe para todo par de fechados disjuntos, tome

U:fil([ovl/?’))v V:f71<<2/371]>'

Séo abertos disjuntos contendo A e B. Portanto X é normal.

O lema de Urysohn transforma separacio topolégica em uma coordenada real.
Essa ideia aparecera novamente na completa regularidade e na compactificagio de
Stone-Cech.

10.3.1 O lema de Jones

Uma consequéncia do lema de Urysohn fornece um obstaculo a normalidade.
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Proposicdo 10.15 (Lema de Jones) Se X é separavel e normale D C X é
fechado e discreto, entdo
21Dl < 9Ro,

D| < 2%,

Em particular,

Demonstracao. Para cada I/ C D, os conjuntos E e D \ F sido fechados e dis-
juntos em X. Pelo lema de Urysohn, existe f5 : X — [0,1] com fz(E) = {0} e
fp(D\ E)={1}. Assim, E' + f é injetiva e

2P < |O(X,R)|.

Se S C X é denso e enumeréavel, uma funcéo continua real é determinada por
sua restri¢do a S, pois R é Hausdorff. Logo

C(X,R)| < [R[* = 2%,

A primeira desigualdade segue. Se |D| > 2%o, entio, pelo teorema de Cantor,
21Dl > oo contradicio.

Exemplo 10.16 (O plano de Sorgenfrey ndo é normal) O plano de Sorgenfrey
S x G ¢é separavel: Q2 ¢ denso. A antidiagonal

D= {(z,—z): 2 € R}

é fechada e discreta na topologia produto de Sorgenfrey, e possui cardinalidade do
continuo. Pelo lema de Jones, o plano de Sorgenfrey nio pode ser normal.
Assim, mesmo o produto de dois espacos normais pode deixar de ser normal.

10.4 O teorema de extensao de Tietze

Urysohn prescreve dois valores, 0 e 1, em dois fechados. O teorema de Tietze
substitui esses dois valores por uma funcéo continua arbitraria definida em um
fechado e mostra que ela pode ser estendida ao espago todo.

A prova parte do seguinte lema de aproximacao.
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Lema 10.17 (Aproximacio) Se X é normal, A C X éfechadoeh: A — R
é continua com |h| < M, entdo existe uma funcéo continua g : X — R tal

que
o< 2
II=3

¢ oM

Demonstracao. Os conjuntos
A_={zxeA:h(x) <—-M/3}, A ={zeA:h(x)>M/3}

sdo fechados em X e disjuntos. Pelo lema de Urysohn, existe u : X — [0, 1] com
u=0emA_eu=1em A, . Faca

M
g= 3(2u— 1).

Entdo |[g| < M/3.Em A_e A, aescolhade g reduz o erro para no maximo 20 /3;

no conjunto restante, |h| < M /3 e |g| < M /3, de modo que a mesma estimativa

vale.

Teorema 10.18 (Teorema de Extensio de Tietze) Se X é normal, A C X é fe-
chadoe f : A — R é continua, entdo existe uma funcio continua F' : X — R tal
que Fl, = /.

Se f(A) C [—M, M], a extenséo pode ser escolhida com F'(X) C [-M, M].

Demonstracdo. Suponha primeiro | f| < 1. Aplique o lema anterior a f e obtenha
9o com [ gof o <1/3e
|f =901 =2/3 em A.

Aplique o lema novamente ao residuo f — g,| 4, depois ao novo residuo, e assim

por diante. Obtemos fung¢des continuas g,, : X — R tais que

1 /2\"
< - (Z
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A série > g,, converge uniformemente em X. Portanto
o0
F=> gn
n=0

é continua. Em A, o erro tende a zero, logo F| 4 = f. Além disso,

|F\<i1<2>n—1
=233

Escalando, obtemos o resultado para fun¢des com imagem em [—M, M].
Para uma funcéo real arbitraria, escolha um homeomorfismo ¢ : R — (—1,1)
e aplique a parte anterior a ¢ o f. Obtenha H : X — [—1,1] estendendo ¢ o f. O
fechado
C={o: |H@)| =1}

é disjunto de A. Pelo lema de Urysohn, existe u : X — [0,1] comu = lem A e
u=0em C. Entdo G = uH satisfaz |G| < 1 em todo X e G|, = p o f. Assim

F=p1o@

é a extensdo desejada.

O teorema de Tietze e o lema de Urysohn sdo, de fato, duas faces da normalidade.
Se toda funcéo continua definida num fechado e com valores em [0, 1] puder ser
estendida, aplique essa propriedade a funcdo definida em A U B que vale 0 em
um fechado A e 1 no outro fechado B. A extenséo recupera o lema de Urysohn e,
portanto, a normalidade.

10.5 Espacos completamente regulares

Normalidade separa dois fechados por uma fun¢do. Para muitas construcdes,
principalmente produtos e compactificagdes, é suficiente pedir a separacdo de um
ponto e um fechado.
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Definicdo 10.19 (Completa regularidade) Um espaco X é completamente
regular se, para todo fechado ' C X e todo x ¢ F, existe uma funcio
continua f : X — [0, 1] tal que

fl)=1,  flp=0.

Um espaco ¢é de Tychonoff, ou T} 1€ ¢ completamente regular e 7.

Proposicdo 10.20 Todo espaco T, é de Tychonoft.

Demonstracao. Se X é 7T}, entdo é 1) e normal. Dado um fechado F' e um ponto
x ¢ F, o singleton {x} é fechado. O lema de Urysohn aplicado a F' e {x} for-
nece uma funcio continua f : X — [0,1] com f|z = 0e f(z) = 1. Logo X é
completamente regular e 7.

Proposicao 10.21 Todo espaco completamente regular é regular. Portanto
todo espaco de Tychonoff é 7.

Demonstracao. Se F' é fechadoe x ¢ F, escolha f : X — [0,1] com f(F)=0e
f(z) = 1. Os abertos

fH0,1/3)) e fH(2/3,1])

separam I e x.

Proposicio 10.22 Subespagos de espacos completamente regulares sido
completamente regulares. Em particular, subespacos de espacos de Tycho-
noff sdo de Tychonoff.
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Demonstracdo. Se S C X, F' é fechadoem Sex € S\ F,escreva FF=SNH
com H fechado em X e z ¢ H. Uma funcéo que separa = de H em X, restritaa S,
separa = de F'.

Proposicido 10.23 Um produto arbitrario de espacos completamente regula-
res é completamente regular. Consequentemente, um produto arbitrario de
espacos de Tychonoff é de Tychonoff.

Demonstragdo. Seja X = [[. X;, seja A C X fechado e # ¢ A. Escolha um
aberto basico

zeW = m'(U;) C X\ 4,

jeJ

com J finito. Para cada j € J, escolha uma fungdo continua g; : X, — [0, 1] tal
que

g;(r;) =1, 9;(X;\U;) = 0.
Entao

9= H(gj ° 7Tj)

jed
é continua, vale 1 em z e vale 0 em A, pois todo ponto de A deixa de pertencer a
W em pelo menos uma das coordenadas de .J.

Corolario 10.24 Todo espago localmente compacto Hausdorff é de Tychonoff.

Demonstracao. Pelo capitulo de compacidade, um espago localmente compacto
Hausdorff é homeomorfo a um subespaco aberto de um compacto Hausdorff. Com-
pactos Hausdorff sdo 7}, portanto de Tychonoff, e a propriedade de Tychonoff é
hereditaria.

10.5.1 Func¢des como coordenadas

A completa regularidade pode ser lida de outra maneira: existem fung¢des con-
tinuas reais suficientes para reconstruir a topologia. Em um espaco de Tychonoff,
para cada aberto U e cada = € U existe f : X — [0, 1] continua tal que

fl)=1,  f(X\U)=A{0}.
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Assim, os conjuntos da forma f~*((1/2,1]) refinam todos os abertos do espaco.

Teorema 10.25 (Teorema de imersdo de Tychonoff) Seja
C=C(X,[0,1])

a familia de todas as funcdes continuas de X em [0, 1]. Um espago X é de Tychonoff
se, e somente se, a aplicacdo de avaliacdo

ex: X — [0, 1]6, ex(x> = (f(x))fe&
é um mergulho.

Demonstracao. Se X é de Tychonoff, as fun¢des de € separam pontos: se = # v,
o conjunto {y} é fechado e existe f € € com f(z) = 1e f(y) = 0. Logo ey é
injetiva. A propriedade universal do produto mostra que ey é continua.

Além disso, se U ¢é aberto e x € U, a completa regularidade fornece f € € com

f(x)=1e f(X\U) = 0. Entdo
re f1((1/2,1]) cU.

Portanto a topologia de X é exatamente a topologia inicial gerada pelas coordena-
das de e . Isso diz que ey é um homeomorfismo de X sobre sua imagem.

Reciprocamente, [0, 1] ¢ de Tychonoff e a propriedade de Tychonoff é heredi-
taria para subespacos. Logo qualquer espaco homeomorfo a um subespaco desse
cubo é de Tychonoff.

10.6 Comportamento topolégico

As propriedades estudadas neste capitulo tém comportamentos diferentes sob
as construcdes basicas.

Subespacos  Quocientes Produtos Somas
Regular Sim Nao em geral Sim Sim
Tychonoff Sim Nao em geral Sim Sim
Normal fechados  N&o em geral Naoem geral  Sim

Para normalidade, ha duas ressalvas. Imagens continuas, fechadas e sobrejetivas
preservam normalidade, como vimos. Produtos, por outro lado, podem falhar ja
para dois fatores, como mostra o plano de Sorgenfrey.
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10.7 Compactificacio de Stone-Cech

A compactificacdo de Alexandroff acrescenta um unico ponto e é guiada pelo
comportamento no infinito. Stone-Cech segue uma filosofia diferente: a constru-
céo é determinada pelas funcdes continuas que devem sobreviver a compactifica-
¢do. Sua propriedade universal exige a extensdo de todas as aplicacdes continuas
em compactos Hausdorff.

Se X é de Tychonoff, seja novamente

¢ =C(X,[0,1])
e considere o mergulho de avaliagio
ex: X —[0,1]¢.

Definic¢do 10.26 (Compactificacio de Stone-Cech) Para um espaco de Ty-
chonoff X, definimos

BX = ex(X) C [0,1)°.

Identificando X com ey (X), chamamos SX de compactificacdo de Stone-
Cech de X.

Pelo teorema de Tychonoff, o cubo [0,1]¢ é compacto Hausdorff. Logo 5X,
sendo fechado nesse cubo, também é compacto Hausdorff. Por defini¢éo, X é denso
em $X.

O resultado central é a propriedade universal.

Teorema 10.27 (Propriedade universal de Stone-Cech) Se X é de Tychonoff, K
é compacto Hausdorff e f : X — K ¢é continua, entdo existe uma unica funcdo
continua

FiBX = K

tal que

flx = f-
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Demonstracdo. Como K é compacto Hausdorff, é de Tychonoff. Seja
D =C(K,[0,1])

e considere o mergulho
e K —[0,1)%.
Para cada g € 2, a composicio g o f pertence a C'(X, [0, 1]) = €. Portanto ela é
uma das coordenadas usadas na defini¢do de SX e se estende naturalmente a uma
funcdo continua -
gof:p0X — [0,1]
pela projecéo correspondente do cubo.
Reunindo essas coordenadas, obtemos uma aplicac¢do continua

F:pX = [0,17,  F(z)=(g°f(2)),
Em X, temos
Fly=egef.

Como K é compacto e o cubo é Hausdorff, e (K) é fechado. Assim,

F(BX) C F(X) = ex(f(X)) Cex(K).

Podemos entédo definir
f =ext o F.
Ela é continua e estende f.
A unicidade segue da densidade de X em $.X: duas aplica¢des continuas de X
em um espaco Hausdorff que coincidem em um conjunto denso coincidem em todo
0 espaco.

Corolario 10.28 Toda funcéo continua limitada f : X — R admite uma Gnica
extensido continua a 5X.

Demonstracdao. A imagem de f esta contida em algum intervalo compacto
[—M, M]. Aplique a propriedade universal com K = [—M, M].
[

A propriedade universal caracteriza X a menos de homeomorfismo: se outra
compactificacdo de X possui a mesma propriedade de extensdo para compactos
Hausdorff, as extensdes das identidades produzem homeomorfismos inversos entre
as duas compactificagdes.

Exercicios
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Ex. 10.1 — Prove diretamente que todo espaco métrico é 7},.

Ex. 10.2 — Mostre que o espacgo de Sierpinski é normal, mas nio é regular nem
Hausdorff.

Ex. 10.3 — Seja X normal. Dados fechados disjuntos A, B C X, prove que existem
abertos U, V' tais que

AcU, BcCV, unv =0.

Ex. 10.4 — Mostre que o limite uniforme de funcdes continuas reais é continuo.

Ex. 10.5 — Se f,g : X — R sdo continuas, mostre que max{f, g} e min{ f, g} sdo
continuas.

Ex. 10.6 — Mostre que a versdo do lema de Urysohn com valores constantes v # (3
¢ equivalente a versao com valores 0 e 1.

Ex. 10.7 — Sejam 7 C o topologias no mesmo conjunto. Investigue se regularidade
e normalidade passam de (X, 7) para (X, o) ou na direc¢do contraria.

Ex. 10.8 — Se [[, X; é normal, mostre que cada fator X; é normal.

Ex. 10.9 — O espaco R" com a topologia produto é normal? Justifique.

Ex. 10.10 — Dé& uma prova direta do lema de Urysohn para espagos métricos usando

d(z, A)

J@) = 30 d) + d@. B)

Ex. 10.11 — Mostre diretamente que o teorema de Tietze implica o lema de Ury-
sohn.

Ex. 10.12 — Prove que todo espaco regular e segundo-enumeravel é normal.

Ex. 10.13 — Mostre que o produto de dois espacos Lindel6f pode nédo ser Lindelof,
usando a reta de Sorgenfrey.

Ex. 10.14 — Mostre que todo compacto Hausdorff é de Tychonoff de duas maneiras:
primeiro via 7; e Urysohn; depois via a compactificacdo de Alexandroff aplicada
a um subespaco aberto adequado.
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Ex. 10.15 — Dizemos que X é perfeitamente normal se é normal e todo fechado é
Gs. Prove que isso equivale a dizer que todo aberto é unido enumeravel de fechados
cujos interiores o recobrem. Compare essa condicdo com metrizabilidade.

O capitulo comeca com a separacdo entre um ponto e um fechado e termina
com uma construcgdo universal. A ligacdo entre os dois extremos é dada pelas fun-
cOes continuas: quanto mais delas estdo disponiveis, melhor a topologia pode ser
codificada por coordenadas. A completa regularidade é precisamente a condi¢io
que permite mergulhar o espago em um cubo; a compactificacio de Stone-Cech
completa essa perspectiva ao fechar a imagem nesse cubo e preservar a informacéo
continua detectavel por compactos Hausdorff.



CAPITULO

11

Espacos Metrizaveis

Nos primeiros capitulos, uma métrica apareceu como uma maneira de produzir
uma topologia. Neste capitulo fazemos a pergunta inversa: dada uma topologia,
quando ela pode ser descrita por alguma distancia?

A resposta central serda o Teorema de Metrizacdo de Urysohn. Sob hipodteses
de separacio e enumerabilidade, funcées continuas a valores em [0, 1] fornecem
coordenadas suficientes para colocar o espago dentro de um tinico espago métrico,
o cubo de Hilbert.

O percurso sera

regularidade + segunda enumerabilidade = normalidade => coordenadas continuas enume:

Cada uma dessas setas ja apareceu, em alguma forma, nos capitulos anteriores. O
objetivo aqui é reuni-las numa tnica demonstragao.

11.1 Métricas compativeis

Definicdo 11.1 (Espaco metrizavel) Seja (X, 7) um espago topologico. Di-
zemos que X é metrizavel quando existe uma métrica d em X tal que a topo-
logia induzida por d coincide com 7. Nesse caso, dizemos que d é compativel
com a topologia de X.
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Uma topologia metrizavel quase nunca determina uma tinica métrica. Mesmo
quando uma métrica ja esta disponivel, é util substitui-la por outra com proprieda-
des mais convenientes sem alterar os abertos.

Proposicdo 11.2 (Truncamento de uma métrica) Se d é uma métrica em
X, entao

d(z,y) = min{1,d(z,y)}

também é uma métrica, é limitada por 1 e induz a mesma topologia que d.

Demonstracao. As propriedades de simetria, positividade e separagio de pontos
sdo imediatas. Para a desigualdade triangular basta observar que, para a,b > 0,

min{1l,a + b} < min{l,a} + min{1,b}.
Logo B B -
d(x,z) < min{l, d(z,y) + d(y, 2)} < d(z,y) + d(y, 2).

Se 0 < r <1, entao
Bd(xﬂa) = Bd(xﬂa)'

Portanto as duas métricas possuem as mesmas vizinhancas suficientemente peque-
nas em cada ponto e, consequentemente, induzem a mesma topologia.

11.2 O que uma métrica forca

A metrizabilidade impde fortes restri¢des de separagdo e de comportamento lo-
cal. Todo espago métrico é Hausdorff, regular, normal e primeiro enumeravel. Es-
ses resultados ja foram demonstrados nos capitulos anteriores. Para a metrizacdo
de Urysohn, porém, a relacdo entre separabilidade, segunda enumerabilidade e a
propriedade de Lindelof sera especialmente importante.

Teorema 11.3 (Enumerabilidade em espacos métricos) Se X é um espaco
métrico, sdo equivalentes:

1. X é separavel;

2. X é segundo enumeravel;
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3. X é Lindelof.

Demonstracao. Suponha primeiro que X seja separavel e seja D C X um con-
junto enumeravel e denso. A familia

B={B(¢,r):qe D, reQ, r>0}

é enumeravel. Mostremos que ela é uma base. Se x € U e U é aberto, escolha
e > 0 tal que B(z,e) C U. Pela densidade de D, existe ¢ € D com d(z,q) < /3.
Escolhendo r € Q de modo que

2
d(z,q) <r< ?E’

temos
x € B(q,r) C B(z,e) CU.

Logo X ¢é segundo enumeravel.

Agora suponha que B = {B;, B,, ...} seja uma base enumeravel e seja I/ uma
cobertura aberta de X. Considere os elementos B, da base que estdo contidos
em algum membro de ¢/. Para cada um deles escolha um aberto U, € U com
B, C U,,. A familia dos U, escolhidos ¢ enumeravel e ainda cobre X, pois todo
ponto pertence a algum elemento basico contido em um membro da cobertura.
Assim X ¢é Lindelof.

Finalmente, suponha X Lindel6f. Para cada n > 1, a familia

{B(z,1/n): 2 € X}

¢ uma cobertura aberta. Escolha uma subcobertura enumeravel e denote por D,,
o conjunto de seus centros. Entéo
D=|]JD,
n>1
é enumeravel. Dado um aberto néo vazio U, escolhax € U ee > 0 com B(z,e) C
U. Tome n com 2/n < . Como as bolas de raio 1/n centradas em D,, cobrem X,
existe ¢ € D,, tal que = € B(q,1/n). Entdo d(z,q) < 1/n < €, e portanto ¢ € U.
Logo D ¢ denso.
n
O teorema deve ser lido com cuidado: fora da classe dos espacos métricos, as

trés propriedades deixam de ser equivalentes. Essa diferenca sera uma das fontes
de contraexemplos no final do capitulo.
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11.3 Produtos enumeraveis e o cubo de Hilbert

A prova de Urysohn produzira uma sequéncia de fungdes continuas
f17f27 et X — [07 1]

Para trata-las como coordenadas, precisamos saber que um produto enumeravel
de espacos métricos continua sendo metrizavel.

Teorema 11.4 (Produto enumerével de espagos metrizaveis) Se (X,,,d,,)
é um espaco métrico para cada n > 1, entdo a topologia produto em

x=][x,

n>1

é metrizavel.

Demonstracao. Pela Proposicdo 11.2, podemos substituir cada d,, por

pn(T,y) = min{l,d, (v,y)}.

Defina, parax = (z,,) e y = (y,,),
o0
D(‘Ta y) = Z 2_npn(xn7 yn)
n=1

A série converge, pois cada termo é no maximo 27". A positividade, a simetria
e a separacdo de pontos sdo imediatas, e a desigualdade triangular segue termo a
termo. Portanto D é uma métrica.

Resta comparar as topologias. Para cada £,

pk('rk? yk) < QkD(x’ y>7

logo a projecdo 7, : (X, D) — X, é continua. Como a topologia produto é a me-
nor topologia que torna todas as projecdes continuas, ela esta contida na topologia
induzida por D.

Reciprocamente, fixe x € X e e > 0. Escolha NV tal que

ZQ*”<%.
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Paracadal < m < N, escolha 6,, > 0 tal que 27"9,, < ¢/(2N)ed,, < 1. O
conjunto
B, (z,,0,), n<N,

V=[]V Vn:{X

nzl n’

n >N,

¢é uma vizinhanca basica de x na topologia produto. Se y € V, entdo

N
D(z,y) < Z%jL Z 27" < e
n=1

n>N

Assim V' C Bp(z,¢), e as duas topologias coincidem.

Definicdo 11.5 (Cubo de Hilbert) O espago
H =[0,1]",

munido da topologia produto, é chamado cubo de Hilbert.

Pelo teorema anterior, uma métrica compativel com H é

00
n=1

Proposicdo 11.6 O cubo de Hilbert é separavel e segundo enumeréavel.

Demonstracio. Considere o conjunto D das sequéncias (g,,) tais que ¢, € QN
[0, 1] para todo n e ¢,, = 0 a partir de algum indice. Esse conjunto é enumeravel.
Toda vizinhanca basica no produto restringe apenas um nimero finito de coorde-
nadas; escolhendo valores racionais nessas coordenadas obtemos um elemento de
D dentro da vizinhanga. Logo D é denso.

Como J{ é métrico, o Teorema 11.3 implica que J{ é segundo enumeravel.
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11.4 De uma base enumeravel a coordenadas
enumeraveis

No capitulo anterior vimos que espacos de Tychonoff possuem fun¢des conti-
nuas reais suficientes para separar pontos de fechados e, por meio da aplicacdo de
avaliacio, podem ser mergulhados em um cubo [0, 1]/. Para obter uma métrica, o
ponto decisivo é reduzir o conjunto de coordenadas a uma familia enumeravel.

Seja X um espaco regular, 7} e segundo enumeravel, e fixe uma base

B ={By,B,,...}.
Considere o conjunto de pares
P ={(i,j) € N*: B; C B;}.

Ele é enumeravel.

Lema 11.7 (Pares que refinam qualquer vizinhanca) Para todo aberto
U C X etodo x € U, existem indices i, j tais que

te€B,CB;CB;CU.

Demonstracao. Escolha primeiro B; € B com
rzeB; CU.
Pela regularidade, existe um aberto V' tal que
reV CVCB,
Escolha entdo B; € Bcomz € B; C V. Assim
reB,CB,CVCB;CU.
|

Como X é segundo enumeravel, é Lindelof. Pelo resultado do capitulo anterior,
um espaco regular e Lindel6f é normal. Podemos, portanto, aplicar o Lema de

Urysohn.
Para cada (i, j) € P, escolha uma fungéo continua
fij+ X —1[0,1]
tal que

fij =1 emE,
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Proposicdo 11.8 (Uma familia enumeravel de coordenadas) A familia
{fij + (i,j) € P} é enumeravel e possui a seguinte propriedade: se U ¢
aberto e x € U, existe uma funcio f da familia tal que

ze f1((1/2,1]) cU.

Em particular, essas func¢des separam pontos.

Demonstracio. A enumerabilidade decorre de 7 C N2. Dados = € U, escolha
i, j pelo Lema 11.7. Como z € B, temos f;;(z) = 1. Além disso,

f&l((1/2, 1]) B;CU,

pois f;; vale zero fora de B;.

Se x # y, aplique a propriedade ao aberto U = X \ {y}, que contém x porque
X éT,. Obtemos uma funcéo f com f(z) > 1/2e f(y) = 0. Logo a familia separa
pontos.

Enumere essa familia como f, f5, ... e defina

FiX—3  Fle)=(f(@)fr(x),..).

Proposicdo 11.9 (Mergulho no cubo de Hilbert) A aplicacido F' é um mer-
gulho topoloégico de X no cubo de Hilbert.

Demonstracao. Cada coordenada de F' é continua; pela propriedade universal
da topologia produto, F' é continua. A Proposi¢do 11.8 mostra que as coordenadas
separam pontos, portanto F' é injetiva.

Resta verificar que a topologia de X coincide com a topologia induzida por F'.
Se U é aberto e z € U, escolha f,, tal que

ze f,1((1/2,1]) cU.

O conjunto
W,={z€H :z,>1/2}
é aberto em H e

re FY(W,)cU.

n
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Logo todo aberto de X ¢é aberto para a topologia inicial determinada por F. A
inclusdo oposta segue da continuidade de F'. Assim F' é um homeomorfismo de X
sobre o subespaco F'(X) C H.

11.5 O Teorema de Metrizacao de Urysohn

Toda a preparacéo anterior converge para o resultado central.

Teorema 11.10 (Teorema de Metrizacdo de Urysohn) Para um espaco
topologico 1, sdo equivalentes:

1. X é metrizavel e separavel;
2. X éregular e segundo enumeréavel;

3. X é homeomorfo a um subespaco do cubo de Hilbert [0, 1]".

Demonstracado. Suponha primeiro que X seja metrizavel e separavel. Espacos
métricos sdo regulares e 77 ; pelo Teorema 11.3, a separabilidade implica a segunda
enumerabilidade. Logo (1) implica (2).

A implicacdo (2) = (3) é precisamente a Proposigao 11.9.

Finalmente, suponha (3). O cubo de Hilbert é metrizavel; portanto todo seu su-
bespaco é metrizavel, pela restricdo da métrica. Além disso, o cubo de Hilbert é
segundo enumeravel pela Proposi¢do 11.6, e essa propriedade é hereditaria para
subespagos. Assim X é métrico e segundo enumeravel. Novamente pelo Teo-
rema 11.3, X é separavel. Logo (3) implica (1).

Corolario 11.11 (Forma usual do teorema de Urysohn) Todo espago re-
gular, 7 e segundo enumeravel é metrizavel.
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Demonstracao. Pelo Teorema 11.10, tal espaco é homeomorfo a um subespaco
do cubo de Hilbert, que é métrico.

A prova fornece mais do que a existéncia de alguma métrica.

Corolario 11.12 (Uma métrica construida pelas coordenadas) Sob as hi-
poteses do Corolario 11.11, escolha as fungdes f;, f5, ... da Proposigao 11.8.
Entao

d(z,y) =Y 27" |f,(x) = f(y)]
n=1

é uma métrica compativel com a topologia de X.

Demonstracao. Essa é exatamente a métrica do cubo de Hilbert restrita a F'(X)
e transportada para X pelo mergulho F.

11.6 O cubo de Hilbert como espaco universal

O teorema anterior admite uma leitura geométrica particularmente util:

espacos métricos separaveis = subespacos de [0, 1], a menos de homeomorfismo.

Assim, dentro da classe separavel, ndo precisamos procurar um espaco ambiente
novo para cada exemplo. O mesmo cubo contém, como subespacos, todos eles.

Corolario 11.13 Todo espaco compacto, Hausdorff e segundo enumeravel
é homeomorfo a um subespa¢o compacto, portanto fechado, do cubo de Hil-
bert.
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Demonstracao. Espacgos compactos Hausdorff sdo regulares. O Teorema de Ury-
sohn fornece um mergulho em 7. A imagem é compacta e, como J{ é Hausdorff,
¢ fechada.

A segunda enumerabilidade é justamente o mecanismo que reduz o numero de
coordenadas. Sem ela, o teorema de imersédo de Tychonoff ainda pode fornecer um
mergulho em [0, 1]/, mas o conjunto de indices I pode ser nio enumeravel; nesse
caso, o produto deixa de se comportar como um espago métrico.

11.7 Fronteiras da metrizabilidade

Os exemplos seguintes mostram o papel preciso das hipoteses. Eles sdo mais
informativos quando lidos como testes do teorema, e ndo como uma lista de pato-
logias.

Exemplo 11.14 (Um espac¢o metrizavel que ndo é segundo enumeravel) Se X é
um conjunto ndo enumeravel com a topologia discreta, entdo

0, ==y,

d(z,y) = | oty

é uma métrica compativel. Entretanto, qualquer base da topologia discreta deve
conter todos os singletons {x }; portanto nenhuma base pode ser enumeravel.

Isso ndo contradiz Urysohn. O teorema caracteriza os espagos metrizaveis e
separaveis, e ndo todos os espacos metrizaveis.

Exemplo 11.15 (A reta de Sorgenfrey) Nareta de Sorgenfrey, os intervalos [a, b)
formam uma base. O espaco é separavel: ( é denso, pois todo intervalo basico ndo
vazio contém um racional.

Por outro lado, a reta de Sorgenfrey nio é segundo enumeravel. Se 5 fosse uma
base enumeravel, para cada « € R poderiamos escolher B, € B com

r€B, Clz,z+1).

Entdo x é o menor elemento de B,, de modo que x — B,, é injetiva. Isso é impos-
sivel porque R é ndo enumeravel.

Se a reta de Sorgenfrey fosse metrizavel, sua separabilidade implicaria, pelo Te-
orema 11.3, a segunda enumerabilidade. Portanto ela ndo é metrizavel.
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Proposicdo 11.16 (Um produto com coordenadas demais) Se I é ndo enu-
meravel, entio [0, 1]/, com a topologia produto, nio é primeiro enumerével.
Em particular, ndo é metrizavel.

Demonstracio. Fixe # € [0,1]! e suponha que U;, U,, ... seja uma base local
enumeravel em z. Para cada n, escolha uma vizinhanca basica V,, tal que

zeV,CU,.

Cada V,, restringe apenas um conjunto finito F,, C I de coordenadas. Logo

F=|]JF,

n>1

é enumeravel. Escolha¢ € I\ F.
Tome um aberto proprio O C [0, 1] que contenha x; e considere

W =m;10).

Como (U,,) é uma base local, existe n com U,, C W, e portanto V,, C W. Mas
i ¢ F,, de modo que V,, ndo impde restricdo alguma a coordenada i. Podemos
alterar apenas essa coordenada para um valor fora de O e obter um ponto de V,,
que nao pertence a W, contradigao.

Espacos métricos sio primeiro enumeraveis, logo [0, 1] nio é metrizavel.

O contraste com o cubo de Hilbert é exato: produtos enumeraveis de espacos
metrizaveis admitem uma Unica métrica que combina todas as coordenadas; num
produto ndo enumeravel, nenhuma sequéncia de escalas consegue controlar todas
elas localmente.

Observacio 11.17 (Critérios mais gerais) Existem teoremas de metrizacio
mais gerais, entre eles os critérios de Nagata—Smirnov e de Bing. Suas de-
monstra¢des exigem uma teoria de familias localmente finitas e discretas que
nao sera desenvolvida aqui. Por isso nao os incluimos como teoremas sem
prova: o papel deste capitulo é levar até o fim, com todas as etapas visiveis,
o critério de Urysohn.
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Exercicios
1. Mostre diretamente que todo subespaco de um espaco metrizavel é metrizavel.

2. Seja (X, d) um espaco métrico. Mostre que

__d=z,y)

é uma métrica limitada compativel com a mesma topologia.
3. Em RY, escreva explicitamente uma métrica que induza a topologia produto.

4. Mostre diretamente, sem usar o Teorema 11.3, que o cubo de Hilbert possui uma
base enumeravel.

5. Seja X compacto, Hausdorff e segundo enumeravel. Mostre que existe uma
sequéncia de fungdes f,, : X — [0, 1] que separa pontos e que a aplicacdo
x = (f,(x)),> identifica X com um subconjunto fechado do cubo de Hilbert.

6. Mostre que um quociente de um espaco metrizavel pode deixar de ser Hausdorff
e conclua que a metrizabilidade no é preservada por quocientes arbitrarios.
Vocé pode reutilizar um dos exemplos do capitulo sobre axiomas de separagao.

7. Generalize a Proposigéo 11.16: suponha que (X, );c; seja uma familia de espa-
cos e que, para ndo enumeravelmente muitos indices, X; possua pelo menos
dois pontos e um desses pontos admita uma vizinhanca propria. Mostre que o
produto ndo é primeiro enumeravel em pontos adequados.

8. Prove que todo espago compacto, Hausdorff e com base enumeravel é metriza-
vel.



CAPITULO

12

Espacos Metricos
Completos

Metrizabilidade e completude respondem a perguntas diferentes. A primeira
é topologica: pergunta se os abertos podem ser descritos por alguma métrica. A
segunda depende da métrica escolhida: pergunta se sequéncias que deveriam con-
vergir, segundo a propria geometria da distancia, realmente encontram um limite
no espaco.

Essa distingdo é essencial. O intervalo (0,1) com a métrica usual ndo é com-
pleto, embora seja homeomorfo a R e, portanto, admita uma métrica compativel
completa. Depois de estudar completamentos, veremos duas consequéncias cen-
trais da completude: o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Teorema de Baire.

12.1 Sequéncias de Cauchy e completude

Defini¢do 12.1 (Sequéncia de Cauchy) Seja (X, d) um espago métrico.
Uma sequéncia (z,,) é de Cauchy quando, para todo ¢ > 0, existe N tal
que

m,n>N = d(z,,z,) <e.

264
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Defini¢do 12.2 (Espaco completo) Um espaco métrico (X, d) é completo
quando toda sequéncia de Cauchy em X converge para um ponto de X.

Toda sequéncia convergente é de Cauchy. A reciproca caracteriza precisamente
a completude.

Proposicao 12.3 Toda sequéncia de Cauchy em um espago métrico ¢ limi-
tada.

Demonstraciao. Se (z,,) é de Cauchy, existe N tal que

m,n >N = d(z,,,z,) < 1.

Em particular, para n > N temos d(z,,, ) < 1. Os termos anteriores a x ; sdo
finitos em numero. Logo toda a sequéncia esta contida em alguma bola centrada
em z .

Proposicio 12.4 Se A é um subespago de um espaco métrico (X, d), entdo:
1. se X é completo e A é fechado, entdo A é completo;

2. se A é completo, entdo A é fechado em X.

Demonstracado. Se (a,,) é de Cauchy em A, entdo também é de Cauchy em X.
Pela completude de X, existe x € X com a,, — . Como A é fechado, z € A.

Reciprocamente, suponha A completo e seja x € A. Para cada n > 1, escolha
a, € Acomd(a,,r) < 1/n. Entdo a, — = em X, logo (a,,) é de Cauchy em
A. Pela completude de A, existe a € A com a,, — a. A unicidade do limite em
espagos métricos dd z = a € A.
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Definicdo 12.5 (Completamente metrizavel) Um espaco topologico é com-
pletamente metrizavel quando admite alguma métrica compativel que seja
completa.

Exemplo 12.6 O intervalo (0, 1) com a métrica usual ndo é completo. Entretanto,
a aplicagdo

h:(0,1) — R, h(z) = log 1

)
— X

é um homeomorfismo. A métrica

p(z,y) = |h(z) — h(y)|

é compativel com a topologia usual de (0, 1) e é completa, pois i é uma isometria
de ((0,1), p) sobre R.

Esse exemplo mostra por que completude néo é uma propriedade topologica de
uma métrica especifica. A nocdo topologica adequada ¢é a existéncia de alguma
métrica compativel completa.

12.2 Completamento

Definicdo 12.7 (Completamento) Um completamento de um espago métrico
(X, d) é um espaco métrico completo (X, d) juntamente com uma isometria

L:X—)X\

cuja imagem ¢é densa.

A construcio é analoga a passagem dos racionais aos reais: pontos ausentes sio
representados por sequéncias de Cauchy.

Seja € o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em X. Para (z,,), (v,,) € C,
defina

(z,) ~ (y,) <= d(z,,y,) —0.

E imediato verificar que ~ é uma relagido de equivaléncia.
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Lema 12.8 Se(x,,) e (y,,) sdo sequéncias de Cauchy em X, entdo a sequén-
cia real d(z,,,y,,) converge.

Demonstracao. Pela desigualdade triangular,

O lado direito tende a zero quando m,n — oo. Logo (d(z,,,y,,)) é uma sequéncia
de Cauchy em R, que é completo.

Defina
X=C/~

e, para classes £ = [(z,,)] e n = [(y,,)],

d&,mn) = lim d(z,,y,).
n—oo
Proposicdo 12.9 A funcéo d esta bem definida e é uma métrica em X.

Demonstracdao. O Lema 12.8 garante a existéncia do limite. Se (z,) ~ (z],) e
(¥n) ~ (yy,), entdo

logo o valor do limite ndo depende dos representantes.
As propriedades de simetria e desigualdade triangular passam ao limite. Além
disso,

d([(2,))); [(y)])) = 0

se, e somente se, d(x,,,y,,) — 0, isto é, se, e somente se, as duas sequéncias repre-
sentam a mesma classe.

Para x € X, seja t(x) a classe da sequéncia constante (z, x, ...).
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Teorema 12.10 (Existéncia do completamento) Todo espaco métrico pos-
sui um completamento.

Demonstracao. A aplicagdo : X — X é isométrica, pois

d(u(x),u(y)) = d(z,y).

Mostremos primeiro que ¢(X) é densa. Seja { = [(z,,)] € X. Para cada N,

d(zy),€) = lim d(zy,z,).

n—od

Como (x,,) é de Cauchy, esse valor tende a zero quando N — oc.
Resta provar que X é completo. Seja (¢,,,) uma sequéncia de Cauchy em X. Pela
densidade de ¢(X), escolha x,, € X de modo que

d(u(z,,), &) <27™.
Entéo (z,,) é de Cauchy em X, pois
A2y ,) <27+ d(E,,,E,) +27
Seja ¢ = [(z,,)] € X. Como
d(u(,,),€) = lim d(z,,,,),

o lado direito tende a zero quando m — oco. Portanto

d(&s€) < d(Epns ) + d(uly,), €) — 0.

Logo X é completo.

Teorema 12.11 (Unicidade do completamento) Se (Y,¢) e (Z, ) sdo dois
completamentos de X, existe uma Unica isometria sobrejetiva

T:Y — 7

talque T ot = 3.
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Demonstracdo. Dado y € Y, escolha uma sequéncia (x,,) em X tal que ¢(z,,) —
y. Como ¢ é isométrica, (z,,) é de Cauchy em X; portanto (j(z,,)) é de Cauchy em
Z e possui limite. Defina

T(y) = lim j(z,).

n—,oo
Se outra sequéncia (z),) satisfaz «(z),) — v, entdo d(z,,z,,) — 0, e dai
d,(y(z,),(z;)) — 0. Logo T" esta bem definida.
Passando ao limite nas igualdades

dz(9(x,),9(uy)) = dy ((2,), 1(uy)),

vemos que 7' preserva distancias. Em particular, é injetiva. Sua imagem é completa
e, portanto, fechada em Z pela Proposicdo 12.4; ela contém o conjunto denso j(X),
logo é todo Z. A condigdo T o+ = j determina 7" num conjunto denso e, por
continuidade, garante a unicidade.

12.3 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Uma contracdo nio apenas possui ponto fixo: a prova fornece um processo
iterativo para encontra-lo.

Defini¢do 12.12 (Contracdo) Uma aplicacdo 7' : X — X num espaco
métrico é uma contragao se existe ¢ € [0, 1) tal que

d(Tz,Ty) < qd(z,y)

para todos z,y € X.

Teorema 12.13 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Se (X, d) é completo
el : X — X éuma contracdo, entdo 7" possui um unico ponto fixo p. Para
qualquer z;, € X, a sequéncia iterativa

Tpt1 = T<$n)

converge para p. Além disso,

n

q
q d<x17x0)'

<
d(zn,p) < 7
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Demonstracao. Pela propriedade de contracéo,
d(@py1,2,) < q"d(@y,20).

Se m > n, a desigualdade triangular fornece

m—1 0 n
q
d('xm?xn) < Z d<xk+17xk) < d(xh:BO) qu = 1 qd<x17$0)‘
k=n k=n

Logo (z,,) é de Cauchy. Pela completude, existe p € X com z,, — p. Como uma
contracdo é Lipschitz, é continua, e portanto

T(p) =T (limz,) =1lmT(z,) =limz, , =p.
Se p e r sdo pontos fixos,
d(p,r) = d(Tp,Tr) < qd(p,r),

0 que, como ¢ < 1, implica d(p,r) = 0. Assim o ponto fixo é Gnico.
Fazendo m — oo na estimativa anterior obtemos

n

q
qd<x17x0)'

<
d(zn,p) < 7

]
Exemplo 12.14 (A equacio x = cosz) Considere T'(z) = cosx em [0, 1]. Temos

T([0,1]) C[0,1] e
|T"(z)| = |senz| <senl < 1.

Pelo teorema do valor médio, 1" é uma contracdo. Portanto existe um tnico p €
[0, 1] tal que p = cos p, e as iteragdes

T,,1 = COST,

convergem para esse ponto a partir de qualquer z, € [0, 1].

12.3.1 Uma aplicacao a equacodes diferenciais

O mesmo mecanismo transforma uma equacao diferencial em uma equacao de
ponto fixo.
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Proposicido 12.15 Se K é compacto e Y é um espaco métrico completo,
entdo C'(K,Y'), munido da métrica do supremo

doo(f,9) = f;gd(f(t),g(t)),

é completo.

Demonstracao. Se (f,,) é de Cauchy para d__, entdo, para cada t € K, a sequén-
cia (f,,(t)) é de Cauchy em Y e possui um limite f(¢). Dado € > 0, escolha NV tal
que

mn>N = d(f,. [, <e.

Fixando n > N e fazendo m — oo, obtemos

d(f,(t), f(t)) < e

uniformemente em ¢. Logo f,, — f uniformemente. O limite uniforme de funcdes
continuas é continuo, de modo que f € C(K,Y)ed(f,,f) — 0.

Teorema 12.16 (Existéncia e unicidade local para EDOs) Considere o
problema

y'(t) = Fty),  y(to) = Yo,

onde F' é continua no retangulo
R =ty —a,ty+a] x [y —b,yo + 0]
e satisfaz, para alguma constante L,
|F(t,u) — F(t,v)| < Llu — v

em R. Entdo existe h > 0 para o qual o problema possui uma tnica solucdo
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Demonstracao. Como R é compacto e F' é continua, existe

M= F(t,y)].
(tIE?gR\ (t,y)|

Escolha h > 0 com

h<a,  hM<b, hL<l.

No espaco completo

considere o subconjunto fechado
X ={¢:le—yollw <b}.
Defina .
T)0 =10+ | Flssple)ds.
0
A escolha de h garante que 7'(XX') C X. Além disso,

[T = Tloo <ALl — Yo

Logo T é uma contracdo. Pelo Teorema 12.13, existe uma unica ¢ € X tal que
Ty = . Pelaregra fundamental do calculo, essa identidade integral é equivalente
ao problema diferencial.

A prova revela o conteudo algoritmico do resultado: as iteracoes

%Hw:%+/F@%@m8

0

sdo as aproximacoes sucessivas de Picard e convergem para a solucio.

12.4 O teorema de intersecao de Cantor

A completude também pode ser reconhecida por conjuntos fechados encaixa-

dos.
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Defini¢do 12.17 (DidAmetro) Se A éum subconjunto ndo vazio de um espaco
meétrico, definimos

diam(A) = sup{d(z,y) : 7,y € A},

admitindo o valor +oo.

Teorema 12.18 (Teorema de Intersecdo de Cantor) Se (X, d) é completo
e

¢é uma sequéncia de fechados néo vazios tal que
diam(F,)) — 0,

entao

ol

n>1

consiste em exatamente um ponto.

Demonstracao. Escolha x,, € F,,. Se m > n, entdo z,,,x,, € F,, logo
d(z,,,z,) < diam(F)).

Portanto (z,,) é de Cauchy e converge, pela completude, para algum z € X.

Para cada n, todos os termos x,, com m > n pertencem a F,,. Como F), ¢é
fechado, z € F),. Logo x pertence a intersecéo.

Se x,y pertencem a intersecao, entio, para todo n,

d(z,y) < diam(F)).

Fazendo n — oo, obtemos d(x,y) = 0, portanto = = y.

12.5 Categoria de Baire

O Teorema de Baire afirma que um espaco métrico completo ndo pode ser cons-
truido pela superposicio enumeravel de conjuntos “topologicamente pequenos”.
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Defini¢cio 12.19 (Conjunto denso em lugar nenhum) Um subconjunto
A C X é denso em lugar nenhum quando

int(A) = 0.

Defini¢do 12.20 (Conjunto magro) Um subconjunto M C X é magro ou
de primeira categoria quando pode ser escrito como unido enumeravel de
conjuntos densos em lugar nenhum.

Definicdo 12.21 (Espaco de Baire) Um espaco topologico X é um espaco
de Baire quando toda intersecdo enumeravel de abertos densos é densa em

X.

Teorema 12.22 (Teorema de Categoria de Baire) Todo espago métrico
completo é um espaco de Baire.

Demonstracao. Sejam (G, (,, ... abertos densos em X e seja U um aberto nao
vazio. Mostraremos que

Un()G,#9.

n>1
Como (G € denso, U N G, é aberto nao vazio. Escolha uma bola fechada
B(zy,r) CUNG,
com 0 < r; < 1. Suponha escolhida B(x,,,r,,). Como G, ¢ denso,
B(z,,r,) NG,
¢ aberto nao vazio. Escolha

E(xrﬁl) Tn+1) C B(SL‘n, Tn) N Gn+1

com 0 < 7, 4 <27,
Temos, assim, uma sequéncia encaixada de bolas fechadas

E(x17741) ) E(‘T%TQ) D
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cujos didmetros tendem a zero. Pelo Teorema 12.18, existe um unico ponto = na
intersecdo. Como a primeira bola esta contida em U e a n-ésima bola esta contida
em G,,, segue que

reUn ﬂ G,

n>1

Como U era um aberto nao vazio arbitrario, a intersecdo é densa.

Corolario 12.23 Um espago métrico completo nio vazio ndo é magro em
si mesmo.

Demonstracao. Se

x=|J4,

n>1

com cada A,, denso em lugar nenhum, entéo
G,=X\4,

é aberto e denso. Pelo Teorema de Baire, ﬂn G,, é denso e, em particular, ndo vazio.
Mas

G.=x\|J4, cx\[]4,=0,

n>1 n>1 n>1

contradicao.

Corolario 12.24 O conjunto dos numeros reais ndo é enumeravel.

Demonstracao. Se
R = {zy,2s,...},

entao

R = U {z,}.

n>1

Cada singleton é fechado e tem interior vazio, logo é denso em lugar nenhum. Isso
contradiz o Corolario 12.23, pois R com a métrica usual é completo.
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Observacio 12.25 A forca do Teorema de Baire néo esta apenas nessa apli-
cacdo elementar. Em analise funcional, ele é o mecanismo por tras de resulta-
dos como os teoremas da aplicacdo aberta, do grafico fechado e da limitagao
uniforme. Aqui, porém, sua funcédo é mais basica: mostrar que completude
possui consequéncias topologicas globais que ndo aparecem na defini¢do por
sequéncias de Cauchy.

Exercicios

1. Mostre que Q, com a métrica usual, ndo é completo e identifique seu completa-
mento.

2. Mostre que R", com qualquer uma das métricas usuais d;, d,, d ., ¢ completo.

3. Seja (X, d) completo e seja A C X fechado. Dé uma segunda prova de que A é
completo usando o Teorema de Intersecdo de Cantor.

4. Mostre que o produto de uma familia finita de espagos métricos completos, mu-
nido da métrica do maximo, é completo.

5. Mostre que o produto enumeravel de espacos métricos completos, munido da
métrica

D(z,y) = Z 27" min{l,d,(x,,v,)}

n>1

é completo.

6. SejaT : X — X uma contracdo derazdo g < 1 em um espaco completo. Mostre
que
q
d(a"nﬂp) < i d<xn7xn—1>
q
para as iteracdes de Banach.

7. Use o Teorema de Banach para provar que a equacéo
T=e
possui uma tnica solucio em [0, 1].

8. No Teorema 12.16, explique exatamente onde entram a completude do espaco
de fungdes e a condigio de Lipschitz.
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9.

10.

11.

Prove a reciproca do Teorema de Interse¢io de Cantor: se toda sequéncia decres-
cente de fechados néo vazios com didmetros tendendo a zero possui interse¢ao
ndo vazia, entdo o espaco métrico é completo.

Mostre que todo aberto de um espag¢o métrico completo é um espaco de Baire
com a topologia relativa.

Mostre que Q é magro em si mesmo. Isso entra em conflito com o fato de Q ser
denso em R? Explique.



CAPITULO

13

Grupo Fundamental e
Espacos de Recobrimento

Até aqui, os invariantes estudados foram formulados diretamente em lingua-
gem topologica: abertos, fechados, compacidade, conexidade e separacdo. Neste
capitulo aparece, pela primeira vez, uma ideia de natureza algébrica: associar a um
espago um grupo construido a partir de lagos.

O grupo fundamental mede quando um lago pode ser deformado em outro sem
mover o ponto de partida. Os espacos de recobrimento entram logo em seguida
porque fornecem uma maneira especialmente eficiente de estudar essas deforma-
¢oes: lacos no espaco de base podem ser levantados a caminhos em um espaco
mais simples. No caso decisivo,

p:R—SL  p(t) =€,

um laco no circulo se transforma em um caminho na reta, e o ponto onde esse
caminho termina registra o numero de voltas do lago.
O arco do capitulo sera, portanto,

homotopia de caminhos — 7; — recobrimentos — levantamentos — 7, (S!)

Terminaremos com o célculo do grupo fundamental do espago projetivo real. A
partir dai comeca, propriamente, a topologia algébrica.

278

1%
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13.1 Homotopia e caminhos

Denotaremos por

1=10,1]

o intervalo unitario.

Defini¢do 13.1 (Homotopia) Sejam X e Y espagos topologicose f,g: X —
Y continuas. Uma homotopia de f em g é uma aplicacdo continua

H:XxI—Y
tal que
H({L‘,O) = f<$>7 H(:L‘, 1) = g(l‘)

para todo z € X.
Nesse caso escrevemos

fe~g

Para cada s € I, a aplicacdo
Hy(z) = H(z,s)

é continua. Assim, uma homotopia pode ser vista como uma deformagéo continua
da aplicacdo f na aplicagio g. A palavra “continua” é essencial: ndo basta ter uma
colecdo arbitraria de aplicacoes H.,.

Proposicdo 13.2 A relacdo de homotopia entre aplicagées X — Y é uma
relacdo de equivaléncia.

Demonstracao. A reflexividade é dada por
H(z,s) = f(x).
Se H é uma homotopia de f em g, entdo
H(z,s)=H(z,1—s)

é uma homotopia de g em f.
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Para a transitividade, sejam H uma homotopia de f em g e K uma homotopia
de g em h. Defina

IA

H(z,2s), 0<s<?i,
L(x,s):{ ( ) 2
1.

K(z,25s—1), 2<s<

As duas expressdes coincidem em s = 1/2, onde ambas valem g(z). O lema da
colagem garante a continuidade de L.

Defini¢do 13.3 (Nul-homotopia e espacos contrateis) Uma aplicacio con-
tinua f : X — Y é nul-homotopica se é homotodpica a uma aplicagao cons-
tante.

Um espaco X € contratil se a identidade

é nul-homotodpica.

Exemplo 13.4 Se X C R™ é estrelado em relacdo a a € X, entdo
H(z,s)=(1—s)x+ sa

é uma homotopia entre id y e a aplicacdo constante x +— a. Portanto todo conjunto
estrelado — em particular, todo conjunto convexo — é contratil.

<

Para o grupo fundamental, precisamos de uma forma mais rigida de homotopia.

Defini¢do 13.5 (Homotopia relativa) Se A C X e f,g : X — Y, uma
homotopia H entre f e g é relativaa A se

H(a,s) = f(a) = g(a)

paratodoa € Aetodos € I.
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Defini¢cio 13.6 (Homotopia com extremos fixos) Dois caminhos «, 3 :
I — X com os mesmos extremos sdo homotdpicos com extremos fixos se sdo
homotodpicos relativamente ao conjunto {0, 1}.

Escreveremos

o2 B

13.1.1 Concatenacao e inversao

Se o é um caminho de x a y, seu caminho inverso é
a(t) =a(l—1t),

que vaide y a .

Se avaide x ay e [Jvaide y a z, a concatenacio é

(axpB)(t) =

a(2t), 0<t<
pt—1), 3<t

A concatenacdo néo é literalmente associativa como operagdo sobre caminhos
parametrizados. As duas expressoes

(axpB)*xy e ax(Bx*7y)

percorrem os mesmos trechos, mas com velocidades diferentes. A associatividade
aparecera depois de passarmos a classes de homotopia.

Lema 13.7 (Reparametrizacdo) Se a : I — X é um caminhoe p: [ — [
¢é continua, com

entao
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Demonstracdo. Defina
H(t,s) = a((1—s)t+ sp(t)).

O argumento de o permanece em /, e os extremos ¢ = O et = 1 ficam fixos durante
toda a deformacéo.

Proposicdo 13.8 Se as concatenacdes abaixo estiverem definidas, entao:

(ax ) * 7y o2k (Bx7),

Gy & QY = pp @Y a*cy ot O,

Q* x X Cp, a*Oéﬁeny,

onde ¢, denota o caminho constante em z.

Demonstracao. Para a associatividade, considere o caminho § que percorre «,
B e 7, nessa ordem, reservando um terco do intervalo para cada trecho. Tanto
(a* ) * v quanto a * (3 * 7y) sdo reparametrizacdes de J que preservam 0 e 1. O
Lema 13.7 mostra que ambos sdo homotdpicos a § com extremos fixos.
As identidades envolvendo ¢, e ¢, seguem do mesmo lema: concatenar um
caminho constante apenas introduz um intervalo de espera no inicio ou no fim.
Para a identidade com o inverso, suponha que « va de = a y. A homotopia

a(2t(1 —s)), 0<t %7
Hit.s) = (2t(1—s)) ;

a2(1—t)(1—s)), 1<t

comeca em o+ e termina no caminho constante c,,. As duas expressdes coincidem

IN
IA

IN
IN

emt = 1/2, e os extremos permanecem em x durante toda a homotopia. A outra
identidade é obtida aplicando o mesmo argumento a .
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Proposi¢ao 13.9 (Compatibilidade com homotopia) Se
agef O/, Bgefﬁ/a
e as concatenacdes estdo definidas, entao
axfB~sa x5
Demonstracao. Se H e K sdo as duas homotopias, defina
H(2t,s 0<t< 2
L(t,S)Z ( ] )7 1_ = 9>
K(2t—1,s), 5<t<1L
As duas partes coincidem em ¢ = 1/2, e o lema da colagem conclui a prova.
[ ]

13.2 O grupo fundamental

Fixe um ponto z, € X.

Defini¢do 13.10 (Laco) Um lago baseado em z, € um caminho
a: T — X

tal que
a(0) = a(l) = z,.

Denotaremos por [a] a classe de homotopia com extremos fixos de um lago.

em x ¢é
(X, 29) = {[a] : @ é um lago baseado em x, },

com produto

[A[B] = [+ B].

Defini¢do 13.11 (Grupo fundamental) O grupo fundamental de X baseado
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Teorema 13.12 A operagdo anterior estd bem definida e torna 7, (X, z)
um grupo. O elemento neutro é [c, | e

Demonstracao. A boa definicido segue da Proposicdo 13.9. A associatividade, a
unidade e a existéncia de inversos seguem, respectivamente, das trés identidades
da Proposigéo 13.8.

[

E importante notar o que aconteceu: a concatenacio ndo forma um grupo no
nivel dos caminhos. As identidades algébricas s6 aparecem depois de esquecermos
a parametrizacio precisa e passarmos as classes de homotopia.

Definicdo 13.13 (Simplesmente conexo) Um espaco X é simplesmente co-
nexo se é conexo por caminhos e

T (X, 7o) = {1}

para algum ponto base z.

Em um espaco conexo por caminhos, o ponto base nio altera a classe de isomor-
fismo do grupo.

Proposi¢do 13.14 (Mudanca de ponto base) Se A é um caminho de z; a
T4, entao
Dy my (X, mg) — m (X, 29),

definida por
®,([a]) = [A*ax* )],

é um isomorfismo.
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Demonstracao. A aplicacdo esta bem definida e é um homomorfismo pelas pro-
priedades da concatenacio. Sua inversa é ®, pois os trechos A x X e A * A sdo
homotdpicos a caminhos constantes.

Por isso escrevemos frequentemente 7, (X) quando X é conexo por caminhos
e o ponto base ndo é relevante.

13.2.1 Aplicacées continuas e invariancia

Uma aplicagdo continua entre espacos pontuados induz um homomorfismo en-
tre seus grupos fundamentais.

Teorema 13.15 Se
(X, z9) — (Y, 9)

é continua e f(z,) = y,, entdo

f*:7r1<X,x0)—>7T1(Y,y0), f*([a]):[foa],

é um homomorfismo.
Além disso,

<1dX>* = id7r1 (X,xq)

(gof)=g.of.

Demonstracao. Se o ~ (3, entdo uma homotopia entre eles pode ser composta
com f, produzindo uma homotopia com extremos fixos entre f o e f o 5. Assim
f. estd bem definida.

Também

feolaxp)=(foa)x(fep),

o que prova que f, ¢ um homomorfismo. As demais identidades seguem direta-
mente da definicéo.
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Coroléario 13.16 (Invariancia por homeomorfismo) Se f : X — Y é um
homeomorfismo e z, € X, entdo

foim(X,zg) — m (Y, f())

é um isomorfismo.

Demonstracao. De fato,

Corolario 13.17 Todo espaco contratil é simplesmente conexo.

Demonstracao. Se
H: XxI—-X

contrai X ao ponto a, entdo o caminho
s+ H(x,s)

liga cada z € X a a. Logo X é conexo por caminhos.
Fixe xy € X e escreva
)‘<5> = H<x07 5)?

um caminho de z; a a. Se o é um laco baseado em z,, considere
K(t,s) = H(a(t), s).
A borda desse quadrado é, a menos de reparametrizacéo, o laco
Ak A

baseado em a. Como o préprio quadrado fornece um preenchimento dessa borda,
esse laco é nul-homotopico. Portanto

@, ([a]) = L.

Como @, é um isomorfismo pela Proposigéo 13.14, segue que [a] = 1.
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Proposiciao 13.18 (Grupo fundamental de um produto) Para espacos pon-
tuados (X, zy) e (Y, yp),

T (X XY, (29,90)) = 71 (X, 20) X T (Y, 90)-

Demonstracao. As projecées my : X XY — X emy : X XY — Y induzem

Y([]) = ([mx e, [y 2 7).

Na dire¢do oposta, defina

O([ad, [B]) = [t = (a(t), B(£))]-

Homotopias nas duas coordenadas produzem uma homotopia no produto, de modo
que O esta bem definida. As duas aplicagdes preservam concatenacio e sdo inver-
sas uma da outra.

13.2.2 Esferas de dimensao pelo menos dois

O circulo sera o primeiro exemplo com grupo fundamental nio trivial. Antes
disso, registramos que as esferas de dimensdo maior ndo possuem essa obstrucéo.

Teorema 13.19 Paratodo n > 2,

™ (8™) =0.

Demonstracio. Veja 5" como a esfera unitaria de R"*! com o produto interno
euclidiano. Sejaca : I — S™ umlaco. Como « é uniformemente continua, podemos
escolher uma particio

O=ty<t; < <t,=1

téo fina que, para cada j, aimagem de [t;_;,t,] esteja contida no hemisfério aberto

H;={ue€S": (u,alt; ,)) > 0}.
i)

Em cada subintervalo, ligue a(t; ;) a a(t;) pelo arco
B(t) = (1 —=r)a(t;_q) +ra(t)) , o t—tj,l‘
(T =r)a(t; 1) +rad)] tj—tia
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O denominador nao se anula porque os extremos pertencem ao mesmo hemisfério
aberto. Os arcos se colam e formam um laco S.

Além disso, para cada t € [t; 1,t,], os pontos a(t) e 3(t) pertencem ao mesmo
hemisfério H e, portanto, nio sdo antipodais. Assim

(1—s)a(t) + sB(t)
(1 = s)a(t) + sB)]

estd bem definida em cada subintervalo. Essas férmulas concordam nos pontos ¢;

K(t,s) =

e fornecem uma homotopia com extremos fixos entre « e 3.

A imagem de [ estd contida em uma unifo finita de grandes circulos. Cada um
deles é a intersegio de 5™ com um subespaco linear préprio de R"*!. Uma unifo
finita de subespacos lineares proprios nio cobre R"*1; logo existe

acS"\p(I).
A projecio estereografica identifica
8"\ {a} = R".

Nesse espaco, 3 é nul-homotopico pela interpolagéo linear. Como « =~ 3, o lago
« também é nul-homotopico.

13.3 Espacos de recobrimento

A definicdo seguinte abstrai exatamente o comportamento da aplicacédo

R — St

Definicido 13.20 (Aplicacdo de recobrimento) Uma aplicacio continua e

sobrejetiva
p: X —X

é uma aplicacio de recobrimento se, para todo z € X, existe um abertoU > x
tal que

pH(U) =[] Vs

AEA
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onde cada V), € aberto em Xe
10|VA VY —U

¢ um homeomorfismo.
Nesse caso, X é um espacgo de recobrimento de X.

O aberto U ¢ dito distinguido, e os conjuntos V, sdo as folhas do recobrimento
sobre U.

( " )
I

v ]

A definicao diz que, localmente no espaco de base, o recobrimento é apenas uma

colecdo disjunta de cépias do mesmo aberto.

Proposicido 13.21 Toda aplicacdo de recobrimento é um homeomorfismo
local e uma aplicacéo aberta.

Demonstracao. Dado T € X, escolha um aberto distinguido U contendo p(%) e
a folha V' que contém Z. Entéo

ply:V =U

¢ um homeomorfismo. Logo p é um homeomorfismo local.
Se A C X éabertoe T € A, entio

p(ANYV)

é uma vizinhanga aberta de p(Z) contida em p(A). Portanto p(A) é aberto.
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Definicdo 13.22 (Fibra) Se x € X, o conjunto
p~(z)

é a fibra sobre .

Proposicido 13.23 Cada fibra é um subespaco discreto de X. Além disso, a
funcéo

2 [p (2)
¢é localmente constante. Se X é conexo, todas as fibras tém a mesma cardi-
nalidade.

Demonstracdo. Se Z € p !(x) e V é uma folha sobre um aberto distinguido

U > z, entdo
Vnpz) = {7},

pois p|y, é injetiva. Logo a fibra é discreta.
Sobre um mesmo aberto distinguido U, cada ponto possui exatamente um ponto
da fibra em cada folha. Portanto a cardinalidade da fibra é constante em U.

13.3.1 Exemplos

Exemplo 13.24 (A reta sobre o circulo) A aplicacéo
p:R— G, p(t) = 27t

é um recobrimento de infinitas folhas.

Todo ponto do circulo possui um arco aberto pequeno o bastante para admitir
uma determinacdo continua do argumento. A imagem inversa desse arco é uma
unido disjunta de intervalos, e cada intervalo se projeta homeomorficamente sobre

O arco.

<
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Exemplo 13.25 (Recobrimentos finitos do circulo) Param > 1,
P ¢ St — S, P(2) = 2™,

é um recobrimento de m folhas.

<
Exemplo 13.26 (Espaco projetivo real) A aplicacio quociente
q:S" — P, q(x) = [z],
identifica pontos antipodais. Ela é um recobrimento de duas folhas.
<

Nem todo homeomorfismo local é um recobrimento.
Exemplo 13.27 A aplicacdo

¢ um homeomorfismo local, mas nio é um recobrimento. Perto de 1 € S, as
componentes de p~ ! (U) proximas de 0 e de 2 nio se projetam sobre todo o arco
U.

<

13.4 Levantamento de caminhos

Definicdo 13.28 (Levantamento) Se
p: X>X

é continua e f : Y — X é continua, um levantamento de f através de p é
uma aplicacdo continua

f:Y =X
tal que

~

pef=1F.

Para caminhos, aplicacdes de recobrimento garantem existéncia e unicidade de-
pois de escolhido o ponto inicial.
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Teorema 13.29 (Levantamento de caminhos) Seja
p: XX
uma aplicacdo de recobrimento, seja « : [ — X um caminho e escolha

&y € p~(a(0)).

Entdo existe um unico caminho

tal que

Demonstracao. As imagens inversas, por «, dos abertos distinguidos formam
uma cobertura aberta de /. Pelo lema do numero de Lebesgue para coberturas
abertas de um intervalo compacto, existe uma particao

tao fina que, para cada j,
a([tj—b tj])
esta contido em algum aberto distinguido U;.
No primeiro intervalo, escolha a folha V; que contém 7, e defina

a(t) = (plv,) " (e(t)).

Indutivamente, ao chegar a ti 1, existe uma tnica folha VJ sobre Uj que contém
&(t;_1), e usamos a mesma féormula com V;. O lema da colagem fornece um cami-
nho continuo em todo o intervalo.

Para a unicidade, sejam &, e &, dois levantamentos com o mesmo ponto inicial.
O conjunto

A={tel:a(t) = a0}

é ndo vazio. Se t € A, escolha uma vizinhanga distinguida U de a(t) e a folha
V' que contém o valor comum dos dois levantamentos. Para s suficientemente
proximo de ¢, ambos permanecem em V' e sdo dados por

(ply) " (als)).



13 Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento 293

Logo A é aberto.

Set ¢ A, os dois valores pertencem a folhas distintas sobre alguma vizinhanca
distinguida de «/(t). Pela continuidade dos levantamentos, eles permanecem nessas
folhas distintas para s proximo de t. Portanto I \ A também é aberto. Como [ é
conexo,

A=1

A prova mostra mais do que existéncia: uma vez escolhido o ponto inicial, o
levantamento é forcado.
Corolario 13.30 (Unicidade de levantamentos) Se Y é conexo e
f,g:Y > X

sdo levantamentos da mesma aplicagdo f : Y — X, entdo a igualdade

~

(o) = 9(yo)

em algum ponto y, € Y implica

—
I
S

Demonstracao. Seja

A={yeY: fly) =iy}

Em torno de um ponto de A, os dois levantamentos caem na mesma folha de uma
vizinhanga distinguida de f(y) e sdo dados pela mesma inversa local de p; logo
A é aberto. Em torno de um ponto fora de A, os dois valores pertencem a folhas
distintas e continuam separados em uma vizinhanca; portanto ¥ \ A também ¢é
aberto. Como Y é conexo e A é ndo vazio, A =Y.

13.5 Levantamento de homotopias

Para que o ponto final de um levantamento dependa apenas da classe de homo-
topia do caminho, precisamos levantar familias continuas de caminhos.
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Teorema 13.31 (Levantamento de homotopias) Se

p: XX
é um recobrimento,
H:YxI—X
¢ uma homotopia e
f:Y—=X

é um levantamento de

HO(?J) = H(y7 0)7
entdo existe uma unica homotopia
H:YxI—X

tal que
peH=H e H(y0) = f(y).

Demonstracao. Para cada y € Y, levante o caminho
t+— H(y,t)

a partir de f(y). Isso define uma tnica candidata H (y, t).
Resta verificar a continuidade conjunta. Fixe y, € Y. A imagem compacta

H({yo} x I)

pode ser percorrida em finitos trechos, cada um contido em um aberto distinguido.
Assim, para alguma particio

0=ty <t, <-<t, =1,
ha abertos distinguidos U; tais que
H({yo} x [t;—1,t;]) C U,

Pela continuidade de H e pela compacidade de cada intervalo fechado, podemos
escolher uma vizinhanca N de y, tal que

H(N x[t;1,t;]) C U,
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para todo j. Encolhendo N se necessario, a continuidade de f garante ainda que
f(N) esteja na mesma folha de p~* (U ) que contém f(y,).
No primeiro trecho, portanto,

H(y,t) = (plv,) " (H(y, 1))

para uma folha fixa V. No extremo ¢, a imagem de /N cai continuamente em
uma unica folha sobre U, depois de um novo encolhimento de N. Repetindo o
argumento finitas vezes, obtemos, em cada faixa N x [t o1, 0 j], uma expressao con-
tinua dada pela inversa de uma folha fixa. As expressdes coincidem nos extremos
pela unicidade do levantamento e, pelo lema da colagem, H é continua em N x I.
Como y,, foi arbitrario, a continuidade vale em todo Y x 1.
A unicidade segue, para cada y, da unicidade do levantamento do caminho ¢ -

H(y,t).

Corolario 13.32 Se o, f : I — X sdo homotdpicos com extremos fixos
e seus levantamentos @, 8 comec¢am no mesmo ponto, entdo terminam no
mesmo ponto:

a(1) = B).

Demonstracao. Levante uma homotopia com extremos fixos entre o e 5. As
bordas verticais da homotopia levantada permanecem em fibras. Como fibras sao
discretas e I é conexo, essas bordas sio constantes.

Esse corolario é a ponte essencial entre recobrimentos e o grupo fundamental.

13.6 Recobrimentos e o grupo fundamental

Fixe um recobrimento pontuado

pb: (Y’EO) — (va(])'
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Teorema 13.33 O homomorfismo induzido
Pet (X, Tg) — 7 (X, 7g)

é injetivo.

Demonstracdo. Suponha
p.([a) = 1.

Entéo o lago p o & é homotdpico, com extremos fixos, ao laco constante em x,,.
Levante essa homotopia come¢ando em .

A borda esquerda da homotopia levantada projeta no caminho constante em x,
e comeca em Z; pela unicidade, ela permanece constantemente em Z,. Assim, no
instante final, obtemos um levantamento do laco constante comecando em Z,. Pela
unicidade, esse levantamento é o proprio lago constante. As duas bordas verticais
permanecem fixas, de modo que a homotopia levantada é uma homotopia com
extremos fixos. Logo & é nul-homotopico e

6] = 1.

Corolario 13.34 (Quando um laco levanta a um laco) Se « é um laco
baseado em z, e & é seu levantamento com

entao

se, e somente se,
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Demonstracao. Se & é um laco, entdo

[o] = p.(18]).

Reciprocamente, suponha
[a] = p.(18])

para algum laco [ baseado em Z,. Os caminhos « e p o  sdo homotdpicos com
extremos fixos. Seus levantamentos a partir de 7, terminam no mesmo ponto pelo
Corolario 13.32. Como /3 é fechado, & também é.

13.7 O grupo fundamental do circulo

Voltamos agora ao recobrimento
p:R— S, p(t) = 2™,

Escolha 1 € S! como ponto base. Se o é um laco baseado em 1, seja & seu
levantamento comegando em 0. Como

temos
a(l)ept(l) =2

Definicdo 13.35 (Numero de voltas) Definimos

w([a]) = a(1).

Proposicido 13.36 A aplicacéo
w:m (SH1) = Z

esta bem definida e é um homomorfismo.
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Demonstracao. Se o e [ sdo homotdpicos com extremos fixos, seus levantamen-
tos comegando em 0 terminam no mesmo ponto pelo Corolario 13.32. Logo w
depende apenas da classe [«].
Se
o levantamento de 5 que comeca em m é
t— m+ B(t).

Portanto o levantamento de « * 8 comecando em 0 termina em m + n. Assim

w([e][B]) = w([a]) + w([B]).

Teorema 13.37 (Grupo fundamental do circulo) A aplicacdo
w:m(SH1) —Z

é um isomorfismo. Portanto

7, (SY) = Z.

Demonstracao. Para cada n € Z, considere
a,, (t) = e2mint,
Seu levantamento comec¢ando em 0 é
a,,(t) = nt,

logo
w([ay,]) = n.

Portanto w é sobrejetiva.
Se
w([a]) =0,

o levantamento & comeca e termina em 0. Como R é convexo, a homotopia linear

H(t,s) = (1— s)a(t)
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contrai & ao lago constante e mantém os dois extremos em 0. Compondo com p,
obtemos uma nul-homotopia de o com extremos fixos. Assim

[a] =1,
e w é injetiva.
|

O grupo fundamental do circulo é, portanto, a algebra do nimero de voltas. A
operacéo de concatenagéo corresponde exatamente a soma de inteiros.

13.7.1 Uma aplicacao: o disco nao retrai sobre o circulo

Teorema 13.38 (Teorema da nio retracao) Nao existe retracdo continua
r:D? — Gt

da inclusdo
i:8! o D2

Demonstracao. Se existisse uma retracdo, teriamos
rog = id51 .
Aplicando o grupo fundamental,
r,o 7,* = idﬂ_l(51) .

Mas
7T1 (Dz) = Oa

pois o disco é contratil. Logo ¢, é o homomorfismo nulo, e 7, o ¢, também seria
nulo. Isso contradiz

7, (8 = 7.
[

Esse é o primeiro exemplo em que um invariante algébrico fornece uma obstru-
¢éo concreta a existéncia de uma aplicagao continua.

13.8 O grupo fundamental do espaco projetivo

O mesmo mecanismo calcula imediatamente o grupo fundamental do espaco
projetivo real.
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Teorema 13.39 Paran > 2,

|m(P?) > 27/27.|

Demonstracdo. Considere o recobrimento de duas folhas
q:5" — P, q(x) = [z].

Fixe z, € S" e use [z,] como ponto base em P".
Se v é um laco em P baseado em [z], seu levantamento & comegando em x,
termina necessariamente em um dos dois pontos da fibra:

a(1) € {zg, —z }.

Pelo levantamento de homotopias, esse ponto final depende apenas da classe [«].

Defina
o Jo a =y,
(la) {1, a(l) = —x,.

A aplicacéo esta bem definida pelo levantamento de homotopias.

Ela é um homomorfismo. Se B é o levantamento de /5 que comeca em z,, entao
o levantamento de 5 que comeca em —zx é —5, pois a transformacéio antipodal
comuta com ¢. Assim, ao levantar « * ﬁ, 0 segundo trecho preserva ou troca a
folha exatamente como o levantamento de /3 a partir de z,. Consequentemente,

e([e][B]) = e([a]) +&([B])  (mod 2).

Ele é sobrejetivo: escolha um caminho em 5" de x, até —z; sua projecdo é um
laco cujo levantamento termina em —z,.

Resta mostrar que o nucleo é trivial. Se o levantamento de « termina em =z,
entdo ele é um laco em 5". Como n > 2,

m(S™") =0

pelo Teorema 13.19. Logo & é nul-homotdpico, e sua projegdo « também é. Por-
tanto € é injetiva.
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13.9 Daqui em diante: topologia algébrica

A teoria de recobrimentos prossegue em varias direcdes. Sob hipoteses locais
naturais, pode-se construir um recobrimento universal e classificar os recobrimen-
tos conexos por subgrupos do grupo fundamental. Transformacdes de deck, acdes
sobre fibras e o teorema de Seifert—van Kampen pertencem a continuacio natural
da teoria.

Para os objetivos deste livro, porém, o arco essencial esta completo:

lacos — m; — levantamentos — obstrucdes topolodgicas.

O grupo fundamental ndo determina toda a topologia do espaco:

e 52 nio é contratil. Ainda assim, ele ja distingue o circulo de um ponto, impede
uma retracdo do disco sobre sua fronteira e separa a esfera do espago projetivo.
A partir daqui, essas ideias deixam de ser um complemento de topologia geral e
passam a constituir o objeto central da topologia algébrica.

13.10 Exercicios

Exercicios
Ex. 13.1 — Verifique diretamente que homotopia relativa a um subconjunto é uma
relacdo de equivaléncia.

Ex. 13.2 — Complete os detalhes da Proposicio 13.8, escrevendo homotopias expli-
citas para
Cp* Q2

Q% ¢y Mep QL

Ex. 13.3 — Mostre que

ax B~ Bra.
Ex. 13.4 — Prove que a mudanca de ponto base da Proposi¢do 13.14 é um homo-
morfismo.

Ex. 13.5 — Use a Proposicdo 13.18 para mostrar que todo produto finito de espacos
simplesmente conexos é simplesmente conexo.
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Ex. 13.6 — Complete os detalhes da prova de que
m(S™) =0, n> 2,
justificando a aproximacio do laco por uma cadeia finita de arcos geodésicos.
Ex. 13.7 — Verifique que
P, St — S, P (2) = 2™,
é um recobrimento de m folhas.

Ex. 13.8 — Mostre diretamente que a fibra de uma aplicagéo de recobrimento é dis-
creta.

Ex. 13.9 — Analise por que
(0,2) — S, t > e2mit
é um homeomorfismo local mas nio um recobrimento.

Ex. 13.10 — Complete os detalhes da prova da unicidade do levantamento de cami-
nhos, mostrando que o conjunto de coincidéncia e seu complemento sdo abertos.

Ex. 13.11 — Seja
a(t) — 627ri(at+b).

Determine explicitamente seu levantamento para R depois de escolhido o ponto
inicial.

Ex. 13.12 — Mostre que o numero de voltas satisfaz

w([a]) = —w([al).
Ex. 13.13 — Para
fn st - Gl fin(2) = 2™,
determine o homomorfismo
(fm)* : 7'(1(81) — Wl(Sl)

sob a identificacio
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Ex. 13.14 — Use
m (S =7

e a Proposi¢do 13.18 para mostrar que

(S x Sy = 72,

Ex. 13.15 — Use o Teorema 13.38 para provar o teorema do ponto fixo de Brouwer
no disco: toda aplicacdo continua

f:D? — D?
possui um ponto fixo.
Ex. 13.16 — No recobrimento antipodal
q:5"—=P",
descreva explicitamente a classe nao trivial de

7r1<[Pn>a n 2 2.

Ex. 13.17 — Mostre que o cilindro
St x I
tem o mesmo grupo fundamental do circulo.
Ex. 13.18 — Mostre que o anel
A={reR*:1<|z| <2}
é homeomorfo a S! x I e conclua que

7 (A)

1%

Z.

Ex. 13.19 — Explique por que o grupo fundamental nio pode distinguir 52 de um
ponto, embora esses espagos ndo sejam homeomorfos.

O capitulo comecou com a pergunta mais simples possivel sobre um laco:
quando ele pode ser deformado até desaparecer? A resposta produziu um grupo.
Em seguida, um recobrimento transformou lacos em caminhos com pontos finais
controlados, e o grupo abstrato tornou-se uma quantidade concreta: o nimero de
voltas.

Essa passagem de deformacao para algebra é pequena o bastante para caber em
um capitulo, mas poderosa o bastante para abrir uma teoria inteira.
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