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Prefacio

Essas notas correspondem aos apontamentos para os cursos de Introdugao a Topologia Algé-
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incompletas.
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1.1

Conceitos basicos

1.1 Operacoes em Espacos Topolégicos

1.1.1 Unido por um Ponto

Sejam (X, xp) e (Y, yo) espagos topolégicos com pontos marcados, a unido por um ponto, ou
o produto cunha, denotado por X V Y, é o espaco quociente da unido disjunta de X e Y pela
identificacdo xg ~ yo, i.e.

XVY=(Xuy)/~,

onde dois pontos distintos de X LI Y sdo equivalentes se, e somente se, ambos sdo os pontos
basede X ou Y.

Esse espago é munido de inclusdes naturais ix : X = X VYeiy:Y — X VY que sdo
aplicagdes com ponto marcado e tais que qualquer aplicagdo f : X VY — Z fornece um par
de aplicagdes foix : X = Z,foiy: Y — Z.

Além disso, a partir de qualquer par de aplicagdes com ponto marcado fx : X — Z e
fr Y — Z, podemos construir uma aplicagdo fx U fy : X 'Y — Z que preserva a relacao
de equivaléncia ~, ou seja, se x ~ x’, entdo (fx Ll fy) (x) = (fx U fy) (x”). Portanto, existe uma

aplicagdo correspondente X VY — Z que denotamos por fx V fy.

Exempro SeX =Y = [0, 1], com 0 como ponto base, entdo X V'Y é homeomorfo ao intervalo fechado
[—1, 1] cujo ponto base estd no meio, em 0, por exemplo. A figura a sequir representa este produto cunha

NS 4

e explica de onde vem o simbolo V.
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1.2 Exempro A figura do espago oito apresentada na Figura 1.1 é homeomorfa a St v S*. N

X
Figura 1.1: Oito

1.3 Exempro O espago R/Z é um produto cunha de um niimero enumerdvel de circulos. <

Figura 1.2: R/Z

1.1.2 Cone e Suspensao

Dado um espaco topolégico X, frequentemente € titil considerar o cone CX em X, ou seja, o
espaco quociente
CX =X x|[0,1]/X x {0}.
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O cone de X é contrétil, ja que a aplicagao F : CX X [0,1] — CX definida por F((x,s),t) =
(x,st) é uma homotopia da aplicacdo identidade em CX para a aplicacdo constante. Vale
ressaltar que, no entanto, esse espaco também contém uma cépia de X, ja que o subconjunto
X x {1} é homeomorfo a X.

Também podemos formar a suspensido ou o cone duplo XX de X, definido como o
quociente de X x [0, 1] pela relacdo que identifica o subconjunto X x {0} para um ponto, e
o subconjunto X X {1} para um ponto diferente. Esse espaco pode ser pensado como duas
coépias de CX unidas pela cépia candnica de X contida em cada uma delas.

1.4 Exempro Seja X aesfera S!, entdo ©.X é homeomorfo a esfera S2. <
T 1 T
—T [ T
~d__ | |
L [

Da mesma forma, £S" é homeomorfo a $"*1, para todo 1 nao negativo, mesmo no caso

n=0.
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1.2 Variedades

Uma variedade topoldgica é um espago topoldgico que se parece localmente com um subcon-
junto aberto de R".

Sejam (M, M) um espaco topoldgico e U € M um subconjunto aberto. Um homeomor-
fismo
x:U - x(U) CR"

num subconjunto aberto x(U) € R" é dito uma carta local n-dimensional para (M, M). As
n-uplas x(p) = (x'(p), ... x"(p)) € R", para p € U, sdo chamadas de coordenadas locais de
p € M em relacdo a carta local (U, x).

Se pudermos encontrar uma carta local n-dimensional em torno de cada ponto de M,
obteremos uma variedade topoldgica. Por vérias razdes, é ttil exigir duas propriedades
adicionais sobre a topologia de (M, M): que seja segundo enumerével e de Hausdorff.

DeriNi¢AO (VARIEDADE TororbéaGica) Seja (M, M) um espago topolégico. Entido (M, M)
é uma variedade topolégica de dimensio n se as trés propriedades a seguir sio satisfeitas:

para cada p € M, existe uma carta local n-dimensional (U, x)de (M, M) comp € U;
(M, M) satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade;
(M, M) é de Hausdorff.

ExeEmrLOS

R™ é obviamente uma variedade topolégica n-dimensional. Nesse caso, precisamos de uma tinica
carta para cobrir todo o espago: id : R" — R".

Podemos provar que a esfera unitdria n-dimensional

§"={x e R"™ | |lxll = 1}
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¢ uma variedade topolégica n-dimensional.

Para o ponto x = (1, 0,---, 0) € S", o conjunto {(x1, -+, x,) € S" | x1 > 0} é uma
vizinhanga com as propriedades requeridas, como vemos pela projegio ortogonal no hiperplano
coordenado em R"*! definida por x1 = 0. Para qualquer outro ponto x € S", hd uma rotagio
levando x para o ponto (1, 0,---, 0). Tal rotagdo é um homeomorfismo de S™ e, portanto, x

também possui a carta requerida.
Qualquer espago discreto é uma variedade topologica O-dimensional.
[4] A esfera S' é uma variedade topolégica 1-dimensional.

O toro e a garrafa de Klein sdo variedades topologicas 2-dimensionais (falaremos mais sobre esses
exemplos em breve).

(6] Se M é uma variedade topologica n-dimensional, entdo qualquer subconjunto aberto de M

também é uma variedade topolégica n-dimensional. A demonstragio desse fato é imediata. <

Prorosi¢cAo Seja M éuma variedade topologica de dimensio m e seja N é uma variedade topologica
de dimensdo n, entdo o espago produto M X N é uma variedade topoldgica de dimensdo m + n.

A proposicdo decorre do fato de que, dados abertos U,, ¢ R" e U, C R", o produto
U,, x U, é um aberto em R"*",

Em geral, as variedades topolégicas podem ser equipadas com alguma estrutura adicional.
Uma classe importante de variedades é a classe formada por variedades diferencidveis
(ou suaves). Uma variedade suave é uma variedade topolégica munida de uma estrutura
diferencidvel. Mais precisamente, um atlas suave para (M, M) é uma familia {(Uy, X4)}aca

de cartas locais n-dimensionais que também satisfaz a condigio de compatibilidade: as aplica¢des
Xxg o Xt xg (U N Up) — xp(Ua N Up)
sdo suaves (C*-diferenciavel), para todos a, f € A (essa condigdo € vazia se U, N Ug = 0).

DEeriNI¢AO (VARIEDADE SUAVE) Seja (M, M) uma variedade topologica n-dimensional. Di-
zemos que (M, M) é uma variedade suave de dimensdo n se admite um atlas diferencidvel maximal

com relagdo a condicdo de compatibilidade acima.

Exemplos de variedades suaves sdo: o espago euclidiano R", a esfera n-dimensional S", o
espaco projetivo real RP". Para mais detalhes, veja (LEE, J., 2010).
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Rl’l AN

Xg © X1

=

Figura 1.3: As cartas de uma variedade diferencidvel satisfazem as condigdo de
compatibilidade.

1.2.1 Superficies
Uma variedade bidimensional é denominada superficie. O exemplo mais simples de uma
superficie compacta é a esfera unitaria S? = {(x,y,z) | x*> + y*> + z? = 1}.

Outro exemplo importante de superficie é o toro. O toro pode ser definido precisamente
do modo a seguir. Seja X o quadrado unitério fechado no plano R? :

{(x,y) eR*|0<x<1,0<y <1}

Entdo, um toro é qualquer espago homeomorfo ao espago quociente de X obtido identificando-
se os lados opostos do quadrado de acordo com as seguintes regras:

O0,y)~(1,y), para0<y<1,
(X,O)"“(.x,l), para OSXS].

E conveniente representar simbolicamente como essas colagens sao feitas através de um
diagrama como na Figura 1.4. Os lados a serem identificados sdo marcados com a mesma
letra do alfabeto, e as identificacdes devem ser feitas de forma que as dire¢des indicadas pelas

setas coincidam.

Nosso préximo exemplo de uma superficie compacta é o plano projetivo. Este é uma
superficie compacta que ndo é homeomorfa a nenhum subconjunto de R3, o que torna a sua
visualizagdo um pouco mais dificil.
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| @ @
Figura 1.4: Construcado do toro
DerinicAo O espago quociente da 2-esfera, S?, obtido pela identificacido de cada par de pontos

diametralmente opostos é chamado de plano projetivo. Também nos referiremos a qualquer espago
homeomorfo a este espago quociente como plano projetivo.

Seja H = {(x, y, x) € S|z < 0} 0 hemisfério inferior fechado de S?. E claro que, para cada
par de pontos diametralmente opostos em S?, pelo menos um ponto estd em H. Se ambos o0s
pontos estdo em H, entdo eles estdo no equador, que é a fronteira de H. Assim, poderiamos
também ter definido o plano projetivo como o espago quociente de H obtido identificando
pontos diametralmente opostos na fronteira de H. Como H é obviamente homeomorfo ao
disco unitério fechado E?,

E*={(x,y) e R? | x* +y* < 1},

0 espago quociente de E2 obtido pela identificagdo de pontos diametralmente opostos na
fronteira € um plano projetivo. Isso pode ser visualizado projetando o hemisfério superior de
S? em R2.

Podemos ainda substituir E? por qualquer espaco homeomorfo, por exemplo, um quadrado.
Assim, um plano projetivo é obtido identificando-se os lados opostos de um quadrado
conforme indicado na Figura 1.5.

DEerINI¢cAo Uma garrafa de Klein é qualquer espago homeomorfo a superficie obtida ao identificar
0s lados de um quadrado unitdrio como na Figura 1.6.

DeriNi¢Ao Um diagrama planar é um poligono com 2n arestas no qual pares de arestas sio
identificados com a mesma letra e com uma orientacdo. Na topologia quociente, as arestas com 0s
mesmos rotulos sdo identificadas ou coladas.
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b
at a
b
Figura 1.5: Construgdo de um plano projetivo
b
1 i @ c
b

Figura 1.6: Construgdo de uma garrafa de Klein a partir de um quadrado.

Os diagramas planares da esfera, do toro, da garrafa de Klein e do plano projetivo, ddo

origem as seguintes palavras:

Superficie Palavra
Toro aba~1p™1
Garrafa de Klein aba~'b
Esfera aa~!
Plano projetivo abab

Tabela 1.1: Representacdo por palavras a partir do diagrama planar.

Soma Conexa Sejam S; e Sp duas superficies disjuntas. A soma conexa de S; e Sy, denotada
por S1#S,, é obtida removendo um pequeno disco em cada superficie e, em seguida, colando as
duas superficies ao longo do bordo dos discos. Mais precisamente, escolhemos os subconjuntos
D1 € S1 e Dy € S; de modo que D1 e D, sejam homeomorfos a R2. Seja S} o complemento
do interior de D; em S;, para i = 1 e 2. Escolha um homeomorfismo /& do bordo de D; no
bordo de D;. Definimos S1#S; como o espago quociente de S7 U S/, obtido identificando-se os

pontos x e h(x), para todos os pontos x no bordo de D;.

Nao ¢ dificil provar que S1#S, é uma superficie. Pode-se provar rigorosamente que o
tipo topolédgico de S1#S; ndo depende da escolha dos discos D1 e D, ou da escolha do
homeomorfismo . Além disso, fica claro, pela nossa defini¢do, que ndo ha distingdo entre
S1#S7 e S>#S1, ou seja, a operacdo é comutativa. Nao é dificil ver que as superficies (S1#S52)#S3
e S1#(S2#S3) sdo homeomorfas. Isso significa que podemos falar sobre a soma conexa de

vérias superficies sem qualquer ambiguidade. Vale ressaltar que a esfera bidimensional S? é
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Figura 1.7: Soma conexa de duas superficies

0 elemento neutro da soma conexa:
(S*#S) ~ (S#S?) = S,

para qualquer superficie S.

1.12 TeoreMA (CrAassiFicaAg¢Ao DAs SuPERFicIEs ComPacTAs) Qualquersuperficie compacta

é homeomorfa ou a esfera, ou a uma soma conexa de toros, ou a uma soma conexa de planos projetivos.

= A soma conexa de g toros serd denotada por
Lo & T% . .- #T?, para g € N.
———
g vezes

Para g = 0 definimos 2y & S2. Desta maneira obtemos um monoide isomorfo a N, pois
Lol = Lgrg

* A soma conexa de g espacos projetivos serd denotada por

P, % RP%- - - #RP?, para g € N.
N——

g vezes

Para ¢ = 0 definimos Py & S2. Novamente, obtemos um monoide isomorfo a N.

Superficies X,

A superficie ¥, é um toro generalizado, com g “buracos”.

O namero g € dito género da superficie L, e coincide com o ntimero maximo de circulos
mergulhados na superficie que podem ser removidos sem tornar a superficie desconexa.



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 10

Por exemplo, na esfera, um corte ao longo de qualquer circulo divide a superficie em duas
componentes e assim a esfera tem género 0. Por outro lado, num toro podemos cortar ao longo
de um circulo vertical ou horizontal de modo que a superficie resultante ainda é conexa, mas

nao é possivel fazer um segundo corte, logo o toro tem género 1.

Observamos que uma superficie S#T2 é homeomorfa a que se obtém acrescentando um

cilindro a S da seguinte maneira:

= escolhemos dois discos D1, D, C S tais que D1 N Dy = 0;
* removemos o interior dos discos;

= jdentificamos os bordos de D1 e D> com os bordos do cilindro.

Repetindo a construgdo anterior, por indugédo, temos que X, ¢ homeomorfa a uma esfera na

qual foram colados g cilindros.

Podemos também descrever estas superficies através de um diagrama planar. Como ja
descrevemos a esfera e o toro através de diagramas, passemos a descri¢do das superficies de
género maior. A soma conexa de dois toros pode ser descrita da seguinte maneira. Removemos

um disco contendo um vértice qualquer nos dois retdngulos que representam os toros.

+
+
+
+

3
3
3
3

E identificamos os bordos dos dois discos removidos, ou seja, as arestas e.
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b b
> >
b d d as dZA
. La y La
a Cc eK e
A AC CYy b CYy >
e 0 Yc YcC
< <
b d d

Assim, obtemos o diagrama planar que é um octagono cujos lados devem ser quocientados
conforme as identifica¢des representadas pela palavra

aba ‘b ledcldt,

A técnica apresentada anteriormente pode ser repetida de modo a descrever a superficie
X, pelo diagrama planar que € o poligono de 4¢ lados com as colagens dadas pela palavra

alblal_lbl_l ---agbgag_lb;,l.
Superficies P,

A soma conexa de dois planos projetivos pode ser descrita de maneira analoga a reali-

zada anteriormente: removemos um disco contendo um dos vértices nos dois discos que
representam os planos projetivos.

E observamos que os diagramas anteriores sdo equivalentes aos seguintes:
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Finalmente, identificamos os bordos dos dois discos removidos, ou seja, as arestas nomea-

das de c.

J=

ISP S

Dessa forma, obtemos o diagrama planar dado por um retangulo quocientado conforme

as identifica¢des indicadas e representado pela palavra

aabb.

De maneira andloga, a superficie P, pode ser representada pelo diagrama planar dado

pelo poligono de 2¢ lados e com colagens dado pela palavra:

aijaq - ngag.
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Homotopia

Embora o conceito de homeomorfismo seja a no¢do natural de equivaléncia em topologia, em
diversas circunstancias se revela mais ttil e ou mais pratico estudar propriedades invariantes
por deformacdes nao necessariamente bijetivas, que “mantém a forma” do espago, mesmo
que “esmagando” ou “esticando” algumas partes.

Por exemplo, o anel circular
A={(x,y) eR?|1/2 < x* +y* <2}

nio é homeomorfo ao circulo unitario S!, todavia “tem a mesma forma”, pois é possivel
contrair continuamente A a S'. Uma forma de visualizar essa contracio é contrair A de ambos
os lados ao longo das direcdes radiais, ou seja, ao longo das semirretas de R? que partem da
origem. Veja Figura 2.8.

Figura 2.1: O anel circular e o circulo sdo homotépicos.

Para exprimir esta ideia formalmente, é necessério introduzir o conceito de homotopia.

Neste capitulo, trataremos das nogdes basicas sobre homotopia, que serdo fundamentais
para a construcdo do grupo fundamental de um espago topolégico. Além disso, em todos os
resultados e defini¢oes, o intervalo fechado [0, 1] serd denotado por I.

14
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2.1 Aplicacoes Homotépicas

2.1 DeriNi¢cAo (HomoTtoria) Sejam X e Y espagos topologicos, uma homotopia de X para Y é
uma aplicagdo continua H : X X [0,1] — Y. Normalmente, escreveremos H;(x) = H(x, t).

Definimos abaixo a relagdo de homotopia entre fungdes.

2.2 DeriNigAo (Fungoes HomoTtéricas) Sejam f,g : X — Y aplicagdes continuas entre
espagos topoldgicos. Dizemos que f e g sdo aplica¢oes homotopicas se existir uma homotopia
H: X x[0,1] = Y que verifica

H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x), paratodo x € X.

Nesse caso, dizemos que H é uma homotopia entre f e g.

Se f e g sdo aplicagcdes homotopicas, escrevemos f ~ g, ou ainda, H : f =~ g, em que H denota
uma homotopia entre f e g.

g(x) =H(x,1)

H

XxI_ | »— cy

S AN

f(x) = H(x,0)

(a) Homotopia entre duas fungoes. (b) Duas func¢oes homotdpicas.

Figura 2.2: Homotopia entre funcdes

2.3 OBseRrRVAGAO Intuitivamente, podemos pensar na homotopia como um processo de deformagio
continua da aplicagdo f na aplicacdo g. De fato, veja que uma homotopia H : X X I — Y é uma
familia continua de aplicagdes continuas Hy : X — Y, Hy(x) := H(x, t), parametrizada pelo intervalo
I = [0, 1]. Nesse sentido, se H é uma homotopia entre f e g com Hy = f e Hy = g, entdo a familia

(Hp)ter comega em f e termina em g.
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Exempro Sejam X = S'eY = R2 Considere f : S* — R? 0 mergulho candnico de S* em R?, i.e.
f(x,y) = (x,y),eg:S! — R2afungio constante com valor (0, 0). As fungdes f e g sdo homotdpicas,
sendo H(x, t) ¥ (1 — t) f (x) uma homotopia entre elas. <

ExempLo Sejam f,g : X — Y fungdes constantes com imagens p, q € Y, respectivamente. Entio
f e g sdo homotdpicas se, e somente se, p e q pertencem d mesma componente conexa por caminhos de
Y. De fato, se a : I — Y é um caminho em Y ligando p a q (ou seja, a(0) = p e a(1) = q), a aplicagio
H: X xI—Y,dada por H(x,t) % a(t), é uma homotopia entre f e g. Reciprocamente, se H é uma
homotopia entre f e g, entdo para qualquer xo € X fixado, a(t) % H(xo, t) define um caminho que
ligapag. <

Vale ressaltar o papel fundamental que o contradominio exerce quando se trata de homo-

topias. Como vemos nos préximo exemplo.

ExemprLo (FUNCOEsS NAo HOMOTOPICAS) As fungdes f,g : R — R dadas por f(x) =1e
g(x) = =1, para todo x € R, sdo homotdpicas, como verificamos no exemplo anterior. Se restringirmos
o contradominio para R \ {0}, entdo f,g : R — R\ {0} dadas por f(x) =1e g(x) = =1, para todo
x € R, ndo sido homotopicas, ji que 1 e —1 pertencem a componentes conexas distintas de R \ {0}. <

No caso particular em que Y é um subconjunto convexo de R", podemos mostrar que
quaisquer duas aplica¢des continuas f, g : X — Y sdo homotdpicas.

DEeriNi¢Ao (ConvExo) Um subconjunto D C R" é dito convexo se, dados x,y € D quaisquer,
o segmento de reta ligando x a y estd contido em D, ou seja, se (1 —t)x +ty € D, para todo t € [0, 1].

Figura 2.3: Exemplos de conjunto convexo e de conjunto ndo convexo

ExemprrLo (HomoToriAa EM coNVEXxo) Considere Y € R" um subconjunto convexo de R".

Entdo quaisquer duas aplicacdes continuas f, g : X — Y sdo homotdpicas.

De fato, considere a aplicacdo H : X X I — Y dada por

H(x,t) =1 —-t)f(x)+tg(x).
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Veja que H estd bem definida, pois Y é convexo, logo (1 —t)f(x) + tg(x) € Y para quaisquer x € X e
t € 1. Além disso,

H(x,0) = f(x),
H(x,1) = g(x).

Portanto, H é uma homotopia entre f e g. Veja Figura 2.4. <
d
AC))
b
a (o4
S
8(x)

Figura 2.4: Homotopia linear

A homotopia definida desta maneira é chamada de homotopia linear, e é surpreenden-
temente 1til considerando sua simplicidade. Vale a pena notar que, quando bem definida, é

sempre homotopia (por ser uma composi¢ao de fungdes continuas).
Note que se Y for um conjunto estrelado ao invés de convexo no exemplo acima, a mesma
propriedade é verificada e a demonstragdo é totalmente analoga.

A seguir, apresentamos condig¢des suficientes para que duas aplicagdes sejam homotdpicas

na esfera.

Prorosi¢io (HoMoTOPIAS NA ESFERA S") Sejam f,g : X — S" fungoes continuas sa-

tisfazendo f(x) # —g(x), para todo x € X, ou seja, f(x) e g(x) ndo sdo pontos antipodais. Entdo,

f=g
Demonstra¢do: Defina a aplicacdo H : X X I — S" como a projecdo da interpolacdo linear na

1-t¢ +t
ey = 0= DF@) ()
(1 =1)f(x) +tg(x)ll
Por defini¢do, a imagem H(x, t) estd sempre em S". Portanto, basta verificar que H esta bem
definida.

esfera:

Com efeito, as imagens de f e g sdo pontos da esfera unitéria e, portanto, sdo vetores de

norma 1. Se f(x) e g(x) ndo sdo pontos antipodais, entdo existem duas op¢des:

* f(x) = g(x), mascomot >0,1—¢ > 0éimpossivel que (1 —f)f(x) +tg(x) =0.

* f(x) e g(x) sdo linearmente independentes, entdo nenhuma combinagdo linear deles

com coeficientes diferentes de zero podem somar 0.
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Assim, H estd bem definida. Claramente H é continua, pois é a soma, produto e quociente de
aplicagdes continuas. Entdo, H é uma homotopia entre f e g.

0

H(x,t) (x)

g(x)

Figura 2.5: Homotopia entre duas fun¢des dada pela projecdo da interpolagdo
linear na esfera.

CoroLARIO Seja f : S" — S" uma fungio continua.

Se f ndo possui pontos fixos (ou seja, se f(x) # x, para todo x € S"), entdo f é homotopica a
aplicagdo antipoda g : S" — S", g(x) = —x.

Se f satisfaz f(x) # —x, para todo x € S", entdo f é homotdpica d aplicagio identidade
id: S" — S",id(x) = x.

DEeriINIi¢Ao (ArLicaAcAo HoMoToPicAMENTE NuLA) Uma aplicagio continua f : X —
Y é dita homotopicamente nula se f é homotdpica a alguma aplicacio constante de X em Y.

Prorosi¢io (HomMoToPIAS NA ESFERA S") Seja f : X — S" uma fungio continua que nio

é sobrejetora, entio f é homotopicamente nula.

Demonstragio: Como f : X — S" ndo € sobrejetora, existe a tal que —a ¢ f(X). Considere a
funcado constante g : X — S", g(x) = a, para todo x € X. Pela Proposi¢do 2.9, f ~ g. Logo, f é
homotopicamente nula. O

ExempPLOo (HOMOTOPICAMENTE NULA EM coNVEXo0) Considere Y um subconjunto con-
vexo de R". Neste caso, qualquer aplicagido continua f : X — Y é homotopicamente nula. Veja o
Exemplo 2.8. <

Uma propriedade crucial de homotopia é que ela induzem uma relagdo de equivaléncia,

como apresentamos a seguir.

Prorosi¢cio (EQuivaLENciA) Sejam X eY espagos topoldgicos. A relagio de homotopia f~g

é uma relagdo de equivaléncia no conjunto das fungoes continuas de X em Y.
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Demonstragdo: Vamos provar que a relagdo = é reflexiva, simétrica e transitiva:

Dada uma fungdo continua f : X — Y, aaplicagdo H : X x I — Y, dada por H(x, t) =
f(x), € uma homotopia entre f e f. Logo, =~ é reflexiva.

Dadas fungdes continuas f, g : X — Y e relacionadas por uma homotopia H : f ~ g,
considere a aplicagdo F : X X I — Y definida por F(x, t) := H(x,1—t). Veja que F é uma

homotopia entre g e f. Logo, = é simétrica.

Dadas fungdes continuas f,g,h : X — Y relacionadas por homotopias F : f = g,
G : g = h,definimos H : X X I — Y por

Foi(x) = F(x,2t), set € [O, %] ,

o) = { Gor-1(x) = G(x,2t = 1), set e [3,1].

Note que H estd bem definida e é continua pelo Lema da Colagem. Assim, H é uma

homotopia entre f e h, ouseja, H : f = h. Logo, ~ é transitiva.

0

Para visualizarmos o que estd acontecendo com a homotopia definida na demonstracdo
do item 3 da proposigdo anterior, podemos considerar o caso particular em que X = [0, 1].

Veja a Figura 2.6.

),\/
0

Figura 2.6: Composigdo de homotopias

21.1 Equivaléncia Homotépica

Embora o conceito de homeomorfismo seja uma nocao natural de equivaléncia em topolo-
gia, em diversas circunstancias se revela mais ttil e ou mais pratico estudar propriedades
invariantes por deformagdes que “mantém a forma” do espago, mesmo que “esmagando” ou

“esticando” algumas partes.
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Voltando ao exemplo do inicio do capitulo. Nesse exemplo, temos que o anel circular
A={(x,y) eR?|1/2 < x> +y* <2}

“tem a mesma forma” de S, no sentido que podemos contrair continuamente A a S! ao longo

s
(s

Figura 2.7: O anel circular e o circulo sdo homotépicos.

das direg¢des radiais. Veja Figura 2.7.

Esse exemplo motiva a seguinte defini¢ao:

2.15 DEeFrINIcAO Sejam X um espago topologico e A um subespago de X.

E Uma aplicagdo continua r : X — A é dita uma retragdo de X em A se r|A = idy. Em outras
palavras, uma retragiio é uma aplicagdo sobrejetora r : X — A tal que r*> = r. Nesse caso,
dizemos que A é um retrato de X.

[b | Uma aplicagio continua r : X — A é dita um retrato por deformacdo de X em A se r é uma
retragio e i o r ~idx, em que i : A — X é a inclusdo. Nesse caso, dizemos que A é um retrato

por deformacgdo de X.

Equivalentemente, A é um retrato por deformagdo de X se existe homotopia continua
H: X xI— X talque, paratodox € X ea € A,

H(x,0)=x, H(x,1)€eA, e H(a1)=a.

Se, além disso, H(a,t) = a, para todoa € A et € I, entdo dizemos que A é um retrato de

deformacio forte de X.

2.16 ExemPLO (S" £ UM RETRATO DE DEFORMACA0 DE R"1\ {0} ) Considere a retracdo dada
pela projegdo radial:

r:R"™1\{0} — "

x
X —.
|x]|
Sejai:S" — R+, i(x) = x, a inclusdo . Claramente, r o i = idgn. Além disso, a aplicagdo continua
H : R\ {0} x I — R**1\ {0}, definida por
x

H(x,t)=t 1-t¢
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¢ uma homotopia entre i o v e idgnsgy. Logo, i o 1 = idgungoy. Veja ainda que H(a, t) = a, para
todoa € S""' et € I. Portanto, S"~1 é um retrato de deformagcio forte de R™ \ {0}.

Figura 2.8: A esfera unitdria S” tem o mesmo tipo de homotopia que R"*! \ {0}.

2.17 OBservVAGAo Veremos mais adiante que a esfera S"~! nio é um retrato de deformagio da bola
fechada que a tem como bordo, B

2.18 Exempro O circulo unitirio (S!) pode ser visto como retrato de deformagio de vdrios espagos
topoldgicos. A Figura 2.9 mostra alguns exemplos de tais espagos.

- -

Faixa de Mobius Disco menos um ponto

PN
= &

Cilindro Toro s6lido

Circulo

Figura 2.9: Retratos por deformagéo.

Os retratos de deformagdo podem ser generalizados para uma classe mais ampla de
deformagdes: as equivaléncias homotdpicas. O conceito de equivaléncia desempenha um
papel crucial em Topologia Algébrica.
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DeriNi¢Ao (EQuivaLENcIiA HOMOTOPICA) Dados espagos topolégicos X e Y, uma aplicagio
continua f : X — Y é dita uma equivaléncia homotopica se existir g : Y — X continua tal que

gof=idx e fog=~idy.

Nesse caso, dizemos que g é a inversa homotopica de f e que os espagos X e Y possuem o mesno
tipo de homotopia.

Quando X e Y tém o mesmo tipo de homotopia, escrevemos X =~ Y para denotar tal fato.

Veja que a relacdo de equivaléncia homotépica (ou tipo de homotopia) é uma relacdo de
equivaléncia entre espagos topoldgicos, ou seja,

X=X, X=2Y=Y=X, XY, Y=2Z = X=Z

ProrosicAo Se A C X éum retrato por deformagio de X, entdo A é homotopicamente equivalente
a X, ou seja, A e X tém o mesmo tipo de homotopia.

Demonstragio: Considere umaretracdor : X — Aeainclusdoi: A — X.Entdoior ~idxe,
por hipétese, r o i = id4 . Consequentemente, A e X sdo homotopicamente equivalentes. [

Em outras palavras, todo retrato por deformacao (ou ainda, todo retrato por deformacao
forte) é uma equivaléncia homotépica.

Claramente, todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotépica. No entanto, a reciproca
nao é verdadeira, como visto nos exemplos a seguir.

ExeEmPLO

[a| Um espago convexo X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto.

[b | A esfera unitiria S™ tem o mesmo tipo de homotopia que R"*1 \ {0}. De fato, S™ é um retrato de
deformagdo de R"*1\ {0} como provamos no Exemplo 2.16. A retragio dada pela projegio radial

r: RN\ {0} —» S

x
X —.
x|

¢ uma equivaléncia homotdpica com inversa homotdpica dada pela incusio i : S" — R,

Seja B"*! bola unitdria fechada centrada na origem de R"*1, Bn+1\ {0} tem o mesmo tipo de
homotopia de S". Basta aplicar um argumento semelhante ao item anterior.
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[a| A esfera S"~! tem o mesmo tipo de homotopia que S™ \ {p, q}, em que p e q sio os polos norte e
sul, respectivamente. De fato, S" \ {p} é homeomorfo a R" via a projegio estereogrifica. Logo,
S"\ {p, q} é homeomorfo a R" \ {0}. Pelo item (b), seque que

S"\{p,q} =R"\ {0} = §""". <

Figura 2.10: A projegao estereogréfica é um homeomorfismo entre S" \ {p, q} e
R™\ {0}.

2.22 Exemrpro O toro T? menos um ponto tem o mesmo tipo de homotopia de S* v S (“figura oito”).

-~ -~ e

Figura 2.11: O toro menos um ponto tem o mesmo tipo de homotopia de S' v S*.

Um dos grande problemas em teoria da homotopia é decidir quando dois espagos possuem
o mesmo tipo de homotopia. Em Topologia Algébrica, definimos invariantes homotépicos

que nos auxiliam nessa questdo.

2.1.2 Espacos Contrateis

2.23 DeriNigAo (ConTRrRATIL) Um espago topologico X é dito contrdtil se tem o mesmo tipo de

homotopia de um ponto.

O resultado a seguir fornece uma caracterizagdo de espagos contrateis.
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Prorosi¢Ao Um espago topologico X é contritil se, e somente se, idx é homotdpica a uma aplicagio
constante.

Demonstra¢do: (=) Seja f : X — {p} uma equivaléncia homotodpica entre X e um ponto p
eseja g : {p} — X ainversa homotépica. Entdo, g o f ~ idx, em que g o f é uma aplicagdo
constante.

(&) Se idx é homotopicamente nula, entdo existe uma funcgdo constante ¢ : X — X, g(x) =,
que é homotopica a idx. Tome Y = {c}, e considere a inclusdo i : Y — X e a aplicagdo
constante f : X — Y, temos que f oi =idyeio f = ¢ ~idx. Logo, X é homotopicamente

equivalente a um ponto, ou seja, contratil. O

CorovrARIO Todo espago contritil é conexo por caminhos.

Demonstra¢do: Seja X um espago contratil e seja H uma homotopia entre idx e a aplicagado
constante x +— p, para todo x € X e para p € X fixado. Entdo, para cada ponto x € X, a
correspondéncia t — H(x, t) define um caminho ligando x a p. O]

OBsSERVACAO (CONVEXOS E ESTRELADOS SA0 CONTRATEIS) Pelo Exemplo2.13,sabemos
que todas as aplicagdes que tem como contradominio um espago convexo ou estrelado sdo homotopica-
mente nulas, portanto, é claro que qualquer convexo ou estrelado é contritil.

ProrosicAo Se X ou Y é contritil, entdo qualquer aplicagio continua f : X — Y é homotdpica a
uma aplicagdo constante.

Demonstragdo: Suponha que X é contratil e seja H : X X I — X uma homotopia entre idx e
uma aplicagdo constante ¢ : X — X. Dada uma fungdocontinua f : X —» Y, foH : XX - Y

é uma homotopia entre f e a aplicagdo constante f o c.

Por outro lado, suponha que Y é contrétil e seja H : Y X I — Y uma homotopia entre
idy e uma aplicagdo constante ¢ : Y — Y. Dada uma fungdo continua f : X — Y, aplicagdo
F: X xI — Y dada por F(x,t) = H(f(x),t) é uma homotopia entre f e uma aplicagdo
constante c o f. O

CoroLARIO Sejam X eY espagos topoldgicos.

[a] Se X é contritil e Y é conexo por caminhos, entdo duas aplicagdes continuas quaisquer f, g
X — Y sido homotopicas.

[b| SeY é contritil, entdo, para qualquer X, duas aplicages continuas quaisquer f,g : X — Y sio
homotépicas.
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2.29 OBservAg¢Ao Uma pergunta que surge ése S™ é contritil. Nossa intuigdo diz que ndo. A demonstra-
¢do desse fato ndo é simples, mas a Topologia Algébrica nos da ferramentas apropriadas para responder
tal perqunta, o que serd feito no Capitulo 3.

2.2 Homotopia Relativa

As vezes, nos interessa que a homotopia entre duas fun¢ées mantenha algum conjunto

invariante.

2.30 DeriNnigAo (HomoToria) Sejam X e Y espagos topolégicos e A € X um subespago. Uma
homotopia H : X X [0,1] = Y de X para Y é dita uma homotopia relativa para A (ou rel A) se

H(a,t) = H(a,0), Yae A, Vt € 0,1],
i.e. Hy(a) = H¢(a), para todo a € A e para todos t € [0, 1].

Definimos abaixo o conceito de homotopia relativa entre fungdes.

2.31 DeriNigAo (FUNCOESs HOMOTOPICAS RELATIVAMENTE A UM SUBESPACO) Dadasapli-
cagdes continuas f, g : X — Y. Dizemos que f e g sdo aplicagées homotopicas relativamente a
um subespaco A C X se existir uma homotopia H : X X [0,1] — Y que verifica

H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x), paratodo x € X

H(a,t) = f(a) = g(a), para quaisquer a € A e t € 1.

Nesse caso, dizemos que H é uma homotopia relativa entre f e g.

L 1
C d x

A

Figura 2.12: Homotopia relativa.

Se f e g sdo aplicagdes homot6picas relativamente a A, escrevemos f =~ g (rel A), ouainda
H: f ~g(rel A),em que H denota uma homotopia relativa entre f e g.



CAPITULO 2. HOMOTOPIA 26

2.32 Exempro Aaplicagio identidudeian\{o} : R"M{0} — R™\{0} é homotdpica a aplicacior : R"\{0} —

R"\{0}, dada por r(x) = ” Tk , relativamente ao subespago S"~1. De fato, H : R"\{0} X [ — R"\{0}
definida por

H(x,t)=(1-t)x +1f|| T
fornece tal homotopia relativa, como vimos no Exemplo 2.16. <

2.33 Exempro Considere X = [0,1], Y = R?\ {0}. Sejam f : X > Y e g : X — Y as fungdes que
parametrizam o semicirculo superior e inferior de S', respectivamente, dadas por

f(x) = (cos(nx),sen(nx)) e g(x) = (cos(mx), —sen(mx)).

Seja A = {0, 1}. Neste caso, f e g ndo sio homotdpicas relativamente a A, embora sejam homotdpicas.
Isso ocorre pois qualquer homotopia que deixe fixo os pontos 0 e 1 teria que passar pela origem. Veja

Figura 2.13.
f
1) = 2 £(0) = g(0)
Figura 2.13: f ndo é homotopica a g relativamente a A.
Sendo assim, se tomarmos Y = R?, entio f e g sdo homotdpicas relativamente a A. <

2.3 Homotopia de Caminhos

Um caso particular muito importante de homotopia é a homotopia de caminhos. Um caminho
em X é uma aplica¢do continua a : | — X, definida em um intervalo compacto | = [so, s1].
Se a(sg) = a(s1), dizemos que o caminho é fechado, ou ainda, laco com base em x(, onde
xo = a(so) = a(s1). Sem perda de generalidade, podemos assumir que ] é o intervalo I = [0, 1].

2.34 Exempro Dado um espago topolégico X e um ponto xo € X, a aplicagio

exy i I > X

t ey, () :== xo

é um caminho continuo em X, denominado caminho constante. <
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2.35 Exempro Dado um caminho a : I — X, podemos considerar o caminho inverso a™! : [ — X
definido por a=1(t) = a(1 — t). Note que o ponto inicial de a™* é o ponto final de a e o ponto final de

a~! é o ponto inicial de a.. Seja j : I — 1, j(s) =1 —s. Entdo, a™!

=qoj. <

Como o intervalo I é contrétil, qualquer caminho a : I — X é homot6pico a uma aplicagdo
constante. Sendo assim, a Teoria de Homotopia é mais relevante no contexto de caminhos
quando consideramos que os extremos dos caminhos sejam mantidos fixos durante toda a

homotopia.

2.36 DeFiINI¢A0o (HOMOTOPIA DE CAMINHOS COM EXTREMIDADES FIXAS) Dizemos quedois
caminhos a, B : [0, 1] — X sdo homotépicos com extremidades fixas se forem homotdpicos relativos
ao conjunto dI = {0, 1}, ou seja, se  ~ B (rel {0, 1}).

Em outras palavras, dois caminhos «a, : I — X sdo ditos caminhos homotépicos se
possuem as mesmas extremidades, isto €, a(0) = f(0) = xp e a(1) = f(1) = x1, e se existe uma
aplicagdo continua H : I X I — X tal que, quaisquer que sejam s, t € I, temos

H(s,0) = a(s), H(s,1) = p(s),
H(O,t):XO, H(l,t)le.

IxI

t
LS
Figura 2.14: Homotopia entre caminhos com extremidades fixas.

Usaremos a notagdo a = f para denotar caminhos homot6picos com extremos fixos.

Em particular, dois caminhos fechados a,f : I — X, com a(0) = (0) = xo = a(1) = (1),
sdo caminhos homotépicos quando existe uma aplicagdo continua H : I X I — X tal que,

quaisquer que sejam s, t € I, temos

H(s,0) = a(s), H(s,1) = B(s),
H(O,t)ZXQ, H(l,t)Z.X‘O.

No préximo exemplo, mostramos como a homotopia linear produz homotopias relativas.
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IxI X0

Figura 2.15: Homotopia de caminhos fechados

2.37 Exempro Em R", qualquer par de caminhos cujas extremidades coincidem sido homotdpicos com
extremos fixos. De fato, dados dois caminhos a,  : I — R" que possuem as mesmas extremidades, isto
é, a(0) = B(0) = xp e a(1) = B(1) = x1, como R" é convexo, a homotopia linear H : I X I — R" dada
por
H(s,t) = (1 =t)a(s) + tp(s),

estd bem definida. Além disso:

H(s,0) = a(s), H(s,1) = p(s);
H(O,t) = X, H(l, t) = X1.

Segue que H : a ~ 8 (rel JI).
Mais geralmente, em qualquer espago X homeomorfo a R", quaisquer dois caminhos cujas extremi-

dades coincidam sdo homotdopicos com extremos fixos.

De fato, sejam «, p caminhos em X. Fixado um homeomorfismo h : X — R", temos quea = ho a,
b = h o B sio caminhos em R". Como a e b possuem as mesmas extremidades e estdo em R", eles sido
homotépicos com extremos fixos. Agora, dada uma homotopia relativa H : I X I — R", verifica-se que
h o H é uma homotopia entre a e B relativamente a 1. <

2.38 DEeFINICAO (HOMOTOPIA LIVRE ENTRE CAMINHOS FECHADOS) Dois caminhos fechados
a, B :[0,1] — X sdo ditos livremente homotépicos se existir uma homotopia H entre a e B tal que
Hy,(s) = H(s, tg) é um caminho fechado para todo to € I.

Em outras palavras, dois caminhos fechados a, : I — X sdo livremente homot6picos
quando existe uma aplicagdo continua H : I X I — X tal que, quaisquer que sejam s,t € I,

temos
H(s,0)=a(s), H(s,1)=p(s), H(O,t)=H(,t).

A homotopia de caminhos e homotopia livre também induzem relagdes de equivaléncias,

como apresentamos a seguir.

2.39 Prorosicio (EquivaLEncria) Seja X um espago topoldgico.
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[a| A relagio de homotopia de caminhos a=p (rel JI) é uma relagdo de equivaléncia no conjunto
dos caminhos em X com mesmos pontos iniciais e finais.

[b | A relagio de homotopia livre é uma relagio de equivaléncia no conjunto dos caminhos fechados
em X com base em um mesmo ponto.

A demonstragdo desse resultado segue os mesmos passos feitos na Proposigdo 2.14 e é
deixada a cargo do leitor.

O produto de caminhos formaliza o conceito de “unir” dois caminhos, de modo que

obtemos um novo caminho que percorre inicialmente o primeiro e posteriormente o segundo.

DEeriNI¢Ao (PRODUTO OU JusTAPOSICAO DA caAMINHOS) Dados a,f : [0,1] — X ca-
minhos, tais que (1) = B(0), denominamos justaposicdo, concatenagdio ou produto de caminhos,
de a e § como sendo o caminho definido por:

a(2s), ses € [O, %]
1

(a*B)(s) = { B(2s—1), sesce€ [%/ ]

Veja que o caminho « * § estd bem definido, pois a(1) = (0). Além disso, a * f € um

o 3
a0 am=p0 g

Figura 2.16: Justaposi¢do de caminhos ou caminho produto af.

caminho continuo em X.

A justaposigdo de caminhos induz uma operacao *, o produto de caminhos.

Claramente, o conjunto dos caminhos em um espacgo topoldgico, munido do produto
de caminhos e inverso de caminhos, ndo satisfaz nenhum dos axiomas de grupo. De fato,
o produto a * f nem sempre esta definido, a associatividade (@ * ) * ¥ = a * (f * ) ndo é
vélida e ndo existe elemento neutro para o produto *. No entanto, a seguir, mostraremos que
tais propriedades de grupos sdo satisfeitas a menos de homotopia com extremos fixos e de
caminhos com a(1) = B(0).

Por questao de simplicidade, usaremos a notagdo a = f§ para denotar caminhos homoto-

piCOS com extremos fixos.

Prorosi¢Aio (PROPRIEDADES DE *) A operagio * satisfaz as segquintes propriedades:

(Associatividade moédulo homotopias com extremos fixos.) Dados caminhos «,f,y tais que
a(1) = B(0) e B(1) = y(0), entdo

(@xp)ry =ax(B+y)
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(Elementos neutro a esquerda e a direita médulo homotopias com extremos fixos) Dado um
caminho a em X com a(0) = xg e a(1) = x1, temos que

ex*@=a e arey =a,
em que ey, denota o caminho constante igual a x;.
(Elemento inverso a esquerda e d direita médulo homotopias com extremo fixos) Dado um caminho
a em X com extremos com a(0) = xg e a(1) = x1, temos que
-1 -1, 0~
ara T ey e a - ra ey,

1

em que o™t é o caminho dado por a=(t) = a(1 - t).

Demonstragdo: A demonstragdo de cada uma dessas afirmagdes baseia-se simplesmente em
construir cada homotopia.

Note que os dois caminhos (a*f)*y e a*(f*)) diferem apenas por uma reparametrizagao:

a(4s), se)<s < % a(2s), se)<s <
(aspyey)(s) = Bds—1), sel<s<i  (ax(P))ls) =] plds-2), sel<s<
y(2s - 1), se%§s§1 y(4s —3), se%ﬁss

Para construir uma homotopia entre esses caminhos, faremos uso do diagrama apresen-
tado na Figura 2.17.

(0,1 /21 G/41) 1,1

a B Y
o (Tft)/

(t+2 ) )

(0,00 (1/4,0) (1/2,0) (0,1)

Figura 2.17: Diagrama para a homotopia entre (a * )y e a* (B *y).

Intuitivamente, alteramos ligeiramente a parametrizacdo em cada passo t € I, de modo
que cada caminho H; compartilhe a imagem com os caminhos originais, mas alterando
a velocidade com a qual cada trecho é percorrido.

Formalmente, considere a seguinte homotopia de caminhos com extremos fixos:
a (i), se0<s
H(s,t)={ Bds—(1+1)), selff <s<ZH

7/(453_(_2:”), se & <s<1

— 0 NI=
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A aplicagao H é continua, pelo Lema da Colagem, H(s,0) = (a = ) * y(s), H(s,1) =

ax*(B+y)s)eH(O,t) = a(0) e H(1,t) = y(1) que fornece a homotopia desejada entre
(axB)ryeax(B*y).

Dado um caminho a, com a(0) = xg e a(1) = x1, temos que

| ex(2s), se
(exgxa)(s) = { a(s—1), se

a(2s), se0 <t
ex,(2s =1), se % <t

IA

N— NI—=
IA A
N— NI—

e(axex,)(s) = {

Para construir uma homotopia entre os caminhos ey, * @ e a (respectivamente, a * ey, e
a ), usamos os diagrama da Figura 2.18.

0,1) (1,1) 0,1

(L1

5 4
T't 5
0,t) 1,1 0,1) (1,t)

€x0 a

(0,0) (1/2,0) (0,1) (0,0) (1/2,0) 0,1)

Figura 2.18: Diagrama para as homotopias para elementos neutros.

As homotopias correspondentes aos diagramas sdo:

Hs, ) = Xo, se 0<s< L
§,1)= a (B se L cs <
1+t 4 2 =Y =

2s 1+t

H(s, 1) = a(f), se0<s< it
’ x1, se 4 <s<1

O leitor pode verificar que as homotopias descritas acima satisfazem as propriedades
desejadas.

Dado um caminho a em X com extremos com «(0) = xg e a(1) = x1, temos que

N | a(2s), se0 <t
(a*a)(s)—{ 225 1), Se%ﬁt

IA

IA
N|—= NI=
IA

IN
Nl= NI=

] a(2s), se0 <t

a(2-2s), se % <t
Geometricamente, o~ ! e a viajam “na mesma velocidade”, mas em dire¢des opostas.
Entdo, a * ™! vai de a(0) a a(1) e retorna pelo mesmo caminho para a(0). Portanto, a

homotopia de que vamos considerar é a que “traz o ponto de retorno cada vez mais
perto”, e no final é uma constante.
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(0,1) (1,1 0,1 1,1)
€x0 (X_l

(0, 1) L) (0,t) (1,8)

(0,0) (1/2,0) 0,1) (0,0) (1/2,0) 0,1)

Figura 2.19: Diagrama para a homotopia entre a * a~! e ey,.

Considere o diagrama apresentado na Figura ??.

Neste caso, a homotopia desejada é:

a(2s), se)<s < %
H(s,t) =14 a(l-1t), se st <s <L
al(2s -1), se % <s<l1

0

2.42 PrOPOSICAO (* E INVARIANTE POR HOMOTOPIA COM EXTREMOS FIx0s.) Dados cami-
nhos a, B, &', B’ em X, tais que a(1) = B(0) e a’(1) = p’(0). Assuma que a = o’ e p = p’. Entdo:

axp=a+p;
a”l= (o)L,

Demonstragdo: A demonstragdo consiste em construir as respectivas homotopias.

Por hipétese, existem homotopias F : @ ~ a’ e G : f = p’ com extremos fixos. Defina a

aplicagdo H : I X I — X por

F(2s,t), seOSSS%,tEI

H(s,t) =
(5,) {G(2s—1,t), se3<s<1,tel

Temos que F(1,t) = G(0,t) = a(1) = B(0), H estd bem definida. Além disso, H é continua,
pois as restrigdes H|(g 1/2)x1 € H|(1/2,1)xr 530 continuas. Segue que H é uma homotopia

de caminhos entre a = f e o’ * .

Considere L : I X I — X dada por L(s,t) = F(1 — s, t). Veja que L estd bem definida e L

¢ uma homotopia de caminhos entre a~! e (a’)7!.
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OBsERVAGAO Em uma homotopia o = [+, é permitido ao ponto final de 5 (origem de y) mover-se
durante o processo de homotopia. Os extremos de p * y (iguais aos de av) é que devem permanecer fixos.

Dado um caminho a : I — X em um espago topolégico X, vamos denotar por [a] a classe
de homotopia (com extremos fixos) de a, ou seja, o conjunto de todos os caminhos em X
com mesmos extremos que a e que sdo homotépicos a a via uma homotopia que mantém os

extremos fixos.

O produto de caminhos * se estende para as classes de homotopia. Mais especificamente,
dados caminhos « e f em X com a(1) = f(0), definimos

[][B] = [a = BI.

Veja que o produto entre as classes de homotopia estd bem definido, pela Proposigao 2.42.
Também podemos definir a classe inversa de [a] como sendo [a~!],

[a]!:=[a7"],

que estd bem definido pela Proposicao 2.42.

Denote por IT(X) o conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos) de caminhos
em um espago topolégico X, munido a lei de composi¢do (produto) definido acima. Note
que esse produto s6 estd bem definido quando a(1) = B(0). Além disso, [a][a~!] = [ey,] e
[a~!][a] = [ex,], em que xo = a(0) e x; = a(1). Portanto, o elemento neutro ndo é tinico. Assim,
I1(X) munido desse produto forma um grupéide, chamado grupéide fundamental de X.

2.4 Exercicios

Ex. 2.1 — Mostre que a composigdo de caminhos satisfaz a seguinte propriedade de cancela-
mento: Se fo - go = f1- g1 € o = g1 entdo fy = f1.

Ex. 2.2 — Seja X um espago topoldgico. Mostre que duas fungdes continuas f, g : X — R",
com n > 1, sdo sempre homotdpicas.

Ex.2.3 — Sejam f, f': X - Yeg, g : Y — Zaplicagdes continuas entre espacos topolégicos.
Mostre quese f =~ f'e g ~ ¢’,entdo go f = ¢’ o f".

z

Ex. 2.4 — Mostre que se n é impar, entdo a aplicacdo antipoda f : " — S" , f(x) = —x, é
homotdpica a aplicagdo identidade id : S" — S", id(x) = x.
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Ex. 2.5 — (Relagdo entre homotopia e campos de vetores) Um campo vetorial continuo em
S" é uma aplicagdo continua V : S* — R""! tal que o produto interno (x,V(x)) = 0,
para todo x € S". Mostre que se existir um campo vetorial continuo ndo nulo em S" (i.e.
V(x) #0,Vx € S"), entdo a aplicagdo antipoda f : S" — S" é homotépica a identidade.

Ex. 2.6 — Mostre que uma aplicacdo continua f : S” — X estende-se continuamente para a

., . —=n+l . L.
bola fechada unitdria B se, e somente se, f é homotdpica a uma constante.

Ex. 2.7 — Mostre que a retracdo de um espago contratil é contratil.

Ex. 2.8 — Mostre que Y C X é um retrato de X se, e somente se, toda aplicagdo continua
f 1Y — Z admite extensdo continua f : X — Z.

Ex. 2.9 — Mostre que todo retrato por deformacdo de um espago X é um retrato de X. Dé

exemplo em que a reciproca é falsa.

Ex. 2.10 — Mostre que A é um retrato por deformacao de X se, e somente se, existe homotopia
continua H: X X[ — X tal que, paratodox € X ea € A,

H(x,0)=x, H(x,1)e A, e H(a,1)=a.

Ex. 2.11 — Mostre que se X é contrétil, entdo o produto cartesiano X X Y tem o mesmo tipo
de homotopia que Y, i.e. X X Y =~ Y. Em particular, se X e Y sdo contrateis, entdo X X Y é
contratil.

Ex. 2.12 — Sejam X e Y espagos que tém o mesmo tipo de homotopia, Entdo X é conexo (por
caminho) se, e somente se, Y for conexo (por caminho).

Ex.2.13 — Se f : X — Y é uma equivaléncia de homotopia, entdo X — {xo} tem o mesmo
tipo de homotopia que Y — {f (xo)} ?

Ex. 2.14 — Sejam {X }1ea € {Ya}1ea familias arbitrarias de espagos topoldgicos tais que X,
e Y} tém o mesmo tipo de homotopia, para cada A € A. Mostre que

[Tx e [
AeA AEA
tém o mesmo tipo de homotopia.

Ex. 2.15— Seja E = {(0,0,z) € R3 | z € R} o eixo z de R®. Mostre que R3 \ E tem 0 mesmo
tipo de homotopia do circulo S.

Ex. 2.16 — Mostre que a faixa de Mobius tem 0 mesmo tipo de homotopia do cilindro S! x I
mas ndo é homeomorfo a ele.
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Ex. 2.17 — Considere os seguintes espacos: X é o espaco obtido de S? colando o polo norte
com o polosul; Y = R3\ §!, em que S = {(x,y,0) € R3 | x2 + y? = 1}; Z é a unido de um toro
de revolugdo com um disco cujo bordo é o menor dos paralelos do toro. Mostre que X, Y e Z
tém o mesmo tipo de homotopia.

Ex. 2.18 — Sejam «,  : I — X caminhos fechados, com base nos pontos xg e o, respectiva-
mente. Mostre que:

E]a e p sdo livremente homotdpicos se, e somente, se, existe um caminho o : I — X,

ligando xg e yo, tal que a = (ob)o L.

@se a é livremente homotépico a um caminho constante, entdo a = ey, ou seja, a é

homotépico a uma constante sem mover o ponto xy durante a homotopia.
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Sejam S? a esfera bidimensional e T? o toro bidimensional, representados na Figura 3.1.

SIS

T2
Figura 3.1: Esfera, toro e bitoro.

Como podemos determinar se esses espagos sdo homeomorfos?

Neste capitulo, introduzimos o conceito de grupo fundamental de um espaco, o que nos
permitird responder essa questdo. A resposta dependerd de uma das propriedades funda-
mentais de tais grupos: o fato de que espagos homeomorfos possuem grupos fundamentais
isomorfos.

A teoria dos grupos fundamentais é um dos exemplos mais simples da estratégia de
traducdo de problemas topolégicos para problemas algébricos. Esses grupos sdo construidos
atribuindo uma estrutura de grupo ao conjunto de classes de homotopia de lagos com base
em um mesmo ponto, de forma funtorial, e desempenham um papel destacado no estudo de
Topologia Algébrica.

De modo mais geral, propriedades e caracteristicas que sdo compartilhadas por espagos ho-
meomorfos sdo chamadas propriedades topolégicas e invariantes topolégicos; por outro lado
aquelas compartilhadas por espagos homotopicamente equivalentes sdo chamados de propri-
edades homotdépicas e invariantes homot6picos. E assim, como veremos, o grupo fundamental
é um exemplo de invariante homotdpico (e consequentemente um invariante topoldégico) dos

36
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espagos topoldgicos. Foi através da busca e construcdo de invariantes, estabelecendo conexdes
entre a Topologia e Algebra, que a Topologia Algébrica se desenvolveu.

Historicamente o conceito de grupo fundamental deve-se a Henry Poincaré. Em seu
seminal artigo Analysis Situs aparece a definicdo do grupo fundamental de uma variedade
conexa X. Sua defini¢do era essencialmente a mesma que a utilizada atualmente, mas descrita
em uma linguagem “intuitiva”: lagos com origem em um ponto x sdo caminhos que comegam
em x e voltam ao mesmo ponto; a composigdo de dois lagos com origem em x é o lago obtido
por justaposigdo, movendo-se primeiro ao longo do primeiro e depois ao longo do segundo;
o inverso de um lago é obtido movendo-se ao longo desse lago na direcdo oposta. Poincaré
considerou dois lagos que podem ser “deformados” um no outro “equivalentes”, sendo a sua
origem comum fixa (lembre-se que a homotopia ainda ndo tinha sido definida com precisao);
ele entdo chamou o grupo definido pela composicdo das classes de equivaléncia de grupo

fundamental de X no ponto x.

Ressaltamos por tltimo que a teoria dos grupos fundamentais sdo de grande importancia
ndo sé na topologia, mas também em outros ramos da matemaética, como analise complexa,
geometria, grupos de Lie e também em algumas 4reas além da matematica.

3.1 Grupo Fundamental

Como vimos no final do capitulo anterior, o conjunto I'1(X) das classes de homotopia de
caminhos com extremos fixos em um espago topolégico X, munido da lei de composigao,
fornece apenas um grupdide. No entanto, se restringirmos nossa anélise para o conjunto dos
caminhos fechados com base em um mesmo ponto xp € X teremos a unicidade do elemento
neutro e o produto estard bem definido para qualquer caminho fechado com ponto base xo.

Denote por ~,, a relagdo de equivaléncia dada pela homotopia entre caminhos fechados
com base em xy com o0s extremos fixos.

DeriNi¢Ao (Gruro FuNDAMENTAL) Sejam X um espago topolégico e xo € X. Definimos o
grupo fundamental de X com base no ponto x como:

(X, x0) := {a : [0,1] =X | a é continua, a(0) = a(1) = x0}/~x,

com a operagdo:
[a] - [B] = [a=p].

Em outras palavras, 111(X, x0) € 0 conjunto formado pelas classes de homotopia de caminhos fechados

com base no ponto xy,

(X, xg) := {[a] | @ : [0,1]>X continua, a(0) = a(1) = xp}.
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Lema Dado um espago topolégico X e dado um ponto xg € X, o grupo fundamental 1t1(X, xo) com
base em x estd bem definido.

Demonstragdo: Pela Proposicdo 2.41, a operacdo * é preservada por homotopias com extre-
midades fixas e, portanto, a operagado - induzida nas classes de equivaléncia estd bem definida.
Além disso, é associativa. Pela Proposicdo 2.42, o elemento inverso da classe [a] é a classe
do caminho inverso de q, i.e. [a‘l]. Por fim, temos a unicidade do elemento neutro, que é
precisamente a classe do caminho constante ey, como provamos na Proposicdo 2.42. 0

ExempLo DadoY C R" um subconjunto convexo de R", todos os caminhos fechados com base em
xo sdo homotdpicos ao caminho constante ey, com extremos fixos, via a homotopia linear. Logo,

(Y, x0) = {[ex,]}-

Portanto, o grupo fundamental com base em xo € Y de um conjunto convexo Y é sempre trivial. <

Veja que a definicdo do grupo fundamental leva em consideragdo o ponto base xo. Mos-
traremos, a seguir, que a escolha do ponto base ndo afeta a estrutura do grupo fundamental
quando o espago é conexo por caminhos.

ProrosigcAo Sejam xg e x1 pontos de uma mesma componente conexa por caminhos de X, entdo
S ] [4 p

11(X, xo) e m1(X, x1) sdo isomorfos. Mais precisamente, cada classe de homotopia [y] de caminhos
que ligam xo a x1 induz um isomorfismo C,, : m1(X, x9) — m1(X, x1).

Demonstragao: Como xg e x1 estdo na mesma componente conexa por caminhos de X, existe

um caminho y : I — X com y(0) = xp e (1) = x1. Defina a seguinte fungdo:

Cy : (X, x0) — (X, x1)

1

[a] = [y xaxy]

A tungao C, é um isomorfismo de grupo:

Claramente, C,, esta bem definida. De fato, y~! + a * y ¢ um caminho fechado com base
em x1; se a e @’ sio homotopicos com extremidades fixas, entdo y 1+ axyeytxax*y
também sao homot6picos com extremos fixos. Logo, C, ([a]) = C,([a’]).
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C, é um homomorfismo de grupo. Com efeito, a imagem do produto é o produto das
imagens:

Cy([al-[B) =Cy([a*pD) = [y +a*p=y]
= [V_l*a*y*y_l*ﬁ*y] = [y_l*ax-y]-[y_l*ﬁ*y]
= Cy([a]) : C}/([ﬁ])~

Cy é um isomorfismo. Com efeito, sua inversa é dada por C,1 : m1(X, x1) — m1(X, x0),

C;/*l([ﬁ]) = [7/ *;B * 7/_1]'
]

3.5 CoroLARIO Se X é conexo por caminhos, entdo o grupo fundamental é independente do ponto base,
ou seja, dados xq, x1 € X, entdo 11(X, x0) e 1(X, x1) sdo isomorfos.

A proposigdo acima parece resolver a questao de independéncia em relacdo ao ponto base
em cada componente conexa por caminhos de X: nesse caso, garantimos ndo apenas que o
grupo fundamental é independente do ponto base, mas também fornecemos um isomorfismo
explicito. No entanto, ainda temos que ter algum cuidado com o ponto base mesmo em espagos
conexos por caminhos. Se pretendemos identificar todos os grupos fundamentais com apenas
um, encontramos uma dificuldade: o isomorfismo depende da classe de homotopia do
caminho y ligando xg a x1. No geral, o isomorfismo ndo é natural, i.e.,, ndo hd uma maneira
canodnica de identificar 711(X, xg) e 711(X, x1). Nao é errado falar do grupo fundamental de um
espaco, mas devemos sempre ter em mente a consideracdo acima.

3.6 OBSERVACAO Seo grupo fundamental 71(X, xo) é abeliano, entdo o isomorfismo descrito acima é
natural, i.e., independente da escolha do caminho y. Com efeito, dados dois caminhos y e 6 ligando x
a x1, temos que

Cy(la) =[y ' *axyl=[y rax5+56""y]
=[yteaxs] [0 eyl =[5 eyl [y ra 6]
=[671*a*8] = Cs([a]).

Devido ao resultado anterior, é natural considerarmos espagos topolégicos conexos por

caminhos quando estamos trabalhando com grupo fundamental.

3.2 Homomorfismo Induzido

Sejam X e Y espagos topolégicos e f : X — Y uma aplicagdo continua com f(xo) = yo. Dado
um caminho fechado @ em X com base em xo, f o « € um caminho fechado em Y com base em
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Yo. A seguir, mostramos que a correspondéncia a — f o a da origem a um homomorfismo
induzido nos grupos fundamentais.

Lema Seja f : X — Y uma aplicagio continua com f(xo) = yo. A aplicagdo

fu: (X, x0) — (Y, yo)
[a] = fe([a]) :=[f o al.

estd bem definida e é um homomorfismo de grupos.

Demonstra¢do: A aplicagdo f; estd bem definida. Com efeito, se H : @ =~ § (rel JI) é uma
homotopia de caminhos entre a e , entdo f o H é uma homotopia de caminhos entre os
caminhos f oae f o B, ouseja,sea = f,entdo foa = f o .

Além disso, fy ¢ um homomorfimo de grupos, ja que f o (a *f) = (f o a) * (f o p), logo

fullal - [B]) = fulla = B]) = [f o (e B)]
=[(foa)+(fop)l=I[foal [fop]
= fa(la]) - fo([B])-
O

DeriNI¢Ao Seja f : X — Y umaaplicagio continua com f(xo) = yo. O homomorfismo induzido
por f é definido por
fa (X, x0) = (Y, yo)
[a] = fe([a]) == [f o al.

Prorosi¢cAo Considere aplicagdes continuas f : X — Y e g : Y — Z entre espagos topolégicos,
com f(xo0) = yo e §(yo) = zo. Sejam fy : (X, x0) = (Y, yo) e gx : (Y, yo) = m1(Z, z0) 0s
homomorfismos induzidos. Entdo

(8o fle=gso fu
Além disso, se id : X — X é a identidade, entdo idy : m1(X, x0) — m1(X, x0) é 0 homomorfismo
identidade.

Demonstragdo: Dado um caminho fechado @ em X com base em x(, temos
(goflelal) =[(gofloal=[go(foa)
= gul[f o al) = gu(fe([a])) = g4 o fu(la]).

Além disso,

idg([a]) = [id o a] = [a].
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O préximo resultado garante que o grupo fundamental é um invariante topolégico, ou
seja, espagos topolégicos homeomorfos possuem grupos fundamentais isomorfos.

Prorosi¢cio Sejaf : X — Y umhomeomorfismo com f(xo) = Yo, entdo o homomorfismo induzido

fa: (X, x0) = m1(Y, yo) é um isomorfismo de grupos.

Demonstragio: Com efeito, seja f~' 1 Y — X a inversa de f. Pela proposicdo anterior, temos que:
fitofi=(f"o fls = (idx)s = idg,x)

fao fil =(f o f ) = (idy)s = idyy(v) -

Assim, f;7' é a inversa de fy, e fy é isomorfismo. O

Em particular, se dois espagos tém grupos fundamentais diferentes, entdo eles ndo sdo
homeomorfos.

O grupo fundamental ndo é apenas um invariante topolégico, mas também um invariante
homotépico. A seguir, provaremos que espacos homotopicamente equivalentes possuem
grupos fundamentais isomorfos. Para isso, precisaremos do seguinte resultado auxiliar.

Prorosi¢cio Sejam f,g : X — Y aplicagdes continuas homotdpicas e sejam yo = f(xo) e
y1 = g(xo). Assuma que Y conexo. Os homomorfismos induzidos fy : m1(X, x0) — m1(Y, o) e
g+ 1(X, x0) = 11(Y, y1) estdo relacionados por

fe=Cyogs,

em que y é um caminho ligando y1 a yo e Cy, é a aplicagdo definida na Proposicio 3.4. Em outras
palavras, o diagrama abaixo é comutativo:

(Y, y1)

7—(1(Y/ ]/O)

Demonstragdo: Seja F : X X I — Y uma homotopia entre g e f, assim F(x,0) = g(x) e
F(x,1) = f(x), para todo x € X. Considere o caminho y : I — Y dado por y(t) = F(xo, t), veja
que y é um caminho ligando g(xo) = y1 a f(x0) = Yo.
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Dado um caminho fechado @ em X com ponto base x¢, temos que foa ey L+ (goa)*y
sd0 homotépicos com extremos fixos. Com efeito, a aplicagdo H : I X I — Y dada por

F(xo,1—4s +4st), se0<s<1/4
H(s,t) =14 F(a(4s —1),t), sel/4<s5<1/2
F(xg,2(s+t—st)—-1), sel/2<s<1

¢ uma homotopia com extremos fixos entre os caminhos [y~ #(goa)]*y e [eyo * (f o a)] *ey,.
Como [ey, * (f o a)] * ey, € homot6pico, com extremos fixos, ao caminho f o a, segue que

foa%y_l*(goa)x-y,

Hi(xo)

Portanto, temos que

flaD) =[foal =y = (goa)+y] = Cylg o al) = Cy o gu([a]).

Segue que fi = Cy, o g, como queriamos provar. O

Finalmente, mostraremos que se X e Y sdo espagos topoldgicos conexos por caminhos
com o mesmo tipo de homotopia, entdo eles possuem grupos fundamentais isomorfos. Mais

especificamente:

ProrosicAo Sejam X e Y sdo espagos topoldgicos conexos por caminhos, Se f : X — Y é uma
equivaléncia homotdpica, entdo o homomorfismo induzido fy : m1(X, x0) — mi(Y, f(x0)) é um
isomorfismo de grupos.

Demonstra¢do: Sejam f : X — Y uma equivaléncia homotépica e g : Y — X sua inversa
homotodpica. Entdo go f ~ idx e f o g =~ idy.Tome como ponto base xy € X e sejam o = f(xo),
x1 = g8(yo) e y1 = f(x1).

Sejam f : m1(X, x0) = T (Y, yo), fi : (X, x1) = (Y, y1) e g : (X, yo) = m1(Y, x1)
0s homomorfismos induzidos por f e g. Como g o f =~ idx, pela Proposigao 3.11, temos que
gu o f£ = C,, em que C, é o isomorfismo induzido por um caminho y em X ligando xp a x1.
Segue que g# é sobrejetor. Analogamente, como f o ¢ ~ idy, pela Proposicdo 3.11, temos que
fi o g4 = Cg, em que hy é 0 isomorfismo induzido por um caminho f em Y ligando yo a y1.

Segue que g € injetor.
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Em suma, temos um diagrama comutativo:

fO
(X, x0) —— 11 (Y, yo)

|

7'(1(X, xl) - ﬂl(Y/ yl)
Ty

e g# é um isomorfismo. Consequentemente, f e f} também sdo isomorfismos. Segue que
11(X, xo) é isomorfo a 71(Y, yo). O

CoroLARIO O grupo fundamental de um espago contritil é trivial.

CoroLARIO Seja A C X um retrato por deformagdo ou um retrato por deformagio forte de X. Se
xo € A, entdo uma retragio r : X — A induz um isomorfismo:

ry (X, x0) = 11(A, x0).
Exempro Usando o Coroldrio 3.14, temos o seguinte:
[a] Como St x {0} é um retrato de deformagio de S' X R, temos que
(S X R, (x0,0)) = mi(S! x {0}, (x0,0)) = 1(S', x0).
[b | Como o circulo central ¥. de uma faixa de Mobius M é um retrato de deformagio de M, temos:
(M, x0) = m1(Z, x0) = 11 (S, 20).

Este exemplo mostra, que embora os grupos fundamentais da faixa de Mébius e da esfera S' sejam
isomorfos, 0s espagos ndo sio homeomorfos.

Veja a Figura 3.2. g

O préximo resultado garante que o grupo fundamental do produto cartesiano X XY é isomorfo
ao produto direto dos grupos fundamentais de X e Y.

Prorosi¢cAo Sejam X eY espagos topologicos e X XY o espago produto com a topologia produto.
Dados xg € X e yo € Y, temos

(X XY, (x0, y0)) = m1(X, x0) X 11(Y, yo).
Demonstrac¢do: A demonstragdo sera deixada como exercicio. 0

OBseErRVACAO Vale ressaltar que se uma aplicagdo continua f : X — Y é sobrejetora (ou injetora)
ndo vale necessariamente que a induzida fy serd sobrejetora (ou injetora).
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= -

Faixa de Mobius Disco menos um ponto

PN
= &

Cilindro Toro s6lido

Circulo

Figura 3.2: Espacos homotopicamente equivalentes e logo com grupos fundamen-
tais isomorfos.

3.3 Espacos Simplesmente Conexos

Relembre que se X é conexo por caminhos, entdo 71(X, xg) = m1(X, x1), para quaisquer
X0, X1 € X.

3.18 DEeriNi¢Ao (SiMPLESMENTE CoNExo) Um espago topoldgico X conexo por caminhos é dito
simplesmente conexo quando seu grupo fundamental é trivial.

3.19 Exempro Qualquer subconjunto convexo de R" é simplesmente conexo. <
3.20 Prorosi¢Ao Dado um espago topologico X, as afirmacoes abaixo sdo equivalentes:

E] X é simplesmente conexo;

[b| X é conexo por caminhos e todo caminho fechado é livremente homotdpico a uma constante.

Duas aplicagdes continuas quaisquer f, g : S' — X sdo homotdpicas.

[d] X é conexo por caminhos e toda aplicagio continua f : S' — X estende-se contiuamente ao
discoD? = {(x,y) € R? | x> + y?2 < 1}.

Demonstragio: A demonstragio sera deixada como exercicio. O

A esfera S", com n > 2, é simplesmente conexa. Uma intuicdo para esse fato pode ser
obtida supondo dois caminhos a e  em S” tais que ambos 0s caminhos ndo passem por um
ponto p da esfera. Usando a projecao estereografica P, temos que S" \ {p} é homeomorfa a
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R". Logo, a imagem P o @ e P o § dos caminhos a e  sdo caminhos homotépicos por uma
homotopia H(s, t). A fungdo P~! o H(s, t) fornece entdo uma homotopia entre a e § em S". O
problema desse argumento é que existem curvas que cobrem todos os pontos da esfera. Sendo
assim, precisamos de um argumento mais sofisticado. A demonstracdo que apresentaremos

de que a esfera S, com n > 2, é simplesmente conexa terd como base o lema a seguir.

Lema Seja X um espago topolégico tal que X = U UV, com U e V subespagos abertos simplesmente
conexos. Se U N'V é conexo por caminhos, entdo X é simplesmente conexo.

Demonstra¢do: Fixe um ponto base xop € U N V. Dado um caminho fechado a com base
em x, pela continuidade de a, o conjunto {&~}(U), a~!(V)} é uma cobertura por abertos do
compacto I. Logo, existe uma parti¢do de I, digamos

O=tH<tr<---<th<t,=1

tal que a([ti-1,t;]) € Uoua([ti-1, ti]) C V. Além disso, se dois intervalos consecutivos [#;—1, ¢;]
e [ti, ti+1] sdo tais que a([ti—1, t;]) e a([t;, ti+1]) pertencem ambos a U ou a V, eliminamos o
ponto comum ¢; da parti¢do; logo, podemos considerar uma particdo tal que a(t;) cU NV,
paratodoi=0,...,n.

Agora, como U NV é conexo por caminhos, seja 0; um caminho em U NV que liga x¢ a
a(t;).

Paracadai =1,...,n, considere a reparametrizacdo do caminho a|[t,-,1,t,»]3
ai I — X, ai(s):=a((t; —ti—1)s + ti-1).
Assim, a;(0) = a(ti-1) e a;(1) = a(t;). Claramente, @ = a1 * ap * - - - * a,. Segue que
a=(arxo7) (015 az* 0y ) * (02 Az 031) % (00 * ).

Note que 0; * aj41 * a;}l estd contido em U ou em V. Como ambos sdo simplesmente conexos,
o caminho fechado o; * aj41 * 0;}1 é homot6pico ao caminho constante ey,. Portanto, a = ey, e
segue que 1(X, xo) = {[ex,]}- O
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3.22 ProrosigAo Paran > 2,a esfera unitiria S" é simplesmente conexa.

Demonstragido: Sejam py =(0,...,0,1)eps =(0,...,0,1) os polos norte e sul da esfera S",
respectivamente. Tome U := " \ {pn} e V := 5" \ {ps}. Veja que U e V sao homeomorfos a
R" via proje¢des estereograficas. Logo, U e V sdo abertos simplesmente conexos. Além disso,
UnvV =58"\{pn,ps}, que é homeomorfo a R" \ {0}, portanto conexo por caminhos, ja que
n > 2. Pelo lema anterior, segue que S" é simplesmente conexo. 0

~—" ~— ~—

U v unv

Figura 3.3: Decomposicao de S" em dois abertos simplesmente conexos.

Na préxima segdo, provaremos que S! ndo é simplesmente conexa, de fato, mostraremos

que 711(St, xo) = Z.
3.23 ExEMPLOS
[a] Sen > 2, entdo R" \ {0} é simplesmente conexo. De fato, R" \ {0} = st

[b] Sem >2en > 2, entio S™ V S" é simplesmente conexa. Com efeito, denote por p o ponto em
comum entre as esferas, i.e. S" V S" = {p}, e tome pontosa € S" \ {p} eb € S" \ {p}. Sejam
U=S"vS*"\{a}eV =5"vS"\{b}. Como,

S"~U e S"=~V,

U e V sdo abertos simplesmente conexos e U NV é conexo por caminhos. Pelo lema anterior,
S™ v S™ é conexo por caminhos. <

S™ ST

Figura 3.4: S v S" é simplesmente conexa, para m,n > 2.
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OBseErRVAGAO A unido de dois espagos simplesmente conexos nio é necessariamente um espago
simplesmente conexo, mesmo que tenham um ponto em comum. Um exemplo é o cone gémeo de Griffths.

3.4 Grupo Fundamental do Circulo

Nessa secdo, apresentamos o primeiro exemplo de espago topoldgico que possui grupo
fundamental no trivial,a saber, a esfera S!. A partir do grupo fundamental de S!, conseguimos
novos exemplos de espagos topolégicos cujos grupos fundamentais sdo ndo triviais.

Nosso objetivo aqui é provar que 71 (S!, x9) = Z, em que xo = (1,0). Mais especificamente:
TeoreEMA (GrUPO FUNDAMENTAL DE S') O grupo fundamental de S', 7t1(S?, x¢), é um grupo
ciclico infinito gerado pela classe de homotopia do lago w(s) = (cos(2ms), sen(2ms)) baseado em
xo = (1,0). Além disso, a aplicagdo

@ :Z — 11(St, xo)

n = [w,],

em que w, : I — S é laco baseado em xo = (1,0) dado por w,(s) = (cos(2mns), sen(2mns)), é um
isomorfismo de grupos.

A ideia basica para provar esse resultado é comparar caminhos em S! com caminhos na reta
real R por meio da aplicagdo de projecdo:

p:R— st

s > (cos(2ms), sen(27s)).

Podemos visualizar essa projegdo geometricamente fazendo um mergulho de R em R?® como
uma hélice parametrizada por s +— (cos(2ms), sen(27s), s), e p € a restricao para a hélice da
projecdo de R® em R? dada por (x, y,z) — (x, ). Veja a Figura 3.5.

Vejamos como podemos associar caminhos fechados em S! a caminhos em R. Para cada
n € Z, defina

wy: I >R, @y(s)=mns,

ou seja, w, é um caminho em R que comeca em 0 e termina no inteiro n. Na hélice, @,
corresponde a um caminho que comega em (1,0,0) e da |n| voltas ao longo da hélice, para
cima se n > 0 e para baixo se n < 0. Por outro lado, para cada n € Z, o caminho fechado

wy(s) = (cos(2ms), sen(27ms))

em S! baseado em xg = (1,0), d4 |n| voltas completas em S! (no sentido anti-horério, se n > 0;

e no sentido horario, se n < 0).
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N

-

>

Figura 3.5: Hélice: um mergulho de R em R?. Projegdo p no circulo S'.

Note que

Wy =P o Wy,

para todo n € Z. Portanto, o diagrama abaixo é comutativo:

R
@n
p
[—— st

Por essa razdo, dizemos que o caminho w, é um levantamento do caminho w,,ou seja,a relacdo
wn = p o Wy é expressa dizendo que w, é um levantamento de w,. (No Capitulo 4, iremos
formalizar a no¢do de espago de recobrimento e levantamento de caminhos.) Finalmente,
observe que a medida que o caminho @, percorre a hélice para cima ou para baixo, sua
sombra, i.e. 0 caminho w,, dar voltas em em S! no sentido anti-horario ou sentido horério,
respectivamente. Veja Figura 3.6. Essa correspondéncia entre caminhos fechados em S! e
caminhos em R ¢é crucial para o calculo do grupo fundamental de S'.

A seguir, iniciamos a prova do Teorema 3.25.
AFirRMAcAO A aplicagio ® : Z — m1(SY, xo0), dada por ®(n) = [wy], é um homomorfismo de

grupos.

Demonstra¢do: Primeiramente, para cada m € Z, considere o mapa de translagdo por |m|
unidades 7,, : R = R, dado por x +— x + m.
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/ , /
- -~ —_
- - - -

> O

Figura 3.6: Caminhos em R e suas projecdes em S'.

Agora, veja que 0 caminho @y, * Ty, @, € homot6pico ao caminho @y,+,. Com efeito, ambos
os caminhos tém os mesmos extremos e R é convexo, logo basta tomar a homotopia linear.
De fato, esses caminhos sdo parametriza¢des do mesmo caminho. Seja F : [ X I — R uma
homotopia entre eles, i.e.

F: Op*Tmwn = Oman.

Quando projetamos tais caminhos em S! via a aplicagido p, obtemos caminhos homotépicos:
G: po (C‘)m *Tma)n) = PO Wm+n,

em que a homotopia G : I XxI — S! é dadapor G=poF.

Usando esses fatos, temos que

O(m) - ®(n) = [wm] - [wn] = [p o @m] - [p ° Wil
=[powml-[po(tmwn)l
=[(p o @m) * (p o Tmawn)]
= [p o (Om * Tmawn)]

= [P © Wpin] = P(m +n).

Portanto, @ é um homomorfismo de grupos. ]

Para provar que ® é uma aplicacdo sobrejetora, iremos usar o seguinte lema, que sera
provado no Capitulo 4 (Teorema ??):
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LeEMA (LEVANTAMENTO DE CAMINHOS) Para cada caminho a : I — S! com xy = a(0) =

(1,0) e para cada %o € p~*({xo}), existe um tinico levantamento & : I — R tal que &(0) = %o.

ArirRMAcAo A aplicagio ® : Z — m1(S?, xo), dada por ®(n) = [wy,], é sobrejetora.

Demonstragdo: Seja [a] € 11(St, xp) uma classe de homotopia de caminhos fechados em st

em que xo = (1,0). Queremos mostrar que existe um inteiro n € Z tal que a = w,,.

Note que 0 € p~1({xo}). Pelo lema acima, existe um tinico caminho & : I — R com @(0) = 0
tal que p o @ = @, ou seja, @ é um levantamento de a. Como

(pod(l)=a(l)=xp S,

temos que @(1) deve ser um niimero inteiro. Em outras palavras, & é um caminho que comega

em 0 e termina em um nimero inteiro #.

Como R é convexo, existe uma homotopia de caminhos H : @ = @, (basta tomar a
homotopia linear). Assim, p o H é uma homotopia de caminhos em S':

poH: a=pod = pow, =wy.
Portanto, temos que [a] = [w,] = P(n). Segue que D é sobrejetora. O
Para provar que @ é uma aplicac¢do injetora, iremos usar o seguinte lema, que serd provado
no Capitulo 4 (Teorema 4.28):

Lema (LEvaNTAMENTO DE HomoTOP1A) Para cada homotopia de caminhos H : I X I — S!
com H(0, t) = xo = (1,0) e para cada %o € p~*({x0}), existe um tinico levantamento H:IxI >R
tal que H(0, t) = Xo.

ArirRMAcAo A aplicacio ® : Z — m1(S, xo), dada por ®(n) = [wy,], é injetora.
Demonstra¢do: Suponha que ®(m) = ®(n) para m,n € Z, ou seja, suponha que w, = wWy.

Vamos mostrar que m = n. Seja H : I X I — S! uma homotopia de caminhos entre w, e wy,
em particular, H(s,0) = wu,(s), H(s, 1) = w,(s) e H(0,t) = H(1,t) = xo = (1, 0).

Como 0 € p~({x0}), pelo lema anterior, existe um tinico levantamento H:IxI— Rtal
que H(0, t) = 0. Além disso, como o levantamento é tinico, devemos ter

H(s,0) = @m(s) e H(s,1) = @n(s).

Como H é uma homotopia de caminhos (com extremos fixos), ﬁt(l) deve ser constante
para todo caminho H; ao longo da homotopia. Por outro lado,

Ho(l) = @) =m e Hi(1) = @,(1) = n.

Segue que m = 1, como queriamos provar. O
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3.31 OBservacAo Noteque [w]" = [w,], em que wy(s) = (cos(2mns), sen(2mns)), para todo n € Z.
3.32 ExemPLO

[a| A esfera S", com n > 1, ndo é homeomorfa a SL. Com efeito, esses espagos possuem grupos

fundamentais ndo isomorfos.

[b | Considere o cilindro C = S' X R. Como C é um retrato por deformagio de S* x {0} (via uma

homotopia linear), seque que
(S R) = 71(S) = Z.

Um gerador para 11(S' X R) ¢é dado pela classe de homotopia do circulo central a(s) =
(cos(2ms), sen(2ms),0). Um caminho fechado em C é homotépico a n vezes o gerador a,
quando n é o niimero “liquido” de vezes que o caminho fechado intersecta transversalmente a
geratriz (1,0) X R. Em geral, temos que

m(SY xR", po) = Z.

Considere o toro bidimensional T? = S' x S'. Temos que
m1(T2, (x0, x0)) = 71 (S!, x0) X T1(S!, x0) = Z X Z.

Assim, 111(T?) é abeliano com dois geradores. <

3.5 Aplica¢des de Grupo Fundamental

Recorde que D? denota o disco unitario fechado em R?, ou seja, D? = {(x, y) € R? | x2+y? < 1}.
3.33 TeorEMA (PonTo Fixo pE BRouwer) Toda aplicagio continua f : D> — D? tem um ponto

fixo, i.e., existe x € D? tal que f(x) = x.
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Demonstragdo: Suponha, por absurdo, que existe uma aplicagdo continua f : D> — D? tal
que f(x) # x, para todo x € D2. Considere uma aplicagdo r : D> — S! defina da seguinte
forma: r(x) € S! é dada pela intersecdo de S' com a semi-reta de origem em /(x) e que passa
por x. Veja que r é continua, pois pequenas varia¢des de x corresponde a pequenas variagdes
de r(x). Além disso, r(x) = x, para todo x € S!. Assim, r é uma retragao de D? em S'.

Agora, considere um caminho fechado a em S! com base em xy. Em D?, existe uma
homotopia de @ para um caminho constante ey, com base em xy, de fato, a homotopia linear
H(s,t) = (1-t)a(s)+txo fornece tal homotopia de caminhos. Como a retragdo r é a identidade
em S!, a composigdo r o H é uma homotopia em S! entre r o & = a e ey,. O que contradiz o
fato de que m1(S!, xg) = Z. Segue que toda aplicagdo continua f : D> — D? tem um ponto
fixo. O

TeorEMA (INVARIANCIA DA DIMENSAO) R2¢ homeomorfo a R" se, e somente se, n = 2.

Demonstragdo: Sen =1, o resultado é trivial, pois R meno sum ponto é desconexo, enquanto
que R? menos um ponto ainda é conexo. Seja n > 1. Sabemos que R? \ {p} tem o mesmo
tipo de homotopia que S'. Logo, 71(R? \ {p}) = Z. Por outro lado, R" \ {p} é homeomorfo a
S"1 X R, temos que

TR\ {p}) = m1(S" I xR) = 711(S" 1) x m1(R).

Como, S" é simplesmente conexa, para n > 2, logo, m1(S") = {0} e m1(R" \ {p}) = {0}. Logo,
teremos a igualdade apenas quando n = 2. O

3.6 Exercicios

Ex. 3.1 — Um espago topolégico X é simplesmente conexo se, e somente se, existe uma tinica
classe de homotopia de caminhos ligando dois pontos de X.

Ex. 3.2 — Seja (G, -) um grupo. O centro de G, denotado por Z(G), é definido por:
Z(G)={aeGla-b=b-a, paratodob € G},

ou seja, é o conjunto dos elementos de G que comutam.
Seja X um espaco topolédgico. Considere caminhos y e o ligando x e x;.
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1. Mostre que C,, = C; se, e somente se, [0 * 7] € Z(r1(X, x0)).

2. Mostre que m1(X, xo) é abeliano se, e somente se, C,, ndo depende do caminho 7.

Ex. 3.3 — Sejam X e Y espagos topoldgicos e X XY o espago produto com a topologia produto.
Dados xp € X e ypg € Y, mostre que

(X XY, (x0, yo)) = m1(X, x0) X m1(Y, yo)-

Ex. 3.4 — Sejam X e Y espagos topolégicos e seja f : X — Y continua. Mostre, exibindo um

exemplo, que:
1. A sobrejetividade de f ndo garante a sobrejetividade de f4

2. A injetividade de f ndo garante a injetividade de f.

Ex. 3.5 — Sejar : X — Y um retrato por deformagdoei : Y — X a inclusdo. Mostre que ry é

sobrejetora e que iy € injetora.

Ex. 3.6 — Dado um espago topolégico X, prove que as afirmagdes abaixo sdo equivalentes:
1. X é simplesmente conexo;

2. X é conexo por caminhos e todo caminho fechado € livremente homot6pico a uma

constante.
3. Duas aplicacdes continuas quaisquer f, ¢ : S' — X sdo homotépicas.

4. X é conexo por caminhos e toda aplicagdo continua f : S — X estende-se continua-
mente ao disco D? = {(x,y) € R? | x> + y> < 1}.

Ex. 3.7 — Seja X um espago topolégico ndo vazio, denotamos e definimos o cone de X por:

C(X)=(Xx][0,1])/~, onde (x,1)~(y,1),Vx,y e X.

1. Determine C (S') e C (S?).
2. Se f : X — Y é continua, podemos estender f a C(f) : C(X) — C(Y) continuamente?
3. Calcule 11 (C(X), x9), para qualquer X.

Ex. 3.8 — Determine se existe algum espago topolégico X tal X x S! seja homeomorfo a:
1. s2
2. RP2.

Ex. 3.9 — Um espago topoldgico X é dito espago de Hopf se existem uma fung¢do continua
(multiplicagdo), m : X x X — X e xp € X tais que m (xg, Xo) = xo, g1 0 i =~ idx (rel {xo}) e
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m o gy ~idx (rel {xo}), onde
qi,492: X — XxX
sdo definidas por g1(x) = (x,x0) e g2(x) = (xp, x). Com as nota¢des anteriores, seja X um
espago de Hopf. Mostre que:
1. m((g10a)*(g20pB)) = axp,onde a e f sdo caminhos fechados com base em xg.

2. 111 (X, xp) é abeliano.

Ex. 3.10 — Utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, mostre que toda matriz real 3 x 3
com entradas positivas, possui um autovalor positivo. Dica: Associe a cada matriz uma agao

na intersecgdo do octante positivo com a esfera unitdria fechada em R”



Espaco Recobrimento

Neste capitulo introduzimos os espagos de recobrimento e utilizamos desses conceitos para
estender nosso estudo dos grupos fundamentais. Ao longo do capitulo estabeleceremos uma
conexdo intima entre as caracteristicas algébricas dos grupos fundamentais e a linguagem

geométrica de espagos de recobrimento.

Nesse sentido o principal resultado deste capitulo é estabelecer uma correspondéncia
exata entre os varios espacos de recobrimento de um espago base X e subgrupos de seu grupo
fundamental 711(X). Neste ponto, a analogia com a Teoria de Galois € inevitavel, com sua

correspondéncia entre extensdes de corpo e subgrupos do grupos de Galois.

De modo mais geral, trés nogdes estao interligadas de tal forma que cada uma determina
essencialmente as outras duas: grupo fundamental, espaco de recobrimento e agdes de grupos

propriamente descontinuas. Historicamente, eles apareceram na ordem inversa.

De modo muito simplificado, as primeiras no¢des associadas ao que atualmente denomi-
namos por agdes de grupos propriamente descontinuas aparecem nos trabalhos de Gauss
com o conceito de dominio fundamental. Mas foi com Riemann, no final do século XIX, que
surgiu o segundo membro da triade que mencionamos no inicio, a ideia de uma superficie
consistindo em “muitas folhas, sobrepostas umas as outras, e cobrindo muitas vezes a mesma
parte do plano”, o que iniciou o estudo sistémico da espagos de recobrimento. As aplica¢des
deste conceito feitas por Riemann a teoria das fun¢des analiticas de uma varidvel complexa
mostram que ele tinha em mente o conceito moderno de “superficie de recobrimento ramifi-
cada”. Finalmente o conceito de grupo fundamental surgiu nos trabalhos de Henry Poincaré
publicados entre 1895 e 1904.

Ressaltamos por tltimo que a teoria da espagos de recobrimento é de grande importancia

ndo s6 na topologia, mas também em outros ramos da matemdtica, como andlise complexa,

55
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geometria, grupos de Lie e também em algumas 4reas além da matematica.

4.1 Espacos de Recobrimento

Nosso objetivo nessa secdo é generalizar a estratégia que utilizamos para calcular o grupo

fundamental do circulo. Realizaremos tal objetivo isolando as propriedades da aplicagao

p:R—S!

s > (cos(2ms), sen(27s)).

Os espagos que consideraremos neste capitulo serdo todos espacos de Hausdorff. Os espagos
de recobrimento sdo definidos por meio de aplicagdes p : X — X que sdo homeomorfis-
mos locais satisfazendo restri¢des bastante fortes. Desta forma, comegaremos recordando a

definicdo de homeomorfismo local.

DeriNi¢Ao (HoMEOMORFIsSMO LocAL) Sejam X,Y espagos topolégicos, uma aplicagio f :
X — Y édita um homeomorfismo local se, para cada ponto x € X, existe uma vizinhanga aberta U
de x tal que V = f(U) é um aberto em Y e a restri¢cio f lu é um homeomorfismo de U em V.

Claramente todo homeomorfismo é um homeomorfismo local. Além disso, um homeo-

morfismo local f : X — Y é uma aplicagdo continua, aberta e localmente injetiva.

A caracteristica fundamental de um homeomorfismo local f : X — Y é que o espago X
herda todas as propriedades topolégicas locais de Y como, por exemplo, conectividade local,
compacidade local, e assim por diante, e no caso em f for sobrejetora, entdo Y também herda

as propriedades topolégicas locais de X.

Uma deficiéncia dos homeomorfismos locais é que, nesse contexto, ndo temos a proprie-
dade de levantamento de curvas, i.e., dado um homeomorfismo local f : X — Y e uma curva
a : I — Y ndo necessariamente temos a existéncia de uma curva @ : I — X talque foa = a.
Um exemplo simples de tal inexisténcia pode ser construido do seguinte modo: considere
o homeomorfismo local p : (0,2) — S!, p(t) = (cos(27t), sen(27tt)) e 0 caminho a : [ — S,
a(t) = (cos(2mt), sen(2mt)), entdo a ndo pode ser levantado para (0, 1). Para ver isso, suponha
que a é um levantamento de a, como a(0) = a(1) = (1,0), temos que p(a(0)) = p(a(1)), logo
a(0) = a(1) = 1, pois p~1((1,0)) = {1}. Assim, a se levanta para uma curva fechada em (0, 2),
que consequentemente é homotdpica a um caminho constante, mas @ ndo o é, 0 que gera uma

contradicdo.

Precisamos de um conceito mais forte do que o de homeomorfismo local, o conceito de

aplicacdo de recobrimento.
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Derini¢io (Espaco DE RECOBRIMENTO) Sejam X e X espacos topolégicos de Hausdorff.
Sejap : X — X uma aplicagdo continua sobrejetora. Dizemos que (X, p) é um espagos de recobri-
mento de X se, para cada x € X, existe uma vizinhanga aberta U, de x tal que p~*(Uy) pode ser
escrito como uma unido disjunta de conjuntos abertos Uy em )?, com A € Ay, e tal que para cada A, a
restrigdo p|u/‘ : Uy — Uy é um homeomorfismo.

Nesse caso a aplicagdo p : X — X édita aplicagio de recobrimento

Alguns autores ndo pedem que p : X — X seja uma aplicagdo continua sobrejetora mas
assumem que X é conexo por caminhos e localmente conexos por caminhos, ao definir um

espago de recobrimento.

Prorosi¢cAo Se X e X sdo conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos. Entdo, as
seguinte afirmagdes sdo equivalentes:

(X, p) é um de espago de recobrimento de X;

dadap : X - X, para cada x € X, existe um conjunto aberto e conexo por caminhos U contendo
x tal que cada componente conexa por caminhos de p~(U) é homeomorfa a U sob a aplicagiio p.

A equivaléncia dessas duas defini¢des nos casos em que X e X sdo conexos por caminhos

e localmente conexos por caminhos serd deixada como exercicio ao leitor.

Se (X, p) é um espaco de recobrimento de X, é usual chamar o espago topoldgico X de
espaco de base. Os conjuntos U, sdo chamados de vizinhangas elementares ou ainda de
vizinhangas distinguidas. Os conjuntos abertos disjuntos em X que se projetam homeomor-
ficamente para U, por p sdo chamados de folhas de X sobre U.

Quando U, é conexo, essas folhas sdo as componentes conexas de p~L(U), portanto, neste
caso, elas sdo determinadas exclusivamente por U, mas no caso em que U ndo é conexo, a
decomposigdo de p~(U) em folhas claramente pode nao ser tnica.

Destacamos que nédo é suficiente que uma aplicagdo seja um homeomorfismo local para
ser uma aplicagdo de recobrimento. Considere a aplicacdo p : (0,2) — S! definida por
p(t) = (cos(2mt), sen(2mt)). Essa aplicagdo é um homeomorfismo local, mas para qualquer
vizinhanca pequena U de (1,0) € S!, algumas componentes de p~!(U) ndo sdo mapeadas
homeomorficamente para U.

O ntmero de pontos na imagem inversa de um ponto, sob uma aplicagdo de recobrimento,

é localmente constante, e no caso em que o espago de base é conexo, esse niimero é constante
e é denominado ntimero de folhas do recobrimento.

ProrosicAo A cardinalidade de p~'(x) é localmente constante e se X for conexo entio a cardinali-

dade é constante.
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>

p~HU)
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-

Figura 4.1: Um homeomorfismo local que nao é uma aplicacdo de recobrimento.

Demonstra¢do: Considere x € X e uma vizinhanca elementar U, de x. Para cada y em Uy,
temos que as cardinalidades de p~!(x) e p~!(y) sdo iguais, assim é localmente constante.
Como consequéncia dessa observacdo, os conjuntos de mesma cardinalidade sdo abertos e
claramente sua unido é todo o espago. Sendo X conexo, um desses conjuntos abertos é todo

X elogo a cardinalidade é constante. O
4.5 DEeFINICAO Seja (X, p) um espago de recobrimento de X, entdo:

® Para cada x € X, o subconjunto discreto p~'(x) é denominado de fibra de x.

* Quando X é conexo, o grau do recobrimento é a cardinalidade de p~(x), para todo x. Se o

grau do recobrimento é dois, entdo este é denominado de recobrimento duplo.

e X ¢ simplesmente conexo, o recobrimento é dito um recobrimento universal. A razdo dessa
" GSe X I t b to é dit b t LA d

nomenclatura ficard evidente nas proximas segoes.

4.6 ExemprLOS (RECOBRIMENTOS)
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A identidade idx : X — X é uma aplicagdo de recobrimento para qualquer espaco X. Esse
recobrimento é dito trivial e é um recobrimento de uma folha.

Seja Y um espago com a topologia discreta. Entdo, a projegio mx : X XY — X é um recobrimento.
A reta real R recobre o circulo S por meio da aplicagio:

p:R— st

t > e?™ = (cos(2mt), sen(27t)).

A aplicagio p : R — S é uma aplicagio de recobrimento com infinitas folhas.

De fato, dado um ponto x no circulo, entdo existe t € R tal que p~'(x) =t +n, comn € Z.

Considere o intervalo fechado [t — e, t + €] com € < %, entio p| -y ¢é uma bijegdo continua na
e,

+é]

sua imagem.Como o intervalo [t — €, t + €] é compacto, temos que é um homeomorfismo,
[t-

t+e]
logo leva os abertos (t — ¢, t + €) em abertos V de S (que sdo arcos contendo x).

A imagem inversa de V, p~1(V'), consiste em um niimero enumerdvel de intervalos ao longo da
retareal,i.e, p (V) = U,ez(t — € +n,t + & +n). Todos esses intervalos sio disjuntos, aplicados

homeomorficamente a V por p e assim provamos que é um recobrimento.

-

7/
-
-~

>

Figura 4.2: Recobrimento do circulo

(4] Se (X, p) é um espago de recobrimento de X e (Y, q) é um espago de recobrimento de Y, entdo
(X xY, p X q) é um espago de recobrimento de X XY com a aplicagdo de recobrimento p X q
definida por (p X q)(x,y) = (p(x), q(v)). Deixamos a demonstragio desse fato para o leitor, mas
observamos que se U é um conjunto aberto elementar do ponto x € X e V é um conjunto aberto
elementar do ponto y € Y, entdo U X V é um conjunto aberto elementar de (x,y) € X X Y.
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A partir desse fato, podemos construir exemplos de espagos de recobrimento do toro T = S! x SL.
Em particular, o plano R* = R X R, o cilindro R x S! ou o préprio toro podem servir como

espagos de recobrimento.
A esfera S™ recobre o espago projetivo real RP" com a segquinte aplicagio:
p:S" — RP"
(1, 1) =[x, -, Xl

De fato, dado um ponto p = {x,—x} € RP", existe uma vizinhanga aberta homeomorfa a um
disco V contendo x em S™ tal que V N -V = 0. Como p éaberta, V = p(17) ¢ uma vizinhanga
aberta cuja imagem inversa consiste em dois abertos Ve-V homeomorfos a discos em torno de
dois pontos antipodais de S". Estes sio disjuntos, p| 7ep|_ysio homeomorfismos e as condigdes
sdo satisfeitas. Esse é um exemplo de um recobrimento duplo ndo trivial.

Figura 4.3: S" recobre o espago projetivo real RP".

(6| Aaplicagio St — Sldefinidaporz — z",ou seja, (cos(2mt), sen(2mt)) — (cos(2mnt), sen(2mnt)),
para um inteiro positivo fixo n, é um recobrimento de S* com n folhas.

= =3
b b

S <&

Seja a fungdo exponencial complexa exp : C — C\ {0} definida por

[ee] Z”
exp(z) = Z L
n=0

Afirmamos que (C, exp) é um espago de recobrimento de C\ {0} e que, para qualquer z € C\ {0},
o disco aberto
U, ={weC:|lw-z| <|z|}
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¢é uma vizinhanga elementar. Para provar isso, temos que mostrar que qualquer componente V
da imagem inversa de U, é levada homeomorficamente em U, por exp; ou seja, que existe uma
fungdo continua f : U, — V tal que, para qualquer w € Uy,

explf(w)] = w,

e, para qualquer v € V,

flexpv) =wv.

) -2 0

Figura 4.4: Algumas folhas do recobrimento exp : C — C\ {0} associadas a
vizinhanga elementar em amarelo.

Uma tal funcdo f é chamada de “ramo da funcdo logaritmica no disco U, " e a existéncia de tal
fungdo pode ser demonstrada usando o Teorema da Fungdo Inversa.

Podemos expressar esse recobrimento de outra forma: se z = x + iy, entdo
expz = (expx)-(cosy +iseny),

onde exp x = e* é a fungio exponencial real, exp : R — {t € R : t > 0}. A partir desta formula,
emerge o seguinte fato. Podemos considerar C = RxReC\ {0} = {r e R: 7 > 0} x S!
(usando coordenadas polares). Entdo, podemos considerar a aplicagio exp : C — C\ {0} como
uma aplicagio p X ¢ :RXR — {r e R:r > 0} x S, onde p(x) = e* e q(y) = (cos y, sen y).

Para qualquer niimero inteiro n # 0, seja p,, : C — C o polindmio definido por p,(z) = z".
Entdo, (C\ {0}, pn) é um espago de recobrimento de C \ {0}. A existéncia dos virios “ramos”
da fungdo {/z é andloga a do exemplo anterior. Note que é necessirio omitir 0 do dominio e do
contradominio da fungdo p,; caso contrdrio, ndo teriamos um espago de recobrimento. Assim,
como no exemplo anterior, podemos considerar C \ {0} = {r e R: r > 0} x S e decompor o
espago de recobrimento (C \ {0}, p») no produto cartesiano de dois espagos de recobrimento.
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(9| Finalmente, o exemplo anterior pode ser generalizado. Seja p(z) um polindmio complexo con-
siderado como uma aplicagio C — C, e seja F o conjunto de valores criticos de p(z). Entdo a

aplicagio induzida C \ p~X(F) — C \ F é uma aplicagio de recobrimento com deg(p(z)) folhas.
<

*d{7

(@) Recobrimento dado por (b)Recobrimento dado porz2.  (c) Recobrimento dado por z3.
exp(z).

4.7 Exempro Nesse exemplo, vamos apresentar alguns espagos de recobrimento de S' v S'. Para simpli-
ficar a notagdo, vamos denotar por X a unido por um ponto S' v S'. Podemos visualizar esse espago
como um grafo com um iinico vértice e duas arestas, que rotularemos como « e 3 com orientagoes

escolhidas.
o )

Figura 4.6: st v sl

Os espagos de recobrimento de S' v S! sdo particularmente interessantes ao constituirem uma
familia notavelmente diversificada, que ilustra de forma muito concreta grande parte da teoria geral.

Para descrever esses espagos de recobrimento, comegamos observando que a cada grafo G temos
associado um espago topoldgico denominado realizagido geométrica do grafo ou grafo geométrico G.
Neste espaco, os vértices sio pontos distintos e as arestas sido subespagos homeomorfos a [0, 1] coladas

por suas extremidades nas arestas. Duas arestas se encontram apenas em suas extremidades comuns.

Agora seja X um grafo geométrico com quatro extremidades de arestas em cada vértice. Suponhamos
que cada aresta em X tenha sido etiquetada como o ou f e possua uma orientagio de tal forma que
a estrutura local préxima a cada vértice seja idéntica dquela em X. Isto é, deve haver duas arestas
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rotuladas por a, uma entrando no vértice e outra saindo e analogamente para B. Os grafos X com tais
propriedades serdo denominados de grafos 2-orientados.

Dado um grafo 2-orientado X, podemos construir uma fungio p : X — X que leva todos os vértices
de X para o vértice de X e cada aresta de X para a aresta correspondente em X. Essa fungdo é um
homeomorfismo no interior de cada aresta e preserva a orientacdo. E evidente que a condicio de espaco
de recobrimento é satisfeita para p. Por outro lado, todo espago de recobrimento de X é, na verdade, um
grafo que herda uma 2-orientacdo de X. Alguns exemplos de tais recobrimentos sdo apresentados na
Figura 4.27.

Um recobrimento simplesmente conexo de X = S' v S é dado pela drvore reqular de grau 4, que é
uma drvore infinita com 4 arestas em cada vértice, como ilustrado na Figura 4.8.

p B a
p B a
(a) (b)
o o (04
p p
o o @ > > > > @ o o
(c)

- JL
._I 'Ik. .I.
+

Figura 4.8: Recobrimento universal de S! v S!. As arestas para cima sdo rotuladas
com b e as para a direita com a.
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4.2 Grupos Propriamente Descontinuos

Uma das familias mais importantes de aplicacdes de recobrimento sao obtidos pela agao de
grupos de homeomorfismos propriamente descontinuos, que descreveremos no que se segue.

Comegamos pela observagdo que o conjunto de todos 0os homeomorfismos de um espago
topolégico X é um grupo quando munido com a opera¢do de composi¢ao. Um subgrupo G
deste grupo é chamado de grupo de homeomorfismos de X. Lembremos que uma agéo de
um grupo G em um espago X é uma aplicagdo G X X — X, onde a imagem de (g, x) serd
denotado por gx, tal que (gh)x = g(hx) eex = x.

Para x € X, a 6rbita de x é o conjunto G(x) = {gx | ¢ € G}. E facil ver que duas 6rbitas sdo
disjuntas ou idénticas. Assim, elas particionam o espago X. O conjunto de todas as 6rbitas é
denotado por X /G, e sera munido da topologia quociente da aplicacdo p : X — X/G levando
x a G(x), e é chamado de espago de 6rbitas. Observe que nessa topologia a aplicagdo candnica
p : X — X/G é claramente continua e também aberta, pois, para U C X aberto e U’ sua
imagem em X /G, entdo

pt W)= HgulgeG)

que € uma unido de conjuntos abertos e, portanto, é aberto.

DEeriNI¢Ao Uma agdo de um grupo de homeomorfismos G em um espago X é dita propriamente

descontinua se todo ponto x € X possui uma vizinhanga U tal que
gunU+#o=>g=e,

em que e é o elemento identidade de G. Neste caso, dizemos que U é uma vizinhanga conveniente do
ponto x e que G é um grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos do espago topoldgico X.

¢®  ¢®

Figura 4.9: A¢do propriamente descontinua de um grupo G.

Para apresentarmos uma descricdo mais concreta do espago das 6rbitas de diversos
exemplos, precisamos da defini¢do de conjunto fundamental.

DEeriINI¢Ao Um subconjunto fechado F C X é um conjunto fundamental para a agio de G sobre
X se G - F = X e existe uma vizinhanga aberta U = Ufr de F tal que, para cada K C X compacto, o
conjunto {g € G : gU N K # 0} é finito (condigdo de finitude local).
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O préximo resultado nos diz que para descrevermos o espago de érbitas podemos nos
restringir aos conjuntos fundamentais. Apesar de extremamente simples, ele nos permitira
descrever o espaco das 6rbitas de varias agoes.

Prorosi¢Ao Suponha que F seja um conjunto fundamental para a agdo propriamente descontinua
de G em um espago primeiro enumerdvel e de Hausdorff X. Entdo a aplicagdo de projecdo natural
p:F/G — X /G é um homeomorfismo.

Demonstracao: A aplicacdo p é continua pela defini¢do da topologia quociente. Claramente,
p é uma bijecdo. Resta mostrar que p é uma aplicacdo fechada. Como o conjunto F é fechado,
basta mostrar que a projecdo g : F — X /G é uma aplicagdo fechada.

Suponha que (x,) seja uma sequéncia em F tal que g (x,,) converge para algum y € X/G, y
que é representado por um ponto x € F. Entdo existe uma sequéncia g, € G tal que g, (xx)
converge para x. Como {g, (x,,) : n € N} U {x} é compacto que podemos assumir sem perda
de generalidade que estd contido em U, assim a hipétese de finitude local implica que a
sequéncia (g,) é finita. Portanto, apds a remocgdo dos primeiros temos temos que, g, = ¢ para
todo n € N. O fato de F ser fechado implica entdo que x € F. Logo temos que x é um ponto
de acumulagédo de (x,) e consequentemente que g : F — F/G é uma aplicagdo fechada. [

Exempro A agio de Z em R dada por

ZXR —R

(z,x) — x +z. 4

é propriamente descontinua com as vizinhangas convenientes sendo qualquer intervalo aberto de
didmetro menor que 1.

A orbita de x é G(x) = {x + z,z € Z}, e 0 conjunto [0,1] é um conjunto fundamental e assim
X/G=1[0,1]/{0 ~ 1} = S..

De maneira equivalente, dizemos que a agdo de um grupo de homeomorfismos G em
um espago topolégico X é propriamente descontinua se, para todo ponto x € X, existe uma
vizinhanga U tal que, para quaisquer elementos distintos ¢ e h em G, os conjuntos g - U e
h - U sdo disjuntos, ou seja, ndo tém intersecao.

DEeriNI¢Ao Aagdodo grupo G sobre X é dita livrese g-x # x,paratodox € Xetodo g € G, g # e.
Nesse caso, dizemos que G age livremente em X.

Prorosi¢cAo Seo grupo G age de forma totalmente descontinua sobre X, entdo G age livremente
em X.
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Dado um grupo G com uma agao propriamente descontinua em um espago X, as 6rbitas
G - x de cada ponto em X formam conjuntos discretos. Uma vizinhanga V é conveniente em
relagdo a um grupo propriamente descontinuo G se, e somente se, ela contiver no maximo
um elemento de cada 6rbita de G.

Se X é um espago de Hausdorff, entdo as érbitas G - x relativas a um grupo propriamente
descontinuo G de homeomorfismos de X sdo subconjuntos fechados de X. De fato, se y ndo
pertence a G - x, entdo uma vizinhanga conveniente de y contém no maximo um ponto gx da
orbita G - x. Como gx é um conjunto fechado, podemos escolher uma vizinhanga menor de
y que seja disjunta de G - x. Em particular, quando X é um espago de Hausdorff compacto,
qualquer grupo propriamente descontinuo G de homeomorfismos de X ¢ finito. De fato,
escolhendo um ponto fixo xg € X, a funcdo que leva cada elemento ¢ em G para gxo é uma
bijecdo da G para a 6rbita G - xg. Essa 6rbita, sendo discreta e fechada no espago compacto X,
deve ser finita.

ExeMmpLO (Toro n-pDIMENSIONAL) Vamos considerar a sequinte agdo de Z"* em R”"
Z"'xR" — R"
(v,x) — x + 0.

Esta agdo é propriamente descontinua. Para demonstrar esse fato, basta considerar conjuntos abertos
de didmetro menor que 1. Pode-se mostrar que o conjunto fundamental dessa agdo é o cubo unitdrio
e, olhando para as identificacoes das faces desse cubo, que o espago quociente R" [Z" é o toro n-

4 4L L L L L AL

. \ \ . \ \ . \

> > > > > > > >
P S G GRS G G G ¢

. \ \ . \ \ . \

> > > > > > > >
P O G GRS G G G ¢

o o R 3 . 4 o

77 77 77 77 77 77 77 77
PO G G G ) P S ¢

s\ 3 \ s\ W s\ s

> > > > Ly > > >
J S G G P S G ¢

» » » /"/X » » » »
A ,\/\ J O G G §

. . £ . . . . .

77 77 77 77 77 77 77 77
4 /\ F O G GRS G §

. \ \ . \ \ . \

> > > > > > > >
P S G GRS G G G ¢

Figura 4.10: Agéo de Z? em R?.

ExempLo (Espaco ProjeTivo) Considere a fungdo antipodal —id : S" — S", levando o
ponto x em seu antipodal —x. Definimos o grupo G como G = {id, —id}, no qual a operagio de grupo
é a composigdo de fungdes. O grupo G atua de forma propriamente descontinua sobre S™.
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De fato, se escolhermos um conjunto aberto U C S" contido em um dos hemisférios, podemos
observar que:
-id-unu =0.

Nesse caso, o0 espago quociente S" /G é o espago projetivo n-dimensional. <

Prorosi¢cAo Seja G um grupo de homeomorfismos agindo livremente no espago X. As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:

A agio do grupo G é propriamente descontinua.
A projegio candnica p : X — X /G é uma aplicagdo de recobrimento.

A aplicagio p : X — X /G é localmente injetiva.

Demonstracgao:

= | 2 |Sejam y = p(x) um ponto arbitrario em X /G e U uma vizinhanga conveniente de x.
Como p é uma aplicacado aberta, V = p(U) é uma vizinhanga aberta de y. Temos entdo que:

pvy={Js-u

g€G

¢ a unido de conjuntos abertos dois a dois disjuntos, e a restricdo da aplicacdo continua
p para cada um desses conjuntos abertos é injetiva; portanto, ¢ um homeomorfismo em
plg-U)=plh=V.
= | 3 |Toda aplicagao de recobrimento é localmente injetiva dada que é um homeomorfismo
local.

= | 1| Como a aplicac¢do é localmente injetiva e a acdo € livre temos que cada ponto x € X
pertence a um conjunto aberto U no qual ndo existem dois pontos distintos da mesma 6rbita.
Consequentemente U é uma vizinhanca conveniente de x e isso prova que 3 = 1. O]

Um recobrimento p : X — X é dito um G-recobrimento se ele ¢ proveniente de uma acado
propriamente descontinua de G em X. Um G-recobrimento € dito trivial se ele é da forma
X X G — X com G agindo apenas no segundo fator.

O resultado abaixo, que demonstraremos na secao 4.5, conecta os espagos de recobrimento
provenientes dos grupos que agem de maneira propriamente descontinua e o grupo fun-
damental do espago quociente e fornece uma ferramenta poderosa para determinarmos os
grupos fundamentais.

TeoREMA Se X é simplesmente conexo e localmente conexo por caminho e G age de forma propria-

mente descontinua como um grupo de homeomorfismos em X, entio

n1(X/G) = G.
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ExeMPLO (GRUPO FUNDAMENTAL DO TORO 2-DIMENSIONAL) Pelo Exemplo 4.14, temos

que o grupo fundamental é isomorfo a Z X Z.

ExeMPLO (GRUPO FUNDAMENTAL DO PLANO PRrojETIVO) Pelo Exemplo 4.15, temos que
o grupo fundamental é isomorfo a Zj.

ExeMpLO (GARRAFA DE KLEIN) Considere o grupo de transformagdes do plano gerado por e 3,
onde a(x,y) = (x+1,y)eB(x,y) = (1 —x,y +1). Una andlise cuidadosa dessa agio deve convencer
o leitor de que o espago de 6rbitas R?/G é a garrafa de Klein. O grupo é definido abstractamente
como gerado pelos elementos a e B, e tem a tinica relagio f~ ap = a~L. (Isso é facilmente verificado

geometricamente.)

Este grupo é nio abeliano, possui um subgrupo ciclico infinito normal, gerado por at, com um grupo
quociente também ciclico infinito, gerado pela imagem de . De acordo com o Teorema 4.51, este grupo

é o grupo fundamental da garrafa de Klein <
I~ I~ ™ I~ I~ ™ I~
A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\
7 77 4 4 77 77 4 7
I~ I~ ™ I~ I~ ™ I~
L L L L L L L L
A)) AR} A} A)) AR} A} A} AR}
I~ i e I~ i e I~
A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\
77 77 4 4 77 77 4 77
I~ I~ ™ I~ I~ ™ I~
<L L L <L L L L L
A)) AA} )} A)) AA} )} )} AA}
I~ I~ ™ I~ I~ ™ I~
A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\
7 77 4 4 77 77 4 7
I~ ﬁ I~ ™~ I i e I~
e
L L L L L L L L
A)) A} A} A)) AR} A} A} AR}
I~ A\ e I~ i e I~
e
A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\ A\
77 77 4 4 77 77 4 77
I~ I~ ™ I~ I~ ™ I~

Figura 4.11: A agdo de G em R? cujo espago de 6rbitas R?/G é a garrafa de Klein.

ExempLo (Espaco LENTicuLAR) Considere S?"~1 c C" vista como

Sl = {z = (z1,...,2) | 2] = 1}.

Sejam € = e*™/P q p-ésima raiz primitiva da unidade e q1, . . ., q, inteiros coprimos a p.

Considere Z, = {1, €,€,..., ep‘l} e permita que ela aja sobre S**~1 como

€(z1,...,zn) = (eMz1,...,€Mzy,).
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Essa agdo é propriamente descontinua, assim como qualquer agio por um grupo finito, tal que gx =
x = g = e (o que o leitor deve verificar). O espago de Orbitas é denotado por L (p;q1,...,qn) € é
chamado de espago lenticular.

De acordo com o Teorema 4.51, 0 grupo fundamental de qualquer um desses espagos é Z,. No caso

tridimensional quando n = 2, L(p; 1, q) é frequentemente denotado como L(p, q). <

OBseERVACAO Dado um grupo abeliano finitamente gerado G, pelo Teorema Fundamental dos
Grupos Abelianos Finitamente Gerados, temos que G = Z" ® Zg, @ - -+ ® Zy,, onde qu, ..., 4y 540
poténcias de niimeros primos (ndo necessariamente distintos). Dessa forma, através de somas diretas
de espagos lenticulares e de circulos S' é posstvel construir um espaco que tenha G como grupo
fundamental.

4.3 Levantamento de Caminhos e Homotopias

Uma das caracteristicas fundamentais dos espago de recobrimento é o seu comportamento

em relagdo ao levantamento de aplicagdes.

O levantamento de uma funcédo continua f : ¥ — X é uma fungdo continua ]?: Y - X
tal que p o f = f. Ou seja, o problema de levantamento solicita a existéncia de uma aplicacdo
f : Y — X que torne o diagrama abaixo comutativo.

X
7
v
P2
f// »
/
/
/
/
Y f X

Uma aplicagdo que verifica essa propriedade é denominada de levantamento de f.

Antes de atacarmos o problema da existéncia do levantamento, comegaremos com dois
resultados preliminares: a existéncia do levantamento local e a unicidade de tal levantamento
sobre certas condigdes.

Prorosi¢io (UNiciDADE Do LEVANTAMENTO) Sejam X um espago de Hausdorff e p :
X — X uma aplicagido de recobrimento. Se Y é conexo e g : Y — X é continua, entdo dois
levantamentos g, 3 : Y — X de g que coincidem em um ponto yo € Y sdo iguais.

Demonstragio: O conjunto A = {y € Y, 3(y) = §(y)} ndo é vazio, pois 1 € A. Como X é um
espaco de Hausdorff, A é fechado em Y uma vez que é a imagem inversa da diagonal sob a
aplicagio g X § : ¥ — X x X, e a diagonal ¢ fechada.
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Para concluir que g = §, basta provar que A é aberto em Y. Para isso, seja a € A. Existe
uma vizinhanga V de g(a) = ¢(a) tal que p|, € injetiva. Pela continuidade de g e g, existe
uma vizinhanga U de a com g(U) c V e ¢(U) c V. Portanto, para todo y € U temos
rg(y) = g(y) = pg(y) e, como p é injetiva em V, temos que g(y) = ¢(y). Consequentemente,
temos que U C A e logo A é aberto. O

Lema (ExisTENcIA po LEVANTAMENTO LocatL) Sejam X um espago de Hausdorff e p :
X — X uma aplicagio de recobrimento. Sejam y, € Y, xo = f(y,) € U aberto elementar de X e
X € p~Y(xo). Entio existem um tinico A e um levantamento local ftal que f(yo) = X cuja imagem
estd em Uy, de modo que o diagrama a seguir é comutativo:

Uy

1

p|u)\

Y o f74(U) u

Além disso, f = (], ) lof.
A

Demonstragdo: Seja A tal que X € U,. Mostraremos que f = (p|u )"! o f é um levantamento
A
cuja imagem estd em U, .

Observe que p |, € um homeomorfismo, pela defini¢do de espaco de recobrimento, logo
A
existe a inversa de p | U A composigdo f = (p lu )~! o f é continua e, é claro, torna o diagrama
A A

comutativo, logo é levantamento. Além disso, a imagem reside em U, pois (p lu )y lof. A
A
unicidade segue da proposicao anterior. O

A seguir provaremos o Teorema de Levantamento de Homotopias que é de suma impor-
tancia para determinar o grupo fundamental de muitos espagos e para isso precisaremos do
seguintes lemas:

Lema (NUMERO DE LEBESGUE) Seja (X, d) um espago métrico compacto e seja U = {U;} uma
cobertura aberta de X. Entdo, existe um niimero real positivo A tal que todo subconjunto de X de
didmetro menor que A estd inteiramente contido em U;, para algum i.

Demonstra¢do: Por compacidade, podemos assumir que {Uj, ..., U, } é uma cobertura aberta
finita do espago métrico compacto X.

Agora, suponha que ndo exista tal A. Entdo, para cada n € N, seja A, um conjunto de
didmetro menor 1/n tal que A, ¢ U;, para qualquer i. Para cada n, escolha x,, € A, e considere
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x um ponto de acumulagdo da sequéncia resultante. Temos que x € U;, para algum i, entdo
para algum A > 0, U(x, A) C U;. Escolha n suficientemente grande de modo que 1/n < A/2, e
seja m > n tal que x,,, € U(x,A/2). Logo x,, € Ay, € consequentemente A, N U(x, A/2) # @.
Como o didmetro de A,, é menor que A /2, temos que A,, C U(x, A) C U;, uma contradi¢do. [

Qualquer nimero A que funcione no lema anterior é chamado de ntiimero de Lebesgue
para a cobertura.

LemA (DE WALLACE) Sejam Y um espago topolégico e {U, } uma cobertura aberta de Y X I. Entdo,
para qualquer ponto y € Y, existem uma vizinhanga N de y em Y e um inteiro positivo n de modo que
N x [i/n, (i +1)/n] C U,, para algum o e para todo 0 < i < n.

Figura 4.12: A vizinhan¢a N x [i/n, (i + 1)/n] c U,

Demonstragdo: Observamos inicialmente que podemos cobrir {y} X I por um refinamento

de {U,} da forma N1 X Vi, N2 X V3, ..., Ni X Vi pela compacidade de I e pela definigdo da
topologia do produto.

O Lema de Lebesgue implica que existe um n > 0 tal que cada [i/n, (i + 1)/n] esta contido
em um dos V;. Basta entdo tomar este n e N = (| N;. g

TeorREMA (LEvANTAMENTO DE CAMINHO) Sejap : X — X uma aplicagio de recobrimento,
e seja X € X um ponto na fibra sobre x, ou seja, p(x) = x. Entdo, para todo caminho continuo
a:[0,1] = X com a(0) = x, existe um tinico levantamento & : [0,1] — X de que comega em X,
ou seja, a(0) =xepoa = a.

Demonstragdo: Se o caminho «a estiver contido em uma vizinhanga elementar U a existéncia
do levantamento é direta. Para demonstrarmos isso, seja V a folha em p~(U) que contém
X, entdo, p leva V homeomorficamente em U, e assim existe uma tnica a em V com as
propriedades necessarias.
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E claro que a ndo estard, em geral, contido em uma vizinhanga elementar U. No entanto,
podemos sempre expressar & como o concatenagdo de um nimero finito de caminhos “mais
curtos”, cada um dos quais estd contido numa vizinhanca elementar, e depois aplicar o
argumento do paragrafo anterior a cada um destes caminhos mais curtos indutivamente.

Os detalhes deste procedimento podem ser descritos como segue. Seja {U;} uma cober-
tura de X por vizinhangas elementares, entdo {a‘l (U,-)} é uma cobertura aberta do espago
métrico compacto [0,1]. Escolha um inteiro n tdo grande tal que 1/n seja menor que o
numero de Lebesgue desta cobertura. Divida o intervalo [0, 1] nos subintervalos fechados
[0,1/n],[1/n,2/n],...,[(n —1)/n,1]. Observe que a leva cada subintervalo em uma vizi-
nhanga elementar em X. Agora definimos a indutivamente nesses subintervalos, comecando
com [0,1/n]. O

>

p~HU) :
CaD
(—

@D

Figura 4.13: Levantamento de caminho.

4.28 TeoreMA (LEvaANTAMENTO DE HoMoOTOPIA) Sejam X eY espacos de Hausdorffe p : X —
X uma aplicagdo de recobrimento. Seja H : Y X I — X uma homotopia e Hy : Y x {0} — X um
levantamento da restri¢do de H a'Y x {0}. Entdo existe uma tinica homotopia H:YXI—> X fazendo

o sequinte diagrama comutar:

Yx{op—2 X
/1
~ //
H ~ p
//
Ve
7
Y % [0,1] H X

Além disso, se H é uma homotopia relativa a Y’ para algum Y’ C'Y, entdo H também o é.
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Demonstragdo: A demonstra¢do da existéncia tem dois passos. Primeiro, iremos construir

um levantamento local e depois colar todas essas “pecas” do levantamento, construindo assim

o levantamento global.

Comegaremos construindo o levantamento local, isto é, para cada y € Y um levantamento

ﬁy :Vy x[0,1] — X, onde V), € um vizinhanga elementar aberta de y.

Aplicando o Lema 4.26, para a cobertura H!(Uy,) temos que existe um vizinhanga V, tal

que Vy, X [ti—1,ti] C HY(U;) paratodo 0 <i < n.

Procederemos por indugao na particdo do intervalo {to,...,t } sendo t; = j/n:

T
/ \
'
\
! 1
& L
e L
<
2 \
’ J=f - \ ~
' ]
L — T
— . X
| '
Al | L —
=
ay \
- |
! 1
! !
4 \ 1
’
P
.
, -
H,
’
’
g 4
’
Yy |
PN U 1
’ ! !
' \
i \
' '
i+1 o
B o
= N RN H X
| \ e
| Uy
. v i
i N AT
n KON PR
! 1
I ‘ ;
'

Figura 4.14: Levantamento de Homotopia

* O caso inicial é simplesmente a homotopia:
H]/'Vyx{O} - H0|vyx{0}
= Para o passo indutivo, suponhamos dada H, ; & Hy|v O]
y i
Vamos mostrar que podemos reduzir o problema a uma tinica folha do levantamento,

ou seja, que Vy X {t;} C ﬁy‘li(LliAJrl :
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Como a imagem da homotopia H |V estd em U;.q, resulta que H(y, t;) € Uis1.
Y

_ X[titiv1]
Entao, temos:

Hyi(y, 1) € p~'Uina) = | J UL,
A

A

onde a unido é disjunta. Desta forma, existe um tnico A tal que Hy(y, t;) € U7, ;.

Consequentemente (y, t;) € ﬁ;}u(j‘Jrl), que é aberto, e por tanto existe uma vizinhanga
Wy, que satisfaz W, x {t;} C Hy_ll(l,ll{rl) Reduzimos entdo a vizinhanca original V, a
V, N W, eentdo V, X {t;} C Hﬁ(l,ll.}fr1 .

Como V), X [t;, tiy1] CH “1(Uiz) pelo Lema 4.24 do levantamento local, temos o levan-

tamento:

H df loH.
Yy |Vy><[t,',ti+1] (p|u;\+1)
Assim s6 necessitamos demonstrar que a aplicagdo:

H <t<t
Hylvyx[o,ti] se0 <t <t

H |
Y1v,x[0,ti1]
y X0 i H set; <t <t
y|Vyx[ti/ti+1] ! i+l

estd bem definida, é continua e é levantamento.

O fato que esté definida é direto. Basta observar que o valor de cada pedago em V;, X {t;}
coincide, ou seja, para qualquer y” € Vy:

Plus, (ﬁﬂ[o,ti](y” b)) = Hy', i) = p'u.}‘l(ﬁyht,',tiﬂ](y,/ £i))

ecomop| , €um homeomorfismo, sdo iguais.

i+1
A continuidade segue do Lema de Colagem e o fato que é levantamento pode ser
demonstrado facilmente.

Com esta indugdo, temos, para cada y € Y, um levantamento ﬁy 1 Vy X [0,1] — X. Mostra-
remos agora que podemos colar todos estes levantamentos para construir um levantamento

global.

Para isso sejam i, ¥’ € Y e os levantamentos correspondentes H, e H,. Basta mostrar que
ambos coincidem na parte comum dos dominios: Vy N V.

Para provar isto, consideramos y” € V,, NV, . Queremos mostrar que I?Iy(y”, )= qu/(y”, ).
Mas como ambos sdo levantamentos de H em {y”} X [0, 1] y entdo ambas satisfazem:

Hy(y",0) = Ho(y”,0) = Hy(y",0)

Entdo, como coincidem em um ponto do conjunto conexo ({y”} X [0, 1]), temos pelo Lema
4.23 que coincidem.
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Esse mesmo argumento garante a unicidade do levantamento.

0

OBservAagio O levantamento é um problema homotdpico. De fato, se f : Y — X tiver um
levantamento f Y — X, entdo toda fungdo g ~ f também terd levantamento. Apenas considere a
homotopia H : f =~ g, e pelo lema de levantamento existe f de forma que ¢ = f1 é um levantamento

de g.

TeEorREMA (DA MoNoODROMIA) Seja p : X — X um recobrimento. Suponha que o, sejam
dois caminhos em X tendo o mesmo ponto inicial xo. Entdo a, B sdo equivalentes se, e somente se,

pa, p[? sdo caminhos equivalentes em X.

Demonstragdo: Se F: [ X I — X é uma aplicagdo continua tal que

F(s,0)=a(s),  F(s,1)=p(s), sel
F(0,t) =%, F1,t)=%, tel,

entdo po F : I x I — X é uma aplicagdo continua tal que para todo s € I,p o F(s,0) =
pa(s),poF(s,1) = pg(s) eparatodot € I,poF(0,t) =p(xo),poF(1,t) =p(x1). Isso prova a
implicacdo.

Por outro lado, suponha que F : I X I — X seja uma homotopia entre pa e pE relativa
a {0,1} c I. Pela propriedade de levantamento de homotopia, existe uma tnica homotopia
F:IxI — X tal que j-:(O, 0) =xpe pf = F. Restringindo F em (s,0),s € I, encontramos
um caminho s — F(s, 0) comecando em ¥ e levantando pa. Claramente, a(s) também é um
caminho em X comegando em X e levantando p a. Portanto, pela propriedade de unicidade
dos caminhos de recobrimento, Fi (s,0) = a(s) para todos s € I.

Por um argumento semelhante, temos Fi (s,1) = E(s). Restringindo F em 0,t),t €1,
obtemos um caminho F (0, t) que se projeta sob p para a constante caminho em xg; por outro
lado, o caminho constante Xy em X também comeca em % e se projeta sob p para o caminho
constante axg em X. Portanto, novamente pela proposi¢do de Unicidade do Levantamento,
F (0,t) deve ser um caminho constante baseado em xj. Da mesma forma, o caminho F (1,t)
deve ser um caminho constante baseado em algum ponto X7 sobre x1. Isso prova que F éuma
homotopia entre a e Erelativa a {0, 1}. Portanto, a é equivalente a E

O

Por defini¢do, dois caminhos no espaco sdo equivalentes, significa que tém os mesmos
pontos inicial e terminal. Assim, se pa@ e pf sdo equivalentes, entdo pelo teorema acima &, E
sdo equivalentes. Sabemos que eles tém o mesmo ponto inicial. Portanto, ¢ uma consequéncia
e ndo uma hipétese do teorema acima que «, E deve ter o mesmo ponto terminal.
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CoRrROLARIO Sejap: X — X uma aplicagio de recobrimento. Seja v : (I, dI) — (X, yo) um lago.
Se a é homotdpico a um lago constante relativo a dI entdo qualquer levantamento de a para um caminho

é um lago e é homotopico a um lago constante relativo a JI.

CoRroOLARIO Sejap: X — X uma aplzcagao de recobrimento e p (Xo) = xo. Se a é um lago com base
em X em xq que se levanta para um lago em X com base em X em X, entdo qualquer lago homotdpico
d a relativo d dI também se levanta para um lago em X com base em Xo. Ou seja, o levantamento de
um lago é uma propriedade da classe [a].

Lembramos que qualquer aplicagdo continua f : X — Y induz um homomorfismo
de grupo fy : mi(X,x) — m(Y, f(x)) para todo x € X, definido por fy[a] = [f o a]. Se
p : X — X é um aplicagio de recobrimento, entio sabemos que ela é sobre. Mas a aplicacdo
induzida, em geral, ndo precisa ser sobrejetiva. No entanto, segue do teorema anterior que

Py - 7'(1(}?, Xo) — m1(X, xp) é sempre uma aplicagdo injetiva.
CoroLARIO Sejap: X — X uma aplicagio de recobrimento e p(%y) = xo. Entio
py : (X, o) — (X, Xo)

é injetiva. E sua imagem consiste nas classes de lagos com base em xog em X que levantam para lagos

com base em xg em X.

Demonstra¢do: Um elemento do kernel de p4 é representado por um lago ap : [ — X com
uma homotopia H; : I — X de ag = pap para o lago trivial. Pelas coroldrios anteriores, existe
uma levantamento de homotopia H; comecando com g e terminando com um lago constante.
Portanto [ap] = 0 em 7'(1()~(, Xo) e p# € injetiva.

Para a segunda afirmacédo da proposi¢do, observamos que lagos baseados em xy que sdo
levantados para lagos baseados em Xy representam elementos da imagem de py : n1(X, o) —
11(X, xg). Por outro lado, um lago representando um elemento da imagem de p4 é homot6pico
a um lago com tal levantamento, portanto, pelo Teorema de Levantamento de Homotopias
4.28, o proprio lago deve ter tal levantamento. O

CoroLARIO Se um espago de Hausdorff, conexo por caminho e localmente conexo por caminho X
tiver um espago de recobrimento ndo trivial, entdo 1(X, xo) # 1.

Demonstragdo: Sejam Xp, ¥1 dois pontos em p~! (x) e @ um caminho entre eles. Entéao p o a
é um laco com base em X em x(p que nao se levanta para um lago com base em X em Xo. Pelo
Coroldrio 4.33, segue-se que [p o a] € m1(X, xp) ndo estd na imagem de 7'(1(55 , X0) e, portanto,
é um elemento nao trivial. O
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Como consequéncia do Corolario 4.34, conhecemos vérios espagos com grupos funda-
mentais ndo triviais: o circulo, a garrafa de Klein, o toro e o plano projetivo. Mais tarde,
calcularemos completamente esses grupos fundamentais.

ProrosicAo O niimero de folhas de um espago de recobrimento p : (}~(, x0) — (X, x0) com X e X

conexo por caminho é igual ao indice de pﬁ(nl(}?, x0)) em 11(X, x0).

Demonstra¢do: Para um laco a em X baseado em x, seja @ seu levantamento para X
comegando em xg. Um produto

B-acom[B]€H = pﬁ(ﬂl(}?ffo))

tem levantamento E « terminando no mesmo ponto que & ja que Eé um lago. Assim, podemos
definir uma fungdo @ das classes H[a] para p~!(x() enviando H[a] para @(1). A conectividade
por caminho de X implica que @ é sobrejetiva, ja que Xy pode ser unido a qualquer ponto
em p~! (xp) por um caminho & projetando-se para um lago a baseado em x. Para ver que
® é injetiva, observe que @ (H [a1]) = @ (H [az]) implica que a1(1) = a2(1) e logo a; - a;l
levanta-se para um laco em X baseado em X, e dessa forma [a1] [az]_1 € H e, portanto,
H [0(1] =H [0(2]. ]

CoroLARIO Sep : X — X é um recobrimento com X simplesmente conexo, entdo o niimero de
folhas é iqual a ordem de 11(X, xo).

ExeMpPLO (GRUPO FUNDAMENTAL DO Espaco ProjeTivo) Como a esfera S" é simples-
mente conexa para n > 1 e S" é um recobrimento duplo do espago projetivo real n-dimensional RP",

seque-se que 111(RP") = Z,. <

O Corolario 4.33 leva a seguinte questdo: suponha que X e X1 sejam pontos de X tais que
p (x0) = p (x1) = x9. Como as imagens dos homomorfismos

Py : (X, Xo) — m(X, xo),
py (X, %1) = (X, xo),

se comparam? A resposta é dada pelo seguinte teorema:

TEOREMA Seja (X, p) um espago de recobrimento de X e xo € X. Entdo, os subgrupos pﬁm(}?, X0)
para X € p~(xo) sdo exatamente uma classe de conjugacio de subgrupos de 11(X, xo).

Demonstra¢do: Primeiramente provaremos que as imagens dos homomorfismos

py : (X, %) — (X, xo),
py (X, %1) — (X, xp),



4.39

CAPITULO 4. ESPACO RECOBRIMENTO 78

sdo conjugadas. Para isso seja uma classe [y] de caminhos em X de xj a x7. Essa escolha

-1

define um isomorfismo u : nl()z,fo) - nl(}?,fl) pela formula u(a) = [y] " a[y] e um

homomorfismo v(f) = (pﬁ[)/])_1 B (psly]). Obtemos assim o seguinte diagrama comutativo:

~ _ P
(X, %o) —— (X, x0)

| L

(X, x1) — m1(X, xo)

Como py([y]) € um caminho fechado e, portanto, um elemento de 71(X, xo). Temos que
as imagens de 71(X, Xo) e de 711(X, x1) sob py sdo subgrupos conjugados de 1(X, xo).

Agora provaremos que todo subgrupo na classe de conjugagdo do subgrupo pﬁm()? , X0)
pode ser obtido como a imagem pﬁnl(i , X1) para alguma escolha do ponto x; € p‘l (xp). Para
provar esse fato, comegamos observando que qualquer subgrupo nesta classe de conjugacao
tem a forma [a]~! [pﬁnl(}?, 550)] [a] para alguma escolha do elemento [a] € 71(X, x).

Escolhemos entdao um caminho fechado « : I — X representando [«]. Pelo teorema de

Levantamento de Caminhos temos um caminho @ : I — X cobrindo & com o ponto inicial xo.
Seja x1 o ponto final de a. Entdo, é facil ver que

pera(X, ) = [0l |pym (X, o) [a]

4.4 Levantamento de Fun¢oes

E importante também saber sobre a existéncia dos levantamentos de aplicacdes gerais, e nao
apenas dos levantamentos de homotopias. O seguinte teorema fornece a resposta para o
problema do levantamento de forma geral.

Este é um problema importante na topologia, uma vez que muitas questdes topolégicas
podem ser formuladas em termos de encontrar tais levantamentos.

TEoREMA (TEOREMA DO LEVANTAMENTO) Suponha que p : X - X seja uma aplicagdo
de recobrimento com p (X) = xo. Suponha que Y seja um espago topolégico conexo por caminho e
localmente conexo por caminho e que f : Y — X seja uma aplicagio satisfazendo f (o) = xo. Entdo,
existe uma tinica aplicagdo, denominada levantamento de f

f(Y, ) — (X, %)

tal que p o ]7 = f se, e somente se, fym1(Y, yo) C p#nl(}?, X0).
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Demonstragdo: A ida é imediata pois fy = ps © ﬁ;.

Para a volta. Primeiro vamos definir a fungao j? Dadoy €Y, sejaa : I — Y um caminho
ligando yp a y. Entdo f o @ é um caminho em X. Podemos levantar esse caminho para um
caminho @ : (I,0) — (X, %) e assim podemos definir a fung¢do fcomo f(y) = a(1). Dessa
forma, temos que p o f(y) = p(@(1)) = f(a(1)) = f(y).

Precisamos demonstrar que festé bem definida, ou seja, independe da escolha do caminho.
Para isso suponha f8 outro caminho em Y unindo ¥ a y. Entdo a * 7! é um lago em Y baseado
em yo. Como [fa* fB7] = fyla*p~!] € im f; C im py temos pelo Corolario 4.33 que fa* fB7!
se levanta para um lago ¢ baseado em Xxy.

Yo « Y X0 fa X

Figura 4.15: Levantamento da fungdo f : ¥ — X.

Agora dividimos o lago ¢ no produto o7 * 0, 1 dos caminhos o1, 02 em X definindo
o1(t) = o(t/2),02(t) = o(1 —t/2),t € 1. Entdo, para cada t € I,poi(t) = po(t/2) = (fa) *
(fB)"4(t/2) = fa(t) e, da mesma forma, poa(t) = fB(t). Como o1 e & concordam em X e
po1 = fa = pa, podemos aplicar o Teorema da Monodromia para concluir que 01(1) = a(1)
eoy(l) = ﬁ(l) No entanto, como 01(1) =o(l)=0 ( ), temos que a(1) = ﬁ(l) Notamos que
pela definicao segue direto que p f f.

Finalmente, precisamos mostrar que f é continua. Ou seja, dado um conjunto aberto
VcX queremos mostrar que f 1(V) é aberto. Seja V' C X sendo V um aberto que se projeta
sobre o aberto elementar U e y € f 1(V). Temos entdo que f(y) € U C Y. Precisamos
encontrar um conjunto aberto W C Y contendo y tal que f(W) CV. O conjunto f~}(U) c Y é
aberto porque f é continua e seja W C f~1(U) um subconjunto aberto conexo por caminho
de f~1(U) contendo y o que existe pois Y é localmente conexo por caminho. Para mostrar
que tal W satisfaz f(W) Cc V, escolha y’ € W e um caminho a € W de y para y’. Entdo temos
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f(y’) = f/g/a(l) onde f/;/a é o levantamento de f o a comecando em f(y). Esta levantamento
pode ser expresso também por p~ | o f oa.Issoimplica que f(y’) = q(f(a(1))) € V, entdo
f 1(V) contém W. E logo f é continua. O

Neste teorema, a hipétese de que o espago topoldgico Y seja localmente conexo por
caminho ndo pode ser removida, para isso veja o exercicio 4.10.

CoroLARIO SejaY um espago topolégico simplesmente conexo, e localmente conexo por caminho.
Sejap : (X, %) — (X, Yo) uma aplicagio de recobrimento. Seja f : (Y, yo) — (X, xo) uma aplicagdo.
Entdo, existe um levantamento ]?de f levando yo a qualquer ponto em p~*(xo). O levantamento j?é
tinico se a imagem de Yy for especificada.

CoroLARIO Seja X, X e X, espagos topolégicos conexos por caminho e localmente conexos por
caminho. Sejam py : X1 — Xepy: Xz — X aplicagdes de recobrimento com X1 szmplesmente conexo,
ex; € Xl e x € X tais que p; (X;) = x. Entdo existe uma tinica aplicagio f : X1 — Xz de modo que
f(fl) =Xpeppo f = p1. Além disso, fé uma aplicagdo de recobrimento.

Demonstra¢do: Esse fato decorre diretamente do Lema 4.23, exceto pela afirmagao de que j?
é uma aplicacdo de recobrimento que serd deixado para o leitor. 0

4.5 Homomorfismos de Recobrimento e Transformac¢oes de Deck

DEFINICAO Sejam ()?1, p)e ()?2, q) espagos de recobrimento do mesmo espaco X. Um homomor-
fismo de recobrimento h de ()~(1, p)a (iz, q) é uma aplicagdo continua h : )?1 - )?2 tal que o
diagrama é comutativo.

5('1 h XZ

X

Se além disso, se h é um homeomorfismo, entdo h é chamado de isomorfismo. Se houver um
isomorfismo de (X1, p) a (X2, q), entdo estes sido chamados de espagos de recobrimento isomorfos
ou equivalentes , caso contrdrio, sdo considerados espagos de recobrimento distintos.

Um isomorfismo de um espago de recobrimento sobre si mesmo é chamado de automorfismo ou

transformacdo de deck.

Um homomorfismo de recobrimento & de (551, p)a (}?2, q) é uma aplicagdo de recobrimento
e assim (551, h) é um recobrimento de )?2.
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Exemrro Considere o espago de recobrimento p, : S!' — S onde p(z) = z". Nesse caso as
transformagdes de deck sdo isomorfismos de recobrimento F : (S, p,,) — S', p,), satisfazendo p, o F =
pn. Em outras palavras, (F(z))" = z", e entdo F(z) = uz para algum u raiz n-ésima da unidade,
ie., com u" = 1. A aplicagio F(z) = pz é uma transformagdo de deck para qualquer raiz n-ésima
da unidade e qualquer transformagdo de deck deve ter esta forma. Isso nos diz que o grupo de deck é
Aut(}z /X) = Z,. Essas transformagdes sdo ilustradas na Figura 4.16. <

Figura4.16: A transformacdo de deck F(z) = uz age “girando as fibras e carregando
elas para cima”.

Prorosi¢cAo Seja X espago topoldgico simplesmente conexo, conexo por caminho e localmente
conexo por caminho. Sejam p1 : }~{1 — Xepr: }~{2 — X aplicagdes de recobrimento com )~(1 e )~(2
simplesmente conexos. Se X; € }~(i sdo tais que p1(X1) = p2 (X2) entdo existe uma tinica aplicagio
Xy > Xatal quepyo f =pref (%) = Xo.

Além disso, fé um isomorfismo de recobrimento.
Demonstra¢dao: Usando o Corolério 4.41 temos que existem aplicagdes de recobrimento

ﬁ X - Xpe E - Xo — X tais que ]‘; 0]7:1 X; — X tal que E o fé um levantamento de p;
para o recobrimento X; com fafi(x1) = x1.

552 X1
ZRN "5/
Xo = X=X X1 —=X

Mas a identidade x7 também é um levantamento de p; com id(x1) = 7. Pela unicidade do
levantamento temos f, f1 = idg . O mesmo argumento mostra que fi1 f, = idg . O

Assim, todos os espagos de recobrimento universais, i.e., simplesmente conexos, de um
determinado espago sdo equivalentes. Eles nem sempre existem, mas existem se impusermos
algumas restri¢des, como demonstrado no Teorema 4.58.

Seja Aut(}? /X) o conjunto de todos os automorfismos de um espago de recobrimento
(X, p) de X.



4.45

4.46

4.47

4.48

4.49

CAPITULO 4. ESPACO RECOBRIMENTO 82

ProrosicAo A aplicagio identidade 15 : X - X éum automorfismo e o inverso de um auto-
morfismo é novamente um automorfismo. Consequentemente, Aut(X /X) é um grupo sob composigio
usual de aplicagdes.

DEerINIcAO O grupo Aut(X/X) é denominado de grupo de automorfismo do espago de re-
cobrimento (X, p) de X. Esses automorfismos também sio conhecidos como transformagoes de
recobrimento ou transformacées de deck do espago de recobrimento (X, p)de X.

DEerINI¢A0 Um espago de recobrimento p : X — X édito regular ou normal se para cada x € X
e todo par de levantamentos de x X, X’ € p~'(x) existe uma transformagdo de deck levando X para x'.

Intuitivamente, um espago de recobrimento normal é aquele com simetria méxima.

ExemPLOS
O recobrimento p,, : S' — S! dado pela aplicagio p,(z) = z" é um recobrimento normal para
todon € N.
Pela Proposigio 4.44 todo recobrimento universal é um recobrimento normal.
Os grafos a) da Figura 4.27 e o grafo da Figura 4.8 sio recobrimentos normais de S' v S!.
Enquanto que os grafos b) e ¢) da Figura 4.27 ndo o sdo. <
O termo normal é motivado pelo seguinte resultado.
Prorosi¢cAo Sejap: ()Af ,X0) — (X, x0) um espago de recobrimento conexo por caminho do espago

conexo por caminho, localmente conexo por caminho X, e seja o subgrupo H = py (nl()? , fo)) C
1t1(X, xo). Entdo:

O espago de recobrimento é normal se H for um subgrupo normal de 111(X, xo).

Aut(X/X) é isomorfo ao quociente N(H)/H onde N (H) é o normalizador de H em 11(X, xo).

Em particular, Aut()? /X) é isomorfo a m1(X, x9)/H se X é um recobrimento normal. Portanto,
para o recobrimento universal X — X temos Aut(X/X) = m1(X, xo).

Demonstracao:

O Teorema 4.38 nos diz que mudar o ponto base Xy € p~(xo) para X1 € p~1(xg)
corresponde precisamente a conjugagdo de H por um elemento [y] € m1(X, x¢) onde y possui
um levantamento y ligando xj a 7.

Assim [y] estd no normalizador N(H) se, e somente se, pﬁ(nl(}z,fo)) = pﬁ(nl(}z,ﬁ)),
que pelo critério de levantamento é equivalente a existéncia de uma transformagdo de deck
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levando X para x7. Portanto, o espago de recobrimento é normal se N(H) = m1(X, xp), ou seja,
se H for um subgrupo normal de m1(X, xo).

Defina ¢ : N(H) — Aut()~( /X) enviando [y] para a transformagédo de deck 7 levando X
para x1,nanotacdo acima. Entdo ¢ é um homomorfismo, pois se y” é outro lago correspondente
a transformagéo de deck 7’ levando Xy para X} entdo y - " sobe para y - (7 ()’)), um caminho
de X para 7 (X}) = 17’ (Xo), ja que 7 ()’) é um levantamento de )’ ligando X1 = 7(Xp) a 7(X}).
Entdo 77’ é a transformagdo de deck correspondente para [y ] [)’]. Pelo pardgrafo anterior ¢ é
sobrejetivo. Seu kernel consiste em classes [y ] elevando-se a lagos em X. Esses sdo exatamente

os elementos de pﬁ(nl(i, X)) = H. O

Prorosi¢cAo Seuma agio de um grupo G em um espago Y é propriamente descontinua, entio:

A aplicagdo quociente p : Y — Y /G, p(y) = Gy, é um espago de recobrimento normal.

G é o grupo de transformacgdes de deck deste espago de recobrimentoY — Y /G se Y for conexo
por caminho.

G éisomorfoa 11(Y /G, ®)/py(rt1(Y), ®) se Y for conexo por caminho e localmente conexo por
caminho.

Demonstra¢do: Dado uma vizinhanca aberta conveniente U C Y/, a aplicagdo quociente p
simplesmente identifica todos os conjuntos homeomorfos disjuntos {g(U) | ¢ € G} para um
tnico conjunto aberto p(U) em Y/G. Pela defini¢do da topologia quociente em Y /G, p se
restringe a um homeomorfismo de g(U) em p(U) para cada g € G entdo temos um espago de

recobrimento.

Cada elemento de G atua como uma transformagao de deck, e o espaco de recobrimento
é normal, pois g2¢7" leva g1(U) a g2(U). O grupo de transformagao de deck contém G como
um subgrupo, e é igual a este subgrupo se Y for conexo por caminho, pois se f for qualquer
transformagdo de deck, entdo para um ponto escolhido arbitrariamente y € Y, y e f(y) estdo
na mesma 6rbita e existe um g € G com g(y) = f(y), portanto f = g ja que as transformagoes
de deck de um espacgo de recobrimento conexo por caminho sdo determinados exclusivamente
pela imagem de um ponto.

A tltima afirmacdo a proposigdo é imediata da parte | 2 |da Proposicao 4.49. O

Como corolario temos:
TeorREMA Se X é simplesmente conexo e localmente conexo por caminho e G age de forma propria-

mente descontinua como um grupo de homeomorfismos em X, entdo

1(X/G,e) =G
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Figura 4.17: Recobrimento associado a acdo propriamente descontinua de um
grupo G é normal.

4.6 Classificacao dos Espacos de Recobrimento

Esta subsecdo considera o problema de classificar todos os diferentes espacos de recobri-
mento de um espago de base fixo X. O principal impulso desta classificagdo é dado na
correspondéncia de Galois entre espagos de recobrimento conexos de X e subgrupos de
11(X, xg). A correspondéncia de Galois 1 surge da funcdo que atribui a cada espago de
recobrimento p : ()Af, xo) — (X, x0) 0 subgrupo pﬁ(nl(}?, x0)) de m1(X, xg). Pelo Corolario 4.33
temos que a correspondéncia 1 € injetiva. Para mostrar que 1 é sobrejetiva, temos que mostrar
que, correspondendo a cada subgrupo G de (X, xg), existe um espago de recobrimento
p: ()~(, x0) — (X, x0) de modo que pﬁnl(f(, x0) = G.

DEerINI¢Ao Um espago espago topolégico X é dito localmente simplesmente conexo se admite
uma base de vizinhanga formada por conjuntos simplesmente conexos.

ExempLos Os espagos de maior interesse na topologia algébrica sio localmente simplesmente
conexos:

= As variedades sio localmente simplesmente conexas por terem wuma base de vizinhangas formada
por conjuntos homeomorfos ao disco aberto.

= Os complexos simpliciais, que serdo definidos no Capitulo 8, sdo localmente simplesmente conexos
porque sdo localmente contriteis.

= Os CW-complexos que apresentaremos no Capitulo 8 12, sdo localmente simplesmente conexos
porque sdo localmente contriteis. <

Todo espago localmente simplesmente conexo também é localmente conexo por caminho
e assim localmente conexo.
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Um condi¢do mais fraca pode ser obtida se, ao invés de exigirmos que uma vizinhanca
U seja simplesmente conexa, pedirmos que cada lago em U seja contratil em X, mas ndo
necessariamente exigirmos que a contragdo ocorra dentro de U. A importancia dessa condigao
na teoria dos espagos de recobrimento pode ser entendida a partir do Lema 4.55 que mostra

que essa é uma condigdo necessdria para a existéncia de recobrimentos simplesmente conexos.

4.54 DeriNi¢cAo Um espago topologico X é dito semilocalmente simplesmente conexo se cada ponto
x € X possui uma vizinhanga Uy tal que a aplicagdo induzida pela inclusdo i : Uy — X é trivial,
ou seja, iy : 11(Uy, x) — m1(X, x) é trivial. Equivalentemente, todo caminho fechado em U, em x é

homotopicamente nulo em X.

Um espago localmente simplesmente conexo é certamente semilocalmente simplesmente

conexo.

4.55 Lema Sejap: X — X uma aplicagdo de recobrimento e sejam xg e X tais que p (Xg) = xo. Se X
for simplesmente conexo, entdo xo possui um vizinhanga U tal que a inclusdo i : U — X induz a
homomorfismo trivial

iy : 11 (U, x0) — m1(X, x0).

Ou seja, X é semilocalmente simplesmente conexo.

Demonstra¢do: Seja U uma vizinhanga elementar de x( e seja U, a folha sobre U contendo
Xo- Seja @ um lago em U baseado em xp. Como p define um homeomorfismo de U, com U, o
lago a se levanta a um lago & em U, baseado em Xxy. Uma vez que X é simplesmente conexo,
existe uma homotopia de caminho H em X entre & e um laco constante. Entdo po H é uma
homotopia de caminho em X entre a e um lago constante. O

4.56 Exempro Um exemplo de espago que nio é semilocalmente simplesmente conexo é o brinco havaiano
que consiste na unido por um ponto de circulos cada vez menores. Formalmente o subespago X C R?
consistindo nos circulos de raio 1/n centrados no ponto (1/n,0) paran =1,2,---.

Figura 4.18: Brinco havaiano e o cone sobre o brinco havaiano.

Por outro lado, se tomarmos o cone C X sobre o brinco havaiano, este é semilocalmente simplesmente

conexo, uma vez que é contritil, mas ndo é localmente simplesmente conexo. <
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TeEoREMA Seja X um espago conexo por caminho. localmente conexo e semilocalmente simplesmente
conexo. Entdo, para cada subgrupo G de 111(X, xq) existe um espago de recobrimento p : X¢ — X tal
que pﬁ(n1()?c, x0)) = G para algum ponto base escolhido adequado x € Xe.

Demonstracdo: Seja x € X. Como X e é semilocalmente simplesmente conexo existe um
vizinhanca aberta conexa por caminho W, de x, de modo que todo caminho fechado em
W, baseado em x é homotopicamente nulo em X. Novamente, como X é localmente conexo
por caminho. existe uma vizinhanga aberta conexa U, de x, de modo que x € U, C W,.
Claramente, todo caminho fechado em U, em x é homotopicamente nulo em X e assim
podemos assumir que os conjuntos elementares U, sdo localmente conexos e semilocalmente
conexos por caminho. Denotaremos o conjunto das vizinhancas abertas localmente conexas e

semilocalmente conexas por caminho de U.
Agora vamos construir o espago Xg.

Seja (U(X, xp) a familia de todos os caminhos a em X com a(0) = x¢, munido com a
topologia compacto-aberto

Q(X, x0) = {a : (I,0) = (X, x0)}-
Definimos a relacdo de equivaléncia:
a1 ~ ap mod G se, e somente se, a1(1) = ax(1) e [al * az_l] e

A classe de equivaléncia de a € Q(X, xp) sera denotada por [a]c.

Vamos denotar por Xco conjunto de todas essas classes de equivaléncia, munido com a
topologia quociente. Se ey, for o caminho constante baseado em x, definimos Xy = [ex,]c € X¢
e

p :)’ZG — X
[a]c = a(1).
Entdo p (x9) = xo.
Podemos fornecer uma descri¢do mais concreta da topologia em Xc. Dado um conjunto

U € U e um caminho a em X de xg até um ponto em U, seja

Upae = {le - nlc | 1 é um caminho em U com n(0) = a(1)}

Como anotagao indica, Uj,, depende apenas da classe [a]g. Observamos que p : Uj,), —
U é sobrejetiva ja que U é conexo por caminho e injetiva j& que diferentes escolhas de n ligando
a(1) aum x € U fixo representam o mesmo elemento em X Também temos que

Uja)e = Uy, se [@]g € Uja)-



4.58

CAPITULO 4. ESPACO RECOBRIMENTO 87

Figura 4.19: Vizinhanga U[,,

Pois se &’ = a - 11 entdo os elementos de U, tém a forma [a -1 - ulc e, portanto, estdo em
U], sendo a inclusdo contraria analoga

Os conjuntos U[,), formam uma base para uma topologia em Xc. Pois se tivermos dois
desses conjuntos U[4);, Vo), € um elemento [a - 0] € Ufa)c N Vi), temos Uja); = Upaa),
e Viwlc = Vian),- Portanto, se W € U estd contido em U NV e contém a - 1(1) entdo
Wianle € Upan)e N Vian) € [a-n]; € Wiqq),.- Deixaremos ao leitor demonstrar que conjuntos
U4, formam uma base para a topologia quociente em X¢

Temos ainda que a aplicagdo p : Up,), — U é um homeomorfismo, pois fornece uma
bijecdo entre os subconjuntos V[, C Uj,). € 0s conjuntos V € U contidos em U. Ou seja,
em uma diregdo temos p (V[a’]c) = V e na outra direcdo temos p‘l(V) N Ujale = Via), para

qualquer [&']; € U|y); com ponto finalem V,ja que Vu). C Uja), = Ujq)g € V]a), S80 levados

dle
em V pela bijecdo p.

Desta forma temos que a aplicacdo p : X — X é homeomorfismo local e consequen-
temente continua. Assim temos que p : Xg — X é um espaco de recobrimento, pois para
U € U fixo, os conjuntos Uy, particionam p~!(U) porque se [a - 1] € Uy, N U, entdo
Ualg = Ujanis = Ula')g-

Finalmente a imagem de py nl()?c,fo) — m1(X, xo) é precisamente G. Porque, para
qualquer lago f em X com base em xg, seu levantamento para X; comegando em Xy = (ex,)
termina em [B]¢ e, portanto, a imagem desse caminho levantado em X; é um lago se, e
somente se, [f]g ~ [ex,];, ou equivalentemente, se [f] € G. O

TeorEMA (ExisTENCIA DO RECOBRIMENTO UNIVERSAL) Seja X um espago conexo e lo-
calmente conexo. Entdo X possui um espago de recobrimento universal X se, e somente se, X é
semilocalmente simplesmente conexo.

Demonstra¢do: O Teorema 4.57 comprova a suficiéncia da condi¢do. O lema 4.55 d4 a
necessidade da condicdo. O
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TeorREMA (DE CLAssIFICAGA0) Seja X um espago conexo por caminho e localmente conexo por
caminho. Entdo, dois espagos de recobrimento p : X1 > Xe q: X, — X conexos por caminho sdo
isomorfos através de um homeomorfismo f : X, — Xj levando um ponto base X1 € p~! (xo) para um
ponto base X3 € g1 (xo) se, e somente se, pﬂ(m()?l, xX1)) = qﬁ(nl()?z, x2)).

X

Figura 4.20: Diagrama para duas coberturas isomorfas de X.

Demonstra¢do: Suponha que exista um homeomorfismo f : (551, xX1) — (552, 372). Entdo, as
duas relagdes p = g o f e g = p o f~! mostram que pﬁ(nl(il, X1)) = qﬁ(nl()?z, X2)).
Para a reciproca, seja pﬁ(m()a, xX1)) = qﬁ(nl(}?z, X7)). Entédo, pelo critério de levantamento,

podemos levantar p para p : (X1,%1) — ()~(2, 552) comgop =p.

(X1,7%1)

A |

(X2, %2) —5— (X, x0)

Da mesma forma, obtemos 7 : (;(2, 552) — ()~(1, X1)compoq=q.
Entdo, pela propriedade de unicidade do levantamento, temos que pog = idg eqop = idg ,
uma vez que estes levantamentos fixam os pontos de base. Consequentemente, py e gy sdo

isomorfismos inversos. O

CoroLARIO Seja X um espago conexo por caminho, localmente conexo por caminho e semilocalmente
simplesmente conexo. Entdo todo espago de recobrimento conexo por caminho q : X" — X é isomorfo a
um espago de recobrimento da forma p : Xg — X.

Demonstrag¢do: Seja xp € X um ponto no espaco base de X e Xy € X’ um ponto na fibra de xy.
Se G = qﬁnl()?’, Xo), entdo pﬁnl()?c, xo) = G. Portanto, o Teorema 4.59 mostra que os espagos
de recobrimento p : Xg — X e g : X’ — X sdo isomorfos. O
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Apresentamos agora uma generalizacdo do Teorema de Classificagdo acima da seguinte
forma.
TeorREMA (CrAassiFicAcAo NA Forma GEeRAL) Seja X um espago conexo por caminho, lo-
calmente conexo por caminho e semilocalmente simplesmente conexo. Entdo, existe uma bijecio entre
o conjunto de classes de espagos de recobrimento conexos por caminho a menos de isomorfismos que
fixam os pontos base p : (55 ,X0) — (X, x0), e 0 conjunto de subgrupos de 11(X, xo), obtido atribuindo
os subgrupos pﬁ(nl()? , X0)) aos espagos de recobrimento ()~( , X0)-

Se os pontos de base forem ignorados, esta correspondéncia fornece uma bijegdo entre classes de
isomorfismo de espagos de recobrimento conexos por caminho p : X — X e classes de conjugagio de
subgrupos de 11(X, xo).

Demonstra¢do: A primeira parte segue dos Teoremas 4.57 e 4.59

Para demonstrar a segunda parte, afirmamos que o espaco de recobrimento p : X - X
obtido alterando o ponto base Xy € p~! (x¢) corresponde exatamente a alterar py(m1(X, Xo))

para um subgrupo conjugado de m1(X, xo).

Suponha que X7 seja outro ponto base em p~!(x¢). Seja @ um caminho de Xj para x;. Entdo,
@ projeta para um lago a em X, que representa algum elemento g € 11(X, xp). Defina G; por
G; = pﬁ(nl(X X;)) para i = 0,1. Entdo temos uma inclusédo g 1Gog C Gy, ja que para ﬁ um
lago em X, Ly By~ 1'é um laco em X7. Da mesma forma, 3G1g” 1 ¢ Gp.Usando a conjugagao
da tltima relacido por ¢, temos G C ¢7'Gog e, portanto, g7'Gog = G1. Consequentemente,
alterar o ponto base de X, para x; altera Gy para o subgrupo conjugado G1 = ¢ 1Gog.

Por outro lado, para alterar Gy para um subgrupo conjugado G1 = ¢7'Gog, escolha um
laco o que representa g, e que se levanta para um caminho ¢ a partir de x e seja x1 = d(1). O

argumento anterior prova que G1 = ¢~ Gog. U

Seja X um espago conexo por caminho e localmente conexo por caminho e semilocalmente
simplesmente conexo. A correspondéncia de Galois 1) é a fun¢do que atribui a cada espago
de recobrimento p : (55, X9) — (X, xp) o subgrupo pﬂ(nl(}z, xp)) de m1(X, x9), € como ja
demonstramos ¢ é uma bijecao.
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Correspondéncia de Galois

Se X é um espago conexo por caminho, localmente conexo por caminho, semilocal-
mente simplesmente conexo com espago de recobrimento py; : (Xy, xo) — (X, xo),

entdo, a menos de isomorfismo de recobrimentos fixando os pontos base, existe uma

bijecdo:
Subgrupo de m1(X, x0) — Recobrimento conexo por caminho de X
Subgrupo normal de 711(X, xg) «— Recobrimento conexo por caminho normal de X
H —> PH : EEH — X
1(X, x0) —> X
{e} —> pu:Xy— X

Para uma sequenc1a de subgrupos {e} C H ¢ G ¢ m1(X, xo) obtém-se uma sequéncia
de recobrimentos Xu —> XH — XG — X. Para um subgrupo H C m1(X, x9) com

indice [111(X, xo) : H] = d, o recobrimento pp : XH — X tem grau d.

4.7 Representando Espacos de Recobrimento por Permutacdes

Nesta segdo apresentamos uma maneira de classificar os diferentes espagos de recobrimento
de n-folhas de um espago conexo, localmente conexo por caminhos e semilocamente simples-

mente conexo, X, sem nos restringirmos a espagos de recobrimento conexos.

Para motivarmos o resultado, sejam )?1, )?z e )~(3 0s trés possiveis espagos de recobrimento
com trés folhas de S!, onde o subscrito indica o ntmero de componentes. Para cada um
desses espagos de recobrimento p; : X; — S, temos que os trés levantamentos diferentes
de um lago em S! que gera 71(S?, xp) determinam uma permutagéo na fibra de um ponto
p~(x0) = X1,X2, X3, enviando o ponto inicial do levantamento  para o ponto final desse
levantamento. Para Xl, esta acdo é uma permutagdo ciclica, para Xz ¢ uma transposi¢ao que
fixa o primeiro ponto e permuta os outros dois, e para X3 é a permutagéo identidade. Essas
permutagdes obviamente determinam os espagos de recobrimento de forma tinica, a menos

de isomorfismo.
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X1 Xz X3

_— =
_ =38

b b

x1e °Xx] Xje—————ex; Xjo—————eX;

Xa® L3 72’><0552 Xpo ——————— X

Xz *X3 X3 X3 Yze—————Sex3
(1,2,3) 2,3) identidade

Figura 4.21: Permutagdes associadas aos recobrimentos.

4.62 TEorREMA Seja X um espago topolégico conexo por caminhos, localmente conexo por caminhos e
semilocamente simplesmente conexo. Os espagos de recobrimento com n-folhas de X sio classificados
pelas classes de conjugagdo de homomorfismos 11(X, xo) — Sy, onde Sy, é o grupo simétrico de ordem
n.

Demonstra¢do: Dado um espaco de recobrimento p : X — X, entdo todo caminho a em X
possui um levantamento tinico & comegando em um ponto dado da fibra p~(«(0)), o que nos
permite construir a aplicagdo L, enviando o ponto final a(1) de cada levantamento a para o

ponto inicial (0). A aplicagdo L, : p~*(a(1)) — p~'(a(0)) é uma bijecdo com inversa L.

Pelo Teorema de Monodromia a aplicagdo L, depende apenas da classe de homotopia
de a, e assim se restringirmos a atengdo a lagos baseados em um ponto xy € X, a associagdo
a — L, fornece um homomorfismo de 71(X, x¢) para o grupo de permutacdes de p~! (xq).
Esse homomorfismo é denominado de agdo do grupo fundamental 7t1(X, x¢) na fibra p~! (xo).

Vamos demonstrar agora que o espaco de recobrimento p : X - X pode ser completa-
mente reconstruido a partir da agdo de 7t1(X, xo) na fibra F = p~! (x,). Para tanto, seja X, — X
o recobrimento universal de X. Pela constru¢do do recobrimento X feita no Teorema 4.57
podemos ver os pontos do recobrimento universal X,, como classes de homotopia de caminhos
em X que comegam em X.
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Definimos entdo a aplicagdo ¢ : )~(u x F — X enviando o par ([a], xo) para a(1), onde a é a
levantamento de a para X comegando em Xo. Temos que a aplicagdo ¢ é um homeomorfismo
local, pois uma vizinhanga de ([a], Xp) em X, x F consiste de pares ([« - 1], Xp) com 1 um
caminho comec¢ando a(1) e contido em uma vizinhanga elementar localmente conexa e
semilocalmente conexa por caminho de a(1). Temos também que & é sobrejetiva, uma vez

que X é conexo por caminhos.

A aplicagdo ¢ induz um homeomorfismo do espago quociente X, X F/{x ~ y < ¢(x) =
¢(y)} em X. Para descrever o espaco quociente, suponhamos que ¢ ([a], Xo) = ¢ ([a'], X))
Entédo, a e @’ sdo ambos caminhos de xq para 0 mesmo ponto final, e X = Ly.,1 (X0).

Sejapolagoa’-a~!,entdo ¢ ([a], Xo) = ¢ ([B - @], L (X0)). Inversamente, para qualquer lago
B, temos ¢ ([a], Xo) = ¢ ([B - a], Lg (X0)). Assim, ¢ induz uma aplicagio bem definida para X
a partir do espago quociente de X, X F obtido ao identificar ([a], ) com (I8 - al, Lg (xo)) para
cada [B] € m1(X, xp). Denotemos este espaco quociente como )~(p, onde p é o homomorfismo
de m1(X, xo) para o grupo de permutacdes de F especificado pela acdo. Existe uma projegao
natural }Afp — X enviando ([a], Xp) para a(1), e esta projegdo é um recobrimento, uma vez que
se U C X é um conjunto aberto sobre o qual o recobrimento universal X, se decompde como
um produto U X 111(X, xp), entdo as identifica¢oes que definem )~(p simplesmente colapsam

U x (X, xg) X F paraU X F.

Finalmente observamos que a aplicacdo X p— X induzida por ¢ é uma bijegdo e, portanto,
um homeomorfismo, uma vez que ¢ era um homeomorfismo local. Como este homeomor-
fismo Sip — X leva cada fibra de X p para a fibra correspondente de X, é um isomorfismo de
espacos de recobrimento.

0

4.8 Classificacao dos G-Recobrimentos

Podemos generalizar o Teorema de Classificacdo para G-Recobrimentos ndo necessariamente
conexos.

TeEoREMA (CLASSIFICACAO DE G-RECOBRIMENTOS) Seja X um espago conexo, localmente
conexo por caminho e semilocalmente simplesmente conexo. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca
entre o conjunto de homomorfismos de m1(X, xo) ao grupo G e o conjunto de G-recobrimento com
ponto marcado, a menos de isomorfismo:

Hom (111(X, x0), G) & {G-recobrimentos de X com pt. marcado.}/ isomorfismo.

Demonstracdo: Seja py : )Afu — X o recobrimento universal e fixamos xg € X e Xy € Pyxp.
Seja p : m1(X,x9) — G um homomorfismo do grupo fundamental de X para um grupo
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qualquer G. Construiremos a partir do homomorfismo p um G-recobrimento p, : X, — X,
junto com um ponto marcado y, em X, na fibra de xo.

Antes de continuarmos, destacamos que as construgdes envolvidas na demonstracao desse
teorema sadp bastante similares ass realizadas nos Teoremas 4.57 e 4.62 e assim omitiremos
alguns detalhes.

Para comegar muniremos o grupo G com a topologia discreta, e consequentemente o
produto cartesiano Xy X G é um produto de |G| cépias de X;;, uma para cada elemento de G.
Temos também uma agdo a esquerda de 71(X, xg) em Xy X G dada por:

[a]-(zx ) ¥ [a] - zx g p([a]™),

para [a] € m1(X, x0),z € )?u, g € G. Aqui[a]-zéaacaode (X, xg) em )?u que foi descritana
demonstragdo de 4.49, e g - p ([a]™") é o produto do grupo G. Definimos X, como o quociente
de }?u % G por esta acao de m1(X, xp) :

Xp = Xu X G/ﬂ1(X, XQ)

e seja i, a imagem do ponto X X e em X,,. Denotaremos por |[z X g]] a imagem em X, do
ponto z X g em Xy X G. Observamos que, pela agdo de m1(X, x9) em Xy X G, temos, para z
em Xy, g em G e [a] em 111(X, xp),

[lal-zxg] =[zxg-pa])]-

Definimos entdo a aplicagao p, : X, — X levando [[z X g]] para py(z). Temos que grupo
G atua sobre X, pela férmula

h~[[zxg]]=[[th-g]],parah,geGezeX.

Afirmamos que esta agdo é propriamente descontinua, fazendo p, : X, — X um G-

recobrimento.

Para provar a afirmacdo, seja V ser uma vizinhanga elementar em X. Pel o Corolério
4.36,e pela Proposigao 4.16 existe um isomorfismo de 1 ~}(V) com o recobrimento produto V x
11(X, xg), no qual 1 (X, x¢) age a esquerda no segundo fator. Isso fornece os homeomorfismos:

P, (V) = (V x (X, x0)) X G/mi(X, x0) = V X G,
o ultimo homeomorfismo é dado por

[[(u X [a]) X g]] —u X g-p([a]).

Todos os homeomorfismos anteriores sao compativeis com as proje¢des em V, e logo temos
que, sobre V, a acdo de G é propriamente descontinua e o recobrimento é um G-recobrimento.
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Uma vez que X é coberto por tais conjuntos abertos V, podemos estender o resultado para a
aplicagdo p, : X, — X.

Para a reciproca, suponha que p : Y — X seja um G-recobrimento, com um ponto marcado
y sobre xp. A partir desse recobrimento construiremos um homomorfismo p de (X, x¢)
para G. Para cada [a] em 711(X, x0) 0 elemento p([a]) em G é determinado pela férmula

plal)-y Ey=a,
onde y * a é o ponto final da levantamento do caminho a que comega em y.

Esta operagao possui as seguintes propriedades:

(z*a)*B =z=*(a-P)paraz € p~(x),  um laco em x¢, e f um caminho comecando
em Xxo,

g-(z*y)=(g¢-2z)*y parag€ G,z € p(xp), ey um caminho comegando em x.

A demonstragdo de | 1|¢é imediata da defini¢do. Para demonstrar isso seja a o levantamento
de a comecando em z e § o levantamento de B comecando em (z * «). Entdo o ponto final
do levantamento a/;f% comegando emz é igual ao ponto final de @ » 8. A demonstragio da
segunda propriedade decorre de que se y é um levantamento de y comegando em z, entdo o
caminho t — g - y(f),0 <t <1, é um levantamento de y que comega em g - z. O ponto final
deste caminho, que é (g - z) * y por definicdo, é g - (1), e de y(1) = z * p, temos [ 2].

A aplicagdo p é um homomorfismo. Demonstraremos isso usando as propriedades |1 |e

(2]

(p([a]) - p(IB1) -y = p(la]) - (p(IB]) - v) = p([a]) - (y = )
=(p(a])-y)*p=(y=a)=p
=y=(a-p)=p(al-[p]) -y

Agora mostraremos a unicidade. Dado um G-recobrimento p : X’ — X com ponto
marcado, a partir da qual construimos um homomorfismo p, devemos agora mostrar que o
recobrimento dado é isomorfo ao recobrimento p, : X, — X construido a partir de p. Vamos
construir uma aplicacdo de X, para X', e para isso definiremos uma aplicacdo de XuxG para
X’ e mostraremos que orbita por 71(X, xp) tém a mesma imagem. Para isso lembramos que
pela demonstragdo do Teorema 4.57 podemos ver o recobrimento universal Siu Como o espago
de classes de homotopia de caminhos em X comegando em xp. E definimos a aplicagdo:

XuxG—-X, [ylxg—g-(y*y)=(g-y)*y

Esta aplicacdo é continua. Devemos ainda verificar que esta bem definida. Ou seja, que
um ponto equivalente ([a] - [y]) X (g - p([a])™!) é levado para 0 mesmo ponto pela agdo de
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m1(X, xg). Por [ 1] e[ 1], este ponto é levado para

(8- pUaD ™) v+ (@) = (- pal™) - ((wxa)+7)
= (g ) ™) (> )y
- (g. ((y*a)*a_l)) [yl
= (s (y+(a-a))) 1= )+ 1y)

como desejado. Logo temos uma aplicagdo do quociente X, para X’, que ¢ um homomorfismo
de espagos de recobrimento de X, mais ainda é um homomorfismo de G-recobrimentos, o
que pode ser facilmente verificado, e de onde temos que deve ser um isomorfismo.

Por outro lado, comecando com um homomorfismo p, construimos um G-recobrimento
X, — X, a partir do qual construimos outro homomorfismo, digamos p’. Devemos mostrar
que p’ = p. Agora, para [a] em 711(X, x0),

p'([a]) - [Xoxe] =[Xoxe]xa=[x*axe]
=[la]- %o x ] = [%o x e - p([a])] = [¥ x p([a])]
= p([la]) - [Fo x e].

Consequentemente temos que p’([a]) = p([a]), o que conclui a demonstragao. O

Observamos que os recobrimentos no Teorema 4.63 ndo precisam ser conexos e de fato,
eles serdo conexos exatamente quando o homomorfismo correspondente for sobrejetivo.

4.9 Teorema de Seifert-van Kampen

Esta se¢do contém uma demonstragdo muito curta e elegante do Teorema de Seifert-van
Kampen atribuida a Grothendieck. Esta demonstragdo verifica diretamente a propriedade
universal no Teorema de Seifert-van Kampen, em vez de se basear em geradores e relagdes. A
tinica desvantagem da demonstracdo que apresentaremos é que ela s6 funciona para espagos
localmente conexos por caminho e semilocalmente simplesmente conexos, observamos no
entanto, os espagos que ndo satisfazem essas hipoteses em geral sdo degenerados o suficiente
para que os seus grupos fundamentais sejam de utilidade limitada.

Seja X um espago topolégico conexo por caminho, localmente conexo por caminho e
semilocalmente simplesmente conexo e seja X = U; UU, uma cobertura aberta de X. Suponha
que Ui, Uy, e Uy N Uy sejam todos ndo vazios e conexos por caminhos e semilocalmente
simplesmente conexos. Seja xop um ponto na intersecgdo, entdo temos o seguinte diagrama
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comutativo de grupos fundamentais:

1 (U1, xo)

1 (U1 N Uz, xo) (X, xo)
11 (Uz, Xo)
sendo as aplicagdes induzidos pela inclusdo de subespacos.

Vamos descrever como o grupo fundamental 711(X, xg) é determinado pelo diagrama

acima. A descri¢do que apresentaremos serd dada através de uma propriedade universal.
Comecamos observando que qualquer homomorfismo h de m1(X, x¢) para G determina
um par de homomorfismos:
hy=hoj:m(Uy,x0) = G
h2 =h sz : 7'(1(U2,X0) - G
Temos também, pela comutatividade do diagrama anterior, que os homomorfismos h; o ij

e hy o iy sdo os mesmos. O Teorema de Seifert-van Kampen diz que 71(X, xg) é o grupo

universal com essa propriedade.

1 (U1, xo)

m1(U1 N Ua, x0) m1(X, xo)

11 (U, x0)

Assim, a afirmacdo do Teorema de Seifert-van Kampen € a seguinte:

TeoREMA (DE SEIFERT-VAN KAMPEN) Seja X um espago topoldgico localmente conexo por
caminho e semilocalmente simplesmente conexo e seja X = Uy U Uy uma cobertura aberta de X.
Suponha que Uy, Uy, e Uy N Uy sejam todos ndo vazios, conexos por caminhos e semilocalmente
simplesmente conexo. Entdo, para todo xo € Uy N Uy, e qualquer par de homomorfismos

hi:m(Uy,x0) > G e hy:m(Uy,x) = G
tal que hy o i1 = hy o iy, existe um tinico homomorfismo
h:mi(X,x) = G

tal que hy = hojiehy=ho j.
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Nesse caso dizemos que o diagrama comutativo a seguir é um diagrama de pushout.

mi1(Uy, x0)

1

\

i1 (U N Uy, x0)

/

2
m1(Up, x0)

A chave para demonstrar o teorema é encontrar uma representacdo geométrica para um
homomorfismo proveniente do grupo fundamental de um espago. Essa conexdo é fornecida
pelo Teorema de Classificacdo de G-recobrimentos (4.63).

Demonstra¢ao: Considere um grupo G e um diagrama comutativo como mostrado abaixo.

m1(U1, xo)
j1
1 (U1 N Uy, x0) n1(X, xo) G
]2

m1(Uz, Xo)
Usando o Teorema 4.63, podemos associar aos homomorfismos

hy (U, x0) = G
hy = 1(Uz, x0) = G

G-recobrimentos regulares com pontos marcados p; : (ﬁl,ﬁl) — (U1, x0) e p2: (ﬁz,ﬁg) —
(Uz, xp). Para i = 1,2, seja \71- = pi_l(lll N U,), de modo que (‘Z,Hi) — (U1 N Uy, xo) seja
0 G-recobrimento com ponto marcado representando o homomorfismo m1(U; N Uy, x9) —
7'(1(ui,xO) - G.

Uma vez que os homomorfismos anteriores sdo iguais pela comutatividade do diagrama,
vemos que (‘71, up) — (UyNUy, xg) e (Vz, 1) — (U1 NUy, xp) sdo G-recobrimentos com pontos
marcados isomorfos e, assim, existe um homeomorfismo G-equivariante tinico ¢ : (171, u) —
(V2, u2).

Usando ¢, podemos colar py : (61,51) — (U, x0) e p2 - (ﬁz,ﬁz) — (Uy, xo) para obter
um G-recobrimento com ponto marcado em ()?u, x) — (X, x0). Usando o Teorema 4.63
uma ultima vez, vemos que a esse recobrimento temos associado o homomorfismo desejado
(X, xg) — G, fazendo com que o diagrama comute. A unicidade desse homomorfismo
segue da unicidade em cada etapa da prova acima.
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LemMA No caso especial em que s e t sio injetivos

A—oH

P
G—G
o grupo pushout G’existe e é chamado de produto amalgamado de G e H sobre A e é denotado por G4 H.

Se tivermos as apresentagoes de grupos G = (S1 | R1) e H = (S, | Ry), entdo uma apresentagio do
grupo pushout (G + H)/N é dado por

<51 US| RiUR U {S(ﬂ)t(ﬂ)_l 1ae€ A}> .

TeEOREMA (DE SEIFERT-VAN KAMPEN - SEGUNDA ForMA) Seja X um espago topologico e
seja U,V C X subconjuntos abertos tais que U N'V seja nio vazio e seja conexo por caminho. Seja
xo € U NV um ponto base. Entdo

(X, x0) =mi(U,x0) *  1i(V,x0).
n(UNV,xgp)

ExemrpLo Paraa esfera n-dimensional S" com n > 2, escolhemos um ponto base xo € S™ no equador
e definimos Uy como complemento do polo sul e Uy como complemento do polo norte. Entdo Uy e Us
sdo contrdteis de modo que o quadrado pushout é

1 (U1 N Uy, x0) {1}

| |

{1} ————m1(S", xo).

Logo temos que S" é simplesmente conexa para n > 2. <

Exemrero Considere a figura oito S v S!, e sejam Uy, Uy lagos, cada um junto com uma pequena
sobreposicio aberta no outro lago. Entdo a intersegdo Uy N Uy se parece com a letra “ X”, portanto
Uy N Uy = xg. Entdo o quadrado pushout é

{1} T
Z—>T(1(Sl \/Sl,xo) <

elogomy (ST Vv S, x0) = Z+Z = F, é 0 grupo livre em dois geradores.

Indutivamente, o grupo fundamental da unido por um ponto de n copias do circulo é isomorfo a
F,, 0 grupo livre em n letras.
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De forma mais geral, isso mostra que a suspensdo XX de qualquer espago conexo X tem
grupo fundamental zero.

4.69 ExeMPLO (COLANDO AO LONGO DE INTERSECOES SIMPLESMENTE CONEXAS) SeX =
UNV onde U eV sdo conexos e U NV é simplesmente conexo, entdo obtemos m1(X, xg) =
n1(U, xo) * m1(V, x0). <

4.70 ExempLO (REMOVENDO UM PONTO DE UMA VARIEDADE) Dadaumavariedade n-dimensional
M, com n > 3, vamos relacionar os grupos fundamentais de M e M \ {p}. Seja U uma pequena
vizinhanga de p, homeomorfa a uma bola em R" e seja V.= M \ {p}. Entdio U NV =~ S"7! que ¢

simplesmente conexa para n > 2, dessa forma obtemos que 11(M, xo) = 1 (M \ {p}, x0). <

4.71 ExemprLo (SomMmAs coNExAs) Dadas duas variedades n-dimensionais M e N, a soma conexa
M#N é construida removendo uma bola de cada um de M e N e colando-as ao longo de seus bordos,

(M \ int (D)) Ugpr (N '\ int (D"))).
Sen > 3, obtemos o produto livre
711(M#N, XQ) =T (M \ Dn, XQ) * T (N \ Dn, XO) = 7'(1(M, XQ) * 7'(1(N, xg). <
O processo de anexar uma n-célula num espago topolégico é definido da seguinte forma:
comegamos com um espago topolégico X, uma n-célula D", ou seja, um espago topoldgico

homeomorfo ao disco n-dimensional, e uma fung¢do JD" = S"1 — X e anexamos D" a X,
colando-o ao longo da imagem de f para obter o espaco quociente X Uy D":

X0 yOO

Podemos usar o Teorema de Seifert-van Kampen para analisar como a colagem altera o grupo
fundamental.

4.72 TeoREMA Sen > 3, entdo a aplicagio 111(X, xg) — 11(X Uy D", xo) induzida pela inclusdo é um
isomorfismo, onde xo é um ponto na imagem de f.

Ou seja, anexar um disco de dimensdo maior que 3 ndo afeta o grupo fundamental.

Demonstracdo: Novamente, a dificuldade para poder aplicar o Teorema de Seifert-van Kam-
pen é que precisamos trabalhar com conjuntos abertos.
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Seja 0 € D" um ponto no interior de D". Definimos A = X Uy (D" \ {0}). Note que D" \ {0}
retrai-se por deformacdo para a fronteira S"~!. Assim, A retrai-se por deformagéo para X.
Defina B = int(D"). Entao

ANB=int(D")\0=s"1

Nao podemos usar yp como nosso ponto base, j& que este ponto ndo estd em ANB. Em vez disso,
escolhemos um ponto arbitrério y; € A N B. Uma vez que D" é conexo por caminhos, temos
um caminho y ligando y1 a yo, e podemos usa-lo para recuperar os grupos fundamentais
com base em yp.

Agora o Teorema de Seifert-van Kampen diz que:

X Uf D", ~ A, * B, .
(X Ur D", y1) = mq( yl)m(AmB’yl)ﬂl( v1)

Uma vez que B é um disco e A N B é simplesmente conexo, j& que para 1 > 3 a esfera S"~1 é
simplesmente conexa, e logo seu grupo fundamental € trivial. Portanto, obtemos

(X Ur D", y1) = mi(A, y1).
Agora podemos usar a curva y para mudar o ponto base de y; para yo = xo. Assim,

n1(X Ur D", x0) = m1(A, x0) = 111(X, xo).

O caso mais interessante ocorre quando temos dimensdes menores.

TeorEMA Se n = 2, entdo a aplicagio natural 71(X, xo) — m1(X Uy D", xq) é sobrejetiva, e o
niicleo é N([f]), o normalizador do grupo gerado por f. Note que esta afirmagio faz sentido, ji que
St éum circuloe f : "1 — X é um lago em X.

Ou seja se anexarmos um disco ao lago dado por f, esse lago simplesmente desaparece.

Demonstrag¢do: Como antes, obtemos

X uf D", = m1(A, B, y1).
(X Uy D", y1) = m11( yl)m(A;B,yl)nl( 1)

Novamente, B é contratil, e 71(B,y1) = 1. No entanto, m1(A N B,y1) = Z. Uma vez que
11(A N B, y1) é homot6pico ao lago induzido por f, consequentemente temos que

m1(A, y1) A " 1= (m(A, y1)*)/N[m(AN B, y1)] = 71 (X, x0)/N([f]-
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Em resumo, temos
1 (X) n>3

m(X)/N([f]) n=2

E assim apenas mata o lago em torno de U N V; ou seja, 111(Y, xp) = m1(X, x0)/N onde N é o

(X Us D") =

subgrupo normal gerado por um lago em tornode U N V.

Exempro Seja X = R2\ (0,0), entdo o grupo fundamental de X ¢é isomorfo a Z e um gerador do
grupo fundamental é a classe de uma circunferéncia de raio 1 centrada no ponto (0, 0). Se colarmos uma
célula sobre essa circunferéncia o grupo fundamental de X Uy D? é trivial, o que é bastante intuitivo
pois podemos contrair todos os lagos @ um ponto contornando a origem removida utilizando a célula
colada. Se a curva no qual a célula é colada nio contém a origem entdo o grupo fundamental de X Uy D

ndo se altera e assim é isomorfo a Z. <

Figura 4.22: Colagem de células em X = R2\ (0, 0).

Como consequéncia do teorema anterior temos:

ProrosicAo Qualquer grupo finitamente apresentado (a1, ...,am| r1,...,7») pode ser obtido
como o grupo fundamental de um espago topoldgico de Hausdorff compacto obtido da colagem em uma
unica 0-célula, de um lago para cada gerador a; e de uma 2-célula para cada relagio ;.

Ou seja, qualquer grupo finitamente apresentado (ay, ..., a,| r1,...,r,) pode ser obtido
como o grupo fundamental de um CW-complexo finito bidimensional.

A demonstragdo da proposigdo anterior é deixada como exercicio ao leitor. Veja o Exercicio
4.31.

4.9.1 Grupo Fundamental de Superficies

A representacdo na forma normal de uma superficie compacta e orientavel ¥, diagrama
planar que é o poligono de 4g lados P com as colagens dadas pela palavra

alblal'lbl'l ~-~agbga§1bg?1.
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pode ser usada para calcular o grupo fundamental de . Seja xo o ponto em L, que € a
imagem dos vértices em P, e sejam a; e ; os lagos em X que sdo as imagens dos lados
correspondentes de P.

a1 .

X0

B2

ap

B1

Figura 4.23: Diagrama planar da superficie © g

Seja F»¢ o grupo livre com 2¢ geradores ay, by, ..., ag4,bs. Existe um homomorfismo de
grupos de F»; para o grupo fundamental 711(Z¢, x) que leva a; para a; e b; para f;, para
1 <i < g. Afirmamos primeiro que o elemento

= . . _1- _1- . . _1: _1a . . . _1- _1
Cg—{/‘l1 b1 al bl an bz Elz bz Elg bg ag bg

em F, é levado para o elemento identidade de 71(Xg, x) por meio desse homomorfismo. Na
verdade, o caminho produto

-1 -1 -1 -1 -1, p-1
ar-Pr-ap Byaz-foray - fyc.cagcBerag P

€ homot6pico ao caminho constante baseado em x, uma vez que o caminho correspondente
nos lados de P é homotdpico a um caminho constante em P (uma vez que P é convexo), e a

composigdo com a aplicacdo continua de P para ¥, fornece uma homotopia em Z,.

Seja N, o subgrupo normal minimo de F», contendo cg, ou seja, N, é o subgrupo gerado
por todos os elementos da forma u - ¢, - u™! para todos os 1 em Fag. Do que acabamos de ver,
N, estd no nicleo do homomorfismo de F»¢ para 71(Z¢, x), entdo temos um homomorfismo

FZg/Ng = 7TI(ZgI x)
ProrosigcAo O homomorfismo Fag /Ny — 111(Xg, X) é um isomorfismo.
Demonstragdo: Aplicaremos o Teorema de Seifert-van Kampen. Seja U a imagem em X, do

complemento de um pequeno disco no meio de P, e seja V a imagem em X de um conjunto
aberto que contém esse disco, como mostrado na Figura abaixo:
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ai

al an O

az

Seja K a imagem da fronteira de P em X,. Este K é um grafo que consiste em 2¢ lagos
baseados em x, entdo 711(K, xo) € o grupo livre com geradores ay, by, ..., aq,be, ou seja,
m1(K, xg) = F. Pela projecdo radial a partir do centro do disco, vé-se que K é uma retragao
por deformagdo de U. Portanto, temos um isomorfismo

7Tl(l/[/ XO) = nl(K/ xO)'

Portanto, 7t1(U, xo) também € o grupo livre Fo; com os mesmos geradores. Agora, V é
homeomorfo a um disco, entdo 1 (V, xg) = {ey, } é trivial,e U NV é um retrato por deformacao
de um circulo, e assim 71(U NV, xp) = Z. A inclusdo de U NV em U leva um gerador de
(U NV, xg) ao elemento Cg=a1- by - ay Lo bgl. Pelo Teorema de Seifert-van Kampen, para
qualquer grupo G, fornecer um homomorfismo de 71(Zg, xo) para G é o mesmo que fornecer
um homomorfismo de m1(U, xg) = F2¢ para G (e um homomorfismo de 71(V, xo) = {e} para
G) de tal maneira que a composi¢do

Z=m(UNV,xy) — m(U,xg) > G

leva um gerador de Z ao elemento identidade de G. Isso significa precisamente que se tem
um homomorfismo de F2, para G de modo que ¢, € levado para a identidade, ou equivalente,
que N € levado para a identidade. Ou seja,

Hom(m1(Zg, x0), G) = Hom(F24 /Ng, G).

Isso implica que a aplicagdo de F24 /N, para 111(Zg, xo) € um isomorfismo.

Dito de outra forma:
4.77 TEOREMA

—1y,-1 —17,-1 —1y,-1
n1(Zg, x0), = a1, b1, ..., aq,bg | arbray by asbra; b, ...agbgag bg )
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4.9.2 Grupo Fundamental de Variedades 4-dimensionais
Uma versdo geométrica do Exemplo 4.75 mostra que qualquer grupo finitamente apresentado
é o grupo fundamental de alguma variedade 4-dimensional suave.

Comece com a variedade 4-dimensional fechada
X =(S®xSh#---#(S*x S,

que é a soma conexa de |S| cépias de S* x S!. Usando Seifert-van Kampen, temos que
(X, xo) = (a1, ..., a)), o grupo livre em |S| geradores onde o gerador a; é representado
pela S! do i-ésimo fator S* x S! da soma X.

Cada relagéo r; pode ser representada por um lago simples suave b; em X. De fato, isso é
verdade para qualquer variedade n-dimensional orientdvel M tal que n > 3 j4 que em uma
variedade de dimensdo > 3 ha “espago” suficiente para se livrar das auto-interse¢ées em
qualquer caminho fechado por meio de deformagdes arbitrariamente pequenas.

Cada lago bj tem uma vizinhanga tubular Nj, que é uma cépia de S! x D* mergulhada em
X. Obordo de N; é homeomorfo a S x S2. Observe que D? x §? também tem bordo S! x §2.
Portanto, podemos cortar N; de X e inserir uma copia de D? x S? em seu lugar, anexando-a
ao conjunto S! x §2 “vazio” deixado para trds em X \ int(N i)

O tinico passo que resta é verificar que remover N; e substitui-lo por uma cépia de D? x §?
tem o efeito de matar r;. Vamos denotar por X; a variedade obtida de X por este processo.
Temos entao:

X]' =(X\ il’lt(N]')) Ugixs? (D2 X SZ)

Agora

(X \ il’lt(Nj)) ={a,... ,a|5|),
m(D? x §?) =0,
(ST x §%) = (),

onde ¢ é representado por S! x {pt} em S! x §?. Observe que a imagem de ¢ em X é

precisamente a curva b;. Portanto por Seifert-van Kampen temos que
m(Xj) = (a1, ..., a5 | bj).
Se X’ denota o resultado de fazer esta cirurgia para todos os b;’s, temos que

nl(Xl) = <Dl1,. "Iu|S| | bl,...,b|R|>
= (S|R).
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Esta construcéao foi utilizada por Andrei Markov em sua prova de que ndo pode existir
nenhum algoritmo para decidir se duas variedades 4-dimensionais compactas, orientdveis
e trianguldveis sdo homeomorfas ou ndo. A prova de Markov prova a inexisténcia a partir
do fato de que nao existe um algoritmo geral para decidir se duas apresentac¢des de grupos

representam ou ndo grupos isomorfos.

4.10 Exercicios

Ex. 4.1 — Dado um espaco de recobrimento p : X — X e um subconjunto A C X, seja
A= p‘l(A), mostre que a restri¢do p : A— Aéum espago de recobrimento.

Ex. 4.2 — Mostre que se p : }~(1 — Xjepr: )?2 — X» sd0 espagos de recobrimento, entdo
seu produto p1 X p2 : X1 X X — X; X X, também é um espago de recobrimento.

2

Ex. 4.3 — Mostre que a aplicagdo p : S! — S,z > z2 é um espago de recobrimento.

Generalize para a aplicagio p : S! — S2,z > 2.

Ex. 4.4 — Sejam G um grupo topolégico conexo por caminhos e H um subgrupo normal
discreto de G. Se p : G — G/H é o homomorfismo natural, mostre que (G, p) é um espago de
recobrimento de G/H.

Ex. 4.5 —

1. Sejam X, Y, Z espagos conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos e
h:X —Yeg:Y — Zaplicagdes continuas e assuma que f = g o h é uma aplicacdo
de recobrimento. Entdo g é uma aplicacdo de recobrimento se, e somente se, 1 é uma
aplicagao de recobrimento.

2. Sejam X um espaco localmente conexo por caminhos e semi-localmente simplesmente
conexo, p1 : X — X um espago de recobrimentg de X epy: X — X um espago de
recobrimento de X. Entdo, a composigdo p1ops : X — X éum espago de recobrimento.
Dica. Olhe para os levantamentos das aplicagdes de recobrimento e use o item anterior.

Ex. 4.6 — Suponha que p : X - X seja uma aplicacdo de recobrimento, com X sendo conexo
por caminhos. Mostre que se X for simplesmente conexo, entdo p é um homeomorfismo.

Ex. 4.7 — Suponha quep : X - X seja uma aplicagdo de recobrimento. Sejam « e § caminhos
em X com a(1) = (0); e sejam & e B respectivos levantamentos tais que @(1) = B(0). Mostre
que a * Eé um levantamento de a * 8.
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Ex. 4.8 — Sejap : X — X um espaco de recobrimento com p~!(x) finito e ndo vazio para todo
x € X. Mostre que X é simplesmente conexo se, e somente se, X também é simplesmente

conexo.

Ex. 4.9 — Mostre que o brinco havaiano é semilocalmente simplesmente conexo e que o cone
CX sobre o brinco havaiano é semilocalmente simplesmente conexo mas nao é localmente

simplesmente conexo.

Figura 4.24: Brinco havaiano e o cone sobre o brinco havaiano.

Ex. 410 — Seja Y o quasi-circulo mostrado na Figura 4.25, ou seja, o subconjunto fechado de
R? que consiste em uma parte do grafico de y = sen(1/x), o segmento {0} X [-1,1], e um arco
que conecta essas duas partes. A aplicagdo que colapsa o segmento {0} X [-1, 1] para o ponto
(0,1) pode ser vista como uma aplicagdo quociente f : Y — S!. Mostre que a aplicagdo f ndo
se levanta para o espago de recobrimento R — St embora 7t1(Y) = 0. Portanto, a conexidade

local por caminho de Y é uma hipétese necessaria no critério de levantamento.

Figura 4.25: Quasi-circulo
Ex. 411 — Sejam g : X — Yer :Y — Z espagos de recobrimento, e p = r o q. Mostre que se
r~1(z) é finito para cada z € Z, entdo p é um espaco de recobrimento.

Ex. 4.12 — Seja X o brinco havaiano descrito no Exemplo 4.56, e X seu espago de recobrimento

mostrado na figura a seguir.

@@ @@
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Construa um espago de recobrimento de duas folhas ¥ — X de modo que a composigao
Y — X — X dos dois espagos de recobrimento ndo seja um espago de recobrimento. Veja as
figuras abaixo para uma ideia de como fazer isso:

2 @@

Ex. 4.13 — Seja X um espago de Hausdorff localmente compacto e seja G um grupo de
homeomorfismos de X cuja agdo é livre de pontos fixos. Suponha que, para cada subespaco
compacto K de X, existem apenas finitos elementos ¢ de G de modo que a intersecao KN g(K)
seja ndo vazia. Prove que
1. Para cada subespaco compacto K de X, mostre que a unido dos conjuntos g(K), para
g € G, é fechada em X.

2. Mostre que X /G é de Hausdorff.
3. Mostre que a agdo de G é propriamente descontinua.

4. Mostre que X /G é localmente compacto.

Ex. 4.14 — Mostre que duas aplicagdes de recobrimento de um espago conexo X sdo isomorfas,
com um isomorfismo que pode ndo preservar pontos base, se, e somente se, as imagens de
seus grupos fundamentais forem subgrupos conjugados do grupo fundamental de X.

Ex. 4.15 — Uma segdo de um recobrimento p : Y — X é uma aplicacdo continuas : X — Y
tal que p o s seja a aplicagdo identidade de X. Mostre que se um G-recobrimento tem uma
sec¢do, entdo o recobrimento é um recobrimento trivial de G.

Ex.4.16 — Sejap : Y — X = Y /G um G-recobrimento, e sejam ¢1 e ¢, isomorfismos de
G-recobrimentos de Y para Y. Se X for conexo, e @1 e g2 concordarem em um ponto de Y,

mostre que @1 = Q3.
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Ex. 4.17 — Seja G o subgrupo do grupo de homeomorfismos do plano, gerado pela translagao

(x,y) = (x + 1, y) e pela transformagdo (x, y) — (=x,y + 1). Mostre que esta acdo de G em

R? é propriamente descontinua e identifique o quociente R?/G com a garrafa de Klein.

Ex. 4.18 — Seja G o subgrupo do grupo de homeomorfismos do plano, gerado pela translagao

(x,y) = (x+1, —y). Mostre que esta agdo é propriamente descontinua e identifique o quociente

com uma faixa de Mobius.

Ex. 4.19 —

1.

Se G age de forma propriamente descontinua em um espago Y, e H é um subgrupo de
G, mostre que H também de forma propriamente descontinua. Mostre que o aplicacao
natural de Y/H para Y/G é uma aplicagdo de recobrimento. Se n for o indice de H em
G, esse é um recobrimento com n-folhas.

. Realize essa construgdo quando G é o grupo de transformacgdes do plano do Item 4.17 e

H é o subgrupo gerado pelas duas transformagdes (x, y) — (x+1,y)e(x, y) — (x, y+2).
Identifique R?/H com um toro e descreva o recobrimento resultante de duas folhas da
garrafa de Klein.

Ex. 4.20 — Considere o espago X C R3 que é a unido por um ponto de uma esfera e um

didmetro.

N o g e

=
"

. Qual o grupo fundamental de X? Dica. Ache um espaco conhecido homotopicamente

equivalente a X.

Construa um espago de recobrimento simplesmente conexo de X. (Desenhe esse
espago.)

Encontre todos os espagos de recobrimento conexos por caminho para X. Descreva-os
algebrica e geometricamente.

Diga quais sdo todos os recobrimentos de 3-folhas (ndo necessariamente conexo)
Apresente dois levantamento de recobrimentos normais de X.
Apresente dois exemplos de recobrimentos nao normais de X.

Faga o mesmo quando Y é a unido de uma esfera e um circulo que se intersecta em

dois pontos.

Ex. 4.21 —

1.

Determine o grupo fundamental de RP? v RP?.
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Encontre todos os espagos de recobrimento conexos para RP? v RP?2,
Determine o recobrimento normal de RP? v RP2.
Apresente dois exemplos de recobrimentos normais de RP? v RP?.

Apresente dois exemplos de recobrimentos nao normais de RP? v RP?,

A

Quais sdo todos os recobrimentos de 3 folhas de RP? v RP?.

Ex. 4.22 — Um espago de recobrimento (i,p) de X é dito regular se p.m; (i,fcﬁ) é um

subgrupo normal de 71 (X, x¢) para cada xp € X. Se (X, p) é um espago de recobrimento
regular de X, mostre que p.m; ()?, 550) = P70 (i, 371) para cada par de pontos xp, X1 na mesma
fibra.

Ex. 4.23 — Se 711 (X, x0) € abeliano, entdo todo espago de recobrimento de X é regular.

Ex. 4.24 — Seja X um espaco conexo e localmente conexo por caminho e seja xo € X. Entdo
mostre que um espago de recobrimento (X, p) de X é regular se, e somente se, 0 grupo
Aut(X/X) atua transitivamente na fibra sobre x .

Ex. 4.25 — Se X é um espago de Hopf, prove que todo espago de cobertura de B é regular.

Ex. 4.26 — Seja X = St v §? a unido por um ponto de um circulo e uma esfera. Obtenha o

recobrimento universal de X.

Ex. 4.27 — Qual é o recobrimento universal do espaco formado pela unido por um ponto de

um toro com um circulo?
Ex. 4.28 — Seja M uma superficie compacta e orientavel de género g > 1. Mostre que existe
f : M — S! continua, ndo homot6pica a uma constante.
Ex. 4.29 — Encontre espagos cujos grupos fundamentais sejam isomorfos aos seguintes
grupos:

1. Z/n X Z]m;

2. Z/ni X Z/ny X -+ X Z/ng;

3. Z/n=*Z|m;

4. Z[ny «Z[ng * - - % Z[ng.

Ex. 4.30 — Seja X = S! v S! a unido por um ponto de duas circunferéncias.

OO

Figura 4.26: St v S!
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1. Seja Xo espago ilustrado na Figura 4.27a; seja p : X —Xa aplicagdo que envolve cada
arco ai e az ao redor de a e leva 81 e f homeomorficamente em . Mostre que p é
uma aplicagdo de recobrimento normal.

2. Determine o grupo de transformagdes de recobrimento do recobrimento de X indicada
na Figura 4.27b. Esse recobrimento é normal?

p1 B a
X0
p2 B o’
(@) (b)
Figura 4.27: Exemplos de espagos de recobrimento de X = St v St

3. Usando o Teorema de van Kampen mostre que o grupo de fundamental do espaco da
Figura 4.27b é
(a?,b%, aba™", bab™")

Ex. 4.31 — Prove o seguinte:

Teorema. Se G é um grupo finitamente apresentado, entdo existe um espaco de Hausdorff
compacto X cujo grupo fundamental é isomorfo a G.

Prova. Suponha que G tenha uma apresentacdo com n geradores e m relagdes. Seja A a
unido por um ponto de n circulos; forme um espaco X a partir da colagem de A e m cépias
By, ..., By dabola unitdria por meio de uma aplica¢do continua f : | JdB; — A.

1. Mostre que X é de Hausdorff.

2. Prossiga por indugdo em m.

Ex. 4.32 — Prove o seguinte:
Teorema. Seja G um grupo topologlco com operagdo de multiplicagdom : GXG — G e
elemento identidade e. Assuma que p : G — G éuma aplicacdo de recobrimento e que G e G
sd0 conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos. Dado e com p(e) = e, existe
uma Unica operacdo de multiplicagdo em G que a torna em um grupo topolégico, de modo
que e seja o elemento identidade e p seja um homomorfismo.
Prova.
1. Se]a I:G—> Ga aplicagéo I(g) = ¢ ! Mostre que existem aplicagdes tnicos 711 :
GXxG—>Gel:G— Geomii(exe)=cel(e)=¢, de modo quepom =mo (p X p)
epo I=1Io p.
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2. Mostre que as aplicacdes G — G dados por § — (€ X 3) e § — (3 X ¢) sdo iguais a
aplicagdo identidade de G.

3. Mostre que as aplicagoes G — G dados por g — m(g X 1)) e 3 — m(I(3) X 3) levam
G parae.

4. Mostre que as aplicagdes G x G x G — G dadas por

gx g xg = m(gxm(g xg")
gx g xg —m(m(gxg)xg")
sdo iguais.

5. Complete a prova.

Ex. 4.33 — Sejap : G — G um homomorfismo de grupos topoldgicos que é uma aplicacao
de recobrimento. Mostre que se G for abeliano, entdo G também é abeliano.

Ex. 4.34 — Descreva o grupo fundamental de R?\Z, onde Z é o conjunto Z X {0} de todos os
pontos de coordenadas inteiras no eixo x.

Ex. 4.35 — Seja X um espaco topoldgico cujo grupo fundamental é abeliano e que possui um
espago de recobrimento universal. Se ()?1, p1) e (}?2, p2) sdo espagos de recobrimento de X,
defina ()~(1, p1) 2 ()~(2, p2) se, e somente se, existir um homomorfismo de ()~(1, p1) para ()~(2, p2).
1. Prove que essa relagdo € transitiva, reflexiva e que, se (il, p1) £ (iz, p2) e ()?2, p2) £
()~(1, p1), entdo ()~(1, p1) € isomorfo a ()~(2, p2).
2. Prove que quaisquer dois espagos de recobrimento de X tém um supremo e um infimo
em relagdo a essa relagdo de ordem parcial.
Observacgio. Esse resultado ndo é verdadeiro se a hip6tese de que n(X) seja abeliano
for removida.
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Motivacao

Voltamos a uma variante do problema com o qual iniciamos o estudo dos grupos fundamentais.
Sejam S? a esfera bidimensional, T2 o toro bidimensional e T2#T2 o bitoro bidimensional,

representados na Figura 5.1.

S T2 T2#T2

Figura 5.1: Esfera, toro e bitoro.

Os grupos fundamentais desses espagos ndo sdo isomorfos e assim temos que estes espacgos

nio sdo homeomorfos.

Porém, uma resposta mais intuitiva baseia-se na nossa intui¢ao que estes espagos nao sao
homeomorfos uma vez que que o toro T? “possui um buraco”, o bitoro T?#T? “possui dois
buracos”, enquanto que a esfera S? ndo “possui buracos”. Nessas notas, iremos construir a
partir dessa vaga ideia de buracos uma nova estrutura algébrica, os grupos de homologia,

que nos permitird mostrar a ndo existéncia de tais homeomorfismos. !

Novamente ressaltamos que a estratégia de associar e utilizar ferramentas da algebra
abstrata para estudar espagos topoldgicos é a origem da Topologia Algébrica. O objetivo

bésico é encontrar invariantes algébricos que diferenciem, e em alguns casos classifiquem, os

1Para sermos precisos, cada um desses espagos possui um “buraco” bidimensional mas o que os diferenciam
é o nimero de “buracos” unidimensionais.
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espagos topoldgicos a menos de homeomorfismo ou equivaléncia homotépica. Assim, a Topo-
logia Algébrica consiste essencialmente em encontrar “tradugdes” (funtores) interessantes da
categoria de espacos topoldgicos para uma categoria de estruturas algébricas. Desta maneira,
podemos traduzir problemas topolégicos em problemas algébricos, esperando que a versdo
algébrica seja mais simples.

Comecaremos com alguns exemplos que ilustram o caminho que pretendemos percorrer.

Na Figura 5.2a, apresentamos um grafo com trés vértices x, i e z e cinco arestas a,b,c, d e
e. Na Figura 5.2b, colamos a célula A (um disco) nas arestas a e d; na Figura 5.2¢c, colamos a
célula B nas arestas b e ¢; e finalmente na Figura 5.2d, colamos mais uma célula C nas arestas

bee.

O que acontece intuitivamente com o ntiimero de buracos conforme realizamos a constru-
¢do de colagem? Intuitivamente, a Figura 5.2a possui trés buracos, a Figura 5.2b possui dois
buracos, ja que a colagem da célula A fechou um dos buracos. De modo anélogo, a Figura
5.2c possui um buraco, e finalmente na Figura 5.2d temos algo diferente: além dos buracos
delimitados pelas arestas a, b, c temos um outro tipo de buraco delimitado pelas células B e
C.

Antes de prosseguirmos vale a pena observar que o grupo fundamental consegue distin-
guir os espagos apresentados nas Figuras 5.2a, 5.2b e 5.2c, porém nao é capaz de distinguir as
Figuras 5.2c e 5.2d.

(©) Gs (d) G4

Figura 5.2
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Vamos analisar cada uma dessas figuras e ver como podemos comegar a transformar essas

intuicdes em uma teoria matematica.

Figura 5.3: Gy

Anidlisede Gi: Comegaremos orientando as arestas de G como na Figura 5.3 e consideramos
os lagos formados por sequéncias de arestas, comecando e terminando no mesmo ponto. Por
exemplo, a partir do ponto x, o loop be™! viaja para frente ao longo da aresta b, entdo para

trds ao longo de ¢, o que é indicado pelo expoente —1.

Queremos que a estrutura dos ciclos seja abeliana e assim, por exemplo, o dois lagos
abc e cab devem ser considerados iguais. Os lagos abc e cab representam o mesmo ciclo,
apenas com escolhas de ponto inicial e final diferentes. A mesma coisa acontece para um loop
qualquer: escolher outro ponto inicial em um loop apenas permuta suas letras ciclicamente.

Estando numa estrutura abeliana, vamos mudar para a notagdo aditiva, de modo que os
ciclos se tornem combinacgdes lineares de arestas com coeficientes inteiros, como e — 3¢ — 2b.
Um prego dessa escolha é que a +c¢ +b, que ndo possui uma interpretagdo geométrica imediata,
representa o mesmo ciclo que a +b +c.

Vamos chamar qualquer combinagdo de arestas de cadeias. E as cadeias que possam ser
decompostas como combinacéo linear de caminhos fechados de ciclos.

Nesse exemplo, as cadeias sdo da forma kia + kb + kac + ksd + kse. E os ciclos sdo

combinacbesdee —b,a+b+ced—a,ie.
ke-b)+l(a+b+c)+m(d—a).

Com uma pequena manipulacado algébrica, podemos reescrever essa condigdo como
a(l —-m)+b(l—k)+cl+dm+ek .

E fazendo as substituigdes | —m = k1,] —k = kp e k = ks, obtemos que os ciclos sdo as cadeias
da forma:
k1a + kzb + (kz + k5)C + (—k1 + kz + k5)d + k5€ .
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Um modo mais algébrico de ver que uma cadeia kia + kob + kac + kad + kse representa
um ciclo é garantindo que o niimero de vezes que a cadeia “entra” em cada vértice é igual ao
mesmo nimero de vezes que “sai” desse vértice:

vértice x : ki—ky+kys—ks=0
vértice y : ko —ks+ks=0
vértice z : —ki+ks—ks=0

Cuja solugdo € k3 = ky + k5 e ks = —k1 + ko + ks e novamente obtemos que os ciclos sdo da
forma:

kia + kob + (k2 + k5)C + (—k1 + ko + k5)d + kse . (51)

Compreendido isso, podemos fazer esses mesmos célculos de uma forma mais geral e que

leve aos grupos de homologia.

Para isso, definimos C; o grupo das cadeias de arestas, i.e., o grupo abeliano livremente
gerado pelas arestas:
Cy={a,b,c,d,e)

e Cp o grupo das cadeias de pontos, i.e., 0 grupo abeliano livremente gerado pelos pontos:
Co =(x,v,z2).

Agora, definimos o operador bordo d; como sendo um homomorfismo de C; a Cy que
associa a cada aresta o seu ponto final menos o ponto inicial. E, de posse desse operador,
temos um modo algébrico simples de garantir que o ntimero de vezes que a cadeia “entra”
em cada vértice é igual ao mesmo nimero de vezes que “sai” desse vértice. Vejamos:

d1(k1a + kob + ksc + kqd + kse)

= k101(a) + k29(b) + k39(c) + kad(d) + ksd(e)

=ki(x —z) + ko(y — x) + k3(z — y) + ka(x — 2) + ks(y — x)
=(ki—ko+ks—ks)x +(ka—ks+ks)y+(=ki1 + ks — k) z .

Resumo: Temos algumas conclusdes importantes aqui. A primeira é que os ciclos sdo dados
pelo kernel do operador bordo d;, ker di. Também é facil ver que e —b,a +b+c,ed —a
formam uma base para o kernel. E, dessa forma, temos que o espago G possui 3 buracos
unidimensionais.
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Figura 5.4: G

Anidlise de G,: Comegaremos orientando as arestas de G como na Figura 5.4. E definimos
C2 o grupo das cadeias das células bidimensionais, i.e., 0 grupo abeliano livremente gerado
por A:

Co =(4),

C1 o grupo das cadeias de arestas, i.e., 0 grupo abeliano livremente gerado pelas arestas:
Ci=(a,b,c,d,e),
e Cp o grupo das cadeias de pontos, i.e., o grupo abeliano livremente gerado pelos pontos:
Co = (x,y,2z).

Definimos o operador bordo d, : C; — C; por d2(A) = a — d. J4 o operador bordo
d1 : C1 — Cp é definido como anteriormente. Por completude, podemos definir também o
bordo de um ponto como sendo 0, e assim temos também o operador d : Cp — 0, dado por
do(x) = do(y) = do(z) = 0.

Assim, temos a sequéncia de grupos e homomorfismos:

0 0 0
Co —=3>C; — Cop —= 0.

Observamos que imd, = (a — d). E que o ciclo a — d foi “fechado” pela inclusdo da célula
A. Em outras palavras, ele ndo é mais um furo em G,. Isso sugere que facamos o quociente
do grupo de ciclos, obtidos no exemplo anterior, pelo subgrupo gerado por a — d, ou seja,
ker di /im d5. Isso nos leva a defini¢do do grupo de homologia

ker 01
im 82

H1(G2) =

Nesse caso especifico, temos que:

CzEZ C1§Z5 C0§Z3
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ecomoe—b,a+b+c,ed—aformauma base para ker dq, a — d é uma base para im d,, temos
que

ker 0;
im dy

Este resultado pode ser interpretado de maneira intuitiva como G, possui dois buracos

H1(Gy) = = 77,

1-dimensionais.

Finalmente, em fungdo dos geradores escolhidos, podemos escrever a sequéncia de grupos
de cadeias como:

Co Cy Co 0.

Motivado pela defini¢do de H;, podemos definir

ker d,

Nesse caso, como ker dy sdao todos os pontos, ao quocientarmos por im d; estamos quocien-
tando pela relacdo de equivaléncia que x = y se x — y é o bordo de um caminho, ou seja,
estamos colocando dois pontos na mesma classe se eles estdo conectados por um caminho.

Dessa forma, Hy(G2) nos fornece o ntimero de componentes conexas por caminhos.
Nesse exemplo, kerdy = (x,y,z) eimd; =(x —z,z — y,y — x), logo

ker dy

Ho(Gp) = ma

Z.

IR

Figura 5.5: G3

Andlise de G3: A andlise de G3 ndo é muito diferente da andlise de G;. Nesse caso, 0
operador bordo d, : C; — Cy édadopor dx(A) =a—-dedr(B)=b—-e.Comoe—b,a+b+c,e
d — a formam uma base para ker d; e como a — d e b — e formam uma base para im d,, temos

que

ker o
Hi(Gp) = 821 =7

im

O que pode ser interpretado de maneira intuitiva como Gz possui um buraco 1-dimensional.
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Figura 5.6: G4

Anidlise de G4:  Nesse caso, temos trés 2-células e d, : C; — C; é dado por dr(A) =a—de
92(B) =(C)=b—-e.Ecomoe—b,a+b+c,ed—aformam uma base para ker d; e como
a —d e b — e formam uma base para im d;. temos que

ker d;

H1(Gy) = ™, =7

O que pode ser interpretado de maneira intuitiva como G4 possui um buraco 1-dimensional.

Nada novo até aqui! Como nado temos nenhuma célula tridimensional podemos completar
nossa sequéncia de grupos de cadeias do seguinte modo:

p) P P)
0 25 C 25 C1 —= Co > 0

e definirmos o grupo de homologia

ker d
im 83 ’

Hy(Gy) =

Nesse caso, podemos ver a cadeia B — C como um ciclo 2-dimensional gerando o grupo
de homologia H>(G4) = ker d, = Z . Topologicamente, o ciclo B — C é a esfera formada pelas
células B e C juntas com seu circulo limite comum. Este ciclo esférico detecta a presenga de
um “buraco bidimensional” em Gy, a regido delimitada pela esfera.

Grupos de Homologia

Espagos H() H1 H2
Gy 1 3 0
Gy 1 2 0
Gs 1 1 0
Gu 1 1 1

Tabela 5.1: Homologias dos espagos G;’s.
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5.1 O que faremos nos préximos capitulos

Deve estar claro que um padrao emerge dos exemplos abordados na secdo anterior. Para um
espago X associamos um complexo de cadeias C,(X) que sdo grupos abelianos livres com
base nas n-células de X, e homomorfismos de bordo d,, : C,(X) — C,_1(X), em termos dos

quais definimos o grupo de homologia

H, (X) = .ker8n ‘
imdy 41

No Capitulo 6, apresentamos uma breve introdugao a Teoria de Categorias. Categorias
sdo uma forma de generalizar e sistematizar a no¢do de estruturas matemaéticas e de trans-
formagdes que preservam essas estruturas. Os conceitos e a linguagem categodrica permeiam
todo o texto. Nesse contexto, os grupos de homologia H,(e) serdo uma fung¢do que associa
a cada espago topolégico um grupo abeliano. Aqui, temos uma fung¢do (um funtor) entre
duas estruturas matemaéticas distintas (duas categorias). E a Teoria de Categorias fornece
uma linguagem natural para formular e lidar com teorias envolvendo mdltiplas estruturas

matematicas.

No Capitulo 7, apresentamos resultados de Algebra Homol6gica que serdo necessérios
ao desenvolvimento da homologia. Um conceito central desse capitulo é o de complexos
de cadeias, e associado a estes a homologia e a cohomologia dos complexos de cadeias. A
Algebra Homolégica fornece os meios para extrair as informagdes contidas nesses complexos
e apresenta-las na forma de invariantes.

No Capitulo 8, vamos apresentar diferentes estruturas em espacos topoldgicos: as varieda-
des, os complexos simpliciais, os A-complexos e os CW-complexos. As variedades sdo espagos
cuja topologia é localmente similar a de um espago euclidiano R" e dispensam maiores apre-
sentagdes. E grosseiramente, os complexos simpliciais, os A-complexos e os CW-complexos
sdo espacos topoldgicos munidos de uma estrutura combinatdria proveniente de como esses
espagos sdo construidos a partir da colagem de subconjuntos de R". Essa estrutura combina-
toria varia dependendo de como as colagens se ddo e desempenham um papel fundamental
na interconexdo entre os espagos e as teorias homolégicas.

Nos Capitulos 9 e 10, desenvolvemos as teorias de Homologia Simplicial para um A-
complexo e a Homologia Singular para espagos topolégicos. A Homologia Simplicial serve
como um protétipo para a Homologia Singular ao possuir uma descri¢ado geométrica concreta
eintuitiva e ao ser mais facil de definir e calcular. Em contrapartida, a constru¢do da Homologia
Singular é mais abstrata, mas, como veremos, em muitos casos é mais facil e direto demonstrar
os resultados usando homologia singular, pois por construgao esta teoria é naturalmente mais
compativel com as ideias topoldgicas. No final do Capitulo 10, provaremos a equivaléncia
dessas teorias para A-complexos.
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No Capitulo 11, apresentaremos diversas aplica¢des da Teoria de Homologia. Dentre as
aplicagOes estdo: o Teorema da Curva de Jordan, O Teorema da Invaridncia de Dominio e
de Dimensao, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, o Teorema Fundamental da Algebra eo
Teorema de Borsuk-Ulam. E apresentamos a homologia celular H;W(X ; R). Como veremos a
homologia celular concorda com a homologia singular se X é um CW-complexo. E em muitos
casos praticos, o nimero de p-células é pequeno e dessa forma o complexo celular C{¥(X; R)
é muito mais tratdvel do que o complexo singular S.(X; R).

E no Capitulo 13, apresentamos a Teoria de Cohomologia Singular. A cohomologia é
uma variante algébrica da homologia, resultante do processo de dualizagdo. O que é um
pouco surpreendente é que a contravaridncia leva a uma estrutura extra na cohomologia: um

produto natural denominado produto cup, que tornam os grupos de cohomologia um anel.

5.2 Exercicios

Ex. 5.1 — Calcule os grupos de homologia para a figura do oito e sua divisdo em células
conforme apresentado na Figura 9.10

X
Figura 5.7: Oito

Ex. 5.2 — Calcule os grupos de homologia H;(X), com i = 0,1, 2, para os seguintes espagos
X:

1. asuperficie do tetraedro representado na Figura 5.8a;
2. o tetraedro sélido;

3. o grafo obtido pelas arestas do tetraedro na Figura 5.8b.



CAPITULO 5. MOTIVACAO 122
U3 U3

02 (%)
00 [40)

U1 01
(a) Tetraedro (b) Grafo das arestas do tetraedro

Figura 5.8

Ex. 5.3 — Considere o circulo e o cilindro com suas divisdes em células conforme apre-

sentados na Figura 5.9. Calcule os grupos de homologia H;(X), com i = 0, 1,2, para esses

espacos.

2

\\

Figura 5.9: Circulo e cilindro

Ex. 5.4 — Considere cilindro perfurado e sua divisdo em células conforme apresentado na
Figura 5.10. Calcule os grupos de homologia H;(X), com i =0, 1,2, quando:

1. X é a casca deste cilindro perfurado;

2. X é o cilindro perfurado sélido.

S

Figura 5.10: Cilindro perfurado oco
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Sejam T? o toro bidimensional e X a xicara de café, representados na Figura 6.1.

E homeomorfismo
Tspag?s. @( >
opologicos

Grupos Ho(T2)rmmnsmnsnmnsosmoosoosoonsss Hy (X)
?

Figura 6.1

O toro e a xicara sdo exemplos de espagos topolégicos e, como veremos, podemos associar
a cada um destes espacos seus grupos de homologia H.(T?) e H.(X), respectivamente. Nesse
contexto, o primeiro grupo de homologia H;(e) sera uma fungdo que associa a cada espago
topolégico um grupo abeliano. Aqui temos uma func¢do (um funtor) entre duas estruturas
matematicas distintas (duas categorias). Uma expectativa natural é que, como o toro e a xicara
sdo espagos homeomorfos, seus grupos de homologia sejam isomorfos. Ou seja, que os grupos
de homologia sejam realmente invariantes topolégicos.

A breve introdugdo a teoria de categorias que apresentamos a seguir nos fornecerd a

linguagem natural para formular e lidar com tais questdes.

Categoria é uma forma de generalizar e sistematizar a no¢do de estruturas matematicas e
de transformagdes que preservam essas estruturas. Assim, uma categoria é uma colegao de
objetos e aplicagdes entre esses objetos, denominados morfismos.

123
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Exemplos tipicos do que “objetos” podem ser sdo espago vetorial, grupo e espago to-
polégico; e exemplos tipicos do que “morfismo” pode significar sdo transformagéo linear,

“homomorfismo” e “func¢do continua”, respectivamente.

Categorias sdo objetos matemaéticos, e com isso em mente, ndo é surpreendente que haja
uma boa nogado de aplicacdo entre categorias. Tais aplicagdes sdo chamadas de funtores. Mais
surpreendente, talvez, seja a existéncia de um terceiro nivel: podemos falar sobre aplicagdes

entre funtores, que sdo chamadas de transformagdes naturais.

6.1 Categorias

6.1 DerFiNI¢AO Uma categoria € consiste em:

= uma colegio ob(€) de objetos;
® para cada A, B € ob(%), uma cole¢io Morg (A, B) de morfismos ou flechas de A para B;
= para cada A, B, C € ob(%), uma fungio

Morg(B, C) X Morg(A,B) — Morg(A,C)
(8 f) = gof,

denominada composigdo;

® para cada A € ob(€), um elemento 14 de Morg (A, A), chamado identidade;

satisfazendo os sequintes axiomas:

®* associatividade: para cada f € Morg(A,B), § € Morg(B,C) e h € Morg(C, D), temos
(hog)of=ho(gof)

= elemento neutro: para cada f € Morg (A, B), temos f o1p = f =1p o f.

Muitas vezes escrevemos:

Ae® significando A € ob(®);
f:A—BouA i) B significando f € Morg(A, B);
sf significando gof.

A partir da definigdo de categoria, temos que para cada sequéncia

A f fu

Ag— A1 — -+ — Ay
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de morfismos em &, é possivel construir exatamente um morfismo
AO - An

obtido da composigdo: f, fu-1--- f1.

Usaremos frequentemente o conceito de diagrama comutativo. Por exemplo, dados os

objetos e morfismos:

At
g \,\h
j

C

-~

o)

i
em uma categoria, dizemos que o diagrama comutaseio g = h o f = j. De modo geral, um
diagrama ¢é dito comutativo se sempre que houver dois caminhos de um objeto X para um
objeto Y, o morfismo de X para Y obtido pela composi¢do ao longo de um caminho é igual
ao morfismo obtido pela composi¢do ao longo do outro caminho.

Se f € Morg(A, B), denominamos A de dominio e B de contradominio (ou ainda codo-

minio) de f.

6.2 ExeMmprLOS

[a| A categoria Set dos conjuntos cujos objetos sio conjuntos, e dados conjuntos A e B, um morfismo
de A para B na categoria Set é simplesmente uma fungio de A em B. A composigio de fungoes
nesta categoria é a composicio ordindria de fungdes, os morfismos identidade sio os esperados.

Em situagdes como esta, muitas vezes ndo nos preocupamos em especificar a composicio de
fungdes bem como os morfismos identidades. Escrevemos “a categoria de conjuntos e fungoes”,
deixando o resto subentendido.

[b| A categoria Grp dos grupos é a categoria cujos objetos sio grupos e cujos morfismos sio
homomorfismos de grupo.

Da mesma forma, definimos a categoria Ring de anéis e homomorfismos de anéis.

[ d| Para cada corpo K, definimos a categoria Vecty de espagos vetoriais sobre o corpo K e aplicagdes
lineares entre eles.

[ e | A categoria Top cujos objetos sdo 0s espagos topoldgicos e os morfismos sio as fungdes continuas.

A categoria Top. dos espagos topoldgicos com ponto marcado. Um objeto é um par (X, x¢), sendo
X um espago topologico e xg € X. Um morfismo f : (Y, yo) = (X, xo) é uma fungio continua
f Y — X tal que f(yo) = xo.
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DeriNi¢Ao Um morfismo f: A — B em uma categoria € é um isomorfismo se existir um
morfismo g: B — Aem € tal que gf = 14 e fg = 1p. Nesse caso, denominamos g de inversa de f e
denotamos tal fato por g = f=1.

Se existe um isomorfismo de A para B, dizemos que os objetos A e B sdo isomorfos e
denotamos tal fato por A = B.

ExempLos Os isomorfismos em Set sido exatamente as bijecoes. Isso equivale a afirmagdo de que
uma fungdo tem uma inversa se, e somente se, for injetora e sobrejetora.

Os isomorfismos em Grp sdo exatamente os isomorfismos dos grupos.

Da mesma forma, os isomorfismos em Ring sdo exatamente os isomorfismos dos anéis. <

Exemrro Os isomorfismos em Top sio os homeomorfismos. Observamos que, em contraste com a
situagdo em Grp e Ring, um morfismo bijetor em Top ndo é necessariamente um isomorfismo. Um
exemplo cldssico é o morfismo

[0,1) — {zeC||z|=1}

2mit
t — e

que é uma bijegdo continua, mas ndo um homeomorfismo, pois [0,1) ndo é compacto enquanto
{zeCll|z|=1}o0é. <

|

Um morfismo de R-médulos f : A — B é dito um

E endomorfismo se o dominio coincide com o contradominio, i.e., A = B;
E automorfismo se f é simultaneamente um endomorfismo e um isomorfismo;

monomorfismo se f g1 = f g» implica que g1 = g2, para quaisquer morfismos g; : C — A,
com C um R-médulo qualquer (ou seja, f pode ser cancelado a esquerda de uma
composicao);

[d]| epimorfismo se g1 f = g»f implica que g1 = ¢, para quaisquer morfismos g; : B —
C, com C um R-médulo qualquer (ou seja, f pode ser cancelado a direita de uma
composicao).
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E importante ressaltar que, em geral, em categorias que morfismos sdo fungdes, monomor-
fismos podem néo ser fungdes injetoras e epimorfismos podem nao ser fungdes sobrejetoras.
No entanto, estas no¢des coincidem nas categorias: Set, Grp, Ring, Ab, por exemplo.

Nos exemplos de categorias mencionados até agora, os objetos da categoria sdo conjuntos
munidos de uma estrutura (como uma estrutura de grupo, uma topologia ou, no caso de
Set, nenhuma estrutura). Os morfismos sao as fungf)es que preservam a estrutura, no sentido
apropriado. E em cada um deles, hd um sentido claro de quais sdo os elementos de um
determinado objeto.

No entanto, observamos que nem todas as categorias sdo assim. Em geral, os objetos de
um categoria nao sao Conjuntos equipados com uma estrutura suplementar. Mas trataremos

nesse livro apenas de categorias do primeiro tipo.
A seguir, apresentamos dois exemplos de categorias cujos objetos ndo sdo conjuntos

equipados com uma estrutura adicional.

6.6 ExemprLOS

[a| Dado um monoide (G, *), podemos criar uma categoria € com um tinico objeto, que denotamos
por x, tomando como morfismos os elementos do monoide G, i.e. Morg(x, x) = G, a composigdo
de morfismos é dada pela operagio + de G e o morfismo identidade é o elemento neutro de G.

[b | Um grafo dirigido com um lago em cada vértice, ou seja uma aresta que conecta um vértice a ele
mesmo, dd origem a uma categoria € cujos objetos sido dados pelos vértices do grafo. Dados dois
vértices a e b, os morfismos em Morg(a, b) correspondem aos caminhos no grafo que vio de a
para b. A composi¢io é dada pela concatenagio de caminhos. Um morfismo identidade em a é o
lago que comega em a e termina em a.

Figura 6.2: Grafo dirigido com lacos em cada vértice.

Apresentamos a seguir duas maneiras de construir novas categorias a partir de categorias

ja existentes.
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DEeFINI¢AO Dada uma categoria € podemos construir a categoria oposta ou categoria dual €°P,
definida invertendo as flechas. Formalmente, ob(€°P) = ob(%) e Morger (B, A) = Morg (A, B) para
todos os objetos A e B.

As identidades em €°P sdo as mesmas que em €. A composicdo em E°P é a mesma
. : . f 8 :
que em €, mas com os argumentos invertidos, i.e., se A — B — C forem morfismos em

€°P entdo A <L B & C sdo morfismos em €. Mais especificamente, dados morfismos
f € Morgor(A,B) e g € Morger(B, C) na categoria oposta, temos que f € Morg(B,A) e
g € Morg(C, B) e, portanto, podemos fazer a composicdo f o g em € que corresponde a um
morfismo em Morg(C, A). Assim, definimos a composi¢ao f ogor ¢ como sendo o morfismo

gof,ie, fogrg=gof.

ExeMpLO Seja € a categoria gerada pelo grafo G na Figura 6.3a. A categoria oposta corresponde d
categoria gerada pelo grafo G” obtido de G ao inverter todas as flechas, apresentado em 6.3b

(@) (b)

O principio da dualidade é uma das ideias fundamentais na Teoria de Categorias. Infor-
malmente, este afirma que a cada definigdo categodrica, teorema e prova possuem um dual,
obtido invertendo todas as flechas. Invocar o principio da dualidade pode salvar o trabalho:
dado qualquer teorema, invertendo as flechas ao longo do seu enunciado bem como em sua

prova produz um teorema dual.

DEeFINI¢CAO Dadas as categorias € e D, definimos a categoria produto € X D, de modo que:
ob(€ X D) = ob(¥) X ob(D),

MOI‘%X@((A/ B)/ (AII B’)) = MOI’(g(A, A,) X MOI’@ (Br BI)

Dito de outra forma, um objeto da categoria produto € X & é um par (A, B), onde A € €
e B € 2. Um morfismo (A,B) = (A", B')em € x 2 é um par (f, g),onde f: A > A em & e
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g: B — B’ em 2. A composic¢do de pares de morfismos é dada pela composi¢cdo componente
por componente.

6.2 Funtores

Uma das ligdes da Teoria de Categorias é que sempre que encontramos um novo tipo de
objeto matematico, devemos sempre perguntar se ha uma nogdo de morfismo entre esses
objetos. Um morfismo entre categorias é denominado funtor.

6.10 DEerINICAO Sejam € e D categorias. Um funtor F: € — D consiste em:
= uma fungio
ob(%) — ob(2),
escrita como A +— F(A);
® para cada A, A’ € €, uma fungdo
Morg(A, A”) = Morg(F(A), F(A")),

escrita como f — F(f),
satisfazendo os sequintes axiomas:

" F(f" o f)=F(f’) o F(f), sempre que A S, A’ Eil A" em €;
" F(1a) = 1pa), sempre que A € B.
6.11 Exempros Os exemplos mais ficeis de funtores sdo os funtores de esquecimento.

[a] O funtor F: Grp — Set ¢ definido da seguinte forma: se G for um grupo, entdo F(G) é o
conjunto subjacente de G,ese f : G — H for um homomorfismo de grupo, entio F(f) é a propria
fungdo f. Dessa forma, o funtor F esquece a estrutura de grupo e esquece que os homomorfismos
de grupos preservam a estrutura de grupos.

@ Da mesma forma, para qualquer corpo K, existe um funtor Vectg — Set esquecendo a estrutura
de espago vetorial dos espagos vetoriais.

Os funtores de esquecimento ndo precisam esquecer toda a estrutura. Por exemplo, denote por
Ab a categoria dos grupos abelianos. Existe um funtor Ring — Ab que esquece a estrutura
multiplicativa, mantendo apenas a estrutura de grupo aditivo do anel.
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E Existe um funtor de inclusio U: Ab — Grp definido por U(A) = A para qualquer grupo
abeliano A e U(f) = f para qualquer homomorfismo f de grupos abelianos. Esse funtor esquece

que os grupos abelianos sio abelianos. <

ExeMpLOs (FUNTORES EM TOPOLOGIA ALGEBRICA) Historicamente, alguns dos primeiros
exemplos de funtores surgiram em topologia algébrica. Nesse contexto, a estratégia é aprender sobre
um espago extraindo dados de alguma forma inteligente, montando com esses dados uma estrutura
algébrica e depois estudando essa estrutura algébrica em vez do espago original. A topologia algébrica
envolve, portanto, muitos funtores de categorias de espagos topoldgicos para categorias de dlgebras.

[a| O Grupo Fundamental 111 é um funtor de Top. para Grp associando a cada espago topolégico o
grupo de classes de homotopia dos caminhos fechados comegando e terminando no ponto base x.
Esse funtor é descrito em maiores detalhes no Apéndice 2.

[b| Para cada n € N, hi um funtor H, : Top — Ab atribuindo a um espago seu n-ésimo grupo de

homologia. Esse livro é dedicado a esse funtor. <

Segue da definicao de funtor F : € — 2 que:

* F transforma cada diagrama comutativo em & em um diagrama comutativo em Z;

* se f é um isomorfismo em &, entdo F(f) é um isomorfismo em 2.

As vezes, encontramos operagdes semelhantes a um funtor mas que invertem as flechas,
de modo que um morfismo A — A’ em € dé origem a um morfismo F(A) « F(A’) em 9.
Tais operagdes sdo chamadas de funtores contravariantes.

DEerINICAO Sejam € e D categorias. Um funtor contravariante de € para D é um funtor
EF — D.

Um funtor contravariante satisfaz as propriedades funtoriais com a seguinte ressalva: se
f € Morg(A, A’) é um morfismo em &, entdao F(f) € Morg(F(A’), F(A)) é um morfismo em
DeF(f o f)=F(f) o F(f").

Um funtor comum € — 2 as vezes é denominado funtor covariante de € para 9, para

énfase.

Exempro Dado um espago topolégico X, seja C(X) o anel de fungdes continuas em X tomando
valores reais. As operagoes de anel sio definidas pontualmente. Um morfismo continuo f: X — Y
induz um homomorfismo de anel C(f): C(Y) — C(X), definido em q € C(Y) tomando (C(f))(q)

como o morfismo composto

XLy Lr
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Observe que C(f) vai na direcdo oposta de f. Logo, concluimos que C é um funtor contravariante de
Top para Ring. <

Exempro Seja K um corpo. Para quaisquer dois K-espacos vetoriais Ve W,
Hom(V, W) = {transformagoes lineares V.— W}

é um espago vetorial. Os elementos desse espago vetorial sio eles mesmos morfismos, e as operagoes de
espago vetorial (adigdo e multiplicagdo escalar) sdo definidas pontualmente.

Agora, fixe um espago vetorial W. Qualquer morfismo linear f: V. — V' induz um morfismo
linear
f*: Hom(V’, W) - Hom(V, W),

definido em q € Hom(V’, W) tomando f*(q) como o morfismo composto
vy Low

Isso define um funtor
Hom(—, W): Vect]?{p — Vectg.

Um caso especialmente importante é quando W é o corpo K, nesse caso o espago vetorial Hom(V, K)
é denominado dual de V, e é escrito como V*. Entdo, temos um funtor contravariante

( ) =Hom(-,K): Vect]logp — Vecty
enviando cada espago vetorial para seu dual. <

DEerFINICAO Sejam € e D categorias e seja F : € — D um funtor de € em D. O funtor F induz
uma fungdo
Fap: Morg(A, B) — Morg(F(A), F(B))

para cada par de objetos A e B em €. O funtor F é dito
® fiel se Fa p é injetora;
= pleno se F4 g ¢ sobrejetora;
= plenamente fiel (pleno e fiel) se F 5 p é bijetora,
paracada Ae Bem €.

DEerINI¢cA0o Uma categoria € é dita pré-aditiva se, para todo A, B € ob(¥), Morg(A, B) é um
grupo abeliano satisfazendo a lei de distributividade:

fgr+g)=fsi+f (@1+g)f =af+gf.
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ExempLoOs Sdo exemplos de categorias pré-aditivas:

a categoria dos grupos abelianos;
a categoria de espagos vetoriais sobre um corpo K;

a categoria de médulos (a esquerda) sobre um anel R. <

DeriNi¢Ao Um funtor F: € — 9 entre categorias pré-aditivas €, D é aditivo se, para todo
f,8 € Morg(A, B), com A, B € ob(®), tem-se F(f + ) = F(f) + F().

6.3 Transformag¢des Naturais

Certamente muito antes da definicdo de categoria ser dada, os matematicos estavam cientes
de que alguns isomorfismos eram melhores do que outros. Por exemplo, se V é um espago
vetorial de dimensao finita, podemos escolher uma base de V' e a partir dela criar a base dual
de V*. Por extensdo linear, temos um isomorfismo de V para V*. No entanto, esse isomorfismo
depende fortemente da escolha da base de V. Em contraste, temos um isomorfismo V = V**
que leva um vetor v € V para o funcional linear em V* dado pela avaliagdo de funcionais

lineares de V* em v.

Este isomorfismo surge naturalmente, e transformagdes naturais buscam captar o que
essa naturalidade deve significar matematicamente. Como uma vantagem importante, um
isomorfismo “naturalmente definido” serd automaticamente compativel com homomorfismos.
Em nosso exemplo, isso significa que para todos os morfismos lineares f : V.— W, o diagrama

V_f>w

V** f W**
comuta. Esta observagdo é a base para a seguinte defini¢ao.

Uma transformacgado natural entre dois funtores F, G : € — 2 é uma aplicagdo & que, a
cada objeto X € ¥, associa um morfismo &(X) : F(X) — G(X) em 9, de tal forma que os
diagramas abaixo sdo sempre comutativos (se cada £(X) é isomorfismo, fala-se que & é um

isomorfismo natural):

F(f)

F(X) —=F(Y)
E(X)l lzm E
G(X) —= G(Y) 3 /ﬂg\* @
G(f) ~_ U _~
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Assim, de um ponto de vista intuitivo, uma transformacdo natural é uma correspondéncia
entre dois funtores, responsavel por conectar morfismos entre objetos distintos. Por este
motivo, as vezes se escreve ¢ : F — G, representando-a diagramaticamente de maneira mais

simples, assim como exposto no segundo dos diagramas acima.

6.20 ExempLO (ABELIANIZACAO) Defina um funtor Ab : Grp — Grp como segue:

Para qualquer grupo G € Grp, Ab(G) = G/[G, G] é a abelianizagio de G.

Dado qualquer homomorfismo f : G — H em Grp, Ab(f) é definido da seguinte maneira: a

composicio G i) HXEH /[H, H] contém [G, G] em seu kernel, pois H/[H, H] é abeliano, logo
existe uma aplicacio G/|G, G| — H/[H, H], denotada como Ab(f), de modo que o sequinte
diagrama comuta:

f

- ]
G/[G, G122 1 (H, H]

O diagrama acima também mostra que 7 é uma transformagdo natural de id : Grp — Grp para
Ab : Grp — Grp.

6.21 Exempro (Bipuatr) Seja K um corpo e Vecty a categoria de espagos vetoriais sobre K. Defina um
funtor () : Vectx — Vectg da sequinte forma:

Dado um objeto V, temos que V** é o bidual de V.

Dada uma aplicagido f : V. — W, f* é a aplicacdo construida da seguinte forma: primeiro,
definimos f*: W* — V*por (p : W - K) = (po f: V — K).

Entdo, definimos B(f) = f*: V* = W* por (¢ : V* = K) = (po f*: W = K).

Pode-se verificar que ()" é um funtor.

Para qualquer espago vetorial V, existe uma aplicagdo de avaliagdo

ey: V— V™

v €y
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sendo €,(f) & f(v). Quando V é de dimensdo finita, €y é um isomorfismo.

O diagrama
Vv d W
|e o
v f” W
comuta.

Para demonstrar a comutatividade do diagrama, seja v € V. Entdo ew(f(v)) é a aplicagdo em
W* = KquelevaT : W — K para T(f(v)). Por outro lado, ey (v) é a aplicagio em V* — K
que leva T : V — K para T(v). Entdo f* (ey(v)) é a aplicacio que leva T : W — K para
(ey(@))(T o f) = (T o f)(v) = T(f(v)), exatamente o mesmo que ew(f(v)). Logo ew(f(v)) =
f(ev(v)) =T = T(f(v)). Portanto, ew o f = f* o ey, como desejado.

Entdo, temos uma transformagio natural

id
/\
ﬂe Vectyx
\_/
O <

Vectyx

6.4 Exercicios

Ex. 6.1 — Prove que o inverso de um morfismo invertivel é tinico.

Ex. 6.2 — Todo conjunto pré-ordenado, ou seja, todo par (X, <) com X um conjunto ndo
vazio e < uma relagdo transitiva e reflexiva em X, da origem a categoria Ord cujos objetos
sdo os elementos de X e, para qualquer par de elementos x e y, os morfismos Hom(x, y)
sdo definidos da seguinte forma: possui um tnico elemento (x, y) se x < y e é vazio caso
contrario. A composigdo é dada por (y,z) o (x,y) & (x, z).

1. Verifique detalhadamente que Ord é uma categoria.

2. Mostre que a categoria oposta € a categoria dada por (X, >).

Ex. 6.3 — Seja F : ¢ — 2 um funtor e seja f : A — B um morfismo em €.
1. Prove que se f é um isomorfismo, entdo F(f) é um isomorfismo.

2. Suponha que F seja plenamente fiel. Prove que F(f) é um isomorfismo se, e somente

se, f é um isomorfismo.
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Ex. 6.4 — Prove que:

1. GL,(e) é um functor da categoria CRing de anéis comutativos para a categoria Grp
de grupos, levando um anel comutativo A para o grupo GL,(A).
2. (o) é um funtor CRing — Grp enviando um anel A para seu grupo de unidades A*.

3. O determinante é uma transformacao natural det : GL,, — (e)*.



Algebra Homolégica

Grosso modo, podemos dizer que a Algebra Homolégica é o estudo dos funtores homolégicos
e das estruturas algébricas associadas. Um conceito central é o dos grupos de homologia e
cohomologia de complexos de cadeias e todo o arcabougo conceitual resultante.

E uma disciplina relativamente jovem, cujas origens remontam as investigacdes em topo-
logia combinatéria no século 19, através do trabalho de Riemann e Betti sobre “ntiimeros de

homologia” e o posterior desenvolvimento rigoroso desse conceito por Poincaré em 1895.

Esse conjunto de conceitos e técnicas, motivados pela topologia, foram aplicados para
definir e explorar a homologia e cohomologia de vérios sistemas algébricos: Tor e Ext para
grupos abelianos, homologia e cohomologia de grupos e 4lgebras de Lie, a cohomologia de

algebras associativas, e feixes e cohomologia de feixes.

O termo foi cunhado por Cartan e Eilenberg em 1956, no livro Homological Algebra que
cristalizou e redirecionou o campo completamente tornando a teoria da dlgebra homolégica
independente de seu habitat original na topologia e construindo-a para uma teoria geral de

moédulos sobre anéis comutativos.

Atualmente seu uso é pervasivo em vérias dreas da matemaética como Topologia Algébrica,

Teoria de Grupos, Geometria Algébrica e Teoria de Anéis Comutativos.

Nesse capitulo, introduzimos os conceitos e resultados basicos de Algebra Homoldgica
que serdo essenciais ao estudo da homologia e cohomologia de espagos topolégicos.

7.1 R-modulos

Um R-médulo é um “espago vetorial sobre um anel R”; isto é, na definigdo de espaco vetorial,
permitimos que os escalares estejam em um anel R ao invés de um corpo.

136
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7.1 DEeFiINI¢AO Seja R um anel associativo com unidade 1. Um R-médulo a esquerda consiste em
um grupo abeliano aditivo (M, +) e uma operagio (multiplicacdo por escalar)

-:RxM - M

(r,m)v—>r-m=rm

tal que, para todo m, m’ € M er,r" € R, valem as seguintes propriedades:

r(m+m’)=rm+rm’
r+rym=rm+r'm
(rr"ym = r(r'm)

(4] Igm=m

7.2 EXeMPLOS

[ a| Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-mddulo a esquerda.

[b | Todo grupo abeliano é um Z-médulo a esquerda. De fato, se (G, +) é um grupo abeliano, defina a
multiplicagio Z X G — G da sequinte maneira:

g+--+g, sez >0
D=

z vezes
def

z2g<€q (-g)+--+(-g), sez<0

z vezes
0, sez=0

Munido dessa multiplicagio por escalar, os grupos abelianos sio exatamente 0s Z-moédulos.

Todo anel R é um R-médulo a esquerda, definindo a multiplicagdo por escalar R X R — R como
sendo a multiplicagdo dos elementos de R. <

De forma andloga, define-se R-médulo a direita como sendo um grupo abeliano aditivo
(M, +) munido de uma operagdo - : RxM — M, (r,m) — r-m = rm que satisfaz as
propriedades da Definigdo 7.1 exceto a terceira que é substituida por:

(rr"ym =r'(rm).

Seovalorde-: RxM — M, em (r, m) for representado por mr, a propriedade 3’ terd a forma
mais natural:
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3| m(rr’) = (mr)r'.

Usaremos consistentemente a tiltima nota¢do quando nos referirmos a R-médulos a direita.
E comum escrevermos g M (resp., M) para denotar que M é um R-médulo a esquerda (resp.,
a direita).

Note que se R é um anel comutativo, entdo R-médulos a esquerda sao R-mdédulos a direta
e vice-versa.

DeriNi¢Ao Um grupo abeliano aditivo M é um bimédulo ou simplesmente um R-médulo se M
é simultaneamente um R-mdédulo a direita e um R-mdédulo a esquerda e as respectivas multiplicagdes
por escalar sdo compativeis, i.e. v - (m *s) = (r -m)*s, paratodor,s € R,m € M.

A seguir, consideramos R-médulos a esquerda. Todos os resultados deste capitulo sdo
verdadeiros mutatis mutandis para R-médulos a direita.

DEeriNIi¢Ao Sejam M e N dois R-médulos a esquerda. Uma aplicagido f : M — N é um homo-
morfismo de R-modulos a esquerda se

flm+m’) = fm) + f(m'),
frm) =rf(m),

para todo m, m’ € M e para todo r € R.

Em outros termos, f : M — N é um homomorfismo de R-médulos se as operagdes binarias de
adi¢do e multiplicagdo por escalar sdo preservadas. Outro nome dado para um homomorfismo
de R-médulos € aplicagao R-linear.

Um homomorfismo de R-médulos f : M — N bijetor é chamado de isomorfismo de

R-moédulos e, nesse caso, os médulos M e N sio ditos isomorfos.

Note que os homomorfismos de Z-mdédulos sdo os homomorfismos de grupos abelia-
nos, enquanto os homomorfismos entre espagos vetoriais (K-médulos) sdo precisamente as

transformacgodes lineares usuais.

DEeriNi¢Ao Seja M um R-méduloe S € M. Dizemos que S é um R-submoédulo de M se S é um
R-médulo com respeito a agio de R sobre M e a restrigio da operagdo + em M.

Exercicio: Mostre que S € M é um R-submddulo se, e somente se, S é um subgrupo de M e
r-se€S,paratodor € Res € S. <
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7.6 ExXEMPLOS

[a] Seja (G, +) um grupo abeliano (logo, um Z-médulo). Os subgrupos de G sdo exatamente 0s
Z-submdédulos de G.

[b | Os submédulos de Z sio da forma nZ, com n € N.
Considere R como R-médulo. Os R-submédulos de R sdo exatamente os ideais de R.

| a| Dado um homomorfismo de R-médulo f : M — N, o niicleo ker f & {m € M | f(m) = On}
eaimagem imf ¥ {n € N | Im € M,n = f(m)} de f sdo R-submédulos de M e N,
respectivamente.

7.7 DeFiINI¢A0 Dado um R-submédulo N de M, definimos o moédulo quociente de M por N como
sendo o grupo abeliano M /N com a estrutura de R-mdédulo dada por
rim+N)rm+N, VreR,meM.

7.8 DEFiNI¢A0 Dado um homomorfismo de R-médulos f : M — N, o médulo quociente N /im f é
chamado de cokernel de f e é denotado por coker (f).

Os famosos teoremas de isomorfismo de grupos e espagos vetoriais também sdo validos
para R-médulos.

7.9 TEoreEMA (TEOREMAS DO IsomoRrFismo) Considere um R-médulo a esquerda M.

Seja f : M — N um homomorfismo de R-mddulo, entio

m51mf.

Se My, M> sdo R-submédulos de M, entio
M1+ M> - M>

My _MlﬂMz.

Se N e P sio R-submodulos de M e P C N C M, entdo P é um submodulo de N e

M/P _
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Soma, Produto Direto, Soma Direta

DeriNi¢Ao Seja M um R-médulo. Dada uma familia {N;}ie; de submodulos de M, a soma dos
submédulos N;, denotada por ) ;c; N;, é 0 R-médulo gerado pelo conjunto U;erNj, i.e.

ZNi L {ro1+- + 10k | 7, €R, vj € UigIN;i} = {viy +---+ 0 | k€N, v;; € Ny}

iel
Se I é finito, digamos [ = {1,2,...,k} , escreve-se Zle N;, ouainda N1 + Ny + - -+ + N.

DEFINICAO Seja uma familia arbitriria {M;}ic; de R-médulos. O produto direto de {M,}icr,
denotado por [];c; Mi, é 0 R-médulo definido da sequinte forma:

= conjunto suporte: produto cartesiano {(v;)icr | vi € Mi};
= operagio de grupo: (vi)ier + (Wi)ier & (Vi + Wi)ier;

= multiplicagdo por escalar: a(v;)ier ¥ (av;)ier.

Para cada j € I, projecdo candnica 7t : [[;e; Mi — M; é o homomorfismo de R-médulos
que a cada (v;)ier € [];¢; M; associa o elemento v; € M;.

TeEOREMA (PROPRIEDADE UNIVERSAL DO PrRoDUTO DIRETO) Seja {M;}ic; uma familia
de R-médulos. Dados N um R-médulo e uma colegdo de homomorfismos {¢; : N — M;}ieq, existe
um vinico homomorfismo ¢ : N — 1—[ M, tal que

iel

g o ¢ = ¢y, paracada k € 1,

i.e. 0 diagrama abaixo é comutativo:
Tk
[Tier Mi >~ My
A

¢
Pk
N
Além disso, a soma direta ;.1 M; é determinada, a menos de isomorfismo, pela propriedade universal

acima.

DEerFINICAO A soma direta de uma familia arbitriria {M;}icr de R-médulos, que denotamos por
PB.c; Mi é 0 submédulo de [1;c; M; formado pelos elementos (v;)ier € P,
i.e., v; é0, o elemento neutro aditivo, exceto para uma quantidade finita de indices.

M, com suporte finito,

Dada a soma direta {M;}c;, podemos associar naturalmente dois homomorfismos: a
projecdo mj: €P.; Ai — Aj, paracadaj€leinclusdoij: Aj — P, Aiparajel.
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TeorREMA (PROPRIEDADE UNIVERSAL DA SoMA DIRETA) Seja {M;}ier uma familia de
R-médulos. Dados N um R-médulo e uma colegio de homomorfismos {¢p; : M; — N }ie, existe um
tinico homomorfismo ¢ : Z M; — N tal que

i€l
Qoix= ¢k, paracadak €I,
i.e. 0 diagrama abaixo é comutativo:
ik
Lier Mij =—— M
o

v
N

Pk

Além disso, 0 produto direto [ |;c; M; é determinado, a menos de isomorfismo, pela propriedade universal

acima.

No caso em que I = {1,2, ..., k} é um conjunto finito, a soma direta e o produto direto
.. . k .
coincidem. Nesse caso, é costume representar ambos por @ i-1 Mi, ouainda, M1 & - - - & M.

Prorosi¢cio Sejam M um R-médulo e {M;}c; uma familia de submédulos de M. Entdo, temos
que M = B, .; M; se, e somente se, valem as seguintes condigoes:

E M = Yt Mi
E M]'ﬂ(Mil+'~~+Mik)={0}S€j¢{i1,...,ik}.

CoroLARIO Sejam M um R-médulo e {M;}ic; uma familia de submodulos de M. Se M =
@i o1 M, entdo cada v € M escreve-se de maneira tinica da forma

Ui, + -+ 0p, comig €1, vj €M;,.

Alguns tipos R-médulos

Dado um R-médulo M, um subconjunto S € M, com S # ), é um conjunto gerador de
M se todo elemento de M pode ser escrito como uma combinagdo linear (soma finita) de
elementos de S com coeficientes do anel R, i.e. dado v € M,

k
U:Zrivi, ri € R,v; €S.
i=1

Em geral, tal combinagdo nédo é tinica.

Um conjunto B € M, com B # (), é uma base de M se todo elemento de M pode ser escrito
unicamente como uma combinacgdo linear finita de elementos de B com coeficientes em R.
Equivalentemente, B C M é uma base se:
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* B é um conjunto gerador para M;

» B é linearmente independente, isto é, para ey, e2, €3, .. ., e, elementos distintos de B se
rie1+rex+r3ez+---+rye, =0y entdory = =r3=...=r, =0g,onder,r,73,...,7y,
sdo elementos de R, 0p; € 0 zero de M e Og é o zero de R.

7.17 DEFINICAO

Um R-médulo M é finitamente gerado se admite um conjunto gerador com finitos elementos.
Um médulo é chamado de médulo ciclico se for gerado por um elemento.

Um R-mdédulo é livre se possui uma base.
7.18 ExXEMPLOS

[ a| Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-médulo livre.

E] O grupo abeliano Z,,, visto como um Z-moédulo, ndo é livre, pois ndo existem conjuntos linearmente
independentes em Z,. De fato, dado a € Z,, existe um inteiro nio nulo b tal que ba = 0.

Qualquer anel R associativo com unidade 1 é um R-modulo livre com base {1}. Os submodulos
coincidem com os ideais de R. Em particular, um submédulo pode ndo ser livre, e mesmo sendo
livre pode ter uma base de cardinalidade maior que 1.

[a] O grupo abeliano

Zf=70---0Z

————
k—vezes

é livre. Uma base é dada por B = {ey, ..., ex}, ondee; = (0,...,0,1,0,...,0).
E A soma direta @ ie; Mi de R-médulos livres é livre.

Zy é um Z-médulo finitamente gerado por {1}, mas ndo é livre, pois 1 + 1 = 0. Mais geralmente,
Zy, ndo é um moédulo livre, quando visto como Z-mddulo.

O Z-médulo Z X Zs X 8Z ¢ finitamente gerado, mas ndo é livre. <

Dado um R-médulo M, o conjunto
Anl(M) ¥ {a e R |am =0,Ym € M}

é chamado de anulador do médulo M. De forma andloga, definimos o anulador de um
subconjunto de M. Quando Anl (M) = {0}, dizemos que M é R-médulo fiel.
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Exempro Um ideal d esquerda I de um anel R é um R-modulo livre, se, e somente se, I é um ideal
principal e um gerador a de I é tal que Anl (a) = 0. <

Seja M um R-médulo. Um elemento m € M é livre se Anl(m) = {0}. Caso contrério,
dizemos que m é um elemento de tor¢do. Em outras palavras, um elemento m € M é de
torcao se, e somente se, existe 2 € R com a # 0 tal que am = 0.

DEeriNI¢Ao Seja M um R-médulo. Dizemos que M é livre de torgdo se todos os seus elementos
ndo nulos sdo livres. Dizemos que M é um moédulo com tor¢do se contém algum elemento de torgdo.
Dizemos que M é um moédulo de tor¢do se todos os elementos de M sio de torgdo.

ExeEmprLOS

E Espacos vetoriais sdo médulos sem torgdo.

E] Se M é um médulo livre sobre um anel de integridade, entdo M é sem torgio.
Todo grupo abeliano finito é um Z-médulo de torgio.

E Z ® Ly, é um Z-modulo com tor¢do, mas ndo é de torgio.

E R é um R-médulo sem torgdo se, e somente se, R é um anel de integridade. <

DEefFINICAO (MODULO LIVRE GERADO POR X) Dado um conjunto arbitririo X, o R-médulo
livre gerado por X, e denotado por R[X], é definido por

R[X] ¢ @ R,
xeX

i.e. para cada x € X associamos uma cépia de R.

Os elementos de R[X] sdo as sequéncias (ry)xex, onde 1, # 0 para uma quantidade finita
de x. E costume representar os elementos de R[X] por séries formais 3 ,cx 7x-

Note ainda que o médulo R[X] é de fato um médulo livre, pois tem uma base evidente:

{ex | x € X} onde cada e, = (ry)yex € definido por
1, sey=x
0, sey#x
Os moédulos livres gerados por um conjunto descrevem, a menos de isomorfismo, todos

os mdodulos livres:

Prorosi¢cAo Seja R um anel associativo com unidade. As seguintes afirmagdes sio equivalentes
para qualquer R-médulo M:
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M é livre.

Existe uma familia de submédulos ciclicos {N;};c; de M, com N; = R, tais que M = @ie[ N;.
Existe um conjunto X # 0 tal que M = Py R.

[ 4] Existe um conjunto X # 0 e uma fungdo i : X — M com a seguinte propriedade universal: Para
todo R-médulo N e qualquer fungdo ¢ : X — N, existe um tinico homomorfismo de R-médulos

¢ : M — N tal que o seguinte diagrama é comutativo:

X— =M

N

N

7.24 OBSERVACAO Segue da proposigio acima que um homomorfismo de R-médulos f : M — N, em
que M é livre, é completamente determinado pelos valores de f numa base de M.

7.25 ProrosicAo Seja R um anel comutativo com unidade. Entdo

P..xR=P Jev R se, e somente se, as cardinalidades dos conjuntos X e Y sio iguais.

Se F é um médulo livre entdo as cardinalidades de duas bases sdo iguais. A cardinalidade de uma
base de F é denominada de posto de F.

Importancia do anel na defini¢ao de médulo

Antes de continuarmos, precisamos fazer algumas observagdes de como as propriedades
dos moédulos dependem dos anéis sobre os quais estes estdo definidos e fazer algumas
comparagdes com o0 caso mais bem comportado, no qual o anel é um corpo, e os médulos sdo

espagos vetoriais.

Se o anel R for um dominio de integridade, sempre que os elementos vy, ...,v, forem
linearmente independentes sobre R, também serdo rvy, . . ., rv, para qualquer r € R diferente
de zero. Isso falha quando R ndo é um dominio integral.

Quando R é um dominio de ideais principais, ou seja, quando todos os seus ideais sdo
gerados por um unico elemento, os R-mdédulos sdo razoavelmente bem comportados. Por
exemplo, em geral, um médulo pode ter uma base, mas um ou mais de seus submdédulos néo.
Porém, se R for um dominio de ideais principais isso ndo acontece.

No entanto, mesmo quando R é um dominio de ideais principais, R-médulos sdo menos
bem comportados do que espagos vetoriais. Por exemplo, existem médulos sobre um dominio
de ideais principais que ndo possui nenhum elemento linearmente independente. Claro, esses

modulos ndo podem ter uma base.
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De modo geral, apresentamos uma lista comparativas de algumas das propriedades dos
modulos e espagos vetoriais que enfatizam as diferengas entre ambos.

» Existem moédulos sem elementos linearmente independentes e, portanto, sem base.
* Um submoédulo de um médulo finitamente gerado ndo precisa ser finitamente gerado.
* Um submédulo de um médulo ndo precisa ter um complemento.

* Um conjunto gerador minimal ou um conjunto linearmente independente maximal ndo

é necessariamente uma base.

* Um conjunto gerador ndo contém necessariamente uma base. Um conjunto linearmente

independente nem sempre pode ser estendido para uma base.
» Existem moédulos livres com submédulos que nao sao livres.

7.26 EXEmPLOS

Considere Zg como Zs-médulo. Veja que Zg é livre com base {1}, mas o submédulo {0,2,4}
de Z¢ ndo é livre, pois todo subconjunto unitdrio é linearmente dependente. Em particular, o
Ze-médulo {0, 2, é_l} ndo possui base.

Considere Z como Z-médulo. Veja que {2, 3} gera Z, no entanto {2, 3} ndo contém uma base.

Considerando ainda o Z-médulo Z, veja que este é livre e o conjunto {2} é linearmente indepen-
dente. Entretanto, esse conjunto ndo é e ndo pode ser ampliado a uma base pois todo conjunto
com dois ou mais elementos do Z-médulo Z é linearmente dependente.

E] Como exemplo de médulo livre com submdédulo que nio é livre, considere o anel R = Z[x1, x2, . . .]
de todos os polindmios em varidveis contavéis. O proprio R é um R-médulo finitamente gerado,
com {1} como conjunto gerador. Agora, considere o submédulo K consistindo de todos polindmios
com o termo constante zero. Como todo polindmio contém apenas um niimero finito de termos
cujos coeficientes sdo diferentes de zero, 0 R-médulo K ndo é finitamente gerado.

Teoremas de Estrutura

Um dominio de integridade é um anel comutativo no qual o produto de quaisquer dois
elementos diferentes de zero € diferente de zero. Um dominio de ideais principais, ou DID, é
um dominio de integridade no qual todo ideal é principal, ou seja, pode ser gerado por um
tinico elemento.
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7.27 TEOREMA (ESTRUTURA DE MODULOS FINITAMENTE GERADOS SOBRE UM DIP) Sejam

R um dominio de ideais principais e M um R-médulo finitamente gerado. Entdo

M=R®R® ---®R®R/{q1)®---® R/{q¢),

—_—
r copias
para algum inteiro v > 0 e elementos q1, ..., q¢ € R diferentes de 0,1 tais que q1|q2| ... |q¢ (i.e. g1

divide qy, q2 divide q3, etc.). O inteiro r é finico e 0s elementos q; sdo tinicos a menos de multiplicagio
por uma unidade do anel.

Os elementos 41,...,q¢ € R que aparecem na decomposi¢do de M, no Teorema 7.27,
chamam-se fatores invariantes de M e o inteiro r é chamado de posto livre de M. Além disso,
R'=R®R&---®Réapartelivrede M e R/{q1) & --- ® R/{q¢) é a parte de torgdo.

7.28 CoroLARIO Seja R é um DIP entdo todo R-médulo M finitamente gerado é livre de torgio se, e
somente se, M é livre.

O Teorema de Estrutura para médulos sobre um dominio de ideais principais (DIP)
apresenta uma interessante aplicagdo no estudo dos grupos abelianos, uma vez que que todo
grupo abeliano pode ser considerado um Z-médulo de forma natural, e Z é um DIP. Mais
especificamente, todo grupo abeliano finitamente gerado é isomorfo a uma soma direita de

subgrupos ciclicos e um grupo abeliano livre.

7.29 CoRrROLARIO (ESTRUTURA DE GRUPOS ABELIANOS FINITAMENTE GERADOS) SejaGum
grupo abeliano finitamente gerado. Entdo, G pode ser escrito de forma tinica como
G EZ@Z@"‘@Z @anea"'@Zn[ 7
—_————
r copias
para inteiros r > 0 e ny,...,ny € Z tais que nj > 2, para todo j, e nj|n;jy1, paral <i < £ —1. Os
inteiros n,ny, ..., ny sdo unicamente determinados pelas condicoes dadas.

O inteiro r no Teorema 7.29 é o posto da parte livre de G, e os ntimeros ny,...,ny
chamam-se coeficientes de tor¢io de G.

Através do Teorema de Estrutura de Médulos finitamente gerados sobre um DIP podemos
recuperar uma série de resultados sobre a estrutura de operadores lineares. Seja T um operador
linear em um espago vetorial de dimensao finita V sobre o corpo K. O espago vetorial V'
pode ser visto como um médulo gerado finitamente sobre o anel K[T] dos polindémios com
coeficientes em K avaliados em T. Entao o Teorema de Estrutura de Médulos finitamente
gerados sobre um DIP permite obter, por exemplo, a forma candnica racional e a forma

candnica de Jordan (quando o corpo é algebricamente fechado). Para maiores detalhes

consulte (roman2005advanced).
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Produto Tensorial de R-médulos

Uma outra operagdo entre médulos que tem papel fundamental é o produto tensorial.
Para definir tal operagdo, precisamos da seguinte defini¢ao.

DEerINI¢AO Sejam A um R-médulo a direita e B um R-médulo a esquerda. Seja H um grupo
abeliano com operagdo +. Dizemos que uma aplicagdo f : A X B — H é R-biaditiva se

" f(a+a’,b)=f(a,b)+ f(a’,b);
" f(a,b+0')=f(a,b)+ f(a,b);
= f(ar,b) = f(a,rb).

Dados A um R-médulos a direita e B um R-mdédulos a esquerda, queremos construir um
Z-mo6dulo, denotado por A ®g B com a propriedade de que, grosso modo, cada aplicacdao
R-biaditiva f : A X B — H estd em uma correspondéncia biunivoca natural com um Z-
homomorfismo ¢ : A®r B — H. Desse modo, transformamos uma aplica¢do mais complicada
(biaditiva) numa mais simples (homomorfismo) pagando o prego de complicar o dominio no

qual a fungdo esta definido.

Essa construgdo, que veremos a seguir, fornece uma nova forma de construir médulos a

partir de médulos pré-existentes.

DEeFINI¢AO Sejam A e B R-médulos d direita e d esquerda, respectivamente. Um produto tensorial
de A e B sobre R, denotado por A ®g B, é um Z-médulo juntamente com uma aplicagdo R-biaditiva
® : A X B — A ®r B que satisfazem a seguinte propriedade universal: para todo Z-médulo H e para
toda aplicagio R-biaditiva f : A X B — H, existe um tinico homomorfismo ¢ : A ® B — H tal que
@ o ® = f, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

AxB—2% A®rB
o
f i
H

Dado um elemento (a,b) € A X B, escrevemos ®g(a,b) por a ®r b, e lemos como “produto
tensorial de a e b”. Quando claro pelo contexto, omitiremos o subscrito R no simbolo do

tensor.

Pode-se mostrar que o produto tensorial sempre existe e € tinico, a menos de isomorfismos
de grupos abelianos. Além disso, todo elemento de A ®; B pode ser escrito, de forma nao
Ginica, como

Zui@)bi, a; €A, b;eB.

1

Em outras palavras, a imagem de ®r gera A ®g B.
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Prorosi¢cAo Sejam f : A — A’ e g : B — B’ homomorfismos de R-médulos. Entdo existe um
uinico homomorfismo 6 : A®r B — A’ ®r B’ tal que 6(a ® b) = f(a) ® g(b), para todoa € A e
b € B. Nesse caso, denotamos 0 por f ® g.

Prorosi¢cio Sejam A, B e C R-modulos. Entio, existem isomorfismos tais que

E] A ® B = B® A (comutatividade);
[b] (A®B)®C = A® (B ® C) (associatividade);

R®A=A;

[d] (A®B)®C = A® C & B ® C (0 produto tensorial distribui sobre a soma direta).

7.2 Sequéncias Exatas

Ao longo desse capitulo, R denotard um anel associativo com unidade em que 1 # 0. Se
1 =0, entdo R deve ser o anel zero contendo um tinico elemento. Além disso, frequentemente
empregaremos os seguintes abusos de linguagem: abreviaremos “R-médulo a esquerda” para
apenas “moédulo” e “R-homomorfismo” (resp., aplicagdo R-linear) para apenas “homomor-
fismo” (resp., aplicacdo).

A nogdo de sequéncia exata é uma linguagem que permite expressar certas relagdes entre

homomorfismos por meio de diagramas.

DEerINICAO Dada uma sequéncia de R-médulos a esquerda e homomorfismos de R-mdédulos

I M I My B M I e, 7.1)

diz-se que a sequéncia é exata em M; se ker f; = im f;,1. Uma sequéncia é dita uma sequéncia exata
se for exata em M,,, para todo n € Z.

DEeriNi¢Ao Uma sequéncia exata de R-médulos do tipo

054585 Cc50 (7.2)

é chamada de sequéncia exata curta.

Equivalentemente, a sequéncia curta em (7.2) é exata se, e somente se,

E] im f = ker g;
[b] f éinjetora;
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g é sobrejetora.

7.36 OBservacAo Uma sequéncia exata geral, como em (7.1), ds vezes é chamada de sequéncia exata
longa, para distinguir do caso especial de uma sequéncia exata curta.

7.37 EXEMPLOS
[a| Sejam B um R-médulo e A um R-submddulo de B, entdo a sequéncia
O—)A—Z>Bﬂ>B/A—>O,
em que i é a inclusdo e p é a projegio, é uma sequéncia exata curta.
[b| Considere a sequéncia de grupos abelianos
2X 14
0>Z—>2Z—ZJ2Z -0

em que 2X denota o homomorfismo que leva cada inteiro a no inteiro 2a € Z e o homomorfismo
p leva cada inteiro a na sua classe de equivaléncia b mod 2, i.e., b = a(mod 2). Essa é uma
sequéncia exata, pois 2X € injetor, p é sobrejetor e a imagem de 2X coincide com niicleo de p.

Intersegdo e soma de modulos. Sejam I e | dois ideais do anel R. Considere os homomorfismos
fINn] —=1&], definidoporx — (x,x),e g:1®] — I + ], definido por (x,y) — x —y.
Entdo

0sinfhier 514750,

é uma sequéncia exata curta de R-modulos. De fato, temos que ker f = {x e INJ: f(x) =
(x,x)=(0,0} ={0}, imf ={(x,x)el®],xcln]}=kergeimg={x—-—yel+]:
xel,ye]}=1+]. <

Ao fon8
Dada uma sequéncia exata curta0 - A — B — C — 0, temos que:
= f éinjetor, assim A = A/ker f = im f;

= ¢ é sobrejetor, dai C =im g = B/kerg;
B
imf~

s Cx~

. . o f g
Em outras palavras, a menos de isomorfismo, a sequéncia exata curta0 - A— B— C — 0,
é a sequéncia

i r B
O—>f(A)—>B—>m—>O,

em que i e p sdo as respectivas aplicagdes de inclusdo e projegao.
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DEFINICAO Sediz que uma sequéncia exata curta

0AaLBSCco0

cinde (ou ainda que é uma sequéncia exata cindida) se existe um homomorfismo de R-moédulos

u : C — B tal que g o u é o homomorfismo identidade em C, i.e. g o u = idc.

Prorosi¢io Seja0 — A — B — C — 0 uma sequéncia exata curta de R-médulos. Se C é livre,

entdo a sequéncia cinde.

Demonstragdo: Seja 8 = {e)},., umabase para C. Defina um homomorfismo de R-médulos
u:C — Bporu(ey) = by, onde by € B é um elemento qualquer tal que g (by) = e,. (Tal
elemento existe, pois g é sobrejetor.) Entdo, g o u (ey) = ey, ou seja, g o u = idc, portanto, a

sequéncia exata é cindida. O
Lema (CisAo) Dada uma sequéncia exata curta
0>abB5 o0,
as seguintes afirmagdes sio equivalentes:
[ a| Existe um homomorfismo de R-médulos t : B — A tal que t o f =ida.

[b | Existe um homomorfismo de R-médulos u : C — B tal que g o u = idc.

Existe um isomorfismo h : B — A @ C tal que o diagrama abaixo é comutativo

Demonstra¢do: Denote por ic ainclusdo de C em A ® C e por p € a projecio de A® C em A.
[ c|=[a|Bastadefinirt = pyoh. Assim, t o f = (paoh)of =pao(hof)=paoia=ida.
= | b | Basta definiru = h ™' oic. Assim gou = go(h™toic) = (§oh ) oic = pcoic =idc.
[a|=[c | Primeiramente vamos provar que

B =kert®imf.

Vejamos que B C kert +im f. Dado b € B, podemos escrever b = (b — f(t(b))) + f(t(b)), com
f(t(b)) eim f eb — f(t(b)) € kert, pois

b = f(£(D))) = £(b) — L(f(£(D))) = £(b) —ida(t(b)) = £(b) — £(b) = 0.
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Logo B = kert +im f, dado que kert +im f C B, por definicdo de t e f. Agora, basta provar
que kert Nim f = {0}. Dado d € kert Nim f, temos que t(d) =0ed = f(a), paraalguma € A.
Mas t(f(a)) = t(d) =0et(f(a)) =ida(a) = a. Logoa = 0 e d = 0. Portanto, B = kert @ im f.

Para concluir a prova, basta mostramos que kert = C e im f = A. Claramente, im f

é isomorfo a A, pois pela exatiddo de 0 — A i) B, f é injetora (ker f = 0), e dai temos
A = Alker f = im f, pelo Teorema do Isomorfismo. Provemos que kert = C. Como, B =

kert®im f,dadob € B,b = f(a) + k, paraalguma € A e k € kert. Sendo g é sobrejetor, para
todo ¢ € C, existe b = f(a) + k tal que g(f(a) + k) = ¢, dai ¢ = g(f(a)) + g(k) = g(k), pois
ker ¢ =im f. Assim, para todo ¢ € C, existe k € kert, tal que g(k) = c. Logo, g(kert) = C. Se
g(k) = 0 entdo k € im f (por exatiddo), e assim k € kert Nim f = k = 0. Logo, a restrigdo
8lkert : kert — C é um isomorfismo. Finalmente, concluimos que B =kert @im f = A& C.

E = O argumento € similar a implicagdo anterior. Vamos provar primeiramente que
B = ker g®im u. Claramente, ker g+imu C B, vejamos que B C ker ¢ +im u. Com efeito, dado
b € B, podemos escrever b = (b — u(g(b))) + u(g(b)), com u(g(b)) € imu eb —u(g(b)) € kerg,
pois
8(b —u(gb)) = g(b) - gug(b) = g(b) —idc(g(v)) = g(b) - g(b) = 0.

Logo, B = ker g+im u. Agora,basta provar que ker gNim u = {0}. Dado d € ker gNim u, temos
que g(d) = 0 e d = u(c), para algum c € C. Mas g(u(c)) = g(d) = 0 e g(u(c)) = idc(c) = c.
Segue que ¢ = 0 e d = 0. Portanto, B = ker g ® imu. Por exatiddo da sequéncia, temos
im f = ker g e como f € injetor, im f = A. Logo, A = ker g. Como idc = g o u é uma bijegdo,
u é necessariamente injetor, logo imu = C. Portanto, B=kerg ®imu = A® C. O

O Lema 7.40 fornece uma caracterizagdo para as sequéncias exatas curtas que cindem
como sendo as que cumprem qualquer uma das trés, e portanto as trés, condi¢gdes dadas no

lema.

E comum indicar uma sequéncia exata cindida e as aplicag¢des t e u por meio do diagrama

Dizemos que u (resp., t) ¢ um homomorfismo de cisdo para g (resp., f).

ExeMPLO (SEQUENCIA EXATA QUE NAO CINDE) Fixado m € N, com m > 1, considere a
sequéncia de grupos abelianos (Z-médulos)

0— mZ -7 55 7/mZ — 0,

em que i éa inclusdo e 1t é a projegdo tal que m(n) = n mod m. Claramente i é injetora e 7t é sobrejetora.
Além disso, imi = kern. Logo, a sequéncia é de fato exata. No entanto, qualquer homomorfismo
sobrejetor p : Z — mZ deveria mandar 1 em m, e portanto p o i # idyz. <



CAPITULO 7. ALGEBRA HOMOLOGICA 152

7.3 Funtores Hom(e, A), Hom(A,e)e AQ e

Seja R um anel associativo com unidade. Denote por kRMod a categoria de R-médulos a
esquerda, cujos objetos sdo R-mddulos a esquerda, os morfismos sdao os homomorfismo de
R-médulos e a composigdo é dada pela composi¢cdo de homomorfismos.

Nessa segdo, vamos definir funtores Hom(e, A), Hom(A, ) e A ® e da categoria de R-
modulos a esquerda kMod para a categoria de grupos abelianos Ab.

7.42 DEeFiINI¢A0 Dado um anel associativo com unidade R e um R-médulo a esquerda A, o funtor
F = Homg(A, ¢) : xkMod — Ab

da categoria de R-médulos a esquerda para a categoria de grupos abelianos é definido da sequinte forma:

a cada R-médulo d esquerda B € ob(rMod), F associa o grupo abeliano FB = Hompg(A, B) de
todos os homomorfismos de R-médulos de A para B;

a cada homomorfismo de R-médulo h : B — C, F associa um homomorfismo Fh : Homg(A, B) —
Homg(A, C) dado por g — h o g, i.e. Fh € Morap(F(B), F(C)).

7.43 DEFINICAO Dado um anel associativo com unidade R e um R-moédulo a esquerda A, o funtor
contravariante
F = Hompg(e, A) : kMod — Ab

da categoria de R-médulos a esquerda para a categoria de grupos abelianos é definido da seguinte forma:

a cada R-médulo d esquerda B € ob(rMod), F associa o grupo abeliano FB = Hompg(B, A) de
todos os homomorfismos de R-médulos de B para A;

a cada homomorfismo de R-médulo h : B — C, F associa um homomorfismo Fh : Homg(C, A) —
Homg (B, A) dado por g — g o h, i.e. Fh € Morap(F(C), F(B)).

7.44 ProrosicAo Sejam R um anel associativo com unidade e A um R-médulo. Seja g : B — C é um
homomorfismo de R-médulos, valem

E se g é um isomorfismo, entdo também Hompg(g, A) (resp., Homg (A, §)) é um isomorfismo;

[b | se g énulo, entdo também Homg(g, A) (resp., Homg (A, §)) é nulo;
Demonstragdo: A prova é imediata e é deixada como exercicio para o leitor. O

Note que Hom(e, A), Hom(A, e) sdo funtores aditivos.

7.45 DEFINICAO Sejam € e D categorias pré-aditivas. Um funtor aditivo F : € — D é dito um
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N fon 8 .\
E funtor exato se, para qualquer sequéncia exata curta0 - A — B — C — 0em €, a sequéncia

Ef Fg
0—>FA—>FB—FC —> 0¢éexataem J;

s A fon8
[b| funtor exato a esquerda se, para qualquer sequéncia exata curta0 — A — B = C — 0 em

F F
€, a sequéncia 0 — FA —f> FB —g> FC éexataem 9;

funtor exato a direita se, para qualquer sequéncia exata curta 0 — A L BE C—o0em €,

F
a sequéncia FA —f> FB -5 FC — 0¢éexataem 9.

Claramente, um funtor exato a esquerda que preserva epimorfismo é exato; e um funtor

exato a direita que preserva monomorfismo é exato.

7.46 DEFINICAO Sejam € e D categorias pré-aditivas. Um funtor contravariante aditivo F : € — D é
dito

[a| exato se, para qualquer sequéncia exata curta 0 — A L BE Coo0em €, a sequéncia

Fg Ff
0—>FC—FB—>FA—>0¢éexataem J;

E exato a esquerda se, para qualquer sequéncia exata curta 0 — A L B2 C—0em €, a
sequéncia 0 — FC —g> FB —f> FA éexataem 9;

s e A f 8
exato a direita se, para qualquer sequéncia exata curta 0 - A —> B — C — 0em €, a

F F
sequéncia FC 5 FB —f> FA — 0 éexataem 9.

Em outros termos, um funtor contravariante F : € — 2 é exato a esquerda (resp. exato a
direito, resp. exato) se o funtor covariante correspondente F : €7 — 9 é exato a esquerda
(resp. exato a direito, resp. exato).

7.47 ProrosigAo Sejam R um anel associativo com unidade e M um R-médulo a esquerda. Entdo, os
funtores F = Homg(M, ®) e G = Hompg(e, M) sdo exatos d esquerda.

Demonstra¢do: Vamos mostrar que Homg(M, @) é um funtor exato a esquerda. Para isso,
dada uma sequéncia exata curta

054aLBS o0 (7.3)

em rMod, precisamos mostrar que a sequéncia
Ef Fg
0 - Homgr(M, A) — Homg(M, B) — Homgr(M,C) — 0 (7.4)

é exata em Homg (M, A) e Homgr(M, B). Faremos isso em trés etapas:
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(a) Ff é injetor: Suponha que (Ff)(a) = fa = 0. Como f é injetor (pela exatidao de (7.3)),
entdo a = 0, segue que Ff é injetor.

(b) imFf C kerFg:Sep € imFf,entdo f = fa, paraalgum a € Homg(M, A). Pela exatiddo
de (7.3),im f C ker g, assim (Fg)(B) = g = gfa = 0a = 0. Portanto § € ker Fg.

(c) kerFg CimFf:Se p € Homgr(M,B) e g € ker Fg, entdo g = 0. Como B(y) € kerg =
im f, para cada y € M, B(y) = f(x) para algum x € A. Defina um homomorfismo

a: M — Apora(y) = x € A. Note que x é tnico, dado que f é injetor, logo a €
Homg(M, A). Portanto, f = fa € im Ff.

Segue que o funtor Homg (M, e) é exato a esquerda.

Deixamos a cargo do leitor a prova de que o funtor contravariante G = Homg(e, M) é
exato a esquerda. O

7.48 CoroOLARIO Sejam R um anel associativo com unidade e M um R-médulo a esquerda. Se M é livre,
entdo F = Homg(M, ) e G = Homg (e, M) sdo funtores exatos.

Demonstrac¢do: Pela Proposicao 7.47, F = Homg (M, e) é exato a esquerda. Logo, precisamos
mostrar que a sequéncia em (7.4) é exata em Homg(M, C). Basta mostrar que F preserva
epimorfismos. Fixado ¢ : B — C um epimorfismo, vamos prova que Fg : Homgr(M, B) —
Hompg (M, C) é sobrejetor. Dado y € Homg(M, C), vamos definir um homomorfismo €
Hompg (M, B) tal que Fg(B) = g o = y. Para isso, fixe 8 uma base de M, para cada b € B,
tome B(b) € ¢~ 1(y(b)). Pela Observacdo 7.24 e pela sobrejetividade de g, B estd bem definido.

Deixamos a cargo do leitor a prova de que Hompg(e, M) é exato quando M é livre. O

7.49 ProrosicAo Sejam R um anel associativo com unidade, M um R-médulo a esquerda e os funtores
F =Homg(M, ®) e G = Homg (e, M). Suponha que

0—A-B-5C—0
é uma sequéncia exata curta cindida de R-mdédulos. Entdo, temos as sequéncias exatas cindidas
Ff Fg
0 — Hompg (M, A) — Homg(M, B) — Hompg (M, C) — 0;
G G
0 — Homg (C, M) N Homg(B, M) —f> Hompg (A, M) — 0.

A prova sera deixada como exercicio para o leitor. (Veja Exercicio 7.6.)

O produto tensorial entre R-médulos da origem a um funtor da categoria de R-médulos
para a categoria de grupos abelianos.



CAPITULO 7. ALGEBRA HOMOLOGICA 155

7.50 DErFiNI¢A0 Dado um anel associativo com unidade R e um R-médulo a direita A, o funtor
F=AQ®ge:gMod — Ab

da categoria de R-médulos a esquerda para a categoria de grupos abelianos é definido da seguinte forma:

a cada R-modulos a esquerda B € ob(gkMod), F associa o grupo abeliano FA = A ®g B;
a cada homomorfismo de R-médulo h : B — C, F associa o homomorfismo Fh : A ® B —
A ®g C dado por F(h) = ida ® h.
Analogamente, podemos definir o funtor G = e ®x A : Modg — Ab da categoria de

R-médulos a direita para a categoria de grupos abelianos.

7.51 ProrosicAo Sejam R um anel associativo com unidade, M um R-médulo a direita e N um
R-médulo a esquerda. Entdo, os funtores F = M ®g ® ¢ G = @ ® N sdo exatos d direta.

Demonstra¢do: Vamos provar que M ®g e é exato a direita. Dada uma sequéncia exata
a p .
0 —- A — B — C — 0, precisamos mostrar que

id id®
MoA S MeB X Mec—o0

é exato.

(a) im id ®a C ker id ®p: De fato, (id ®p)(id ®«a) = id ®@fa = id ®0 = 0.

(b) ker id ®B C im id ®a: Se E = im (id ®a), entdo id ®p induz a aplicagdo f : (M ® B)/E —
M ® C dadaporm®b +E +— m ® b (pois E C ker id ®8, por (a)). E facil ver que
id®p = pm,onde 7 : M®B — (M ® B)/E é a projecdo natural. Suponha que mostramos

que E é um isomorfismo. Entao
ker id ® = ker frt = kert = E = im id ®a

e a prova termina. Podemos construir a aplicacgio M ® C — (M ® B)/E inversa de f. A
aplicagdo f : M x C — (M ® B)/E dada por

f(m,c)=m®b+E, onde pb=c

estd bem definida: tal elemento b existe pois p é sobrejetor; se fb’ = ¢ = b, entdo
B (b’ —b) =0 e existe um elemento a € A com aa = b’ — b; segue que

meb —-meb=me (' -b)=(id®a)(m®a) €imid®a =E.

Como f é biaditivo, a propriedade universal do produto tensorial fornece um mapa
J_‘ :M®C — (M ® B)/E com 7(m ®c) = m ® b + E. Claramente, 7 e E sédo fungdes

inversas.
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(c) id ®p é sobrejetor: Seja ), m; ® c; € M ® C. Como f é sobrejetor, entdo existem b; € B
com Bb; = c;, para todo i. Daiid ®B (3, m; ® b;) = 3, m; ® c;.

De forma anéloga, prova-se que o funtor ¢ ®z N é exato a direita. O

O funtor A ®g e pode ndo ser exato a esquerda. Por exemplo, considere a sequéncia
2 p
0225252, -0

em que 2X denota o homomorfismo que leva cada inteiro a no inteiro 22 € Z e p é o
homomorfismo leva cada inteiro a na sua classe de equivaléncia mod 2. Aplicando o funtor

Zy ®z, —, temos a sequéncia

idzz ®2x idz2 ®p
05277 — ZoQz7Z — ZpQz2Zy— 0.

Essa sequéncia ndo é exata a esquerda, pois idz, ®2x ndo é injetor, de fato, cada elemento
a®beZ,® Zéenviadoaa®2b=2a@b=0®b = 0.

Prorosi¢cAo Seja M um R-médulo a direita e
a B
0—A—>B—>C—0

uma sequéncia exata curta cindida de R-moédulos. Entdo, a sequéncia induzida

i id®
0> MeA S MeB L MeC—0

é uma sequéncia exata curta cindida de R-modulos.

Demonstra¢ao: Em virtude da Proposicdo 7.51 e usando o fato de que a sequéncia dada cinde,
basta mostrar que id ®a é injetora. Para isso, seja # um homomorfismo de cisdo para a e defina
a aplicagio ¢ : M X B — M ® A por (m,a) = m ® h(a). E facil ver que 1 é uma aplicagao
R-biaditiva, logo existe um homomorfismo ¢ : M® B - M ® A tal que ¢(m ® a) = m ® h(a),
para todom € M e todo a € A. Agora, dado qualquer m € M e qualquer a’ € A, temos

(poid@a)(m@a)=¢p(mea(@)=mhla@)]=mea’.

Assim, como M ® A é gerado pelos elementos da forma m ® a’, deduzimos que ¢ oid ®a é a
aplicacdo identidade em M ® A, e id ®« € injetora. O
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7.4 Complexos de Cadeias e sua Homologia

DEeriNI¢Ao Um complexo de cadeias (A, d) é uma sequéncia de R-médulos e homomorfismos
dyso dy+1 d dy-1
e S A Y A, DS A (7.5)

tais que dy, o dy4+1 = 0, para todo n € Z (ou equivalentemente, im d, 11 C kerd,,, para todo n € Z).

A propriedade d,, o dj,4+1 = 0, para todo n € Z, também pode ser reescrita, suprimindo os
subindices, da seguinte maneira: d o d = d* = 0.

Por outro lado, as vezes queremos explicitar as sequéncias de médulos e homomorfimos

que compdem o complexo de cadeias, dai usaremos a notagdo (A, d,)nez.

ExemprLOS

[ a| Exemplos classicos de complexos de cadeias sio o complexo de cadeias singulares de um espago
topolégico e o complexo de de Rham de uma variedade suave, abordados nos proximos capitulos.

[b | Toda sequéncia exata de R-mddulos é um complexo de cadeias, ji que im d,1 = ker d,,.

Dados complexos de cadeias (A,d) e (B,d’), a sequéncia de R-mdédulos e homomorfismos
(A®B,d @ d’), cujos termos sdo dados por {An ® B, }nez € {dn ® d}, }nez, forma um complexo
de cadeias.

E Seja (Ay, d,) um complexo de cadeias e seja M um R-médulo. Aplicando o funtor Homg (M, e),
obtemos um complexo de cadeias (Homr(M, A,,), Homg(M, d,,)) de grupos abelianos. <

OBsERVAGCAO Em outros termos, um complexo de cadeias (A, d) é um R-médulo Z-graduado

A:@An

nez

munido de um homomorfismo de R-médulos d : A — A que satisfaz d(A,) € A1 edod = 0.
Denotando a restri¢do de d a Ay, por dy,, obtemos a sequéncia em (7.5).

DEeriNI¢AO Seja (A, d) um complexo de cadeias de R-médulos.

O homomorfismo d é chamado de operador bordo ou diferencial do complexo. O homomorfismo
dy é chamado de n-ésimo operador bordo ou diferencial de dimensdo n.

Os elementos de A,, sdo chamados de n-cadeias.

O kernel Z,,(A) do operador bordo d,, : Ay — An-1, ie., Zy(A) ¥ kerd,, é dito médulo dos
n-ciclos. Um elemento de Z,,(A) é chamado de n-ciclo ou ciclo n-dimensional.
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[4] A imagem B, (A) do operador bordo dyi1 : A1 — Ay, ie., By(A) € imd, ., é dito modulo
dos n-bordos. Um elemento de B, (A) é chamado de n-bordo ou bordo n-dimensional.

Dado um complexo de cadeias (A, d), como a diferencial d satisfaz d? =0, temos que todo
n-bordo é um n-ciclo, dai,
0C B,(A)CZ,(A)C Ay,

para todo n € Z. Logo, o médulo quociente Z,(A)/B,(A) estd bem definido. Esse fato
possibilita a definigdo dos médulos de homologia associados a um complexo de cadeias.

7.57 DEriNI¢cAO Seja (A,d) um complexo de cadeias de R-modulos. O modulo de homologia H,(A)
de dimensdo n do complexo (A, d), com coeficientes em R, é definido por

kerd, Z,(A)
imdn+1 Bn(A) !

H. = @ H,(A)

nez

Hy(A) &

para cada n € Z. A soma direta

é chamada de homologia de (A, d).

Os elementos de H,(A) sdo as classes de homologia
[z] =z + Bu(A) = {z + dp+1(x) | x € A1}

dosciclosz € Z,,(A). Se z e z’ sdo n-ciclos, temos que [z] = [z] se,e somente se, 2’ —z = d;,11(x),
para algum x € A, 1. Nesse caso, dizemos que z e z’ sdo ciclos homélogos.

7.58 ExEmPLOS

[a]| A sequéncia
052357 5050--
forma um complexo de cadeias com exatamente dois médulos de homologia ndo nulos, ambos
isomorfos a Z.
Mais geralmente, se todas as diferenciais d,, em um complexo de cadeias (A, d) sdo nulas, entdo

H,(A) = Ay, para todo n € Z.

[b| O complexo de cadeias

¢ exato. Todos os médulos de homologia sio triviais.
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Considere o complexo de cadeias

0o M =225 A0=250-0---,

em que 2X denota a multiplicagdo por 2. Os médulos de homologia de (A, d) sdo Hyo(A) = Z/2Z
eH,(A)=0,paran #0.

[ a| Considere o complexo de cadeias
00— A1 =Z—A)=Z/2Z—0—0---.
Os médulos de homologia de (A, d) sdo H1(A) =2Z e Hy(A) =0, paran + 1.

| e | Dada uma sequéncia exata (A, d) de R-mddulos, em particular (A, d) é um complexo de cadeias,
os grupos de homologia de (A, d) sdo triviais, pois pela exatiddo da sequéncia kerd, = imd, 1,
para todon € Z. <

Como os grupos de homologia de uma sequéncia exata sdo triviais, podemos grosseira-
mente ver os grupos de homologia de um complexo de cadeias (A, d) como uma “medida”
do quanto um complexo de cadeias nao é exato.

7.59 DEeriNi¢A0o Um complexo de cadeias (A, d) é chamado de aciclico se os médulos de homologia sdo

triviais, i.e. H,(A) = 0, para todo n € Z.

Assim, temos que (A, d) é um complexo de cadeias é aciclico se, e somente se, é uma
sequéncia exata.

Um complexo de cadeias (A, d) é chamado de

* limitado superiormente se existe kg € Z tal que Ay = 0 para todo k > ko;

= limitado inferiormente se existe ko € Z tal que Ay = 0 para todo k < ko;

* limitado se é simultaneamente limitado superiormente e limitado inferiormente.

7.60 OBseErRVAcAO Frequentemente, consideramos também complexos de cadeias graduados em N (ou
graduados ndo negativamente) que podem ser identificados com os complexos Z-graduados para os
quais A, = 0 quando n < 0.

Subcomplexos e Complexo Quociente

7.61 DeriNi¢A0o Dado um complexo de cadeias (A, d), dizemos que (A’,d’) é um subcomplexo de
cadeias de (A, d) se, para todo n € Z, A}, é um submédulo de Ay, e dy, = dy| a7
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Dado um subcomplexo (A’,d’) de um complexo de cadeias (A, d), podemos definir o
complexo quociente (A/A’, d) como sendo

dn+l

a, )
o At AL LTS AL AL DS A A —

n+l1

em que d,, é dado por
du(an + A) & dylan) + A, ;.

E facil ver que a defini¢do de d, nio depende da escolha de a, e En o En+1 = 0. Logo, a
sequéncia (A/A’, d) é um complexo de cadeias, chamado de quociente de (A, d) por (A’, d").

DEeriNi¢A0 Dado um subcomplexo de cadeias (A’, d") de um complexo (A, d), o complexo quoci-
ente de (A, d) por (A’,d’) é definido como sendo o complexo de cadeias (A/A’, d).

7.5 Aplica¢des de Cadeias

DEerINI¢cAO Dados (A,d) e (B,d") complexos de cadeias, uma aplicagio de cadeias f : A — B
é uma sequéncia de homomorfismos f, : Ay, — By, com n € Z, de forma que o seguinte diagrama é

comutativo:
dp+1 d
An+1 - An - An—l
|fn+1 fn \fn—l
d’ a
+1
Bn+1 - Bn : Bn—l

ou seja, fu—1 0dy, =d; o f,, para todon € Z.

Em outras palavras, uma aplicagdo de cadeias é um morfismo graduado f : A — B de
grau zerotalque fod =do f.

Exempro Considere um complexo de cadeias (A,d) e um subcomplexo (A’,d’). A aplicagdo de
inclusdo i : A’ — A e a aplicagio de projecdo p : A — AJA’ sdo exemplos de aplicagdes de cadeias.<

Prorosi¢cio Sejam (A,d)e(B,d’) complexos de cadeias. Se f : A — B é uma aplicagdo de cadeias,
entdo f induz um homomorfismo graduado f. = { f. n}nez de grau zero entre os médulos de homologia
de (A,d)e(B,d):

f*,n : Hy(A) — Hyu(B)

definido por f. n([x]a) ¥ [fu(x)]5 e chamado de homomorfismo induzido por f. Portanto, temos
um homomorfismo entre as homologias f. : H.(A) — H.(B).
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Demonstra¢do: Dado x € Z,(A), temos que

d*:l(fﬂ(x)) = fn—l(dn(x)) = fn—l(o) =0,

logo f.(x) € Z,(B). Portanto, f, : A, — B, transforma n-ciclo de (A, d) em n-ciclo de (B, d").
Por outro lado, se x € B,(A), digamos x = dy,+1(y) com y € A,41, entdo

fo(X) = fu(dni1(y)) = d}, 1 (fanr (),

logo, fu(x) € B,(B). Portanto, f, : A, — B, transforma n-bordo de (A, d) em n-bordo de
(B,d’). Provamos que f,(Z,(A)) € Z,(B) e fu(Bn(A)) S Bu(B).

Para concluir que f. estd bem definido, vamos mostrar que ndo depende da escolha
do representante da classe de homologia. Dados [x1], [x2] € Hx(A), se [x1] = [x2], entdo
X2 = x1 + dp41(y), para algum y € A,4q. Dai,

fa(x2) = fulxr + duia(y)) = fu(x1) + d; 4 (faa(y),

de modo que [ f,(x2)] = [f(x1)].

Mostramos que f. ,([x]a) ¥ [f.(x)]p estd bem definido. Segue direto da defini¢do de f. ,
que este é de fato um homomorfismo. O

Frequentemente, escrevemos apenas f. : H,(A) — H,(B).
7.66 Prorosi¢cAo Sejam (A,da), (B,dc)e (C,d.) complexos de cadeias de R-mddulos.

[a] Se f:A— Beg:B — Csioaplicagdes de cadeias, entio (g © f). = g. o f..
@ Seid : A — A éaidentidade, entdo id. é a identidade.

Se uma aplicagdo de cadeias f : A — B admite inversa ¢ : B — A, entdo f. é invertivel e

(f)7" =g
Demonstragdo: As propriedades funtoriais de f. seguem imediatamente da definicao.
E] Dado x € Z,,(A), temos
(g0 fenlxla = [(gn o fu)x]c = [(gn(fu(x)]c = on (fn(¥)]B) = gon © fuulx]a.

[b]| Dado x € Z,,(A), temos id. , ([x]4) = [ids(x)]a = [x]a.

Segue diretamente dos itens anteriores. Deixamos a cargo do leitor.
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Retomando o Exemplo 7.64, vale ressaltar que embora a inclusao i seja injetora e a projegao
p seja sobrejetora, tais propriedades ndo sdo necessariamente herdadas pelos homomorfismos
induzidos i. : H.(A’) — H.(A) e p. : H.(A) — H.(A/A’), respectivamente.

DEeriNi¢Ao Sejam (A, d) e (B, d") complexos de cadeias. Dada uma aplicagdo de cadeias f : A — B,
dizemos que
[a| f éum isomorfimo entre (A, d) e (B,d’) se fu é um isomorfismo para todo n € Z, e dizemos
que (A,d) e (B, d’) sdo isomorfos;
[b| f éum quase-isomorfimo se os homomotfismos induzido f. , sio todos isomorfismos, e dizemos

que (A, d) é quase-isomorfo a (B,d’) .

Claramente, toda aplicagdo de cadeias que € um isomorfismo de complexos de cadeias é

também um quase-isomorfismo.

O préximo exemplo mostra que “quase-isomorfismo” ndo é uma relagdo simétrica.

Exemrero Considere os complexos de cadeias (A, d) e (B,d") e a aplicagdo de cadeias f : A — B
dados pelo diagrama abaixo:

0 72,7 0
-
0 0 Z, 0---

em que T : Z — Zyp é a projegdo natural. Ambos os complexos de cadeias tém modulo de homologia
ndo trivial apenas na dimensio 0, Hy(A) = Z, = Hy(B). Além disso, f induz um isomorfismo em
homologia, logo f é um quase-isomorfismo. Assim, (A, d) é quase-isomorfo a (B, d"). No entanto, nio
existe um quase-isomorfismo de (B, d") para (A, d), pois o tinico homomorfismo de grupos de Z, para
Z é o trivial, o qual ndo induz um isomorfismo em homologia. <

Funtorialidade A Homologia H,, é um funtor!

Dado um anel associativo com unidade R, a cole¢do de complexos de cadeias de R-
modulos e aplicagdes de cadeias entre eles forma uma categoria, a categoria de complexos
de R-médulos, denotada por gComp, que tem como objetos os complexos de cadeias e como
morfismos as aplicagdes de cadeias.

Para cada n € Z, a homologia H, pode ser vista como um funtor covariante da categoria
de complexos de cadeias na categoria de R-mdédulos a esquerda,

H, : RComp — gMaod,

definido da seguinte forma:
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kerd,
imdy ’

= para cada (A, d) € ob(gComp), temos H,(A) =
* para cada aplicacdo de cadeias f : A — B, temos H,(f) : H,(A) — H,(B) dado por
z + Bn(A) — fu(z) + B,(B) (7.6)

ou seja, H,(f) é o n-ésimo homomorfismo induzido por f, f. ..

Pela Proposigdo 7.5, temos que H,(g o f) = H,(g) o Hu(f) e H,(id) é a identidade. Segue
que H, é de fato um funtor.

Prorosi¢cAo Paracadan € Z, H, : RComp — rMod é um funtor aditivo.
Embora o funtor H,, ndo seja exato a esquerda nem exato a direita, na Se¢do 7.7 mostraremos

que a partir de uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias podemos obter uma
sequéncia longa exata em homologia.

7.6 Homotopia de Cadeias

Uma homotopia de cadeias fornece uma maneira de relacionar duas aplicagdes de cadeias
que induzem o mesmo mapa em homologia, mesmo que as aplicagdes possam ser diferentes.
Ao longo deste livro, veremos diversas situagdes em que o conceito de homotopia de cadeias
é util.

DEeriNI¢cAO Sejam (A, da)e (B, dg) complexos de cadeiase f, g : A — B aplicagdes de cadeias. Uma
homotopia de cadeias entre f e g é uma sequéncia de homomorfismos de R-médulos h = {h,}nez
com hy : Ay — By tal que

(dB)ns10 hy +hur0(da)n = fu — gu, Vn €.

Nesse caso, dizemos que f e g sdo homotépicas e denotamos por f ~ g.

Esquematicamente, temos o diagrama (ndo comutativo)

da)n
A, (da)

—_—
h fi=g
n—an
hn—l

Bn+1 (dB)nH Bn

An—l

Suprimindo os subindices, # ¢ uma homotopia de cadeias entre f e g, se

dpoh+hods=f-g.

O préximo resultado mostra o valor da definigdo anterior.
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Prorosicio Sejam f,g : A — B aplicagdes de cadeias entre os complexos de cadeias (A, da) e
(B,dp). Se f e g sdo homotdpicas, entdo os homomorfismos induzidos em homologia coincidem, i.e.

fe= 8

Demonstra¢do: Dada uma classe de homologia [a] € H,,(A), com a um n-cicloem Z,(A), i.e.
(da)n(a) =0, temos

(fon = &en) ([a]) = [fu(a) = gn(@)] = [(dB)n+1 0 hn(a) + hy—1 0 (da)n(a)]
= [(dB)n+l © hn(a)] =0,

pois (dp)n+1 © hy(a) é um bordo em B, (B). O

O leitor pode verificar que a homotopia entre aplicagdes de cadeias é uma relagdo de
equivaléncia.

DEeriNICAO Sejam (A, da) e (B, dg) complexos de cadeias. Uma aplicagdo de cadeias f : A — B é
dita uma equivaléncia homotépica se existe uma aplicagdo de cadeias § : B — A tal que

fog=idp e gof ~ida.

Nesse caso, § é chamada de inversa homotdpica e dizemos que os complexos (A, d) e (B, dp) sio
homotopicamente equivalentes, ou ainda, possuem o mesmo tipo de homotopia.

ProrosicAo Sejam (A,da) e (B,dp) complexos de cadeias. Se f : A — B é uma equivaléncia
homotdpica, entdo f., : Hy,(A) — H,(B) é um isomorfismo, para todo n € Z.

Demonstra¢do: Seja ¢ : B — A uma inversa homotdépica para f. Pela Proposi¢do 7.5,

f*/” Og*rl’l = (fog)x-,n = ld

Analogamente,

Sen © fon = (g Of)*,n =id.
Portanto, g.n = (fi,n) ! e f..n € um isomorfismo. O
CoroLARIO Se A e B sdo complexos homotopicamente equivalentes, entdo H.(A) = H.(B).

7.7 Sequéncia Exata Longa em Homologia

Nessa secdo, abordamos alguns dos teoremas fundamentais da Algebra Homolédgica.

A caracteristica que torna os complexos de cadeias tdo especiais do ponto de vista
computacional é a existéncia de sequéncias exatas longas em homologia.
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7.75 DEFiINI¢AO Sejam A, B e C complexos de cadeiase f : A — Be g : B — C aplicagoes de cadeias.

Byod , fon8 5 10 ,
Uma sequéncia de complexos de cadeias 0 — A — B — C — 0 édita exata se os complexos respeitam
o sequinte diagrama comutativo:

0 An+1 S Bn+1 as Cn+1 0
Iu+1 I I

0 A—L B, —% .C, 0
O 9, o

0 An—l St Bn—l Sl Cn—l 0

onde cada linha 0 — A, f—"> B, By Cn — 0¢é uma sequéncia exata para todo n € Z e todas as colunas

sdo complexos de cadeias.

7.76 TEoREMA (LEMA DO Z1G-ZAG) Seja 0 — A i) B C - 0uma sequéncia exata curta
de complexos de cadeias (A,da), (B,dp) e (C,dc). Entdo existe um homomorfismo graduado 9, =
{9s,n}nez com

Oxn : Hy(C) = Hy—1(A)

de modo que a sequéncia a segquir é uma sequéncia exata longa:

Fop+ &+ p+
- Hp1(A) =2 Hy1(B) == Hy11(C)

-y
)

aae,p+]

(7.7)

a*,p

<—>HP(A) b J_flrp(ls)ﬂﬂqp(C)>

f",P—l &8xp-1

C—) Hp—l(A) - Hp—l(B) - Hp—l(c) >

8*,,;_1
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Demonstra¢do: Os homomorfismos d., sdo definidos usando um argumento padrdo de
busca no diagrama. Por hipétese, temos o seguinte diagrama comutativo em que as linhas

sdo exatas:

fr+a 8p+1
0 Aps1 ——= By — = Cpu1 0
da dp dc
0 A,—F B, ¥ _c, 0
S N
da dp dc (78)
0 Apq 2B, Sy 0
N
N CA
da dg 2 de
fr2 8p-2
0 Aps By Cp2 0
da dp dc

Dada uma classe [c] € H,(C), como ¢ € C, é um ciclo, temos dc(c) = 0. Para definir
d.p([c]), tomemos um elemento qualquer b € B, tal que g,(b) = c; aplicando dp em b,
obtemos dp(b) € B,_1 e entdo “puxamos” dp(b) de volta para A,_; aplicando (f,—1)"! e
obtemos a = (f,-1)"(dg(b)). Entdo, definimos

d.p([c]) & [a].

Para mostrar que o., estd bem definida, devemos verificar a validade das seguintes

afirmacoes:

[a| Para qualquer ¢ € C, tal que dc(c) = 0 e qualquer b € B, tal que g,(b) = ¢, temos
dp(b) € im f,_1. Isso garante que a = (f,-1)~(dp(b)) estd bem definido dado que f,_1 é
injetivo.

@ O elemento a € A, 1 é um ciclo; mais precisamente, se f, 1(a) = dp(b) para algum
b € By, entdo da(a) = 0.

¢ | A classe de homologia [2] ndo depende da escolhade b € (g,)~!(c); isto é, para quaisquer
g P 8p para quaisq
bi,by € B, e quaisquer ai,a; € Ap-1, se gy(b1) = gp(b2) = c e fy-1(a1) = dp(b1),
fp-1(a2) = dp(b2), entéo [a1] = [az].
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[d] A classe de homologia [2] ndo depende da escolha do ciclo ¢ na classe de homologia [c].
Como d. , é linear, basta mostrar que se ¢ é um bordo em C,, entdo para qualquer b tal
que g,(b) = c e qualquer a € A, tal que f, 1(a) = dp(b), tem-se [a] = 0.

Recorreremos sempre ao fato de que f e g sdo aplicagdes de cadeias, e assim todos
os quadrados do diagrama (7.8) comutam. A seguir, demonstraremos cada uma dessas
afirmacgoes.

(a) Como im f, 1 = ker g,-1, é suficiente mostrar que g,-1(dp(b)) = 0. No entanto, como o
quadrado central direito em (7.8) comuta e dc(c) = 0 (pois ¢ € ciclo), temos

gp-1(dp(b)) = dc(gy(b)) = dc(c) = 0.

(b) Como f,-» é injetivo, d4(a) = 0 se, e somente se, f,—» 0da(a) = 0. Como o quadrado inferior
esquerdo em (7.8) comuta

fp—Z o dA(a) = dB ] fp_1(a) = dB o] dB(b) =0.

Segue que da(a) = 0.

(c) Assuma que g,(b1) = gp(b2) = c. Entdo g, (b1 —b2) = 0, e como im f,, = ker g, existe algum
a € Ap tal que by — by = f,(a). Recorrendo ao fato de que o quadrado central esquerdo em
(7.8) comuta, temos que

fp-1(a1 — a2) = fp-1(a1) = fp-1(a2)
=dp(b1) —dp(b2) = dp(b1 —Db2)
=dp(fp(a)) = fr-1(da(a)).

Pela injetividade de f,-1, temos que a1 — a» = da(a), o que implica que [a1] = [a2].

(d) Seja c € C, um bordo, ou seja, ¢ = dc(c) para algum ¢ € Cpy1. Como gp+1 € sobrejetivo,
existe by € By41 tal que gp+1(b1) = ¢, e como o quadrado superior direito em (7.8) comuta, i.e.
dc o gp+1 = §p © dp, temos

c =dc(c) = dc(gp+1(b1)) = gp(dp(br)).

Por (c), para computar a classe de homologia [a] tal que 0. ,([c]) = [a], podemos tomar
qualquer b € B, tal que g,(b) = ¢, e como ¢ = g,(dp(b1)), podemos escolher b = dp(b1) e assim
obtemos

dp(b) = dp(dp(b1)) = 0.

Como f,-1 € injetivo, se a € A,_1 é 0 tnico elemento tal que f,-1(a) = dp(b) = 0, entdo
a =0, assim [a] = 0, como queriamos provar.
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Portanto, o homomorfismo graduado d. : H.(C) — H._1(A) esta bem definido.
Agora, vamos mostrar que a sequéncia em (7.7) é exata. Precisamos mostrar que
imf., =kerg.,, img.,=kerd., e imd., =kerf. , 1,
para cada p € Z. Portanto, temos que verificar seis inclusdes:

*imf., C ker g p:

Pela Proposigdo 7.5 e pela exatiddo das linhas no diagrama (7.8),
g*,P (o] ,ﬁ*,P = (g Of)*,P = O* = O
Segue que im f. , C ker g. .

» kerg., Cimf.

Seja [b] € Hy(B) tal que g« ,([b]) = [gp(b)] = 0. Entao g,(b) = dc(c) para algum ¢ € Cp11
e como gy+1 € sobrejetor, existe b’ € By tal que gp11(b") = c. Pela pela comutatividade
do quadrado superior direito em (7.8),

8p(b) = dc(c) = de(gp+1(b")) = &p(dp(b")),

e gp(b — dp(b’)) = 0. Pela exatiddo das linhas, existe a € A, tal que f,(a) = b — dp(b’).
Veja que a é um p-ciclo, pois

fr-1(da(a)) = dp(fy(a)) = dp(b — dp(b’)) = dp(b) — dp(dp(b’)) =0,

a ultima igualdade segue pois b é um ciclo. Como fp_l é injetor, d4(a) = 0. Portanto,

fop([al) = [fp(a)] = [b - dp(b")] = [b].
Segue que ker g, , C im f, ;.

*img., C kerd. ,:

Fixado uma classe de homologia [b] € H,(B) em que b é um p-ciclo, temos b € B, tal que
dp(b) = 0. Como g.,(b) = [gp(D)], se escrevermos ¢ = g,(b), entdo dc(c) = dc o gy(b) =
gp-10dp(b) =0 e c écicloem C,. Pela definigdo de d. ,, temos

Depp(8ep([6]) = 0. p([c]) = [(fp-1) " (dB(B)] = [(fp-1)"'(0)] = 0.

Assim, im g. , C ker d. ;.
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* kerd., Cimg. ,:

Assuma que d. ([c]) = 0, para algum ¢ € C, tal que dc(c) = 0. Por definicdo de d. p,
temos que d. p([c]) = [a], em que a € A, é dado por f, 1(a) = dp(b) paraum b € B,
fixado tal que g,(b) = c. Como [a] = 0, o elemento a deve ser um bordo, o que implica
que a = da(ay) para algum a; € Ap. Entdo, pela comutatividade do quadrado central
esquerdo em (7.8), temos

dp(b) = fp-1(a) = fy-1(da(a1)) = dp(fy(a1)).

Dai, dg(b— fy(a1)) = 0,isso significa que b — f,,(a1) € um ciclo em B,. Comoim f, = ker g,
temos g, o f, = 0, 0 que implica que

¢ = gp(b) = gp(b = fp(a1)).
Assim, segue que g.,([b — fy(a1)]) = [c], provando que ker d. , C im g. p.

*imd., C ker f. , 1:

Considere um classe qualquer [c] € H,(C) com . ,([c]) = [a], em que f,-1(a) = dp(b)
para algum b € By, tal que g,(b) = c. Como dp(b) é um bordo, temos que

fep-1(05p([c]) = fop-1(la]) = [fp-1(a)] = [d(b)] = O,
e assimimd. , C ker f, ;1.

* ker f. -1 Cimod, p:

Assuma que f, ,-1([a]) = 0, paraalguma € A, 1 com d4(a) = 0,1ogo f,-1(a) é um bordo
em By_1,i.e. fy_1(a) = dp(b) paraalgum b € B,. Dado que im f, 1 = ker g,_1, temos que
gp-1° fp-1 =0, entdo pela comutatividade do quadrado direito central em (7.8)

dc(8p()) = &p-1(dp(b)) = gp-1(fp-1(a)) = 0.

O que significa que g,(b) é um ciclo em C,, e como f,-1(a) = dp(b), pela definicdo de
d. p, temos

9., ([8p(D)]) = [a],

mostrando que ker f, ,_1 C im d. p.
Com isso, finalizamos a demonstracdo do teorema. O
7.77 OBSERVACOES

[a] As vezes é conveniente escrever . p([c]) = | fp‘_l1 dpg, Y(¢)]. Evidentemente, 0s homomorfismos
fp e gp ndo sio bijetores, porém a classe de homologia d.,[([c])] estd bem definida por essa
férmula, como acabamos de provar na demonstragio do teorema anteriot.
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[b| O homomorfismo 9. é chamado de homomorfismo de conexdo.

A sequéncia (7.7) é chamada de sequéncia exata longa em homologia associada a sequéncia

exata 0 — A L B C - o0de complexos de cadeias.

Os dados da sequéncia exata longa em homologia (7.7) sdo as vezes expressos pela forma
mnemonica:
H.(B)

H.(A) o H.(C)

que é chamado de tridngulo exato.

Naturalidade

7.78 Prorosi¢Ao (NATURALIDADE DE d.) Considereosequinte diagrama comutativo de complexos

de cadeias com linhas exatas:

0 A—t g% ¢ 0
a lﬁ ly
0 A S 0

Entdo, o sequinte diagrama é comutativo:

Hy(A) —Lo Hy (B) =5 H, (C) — 2 Hyy(A) L Hyyy (B) —— -

RS T T |
f/* ’ ’

’ N 8 , 0 n S ,
"'ﬁHn(A)ﬁHn(B)ﬁHn(C)ﬁHn—l(A)ﬁ'Hn—l(B)ﬁ"'

Demonstragdo: Os primeiros dois quadrados comutam pois H,, é um funtor, fo f = f'oa e
yog = g’op.Logo,B.of. = f/oa.ey.0g. = g.op.. Para provar a comutatividade do quadrado
envolvendo o homomorfismo de conexdo, i.e. a. 0 d. = . o ., escrevendo d.[c] = [fdpg~'c],

temos que

a.di[c] = au[fdpg~c] = [af 'dpgic] = [f'pdpg ]
=[fdppgc] = [fdpg’ycl = dylel.

Segue a comutatividade do diagrama de sequéncias exatas longas em homologia. OJ
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Pensando puramente na linguagem categorica, a sequéncia exata longa em homologia
pode ser pensada como um funtor que leva uma sequéncia exata curta de complexos de

cadeias

f 8

0 A B C 0

em uma sequéncia exata longa

* + A +
Tt ﬁ“I_In(A) L‘ Hn(B) L“I_In(c) ﬁ'Hn—l(A) L Hn—l(B) —

Mais especificamente, denote por SEC a categoria cujos objetos sdo sequéncias exatas
curtas de complexos de cadeias de R-médulos. Os morfismos sao formados por ternas («a, 8, )
de aplicag¢des de cadeias que fazem os diagramas abaixo comutativos:

0—A—t B 8. c.0 (7.9)
bbb
0—aLop

Similarmente, considere ainda a categoria SEL de sequéncias exatas longas. A sequéncia
exata longa em homologia é um funtor de SEC para SEL que a cada sequéncia exata curta
de complexos de cadeias associa a sequéncia exata longa em homologia, e para cada mor-
fismo (a, B, ¥) como em (7.9) em SEC associa a terna (a., B, +) que faz o diagrama abaixo

comutativo:

Hy(A) —L Hyy(B) =5 Hy (C) —2 Hyy1(A) —2 Hyyy (B) —— - -

R TR T |
7. ' i

, N 8 , A , . ,
ﬁ“I_In(A)ﬁ“l_lrz(B)—)I_In(C )éHn—l(A)éHn—l(B )é

Lema da Cobra
Lema (LEmaA pa Cosra) Considere o diagrama comutativo de R-médulos da forma
M—L-N—f.p 0
o, bl
0— M Lo NS pr

Se as linhas sdo exatas, entdo existe uma sequéncia exata

ker («) z) ker (B) i ker (y) 2 coker (a) Z coker (B) Z coker (y).

Além disso, se f é injetivo, f também é injetivo; se g’ é sobrejetivo, g’ também ¢é sobrejetivo.



CAPITULO 7. ALGEBRA HOMOLOGICA 172

Demonstracdo: Defina os mapas ]_( : ker (o) — ker (B) e g : ker (8) — ker (y) por

?(iéfflkera € EdZEfglker‘B-

A aplicacao 17 estd bem definida, pois se m € kera, entdo B(f(m)) = f'(a(m)) = 0 (pela
comutatividade do diagrama), e assim f(m) € ker . Similarmente, g estd bem definido, pois
se m € ker 8, entdo y(g(m)) = g’(B(m)) = 0, e assim g(m) € ker y.

Agora, defina os mapas f” : coker («) — coker () e g’ : coker B — coker (y) por
Fr(m +ima) ¥ f'(m) +im g e g'(n+impB) & ¢'(n) +imy.

A aplicacio f’ esta bem definida, dado que se m +im o = m’ +im a, entdo m —m’ = a(x), para
algumx € M. Dai, f'(m-m’) = f'(a(x)) = B(f(x)) € im f,logo f'(m)+imp = f'(m’)+im . De
forma similar, ¢’ também estd bem definido, pois se n+im = n’+im §,entdon—n’ = f(y), y €
N,eassim ¢’'(n—n") = ¢'(B(y)) = y(g(y)) € imy, 0 que implica que g’(n+im B) = ¢’(n’ +im p).

A aplicacdo 0 é o homomorfismo de conexdo definido no Lema do Zig-Zag (Teorema
7.76),1i.e. dado ¢ € ker (), 5(c) % (f)71(B(g7(c))) + im a, e estd bem definido como provado

anteriormente. Agora, mostraremos que a sequéncia é exata em todos seus pontos.

= Exatiddo em ker (8): A composicio g o f é nula, pois g o f = 0 (assim im f C ker).
Reciprocamente, suponha que n € ker f com g(n) = 0. Como g(n) = 0, entdo n € im f
e assim n = f(m), para algum m € M. Basta mostrar que m € ker a para concluir que
ne im?. Temos que f’(a(m)) = B(f(m)) = p(n) = 0, dado que n € ker . Como f’ é
injetor, entdo a(m) = 0 e assim m € kera, e n = f(m) € im f.

= Exatiddo em ker (y): Seja n € ker 8. Para calcularmos 6(g(r)), tome n como o levanta-
mento de g(n). Como f(n) = 0, temos que B(n) = f’(0), entdo 6(g(n)) = 0+ im a. Assim
0 o ¢ = 0. Reciprocamente, suponha que p € ker y também esta em ker 6. Escrevendo
p = g(n) (que estd bem definido dado que g é sobrejetor), temos que (1) = f’(m), com
m € im a. Escreva m = a(x), para algum x € M. Entdo (f(x)) = f'(a(x)) = B(n). Assim
n — f(x) € kerp. Além disso,g(n — f(x)) = g(n) — gf(x) = g(n) = p, entdo p € img.
Portanto, ker 6 =im g.

= Exatiddo em coker (a):Sejap € ker y. Escrevap = g(n)e p(n) = f'(m),talque 6(p) = m+
im a. Entdo JT’((S(p)) = f’(m)+imp = 0, dado que f’(m) = f(n) € im . Reciprocamente,
suponha que m + im & € ker f’. Entdo f'(m) € im g, logo 3n € N tal que f’(m) = p(n).
Seja p = g(n). Entdo y(g(n)) = g’'(B(n)) = ¢’(f'(m)) = 0. Portanto, p € kery, e 6(p) =
m + im a pela construcao de 6.

= Exatiddo em coker (B): A composigio g’ o f” sera 0 pois g’ o f’ = 0. Reciprocamente, seja
n +imp € ker ¢’. Entdo ¢’(n) € imy = ¢’(n) = y(p), para algum p € P. Escolha x € N
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tal que g(x) = p. Podemos substituir n por n — f(x) sem alterar o coset n +im . Mas
¢'(n—B(x)) = ¢'(n) - g'(B(x)) = ¢'(n) — y(g(x)) = g’(n) — y(p) = 0. Portanto, podemos
assumir que g’(n) = 0. Entdo n € ker ¢’ = im f’, e assim n = f’(m), para algum m € M’.
Logo, n +imp = f'(m +ima) e n +imp € im f.

Segue a exatiddo da sequéncia.

Por fim, assuma que f é injetor. Como ]_‘ = f|kera,entao j_’ também é injetor. Agora, assuma
que g’ é sobrejetor. Dado p +imy € coker(y), escreva p = g(n), para algum n € N’. Dai,
p +imy = ¢’(n + im B) e segue a sobrejetividade de g’. O

7.80 CorovrLARrRIO Considere o diagrama comutativo de R-moédulos com linhas exatas:

0 M N p 0
b
oM LN & pr 0

existe uma sequéncia exata

0 — ker (a) i) ker (B) 5, Ker () 2 coker (a) iu—> coker (B) f; coker (y) — 0.

O termo “cobra”, no Lema da Cobra, vem do seguinte diagrama visual:

ker () L} ker () L) ker ()

1 ! !

f SN g S p S 0 5

: s [y

: l | l

0 s — Ly Ny

coker (a) f% coker (B) 5 5 coker ()
Lema de Mayer-Vietoris
7.81 LEmA (MAYER-VIETORIS) Seja
An fn Bn & Cn On An—l fn—l Bn—l ol Cn—l ——
Qan Bn \ Vn ‘ ap-1 ‘ \,Bn—l 7/;1-1\
’ ’ (9’ ’ _ ;’1—

A:,l f n B;,l 8n C, n A{ﬂ_l f n-1 B;l_l 8 1 C:l_l .
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um diagrama comutativo de R-modulos com linhas exatas. Se y, é um isomorfismo para todo n € Z,

entdo existe uma sequéncia exata

an®f, fu-B J V;;lg/ an-1®fu-1
i Ay — 5 AL ®B, — 5 B, — s Ay ——— A ®B, 1> B, >

Demonstra¢do: A aplicacdo A, — Aj, ® B, é definida por a — (a,(a), f.(a)) e a aplicagao
A;, ® B, — Bj, é definida por (a’,b) — f;(a’) — Bu(b). Os detalhes é deixado para o leitor
verificar. O

Esse lema é bastante ttil em Topologia Algébrica, como veremos no Capitulo 10.

7.8 Homologia Relativa

Um dos exemplos importantes de sequéncia exata longa em homologia surge quando consi-
deramos um subcomplexo (A’, d4-) de um complexo de cadeias (A, d). Relembre que nesse

caso, podemos considerar o complexo quociente (A, d) dado por

A=A A, e dya+A)¥d,(a)+ A

n-17

para todo n € Z.

Os médulos de homologia do complexo quociente (A4, d), i.e. H.(A) = H.(AJA), sdo
chamados de médulos de homologia relativa do par (A, A’). Elementos de H,(A/A’) sdo
representados por ciclos relativos, ou seja, n-cadeias a € A, tais que

do(a) € A)_,.
Um ciclo relativo a é trivial em H,,(A/A’) se, e somente se, a ¢ um bordo relativo, i.e.
a=dyu(b)+a’,

para algum b € A, 41 e para algum a’ € Aj,.

Os complexos de cadeias (A", d4’) e (A, d) formam uma sequéncia exata curta de complexos
de cadeias

0A5A5 A/ S0,

em que i é a inclusdo e 1 a projecdo. Pelo Lema do Zig-Zag (Teorema 7.76), existe uma

sequéncia exata longa em homologia

. (9* ‘*
co = Hy(A)) =5 Hy(A) =5 Hy(A/A") —2 Hp1(A') =5 Hypq(A) — -
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chamada de sequéncia exata longa do par (A, A').

No contexto de homologia relativa, podemos simplificar a férmula para o homomorfismo
de conexdo d.. Para ver isso, denote por ( ) uma classe de equivaléncia do quociente A/A’ e
denotando por [ | uma classe de equivaléncia em homologia (como de costume). Se a é um

’
n-17

como vimos acima, e obviamente d,(a) € Z,,_1(A’), logo representa uma classe de homologia
em H,_1(A’). Assim,

n-ciclo relativo que representa uma classe de homologia em H,(A/A’), entdo d,(a) € A

Do )] = [iy 1y dnr )] = [i11dn(a)] = [du(a)].

Em resumo,

A [{an)] = [dn(an)].

7.9 Complexo de Cocadeias e Cohomologia

O funtor Hom nos permite dualizar o conceito de homologia, obtendo a teoria de cohomologia.
Os médulos de cohomologia H"(C) = Hom(H,(C), @) satisfazem os mesmos axiomas da teoria
de homologia. A principal diferenga é que o funtor H. é covariante, enquanto que o funtor H*
é contravariante, ou seja, as setas em um tem dire¢des reversas no outro. A contravaridncia do
funtor H* nos permite definir uma estrutura adicional de anel nos médulos de cohomologia,
isto €, um produto natural ndo trivial, chamado o produto cup, como veremos no Capitulo 13.

DeriNi¢Ao Um complexo de cocadeias (A, 6) é uma sequéncia de R-modulos e homomorfismos

671—2 671—] 5" 6n+1
"'—)An—l—)An_>An+l—>"'/ (710)

tais que 6"+ o 6" = 0, para todo n € Z (ou equivalentemente, im 6" C ker 6"*1, para todo n € Z).

A propriedade 6" 0 " = 0, para todo 1 € Z, também pode ser reescrita, suprimindo os
subindices, da seguinte maneira 6 o 6 = 52 =0.

ExEmPLOS

[a| Exemplos cldssicos de complexos de cocadeias sdo o complexo de cocadeias singulares de um
espago topoldgico e o complexo de de Rham de uma variedade suave, abordados nos préximos
capitulos.

@ Toda sequéncia exata (A, d) de R-médulos é um complexo de cocadeias, jd que im dy, 1 = kerd,
(renomeando os indices). <
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OBsERVAGCAO Em outros termos, um complexo de cocadeias (A, 6) é um R-médulo Z-graduado
A=Pa,
nez

munido de um homomorfismo de R-médulos 6 : A — A que satisfaz 5(A,) € Aps1 €006 = 0.
Denotando a restrigdo de 6 a A, por 0", obtemos a sequéncia em (7.10).

DEerINICAO Seja (A, 5) um complexo de cocadeias.

O homomorfismo O é chamado de operador de cobordo ou diferencial do complexo. O
homomorfismo 6" é chamado de n-ésimo operador de cobordo ou diferencial de dimensdo
n.

Os elementos de A,, sdo chamados de n-cocadeias.

O kernel Z"(A) do operador de cobordo 6" : Ay, — Ayy1, ie., Z"(A) & ker 6", é dito médulo
dos n-cociclos. Um elemento de Z"(A) é chamado de n-cociclo ou cociclo n-dimensional.

[4] A imagem B"(A) do operador de cobordo d"™' : A,y — Ay, ie, B'(A) & im 6", é dito
modulo dos n-cobordos. Um elemento de B"(A) é chamado de n-cobordo ou cobordo n-
dimensional.

As nogdes e os fatos relativos a cohomologia sdo andlogos aqueles que ja estabelecidos
para homologia, levando em conta apenas que o operador de cobordo 6 : A, — A, aumenta
a dimensdo enquanto que o operador bordo d : A, — A, diminui.

Dado um complexo de cocadeias (A, 5), como a diferencial 6 satisfaz 5% = 0, temos que
todo n-cobordo é um n-cociclo, dai,

0 C B"(A) C Z"(A) C Ay,

para todo n € Z. Logo, o médulo quociente Z"(A)/B"(A) estd bem definido. Esse fato
possibilita a defini¢do dos médulos de cohomologia associados a um complexo de cocadeia.

DEerINI¢AO Seja (A, 6) um complexo de cocadeias de R-médulos. O n-ésimo médulo de cohomo-
logia H"(A) de (A, 6), com coeficientes em R, é definido por

kero"  Z"(A)
imon-1  B*(A)’

H = @ H"(A)

nez

H"(A)

para cada n € Z. A soma direta

é chamada de cohomologia de (A, ).
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Os elementos de H"(A) sdo as classes de cohomologia
[z]=z+B"(A)={z+ 0" (x) | x € Ay_1}

dos cociclos z € Z,(A). Se z e z’ sdo n-cociclos, temos que [z] = [z’] se, e somente se, z' — z =
6""1(x), para algum x € A,_1. Nesse caso, dizemos que z e z’ sdo cociclos cohomélogos.

DEeriNI¢A0 Dados (A, d)e (B, 0") complexos de cocadeias, um aplicagdo de cocadeias f : A — B
é uma sequéncia de homomorfismos f"* : A, — By, com n € Z, tal que o sequinte diagrama comute:

n-1 n
—=Ap 0 Ap 0 Ans
lfn—l lfﬂ lfn+1
((5')"_1 ((‘)/)"
Bn_l Bn Bn+1

ou seja, f"*1 o 6" = (&')* o f*, para todo n € Z.

Em outras palavras, uma aplicacdo de cocadeias é um morfismo graduado f : A — B de
grau zero tal que f 0 6 = 0" o f.

Prorosi¢cio Sejam (A, ) e (B, ") complexos de cocadeias. Se f : A — B é uma aplicagdo de
cocadeias, entdo f induz um homomorfismo graduado f* = {f*" } ez de grau zero entre os médulos
de cohomologia de (A, 0) e (B, 0”)

f - H"(A) — H"(B)

definido por f*"([x]a) & [f"(x)]p e chamado de homomorfismo induzido por f. Portanto, temos
um homomorfismo entre as cohomologias f* : H*(A) — H*(B).

Demonstra¢do: Analoga a demonstracdo da Proposigdo 7.65. O

DEeriNI¢AO Sejam (A, 04) e (B, ) complexos de cocadeias e f, g : A — B aplicagdes de cocadeias.
Uma homotopia de cocadeias entre f e g é uma sequéncia de homomorfismos de R-mdédulos
h ={h"}nez com h"™ : A,, — B,,_1 tal que

()" toh" + W™ o (64) = f - g", VneL.

Nesse caso, dizemos que f e g sdo homotépicas e denotamos por f ~ g.

Esquematicamente, temos o diagrama (ndo comutativo)
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Suprimindo os subindices, # é uma homotopia de cadeias entre f e g, se
6BOh+hO(5A =f—g.

Prorosi¢cio Sejam f,g: A — B aplicagdes de cocadeias entre os complexos de cocadeias (A, d4)
e (B, 6p). Se f e g sdo homotdpicas, entdo os homomorfismos induzidos em cohomologia coincidem, i.e.

fr=g
Demonstra¢do: Andloga a demonstracdo da Proposicdo 7.71. g

Como ja é de se esperar, temos a versdo do Lema do Zig-Zag para cohomologia.

TeEoREMA (LEMA DO Z1G-ZAG) Seju 0 — A i) B C > 0uma sequéncia exata curta
de complexos de cocadeias (A, 04), (B, 0p) e (C,0c). Entdo, existe um homomorfismo graduado
6*" : H"(C) — H"*Y(A), para cada n € Z, de modo que a sequéncia abaixo é exata.

D

+p—1 +p—1
HP1(A) P HP-1(B) . HP-1(C)

6x,p—1

5

<—>HP(A) ™ ar®) = Hr ()
)

f*,p+1 g*,P"'l
: Hp+1(A) o HPH(B) L o HPH(C) >

Demonstra¢do: A demonstracdo segue os mesmo passos feito na demonstracdo do Lema do

6*,p+1

Zig-Zag para homologia (Teorema 7.76). 0

Cohomologia de um complexo de cadeias

Dado um complexo de cadeias A = (A, d,), formado por R-moédulos, podemos construir
um complexo de cocadeias, como descrito a seguir. Para cada n € Z, tome

C, & Homg(A,; R),

o médulo dual de A, cujos elementos sdo os homomorfismos u : A, — R. O operador de
cobordo 6 = 6" : C;, — Cy41 é 0 adjunto do operador de bordo d4+1 : Ays1 — A,. Mais
especificamente, se f € C,, entdo 6"(f) € Cp+1 € 0 homomorfismo de R-médulos definido
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por
A+

(0" f)(x) & f(dns1(x)) Apa == Ay

5F "y if

R.
para toda cadeia x € A;41. Logo, obtemos o complexo de cocadeias C* = (C,, 6"), cujos
grupos de cohomologia H"(C*) sdo chamados os grupos de cohomologia do complexo de

cadeias A.

OsBsErRvVAcAO Seescrevermos (g,y) = §(y) para a avaliagdo da n-cocadeia § € C,, na n-cadeia
y € Ay, temos:

(0"f, x) ={f, dn1X),

ou seja, definimos 8" como a transformagdo adjunta de d,,11.

Pela construgao anterior, dado um complexo de cadeias de R-médulos

dz dl d d—l
..”_+,An+1"_+)An_")An_l"_>...

7

dualizamos esse complexo aplicando o funtor Homg(e, R), obtendo assim o complexo de
cocadeias

6n—2 6n—1 5" 611+1
t o Cp1 = Cy = Gt — -+,

em que C, = Homgr(A,; R) e 6" = Hompg(d,+1; R), para todo n € Z.

Uma forma mais visual para esta dualizada é obtida escrevendo o complexo de cadeias
da seguinte forma:

dy-1 dy dps1 dn-1
An—lﬁAné An+1<_"'/

daf a sequéncia dual é

67472 611—] 5" 5"”
-+« — Hompg(A,-1; R) — Homg(A,; R) — Homg(A,+1;R) —> -,

em que 0" = Homg(d,+1, R), paraton € Z.

Funtorialidade A cohomologia H" é um funtor!

Dado um anel associativo com unidade R, a colecdo de complexos de cocadeias de R-
moédulos e aplicagdes de cocadeias entre eles forma uma categoria, a categoria de complexos
de cocadeias de R-médulos, denotada por gRCompCo, que tem como objetos os complexos
de cocadeias e como morfismos as aplica¢des de cocadeias.

Para cada n € Z, a cohomologia H" pode ser vista como um funtor covariante da categoria

de complexos de cocadeias na categoria de R-médulos a esquerda,

H" : gCompCo — rMod,
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definido da seguinte forma:
ker 6"
im 671’

®» para cada aplicacdo de cocadeias f : A — B, temos H"(f) : H"(A) — H"(B) dado por

* para cada (A, d) € ob(rCompCo), temos = H"(A) =

z + B"(A) — f"(z) + B"(B).
ou seja, H"(f) é o n-ésimo homomorfismo induzido por f, f*".

Observamos que, nesse contexto, a cohomologia é um funtor covariante, a cohomologia
sera um funtor contravariante a partir dos espacos topoldgicos, pois as cocadeias formarao

um funtor contravariante.

7.10 Exercicios

Ex. 7.1 — Sejam A, B, C trés R-médulos. Mostre as seguintes afirmacdes:

fon . .
1. Se0 — A — B é exata, entdo f é um monomorfismo.

8 ) . 4 . .
2. Se B — C é exata, entdo g é um epimorfismo.

f P . .
3. Se0 - A — B — 0 é exata, entdo f é um isomorfismo.

Ex.72— Se A L B % C ¢ exata com f epimorfismo e ¢ monomorfismo, entdo B = 0.

Ex. 7.3 — Seja A; L Ay — Az LR A4 uma sequéncia exata de R-médulos. Mostre que f é um

epimorfismo se, e somente se, ¢ € um monomorfismo.

Ex. 7.4 — Seja Ay L Apr — Az LR Ay LR As uma sequéncia exata de R-moédulos. Mostre que

se f é um epimorfismo e g ¢ um monomorfismo, entdo Az = 0.

Ex. 7.5 — Dado um homomorfismo f : M — N de R-mdédulos, mostre que existe uma

sequéncia exata da forma:

O—>kerf—>Mi>N—>cokerf—>0.

Ex. 7.6 — Seja M um R-médulo fixado. Seja 0 — A L B C - 0uma sequéncia exata

curta de R-médulos. Assuma que essa sequéncia cinde.
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1. Mostre que

Hom(M, f) Hom(M,g)
0 » Hom(M,A) —— Hom(M, B) ——— Hom(M,C) — 0
é uma sequéncia exata cindida.

2. Mostre que

Hom(g,M) Hom(f,M)
0 - Hom(C, M) ——— Hom(B, M) ——— Hom(A, M) — 0

é uma sequéncia exata cindida.

Ex. 7.7 — Sejam M um R-mdédulo fixadoe 0 — A L BL € > 0uma sequéncia exata curta
de R-moédulos. Se C é um R-moédulo livre, entdo

Hom(M, f) Hom(M,g)
0 - Hom(M,A) — Hom(M, B) —— Hom(M,C) — 0

Hom(g,M) Hom(f,M)
0 —» Hom(C, M) ———— Hom(B, M) ——— Hom(A, M) — 0

sdo sequéncias exatas cindidas.

Ex. 7.8 — Seja A. = (A, dy)nez um complexo de cadeias de R-médulos e homomorfimos.
Mostre as afirmacgdes a seguir.

1. Se F é um funtor (covariante) entdo F(A.) = (F(A,), F(dy))nez € um complexo de
cadeias. (Em particular, se A. é uma sequéncia exata, entdo F(A.) é um complexo de
cadeias, ndo necessariamente exato.)

2. Se F é um funtor contravariante entao

Fd, Fdys1
-+ = F(Ay-1) — F(Ay) —— F(Ay1) = -

é um complexo de cadeias. Observe que nessa sequéncia os indices ndo decrescem, para
escrever tal sequéncia no formato padrao, podemos definir B_,, = F(A,) e D_,41 = Fg,.
Com essa convengao, a sequéncia fica:

D—n+1

D_
..._)B_n+l—)B_n_n)B_n_1_)...

Ex. 7.9 — Sejam A e B complexos de cadeias de R-médulos e f,¢ : A — B aplicagdes de
cadeias homotopicas. Se F : gkMod — rMod é um functor aditivo, entdo Ff,Fg : FA — FB
sdo homotépicas.

Ex. 7.10 — Seja A. = (Ay, dy)nez um complexo de cadeias de R-médulos e homomorfimos.
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1. Seja F : RkMod — gMod um funtor (covariante) exato. Prove que
H,(FA.) = FH,(A.),

em que F(A.) é o complexo definido no Exercicio 7.8.

2. Seja F : kMod — gMod um funtor contravariante exato. Prove que
H_,(FA.) = FH,(A.),

em que F(A.) é o complexo definido no Exercicio 7.8.

Ex. 7.11 — Mostre que um complexo de cadeias (A, d) de R-médulos é uma sequéncia exata
se, e somente se, H,(A) = 0, para todo n € Z.

Ex. 7.12 — Considere o Z/8Z-mdédulo graduado e o homomorfismo graduado

Z/8Z, sen >0 4x( mod 8), sen >0
A, = dy(x) =
0, sen <0 0, sen <0

1. Mostre que (A, d,) é um complexo de cadeias de Z/8Z-médulos.

2. Calcule os médulos de homologia de (A, dy,).

Ex. 7.13 — Sejam (A, d) e (B, d’) complexos de cadeias de R-mddulos. Seja f = {fi}nez : A —
B uma aplicagdo de cadeias. Mostre as afirmacdes abaixo.
1. o kernel de f é um subcomplexo de (A, d) definido por (ker f,;, dy)nez, em que d, =
dnlxer f,;
2. a imagem de f é um subcomplexo de (B,d’) definido por (im f,, d})nez, em que

o qr . .
an - dnllmf,,r

A f 8 .
Ex. 7.14 — Dada uma sequéncia 0 — A — B — C — 0 de complexos de cadeias, mostre
que essa sequéncia é exata em B se, e somente se, os complexos im f e ker g coincidem, i.e.
im f =ker g.

Ex. 7.15 — (Lema dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo de médulos:

A B C D E
l \m In P |’7
A’ B’ C’ D’ E’

Prove que se as linhas sdo exatas, m e p sdo isomorfismos, | é um epimorfismo e g é um
monomorfismo, entdo n também é um isomorfismo.
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Ex.7.16 — Seja 0 — A L B ¢ — 0uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias
(A,da), (B,dp) e (C,dc). Mostre que se (A, da) e (C,dc) sdo aciclicos, entdo (B, dg) também é

aciclico.

Ex. 7.17 — (Lema 3 X 3) Seja

0 0 0
0 LN p 0
o ﬁl ,}//
0 M—t o N—5.p 0
o B V4
0 M’I f N/I g PII 0
0 0 0

Um diagrama comutativo de R-médulos com colunas exatas.
1. Mostre que se as duas primeiras linhas sdo exatas, entdo a terceira linha é exata;
2. Mostre que se as duas ultimas linhas sdo exatas, entdo a primeira linha é exata;

3. Mostre que se a primeira e a terceira linhas sdo exatas e g o f = 0, entdo a segunda
linha é exata.

Ex. 7.18 — Seja

an Cn_l an—l

d 12
) n+2 Cn+1 n+1 Cn

um complexo. Defina 5n = C, ® C,41 e defina 5,1 : 5,1 — 5;1—1 pela férmula 5,1 (c,c) =

(dnc, Ipp1c” +(=1)"c),c € Cy, ¢’ € Cyy1. Prove que

§n+2 = On+1 n-1
. Cn+1 Cﬂ Ci’l—l e

é um complexo e que a homologia deste complexo é trivial (ﬁn = ( para todo n).
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Complexos Simpliciais e A-Complexos

8.1 Complexos Simpliciais

Intuitivamente, um complexo simplicial é um objeto combinatério que descreve como construir
um espacgo a partir de blocos béasicos, chamados simplexos. Os blocos bésicos devem ser
“colados” de forma adequada, basicamente eles devem ser colados ao longo de suas faces. Tais
blocos bésicos, os simplexos, sdo generalizagdes de tridngulos, ou seja, pontos, segmentos,

tridngulos, tetraedros, etc. Nessa se¢do, iremos formalizar esses conceitos.

Um conjunto {vy, ..., v,} de pontos de R™ é dito geometricamente independente se o
conjunto de vetores {v1 — vo,...,v, — vg} € linearmente independente. Por exemplo, dois
pontos distintos em R” formam um conjunto geometricamente independente, da mesma
forma que trés pontos ndo-colineares, quatro pontos nao-coplanares, e assim por diante. O
nimero maximo de pontos geometricamente independentes em R™ é m + 1.

Relembre que um subconjunto A C R™ é convexo se,dados x, y € A, temos tx+(1-ty) € A,
para todo t € [0, 1]. E facil ver que a intersecio arbitraria de conjuntos convexos é convexo.
Além disso, fecho convexo de um conjunto A C R™ é a intersec¢do de todos os conjuntos

convexos contendo A.

DeriNi¢Ao Dado um conjunto {vo, ...,v,} € R™ geometricamente independente, o n-simplexo
(geométrico) gerado por vy, ..., v, é o fecho convexo de {vy, ..., v,} em R™ que serd denotado por

[UO/ [SVERRY UTZ]'

De maneira equivalente, podemos definir um n-simplexo como o menor conjunto convexo
de R™ contendo n + 1 pontos vy, ..., v, que ndo estdo contidos num hiperplano de dimensao

menor que n.

184
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ExeEMPLO (SIMPLEXOS SAO TETRAEDROS GENERALIZADOS.) Os exemplos de simplexos
de baixa dimensdo sdo bastante familiares: para n = 1, o 1-simplexo [vo,v1] é 0 segmento de reta
unindo vy a vy; para n = 2, 0 2-simplexo [vg, v1,v2] é o tridngulo com vértices vy, v1 e vy; e para
n = 3, 0 3-simplexo [vg, v1, V2, v3] € 0 tetraedro com vértices vy , v1 , V2 e v3. A definigdo faz sentido
mesmo para n = 0, o conjunto formado por um ponto vy é 0-simplexo gerado por vy.

Prorosicio Seja{vo,...,v,} C R™. Sdo equivalentes:

E] {vo,...,vn} C R™ é geometricamente independente;

n n n n
E seZsivi = Ztivi e Zsi = Zti,entﬁo si=t;, paratodoi =0,...,n.
i=0 i=0 i=0 i=0
Demonstracgao:
n n n n
Ez@ SeZsivi = Zfivi e Zsi = Zti,entéo
i=0 i=0 i=0 i=0

0= i(si —t)v; = Zn:(si — tj)v; — (Zn:(sz' - ti)) vy = Zn:(si — t))(vi — Vo).
i=0 i=0 i0 i-1

Pela independéncia linear dos vetores {v; — vy, ..., v, — Vo}, segue que s; = t;, para todo

n n
i=1,---,n. Além disso, como Z S; = ti, segue que so = to.
i=0 i=0
n n n
E] = E Se Z ti(vi — vg) = 0, entdo Z tiv; = (Z ti | vo. Dai, por hipétese, todos os
l=1 l=1 121

coeficientes devem ser nulos, i.e., t; =0, paratodoi =1,...,n. Logo, {vi —vo,...,vn — 0o} €

linearmente independentes. U

A proposigdo a seguir fornece uma descricdo analitica de simplexos.

8.4 Prorosi¢cio O n-simplexo gerado por vy, . ..,v, € R™ coincide com o conjunto

n n
[v0,v1,..., 0] = {Ztivilti >0 e Ztizl}.
i=0 i=0
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Além disso, todo ponto s € [vg, v1, ..., v,] tem uma representagdo tinica na forma
n
s = Z tiv;,
i=0

n

em que t; > 0, para todo i, e Z t; = 1. Nesse caso, dizemos que (to, ..., t,) sdo as coordenadas
i=0

baricéntricas do ponto s.

Demonstra¢do: Como o conjunto dado é convexo e [vy, ..., v,] é 0 menor convexo contendo
os pontos vy, . . ., vy, basta verificar que todo conjunto convexo contendo os vértices vy, ..., v,
contém os elementos da forma };_ t;v;. O que pode ser feito por indugédo em 7. Deixamos

os detalhes a cargo do leitor. O

Seja 0 = [vo, ..., v,] 0 n-simplexo em R™ gerado pelos (n + 1)-pontos vy, ..., Uy.

E Dizemos que vy, . .., v, sdo os vértices de ¢ e que n é a dimensdo de 0.

[b | Se todas as coordenadas baricéntricas de um ponto s € ¢ sdo positivas, dizemos que s é
um ponto interior de o.

O conjunto de todos os pontos interiores de ¢ é convexo e é chamado de simplexo
aberto e denotado por 6.

[d] Um ponto de o que ndo é ponto interior é chamado de ponto de bordo. Ou seja, 0s
pontos de bordo sdo aqueles que possuem ao menos uma coordenada baricéntrica nula.

[e] O conjunto formado por todos os pontos de bordo de ¢ ¢ chamado de fronteira ou
bordo de ¢ e é denotado por do.

Assim, o simplexo aberto é dado por 6 = 0 — do.

8.5 OBsERVACAO Asdenominagoes de ponto interior,simplexo aberto, ponto de bordo, etc, tém significado
referentes ao simplexo e ndo ao espago euclidiano que o contém.

Pode ser provado que existe um homeomorfismo de um n-simplexo ¢ para a bola fechada
n-dimensional B" C R" que leva o bordo do de ¢ na esfera unitaria S"~!.

8.6 DerFiNigA0 O n-simplexo candnico A" em R+ é 0 simplexo gerado pelos vetores da base candnica
de R"*1 ¢ é descrito por

A" = {(to,...,tn) e R

n
Zti =let; > Opumtodoz}.
i=0



CAPITULO 8. COMPLEXOS SIMPLICIAIS E A-COMPLEXOS 187

R R2 y R3 1
1 { y
17 / 1 1‘\

————————— o — X
0 1

Figura 8.1: Simplexo padrdo A" em R"*!, paran =0, 1,2.

Em outros termos, A" ¥ [e1,...,e,, en11].

8.7 DErINICAO Seja 0 = [vy,...,vs] 0 n-simplexo gerado pelos pontos vy, ..., v,. Fixado um sub-
conjunto {vi,,...,vi } C{vo,...,vn}, emque0 < k < n, o k-simplexo [vj,, ..., v; ] é chamado de
face de 0. Dizemos também que [v;,, . . .,v; | é uma k-face ou ainda uma face k-dimensional.

8.8 ExempLO (FACE DE BORDO) Dado um n-simplexo [vo, ..., v,], a remogdo de um dos n + 1
vértices dele faz com que o conjunto remanescente de n vértices gere um (n — 1)-simplexo, que sio as
faces (n — 1)-dimensionais de [vy, . .., v,]. Tais faces sdo chamadas de faces de bordo. Um simplexo
possui n+1 faces (n—1)-dimensional, ou faces de bordo. Assim, a i-ésima face do simplexo [vy, . . ., Uy ]
é o simplexo [vo, ...,D;,...,v,], onde o simbolo A sobre v; significa que o vértice v; foi deletado da
sequéncia vy, . . ., vy. Também dizemos que o (n — 1)-simplexo [vo, ..., Vi, ..., vs] é a face oposta

ao vértice v;. <

Note que a unido de todas as faces de um n-simplexo ¢ corresponde ao bordo de ¢. Ou
ainda, a unido de todas as faces (n — 1)-dimensionais de ¢ correspondem ao bordo de o.

Vo U3

Simplexo Lom—— A vo‘vg
Yo u1 Vo U1
V9 U3
Bordo
Yo 1 Vo U1 (%1

Figura 8.2: Simplexos e seus bordos, paran =0, 1, 2.
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OBservAac¢Ao O conjunto vazio () é considerado uma face de qualquer simplexo. Um 0-simplexo
consiste de um conjunto unitdrio [vo], 0 bordo de um 0-simplexo é o conjunto vazio, i.e. d[vo] =0 eo
interior de [vo] € ele proprio, i.e. [000] = [vg].

Vale ressaltar que um simplexo ¢ é um conjunto convexo, conexo por caminhos, compacto
e fechado. O interior de um simplexo &, ou o simplexo aberto, é convexo, conexo por caminhos,
aberto e 0 é o fecho de 6.

Orientagdo

Para efeito de homologia, serd conveniente estabelecer uma ordem nos vértices de um
simplexo, de modo que em geral, quando falarmos n-simplexos estaremos considerando de
fato n-simplexos com uma ordenacao pré-fixada de seus vértices.

Dado um n-simplexo ¢ gerado pelos pontos vy, ..., v, € R™, duas ordenagdes de seus
vértices sdo equivalentes se diferem uma da outra por uma permutacdo par. Se n > 0, as
possiveis ordenagdes dos vértices de o sdo particionadas em duas classes de equivaléncias.
Cada uma delas é chamada de orientacdo de ¢. Se n = 0, entdo existe apenas uma classe e,
por convencdo, uma orientagdo em um 0-simplexo € a escolha de um sinal + ou —.

DEeriNi¢Ao Um n-simplexo orientado é um n-simplexo com uma orientagdo especificada.

A partir de agora, denotaremos o n-simplexo ¢ gerado pelos vértices vy, ..., v, com
orientagdo dada pela ordenacao (v, ...,v,) por ¢ = [vo,...,v,]. Este mesmo simplexo
munido da orientagdo oposta é denotado por —o. Frequentemente usaremos a notagdo o para

denotar um simplexo ou um simplexo orientado quando o contexto deixar claro o significado.

ExempLo Na Figura 8.3, apresentamos alguns exemplos de simplexos orientados, em dimensoes
visiveis, bem como uma ideia geométrica de orientagdo. E comum pensar na orientacio de um 1-
simplexo como sendo uma seta sobre ele, por exemplo, o 1-simplexo orientado [vg, v1] na Figura 8.3,
tem sua orientagdo representada por uma seta que vai de vy para vy. Uma orientagdo em um 2-simplexo
pode ser representada por uma “seta circular”, por exemplo, o 2-simplexo orientado [vg, v1, v2] pode
ser representado por uma seta que vai de vy para vi em seguida para vy, i.e. “seta circular” no
sentido anti-hordrio. O leitor pode verificar que os 2-simplexos orientados [v2, v, v1] e [v1, V2, Vo] sdo
indicados pela mesma seta no sentido anti-hordrio. Uma “seta circular” no sentido hordrio indica o
mesmo simplexo geométrico com orientagdo oposta. <

Estes exemplos mostram que nossa defini¢cdo de orientagdo para simplexos concorda com
a nogao geométrica intuitiva de orientagdo vinda de geometria analitica.

A ordenacdo de um n-simplexo induz uma orientagdo em cada uma de suas faces (n — 1)-
dimensionais. Mais especificamente, dado o simplexo orientado ¢ = [vy, ..., v,], relembre
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v U3
2
3
+ [ ——p o [vo, v1, V2] )—%1 [vo, v1, V2, v3]
) v v
Vg 0 1 0 »
[vo, v1] U vy U1
U3
V2
. [v1,v0, v2, V3]
. g [vl , V0o, U2]
fUO UO 'Ul UO 3
[Uh Uo} 2
Vo U1 v

Figura 8.3: Simplexos orientados; orientagdes opostas

que a i-face (face oposta ao vértice v;) é o (n — 1)-simplexo [vy, ..., 0;,...,v,]. Definimos a
orientagdo induzida por o na i-face de bordo por o(;) = (=D[vo,...,7:,...,04).

v
V2 3
3
L [UO,’Ul,UQ] J_% [/U07,U1’1)27U3
Vo U1 o y
2
o, 1] vo vy U1
v
V2 s [vo,v1,v3]
i V1, Vg, U
° o [v2, Vo) [v1, V2] [v1, va, V3]
Yo v Vo ‘ ' [va, vo, v3]
Yo U1 U1 2 [U(h V2, Ul}
[vo, v1]

Figura 8.4: Orientacdes induzidas nas faces de um simplexo orientado

Quando orientamos um simplexo n-dimensional, suas faces de dimensdo n — 1 herdam
as orientacdes induzidas. No entanto, 0 mesmo ndo ocorre com as faces de dimenséo n — 2,

como veremos no préximo resultado.

Prorosicio Sejac = [vy,...,v,] um n-simplexo orientado. Toda face T (n — 2)-dimensional de
o pertence a duas faces de dimensido n — 1, as quais, com as orientagoes induzidas por o, induzem
orientagdes opostas em T.

Demonstracido: Seja u uma face de o obtida ao deletar os vértices v;, vj, com i <j.As faces

(n — 1)-dimensionais de ¢ que contém u e com as orienta¢des induzidas sdo:
o(i) = (-Di[vo,...,05,...,0a] e a(j) = (-1)[vo, ... ,Vjy e ey On)-
As orientagbes que 0 ;) e 0(j) induzem em u sdo, respectivamente,
(0@)j = (D)™ oo, ..., 0i,...,0),...,oa] e (0G)i =" [oo,...,0i,...,0},...,04],

que correspondem a orientagdes oposta em u. O
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Especificando uma ordenacdo dos vértices de um simplexo, induzimos um homeomor-
fismo candnico do n-simplexo canénico A" para um n-simplexo qualquer [vy, ..., v,], preser-
vando a ordem dos vértices. De fato, f : A" — [0y, ...,v,] dado por

(to, ..., t1) — Z tiv;
i
é um homeomorfismo linear.

Complexo Simplicial

Como vimos, simplexos possuem formas bem determinadas. Para construir espagos com

formas mais complicadas, precisamos “combinar” simplexos.

8.13 DerinigcAo Um complexo simplicial (geométrico) K em RN consiste numa colegio de simplexos
em RN, possivelmente de diferentes dimensdes, satisfazendo as sequintes condiges:

toda face de um simplexo de K estd em K;

a intersegio de quaisquer dois simplexos em K corresponde a uma face de cada um deles.

(a) Complexo Simplicial (b) Nao é complexo simplicial

8.14 DerinigcAo Um complexo simplicial K em RN ¢é localmente finito se todo ponto de RN tem uma
vizinhanga que intercepta apenas um niimero finito de simplexos de K. Um complexo simplicial K é
finito se K é uma colegdo finita de simplexos.

Claramente, todo complexo simplicial formado por uma colegdo finita de simplexos é

localmente finito.

O resultado a seguir nos permite verificar mais facilmente quando uma colec¢do de sim-
plexos constitui um complexo simplicial.

8.15 Lema Seja K uma colecio de simplexos em RN satisfazendo a condigdo: toda face de um simplexo de
K estd em K. Entdo, as afirmagdes abaixo sido equivalentes:

A intersegdo de quaisquer dois simplexos em K corresponde a uma face de cada um deles.
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Cada par de simplexos distintos 0;,0; € K tem interiores disjuntos.

Demonstracao:

= Sejam 0;, 0; € K tais que o;iN a°]- # (0. Por hipétese, T = 0; N 0; € uma face em comum
entre o; e 0j. Se T # 0, entdo T ndo pode conter nenhum ponto do interior de o;, logo 7 = 0;.
Pelo mesmo argumento, 7 = oj. Logo, g; = 0.

= Sejam 0;,0; € K tais que 0; # 0j e 0; N g # (). Por hipétese, os interiores de 0; e ¢
sdo disjuntos, logo o; e 0 se intersectam apenas ao longo de suas fronteiras. Se esta intersecdo
ndo contém nenhum vértice em comum entre o; e 0, entdo qualquer ponto p da intersecdo
pertenceria ao interior de duas faces distintas de o; e 0j, mas isso € impossivel pois qualquer
face de um simplexo de K é um simplexo de K e simplexos distintos tem interiores distintos.
Portanto, a interse¢do o; N ¢; contém vértices comuns a esses simplexos. Sejam vy, ..., v, 0s
vértices de 0; que estdo também em o}, de modo que por defini¢do [v1, ..., v,] é uma face de
o;. Afirmamos que
[01,...,0n] = 0iN 0.

De fato, [v1,...,v,] C 0;N 0}, pois a intersegdo de conjuntos convexos € um conjunto convexo
e v1,...,0, sdo vértices de o; e aj. Reciprocamente, seja p € o; N gjcomp ¢ {v1,...,04}.
Como o; e ¢; se intersectam apenas ao longo de suas fronteiras, temos que p € 7; N 7j, onde
7; ¢ uma face de o; e 7; ¢ uma face de o; (note que p ndo pode estar no interior de uma face
de o; e ser um vértice de o; pois violaria a condi¢do de simplexos distintos terem interiores
disjuntos). Segue da hipétese que 7; = 7j. Em particular, os vértices de 7; C 0; também estado
em ¢/, logo eles sdo elementos do conjunto {vy,...,v,}, donde 7; € uma face de [v1, ..., v,].
Assim, p € [v1,...,0,] e, portanto, 6; N g C [v1,...,0,]. O

8.16 ExemprLo Sejac = (v, ..., v,]| um n-simplexo em RN. A colegio formada por todas as faces de o
forma um complexo simplicial. De fato, faces diferentes tém interiores disjuntos. <

8.17 DEeriINIcA0 Seja K um complexo simplicial. Um subcomplexo simplicial L de K é uma subcolegio
de simplexos de K que é um complexo simplicial. Dado ¢ > 0, definimos o (-esqueleto de K, e
denotamos por K¢, o subcomplexo simplicial formado por todos os simplexos de K de dimensdo menor
ou igual a {. Os pontos do 0-esqueleto K° sdo chamados de vértices de K.

8.18 DEeFriINIcA0 Dadoum complexo simplicial K, a unido de todos os simplexos que formam K é denotada
por |K| e é chamada de politopo de K.

Assim, K é uma colecdo de simplexos de RN e |K| é um subconjunto de RV.

8.19 DeriNi¢Ao Um poliedro é o politopo de um complexo simplicial finito.
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Considerando cada simplexo com a topologia de subespaco de RN, podemos munir |K|
com uma topologia natural da seguinte forma: um subconjunto A C |K| é fechado se, e
somente se, A N ¢ é fechado em o, para todo ¢ € K. E facil verificar que isso define uma

topologia em |K|.
8.20 Lema Seja K um complexo simplicial em RN,
A topologia de |K| é mais fina que a sua topologia como subespago topolégico de RN.

Quando K é um complexo simplicial finito, essas topologias coincidem.

Demonstracao:

Com efeito, se A C |K| é fechado na topologia de subespaco, entdo A = F N |K| para
algum fechado F € RN. Logo, F N ¢ é fechado para todo ¢ € K, F N |K| = A é fechado
na topologia de |K|, por definicao.

De fato, suponha que K é finito e A é fechado em |K|. Entdo, A N ¢ é fechado em o.
Como A é a unido de finitos conjuntos da forma A N o, segue que A é fechado em RN.

u
8.21 ProrosicAo (ProPrIEDADES TororLOGIcAs) Seja K um complexo simplicial.

Se L é um subcomplexo de K, entdo |L| é um subespago fechado de |K|. Em , particular, se o € K,
entdo o é um subespago fechado de |K]|.

Seja X um espago topologico. Uma aplicagio f : |K| — X é continua se, e somente se, f|; é
continua para todo o € K.

|K| é um espago de Hausdorff.
[4] Se K é um complexo simplicial finito, entdo |K| é compacto.

K é localmente finito se, e somente se, |K| é localmente compacto.

A prova dessa proposicao pode ser encontrada em (MUNKRES, 2018).
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Complexo Simplicial Abstrato

Observamos que muitas vezes estaremos interessados num complexo simplicial geomé-
trico a menos de homeomorfismo e principalmente estaremos interessados na sua informacao
combinatdria, caso no qual se tende a ignorar o encaixe preciso no espago euclidiano. Este
sera o sentido no qual geralmente pensaremos em complexos simpliciais.

Entdo, de modo mais informal, pensamos num complexo simplicial K como composto
de simplexos de varias dimensdes, colados ao longo de faces comuns (ver Figura 8.6). A
descri¢do mais eficiente, contendo todas as informacoes relevantes, vem de rotular os vértices
(os 0-simplexos) e entdo especificar quais conjuntos de vértices juntos constituem os vértices de
simplexos de dimensao superior. Se a colegao de vértices for enumeravel, podemos rotula-los
Vo, V1,02, ..., embora essa suposi¢do ndo seja estritamente necessaria - poderiamos rotular
por {v;}ic para qualquer conjunto de indexacdo I. Entdo, se alguma colegdo de vértices
{viy, ..., vi,} constitui os vértices de um simplexo, podemos rotular esse simplexo como
[Z)Z'O, e /Uin]-

U3
U4
U1 U2

Ug
U5

Figura 8.6: Complexo simplicial K. Observe que [v1,v2, v3] é um simplexo em K,
mas [v1, U2, U5] ndo é.

Exempro Se K é um complexo simplicial e [v,,...,v; ]| é um simplexo de K, entdo qualquer
subconjunto de {v;,, ..., v, } é uma face desse simplexo e, portanto, um simplexo de K.

Uma boa maneira de organizar a informagdo combinatdria envolvida num complexo é
considerar o f-esqueleto K¢, k = 0,1, ..., de um complexo simplicial de modo que K¢\ K¢-!
seja o conjunto de todos os ¢-simplexos de K. Observe que, tendo rotulado nossos vértices de
forma que K% = {v;}ier, podemos pensar em cada elemento de K como um certo subconjunto
de K° de cardinalidade no méximo ¢ + 1. Um subconjunto {v;,,...,v;,} C K9 é um elemento
de K*\ K*! precisamente se [v;,, . . ., v;,] é um simplexo {-dimensional de K.

Para descrever um complexo simplicial geométrico dado seu conjunto de vértices, basta
saber quais conjuntos de vértices {vj,, ..., v;,} correspondem aos simplexos [v;,, ..., v;] do
complexo simplicial. Reduzindo a esta informacao (que é puramente combinatéria) nos leva
a nogdo de um complexo simplicial abstrato.
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DeriNigAo Um complexo simplicial abstrato X consiste num conjunto de “vértices” X°
juntamente com um conjunto X*, para cada inteiro k, formado por subconjuntos! de X° de cardinalidade
k + 1, satisfazendo a segquinte condicdo: se j < k, qualquer subconjunto com (j + 1) elementos de X* ¢
um elemento de X/.

Cada elemento de X* ¢ um k-simplexo abstrato, e o tltimo requisito da definicao apenas
garante que toda face de um simplexo abstrato num complexo simplicial abstrato também é

um simplexo do complexo simplicial.

Um complexo simplicial abstrato é dito localmente finito se cada um de seus vértices
pertence a apenas um ntimero finito de simplexos. Nesse texto, estaremos interessados apenas

nesse caso.

Exempro Seja X° = {1,2,3,4,5,6}. A colecio dada por X = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6},
{1,2},4{2,3}, {1,3},1{1,2,3},{2,4}, {2,3},{3,4},{2,3,4},{4,5},{5,6},{4,6},{4,5,6}} é um
complexo simplicial abstrato. Nesse caso, temos trés simplexos bidimensionais {1,2,3}, {2,3,4} e
{4,5, 6} que foram colocados por uma aresta e um vértice, como na Figura 8.6. <

Assim, um complexo simplicial abstrato tem exatamente a mesma informagao combina-
téria que um complexo simplicial geométrico. Perdemos informagdes geométricas sobre o
tamanho de um simplexo, como ele esta inserido no espago euclidiano, etc., mas conservamos
todas as informagdes necessérias para reconstruir o complexo a menos de homeomorfismo. E
claro que, um complexo simplicial geométrico produz um complexo simplicial abstrato. Mas,
inversamente, podemos recuperar um complexo simplicial geométrico (a menos de home-
omorfismo) a partir de um complexo simplicial abstrato atribuindo a cada elemento de X°
um ponto distinto e a cada simplexo abstrato [v, ..., v, ] um k-simplexo geométrico gerado
pelos vértices apropriados e “colando” esses simplexos por meio da topologia quociente. Este
processo pode ser realizado de forma concreta geometricamente, escolhendo pontos especifi-
cos (e geometricamente independentes) dentro de um espago euclidiano apropriado, ou, de
outro modo, de forma puramente topolégica, construindo o espago topolégico como colagens
de simplexos padrdes representativos dos simplexos do complexo simplicial abstrato.

Vale a pena notar separadamente o ponto importante de que, assim como para um com-
plexo simplicial geométrico, um simplexo num complexo simplicial abstrato é completamente

determinado por sua colecdo de vértices.

Triangulariza¢do de Variedades

Dado um complexo simplicial K em R", consideraremos o espago |K| com a topologia
induzida pela topologia de R".

1IN0 necessariamente todos eles!
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DeriNi¢Ao Uma triangularizagdo (ou triangulacdo) de um espago topologico X consiste em
um complexo simplicial K e um homeomorfismo f : |K| — X, em que |K| é o politopo de K. Dizemos
que um espago topoldgico X é triangularizdvel se existe uma triangulagdo para X.

Figura 8.7: Triangularizagdo da Esfera.

a b c a
e f 8 e
h ] k h
a b c a

Figura 8.8: Triangularizagdo do Toro.

Os espacos topoldgicos ndo admitem necessariamente uma triangulacao e se o fazem, essa

triangularizacdo ndo é necessariamente tnica.

Mesmo quando restringimos ao caso das variedades topoldgicas temos que as variedades
topolégicas de dimensdo menor ou igual a 3 sdo sempre trianguldveis, mas existem variedades
ndo triangularizdveis em todas as dimensdes maiores que trés. Porém, qualquer variedade

suave pode ser triangularizada. Para a demonstragdo desse fato veja (MUNKRES, 2016).

Soma conexa de duas variedades triangularizdveis Sejam M; e M, duas variedades trian-
gularizaveis, entdo a sua soma conexa € triangularizavel pela soma conexa de suas triangula-
rizagdes, que definimos do seguinte modo.

DEeriINI¢Ao Sejam Kj e Ky dois complexos simpliciais que sdo triangularizagoes das variedades My
e My. Um complexo simplicial L tal que |L| é a triangularizagdo da soma conexa Mi#M, pode ser
obtido da seguinte maneira: escolha dois n-simplexos o1 € Ky e 02 € Ky. Seja L; = K; —int(o;) e
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seja L obtido tomando a unido disjunta de Ly e L, e identificando doy com doy. Assim, L =Li ULje
Lo = L1 N Ly é isomorfo ao bordo de um n-simplexo. Nesse caso escrevemos L = K1#K.

8.2 A-complexos

8.27 DEeriINi¢Ao Uma estrutura de A-complexo num espago topolégico X é uma colegdo de aplicagoes
{GZX : An - X}/

com n > 0, dependendo do indice « satisfazendo:

a restrigio o4y, € injetora;
cada ponto x € X é a imagem de exatamente uma restri¢io oo 3.,

a restrigio de o, a uma (n — 1)-face qualquer de A" é uma das aplicagdes og : A1 — X,
quando identificamos cada (n — 1)-face de A" com A"~ pelo homeomorfismo linear entre elas
que preserva a ordenagdo dos vértices;

E] um conjunto A C X é aberto se, e somente se, agl(A) é aberto em A" para todo o ,.

Dizemos que a aplicagdo o, : A" — X é um n-simplexo do A-complexo X.

A propriedade | 3 |faz com que 04|, seja um homeomorfismo sobrejetor na sua imagem,

logo a imagem é um simplexo aberto em X.
Um A-complexo X vem com uma filtragdo por esqueletos X’ ¢ X' c---c Xk c ... C X,

onde o k-esqueleto X* é a unido de todas as imagens de simplexos de dimensao no maximo k.

8.28 DEeFrINICAO Seja X um A-complexo. Dizemos que:

X é k-dimensional se X¥ = X e Xk 1 X, e X é infinito dimensional se tal k ndo existir;
X édo tipo finito se, para cada k > 0, X possui apenas um niimero finito de k-simplexos;

X ¢é finito se possuir apenas um niimero finito de simplexos.

A partir da Defini¢do 8.27, podemos entender X como o espago quociente de uma colegdo
de simplexos disjuntos {A%}, tal que, para cada ¢, : A" — X, o0 espago quociente é obtido
identificando-se cada (n — 1)-face de A% com Ag_l correspondente a restrigdo og de 0, na face

em questdo, como exige a terceira propriedade da definicdo acima.

Podemos entender um A-complexo fazendo a construgdo de maneira indutiva: comegamos

com um conjunto discreto de vértices, depois colamos arestas, em seguida tridngulos e assim
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progressivamente, satisfazendo as propriedades especificadas acima, i.e., tomando cuidado
com a forma em que as colagens sdo feitas. Sob um ponto de vista mais combinatério, definimos
um A-complexo como uma cole¢do de n-simplexos Al variando n junto com uma fungdo
associando a cada face do n-simplexo um (n — 1)-simplexo Ag_l (que satisfaz a propriedade
do mapeamento como em 3). Essa identificagdo é feita através do homeomorfismo linear
canodnico preservando a ordem dos vértices.

Complexos simpliciais sdo A-complexos que satisfazem algumas restri¢des adicionais.
Primeiro, em um complexos simplicial, é necessdrio mapear diferentes faces de A" para
diferentes simplexos, além disso, ndo é permitido adicionar dois n-simplexos diferentes
com o mesmo conjunto de vértices, de modo que um simplexo em um complexo simplicial
é determinado exclusivamente por seu conjunto de vértices (que, pelo primeiro requisito,
pode-se mostrar sdo todos distintos).

Por outro lado um A-complexo é uma unido de simplexos que sdo colados apenas colando
suas faces da maneira linear “6bvia”. Observe, no entanto, que algumas faces de um tnico
simplexo podem ficar coladas umas as outras: a restri¢ao sobre como as colagens acontecem
aplicam-se apenas a cada face de A" separadamente. Assim, por exemplo, comegando com
um udnico vértice vg, podemos adicionar uma aresta ¢ cujos vértices de bordo sdo o tnico
vértice com o qual comegamos (isso fornece um circulo). Em seguida, podemos adicionar um
tridangulo de modo que cada um de seus trés lados seja igual a aresta ¢. (Esse processo fornece
um espaco que nao pode ser mergulhar em R? e é bastante dificil de visualizar!)

Exempro Sejam S? a esfera bidimensional e w1y, wy, w3 pontos distintos do equador, como na Figura
8.9. Considere o1 : [v1,v2,v3] — S? um homeomofismo que mapeia o simplexo [v1, V2, v3] na metade
superior da esfera de modo que [v;, v;] é mapeado no arco [w;, w;| do equador e o3 : [v1,v2,v3] — S?
um homeomofismo que mapeia o simplexo [v1,v2, v3] na metade inferior da esfera mapeando [v;, v;]
no arco [w;, w;| do equador. Essa é uma estrutura de A-complexo na esfera. Nesse exemplo, os dois
simplexos sdo colados por trés faces, o que ndo poderia ocorrer num complexo simplicial. <

w1

Figura 8.9: Estrutura de A-complexo na esfera S?

ExempLo A estrutura de A-complexo na esfera descrita anteriormente pode ser representada através
do diagrama planar apresentado na Figura 8.10a. <
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w b : v b :
D) D)
a : b a ; b
D D
o u w v n w
(a) Uma estrutura de A-complexo na esfera. (b) Nao é uma estrutura de A-complexo na

esfera, pois as orientagdes nas arestas ndo cor-
respondem a ordenacdo de seus vértices de
acordo com a ordem dos vértices das faces.

Figura 8.10

8.31 ExempLO (ESTRUTURA DE A-coMPLEXO NO Toro) O Toro T? admite uma estrutura de A-
complexo composta por um 0-simplexo v, trés 1-simplexos a, b e c, e dois 2-simplexos U e L orientados

como no diagrama planar na Figura 8.11.

D

b

Figura 8.11: Uma estrutura de A-complexo no toro.

8.32 ExempLo (ESTRUTURA DE A-COMPLEXO NO PLANO PROJETIVO) O plano projetivo RP?
admite uma estrutura de A-complexo constituida de dois 0-simplexos v e w, trés 1-simplexos a, bec, e
dois 2-simplexos U e L, orientados conforme o diagrama planar na Figura 8.12.

8.33 ExEMPLO (ESTRUTURA DE A-COMPLEXO NA GARRAFA DE KLEIN) AgarmfadeKleinRPz
admite uma estrutura de A-complexo constituida de um 0-simplexos v, trés 1-simplexos a, b e c, e dois
2-simplexos U e L, orientados conforme o diagrama planar na Figura 8.13.

8.34 OBseERVAGAO Pode-se mostrar que qualquer A-complexo pode ser subdividido para se tornar um
complexo simplicial. Em particular, todo A-complexo é homeomorfo a um complexo simplicial. Para
mais detalhes, veja (MUNKRES, 2018).
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w, b v
)
C
a a
D
4 b w

Figura 8.12: Uma estrutura de A-complexo no plano projetivo real.

v b v
)
c
a a
D
v b v

Figura 8.13: Uma estrutura de A-complexo na Garrafa de Klein.

8.3 Exercicios

Ex. 8.1 — Seja K um complexo simplicial e | K| o politopo de K. Dado um espago topoldgico X,
mostre que uma funcéo f : |[K| — X é continua se, e somente se, f |1<" : |[K"| — X é continua
para todo n.

Ex. 8.2 — Se K é um complexo simplicial finito, entdo |K| é compacto. Reciprocamente, se
A C |K]| é compacto, entdo A C |L| para algum subcomplexo finito L de K.

Ex. 8.3 — Sejam X e Y sdo complexos simpliciais com um ponto marcado.

1. Supondo que o ponto marcado em ambos os complexos é um 0-simplexo construa
uma estrutura simplicial em X V'Y

2. Se o ponto marcado em X ndo é um 0-simplexo, ele estd no interior de um n-simplexo.
Mostre que é possivel dividir esse simplexo de modo que o ponto esteja em um 0-

simplexo. Conclua que é sempre possivel dar uma estrutura de complexo simplicial a
XVvYy

Ex. 8.4 —

1. Seja X um espago topoldgico e U = {U, : v € V} uma colegdo finita de conjuntos
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abertos cuja unido é o espaco X. Defina um complexo simplicial, chamado de nervo
de U e denotado N(U), tomando como vértices os elementos de U, e definindo os
k-simplexos como os subconjuntos S = {Uy,,..., Uy} de U tais que a intersecdo
Uy, N -+~ N Uy, ndo é vazio. Mostre que, de fato, N(U) é um complexo simplicial.

2. Por sua vez, se K é qualquer complexo simplicial e v é um vértice de K, defina um
conjunto aberto St(v) em |K|, chamado de estrela de v, como a unido dos interiores
dos simplexos que contém v, ou seja, St(v) é o complemento em |K| da unido desses |o|
para o qual ¢ ndo contém v. Mostre que os conjuntos abertos {St(v) : v € V} formam
uma cobertura aberta de |K|, e que o nervo desta cobertura é o mesmo que K.

Ex. 8.5 — Que espaco familiar é o quociente do A-complexo obtido de um 2-simplexo
[v0, v1, V2] obtido pela identificagdo das arestas [vg, v1] e [v1, V2], preservando a ordem dos

vértices?
Ex. 8.6 — Construa uma estrutura de A-complexo para o toro tridimensional T>.

Ex. 8.7 — Prove que se um espago topoldégico X admite uma estrutura de A-complexo, entdo
X é um espago de Hausdorff.

Ex. 8.8 — Mostre que uma garrafa de Klein é o retrato de deformacdo do A-complexo obtido
de A3 realizando as identificacdes de arestas [vg, v1] ~ [v1, v3] e [v0, V2] ~ [v2, v3]. Encontre
outros pares de identificagdes de arestas que produzem deformagdo de A-complexos retraindo
sobre um toro, uma 2-esfera e RP?.



Homologia e Cohomologia Simplicial

Como dito anteriormente, um dos nossos objetivos nesse livro, é estudar invariantes topoldgico-
algébricos dados na forma de nameros, grupos, anéis, médulos e outras estruturas algébricas
que sdo invariantes sob homeomorfismos. A ideia é que dois espagos topolégicos que nao

possuem o mesmo invariante algébrico ndo podem ser homeomorfos.

Como vimos na Secdo 8.1, simplexos sdo essencialmente tridngulos n-dimensionais (em
dimensdes visualizdveis, pontos, intervalos, tridngulos, tetraedros). Um complexo simplicial
consiste numa cole¢des de simplexos “colados” de forma adequada, assim sdo poligonos -
dimensionais formados por simplexos (por exemplo, conjuntos de pontos, curvas poligonais,
poligonos, poliedros e unides destes). Espagos topolégicos importantes, tais como a esfera, o
toro, o plano projetivo e a garrafa de Klein, assim como outras variedades triangularizaveis,

podem ser vistos como complexos simpliciais.

Nesse capitulo, comegaremos a tratar de uma nova familia de invariantes: os grupos
de homologia, especificamente discutiremos a Homologia Simplicial de um A-complexo.
Nosso objetivo principal nesta parte serd tratar da Homologia Singular que ao contrario
da Homologia Simplicial estd bem definida para qualquer espago topolégico. No entanto,
a Homologia Simplicial serve como um protétipo para a Homologia Singular, sendo mais
facil de definir e calcular. Em contrapartida, é dificil demonstrar que a Homologia Simplicial
é um invariante topoldgico. Nesse sentindo, mostraremos no Capitulo 10, que essas duas
homologias coincidem para A-complexos, e em particular, para complexos simpliciais.

201
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9.1 Grupos de Homologia Simplicial

Tradicionalmente, a homologia simplicial é definida para complexos simpliciais, que consti-
tuem um caso particular de A-complexos em que cada simplexo é unicamente determinado
pelo seu conjunto de vértices. Nesse livro, vamos definir homologia simplicial no contexto
mais geral de A-complexos.

O objetivo agora é definir os grupos de homologia simplicial de um A-complexo de X, em
que X é um espaco topolégico.

Recorde que uma orientacdo em um n-simplexo o é a escolha de uma ordenacédo para seus
vértices. A partir de agora, vamos assumir que cada face de o estd munida da orientacdo dada
pela ordenacéo de seus vértices de acordo com a ordem estabelecida para os vértices de o.

DEerINICAO Seja X um espago topolégico com uma estrutura de A-complexo. Uma n-cadeia
simplicial é uma combinagio linear formal com coeficientes em Z de n-simplexos o}, ou seja,

sz,
a
em que Ay € Z.

DerinNigAo O n-ésimo grupo de cadeias simpliciais C5(X) é o grupo livre que consiste em todas
as n-cadeias simpliciais. Equivalentemente, C5(X) é o grupo abeliano livre gerado pelos n-simplexos
simpliciais {o" : A" — X}. Definimos C5(X) =0, paran < 0.

DEerINI¢cA0 O homomorfismo de bordo (também conhecido por diferencial)
dn 1 CHMX) - C2 (X)),

para n > 1, é definido na base por

rrrrr 51',...,71,1]

n
ZCAEDYC AN
i=0

e estendendo por linearidade a toda n-cadeia simplicial, o que estd bem definido pois os grupos de cadeias
simpliciais sdo livres. Para n < 0, defina d,, = 0.

E comum omitirmos o subindice de d, e escrevermos apenas d : C;(X) — C2_ (X).
Finalmente, definimos C2(X) como o médulo graduado obtido pela soma direta

CA(X) &f @ CAMX) .

pEZL

A importancia dos sinais na definigdo do homomorfismo de bordo vém do préximo
resultado.
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v————v1 990, =0,

02

do = G|[Ul,v2] B

o + 0
0 U1 | [v0,v2] | [vo,v1]

3

do=o

| I 0 e
20 0 [v1,02,03] [v0,02,03] [v0,01,v3] [vo,01,02]

S

U1

Figura 9.1: O homomorfismo de bordo avaliado em alguns simplexos.

9.4 Lema Dado um A-complexo X, o homomorfismo de bordo satisfaz:
In-100d, =0,

para todo n € Z.

Demonstra¢do: Basta mostrar que d,—1 © d,(0}}) = 0, para todo elemento da base de CQ(X).
De fato, temos que

In-10n(0h) = It | (D'l
i=0

///// Z’)&,‘,‘..,Un]
_ 1) (1)~
_Z( A T
j<i
+ Z(_l)i(_l)j_lgg ltoor 5T
]'>l' ’ Yir 7 ]l ’7
=0.

Veja que os dois ultimos somatdrios se cancelam, dado que depois de trocar i e j no segundo
somatorio ele se torna o negativo do primeiro somatorio. O

O Lema 9.4 garante que o par (C2(X), ds) forma um complexo de cadeias no sentindo
algébrico, 0 qual chamamos de complexo de cadeias simpliciais de X. A situagdo algébrica que

possuimos agora é uma sequéncia de homomorfismos entre grupos abelianos (Z-mddulos)

Oy e 0 0
e CBL(X) 5 CR(X) =5 CR (X)) — - = CAX) — CH(X) 20
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com d,_1dy = 0 para cada n, e assim temos um complexo de cadeias. Assim, as nogdes
estudadas no Capitulo 7 se aplicam a este complexo de cadeias.

9.5 DEFINI¢AO Dado um espago topolégico X com uma estrutura de A-complexo:
0 kernel Z4(X) do operador bordo 9, : C5(X) — Cﬁ_l(X) ie.,
Z5(X) 4 ker 9,,,
é dito grupo dos n-ciclos. Um elemento de Z5(X) é chamado de n-ciclo ou ciclo n-dimensional.
A imagem BL(X) do operador bordo 41 : C5,(X) = CH(X), ie.,
BL(X) &im dpi1,

¢ dito grupo dos n-bordos. Um elemento de BY(X) é chamado de n-bordo ou bordo n-
dimensional.

Veja que quando n = 0, toda 0-cadeia é um 0-ciclo, pois por defini¢do dy = 0.
Da mesma forma que observamos para complexos de R-médulos, na Segao 7.4, temos que
todo n-bordo é um n-ciclo, pois d,-19, = 0, assim

0 C BA(X) ¢ Z5(X) c CA(X),

para todo n € Z. Logo, o médulo quociente Z,,(A)/B,(A) estd bem definido, o que possibilita
a definicdo dos médulos de homologia simplicial.

9.6 DeFiINI¢Ao Dado um espago topologico X com uma estrutura de A-complexo, o grupo de homo-
logia H}(X) de dimensdo n do A-complexo X ¢é definido por

ker 9, _ZS(X)
imdus1 BY(X) '

HY(X) 2

para cada n € Z. A soma direta

HAX) = (D Hy(X)

nez

é chamada de homologia simplicial do A-complexo X.

9.7 OBservagio Defato,0grupode homologia H5(X) é 0 n-ésimo Z-médulo de homologia do complexo
de cadeias (CA(X), d.).

Relembre que os elementos de H4(X) sdo as classes de homologia

[z]=z+ Bﬁ(X) ={z+du(x) | x € C2(X)}

n+1
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dos ciclos z € Z4(X). Além disso, se z e z’ sdo n-ciclos, temos que [z] = [2’] se, e somente

A

se, z/ =z = dy41(x), para algum x € C;'

(X). Nesse caso, dizemos que z e z’ sdo ciclos
homélogos.

Veja que uma classe de homologia n-dimensional ndo trivial de X é representada por um
n-ciclo que néo é bordo de um (n + 1)-cadeia. Dois n-ciclos representam a mesma classe de
homologia se eles diferem por um n-bordo.

ExempLo (GrRUPOS DE HOMOLOGIA DE S') Considere a 1-esfera S' com a estrutura de A-
complexo dada por: um 0-simplexo, denotado por v, e um 1-simplexo, denotado por e e colado a v no
dois extremos. Assim, C@(X ) =Z[v]e ClA(X) = Z[e], todos os demais grupos de cadeias simpliciais
sdo nulos. O complexo de cadeias (C2(X), d.) é da forma

0 17
...—>0—>0—>Z[e]—1>Z[v]—0>0,

em que d1(e) = v — v = 0. Portanto, todas as diferenciais sio triviais, o que implica que os grupos de
homologia coincidem com os grupos de cadeias simpliciais, i.e.

HASY) = Z k=01
b = .
0, k+#0,1 5
[ ] o —0
st DO Dl

Figura 9.2: Estrutura de A-complexo de S!

Esse resultado j4 era esperado, pois pelo Exemplo 7.58, se um complexo de cadeias tem
todas as diferencias triviais, entdo os médulos de homologia coincidem com os médulos de
cadeias.

ExempLo (Gruros DE Homorocia pe T?) Como vimos no Exemplo 8.31, 0 Toro T? admite
uma estrutura de A-complexo composta por um 0-simplexo v, trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois 2-simplexos
U e L orientados como no diagrama planar na Figura 9.3.

O complexo de cadeias singulares de T? tem a forma:
0 — CH(T?) — CN(T?) — Cy(T?) — 0,

que é equivalente, em termos de geradores, a

0 0: 0 0
05 7Z[U,L] 3 Z[a,b,c] = Z[v] = 0.
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D

4 (4

b

Figura 9.3: Uma estrutura de A-complexo no toro.

Vamos calcular os homomorfismos de bordo. Primeiramente, como o operador dy é trivial, entdo
ker dy = Z[v]. Note que d1(a) = d1(b) = d1(c) = v — v = 0. Portanto, im d; = 0. Assim,

kerdy Z[v]
HMTH)=——=""A"x=7.
0 (™) imd; {0}
Como o operador d é nulo, entio ker d1 = Z[a, b, c]. Consideremos uma mudanga de geradores de
a,b,cpara{a, b, a+b—c}, temoskerdy = Z[a, b, a+b—c]. Poroutrolado, dr(U) = (L) = a+b—c,
ou seja, im dy = Z[a + b — c]. Logo,

kerdy Zla, b, a+b—c]

A2y _
Hy (T = imd,  Z[a+b-c]

=Zla, b]=Z & Z.

Como ndo hi 3-simplexos, temos que im d3 = 0. Para calcular o terceiro grupo de homologia, resta
encontrar o niicleo de 9. Veja que:
bMU+MLL) =0 Ma+b—-c)+A(a+b—-¢)=0
= /\1 = —/\2
(= /\1U - )\1L S ker&z.

Assim, ker dp é um grupo ciclico infinito gerado por U — L, ou seja,

kerd, Z[U-L]
imd; {0}

[l

Z.

HMNT?) =
Resumindo,

Z&Z, n=1
HXNT?) = Z, n=0,2
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)
D

4 w

b

Figura 9.4: Uma estrutura de A-complexo no plano projetivo real.

9.10 Exempro (Gruros pE HomorocG1a pE RIP2) Como vimos no Exemplo 8.32, o plano proje-
tivo RP? admite uma estrutura de A-complexo constituida de dois O-simplexos v e w, trés 1-simplexos
a, b ec, edois 2-simplexos U e L, orientados conforme o diagrama planar na Figura 9.4.

O complexo de cadeias simpliciais de RP? tem a forma:
0 — C2(RP?) — CHRP?) — CHRP?) - 0,

que é equivalente, em termos de geradores, a

12 0 0 12
0= Z[U,L] 3 Z[a,b,c] = Z[v,w] = 0.
Como o operador dy é trivial, entdo kerdy = Z[v,w]. Além disso, d1(a) = (b)) = w —v e
di(c) = v —v = 0. Portanto, imdy = Z[w — v]. Fazendo a mudanga de geradores {v,w} para
{v,w — v}, temos

kerdy Z[v,w —v]

imd;  Z[w - v] =Z.

Hy(RP?) =

Calculando ker 0y:

d1(A1a + Axb + Azc) =0 © A1d1(a) + A201(b) + A39d1(c) =0
S MAM+A)(w-0v)=0
S A =-A
o kerdy =Z[a-b,c].

Fazendo uma mudanga de geradores, ker d1 = Z[a — b + ¢, c]. Agora, vamos calcular a imagem de ;.
Veja que do(U) = —a+b+cedy(L) = a—b+c. Poruma mudanga de geradores,im d» = Z[a—b+c, 2c].
Assim,

kerdy Zla-b+c,c] _ Z[c]
imd, Zla-b+c,2c] Z[2c]

HMRP?) = = 7.



9.11

9.12

CAPITULO 9. HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA SIMPLICIAL 208

Veja que ndo existem 3-simplexos e ker d, = 0, pois d é injetora. Dai

kerd, {0} _

HMRP?) = =Y _ 1.
2 (RFY) imd; {0} {0}
Resumido:
Z, n=0
HMXRP?) ={ Z,, n=1
0, n>2

E importante ressaltar que a homologia simplicial associa os grupos (ou médulos) de
homologia aos A-complexos (estruturas de A-complexos em um espago topolégico) e ndo a
um espago topolégico em si.

Claramente, um espago topoldgico X pode admitir mais de uma estrutura de A-complexo.
A questdo natural que surge é se os grupos de homologia simplicial H;(X) independem
da escolha da estrutura de A-complexo em X. Em outras palavras, dois A-complexos ho-
meomorfos possuem grupos de homologia isomorfos? Mais geralmente, dois A-complexos
homotopicamente equivalentes possuem grupos de homologia isomorfos?

O caréter rigido inerente a uma estrutura de A-complexo, torna o desenvolvimento da Teo-
ria de Homologia Simplicial mais penosa. Para responder tais questdes, vamos primeiramente
desenvolver uma teoria mais geral, a teoria de Homologia Singular, que tem a vantagem de
estar bem definida para qualquer espago topoldgico e ndo apenas aos que admitem estruturas
de A-complexos. Por fim, na Se¢do 10.8 (Teorema 10.65), mostraremos que os grupos de homo-
logia simplicial e os grupos de homologia singular coincidem para o caso de A-complexos e a
invaridncia dos grupos de homologia simplicial segue da invaridncia do grupos de homologia

singular.
Certamente tais perguntas podem ser respondidas de forma direta, sem o uso de homologia
singular, como feito no Capitulo 2 de (MUNKRES, 2018).

TeorREMA (INVARIANCIA) Dado um espago topoldgico que admite estrutura de A-complexo, a
homologia simplicial de X ndo depende da escolha da estrutura de A-complexo.

Essa propriedade é extremamente relevante, pois torna os grupos de homologia simplicial
um objeto algébrico capaz de caracterizar espagos triangularizaveis.

DeriNi¢Ao Uma estrutura de A-complexo X é conexo por caminho se para cada par de vértices
(i.e., 0-simplexos) em X existe um caminho formado por um niimero finito de arestas (i.e., 1-simplexos)
ligando um vértice ao outro.

Podemos agora descrever o significado topoldgico do grupo de homologia de dimensao
0, ou seja, Ho(X).
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Prorosi¢io (HomorLoGia DE DIMENSAO 0) Seja X um espago topolégico munido de uma
estrutura de A-complexo conexo por caminhos. Entdo, HOA(X ) = Z.

Demonstra¢do: Note que um 0-simplexo singular em X pode ser visto como um ponto em
X. Feita essa identificagdo, seja X0 = {v;}ier 0 conjunto dos 0-simplexos de X (i.e., o conjunto
dos vértices). Dai, C@(X) ~ 7!. Além disso, C@(X) = Z@(X). Dados os vértices v, e vs, pela
conexidade de X, existem 1-simplexos (arestas) oy ligando wi—1 a wi com wp = v, € Wi = vs.
Entéao,

d1(o1 + 02+ ...+ 0k) = Vs — Usg,.

Portanto, vs — vs, € B@(X ), para todo s # sg. Agora, defina 0 homomorfismo de aumentacao

f COA(X) = ZS(X) — Z por
f (Z )\ivi) “‘éfzf\i,

ief i€]

em que | é um subconjunto finito de I. Entdo,

ker f = {Z Awvi | T € Ifinito e Z Ai = o},

ie] i€]

que é gerado por vs — v5,, para s # so. Note que esse elementos também geram BOA(X ), logo
ker f = BOA(X ). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

Z8(X) _
By(X)

H}MX) = im f = Z.

CoroLARIO Seja X um A-complexo finito com k > 1 componentes conexas, entio
A ~ 7k
HA(X) = ZF.
Demonstra¢do: Observe que X pode ser escrito como unido de k complexos simpliciais finitos

e conexos, digamos X = Ui.‘lei. E facil ver que Hﬁ(X) =HMX)® & Hﬁ(Xk), para todo
n > 0. E o resultado segue pela proposicao anterior. 0

Além disso, note que se X é um A-complexo finito, entdo os grupos de homologia simplicial
com coeficientes em Z sdo grupos abelianos finitamente gerados.

Prorosi¢cAo Seja X um A-complexo finito de dimensio m.

HAX(X) é um grupo abeliano finitamente gerado, para todo n € Z;
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HX(X) = 0, para todo n > m;

HA(X) é um grupo abeliano livre, possivelmente trivial.

Demonstracgao:

Com efeito, como X é um A-complexo finito, existem finitos n-simplexos, para cada

n > 0,logo C2(X) é um grupo abeliano livre finitamente gerado (com posto igual

a quantidade de n-simplexos em X). Como Z2(X) e B4(X) sdo subgrupos de C5(X)

e subgrupos de grupos livres sdo livres, entio Z4(X) e B5(X) tamlgém sdo grupos
Zy(X)

abelianos livres finitamente gerados. O grupo quociente H2(X) = BEX) é um grupo

abeliano finitamente gerado, que pode ser ou ndo livre.
E imediato, pois nao existem simplexos de dimenséo g > m.

Como C4,,(X) = 0, temos que B4, (X) = 0, logo Hpy(X) = Z3(X). Segue que Hpy(X) é
livre, pois é subgrupo de um grupo livre.

0

Pelo Teorema da Estrutura de Grupos Abelianos Finitamente Gerados, os grupos H.(X)

podem ser escritos POr uma soma direta

HYX)=2Z® - ©@Z &6Zy & - DLy,
N———
Bn copias

onde Z,, sdo grupos abelianos ciclicos finitos de ordem p;, chamados os coeficientes de torgao.
O ntimero natural 8, é chamado de posto do grupo H;(X) ou namero de Betti e corresponde
ao numero de geradores livres de HA(X), ie., geradores de ordem infinita. Resumindo, o
grupo de homologia simplicial H2(X) pode ser representado pela soma direta de um grupo
abeliano livre com um grupo finito, H}(X) = Zf» @ T, em que T é o subgrupo de torgao.

E interessante ressaltar que, como consequéncia do Teorema da Estrutura de Grupos
Abelianos Finitamente Gerados (Coroldrio 7.29), o grupo H4(X) é unicamente determinado
pelo seu posto e pelos coeficientes de torcao.

9.2 Homologia Simplicial com Coeficientes e Homologia Relativa

Na se¢do anterior, baseamos nossa constru¢ao de homologia simplicial no anel Z. No entanto,
nem sempre essa ¢ a melhor escolha de coeficientes para se trabalhar. Por exemplo, vimos
que HZA(RPZ) = 0, o que pode ser considerado indesejavel no sentido de que nossa definig¢ao
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atual de homologia ndo parece reconhecer o plano projetivo como um objeto bidimensional.
Essa informacgédo pode ser recuperada considerando coeficientes em um outro anel.

Além disso, como é de costume em matemdtica, por vezes queremos desconsiderar
explicitamente qualquer informagao que néo seja de interesse para o problema em questao.
Por exemplo, podemos querer apenas capturar propriedades topolégicas de um A-complexo,
que ainda ndo foram estudados por um determinado subcomplexo.

Nessa secdo, consideramos um A-complexo X juntamente com um subcomplexo A C X,
e vamos introduzir os grupos de homologia simplicial relativa H;(X, A; R) com coeficientes

em um anel comutativo R de tal forma que se A = 0 e R = Z, recuperamos a defini¢do de
homologia simplicial, i.e., H3(X, A; R) = H2(X).

Homologia Simplicial com Coeficientes em R

Na secao anterior, definimos cadeias simpliciais com coeficientes inteiros. Podemos definir,
de forma mais geral, cadeias simpliciais com coeficientes em um anel comutativo com unidade.

Seja R um anel comutativo com unidade 1. Uma n-cadeia simplicial com coeficientes em

Z Aqolt
a

de n-simplexos ¢/ e coeficientes A, em R.

R é uma combinacao linear formal

DeriNigAio O n-ésimo médulo de cadeias simplicial C2(X; R) com coeficientes em R é 0 R-
modulo livre com base {o} : A" — X} que consiste em todas as n-cadeias simpliciais com coeficientes
em R. Definimos C5(X;R) =0, paran < 0.

Podemos definir o R-homomorfismo de bordo d, nos geradores como na Defini¢do 9.3 e
estender para todas as cadeias por linearidade. O Lema 9.4 continua valendo, i.e., d,—10d, = 0.
Assim, (C2(X; R), d.) é um complexo de cadeias, chamado de complexo de cadeias simpliciais
com coeficientes em R. Os médulos de homologia desse complexo sdo chamados de médulos
de homologia simplicial do A-complexo X.

DEeFINI¢AO Seja Xum espago topolégico com uma estrutura de A-complexo. O n-ésimo moédulo de
homologia simplicial H>(X; R) de dimensio n do A-complexo X é definido por

ker d,

H2(X;R) % - ,
im dy 41

para todo n € Z. A soma direta
HAX;R) = P HR (X R)

nez

é chamada de homologia simplicial com coeficientes em R do A-complexo X.
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O exemplo a seguir, mostra que as vezes a escolha do anel R é relevante para se obter mais
informagdes topoldgicas sobre o espago em questao.

0
9.18 ExempLo Retomando o Exemplo 9.10, vimos que a diferencial 9 : Cy(RP?) SN CHRP?) tem a

forma
-1 41
+1 -1
+1 +1
Z

Considerando cadeias simpliciais com coeficientes em Z, i.e., se trocamos o anel Z por R = Zj, a
3
iqualdade —1 = 1, implica que a diferencial 0, : C2A(RP2; Zy) 2, ClA(RIP’Z;Zz) tem a forma

+1  +1
+1  +1
+1  +1
Zy

Daf, im d; tem posto igual a 1, e pelo Teorema do Niicleo e Imagem, ker do também tem posto 1. Segue

Z[U, L] [a,b,c].

Zo[U, L] [a,b,c].

que
HYRP?;Zy) = Z,. 4

Homologia Simplicial Relativa

Primeiramente, vamos definir formalmente o que entendemos por subcomplexo.

9.19 DEeriNi¢Ao Dado um A-complexo X, um sub-A-complexo (ou subcomplexo) é um subespago
A C X dado pela unido de simplexos em X. O par (X, A) é chamado de A-par.

Figura 9.5: Em vermelho e em azul subcomplexos de X.

Dado um subcomplexo A C X, o complexo (CA(A;R),94) esta bem definido. Agora,
podemos proceder como na Segdo 7.8, para construir os médulos de homologia simplicial
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relativa. Mais especificamente, dado (X, A) um A-par, considere o médulo quociente
CLH(X;R)

CA(X, A; R) %f
a ) CAMA;R)

para todo n € Z. Note que as n-cadeias de C2(A; R) sdo triviais em C5(X, A; R) e a diferencial
em Cﬁ(X; R) satisfaz 8,1(C,§(A; R)) C Cﬁ_l(A;R). Portanto, temos um homomorfismos de
R-moédulos

91 CAX, A;R) — C2_(X, A;R)

e que ainda satisfaz én_l ) 5,1 = 0. Por fim, obtemos um complexo de cadeias (CA(X,A;R), 5*),
o complexo quociente de (C2(X; R), d.) por (C2(A; R), 94), chamado de complexo simplicial
relativo com coeficientes em R.

Cada elementos de C4(X,A;R) é chamado de uma n-cadeia relativa. Uma n-cadeia
relativa [a] = a + C2(A; R) é dita ser um n-ciclo relativo se d,,([a]) = 0, i.e.

du(a) € C5_(A;R).

O R-moédulo dos n-ciclos relativos é denotado por Z ﬁ(X ,A; R) = ker 5,1 Uma n-cadeia relativa
[a] = a + C2(A; R) é dita um n-bordo relativo se existe b € CﬁH(X; R) tal que d,,41([b]) = [a],
ou seja, a = dy41(b) + a’ para algum a’ € C2(A; R). O R-médulo dos n-bordos é denotado por
BA(X, A;R) = im d41.

DEeriNI¢AO Seja (X,A) um A-par. O n-ésimo médulo de homologia do complexo simplicial
(CA(X,A;R),d) é chamado de médulo de homologia simplicial relativa com coeficientes
em R e é denotado por HA(X, A; R). Em outros termos,

kerd, _ ZMX,A;R)

HAX,A;R) & =2 .
im 8n+1 BVl (X/ A; R)

Dois n-ciclos relativos [a1], [a2] sdo relativamente homélogos se [a; — a2] é um bordo

relativo, ou seja, se a1 = ap + dj,4+1(b) + ¢ paraalgum b € CMA;R)eb € CﬁH(X; R).

Grosso modo, a ideia intuitiva por trds da homologia relativa é de que HA(X,A;R) é
“homologia de X médulo A”. Esta intuigdo serd formalizada posteriormente na Proposi¢ao
10.25 que afirma que, sob algumas condi¢des, a homologia relativa de X em relacdo a A é
isomorfa a homologia reduzida do quociente X /A.

Quando A = (), usaremos as notagoes
CAX;R) & CA(X,0;R) e  HAX,R)%¥ HAX,0;R),

e assim, recuperamos as defini¢des da se¢do anterior para o caso em que R = Z.

No préximo exemplo, vamos considerar o caso especial de A-complexo dado por um
complexo simplicial.
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Exemrro Considere o complexo simplicial K na Figura 9.6 cuja realizagdo geométrica é um quadrado.
Seja L o subcomplexo cuja realizagio geométrica é dada pelo bordo do quadrado. Queremos calcular os
médulos de homologia relativa H.(K, L; R).

U3

€4 @ €3
00
€g 04) ‘02) €6

e
€1

D)

(4 2

U1

Figura 9.6: Complexo simplicial

Primeiramente, dada uma 2-cadeia o = Z‘}:l rio; € CZA(K; R), emquer; € Rparai=1,...,4,
seu bordo é dado por

8

d2(0) = (r4 — ri)er + (r1 — r2)ex + (r2 — r3)ez + (r3 — ra)eq + Z ri—ae.
i5

Logo, a 2-cadeia o representa um ciclo relativo de K médulo L se, e somente se, r1 = 1, = r3 = 14. E
01+ 02 + 03 + 04 representa um gerador para o médulo dos 2-ciclos relativos ZZA(K, L; R). Como ndo
existe 3-simplexo, ndo hd 2-bordos relativos. Assim,

HY(K,L;R) = R.

Agora, dada uma 1-cadeia ¢ = Z?:l rie; € ClA(K,' R), emquer; € Rparai =1,...,8, seu bordo é
dado por

di(c) = (rg —r1 — 15)v1 + (15 — 12 — 16)02

+ (7’6 - 13— 1"7)1)3 + (1"7 — 14— 1’8)04 + (1’1 +7ry+1r3+ 1’4)00.

Logo, a 1-cadeia c representa um ciclo relativo se, e somente se, r1 + o + 13 +r4 = 0. Vamos mostrar que
qualquer 1-ciclo relativo é também é um 1-bordo relativo. De fato, tomemos b = ro01—1303+(r1+12)04 €
C2(K;R), veja que

82(17) = 1161 + 1263 + 1363 + 1464 + 1265 — 1367 + (1’1 + 7’2)68.

Assim,
c = da(b) + (r5 — 12)es + reee + (r7 + 13)e7 + (rg — r1 — r2)eg,

€ CH(LR)



9.22

9.23

CAPITULO 9. HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA SIMPLICIAL 215

e c representa um 1-bordo relativo. Portanto,
HAK,L;R) = 0.
Por fim, temos que o médulos das O-cadeias relativas é gerado por vy, i.e. COA(K, L;R) = R[vg].
Como vg é um bordo relativo, pois vy = d1(e1) + v1, segue que
HS (K, L;R) = 0.

Prorosi¢cAo Sejam K um complexo simplicial e L um subcomplexo. Se cada componente conexa
por caminhos de K contém pelo menos um vértice de L, entio HOA(K, L;R) =0.

Demonstra¢do: Dado um vértice v € K, seja 0 um caminho formado por arestas orientadas
ligando v a um vértice u € L. Entdo, di(0) = v — u. Segue que v é relativamente homélogo
a u. Portanto, todo 0-ciclo é um 0-bordo relativo, i.e. BOA(K, L;R) = Zé(K, L;R). Segue que
H{ (K, L;R) = 0. O

Seja (X, A) um A-par. Os complexos de cadeias (C2(A; R), d.) e (CA(X;R), d4) formam
uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias

0 — CMA;R) 5 CAX;R) D5 CA(X, A;R) — 0,

em que i é a inclusdo e 7 a projegdo. Pelo Lema do Zig-Zag (Teorema 7.76), existe uma
sequéncia exata longa em homologia associada.

TeorEmMA Seja (X, A) um A-par. Entdo existe uma sequéncia exata longa

> 3*,n+2

Q—» H2, (A;R) —=H2 (X;R) "~ H2 (X, A;R) >

n

a>e,n+1
C_»HQ(A;R) " HAX;R) == H,?(X,A;R)>
Qo
( is Tl
Hﬁ_l(A,R)ﬁHﬁ_l(X,R)ﬁ'Hﬁ_l(X,A,R)>a .

chamada de sequéncia exata longa do par (X, A).
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A sequéncia exata longa captura precisamente até que ponto H4(A;R), HX(X;R) e
H2(X, A; R) estao relacionados. Nesse sentindo, temos o seguinte corolario:

CoroLARIO A homologia simplicial relativa Hﬁ(X,A;R) é trivial para todo n se, e somente se,

todas as aplicacoes H5(A; R) AN HA(X; R) sdo isomorfismos.

Demonstra¢do: Primeiramente, notamos que em uma sequéncia exata, apenas o R-médulo

trivial se encaixa entre dois homomorfismos triviais adjacentes.
(=) Segue diretamente da exatiddo da sequéncia.

. - i . . - ~
(&) Se todas as aplicagdes H,(A; R) — H2(X;R) sdo isomorfismos, entdo 7, e ds, sdo

triviais. Consequentemente, HA(X,A;R) =0, para todo n. O

Exempro Considere novamente o complexo simplicial K na Figura 9.6, apresentado no Exemplo 9.21
e seja L o subcomplexo dado pelo bordo do quadrado. Vamos calcular a homologia relativa H.(K, L; R)
utilizando a sequéncia exata longa do par (K, L). Uma parte dessa sequéncia é

HMK; R) — HA(K, L; R) —% HML;R) —» HMK;R).
Como K ndo possui 2-ciclos, temos H2(K; R) = 0. O médulo das 1-cadeias é gerado pelos simplexos
est+ex—e1, e te3—ey, e7+teg—e3, egter—ey,

que sio bordos de a1, 02, 03, 04, respectivamente. Logo, H(K; R) = 0. Observe ainda que H(L; R) =
R. Pela exatidio da sequéncia, segue que 0., é um isomorfismo e HX(K,L;R) = R, como ji era
esperado.

Agora, considere a sequinte parte da sequéncia exata longa do par (K, L):
0
HAK;R) — HA(K, L; R) =5 HM(L; R) — H(K; R) — HA (K, L; R).

Sabemos que HlA(K; R) = 0. Como K e L sio conexos por caminho, HOA(L; R) = HOA(K; R) = R. Pela
Proposigio 9.22, HOA(K, L; R) = 0. Pela exatiddo da sequéncia, temos HlA(K, L;R) =0. <

Exempro Considere o complexo simplicial K na Figura cuja realizagdo geométrica é um anel. Seja
L o subcomplexo cuja realizagido geométrica é dada pelos bordos do anel. Consideramos os simplexos
orientados como na Figura 9.7. Queremos calcular os médulos de homologia relativa H.(K, L) para o
anel R = Z.

Para isso, considere a seguinte parte da sequéncia exata longa do par (K, L):

HJK)— HA(K, L) HA(L) HA(K) HA(K L) HA(L)—> HY(K)— HY (K, L).
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01 Y V4

2

U3

\ \
V2 4 4

Figura 9.7: Complexo simplicial cuja realizagdo geométrica é um anel.

Usando o Coroldrio 9.14 e a Proposigdo 9.22, temos que
HML)=Ze®Z, HyK)=Z H}KL)=0. 4

Como K niio possui 2-ciclos, temos H2(K) = 0. Além disso, H(K) = Z é um grupo ciclico infinito
gerado pela classe do 1-ciclo z1, ou ainda do 1-ciclo z, que sdo ciclos homdlogos, veja a Figura 9.7.
Por sua vez, HlA(L) = 7 @ Z e possui como base as classes dos 1-ciclos z1 e zp. Substituindo tais
informagoes na sequéncia exata longa do par (K, L), temos:

A Ov2 iv 1 A di ix0
0— Hy(K,L)—Z2Z8&Z—>Z— H(K,L) —Z86Z— Z— 0.

Para encontrar os grupos de homologia relativa, vamos analisar 0s mapas i., . € 0.

Como i : L — K é a inclusdo, temos que i.1[z1] = [z1] e i.1[z2] = [z2]. Mas z;1 e z; sdo ciclos
homologos em K. Segue que i. 1 é sobrejetor e seu kernel é dado por keri.n = Z[z1 — z2] = Z. Jd o
homomorfismo de conexdo d.p tem kernel trivial e im d.p = Z[z1 — z2]. Assim, H2A(K, Ly=Zeé
gerado pelo 2-ciclo relativo dado pela soma de todos os 2-simplexos em K com orientagdo anti-hordria.

Jam.: HlA(K) - HlA(K, L) é o homomorfismo trivial. Portanto, ker d.; = 0.

Os 0-simplexos vg e v1 formam uma base para HJ'(L), e 0 0-simplexo v é uma base para H§(K).
Veja que 1.1 mapea os dois geradores em [vo] e [v1] no gerador [vg]. Assim, keri.n = Z[v1 — vo).
Segue que HA(K, L) = Z e é gerador pelo 1-ciclo relativo eo.

9.3 Caracteristica de Euler-Poincaré de um Complexo Simplicial

Um dos invariantes topoldgicos mais elegantes e simples associado a um espaco é a caracte-
ristica de Euler-Poincaré, que é considerada uma das primeiras manifestagdes dos conceitos
da Topologia Algébrica na histéria da matematica.

A caracteristica de Euler yx foi originalmente definida para poliedros segundo a férmula

x=V—-E+F,
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em que V, E e F sdo respectivamente os niimeros de vértices, arestas e faces do poliedro dado.

Se o poliedro for convexo, ou de modo geral, uma triangulacdo qualquer de S?, temos a
relacgdo classica conhecida como férmula de Euler:

V-E+F=2

Esta férmula é o ingrediente chave para mostrar que os cinco sélidos platonicos (tetraedro,
cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro) sdo os tinicos sélidos regulares em R3.

CRLOX

Figura 9.8: S6lidos cujas faces podem ser divididas de modo a serem uma trian-
gulagio da esfera S? e para os quais V — E + F = 2.

Um de seus primeiros enunciados apareceu em 1537 num trabalho de Francesco Maurolico.
Em 1675, Descartes apresentou alguns resultados a partir dos quais se poderia obter a férmula
como consequéncia imediata. Mas Descartes ndo parece ter descoberto o fato. A relagdo
reapareceu posteriormente, em 1758, nos trabalhos de Leonhard Euler, que deu nome ao
conceito. As demonstrac¢ées fornecidas por Euler da relacdo V — E + F = 2 sdo consideradas
incompletas. Os detalhes podem, no entanto, ser facilmente preenchidos de modo a produzir
uma demonstragdo correta.

Em 1895, Henri Poincaré no trabalho seminal “Analysis Situs”, que é considerado o trabalho
inaugural da topologia algébrica, demonstrou uma relagdo entre a caracteristica de Euler e
os ntimeros de Betti de um espaco, generalizando a caracteristica de Euler para variedades
arbitrarias. Este trabalho traz como consequéncia que o nimero de Euler é um invariante

topolégico. E esse o resultado principal que provaremos nesta secao.

Nao podemos deixar de destacar a importancia do Analysis Situs e seus suplementos. Nes-
tes trabalhos Poincaré introduziu os conceitos de grupo fundamental e homologia simplicial,
forneceu uma formulacéo inicial do Teorema da Dualidade de Poincaré, introduziu, como ja
observamos, a caracteristica de Euler-Poincaré para variedades e apresentou diversas conjec-
turas importantes, incluindo a célebre conjectura de Poincaré, provada em 2003. Também foi
nesse artigo que foi cunhado o termo “homeomorfismo”.

Vale também destacar que nos primérdios da topologia algébrica (entre o final da década
de 1890 e o inicio da década de 1930), os grupos de homologia ndo haviam sido definidos e
as pessoas trabalhavam com os niameros de Betti e coeficientes de tor¢do. Emmy Noether de-
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sempenhou um papel crucial na introdugao na linguagem de grupos na Algebra Homolégica
e consequentemente na formulagdo do conceito grupos de homologia.

A seguir, vamos generalizar a férmula de Euler para um complexo simplicial qualquer.

DeriNigAo Dado um complexo simplicial finito K de dimensdo m, seja c, o niimero de p-simplexos
em K. Definimos a caracteristica de Euler-Poincaré x(X) de K como sendo

m

X(K) =Y (<1Ye; .

i=0
DEeFINICAO Para um complexo simplicial K finito, definimos o i-ésimo niimero de Betti de K por:
Bi(K) & posto (H(K)),
i.e., 0 posto do i-ésimo grupo de homologia simplicial de K.
Claramente, se H*(K) é trivial, entdo B;(K) = 0. No entanto, f;(K) = 0 ndo implica que

H Z.A(K) é trivial, pois H iA(K) pode ser o produto de grupos ciclicos finitos.

O préximo resultado relaciona a caracteristica de Euler-Poincaré de K com os médulos de
homologia simplicial de K, mais especificamente com os nimeros de Betti.

TeorEMA (EuLErR-PoiNcARE) Dado um complexo simplicial finito K de dimensdo m, temos que

X(K) = > (<1 Bi(K).
i=0

Ou seja, a caracteristica de Euler-Poincaré de um complexo simplicial K é igual & soma
alternada dos nameros de Betti de K.

O Teorema de Euler-Poincaré mostra que os grupos de homologia simplicial determinam
a caracteristica de Euler-Poincaré de um complexo simplicial.

Para provar esse resultado vamos precisar da seguinte proposigao:
Prorosi¢cAo Dada uma sequéncia exata curta de grupos abelianos e homomorfismos
0—E—F—5>G—0,

se F tem posto finito, entio
posto (F) = posto (E) + posto (G).

Em particular, se G é um grupo abeliano com posto finito, e se H é um subgrupo de G, entdo

posto (G) = posto (H) + posto (G/H).
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Demonstragdo do Teorema 9.29: Por definigao, C#(K) é um grupo abeliano livre gerado pelos
i-simplexos, logo CiA(K) tem posto igual a c;. Como H iA(K) = ZiA(K) / Bﬁ(K), pela Proposicao
9.30, temos que

posto (HZ.A(K)) = posto (ZiA(K)) — posto (BiA(K)) .

Considere a sequéncia exata curta
0 — ZA(K) — CA(K) -2 B2, (K) — 0,
aplicando novamente a Proposic¢do 9.30, temos
= posto (CiA(K)) = posto (ZiA(K)) + posto (BiA_l(K)) .
Segue que

xX(K) = ) (~D'ei
i=0

_ i(_l)z‘ (posto (ZZ.A(K)) + posto (BiA_l(K)))

M§

(=1)'posto (ZA(K)) Zm:(—l)iposto (Bf_l(K))
i=0

Il
o

i

Agora, como nao existem (m + 1)-simplexos, B4 (K) = 0; e por definigio Bél(K) = 0.
Portanto,

Y(K) = Z( 1)posto (ZA(K)) Zm:(—l)i“posto (BiA(K))
i=0 i=0

3

i A A
;( 1) (posto (Z (K)) posto (Bi (K)))

Ms

(-1)'posto (HA(K)) = S B
i=0

~.
I
o

9.31 OBservAacAo Provamos um resultado mais geral. Dado um complexo de cadeias limitado
do

I
O_)Cm_>cm—l_)"'_>cl_>01

em que C; é um grupo abeliano finitamente gerado de posto c;, entio

D (=Diei = > (=1)'posto (Hi(C.)).
i=0 i=0
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Um coroldrio importante a ser mencionado é que se K e K’ sdo triangulagdes finitas de
um mesmo espaco topolégico X, entdo pela invariancia topoldgica da homologia simplicial,
HZ.A(K) = HiA(K’), para todo i > 0, e a caracteristica de Euler-Poincaré realmente depende
apenas da topologia do espago X = |K|, e ndo da triangula¢do K de X. Em outras palavras, a
caracteristica de Euler-Poincaré de um espago triangularizavel (ou um poliedro compacto) é
um invariante topolégico.

Uma consequéncia da Observagido 9.31 é que podemos facilmente generalizar o Teorema
de Euler-Poincaré para outras teorias de homologia, e em particular, o resultado permanece
vélido se considerarmos que X é espago munido de uma estrutura de A-complexo.

A caracteristica de Euler-Poincaré é um dos principais ingredientes na classificagdo de
superficies compactas S. Nesse caso, x(K) = co — c¢1 + 2, onde cp é o nimero de vértices, c1 0
nuamero de arestas e c2 0 nimero de tridngulos em uma triangulariza¢do K da superficie S.
Além disso, podemos mostrar que uma superficie trianguldvel K é orientavel se, e somente se,
HzA (K) = Z; e K é ndo orientavel se, e somente se, H2A (K) = 0. Assim, a nocado de orientabilidade
de uma superficie é também capturada pelos grupos de homologia simplicial.

9.32 Exempro Voltando ds triangulagdes da esfera, do toro, do espago projetivo e da garrafa de Klein,

podemos calcular suas caracteristicas de Euler-Poincaré, obtendo os valores na Tabela 9.1.

Superficie x(S)
Esfera 2
Toro 0
Plano projetivo 1
Garrafa de Klein 0

Tabela 9.1: Caracteristica de Euler-Poincaré.

R e N

Figura 9.9: Sélidos para os quais ndo é valido V —E + F = 2.

A carateristica de Euler estd relacionada com um outro invariante de superficies fechadas
S, o género da superficie. Relembre que se S é uma superficie fechada orientdvel, entdo o
género de S é dado pelo nimero de toros na decomposi¢gdo em somas conexas de S. Ja no
caso ndo orientdvel, o género é dado pelo nimero de planos projetivos na decomposicdo em
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somas conexas de S. A carateristica de Euler de uma superficie fechada S pode ser calculada
a partir do género da superficie, como estabelecido na proposicao a seguir.

Prorosi¢cAo Seja S uma superficie fechada. Entdo

2-2g, seS éorientivel
x(5) = S
2—-g, seS ndo éorientdivel

A demonstragdo desse resultado é deixada como exercicio, veja Exercicio 9.10.

9.4 Cohomologia Simplicial

Conforme vimos no Sec¢do 7.9, podemos considerar o complexo de cocadeias simpliciais
associado ao complexo de cadeias simpliciais (C2(X), d:) de um A-complexo X.

Seja X um A-complexo e R um anel comutativo com unidade. Considere o complexo de
cadeias simpliciais (C2(X; R), d.) de X com coeficientes em R

Ons2, -
L2208 (X R) 2 CAXGR) 2 C (X R) 2

n+1
Dualizando esse complexo aplicando o funtor Homg(e, R) e observando que os médulos em
consideragdo sdo livres, obtemos o complexo de cocadeias simpliciais

-1
C” L(X;R) AN Cr(X; R) C"“(X R) .,
em que C{(X;R) = Hompg(C4(X;R),R) e 6" é o operador adjunto de dy41, ie., 6" =
Hompg(dy+1, R), mais explicitamente
6"(f) ¥ fodnn

para toda cocadeia f € C}(X; R).

DEeriNigAo Dado um A-complexo X, o complexo de cocadeias (C}\(X; R), 6) é chamado de com-
plexo de codadeias simpliciais de X com coeficientes em R.

DEerINICAO Seja X um A-complexo.

O kernel Z}\(X; R) do operador de cobordo 6" : C}(X;R) — C”“(X' R), é dito médulo dos
n-cociclos simpliciais. . Um elemento de Z}(X; R) é chamado de n-cociclo simplicial ou

cociclo simplicial n-dimensional.

A imagem B (X; R) do operador de cobordo 6"~ -1 Cg‘l(X; R) — CJ{(X;R) é dito médulo
dos n-cobordos simpliciais. Um elemento de B"(X; R) é chamado de n-cobordo simplicial ou
cobordo simplicial n-dimensional.
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Claramente,
0 C BA(X;R) € ZX(X;R) € CR{(X;R),

para todo n € Z. Logo, o médulo quociente Z) (X; R)/B} (X; R) esta bem definido.

DEerFiINI¢AO Seja X um A-complexo e R um anel comutativo com unidade. O n-ésimo médulo de
cohomologia simplicial H}(X; R) com coeficientes em R de X é definido por

Zi(X;R)  kero"

. def
HAXGR) = BY(X;R) ~ imon-1

para todo n € Z. A soma direta
H(X;R) = EB H(X;R)
nez

é chamada de cohomologia simplicial com coeficientes em R do A-complexo X.

A defini¢do de cohomologia simplicial é totalmente algébrica por natureza. No entanto, é
possivel estabelecer uma relagdo geométrica para os médulos de cocadeias e de cohomologia.
Na Secdo 9.6, abordamos de forma mais profunda a intuigdo geométrica sobre cohomologia
simplicial. Por hora, vejamos o seguinte.

Dado um A-complexo X com complexo de cadeias simpliciais (C2(X; R), 9*), relembre
que o moédulo dos n-simplexos simpliciais € o médulo livre com base {0, : A" — X}aea,
que consiste de todos os n-simplexos simpliciais em X. Assim, um elemento ¢ € C5(X;R) é
representado como combinacao linear da base, i.e. ¢ = 3 ,cp a0a, cOM 74 € R.

Denote por o, a cocadeia elementar em CJ{(X; R) cujos valores nos elementos da base sao

G;(%):{ 1, sea=p

0, c.c.

dados por

Assim, dado r € R, ro}, denota a cocadeia dada por

r, se a=f

ra;(aﬁ):{o c.c

Usando essa notagdo, podemos representar uma n-cocadeia simplicial ¢ € C}(X; R) por uma
soma formal

¢ = Z a0y 9.1)
aEN

Note que ndo ha exigéncia de que tal soma seja finita. De fato, um elemento ¢ € C}(X; R) é
determinado pelo valor 7, que assume em cada elemento da base {0, : A" — X},en, € nd0
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ha nenhuma exigéncia de que ¢ ndo se anule apenas em uma quantidade finita de elementos
da base.

A representacdo em (9.1) é justificada pelo seguinte homomorfismo de R-médulos:
C(X;R) = Homg(C2(X; R), R) = Homg (EB Rloa], R) ~ ﬂ Homg (R[], R)
[24 a

em que usamos o fato de que CMX;R) = EB R[o]. Por meio desse isomorfismo, uma

a€EN
cocadeia ¢ € C{(X;R) corresponde ao elemento (7,0} )aea do produto direto, que pode ser

representando pela notagdo de soma formal como Z Ta 0.
a€eA
Essa notagdo é conveniente especialmente quando vamos calcular o operador de cobordo,

pois como o leitor pode verificar, temos que

5" (¢) = Z rad"(a%).

a

Logo, para calcular 6" () é suficiente calcular 6" (¢},) para cada n-simplexo simplicial em X.

Mas, veja que
oo} = Z sjr;, (9.2)
T

em que a soma percorre todos os (1 + 1)-simplexos simpliciais que possuem o, como face
de bordo e ¢; é igual a +1 de acordo com o sinal que aparece em 0, na expressao dy+1(1;),
em outras palavras ¢; € igual a 1 se a orientagdo induzida por 7; na face o, coincide com a

orientacdo fixada nesse simplexo, caso contrario, ¢; € igual a —1.
Nos proximos exemplos, vamos usar essa notagdo para descrever os médulos de cocadeias

de um complexo simplicial.

ExempLo Nesse exemplo, iremos calcular os grupos de cohomologia para o A-complexo X apresentado
na Figura 9.10.

U1 U3

b X

Figura 9.10: A-complexo X.
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Nesse caso, temos que C5(X) = R[x,y] e CA(X) = R[v1,v2,v3]. Logo, C3(X) = R[x*,y*] e
Ci(X) = R[v], v}, v3]. Agora, vamos calcular o operador de cobordo:

(0%x)(01) = x"(6101) = x"(y — %) = ~1 (0%y")(w1) =y (6101) = y'(y = x) = 1

(6"x")(v2) = y*(8102) = x*(y — x) = ~1 0%y )(w2) = ¥ (6102) = y'(y —x) =1

(6°x7)(v3) = y*(6103) = x"(y — x) = -1 (0°y")(v3) =y (6r103) = y'(y = x) =1
elogo  8°x" = —(v} + v} +v}) e 8% =0} + 0 + 0

Assim, temos que im 6° = R[v] + 05 + 03] e ker 6% = R[y* + x*]. Observando que R[v],v3,05] =
R[v}, v3*, 0] + 05 + 03] e que R[x*, y*] = R[x", x* + y*], temos

ker 61 N

HY(X;R) = =~ RxR
A ) im 60
ker &0
HY(X;R)= —— = R.
KR = <

9.38 Exempro Considere o complexo simplicial K dado na Figura 9.11 que é composto por quatro vértices

{vi}?zo, cinco 1-simplexos {ei}f:1 e dois 2-simplexos 01, 02, orientados como mostrado na Figura.

g €1 01
&)
es
€4 e
&)
3 e 0o

Figura 9.11: Complexo simplicial

Utilizando a expressdo em (??), podemos calcular o operador de cobordo nas cocadeias que formam
as bases do médulos C}, (K; R):

61(6_;) =0] -0y, 51(61) =-0; = 51(62) , 51(85) = -0, 61(65)

O/ %\ _ % * O/, %\ _ % * * O/, %\ _ % * O/, %\ _ % * *
0'(vy) =e;—ej, O0(v])=ej+es—e;, O0(vy)=e;—e;, O(vy)=e;—e;—ez,
Como nio exitem 3-simplexos em K, segue que o} e o sdo 2-cociclos. Da, Zi(K; R) é gerado por

o) e 5. Além disso, pelas contas acima, o} e 05 sdo 2-cobordos. Logo, o médulo de cohomologia de
dimensdo 2 ¢ trivial, i.e.

Hi(K;R) = 0.
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. _ 3 % 4 . 0 _
Uma 0-cocadeia ¢ = }.;_, 10} é um cociclo se 6°(¢) = 0. Temos que
0 _ * * * * * * % * * %
0"(p) =roley —e7) +ri(e] +ez —ey) +rale; —e3) + r3(e; — ey — ez)
= (r1 —ro)e] + (r2 — r1)e; + (r3 — ra)e; + (ro — r3)ey + (r1 — r3)ez.
Logo, uma 0-cocadeia ¢ = Z?:o riv; é um O-cociclo se, e somente se, o = 11 = r2 = r3. Segue que
* * * * * £ 0 . z . * * * * * ~ 2
ej+ey+er+e,+eséum gerador para ZA(K, R). Além disso, ey +ey+ey+e, +e;nioéum cobordo,
pois ndo hd cocadeias de dimensio —1. Assim,

HY(K;R) = R.

Dada uma 1-cocadeia ¢ = Z?:l rie;, temos que

5' @) =(rs —r1 —r4)0} + (=12 — 13 — 15) 0.

Assim, ¢ é um 1-cociclo quando 60((p) = 0, 0 que ocorre se, e somente se, s = 11 + 14 €15 = =1y — 13.
Por outro lado, todo 1-cociclo é um cobordo, ja que r4vy + r50] — 1305 tem @ como cobordo. Assim,

H(K;R) =0. 4
9.5 Cohomologia Simplicial Relativa

Assim como a homologia simplicial, também existe uma versao de homologia simplicial
relativa para complexos de cocadeias.

Sejam X um A-complexo, L um subcomplexo de X e R um anel comutativo com unidade.
Considere o complexo de cadeias simpliciais relativas (C2(X, L; R), d.) com coeficientes em R

an+2

In+ o [
22, A (X, LR) 255 CAX, L;R) 5 €A (X, L;R) 25 -

em que C5(X,L;R) = C5(X;R)/C4(L; R). Dualizamos esse complexo aplicando o funtor
Homg(e, R), obtendo assim o complexo de cocadeias simpliciais relativas

n 6n+1

n-2 n—-1
2 e, LR) S5 (X, LiR) D CUX, LiR) 2 -

em que CZ(X,L; R) = Homg(C2(X,L;R),R) e 6" é o operador adjunto de d,41, i.e., 8" =
Hompg(dy+1, R), mais explicitamente

6"(f) = f © dus1,

para toda cocadeia f € CZ(X, L; R).
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O n-ésimo médulo de cohomologia do complexo (C (X, L; R), 6*) é chamado de n-ésimo

médulo de cohomologia simplicial relativa do par (X, L).

Agora, para obtermos uma versdo do Teorema 7.91, i.e., uma sequéncia exata longa em
cohomologia, podemos dualizar a sequéncia exata curta de complexos de cadeias:
0= CML;R) > CE(XGR) > CR(X, Li;R) — 0
aplicando o funtor contravariante Homg(e, R), obtemos a sequéncia de complexos de coca-
deias simpliciais
T T
0 — C(X,L;R) 25 CA(X;R) S CMIL;R) — 0,

em que i’ e jT denotam os morfismos duais, i.e., i’ = Homg(i, R) e jT = Homg(j, R). Como
C2(X,L;R) 6 um médulo livre para todo n € Z, essa sequéncia é exata. Pelo Teorema 7.91,

existe uma sequéncia exata longa em cohomologia

> 6*,;1—1

2 ) i vy i 7.
<__>HK (X, L; R) —— H""1(X; R) —— H""\(L; R)

6*,71—1

o™

j* -
L H3*Y(X, L;R) — H?*}(X; R) — H{*Y(L; R)

6*,n+1

— )
H'(X,L;R) ! HX(X;R)—”*>HZ(X,L,-R)>
)

9.39 ExemprLo Seja M a faixa de Mobius e dM sua fronteira. Podemos considere uma estrutura de
A-complexo em M como ilustrados na Figura 9.12. Nesse exemplo, vamos calcular os grupos de

cohomologia do A-par (M, dM) e de M com coeficientes em Z.

w ¢ v
)
b J b
2
[ a Tw

Figura 9.12: Faixa de M&bius e uma estrutura de A-complexo

Usaremos a notacdo estabelecida em (9.1).
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Primeiramente, veja que as 2-cocadeias o] e o7 sdo trivialmente 2-cociclos, pois ndo hd 3-simplexos
em M. Logo, o] e o, formam uma base para Zi(M ,dM), o grupos dos 2-cociclos relativos. Ji as
1-cocadeias b* e d* formam uma base para C (M, dM), 0 grupo das 1-cocadeias relativas, pois os outros
1-simplexos fazem parte do bordo de M. Aplicando o operador de cobordo nos gerados de Ci(M , M),

temos
ol(b) = o] + 0y e ol(d) = 0y — 0.
Assim,
Zi(M, dM) _ Z[o7, 03] _ Z|oy, 05 — 07l

= Zz.

HZ(MI a]\/‘[) = - * * * * - * * *
A Bi(M’ oM) Zloj] + 05,05 —05]  Z[205,05— 0]

Além disso, segue que ndo existem 1-cociclos relativos e Z} (M, dM) = 0. Logo,

H)(M,dM) = 0.

O grupo das 0-cocadeias é gerado por v e w. Aplicando o operador de cobordo em tais geradores,
temos
") = -2b" —a* + ¢* e (w*) = 2b* +a* - ¢*.
Assim, Z3 (M, M) é gerado por v* — w*, logo

HY(M, M) = Z.

Agora, para calcular os grupos de cohomologia da faixa de Mobius M, vamos analisar a sequéncia
longa exata do par (M, dM):

1
HL (M, aM) — HL(M) > HL(OM) 5 H2(M, aM) — H2(M) — H2(IM).
Como dM é um circulo, é ficil ver que

Z, n=1,0

4

H{(OM) = {
Por essa observagio e pelos cdlculos anteriores, a sequéncia longa exata do par (M, dM) é dada por
1
0— Hi(M)—)Zé—>Z2—>Hi(M)—> 0. 4

Um gerador para Hi(aM) éa*. Como 6'(a*) = —07, segue que 6*1 é sobrejetor. Portanto, Hi(M) =0
e Hy(M) = Z.
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9.6 Intuicoes sobre Cohomologia Simplicial

Seja X um A-complexo e R um anel comutativo com unidade. O grupo C,(X; R) de p-cadeias
é um moédulo abeliano livre com um conjunto de geradores obtido orientando os p-simplexos
de X arbitrariamente e usando as cadeias elementares correspondentes como base.

Seja {0a},¢ esta colegdo de simplexos orientados. Os elementos de C,(X; R) sdo repre-
sentados como combinagoes lineares finitas ) r,0, das cadeias elementares d,,.

Um elemento ¢? de C?(X;R) = Hom (CP(X ;R), R) é determinado por seu valor g, em
cada simplexo bésico o,, e esses valores podem ser atribuidos arbitrariamente. Ndo h4, no

entanto, nenhuma exigéncia de que ¢? se anulem em todos, exceto um ntimero finito, de o,’s.

Suponha que o}, represente a cocadeia elementar, com coeficientes em R, cujo valor é 1
no elemento o, e 0 em todos os outros elementos base. Dado g, € R, denotamos por g,07,
a cocadeia cujo valor é g, em o0, e é 0 em todos os outros elementos de base. Usando esta
notacdo, frequentemente representamos ¢* pela soma formal (possivelmente infinita)

oF = ga0%.
Nessa base, o operador de cobordo 6 pode ser escrito como
pF = > 8a (60%).

O conjunto dos simplexos ¢ para os quais ¢?(c) # 0 é dito suporte da cocadeia. Como ja
observamos esse suporte ndo precisa ser finito, portanto, ndo precisa ser compacto, mas para
desenvolvermos a intui¢do geométrica, trabalharemos nos casos em que isso ocorre. No caso

em que o suporte de ¢’ é compacto 0 mesmo ocorre com S¢F.

=5

Figura 9.13: Suporte de uma cocadeia.

Caso unidimensional: Comecaremos interpretando primeiramente o caso mais simples no

qual X é um A-complexo unidimensional, ou seja, um grafo orientado.



CAPITULO 9. HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA SIMPLICIAL 230

Para um anel R, o R-médulo das 0-cocadeias simplicias C%(X; R) é exatamente o conjunto
de todas as fungdes dos vértices de X a R. Da mesma forma, o R-médulo das 1-cocadeias
simplicias C(X; R) é o conjunto de todas as fungdes atribuindo um elemento de R a cada
aresta de X.

O homomorfismo de cobordo 6 : C%(X; R) — C!(X;R) envia ¢ € C°(X; R) para a funcdo
6¢ € CL(X;R) cujo valor em um 1-simplexo orientado [v;, v;| é a diferenca ¢ (v;) — ¢ (v;).

A2

@ @ f@\( e
/ f 5¢([03,21]) = p(01) = p(03)
(=

T ¢(v1)

+0

Figura 9.14: Grafo orientado X destacando ¢ € C°(X;R).

Podemos pensar na fun¢do ¢ como a “altura” dos vértices e, nesse caso, 0¢ mede a
mudanga de altura entre o ponto inicial e o ponto final de uma aresta.

Para o caso unidimensional, o complexo de cocadeias simpliciais € da forma
0 —= C%X;R) —2~ C}(X;R) —=0
e os grupos de homologia sdo dados por

H%X;R) =ker6 € C%(X;R) e H'Y(X;R)=CYX;R)/imb.

Podemos descrever o grupo H’(X; R) da seguinte forma. Uma fungéo ¢ € C%(X; R) satisfaz
0@ = 0 se, e somente se, ¢ assume 0 mesmo valor em ambas as extremidades de cada aresta
de X. Isso equivale a dizer que ¢ é constante em cada componente conexa por caminho de X.
Entdo H%(X; R) é o grupo de todas as funcdes do conjunto de componentes de X a R. Ou seja,
é um produto direto de copias de R, uma para cada componente de X.

O grupo de cohomologia H(X;R) = C!(X;R)/im 6 sera trivial se a equacdo 6@ = ¢
possuir uma solucdo ¢ € C%(X;R) para cada ¢ € C}(X; R). Resolver esta equacdo significa
decidir se dada uma especificagdo de variagdo de altura ¢ em cada aresta de X determina
uma fungao (altura) ¢ € C%(X; R). Esse problema é andlogo ao problema de encontrar uma
funcdo com uma derivada especificada, com o operador de diferenca 6 desempenhando o
papel de diferenciagdo. Como no calculo, se existe uma solugdo de 6¢ = ¢, ela sera tinica a
menos da soma um elemento do kernel de 6, ou seja, uma fungdo que é constante em cada
componente de X.
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1 1

()

Figura 9.15: Nao existe uma fungdo altura ¢ compativel com as variagdes de
altura ¢ dadas no grafo. Assim, 1) ndo é cobordo.

Caso bidimensional: Seja X um A-complexo bidimensional. Como no caso anterior, os
moédulos de cocadeias simpliciais C°(X;R) e C}(X;R) sdo dados, respectivamente, pelos
conjuntos de fungdes dos vértices e das arestas de X para o anel R. J4 o médulo das 2-cocadeias
simpliciais C2(X; R) é o conjunto das fun¢des dos 2-simplexos de X a R. O homomorfismo de
cobordo 6 : C1(X; R) — C2(X;R) é definido por 8¢ ([vo, v1,v2]) = ¢ ([vo, v1]) — ¥ ([v0, v2]) +
Y ([v1,v2]), uma soma com sinal dos valores de 1 nas trés arestas no bordo de [vo, v1, v2],
(assim como ¢ ([vg, v1]) para ¢ € C°(X; R) é uma soma com sinal dos valores de ¢ no bordo
de [vo, v1]).

02

v ) oY[vo, v1,v2] = P[v1, v2] = P[vo, V2] + P[v0, V1]

O morfismo de cobordo 6 : C1(X;R) — C2(X; R) pode ser visto de vérios pontos de vista
diferentes. Talvez o mais simples seja a observacdo de que 01 = 0 se, e somente se, ¢’ satisfaz
a propriedade de aditividade

Y ([vo, v2]) = ¢ ([vo, v1]) + ¢ ([v1, 02]),

na qual a aresta [vg, v2] pode ser vista como a soma das arestas [vg, v1] e [v1, v2]. Assim, O
mede o desvio de i de ser uma fungdo aditiva.

Podemos fornecer uma interpretagdo geométrica da condigdo 6¢ = 0 quando X é uma
superficie e 0 anel R é Z,. Nesse caso, a condi¢do 6y = 0 significa que o nimero de vezes que
Y assume o valor 1 nas bordas de cada 2-simplexo é par, logo é 0 ou 2. Um 1-cociclo, portanto,
se parece com uma cerca de estacas e podemos desenhar curvas fechadas de modo que a
cada aresta seja atribuido o valor 1 se ela cruzar a curva. Vale ressaltar que como 1 assume o
valor 1 em duas arestas estas cercas se estendem até se fecharem ou encontrarem uma borda.
Uma 1-cadeia é, portanto, levada para a paridade do namero de vezes que cruza essa curva.
Resumindo, isso significa que podemos associar a cada ¢ uma colegdo Cy, de curvas disjuntas
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em X cruzando as arestas transversalmente, tal que o nimero de interse¢des de Cy, com cada
aresta é igual ao valor de 1 nessa aresta. Se 1) = d¢ para algum ¢, entdo as curvas de Cy,
dividem X em duas regides Xy e X; onde o subscrito indica o valor de ¢ em todos os vértices

da regido. Veja a Figura 9.16.

Figura 9.16: Um 1-cociclo com as curvas Cy. Em vermelho a regido X3

ExeMmpLO (CoHOMOLOGIA DO ANEL CIRCULAR) Para ter uma ideia melhor da cohomologia,
vamos considerar a triangulagdo do anel circular A apresentado na Figura 9.17 e calcular os grupos de
cohomologia desse espago. A O-cocadeia que leva cada vértice para 1 é um O-cociclo porque cada aresta
tem exatamente dois vértices, o que implica que o cobordo dessa 0-cocadeia é o homomorfismo zero. Este
é o inico O-cociclo ndo trivial e, como por razdes dimensionais ndo existem 0-cobordos ndo triviais, isso
implica que Hy(A; Z) = Z.

Figura 9.17: Anel circular. O 1-cociclo é desenhado destacando as arestas nas
quais vale 1 (em projetado). Todos eles cruzam a curva fechada “dual” em azul.
O 1-cociclo é um 1-cobordo porque é o cobordo da 0-cocadeia que vale 1 para os
vértice que estdo dentro da curva fechada e 0 caso contrério.

Por outro lado, ao consideramos uma 1-cocadeia ¢ : C1(A;Zy) — Zp, seu cobordo é a 2-cadeia
oY : Ca(A; Zy) — Zy que atribui a cada tridngulo o valor 1 se for a coface de um niimero impar de
arestas que sio levadas a 1 por . Portanto, { é um 1-cociclo se todo tridngulo é incidente a um niimero
par de arestas que é levado no 1. Observamos novamente que um 1-cociclo, portanto, se parece com

uma cerca de estacas, como apresentado na Figura 9.17.
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Podemos desenhar uma curva fechada de modo que a cada aresta seja atribuido o valor 1 se ela
cruzar a curva. Uma 1-cadeia é, portanto, levada para a paridade do niimero de vezes que cruza essa
curva. Se a 1-cadeia é um 1-ciclo, esse niimero é necessariamente par. O 1-cociclo na Figura 9.17
também é um 1-cobordo porque é o cobordo da 0-cocadeia que é a fungdo que vale 1 nos vértices em uma
das componentes delimitada pela curva fechada e 0 na outra componente.

Um 1-cociclo que ndo é a imagem de um 0-cocadeia é uma cerca que comega com uma borda externa
e termina com uma borda interna como na Figura 9.18.

Figura 9.18: Anel circular. O 1-cociclo é desenhado destacando as arestas nas quais
vale 1 (em preto). Todos eles cruzam a curva fechada “dual” em azul. O 1-cociclo
ndo é um 1-cobordo porque como em cada aresta o valor é 1 os respectivos vértices
devem ser 0 e 1 e logo deveriamos ter uma fungdo que vale 0 ou 1 em cada lado da
curva em azul mas essa curva ndo divide o anel circular em duas componentes.

Neste caso, a equagido Y = d¢ obviamente nio tem solugdo, embora 61 = 0 pois o 1-cociclo nio é
um 1-cobordo porque como em cada aresta do cociclo o valor é 1 e logo o valor nos respectivos vértices
devem ser 0 e 1. Logo deveriamos ter uma fungio que vale 0 ou 1 em cada lado da curva em azul mas
essa curva ndo divide o anel circular em duas componentes Xo e Xj.

Observamos que duas dessas curvas separam o anel circular em duas componentes e assim sio
cohomélogas pois sio cobordos da fungdo que atribui 1 a uma dessas componentes e 0 a outra. Como
este é o tinico tipo de curva que ndo é cobordo, o primeiro grupo de cohomologia, H1(A;Zy), é Zy. Por
razdes dimensionais, cada 2-cocadeias do anel também é um 2-cociclo. Por outro lado, toda colecdo
de tridngulos é limitada por uma colegio de curvas fechadas, entido podemos construir uma cerca
dupla, uma 1-cocadeia que também é um 1-cobordo. Consequentemente temos que o segundo grupo
de cohomologia, Hy(A; Z) é 0. Observe que esses grupos sio os mesmos que os grupos de homologia
correspondentes. Isto ndo é uma coincidéncia.

Quando R = Z temos uma descri¢do geométrica similar.

Seja ¢ : C1(X;Z) — Z uma 1-cocadeia. Seu cobordo € a 2-cadeia 6y : Co(X;Z) — Z que
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atribui a cada tridngulo o valor inteiro
oy ([v0, v1,02]) = ¢ ([v0, v1]) = ¢ ([v0, v2]) + ¢ ([v1, 02]) .

Nesse caso, a condigdo 01 = 0 significa que a soma dos valores que ¢ assume nos bordos
€ 0, considerando a orientagdo. Podemos desenhar curvas fechadas C;, orientadas de modo
que a cada aresta seja atribuida a soma orientada dos valores das curvas que intersectam a

aresta de acordo com o sinal do valor de ¢ na aresta.

As curvas podem ser orientadas em sentido horario e anti-horario. Dizemos que a orien-
tagdo da curva concorda com a de uma aresta se a aresta atravessa a curvas da esquerda para

a direita.

A colegdo resultante Cy, de curvas disjuntas em X pode ser considerada como “curvas de
nivel” para uma func¢do ¢ com 6¢ = 1, se tal funcao existir. O valor de ¢ muda em 1 ou -1
cada vez que uma curva de Cy é cruzada.

Figura 9.19: Curvas Cy, representando um 1-cociclo.

9.7 Exercicios

Ex. 9.1 — Construa uma estrutura de A-complexo na garrafa de Klein K e use-a para calcular

os grupos de homologia simpliciais de K.

Ex. 9.2 — O diagrama abaixo mostra um octaedro X homeomorfo a esfera bidimensional S2.
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)\ 4

1. Construa uma estrutura de A-complexo em S? usando oito 2-simplexos como mostrado,
e calcule HlA (S?) usando essa estrutura simplicial.

2. Defina uma relagdo de equivaléncia ~ em X que corresponda a identificagao antipodal
em S2.

3. Mostre que a estrutura de A-complexo definida no item a), com a escolha correta de
orientago, define uma estrutura de A-complexo no quociente por ~ em RP?.

4. Calcule HlA (RIPZ) usando o complexo de cadeias obtida no item 3.

Ex. 9.3 — Calcule os grupos de homologia simplicial de S! com a estrutura de A-complexo
tendo n vértices e n arestas, todas as arestas sendo orientadas na mesma direcao ao redor do

circulo.

Ex. 9.4 — Calcule os grupos de homologia simplicial do paraquedas triangular obtido de A?
identificando seus trés vértices num tinico ponto.

Ex. 9.5 — Calcule os grupos de homologia simplicial do A-complexo obtido de n + 1 2-
simplexos AZ, ..., A% identificando todas as trés arestas de A% para uma Unica aresta, e para
i > 0 identificando as arestas [vg, v1] e [v1, V2] de A? numa Unica aresta e a aresta [vg, v2] a

2
aresta [vg, v1] de A?_;.

Ex. 9.6 — Encontre uma maneira de identificar pares de faces de A> de modo a munir a esfera
em S° de uma estrutura de A-complexo tendo um tnico 3-simplexo e calcule os grupos de
homologia simplicial desse A-complexo.

Ex. 9.7 — Considerando A" como um A-complexo da maneira natural, mostre que se um
subcomplexo X C A, tem Hﬁ_l(X) # 0 entdo X = JdA,,.

Ex. 9.8 — Calcule os grupos de homologia H2(M), HA(0M) e HA(M, dM), em que M é a faixa
de Mobius e dM € sua fronteira.
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Ex. 9.9 — (Principio de Inclusao-Exclusdao) Mostre que, se K é um complexo simplicial finito

e K1 e K3 sdo dois subcomplexos de K tais que K = K; U K3, entdo,

X(K) = x (K1) + x (K2) = x (K1 N K3).

Ex. 9.10 — Sejam S; e S; superficies fechadas e S1#S, a soma conexa dessas superficies (veja
Definicao 8.26).
1. Calcule a caracteristica de Euler-Poincaré para a superficie homeomorfa a S1#5».

2. Mostre que a caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie fechada S de género g
é
2-2g, seS éorientavel

x(S) = _
2—-¢, seSndoéorientavel

Ex. 9.11 — O objetivo desse exercicio é provar o Teorema de Mayer-Vietoris. Sejam K, L, M, N
complexos simpliciais com K = MUN e L = MNN. Dessa forma, temos as seguintes aplicacdes

de inclusio:

h
<

1. Prove que

0—— CA(L, R) 22 oM, R) @ CAN) 22 A (K, R) —0

é uma sequéncia exata curta.

2. Conclua que existe um homomorfismo natural 9, : H}(K) — H ﬁ_l(L) que fornece a

seguinte sequéncia exata longa:
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o HML,R) — o HA(M, R) ® HA(N, R) —=-

HX(K,R)
")

(i,1) koL,
<_> H® (L,R)—/=H" (M,R)®H’ (N,R)—H" (K,R) >

( k.~L.
= H{(M, R) ® Hy (N, R)

.

Ex. 9.12 — Sejam K e K; dois complexos simpliciais que sdo triangularizag¢des de superficies

HA(K, R) >

fechadas e conexas M; e M,. No que se segue, usaremos a notagdo da Definigdo 8.26.

1. Mostre que ¢ € C(K;;Z,) definido como a soma de todos os 2-simplexos de K; é um

ciclo.

2. Mostre que esse é o tinico ciclo de M. Esse ciclo é dito ciclo fundamental de M.
Dica: Para isso, seja z = ) A;t; outro ciclo em C(K;;Z;) e seja t; um dos 2-simplexos
de z com A; # 0 e observe que dado qualquer outro simplexo ¢’ existe um caminho de

2-simplexos entre eles.

3. Mostre, usando um argumento similar ao anterior, que HZA(LZ' ;Zp) = 0. Interprete esse
fato.

4. Observe que
H{(Li; Zo) = HY (Ki; Zo).

5. Usando a sequéncia de Mayer-Vietoris, conclua que HlA(Li s Zp) = HlA(Ki s 2p).

6. Observe que
Hy (M1#My; Zo) = H)(My#My; Zo) = Zs.

7. Conclua que
HMNMi#My; Zp) = HA(Ma; Zo) @ HA(Mo; Zo).

8. Calcule os grupos de homologia simplicial sobre Z, da superficie ¥, de género g.

Ex.9.13 — Se 0 — A, oy A1 — - — A LN Ao — 0 é uma sequéncia exata de grupos

abelianos finitamente gerados, entdo

n
Z(—l)iposto A;=0.
i=0
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Dica: Considere as sequéncias 0 — A, — Ay,—1 = Ay—1/Aekera,_1 —» Ay — -+ —
A1 — A() — 0.
Ex. 9.14 — Seja s : |[K| — |L| uma aplicagdo simplicial, i.e., uma aplicagdo que envia vértices
de K para vértices de L e que envia simplexos de K linearmente para simplexos de L. Defina os
homomorfismos s; : C?(K) - C{?(L) como segue. Dado um simplexo ¢ = [vy, ..., v,4] de K,
defina s,(0) como o simplexo [s (v0),...,s (vq)] se os vértices s (vp), ..., s (vg) forem todos
distintos, e s4(0) = 0, caso contrério.

1. Mostre que ds; = s;-10d e, consequentemente, que a colegao {sq} é um homomorfismo

de cadeia.

2. Deduza que {s;} induz homomorfismos s. : H}(K) — HZ(L).

Ex. 9.15 — Calcule os grupos de cohomologia do toro usando a estrutura de A-complexo
apresentada na Figura 8.11.

Ex. 9.16 — Considerando uma cocadeia ¢ € C!(X;R) como uma funcio de caminhos em X

a R, mostre que se ¢ é um cociclo, entdo:

- p(f+g)=o(f)+ ()

. @ assume o valor 0 em caminhos constantes;

1

2

3. p(f)=p(g)se f=g;

4. @ é um cobordo se ¢(f) depende apenas das extremidades de f, para todo f.

Ex. 9.17 — O que acontece se definirmos os grupos de homologia /,(X; R) como os grupos
de homologia do complexo de cadeias

.-+ = Hom (R, C2(X)) — Hom (R, C&_, (X)) = -2

Mais especificamente, quais sdo os grupos h,(X;R) quandoR =Z,Z,, e Q?



Homologia Singular

No capitulo anterior, construimos os grupos de homologia de um A-complexo através da
homologia simplicial. Neste capitulo, queremos construir os grupos de homologia de um
espaco topolégico X. Queremos que essa construgdo seja funtorial — envolvendo nenhuma
escolha arbitraria — e assim a solugdo é considerar todos os simplexos possiveis. Em outras
palavras, o enésimo médulo de cadeias deve ser o R-médulo de todos as aplicagdes continuas
o : Ay, — X. Como aplicagdes continuas podem ser muito irregulares e, portanto, a imagem
do simplexo pode ser comprimida e distorcida de varias maneiras temos a explicagdo para o

adjetivo singular.

Do ponto de vista histérico a nogao de simplexo singular foi introduzida por Lefschetz em
1933. As defini¢oes de Lefschetz, no entanto, tinham alguns defeitos decorrentes da escolha
das relagdes de equivaléncias. Foi apenas em 1943 que as defini¢des de Lefschetz foram
ligeiramente modificadas por Eilenberg para superar esses defeitos, dando origem a Teoria

da Homologia Singular.

A construgdo da homologia singular é mais abstrata que a da homologia simplicial,
mas, como veremos, em muitos casos é mais facil e direto demonstrar os resultados usando
homologia singular, pois esta teoria é naturalmente mais compativel com as ideias topolégicas.
Por outro lado, a homologia simplicial possui uma descri¢do geométrica concreta e intuitiva
e em exemplos concretos é mais simples calcular os grupos de homologia usando as ideias
de homologia simplicial. No final desse capitulo, provaremos a equivaléncia dessas teorias
para A-complexos.

239
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10.1 Homologia Singular
DEeriNI¢AO Seja X um espago topoldgico, um p-simplexo singular (em X) é uma fungio continua
o: AP =X, parap >0.

Denotaremos o conjunto de todas os p-simplexos singulares em X por Spr(X).

02

AN

Figura 10.1: Dois simplexos singulares

o1

Note que como AP é um espago conexo por caminhos e compacto, a imagem o (A”)
em X deve ser compacta e conexa por caminho e, assim, um 1-simplexo singular em X é
simplesmente um caminho em X, enquanto que um O-simplexo singular em X é apenas um
ponto.

Se p > 1, a i-ésima face (de bordo) do p-simplexo singular ¢ € o (p — 1)-simplexo singular
dado pela restricao

|[UO/~-~rUir~~~rUp]

/A\ Qx

Figura 10.2: Faces de um simplexo.

oo, .., 00y, 0] > X, 0<0 < p.

DEerFINI¢AO Seja X é um espago topologico X e R um anel comutativo com unidade, uma p-cadeia
singular com coeficientes em R é uma combinagdo linear formal

m
= Z)\,al

i=1

de p-simplexos singulares o; com coeficientes A; € R. O médulo de cadeias singulares 5,(X; R)
é 0 R-médulo livre que consiste em todas as p-cadeias singulares geradas pelo conjunto Spar(X) dos
p-simplexos singulares. Definimos S,(X; R) =0, para p < 0.
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DEeriNI¢AO Sep > 1, dado um p-simplexo singular ¢, 0 bordo do é a (p — 1)-cadeia singular dada
por

P
def R
80_20( 1) O-|[vo ..... Viyerey Up]'
i=

Estendendo a aplicagdo d para S,(X; R) por linearidade, dado que S, (X; R) é um médulo livre, obtemos
0 homomorfismo de bordo
d:Sp(X;R) = Sp_1(X;R) .

Para p < 0, definimos d : S,(X;R) — S,-1(X;R) por d = 0.

Para um espaco tipico X, como por exemplo uma variedade de dimensao maior que 0,
o médulo de cadeias singulares S,(X; R) serd gerado por um conjunto ndo enumerével e o

mesmo acontecerd com os submaédulo de ciclos e bordo.
Quando queremos ser muito precisos, escrevemos dy, : Sy(X;R) — S,-1(X; R).
Finalmente, definimos S.(X; R) como o médulo graduado obtido pela soma direta
S.(X;R) = @ Sp(X;R).
p=0
Podemos estender o morfismo de bordo para a élgebra graduada obtendo um morfismo

d:S.X;R) > S.X;R).

ProrosicAo Se X é um espago topolégico e R um anel comutativo com unidade, o morfismo de
bordo 9 : S.(X; R) — S.(X; R) satisfaz
dod=0.

Demonstra¢do: Temos que

0n-10,(0) = dy—1 (Z(_l)ial[vo,--~,5i/“'f”n])

919n(0) = 3 (o (al, o).

i, On]

Podemos reescrever a tltima soma como:
= -1)i(-1)o o +§ -1)i(-1)"to L .
Z( (=1 |[vo,---,vj,---,vi,---,vn] / ( (=1 |[UO/"'zUz'r"',Uj,"'fUn]
]<l ]>l

Comutando os indices i e j no segundo somatdrio:

=N (“1)i(—1) ~1)i(=1)/(- =
= Z( D'(-1) G|[UO,,,,,5].,,,.,51. o] T Z( D=1 1)0|[v0 e By Bi o] 0

7y 7y

j<i j<i
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A partir dos morfismos de bordo 9, : 5,(X;R) — S,-1(X; R) podemos obter o seguinte
complexo de cadeias

Iyt 17 Iy
T (X R) L 8,1 (X R) 2 -+ 2 (X, R) 2 So(X; R) —2- 0.

10.5 DeriINI¢AO Dado um espago espago topolégico X e um anel comutativo com unidade R definimos:

O kernel Z,(X; R) do operador bordo 0y : Sp(X; R) — Sp-1(X; R), i.e.,
Z,(X;R) ¥ ker d,
¢ dito médulo dos p-ciclos singulares. Um elemento de Z,(X; R) ds vezes é denominado de
n-cadeia singular fechada.
A imagem B,(X; R) do operador bordo dp+1 : Sp+1(X; R) — Sp(X;R), ie.,
B,(X;R) ¥imd, 41

é dito moédulo dos p-bordos singulares.

No caso especial p = 0, temos Z,(X;R) = So(X; R), ou seja, toda 0-cadeia &, por definigdo,
também um 0-ciclo.

Um fato de suma importancia, decorrente de d, 09,1 = 0 é que B,(X; R) é um submédulo

de Z,(X; R), o que nos permite definir os grupos de homologia.

10.6 DEerINI¢AO Sejam X um espago topolégico X e R um anel comutativo com unidade, para qualquer
p = 00 p-ésimo médulo de homologia singular HSg(X; R) é definido por

ker d, B Zy(X;R)

imdy1 By(X;R)

S
H,®(X;R) &
e convencionamos HSg(X ;R) =0, parap < 0.

Os R-moédulos HSg (X; R) serdo na maioria das vezes denominados de grupos de homo-
logia, seguindo a pratica comum. Quando ndo houver chance de confusdo escreveremos
H,(X; R) para denotar o grupo de homologia singular Hgg(X ; R).

Dado um espago topolégico, podemos associar a ele um médulo que é obtido tomando
os ciclos singulares em uma dimensdo (que podem ser geometricamente interessantes) e
quocientando aqueles que sdo geometricamente desinteressantes. O resultado desse quociente

nos fornece por defini¢do a homologia singular do espago nessa dimensao.

Dados dois p-ciclos singulares z1,z2 € Z,(X;R) que representam a mesma classe de
homologia, ou seja, sua diferenca é um bordo, sio chamados de homélogos. Esse fato sera
denotado por: [z1] = [z2] © z1 — 22 € By(X; R). Por exemplo, um ciclo z é um bordo se, e

somente se, [z] = [0].
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ExemrrLo (Axioma DE DimMENsA0) Seja X = {x} o espagco com um tinico ponto. Vamos
determinar S,(X; R), para todo p > 0. Para cada p, hd apenas um p-simplexo singular o, : AV — X
que é a aplicagio constante levando todo AP ao ponto x. Portanto, S,(X; R) = R[o,], onde o}, denota a
aplicagdo constante.

Observe que d(01) = 0p — 09 = 0,d(02) = 01 — 01 + 01 = 01 e de forma mais geral, temos

_ Op-1, S€p e par maior que zero
d(op) =

0, caso contrdrio.

Assim, temos o complexo de cadeias singulares

R[04] —2> R[03] —&= R[02] —2~ R[01] —>= R[0p] —=0..

Logo,

R, sep=0

Hy(X;R) =
0, caso contririo. 4

m
De modo geral, podemos ver uma 0-cadeia singular como uma combinagao linear Z Aix;
i=1
de pontos x; € X. Quando X é conexo por caminhos, é facil ver que uma 0-cadeia singular é
m

o bordo de uma 1-cadeia singular se, e somente se, Z Ai = 0. Para ver isso, seja xo um ponto
i=1
em X e seja 0; um caminho ligando xp a x;, paracadai =1,..., m. Entdo

A volta é imediata. Assim, descobrimos que By(X; R) consiste em todas aquelas 0-cadeias
m

Z Aix; que possuem a propriedade de que a soma de seus coeficientes no anel R é zero.
i=1
Agora, definimos o homomorfismo € : So(X;R) — R, denominado de aplica¢do de

m m
€ (Z Aixi) = ZAZ'.
i=1 i=1

aumento,
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A aplicagdo € é claramente sobrejetora e seu kernel é By(X; R), logo

Zo(X;R) _ So(X;R) _
Bo(X;R)  kere

Ho(X;R) =

Logo, temos o seguinte resultado:

Prorosi¢cio O espago topolégico X é conexo por caminhos se, e somente se,

Ho(X;R) = R.

De forma mais geral, temos a seguinte proposigdo:

Prorosi¢cAo Sejam X um espago topologico e R um anel comutativo com unidade e seja (Xa)aer a
colegdo de componentes conexas por caminhos de X. Entdo:

Se 0, é um O-simplexo singular cuja imagem estd em X,, para cada « € 1, entdo as classes de
homologia [0,] formam uma base de Ho(X; R), ou seja, é o R-mddulo livre:

Ho(X;R) = @ R.

ael

A homologia singular é aditiva, ou seja, existe um isomorfismo natural

H,(X;R) = @HP(XQ;R).

ael

A demonstracdo da proposicdo anterior € bem direta e é consequéncia da conexidade
por caminhos de A?, dessa forma qualquer p-simplexo singular o : A — X é um simplexo
singular em X,, para algum a € I, e a demonstracdo segue. Como consequéncia da proposicao
anterior, temos que em diversas situagdes podemos restringir a atencdo aos espagos conexos

por caminhos.

Homologia Reduzida A homologia reduzida singular é uma pequena modificagdo da
homologia singular motivada pela intuicdo de que todos os grupos de homologia de um
ponto devem ser iguais a zero. Essa modificagdo torna mais concisas algumas afirmacdes e

elimina muitos casos excepcionais.

Como vimos, associado a um espago conexo X temos uma aplicacdo natural €, dita
aplicagdo de aumento. Como So(X; R) é gerado livremente pelos 0-simplexos singulares em
X, um elemento deste grupo é apenas uma soma formal de pontos em X. Enviando cada
pontode X paral € R, e entdo tomando a extensdo linear, que existe e é tinica pela Observagao

7.24, temos a aplicagdo de aumento € : So(X; R) — R dada por € (Z?zo Az-xi) = Z?:o Ai.
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Para definir a homologia reduzida, comegamos com o complexo de cadeias aumentado
Ip+ g dp-
5, (X R) — e Syt (G R) 2 - 2 §4(X; R) —2 Sp(X; R) — R ——0.

Definimos os grupos de homologia reduzida por ﬁn(X ;R) =ker (d,,)/im (dy+1), paran > 0,
e Ho(X; R) = ker (¢)/im (d1).

Vamos mostrar que Hy(X; R) = ﬁo(X; R) ® R, j4 que evidentemente H,(X; R) = ﬁn (X;R),
para todo n positivo.

Como € 0 d; =0, entdo im d; C ker €. Por defini¢do, Hy(X; R) = So(X; R)/im d1. O médulo
So(X; R) é um R-médulo livre isomorfo a soma direta &, €5,0(XiR) R com uma cépia de R para
cada 0 € Spo(X; R), entdo escolhendo uma das cépias de R, podemos definir um morfismo
injetivo R-linear s : R — So(X; R) tal que € o s = id, e obtemos a seguinte sequéncia exata
curta cindida:

0 —— kere —— So(X; R) <—§_>R—>O.
Desta forma, So(X; R) = ker € ® R e como im d; C ker €, obtemos
So(X;R)/imd1 = (kere/imdp) ® R,

(0} que nos fornece
Ho(X;R) = Hy(X;R) ® R.

Diremos que um espago topolégico X é aciclico se seus grupos de homologia singular
com coeficientes inteiros em todas as dimensdes sdo isomorfos aos correspondentes grupos

de homologia de um ponto. Ou seja, se
H,(X;Z)=0, Vp=>0.

Em outras palavras, X é aciclico se o complexo de cadeias aumentado é um complexo aciclico.
Vamos agora mostrar alguns exemplos de espagos aciclicos: os dominios estrelados em

R".

DeriNi¢Ao Um subconjunto S € R" é dito um dominio estrelado se existe xo € S tal que para
todo x € S, com x # xo, tal que o segmento de reta ligando xo a x estd contido em S. Nesse caso,

dizemos que S é um dominio estrelado em relagdo a x.

DEeFINI¢AO Seja S C R" um dominio estrelado em relagio a xo, definimos a operagdo de colchete
de cadeias singulares em S da seguinte forma: dado o : AV = [vo, v1,...,0,] — X um p-simplexo
singular, definimos o (p + 1)-simplexo singular [c, xo] por

[0,x0]: AP*1 —> S

(1-t)x+tvyer — (1 —H)o(x) + txp 0<<t<1
p
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Figura 10.3: Conjunto Estrelado

onde usamos o fato que um ponto em AP = [vg,04,. .., Uy, Up+1] pode ser escrito como (1—t)x+tv,4q

com x € [vg,v1,...,0,] pois AP*L é o fecho convexo de {vg,v1, ..., 0y, Ups1}.
p prYp

AP x
O préximo lema mostra como a operagao de colchete interage com o operador bordo.

10.12 Lema Seja S C R" um dominio estrelado em relagdo a xq e seja o : AV = [vg,v1,...,0p] = X um

p-simplexo singular. Entio

[do, x0] + (-1)P*lo, sep >0
d[o, x0] =

Ox, — 0, sep = 0
onde oy, é o O-simplexo singular que leva A° para xo.

Demonstra¢do: Se ¢ é um 0-simplexo singular, entdo [o, xg] leva o segmento [vg, v1] ao

segmento ligando o(vg) a xo. Logo, d[o, xo] = 0x, — 0.
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Se p > 0, inicialmente observamos que

o, xo]| . x0] (10.1)

///// Ab-nfvp Z7p+1] |[UO A‘~~:Up]’

[o, xo]| . __. =0 (10.2)

Vamos provar a Equacdo 10.1 e deixaremos a Equacdo 10.2 como exercicio. Para isso,
recordamos que [0, xo] |[U R mapeia (1 — t)x + tvyy1 = (1 —t)o(x) + txg com
0s prCpt

x €vo,...,05,..., vp], que é exatamente a definicao [0| , X0]. Logo, temos

[00,.../5%,-..10p]
p+1

Ao, x0] = ) (1o, x|,

i=0

)

]

ireeer UprUerl]

=

_ p+1
=) Vol o Do)

1

Q

ViyeresVp,Opi]

P
~ N _1\p+1
- Z( 1 [Ul[vo ..... Diyeees ”p]/xo] +HE o

Il
'Mﬁ::
T
—_
~.
=
S
o
)

xo| + (-1)Po

/Up]’

=[do, x0] + (-1)P 6.
]

10.13 ProrosigAo Se S C R" é um dominio estrelado em relagio a xo, entdo S é aciclico na homologia
singular, isto é:
0, sep=>1

HP(S;R)z{R se p=0.

Demonstragido: Claramente, um dominio estrelado é conexo por caminhos, dai Hy(S; R) = R

Para mostrar que Hy,(S; R) = 0, para p > 0, seja 0 um p-ciclo singular, entdo pelo Lema 10.12
temos que:

Ao, x0] = [0, x0] + (-1’ o = (-1)P*o.

Logo, 0 é o bordo de uma (p + 1)-cadeia. O
10.14 CorovrARIO Os grupos de homologia singular de R" sdo dados por

0, sep>1

H,(R";R) = { R oo

10.15 CorovrARr1o Todo simplexo é aciclico na homologia singular.
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Invaridncia por homeomorfismo Vamos provar agora o cardter funtorial dos grupos de
homologia.

TeoRrREMA Se X eY sdo dois espagos topoldgicos e se f : X — Y é uma fungdo continua entre eles,
entio existem homomorfismos f. , : Hy(X; R) — H,(Y; R), para todos p > 0.

Demonstragdo: Para provar a proposi¢do, mostraremos que existe uma aplicagdo de cadeias
entre os complexos de cadeias associados a X ea Y. Dado um p-simplexo singular o : A — X,
obtemos um p-simplexo singular fo : AP — Y obtido pela composi¢do com f,istoé fo = foo.
Como S,(X; R) é gerado livremente por Sxr(X;R), a aplicagdo o +— fo de Sar(X;R) para
Sp(Y; R) se estende unicamente a um homomorfismo f; , : Sp(X; R) — S,(Y; R).

Dessa forma, temos que o seguinte diagrama é comutativo (vide Exercicio 10.3)

X
ap-*—l

—>Sp+1(X}R)—>Sp(X}R) -

fopn1 j lfﬂm

— Sp+1 (Y;R) ay_> Sp (Y;R) —
p+1
o que significa que as aplicagdes f , : Sp(X; R) — S,(Y; R) formam uma aplicagdo de cadeias.
Pela Proposigdo 7.65, obtemos homomorfismos fﬂ*,p : Hy(X; R) — H,(Y; R) para todos p, que
denotamos por f, , ou simplesmente f.. O

TeEOREMA Se o0s espagos X e Y sdo homeomorfos, entdo os grupos de homologia de X e Y sdo
isomorfos.

Ou seja, os grupos de homologia sdo invariantes topoldgicos. Esse teorema nos fornece um
modo de demonstrar que alguns espagos ndo sdo homeomorfos: se para algum p os grupos
de homologia H,(X; R) e Hy(Y; R) ndo sdo isomorfos, entdo X e Y ndo sdao homeomorfos.
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Dessa forma, o grupo de homologia singular é um funtor. De modo mais preciso, temos
o funtor H(e; R):

H(e;R
Top % rMod

X——H(X;R) > |[d]

A f cont. f+ | homom.

Ny _HWR) > [fod]

Note que denotamos por f. o homomorfismo de grupo que é a imagem de uma aplicagdo
continua f pelo funtor H(e; R) definida como segue:

foilo]l = [foo]

Provaremos a seguir um resultado um pouco mais forte: se dois espacos X e Y possuem o
mesmo tipo de homotopia, entdo X e Y possuem grupos de homologia isomorfos.

10.2 Invariancia Homotépica

10.18 ProrosigcAo Sejam X eY espagos topologicose f, g : X — Y duas aplicagbes continuas. Se f e g
sio homotépicas, entdo as aplicagdes de cadeias fy, gy : S+(X; R) — S.(Y; R) siio homotdpicas.

Demonstra¢do: Sejam H : X X I +— Y uma homotopia de f para g e 0 : A? — X um simplexo
singular, temos a composicao

AP x T2 w1 2y

dada por Ho (0 xid) : AP X I+ X xI Y, onde id é a funcdo identidade. Veja a Figura 10.5.

A demonstragdo ¢é feita subdividindo o prisma A? X I em simplexos, como na Figura
10.4. Sejam AP x 0 = [vg,...,vp] e AP X1 = [wy, ..., wp], onde v;, w; possuem a mesma
imagem na projecao 7 : A” X I — AP. Faremos as divisdes em p-simplexos da seguinte forma.
Comegaremos com [0y, ..., Up],depois tomamos [vg, . .., vp-1, wp],e[vo, ..., wp-1, wy] e assim
por diante, isto ¢, seguindo a sequéncia [vo, ..., v;, Wiy1, ..., Wp].

A regido entre dois p-simplexos [v, ..., v;, Wis1, ..., wpl e [vo, ..., Wi, Wis1, ..., wy] €0
(p + 1)-simplexo:

[v0, ..., i, Wi, Wis1, ..., Wp]
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vl v1 (4 [ Jup

%
Figura 10.4: Prismas para Al x [ e A% X [

Sendo assim, A? X I é a unido dos (p + 1)-simplexos

n

AP X] = U[vo,...,vi,wi,wiﬂ,...,wp]
i=0

tais que suas intersec¢des sdo os n-simplexos anteriores.
Motivado pelo apresentado anteriormente, podemos definir um operador prisma P :
5y(X; R) = Sp41(Y; R) como:
— _1)¢ ;
P(o) = Z( DHo (o xid)|, -
1

que geometricamente, pode ser pensado como subdividir o prisma “A? X I ” em (p + 1)

simplexos

Vamos mostrar que o operador prisma satisfaz a relagdo dJP = gy — f; — Pd e logo é uma
homotopia de cadeias. Geometricamente, essa férmula afirma que o bordo da cadeia singular
do prisma P(o) consiste no simplexo superior go, no simplexo inferior fo e nas paredes
verticais P(do). De fato, temos:

8P(G) = Z(_l)l(_l)]H ° (G X id)|[vg,...,5]',.n, ,

[ i Wi, Wp]
j<t
_1)i(_1)j+1 :
+Z( D HO(Ode)|[UO/---/Ui/wi ..... Wje..,Wp]
j21

Os termos em que i = j se cancelam, com exce¢do do primeiro e tltimo, que sdo justamente
g4(0) e —fy(0): pois

Ho (0% id)|[%/wO/,_ =goo=glo) e

/wn]

~H o (0 x id)|[00/mlvn@n] =—f oo =—f(0).
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Os demais termos, com i # j, serdo —Pd(o) pois

Pd(o) =P Z(‘l)j°|[vo

]

_ 1V
= VPG, o)
]

= Z(—1)1'(—1)JH (o xid)]

/i’\/ ///// U]

S 0L D) W |

i<j
+ ) VT He @ xid))
i>j Cormr
Logo, dP = gy — fy — Pd.
O
Ix A o xid
g

AP

Figura 10.5: Construcdo do Prisma

10.19 ProrosigAo Sejam X eY espagos topologicose f,g : X — Y duas fungdes continuas. Se f e g
sio homotdpicas e f. p, 8. : Hy(X; R) — Hy(Y; R) sdo os homomorfismos induzidos, entdo f., = g.
para todo p > 0.

Demonstragio: Pela Proposigdo 10.18, existe uma homotopia de cadeias entre f; : 5.(X;R) —
S.(Y;R) e g4 : S«X;R) — S.(Y;R), e pela Proposigdo 7.71, os homomorfismos induzidos
feopr &p + Hp(X; R) — Hp(Y; R) sdo idénticos. O
10.20 TeoreMA (INVvARIANCIA POR HoMoTOPIA) Se X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia,

entio os grupos de homologia H,(X; R) e Hy(Y; R) sio isomorfos para todos p > 0,
Demonstracido: Se f : X — Y e g:Y — X forem duas aplicagdes que tornam os espagos X e
Y homotépicos, temos g o f ~idx e f o g ~idy, e portanto,

(gof)=gofi=id e
(f o g)e = fuo g = id.
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e logo a aplicagdo f. , : Hy(X; R) — H,(Y; R) é um isomorfismo com inversa g. . O

10.3 Homologia Singular Relativa

Vamos considerar um par topolégico (X, A), ou seja, um espago topoldgico X juntamente
com um subespaco A C X e denotar a inclusdo do subespago por i : A — X. Cada simplexo
singular 0 : A? — A produz um simplexo singular 0 : A¥ — X compondo ¢ com a
aplicagdo de inclusdo de A em X, entdo o complexo singular S.(A; R) é um subcomplexo do
complexo singular S.(X; R). E imediato que a aplicagio de complexos de cadeias singulares
induzida 7. : S(A;R) — S(X;R) é injetora e, portanto, podemos considerar o complexo
quociente S(X, A; R) = S(X; R)/S(A; R). Para sermos completamente precisos, devemos tomar
o quociente pelo subcomplexo i.(S(A;R)) € S(X;R), mas nos permitimos identificar os
complexos isomorfos S(A; R) e i.(S(A; R)).

Seja S,(X, A; R) o médulo quociente
Sp(Xz A;R) = Sp(X} R)/SP(A)R)

e seja 5.(X, A; R) o médulo graduado correspondente obtido pela soma direta de S, (X, A; R).
O morfismo de bordo 8;( : 5p(X; R) — Sp-1(X; R) do complexo original S.(X; R) restringe-se
ao morfismo de bordo 8;,4 : Sp(A;R) — Sp-1(A; R) do complexo S.(A; R), entdo a aplicagao
quociente dy, : 5,(X, A;R) — S,-1(X, A; R) induzida por 8;)7( e dada por

ap(a + SP(A} R)) = aX,p(a) + Sp—l(A/' R)

para cada p-simplexo singular ¢ é o morfismo de bordo para o complexo de cadeias S.(X, A; R).
O complexo de cadeias S.(X, A; R)

Ip+ 9, dp-—
S (X, A R) — - Sy (X, A;R) e 2 61 (X, A R) 2 S4(X, A; R) —2- 0.
¢ chamado de complexo de cadeias singulares do par (X, A).

DEerINI¢AO Dado um par (X, A), onde A é um subespago de X, os grupos singulares de homologia
relativa H,(X, A; R) de (X, A) sdo definidos por

H,(X, A; R) ¥ H,(S,(X, A; R) = Hy(S.(X; R)/S.(A; R)) .
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Se temos um par topolégico (X, A), entdo existe uma sequéncia exata curta de complexos
de cadeias

0 —— S(A; R) —— S(X; R) —> S(X, A;R) —=0

na qual o segundo morfismo é a aplicagdo de inclusdo e o terceiro morfismo € a aplicacdo
quociente. Portanto, podemos aplicar o Lema do Zig-Zag 7.76 a esta sequéncia exata curta e
obter a seguinte proposicdo:

ProrosicAo Seja um par topoldgico (X, A). Entdo existem os homomorfismos de conexdo
Oun t Hy(X, A;R) > Hy—1(A;R), n > 1,

de modo que a seguinte sequéncia é exata

> 0+3

<__> H>(A; R) L H>(X;R) N H)(X,A;R) >

*,2

<_> Hiy(A; R) —= Hy(X; R) —L= Hy (X, A; R) )

d:1

<—> Ho(A; R) —— Ho(X; R) —== Ho(X, A;R) —0

Esta é a sequéncia exata longa de homologia associada ao par topolégico (X, A).

E possivel descrever explicitamente os morfismos de bordo d.: para cada ciclo relativo c,
temos

xp([c]) = [dp(c)].

Observamos que existe uma sequéncia exata longa, completamente anédloga, de grupos
de homologia reduzida para um par (X, A) com A # 0.

ExemprLos Sejam X um espago, A um subespagoe i : A — X a inclusdo.

A homologia do espago vazio é trivial em todas as dimensoes. Dessa forma a inclusdo j : 0 — X
induz isomorfismos
H,(X;R) = Hy,(X,0;R), n > 0.

A inclusdo i induz isomorfismos nos grupos de homologia i. : H,(A;R) = H,(X;R),n >0, se,
e somente se, todos os grupos de homologia relativa H, (X, A) para n > 0 se anularem, ou seja,
H,(X,A;R) = 0. Em particular, os grupos de homologia H,(X, X; R) se anulam paran > 0.
<
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10.24 DEeriNi¢A0 Dizemos que (X, A) é um bom par, se A C X é um subespago fechado nio vazio que é
um retrato de deformagdo de alguma vizinhanga em X.

10.25 Prorosi¢cio (Bom PaRr) Se (X, A) é um bom par, entido a aplicagdo quociente q : (X, A) —
(X/A, AJA) induz um isomorfismo q., : Hy(X, A;R) — Hy(X/A,A/A;R) = H,(X/A; R) para
todo n.

Essa proposicdo serd demonstrada na Secao 10.5.

Das Proposigdes 10.25 e de 10.22, segue o seguinte resultado.

10.26 ProrosicAo Se(X,A)éum bom par, entdo a sequinte sequéncia é exata

> 043

Qaiwm—eimm—émmmm>

*,2

+,1

<—> Hi(A; R) — Hi(X; R) — Hi(X/A; R) >

C»%wm—+%mm—+%mmm—+o
10.27 ProrosigAo Sejam X um CW-complexo e A um subcomplexo de X, entdo (X, A) é um bom par.
10.28 Exempro Os grupos de homologia singular reduzida da esfera n-dimensional sio:

R, p=n

Hy(S";R) = { (10.3)

0, caso contririo .

Para n = 0 o resultado é imediato. Para demonstrar o resultado para n > 0, considere o par
(X,A) = (D",S"71), logo X/A = S™. Como D" é contritil, temos que ﬁp(D”;R) = 0, para todo
p = 0, e logo temos

> 0+3
C—_> Hy(S"1;R) —= 0 — H»(S"; R) >

di2

L Hy(S"Y; R) —= 0 — H(S"; R)

> 0u1

<—> Hy(S"™'; R) —= 0 — Hy(S"; R) —= 0
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Logo, ﬁg(S”; R)=0e ﬁp(Sn; R) = ﬁp_l(S”‘l; R), para p > 0, de onde segue o resultado. <

O exemplo anterior garante que esferas de dimensdes diferentes ndo sdo homeomorfas, e
mais ainda, ndo possuem o mesmo tipo de homotopia.

Sequéncia Exata Longa de uma Tripla Uma generalizagdo simples da sequéncia exata longa
de um par (X, A) é a sequéncia exata longa de uma tripla (X, A, B),onde BC A C X :

-+«—=Hy(A,B;R)—H,(X,B;R) — H,(X,A;R) —= H;-1(A,B;R) —— - - -

Esta é a sequéncia exata longa de grupos de homologia associada a sequéncia exata curta de
complexos de cadeias formados pelas sequéncias exatas curtas

0 ——=54(A, B;R) —= 5u(X, B;R) — Su(X, A;R) —=0

Tomando B como um ponto, a sequéncia exatalonga da tripla (X, A, B) torna-se a sequéncia
exata longa de homologia reduzida para o par (X, A).

10.4 Primeiro Grupo de Homologia e o0 Grupo Fundamental

H4& uma conexdo estreita entre Hi(X;Z) e m1(X, x¢), decorrente do fato de que se y é um
caminho fechado em X, entdo o 1-simplexo singular correspondente é um ciclo no complexo
de cadeias singulares S.(X;Z). Além disso, observe que um caminho constante y(f) = xp em
X ndo é apenas um ciclo, mas um bordo. Para ver isso, considere o 2-simplexo o, : A2 - X
que mapeia A% no ponto xg. Entdo, do; é 0 caminho constante 7.

Lema Sey ey’ sdo caminhos homotdpicos com extremidades fixas, i.e., y 7{ y', entdoy —y’ éum
e.J.
bordo.

Demonstra¢do: Considere uma homotopia H : [ X I — X de y em y’ com extremos fixos.
Subdividindo o quadrado I X I em dois tridngulos [vo, v1, v2] e [vo, v3, V2] temos um par
de 2-simplexos singulares o1 em X, conforme mostrado na

Figura 10.6.

e 0y = H|
[v0, v3, V2]

=H
|[Uo, 1, V2]
Quando calculamos d(o1—02), as duas restri¢des de H a diagonal do quadrado se cancelam,
deixando y -y’ e dois 1-simplexos singulares contantes provenientes da imagem da restrigdo
de H as bordas esquerda e direita do quadrado, que como ja observamos sdo bordos, entdo
y — 7’ também é um bordo. O

Em vista do lema anterior, temos uma funcéo & : 71(X, xg) — H1(X;Z) enviando a classe
de homotopia de {y} para a classe de homologia do 1-ciclo [y]. Vamos provar que essa fungao
é um homomorfismo.
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02

01

o U1

4
Figura 10.6: Homotopia H : I X I — X de y em ).

10.30 Lema Se y,y’ sdo dois caminhos fechados baseados em xo € X, entdo a 1-cadeia y »y’' —y —y’ é
um bordo em X, ou seja, [y * '] = [y] + [y'] em Hi(X; Z).

Figura 10.7: 03 : [ep, €1, 2] — X

Demonstragdo: Seja o5 : [eg, e1, e2] — X definida como:

* y na aresta [eg, e1],
* ' na aresta [eq, e2],

= e constante nas retas paralelas a reta que une e; com o ponto médio de [ep, e2],

como ilustrado na Figura 10.7. Logo, ¢ restrito a [eo, e2] é claramente o caminho produto y * ).

E consequentemente
o) =y +y" = (=)
O

Logo a fungao & : m1(X, x9) — Hi(X;Z) é um homomorfismo. Como H;(X;Z) é um
grupo abeliano, descobrimos que / leva o subgrupo comutador

[T(l/ T(l] o [T(l(Xr X()), T(l(X/ XO)]
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para zero, e assim obtemos o0 homomorfismo induzido

E . T(l(X, xO)

] )

TeorEMA (PoiNncarE-Hurewicz) Se o espaco topolégico X é conexo por caminhos, entio o
homomorfismo h : 11(X, xo) — Hi(X;Z) é sobrejetivo e o seu kernel é o subgrupo comutador
m1(X, xo), e consequentemente h induz um isomorfismo da abelianizagdo de 111(X) em Hy(X).

Temos que mostrar que a aplicagdo & é sobrejetora e que seu kernel é [r11, 71]. Provaremos
m1(X, Xo)

[nll T(]]

ambos os resultados produzindo um homomorfismo de Hy(X;Z) para que serd o

inverso de /. Para isso, seja 0 : Al — X um 1-simplexo singular de X.

Colocando d(eg) = 0(0) e o(e1) = (1), podemos construir um caminho fechado y () * o *
7/;(11) baseado em xg, onde y, é um caminho que une xy a x e claramente existem varias opgdes
para y,. Para mostrar que é independente da escolha do caminho seja i, outra escolhas de
caminhos unindo xp a x, entdo y (o) *G*)/;(ll) e lg(0)*0* y;(ll) sdo conjugados. Isso significa que o
(X, xo)

[1r1, 1]
7'(1(X, .X'())

[, ]
Como S(X;Z) é o grupo abeliano livre gerado por todos esses 1-simplexos ¢ em X, obtemos

caminho fechado o0 ndo é determinado unicamente por ¢, mas que sua imagem em

unicamente determinada. Definimos g(0) = {ys)*0* )/;(11) },com {ys)*o* y;(ll)} €

um homomorfismo

(X, xo)
1 51(X;Z2) - —L—.
§:62) [, 1]

O préximo resultado mostra que g leva B1(X;Z), o médulo de 1-bordos de X, no elemento

171 T(l(X/ xO)
trivial de ————.

[7t1, 1]
Lema im g(B1(X;Z)) = {1} € M_
[1, 1]

Demonstragdo: Como B1(X;Z) é gerado por todos os elementos do tipo d(c),onde o : A2 — X
é um 2-simplexo singular, basta provar que, neste caso, gd(o) é o elemento identidade.

Sejam v; = o(e;), parai = 0,1,2, e a = a| conforme

b = a| ,C = a|
) [v0,01] [v1,02] [v2,v0]
representado na Figura 10.8. Temos

g(do) = gla+b+c)

g(a)-g(b)-g(c)

= {(ograrys))* (o, # by * (o, + 0 y)}
= {Vvo*ﬂ*b*C*%Ol}-
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\ ////
¢
X0

Figura 10.8

Finalmente, como o caminho fechado a * b * ¢ é homot6pico ao caminho constante baseado
em 0o, temos que o caminho fechado entre colchetes é homotépico ao caminho constante

baseado em x. O

Precisamos de mais uma notagdo. A aplicagdo y : x — y, é, na verdade, uma aplicacdo
dos geradores de So(X;Z) em S1(X;Z) e por isso pode ser estendida para um homomorfismo
y 1 So(X;Z) = S1(X;Z). Assim, usaremos a seguinte notagao (s y,x,) & Z niVy,.

10.33 Prorosicio Se o é um 1-simplexo singular em X, entdo hg(c) é representado pelo ciclo
0 +7Y50) = Vo(1) = 0 = Va(0)

De maneira mais geral, se o é uma 1-cadeia, entio Eg(a) =[o-yamle Eg(a) = [o], se 0 é um ciclo.

Demonstragdo: Pelo Lema 10.30 temos que para qualquer caminho y, ¥ + y~! é um bordo,

ouseja, [y] = —[y~!]em % Agora, para qualquer 1-simplexo singular o, temos
Eg(ﬁ) = E{)/G(O) *0 * 7/;(11)}

Vo] + [o]+ [y
[Vo(0) + 0 = Vo)l
[0 =Y

0

Demonstracao do Teorema de Poincaré-Hurewicz J4 demonstramos que a aplicagdo # :

US| (X,X())
[m1,m1]

homomorfismo g : Hi(X;Z) —

— H1(X;Z) definida anteriormente é um homomorfismo. O dltimo lema define um
m(x,xo)
[711,7'!1]
de caminhos {a} baseada em x(, temos

colocando g{z} = g(z). Além disso, para cada classe

ghia} = 3([a]) = {yx *a*yzl}t = {a}.
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Reciprocamente, para cada [¢] € H1(X;Z), a tltima proposi¢ao mostra que

hg{o} = h(g(o)) = [o].

10.5 Propriedade de Excisao e Sequéncia de Mayer-Vietoris

Nesta secdo, vamos apresentar a propriedade de excisdo para a homologia singular, que é
uma das principais caracteristicas da homologia singular e que nos permite calcular de modo
efetivo a homologia. A demonstracdo da propriedade de excisdo depende do Principio da
Localidade que serd apresentado na préxima se¢do, vamos nos concentrar aqui em algumas
consequéncias e aplicagdes. Em particular, vamos deduzir a sequéncia de Mayer-Vietoris e,
em seguida, calcular os grupos de homologia das esferas.

Queremos definir o conceito de simplexos singulares pequeno (ou local). Se estivéssemos
num espac¢o métrico poderiamos usar o conceito de didmetro do simplexo, ndo estando,
definimos um simplexo singular como pequeno se ele estiver contido numa cobertura aberta

dada.

DEerFINI¢AO Seja X um espago topoldgico, para qualquer familia U = {U,}ie; de subconjuntos
de X que formam uma cobertura aberta de X, dizemos que um p-simplexo singular o : AP — X é
U-pequeno se sua imagem estiver contida em algum U;. O submédulo S;”(X; R)de S,(X; R) consiste

em todas as p-cadeias singulares Z Aoy tal que cada p-simplexo oy é U-pequeno.

O morfismo de bordo d, : Sy(X;R) — S,-1(X;R) leva S;”(X;R) em S;Lil(X;R) e, dessa

forma, S¥(X; R) é um complexo de cadeias. Os médulos de homologia do complexo S¥(X; R)
sdo denotados por H;” (X; R).
TeorREMA (PriNciPIO DA LocALIDADE) Seja X um espago topolégico, para qualquer familia
U = {U,}ier de subconjuntos que formam uma cobertura aberta de X, as inclusoes tp : SZI(X ;R) —
S,(X; R) induzem uma equivaléncia homotopica de cadeia; ou seja, existe uma familia de morfismos
de cadeias p, : Sp(X; R) — S;,”(X ; R) tal que p o 1 é homotdpica a aplicacio identidade de S¥(X; R)
e L o p é homotdpica a aplicagio identidade de S.(X; R). Como consequéncia, temos o0s isomorfismos
HY (X;R) = Hy(X;R), para todo p > 0.

A prova do Principio da Localidade, apesar de intuitivamente simples, é longa e com
passagens técnicas e é feita através da construgdo da subdivisdo baricéntrica e sera feita na
préoxima secao.

TeoreEMA (DE ExcrsAo) Seja X um espago topolégico e U C A C X um subespago tal que
clU c int A. Entdo a inclusdo (X\U, A\U) — (X, A) induz isomorfismos nos grupos de homologia
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relativos:
H,(X\U, A\U;R) = Hy,(X, A;R), n >0. (10.4)
X X\A
A

Este teorema pode ser reformulado do seguinte modo.

10.37 TeoreMA (DE ExcisAo) Sejam X um espago topoldgico e subespacos X1, Xo C X tais que

int X; Uint X, = X. Entdo a inclusdo (X1, X1 N X2) — (X, X2) induz isomorfismos em todos os

grupos de homologia relativa:

H,(X1, X1 N Xo;R) = Hy(X, Xo;R), n > 0.

Os Teoremas 10.36 e 10.37 sdo equivalentes, o que pode ser visto fazendo A = X, e
U=X\X.

Demonstra¢do: Sem perda de generalidade, podemos assumir que X; e X, sdo conjuntos
abertos e que U = {Xi, X»}. Para simplificar a notagdo, omitiremos o anel R.

Queremos mostrar que S.(X1, X1 N X2) — S.(X, X») induz isomorfismos nos grupos de

homologia.

Considere o seguinte diagrama formado por sequéncias exatas curtas de complexos de

cadeias
00— S5.(Xp) —= SH(X) —= SH(X)/S5.(X2) —=0

| |

0—— S5.(X>) S.(X) S.(X, X3) 0

A morfismo vertical do meio induz um isomorfismo de homologia pelo Principio da Locali-
dade, entdo temos, pela Sequéncia Exata Longa de Homologia:

— H,(Xp) — HH(X) — H,(SH(X)/5.(X2)) — Hy-1(X2) —= H! | (X) —

] | o

—— H,(Xp) —— H,(X) H,(X, X5) Hy,-1(Xp) —= H,1(X) —

logo, pelo Lema dos Cinco (veja Exercicio 7.15), temos que H, (S (X)/S.(X2)) = H,(X, X).
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Mas SH(X) = S, (X) + S,(X1), e assim

Sn(XD)  _ Sa(X) _ Su(X2) +5a(X1) _ SH(X)
Si(X2NXi)  Su(X2)NSu(X1) Sn(X2) Sn(X2)’

onde usamos o terceiro Teorema do Isomorfismo. Logo,
Hu(X, Xa) = Hy(SH(X)/S.(X2)) = Hu(Xa, X1 0 Xa).

O

O Principio da Localidade fornece uma prova simples da sequéncia de Mayer-Vietoris em
homologia singular.

TeoREMA (SEQUENCIA DE MAYER-VIETORIS NA HOMOLOGIA SINGULAR)
Sejam X um espago topoldgico e subconjuntos A, B de X tais que X = int(A) U int(B), entdo existe
uma sequéncia exata longa

i —— H,(ANB;R) —2~ H,(A; R) ® H,(B; R) ——= H,(X; R) —>~ H,_1(A N B;R) —— ...
onde as aplicagdes ¢ e Y sdo definidas por
P«(r) = (.(y), =ju(y))
Y., B) = k() + L(B),

eonde i, j,k, I sdo as aplicagdes de inclusdo mostradas no diagrama abaixo:

ANB——A
-
B—l .x.

Se AN B # 0, existe uma sequéncia similar em homologia reduzida.
Demonstragido: Definimos uma sequéncia
0—— S,(A N B;R) —= S,(A; R) ® 5, (B; R) —— S,(A; R) + S, (B; R) — 0
para todo p > 0, onde ¢ e ¢ sdo definidas como

¢(0) = (ix(0), —ju(0))
Pla, B) = ke(a) + 14(B) .

z

Observe que ¢ o ¢ = 0. A aplicagdo ¢ é injetora, enquanto ¢ é sobrejetora. Temos
im¢ C kery, pois ) o ¢ = 0. O kernel de ¢ consiste em todas as cadeias da forma (o, —0),
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onde 0 € S(A;R) e —0 € S(B; R), pois dessa forma o € S,(A N B; R), por outro lado temos que
@(0) = (0, —0), 0 que mostra que kery C im ¢. Portanto, a sequéncia é exata e temos uma
sequéncia exata curta de complexos de cadeias.

0—— S.(AN B;R) — = 5.(A; R) ® 5.(B; R) —'—~ S.(A; R) + S.(B; R) — = 0.
E logo temos a seguinte sequéncia exata longa em homologia

i —— H,(A N B;R) —%~ H,(A; R) ® H,(B; R) —~~ H,,(S.(4; R) + S.(B; R) >
d.

<—> H,-1(A N B;R)

No entanto, como X = int(A) U int(B), a Proposigdo 10.35 implica que

Hy(S.(A; R) + S.(B; R)) = Hy(X),

e obtemos a sequéncia exata longa

P- Pu
+++——=H,(ANB;R) —— Hy(A;R) @HP(B;R)—>HP(X;R)>8 ,

<—> H,-1(A N B;R)

como desejado.

Um argumento semelhante se aplica a homologia reduzida. O

O morfismo de conexdo d. : H,(X; R) — H,-1(A N B; R) possui a seguinte descri¢do: dada
uma classe a € H,(X), esta pode ser representada por um ciclo z = x + y de cadeias x, y
em A e B, respectivamente, satisfazendo dz = d(x + y) = 0 e o elemento d.aH,_1(ANB) é
representado pelo ciclo dx = —dy.

O Teorema de Mayer-Vietoris permite calculos indutivos de grupos de homologia. Ilustra-
remos esse fato calculando os grupos de homologia das esferas.

Prorosi¢cAo Os grupos de homologia singular da esfera S™, com m > 0, sdo dados por:
~ R, n=m
Hu(S™;R) = { iy
0, caso contrario.

O que pode ser reescrito como:

R®R, =0
Hu(S% R) e{ eR g

0, caso contrdario

R, n=0
H,(S";R)=<{ R, n=m sem >0
0,

caso contrario
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X+ X~ Xtnx-

Demonstragio: Como S° é a unido disjunta de dois pontos, ja calculamos seus grupos
de homologia. Além disso, como todas as esferas restantes sdo conexas por caminho, ja

conhecemos todos os grupos de homologia zero dimensional.

Para n > 1 consideramos a decomposi¢dao S™ = X* U X~ sendo X* e X~ a esfera menos
o polo norte e sul respectivamente, a parte interessante da sequéncia de Mayer-Vietoris,
omitindo o anel R por brevidade, é:

oo —— Hy(X*) @ Hy(X™) — Hy(S™) — H,, 1 (S"1) — H,_1(X*) @ Hyp_ (X ™) — - -

Como X* e X~ sdo contrateis e X* N X~ =~ §"1, obtemos um isomorfismo ﬁn(Sm) =
H,-1(S™71). A hipétese indutiva nos permite concluir a demonstragdo. A elegancia desse
célculo esta em termos usado a homologia reduzida, o que permitiu a redugdo do ndmero de

casos. O

COROLARIO

Para m # n, as esferas S™ e S" ndo possuem o mesmo tipo de homotopia.
Param > 0, a esfera S™ ndo é contritil.

ExempLo (GRUuPOs DE HoMmoLoGI1A DO 8) Seja X a figura do “oito” representada na Figura
10.9. Seja A o subconjunto obtido excluindo o ponto mais a esquerda e B o subconjunto obtido
excluindo o ponto mais d direita. Entdo A e B sdo ambos homotopicamente equivalentes a S, enquanto
sua interse¢do A N B é homotopicamente equivalente a um tinico ponto *. Portanto, temos a sequinte
sequéncia de Mayer-Vietoris para X

Hy(Z) —2—— H,(S4,2) ® Hy (S Z) —= Hy (X3 Z) —2= Hy1 (%, Z)
Qs 1 1 Y. 0«
Hi(x;Z) H(S%;Z) @ Hi(S,; Z) — Hi(X; Z)

*

Ho(%Z) — Ho(S%; Z) ® Hy(S'; Z) Ho(X;Z) 0
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% ’
’ %
B
Figura 10.9: Oito

Usando as informagdes sobre as homologias de S* e *, temos:

0 — Hy(X;Z) =0 0—Z®7Z

—H(X;Z2) =-Z—Z&®Z—7Z——0.
Logo, H,(X) =0, paran > 1.
Vamos provar que H1(X;Z) = Z & Z. Para isso, considere a sequéncia exata
025707 —>H(X;Z) —=7-2-707 27 -"50. (10.5)

Como im ap = ker a; = Z, temos que ay é sobrejetiva, logo,

7®7 .
= imay = Z.
ker ap

Como qualquer subgrupo de Z&Z é da forma (mZ) & (nZ), o quociente li?i édaformaZ/(m)®Z/(n),
onde m, n podem ser zero e convencionamos Z/(0) = Z. Logo, ou kera, =Z @& 0ou kera, =08 Z,
assimimaz = Z ® 0 ou imaz = 0 @ Z. Portanto, ker az = 0 e a4 é a aplicagio nula, o que implica que

as é um isomorfismo.

Outro modo de lidar com a sequéncia da Equagdo 10.5 é olhar para a aplicagio az. Se a3 = 0 temos
que

02-7072-2-7-2.90.

o que gera um absurdo. Logo az # 0 e assim az é injetiva e logo ker az = 0 e consequentemente

imay = 0 e logo temos

a6 as

ay
0 yAYA Hi(X;Z)—0
o que implica que as é um isomorfismo

Finalmente, vale a pena observar que o cdlculo é bem mais simples se utilizarmos a homologia
reduzida. Nesse caso teriamos a seguinte sequéncia exata:

0 707 Hi(X;Z) — 0. 4
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eassim H{(X;Z) = Hi(X;Z) = Z & Z.

10.42 ExempLO (GARRAFA DE KLEIN) Para o cilculo dos grupos de homologia da garrafa de Klein,
usaremos a decomposigio de K como a unido de duas faixas de Mobius A e B coladas ao longo do
seu bordo, que é um circulo, conforme apresentado nas Figuras 10.10 e 10.11. Assim, A, B e sua

A C Y
0, b “ B
A/ A C/ '
I
a B a A
,,,,,,,,,,,,,,, b Y
[ 777777777777777 A~
A A
4 b v

Figura 10.10: Decomposi¢do da Garrafa de Klein como duas faixas de Mobius (B
e A’ U A) que se intersectam em C e C’ que se colam num circulo.

interse¢do A N B sdo homotopicamente equivalentes a circulos, portanto a parte ndo trivial da sequéncia
de Mayer-Vietoris produz

05 HE >Z S zez5 Hi(K) — 0

e a parte trivial implica que a homologia de K se anula para dimensdes maiores que 2.
A aplicagdo o envia 1 para (2,-2), jé que o circulo que forma o bordo de uma faixa de Mébius

envolve duas vezes o circulo central e ¢(c) = (ig(c), —js(0)). Em particular, a é injetora, logo a

homologia da dimensdo 2 também se anula.
Temos ainda que im o = (2Z, -2Z) = ker p eim f§ = Hi(K). logo

YAV

Ha(K) = (2Z,-27)

Finalmente, escolhendo (1,0) e (1, =1) como base para Z ® Z, segue que H, (K) =Z & Zp eassim

~ 7®7Zy, sen=1
H,(K) =
0, sen + 1. <

Relembre que (X, A) é um bom par, se A C X é um subespaco fechado nado vazio que é
um retrato de deformacgdo de alguma vizinhanca em X, veja a Definicdo 10.24.
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Figura 10.11: Decomposicdo da garrafa de Klein K como a unido de duas faixas
de Mobius A e B coladas ao longo de seu bordo

10.43 Prorosicio Se (X, A) é um bom par, entdo a aplicagdo quociente q : (X,A) — (X/A,AJA)
induz um isomorfismo q. : Hy(X, A;R) = Hy(X /A, A/A;R) = ﬁn (X/A;R), para todo n.

Demonstracdo: Dada uma vizinhanca V de A em X tal que A é um retrato de deformacao

de V, temos o diagrama comutativo

Hﬂ(X/A/R) H?I(X/V/R) HH(X_A/V_A/R)

lq* lq* lq*

Hy(X/A, AJA; R) — Hy(X /A, V]A; R) —— Hy(X /A - AJA,V/A — AJA;R)

Se considerarmos a sequéncia exata longa da tripla (X, V, A)
o —H,(V,A;R) —H,(X,A;R) —H,(X,V;R) —=H,_1(V,A;R) — - -~

temos que os grupos H,(V, A) sdo zero para todo 1, porque um retrato de deformagdo de V
sobre A fornece uma equivaléncia homotépica de pares (V,A) = (A, A) e H,(A,A) = 0,0 que
implica que a seta horizontal superior esquerda é um isomorfismo: H, (X, A; R) = H,(X, V; R).
O mesmo argumento para V /A e A/A mostra que a seta horizontal inferior esquerda também
é um isomorfismo. Os outros dois morfismos horizontais sdo isomorfismos diretamente
da propriedade de excisdo. A aplicacdo vertical a direita g+ é um isomorfismo ja que g se
restringe a um homeomorfismo no complemento de A. Finalmente, segue da comutatividade

do diagrama que o q. do lado esquerdo é um isomorfismo. O

10.44 CoroLARIO Para a unido por um ponto \/, X,, as inclusées i, : Xo — \/, Xn induzem o

Vi
a

se a unido por um ponto for feita em pontos base x, € X, de forma que os pares (X,, x) sejam bons.

isomorfismo

7

Balps @ﬁn (Xq) — ﬁn
(04

A demonstragao € direta e serd deixada como exercicio.
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10.6 Limites Diretos e Axioma de Suporte Compacto

Limites Diretos

DeriNi¢Ao Um conjunto parcialmente ordenado (.7, <) é dirigido se para todo i,j € .7 existe
ke stalquei <kej<k.

ExeEmPLOS

Niimeros naturais N com a ordem parcial < usual.
Niimeros naturais positivos, com a ordem: i < j se i | j. Esse conjunto é dirigido pois i, j | (ij).

Se xo é um niimero real, entdo o conjunto I = R\{xo} pode ser transformado em um conjunto
direcionado definindo a <r b se |a — xo| > |b — xq|. Portanto, os elementos “maiores” estio mais
proximos de x.

(4] Se X é um espago e A um subespago, podemos considerar o conjunto parcialmente ordenado Ua
cujos elementos sio os subconjuntos abertos de X contendo A, ordenados dizendo que U <V se
U 2 V. Esse conjunto é dirigido porque a intersegio de dois conjuntos abertos é aberto. <

DEeFINICAO Seja & um conjunto dirigido. Um sistema dirigido por .5 em uma categoria € é
um funtor 5 — €. Isso significa que para cada i € . associamos um objeto X; € €, e para cada

i < j atribuimos uma aplicagdo f;; : X; — X;, de tal forma que f;; = idx, esei < j < k entdo
fij = fiko fij-
Exempro Se S = (N, <), entdo temos um “diagrama linear”

X()&Xngz—) <

Exempro Suponha que 5 = (Nso,|), ou seja, o segundo exemplo acima. Vocé pode considerar
J — Ab, digamos atribuindo a cada i os inteiros Z e f;; : Z 7 <
ExeMPLO (S1sTEMAS CONSTANTES) Seja.s qualquer conjunto dirigido e € qualquer categoria.
Um objeto A € € determina um conjunto ¥ dirigido, ou seja, o funtor constantecy : 5 — €. <

Para comparar sistemas, precisamos de morfismos. Observamos que sistemas dirigidos

em & sdo functores ¥ — . Eles estdo relacionados por transformacdes naturais, e esses sao
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os morfismos na categoria de sistemas dirigidos .#. Ou seja, um morfismo é uma escolha da
aplicagdo g; : X; — Yj, paracadai € .7, tal que

Xi —X;
8zl lgj
Yi—Y,
comuta para todo i < j.
DEeFINICAO Seja X : I — € um sistema dirigido. O limite direto de X é um objeto L e uma
aplicagio X — ci, que € inicial entre as aplicagOes para sistemas constantes. Isso significa que dado

qualquer outra aplicagdo para um sistema constante, digamos X — c4, existe uma aplicagdo tinica
f L — Atal que

comuta.

Esta é uma propriedade universal.

E facil ver que quaisquer dois limites diretos sdo canonicamente isomorfos; mas um
sistema dirigido pode ndo ter um limite direto. A existéncia depende fortemente da categoria

em consideracao.

Exempro O limite direto de
zhz%z2%5725 ..
na categoria dos grupos abelianos é Q.

Podemos reescrever o acima como um sistema isomorfo composto de inclusoes de subgrupos de Q:

1 1 1
Z— TZC_)EZc_)?jZC_)”"

Observe os diagramas comutativos que mostram que esse sistema é isomorfo.

Z i Z
4 lL
(n—1)! (n)!
1 1
— 77— -7
(n—1)! n! 4

Neste ponto o limite direto é a unido dos subgrupos ascendentes, que dard o subgrupo de racionais.
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Construcdo de Limites Diretos Limites diretos podem ser construidos a partir de coprodutos
e quocientes. Suponha que X : . — € seja um sistema dirigido. Para construir o limite direto,
comece formando (se possivel) o coproduto sobre os elementos de .7,

| | x:

iesf

e munindo de uma certa relacdo de equivaléncia ~:
limAi = |_|Al'/ ~.
— .
1

Onde , se x; € A; e x; € Aj, entdo x; ~ x; se, e somente se, houver algum k € I com
i <kej < ketalque fir(x;) = fjr(xj). Intuitivamente, dois elementos na unido disjunta
sdo equivalentes se, e somente se, eles “eventualmente se tornam iguais” no sistema direto.
Uma formulagdo equivalente que destaca a dualidade ao limite inverso é que um elemento
é equivalente a todas as suas imagens sob os mapas do sistema direto, ou seja, x; ~ f; j(x;)
sempre que i < j.

O processo de formacao do coproduto e do quociente dependeré da categoria em que vocé
estd trabalhando e pode nao ser possivel. Em conjuntos, o coproduto é uma unido disjunta
e o quociente forma apenas classes de equivaléncia. Nos grupos abelianos, o coproduto é a
soma direta e para formar o quociente vocé divide pelo subgrupo gerado pelas diferencas.

A conclusdo é que existem limites diretos em Set, Top, Ab, RMod e muitas outras catego-
rias.

O préximo lema que nos permite identificar quando uma aplicacdo para um sistema

constante é um limite direto.

Prorosi¢cio Seja X : 5 — Ab (ou gMod). Uma aplicagio f : X — ¢y, ( dada por f; : X; — L
para i € F) é o limite direto se, e somente se,:

Para cada x € L, existe um i € % e um x; € X; tal que f; (x;) = x.
Seja x; € X; tal que f; (x;) = 0 in L. Entdo existe algum j > i tal que fij (x;) = 0 em X;.

ExemMPLO Suponha que temos uma sequéncia crescente de subespagos, Xo € X1 C --- € X. Essa
familia de conjuntos é um sistema dirigido de espacos, dirigido pelo conjunto parcialmente ordenado
(N, <). E bastante claro que, como conjunto, o limite direto desse sistema é a unido dos subespagos.
Dizer que X é o limite direto desse sistema dirigido de espagos é dizer primeiro que X é a unido dos
espagos X;, e sequndo que a topologia em X é determinada pela topologia nos subespagos. Ou seja, é
a topologia fraca, caracterizada pela propriedade de que uma aplicagdo f : X — Y é continua se, e
somente se, a restrigdo de f a cada X, é continua. Isso quer dizer que um subconjunto de X é aberto
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se, e somente se, sua intersegio com cada X,, é aberto em X. Por exemplo, um CW-complexo é o limite

direto de seu esqueleto. <

ProrosicAo O funtor limite direto h_rr} : Fun(.#, Ab) — Ab ¢ exato. Em outras palavras, se
iesS

Py a1, - . L o .
X — Y — Z é uma sequéncia exata de .F sistemas dirigidos, o que significa que em cada indice temos

uma sequéncia exata de grupos abelianos, entio lim X — limY — lim Z é exato.
ies ies ies

Demonstragdao: Como qop : X — Z é zero, entdo h_rr)lX - li_n}Z é a aplicagdo zero. Seja
i€g S84
y € lii>nY, e suponha que y corresponda a 0 em lii)nZ. Logo existe i tal que y = f; (y;) para
ies ies
algum y; € ;. Entdao 0 = q(y) = qfi (yi) = fiq (vi) porque g é uma aplicagdo de sistemas
dirigidos.

Isso significa que existe j > i tal que fi;jq (y;) = 0 em Z;. Entdo qf;jy; = 0, novamente
porque g é uma aplicagdo de sistemas dirigidos. Entao f;;y; ¢ um elemento em Y; que é levado
para zero sob g, entdo existe x; € X; tal que p (x;) = fijyi. Entdo f; (x;) € lim X é levado para

i€g
Y. O

A exatiddo do limite direto tem muitas consequéncias tteis. Por exemplo:

CoroLARIO Seja i C(i) um sistema dirigido de complexos em cadeia. Entdo existe um isomor-

fismo natural

li_rr}H*(C(i)) — H, (hi)n C(i)) .
i€g iel
Axioma de Suporte Compacto O Axioma de Suporte Compacto, que apresentaremos a
seguir, implica que os grupos de homologia H,(X, A;R) sdo determinados pelos grupos
Hy(C,D;R) onde (C, D) é um par compacto em (X, A), o que significaque D C C € X,D C
A € X onde C é compacto e D é compacto em C.

Sejam K(X, A) os conjuntos de todos os pares compactos de (X, A) ordenados por inclusdo

entdo K(X, A) é um conjunto dirigido.

ProrosicAo Para qualquer par (X, A) de espagos topoldgicos com A C X, valem as seguintes
propriedades:

Dada uma classe de homologia a € Hy(X, A), existe um par compacto (C, D) em (X, A) e uma
classe de homologia p € H,(C, D; R) tal que i.(B) = a, onde i : (C, D) — (X, A) é a inclusdo.
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2| Seja (C, D) um par compacto em (X, A), e seja B € H,(C, D; R) uma classe de homologia tal

[2] Sej par comp ja B € Hy S
que i.(B) = 0. Entdo existe um par compacto (C’, D’) tal que (C,D) € (C’,D’) € (X,A) e
j+(B) =0, onde j : (C,D) — (C’, D’) é a inclusdo.

O funtor de homologia comuta com limites diretos.
E] O R-médulo H,(X, A; R) é isomorfo ao limite direto.

Hy(X, A;R) = lim  Hy(C, A;R).
(C,D)eK(X,A)

Demonstracao:

Vamos fazer a demonstragdo no caso em que A = (). Para qualquer p-cadeia singular
¢ € Sp(X; R) existe um subconjunto compacto C de X tal que c € S,(C;R). Se a = Zle Aio; €
S,(X;R) é um ciclo representando a classe de homologia a, com A; € R e cada ¢; um p-
simplexo o; : AP — X, como AP é compacto e cada o; é continuo, C = g1 (AP) U --- U gi (AP) é
um subconjunto compacto de X e a € S,(C; R).

Seja b = Zle Aia; € 5,(C;R) a cadeia p na qual o, : AP — C ¢é a restricdo de g; a C.
Precisamos verificar se b é um ciclo p. Por definicdo da inclusdo i temos a = iy(b), e como a é

um ciclo p temos

iy 0d(b) = 9o iy(b) = da = 0.

Como i é injetora, iy também € injetora, portanto db = 0, o que significa que b € S,(C; R) é
de fato um p-ciclo, e se § denota a classe de homologia de b, temos i.(8) = a. O argumento

acima é facilmente adaptado ao caso em que A # 0.
E consequéncia do Corolério 10.56.
a

Se o conjunto X for localmente compacto teremos como consequéncia que a homologia
dos subconjunto de uma unido crescente de conjuntos abertos determina a homologia da

unido.

10.7 Demonstracao do Principio da Localidade

10.58 TeoreMA (Princirio DA LocarLipape) Seja X um espago topologico, para qualquer familia

U = {U,}ier de subconjuntos que formam uma cobertura aberta de X, as inclusoes 1 : S;,L’(X ;R) —
S,(X; R) induzem uma equivaléncia homotdpica de cadeia; ou seja, existe uma familia de morfismos
de cadeias py : Sp(X;R) — SZ’(X ; R) tal que p o 1 é homotdpica a aplicagdo identidade de SY(X; R)
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e L o p é homotdpica a aplicagio identidade de S.(X; R). Como consequéncia, temos os isomorfismos
HY (X;R) = Hy(X; R), para todo p > 0.

A prova da proposigao baseia-se na constru¢do de duas aplicagdes naturais: um morfismo
de complexos de cadeias denominado divisdo baricéntrica

bc: So(X;R) — So(X;R)
e uma homotopia de cadeia
R:S5¢(X;R) = Set1(X;R)
entre bc e a identidade. Assim, para qualquer o € S(X; R), queremos ter:

dR,(0) + R,_1(do) = be,(0) —o.

Observe que a existéncia da homotopia de cadeias implica que bc induz a identidade em
homologia, ou seja,
[bea(0)] = [0] € Hu(X)

para todo ¢ € S,,(X) com do = 0. Seguird da construgdo que:

para qualquer ¢ € 5,(X; R), se aplicarmos bc a ¢ um ntimero suficientemente grande
de vezes, obtemos uma cadeia U-pequena, ou seja, (bc, ) (o) € S¥(X), para k suficien-
temente grande.

se 0 é uma cadeia U-pequena, a cadeia R, (0) também serd uma cadeia U-pequena.
A existéncia de tais aplica¢des implicam a Proposicdo 10.35.

Divisido Baricéntrica
Vamos comegar com uma construcdo preliminar, a construc¢do do cone.

Para 0 : A" — A com A um subconjunto convexo de R, as aplicagdes lineares A" — A
geram um subgrupo de S, (A; R) que denotamos Sk (A; R), as cadeias lineares. O morfismo de
bordo dleva SL(A;R)a S 1%_1 (A; R), e dessa forma as cadeias lineares formam um subcomplexo
do complexo de cadeias singular de A.

Podemos designar de maneira inequivoca uma aplicagdolinearo : A" — Apor[vg, - ,v,]
onde v; é a imagem sob ¢ do i-ésimo vértice de A".

Feita essas convengdes definimos o cone:

Cy(0) = Cy([vo,v1,...,vn]) = [y,v0,01,...,04]
A extensao linear de C, para as cadeias lineares sera denotada pela mesma notagao:

Cp: SE(A;R) = St (A;R)
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Figura 10.12: Divisdo Baricéntrica

Temos a seguinte expressdo para o bordo do cone:

dCy(0) = 0 -Cy(do), 0 € SL(A;R)

Passamos agora a construgdo das aplicagdes bc® e RX. Para realizar a construgao impore-
mos como condigdo a naturalidade desses morfismos, ou seja, que os seguintes diagramas

comutam para qualquer funcdo continua f : X — Y:

X X

b n Rﬂ
Su(X;R) —=S,(X;R)  Su(X;R) —> S,11(X; R)

b bk

bcn n
5u(Y;R) —=5.(Y;R) Su(Y;R) —=Sp11(Y;R)
A naturalidade aliada a linearidade dessas aplicagdes tem como consequéncia que bc e R
sdo completamente determinados pelo seu efeito nas aplicagdes identidades id, : A" — A",

De fato, dado um gerador o € 5,(X;R), 0 : A" — X, temos:

be) (0) = oy(bcy (idy)) e R (0) = 04(RE" (idy)). (10.6)

Antes de realizar a construcgdo da divisao baricéntrica, vamos apresentar uma descri¢do in-
tuitiva. Seja b, = ?:0 nl?v,- o baricentro (centro de massa) do n-simplexo A" = [v, ..., v,]. A
subdivisdo baricéntrica de A" consiste nos simplexos [b,, w1, ..., wy], onde [wy, ..., w,] per-
corre os (n—1)-simplexos obtidas pela subdivisdo baricéntrica das n+1 faces [vy, ..., 3, ..., Un]
de A". Para concluir a defini¢do indutiva, fixamos que a subdivisdo baricéntrica de [vg] deve
ser apenas [vp]. Uma visualizacdo para os simplexos de dimensdo baixa é apresentada na

Figura 10.12.

Vamos realizar a construgdo. Faremos a construgdo para o caso geral 0 € S(X; R), ja que o
caso geral ndo nos coloca nenhuma dificuldade a mais. Comegamos definindo bc,, para todos
os espagos X por indugdo em n. Para n = 0, vamos colocar bcoAO (idg) = idy. Isso define bc(}f(o)
para todos os espacos X e todos os 0 € Sp(X). Para a etapa de indugdo, vamos supor que
bc,(0) ja tenha sido definido para todos os X e todos os ¢ e definimos

n+1

b (ids1) & Cp(bch™ (Iid 1))
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onde b = b,41 é o baricentro de A"*!. A naturalidade forga a defini¢do de bcX, (o) para
qualquer gerador 0 € S(X;R) pelas férmulas acima, que sdo estendidas linearmente para

(n + 1)-cadeias arbitrérias.

Com isso, concluimos a definigdo dos operadores de subdivisdo baricéntricabc, : S,(X; R) —

S.(X;R).
Simplexo Bordo e divisdo Um cone Divisao Baricéntrica
baricéntrica
do bordo
b b b

Figura 10.13: Definigdo dos operadores de subdivisao baricéntrica

10.59 Lema As aplicagdes be, @ Su(X;R) — Su(X;R), com n > 0, definem uma aplicagdo de cadeias
S(X;R) — S(X;R).

Demonstra¢do: Provaremos que d o beX(0) = bcff_1 od(0) por indugdo em 1. Antes de prosse-
guirmos € desejavel que vocé se convenga geometricamente da validade desse resultado. Para
n =0, a demonstragdo é direta. Suponha que a férmula seja vélida para todos os X e ¢, para
um 7 fixo. Entdo para n + 1 temos a seguinte cadeia de identidades onde as trés primeiras sdo

dadas por definicdo e pelo fato de que oy € uma aplicagéo de cadeia, a quarta é consequéncia
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da férmula do bordo cone e a quinta por hipétese de indugao:

dooyo bcﬁj:ll (idy 1)

= Jdo oy o Cp (bcﬁnﬂ(a idn+l))

dobc’ (o)

= 040d0oCy (bcﬁm(& idn+1))
_ Uﬁ o bcﬁnﬂ(& idn+1) — Uﬁ o Cb (a o bcﬁnﬂ(a idn+l))
= 040 bcﬁw1 (didp+1) — 030Gy (bcﬁm(a o 8idn+1))

= o0y0 bcﬁn+l (didy+1)
= bcf o 0y(didp+1)
= bcX 0 9(0).

0

O préximo passo é definir as homotopias de cadeias RX: S,(X;R) = S,+1(X;R), nova-
mente por indugdo em # e de tal forma que a férmula de homotopia dR,(0) + R,-1(do) =
bc, (o) — 0 se mantenha. Nesta construgdo, usamos o chamado método dos modelos acicli-
cos. Para isso, usaremos o fato que espagos contrateis tém grupos de homologia triviais em

dimensdes positivas, o que se aplica, em particular, aos simplexos. Em dimenséao 0, definimos:
R(idp : A = A% = (A 5 A?) € $1(A% R).

Uma vez que o bordo de ROAO (ido) é zero, a férmula de homotopia € satisfeita nesta dimensao.
Isso define Ry para todos os espagos X (por meio de 10.6). Para a etapa indutiva, vamos agora
supor que R j4 foi definido para todos os X, de tal forma que a férmula de homotopia

doRy +RX 09 = bc,—id

seja verdadeira para todos os espagos X. Para completar a defini¢do R¥, | para todos X, basta
encontrar um elemento

An+1
n+1

ﬁ =R (idn+1) € Sn+2(An+1;R) (107)

que satisfaga a férmula df + Rﬁ"“(é’ id,41) = bcﬁf: (idy+1) — idy+1, ou seja,

9 = —RE"™ (9idys1) + bl (ide1) — idper em Sy (A4 R) .

Para provar que tal § existe, basta mostrar que o lado direito é um ciclo. Esse é o ponto crucial
desse método! Podemos entdo usar esse H,, 41 (A1) = 0 para concluir que este ciclo tem que
ser um bordo, ou seja, que tal § existe. O fato do lado direito ser um ciclo decorre do seguinte
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. . ~ n+1 . ~
célculo usando a férmula de homotopia na dimensao # e o fato de bc™" " ser uma aplicacdo

de cadeias:

I(=RA" (9idys1) + b (idya) — idus1)

Assim, podemos encontrar tal § e isso conclui a construcdo indutiva da homotopia de cadeias

natural R para todos os X.

Divisdo Baricéntrica é U/-pequena
10.60

baricéntrica de o. Entdo

= [Rﬁi}l (@ idys1) — b Didysr) + 0 idn+1] + Ibe

n+1

An+1

n+1 (idn+1) - aidn+1 =0

Lema Sejao : A" — A com A um subconjunto convexo de R™ e seja p um n-simplexo da subdivisio

diam(p) < # - diam(0).

Demonstragdo: E evidente que o didmetro de um simplexo é a distancia maxima de quaisquer

dois de seus vértices. Se nenhum desses dois vértices de § é o baricentro de o, entdo esses

pontos estdo em uma das faces de o, e nesse caso, terminamos por indugao.

A distancia do baricentro b, de ¢ a qualquer um dos vértices v ocorrendo em f§ é maxima

se v for um vértice de o = [0y,

a i-ésima face [vg, ..., i, .

portanto,
— n ,+
T n+1
Logo,
n n
b—-vi|| = ——=I|lb; —vil| <
I~ vill = —= b ~ill < —

..., Uy), digamos v = v;. A reta que passa por v; e b intercepta

.., Uy] de 0 em seu baricentro b; = —(vg+---+0; +---+0v,) e,
n

diam(o).

PN
U

S—7

N

b
N
A=

£
A/

=\

i

Figura 10.14: Conforme iteramos a divisdo baricéntrica, temos que o didmetro

dos n-simplexos em BX(X )p(o?) tende a 0

Precisaremos do seguinte lema:
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Lema (NUMERO DE LEBESGUE) Seja (X, d) um espago métrico compacto e seja U = {U;} uma
cobertura aberta de X. Entdo, existe um niimero real positivo A tal que todo subconjunto de X de
didmetro menor que A estd inteiramente contido em U;, para algum i.

Demonstra¢do: Por compacidade podemos assumir que {Uj, ..., U, } é uma cobertura aberta
finita do espago métrico compacto X.

Agora suponha que ndo exista tal A. Entdo, para cada n € N, seja A, um conjunto de
didmetro < 1/n tal que A, ¢ U; para qualquer i. Escolha x, € A, para cada n e considere x
um ponto de acumulagdo da sequéncia resultante. Temos que x € U;, para algum i, entdo para
algum A > 0,U(x,A) C U;. Escolha n suficientemente grande de modo que 1/n < A/2, e seja
m > n tal que x,,, € U(x,A/2). Logo x,,, € Ay, e consequentemente A, NU(x, A1/2) # @. Como
o didmetro de A,, é menor que A/2 temos que A,, C U(x,A) C U;, uma contradicdo. O

Qualquer ntiimero A que funcione no lema anterior é chamado de ntiimero de Lebesgue para
a cobertura.

Prorosi¢cAo Para qualquer cobertura aberta U = {U;} de X e para todo o? : AP — X, existe um
inteiro k > 0 tal que bc* (o) é U-pequeno.

Demonstragdo: Escolha umniimerode Lebesgue A associado a a cobertura aberta {(o” (U,

do espago métrico compacto A,. Entdo, para qualquer inteiro k > 0 com (%)k < A,odidme-

tro dos simplexos em bc (idap) € limitada por cima por A e, portanto, bcf(07) é U-pequeno. T

Para terminar a demonstragdo do Principio de Localidade precisamos da seguinte obser-

vagao:

LemA Se ¢ é uma cadeia U-pequena, a cadeia R, (o) também serd uma cadeia U-pequena.

A Equacdo 10.7 que nos diz que RA"(id,) € Su41(A"; R) e assim RX(0) € S,,11(0(A");R)
SY (X;R).

10.8 Equivaléncia entre a Homologia Simplicial e Singular

O propésito desta se¢do é mostrar que as homologias singular e simplicial coincidem em
A-complexos. Denotaremos por H(X, A; R) a homologia simplicial e por H%(X, A;R) a
homologia singular de X.

Vamos provar primeiramente o caso ndo relativo H*(X;R) = H%8(X;R). E facil ver a

existéncia de um homomorfismo neste caso: j& temos uma aplicacdo C5(X; R) — S,(X;R) do
modulo de cadeias simpliciais para o médulo de cadeias singulares que vé cada simplexo
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o : A" — X da estrutura de A-complexo de X como um simplexo singular o : A" — X. Isso
induz uma aplicacdo H2(X; R) — Hﬁg(X; R).

10.64 LEma HSg(A”,8A”;R) = Reaaplicagdoidentidadeid,, : A" — A" geraum cicloem Hfg(A”,BA”;R).

Demonstra¢do: Certamente id, define um ciclo, e claramente gera para n = 0. Fazemos
uma inducéo relacionando id,, a id,-1 eliminando A ¢ A", a unido de todas as faces (n — 1)-
dimensionais, exceto uma, de A" e considerando a tripla de espagos (A", JA", A; R). Como
H;(A", A; R) = 0 por retrato de deformacao, obtemos o isomorfismo

H,B(A",dA";R) = H® (A", A;R) .

Mas (dA", A) e (A*~1, dA" 1) sdo bons pares e, portanto, as homologias relativas sdo iguais a
homologia reduzida dos quocientes, que sdo homeomorfos. Dai, temos
s ~s
H® (A", A;R) = H % (JA"/A;R)
=S _ _
= H* (A"'/dA";R)
~ 178 -1 -1,
=H ° (A",dA";R)
e consequentemente
Sg JRY ~ 58 -1 -1.
H,°(A",0A";R) = H ° (A", dA";R) .
Sob o isomorfismo Hsg(A”,aA” ;R) — H:‘%l(&A”,A; R) o id, é enviado para did, que no

complexo relativo é +id,_1, entdo vemos que id,, gera se, e somente se, id,,—1 gera. O

10.65 TeorEMA Seja X um A-complexo. Entio, para todo n, os homomorfismos H)(X; R) — H,fg(X; R)

A0 is0morfismos.

Demonstra¢do: Faremos primeiramente o caso absoluto no qual X é um A-complexo finito.
Seja Xk o k-esqueleto de X, como Xk1 ¢ X, temos o seguinte diagrama comutativo de

sequéncias exatas:

H2  (Xk, X¥1; R) —— HM(X*1; R) —— HM(XK; R) —— HL(X*, X*"1;R) —— H2 [ (XF1;R)

l | | |

S: _ S _ S: S _ S: _
H® (XK, X*1;R) — H,5(X*};R) — H,*(X*; R) — H,*(X*, X*";;R) —= H % (X*";;R)

Vamos provar que a aplicagdo do meio do diagrama anterior é um isomorfismo. Para isso
T A (xk xk-1.R) =~ g8 (xk xk-1.
provaremos inicialmente que H/', , (X*, X*~%;R) = H 7. (X*, X*7; R).

Comecamos observando que o espaco X*/X*~1 contém apenas simplexos de dimensio k.
Portanto, para n # k, o grupo Cﬁ(Xk, Xk-1.R) é igual a zero. Quando n =k, Cﬁ(Xk, Xk1)é
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um moédulo livre com base os k-simplexos de X.

PRlok], sen=k
caxk, x*Ry =1 of
0, caso contrario.

Como os ciclos Z4 formam um subgrupo em C4, e o médulo de bordo B4 é vazio temos

P R[cK], sen=k
HAM XK, xkLR) =4 ok
0, caso contrario.

. S - . ~
Para calcular o grupo de homologia singular H,?(X*, X*~1), observamos que as aplicacoes
caracteristicas A — X para todos os k-simplexos de X considerados em conjunto nos
fornecem uma aplicacdo continua:

O |_|(A§, IAK) = (xF, xk .
o

Esta aplicagio induz uma aplicacdo no quociente @, : U,AX /L, A1 — Xk /X*=1 Como a
aplicacio induzida no quociente é continua, bijetiva e como X*/X*~1 ¢ um espago Hausdorff

e compacto, ela ¢ um homeomorfismo.

Assim, temos
S: _ S _
H,B(Ua AKX, L, AT — = HB(XE, Xk-1)

|

~S; _ =S _
Hng(uaAI(;/'—'aAﬁ 1) - Hng(Xk/Xk 1)

. . . . . . S
que mostra que o morfismo superior é um isomorfismo e assim P, H,B(AK, 9AF) =
S _ . . S
H8(Xk, X*1). Usando o lema anterior que nos diz que os geradores de HB(A%, oK)
sdo iguais aos geradores da homologia simplicial, obtemos que as aplicagdes

Hp(XF, XK1 - HExF, x5

s3a0 isomorfismos.

Usamos a indugdo para completar o argumento e, portanto, assumimos que a segunda
e a quinta setas também sao isomorfismos. Podemos entdo provar que a terceira seta é um
isomorfismo usando o Lema dos Cinco e assim HX(X¥; R) — H:g (XK; R) deve, portanto, ser
um isomorfismo.

Como HA(X) = HY" (X*), para k > n, temos

HA(X) = lim HA (Xk) .
=
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Usando que um simplexo singular ¢ : A" — X tem imagem compacta, temos que toda
n-cadeia singular em X estd em algum k-esqueleto X*. Isso implica que também temos
H(X) = lim H% (X*) do qual concluimos

—k

HA(X) = lim H (Xk) ~ lim H8 (Xk) ~ H¥(X)
& &

e, portanto, o teorema esta provado.

Falta demonstrar o caso com A # (), mas isso decorre do caso absoluto aplicando o Lema
dos Cinco a sequéncia exata longa de grupos de homologia simplicial e singular para o par
(X, A). O

Como coroléario, temos a invariancia da homologia simplicial:

TeorREMA (INVARIANCIA) Dado um espago topolégico que admite estrutura de A-complexo, a
homologia simplicial de X ndo depende da escolha da estrutura de A-complexo.

CoRrOLARIO Suponha que o par de espagos (X, A) admita uma estrutura de A-par com um niimero
finito de n-simplexos fora de A e assuma que R é um dominio de ideais principais. Entio H,Slg(X, A; R)
é finitamente apresentada.

Demonstra¢do: Sobre um dominio ideal principal, os submédulos de médulos livres de
posto finito sdo livres de posto finito. Por hipétese, temos que Cﬁ(X ,A; R) é livre de posto
finito, portanto os submdédulos ZA(X, A;R) e BA(X, A; R) também o sao. E assim o resultado
segue do Teorema 10.65. O

10.9 Homologia com Coeficientes

Nesta secao vamos generalizar o conceito de homologia singular de modo a permitir coeficien-
tes num R-médulo G qualquer. Como as construgdes envolvidas sdo extremamente similares
ao que ja apresentamos apenas esbocaremos boa parte dos argumentos e enunciaremos os
principais resultados.

Intuitivamente, uma cadeia com coeficientes em G é uma combinacgao linear formal
m
c= Z 0i8i,
k=1

onde os g; sdo elementos do médulo G. Uma maneira rigorosa de proceder a construgao
dessas cadeias é utilizando o produto tensorial, e comegamos apresentando a construgao para
qualquer complexo de cadeias.
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Produto Tensorial de Complexos de Cadeias Comegaremos pela construcdo do produto
tensorial de complexo de cadeias de R-médulos e da homologia associada.

Sejam G um R-médulo e C = (Cp, d) um complexo de cadeias de R-médulos.

do

2]
0 Co Z P

Cl e Cp_l Cp

E associado o complexo obtido tomando o produto tensorial, onde para simplificar a notagao,

vamos omitir o subscrito R em ®g j4 Como sempre iremos considerar tensores sobre o anel R.

do®id J1®id d,®id
02 C®GLTC1®G - ~——Cp1®G<-—Cp®G-—---

Denotamos o p-ésimo grupo de homologia do complexo de cadeias C® G = (C, ® G, d ® id)
por Hy(C; G), e denominamos esse grupo de p-ésimo grupo de homologia de C com coefici-

entes em G.

Dado um complexo de cadeias aumentado,

d
A e Cpy =2 G,

0 R<<—Cy

entdo tem-se o complexo de cadeias correspondente obtido de C ® G adicionando R® G ~ G
na dimensdo -1, e usando € ® id como o operador de bordo da dimensao 0 até a dimensdo
-1

e®id J1®id

Jy®id
0—R®GEL oG C9G~— ~—Cpi®G<—Cp®G~—— -

Seus grupos de homologia sdo denotados qu (C; G) e sdo chamados de grupos de homo-
logia reduzida de C com coeficientes em G.

Se ¢ : C — 2 é uma aplicagdo de cadeias , entdo ¢ ® id também o é: C® G — D ® G.O
homomorfismo de homologia induzido é por conveniéncia denotado por

¢« Hy(C; G) — Hy(D;G).
Se C e D sdao complexos de cadeias aumentado e ¢ preserva a aplicagdo de aumento, entao
¢ ® id induz um homomorfismo de homologia reduzida bem como da homologia ordinaria.

Se ¢, : C — C’ sdo aplicagdes de cadeias, e se H é uma homotopia de cadeias entre
eles, entdo H ® id é uma homotopia de cadeias entre ¢ ® id e ¢ ® id. Segue-se que se ¢ e ¢
sdo homotoépicas por cadeia, entdo ¢. e Y. sdo iguais como homomorfismos de homologia
com coeficientes arbitrdrios. Segue-se também que se ¢ é uma equivaléncia de cadeias, entdo
¢ ®id também o é.

Finalmente, suponha que se tenha uma sequéncia exata curta

0 C D & 0
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de complexos de cadeias que se cindem em cada dimenséo. Entdo a sequéncia obtida tomando
o produto tensorial

0—C®G6—Dy,®G—E,®G——0

é exata. Aplicando o Lema do Zig-Zag, temos a sequéncia exata longa

A
..—= H,(C; G) — Hy(D; G) — H,(&; G) —== H,1(C; G) — ..

onde d. é induzido por Jd ® id.

Homologia Singular com Coeficientes Agora vamos especializar para o complexo de
cadeias singulares (5.(X; R), d.) abaixo

d
0~ So(XG R) <2 81X R) =—— -+ =— 8,1 (X R) = S, (X; R) —— - -
tomando o produto tensorial com G temos o complexo

. ; d,®id
022 So(X;R) ® G225 51(X;R) ® G =+ —— S, 1(X;R) ® G < 5,(X;R) & G ~—— -

10.68 DEeriNigAo O mddulo S,(X;G) de cadeias p singulares com coeficientes em G é definido como o

produto tensorial
Sp(X;G) ¥ S,(X;R)®r G

Entao pela definicdo S,(X; G) = 5,(X; R) ® G, temos o complexo de homologia

i , a,®id
0 8% §0(X;G) 25 81(X; 6) =+ = 5,1(X; G) <= §,(X; G) = -

denotado (S5.(X; G), d. ® id)

Observamos que o R-médulo S,(X; R) é um médulo livre gerado por Sxr(X) e logo temos

0 isomorfismo

S,(X;G) = @ G. (10.10)

UESAp (X)

Podemos dar uma descrigao relativamente concreta dos elementos de S,(X; G). A soma
direta em 10.10 é o R-mddulo de todas as fungdes ¢ : Spr(X) — G que sdo zero, exceto para
um ndmero finito de 0 € Sxr(X). Para qualquer g # 0 e qualquer ¢ € Spr(X), se denotamos
por 0g a fungdo de Sar(X) a G que tem o valor 0 para todos os argumentos exceto o onde seu



10.69

10.70

CAPITULO 10. HOMOLOGIA SINGULAR 283

valor é g, entdo todo ¢ € 5,(X; R) ®r G = 5,(X; G) pode ser escrito de forma tinica como uma

m
Cc ZZGigi

k=1

soma finita

para o; € Sar(X) e gi € G diferente de zero.

DEerINICAO Seja R um anel comutativo com unidade e G um R-médulo. Os médulos singulares de
homologia H,(X; G) com coeficientes em G sdo os grupos de homologia do complexo

) . dp®id
0222 50(X; G) S5 81(X; G) -+ = 5,1(X; G) L 5,(X;G) -,

ou seja,
H,(X;G) ¥ H,(5.(X;G)) p=0.

Se € : So(X; R) — R é aplicagdo de aumento entdo obtemos um aplicacdo de aumento
€e®id: So(X;R)® G > R® G = G,

ou seja, uma aplicagdo € ® id : So(X; G) — G, e obtemos um complexo aumentado com G na
dimenséo —1.

DEerINI¢A0 Os grupos de homologia do complexo

. . 9,®id
0—R®G<EL 5(X;6) 22 §,(X;G) —— -+ —— 8, 1(X; G) 2o 5, (X; G) —— - -

sdo denotados ﬁp(X ; G) e sdo chamados de grupos de homologia singular reduzida com coefici-

entes em G.

Como na Sec¢do 10.1 podemos escolher uma aplicag¢do injetora s : R — So(X; R) tal que
€os =id,ecomo R ® G = G e a sequéncia exata curta

0 ——kere —— Sp(X;R) —=R —— 0
S

é cindida, fazendo o produto tensorial com G obtemos a sequéncia exata curta cindida

id
0—>(kere)®c—>so(X;R)®G<i;ld>R®G ~ G ——0;
SQi
So(X;G) =So(X;R)®G = ((kere) @ G) @ G,

e como Hy(X; G) = So(X; G)/im (d1 ® id) ,Ho(X; G) = (ker (¢ ® id)) /im (d1 ®id) = ((kere) ®
G)/im (d1 ® id), e como im d; C ker €, obtemos
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So(X; G)/im (d1 ®id) = (((kere) ® G)/im (d1 ® id)) & G,
e consequentemente temos que
Ho(X;G) = Hy(X;G)® G
Hy(X;G) = H)(X;G), p=1.
Uma aplicagdo continua f : (X, A) — (Y, B) induz a aplicagdo de cadeia
fy®id: S.(X,A;R)®G — S.(Y,B;R)® G
que induz um homomorfismo de homologia

f.: H(X,A;G) = H.(Y, B; G).

HomologiaRelativa Se A é um subconjunto de X, temos o complexo de cadeias (S.(X, A; R), d.)

abaixo
0~ So(X, A;R) <2 §,(X, A;R) —— - < S, (X, A; R) <2 S,(X, A;R) ~—— - --
onde S,(X, A;R) = 5,(X;R)/S,(A; R), e tomando o produto tensorial com G e definindo
Sp(X,A;G) ¥ S,(X,A,R)®G,
obtemos o complexo de cadeias (S.(X, 4A;R) ® G, 3. ® G)

i dy-1®id d,®id
0~ So(X, 4;G) 229 (X, 4;G) —— - L58 1(X, A4;G) 225 8, (X, A; G) —— -

denotado (5.(X, A;G), 0. ® G)

10.71 DEeriNIg¢AO Seja R um anel comutativo com unidade e G um R-moédulo. Para qualquer subconjunto
A do espago X, 0s médulos de homologia singular relativos Hy(X, A; G) com coeficientes em G sdo 0s

grupos de homologia do complexo acima; isso é,

H,y(X,A;G) ¥ H, (S.(X,A;G)) p>0.

A partir da sequéncia exata curta
——0—=5,(A;R) — 5,(X;R) —= 5,(X, A;R) —=0,

e como o médulo 5,(X, A;R) é livre, a sequéncia anterior é cindida. Portanto, tomando o

produto tensorial com G obtemos outra sequéncia exata curta

0—=S,(A;R) ® G — S,(X;R) ® G —= S,(X, A;R) ® G —0;
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E logo temos a sequéncia exata curta:

0—= S,(A; G) —= S,(X; G) — S, (X, A; G) —=0,

E finalmente, associado a sequéncia exata curta anterior temos uma sequéncia exata longa

de homologia.

TeoremA (SeEQuENcia Exata LoNcAa pE HoMoLoGIA RELATIVA) Paracadapar(X,A)

de espagos, para qualquer R-médulo G, temos a sequinte sequéncia exata longa de grupos de homologia

Do

<__> Hy(A; G) — Hy(X; G) —— Hy(X, A;G) )

O2,p

O1,p

<—> Hl(A,' G) —>-H1(X,’ G) —>-H1(X, A; G) >

<—> Hy(A; G) — Ho(X; G) — Ho(X, A;G) —0

TeorEMA (INVARIANCIA POR HomoToPr1A) Dadosduasaplicagdes continuas f, g : (X, A) —
(Y, B) se f e g sio homotdpicas e Hy(f), Hy(g) : Hy(X, A; G) — Hy(Y, B; G) sio 0s homomorfismos
induzidos, entdo Hy(f) = Hy(g) para todo p > 0.

Como consequéncia, se (X, A) e (Y, B) sdo homotopicamente equivalentes, entdo para qualquer

R-médulo G os grupos de homologia H,(X, A; G) e Hy,(Y, A; G) sido isomorfos para todo p > 0.

TeorREMA (MAYER-VIETORIS) Dados dois espagos topologicos X e Y comY C X e dois sub-
conjuntos A, B de X tais que Y = int(A) U int(B), existe uma sequéncia exata longa de homologia

relativa
i Hy (AN B; G) —2= H,(A; G) ® Hy(B; G) ——= H,(X; G) —== H,1(A N B; G) — ...

TeorReMA (Axroma pa ExcisAio) Dados subespagcos Z € A C X tais que o fecho de Z esteja
contido no interior de A, entdo para qualquer R-médulo G a inclusio (X \Z,A\Z) — (X, A) induz
isomorfismos de homologia singular

Hy(X\Z,A\Z;G) = Hy(X,A;G), paratodop > 0.

Equivalentemente, para quaisquer subespagos A, B C X cujos interiores cobrem X, a aplicagdo de
inclusdo (B, AN B) — (X, A) induz isomorfismos

Hy(B,ANB;G) = Hy(X,A;G), paratodosp > 0.
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Observamos ainda que teorema sobre a homologia de bons pares também é verdadeiro
para homologia com coeficientes em G.

A homologia singular relativa com coeficientes em G satisfaz os axiomas da teoria da
homologia de Eilenberg e Steenrod.

10.10 Teorema dos Coeficientes Universais

Na secdo ?? demonstraremos o Teoremas dos Coeficientes Universais para a Homologia
que estabelece relacdes entre grupos de homologia com diferentes coeficientes. Nessa secdo
apresentaremos um de seus corolarios que nos diz que os grupos de homologia singulares
com coeficientes em um grupo abeliano G sdo determinados pelos grupos de homologia
singulares com coeficientes inteiros.

10.76 TEoREMA (COEFICIENTES UNIVERSAIS PARA OS GRUPOS DE HoMoLoGI1A) Se X éum
espago topoldgico, A é um subconjunto de X e G um grupo abeliano. Entio existe uma sequéncia exata
cindida

0 — Hy(X,A;2)® G — Hy(X, A; G) L, Tory (Hp-1(X, A;G),G) — 0.

A sequéncia é natural em relagdo a aplicagio (X, A) — (Y, B). O homomorfismo « envia [z] ® g para
um ciclo z para a classe de homologia [z ® g].

Como consequéncia temos o seguinte isomorfismo de homologia singular relativa:
H(X, A;G) = (Ha(X, A;Z) @2 G) @ Tory (Hy-1(X, A;Z), G)

para todo n > 0.

O funtor Tor serd descrito em detalhes posteriormente. Apresentaremos nessa se¢do
apenas um conjunto de propriedades que no caso em que G é um grupo abeliano finitamente
gerado e A é grupo abeliano qualquer, nos permite calcular Tor:. E comum descartar o
subscrito 1 em Tor?

10.77 ProrosigAo O funtor Tor% possui as seguintes propriedades na categoria de grupos abelianos:

Uma decomposigio de soma direta A = A1 ® Ay induz uma decomposigio de soma direta
Tor”(A, G) = Tor” (A1, G) & Tor” (A, G).

Tor”(A, B) = Tor”(B, A)
Seja A um grupo abeliano livre. Entdo Tor*(A, G) = 0.

(2] Tor’(Z,, G) = nG = ker {G 5 G} = {g € G | ng =0} C G.
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Se G ¢ livre de torcio, entdo Tor”(Z,, G) = 0.
E TorZ(Zm, Zy) = Zg com d o mdximo divisor comum de m, n.
10.78 ExempLO Seja T2 o toro bidimensional, e G = Z4. Entdo:
Ho(T% Zs) = Hy(T?) ® Zy = Zy
Hy(T% Z,) = (H1 (T?) ® 24) ® Tor? (Ho(Tz),Z4)
=7’ ®Zy = (Zs)
Hy(T%Z4) = (HZ(TZ) ® Z4) @ Tor” (H1 (T?), 24) = Z4.

10.79 Exemrpro Seja K a garrafa de Klein e G = Z4. Sabendo que H1(K) = Z ® Z, e Hy(K) = 0, entdo:

Hy(K;Z4) = (H2(K) ® Z4) @ Tor” (H1(K), Z4)
=0)a TOI‘Z(Zz, Zy)
=7,

H1(K;Z4) = (H1(K) ® Z4) @ Tor” (Ho(K), Z4)
= ((Z @ 7Z) ® Zs) ® Tor>(Z, Z4)
=(Zs®Zy)®0
=740 7y

Ho(K;Z4) = (Ho(K) ® Zs) @ Tor” (H_1(K), Z4)
=(Z®Zy)®0
= Z4

10.11 * Produto Cruzado e o Teorema de Eilenberg-Zilber

Produtos tensoriais de complexos de cadeias Sejam C e D complexos de cadeias. Definimos
o complexo produto tensorial como

C.eD.=((C.eD),, (C.®D.), =P 8D,
nez p+g=n

onde o morfismo de bordo é definido nos geradores por
de(a®b) L da®b+(-1))a®db, acC,beD,

e estendido para todo C. ® D. por bilinearidade.
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10.80 TeoreMA (EILENBERG-ZILBER) Existem aplicagdes de cadeia

X:C(X)®Cu(Y) — Cu(X XY), e
0:CX XY) — CuX) ® C.(Y)
que sdo tinicas a menos de homotopia de cadeias, sio naturais em X e Y, e portanto 0 o X e X o 0 sdo

homotépicas por cadeia a identidade.

Produto Cruzado

10.81 TeoremMA Existe uma aplicacio X : Sp(X)XS5(Y) — Sp44(X XY) denominada produto cruzado,

satisfazendo:

E Natural, no sentido de quese f : X — X' eg:Y — Y, ea € 5,(X) eb € S5,(Y) entdo
foa) x gu(b) = (f x g)«(a X b).
Bilinear, no sentido de gue

E ‘l. .d d q
(a+a")yxb=(axb)+(a" xb) e
axb+b)=(axb)+(axb).

Regra de Leibniz, ou seja,

d(axb)=(da)xb+(-1)Paxdb.

| d| Normalizado, no seguinte sentido. Sejax € X ey € Y. Escrevaj, : Y — XXY paray — (x,y),
eescreva iy : X — X XY para x — (x,y). Entdo temos que
» seb € S,(Y), entio cd x b = (jx), b € Sg(X xY),

" seq € Sp(X), entdo a X C(y) = (iy), 1 € Sp(X X Y).

Demonstragao: Vamos usar indugdo na dimensao da imagem: p + g. O axioma da normaliza-
¢do nos fornece os casos iniciais onde p + g = 0, 1. Vamos supor que construimos o produto
cruzado na dimenséo p + g — 1. Queremos entdo definir 0 X 7 para 0 € 5,(X) e T € 54(Y).

Observamos que ha um exemplo universal de p-simplexo
id, : AP — AP,

E universal no sentido de que qualquer p-simplexo o : AP — X pode ser escrito como o. (id,)
onde 0. : Sar (A7) — Sar(X) € a aplicagdo induzida por ¢. Para definir ¢ X 7 em geral, entdo,
basta definir id, Xid; € Sy+4 (A X A7) Definimos entéo

o X 1% (0 x1). (id, xid,) .
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Nossa longa lista de axiomas € ttil na indugdo. Por um lado,se p = Oou g =0, a
normalizagdo ja nos forneceu a defini¢do. Entdo agora suponha que p e g sejam positivos.
Queremos que o produto cruzado satisfaga a regra de Leibnitz:

d (idy xidy) = (didy) xidy +(=1)P idp, Xdid; € Spsg-1 (AP x AT)
Como 9% = 0, uma condigdo necessédria para id, X id, existir é que satisfaca:
d ((didy) xidy +(-1)" id, xdid,) = 0.

Vamos calcular esse termo, usando a regra de Leibnitz na dimensédo p + g — 1 onde temos pela

suposicdo indutiva:
2 ((9idy) x idy +(=1 id, x (9id,)) = (9idy ) x idy +(-1)7"1 (9id,) x (2id,)
+ (1) (9id,) x (9idy) + (<1)7id, x (9 idy ) = 0.

O subespago A? x AT C R? +1 % RI*1 ¢ convexo e ndo vazio, e portanto, estrelado. Portanto,
sabemos que Hy.4-1 (AP X A7) = 0 e logo todo ciclo é um bordo. Entao, escolha qualquer B
tal que dB = d (id, xid,) = (did,) x idy +(-1)Pid, xdid; € Spiq-1 (A? X A7) e definimos
que id, xid, ¥ B.

A indugdo agora estd completa. Deixamos ao leitor verificar que essa escolha satisfaz a
naturalidade, a bilinearidade e a regra de Leibniz. O

O ponto essencial da constru¢do do produto cruzado é que o espago que suporta o par
universal de simplexos, A? x A7, é aciclico. A naturalidade transporta o resultado desse fato

para a situagdo geral.

Ressaltamos que produto cruzado que esse procedimento constréi obviamente ndo é
tnico; depende de da escolha da cadeia id, Xid, para cada par p,q com p + g > 1. Mas
destacamos que quaisquer duas escolhas sao equivalentes a menos de homotopia de cadeias.

Prorosi¢cAo Suponha que temos trés complexos de cadeias A., B. e C., e suponha que tenhamos
aplicagdes X : Ay X By — Cpyy que satisfazem a bilinearidade e a formula de Leibniz. Esses dados

determinam uma aplicagdo bilinear

X : Hy(A) X Hy(B) — Hp14(C).

Demonstragdo: Sejaa € Z,(A) e b € Z;(B). Definimos

[a] % [b] & [a x b]
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e vamos verificar que essa é a escolha correta. Para comegar, 2 X b é um ciclo pois
d(axb)=daxb+(-1)Yaxdb=0,

porque a e b sdo ciclos.

Agora precisamos verificar que o produto esta bem definido, ou seja que s6 depende da
classe de homologia de a X b. Paraisso sejama’ =a +daeb’ =b + db nas mesmas classes de
homologia. Queremos [a X b] = [a’ X b’]. Em outras palavras, precisamos mostrar que a X b
difere de a’ X b’ por um bordo. Calculando a4’ X b’ temos:

@' xb' =@+da)x(b+db)=axb+axdb+(da)x b+ (da)x (db).
Observando que da = 0 temos
d(axb) = (=1)Pa x (db).
e que db = 0 temos
d@@xb)=(da)xb e d@xdb)=(da)x (db).

Logo
a’xb’—ax:d((—l)’?(a xE)+E><b+E><dE),

e, portanto, sdo homoélogos. A demonstragdo da bilinearidade é imediata. O
10.83 TeoreMA Existe uma aplicagio
Xt Hy(X) x Hy(Y) = Hp1g(X X Y)

que é natural, bilinear e normalizada.

10.12 Exercicios

Ex. 10.1 — Prove que se f : X — Y é uma aplicagdo continua entre dois espagos conexos por
caminhos, entdo f. : Hy(X) — Hoy(Y) é um isomorfismo.

Ex. 10.2 — Calcule Hy(X, A) no caso em que X e A sdo conexos e no caso geral.



CAPITULO 10. HOMOLOGIA SINGULAR 291

Ex. 10.3 — Dados espagos topolégicos X e Y, e f : X — Y uma fungdo continua, mostre que
o diagrama abaixo é comutativo:

X
ap+]

— 5p+1(X; R) —= Sp(X;R) ——

fﬁ,p+1 l Lfﬁ,p

p+1

Ex. 10.4 — Mostre que a homologia singular é aditiva, ou seja, existe um isomorfismo natural

H,(X;R) @HP(XQ;R).

ael

Ex. 10.5 — Construa para um espaco arbitrario X e um ponto arbitrario xg € X um isomor-
fismo natural H,(X) = H, (X, xo).

Ex. 10.6 — Construa a sequéncia de homologia de um triplacom B C A C X,

---— H,(A,B) - Hy,(X,B) » H,(X,A) - H,_1(A,B) — ...

z

e prove suas propriedades, incluindo a exatiddo. No caso em que A ndo é vazio, uma
combinacdo deste exercicio com o Exercicio 10.2 d4 origem a uma sequéncia de homologia
reduzida de um par, com os grupos absolutos H substituidos por H.

Ex. 10.7 — Calcule os grupos de homologia de um cubo sélido perfurado conforme apresen-
tado na Figura 10.15

A 7

Figura 10.15

Ex. 10.8 — Usando a sequéncia de Mayer-Vietoris ou ndo, calcule a homologia singular de
R2\ {0} ede R3\ {0}.
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Ex. 10.9 — Calcule a homologia de R? \ S° = R? \ {(-1,0), (1,0)}. Como a homologia muda
se excluirmos 1 pontos distintos de R? ? Qual seria a homologia se excluissemos 7 pontos de
R™?

Ex. 10.10 — Calcule a homologia de R? \ S! usando a sequéncia de Mayer-Vietoris. Que outro
espago (com duas componentes) tem a mesma homologia? Essa outro espago é do mesmo
tipo de homotopia que R? \ S'?

Ex. 10.11 — Calcule a homologia de R? \ S! usando a sequéncia de Mayer-Vietoris.

Ex. 10.12 — Calcule a homologia de V, o espago obtido do toro T? deletando um pequeno
disco fechado.

Ex. 10.13 — Use a sequéncia de Mayer-Vietoris para obter informagdes sobre a homologia da
superficie de género dois, apresentada na Figura 10.16
Dica: Os subespagos U e V devem ser homeomorfos ao espago V' do Exercicio 10.12

Figura 10.16: Superficie do género dois

S O
e &

Ex. 10.14 — Mostre que se A é uma retragdo de X entdo a aplicagdo H,(A) — H,(X) induzida

pela inclusdo A C X é injetora.
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Ex. 10.15 — O cone CX sobre um espago nao vazio X € obtido de [0, 1] x X identificando o
subespaco {0} X X a um ponto v, o vértice de CX.

1. Mostre que CX é contratil.
2. Prove que Hy(CX,CX \ {v}) = ﬁk_l(X).

Ex. 10.16 — Prove que H;(X,Y) = H;(X U CY, CY).
Ex. 10.17 — Prove que H;(X,Y) = H{(X UCY), parai > 1.

Ex. 10.18 — Visualize a primeira subdivisdo baricéntrica de A3 e conte o nimerode 1,2 e

3-simplexos nela.

Ex. 10.19 —

1. Mostre que para a unido por um ponto \/, X,, as inclusoes i, : Xy — \/, X, induzem

Vi
a

se a unido por um ponto for feita em pontos base x, € X, de forma que os pares

0 isomorfismo

7

Oaias : () Hu (Xo) — H,
24

(Xa, Xo) sejam bons.
2. Calcule a homologia do buqué de esferas

Ve

iEIk

Ex. 10.20 — Todo grafo tem o tipo de homotopia de um buqué de circulos. Suponha que X
seja um grafo, do tipo de homotopia de um buqué de n circulos. Prove que n é um invariante

por homotopia de X. Chamamos n de o ntimero Betti de X.

Ex. 10.21 — Suponha que X é a unido de conjuntos abertos Uy, ..., U, tais que todos os
grupos de homologia Hi(Y) se anulam para qualquer interse¢do Y = U;, N ... N U;, desses
conjuntos abertos e para todos os k > 0. (Essa cobertura aberta {Up,...,U,} é dita uma

cobertura aciclica, neste caso.)
1. Mostre que Hx(X) =0, para k > n.

2. Se, além disso, cada interse¢do Y for conexa por caminhos ou vazia, e n > 1, mostre
que H,(X) =0.

Ex. 10.22 — Seja XX a suspensdo de X.

1. Prove que a projegdo [0, 1] X X — [0, 1] define uma aplicagdo continua / : X — [0, 1].
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2. Calcule a homologia de X aplicando Mayer-Vietoris aos conjuntos abertos h71(0, 1] e
h10,1).

3. Mostre que Hy41(XX) = Hi(X), k > 1.

4. Mostre que Ho(X) = Hi(ZX) ® Z.

5. Mostre que Hyp(XX) = Z.

Ex. 10.23 — Seja S" para 1 € N a n-esfera. Prove que £S" e S"*! sdo homeomorfos e calcule

os grupos de homologia de S" a partir disso.
Ex. 10.24 — Calcule H.(Q).

Ex. 10.25 — (Homologia singular de espacos fracamente contrdteis). Um espago topolégico
X é fracamente contréctil se existe um x( € X tal que paratodon € N o conjunto 7, (X, xp) tem
exatamente um elemento. Equivalentemente, um espago topolégico X é fracamente contractil
se qualquer aplicacdo continua de um simplexo é homotopicamente nula.
1. Seja X fracamente contratil. Mostre que a aplicagdo constante X — e induz um
isomorfismo H.(X;Z) — H.(e;Z).
2. O que isso implica para a homologia singular com coeficientes em Z do circulo de
Warsaw W (definido a seguir)?
O circulo de Warsaw ¢é definido como o subconjunto de R?:

W = {(x,sen (1/x))| - 1/2r < x <1/2m,x # 0} U{(0,y)| -1 <y <1} UC,

onde C é um arco ligando os pontos (1/2m,0) e (-1/27,0), disjunto dos outros dois
subconjuntos especificados acima, exceto em seus pontos finais, veja Figura 10.17.
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Figura 10.17: Circulo de Warsaw

Ex. 10.26 — Sejam M; e M, variedades fechadas, conexas e orientdveis. Usando Mayer—
Vietoris, mostre que H,(M1#My) = Ho(M1#M>) = Z, e que H;(M1#My) = H;(M;) ® H;(M3),
para0 <i <n.



Aplicacoes

11.1 Teorema da Separacdo de Jordan-Brouwer

O Teorema da Curva de Jordan afirma que uma curva fechada no plano separa o plano em
duas partes e estd dentre os teoremas que sdo faceis de formular e dificeis de provar. Seu
enunciado parece 6bvio, evidente, quase um axioma. Na verdade, podemos até nos sentir
tentados a dizer quando um ponto estd do lado de dentro ou do lado de fora da regiao
delimitada por essa curva. Uma maneira popular de fazer isso é usar raios. Escolha um ponto
x fora da curva e desenhe um raio, em alguma direcdo. Se o raio interceptar a curva um
namero par de vezes, entdo o ponto estd do lado de fora, e se interceptar um ntiimero impar
de vezes, ele estd do lado de dentro. Isso parece uma prova, mas nado é. O problema é que o
raio pode cruzar a curvas infinitas vezes, e dessa forma, ndo descobrimos nada. De fato, pode

ser que todo raio a partir do ponto x intersecte a curva infinitas vezes'.

No que segue, apresentamos uma demonstra¢do da generalizacdo do Teorema da Curva

de Jordan, para dimensdes superiores, baseada nos grupos de homologia.

1Na verdade, esse é o caso genérico!

296
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11.1 DEFINIgAO Se A éum subespago de X, dizemos que A separa X se X \ A ndo for conexo.

11.2 Lema Sejam X um espago localmente conexo por caminhos e A C X um subconjunto fechado. Entdo,
A separa X se, e somente se, Ho(X \ A) # 0.

Demonstragao: Como X \ A é um espago localmente conexo por caminhos, as componentes
conexas e as componentes conexas por caminhos coincidem. Em particular, o grupo Ho(X \ A)
se anula se, e somente se, X \ A for conexo e, em geral, seu posto é um a menos que o niimero

de componentes conexas de X \ A. O

Observamos que, nessa sec¢ao, estamos interessados nos casos em que o espaco X é R” ou
S", e A é um subconjunto fechado em X e logo estamos nas hipéteses do Lema 11.2.

11.3 TeoreMA Sejaque K um espago compacto com a propriedade H. (5" \ f(K)) = 0, para todo mergulho
f + K — S". Entdo, I X K também tem essa propriedade.

Demonstragio: Seja f : I x K — S" um mergulho e suponha que 0 # a € H; (S" \ f(I x K)).

£([1/2,11x K)
£(1/2xK)
£(10,1/2] x K)

Definimos

<K).

UpnU; =S"\ fFIxK) e  UpUlp=S"\f({1/2} xK).

uo:s"\f([o,E ><1<) e u1:S”\f([%,1

Logo, temos que

Pela Sequéncia Exata de Mayer-Vietoris, temos que:
- —= Hiy1 (Up U Uy) — H; (Up N Uy) — H; (Uo) & H; (Uy) — H; (Up U Uh) — -+ .

O conjunto Up U Uy = S" \ f ({%} X K) é aciclico, por hipétese, logo o elemento 0 # a €
H; (Up N'U,) é levado ndo trivialmente em pelo menos um dos grupos H; (Up)e H; (Uy) enado
ha perda de generalidade supor que seja para Up.
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Vamos repetir o argumento substituindo o intervalo I por [0, 1|. Desta forma, obtemos
uma sequéncia de intervalos I > Iy D I O ---, onde I} tem comprimento 27k e aplicagdes «a
para ax # 0em H; (S" \ f (Ix X K)). Seja

Vi =S"\ f (Ix xK).
Entdo, temos que Vo c V; € V, € - -+ e que () Ik = {x}, para algum x € I. Dessa forma

Ve ="\ [)f I xK) = 8"\ f({x} xK).

Pelo Teorema 10.57, temos 0 # {ay} € lii>anI,' (Vi) = H; (UVi) = Hi (8" \ f({x} X K)) =0,
ou seja, a é levado para ay # 0 para todo k e, portanto, deve ser levado para um elemento
diferente de zero em H; (U V) e assim temos uma contradi¢ao.

O
TEOREMA

1| Se f : D" — S" é uma mergulho, entdo H, (S" \ f (D")) = 0. Em particular, S" \ f (D") é
4 p
conexo.

Se f : S" — S" é uma mergulho, entdo

~ . Z, parai=n-—-r-—1,
H; (S"\ f(S")) = _
0, parai#n-—r—-1.
Ou seja,
Hi(S"\ f (S") = H; (s"—f—l) ‘

Demonstra¢do: A demonstracdo doitem|1 |éimediata parar = 0e porindugdo, pelo teorema

anterior, temos que ela é verdadeira para qualquer r maior que zero.

A demonstragdo do item | 2 | também serd feita por indugdo em r. Para r = 0, temos
S\ f (SO) = R"\ {0} ~ §"1.

Suponha que o resultado vale para r — 1, ou seja, que ITIZ' (S” \ f (Sr_l)) =7, parai=n-—r
e é 0, caso contrdrio. Entdo, para uma mergulho f de S” em S", definimos
S.=S"\fD)) e S_=S"\f(D),

sendo D’ e D" os hemisférios superior e inferior de S”, de modo que
+

S,NS_=S"\f(S") e S+US_:S”\f(SH).
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Na sequéncia de Mayer-Vietoris para o par S, e S_,
cor > Hi1 (S4) @ Hiz1(S-) = Hin (S”\ f(SH)) — H; (S"\f(S") = Hi (Sy)® Hi (S_) — - --

os termos de soma direta sdo 0 pelo item [ 1 |. Assim, Hip1 (S"\ f(S™1) 2 Hi(S"\ f(S") o
que implica o resultado. O

No que segue usaremos a seguinte nomenclatura.

DEeriNI¢Ao Uma n-célula é um espago homeomorfo ao n-disco. Uma célula é um espago que é
uma n-célula para algum n > 0.

Observamos que, sob as hipéteses deste teorema, parece provavel que se C; e C; sdo as
componentes de S" \ C, onde C é o mergulho de uma (n — 1)-esfera, entdo os conjuntos C; e
C», devem ser n-células. Mas isso ndo é verdade.

Um contra-exemplo € a esfera com chifres de Alexander, representada na Figura 11.2. Este
é um objeto construido indutivamente no espago tridimensional e podendo ser mergulhado
na esfera tridimensional. Comecamos com uma esfera comum S2. Em seguida, tomamos dois
discos dela e esticamos-os para os “chifres” na esfera. Agora pegamos mais dois discos e use-
0s para colocar chifres nos chifres de tal forma que os dois pares de chifres parecam ligados
como os elos de uma corrente. Este processo continua ad infinitum. Se feito com cuidado,
terminaremos com um homeomorfismo da esfera padrdo para uma esfera mergulhada no
espago tridimensional cujo interior é um disco aberto e cujo complemento ndo é simplesmente
conexo, apesar de possuir os mesmos grupos de homologia que um ponto.

Figura 11.2: Esfera com “chifres” de Alexander
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Também vale destacar que o complemento da imagem de um disco na esfera S"” ndo
precisa ser contratil. Um contra-exemplo disso é o “arco selvagem” de Fox e Artin ilustrado
na Figura 11.3. Pode-se mostrar que o complemento deste arco em S" ndo é simplesmente

conexo.
Jﬁ\ (>~ \ \\\ =
f% @@ﬁ»
\/
Figura 11.3: “Arco selvagem” de Fox e Artin
TEOREMA (TEOREMA DE JORDAN GENERALIZADO PARA S") Seja C um subconjunto de

S" homeomorfo a S"~L. Entiio S" \ C tem precisamente duas componentes conexas aciclicas, sendo C

a fronteira comum.

Demonstragdo: Aplicando o teorema anterior ao caso k = n — 1, vemos que Hy (S" \ C) = Z.
e todas as outras homologias sdo zero. Assim, S" \ C tem precisamente duas componentes
conexas aciclicos, que sdo abertas em S”. Entdo, a fronteira de C; é o conjunto C; \ C;.

Precisamos provar que
Ci\Ci1=C=0Cy\ G

E suficiente demonstrar a primeira dessas igualdades. Como C; é aberto, nenhum ponto
de C, é um ponto de acumulagdo de C; e, portanto, Cy \ C; ¢ C. Mostraremos agora que
Cc El \ C;. Para tanto, sejam x € C e uma vizinhanga U de x, mostraremos que U intersecta
o conjunto fechado Cy \ C1. Como C é homeomorfoa S"1, podemos escrever C como a unido
de duas n — 1-células, A1 e Ay, de modo que A; seja pequena o suficiente para estar em U.

Observamos que como A; ndo separa a esfera S”, podemos escolher um caminho y em
S™ \ Az ligando um ponto p de C; a um ponto g de C,. Agora, y deve conter um ponto de
C; \ C1, pois caso contrdrio y estaria na unido dos conjuntos abertos disjuntos C1 e S" \ Cie
conteria um ponto de cada um deles, o que contradiz a conexidade de y.

Seja y um ponto de C; \ C; pertencente ao caminho y. Logo, y estd em C. Como nio
pode estar em A;, deve estar em A; e, portanto, em U. Logo, U intersecta El \ C1 no ponto y,

conforme desejado.

0

TeEOREMA (TEOREMA DE JORDAN GENERALIZADO PARA R") Seja C um subconjunto de
R" homeomorfo a S"~1. Entdo R" \ C tem precisamente duas componentes conexas, das quais C é a
fronteira comum. Uma das componentes é limitada e aciclica e a outra é ilimitada e com homologia de
snL
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Demonstra¢do: Sem perda de generalidade, podemos substituir R"” por S" no enunciado,
identificando R"” com S" \ {p}, onde p é o polo norte da esfera. Sabemos que S" \ C tem duas
componentes conexas Cj e Cy. Suponha p € C;. Se mostrarmos que C; \ {p} é conexo, o que
deixaremos como exercicio ao leitor, entdao C; \ {p} e C; sdo as componentes de (S" \ {p})\ C,
e C é afronteirade Co e C1 \ {p}.

Agora precisamos calcular as homologias de C; \ p e C,. Sabemos pelo teorema que os
espacos C1 e C; sdo aciclicos. Para calcular a homologia de C; \ p considere a sequéncia exata
relativa do par (Cy, p):

-+ —— Hj41(C1) — Hi41(C1, C1 \ {x}) — Hi(C1 \ {x}) — Hg41(C1) — - --
e logo como a componente C; ¢ aciclica temos que

Hi(C1 \ {x}) = His1(C1, C1 \ {x})
= Hi(D"\, D"{0})
=~ Hy(D"{0})
~ ﬁk(S”'l)

onde o primeiro isomorfismo é dado pela sequéncia 11.1, o segundo por excisdo, o terceiro
pela sequéncia exata relativa do par D", D" \ 0 e finalmente o quarto por homotopia.

0

11.2 Invaridncia de Dominio e de Dimensio

De modo geral, para verificar que uma fungao f é um homeomorfismo, é necesséario verificar
que tanto a fungdo f quanto sua fungéo inversa f ! sio continuas, o Teorema da Invariancia
de Dominio, demonstrado por Brouwer em 1912, diz que se f é injetora e o dominio é um
subconjunto aberto de R” e a imagem também estd em R”, entdo a continuidade de f~! é
automatica. Além disso, o teorema diz que se dois subconjuntos U e V de R" sdo homeomorfos
e U é aberto, entdo V também deve ser aberto. A conclusdo do teorema pode ser formulada



CAPITULO 11. APLICACOES 302

de forma equivalente como f é uma aplicagdo aberta. Observamos que ambas as afirmagdes
nao sdo nada 6bvias e geralmente ndo sdo verdadeiras se deixarmos o espaco euclidiano.

Uma consequéncia importante do Teorema de Invaridncia de Dominio é o Teorema da

Invariancia da Dimensao que afirma que R" ndo pode ser homeomorfo a R™ se m # n.

Para compreender a importancia desse teorema devemos compreender o contexto histérico
no qual surgiu. Antes de 1870, os mateméticos lidavam apenas com os subconjuntos U de
R" que podiam, pelo menos localmente, ser “parametrizados” por aplicagdes diferencidveis
injetoras de um subconjunto aberto de algum R". Também se assumia tacitamente que a
posigdo de um ponto em R” s6 poderia ser completamente determinada por um sistema de
n nameros reais. Essa é a definigdo ingénua de dimensdo: uma reta tem dimensao 1, pois
apenas uma coordenada é necessaria para especificar um ponto nela; e uma superficie, como
um cilindro ou esfera, tem uma dimensdo 2, pois sdo necessdrias duas coordenadas para
especificar um ponto nela.

A descoberta por Cantor, em 1877, de uma bijecdo de R em R", para qualquer #, foi uma
completa surpresa. A fungdo de Cantor era totalmente descontinua, mas a descoberta da curva
de Peano, em 1890, mostrou que existiam fung¢des continuas, embora nao injetoras, de R em
R". A tinica esperanga que restava de salvar a nogado cléssica de dimensao era aquela expressa
por Dedekind assim que Cantor lhe comunicou seu teorema: ndo existem homeomorfismos
de R" em R" para m # n. A prova da conjectura de Dedekind foi feita por Brouwer em 1911.

11.8 TeorEMA (INVARIANCIA DE DominNto) Sejam U abertoem R" e f : U — R" uma aplicagdo
continua e injetora. Entdo f(U) é aberto em R" e f é um mergulho.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos substituir R” por S" no enunciado,
identificando R" com S" \ {p}.

Dado um ponto y € f(U) € S",seja x € U C S" tal que f(x) = y. Seja B, uma bola aberta
de raio € centrada em x, cujo fecho estd em U e seja S¢ = Be — Be.

Por indugao, o conjunto f (S¢) ¢ homeomorfo a S"~! e, portanto, f (S¢) separa S"” em duas
componentes C e C. O conjunto f (B¢) é conexo e disjunto de f (S¢) e, assim, ele estd contido
em uma das componentes C; ou C,. Podemos supor, sem perda de generalidade, que esteja



11.9

11.10

CAPITULO 11. APLICACOES 303

em Cjp. Temos que f (S¢) deve ser igual a Cq, caso contrario, o conjunto

S"\ f B\ £ (S =5"\  (Be)

consistiria em todos os pontos de C; juntamente com pontos de C;, contradizendo o fato
de que a célula f (Ee) ndo separa S”. Portanto, f (B¢) = C;. Concluimos que f(U) contém a
vizinhanga aberta C; de y.

Logo, f leva conjuntos abertos em U a conjuntos abertos em S" e, portanto, é uma aplicagdo
aberta em f(U). Consequentemente, f € um homeomorfismo entre U e f(U). O

A demonstracdo do Teorema da Invaridncia de Dominio é mais facil se assumirmos que a
fungdo f é continuamente diferencidvel com jacobiano nao singular. Neste caso, o resultado
decorre do Teorema da Funcgédo Inversa.

TeorREMA (INVARIANCIA DE DominNIo) Se M" e N" sio variedades n-dimensionais topolo-

gicase f : M" — N" é injetora e continua, entdo f é uma aplicagdo aberta.

Demonstra¢do: Mostraremos que a imagem de uma vizinhanga de x sob f é uma vizinhanga
de f(x).Seja V c N" um conjunto aberto homeomorfo a R” contendo f(x). Entdo, a restricao
de f a f71(V) é injetora, continua e, portanto, aberta pelo Teorema 11.8. Agora, se U é uma
vizinhanca aberta de x, entdo U N f 71(V) também é. Portanto, f(U N f~1(V)) é uma vizinhanga
aberta de f(x). Logo, f(U) é uma vizinhanga de f(x). O

TeEorREMA (INVARIANCIA DA DiIMENSA0) Se uma m-variedade M™ é homeomorfa a uma

variedade n-dimensional N", entdo n = m.

Demonstra¢do: Dado x € M, existe uma vizinhanga aberta V de x em M™ que é homeo-
morfa ao disco D" em R e, sem perda de generalidade, assumiremos que esse homeomor-
fismo leva o ponto x em 0. Assim,

Hi(M,M\ {x}) = H;(V,V\ {x}) (por excisao 10.36)
H; (D™, D™\ {0}) (por homeomofismo)
~ H; 4 (D™ \ {0}) (pela sequéncia exata de homologia relativa)

~ H;_1(S™1) (por homotopia)

Na férmula acima usamos o Teorema de Excisadocom X = M,A =M\ {x},eU =M \V.

Como ﬁ,'_1(8m‘1) = Z,para i = m, e 0, caso contrario, temos que m é um invariante
topolégico de M™, ja que os grupos H;(M, M \ {x}) sdo invariantes topoldgicos. O
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D m

Figura 11.4: Homeomorfismo da demonstra¢do de Invaridncia da Dimensao.

11.3 Aplicacoes na Esfera

Nesta se¢do, estudaremos aplicagdes da esfera em si mesma, introduziremos o conceito de grau
de uma aplicagdo e utilizaremos desse ferramental para provar o Teorema da Classificagdo de
Hopf, o Teorema da Esfera Cabeluda, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer e, posteriormente,
o Teorema Fundamental da Algebra.

O grau de uma aplicagdo f : S" — S", com n > 0, foi definido e estudado por Brouwer
durante 1910-1912. Intuitivamente, o grau representa o niimero de vezes que a esfera no
dominio é enrolada e envolve a esfera no contradominio sob a aplicagdo. O grau é sempre um
namero inteiro, mas pode ser positivo ou negativo dependendo das orientagdes.

11.11 DeFriNigAo Seja f : S" — S" com n > 0 uma aplicagio continua. Como H,(S") = Z, seja o um
gerador de H,(S™), entdo f(a) = d - a. O inteiro d independe da escolha do gerador é denominado
grau de f e é denotado por deg f.

[ —
D<= <=€)
Figura 11.5: Aplicagdes de grau 1, 2 e 3, respectivamente em st

11.12 ProrosigAo O grau de uma aplicagio continua na esfera tem as seguintes propriedades:

A aplicagdo identidade idg» : S — S" tem grau +1.
2| Sef:S" — S"eg:S" — S" sdo aplicagdes continuas, entdo deg(g o f) = deg ¢ - deg f.
8 p &8 g8 rdeg

Se f ndo é sobrejetora, entdo deg f = 0.
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(4] Sef:S" — S"eg:S" — S" sdo aplicacbes continuas e f =~ g, entdo deg f = degg.
Se f : S" — S" é um homeomorfismo, entdo deg f = +1.

[6] Se f se estende a uma aplicagiio continua h : D"*' — S", entdo deg f = 0.

Demonstragao:

A aplicacdo identidade na esfera induz a aplicagdo identidade (idg»). nos grupos de
homologia.

De fato, temos que (g © )« = g © f-.

De fato, se f ndo é sobrejetora, existe y ¢ im f. Entdo, podemos fatorar f da seguinte

maneira:
f

oS
lf /
S"\ {y}

Como S" \ {y} = R" é contrétil, H,(S" \ {y}) = 0. Portanto, f. = f.t. =0, entdo deg f = 0.

[ 4]Isso ocorre porque, como f e g sdo homotépicas, temos que f, = g.. Provaremos a
seguir que a reciproca é verdadeira.

[5]Como f o f! =id, temos que deg f - deg f~! =1, logo deg f = +1.

E Temos a composic¢do de fungdes:

h

s L Dn+1 Sn/
logo, temos a composi¢do induzida
Hy (8") —= H,,(D"*1) Lo H, (s").

Como D"*! ¢ aciclico, a composta é o homomorfismo nulo. O

Para podermos usar as informagoes sobre o grau de uma aplicagdo precisamos antes
calcular o grau de alguns exemplos fundamentais.

ProrosicAo Sejar:S" — S" uma reflexio através de algum subespaco n-dimensional de R"*1,
entdo degr = —1.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, podemos assumir que o subespago é R" x {0} C
R"*1. O hemisfério superior U e o hemisfério inferior L de S"” podem ser considerados como

n-simplexos singulares, através de homeomorfismos entre os hemisférios e o simplexo A".
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Figura 11.6: Aplicacdo de grau 2 em S.

Com essa estrutura de A-complexo, o gerador de H,(S") é [U — L]. A reflexdo r leva o ciclo
U - LparaL - U eassim

r(U-L)=[L-U]=[-(U-L)]=-1[U-L]
Segue que degr = —1. O

Prorosi¢cAo Seja —id : S" — S" uma aplicagdo antipodal (x — —x), entdo degid = (—1)"*1.

Demonstragido: Observe que —id é dada pela composicdo de n + 1 reflexdes, cada uma
mudando o sinal da i-ésima componente por uma reflexdo. Como o grau da composicdo é a
multiplicacdo de graus, temos o resultado desejado. 0

TeorEMA Seja f : S" — S" uma aplicagio com grau diferente de (—1)"*1, entdo f tem pelo menos

um ponto fixo.

Demonstragdo: Suponha que f ndo possui pontos fixos. Assim, para todo x, temos que
f(x) # x, logo o segmento (1 — ) f(x) + t(—x) ligando f(x) a —x ndo passa pela origem em
R"*1 j4 que f(x) ndo é o ponto antipodal de —x. Podemos, entdo, normalizar para obter uma

homotopia na esfera g; : I X S" — S" dada por:

(1 -)f(x) + t(=x)
(1= )f(x) + H=2)II

Entédo, ¢; 6 uma homotopia de f a aplicacdo antipodal —id e logo deg f = (—1)"*1. O

gt (x) o

TeoREMA A esfera S" possui um campo continuo de vetores tangentes que nio se anula se, e somente

se, n € impar.
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Figura 11.7: Todo campo continuo de vetores tangentes na esfera S? se anula em
algum ponto.

Demonstragdo: Suponha que v(x) seja um campo de vetores tangente em S”. A tangéncia
implica que x e v(x) sdo ortogonais em R"*!. Se v(x) # 0, para todo x, podemos normalizar o
campo de vetores de modo que [[v(x)|| = 1, para todo x. Supondo que isso tenha sido feito,
os vetores (cos(7tt))x + (sen(rtt))v(x) estdo no circulo unitario do plano gerado por x e v(x).
Quando t vai de 0 para 1, obtemos uma homotopia:

fi(x) = (cos(mtt))x + (sen(mt))v(x)

da aplicagdo identidade de S" na aplicagdo antipodal. Em termos dos graus dessas aplicagdes,
isso resulta na igualdade (-1)"*! = 1, que implica que n é impar.
Reciprocamente, seja uma esfera de dimensao impar S*~1, entéao o campo vetorial definido
por
U(xll X2, ©r0, X2k-1, ka) = (_XZ, X1, * 0, X2k, ka—])
é um campo vetorial tangente que ndo se anula em nenhum ponto, ja que v(x) é ortogonal a
x, e |lv(x)|| =1, para todo x € S". O

A auséncia de qualquer campo vetorial ndo nulo em S? apresenta um resultado popular
chamado Teorema da Bola Cabeluda.
11.17 TeoreMA (DA Bora CaBeLupA) Uma bola peluda nio pode ser penteada, em outras palavras,
sempre que se tenta pentear uma bola cabeluda, haverd pelo menos um redemoinho de cabelo em algum
lugar.

Demonstragio: Se alguém imaginar que tem um cabelo crescendo de cada ponto na superficie
de uma bola, entdo ndo é possivel penteéd-la. Caso contrario, os vetores tangentes aos cabelos

mostrariam que S? admitiria um campo vetorial continuo ndo nulo. U

O toro peludo € a tinica superficie peluda orientavel que pode ser penteada suavemente.
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Uma aplicagdo curiosa do Teorema 11.16 em meteorologia consiste em considerar a
distribuigdo de ventos como um campo de vetores sobre a superficie de um planeta com
atmosfera. Mediante esta idealizagdo, entdo a cada momento existe pelo menos um ponto
onde a velocidade do vento € zero.

TeorEMA (PonTo Fixo pE BRouwERr) Toda aplicagio continua f : D" — D" possui um

ponto fixo.

Demonstra¢do: Suponhaque f : D" — D" ndo possui ponto fixo. Podemos definir a aplicagdo
h: D" — S"! pela equagdo
h(x) = x——f(x)’
[l = FEOl
pois, por hip6tese, x — f(x) # 0, para todo x € D". Seja ¢ : S"~! — S"~! arestricio de h a S" 71,
entdo ¢ tem grau 0, pela Proposicao 11.12.

(u,t)

f (u)

Por outro lado, mostraremos que g tem grau 1, gerando uma contradig¢do. Para isso,
definimos uma homotopia H : S~ x I — S$"~! pela equagio

u = tf(u)
lu—tfGl

Observamos que, para t = 1, o denominador é diferente de zero, pois u # f(u) ; e para
0 <t <1, o denominador € diferente de zero, pois ||u|| = 1e ||tf(u)| = t||[f(u)|| <t <1. A
aplicacdo H é uma homotopia entre a aplicacdo identidade de S"! e a aplicagéo g. Portanto,

H(u,t) =

degg =1.
a

O préximo teorema fornece uma classificagdo completa das aplicagdes da esfera na esfera

a menos de homotopia.

114 Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio néo constante em uma tinica

varidvel com coeficientes complexos tem pelo menos uma raiz complexa. Apesar de seu nome,
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ndo hd prova puramente algébrica do teorema, pois o resultado depende de alguma forma
da completude dos ntiimeros reais, que ndo é um conceito algébrico.

A primeira mengao do Teorema Fundamental da Algebra, na forma de que toda equagéo
polinomial de grau n tem exatamente n raizes, foi dada por Peter Roth de Nurnberg em
1608 e foi Descartes em 1637, quem distinguiu entre raizes reais e imagindrias. A primeira
prova publicada do Teorema Fundamental da Algebra foi dada por D’Alembert em 1746. No
entanto, havia lacunas na prova de D’Alembert e a primeira prova totalmente aceita foi aquela
dada por Gauss em 1797 em sua tese de doutorado que foi publicada em 1799. Curiosamente,
ao revisar a prova original de Gauss, os mateméticos modernos tendem a concordar que hé
tantas lacunas nessa demonstragdo quanto na demonstracdo de D’Alembert. A primeira prova
rigorosa foi publicada por Argand, um matematico amador, em 1806 (e revisitada em 1813).
Gauss também produziu duas outras provas em 1816 e outra versao incompleta de sua prova
original em 1849.

A demonstragdo que apresentaremos baseia-se no conceito de grau de uma aplicagéo.

TeoreEMA (TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA) Todo polindmio nio constante com co-
eficientes em C possui uma raiz em C.

Demonstragdo: Observamos inicialmente que é suficiente demonstrar o teorema para um

polindmio da forma:

1

Z2)=z"+a,1z2" " +---+a1z+ay, ag#0en >1.
p

Suponha que p ndo tenha raizes, entdo p é uma aplicagdo do plano complexo C para C\ {0}.
A restricdo desta aplicagdo aos diferentes circulos |z| = r para diferentes valores de r > 0 sdo
caminhos fechados em C \ {0}.

r=2 r=3 r=6

™
=
0
>

Figura 11.8: Em azul, os circulos |z| = 7 e, em laranja, suas respectivas imagens
por p(z) =z3+2z%2 +1,parar =2,3 e6.
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Considere a aplicagdo G : S! X [0, o0) — S! ¢ C definida por

_ plre®™™)/p(r)
|[p(re2it)[p(r)|’

A aplicacdo G leva os diferentes caminhos fechados, p(reZ””) com r fixo, para a circulo unitario

G(t, r)

através de uma normalizagdo. Seja F : S? x I — S! ¢ C a homotopia definida por

G(t,s/(1-5s)), se0<s<l1
F, 5y = [CUs/0=5)
e2mint ses =1.

Como a funcdo G é continua, temos que
lir{\ F(t, s) = 1jnln G(t, s/(1-5)) = lim G(¢t, r) = p2mint
s—17 s—1- r—00

e logo F é continua. Se denotarmos por fy(t) = F(t, 0) = 1 e fi(t) = F(t, 1) = z", entdo
fo = fi. Consequentemente, deg fo = deg fi. Mas deg fo = 0 e deg fi = n. Logo, temos uma
contradi¢do, e p(z) deve ter uma raiz em C. O

11.5 Teorema de Borsuk-Ulam

O Teorema de Borsuk-Ulam afirma que toda funcdo continua da esfera n-dimensional para
o espago euclidiano n-dimensional leva algum par de pontos antipodas para o mesmo ponto.
O caso n = 1 implica que, em cada tempo e em cada grande circulo da Terra, existem dois
pontos antipoda com a mesma temperatura. O caso n = 2 implica que, a cada instante, existem
dois pontos antipodas na superficie da Terra com a mesma temperatura e a mesma pressao
atmosférica. De acordo com (MATOUSEK; BJORNER; ZIEGLER, 2003), a primeira mengao
histérica do enunciado do teorema de Borsuk-Ulam foi dada por Lyusternik & Shnirel’'man
em 1930. A demonstragdo foi dada por Karol Borsuk em 1933, onde a formulagdo do problema
foi atribuida a Stanislaw Ulam.

TeoreEmA (Borsuk-Uram) Para qualquer aplicacio f : S" — R”", existe x € S" tal que

f(x) = f(=x).

O teorema é uma consequéncia imediata do seguinte resultado, conhecido como Teorema
Antipodal.
TeoreEMA (ANTIPODAL) Suponha que a aplicagdo g : S" — S™ satisfaga g(—x) = —g(x), para
todo x € S". Entdon < m.

Para ver que o Teorema Antipodal implica o Teorema de Borsuk-Ulam, suponha que
f:S" = R" é um aplicagdo com f(x) # f(—x) para todo x € S". Entdo podemos definir um
aplicacdo g : S" — S"! por

_ ) - f(=x)

$0) = 1Fm = feml’
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de modo que g(—x) = —g(x), para todo x € S". Isso contradiz o Teorema Antipodal.

Demonstracio (Teorema Antipodal): O grupo com dois elementos Z; atua na k-esfera S
pela aplicagdo antipodal —id -x = —x. E 0 espago quociente pode ser identificado com o espago

projetivo real k dimensional e a aplicacdo quociente S L RPF¢a aplicagdo de recobrimento
duplo.

Logo, cada p-simplexo singularo : A, — RP* tem precisamente dois levantamentos G, -,
que a aplicagdo —id transforma um no outro: temos —id(c+) = 05. Correspondentemente,
obtemos um aplicagdo de cadeia

w15, (RE52;) — 5. (8522
dado por 7.(0) = 0+ + 0, que é denominada de transferéncia e temos a sequéncia exata curta
0 8. (RPY;2) = 5. (5522) = 5. (RE5Z2) - 0

de complexos de cadeias singulares com coeficientes em Z,.

Um aplicagdo g : S" — S™ com g(—x) = —g(x), para todo x € S", gera uma aplicagdo
g : RP" — RP" nos quocientes. Obtemos assim uma aplicacao de sequéncias exatas curtas
de complexos de cadeia

0 —— S.(RP"; Z5) — = S.,(S": Zp) —L = S.(RP"; Z,) — = 0

s s s

0 —— S.(RP™; Z,) — §,(S™; Z5) —s S, (RP™; Z) —— 0

Temos a sequéncia exata longa de homologia associada a sequéncia exata curta inferior
do diagrama 11.5:

0 (11.1)
)

L» Hy (RP™;Z5) — = H,, (S™;Z5) —— H,y (RP™; Z)) >

<—> Hm—l (Rpm;ZQ) I Hm—l (Sm, Zz) —— Hm (Rpm; Zz) >

<—> Hy (RP™;Z)
<—> Hy (RP™;Z5)

D

Ho (S™; Zp) — Ho (RP"; Zy)
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na qual j& observamos que Hy,11 (RP™;Z;) = 0. Observe que em homologia, a composic¢ao da
aplicacdo de recobrimento e de transferéncia é trivial:

T+ © p* = 2 : ide(Sm;ZZ) = 0
porque estamos considerando homologias com coeficientes no corpo Z,.

Pela sequéncia exata longa anterior temos que a aplicacdo 7. é injetora, e logo p. = 0,entdo o
morfismo mais a direita na sequéncia é zero e 7. é um isomorfismo. Como Hy (S™;Z;) se anula
para 0 < k < m, os morfismos de bordo Hy (RP";Z;) — Hy_1 (RP";Z;) sdo isomorfismos
paral <k < m.

Mas o morfismo final da sequéncia exata longa é claramente um isomorfismo porque
ambos S™ e RP" sdo conexos por caminhos. Portanto, a seta anterior é zero e, portanto,
também H; (RP™;Z;) — Hp (RP™;Z,) é um isomorfismo.

Como as mesmas observagdes se aplicam a sequéncia exata longa superior, o quadrado
com o homomorfismo de bordonocason >mel <i <mé

Hi(RP"; Zy) =2= H;_1(RP"; Z,)

§ §

Hi(RP"; Zp) —2= H;_1(RP"; Z,)

Como g : Hy(RP";Zy) — Ho(RP";Z;) é um isomorfismo, o diagrama diz que g também é
um isomorfismo para 1 < i < m por indugao.
Também temos que
Hyn(RP"; Z5) == Hy(S"; Zo)

T

Hi(RP™; Zp) == Huu(S"; Z2)
Mas para n > m, isso é um absurdo pois H,, (S*;Z;) = 0e H,, (S™;Zy) = Z/2. O

11.6 Teorema do Sanduiche de Presunto

O Teorema do Sanduiche de Presunto afirma que, dados n conjuntos mensuraveis no espago
euclidiano n-dimensional, é possivel dividir cada um deles pela metade (em relagdo a sua
medida) com um tnico hiperplano (n — 1)-dimensional. O teorema é verdadeiro até mesmo
se o0s objetos se sobrepuserem.

O teorema foi proposto por Hugo Steinhaus e provado por Stefan Banach. A demonstragdo
que apresentamos baseia-se no Teorema de Borsuk Ulam.

TeorReEMA Sejam Ay, A, ..., A, uma colegio de conjuntos em R" mensurdveis entdo existe um
hiperplano H dividindo simultaneamente todos eles em dois conjuntos de mesma medida.
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Figura 11.9: A reta divide os conjuntos em pedagos de mesma area.

Demonstragdo: Sejam Aj, Ay, ..., A, conjuntos em R” com medidas p1 = pu(A1),...,un =
u(Ay). Dado um conjunto mensuravel B € R" definimos:

wi(B) = u(BN Ar)

Seja S"-1 3 esfera unitéria mergulhada em R”, centrada na origem. Seja u = (ug, u1, ..., uy,)
um ponto da esfera S". Se pelo menos uma das componentes u1, uy, ..., u; for diferente de

zero, atribuimos ao ponto # o semi-espaco
h+(u) def {(JC1, - ,xn) eER" tugxy+ - Fupx, < uo}

Obviamente, os pontos antipoda de S" correspondem a semi-espacos opostos. Para um u da
forma (19, 0,0, ...,0) (onde up = +1 ), temos pela mesma férmula

h*((1,0,...,0)) = R,
n*((~1,0,...,0)) = @.

Definimos uma funcéo f : S" — R” por

fiw) £ pi (h* ()

Se tivermos f (1) = f (—up) para algum u € S", entdo o bordo do semi-espago h™ (ug) é o
hiperplano desejado (ndo pode acontecer que f((1,0,...,0)) = f((-1,0,...,0)), entdo h™ (ug)
é de fato um semi-espago). Para podermos aplicar o Teorema de Borsuk-Ulam resta mostrar
que f é continua.

Seja (1), uma sequéncia de pontos de S" convergindo para u; precisamos mostrar que
pi (h* (u,)) — pi (h*(u)). Notamos que se um ponto x ndo estd no bordo de h*(u), entdo
para todo n suficientemente grande, temos x € h* (u,) se, e somente se, x € h™(u). Portanto,
se g denota a fungdo caracteristica de h*(u), ou seja, g(x) = 1 para x € h*(u) e g(x) =0
para x ¢ h™(u) e g, é a funcdo caracteristica de h™* (u,,). Temos que g,(x) — g(x) para todo
x ¢ dh*(u). Como dh*(u) tem y;-medida 0, g, converge para g u;-quase certamente.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

wi (h* (uy)) = / gn dpi — / g dpi = pi (K" (w)),
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pois todos as fungdes g, sdo dominadas pela fungdo constante 1, que é integravel, pois y; é
finito. O

11.7 Exercicios

Ex. 11.1 — Considere a seguinte histéria adaptada de (ARNOLD, 1992).

“Em certo pais hd duas cidades e dois caminhos que as unem: a estrada principal e
a estrada secundéria. Em A moram dois amantes, Carlos e Denise, que devem viajar
para B: C pela estrada principal, e D pela secundaria. Tdo grande é a forca de seu
amor que se a qualquer instante eles estiverem separados por dez quilémetros ou
mais, certamente morrerdo. Além de um casal de namorados, nossa histéria contém
um par de inimigos jurados, Everton e Franscisco. Como nosso histéria comega, E
estd em A, F estd em B, e eles devem trocar de lugar, E viajando de A para B através
da estrada principal enquanto F viaja de B para A através do estrada secundaria.
Tao grande € a forca de seu 6dio que se a qualquer instante eles estdo separados por
dez quildmetros ou menos, certamente morrerdo. Prove que a tragédia é inevitavel.

Pelo menos duas pessoas vado acabar mortas”

—— Estrada Principal

--- Estrada Secundéria

Para modelar o problema, no primeiro passo, parametrizaremos o problema no quadrado
unitdrio S = [0, 1] X [0, 1]. Um ponto (x, y) € S descreve a localizagdo de um par de caracteres
(ouCeD, ouE eF)aolongo das estradas principal e secunddria, respectivamente. Assim, por
exemplo, o ponto (0, 0) representa o fato de “ambos os caracteres estdo em A”, (1, 1) representa
“ambos os caracteres estdo em B” (0,3, 0,7) representa que “o primeiro caractere percorreu 30
por cento do caminho ao longo da estrada principal de A a B e o segundo personagem esté
a 70 por cento do caminho ao longo da estrada secundaria”, e assim por diante. As viagens
de um par de personagens pelas estradas principal e secunddria sdo agora codificado no
movimento do tinico ponto (x, y) em S.
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Assim temos que o caminho que descreve o movimento do par (C, D) deve comegar em (0, 0)
e terminar em (1,1). E o caminho que descreve o movimento de (E, E) deve comegar em
(0,1) e terminar em (1,0). Entdo (e esta é a parte topoldgica que teremos que demonstrar),
“obviamente”, os dois caminhos devem se intersectar.

O importante é o que acontece em um ponto de intersecgdo (xo, o). Ele representa um par de
pontos - um na estrada principal, um na estrada secundéria - que sdo ocupados (em momentos
diferentes) tanto por C e D quanto por E e F. Se esse par de pontos estiver a 10 quildmetros ou
mais de distancia, significa a desgraca para M e D; 10 quilometros ou menos, cortinas para E

e F. De qualquer maneira, a tragédia € inevitavel, assim como diz o problema.

Colocando o problema rigorosamente, queremos provar o seguinte teorema:
Teorema Sejam f, ¢: [0,1] — [0,1] X [0, 1] aplica¢des continuas, tal que f(0) = (0,0), f(1) =
(1,1) e g(0) = (0,1), g(1) =(1,0). Entdo f(x) = g(y) para algum x, y € [0, 1].

_— Amantes

----- Inimigos

Estrada Secundéria

Estrada Principal

1. Use o Teorema da Curva de Jordan para provar esse fato. (Dica: complete um dos
caminhos de modo a ser uma curva fechada.)

2. Use o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer para provar esse fato. (Dica: Considere
F:IxI— IxIapropriada.)

Ex. 11.2 — Termine a demonstragao do Teorema de Jordan Generalizado para R":
Seja C um subconjunto de R” homeomorfo a S"~!. Entdo R” \ C tem precisamente duas

componentes conexas, das quais C € a fronteira comum.

Ex. 11.3 — Mostre que o grau da aplicacdo p : S! — S! p(z) = z" é n usando homologia
simplicial.

Ex. 11.4 — Prove que qualquer aplicagdo continua f : S" — S. tal que ||f(x) — x| <1 é

sobrejetiva.

Ex. 11.5 — Mostre uma aplicacdo f : S! — S! tal que deg f = 0 e f é sobrejetiva.
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Ex. 11.6 — Seja ZX asuspensdode X eXf : S"*! — §"*laaplicacdoinduzidapor f : S" — S"
para n > 0. Usando os resultados do Exercicio 10.22, mostre que
1. deg f =degXlf;

2. param € Z, existe uma aplicagdo g : S" — S" de grau m.

Ex. 11.7 — Uma aplicagdo f : " — S” satisfazendo f(x) = f(—x) para todo x é dita aplicagdo
par.
1. Mostre que um aplicagdo par tem um grau par e que esse grau € de fato zero quando
a dimenséo n é par.

2. Quando n é impar, mostre que existem mapas de qualquer grau par.

Ex.11.8 — Seja f : S" — S" uma aplicagdo continua com deg f = 0. Mostre que devem existir
pontos x,y € S" com f(x) =xe f(y) = —-y.

Ex. 11.9 — Neste exercicio provaremos que uma esfera de dimenséao par positiva ndo pode
ser munida de uma estrutura de um grupo topolégico. Dado um grupo G atuando como
um grupo de homeomorfismos de um espago X, dizemos que G age livremente se o tinico
elemento de G que possui algum ponto fixo é o elemento identidade. Sejam g, I dois elementos,
diferentes ao elemento identidade, de um grupo G agindo livremente em S", onde n > 0 é

par.
. Prove que g e h tém grau —1.

1

2. Prove que gh é o elemento identidade.
3. Conclua que G é Z, ou o grupo trivial.
4

. Prove que S™ ndo é um grupo topoldgico.
q Srupo topolog

Ex. 11.10 — Prove que S® é um grupo topolégico. Dica: identifique R* com os quatérnios.

Ex. 11.11 — Prove que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(Borsuk-Ulam) Se f : S” — R", existe x € S" tal que f(x) = f(-x).
Se A; C S" sdo conjuntos fechados parai =1,2,...,n+1talque Ay U--- A1 = S%,
entdo pelo menos um desses conjuntos deve conter um par de pontos antipodais.
Se A; c S" sdo conjuntos parai =1,2,...,n+1talque Ay U---A,;41 =S", entdo pelo
menos um desses conjuntos deve conter um par de pontos antipodais
Dicas: (1) = (2) Defina f : S" — R" tomando a j-ésima componente de f(x) como sendo a
distanciade xa A;. (2) = (3) Useanormalidade da esfera. (3) = (1) Defina g(x) = f(x)—f(-x)
e por absurdo suponha que 0 ¢ g(S"). Defina n conjuntos abertos U; = {x; > 0} € R",

i=1,...,n,eadicione a esta colegdo o conjunto U, 1 = {x; <Oparai =1,...,n}. Observe
que g(S") c U= U



Homologia Celular

Um espago topoldgico X pode ser muito patolégico para que as ferramentas de topologia
algébrica fornecam alguma informagao ttil sobre ele. Como vimos, para construir os grupos
de homologia e cohomologia utilizamos fungdes dos simplexos A" em X e o mesmo vale
para a construgdo de homotopias e grupos fundamentais, para os quais precisamos de uma
funcdo do intervalo em X. Dessa forma, em geral, se a topologia de um espaco tiver pouco
a ver com a topologia euclidiana, os grupos de homologia podem nao fornecer informagdes
significativas.

A primeira escolha seria restringir-se a categoria das variedades topolégicas, o que fa-
remos no capitulo 14. O problema esta no fato que esta escolha exclui muitos espagos que
aparecem naturalmente em vérias ocasides. Por isso, neste capitulo introduziremos uma cate-
goria intermedidria, que seja bastante ampla para conter todos os espagos significativos que
deveremos considerar, mas também suficientemente limitada para excluir espagos topolégicos
demasiadamente irregulares e patolégicos. Em particular, temos que considerar espagos cuja
topologia, pelo menos localmente, ndo se afaste demais da euclidiana, sem todavia serem
necessariamente regulares como uma variedade.

A categoria dos CW-complexos satisfaz estes requisitos: tratam-se de espagos obtidos
partindo de uma familia de pontos e acrescentando discos de vérias dimensdes, colando os
bordos dos discos ao espago precedente através de fungdes continuas. Essa classe de espagos
é mais ampla e possui algumas propriedades categéricas melhores do que os complexos
simpliciais, mas ainda mantém uma natureza combinatéria que permite a computacdo dos
grupos de homologia. Em contraposi¢do aos A-complexos, nos CW-complexos as colagens se
dao através de uma funcdo continua qualquer.

Nesse contexto, introduziremos também a Homologia Celular que é uma teoria de homo-
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logia adaptada para a categoria dos CW-complexos. Como veremos, a Homologia Celular
concorda com a Homologia Singular quando o espaco admite uma estrutura de CW-complexo
e fornece um meio eficaz de calcular os médulos de homologia.

12.1 CW-Complexos

Nessa secdo, apresentaremos duas definicdes de CW-complexos que mostraremos que sdo

equivalentes.

CW-Complexos como espacos obtidos pela colagem de células

Para descrever os CW-complexos como espagos obtidos pela colagem de células, vamos
comegar recordando o que é uma colagem
Seja (X, A) um par topoldgico, ou seja, X é um espago topolégico e A é fechado em X. Seja
Y um espago topolégicoe f : A — Y uma fungdo continua. Definimos a colagem de X com Y
por meio de f, denotada por X Lif Y, como o espago quociente da unido disjunta X LI Y sob a
relacdo de equivaléncia
a~ f(a), acA.

Em outras palavras, as classes de equivaléncia, ou seja, os elementos de X LI Y580 0s conjuntos
{x}, onde x € X \ A e os conjuntos f~}(y)U{y}, y €Y.

X
A

\f

Y Y

X

Lema Seja (X, A) um par topologico, onde A é fechado em X, sejam Y um espago topologico e
f + A — Y éuma fungio continua. Denote por p : X 1Y — X U Y a projegido de quociente candnica.
Entdo p |X\A ¢ uma aplicagdo injetora aberta e Ply ¢ uma aplicagdo injetora fechada. Em particular,
ambas as restriges sido mergulhos, p(X \ A) é aberto em X U¢ Y e p(Y) € fechado em X L¢ Y.

12.2 DEeFrINI¢AO Seja n um inteiro nio negativo.

= Uma n-célula é um espago homeomorfo ao n-disco D".
= Uma n-célula aberta é um espago homeomorfo ao n-disco aberto int (D").

= Uma célula é um espago que é uma n-célula para algum n > 0.
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Observe que int (D™) e int (D") sdo homeomorfos se, e somente se, m = n. Assim, podemos

falar sobre a dimensao de uma célula.

Segue diretamente da defini¢do que o bordo de uma n-célula é um espago homeomorfo a

esfera S"1.

Um CW-complexo é um espago construido a partir de um conjunto ndo vazio de 0-
células (pontos) e, indutivamente, construimos subconjuntos X" colando n-células. O espago
X = >0 X" munido da topologia fraca é o que chamamos de CW-complexo.

12.3 DeriNi¢Ao Um CW-complexo é um espago junto com uma filtragio de subespagos
0=X'cx’cx'c...cX"c...cX

de tal modo que

[1] X° 0.

X" ¢ obtido colando n-células a X", ou seja, temos as aplicagdes
@D > X"V ael,,n>0,

e homeomorfismos o, : Y" — X" tais que ay, o 11y : X"V — X" é a inclusdo, onde

| xn-1
y"n = zn |_| Xn—l/
Pn

sendo 2" = | yer, Dy € @n = Laer, Pa  Uaer, 9D — X" eonde rty - Z" X" — Y™

¢ a projegdo candnica.

X = UnZO X",

[4] X carrega a topologia fraca na familia de espagos {X"},,5o, ou seja, um subconjunto A C X é
fechado se A N X™ é fechado em X", para todo n > 0.

O conjunto X" é dito o n-esqueleto de X, para cada n > 0. As aplicagdes ¢, sao chamadas

de aplicacdes caracteristicas ou de colagem.

Se o espaco topolégico X é homeomorfo a um CW-complexo dizemos que X admite uma

estrutura de CW-complexo.

O ntimero de células em um CW-complexo pode ser infinito.

12.4 DeriNi¢Ao Um CW-complexo é de dimensdo finita se X" = X para algum n; de tipo finito se
possui um niimero finito de células em cada dimensdo; e finito se for de dimensdo finita e de tipo finito,
ou seja, se possui um niimero finito de células. A dimensdo de um CW-complexo de dimensdo finita

é o maior n para o qual existem n-células.
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Observamos que todo CW-complexo finito é compacto, sendo a unido de um nimero
finito de subespagos compactos @, (D"), e € &.

ExeEmPLOS

A reta real admite uma estrutura de CW-complexo com os inteiros como 0-células e os intervalos
[n,n + 1] como 1-células. Essa estrutura possui infinitas células e esse CW-complexo possui
dimensdo 1.

De modo mais geral, R" é um CW-complexo n-dimensional de maneira 6bvia: as n-células sdo
0s cubos cujos vértices tém coordenadas inteiras, as 0-células sdo os pontos inteiros do reticulado,
etc.

Todo complexo simplicial geométrico localmente finito é um CW-complexo.

Nesse caso, podemos tomar as aplicagdes caracteristicas como o homeomofismo do simplexo no
disco fechado e as demonstragoes dos Axiomas 1 e 2 sdo imediatas.

2

Para provar o Axioma 3, observamos que qualquer simplexo em R" é um subconjunto fechado
em X C R™. Assim, a topologia induzida em A* de R coincide com a induzida de X.

[4] Todo A-complexo é um CW-complexo.

——4o o6—90 o6—o o6—9o o—o o—°

Figura 12.1: Estrutura de CW-complexo da reta.

ExempLo (EsrErA) Nos exemplos anteriores, as aplicagdes caracteristicas ¢, eram mergulhos. No
entanto, uma das vantagens dos CW-complexos é que as aplicacdes caracteristicas @}, ndo precisam
ser mergulhos. Em particular, S" admite uma estrutura de CW-complexo com apenas uma 0-célula e
uma n-célula: considere qualquer ponto x (digamos, o polo norte) como a 0-célula, e como aplicagio
caracteristica para a n-célula, use uma aplicagdo quociente ¢ que leva o bordo da n-célula S™ a 0-célula.
A Figura 12.2 ilustra o caso de S'.

A esfera S" admite também uma estrutura de complexo simplicial - por exemplo obtida como o
bordo do simplexo A"+, <

Exempro (Toro) O toro tem uma decomposicio CW com uma 0-célula, duas 1-células e uma
2-célula, conforme apresentado na Figura 12.3. Essa estrutura de CW-complexo é mais simples que a
estrutura de A-complexo apresentada anteriormente. <
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st DY D!
Figura 12.2: Estrutura de CW-complexo de S!

(7

Dl

D 0 o D 1 e “\\\

a D2

Figura 12.3: Estrutura de CW-complexo do toro.

12.8 Exempro Toda variedade suave admite uma estrutura de CW-complexo. De fato, qualquer variedade
suave pode ser triangularizada e, portanto, admite a estrutura de um complexo simplicial. Para a
demonstragdo veja (MUNKRES, 2016). <

12.9 Exempro Toda variedade topoldgica compacta é homotopicamente equivalente a um CW complexo
finito. Para a demonstragio veja (MILNOR, 1959). <

12.10 Exempro (Esraco ProjeTivo) O espago projetivo RP" possui uma estrutura de CW-complexo

com uma célula em cada dimensdio k, para 0 < k < n.

Lembramos que o espago projetivo RP" pode ser construido de duas maneiras equivalentes:
RP" &' D"/~ RP" & §" /~,

sendo ~1 a relagio que identifica os pares de pontos antipodais do bordo e ~; a relagdo que iden-
tifica qualquer par de pontos antipodais. Um homeomorfismo entre as duas representagdes pode
ser obtido projetando ao quociente o merqulho i : D" — S", cuja imagem é o hemisfério norte
St ={(xo,...,xn) €S": x, = 0}. Comparando estes dois modelos de RP", podemos observar que a
relacdo ~1, restrita ao bordo D" = S"=1, coincide com a relagdo ~», logo o bordo de D" projetado ao

quociente coincide com RP" 1,

O espago projetivo RP" é obtido de RP"! colando uma n-célula:
RP" = RP"~! LIy D",

sendo f : $"1 — RP""! a projecdo candnica. O espaco RP" ' L D" é homeomorfo ao espago quociente
D" pela relagdo ~1. <
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Figura 12.4: RP" = RP"~' Liy D"

Exemrro (Espaco Projerivo ComrrLexo) O espago projetivo complexo CP" é o espago das
retas complexas passando pela origem em C"*1. Cada uma dessas retas é totalmente determinada por
um ponto (zo, . ..,zn) # 0 nesta reta, e para qualquer escalar A € C\ {0}, a n-tupla (Az, ..., Azy)
determina a mesma reta para a qual escrevemos (2o, . .., Z,|. A reta também pode ser representada por
um ponto z = (zo, ..., zy) com ||z|| = 1, de forma que z e Az representam a mesma reta, para todo

A e St Assim, da tiltima representagdo, temos que
CP" = §21+1/g! 4
é um espago de dimensio (real) 2n. Temos as inclusoes
+=CP' cCP' cCP*C---

onde CP"~! C CP" envia [zo,...,zn-1] para|zo,...,zn-1,0].

Um ponto arbitririo em CP" \ cp! pode ser representado unicamente por (zo, . .., Zn-1,t), onde

t > 0 ¢é o niimero real tal que t = \/1 o \/1 — > ziz;. Isso define uma aplicagdo
exn = CP" :z=(z0,...,2n-1) & [20,...,2u-1,t].

O bordo de ey, (onde t = 0) é enviado para CP"~*. Desta forma, CP" ¢ obtido de CP"~" anexando
uma 2n-célula. Entiio CP" tem uma estrutura de CW-complexo com uma célula em cada dimensio par,
ie0,2,...,2n.

Exemrpro Seja RP™ o conjunto de retas passando pela origem em RY, com base (e1, e2, . . .). Consi-
derando RY como a unido ascendente de R", temos que como um conjunto, RP™ é a unido ascendente
dos espagos RP". O problema é como munir essa unido de uma topologia. Para isso, declaramos um
conjunto como fechado se, e somente se, sua intersegio com todo RP" for fechado, para todo n € Z.
Logo, pelo Exemplo 12.10, temos que RP* é um CW-complexo com uma célula n para cada n,0 < n.
Observe que o Axioma 3 é vilido por construgao.
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12.1.1 Definicao Equivalente

DeriNI¢Ao Umadecomposi¢do celular de um espago topolégico X é umafamilian & = {e, | a € I}
de subespagos de X tal que cada e, é uma célula e

X:I_Iea.

a€l
Uma defini¢ao equivalente de CW-complexo é:

DeriNi¢Ao Umpar(X,E) consistindo de um espago topolégico de Hausdorff X e uma decomposigio
celular & de X é dito um CW-complexo se os axiomas a seguir sdo satisfeitos:

Axioma 1 - Aplicagdes Caracteristicas: Paracadan-célulae € &, existe uma aplicagio @, : D" —
X cuja restrigdo D, |i :int(D") — e é um homeomorfismo e @, leva o bordo do disco D",

ie. S"1em X1,

nt(D")

Axioma 2 - Finitude do Fecho: Para toda célula e € &, o fecho e intercepta apenas um niimero
finito de outras células em &.

Axioma 3 - Topologia Fraca: Um subconjunto A C X é fechado se, e somente se, A N e é fechado
em X, paracadae € &.

Observe que os Axiomas 2 e 3 sdo necessarios apenas no caso de & ser infinito (ou seja,
eles sdo automaticamente satisfeitos se & for finito).

Normalmente, abusa-se da notagdo e denomina-se o espago X de CW-complexo se ele
admite uma decomposigdo celular & que o transforma em um. Essa estrutura de CW-complexo,
entretanto, ndo € tinica e o conjunto de células também depende da estrutura escolhida - como

j& vimos nos exemplos anteriores.

Antes de provarmos a equivaléncia das duas defini¢des apresentamos alguns resultados
sobre a topologia de um CW-complexo usando a segunda definigao.

Lema Seja (X, E) um espago de Hausdorff X munido de uma decomposicio celular &. Se (X, E)
satisfaz o Axioma 1 na Definicdo 12.14, entdo temos

e =0, (D"
para qualquer célula e € &. Em particular, e é um subespago compacto de X e o bordo da célulae \ e =

D, (S"1) estd em X1

Demonstra¢do: Para qualqueraplicagdo f : Y — Z entre espagos topolégicos Y e Z e qualquer
subconjunto B C Y, temos f (E) C f(B). Desta forma

e = &, (int(D")) 2 O, (D") D e.
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Mas @, (D) é compacto, portanto fechado em X ja que X é de Hausdorff. Assim, @, (D") =
€. Pelo Axioma 1, temos @, (int(D")) = e e @, (S" 1) Ne =0 elogo @, (S"1) =2 \e. O

Observe que, se X ndo é de Hausdorff, ainda temos @, (D") C ¢, mas ndo necessariamente

temos igualdade. Ndo temos garantia de que @, (D") é fechado em X.

O subespaco e = @, (D") é denominado célula fechada.
Prorosi¢cio Sejam (X, E) um CW-complexo, Y um espago topolégicoe f : X — Y uma fungio.
Entdo, sio equivalentes:
f: X > Y é continua;
a restrigdo f |E :e — Y é continua, para todo e € &;

a restrigdo f |« X" — Y é continua, para todo n > 0.

Subcomplexos

Seja (X, &) um CW-complexo, & € & um subconjunto de células e
X' = U e.
ee&’

LemMA As condigdes a sequir sdo equivalentes:

[a] Opar (X', &) é um CW-complexo.
[b| O subconjunto X’ é fechado em X.

Paracadae € &,¢ C X', onde e é o fecho de e em X.

Demonstragio: [b|=[c|é trivial.
= [b | Temos que mostrar que e N X’ é fechado, para todo e € &. Pela finitude do fecho
de X, temos quee N X' =2 N (e] U---Ue;), que por|c|éiguala
en(eju---uey),
sendo assim fechado.

E] = Uma aplicagdo caracteristica @, para e € &’, relativo a (X', &) também é
caracteristica em relagdo a (X, &), e logo @, (D"), o fecho de e em X também é o fecho de e
no subespago X’ e, consequentemente, esta nele.

[b]e[c]=[a]Umaaplicagio caracteristica para e € &' relativo a X também ¢é caracteristica
relativo a X', por causa de ; e X’ é obviamente satisfaz a finitude do fecho. Assim (X’, &’)
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satisfaz os Axiomas 1 e 2. Ainda temos que mostrar que se A C X’ e A Ne é fechado em X’
para todo e €, A é fechado em X’. Mas b |implica que fechado em X é o mesmo que fechado
em X', entdo tudo o que temos que provar é que A Ne é fechado parae € &\ &'. Da finitude
de fecho de X temos ANe = AN (ej U---Ue;) Ne, onde podemos pegar ¢! € &, pois as
células em E\E’ ndo podem contribuir para a interse¢ao com A C X'. Entdo, temos

/
r

Ane=An(e;u---Ue,)ne,

mas AN (€] U --- Ue,) é fechado por hipétese, e logo A Ne. O

DeriNi¢cAo Sejam (X, E) um CW-complexo e (X', E") como acima. Entdo (X', &) é chamado de
subcomplexo de (X, E) se as 3 condigdes equivalentes do lema anterior sdo satisfeitas.
Temos algumas consequéncias imediatas:

CoroLARIO Seja(X,E) um CW-complexo.

Seja {A; | i € I} qualquer familia de subcomplexos de (X, E). Entdo | J;c; Ai € (ieg Ai sdo
subcomplexos de (X, E).

O n-esqueleto X™ é um subcomplexo de (X, E), para cada n > 0.
Seja {e; | i € I} uma familia arbitriria de n-células em &. Entdo X" U (U;e  €1) € um

subcomplexo.

Demonstra¢do: Para|1|observe que | J;c; Ai € um subcomplexo pela caracterizacdo do Lema
12.17 e (je; Ai € um subcomplexo por [b] nesse 12.17. Ambos [2]e |3 | seguem usando a
caracterizagdo | ¢ |no Lema 12.17 juntamente com o Lema 12.15.

Observe que [ 2]é um caso especial de[3 ] Pelo exposto temos que o n-esqueleto X" de
um CW-complexo (X, &) é um subconjunto fechado de X. a

DEeriNI¢Ao A categoria CW é a categoria cujos objetos sdo CW-complexos e cujos morfismos sio
fungodes continuas.

Equivaléncia entre as defini¢cdes de CW-complexo

Prorosi¢Ao As definigoes de CW-complexos apresentadas em 12.3 e 12.14 sdo equivalentes.
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12.2 Homologia de CW-Complexos

Nesta se¢do, introduziremos a homologia celular H;W(X ; R) para um CW-complexo X. Como
veremos, a homologia celular concorda com a homologia singular no caso em que X é um
CW-complexo. Em muitos casos praticos, o nimero de p-células é pequeno e dessa forma o
complexo celular CV(X; R) é muito mais tratdvel do que o complexo singular S.(X; R).

Para esse fim, comegamos com a observacao que a filtracdo por esqueletos de um CW-
complexo
0=X'cx'cXx'c...cX"c...cX

leva a uma série de sequéncias exatas longas dos pares (X, X¥1).

) § (12.1)

— '* j* —
Q_> Hy(X*1; R) —— H,(X¥; R) —= H,(X*, X¥-1; R)

.

Figura 12.5: Filtragdo por esqueletos de um toro.

Pela Proposicdo 10.27, (X7, XP~!) é um bom par, assim temos o isomorfismo entre a
homologia relativa e a homologia quociente:

Hy (X%, X471 = Hy (xF/x57, ) = Hy (X551

De posse dessas informagdes, podemos calcular a homologia relativa que é dada por:

Hy (X5, X471) = Hy (X4/x*) = A, (VS?)E ?“k]f 4::
, q # k.

i€l

Aqui usamos o Corolério 10.44 e o Exercicio 10.19 e que X*/X*~! ¢ homeomorfo ao buqué de
esferas \/ ¢, Si.‘.

Logo, 0o médulo Hy(X?, XP~1; R) é um R-moédulo livre cujo posto (quando finito) ¢ igual ao
ntimero de p-células em X. Isso significa que podemos ver H,(X?, XP~!; R) como o conjunto

de combinacgdes lineares formais Z Aief ,ondeA; € Re ef sdo p-células abertas.

1
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DEeriNi¢Ao Dado um CW-complexo X, definimos as p-cadeias celulares de X, CSV(X; R), por
CV(X;R) = Hy(XP, XP™1;R),

onde H,(XP?, XP~1; R) é 0 p-ésimo grupo de homologia singular relativa do par (XP, XP~') e XP é 0
p-esqueleto de X.

Prorosi¢cAo Seja X um CW-complexo, entdo:

Hy(XP;R) = 0,paratodo k > p. Em particular, se X tem dimensdo finita n, entdo H,(X; R) = 0,
para todo p > n.

Hi(XP?; R) = Hx(X;R), para todo k < p.
Se R é um dominio de ideais principais, entdo H,(X?; R) é um modulo livre.

Demonstracgao:

Observamos que Hy(X% R) = 0, para todo k > 0. Na sequéncia exata longa em
homologia do par (X7, XP~1)

-+ = Hgq(XP, XP75R) - Hi(XP™;R) — Hi(XP;R) — Hy(XP, XP5R) — -

observamos que, se k # p, p —1, entdo como ja vimos o primeiro e o quarto grupos so triviais,

e temos os isomorfismos
Hi(XP;R) = Hi(XP"';R),  parak#p,p-1.
Assim, se k > p, por indugdo, obtemos
Hi(X?) = Hy(X%) = 0.
A demonstragdo é similar. Usando a sequéncia exata longa em homologia do par
(XP, XP~1) temos:
-+ = Hi(XP™, XP; R) — H(XP;R) = Hi(XP*; R) — He(XP*, XP;R) — -

Se k < p,entdo k +1 < p + 1 e o primeiro e quarto grupos sao triviais, logo Hi(X?;R) =

Hi(XP*1;R), k < p. Por indugdo, se k < p, entdo Hx(X?;R) = Hi(X4;R), para todo g > p.
Como R é um dominio de ideais principais e H,(X*; R) é um submédulo do médulo

livre S;(X; R) e, portanto, é livre. O
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Os resultados anteriores permitem uma visdo vivida e esclarecedora de como a homologia
é criada nas colagens do CW-complexo. Se fixarmos uma dimensédo p e observarmos como
H,, varia a medida que nos movemos pelos esqueletos de X, encontramos a seguinte imagem.
Primeiro, Hy (X°) é sobreposto por Hy (X!), que depois disso permanece inalterado a medida
que avangamos para esqueletos de dimensdo maior. Se p > 0, como X° ¢ discreto, H, (X°) = 0.
Entdo os grupos de homologia H, (X*) continuam a ser 0 até chegar a X?. O médulo H,, (X?)
é livre. Relagdes podem ser introduzidas quando passamos para X”*!; mas depois disso todas
as homologias

Hy (X7*1) = H, (x172) = .-

sdo isomorfas. Dessa forma, temos que toda a homologia g-dimensional de X é criada em X7,
e todas as relagdes em H,,(X) ocorrem em X?*1.

Até esse ponto definimos as n-cadeias celulares de um CW-complexo X, e agora queremos

construir um complexo de cadeias. Definimos:

]'*,n—l

8*11
IV . CSV(X;R) = Hiy (X”, X”—l) 2 Hoy (X"—l) S oy (X"—l, XH) = C (X;R).

DeriNigAo O operador bordo para a homologia celular 9, : C3V(X; R) — CI™,(X; R) é definido
como

a5 ¥ 10 0un.
Lema (W) =0.

Demonstraciao: O fato de (o'?CW)2 = 0 decorre do diagrama a seguir, no qual as duas colunas e
a linha central sdo exatas:

CW(X;R) =
i ' ) Hyo1(X"%R) = 0
I_Irl+‘l()<7hL ,XHIR)
%A
a*,n+1

i * CV(X;R) = O
It w ( _)1 — > H, (X" ;R)
Hy(X", X" R)

%A | (12.2)
Jn=1 =

CY(X;R) =
H, (X", X""%;R)

H,(X"; R)in*

H,(X"*};R) = H,(X;R)

H,(X™1,X";R) = 0

No diagrama anterior, temos que 8“:1 = jun 0 dps1 € I = ju—1 0 . Agora, dvy © j, = 0.

n
Portanto, a composigdo das diagonais € zero, ou seja,

a;‘ﬁl 00y =jn-100dy0jy00du41=0.
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]
A partir dos morfismos de bordo Jy" : C;¥(X;R) — C;"_’l(X ;R), obtemos a seguinte
sequéncia

;V+V1 oW oW cw cw cw

CE¥(X; R) —— C¥ (X; R) —— B WX, R) D CSV(X;R) -2 0
A p( ’ )ﬁ' p—l( ’ )ﬁﬁ 1 ( ’ )ﬁ' 0( ’ )ﬁ'
e temos um complexo em cadeia. Este é o complexo de cadeias celulares de X.

DEeriINI¢A0 Definimos a homologia celular do CW-complexo X como a homologia do complexo
de cadeias celulares, isto é

HW(X;R) ¥ H, (C;V(X;R)) = ker ;" /im 977, .
TeoreEmA Se X é CW-complexo, entdo as homologias singulares e celulares sdo isomotfas, i.e.,

H"(X;R) = Hy,(X;R), paratodop > 0.

Além disso
HW(X;R) = Hy,(X")/im dp41, paratodop > 0.

Demonstra¢ao: Considere o Diagrama 12.2. Como j, é uma aplicagdo injetiva temos que:

® jn € um isomorfismo de im d,,+1 em im j, 0 dy11 = iMI7Y,

®* j, € um isomorfismo de H,(X?;R) em im j, = kerd,

Pela exatiddo da linha vertical do Diagrama 12.2 e pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo

temos que
Hu(X;R) = Hy(XP; R)/im Jyy41.
Logo
H"(X;R) =kerd;" /imd7Y, = H,(X*;R)/im dy11 = Hy(X; R).
O
CoROLARIO

H,(X;R) =0, se X for um CW-complexo sem nenhuma n-células.

Se X é um CW-complexo com k n-células e R é um dominio de ideais principais, entdo H, (X; R)
é finitamente apresentado gerado por no mdximo k elementos.
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Se X é um CW-complexo nio tendo células de dimensées n — 1 e n + 1, entdo H,(X) é um
médulo livre com base em correspondéncia biunivoca com as n-células de X.

Demonstracgao:

De fato, como C3¥(X; R) é um médulo livre com k geradores e subquocientes destes

sdo finitamente apresentados ja que R é um dominio de ideais principais. O

12.29 Exempro No exemplo 12.6, vimos que a esfera S™ admite uma estrutura de CW complexo com
apenas uma 0-célula e uma m-célula. Assim, para m > 2, temos a partir do coroldrio anterior que

R, n=0
H,(S™;R)=3 R, n=m
0, caso contririo . 4

12.30 CorovLARIO Suponha que o CW-complexo X tenha apenas células pares, i.e., X?F = X?**1 para
todo k. Entdo
H.(X;R) = CV(X;R).

Em outras palavras, H,(X; R) é trivial para n impar e é o médulo CV(X; R) livre para
todo 7 par, e a dimensdo de H, (X; R) para n par é o nimero de n-células.

12.31 Exempro O espago projetivo complexo CP" tem uma estrutura CW formada pelas células ey U e; U
-+ Ueyy, elogo

; R, se0<k<2n, ek for par
Hy (CP";R) =
0, caso contririo.

12.32 Exempro Vamos agora mostrar que os espacos CP® e §? x S*x S° nio sdo homotopicamente
equivalentes.

Considere a estrutura usual de CW-complexo para CP® e a estrutura CW-complexo produto para

S2 x §* x §°. Ambos os espacos possuem células apenas em dimensoes pares, mas CP® tem uma célula

na dimensdo 6, enquanto S* x S* x S° tem duas células na dimensio 6. Segue que He (CP6) =7,

enquanto He (S2 x S* x §°) = Z&Z. Entio, CP® e S2x S$* x S® ndo sio homotopicamente equivalentes.
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Expressdo para o operador de bordo celular Para aplicarmos o Teorema, muitas vezes é
necessario calcular o operador de bordo, o que pode ser dificil se feito diretamente a partir
defini¢do. A seguir, mostraremos como expressar o operador de bordo em termos dos graus
de certas aplicagdes S" — S".

O morfismo de bordo
Os -
a;w . Hn (Xn’ Xn—l) ’ Hn—l (Xn—l) Jn-1 Hn—l (Xn_l, Xn—Z) .

leva uma n-célula aberta e, € X, considerada como uma cadeia em H,(X", X" 1), para
uma combinagdo de (n — 1)-células abertas eg € X, considerada como uma cadeia em
H,1(X n-1 x ”‘2). Dessa forma, a aplicagdo de bordo fica completamente determinada pelos
coeficientes d,g, tais que

dy" (ea) = Z dagep
B
Para cada B, defina uma aplicagdo pg : X"~1 — S"~! como segue.

Seja g : X" — X""1/X"2 a aplicagdo quociente.

Lembre-se de que X"~!/X"~2 é homeomorfo a unido por um ponto de (1n — 1)-esferas
S"-1,uma paracadaf,i.e, X"1/X"2 = Vg Sg_l. Sejaqp : X" /X" — S"!aprojecdo
na f-ésima esfera. E a aplicacdo que colapsa todas as outras esferas na unido por um
ponto, exceto a $-ésima, no ponto de unido. Entao definimos

Ps=4p°4,

E definimos A,p : dD); — Sg_l como a composicao

Aa‘B = pﬁgoa/

em outras palavras, a aplicagdo colagem de e’ seguida pela aplicacdo quociente X"~! — Sg_l
n—1

g em X"~ a um ponto.

colapsando o complemento de e

12.33 ProrosigAo Seja X um CW-complexo. Entido o morfismo de bordo
a3 Ho(X", X" Z) = Hya (X", X% Z)
do complexo celular CV(X;Z) associado a X é dado por

dy" (eq) = Z dapep,
B

onde dag = deg Aqp é 0 grau da aplicagio Anp : S™1 — S"1 definida como Aag = pp@a.
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Observamos que soma na proposigao anterior é finita, pois ¢, leva $"~! em uma unido de
um ntmero finito de células de dimensao no maximo n — 1. Os graus d,p sdo frequentemente

chamados de niimeros de incidéncia.

Para demonstrar a proposigdo, considere o diagrama comutativo

H, (D", 9D") —%
0
D ‘
n
Hn (Xn , Xn—l)
\96)
v

Hn—l(Xn_ll XH—Z)

907@\» 7 e
7 e

axz
/z/\Ed 217'

(2/'/;5/), /)’,

(12.3)

Primeiramente, observamos que pg. leva um gerador eg de H,-1 (X n-1 X”‘Z) ao gerador
de H,_1 (S"71, %) = Hyq (S"~1) = Z e todos os outros geradores para zero.

Seja x € Hy—1 (X", X"72), como H,—1 (X", X"~2) é livre com base {eﬁ}, existem e sdo

X = Z l’l‘[;Eﬁ.

Como H,_; (X”‘l,X”‘z) ~H, (X”‘l/X”‘Z), podemos escrever x como x = ), nﬁel’;.

unicos os inteiros 7 tais que

Das observagdes acima, segue que a menos da escolha do gerador de Hy, 1 (S"1)1ede
isomorfismo temos que se x = Y, ngeg entdo gg.x = ng € Hy1 (S"7) = Z.
Agora, observe que a aplica¢do ®,. leva um gerador D, € H,(D, JD’) para um gerador

de H, (X", X" 1) correspondente a e,. Denotaremos esse gerador também por e,.
p g p

Observamos que o quadrado superior comuta por naturalidade o = @y | —r Todos os tri-
angulos comutam por defini¢do. Dessa forma, temos, a menos de isomorfismos, fazendo uma
perseguicdo no diagrama 12.3 (indicada em vermelho e comecando com D,, € H, (D}, JD%)),
que:

daﬁ ={p«© ey = pﬁ,ﬁn (eq) = pﬁ*(pmaDa = Aaﬂ(aDa),

INa verdade, temos duas escolhas possiveis aqui.
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onde D, é um gerador de H, (D",S""!) que corresponde a aplicacdo identidade sob um
homeomorfismo escolhido fixo A, — D,,. Segue-se que d(D) é um gerador de H, 4 (S”‘l).
Em outras palavras, o coeficiente dng € Z ¢ igual ao grau da aplicagdo Ang : S"71 — 771,

Isso também faz sentido para n = 1, embora ndo tenhamos definido um grau de aplicagdo
S? — S% Nesse caso,0 operadordebordo d; : Hy (X*, X°) — Hy (X°) é definido simplesmente
pela férmula familiar

91 (ea) = ea(1) — eq(0).

Observe também que, embora o calculo acima identifique d,p apenas a menos de isomor-

fismos, mas isso ndo faz diferenga na pratica.

ExemprLo Seja L¢ a superficie orientdvel fechada de género ¢ com sua estrutura de CW-complexo
usual obtida do poligono de 4g lados colado pela palavra

alblal_lbl_l e agbga;b;l

e consistindo de uma 0-célula, 2g 1-células e uma 2-célula.

ai
b b1

Orientagio do bordo da

al an 2 célula

by 2
az
Figura 12.6: Diagrama de Colagem de ;. Observe que em cada duas 1-células
coladas entre si uma estd com a mesma orientagdo do bordo da 2-célula e uma
com a orientagdo reversa, dessa forma, o disco é enrolado duas vezes em cada

circulo em diregdes contrarias, e assim o grau é 0.

O complexo de cadeias celulares associado é

d d
0—Z—Z8 —Z—0.
O operador dy deve ser 0, pois o complexo possui apenas uma 0-célula. Além disso, d» é 0 porque cada
a; ou b; aparece com seu inverso em alblal‘lbl‘l e agbguglbéjl, e dessa forma e dessa forma o disco
¢ enrolado duas vezes em cada circulo em direcoes contrdrias e assim as aplicagoes Anp sio aplicagdes
homotdpicas a constantes. Como dy e dp sdo ambos zero, 0s grupos de homologia de X¢ sio os mesmos
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Colagem da 2-célula
0-célula 1-célula
-1
Z Orientagdo do bordo
b_l A Ap 5 da 2 célula

® >

a
Colagem da 2-

Toro

célula

S0 &

Figura 12.7: Construgdo da estrutura de CW-complexo do toro. Cada duas 1-
células coladas entre si uma estd com a mesma orienta¢ao do bordo da 2-célula
e uma com a orientagao reversa e dessa forma o disco é enrolado duas vezes em
cada circulo em dire¢des contrarias.

que os grupos de cadeia celular e assim

Z, sen=20,2
Hn(zg): )
78, sen=1. 4

12.35 Exemrpro Seja Py superficie nio orientdvel fechada do género g com sua estrutura de CW-complexo
usual obtida da colagem do poligono de 2g lados colado pela palavra
a%a§-~~a§

e consistindo de uma 0-célula, g 1-células e uma 2-célula.

az

Orientagdo do bordo da

as al 2 célula

as M4
as
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Figura 12.8: Diagrama de Colagem de P,. Cada duas 1-células coladas entre si
estdo com a mesma orientacdo do bordo da 2-célula e assim a 2-celula é enrolada
duas vezes em cada circulo na mesma direcao e logo o grau é 2.

O complexo de cadeia celular associado é

00—z 2728 "7 0.

Novamente temos que o operador di = 0, enquanto que o operador dy : Z — Z3 é especificado
pela equagio d>(1) = (2,-- - ,2) ja que cada termo a; aparece na palavra de colagem da 2-célula com
expoente 2, e dessa forma o bordo do disco é enrolado duas vezes em cada circulo na mesma diregio e
assim cada aplicagdo &g € homotdpica a aplicagio z +— z2,de grau 2. Como dy(1) = (2, -+, 2), temos
que a aplicagio d, é injetiva e portanto Hy (Pg) = 0. Finalmente se escolhermos a base para Z3 como a
base obtida substituindo o 1iltimo elemento base padrio (0,--- ,0,1) por (1,--- ,1), veremos que

Hy (Py) 2 Z8' @ Z5.

e desta forma temos que
Z, sen =0,
Hy(Py) =178 '®Zy, sen=1,

0, sen = 2. 4

Espaco projetivo real Temos uma estrutura de CW-Complexo em RP" com X* = RP* na
qual hd uma k-célula - que denotaremos por e; - para cada k entre 0 e n. A aplicacdo de
colagem da n-célula é o recobrimento duplo dado pela aplicagao antipodal 7t : $*~1 — RP" 1.
Dessa forma o complexo da cadeia celular é dado:

cw cw cw

d 0
0<~— CSV(RP") <—— CSW(RP") <—— -+ <—— CSV(RP") <——0

oV=0
Z{eo) Z{e1)

cw W
aZ d n

0

Z{ey) =—0

O primeiro operador bordo é zero porque Ho (RP") = Z Para n > 1, para calcular o
morfismo de bordo J;™ calculamos o grau da composicéo

Sk_l i) RPk_l i) RPk—l/RPk—Z — Sk_l,

com g a aplicagdo quociente. A aplicagdo g¢ restringe-se a um homeomorfismo em cada
componente de S¥-1 \ §¥-2 sobre RP*¥~! \ RP*~2, e esses dois homeomorfismos sao obtidos
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um do outro compondo com a aplicacéo antipodal de $¥~!, denoata —id, que tem grau (-1)*.
Logo
deg gp = degid + deg(—id) = 1 + (-1)F,

e assim d," ¢ 0 ou ¢ a multiplicagdo por 2 dependendo se k é impar ou par. Assim, o complexo

z

da cadeia celular para RP" é

Z 0 senépar

Z 0 senéimpar

A partir das sequéncias anteriores segue facilmente que
12.36 Prorosi¢cAo A homologia do espago projetivo real é a seguinte.

Z, k=0

Z, k=nimpar
Hy (RP") = <
Zy, kimpar,0<k<n

0, €aso contrario

Representando essas informag¢des numa tabela na qual as entradas ausentes sao 0.

dim|[0 1 2 3 45
RPY | Z

RP! |Z Z
RP? |Z Z,
RPP|Z Z, 0 Z
RP*|Z Z, 0 Z,
RP°|Z Z, 0 Z, 0 Z

No espago projetivo real, células impares criam novos geradores e células pares (com
excecdo da célula zero) criam tor¢do na dimensao anterior.

12.3 Axiomas de Eilenberg-Steenrod para a Homologia

Eilenberg e Steenrod propuseram em (EILENBERG; STEENROD, 1945) um sistema de axio-
mas para definir o que é uma “teoria de homologia”. Nesse conjunto de axiomas, o foco era
predominantemente em CW-complexos finitos. Mais tarde, esses axiomas foram complemen-
tados pelo axioma da aditividade de Milnor (MILNOR, 1962) que agora é considerado como
parte dos axiomas padrdo. Denotamos por PTop a categoria de pares de espagos topolégicos.
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12.37 DEeriNigAo Uma teoria de homologia H em PTop é:

® uma sequéncia de funtores h, : PTop — gMod para todon € Z e

* uma sequéncia de transformagdes naturais d : h,(X, A) — hy-1(A, @)
que satisfazem:
A1-Sequéncia exata longa Para qualquer par (X, A), a sequéncia
o (X, A) D g (A) > hg(X) = (X, A) S -
¢ exata, onde escrevemos hy(X) para hy(X, @).

A2-Axioma da dimensdo O grupo h,(*) é diferente de zero apenas para n = 0.

A3-Invaridncia homotépica Se fy, i : (X,A) — (Y,B) sido homotdpicos, entdo fo. = fi. :
hy(X,A) = h, (Y, B).

A4-Excisdo ExcisOes induzem isomorfismos.

A5-Aditividade Seja | [ X; a unido disjunta de X;. As aplicagdes de inclusido X; — [] X; induzem
as aplicagdes h, (X;) — hy (L1 Xi), e estes por sua vez induzem uma aplicagio da soma direta

em RMod:
[]%

iel

a:@hn(Xi)—ﬂzn

iel

Entdo a aplicagio a é um isomorfismo para todo n.

Os grupos h,(*) sdo denominados coeficientes da teoria de homologia.

12.38 TeoreEMA (UNicipaADE DA HomMoL0GI1A SINGULAR) Existe essencialmente apenas uma te-
oria de homologia, com um grupo de coeficientes dado, na subcategorian CW C PTop que satisfaz os
axiomas acima. Em outras palavras, se H, Hy sdo duas teorias de homologia com o mesmo grupo de coe-
ficientes que satisfazem os axiomas os grupos H, (X, A) e Hon (X, A) sdo isomorfos para (X, A) € CW.

12.4 Exercicios

Ex. 12.1 — Sejam X um CW-complexo e A um subcomplexo. Prove que A tem uma vizinhanca
U em X tal que A é retrato de deformacédo de A.
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Ex. 12.2 — Prove que qualquer subconjunto compacto de um CW-complexo X esta contido
em algum subcomplexo finito de X.

Ex. 12.3 — Seja (X, Y) um par CW. Entdo o espago quociente X /Y pode ser munido de uma
estrutura de CW-complexo de modo que a aplicagdo quociente X — X/Y seja celular.

Ex. 12.4 — Mostre que a suspensao X de um CW-complexo é novamente um CW-complexo,

onde
X do XXxI

T Xxol

Ex. 12.5 — Esfera Infinita

1. Mostre que se X que é o colimite, ou seja, a unido de uma sequéncia crescente de
CW-subcomplexos
X1CX2CX3C-~CX=UX”

n>=1

entdo X é um CW-complexo.

2. Mostre que a esfera de dimensao n S", para qualquer n € N, admite uma estrutura
CW-complexa com duas células de dimenséo k para qualquer 0 < k < n.

3. Descreva a estrutura de CW-complexo da esfera infinita

SOCSlcSzc---CS“’:US”,

n=0
4. Usando as defini¢des do item anterior, mostre que se cada inclusdo X, — X, 41 é
homotopicamente nula, entdo X é contratil.

5. Mostre que S* é contrétil.

Ex. 12.6 —
1. Mostre que os espagos CP? e §?x §* nao sdo homotopicamente equivalentes.

n(n+1)

(
2. Mostre que os espagos CP~ 2 e §2X $* x - - - X §?" ndo sdo homotopicamente equiva-
lentes para todo n > 1.

Ex. 12.7 — Para n € N, R" admite estrutura de CW-complexo? E de um CW-complexo finito?

Ex. 12.8 —
1. Mostre que o produto X X Y de dois complexos CW finitos é um CW-complexo.

2. Useoitem anterior para construir uma estrutura de CW-complexo do toron-dimensional
T"=Slx-- xSt

3. Calcule os grupos de homologia de T" = St x - x S!



CAPITULO 12. HOMOLOGIA CELULAR 339

Ex. 12.9 — Seja X o espaco obtido anexando duas 2-células a S!, uma através da aplicacdo

3

z  z% e outra via z — z°, onde z denota a coordenada complexa em S! c C. Calcule os

grupos de cohomologia H*(X; R) de X com coeficientes:

1. R=Z
2. R =12,
3. R=27/3.

n+1

Ex. 12.10 — Seja f : 8" — S" uma aplicagdo de grau m. Seja X = S" Uy """ 0 espago obtido

de S" anexando um (1 + 1)-célula via f. Calcule a homologia de X.

Ex. 12.11 — Seja G um grupo abeliano finitamente gerado e seja n > 1. Construa um CW-
complexo X tal que H,(X) = G e H;(x) = 0 para todos i # n. Dica: use o exercicio anterior.

Ex. 12.12 — Calcule os grupos de homologia de CP".

Ex. 12.13 — Usando o fato que se X e Y sao CW-complexos finitos entdo X X Y também tem
a estrutura de um CW-complexo.

1. Calcule os grupos de homologia de CP" x CP"™ para todos m e n.

2. Calcule os grupos de homologia de CP® x CP* usando o fato de que o fato de

CP* x CP* = lim CP" x CP"
_)

n

Ex. 12.14 — Seja M a faixa M6bius obtida como um quociente de [0, 1] X [-1, 1], identificando
(0,t) ~ (1, —t). A faixa de Mobius vem equipada com duas inclusdes do circulo

Ci:S'— M, C:S'—M

onde a imagem de C; é o circulo central [0, 1] X {0} /~ e a imagem de C; é o circulo de fronteira
[0,1] x {+1}/~
1. Dé uma estrutura de CW-complexo para a faixa de Mdbius de modo que ambas
as aplicagdes C1 e C; sejam inclusdes de CW-subcomplexos. Desenhe uma imagem
ilustrando isso.
2. Mostre que C; é a inclusdo de um retrato de deformacdo. Se P : M — S! é a retracdo
associada, prove que
st M
fornece uma fatoragdo do mapa Bz : S! — S! definido como B (e9) = %% como a
inclusdo de um subcomplexo, seguido por uma equivaléncia de homotopia.



Cohomologia Singular

Até agora, associamos a cada espago topolégico X uma sequéncia de médulos chamados
de grupos de homologia. Agora associamos a X outra sequéncia de médulos, chamados de
grupos de cohomologia. A cohomologia é uma variante algébrica da homologia, o resultado de
uma simples dualizagdo na definigdo, processo que tornaremos preciso em breve. A diferenca
bésica entre estas teorias é que os grupos de cohomologia sdo funtores contravariantes, mas
os grupos de homologia sdo funtores covariantes. Os grupos de homologia determinam
os grupos de cohomologia correspondentes, e a reciproca é verdadeira se os grupos de
homologia sdo finitamente gerados.

Esses grupos s6 foram definidos muito depois dos grupos de homologia. A ideia inicial
dos grupos de cohomologia (médulos ou anéis) de um espago topolégico sao atribuidas a S.
Lefschetz em 1930, quando este formulou uma prova simplificada do teorema da dualidade
para uma variedade orientavel com bordo. Porém a definigdo de cobordo foi feita de modo
independente por James W. Alexander e Andrey Kolmogorov em 1935. A razdo néo é dificil
de entender, pois eles sdo geometricamente muito menos naturais do que os grupos de
homologia.

O que é um pouco surpreendente é que a contravariancia leva a uma estrutura extra
na cohomologia: um produto natural chamado de produto cup, que tornam os grupos de
cohomologia um anel. Esta estrutura adicional é extremamente til, e grande parte deste
capitulo é dedicada ao estudo de produto cup, que sdo consideravelmente mais sutis do que
a estrutura aditiva da cohomologia.

A cohomologia possui uma aplicabilidade enorme e s6 para citar alguns exemplos temos
0 Teorema da Dualidade de Poincaré, a teoria de obstrucdo, e o Teorema de de Rham.

340
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13.1 Cohomologia

Como observamos na introducdo do capitulo os grupos cohomologia sdo uma variante
algébrica da homologia, que a grosso modo, sdo “duais” aos grupos de homologia. Para
tornar isso preciso comecaremos descrevendo o médulo de cocadeias singulares como o dual
do médulo de cadeias singulares.

13.1 DEeriNi¢cAo Dados um espago topolégico X e um anel comutativo com unidade R, para qualquer
p = 0 definimos o médulo de cocadeias singulares SP(X; R) como o dual do R-médulo S,(X; R),
ou seja, como Homg(S,(X; R), R) o médulo de todas as R aplicacdes lineares de S,,(X;R) a R

SP(X;R) = Homg(S,(X;R), R) = {f : S,(X;R) > R}.

Os elementos de SP(X; R) sdo denominados p-cocadeias singulares. Por completude, definimos
SP(X;R) =0parap < 0.

Os médulos duais Homg(S,(X; R), R) sdo mais abstratos que os médulos S,(X; R). De
modo a simplificar a apresentagdo daremos agora uma descri¢do mais elementar dos médulo
de cocadeias. Comegamos observando que S,(X; R) é o R-médulo livre gerado pelo conjunto
Sar(X) dos p-simplexos singulares, e dessa forma toda aplicagdo linear de S,(X; R) para R é
completamente determinada pelos seus valores nos geradores Sxr(X), e logo podemos ver
um elemento de SP(X; R) como uma fungdo arbitraria f : Sar(X) — R atribuindo a cada
p-simplexo singular ¢ um elemento de R. O conjunto de fung¢des de Sa»(X) a R formam
um R-médulo sob as operagdes de multiplicagdo por escalar e adi¢do usuais de fungdes.
Resumindo:

SP(X;R) = {f : Sav(X) — R}.

Figura 13.1: Uma cocadeia singular f associa a cada p-simplexo um valor em R.

Finalmente para obtermos um complexo de cocadeias precisamos definir o morfismo de

cobordo &7 : SP(X;R) — SP*Y(X;R). Poderiamos dizer apenas o operador de cobordo é o
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dual do operador de bordo, 6”7 = Homg(dp+1, R), mas a seguir vamos tentar interpretar o que
isso significa.

E bastante natural exigir que para qualquer p-cocadeia singular f : Sy(X) — R, 0
morfismo de cobordo 07 f satisfaca a seguinte propriedade de comutatividade:

(6" )(@) = f(@pr) 5p10GR) 2 5,0 R)
e |
R.

Essa propriedade de comutatividade possui uma interpretacao interessante. Se escrever-
mos (g, f) = g(B) para a avaliacdo da p-cocadeia singular ¢ € S?(X; R) na p-cadeia singular
B € Sy(X;R)

(=, =) :SP(X;R) X Sp(X;R) = R
temos:

(6P f, ay ={f, dpna),

ou seja, estamos definindo 6" como a transformacédo adjunta (ou dual) de 8p+1:

o =3,

Resumindo: temos que o complexo de cohomologia é obtido a partir do complexo de
homologia pela dualizagdo dos espacos e aplicagdes.

DEerINI¢AO Dados um espago topolégico X e um anel comutativo com unidade R, para qualquer
p = 0, 0 homomorfismo de cobordo ou operador de cobordo

o : SP(X;R) — SP*(X;R)
é definido por
(OFf, a) € (f, dpr1a),

para toda p-cadeia singular f : Sap(X) — R e toda (p + 1)-cadeia singular a € Sp+1(X; R);
equivalentemente,
OV f & f 0 dp