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Notacdao Significado
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CariTULO

Introducao

Existem muitos exemplos de fendmenos na natureza para os quais os modelos determinis-
ticos sdo apropriados. Por exemplo, a lei da gravitacdo universal descreve com bastante
precisdo o que acontece com um corpo em queda sob certas condi¢des. O modelo estipula
que as condi¢des em que certos fendmenos ocorrem determinam o valor de certas varia-
veis observéaveis: a magnitude da velocidade e da aceleracdo, a drea varrida por um corpo

gravitando um segundo durante um certo periodo de tempo, etc.

No entanto, também existem muitos fendmenos que requerem um modelo matemaético
diferente para sua descrigdo. Estes sdo o que chamaremos de modelos probabilisticos.
Suponha que um pedago de material radioativo esteja emitindo particulas. Com a ajuda
de um dispositivo de contagem, podemos registrar o namero de tais particulas emitidas
durante um intervalo de tempo. E claro que ndo podemos prever com precisio o nimero de
particulas emitidas, mesmo que soubéssemos a forma exata, massa do objeto em considera-
¢do. Em outras situagdes, como no langamento de uma moeda, mesmo que uma descrigao
deterministica seja possivel na teoria, na pratica as equagdes sdo altamente sensiveis as
condigdes iniciais e uma previsdo de fato ndo é factivel. Assim, parece ndo haver nenhum
modelo deterministico razoavel que forne¢a o niimero de particulas emitidas como uma
funcdo de vdrias caracteristicas pertinentes do material de origem ou ou que nos permita
prever o lancamento de uma moeda como uma fungdo das condi¢des nas quais a moeda foi

lancada.

Apesar disso em ambos 0s casos conseguimos construir modelos que descrevem o

comportamento probabilistico -mais especificamente, a frequéncia, a lei probabilistica— do
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resultado observavel.

Nesse livro vamos tratar desses modelos. Para descrever esses modelos precisamos
supor que apesar de ndo conhecermos a priori qual serd o resultado do experimento, ao
menos conhegamos qual é o conjunto de todas as possiveis saidas. Entdo podemos definir o
espaco amostral, que em geral denotaremos por (Q como o conjunto dos resultados possiveis

de um experimento aleatério.

ExemprLOS

[1]|Para o experimento aleatério de lancar uma moeda podemos definir o espago amostral como

Q = {cara, coroa} ou até mesmo Q = {0, 1}, onde O representa cara e 1 representa coroa.

[2]Se queremos modelar as incertezas associadas ao total de pessoas que entram em uma agéncia

bancdria ao longo do dia, podemos usar como espago amostral o conjunto Q = {0,1,2,3,...}.

[3]Considere o experimento de lancar um dardo em um alvo circular de raio r > 0. Neste caso

podemos definir o espago amostral como qualquer circulo de raio r, como por exemplo

Q={(xy): 2 +y><1}.

[ 4]Se quisermos sortear uniformemente um niimero no intervalo [0,1], entdo o espago amostral seria

tomado como sendo QO = [0,1]. <

Outro conceito importante é o conceito de evento. Ao sortearmos um carta em um
baralho, podemos néo estar interessados no valor exato da carta sorteada, mas sim em

alguma propriedade desta como por exemplo se a carta é ou ndo da cor vermelha.

Em outras palavras, ao realizarmos um experimento aleatério podemos estar interes-
sados em medir a incerteza ndo apenas de resultados individuais w € €2, mas também de

subconjuntos A C Q.

Estes subconjuntos de Q) para os quais estamos interessados em associar uma medida

de incerteza sao chamados de eventos.

A definigado de evento colocada acima ainda é propositalmente vaga. E fato que eventos
sdo subconjuntos do espago amostral, mas pensar em qualquer subconjunto como um evento

é, em geral, um problema.

Afinal, o que precisamos pedir de uma Probabilidade?

A primeira exigéncia, bastante simples e natural, é que independente do modo que cons-
truirmos as probabilidades P[], precisamos que P[Q)] = 1 e que para qualquer evento E
tenhamos que P(E) € [0,1].
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Outro ponto importante é que dados dois eventos disjuntos A, B C Q) taisque ANB =0,

ou seja tais que A e B ndo podem ser observados simultaneamente, tenhamos que
P[AUB]=P[A] +P[B].
Ou seja, queremos que se dois eventos ndo podem ser observados simultaneamente, entdo a

probabilidade de observamos um ou outro deve ser a soma das probabilidades individuais.

No caso de espagos finitos, é suficiente que exigissemos essa hipdtese para a unido
de dois conjuntos, e consequentemente por indugdo para uma unido de ntmero finito
de conjuntos, mas para espagos mais gerais é interessante dar um passo a mais, e pedir
que essa propriedade seja satisfeita para um nimero enumeravel de conjuntos, ou seja, se

A1, Az, ... C Qsdo eventos disjuntos (ou seja, eventos tais que A;NA; = 0 paratodoi,j>1,

o
k=1

Essa propriedade é denominada sigma aditividade e ao longo do texto devera ficar claro

i #j), entdo

P = P[Ak].

k=1

porque essa é a hipétese correta.

Resumindo, uma probabilidade é uma funcdo P que a cada evento A C Q associa um
valor P(A) € [0,1] tal que

[1|P[Q]=1;

[2]se A1, A, ... C Q sdo eventos disjuntos, entdo

a = $rian
k=1 k=1

Nem sempre podemos atribuir probabilidades

P

Vamos tentar construir um modelo probabilistico que modele o sorteio de um ponto unifor-

memente no intervalo [0,1). Nesse caso quais sdo as condigdes naturais que exigissemos?

~

Claramente neste modelo ndo basta atribuir probabilidades somente aos pontos in-
dividuais, que por serem infinitos, terdo probabilidade 0. Vamos entdo tentar atribuir
probabilidades aos conjuntos, aos eventos. Gostariamos de atribuir uma probabilidade

a possibilidade que esse ponto perten¢a a um subconjunto A c [0,1).
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~

Ou seja, queremos uma fungdo p : £([0,1)) — [0,1) que seja uma probabilidade invariante

por translagdo, isto é:

[1]|ndo seja trivial, ou equivalentemente que p([0,1)) = 1.
[2]para uma sequéncia de conjuntos disjuntos A1, Ay, ... entdo p (Uy_; An) = Yoy t(An).

[3]Seja uniforme, o que equivale a pedir que seja invariante por translagdo, ou seja, se
denotarmos a parte decimal de um ntimero real x por dec(x), entdo pediremos que se
dec(A’) = dec(A + b) entao u(A’) = u(A).

Uma fungdo ndo negativa e o-aditiva é denominada medida, trataremos mais detalha-

damente delas no Capitulo 2.

O problema é que isso é impossivel!

1.2 TeoreMA (ConjunTo DE VITALY) Suponha uma medida u ndo nula e invariante por translacoes

em [0,1). Entdo existe um subconjunto de [0,1) que ndo é u mensurdvel.

Demonstra¢do. Um conjunto de Vitali é um subconjunto V do intervalo [0,1), tal que para todo

niimero real r, existe exatamente um v € V tal que v — r é um numero racional.

Conjuntos de Vitali existem: Os conjuntos Vitali existem porque os nitmeros racionais Q
formam um subgrupo normal dos niimeros reais R sob adigdo, e isso permite a construgio do grupo
quociente aditivo R/Q.

O grupo R/Q consiste em “cépias deslocadas” disjuntas de Q no sentido de que cada elemento
desse grupo quociente é um conjunto da forma Q+r para algum r em R. Cada classe de R /Q intersecta
[0,1) e 0 axioma de escolha garante a existéncia de um subconjunto de [0,1) contendo exatamente
um representante de cada classe de R/Q. Um conjunto formado desta forma é denominado de um

conjunto Vitali, e serd denotado por V.

Conjuntos de Vitali ndo sdo mensurdveis: O arqumento usual para verificar que o conjunto
de Vitali nio é mensurdvel é observar que se enumerarmos os racionais em [—1,1] como (q:)32, e
definirmos V; = (V + q;) entdo os V;’ sdo disjuntos dois a dois e [0,1) C | J72, Vi c [-1,2].

Antes de sequirmos observamos que dado uma medida p1 ndo nula e invariante por translagdes
em [0,1) ela pode ser facilmente estendida para uma medida nio nula e invariante por translagoes em
[-1,2].
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Feito essa observagio, suponha que V é mensurdvel. Entdo teriamos

1=u([01) <pu (O %) = i w(Vi) = i (V) <3.
i=1 i=1 i=1

O que é imposstvel pois a soma )52, (V) é necessariamente igual a 0 ou a co. m|

Outro modo de construir o conjunto de Vitali: Observamos que R é um espago vetorial
sobre Q. E podemos ver Q como um subespaco unidimensional de R. Considere V' o

complemento direto de Q em R.

Dessa forma podemos escrever R = Q @ V. Considere N = dec(V). Temos que se r € R
entior =g+ncomqg € Qen € Neque N cC [0,1). Entdo N é um conjunto de Vitali e a
demonstracdo que o conjunto N é ndo mensuravel é andloga a anterior.

ndmero ndo enu-

meravel de elemen-
tos

1 7 1T T D)=

Conjunto de Vitali

A necessidade de dlgebras

O exemplo de Vitali nos mostra que estamos pedimos demais do mundo. E dessa forma

devemos abandonar alguma de nossas exigéncias:

[ a |a sigma aditividade u (Uney An) = Xy u(Ay) para conjuntos disjuntos;
[ b |a invariancia por translagdo;
o Axioma da Escolha;

[ d Jou que todos os subconjuntos sejam mensuréveis.
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Bem, a o-aditividade funciona para uma classe muito grande de conjuntos para que
possamos simplesmente abandoné-la. A invaridncia por transla¢des pode ndo ser necesséria
em geral, mas é essencial para este exemplo, que por si s6 é de extrema importancia. E o

axioma da escolha... é o axioma da escolha!

Posto isso, a escolha parece facil! Aceitamos que existem subconjuntos ndo mensuraveis
aos quais ndo podemos atribuir probabilidades, mas mantemos a intuigdo de probabilidade

nos casos em que sabemos atribuir probabilidade.

Ao fazermos isso teremos que nem todos os conjuntos sdo mensuréveis, mas faremos
isso garantindo o minimo de boas propriedades em relacdo aos conjuntos mensuréveis:

garantiremos que eles se portam bem em relagdo a unido e intersecgéo.

Algebras, o-dlgebras e suas Amiguinhas

Como vimos até agora para definirmos uma medida de probabilidade precisaremos de um
grande conjunto {2, denominado espaco amostral. O conjunto (2 pode ser finito ou infinito
e contera a lista de todas as possiveis saidas de um experimento probabilistico. Definiremos
como eventos os subconjuntos E C (2. Como vimos na se¢ao anterior nem todas as colegdes
possiveis de resultados podem ser considerados eventos! (Mais coloquialmente, nem todos
os eventos possiveis sdo permitidos). Assim, denotaremos por ¥ a familia de todos os

eventos permitidos.

Ainda ndo é claro quais devem ser os eventos permitidos, mas queremos que a familia
satisfaga certas regras. Por exemplo, se vocé puder falar sobre os eventos A, B, vocé também
pode falar de ndo A e A e B, ou seja, podemos falar sobre o complementar de A e da unido
de AeB.

Comegaremos assim com uma familia de conjuntos muito pouco ambiciosa.
DeriNicAo Uma familia ndo vazia de eventos F contendo ) é denominada dlgebra se é fechada em

relacdo

[ 1|ao complementar
AceF = A°eF

[2|a unido finita
A, BeF >AUBe¥F.



1.4

1.5

1.6

1.7

CAPITULO 1. INTRODUCAO 7

Eimportante observar que, a partir destas duas condigdes, segue que as algebras também

estdo fechadas sob intersecc¢oes finitas:
A BeF ==ANBeF.

De fato, pela Lei de De Morgan (A N B)° = A°U B®. Logo, AN B = (A° U B°)°.

Exempro (ALGeBrA TriviaL) Seja F = {0,Q}. Essa é a dlgebra trivial e é a menor dlgebra
possivel. <
ExempLo (ALGEBRA DAs ParTES) Outro caso extremo F = P(Q). Essa é a maior dlgebra possi-

vel. <

A primeira 4lgebra ndo parece muito util. E a segunda, no caso dos reais, inclui eventos

que ndo podemos atribuir probabilidade. A sabedoria estd no caminho do meio.
Passemos a um exemplo muito mais natural e importante!
ExempLo (ALGEBRA DE BoreL) Considere QO = R. Queremos que todos os intervalos possiveis

estejam na dlgebra. Por causa das propriedades da Definigdo 1.3, temos que a menor dlgebra ¥ que

contém os intervalos serdi:

F = {unido finita de intervalos em R}.

ExemrLo (ALGEBRA DE PARTICAO) Dados um conjunto qualquer Q e uma colecio de conjuntos
disjuntos P = {P1,P,, ... ,P,} é uma particio se (3 = U;?:le. Nesse caso os conjuntos P1,P;, . .. Py

sdo ditos dtomos da partigdo.

Nesse caso a familia gerada por todas as combinagoes de dtomos é uma dlgebra
fP)={Pp, UPp,...Py, :ny,manre{l,...,n}}

Temos também que | f(P)| = 2".

Se Q for outra partigdo, dizemos que Q refina P se, para cada P € P, existem Q1,...Qnm € Q

de modo que
P=Q1UQxU---UQp

Observe que a élgebra de Borel contera apenas os conjuntos que sdo expressos como a
unido finita de intervalos em R. O infeliz inforttinio é que o conceito de dlgebra também é
fraco para a teoria da probabilidade. Em particular, ele ndo nos permite falar sobre limites

de conjuntos, o que obviamente queremos.
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Figura 1.1: Uma particdo de Q

Por outro lado considerar unides infinitas arbitrarias é pedir demais para a teoria da
probabilidade, pois com unides infinitas arbitrdrias é possivel construir a partir dos inter-

valos qualquer subconjunto dos reais pois em particular qualquer subconjunto é unido de

seus pontos:
A=t}
x€eA

Qual é o compromisso? Incluir apenas unides enumerdveis. Este é o primeiro dogma da
teoria da probabilidade.

1.8 DEerINICAO (0-ALGEBRA) Uma familia ndo vazia ¥ de eventos é denominada de o-dlgebra se é
fechada em relagdo
[ 1]ao complementar
AeF = A°eF

[ 2|a unido enumerdvel

AL Ay, ... e F = UA,1 cF.
n=1

Dado Q e ¥ uma o-algebra de (), dizemos que (2, ) é um espa¢o mensuravel .

Se voltarmos aos nossos exemplos, quais sdo o-dlgebras? Os Exemplos 1.4, 1.5e 1.7 sédo,
mas a algebra de Borel apresentada no Exemplo 1.6 néo é.

E]A familia {0, A, A°, Q} é uma o-algebra simples gerada pelo subconjunto A.

[b]A familia dos subconjuntos de X que sdo enumerdveis ou cujos complementos sdo
enumerdveis é uma o-algebra.
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ExempLo (0-ALGEBRA DE BorEeL) Considere () = R. Considere a o-dlgebra que contém todos os

intervalos. Na segdo 1.5 mostraremos que existe tal o-dlgebra.

Essa o-dlgebra é denominada o-dlgebra de Borel, e veremos também que essa sigma dlgebra nio

contém todos os subconjuntos de R, como queremos.

Podemos demonstrar que existem 22% subconjuntos de R. E que existem somente 280 conjuntos
de Borel. Logo existem subconjuntos de R que ndo sdo borelianos. A demonstragio desse fato é

apresentada na Segio 2.5 <

Exempro (SuBespaco) Seja (Q, ) um espaco mensurdvel e D C Q. A o-dlgebra do subespago é
definida como:
o ={END:Ee€ ¥}

Uma ressalva importante é que ndo devemos nos preocupar com o-algebras ao trabalhar
com probabilidades em espagos enumeraveis. Nesse caso podemos considerar simples-

mente o conjunto das partes como sendo a o-dlgebra.

Um Pouco mais Sobre Eventos

Agora que entendemos que o-dlgebras sdo a maneira como devemos organizar eventos em
um modelo de probabilidade, vamos tomar um pouco mais de tempo para explorar um

pouco mais esses conjuntos, e como o0s vemos no contexto da probabilidade.

Comecemos por lembrar que em um espago mensuravel (,7) um evento A € ¥ é tao
somente uma colecdo de resultados de um experimento aleatério. Por essa razdo é comum
dizermos que A foi observado ou a probabilidade de observarmos A (ou qualquer sentenca
similar) fazendo referéncia ao experimento aleatério e a observa¢do de um elemento de A

em uma realizacdo deste experimento.

Neste contexto, dados eventos A, B € ¥ também dizemos que

o A ndo ocorreu ou ndo foi observado para nos referirmos a A¢;
o ndo ocorreu ou ndo observamos A ou B para nos referirmos a A U B;

o ndo ocorreu ou ndo observamos A e B para nos referirmos a A N B.
Analogamente, dada uma sequéncia de eventos A1, Az, ... € F

o Uy, Ak é o mesmo que ocorreu A, para algumn > 1;

o (., Ax € o mesmo que ocorreu A, para todon > 1;
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1.11 Exempro Consideremos o experimento de langar infinitas moedas. Para simplificar as notagoes,

vamos representar coroas por 0 e caras por 1. Isso nos permite definir os espago amostral por
Q={0,1}* ={(ay,az,a3,...) s ar € {0,1}, k > 1}.
Assim, o evento Ay = {observamos cara no k-ésimo lancamento} é dado por
A ={(ay,a,...) € Q:a; =1}
Deste modo as seguintes descrigoes sdo validas.

o gy Ak é 0 mesmo que ocorreu a0 menos uma cara nos 1 primeiros langamentos;
o (Ng—q Ak € 0 mesmo que ocorreu cara em todos os 1 primeiros langamentos;
o Ur.q Ak € 0 mesmo que ocorreu a0 menos uma cara;

O ﬂle Ay é 0 mesmo que ocorreu cara em todos os lancamentos; <

Mas estes ndo sdo os tinicos eventos que estamos interessados.

As o-algebras sdo mais adequadas para trabalharmos com probabilidade pois no con-

texto de o-algebras podemos definir o conceito de limite de uma sequéncia de eventos.

1.12 DeriNi¢Ao (LiMITE SUPERIOR E INFERIOR) Suponhaque ¥ é uma o-dlgebra. E considere A1, Ao, . . .

Q.

Entdo o limite superior é o conjunto definido como

limsup A, = ﬁ OAk

n=1k=n
={weQ:VnIk>ntaquew e A}

= {w € Q: w pertence a infinitos A, }

Por outro lado, o limite inferior é o conjunto definido como

liminfA, = O ﬁ Ay

n=1k=n
={weQ:IAntalqueVk >n, w € A}

= {w € Q : w pertencem a todos A,, exceto por um niimero finito deles}

1.13 Heuristica (MENDIGOS) Seja A o conjunto de desempregados de uma cidade. Por falta de alter-

nativas eles se tornam mendigos e tém que viver na rua. Um dia, a igreja local decide comegar a dar

N
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Figura 1.2: Sequéncia de intervalos crescentes.

comida gratuita semanalmente para essas pessoas. Denotaremos por A, as pessoas que receberam

comida na n-ésima semana.
Suponha também que os mendigos nunca morrem.

Algumas pessoas conseguem finalmente um novo emprego e dessa forma nunca mais retornam ad
igreja. Outros sdo muito orgulhosos e tentam ndo ser vistos o tempo todo, mas eles precisam comer
por isso eles sempre voltam, eventualmente. Finalmente, hid pessoas que aceitam a sua situagio e

comegam a ir na igreja todas as semanas.

o limsup A, sdo todas as pessoas que ndo conseguem outro emprego.

o liminf A, sdo as pessoas que se tornam frequentadores regulares semanais.

Sempre é verdade que liminfA, C limsup A, e quando estes conjuntos coincidem,
dizemos que o limite existe:

DEerINIgAO Selimsup A, = liminf A, = A, entdo dizemos que A, converge para A e escrevemos

Ay, — Aouque A =1imA, e nesse caso
A =limA, =limsup A, =liminf A,

ExempLO Seja A1 = Az = As = --- = Ae Ay = Ay = Ag = --- = B com B um subconjunto
préprio de A. Entdo limsup A, = AeliminfA, = B. <

DEerINICAO (EVENTOS NAO CRESCENTES E NAO DECRESCENTES) A sequénciade eventos A1, A, . ..

é dita ndo crescente se A1 2 Ay 2 Az 2 --- . Nesse caso escreveremos que Ay | .

De modo andlogo, a sequéncia de eventos A1, Az, . . . édita ndo decrescentese Ay C€ Ay C Az C

-+ . Nesse caso escreveremos que A, T .

Prorosicio
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Se A, T, entdo A, converge, e nesse caso temos que

lim A, = UAn = A.
n=1

Denotaremos tal fato por limT A, = A (ou A, T A).
n

Se A, |, entdo A, converge, e nesse caso temos que

limA, = () A, = A.
n=1
Denotaremos tal fato por lim| A, = A (ou A, | A).
n

Demonstragdo. Denotaremos por A = limsup A, e por B = liminf A,,. Claramente B C A.

Suponha que os conjuntos A, sdo ndo decrescentes, ou seja, A, C Ans1. Seja x € A e seja
I, ={n e N:x e Ay,}. O conjunto I, C N é ndo vazio e infinito. Seja ng € I, o menor desses
naturais. Além disso se x € Ay, entdo x € A,Vn > ng. Logo, o conjunto dos A; em que x ndo estd
é finito, logo x € B = A C B.

. . ~ . o0 (o]
Suponha que os conjuntos A, sejam ndo crescentes, Ay+1 C Ay. Sejax € A = (1,1 Uy_, Ak-

Para cada n, \ i, Ax = Ay por serem nio crescentes, entdo A = (,_y Ay. Em particular, x € A

implica x € A, para cada n, implicando que x estd em todos, com excegdo de um niimero finito de

Ay, , entido x € B e consequentemente A C B. m]

Classes de Conjuntos

Pelo que dissemos anteriormente, sempre que desejarmos modelar um fendémeno probabi-

listico temos que escolher uma uma o-dlgebra e uma medida.

Nessa se¢do apresentaremos algumas ferramentas para a construc¢do de o-dlgebras. Co-

mec¢amos com algumas defini¢oes.

DEerINICAO (A-sisTEMA) Uma familia de eventos F C P(Q) é denominada A-sistema se

[1]QeF
2]AeF = A%eF

A1,A2,... eF = U}?:]Ak eF.
————

disjuntos
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Observe que a tinica razdo pela qual nés exigimos () € ¥ na defini¢do acima € forgar a
classe ¥ ser ndo vazia.

ProrosicAo Um A-sistema é fechado em relagdo a diferencas proprias. Isto é se A,B € L com
BcC A,entio A\B€ L.

DEerINICAO (1-s1sTEMA) Uma familia ndo vazia de eventos P C P(Q) é denominada m-sistema
seA,BeP —=ANBe®P.

DeriNicAo (CrLasseE MoN6TONA) Uma familia ndo vazia de eventos M C P(Q) é uma classe

monotona se

[1]A1,Az,...e MeAyTA=AeM
[2]A1,Az,...e MeA, J]A= Ae M.
As classes monétonas estdo intimamente relacionadas as o-dlgebras. De fato, para nds, seu
tinico uso sera ajudar a verificar se uma determinada colecdo de subconjuntos é uma o-

algebra. Toda o-dlgebra é uma classe monétona, porque o-algebras sdo fechadas sob unides

enumeraveis.

Temos a seguinte relagdo entre as classes de conjuntos

TeorReMA (0 = A+ 1= M+ f) Sio equivalentes as seguintes afirmagoes:

[1|F é uma o-dlgebra
F é uma dlgebra e classe monétona

[3]F éum A-sistema e um m-sistema.

Demonstragdo. Provaremos essa equivaléncia provando as implicagoes

¥ é uma o-dlgebra <= F ¢ uma dlgebra e classe monétona

< F éum A-sistema e um T-sistema.

Comegamos observando que as implicacbes (=) sdo triviais. Vamos demonstrar as implicagdes

inversas.

3=l

Considere que ¥ é um A-sistema e um m-sistema. Vamos demonstrar que ¥ é uma o-dlgebra.
Observe que () € F ¢é obvio pelas propriedades dos A-sistemas. Além disso A € F = A° € F
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é direto das propriedades de A-sistema. Para demonstrar que A1, Az,... € F = Ui, Ak € F

usaremos um pequeno truque para converter unido em unido disjunta.

OAk = OAk (A1 U---UAq)
k=1 k=1

disjuntos

— Cc Cc
= JAaknasn--nag
k=1

Agora A € F pelas propriedades dos A-sistemas e logo AxNATN---NAS_| € F pelas propriedades
dos t-sistemas. Logo | i, Ak pode ser escrito como unido disjunta de eventos em F . Logo | iy Ak €
¥ por propriedades dos A-sistemas.

|2 |=>{ 1| Vamos provar que se F é uma dlgebra e classe mondtona entiio F é fechado sobre unido
enumerdvel. Se A1,A,,... € F entio

OA;( = lim1 OA"
k=1 S

com \Jy_, Ax € F pelas propriedades de dlgebra e logo | J;~, Ax € F pelas propriedades de classe
mondétona. m|

Classes Geradas

1.23 ProrosicAo Seja Q um conjunto qualquer, e F) (A € A) uma familia de o-dlgebras em Q). Entdo
Miea F € uma o-dlgebra. -

Demonstragdo. Basta verificar que (\ cx F2 satisfaz os axiomas listados na Definigio 1.8. Por
exemplo,

Aieﬂﬁ:V)\eA,UAieﬁ

AEA
== UAi € ﬂﬂ

AeA

Do mesmo modo podemos provar que:

o interseccdo de algebras é dlgebra.
o interseccdo de classe monétona € classe monétona

o intersecgdo de A-sistema é A-sistema

Essas observagdes nos permitem fazer as seguintes defini¢des



1.24

1.25

1.26

CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

DeriNicAo Seja C uma familia arbitriria de subconjuntos de .

[ 1| Definimos a o-dlgebra gerada por C como

o(C) := ﬂ F
F é o-dlgebra
Cc¥F

[ 2| Definimos a dlgebra gerada por C como

fey= () 7
F é dlgebra
Cc¥F

3| Definimos a classe monétona gerada por C como

M(C) = ﬂ M

M é classe monétona

CcM

[ 4] Definimos o A-sistema gerado por C como

AC) = M L
L é um A-sistema
cc/l

A o-dlgebra 0(C) serd assim a menor o-dlgebra que contém C. Observamos que a defi-
nigdo da o-4lgebra gerada é implicita, e as o-dlgebras mais importantes que sdo construidas
como o-algebras geradas ndo podem ser descritas explicitamente. A ¢g-algebra gerada con-
tém em todos os subconjuntos de (2 que podem ser obtidos a partir de elementos de C por
um ntmero enumeravel de operagdes de complemento, unido e intersecdo, e contém todos
subconjuntos de () que podem ser obtidos dos anteriores por um ntimero enumeravel de

operagdes de complemento, unido e interse¢do e assim por diante.

ExempLo Para um exemplo simples, considere o conjunto Q) = {1,2,3,4}. Entdo, a o-dlgebra gerada
pelo subconjunto unitirio {1} é {0, {1}, {2, 3,4}, {1,2,3,4}}. <

Exempro Dado Q) = R. Entio, a o-dlgebra gerada pelo subconjuntos finitos pode ser descrita como:
[ a |conjuntos finitos

[ b |conjuntos enumerdveis

[ c [conjuntos cujo complementar é enumerdvel ou finito.
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Essa é a o-dlgebra dos conjuntos enumerdveis ou co-enumerdveis. <

H4 um tipo de raciocinio que ocorre com tanta frequéncia em problemas que envolvem

classes de conjuntos que merece ser enunciado explicitamente.

1.27 Teorema (Princirio pos Bons ConjunTtos) Dado C e G duas familia de subconjuntos de €.
Se

[a]Ccg

(|G é uma o-dlgebra

Entio 6(C) C G.

Demonstra¢do. A demonstragio é imediata do fato que:

a(C) := ﬂ 7
F é uma o-ilgebra
Cc¥F
é a menor o-dlgebra que contém C. |

A operacao de obter o-dlgebras se porta bem em relagdo a uma restrigdo a subespacos
de Q.

1.28 TeoreMA (GERADORES RESTRINGIDOS) Dados () um espago amostral e C uma classe de subcon-
juntos de Q). Se Qy C Q) entio

G(CQQO>= G<C> N QY.
—_— =
o-dlgebra o-dlgebra
em em Q

Demonstracao.
Provaremos inicialmente que o{C N Qo) € a{C) N Qo

Essa implicagdo segue facilmente por Principio dos Bons Conjuntos jd que CNQy C a(C)N Qp
e o(C) N Qg é uma o-dlgebra.

| & | Agora mostraremos que a{(C) N Qp C a{C N Q)

Observe que essa inclusio é equivalente a afirmagdo de que, para cada A € o{(C), ANy €

0{(C N ). Para demonstrar esse fato seja

G={AcCQ:ANnQyea(CnNQy}.
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Serd suficiente demonstrar os quatro itens a seguir e, finalmente, utilizar Principio dos Bons Con-

juntos para concluir que 6{C) C G.
nCCc@g
AeC=ANQIeCNQyCa(CNQy).
nQeg
QcQ=0n0Q)=0Qed(CnNQ)
pois uma o-dlgebra em Qg deve conter ()
= 0Qeg.
nAeG— A€ G
Observe que A® denota o complementar com respeito a Q2. Assim
AeG = ANy e ad(CNQy)
= Qr-ANQy €d{CnNQy)

|
complemento em

= QyN(A° UQS) € o(C N Q)
—_———
=A°NQy

— A%€eG.
DA1,A2,...€QZ>UkAk€g

A1,Ay,...€e G = AN Qyec(CnNy), Yk
= | J(4xn Qo) € 0(C N Q)
k

— (UAk) N Qo € a(C N Q)
k

:L}(JAkeg.

1.29 TeoremA (TEorEMA DA CLAsSE MoNOTONA DE HaLMmos) Se F é uma dlgebra entido M(Fo) =

a(%o)-

Demonstracio. Seja M = M(F). E suficiente provar que o(Fo) C M. Faremos isso demons-
trando que M é uma dlgebra.

Considere a classe G = {A : A€ € M}. Como M é classe mondtona, o mesmo acontece com G.
Como Fy é uma dlgebra e Fy C G temos que M C G. Portanto, M é fechada sob complementagio.

Defina Gy, como a classe de todos os conjuntos A tais que A U B € M para todo B € Fy.

G1={AcQ:AUBe MparatodoB € Fo}
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Entdo, novamente, G é uma classe monétona e Fy C Gy e logo M C Gj.

Defina G, como a classe de todos os conjuntos B tais que A U B € M para todos os A € M.
G, ={BcQ:AUB e M para todo A € M}

Entdo, Go é uma classe monétona. Agora, como M C Gi segue que A € M e B C Fy e esse fatos
implicam que AU B C M. em outras palavras, B C Fg implica que B € Gy. Assim Fy C Ga; por
minimalidade, M C Gy e, portanto, A, B € M implica que AU B € M. O

TeOREMA (1T — A DE DYNKIN) Se P é um m-sistema entido A(P) = a(P).

Demonstracao.

Como toda c-dlgebra é um A-sistema, o(P) é um A-sistema que contém P, assim A(P) C
o(P).

Para demonstrar a inclusdo contrdria, comecemos demonstrando que A(P) é fechado em

relagdo a intersecgoes finitas. Para cada A € Q defina a familia G4 de subconjuntos de (3,
Ga={BCcQ:ANBeA(P)}

A demonstragdo é razoavelmente direta e faz uso intimeras vezes do principio dos Bons Conjuntos em
contextos razoavelmente similares aumentando a generalidade, o que pode gerar confusio. Por isso
estruturamos a demonstragido em um conjunto de afirmativas preliminares.

Se A € P entido Ga é um A-sistema que contém P.

Como P é fechado em relagdo a intersecgdes finitas e como P C A(P) temos que P C Ga. O fato
que P C Ga implica que Q) € Ga, e as igualdades de conjunto

(B\C)NA=(BnA)\(CNA)e
(UBn)ﬂA: U(Bn NnA)

implicam que Ga é fechado para diferengas e unides de sequéncias crescentes de subconjuntos.
Desta forma G4 é um A-sistema. Assim, Ga é um A-sistema que inclui P

Se A € AM{P) entdo Ga é um A-sistema.
Esse item é andlogo ao anterior.

(0| Se A € P entio \(P) C Ga

Se A € P entdo Ga é um A-sistema contendo P, logo contém o A-sistema minimal que contém

P.
[0]Se D € P eE € MP), entio D € Gr



1.31

1.6

1.32

CAPITULO 1. INTRODUCAO 19

Como D € P temos que A(P) C Gp.
Como E N D € A(P) por definigio D € Gg.
Se E € A{P) entdo A(P) C GE.
Seja D € P e E € A(P). Pela parte d) temos que D € Gg. Logo, como D é arbitririo P € GE.
Como E € A(P) a parte b) nos fornece que Gg é um A-sistema.

Para terminar a demonstragio considere A,B € A(P). Como A € A(P) o item | e)| nos permite
concluir que

AMP) € Ga. Logo B € G4 e logo por definicio AN B € Ga. E logo A(P) é um mt-sistema.

O seguinte teorema é uma consequéncia direta dos Teoremas 1.27 e 1.30.

TeoreMA (PriNcipio pos Bons ConyjuNTos 2) Dados P e G duas sub-colegdes de subconjuntos
de Q. Se

EPCQ;

[b |P é uma m-sistema;

G é uma A-sistema

entio o(P) C G.

o-algebra de Borel

As o-édlgebras de Borel permeiam toda a Teoria da Medida e Probabilidade. Nesta secao,
faremos um tratamento mais detalhado dessas algebras. O ponto principal é que as o-
algebras de Borel admitem muitos geradores equivalentes. Geradores diferentes sdo tteis
para demonstrar coisas diferentes. Por exemplo, a o-algebra de Borel em (0,1]? como
gerado pela dlgebra de unides finitas disjuntas de retdngulos é ttil para construir a medida

Lebesgue.
DeriNi¢Ao (Espaco METrico) O par (Q,d), no qual Q3 é um conjunto e d é uma fungio
d:XxX —>R

é dito espago métrico se

[1]d(x,y) >0
2]dx,y)=0=x=y
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[3]d(x,y) = d(y,x)
[4]d(x)y) < d(x,2) +d(z,y)

DEerINIgAO (ABERTO) Dado () um espago métrico com métrica d : Q X QQ — [0,00]. Um conjunto
A c Q é dito aberto se para cada x € A, existir € > 0 tal que a bola aberta {y € Q : d(x,y) < €}
estd inteiramente contida em A.

DEerINICAO (0-ALGEBRA DE BOREL B(Q)) A o-dlgebra de Borel Q) (com respeito 4 métrica d),

denotada por B(Q), é definida como a o-dlgebra gerada pelos conjuntos abertos.

A definicio acima imediatamente nos permite definir a o-algebra de Borel B(RY) e
B((0,119).
TeorReMA (ResTrRICAO DE BoreL) Dado Q) um espago métrico (3, C Q. Entio a o-dlgebra de Borel
B(Q,), satisfaz

B(Q,) = B(Q) N
Se, Q, € B(Q) entido B(Q,) ={B e B(Q):BcCQ,}.

Demonstracdo. Comegaremos mostrando que B(Q),) = B(Q) N Q,

Considere

G = subconjuntos abertos de ()

G, := subconjuntos abertos de (),

Do curso de topologia vocé deve se lembrar que:

Go =G NQ,.
Logo

B(Qp) = 0(Go) = 0(G N Q)
= O<g> N Q,,
— B(Q) N Q,.

Agora mostraremos que B(Q) N Q, = {B € B(Q) : B € Q,} quando Q, € B(Q))

Para demonstrar a contengdo D suponha que B C Q, e B € B(Q). Entio B = BN Q, €
B(Q) N Q,. Para demonstrar a contengio C seja B € B(Q) N Q, e assim B = B N Q, onde
Be B(Q). Como Q, C Q temos que B € B(Q) e B C Q,. O
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1.36 TEOREMA (GERADORES DA O-ALGEBRA DE BOREL)

B((0,1]) = o{Bo((0,1]))

o((a,b]:0<a<b<1)
o(ab) 0<a<b<1)
o(la,b]:0<a<b<1)

(
(la,
o((0,a]:0<a <1)
(
(

= o(subconjuntos abertos de (0, 1]>

= o (subconjuntos fechados de (0,1])

B((0,11%) = BRY) n (0,1]*
={B e BR":Bc(0,1]%
= o((a,b1] X -+ X (ag,ba] : 0 < ap < by < 1)

= o(Bo((0,1])).

onde By((0,1]%) := f((al,bl] XX (agbg]l 10 <ap < by < 1) é a algebra de Borel em
(0,1]%.

A parte mais importante do teorema acima é que B((0,1]%) = 0(80((0,1]d)>. Esta ca-
racterizacdo permite construir probabilidades em B((0,1]9), entdo utilizar o Teorema da

Extensdo de Carathéodory para estender essas probabilidades para um modelo de proba-
bilidade total em B((0,1]%).

Demonstragdo. Mostraremos apenas uma igualdade:

o{(ab]:0<a<b<1l)y=0((ab):0<a<b<1)
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o Mostraremos que (ag,bo] € 0{(a,b) : 0 <a <b < 1)}
(ao,bo] = ﬂ(ﬂo,bo +n7h).
n=1
o Mostraremos que (ag,bo) € o{(a,b]: 0 <a < b < 1)) Isso seque da identidade.

(a0,bo) = U(ﬂo,bo —n7'].
n=1

Os conjuntos na o-dlgebra de Borel sdo extremamente ricos. Na verdade, é dificil
demonstrar que existem conjuntos que nao estao em B(R). A maneira mais facil de encontrar

esse conjunto é utilizar as propriedades da medida de Lebesgue.

ExempLo Conjuntos enumerdveis, co-enumerdveis (i.e. complementos de conjuntos enumerdveis),
e conjuntos perfeitos de (0,1] estdo em B((0,1]). Em particular, o conjunto de niimeros irracionais de

(0,1] é um conjunto de Borel. <

A construcdo da ¢ 4lgebra de Borel poderia ser feita de modo andlogo em um espago

topoldgico.
Nesse contexto é interessante o seguinte teorema:

Teorema. Seja (2 um espacgo polonés, ou seja, um espago topolégico de tal forma que
existe uma métrica d em Q que define a topologia de Q) e que faz com que ) um espaco
métrico separdvel completo. Entdo, (O como um espaco de Borel é isomorfo a um dos

conjuntos abaixo:

[a]R
(b]Z
[ < |espago finito

Exerciciros

Ex. 1.1 — Mostre que se A; e A, sdo &lgebras de subconjuntos de €, entdo A N A, é
algebra.

Ex. 1.2 — Considere Q) = (0, 1]. Prove que

ﬂ = {A C Q . A = U?zl(ailbi]/

(a;,bi] € (0,1] e a unido é disjunta é algebra. }
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Ex. 1.3 — Prove que a cole¢do
A ={A c Q: Aéfinito ou A° é finito }
é 4lgebra sobre Q.

Ex. 1.4 — Mostre que a cole¢do
A={A cQ:Aéfinito ou A é finito }
ndo é uma o-algebra sobre Q).

Ex. 1.5 — Considere Q) infinito, ndo enumerdvel. Mostre que a cole¢do

z Z

F ={A cQ: A éenumeravel ou A° é enumeravel }

é uma o-algebra sobre Q).

Ex. 1.6 — Prove que

1. Se A, T, entdao A, converge, e

limA, = GA" =A.

n=1

2. Se A, |, entdo A, converge, e

IimA, = ﬁAn = B.

n=1

Ex. 1.7 — (Conjunto de Cantor) Mostre que o conjunto de Cantor é ndo enumerdvel em
B((0,1]) (uma boa maneira de ver isso € trabalhar com uma caracterizagdo do conjunto de

Cantor na base 3).

Ex. 1.8 — Prove o Principio dos Bons Conjuntos:

Dado C e G duas colegao de subconjuntos de €. Se
oC C G;
oG é uma o-algebra
Entao o(C) C G.
Ex. 1.9 — (Conjunto de Vitali II) Suponha uma medida p ndo nula, sigma aditiva e in-

variante por transla¢des nos plano. Prove detalhadamente que existe um subconjunto do

quadrado [0,1]2 que ndo é u mensuravel.
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Ex. 1.10 — Prove o Teorema da Classe Mondétona de Halmos

Ex. 1.11 — Considere as seguintes propriedades
(M) Qe L,
(A2) A € Limplicaque A°€ L, e

(A3) Para toda sequéncia de conjuntos disjuntos {A, }_; em £, temos U A, e L.

n=1

(A}) Paratodo A,B € L,AC Bentio B—A € L;
(A4) Paratodo A,Be L, ANB=0entio AUB € L;

(As5) Para toda sequéncia ndo decrescente {4}, em L, U A,eL;

n=1
n=1

(Ag) Para toda sequéncia ndo crescente{A, }_, em L, ﬂ A, e L.

n=1
Mostre que

1. L é A-sistema see L satisfaz (A1), (A}) , e (A3) .

2. Todo A-sistema satisfaz também (A4), (As5) , e (Ag) .
3. L é um A-sistema see satisfaz (A1), (A7) , e (As) .
4

. Se a familia £ é ndo vazia e satisfaz (1) e (A3) , entdo L é um A-sistema.
Ex. 1.12 — Para qualquer familia ndo vazia A C 2%, se

C = a colegio de conjuntos de A e seus complementos
I := a colegio de intersecgoes finitas de C

U := a colegio de unides finitas de I .
entdo f(A) =U.

Ex. 1.13 — Usando o resultado anterior mostre que um subconjunto da élgebra de Borel de

[0,1] pode ser escrito como unido finita de intervalos.
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CariTULO

Medidas de Probabilidade

Nesse capitulo vamos definir as medidas de probabilidade, seguindo a motivag¢oes apresen-
tadas no inicio do Capitulo 1. Comegaremos por dois conceitos relacionados, porém mais
simples: o conceito de probabilidade finitamente aditiva e de pré-medida de probabilidade.
Esses conceitos sdo insuficientes para desenvolver uma teoria rica de probabilidade, mas

serdo o ponto de partida para a constru¢do das medidas de probabilidade.

Uma observagdo relevante a ser feita é que descrever um experimento probabilistico,
um modelo estocdstico envolve fundamentalmente construir a medida de probabilidade
desse modelo. Uma estratégia usual nesse caso é construir uma probabilidade finitamente
aditiva, demonstrar que na verdade temos uma pré-medida de probabilidade e finalmente
concluir que temos uma medida de probabilidade. Assim apresentaremos uma série de
ferramentas e caracterizagdes de quando uma probabilidade finitamente aditiva é de fato
uma pré-medida de probabilidade. Posteriormente apresentaremos o Teorema de Extensdo
de Carathéodory que nos diz que sempre podemos construir uma medida de probabilidade

a partir de uma pré-medida de probabilidade.

Finalmente, usaremos esse ferramental para construir diversos modelos probabilisticos,

e em especial a medida de Lebesgue.

DEFINICAO (PROBABILIDADE FINITAMENTE ADITIVA) Se F é uma dlgebra em Q, entido P : Fy —

[0,1] é dita uma probabilidade finitamente aditiva ou atribui¢do de probabilidade em Fy se

[1]P[Q] =1

25
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[2|P[A U B] = P[A] + P[B] para todos os conjuntos A, B € Fq disjuntos.

Podemos na defini¢do anterior trocar a hipétese de aditividade finita por aditividade

enumeravel. Podemos fazer isso para eventos numa dlgebra ou numa o-algebra.

2.2 DEerINICAO (PRE-MEDIDA DE PROBABILIDADE) Se ¥ é uma dlgebra em Q, entdo P : Fo — [0,1]

é dita uma pré-medida de probabilidade em ¥ se

[1]P(Q) =1

[2]P(Ure; Ak) = Xpeq P(Ax) para todos conjuntos disjuntos A1, Ay, ... € Fo tais que |y Ax €
Fo.

2.3 DeriNigAo Uma medida em (QQ, F) é uma aplicagio p : ¥ — [0, +oo] que satisfaz:

[1]um@)=0

[ 2 |para toda sequéncia de eventos disjuntos A1, A, ... € F, temos que

i
n=1

Essa propriedade é denominada de o — aditividade.

[o0]

= ,U(An)-
1

n=

U

Se nas Defini¢oes 2.1 e 2.2 removermos a hipétese P(Q)) = 1 temos uma medida finita-

mente aditiva e uma pré-medida respectivamente.

2.4 DerINIcAO Se P é uma medida em (Q, F) tal que P(Q)) = 1, entdo P é denominada de medida de
probabilidade.

Nesse caso a tripla (Q, F, ) é denominada de espago de probabilidade.

2.5 DeriNigAo (MEeDpIDAS FiNiTAS E 0-FINITAS) Dado (Q, F 1) um espago de medida.
[a]Se u(QQ) < oo entiio i é dita medida finita;
[b]Se p(Q) = oo entdo u é dita medida infinita;
Se existem conjuntos em F A1,Ay, . . . tais que QO = | i Ak e (Ax) < oo entdo u é dita medida

o-finita

Note que toda medida de probabilidade é o-finita.
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025 05 075

Figura 2.1: Relacdo entre o espago amostral, o-algebra e a medida de probabilidade.

ExempLo (Espacos DE PROBABILIDADE DiscreT0s) Seja QQ um conjunto enumerdvel, isto é, fi-
nito ou infinito enumerdvel. Seja ¥ o conjunto de todos os subconjuntos de ) e seja uma fungio
p : Q — [0,1] satisfazendo ), ,cq p(@w) = 1. Definimos entio

P(A) = Z p(w) com p(w) = 0e Z plw)=1

weA we)

Esta é a medida de probabilidade mais geral que podemos construir neste espago.

. . 1 .
Quando Q é um conjunto finito, e p(w) = @ onde |Q| denota o niimero de pontos em Q, temos

0 que se denomina espago de probabilidade finito equiprovivel. <

Alguns dos principais exemplos de probabilidades vistos em cursos bdsicos caem na

categoria descrita no exemplo acima.

ExempLo Seja Q) = N U {0} edado A > 0 e definida p : O — [0,1] por

Ak
_ A
pk)=e Tk
Como
(o] (o] k
Zp(k)ze_}lz% =e M. oM =1,
k=0 k=0
a medida

P(A) = > p(k),

keA
¢ uma medida de de probabilidade em (Q,P(Q2)). <
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ExempLO (LAN¢AMENTO DE MoOEDAS) Vamos considerar o experimento de langar n moedas. Re-

presentando coroa por 0 e cara por 1, podemos definir o espago amostral por
Q={0,1}"={w="(ay,az,...,a,):ar € {0,1},k=1,...,n}.

Dado w = (ay,az,...,a,) € Q,defina N(w) = a1 +---+a, (N(w) representa o total de 1" s em w)

Fixe agora q € (0, 1) e defina
plw) = gN (1~ g N,

Fica como exercicio mostrar que

e portanto pode ser usada para definir um espago de probabilidade. <

Provaremos agora algumas propriedades elementares da medida de probabilidades.

ProrosiCcAo (PROPRIEDADES DA PROBABILIDADE)

[1]P(A%) = 1 - P(A).

[2]A C Bimplica P(A) < P(B). (monotonicidade)

3] Dados eventos A e B entio P(A U B) < P(A) + P(B) (sub-aditividade)
[4]P (Us_; An) < X7 P(Ay) (0-sub-aditividade)

[5]P[A U B] = P[A] + P[B] — P[A N B]; (Inclusio-exclusio)
[6]P(AAB) > max{P(A - B),P(B - A)}

Demonstracgao.

[1]Q = AU A Logo, P(Q) = P(A) + P(A®). Agora basta utilizar que P(QQ) = 1.
Use a decomposicio B=A U (B \ A).

[3]Note que A U B pode ser escrito como A U (B \ A). Logo, pela monotonicidade da probabilidade,
temos que P(A U B) = P(A) + P(B \ A) < P(A) + P(B).

[ 4] Exercicio

Exercicio O
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Continuidade das Medidas de Probabilidade

Um dos conceito fundamentais para medidas de probabilidade é o conceito de continuidade:

TeoREMA (CONTINUIDADE DA PROBABILIDADE) Dado uma sequéncia de eventos A1, Ay, ... € F.

Entdo

[1]Se A, T A, entio P(A,) T P(A) quando n — oo.
[2]Se A, | A, entdo P(Ay) | P(A) quando n — oo.

Demonstra¢do. Provaremos apenas a primeira propriedade.

Dado uma sequéncia de eventos Ay, A, . ... Vamos comegar transformando a unido em unido
disjunta. Para isso definiremos uma sequéncia auxiliar de eventos: defina By = Ay e para k > 2,
defina By = Ay \ Ax-1.

Como A1 C Ay C --- entdo os conjuntos B,, sdo disjuntos e Ui:l By, = Ui:l Ap = Aj, para

A:UBk
k

E assim P(A,) = P(Uj_, Bx), e como os conjuntos By sio disjuntos temos que P(IJy_, Bx) =

1<j < oo.Logo

ZZ=1 P(By), por aditividade. Todas as somas parciais sdo limitadas superiormente por 1. Além disso,

a sequéncia de somas parciais é ndo decrescente. Portanto, converge. Assim

i P(By) = P (O By | = P(A).
k=1 k=1

TeoremMA Dado A1, Ay, ... uma sequéncia de eventos. Entdo

P(liminf A,) < liminf P(A,) < limsup P(A,) < P(limsup A,).

[2]Se Ay — Aentiio P(Ay) — P(A) quando n — co.

Demonstragao. Exercicio.

Dica do 1. Observe as inclusdes

liminf A, T ﬂ A, CA, C U Ap | limsup A,

m=n m=n

TeoREMA (CARACTERIZACOES DA 0-ADITIVIDADE) Dado P : Fy — [0,1] uma probabilidade fini-

tamente aditiva numa dlgebra Fo. Entdo as sequintes afirmagdes sdo equivalentes

P ¢é uma pré-medida de probabilidade;
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[2|P é continua por baixo. Isto é dados A1, As, ... € Foe A, T A € Fy entdo P(A,) T P(A);
P é continua por cima. Isto é dados A1, Az, ... € Foe Ay | A € Fo entido P(A,) | P(A);

E]Contz’nua por cima em @. Isto é dados A1, Az, ... € Foe A, | @ entdo P(A,) | 0.

Demonstragdo. Ji provamos que 1. = 2. e é imediato que 3. = 4.

(4. = 3.) Suponha que P é continua por cimaem @ e que A1, Az, ... € Foe Ay | A € Fo.

A lA= A, -Al o
= P[A,] - P[A] =P[A, — A] | O, pelo item 4.
— P[A,] | P[A]

(2. & 3.) Para provar esse fato basta observar que A, T A &= AS | A®eque P[A] = 1-P[A°].

(2. = 1.) Basta provar a o-aditividade. Suponha que Ay, A,, . .. sdo conjuntos disjuntos em
Fo tais que | i, Ax € Fo. Entio

A =g ] < )
k=1 k=1 k=1

Na nltima igualdade usamos o item 2. m]

2.13 TeoreMA (UNICIDADE DAs MEDIDAS DE PROBABILIDADE) Dado P uma familia de subconjuntos
de Q. Se P e Q sdo duas medidas de probabilidade em (Q, o (P)) tais que

[1]|P e Q concordam em P;

[2]P é um m-sistema,

entdo P e Q concordam em o (P).

Demonstragdo. Para demonstrar esse fato usaremos o Teorema  — A de Dynkin.

Definiremos os bons conjuntos como:
G ={A c Q: Q[A] =P[A]}.

O Teorema 1t — A de Dynkin afirma que o(P) = A(P) quando P é um m-sistema. Logo para
demonstrar que o(P) = A(P) C G basta demonstrar que G é um A-sistema e utilizar o Principio

dos Bons Conjuntos.

o QegG.
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Isto é imediato pois Q[Q] = 1e P[Q] =1;
nAeG—A%e@G
AeG = Q[A] =P[A]
= 1-Q[A°] =1-P[A°]
= Q[A°] = P[A%]
— A°eg.
o Dado uma familia de conjuntos disjuntos A1, A,--- € G = Ui 1 Ar € G

A1,Az, ... € G = Q|Ak] = P[Ak], VK

———
disjuntos
— > QIAd = > PlA{]
k=1 k=1

S—— S——
:Q[U;ozl Ax] :P[U;oﬂ Agl

- OA]( S g
k=1

Observe que esta tiltima afirmagdo ndo poderia ser provada se os conjuntos Ay ndo fossem disjuntos.

Isso ilustra a necessidade do Teorema 1t — A de Dynkin. O

2.14 DeriNigAo (MEDIDA NULA E [-NEGLIGENCIAVEL) Dado (Q,F, u) um espago de medida. Entdo

EUm conjunto A € ¥ é dito de medida nula se u(A) = 0.

[ b |Um conjunto A € P(Q) é dito u-negligencidvel se existe um conjunto - nulo B € F tal que
A CB.

2.15 DerinigcAo (Espacos Comrpreros) Um espago de medida (Q), F, ) é dito completo se todos os

conjuntos p-negligencidveis pertencem a F .

Todo espago de medida pode ser completado.

2.16 TeoremMA (O cOMPLETAMENTO (€2, F »i)) Sejam (Q, 5, u) um espaco de medida e Ny, ser a familia
dos conjuntos u-negligencidveis.

Entdo
E]?Z =0(F ,Ny)={FUN:Fe¥F ,NeN,};

(b |A funcio fi em F definida por i(F UN) = u(F) para F € F e N € N, é a iinica extensdo de yu
para uma medida em (QQ, F);
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O espago de medida (Q, F, fi) é completo.

A tripla (Q, F, fi) é denominada completamento de (Q, F, u).

Teorema de Extensdao de Carathéodory

O Teorema de Extensdo de Carathéodory afirma que qualquer medida na 4lgebra ¥y de
subconjuntos de um dado conjunto {2 pode ser estendida a o-algebra gerada por %, e essa
extensdo € tnica se a medida for o-finita. Consequentemente, qualquer medida em um
espago contendo todos os intervalos de ntimeros reais pode ser estendida para a dlgebra
Borel do conjunto de ntimeros reais. Este é um resultado extremamente poderoso da Teoria

de Medida e através dele provaremos, por exemplo, a existéncia da medida de Lebesgue.

Vamos apresentar uma técnica para a construgdo de medidas. Faremos a descrigdo para
medidas de probabilidade mas a construgdo funciona para medidas finitas. E com um

pouco mais de cuidado para medidas o-finitas.

Na sessdo seguinte estudaremos como determinar, e de certa forma construir, medidas
em espagos gerais. Nos preocuparemos em especial com medidas de probabilidade, mas
os argumentos para medidas quaisquer sdo similares, com alguns pequenos ajustes para

incluir com cuidado os conjuntos de medida infinita.

Medidas Exteriores

A ideia fundamental dessa secdo é estender uma funcdo de conjuntos P, que foi apenas

parcialmente definida, para uma medida exterior P*.

A extensdo é notavelmente simples e intuitiva. Ele também "funciona"com praticamente
qualquer fun¢do ndo negativa P. 56 mais tarde precisamos impor condigdes mais fortes em

P, como a aditividade.

DeriNicAo (MEepIDA ExTERIOR INDUZIDA) Considere A uma familia qualquer de subconjuntos
de um espago Q, e P: A — [0, 0o] ser uma fungio de conjunto ndo-negativa. Suponha @ € A e
P(2) = 0.

A medida exterior induzida por P é a fungio:
P*(E) = inf{z P(A,) | A1, Ay, ... € A cobrem E} ,
n=1
definido para todos os conjuntos E C Q).

Primeiramente mostraremos que P* satisfaz as seguintes propriedades béasicas, que

transformamos em uma definicdo por conveniéncia.
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Figura 2.2: Medida externa

Figura 2.3: Os intervalos (a1, b1], (a2, b2], . . ., (as, bg] cobrem U - [26]

a, b
1
—
£ o
— =
,,,,,,, ] on
: - - o
=, T
.......... = B
—
-— —
T T - —_—

U

2.18 DEeriNnicAo (MEepIDA ExTERIOR) Uma fungio Q: P(QQ) — [0, oo] é uma medida exterior se:

Q(2) = 0.
[ 2 |Monotonicidade Q(E) < Q(F) quando E C F C Q.

3| Subaditividade enumerdvel Se Eq, Es, ... € Q, entido Q(U, En) < X, Q(E,).

2.19 TeorReMA (PROPRIEDADES DA MEDIDA EXTERIOR INDUZIDA) A medida exterior induzida P* é
uma medida exterior satisfazendo P*(A) < P(A) para todo A € A.

Demonstragdo. As propriedades 1. e 2. para uma medida exterior sdo obviamente satisfeitas por
P*. E o fato que P*(A) < P(A) para A € A também é 6bvio, bastando observar que A é uma cobertura
de A.



2.20

2.21

CAPITULO 2. MEDIDAS DE PROBABILIDADE 34

A propriedade 3. é demonstrada por argumentos de aproximagdo. Seja € > 0. Para cada E,,, pela
definigdo de P*, existem conjuntos {Anm}tm S A cobrindo E,,, com

. €
D PAum) < P(En) + 5.
m

Todos os conjuntos Ay, juntos cobrem | J,, E,, entdo temos

P*(U En) < Z P(An,m) = Z Z P(An,m) < Z P*(En) +e.

Como ¢ > 0 é arbitririo, temos P*(J,, E,) < X, P*(E,). |

Nosso primeiro objetivo é procurar casos para os quais Q = P* seja o-aditiva, de modo
que se torne uma medida. Suspeitamos que possamos ter que restringir o dominio de Q, e

ainda assim este dominio deve ser suficientemente grande e ainda ser uma o-algebra.

Felizmente, hd uma caracterizagdo abstrata do "melhor"dominio para Q, devido a Cons-

tantin Carathéodory:

DEeriNICAO (CONJUNTOS MENSURAVEIS PARA A MEDIDA EXTERIOR) Seju Q: P(QQ) — [0, o]

uma medida exterior. Entio
M={BeP(Q)| QBNE)+ QB NE)=Q(E) paratodoE C Q}

é a familia de conjuntos mensurdveis para a medida exterior Q.

Aplicando a subaditividade de Q, a sequinte definigio é equivalente:
M={BeP(Q)|QBNE)+ QB NE)<Q(E) paratodoE CQ}.

Heuristica ([1]) Suponha que Q" seja uma medida externa finita em €

Podemos definir uma "medida interna”Q. em CQ por
Q.(4) = Q'(Q) - Q(A°)

Se a medida externa QF, for induzida a partir de uma medida c-aditiva definida em alguma
dlgebra de conjuntos de ), entdo um subconjunto de ) serd mensurdvel no sentido de Carathéodory

se e somente se sua medida externa e medida interna concordarem, veja o Exercicio 2.2.

A partir deste ponto de vista, a construgido da medida (bem como da o-dlgebra de conjuntos
mensurdveis) é apenas uma generalizagido da construgio natural da integral de Riemann em R -
vocé tenta aproximar a drea de um conjunto limitado E usando retdngulos finitos e o conjunto é
” z . . ” . ~ z

mensurdvel no sentido de Riemann"se a melhor aproximagio externa de sua drea concorda com a
melhor aproximagdo interna de sua drea.
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O ponto fundamental aqui é que o conceito de drea interna é redundante e poderia ser definido em
termos da drea externa, como feito acima. Se a fungdo é limitada, considere um retdngulo contendo o
conjunto abaixo dessa fungdo e defina a medida interna como a medida externa do complemento do

conjunto em relagio a este retdngulo.

T

v

Claro, a construgio de Carathéodory ndo exige que Q" seja finita, mas o argumento acima ainda

nos fornece uma intuicdo decente para o caso geral

O denominacao "conjunto mensurével"é justificada pelo seguinte resultado sobre M
2.22 TeoreMA A familia M é uma o-dlgebra.
Demonstragdo. E imediato a partir da definicio que M é fechado em relagdo ao complementar, e

que @ € M. Primeiro demostramos que M é fechado sob intersegdes finitas e, portanto, sob unido
finita. Considere A, B € M entdo:

Q((ANB)NE)+Q((ANB)* NE) 2.1)
=QANBNE)+Q(A*NBNE)UANB'NE)U (AN BC NE)) (2.2)
<QANBNE)+ QA NBNE)+QANBNE)+ QAL NnBC NE) (2.3)
= Q(BNE)+Q(B NE), peladefiniciode A € M (2.4)
= Q(E), pela definicio de B € M. (2.5)

Portanto, AN B € M.

Agora temos que demostrar que se B1, Bo, ... € M, entdo | J,, B, € M. Podemos assumir que o0s

conjuntos B, sdo disjuntos, caso contririo, considere em vez Bj, = B, \ (B1 U --- U B,,_1).

Para conveniéncia de notagio, seja:

DN:LI\JBnEM, DNTDoo:OBn-

n=1 n=1
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Precisamos também do sequinte fato

N N
Q(UBHHE)=ZQ(BHQE), paratodoECQeN =1,2,....
n=1 n=1

que pode ser demonstrado por indugdo direta. O caso inicial N =1 é trivial. Para N > 1,

Q(Dy NE) = Q(Dn-1 N (Dy NE)) +Q(D_, N (Dn NE)) (2.6)
= Q(Dn-1NE)+Q(By NE) (27)
N
= Z Q(B, NE), por hipdtese de indugio. (2.8)
n=1
Assim
Q(E) = Q(Dy NE) + Q(Dy NE) (2.9)
N
- Z Q(B, NE) +Q(D{, NE) (2.10)
n=1
N
> Z QB,NE)+ Q(DEo NE), por monotonicidade. (2.11)
n=1

Tomando N — oo, obtemos
Q(E) > )" Q(B, NE) + QDS NE) > Q(De NE) + QDS NE).
n=1
Mas isso implica Do = | J;,—; Bn € M. o

2.23 TeoreMA (ADITIVIDADE ENUMERAVEL DA MEDIDA EXTERIOR) Dado uma medida exterior Q, en-
tdo Q é o-aditiva em M. Isso é, se B1, By, ... € M forem disjuntos, entio Q(J,, Bx) = 2., Q(By).

Demonstra¢do. O caso finito Q(UnNz1 B,) = Z;\le Q(B,) jd foi provado, bastando substituir
E = Q) na equagdio.

Por monotonicidade, ZnN:1 Q(By) < Q(U;-1 Bn). Fazendo N — oo temos ;7 Q(B,) <
Q(U;21 Ba).

A desigualdade na outra direcio estd implicita na subaditividade. m]

Resumimos o que obtivemos até agora

2.24 CoroLARrIO (TEOREMA DE CARATHEODORY) Se Q for uma medida exterior (2.18), entdo a restrigdo

de Q para os conjuntos mensurdveis M (2.20) produz uma medida em M.
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Definindo uma Medida por Extensao

TeorREMA (TEOREMA DE ExTENsA0 DE CARATHEODORY) Dada uma pré-medida de probabilidade
Py na dlgebra Fo entdo esta possui uma tinica extensio para a medida de probabilidade P em

a{Fo) = F.
Demonstracdo. A unicidade seque diretamente do Teorema 2.13 pois Fo é um m-sistema.

Para provar a existéncia da extensdo considere A € Fo. Para qualquer E C Q e ¢ > 0, por
defini¢do de P* podemos encontrar By, Bs, ... € %y cobrindo E tal que ), P(B,) < P*(E) + ¢.

Usando as propriedades das medidas exteriores induzidas temos

P(ANE)+P(ACNE) < P*(A nl Bn) + P*(AC nl Bn) 2.12)
< ZP*(Antn) +ZP*(AC :an) (2.13)
< Zn: P(ANB,)+ i P(AC N B,) (2.14)
= Z P(B,), da a;itividade finita de P, (2.15)
< I:*(E) +e. (2.16)

Tomando ¢ | 0, temos que A é mensurdvel para P*.

Agora mostraremos que P*(A) = P(A). Considere qualquer cobertura de A por By, Ba, . .. € Fo.
Pela subaditividade enumerdvel e monotonicidade de P,

P(A) = P(UA N Bn) < > PANB,) < Y P(By).

Tomando o infimo sobre todas as coberturas temos que P(A) < P*(A). A outra desigualdade
P(A) > P*(A) é automitica. |

Classes Compactas

Agora, damos condicdes suficientes para que uma medida finitamente aditiva finita seja
uma pré-medida e consequentemente uma medida. As condigdes sdo baseadas em uma

propriedade relacionada a propriedade topolégica de compacidade.

DeriNi¢Ao (Crasse Compacta) Dizemos que K é uma classe compacta se para toda sequéncia
Cy € K tal que N, Cy, = @ tivermos que existe m € N tal que Cy N --- N Cp, = @.

ExempLo A familia de conjuntos compactos num espago métrico é uma classe compacta.
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Provaremos esse fato por contradigio. Suponha que nenhuma intersecgio finita seja vazia. Defina
n

o conjunto B, = (| C,. Entdo cada B,, ndo é vazio e compacto. Escolha uma sequéncia x1,x2, . ..,
m=1
tal que x € By. Observe que esta sequéncia tem uma subsequéncia convergente porque estd dentro

do conjunto compacto C1. Podemos mostrar que o limite dessa sequéncia estd contido em cada C,,

porque a cauda da sequéncia estd contida em C,, e C, é fechado. Isso é uma contradi¢ido porque

(o]
provamos que (| C, contém um ponto.
n=1

O mesmo resultado é verdadeiro para um espago topolégico de Hausdorff. Para demonstrar isso

considere uma sequéncia de conjuntos C, C K. Se (,_, Cn = @, entdo

C0=C0\@:C0\ﬁcn=G(C0\Cn)
n= n=1

1
Mas Co \ C, ¢ aberto para todo C,, entdo pela compacidade de Cq temos que existem um
{a1,...,an} tais que

m

CO:U(Co\cao:co\ﬁcai=>ﬁcai:w.
i=1 i=1

i=1

Exercicio: Se K é uma classe compacta, entdo, a menor familia, incluindo K e fechada sob

unides finitas e intersecgdes enumerdveis também uma classe compacta. |

TeoreMA (TEorEMA DE ExTENsAo CompacTa) Sejam u uma medida finitamente aditiva definida
numa dlgebra Fo de subconjuntos de () e K uma subclasse compacta de Fo, e suponha que, para cada
A € 5y, tenhamos

p(A) = sup{u(C): CeKeC c A}.

Entdo, u é pré medida em Fy.

Demonstra¢do. Suponha que os conjuntos A, € Fo sio decrescentes e que sua intersecgio seja
vazia. Mostraremos que u(A,) — 0. Para isso considere ¢ > 0. Para cada n escolha C,, € K com
Cn CAyeu(Ay) < u(Cy) + 5. Temos entdo que

n
ﬂci) C
i=1

Observe que K, = (N}, Ci € N, A; | @ logo K,, | @. Como os conjuntos formam uma classe

n
A
i=1

i=

CJAi\Ci
=1

i=

\ (2.17)

compacta existe m tal que K,;, = @.

Como os conjuntos A, sdo encaixantes temos que para n > m a Equagdo (2.17) se reduz a

n
Anc | Jana
i=1
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e assim

WA < > AN C) <&
i=1

elogo lim u(A,) = 0.

2.4 Aplicacdes

Teorema dos Nuimeros Normais de Borel

Nessa se¢do construiremos o primeiro modelo de espaco de probabilidade ndo trivial. Esse
modelo fundamental representara a escolha de um nitimero uniformemente no intervalo
(0,1], bem como representara o lancamento de uma moeda infinitas vezes. Ou seja, cons-

truiremos a medida de Lebesgue em (0,1].

A construcdo desse modelo é paradigmatica. Os passos que utilizaremos nessa constru-

¢do se repetem em diversas outras construgoes.

Vamos comegar colocando em destaque quais sdo esses passos:

Construgio de Probabilidades

E]Comegaremos construindo uma probabilidade finitamente aditiva. Essa construgao

em geral é simples e intuitiva.

[b |Provaremos a o-aditividade. Em alguns casos pode ser mais facil provar a condigdo
equivalente de continuidade no vazio. Em outros provar a condigdo do Teorema da

Extensdao Compacta.

[ |Usaremos o Teorema de Extenséo de Carathéodory para obter um espago de proba-
bilidade.

Comegaremos construindo uma probabilidade finitamente aditiva nos intervalos. Essa

funcao atribui a cada intervalo seu comprimento.

2.29 DeriNigAo (ALGeBrA DE Borer) Seja By((0,1]) a dlgebra de Borel, isto é a familia formada por
unides finitas (possivelmente vazia) de intervalos da forma (a,b] c (0,1].

2.30 DeriNIcAO Seja P uma atribuicdo de probabilidade em By((0,1]) tal que:

[1]P[(a,b]] =b—aparatodo0 <a <b<1
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[ 2|e estenda para todos os conjuntos de By((0,1]) usando a identidade P[A U B] = P[A] + P[B] se
A,B sdo conjuntos disjuntos em By((0,1]).

TeoreMA A fungio de probabilidade finita P estd bem definida.

Demonstracdo. Exercicio O

Podemos ver um ntmero real w € (0,1] como a realizacdo do lancamento de uma
moeda infinitas vezes. Para isso considere a expressdo bindria desse ntimero. Dessa forma
@ € (0,1] pode ser visto como uma sequéncia de digitos em {0,1}". Nessa representacio

estamos descartando o digito 0 inicial de todas as sequéncia.

Nosso primeiro resultado sera sobre a distribui¢do de digitos 0 e 1 num nimero qualquer
w € (0,1]. Pararealizar essa contagem faremos inicialmente uma conversao dos digitos dessa

sequéncia. Converteremos os 0 — —1 obtendo a sequéncia de fun¢des de Rademacher zj.

DeriNIcAo Para todo niimero w € (0,1], a fungdo dy(w) denotard o k-ésimo digito da representagio
de w. Seja zx(w) :=2dk(w) —1e
n
sp(w) := Z zi(w) = excesso de 1's nos n primeiros digitos.
k=1
OBserRVACAO A sequencia s,(w) definida acima pode ser vista como um passeio aleatorio simétrico
nos pontos de coordenadas inteiras da reta, isto é, em Z, que comega em 0 e a cada passo move para
a direita ou esquerda, +1 ou -1, com probabilidade igual. Este passeio pode ser ilustrado da sequinte
maneira. Um ponto é colocado no zero e uma moeda justa é jogada. Se sair cara, o marcador é movido

uma unidade para a direita e se sair coroa o marcador é movido uma unidade para a esquerda.

I N N B 2 i 20 W o WA
@U@UQ’/\D@@@

Provaremos que
lim P [{a) €(0,1]: | excesso de 1’s nos n primeiros digitos.| > e}] =0.
n—oo

Veja que na expressdo acima o limite estd fora da probabilidade e como veremos o evento
que estd dentro da probabilidade é um evento na dlgebra de Borel. Assim expressdo anterior

faz sentido com o que desenvolvemos até esse instante.

TeoreMmA (Ler FRaca pos GRANDES NUMEROS - TEOREMA DE BErRNoOuLLI) Para todo € > 0,

lim P[{w € (0,1] : |sn(w)/n| > s}] - 0.

n—00
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Yy y
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Figura 2.4: Fung¢oes de Rademacher zj.

Demonstracdo. Qualquer evento baseado nos valores z1(w), . . ., z,(w) pode ser descrito como uma

unido disjunta de intervalos diddicos da forma (u i Logo {a) € (01] : |sp(w)/n| = 8} €

on ‘on |’
Bo((0,1]).
Cada intervalo diddico de nivel i — 1 se divide em dois no nivel i. Logo a fungdo de Rademacher
toma valor +1 em metade do intervalo e valor —1 na outra metade. De modo mais geral suponha que
i < j. Em um intervalo diddico de grau j — 1, z;(w) é constante e z;(w) tem valor —1 na metade

esquerda e +1 na direita. O produto z;(w)z;(w), portanto, integra 0 sobre cada um dos intervalos

diddicos de nivel j — 1 e logo

1 1 quandok = j
/ zp(w)zj(w)dw =
0 0 quandok # j.

1 1
Isso implica que/ s3(w)dw = / Z zk(w)zj(w) dw = n e logo
0 0 ¥

1
n= / s2(w)dw > / s2(w)dw
0 [sn/n|>e
> / n*e?dw > n*e™P|[s,/n| > ¢|
lsu/nl>e
Logo P[lsn/nl > e] < 1/(ne?) — 0 quando n — oo. O

Dado uma base, b um ntimero normal é um ndmero real cujos algarismos aparecem

todos com a mesma frequéncia, ou seja, cuja sequéncia infinita de digitos na base b é dis-
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Normalldade de 50 numeros

07

06
|

Médias Parciais
05

03

a 5000 10000 15000 20000

Index

Figura 2.5: Dado uma base, um ntimero normal é um ntimero real cujos algarismos aparecem
todos com a mesma frequéncia.

tribuida uniformemente no sentido de que cada um dos valores algarismos tem a mesma
frequéncia 1/v. Também significa que nenhum algarismo, ou combinagao (finita) de alga-
rismos, ocorre com mais frequéncia do que qualquer outra. No que se segue trataremos
apenas de nimeros normais na base 2, mas os argumentos podem ser adaptados facilmente

para outras bases.

2.35 DeriNicAo O conjunto dos nitmeros normais’ em (0,1] é definido como

N :={w € (0,1]: lim s,(w)/n =0}
n—00
1< 1
= {C() S (0,1] . JE)I;}OE ; dk(a)) = E}
O conjunto dos nitmeros anormais é definido como A := (0,1] — N.

Provaremos que os nimeros anormais formam um conjunto negligenciavel.

2.36 DerinicAo (ConjunTOo NEGLIGENCIAVEL) Um subconjunto B C (0,1] é dito negligencidvel se
para todo € > 0, existem subconjuntos By, By, . .. de By((0,1]) tal que

BcC DBk e iP[Bk] <e.
k=1 k=1

Ina base 2
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O préximo teorema também é conhecido como a Lei Forte dos Grandes Niimeros para

o Lancamento de Moedas

2.37 TeoreMA (TEOREMA DOs NUMEROs NorMAIs DE Borer) O conjunto dos niimeros anormais, A,

é negligencidvel.

Demonstracao.
Comegaremos notando as seguintes inclusoes:

Dado ¢y | 0 quando k — oo. Entdo

{w Skzk(zw) < &k para k suficientemente grande }
CcA{w: likm s(@) =0}
C{w: lim Sul®) =0}
=N
[2]Agora por (1.) temos que
A=N°c . skz(a)) > infinitos k
= {w: 2 | = &k pana infinitos k}
® skz(a)) .
C U{a) 2 > ek}, paratodo |
k=j

=:By

onde By € B(()O’l]) . Da demonstracdo da Lei Fraca

1 1
P[Bk] < kz_si = M
se tomarmos e := k™%, Logo 33>, P[Bx] < o0 e assim Y2 P[Bx] — 0 quando j — co. Portanto

A é negligencidvel |

Esse é o méximo que podemos ir sé com probabilidade finitamente aditiva. Gostariamos

de poder “passar o limite para dentro” e dizer que os conjuntos anormais tem medida nula.

Para isso precisamos estender esse modelo para um modelo de probabilidade. Come-

garemos provando a continuidade.
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2.38 TeoreMA A aplicagio P : By((0,1]) — [0,1] definida pela Defini¢do 2.30 é uma pré-medida de
probabilidade.

Demonstragdo. Usaremos o Teorema 2.25 e demonstraremos que P é continua por cima em @. Dado
Ay | @ onde A, € By((0,1]) (em particular temos que (., Ax = @). Provaremos que P[A,] | 0.

Observe que para todo n > N temos

N

P[A,] < P[AN] = P[ﬂ A
k=1

como os conjuntos Ay sio decrescentes. E suficiente demonstrar que para todo ¢ > 0 existe N, tal

que
Ne
P[m Ak] < e
k=1
O argumento seguinte ndo funciona, mas ele vai motivar a solugdo. Dado ¢ > 0 e para todo Aj
construa uma sequéncia de fechados Fy tal que F C Ar e P[Ax — Fi] < ¢/ 2k
(Se Ay tem a forma | J;(a;,b;] tome Fi := \J;[a; + ©,b;] para T suficientemente pequeno).

Como ﬂlf’:l Ay = @ temos que ﬂlf’:l Fi = @. Por compacidade existe N, tal que ﬂg:fl F, = @.

N¢ N Ne N¢ 1
P() A -P[(F] < ) P[Ax-F] < 3 <«
k=1 k=1 k k=1

=1

Logo

Isso estabeleceria 24 se ndo fosse pelo problema que P nio estd necessariamente definida nos F.

Agora é claro como remediar a situagdo. Para todo Ay encontre conjuntos fechados Fy e subcon-
juntos A} de Bo((0,1]) tais que A O Fx D A] e P[Ax — A7] < ¢/2k. Para todo ¢ > 0 temos que
existe N, tal que ﬂ;j;’l Fr = @ o que implica ﬂfj;’l A} = @ eassim

N, N, N, N, 1
P[()A -P[[)As] < > PlAc-A7] < > e
k=1 k=1 k=1 k=1

\—\/—

O

2.39 TeoreMA ( Mepipa DE LeBesGug) Dado P : By((0,1]) — [0,1] como na Definigdo 2.30. Entdo

[ 1|P admite uma tinica extensdo para uma medida de probabilidade em B((0,1]) (também denotada
P);
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[2|P é a tinica medida em B((0,1]) que satisfaz P[(0,x]] = x para todo x € (0,1];

Demonstracao.
o Demonstracdo do item 2.39.1
O Teorema de Extensdo de Carathéodory com o Teorema 2.38 mostra que existe uma tinica extensio
P : By((0,1]) — [0,1] para P : B((0,1]) — [0,1] como B((0,1]) = (Bo((0,1])).
o Demonstracdo do item 2.39.2

Esse item segue do Teorema de Unicidade de medida pois B((0,1]) = o((0,x]: x € (0,1]) e

{(0,x]: x € (0,1]} é uma T-sistema.

Como corolario da constru¢do da medida de Lebesgue temos que o conjunto dos niime-
ros normais tem probabilidade 1 e surpreendentemente temos que a o- dlgebra de Borel ndo
é o conjunto das partes! Isso ocorre pois existe uma medida de probabilidade nao trivial e
invariante na o- dlgebra de Borel o que sabemos pela construgdo do conjunto de Vitali ndo

ocorre no conjunto das partes.

CoroLArio Dado P : By((0,1]) — [0,1] como na Definigio 2.30. Entdo

[1|N € B8((0,1]) e P[N] = 1 onde N ¢é o conjunto dos niimeros normais em (0,1];

[2]B0((0,1]) € B((0,1]) ¢ B((0,1]) & P(Q). Conjuntos em B((0,1]) sdo denominados Borel

mensurdveis. Conjunto em B((0,1]) sdo denominados Lebesgue mensurdveis.

Demonstracao.
o Demonstracdo do item 2.40.1

Observamos inicialmente que N e N° estdo ambas em B((0,1]). Agora pelo Teorema 2.37 temos
que N° é negligencidvel. Ou seja dado ¢ > 0, existe B, € By((0,1]) tal que N° c ;" B, onde
Yimeq P[Bu] < €. Como \U;;_; By € B((0,1]) temos

o0

P( Bn) < iP[Bn] <e.

n=1 n=1

Logo
P(N®) =inf{P(B): N°cBef}<ce¢

para todo €. Logo P(N®) =0e P(N) = 1.
[m}

Nbs ja mencionamos que N € B((0,1)) mas N ¢ By((0,1))
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A Proposigdo 2.50 mostra que B((0,1)) € B((0,1).

O conjunto de Vitali mostra que é impossivel estender P para uma medida de probabilidade em
P(Q) que estabelece que B((0,1) € P(Q).

Qual a diferenca entre a lei fraca e a lei forte de grandes ntiimeros?

n—00

Lei Fraca: lim P(’%n’ < e) =1, paratodo ¢ > 0;

s
Lei Forte : P(lim =z = O) =1.
n—oo 11
A lei fraca fixa o n e analisa o conjunto dos s,(w)/n sobre w € (0,1]. Em particular, a
lei fraca diz que para grandes valores de 1 torna-se cada vez mais raro encontrar @ s que
satisfazem |s,,(w)/n| > €. Por outro lado, a lei forte fixa cada w € (0,1] e analisa os conjuntos

dos s, (w)/n sobre n. Em particular para quase todo w, s,(w)/n — 0 quando n — co.

Moedas II - Medida de Probabilidade em {0, 1}*

Agora apresentaremos uma construgdo alternativa para o modelo de lancamento de infinitas

moedas honestas.

Considere uma sequéncia infinita de lancamentos de moedas honestas. Desejamos
construir um modelo probabilistico deste experimento de modo que cada sequéncia de

P . . .1 n
resultados possivel dos primeiros langamentos tem a mesma probabilidade, 3 .

O espago amostral para esta experiéncia é o conjunto {0,1}* de todas as sequéncias
infinitas de zeros e uns.
w=(wy,wy,...) w;€{0,1}

Como ja discutimos, de modo geral pode ndo ser possivel atribuir uma probabilidade a todo
subconjunto do espago amostral. Assim nossa abordagem sera um pouco mais cuidadosa.
Comecaremos criando uma algebra de subconjuntos, atribuiremos probabilidades finitas
aos conjuntos que pertencem a esta algebra e, em seguida, estenderemos para uma medida

de probabilidade na ¢ dlgebra gerada por essa élgebra.

Algebra e g-dlgebra de {0, 1}"

Considere 7, a colecdo de eventos cuja ocorréncia pode ser decidida olhando apenas para
os resultados dos primeiros langamentos. Por exemplo, o evento {w|w1 = 1e wy = we}

pertence a F¢ (e deste modo pertence a ¥ para todo k > 6).

Seja B um subconjunto arbitrario de {0, 1}". Considere o conjunto

A={we{0,1}*| (w1, wy,...,w,) € B}.
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Podemos expressar A C {0,1}* na forma
A=Bx{0,1}".

(Isto é toda sequéncia em A pode ser vista como um par que consiste numa sequéncia de
tamanho n que pertence a B, seguida de uma sequéncia infinita arbitrdria. Nesse caso B é
dito base do cilindro A.)

O evento A pertence a 7, e é facil verificar que todos os elementos de ¥, sdo desta

forma.

Também é facil verificar que ¥, € uma o-dlgebra.

Exercicio: Prove que ¥, é uma o-algebra. O

As ¢-dlgebras F,, para qualquer n fixo, sdo muito pequenas. Elas s6 modelam os
primeiros n lancamentos de moedas. Estamos interessados, em vez disso, em conjuntos

que pertencem a ¥, para n arbitrdrio, e isso nos leva a definir

7i =7,
n=1

a colecdo de conjuntos que pertencem ao ¥, para algum n. Intuitivamente, A € ¥ se a
ocorréncia ou ndo ocorréncia de A pode ser decidido ap6s um namero fixo de jogadas de

moedas.

ExemrrLo Seja A, = {w|w, = 1}, o evento que o n-ésimo lance resulta em 1. Observamos que
Ay € F. Seja A = |,y An, que é 0 evento que existe pelo menos um 1 na sequéncia de langamentos
infinitos. O evento A ndo pertence a F,, para qualquer n. (Intuitivamente, tendo observado uma

sequéncia de n zeros isso ndo nos permite decidir se haverd um 1 subsequente ou ndo.) <

O exemplo anterior mostra que %y ndo é uma o-algebra. Por outro lado, podemos

mostrar que ¥y é uma algebra.

Exercicio: Prove que %y € um algebra. m|

Gostariamos de ter um modelo de probabilidade que atribua probabilidades a todos
os eventos em ¥, para cada n. Isso significa que precisamos de uma ¢-algebra que inclua
Fo. Por outro lado, gostariamos que nossa o-dlgebra fosse tdo pequena quanto possivel,
ou seja, contenha como poucos subconjuntos de {0, 1}" quanto possivel, para minimizar a
possibilidade de incluir conjuntos patolégicos aos quais as probabilidades ndo podem ser

atribuidas . Isso nos leva a considerarmos F como a o-adlgebra gerada por %y.
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Definindo a medida de Probabilidade

Comecamos definindo uma fungéo finitamente aditiva Po na dlgebra %o que satisfaz Po({0, 1}*°) =

1. Isso sera realizado da seguinte forma. Todo conjunto A em %, é da forma B x {0, 1},
1B|

n’

Observe que desta forma ao evento que nos primeiros n lancamentos ocorre uma sequén-

para algum B c {0, 1}". Entdo, definimos Py(A) =

cia particular {w1, w2, ..., w,}, é atribuida a probabilidade 1/2". Em particular, todas as
sequéncias possiveis de comprimento fixo sdo atribuidas a mesma probabilidade, conforme

desejado.

Antes de prosseguir, precisamos verificar se a definicdo acima é consistente. Observe
que o mesmo conjunto A pode pertencer a ¥, para varios valores de n. Portanto, precisamos
verificar se, quando aplicamos a defini¢do de Py(A) para diferentes opgdes de 1, obtemos
o mesmo valor. Na verdade, suponha que A € ¥, que implica que A € ¥, para n > m.
Neste caso,

A=Bx{0,1}* =Cx{0,1}%,

onde B ¢ {0,1}" e C c {0,1}". Assim, B =C x {0,1}""" e |B| = |C| - 2"7. Uma aplica¢do
da defini¢do produz Py(A) = |B|/2", e outra produz Py(A) = |C|/2™. Como |B| = |C| - 2",

ambos produzem o mesmo valor.

E fcil verificar que Py(Q) = 1, e que Py é finitamente aditiva. Também podemos provar
que (%o,Po) satisfaz
Py(A) = sup{u(C): C e Fpe C C A}.

pois todo conjunto em %j possui base finita e logo compacto na topologia produto.

Logo podemos invocar o Teorema de Extensdo Compacta e concluir que existe uma
tnica medida de probabilidade em ¥, a g-dlgebra gerado por %y, que concorda com Py em
Fo. Esta medida de probabilidade atribui a mesma probabilidade, 1/2", a cada sequéncia

possivel de comprimento 7, conforme desejado.

Os dois modelos de langamentos de moedas que construimos sao equivalentes.
Medida de Lebesgue em R?
Para todo i = (i1, ...,i4) € Z% seja (i,i + 1] o cubo unitdrio em R? transladado por i ou seja
({,i+1]=(G, 00 +1] XX (ig,ig +1].

Esses conjuntos particionam o espacgo,
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e assim R? pode ser decomposto como unido enumeréavel de cubos unitarios disjuntos. Seja
B((]i’iH] a algebra da unido de finitos retangulos disjuntos em (7,7 + 1] e seja B((i,i + 1]) =
U(B(()i’iﬂ]) a o-dlgebra de Borel de (i,i + 1]. Finalmente denote por P; a tinica medida de
probabilidade uniforme em B((7,i + 1]) que atribui o volume Euclidiano aos retangulos em

(i,i+1] ie.
d

P ((a1,b1] X - X (aqbal) = | Bk — ax)

k=1
sempre que (a1,b1] X --- X (agq,bg] C (i,i +1].
A construgdo de P; é feita exatamente da mesma forma que a medida de probabilidade

uniforme foi construida em (0,1].

o Dado A € Bg’iH] definimos P;(A) como sendo a soma dos volumes disjuntos retangulo
que compdem A (este passo ndo é totalmente trivial uma vez que existem diferentes
de composigdes de A em retangulos disjuntos, mas pode-se provar que P j,; é esta
bem definido).

o Depois, mostra-se que P; é uma medida de probabilidade em ((7,7 + 1],Béi’i+1]).A
parte mais dificil deste passo é demonstrar a ¢ aditividade. No (0,1] nos usamos o
fato equivalente que P; é continua por cima no @. O argumento também funciona em
(G, i +11,801 p)).

o Finalmente utilizamos o Teorema de extensdo de Carathéodory temos ((i, i+1],8((i,i+

1]), P;) (a unicidade segue do fato que os retdngulos formam um 7-sistema).

o A partir da medida de probabilidades ((,7 + 1],8((i,i + 1]), P;) podemos definir a
medida de Lebesgue [udL nos conjuntos A € B((i,i + 1]) como:

i (A) = Z P;((i,i+1]N A).

iezd

Agora provaremos que y‘i é uma medida em (R, B(R%)).

2.42 TeoreMA (MEDIDA DE LEBESGUE) ”dL é uma medida em (RY,B(RY)).
Demonstracdo. Demonstraremos queydL satisfaz os trés axiomas (i), (ii) e (iii):

o (i) ud(A) € [0,00] : Trivial.

o (i) u4.(@) = 0 : Imediato pois P; ((i,i + 1] N @) = 0.
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o (iii) o-aditividade: Suponha Aq,As, ... € B(RY) sdo disjuntos. Entdo

()= 3 plinnlUa)
k=1 ic
P1(0(1 i+1] ﬂAk)

k=

Z.O:Pl((t i+1] ﬂAk)
k=
ZP1((1 i+1] ﬂAk)

iezZd

HT(Ak)

N
U

-

m

N
.

=
—_

j€Z

-~
m

D2 1M

>~
Il
—_

2.43 TEOREMA ‘ui é a tinica medida em (R?,8((0,11%)) que atribui o volume euclidiano padrio para os

retdngulos finitos, isto é:

d
u ((anbr] - x (aq,bal) = [ [0k - ax)
k=1

para —oo < ay < by < oo.

Demonstragdo. Defina P como o m-sistema composto de retdngulos finitos de {(a1,b1] X --- X
(ad,bd] : —00 < ay < by < oo} e o conjunto vazio @. Entdo B(RY) = o(P). Também observamos
que “L é o-finita em P pois yL((t i+1]) =1,RY = U;cpa(i,i + 1] e cada (i,i + 1] € P. Logo o
resultado decorre do Teorema 2.13. O

2.44 TeoremA Paratodo A € BX ex e RY, 0 conjunto A+ x:={a+x:a € A} estdem BRY) e

KA+ ) = 1 (A)

Demonstra¢do. Para demonstrar que A + x € B(RY) usaremos o Principio dos Bons Conjuntos.
Dado x € R% e 0 conjunto Gy := {A € BR?) : A+x € B(RY)}. E ficil ver que G é uma o-dlgebra.
Por exemplo,
AcG = AecBRYeA+xeBRY
= A° e B(RY) e (A +x)° € B(RY)
= A® e B(RY) e A® + x € B(RY)
= A% € G,.
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Para concluir a demonstragio do teorema 2.44 usaremos a mesma ideia de 2.4327 sobre a unicidade
de [udL.

Para isso dado x defina 1 (A) = ydL(A + x). Entdo uy é uma medida em R, B(RY)). As
medidas iy e de concordam no T-sistema dos retdngulos finitos em R%. Logo pelo Teorema 2.43,
‘udL(A) = Ux(A) := ydL(A + x) para todo A € B(R?). |

Teorema Se T : RY — RY é linear e nio singular, entdo A € B(RY) implica que TA := {T(a) : a €
A} e B(RY) e
uh(TA) := | det T|u7(A).

Demonstra¢ao. Exercicio

Teorema Dado (Q), F,u) uma medida o-finita. Entdo § ndo pode conter uma familia de conjuntos

disjuntos ndo enumerdveis de u-medida positiva
Demonstragdo. Dado {B; : i € I} uma familia de conjuntos disjuntos tais que (B;) > 0 para
todo i € 1. Mostraremos que 1 deve ser enumerdvel.

Como u é o-finita existe A1,Az,... € F tal que u(Ax) < oo e Q = |J Ax. Mostraremos os
seguintes fatos:

ofi € I : u(Ax N B;) > €} é finita para todo k : Dado ¢ > 0 e suponha por contradi¢do que existisse

uma familia enumerdvel de conjuntos I, C I tal que u(Ax N B;) > € para todo i € 1. e que

w(Ag) = u(Ax N (U Bi)) = Z#(Ak N B;) > Z £ =00

iel, iel. iel,

0 que leva a uma contradigdo
o{i € I : u(Ax N B;) > 0} é enumerdvel para todo k : Esse fato seque de que
{iel:u(ArnB;)>0}= U {iel:u(ANB)> ¢}

& racional

finito por (i)
ol = U{i € T : u(Ax N B;) > 0} : Para demonstrar que I U | Ji{i € I : u(Ax N B;) > 0}
observe que i € I entdo u(B;) > 0. Como Q = |J; Ak existe k tal que u(Ax N B;) > 0. Logo
i € Upli € T : u(Ax N B;) > 0}. A outra inclusdo é 6bvia.

Para terminar a prova, basta notar que os tiltimos itens implicam I é enumerdvel. m|

Se k < d entao ydL(A) = 0 para todo hiperplano k-dimensional A ¢ R? com k < d.

Demonstracio. Dado A um hiperplano k-dimensional com k < d. Dado x um ponto em R? que nio
estd contido em A. entdo {A + xt : t € R} é uma familia ndo enumerdvel de subconjuntos de B(R?).
Como ”dL ¢ invariante por translagio ydL(A) = ydL(A + xt) para todo t € R. Pelo Teorema 2.46,
‘u‘iL(A) =0. O
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DeriNig¢Ao (CONJUNTOS MENSURAVEIS DE BOREL VERSUS LEBESQUE ) Dado (Q,B(Rd),E) 0 com-
pletamento de (Q), B(Rd),‘u‘i). Se A € B(RY) entio A é dito Borel mensurivel. Se A € B(RY) entio

A é dito Lebesque mensurivel.

/Como sao, como vivem e e quantos sao os Borelianos?

Nesta se¢do apresentaremos alguns resultados sobre a cardinalidade dos Borelianos e dos

conjuntos mensuraveis. Esses resultados ndo serdo utilizados no restante do texto.

Comegaremos com uma proposicdo, cuja demonstragao é simples e deixaremos como

exercicio.

Prorosicio

o Todo subconjunto aberto de R é uma unido enumerdvel de intervalos abertos e logo é um

boreliano

o Todo subconjunto fechado de R é um Boreliano

Conjunto de Cantor Para construir o conjunto Cantor, comegamos com o intervalo uni-
tario: Cp = [0,1]. Em seguida, removemos o ter¢o médio desse intervalo, deixando uma

unido de dois intervalos fechados:

Em seguida, removemos o terco médio de cada um desses intervalos, deixando uma unido

de quatro intervalos fechados:

Procedendo desta maneira, obtemos uma sequéncia encaixante Cp > C; > C D --- de

conjuntos fechados, onde C,, é a unido de 2" intervalos fechados, como ilustrado na Figura

c:ﬂcn
n

2.5. Entdo a intersec¢ao

é o conjunto de Cantor.

Figura 2.6: O conjunto de Cantor
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2.49 Prorosi¢io O conjunto de Cantor C tem as sequintes propriedades:

C é fechado, e logo é um Boreliano.

[2|C é nio enumerdvel. De fato, |C| = |R].

[3]u(C) =0.

2.50 ProrosicAo (CARDINALIDADE DOs CONJUNTOS LEBESGUE MENSURAVEIS) Seja L a colegdo de

todos os subconjuntos Lebesgue mensurdveis de R. Entdo
L] = [PR)].

Demonstra¢do. Claramente |L| < |P(R)|. Mas como o conjunto de Cantor C tem medida de
Lebesgue nula, temos que todo subconjunto do conjunto de Cantor é Lebesgue mensurivel, ou seja,
P(C) c L. Mas como |C| = |R|, segue que P(C) = P(R) e, portanto, P(R) < | L]. O

2.51 DerinigAo (HierarQuia FINITA DE BoOREL) A hierarquia finita do Borel consiste em duas sequén-

cias X, e I'l,, de subconjuntos de B definidos da seguinte forma:

o X1 éacolegio de todos os conjuntos abertos em R e I'ly é a colegdo de todos os conjuntos fechados

em R.

o Para cadan > 1, a colegdo X.,41 consiste de todas as unides enumerdveis de conjuntos de I1,,,

e a colegdo T1,,41 consiste de todas as intersegdes enumerdveis de conjuntos de L.

2.52 ExempLo Assim, cada conjunto em X3 pode ser escrito como
()t
meN neN
para conjuntos abertos U,y ,, e cada conjunto em Iz pode ser escrito como
(1 Fn
meN neN

para conjuntos fechados F, ,,. <

Assim noés temos X C Yo, X1 C I, Iy € X eITy C I. E além disso, todas as quatro
inclusdes sdo proprias.
2.53 TeorReMA (PROPRIEDADES DE L, E II,) Para cada n € N, as sequintes afirmagoes sio vilidas.

Pam todo S C R, temos S € X, se e somente se S¢ € I1,,.

Zn C X1, L C Iysr, Iy © X1, e Iy C 1.
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Além disso, todas as inclusdes sio proprias.

Se B C R for um conjunto Borel, a classificacdo de Borel de B é o minimo # tal que B se
encontra em X, C I1,. Assim, conjuntos que sdo abertos ou fechados tém classificagdo de
Borel 1.

Surpreendentemente, ndo é verdade que todo conjunto de Borel tenha classificagdo
finita. Por exemplo, se {S,} for uma sequéncia de conjuntos do Borel, tal que cada S, e

tenha classificag¢do n, entdo a unido
S=§5,cS cS3cC...

ndo pode ter classificacdo finita. Tal conjunto S é dito de classificagdo w, e a colecdo de
todos esses conjuntos é conhecida como X,. O complemento de qualquer conjunto em %,
também ¢é dita de classificagdo w, e a colegdo de todos esses conjuntos é conhecida como
I1,.

A hierarquia do Borel continua até além de w. Por exemplo, X1 consiste em todas as
unides enumeréveis de conjuntos de I'l, e I'l,,+1 consiste em todas as intersec¢des enumera-

veis de conjuntos X, De fato, nés temos uma sequéncia de conjuntos
CZZ CZ3 c-- Czw CZaH—l CZZw c-- CZZw C22w+1 c--

e da mesma forma para o I1’s. O resultado é que os conjuntos X, e I, podem ser definidos
para cada ordinal contdvel a (ou seja, para cada elemento de um conjunto bem ordenado
e ndo enumeravel e minimal, Su). As familias resultantes X, : @« € Sg eIl, : @ € Sq

constituem a hierarquia de Borel completa, e a dlgebra de Borel B é a unido destas:

8=\ L=

Nao é muito dificil provar que cada um dos conjuntos =, e I, tem a mesma cardinalidade
de R. Como [Sq| < |R|, logo temos que a algebra de Borel B tem cardinalidade de |R|

também.

TeorEMA ( CARDINALIDADE DA ALGEBRA DE BOREL) Seja B a o-dlgebra de Borel em R. Entdo
|B| = |R].

Prorosicio A cardinalidade da colegio de conjuntos mensurdveis é igual a |P(R)|,

Como essa cardinalidade é maior que a cardinalidade da algebra de Borel. Isso produz o

seguinte corolario.

CoroLARIO Existe um conjunto mensurdvel de Lebesgue que ndo é um conjunto de Borel.
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Medidas em Espacos Métricos

Escrever: espacgos poloneses, regularidade e tightness.

Exercicios

Ex. 2.1 — Dados Ay, Ay, . ... Mostre que P(A,, i.v.,) = 1se esomente se Z P(A,|A) diverge
n=1

para todo A de probabilidade ndo nula.

Ex. 2.2 — Suponha que temos uma pré-medida p em um espaco X tal que p(X) < co. Prove

que E C X é mensuravel Carathéodory se e somente se p*(E) + u*(E©) = p(X).

Ex. 2.3 — [Integral de Lebesgue-Stieltjes] Dado Q = R e By(R) := f((—o0,a] : —00 < a < o)
a algebra de Borel de R. Seja P uma probabilidade finitamente aditiva em By(R). Mostre que
P é uma medida de probabilidade em By(R) se e somente se a fun¢do definida por F(x) :=

P((—o0, x]) é ndo decrescente, continua a direita e satisfaz lim F(x) =0e lim F(x) = 1.
X—00

X——00

Ex. 2.4 — (sub-additividade enumerdvel) Mostre que

i
n=1

< ) P(Ay)
1

n=

P

Ex. 2.5 — Prove que a continuidade da medida de probabilidade. Dados Aj, A,, . . . eventos,

entdo
1. Se A, T A, entao P(A,) T P(A) quando n — oo.
2. Se A, | A, entdao P(A,) | P(A) quando n — oo.
3. P(liminfA,) < liminf P(A,) < limsup P(4,) < P(limsup A,).
4. A, — Aimplica que P(A,) — P(A) asn — co.

Ex. 2.6 — Considere um modelo probabilistico cujo espago amostral é a reta real. Mostre
que

L P([0,00)) = lim P([0, n])

2. Ji_r)r;oP([n, o)) = 0.

Ex. 2.7 — (Uma condicdo insuficiente) Dados Q = {1,2,3,4},e A = {{1,2},{1,3}}.
1. Mostre que a o-algebra ¥ gerada por A é o conjunto das partes 2(Q).

2. Mostre que existem duas medidas de probabilidade P; e P, em (Q, ¥ ), tal que
Pi1(E) = P2(E) para qualquer E € A, mas P; # P,. Este problema mostra que o
fato de que duas medidas de probabilidade coincidem com uma familia geradora
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de uma o-dlgebra ndo garante que elas sejam iguais. No entanto, isso é verdade
se adicionarmos a suposi¢do de que a familia geradora A € fechada sob interse¢oes

finitas.

Ex. 2.8 — Desigualdade de Bonferroni

Definindo .
S1i= ) B(A),
i=1
e
Sy = Z P(Al' N A]'),
1<i<j<n
bem como
Si = Z P(A;, N---NA;)
1§i]<"'<ikﬁi’l
para todos os nimeros inteiros de k em {3, ..., n}.

Entdo, para k impar
k

P(O Ai) < Z(—1)f—1s]-
i=1

j=1
e para k > 2 par

P(g Ai) > ]Z:(—l)f-lsj.

(Se tiver com muita preguiga prove apenas para k = 2,3.)

Ex. 2.9 — Problema do Pareamento

No final de um dia agitado, os pais chegam ao jardim de infancia para pegar seus filhos.
Cada pai escolhe uma crianga para levar a casa uniformemente ao acaso. Use o férmula
de inclusdo-exclusdo para mostrar que a probabilidade de pelo menos um pai escolhe seu

proprio filho é igual a

E que essa probabilidade convergea 1 — 1/e quando n — oo

Ex. 2.10 — Qual é a probabilidade de que um ponto escolhido aleatoriamente no interior

de um tridngulo equilétero esteja mais perto do centro do que de suas bordas?

Ex. 2.11 — Agulhas de Buffon

Considere um plano horizontal dividido em faixas por uma série de linhas paralelas a
distancia fixa d, como as tdbuas do chao.

E considere uma agulha, cujo comprimento seja igual a distancia entre as linhas paralelas,

que é jogada no plano aleatoriamente.



CAPITULO 2. MEDIDAS DE PROBABILIDADE 57

1. Defina precisamente o espaco de Probabilidade.

2. Prove que a probabilidade da agulha ndo interceptar uma das linhas paralelas é 2.

Ex. 2.12 — O conjunto de ntimeros normais e anormais estd em $((0,1]).

Ex. 2.13 — Todos os subconjuntos contédveis, co-contdveis (i.e. complementos de conjuntos
contaveis) e perfeitos de (0,1] estdo em B((0,1]). Em particular, o conjunto dos ntimeros

irracionais em (0,1] é um conjunto de Borel.

Ex. 2.14 — Para todo ntiimero w € (0,1], denotamos por d(w) o k-ésimo digito da represen-

tacdo de w. Seja zx(w) := 2dx(w) — 1 e

n

sy(w) = Z zr(w) =

k=1

excesso de 1s nos n primeiros

digitos.

Mostre que

1 t —t
M(t) = / o) ey = (S’ (2.18)
0 2

1
para todo t € R. Diferenciando com respeito a ¢, mostre que / sp(w)dw = M'(0) =0e
0

1
/ s2(w)dw = M"(0) = n.
0

1
A ideia é dividir a integral / nos intervalos diddicos da forma (%, 2%]
0

Ex. 2.15 — Seja () um espago métrico com distancia d. () é dito separavel se existe um
conjunto enumeravel Qy C Q que é denso em Q (i.e., todo ponto em Q) é limite de uma

sequéncia de pontos em Q).

1. Mostre que o(bolas abertas em Q) C B(Q).

2. Mostre que o(bolas abertas em Q) = B(Q) se Q) é separavel.
3. Mostre que () = R é separavel com a métrica usual
4

. Conclua que o(bolas abertas em R) = B(R).

Ex. 2.16 — Suponha que 1 e p2 sdao medidas em (%) geradas pela classe ¥y. Suponha
também que a desigualdade

H1(A) < pa(A) (2.19)
é valida para todo A em .

1. Mostre que se ¥y é uma algebra e uj e up sdo o-finitas em ¥, entdo (2.19) vale para
todo A € o(%0).

(Dica: primeiramente trate o caso em que pu; € finita.)
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2. Mostre através de um exemplo que (2.19) pode néo ser verdade para algum A € o(%9)
se:
a) %o é uma algebra mas p1 e yp ndo sdo o-finita em %y;

b) Se 1 e p2 sdo o-finitas em ¥y, mas ¥y é somente um m-sistema.

Ex. 2.17 — Principio de Littlewood Suponha que %y é uma algebra, y é uma medida em
o(%o) e u é o-finita em Fy.
1. Suponha B € o(¥9) e € > 0. Mostre que existe uma sequéncia disjunta de %p-
conjuntos A, Ay, ... taisque B ¢ Uy A e u(Upy An — B) < €.
2. Suponha B € (%), u(B) < o e € > 0. Mostre que existe um Fp-conjunto A tal que
u(AAaB) <e.
3. Mostre através de um exemplo que a conclusdo anterior pode ser falsa se B tiver uma

medida infinita.

Ex. 2.18 — O seguinte exercicio mostra que ndo importa em qual ordem somamos um
ndmero infinito de termos positivos. Isso é ttil para mostrar rigorosamente os axiomas
de medida para a medida de contagem em qualquer ). Observe que, se houver termos
negativos, a ordem é importante.

Dado I um conjunto infinito e seja f uma funcdo de I para [0,o0]. A soma de f sobre I é

definida como

Zf(i) = sup{z fli): HCI,Hé ﬁnito}.

i€l ieH
Mostre que
1. para toda parti¢do I = (Jicx Ix de I em subconjuntos disjuntos ndo-vazios I,

o ri =33 r)

iel keK iely

2. Se I é enumeravel, entdao
n
> 50= tim 3 6
iel m=1
para toda enumeracao i1,ip, . . . dos pontos em I.

3. Prove que

u(A):= > f(a), YAC X

acA

definida acima é uma medida

Ex. 2.19 — Mostre que
P[lsn/n| > €] < 2ene’/2
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para todo € > 0.
Dica : Use (2.18) e a desigualdade (e* + ¢7*)/2 < exp(x2/2) que é verdadeira para todo
x €R.
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Independéncia

Intuitivamente, dois eventos A e B sdo independentes se a ocorréncia do evento A ndo
modifica a probabilidade de ocorréncia do evento B. Como veremos, a defini¢do formal é

que A e B sdo independentes se
P(A N B) = P(A)P(B)

Para motivar essa defini¢do, comegaremos introduzindo a no¢do de probabilidade condici-

onal.

Suponha que realizamos um experimento aleatério e nos é dada a informacao parcial
de que um evento B foi observado, com P(B) > 0. Como essa informagdo altera nosso
modelo? O primeiro ponto importante a ser considerado é que qualquer “resultado” fora
de B deve ter probabilidade 0 nesse novo modelo. Em outras palavras, ao medirmos a
nova probabilidade de um evento A, devemos considerar apenas o evento A N B, uma vez
que A N B¢ deve ter probabilidade nula. Além disso, observamos que o conjunto B deve
ter probabilidade 1 nessa nova medida. Outro ponto importante é que, as probabilidades
de eventos dentro de B devem manter a mesma razdo na nova medida que possuiam na
medida anterior. Ou seja, se um evento A N B era 3 vezes mais provavel que o evento C N B

na medida original, ele deve ainda ser 3 vezes mais provavel na nova medida.

Essas propriedades motivam a seguinte definigdo.

3.1 DEeriNIcAo (PrOBABILIDADE CoNDICIONAL) Dado um espago de probabilidade (QQ,F ,P)e A, B €
¥ eventos com P(B) > 0. A probabilidade condicional de que A ocorre dado que B ocorre,

60
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indicado por P(A|B), é definida como

P(A N B)

PAIB) =~

Observe que as propriedades que comentamos acima sdo respeitadas por essa definicdo.

o P(A|B) é proporcional a P(A N B);
o P(B|B) = 1;
o Dados quaisquer A,C € ¥ com P(C N B) > 0, entdo

P(A|B)  P(ANB
P(A|IC) P(ANC)

Frequentemente pensamos na probabilidade condicional como a probabilidade quando

restringimos ao evento B, tomando este como o novo espago amostral.

3.2 TeoreMA Dado (Q, ¥, P) umespago de probabilidade e dado B com P(B) > 0, entdo (B, ¥ N B, P(|B))
¢ um espacgo de probabilidade.

Demonstragao. Exercicio. O

3.3 ExempLo Um estudante realiza um teste cuja duragdo mdxima é de uma hora. Suponha que a
probabilidade de que o estudante termine o teste em menos que x horas seja igual a 3, para todo
0 < x < 1. Entdo, dado que o estudante continua a realizar o teste apés 0,75 horas, qual é a

probabilidade condicional de que o estudante utilize a hora completa? <

Seja Ty o evento em que o estudante termina o teste em menos que x horas,0 < x <1,eC
o evento em que o estudante utiliza a hora completa ou seja, C é o evento em que o estudante
ndo finalizou o teste em menos que 1 hora. Temos que o evento em que o estudante ainda
estd trabalhando apés 0,75horas é o complemento do evento Toc,75' entdo a probabilidade
desejada é

P(C|Ty ) = 0,8

3.4 TeoreMA (Le1 pA ProBABILIDADE TotaL) Dado (Q, F,P) um espago de probabilidade. Seja

{B1, By, ...} uma particido enumerdvel de (). Entdo

VAeF :P(A) = iP(A|Bz‘)P(Bi)
i=1
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Demonstracao.
PA)=P|AN O Bi)) (3.1)
i=1
=P O (AN Bi)) (3.2)
i=1
= i P(ANB;) (3.3)
i=1
= i P(A | Bi)P(B;) (3.4)

—

3.5 TeoreMA (DE Bayes) Dado P uma medida de probabilidade num espago de probabilidade (QQ, ¥, P) .
Suponha que P (A) > 0 e que P(B) >0

Entdo P(A|B)P(B)
P(B|A) = P4
Demonstra¢do. Da definigio de probabilidade condicional temos:
_P(ANB)
P(A|B) = PGB
_P(ANB)
P(B|A)= PA)

Manipulando temos:
P(A|B)P(B)=P(ANB)=P(B|A)P(A)

Finalmente, dividindo por P (A) temos:

P(A | B)P(B)

P(B|A)= 0

3.6 TEorREMA Sejam Ai,A, ..., Ay, eventos que formam uma partigio do espaco amostral, e assuma
que P(A;) > 0 para todo i. Entdo, para qualquer evento B tal que P(B) > 0, temos que
P(A)P(B|Ai) _ P(A;)P(B|A;)

3.1 Independéncia

Um dos conceito mais significativo na teoria da probabilidade é o conceito de independéncia.
Intuitivamente, dois eventos A e B sdo independentes se a ocorréncia do evento B ndo tras
nenhuma informagao sobre a ocorréncia de A. Em outras palavras, se a ocorréncia de B ndo
altera a probabilidade de A. Expressando isso de maneira mais forma chegamos a seguinte

definicdo proviséria.
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DEerINICAO (EVENTOS INDEPENDENTES - DEFINICAO PROVISORIA) Dado um espago de probabi-
lidade (Q,% ,P), dois eventos A e B com P(A) > 0 e P(B) > 0 sdo ditos independentes se
P(A|B) = P(A).

A definigdo acima, além de limitada a eventos de probabilidade positiva, possui uma
aparente inconsisténcia na maneira como é enunciado. A definicdo P(A|B) = P(A) ndo
trds a mesma simetria presente na expressao “A e B sdo independentes”. De fato, baseado
apenas nesta expressdo parece mais razodvel dizer que A é independente de B, mas ndo

necessariamente que B é independente de A.
Mas note que se P(A|B) = P(A) > 0, entao

P(ANB) _P(A[B)P(B) _P(A)P(B)
P(A)  PA) P(A)

P(B|A) = = P(B),

justificando a simetria da definigdo.

Mais do que isso, para eventos de probabilidade positiva, P(A|B) = P(A) ocorre se, e s6
se, P(A N B)/P(B) = P(A). Ou seja,

P(A|B) = P(A) & P(A N B) = P(A)P(B).

Como a igualdade da direita ndo depende de que P(A) > 0 e P(B) > 0, temos assim uma

definicdo mais geral e mais elegante de independéncia.

DeriNicAo (EVEnTOS INDEPENDENTES) Dado um espago de probabilidade (QQ,F ,P), dois eventos

A e B sio ditos independentes se

P(A N B) = P(A) - P(B).

Resumindo: as duas defini¢des sdo equivalentes no caso em que P(A),P(B) > 0, mas
a segunda definic¢do é preferivel pois inclui eventos tais que P(A) = 0 ou P(B) = 0. Além
disso, a segunda definicdo deixa claro por simetria que, quando A é independente de B, B

também é independente de A.

ProrosicAo Um evento A é independente dele mesmo se, e somente se, P(A) = 0 ou P(A) = 1.

Demonstracgao.
P(A) = P(AN A) = P(A)?

Resolvendo a equagdo do segundo grau em P(A) temos que P(A) = 0 ou P(A) =1 O
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ExempLo Considere o exemplo de rolarmos dois dados ndo viciados. Considere o espago amostral
Q=A{@G,j):i,j€{1,2,3,4,5,6}} e P amedida de probabilidade equiprovivel em (Q,29) tal que

. 1
PG = 5.
para todo (i,j) € Q.
Defina agora os exemplos

A = {observamos 2 no primeiro dado} = {(2,j) : j € {1,2,3,4,5,6}},
B = {observamos 4 no sequndo dado} = {(i,4): j € {1,2,3,4,5,6}}, e

C = {a soma dos valores observados ¢ 7} = {(i,j) € Q:i+]=7}.

Observe que P(A) = P(B) = P(C) = 1/6. Além disso
1 11
e analogamente P(ANC) = P(A)P(C) e P(BN C) = P(B)P(C).

Isso mostra que os eventos A e B sdo independentes, assim como os eventos A e C e os eventos B
eC. <

A definigdo de independéncia para mais que dois eventos é um pouco mais sensivel. No
exemplo anterior descrevemos 3 eventos tais que cada par destes é independente, mas ndo
parece razodavel dizer que o trio A, B, C é independente. De fato, se sabemos a informacao
de que o valor do primeiro dado é 2 e do segundo é 4 nos da que a soma dos valores é 6, e
portanto

P(C|IANB) =0+ P(C).

Isso nos mostra que a independéncia dois a dois, apesar de necessaria, ndo funciona por si

s6 como uma defini¢do consistente de independéncia de multiplos eventos.

Deixamos como exercicio, enunciado a seguir, demostrar que satisfazer AN BN C) =

P(A)P(B)P(C) também ndo é suficiente para independéncia de trés eventos.

Exercicio: Construa um exemplo de espago de probabilidade e 3 eventos A, B e C tais que
P(ANBNC)=P(A)PB)P(C), mais os pares de eventos nao sdo todos independentes. O

A solugdo para tal questdo é dada da seguinte defini¢ao.

DeriNicAo (EvenTos INDEPENDENTES) Uma colegdo de subconjuntos {Ax}kex da o-dlgebra F é

dita independente se, para cada conjunto finito de indices H C K a sequinte identidade vale:

P( N Ah) =[] pcan.

heH heH
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ExemrLo (LANCAMENTO UMA MOEDA) Este é o exemplo canonico de independéncia. Suponha que
vocé jogue uma moeda duas vezes. Seja A ser o evento “na primeira jogada saiu cara” e B ser o evento
que “na segunda jogada saiu coroa”. Calculando P(A) = § e P(B) = 1. Para calcular a probabilidade
da ocorréncia de ambos eventos, listamos os casos e observamos que P(A N B) = }1. Assim, A e B sio

independentes. <

ExemMPLO (AMOSTRAGEM) Suponha que uma urna contenha 5 bolas brancas e 5 bolas pretas. Agora

escolhemos 2 bolas sem substituicio.

Considere os eventos:

A = primeira bola é branca

B = segunda bola é branca.

Os eventos A e B sio independentes? Ndo. Depois de retirar uma bola branca, podemos dizer que
a urna conterd apenas 4 bolas brancas e 5 bolas pretas. Entdo, P(B|A) = %, e a probabilidade de
B em si (quando ndo sabe o que acontece com a primeira bola) é P(B) = % (porque P(B) = P(B®), e

assim o papel das cores é simétrico.).

Mas, por outro lado, se nds considerarmos o caso de retirada com substituicdo, entdo os eventos

A e B serio independente. <

E frequente a independéncia aparecer como hipétese na construgdo de medidas. Isso
acontece frequentemente quando dizemos que “5 moedas sdo langadas de maneira inde-
pendente” ou que “repetimos um experimento seguidas vezes de modo independente”. O
exemplo a seguir mostra como a hipétese de independéncia pode ser usada na construcao

da medida de probabilidade associada ao langamento de infinitas moedas.

ExempLO Jogamos uma moeda ndo viciada infinitas vezes de maneira independente. Queremos
construir o espago de probabilidade para esse problema. Vamos tomar Q = {0,1}*°. Vamos também

considerar as o-dlgebra ¥, n > 1 de eventos cilindricos, dadas por
Frn={{w € Q: (w1,...,w,) € B};BC{0,1}"}.

A o-dlgebra que usaremos serd dada entdo por ¥ = (%), onde T é a dlgebra dada por

_—
n=1

Dado n > 1 defina agora o evento H, = {w € Q : w, = 1}. Ou seja, Hy é 0 evento onde observamos

cara no n-ésimo langamento.

As hipéteses do problema nos dizem duas coisas importantes:
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[ a |como a moeda é nio viciada, P(H,) = 1/2 para todo n > 1;
EHL Hy, ... sdo eventos independentes.

Tome € = (€1,...,en) € {0,1}" uma sequéncia de n 0’s e 1's representando um resultado
possivel dos n primeiros langamentos da coroa. Faga agora Fy(e) = Hy se €x = 1 e Fx(e) = H se

€x = 0, e note que
n
A€)={weQ:wr=er, k=1, ,n} = ﬂFk(e) € Fr.
k=1

Vale assim que

P(A(¢)) = P

(F@)| = [ TPEue) = 57
k=1 k=1

Deste ponto em diante sequimos exatamente como na segio 5.2 da parte 2, e construimos exatamente

a mesma medida (por que podemos afirmar isso?) <

A seguir apresentamos alguns resultados importantes sobre independéncia.

ProrosicAo Dado P uma medida de probabilidade e {E; | i > 1} uma familia enumerdvel de

P (ﬂ Ei) = n P(E;).

i>1 i>1

eventos independentes. Entdo:

n
Demonstracao. (

E,') é uma sequéncia de eventos decrescentes, logo

1

P (ﬂ Ef) = fim P (ﬂ Ef) - i [ [ i€ = [ ] vee
] i=1

i>1 i=1 i>1

1

ProrosicAo Se {E; | i € I} é uma familia de eventos independentes, entdo a familia de eventos

{F;i | i € I}, onde F; = E; ou Ef, também é independente.

Demonstragdo. Exercicio. Dica: use que P(A N B) + P(A N B¢) = P(A) para substituir E;_por
Ef emP(E; N---N E;,) e siga por indugio. o

A seguir, como exemplo de aplicacdo da nocdo de independéncia, vamos resolver um

problema sem nenhuma relagdo aparente com a teoria das probabilidades.

TeoreMA (FOrRMULA DOS NUMEROs PriMos DE EuLerR) Dado s > 1. Entio

1 1
C(S):ZZEZH1_p—S‘

nx1 peP
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Demonstragdo. Sejam Q =N, P(n) =

e P o conjunto dos niimeros primos.

s)™
nS
Considere Ey 0 evento “nitmeros divisiveis por k”. Observe que:

PE)= YR = Y O

i>1 i>1

Logo, quaisquer primos ki, . .., k,

r r r
P((Ey|=P B |7 [ 1% =] P
j=1 j=1 j=1

j=1

Mostramos que {Ey | k primo} é uma familia de eventos independentes. Como n = 1 se e somente

se ndo é divisivel por nenhum primo, temos:

S N

peP per per

Terminamos a se¢do generalizando o conceito de independéncia para cole¢des de fami-
lias de eventos, seguido de um resultado de caracterizacdo desta forma de independéncia.
Como ndo usaremos muito este conceito ao longo desse livro, ndo nos estenderemos sobre

o assunto e deixaremos o resultado sem demonstragao.

3.18 DEeriNigAO (FamiLiAs INDEPENDENTES) Dado oy uma familia de conjuntos em ¥ para cada k €
K. Entdo {dx}kex sio familias independentes se para cada escolha de Ay € ) os eventos
{Ak}kex sdo independentes.

3.19 TeoreMA Dado (QQ, ¥, P) um espago de probabilidade e K um conjunto de indices

Subclusses Se oy C B C Fpara todo k € K e {Bx}rex sio familias independentes entio
{x }kex sdo familias independentes.

[2]|Acréscimo { <y} vegc S0 familias independentes se e somente se {aei U {Q}}ke‘K sdo familias
independentes.

[3|Produto Simplificado se o1, ..., oy sio familias de conjuntos em F e Q) € oy para cada k,

entdo g1, . .., 9y sio familias independentes se e somente se

P(ﬁ Ak) - ﬁ P(Ay).
k=1 k=1

para cada escolha Ay € 9.
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As defini¢des acima sdo ambas generalizadas pela seguinte defini¢do de independéncia

para o-algebras.

DErFINICAO (0-ALGEBRAS INDEPENDENTES) Dado (Q), ', P) um espago de probabilidade e seja A
e B duas sub-o-dlgebras de F . Entido ‘A e B sio ditas independentes se, dados A € AeB € B,

P(A N B) = P(A)P(B)

TeoremA (FamiLiAs INDEPENDENTES) Suponha que { <y }rex sdo familias independentes de con-

juntos em F tais que cada oy é um m-sistema. Entdo {o{dx)}kex sio familias independentes.

Prorosicio Considere uma familia de eventos independentes {Axexc}. Se I N | = 0, entdo o (A :
k € I)eo(Ax : k € ]J) sdo independentes.

Lei 0-1 de Kolmogorov e Lemas de Borel-Cantelli

Dado uma sequéncia de eventos arbitrarios A1, A, . ... Queremos definir o que significa
um evento A depender somente dos eventos A, A,+1, ..., para n suficientemente grande,
ou dito de outra forma um evento A ndo depender dos eventos iniciais Ay, . .., A, para todo

n.

DEerINICAO A o0 — dlgebras caudal é

T = ﬂ O-<14711147’1+1/141’l+2/ .. >

n=1

Os elementos de T~ sdo denominados eventos caudais.

Se pensarmos no indice n como o tempo, entdo o{(A,, Au+1, An+2,...) contém a in-
formacgdo apds o tempo n e 7 contém a informacdo "apds o tempo n para todo n", ou
seja, vagamente falando, a informacao no infinito. Outro nome para a o-dlgebra caudal é

o-algebra de eventos remotos.

Poderia-se pensar que poucos eventos seriam caudais, mas em algumas situagdes a

o-algebra caudal pode conter muitos eventos como mostra o préximo exemplo.

ExempLo Por exemplo, considerando o langamento infinito de moedas, e denotando por H,, o evento
no qual no n-ésimo langamento aparece cara, entido I inclui o evento lim sup H,, no qual obtemos
infinitas caras; o evento liminf H, no qual obtemos apenas um niimero finito de coroas; o evento
lim sup Hy,, que obtemos infinitamente muitas caras nos lances 2, 4, 8, e o evento "uma sequéncia

de 100 caras consecutivas ocorre infinitas vezes”. <
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TeoreMA (Le1 0-1 pe KoLmoGorov ) Dados A1, A, . . . eventos independentes. Entio todo evento
caudal A tem probabilidade 0 ou 1.

Demonstracdo. Considere A1,Az, A3, ..., An-1,An, An+1,...,...eventos. Entdo, pelo Corold-

1i03.22,0(A1, ..., Ap-1)ec(An, ... Ans1, .. .) sdoindependentes. Noteque, A € 6(Ay, ... An+1,--.).

Logo, os eventos A1, Az, ..., An-1, A sio independentes para todo n.

Consequentemente os eventos Ay, Az, ..., A sio independentes. Entdo, pela Proposicio 3.22,
0(A1,A,...) e 0(A) sio independentes. Mas A € 6(A1,Az,...) e A € 0(A), que sdo indepen-
dentes. Logo, A é independente de si proprio. Logo

P(A) = P(AN A) = P(A)%.
e assim P(A) é ou 0 ou 1. O

DEeFINICAO (INFINITAS VEZES E QUASE SEMPRE) Dados A1, Ay, ... subconjuntos de Q). Entio di-

zemos que os eventos ocorrem infinitas vezes se

=)

m=

(s

Ay, =:limsup A,

n—00

—_

n

I
3

Dizemos que os eventos ocorrem quase sempre se

{A, gs.}:= O ﬁ A, =:liminf A,

n—00
m=1n=m
TeoREMA (PRIMEIRO LEMA DE BoReL-CANTELLY) Dados E1, Ey, . . . subconjuntos em ¥ . Entio

i P(E,) < 0o = P(E, iv)=0

n=1

Demonstragao. Suponha que:

Z P(E,) < co.
n=1
Como a série converge devemos ter que
Z P(E,) —» 0, quando N — co.
n=N
Logo
ff 2, P(En) =0

n=N
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Assim

P(E, iv)=P (lim sup En)

n—00

TeoreMA (LEmA DE FaTou pARA ConjunTOs) Dados Eq, Es, . . . subconjuntos de F . Entdo
P(E, g.s.) <liminfP(E,)
n

<limsupP(E,) < P(E, iuv.).
n

Demonstra¢do. Exercicio O

Se pensarmos em 1 como tempo ou algo analogo, o que o resultado acima nos diz é que se
uma sequéncia de eventos tem probabilidade decaindo muito rdpido, entdo eventualmente

deixaremos de observar essa sequéncia de eventos. De fato, note que

SIS c o oo
(hmsupA”)c - (ﬂ Jan] = (U () A5 | = liminfAg,
" N=1n=N N=1n=N g

de modo que se P(A, iv.) =0, entdo P(AS g.s.) = 1.

ExempLO (PAassero ALEATORIO AssimETRICO) Considere um processo aleatorio em Z onde uma
particula inicia em x = 0 e a cada instante n salta uma unidade para a direita com probabilidade
p € (0,1) ou uma unidade para a esquerda com probabilidade 1 — p. Denote por S,, € Z a posigio da
particula no instante n > 0.

O processo Sy, é conhecido na literatura como passeio aleatério simples, e no caso em que p # 1/2,

dizemos que o passeio é assimétrico.

Para construir tal processo tomaremos como espago amostral o espago
Q={-11}* ={w = (v1,wy,...): wx € {-1,1}, k > 1},

e seguindo os mesmos argumentos do exemplo das infinitas moedas, construimos uma medida tal que
os eventos A, = {w € Q: w, =1}, n > 1 sdo independentes com P(A,) = p.
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Agora definimos So(w) = 0e Sy(w) = w1 + w2 + -+ + Wy
Assim para cadan > 1
P(Sy = Sp-1+1) := P({w : SN(@) = Sp1(@) +1}) = P(Ay) = p,
enquanto
P(Sy = Sp1-1):= P({w : Sn(w) = Sp1(w) =1}) = P(A,) =1 -p,
como gostariamos.

Estamos interessados agora em estudar o retorno de tal processo a origem do espaco. Mais
especificamente, queremos saber com que frequéncia o processo retorna para o ponto onde comegou
o passeio. Em outras palavras, estamos interessados na sequéncia de eventos {S, = 0} = {w :
Sn(w) = 0}.

Para que tenhamos S, = 0 é necessdrio que o total de passos para a direita até o instante n seja
igual ao total de passos para a esquerda. Com isso concluimos, antes de mais nada, que n deve ser

par.

Fica como exercicio para o leitor justificar agora que
2n\ , "
P(S2n=0)=1| " |p"(1—p)".

Usando a formula de Stirling, encontramos que

Varn 4" n?" e=2" (1= p)t = [4p(1 - p)]"
(\/27.(_1,1”11 e~n)2 P Pr= W '

Note agora que se p # 1/2 entdo r := 4p(1 — p) < 1 e portanto

o0 o0 rn
P(Sy, =0) ~ < o0,

E portanto P(Sp, = 0 i.v.) = 0, mostrando que eventualmente o processo visita a origem do

P(52, =0)

espago uma tiltima vez, para nunca mais retornat. <

No exemplo anterior, caso considerdssemos o caso simétrico, onde p = 1/2 teriamos

r =1 e assim

- o 1
;P(Szn:O)z;}W:m.

Infelizmente, a soma divergir ndo é, por si s6, suficiente para garantir que P(Sp, =
0 iv.) = 1. Para isso precisariamos de alguma hipétese adicional, como mostramos no

proximo resultado.



CAPITULO 3. INDEPENDENCIA 72

O segundo Lema de Borel fornece uma reciproca parcial do primeiro lema de Borel-
Cantelli.

3.30 TeoreMA (SEGuNDO LEMA DE BorReL-CANTELLI) Dados Eq, E», . . . conjuntos independentes em
F . Entdo

i P(E,) = 0o = P(E, iv)=1.

n=1
Demonstra¢do. Suponha que 3,,°" P(E,) = oo e que os eventos (E,);, sdo independentes. E

suficiente mostrar que os eventos E,, que nio ocorrem para infinitos valores de n tem probabilidade 0.

Comegamos observando que
[s¢] o0 c

P({E, i0.)°) = P(hminfE;) - P((ﬂ g En) ) -

=P E;|= lim P E;

(U ﬂ ”) Nl_Igo (n=N ”)

N=1n=N
e desta forma temos que é suficiente demonstrar que: P (- E5) = 0. Como os eventos (E,)*_,

sdo independentes temos que:

P(ﬁ Eg) ﬁ P(ES)

n=N

[
—
=
|
=
™
T

< n exp(—P(E,)) pois1 —x < e
n=N

= exp (— i P(En))

n=N
=0.

Resumindo, dados A1,A;, ... eventos independentes. Entao

0 se),P(A,) <o

P(A, iv.) = { 1 se S P(A,) = co.

3.31 Exempro Considere o exemplo de infinitos langamentos independentes de uma moeda ndo-viciada.

Intuitivamente, esperamos que o total de caras observados, assim como o total de coroas, sejam

infinitos. Para mostrar isso, tome o evento

Ay = {0 n-ésimo langamento foi cara} = {w € Q : w, = 1}.
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Ji sabemos que os eventos A, n > 1 sdo independentes e que P(A,) = 1/2. Segue entio que

i P(Ay) = o,
n=1

e pelo segundo lema de Borel-Cantelli, P(A, i.v.) = 1. Ou seja, observaremos infinitas caras com
probabilidade 1.

De modo andlogo podemos mostrar que P(AS, i.v.) = 1.

Antes de seguir para os exemplos na préxima sessdo, tente resolver o exercicio abaixo.

Exercicio: Calcule a probabilidade de sairem 100 caras consecutivas infinitas vezes.

Aplicacoes

Sequéncias de Cara

Se jogarmos uma moeda infinitas vezes, mais cedo ou mais tarde, veremos sair duas caras
seguidas. Se tivermos muita paciéncia, veremos sairem 100 coras seguidas. Para formalizar
essa ideia, seja {(n) = a fungdo que retorna o ntimero de caras consecutivas apds o n-
ésimo lancamento. Estamos adotando a convengdo que ¢(n) = 0 se sair coroa no n-ésimo

lancamento.

Dado um inteiro fixo k é facil ver que
P({(n) >k iv.)=1.

Vamos considerar uma situa¢do um pouco mais geral. O que ocorreria se trocdssemos o
inteiro fixo por uma fungdo k(n)? O quao rapido essa funcdo pode crescer de modo que a

probabilidade permaneca 1.? Ou seja, para quais fung¢des k(1) temos que

P(l(n) = k(n) iv.)=1.

O préximo teorema nos diz que essa fungdo pode crescer no maximo como log, 7 como

provamos no préximo teorema:

3.32 TEOREMA

[1|Para todo € > 0, P(é(n) > (1 +¢€)log,n iv.)=0.
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[2|P(€(n) > log,n iv.)=1.

Demonstracao.

Comegamos pela observagio que P(£(n) > r) = % E aplicando Borel-Cantelli apés a substituicdo
(1 + €)log, n obtemos:

P({(n) > (1+e€)log,n) = e

Esta série converge e logo podemos utilizar o Primeiro Lema de Borel-Cantelli. Isso termina a
demonstracdo.

[2]A segunda parte é mais interessante. Ela nos fornece uma técnica comum na teoria da probabili-
dade. Por que a segunda parte é mais elaborada? O problema é que os eventos {{(n) > log, n}

ndo sdo independentes, entio nio podemos simplesmente aplicar o lema Borel-Cantelli.

Mas podemos “podar” esses eventos de modo a tratarmos apenas de eventos que nio se sobrepoem.

Vamos denotar r(n) := log, n.
Agora olhamos para ny = 2. Mas s6 voltaremos a olhar a sequéncia apds log, n1, ou seja
ny = n1 + r(1). De modo geral,
ny = 2
a1 = ng + r(ng).
Ou seja, os eventos Ax = {€(nx) > r(ny)} sdo independentes.
Comecamos em 2, pois log, 1 = 0. Retornando a demonstragio do teorema.

Os eventos Ay sdo independentes, porque os A} envolvem indices nio sobrepostos. Entdo temos

1

PAY = oo

Agora, s6 queremos ver que a soma desta série diverge. Mas a soma

[o¢]

1
D r)

k=1
estd definida recursivamente. Entdo, preenchemos as lacunas na soma fazendo

[s¢] [o¢]

1 1 ngy —ng
Z () Z (i) r(ng)

k=1 k:l
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E agora convertemos os saltos nj.+1 — ny como soma de 1s:

o 1
=2 2wy

k=1 ng<n<npsq

Como r(ny) < r(n), a iiltima soma é maior ou igual a

o1
<) o
o 2rmy(n)

e assim, usando a definigdo de r(n), temos

(o]

1
anogzn'

n=1
que diverge.

Para que a demonstragio anterior fique correta precisariamos tomar a parte inteira de r(ny) e fazer

pequenas alteragoes. Deixamos essas alteragoes como exercicio ao leitor m|

Teorema do Macaco Infinito

"I heard someone tried the monkeys-on-typewriters bit trying for the plays of
W. Shakespeare, but all they got was the collected works of Francis Bacon."
- Bill Hirst

Vamos considerar uma pequena adaptacdo do Teorema 3.32. Vamos considerar que
estamos sorteando caracteres uniformemente no alfabeto {a,b,c...,x,y,z}. Entdo obtemos
uma sequéncia infinita de caracteres, onde cada caractere é escolhido uniformemente ao
acaso. E uma das consequéncias do Teorema é que qualquer texto finito ocorre quase-

certamente nessa sequéncia.

Isso nos leva ao seguinte “teorema”

TeoreMA (TEOREMA DO Macaco INFINITO) Um macaco que pressiona as teclas aleatoriamente
de uma mdquina de escrever por uma quantidade infinita de tempo ird quase certamente digitar um
determinado texto, como as obras completas de William Shakespeare. Na verdade, o macaco quase

certamente digitaria todos os textos finitos possiveis um niimero infinito de vezes.

Teoria de Percolagiao

Suponha que, em dado material poroso, algum liquido seja derramado no topo. Este liquido

chegara ao fundo? Quao rédpido?
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Em matemadtica, podemos pensar um material poroso como um grafo, digamos por
exemplo que os vértices sdo Z2. Conectamos vértices vizinhos desta rede de forma indepen-
dente com alguma probabilidade p. O resultado é um grafo aleatério. De modo alternativo,

podemos fazer uma construgdo andloga com vértices em vez de arestas, e considere o

subgrafo como aquele determinado pelos vértices escolhidos.

Alguma terminologia:

]

O

o O gréfico escolhido é o subgrafo aberto.

o As componentes conexas do subgrafo aberto sdo denominados clusters abertos.

De acordo com a terminologia acima, os dois modelos descritos anteriormente sao

percolacao de elos e percolacao do sitio. No que se segue vamos restringir nossa atencao

a percolacao de elos.

.
ik Enaﬂ_:r_:;fj

Tt rsiiteri =
r-"_L'n E:LLIU l u
im0 P 1y

“'i"’._.

! g

Como dissemos, a motivacao fisica para este modelo é um liquido que percola através
de uma rede sé6lida, onde as ligagdes abertos representam os locais pelos quais o liquido
pode passar. A principal questdo sugerida por esta interpretacdo é se o liquido é capaz de

passar completamente pela rede, o que corresponde matematicamente a existéncia de um

cluster aberto infinito.

O Teorema de Harris-Kesten responde esta pergunta para a percolacdo de elos em Z?2.

Esse teorema afirma que para p > 1, existe um cluster aberto infinito com probabilidade 1

As aresta/vértices escolhidos sdo ditos abertos.

—

As arestas sdo denominadas elos e os vértices sao denominados sitios.

E

icE

i

o
%

e para p < 3 existe um cluster aberto infinito com probabilidade 0.
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Vamos fazer a construcdo probabilistica desse modelo e para isso definimos:

o Q= {0,1}/El = TT{0,1} como o conjunto de todos as configuragoes de arestas abertas
ecE
ou fechadas. Dada uma configuragdo w € () e uma aresta e € E, dizemos que ¢ esta

aberta se wp, = 1 e fechada w, =0

o Fo como a dlgebra em () gerada pelos cilindros finito dimensionais
C(F,0)={w € Q| ws=o0fparaf €F}, ;

Sendo F ¢ E um conjunto finito e ¢ € {0,1}// uma configuracdo em F.

o ¥ como a o-dlgebra em Q) gerada pelos cilindros finito dimensionais

o No modelo mais simples de percolagdo cada aresta tem uma probabilidade p de estar
aberta e essa probabilidade independe das outras arestas. Dessa forma escolhemos P

como a pré-medida de probabilidade em ¥y induzida por

P(C(F,0)) = ]_[p ]_[1—p.

feF feF
ar=1 ar=0

Por argumentos de classe compacta, podemos provar que P é uma pré-medida e pelo

Teorema de Extensdo de Carathéodory podemos definir uma probabilidade P em 7.

A tripla (Q,7 ,P) definida acima é o modelo de percolagdo em Z2. Nio é dificil alterar a
construcio acima para construir o modelo de percolagdo em Z? ou em um grafo G conexo

e com um numero enumeravel de vértices.
Probabilidades Criticas

Para um sitio x, definimos C, como o cluster aberto contendo x e 6,(p) a probabilidade

de que C, seja infinito.

ProrosicAo Existe uma probabilidade critica p,. tal que Ox(p) = 0se p < pc e Ox(p) > 0 se
p < pc, para todo x.

Demonstrac¢do. Considere dois sitios x, y tais que |x — y| = d.

Como o grafo é conexo, temos um caminho ligando x e y. Esse caminho nos permitird estabelecer
uma relagdo entre Ox(p) e 0, (p). Vejamos como: 0x(p) = p? 0y(p), pois se houver um cluster aberto
infinito contendo y e um caminho de y para x, existird um cluster aberto infinito contendo x também.
Assim, se Ox(p) = 0 para um sitio, entdo O,(p) = 0 para todos os sitios, e se Ox(p) > 0 para um

sitio, entdo Ox(p) > 0 para todos os sitios.
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Se mostramos que O,(p) é uma fungio crescente de p, a existéncia de p. segue. Para ver o
comportamento crescente, utilizaremos a técnica de acoplamento. Atribua a cada uma das arestas e
uma varidvel aleatéria independente X, ~ Uni[0,1] e, em sequida, decida torna-ld aberta se X, < p.
Se p1 < p2, o subgrafo obtido com probabilidade py serd sempre contido no subgrafo obtido com

probabilidade p», e dessa forma O (p) deve ser crescente.

Também observamos que para p = 0 temos que 6(0) = 0 e para p = 1 temos que 0(1) = 1.
Gostariamos de provar que essa transigdo é ndo trivial, ou seja, ou seja que a probabilidade critica é

estritamente maior que 0 e menor que 1. Mas ndo faremos isso agora.

Discutiremos mais sobre a técnica de acoplamento no capitulo 12. O

Agora, conecte este p. a nossa pergunta original sobre a existéncia de um cluster aberto
infinito.
TeorREMA Seja I ser o evento que existe um cluster aberto infinito. Entdo P(I) = 1sep > p. e

P(I)=0sep < pe.

Demonstragdo. A demonstragio serd feita mostrando que I é um evento caudal. Se I for um evento
caudal, pela lei Kolmogorov 0-1, sua probabilidade s6 pode tomar os valores 0 ou 1. Assim, sep < p.,
entio P(I) < Z Ox(p) = 0 entdo P(I) = 0. Se p > p, entdo P(I) > Ox(p) > 0 para pelo menos um

X
sitio, entdo P(I) = 1.

Mostraremos agora que I é um evento caudal. Para isso, enumere os elos como E = {e,,e1, ...},
e para k > 0 defina
A ={w e Q: w, =1}

Segue que os eventos Ag,Az, . . . sdo independentes, e além disso temos que F = 0(Ag,A1, .. .).
Dado w € Q seja Go(w) o subgrafo obtido a partir da remogdo de ey de E
Go(w) ={e € E: w, = 1}\{eo}.
Deste modo o evento
Iy = {existe um cluster infinito em Go},
étal que Iy C lely € 0(A1,A2,...).

Além disso, se w € I, entdo o cluster Cx(w) é infinito. Se a componente C, ndo contem e, entiao

Cy também é um cluster infinito em Go(w), e segue que w € Io.

Se Cy contem e, a retirada de ey dividird C, em, no maximo, dois clusters (duas componentes
conexas) disjuntos, e ao menos um deles ainda serd infinito, e como ndo contem ey, serd infinito em
Go(w). Deste modo, w € Iy. Concluimos assim que I = Iy € 0(A1,A2,...).

De modo andlogo, podemos demonstrar que I € 6(An,An+1,...) paratodon > 0, e portanto I e

caudal.
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Exercicios
Ex. 3.1 — Deixe Q ser os inteiros {1,2,...,9} com probabilidade de 1/9 cada. Mostre que
os eventos {1,2,3},{1,4,5},{2,4,6} sdao dois a dois independentes, mas a familia nado é

independente.

Ex. 3.2 — Construa um exemplo de trés eventos A, B, C que ndo sdo independentes mas
que satisfazem P(A N B N C) = P(A)P(B)P(C).

Ex. 3.3 — Dado uma familia finita de eventos {A;} que sdo independentes mostre que o
conjunto {AZ(.:} que € o conjunto de complementos dos eventos originais, também é inde-

pendente.

Ex. 3.4 — Construa um espago de probabilidade (Q,P) e k eventos,cada um com probabi-
lidade 1/2, que sdo k — 1 independentes entre si, mas ndo sdo independentes. Escolha o

espago amostral tdo pequeno quanto possivel.

Ex. 3.5 — Uma bolsa contém uma bola preta e m bolas brancas. Uma bola é retirada
aleatoriamente. Se ela for preta, ele é retornada para o saco. Se for branca, ela e uma bola
branca adicional sdo devolvidas a bolsa. Deixe A, indicar o evento em que a bola negra nao
é retirada nas primeiras »n tentativas . Discuta a reciproca do Lema de Borel-Cantelli com

referéncia aos eventos A,,.

Ex. 3.6 — Dados A,, n > 1, conjuntos de Borel no espaco de Lebesgue ([0, 1], 7(0,1), u).
Mostre que se existe Y > 0, tal que p(A,) > Y para todo 1, entdo existe pelo menos um

ponto que pertence a infinitos conjuntos A,

Ex. 3.7 —

1. Paratodo k =1,...,n deixe P ser uma parti¢do de QO em conjuntos enumeraveis de
¥ . Mostre que as o-algebras o(%1),...,0(Py) sdo independentes se e somente se

(3.5) vale para cada escolhade Ay em P k =1,...,n.

2. Mostre que os conjuntos Ay, ..., A, sdo independentes se e somente se

n n
P(ﬂ Bk) = ]r@o
k=1 k=1
para toda escolha de By como Ay ou Ai parak=1,...,n.

Ex. 3.8 — Deixe ¢4, ..., 9, serem 7-sistemas de conjuntos em ¥ tais que

P(ﬂ Ak) - ﬁP(Ak) (3.5)
k=1 k=1

para toda escolha de Ay € oy parak =1,...,n.
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1. Mostre usando um exemplo simples que &’s ndo precisam ser independentes.

2. Mostre que ;s serdo independentes se para todo k, (O é unido enumeravel de
conjuntos em .

Dica: Inclusdo- Exclusao

Ex. 3.9 — Dados A1, Ay, .. .. Mostre que P(A,, i.v.,) = 1se esomente se Z P(A,|A) diverge
n=1
para todo A de probabilidade ndo nula

Dica: Mostre que P(A, iv,) < 1 ZP(An|A) < oo para algum conjunto A com

n=1
P(A) > 0.
Ex. 3.10 — Medida de Lebesgue

Faga a construc¢do da Medida de Lebesgue na reta usando o teorema da Classe Compacta.

Ex. 3.11 — Infinitas Moedas I
Dado Q = {0, 1}* ser o espago das sequéncias 0 — 1, e deixe ¥y denotar a dlgebra da unido
finita de conjuntos da forma
Aner,...,en)={w=(w1,wr,...) EQ:w1=¢€1,...w0y =€y}
Fixe p € [0,1] e defina
Py(An(€l, ..., €n)) = p= (1 = p)" 26

1. Mostre que a extensdo naturalmente aditiva de P, para ¥ define uma medida na
algebra . [Dica: pelo Teorema de Tychonov da topologia, o conjunto €2 é compacto
para a topologia do produto, verifique que os conjuntos C C ¥ sdo abertos e fechados
na topologia produto, de modo que, por compacidade, qualquer unido disjunta
enumerdvel pertencente a #y deve ser uma unido finita.]

2. Mostre que P, tem uma tnica extensdo para o(fp). Esta probabilidade P, define
a probabilidade do produto infinito. [Dica: aplique o Teorema de extensdo de

Carathéodory.]

3. Mostre que as fungdes projegdes de coordenadas
Xn(@) = wn, @ =(w1,02,)
paran =1,... definem uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. de Bernoulli.

Ex. 3.12 — Percolacao de Elos

Para um gréfico (infinito) G = (V, E), tomamos:

m Q= {0,1}/El como o conjunto de todos os arranjos de arestas abertas, onde 0 representa

uma aresta fechada e 1 representa uma aresta aberta;
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B X como a o -algebra em () gerado pelos cilindros
C(F,0) ={w € Q| ws = oy para f € F},
FCE,|F| <weo={01}";

® P como a medida de probabilidade em X induzida por

P,(C(F,0)) = l_[p ﬂ 1-p].
feF feF
Uf=1 Uf=0

1. Mostre que a extensdo naturalmente aditiva de P, para #; define uma medida na
algebra .

2. Mostre que P, tem uma tinica extensao para o{%o).



CariTULO

Varidveis Aleatorias

4.1 Funcdes Mensurdveis

Como vimos na parte anterior, espagos mensurdveis sdo o primeiro ingrediente na mode-
lagem de uma probabilidade (ou de uma medida). Sdo eles que carregam a estrutura que
daré suporte ao nosso modelo. Assim, ao mapearmos um espaco (€1,%1) em outro espago
(Qy,%>) é importante garantirmos que tais estruturas estejam preservadas. E quem faz esse

papel na teoria da medida sdo as fun¢des mensurdveis.

4.1 DeriNigAo Dados (Q1, F1) e (o, F2) espacos mensurdveis, uma fungio f : Q1 — Qp é dita
F1 — Fo-mensurdvel ou simplesmente mensurdvel se a pré-imagem de todo conjunto mensurdvel é
mensurdvel. Ou seja, se

AeF = f1(A)eF.

Figura 4.1: A fungdo f é mensuravel se f~!(A) é mensurdvel para todo A mensuravel

82
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4.2 OBSERVACAO

o Dado uma fungio f : Q1 — Qp que é F1 — Fr—mensurdvel entio se 1 C F| claramente f

é 7:1’ — %> — mensurdvel.

o O mesmo ndo ocorre se aumentarmos a o-dlgebra da imagem! Pode-se provar, por exemplo,
que existem fungdes continuas que ndo sio Lebesgue mensurdveis, i.e, nio sio B(R) — B(R)-
mensurgveis. <

A familia de fun¢des mensuraveis é, em geral, bastante rica. No contexto das fung¢des
reais, por exemplo, continuidade é condicao suficiente para mensurabilidade. Mas ainda
assim, verificar mensurabilidade baseado apenas na sua definicdo pode ser um trabalho

herctleo e ingrato.

Por isso, antes de seguir com os exemplos, vamos primeiro colocar um resultado que

facilita esse processo.

4.3 Teorema Considere uma fungio f : (Q1, F1) — (Qz, F2), e A C F tal que > = o(A). Nestas
condigdes, se f~1(A) € F1 para todo A € A, entdo f é mensurdvel. Ou seja, se

AeA= fYA)eR.

entdo
Aco(Ay= fYA) e A,

Demonstragdo. Considere F := {A € o(A) : f1(A) € F1}. Iremos demonstrar que F = o (A).

Sabemos que A C F C o(A). Além disso temos que o {(A) é a o-dlgebra minimal contendo A.

Assim, basta demonstrar que ¥ é uma o-dlgebra.

[1]|Demonstraremos que se A € ¥ = A® € F.
Para isso observe que f~1(A°) = (f71(A))°.

[ 2| Demonstraremos que se A1, Ay, ... € F, entdo | J;,_4 An € F. Mas

A= @
n n=1
Logo, F é uma o-dlgebrae A C F C o(A) o que implica que A C F = 0(A). i

4.4 CoroLARIO Sejam (Q, ) um espaco mensurdvel e f : QO — R uma fungdo real. Nestas condigdes

sdo equivalentes as seguintes afirmativas:
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[a]f é T — B(R) mensurivel (mensurdvel a Borel);
(b {w € Q: f(w) < x} = f1((~o00, x]) € F para todo x € R;
[(J{weQ: f(w) < x} = f (-0, %)) € F para todo x € §;
[a|{w € Q: f(w) = x} = fU([x, +00)) € F para todo x € R;
[e[{w € Q: f(w) > x} = f((x, +0)) € F paratodo x € §;
Demonstragio. Basta lembrar que
BR) = 0({(-c0,x]: x €R})
= 0({(-e0,x) : x €R})

= o{{[x, +0) : x € R})
=o{{(x,+0): x € R})

Sigamos para alguns exemplos...

4.5 ExemprLo (FuncAo INpDicaADORA DE UM EVENTO) Dado um espago mensurdvel (O, F)e A € F,
a fungdo indicadora de A, geralmente denotada por 14 ou por I{A} é definida por:

1 , weA
1a(w) = 0 wéA

Agora, dado B € B(R) note que

0 , 0,1¢B;
Q , 0,1€B;
A , 0¢BeleB;
A¢ , 1¢Be0€B.

1,1(B) =

E portanto, 14 é uma fungio mensurdvel.

4.6 Exempro (FuncOEs SimpLEs) Podemos modificar o exemplo anterior de modo a criar uma fungdo

X cuja imagem seja um conjunto finito {ay, ..., an}.
Para isso tomemos uma partigio A1, Az, ..., A, € F de Q) e defina

n

X(w) = ) axlla(@).

k=1
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Neste caso, tomando os ays distintos, teriamos que Ay = X~ '({ax}) e a mensurabilidade de X

pode ser verificada observando que

onde a unido acima é vazia se {k : ar € B} = 0.
A préxima proposicdo é um resultado de central importancia, e nos fornece uma gama
enorme de fun¢des mensuréveis.

ProrosicA0 (MENSURABILIDADE DE APLICACOES CONTINUAS) Seja (Q1,d1) e (Qy, d2) espagos

métricos e seja f : Q1 — (Qp uma aplicagdo continua. Entdo f é B(Qq) — B(Qp)-mensurivel.

Demonstragdo. Da continuidade de f, sabemos que f~1(A) é um aberto de Q1 sempre que A €
B(CYy) é aberto. E logo f é mensurdvel. o

Os exemplos acima mostram que a familia de fun¢des mensuraveis é, em geral, bastante
rica. Para terminar essa se¢dao, um resultado bastante ttil relacionado a fungdes mensura-

veis.

ProrosicAo Dadas fungoes mensuriveis g : Q1 — Qo e f : Qp — Qs. Entdo a composigio f o g

é mensurdvel.
Demonstragdo. Exercicio O
Exempro Se f : (Q, F) — (R", B(R")) é uma fungido mensurdvel, tal que

fl@) = (filw),..., fulw)),

com fr : Q—-R, k=1,...,n,entdo fi é uma fungio mensurdvel, paracada k =1,...,n.

Para ver isso tome a projegdo candnica 1 : R" — R dada por mt(x1, ..., x,) = Xk e note que
i (—00,x]) = R x (0,x]R"™F € BR"),

e, pelo coroldrio 4.4, Tty é mensurdvel.

Para ver que fi é mensurdvel basta notar que fi = 1 o f, e o resultado segue da proposigio 4.8.<
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Varidveis Aleatdrias

Varidveis aleatérias sdo um elemento central na teoria das probabilidades. Informalmente,
elas sdo usadas para representar quantidades associadas a um dado experimento aleatério.
Ao rolar um dado duas vezes, podemos estar interessados no valor observado no primeiro
dado, no segundo ou até mesmo na soma dos dois valores. Cada uma destas quantidades

é uma varidvel aleatédria.
Formalmente, definimos uma varidvel aleatéria como uma funcdo real mensuravel

quando colocamos em R a ¢-dlgebra de Borel B(R).

DeriNigAo Uma varidvel aleatéria é uma fungido mensurdvel que toma valores em R
X:(Q,F) - (R, B[R)).

OsservAacAo Ao longo do curso veremos que o comportamento da imagem é a parte mais importante
na caracterizagio de uma varidvel aleatéria, e o dominio frequentemente assume um papel secunddrio.
E é por essa razdo que tais fungdes sio conhecidas como varidveis aleatdrias, e ndo simplesmente
por fungdes mensurdveis. <

No caso em que o espacgo de chegada é R", a fungdo mensurdvel X é denominada
vetor aleatério. Neste caso é comum denotarmos X = (Xj,...,X,), onde cada Xi, k =

1,...,n é uma variavel aleatéria, como vimos no exemplo 4.9.

Exempro O primeiro exemplo que consideraremos é o langamento de moeda. Nesse caso,temos que
o espago amostral ¢ Q = {H,T} e ¥ = P(Q).

Entio, temos a seguinte a varidvel aleatoria

X:Q—R

definida como:
X(H) =1,
X(T) = 0.

O segundo exemplo, dado abaixo em forma de definigao, é simplesmente uma adaptagao

de notagdo do exemplo sobre fung¢des simples dada acima.

DEerFINICAO (VARIAVEL ALEATORIA SIMPLES) Seja (Q, F) um espago mensurdvel. Uma aplicagdo
X : Q — R ¢ dita varidvel aleatéria simples se houver um n € N e conjuntos mensuriveis
mutuamente disjuntos A1, ..., A, € F, assim como um conjunto finito {ax,k =1,...,n} C R,

tal que

n

X = Zak]lAk.

k=1



4.14

CAPITULO 4. VARIAVEIS ALEATORIAS 87

E importante observar que uma varidvel aleatéria simples pode ser expressa de vdrias
maneiras diferentes, bastando para isso que escolhamos diferentes conjuntos mensuraveis
mutuamente disjuntos. Além disso, para transformar Ag,..., A, € ¥ em uma parti¢do,
como usamos no exemplo de fungdo simples, basta fazer Ay = (UzzlAk)C e a9 = 0. Com isso

teremos
n n

X = ZﬂlkﬂAk = ZakﬂAk.

k=1 k=0

Oresultado abaixo jé foi estudado na se¢do anterior, mas é interessante chamar a atengao

e reescrevé-lo com a notacdo introduzida aqui.

Teorema Considere a fungio X : (QQ, ¥, P) — R. Entdo X é a varidvel aleatéria, se e somente se, 0

conjunto {w : X(w) < a} é um evento para todo a € R.
Demonstragdo. Usaremos o Teorema 4.3 com
(Qll 7:1/ ‘ul) = (Q/ 7:/ P)
(QZI 7:2/ ‘UZ) = (R/B(R)/ ‘Ll)

e lembrando que B(R) = o {{(=o0, a],a € R}). Entdo X1((—e0,a]) = {w : X() < a}. O

Antes de dar sequéncia, vamos estabelecer uma notacao que vamos usar bastante daqui

para frente.

Para isso, dada uma varidvel aleatéria X e um boreliano A € B(R) vamos, a partir deste

ponto, usar a seguinte notacgao:
{Xe A} :={w: X(w) e A} = X(A).
Do mesmo modo, paraa,b € R,
{X<a}:={w:X(w) < a} =X ((~e0,a]),
{X> b} = {0 : X(w) > b} = X7} ((b, +0)),
{(h<X<a}:={w:b<Xw)<a} =X(b,a)),
e assim por diante.
Para variaveis aleatérias X, Y, faremos

{XeAYeB}={XeA}n{Y € B}.

A notagdo acima, além de mais simples, coloca em evidéncia de forma mais clara a
importancia que a teoria das probabilidades dd ao comportamento da imagem de X, tirando
o foco no dominio. Mais uma vez, o dominio ainda cumpre um papel importante, mas a

imagem €, em geral, onde focaremos nossa atengao.
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4.3 Fungoes de Varidveis Aleatodrias
4.15 Prorosi¢io Se Xy, ..., Xy sdo varidveis aleatorias reais, entdo (X1, . .., Xy) é um vetor aleatorio.
Demonstracdo. Utilizando o Teorema 4.14 basta verificar a mensurabilidade do mapa
w — Xi(w),..., Xp(w))
em uma classe de geradores da o-dlgebra de Borel em R" como por exemplo os geradores
{(=0,a1] X (=00, a3] X - -+ X (=00, a,] : a1,a2,...,a, € R}.
Para esse fim consideraremos as pré-imagens:

{(X1,..., Xy) € (=00,a1] X (=00, a2] X - - X (=00, 4, ]}

={X; € (=00, a1],..., Xy € (=00, a,]}

= [ Xk € (—o0, a]} = [ Xk < ax-
k=1 k=1

Logo, cada conjunto {Xy < a} é mensurdvel (pois Xy é uma varidvel aleatéria ), e suas intersec¢oes

sdo mensurdveis pelas propriedades de o-dlgebra. |

4.16 TeoreMA (FuncOEes DE VARIAVEIS ALEATORIAS) Dadas varidveis aleatérias reais Xq,..., X, e

f : R" — R uma fungido mensurdvel. Entdo, (X, ..., X,) é a varidvel aleatéria real.
Demonstra¢do. A funcgio f(Xy,...,Xy) é composigio de duas fungdes mensurdveis:
o a fungio
w = Xi(), ..., Xn(@))
é mensurdvel por 4.15.

o a fungdo
(x1,...,x0) > f(x1,..., %)

é mensurdvel por hipétese .

Como a composigio de fungdes mensurdveis é mensurdvel temos o resultado desejado. |

4.17 Exempro Como coroldrio do Teorema anterior temos que se X é a varidvel aleatéria, entdo:

o X?
o sen(X)

Dex
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sdo varidveis aleatorias.

Se X1, ..., X, sdo varidveis aleatorias, entdo:

o X1+ +X,

sdo varidveis aleatorias. <

4.18 TeoreMA (LimMITES DE VARIAVEIS ALEATORIAS) SeXi,Xp, .. . sdovaridveis aleatérias, entdo, sup X,

inf X, lim sup X,;, liminf X,,, e lim X, sdo varidveis aleatérias quando existirem.

Demonstracao.

[ 1] Demonstragio de que sup X, é varidvel aleatéria. Observamos que é suficiente demonstrar que

{sup Xy, < a} é uma varidvel aleatéria ¥V a € R. Mas esse conjunto é igual d

ﬁ{xn <a},
n=1

que é mensurduvel.
Demonstracdo de inf X,, : Exercicio

Demonstragdo de lim sup X,, : Observe que este conjunto pode ser escrito como

inf sup Xj

" k>n

e assim o resultado segue dos itens 1 e 2. O

4.19 Exempro Se Xq,Xa, ... sdo varidveis aleatorias , entdo

n=1

também o é.

Esse fato é verdadeiro pois o valor de uma série infinita é o supremo das somas parciais, e as somas

parciais sdo varidveis aleatorias. <
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Variaveis Aleatdrias Geram o-dlgebras

Nesta se¢do entraremos um pouco mais a fundo na questdo da mensurabilidade de uma
variavel aleatdria, tentado entender um pouco mais afundo que tipo de informagéo sobre o

nosso experimento aleatério a varidvel carrega.
Comecemos com um exemplo simples.
ExempLo Considere o exemplo do langamento de uma moeda n vezes, de maneira independente.

Como de costume, tomamos o espago amostral Q3 = {0, 1}" (“0” representando coroa e “1” represen-

tando cara), e o munimos com a o-dlgebra 22, uma vez que o espaco é finito.

Seja entdo a varidvel aleatéria N = niimero de caras observadas. Explicitamente, N : O — R é

dada por
n
N(w) = Z Wk.
k=1

Esta varidvel s6 enxerga o niimero de caras, e portanto ndo carrega consigo nenhuma informagio
sobre quais langamentos tais caras foram observadas ou se existem ou ndo langamentos consecutivos

de cara.

Assim, se soubermos que N = 3, por exemplo, sabemos apenas que o resultado estd no evento
{(N=3}={weQ:Nw)=3}={weQ:w + - +w, =3},

e nada mais.

Em geral, qualquer informagdo encapsulada por N pode ser representado por um evento da forma
{N € A}, com A € B(R). Neste caso especifico, temos que

Weay= |J =k,
keAn{1,...,n}

e portanto toda informagdo dada por N pode ser vista como unido de eventos {N = k}. <

E interessante observar que a familia {{N € A} : A € B(R)}, que coleciona toda a
informagdo contida na varidvel N, é de fato uma o-adlgebra. Deixamos essa verificagdo
como exercicio, apontando apenas que o resultado segue do bom comportamento de N~!
em relagdo as operagdes de unido, intersecdo e complemento, e do fato de B(R) ser uma

o-algebra.

Com isso estamos prontos para a proxima definigdo.
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DeriNicAo Dada uma varidvel aleatéria X definida em um espago mensurdvel (Q,F), definimos a

o-dlgebra gerada por X, e denotamos por o{X), como a familia

a(X) := {X1(A): A € B(R)}
= {{Xe A} : A e BR)}

Analogamente, dado um vetor aleatério X = (X1, X, ..., Xy), a 0-dlgebra geradapor X1, Xo, . .., Xn
é a familia
o{X1,...,Xy) = a(X)

={X1(A): A e BR")}
= {{(X1,...,X,) € A} : A € BR")}

Como comentamos anteriormente, o(X) pode ser vista como a o-dlgebra que carrega
toda a informagdo encapsulada pela variavel aleatéria X. Além disso, 0(X) é a menor o-

algebra de subconjuntos de () para a qual X é mensuravel.

Antes de seguirmos para os exemplos, um rédpido resultado.
Prorosicio Seja X uma varidvel aleatéria e A C B(R) tal que B(R) = o (A). Nestas condicdes
a(X) =c({{XeA}: AecA}).
O mesmo vale se X é um vetor aleatério e A C B(R") tal que B(R) = 0 (A).
Demonstra¢do. Defina
F=c({{XecA}:AcA}), e

G ={AcBR): {XecA}eTF}.

Observe que A ¢ G C B(R), e portanto basta mostrarmos que G é uma o-dlgebra que o resultado

segue.
A verificagdo de que G é uma o-dlgebra deixaremos como exercicio para o leitor. |
CoroLArIO Se X = (X1, X>, ..., Xy), entdo

G<X1,...,Xn> =6<{X1 €A1,...,Xn EAn} 2A1,...,An EB(R)})

Demonstra¢do. Basta notar que B(R") é gerada por {A1 X --- X A, : Ar e BR), k=1,...,n}
e que
{X1€A1,..., X, €A} ={X €A X--- XAy}
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4.24 Exempro Dados Q = {0,1}V e w = (w1,w2, . ..) um elemento de Q. Considere a varidvel aleatéria

X : Q — R definida por X, (w) = wy, e seja F, = 0{X1, ..., Xn).
Calcule explicitamente F1 e F>

Solugdo: Como X s6 toma dois valores 0 ou 1, 6(Xy) é gerado por

X('{0Y) = A1 ={w:w1 =0} e
X('{1) =B ={w: w1 =1} = AS

Logo F1 = {Q,0, A1, AT}

De modo andlogo, o(Xz) é gerado por
(o) =Ar={w:w2=0} e
X'{1) =Ba={w:wp =1} = AS

Assim 0(X2) = {Q, 0, A2, AS}

Logo > = 0(X1, X2) é gerado por 6(X1) e 0{Xz) e assim é igual a

{Q, @,Al,A({,AQ,AS,Al NAAq ﬂAC,A({ ﬂAz,A‘l: ﬁAg,Al U Aj, A1 UAC,A(l: UAQ,A({ UA;}

4.25 ProrosicAo Dados X uma varidvel aleatéria em Q, o(X) a o-dlgebra gerada por X e Y uma

4.5

varidvel aleatoria em Q). Entdo 'Y é mensurivel com respeito a o (X) se e somente se existe uma fungio
mensurdvel f : R — R tal que Y = f(X).

Entdo, é assim que as varidveis aleatérias geram o-dlgebras. Desta forma podemos

esquecer o espago inicial e sua sigma algebra. A préxima coisa é esquecer da probabilidade.

Variaveis Aleatdorias Induzem Medidas de Probabilidade em R

Seja X uma varidvel aleatdria real. Para todo A C R, definimos a probabilidade P(A) de A
como
P(A) := P(X € A) = P(X"}(A))

Observamos que o primeiro P é diferente do segundo P. Entdo P é a medida de probabilidade

induzida em R

A probabilidade P é denominada de distribuicao de X.
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Na teoria do medida, o objeto central é o estudo dos espacos de medida (Q, ¥, ). Na
teoria da probabilidade, em muitas situagdes tentamos esquecer rapidamente os espagos da

medida e discutir as distribuicées.

Falaremos mais sobre distribui¢des no Capitulo 6.

Independéncia de Varidveis Aleatérias

DEerINICAO As varidveis aleatérias Xy, . . . , Xy, sdo ditas varidveis aleatérias independentes se
P(X1 €By,..., X, € Bn) = P(X1 [S Bl) """ P(Xn S Bn)
para todos conjuntos de Borel By, ..., B, in R.

ExemPLO (CONSTRUINDO DUAS MOEDAS INDEPENDENTES) Dado o espago amostral de uma moeda
Q = {1,0}. Considere Q1 = Q X Q. Considere a o-dlgebra das partes e a probabilidade uniforme em
Q4. Ou seja, dado w = (w1,w2) € Q,P(w) =1/4.

Considere as varidveis aleatorias:

X(w1,w2) = w1
Y(w1,w2) = w;

As varidveis X e Y sdo independentes.

TeoREMA As varidveis aleatérias Xy, ..., X, sdo independentes se e somente se a(X1),...0(Xy)

sdo independentes.

Demonstragdo. Exercicio. O

Como consequéncia do Teorema anterior temos que:
ProrosicAo As varidveis aleatérias X1, . .., X, sdo independentes se e somente se
PX1<x1,..., X, Sx)=PXy < x1) -+ - P(X, < xp)
para todo x1,...,x, € R.

ProrosicAo Dadas fungdes { fy}! | mensurdveis. Se X, ...,Xy sdo varidveis aleatrias indepen-

dentes, entdo f1(X1), ..., fa(Xy) sdo independentes.

Demonstragdo. Primeiro observamos que

P(fl(Xl) € Bl, e rfn(Xn) € Bk) = P(fl(Xl) € Bl) s P(fn(Xn) € Bn). (4.1)

e que fr(Xx) € By é equivalente a Xy € f~(By).
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Como consequéncia da dltima proposigdo temos que se X,Y sdo independentes, entdo

X2, Y% sdo independentes.

TeoremA (LEe1 0-1 pE KoLMOGOROV PARA VARIAVEIS ALEATORIAS) Suponha que (X, : n € N)
é uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes. Entdo a o-dlgebra caudal T de (o(X,,) : n € N)

contém somente eventos de probabilidade 0 ou 1.

Mais ainda, toda varidvel aleatéria mensurdvel com respeito a T é constante quase certamente.

Demonstracdo. A demonstragio serd deixada como exercicio. Mas faremos alguns comentdrios que

podem ajudar na demonstragio.
Observamos que a parte inicial é andloga a demonstragdo do Teorema 0-1 de Kolmogorov.

Para a parte final: se Y varidvel aleatéria mensurivel com respeito a T entido P(Y < y) toma
valores em {0,1}, logo P(Y = ¢) =1, onde ¢ = inf{y : P(Y < y) = 1}.

Exerciclros

Ex. 4.1 — Mostre que a composta de fungdes mensuraveis é mensuravel

Ex. 4.2 — Operac¢des com Varidveis Aleatdrias

Mostre que se X, Y sdo varidveis aleatdrias em (02, F, P) entdo também sdo varidveis aleat6-
rias:

X

X+Y

X-Y

max(X,Y)

min(X,Y)

o1 B RN

Ex. 4.3 — Dado X uma varidvel aleatdria tal que P(X > 0) > 0. Prove que existe 0 > 0 tal
que P(X >0) >0

Ex. 4.4 — Amostragem de uma variavel aleatdéria exponencial

Encontre um algoritmo para produzir uma varidvel aleatéria com distribuicdo Exp(A)
usando um gerador de nimeros aleatérios que produz nimeros aleatérios uniformes em
(0,1). Em outras palavras, se U ~ U(0, 1), encontre uma funcdo g : (0,1) — R tal que o
aleatdrio variavel X = g(U) tem distribuicdo Exp(7).

Ex. 4.5 — A Propriedade de Falta de Meméria

1. Dizemos que uma varidvel ndo negativa X > 0 tem a propriedade de perda de
memoriase P(X > t|X >s) =P(X >t > s) paratodo0 < s < t.
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2. Mostre que as varidveis aleatdrias exponenciais tém a propriedade da memoria de
falta.

3. Prove que qualquer varidvel aleatéria ndo-negativa que tenha a propriedade falta de
memoria tenha distribuigdo exponencial para algum pardmetro A > 0. (Isso é mais
facil se vocé assumir que a fungdo G(x) = P(X > x) é diferencidvel em [0, o0), assim

vocé pode fazer essa suposi¢do se vocé ndo conseguir um argumento mais geral).

Ex. 4.6 — Dado uma variavel aleatéria X que é independente de si prépria. Mostre que X

é constante com probabilidade 1.

Ex. 4.7 — Dado € > 0, e deixe X; ser uma sequéncia ndo negativa de varidveis aleatdrias
independentes tais que P(X; > 0) > € para todo i. Prove que com probabilidade 1 :

i=1

Ex. 4.8 — Prove que se X e Y sdo independentes entdo as familias {X*,Y*}, {X*, Y7},
{X~,Y"} e {X~,Y"} sdo independentes.
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CariTULO

Integral de Lebesgue

Integral de Lebesgue

A integral de Lebesgue é definida em um espaco de medida arbitrario (Q, ¥, u). Por sim-
plicidade, assumiremos que u é uma medida finita, isto é p(€)) < co. Esta suposi¢do ndo é

realmente necessaria mas tampouco é um problema nas medidas de probabilidade.

Como ndo temos uma forma natural de simplesmente particionar o dominio Q (porque

é abstrato), particionamos a imagem R. Ou seja, faremos aproximagdes de fun¢des simples.

Definiremos a integral de Lebesgue através dos seguintes passos:

Para fungdes simples

n

f= Z”k]lAk

k=1
para alguma decomposigdo Q = [ J;_; A, defina

[ 5 au- S arpAn).

k=1

Para fungdes mensuraveis ndo negativas f > 0. Defina

fdu=sup/¢du
0<p<f

96
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com ¢ simples.

Se esta integral for finita, diremos que a fungdo ndo negativa f é integravel.

Para fungdes gerais f, definimos para a parte positiva e negativa separadamente. Assim

decompomos

f=f=f
onde f* = max(f,0) e f~ = max(—f,0).
Vamos detalhar essa construcéo.
O primeiro passo é mostrar que a integral de fun¢des simples independe da escolha da

sua representacao.

Prorosi¢cAo Dadas duas representagoes da fungio simples f
n m

f = Zai]lAi e Z b]']lBj
i=1 j=1

entdo ; .
D a4 = > bju(B)
=1

i=1 j

Demonstragdo. Se (i(A; N Bj) > 0 entdo A; N Bj # @, e f(x) = a; = bj para todo x € A; N B;.

Assim

Zn: aiu(Ai) = Zn: i a;u(A; N Bj) (6.1)

i=1 i=1 j=1
m n
= bj[.l(Ai N B]') (5.2)
j=1 i=1
= Z bju(B)) (5.3)
j=1

Prorosi¢Ao (APROXIMAGAO POR FUNCOES StmpPLES) Toda fungio mensurdvel ndo-negativa f: Q —

R* é o limite pontual de uma sequéncia mondtona crescente de fungdes simples nio negativas e se
uma fungdo f é o o limite pontual de uma sequéncia mondtona crescente de fungdes simples entdo f

¢é mensurdvel.

Demonstracao.
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Figura 5.1: A- Parte Positiva e Negativa B- Fungdo Simples - [26]

Uy U b ULLUUyUy U, U,4,U,
(A) (B)

Considere f uma funcdo mensurdvel ndo-negativa definida sobre o espago de medida
(Q, F, u) como antes. Para cada n € N, subdivida o intervalo de f em 2" + 1 intervalos, 22"

dos quais tém o comprimento 27". Para cada n, considere

k-1 k
k= | an

parak =12,...,2% eI, puyq = [2", ).
Observe que, para n fixo, os conjuntos 1, i sdo disjuntos e cobrem a reta real ndo negativa.

Agora, defina os conjuntos mensurdveis
Ak =fYIux) parak =1,2,...,2°" +1.

Entdo, a sequéncia crescente de fungoes simples

22141
k-1
fu= TR
i1

converge pontualmente para f quando n — oo. E se a fungdo f for limitada, a convergéncia é

uniforme.

A fungdo anterior pode ser escrita também como

fo=Q2"f) An
onde A denota o minimo entre os dois valores.

Ja provamos que o limite de funges mensurdveis é mensurdvel. O

Ou seja, a classe das fungdes mensurdveis € o fecho por limites pontuais das fungdes

simples.

Através de uma pequena adaptagdo dos argumentos anteriores podemos provar que:
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5.3 Prorosicio (APrRoOXIMACAO POR FUNCOES SimpLEs) Dada fungio mensurdvel nio-negativa f : E C
Q — R*. Se f é limitada em A entdo para todo & > 0 existem fungdes simples ¢, e . em A tais

que:

¢e(x) < f(x) < e(x) para todo x € A.

[2]0 < ¢ — ¢ < € para todo x € A.

Figura 5.2: Aproximacao por fung¢des simples - [26]

1 1
3/4
1/2 1/2 fz
fl 1/4
0 0
1 1
15/16
7/4 /4
3/4 B
11/16
v A h GE TR
1/2 172
7/1
3/8 /3/6a
1/4 5’;_‘/64
1/8 1 3/5/65 —
H 1/16 "
0 0

5.4 DEerFINICAO (INTEGRAVEL)

[1|Dizemos que f é integrivel se |f| é integrivel. Equivalentemente, se ambas as fungoes f* e f~

sdo integrdveis. E nesse caso definimos

/fdu=/f+d#—/f‘du-

[ 2] Dizemos que f é quase integrdvel se pelo menos uma das funcoes f* e f~ é integrivel. E nesse

/fdu=/f+d/«t—/f‘du-

[2]A integral num conjunto mensurivel A C Q é definida como

[£du= [ fnan

caso também definimos
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5.2 Propriedades da Integral de Lebesgue

Uma das estratégias para demonstrar propriedades da Integral de Lebesgue é a denominada

estratégia dos trés passos:

Estratégia dos trés passos

Para demonstrar uma propriedade da integral de Lebesgue a seguinte estratégia

geral pode ser til:

o Demonstramos que essa propriedade é satisfeita pela integral de fung¢des simples.

o Utilizamos que uma func¢do mensuravel positiva pode ser aproximada monoto-
nicamente por fungdes simples e de posse desse fato (e usando se necessario o
Teorema da Convergéncia Dominada que demonstraremos a seguir) demonstra-

mos essa propriedade para fungdes positivas.

o Para demonstrar para fungdes mensuréveis quaisquer usamos a decomposi¢ao em

parte positiva e negativa.

5.5 Prorosigcio

[1|(Monotonicidade). Se f < g em quase todo ponto, entdo / f du< / g du.

Se f = g em quase todo ponto, entio as integrais sio iguais.

(Linearidade)/(af+bg) dy=a/f dy+b/g du, onde a,b € R.

@'/fdMS/IfI .

Demonstragdo. Como f < |f|, temos /f < /|f+| dy. De modo andlogo, —f < |f], logo

- [raus [1r1an

Para provar a Linearidade utilizaremos a estratégia dos trés passos
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A integral de Lebesgue para fungoes simples é linear. Se ¢ = },;a; 1a,, 1 = 2.; bj 1p;, entio

/qu du + /er du = Z aip(A;) + Z]] bju(B;)) (5.4)
= ZZQiH(Ai mB]')+ZZb]'[J(B]' NA;) (5.5)
i jooi
= Z Z(ﬂi +bj) u(Ai N Bj) (5.6)
i
= / (p+¢)du. (5.7)
Q

Para fungoes positivas f,g > 0e a,b. Observe que se f, T f e gn T § com f, e gn fungoes

simples. Entdo

afn +bgn Taf +bg

e usamos que

/ af +bgdu= sip{ / ¢ dut > sup { [ afu+bgndu} (5.8)

afu+bgnu

=a/f dy+b/g du (5.9)

O outro lado da desigualdade segue da monotonicidade.

5.6 Teorema Dado (Q, F, u) um espago de medida. E fungées f,g integrdveis e ndo negativas, entio
/ f du < oentio f < oo p-g.c.
Q
/Qfd[uzO:»f:O‘u—q.c.

[3]Se f =g u-g.c. entﬁo/f du = / g du.
Q 0

Observagdo. Uma consequéncia do Teorema 5.6{ 2 | é que para qualquer fungéo f: Q —
R, tal que / f du estd definida, temos a liberdade de mudar os valores de f(w) num

conjunto p-negligencidvel sem alterar o valor da integral desde que a fungdo resultante seja

mensuravel.
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DeriNicAo (INTEGRAVEL) Seja (Q), F, i) um espago de medida. Entdo L1(u) denota o conjunto

de fungdes f : QO — R que sdo mensurdveis F com: [ f*du<ooe / fdu < oo;
Q Q

Definimos a integral para fun¢des simples e posteriormente para fun¢des mensurdveis,
que sdo limites de fungdes simples. Sera que existe uma classe maior para a qual a integral

definida como

/fdu=sup ¢ du
0<psf

converge? O préximo resultado nos tira essa esperanga.

TeoreMA Seja f uma fungdo limitada em um conjunto de medida finita A. Entdo fé Lebesgue

integrdvel sobre E se e somente se f for Lebesgue mensurdvel.

Demonstra¢do. Faremos a demonstragio assumindo sem perda de generalidade que f > 0. Como
f € limitada e Lebesgue integrdvel pela Proposigio 5.3 existem fungoes simples ¢, < f < ¢y + €
com ¢, T tais que/¢n T /f

Como as fungoes ¢, sio ndo decrescentes e limitadas temos a convergéncia pontual ¢, — ¢.
Claramente teremos que ¢ < f e /A ¢ du = fAf du

Entdo

OS/Afdy—qbs/A¢n—q’)dy—>0

Logo f = ¢ quase certamente. Como ¢ é mensurdvel e a medida é completa terminamos.

Comparando a Integral de Lebesgue e de Riemann

Lembramos que

TeOREMA (CRITERIO DE LEBESGUE PARA RIEMANN-INTEGRABILIDADE) Uma fungdo limitada num
intervalo compacto [a, b] é Riemann integrivel se e somente se o conjunto de seus pontos de descon-
tinuidade tem medida nula.

TeoremA Dado uma fungdo limitada f : [a,b] — R. Se f é Riemann integrivel, entdo f é Lebesque

integrdvel, e ambas as integrais concordam

Demonstracdo. No que se segque denotaremos por / ... dx as integrais de Riemann e por

/ ... dA(x) as integrais de Lebesgue.

Como a fungdo é Riemann integrdvel existem sequéncias @, e P, de fungdes escada tais que
pn < f<yPne
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/gondx—>/fdx<—/gbndx.

Fazendo a troca de ¢, e , por max{q1, ..., P} e min{,..., ¥, }, podemos assumir sem

perda de generalidade que as sequéncias ¢, e Y, sido crescente e decrescente respectivamente.

Para fungées escadas y : [a,b] — R, a integral de Lebesgue e a de Riemann coincidem. E assim,

/Il,bn—(pnl dA(x)=/t,bn—(pn dx—>/f dx—/f dx = 0. (5.10)

Pela monotonicidade, ¢, — ¢ e Y, — ¢ pontualmente com 1 < @ < f <P < Py.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

/|¢n—<pn| dA(x)e/w—w dAx).

Pela Equagdo (5.10), temos / | — @| dA(x) = 0elogo = @ quase certamente.

Como @ < f < 1p,temos f = @ = 1) quase certamente, logo f é Lebesgue mensurdvel e

/f d/\(x)=/¢d/\(x)=li£n/¢nd)\=lim/gbn dx=/f dx.

5.11 Exempro Considere a funcio indicadora dos racionais f = 1g. Como Q é enumerdvel, u(Q) = 0.

Logo / f dp = 0. Portanto, f é Lebesgue integrdvel.

Mas f nio é Riemann integravel pois o valor mais alto em cada intervalo de qualquer particdo é
1 e o0 menoré0. <

5.12 TeoremA (TeorEMA DE LusiN) Dado A C R um conjunto mensurdvel, u(A) < oo e f uma
fungdo mensurdvel com dominio A. Entdo, para todo ¢ > 0 existe um conjunto compacto K C A com
w(A N\ K) < ¢, tal que a restrigio de f a K é continua.

Demonstragdo. Dado {V,},en uma enumeragio dos intervalos abertos com extremos racionais.
Fixe conjuntos compactos K, C f[V,] e K}, ¢ AN f~Y[V,,] para cada n, de modo que u(A ~
(K, U K;)) < ef2".

Seja
K=()(Ki UK}).
n=1
Claramente u(A\ K) < e.

Dado x € K e n, tal que f(x) € V,,, podemos provar a continuidade de f quando restrita a K,
escolhendo uma vizinhanga compacta K,, tal que x € K, e f (Kn NK)cV,. O
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5.4 Integracdo e Limites
5.13 TeoremMA (TEOREMA DA CONVERGENCIA MONOTONA) Se f, > 0e f, T f, entdo / fn du —
/ f du.
Demonstragdo. Como / fodu < / fn+1 du temos que existe a € [0, oo] tal que
pim [ =

Como f, < f para todo n temos que / fodu < /f du para todo n. E logo @ < /f du. Seja s

uma fungdo simples mensurdvel tal que 0 < s < f e seja ¢ uma constante tal que 0 < ¢ < 1 e defina

E, = {x|fu(x) > c - s(x)}

Figura 5.3: Teorema da Convergéncia Monétona - [26]

a — B)

Cada conjunto E,, é mensurdvel, a sequéncia é ndo decrescente,i.e,E1 C E; C---,eQ =1, E,.
Para ver a niltima igualdade tome x € Q. Se f(x) = 0 entdo x € Eq, caso contrdrio f(x) > 0 e nesse

caso ¢ - s(x) < f(x) pois ¢ < 1. Logo, temos que x € E,, para algum n. Além disso,

/fndyZ/fndch/sdy
Q E, Ey

para todo n. Fazemos n — oo e assim obtemos que o > ¢ / s du. Como esse fato é verdadeiro para
Q

aZ/sdy

todo ¢ < 1 temos que
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para toda fungdo simples s < f. Logo, temos
a> / fdu
Q
Isso prova a desigualdade reversa. |
Prorosicio Seja f : QQ — [0, co] uma aplicagio mensurdvel. Entdo:
f = 0 quase certamente se e somente se /Q fdu=0.
[2]Se /Q f du < oo, entdo f < oo quase certamente.

Demonstragdo. Provaremos para fungdes nio negativas.

Suponha que f = 0 quase certamente e seja N : {x : f(x) > 0}. Entdo f < coly.
Também temos que nly T coly. Logo

OS/fdys/ooILNdy:Iim/n]lNdy:O

[1][<]Seja Ny : {x: f(x) > 1} EntioN, T N e
Ny
O=/fdy2/%]1Nndy=#( )

n
Logo u(N) = 0.
Sejal:{x: f(x) = co}. Entdo para todo n
u) = / Ipdp < / Lifony du (5.11)
<1/fd <l/fn du — 0 (5.12)
<- h< - {fzn) du :
Lema (Lema pe FaTou) Se f, > 0, entdo / liminf f, dy <lim inf/ fn duy. <

Demonstracdo. Dado gr(x) = infi> fi(x). Entdo g < f,e assim

/gkdyS/fkdy

Mais ainda temos que 0 < g1 < g0 < ---, e cada gx é mensurdvel com gx(x) — liminf f,(x)
quando k — oco. O Teorema da Convergéncia Monétona implica que o lado esquerdo tende ao lado

direito quando k — oo. |

DEerINICAO (CONVERGENCIA QUASE TODO PONTO) Dizemos que f, — f em quase todo ponto ou

quase certamente (g.c.) se p ({w : fu(w) -+ f(w)}) = 0.
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5.17 TeoreMA (TEoREMA DA CONVERGENCIA DoMINADA) Se f, — f q.c. e |f,| < g para todo n, e

/fn d#—>/fdu-

Demonstragdo. Também é claro que f € LY(u) pois |f| < g e f é mensurdvel. Também temos que

g é integrdvel, entdo

|fn — f| < 2g e assim podemos aplicar o Lema de Fatou para a fungdo 2g — | f, — f| e obter que
[ 28 au <timint [ 2g -1, - f1) au
Q n—oo Q

:/2gdp+liminf(—/|fn—f|dy)

Q n—oo Q

=/2gdy—limsup/|fn—f|dy
Q Q

n—00

Como / 2g du é finita podemos subtrai-la
Q

limsupflfn—fl du<0
Q

n—o00

E assim

tim [ 1, = fl du =0
n—oo Q

SefeLlentﬁolffIS/|f|etemos

X Q
lim/fndyszdy
=0 Ja Q

5.5 Espagos LF

Nessa se¢do vamos estabelecer alguns resultados de analise funcional referente aos espacos

das fung¢des integraveis.

5.18 DEerINICAO

o Dado um espago de medida (Q, F,u) e p > 1 definimos LP(Q, ¥, u) como o espago das
classes de equivaléncia das fungdes mensurdveis tais que

/ P d(u) < oo

sob a relagio de equivaléncia de igualdade quase certa.
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o Para qualquer elemento f € LF(Q, ¥, u) definimos a p-norma como

I1£ll, = ( [ d(u))w

Nosso primeiro objetivo é demonstrar que L (£, ¥, u) é um espaco vetorial normado
completo, ou seja, que é um espago de Banach. Como primeiro passo nessa dire¢do preci-

samos provar a desigualdade triangular.

Prorosi¢Ao (DesiGuALDADE DE MiNkowskl) Dadas f, g € LP(Q, F, ) entdo
o f+g€LP(Q,TF,u)

o [If +glly < MIflly + Mgl

Demonstragao. Note que podemos assumir que f > 0e g > 0 pois se provarmos a desigualdade
para fungdes positivas, entdo o caso geral pode ser obtido aplicando a desigualdade triangular e usando

o fato de que a fungio xP é crescente

Vamos provar entio que

1f+8llp < NI+ I8l < WfH + g = ANl + gl
O caso p = 1 seque imediatamente da linearidade da integral.
Para 1 < p < oo, primeiro demonstraremos que f + g € LP(Q, F, u) :
(f+8 <(fVg+fVvey=2°(f"Vvgh) <27(fF +gF)
e, portanto, ||f + gll, < 27(If1l, + llgll}) < oo

Para provar a desigualdade triangular, note que podemos supor que || f + g||, > 0 caso contririo,

a desigualdade triangular segue da positividade da norma. Escrevemos

IF +sl = [ (7497 dw= [ 17 +g7 d+ [ g +97 " de

Agora podemos aplicar a desigualdade Hélder para cada um dos termos do lado direito e usar o fato
de que % + % =1 é equivalente a p = (p — 1)q para ver que

[ 505+ 907 d < ( [ d(u))ﬁ ( [+ c1<u>)E =l I + gl

Aplicando este argumento ao termo / ¢(f + g)P~t d(p) temos

1f +gllh < ALFl, + Nglly) - ILF -+ gllh?

|£/q e usando que p — % = 1 podemos concluir que || f + gll, < I fll, +1Igll,.0

dividindo por || f + |
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Prorosi¢cio (CompLETUDE DE LF ) Para p > 1 o espago vetorial normado LP(Q, ¥, i) é com-
pleto.

Demonstragdo. Seja f, uma sequéncia de Cauchy em LF(Q,F, u). O primeiro passo consiste
em mostrar que existe uma subsequéncia de f, que converge quase certamente para um elemento

feLP(Q,F,u).

Pela propriedade de Cauchy, para cada j € N podemos encontrar um n;j > 0 tal que || fin = fullp <
% para todo m > nj. Desta forma, obtemos uma subsequéncia f,; tal que || fu;,, — fullp < 21—] para
todos os j € N. Agora aplicando o Teorema da Convergéncia Monétona e a desigualdade triangular

obtemos

00 N
1 oo = fislllp = B 11D v = fil
j=1

j=1

N
< Z\IIl—rgozl ||f7’lj+1 _fnj||p
]:

e, portanto, podemos concluir que a soma Z]f”:l | fuia = fnj| € quase certamente finita.

No conjunto onde a soma é finita temos que f,; é uma sequéncia de Cauchy em R. Para ver essa
afirmagdo, suponha que € > 0 escolhemos N > 0 tal que Z]f'iN | frjn — fn]| < €, entdo para qualquer
k >j> N temos

k k
o = Fisl = 1D s = )| € D Vfor = frl <€
m=j

m=j

Sabemos que o conjunto onde fy,; converge é mensurivel entdo podemos definir f como o limite da
sequéncia de Cauchy f,; onde vdlido e defini-la como zero no complementar, um conjunto de medida
nula .

Agora vamos mostrar que f € LP(Q,F, 1) e que f, converge para f. Suponha que € > 0 e
escolha N € N tal que para todos m,n > N temos || fu — full, < €. Agora podemos usar o lema de

Fatou para provar que para qualquer n > N,

[ £ du <timint [ |5, =5 du < sup [1f0 =il s <
—00 m>n

Portanto, pela Desigualdade Minkowski, temos que f = f, + (f — fn) estd em LP(Q,F,u) e
fu D f. =
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Exerciciros

Ex. 5.1 — Calcule a integral

/ x*du
C

Ex. 5.2 — Use o teorema da convergéncia dominada para provar que a fungao

onde C € o conjunto de Cantor.

u(t) = /u(x) cos(xt)dx
R
é continua para todo t € R

Ex. 5.3 — Dado (X,¥ ,u) um espago de medida. Sejam A1, A;, ... € . entdo

(U

< liminf u(A,)

Ex. 5.4 — Toda fun¢do mensuravel ndo-negativa f : X — R* é o limite pontual das fun¢ées
simples

fa=Q 2" f) AN

onde A denota o minimo entre os dois valores
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CariTULO

Distribuicoes

Distribuicao de uma Variavel Aleatodria

Em diversos modelos probabilisticos o dominio no qual a varidvel aleatéria esta definida ndo
é tdo importante quanto os observaveis que queremos modelar. Se quisermos, por exemplo,
criar um modelo para estudar a transmissdo de uma certa doenga, estaremos interessados
em quantidades como o nimero de infectados em um certo intervalo de tempo e o total
destes que se recuperam. Estas quantidades podem ser vistas como varidveis aleatérias em
algum espago amostral, mas as especificidades da natureza deste espago amostral {2 podem
ndo ser tdo importantes quanto os valores das probabilidades com a qual as varidveis

assumem certos valores.

Nesse capitulo introduziremos o conceito de distribuicdo que nos permitird abstrair,

quando possivel, o espago de probabilidade subjacente.

Para isso considere uma varidvel aleatéria X definida em um espago de probabilidade
(Q, ¥, P) e observe que

[1]PX € R) = P(Q) = 1;

se A1, Az, ... € B(R) sdo disjuntos entdo X 1(A1), X"1(A2), ... € F sdo também disjuntos
(verifique) e
X—l

P =P

U
n=1

O{X‘l(An)} = i P(X~H(An)).
n=1 n=1

110
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Isso nos permite seguir com a seguinte defini¢ao

DEerINICAO (D1sTRIBUICAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA) Se X for uma varidvel aleatéria defi-
nida em um espago de probabilidade (Q), ¥, P), entdo X induz uma medida de probabilidade Px em
R definida por

Px(A) = P(X"(A)) = P(X € A), (6.1)
para A € B(R).

Esta medida de probabilidade Px é denominada distribui¢do de X.

Observe que na equagdo (6.1), ndo hd referéncia a nenhuma estrutura especifica do
espago amostral ). Nessa equacdo estamos definindo uma nova probabilidade na reta real,

e sdo essas probabilidades que nos interessam no estudo da varidvel X.

De maneira analoga podemos definir a distribuicdo de um vetor aleatério

DEerINICAO (D1sTRIBUICAO DE VETORES ALEATORIOS) Se X for uma vetor aleatério, entido X induz
uma medida de probabilidade Px em R" definida tomando a pré-imagem para cada conjunto de Borel
ACR":

Px(A) = P(X7'(A)) = P(X € A). (6.2)

Esta medida de probabilidade Px é denominada distribuicdo do vetor X.

SeX = (Xq,...Xy) éumvetor aleatorio entdo as distribuicées de cada uma das varidveis aleatorias

Xiparai=1,...,n sido chamadas de distribuicoes marginais de X.

Nao é dificil ver que a distribuicdo néo define a varidvel aleatéria de maneira tinica. Se
tivermos duas variadveis aleatdrias, elas podem ser bastante diferentes e ainda sim terem a

mesma distribuicdo.

ExempLo Considere o experimento de langar uma moeda ndo viciada, e tome como espago amostral
o conjunto Q = {H, T}, onde H representa cara e T representa coroa. Tomamos P como a medida de

probabilidade equiprovivel em ().
Podemos agora definir a varidvel aleatéria X(H) = 1,X(T) = 0.
Note que P(X=1) =P(X =0) = % e para A € B(R) temos
3 ;se0€A,1eAoule A, 1e4;
P(X € A) = P(X = 0)14(0) + PX = DIa(1) = {1 ; 50,1 € A;
0 ;se0,1€ A€

Por outro lado poderiamos definir a varidvel aleatéria Y(H) = 0,Y(T) = 1.

Estas varidveis sdo muito diferentes (de fato X = 1-Y), mas X e Y possuem a mesma distribuigdo.<
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O exemplo anterior mostrou que variaveis aleatdrias distintas podem ter a mesma dis-

tribui¢do. Antes de continuar, vamos definir alguns conceitos importante.

6.4 DEerFINICAO (EQUIVALENCIAS DE VARIAVEIS ALEATORIAS)

[1]Dizemos que as varidveis aleatérias X e Y sdo iguais quase certamente, fato que denotaremos

por
.C.

X=Y,

)

seP(X#Y)=0.
Dizemos que as varidveis aleatorias X e Y sdo iguais em distribuicdo, fato que denotaremos por

d.

X=Y,

se eles tiverem a mesma distribuigdo. Equivalentemente,

P(X € A) = P(Y € A) para todo A de Borel.

Observe que se X © Y, entdo X d Y, mas a reciproca ndo é verdadeira. De fato, se X © Y,
entao
PXeA)=PXeAX=Y)=P(YeEA,X=Y)=P(Y € A).

Por outro lado, podemos ter X LY sem que X e Y estejam definidas em um mesmo espago
de probabilidade!!

6.5 ExempLo Seja agora P a medida de Lebesgue em Q) = [0,1], e defina X(w) = w e Y(w) = 1 - w.
Note que para x € R

0 ;sex <0;
X<x}={wel01]: X(w) <x}={we[01]:w <x} =1[0,x] ;se0<x<1;,
[0,1] ;sex=>1

e
1] ;sex <0;

{YeA}={we[01]:Y(w) <x}={we[01]:1-w<x}=q[1-x,1] ;se0<x<1;.
[0,1] ;sex >1

Segue que para x € [0,1]

Px((—0o0, x]) = P(X < x) = P([0, x]) = x = P([1 - x,1]) = P(Y < x) = Py((-c0,x]),
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e portanto
Px((=e0, x]) = Py((=0, x]),

para todo x € R.

Agora, como {(—oco, x] : x € R} é um m-sistema que gera B(R), entdo Px = Py. <

No exemplo anterior comparamos a distribui¢cdo de duas varidveis aleatérias olhando
apenas para as probabilidades em intervalos do tipo (oo, x], x € R. Para tanto argumentamos

que

[1]aclasse P = {(—o0, x] : x € R} é m-sistema;

B(R) é gerada por tais intervalos.

Com isso pudemos concluir que duas medidas de probabilidade em (R, B(R)) que coinci-
dam em % sdo de fato a mesma medida.
Isso demonstra o seguinte resultado.

Teorema Sejam X uma varidvel aleatéria definida em um espago de probabilidade (Q1, F1,P1) e Y
uma varidvel aleatéria definida em um espago de probabilidade (Qp, F2, P2). Nestas condigoes vale
que X 4 Y se, e somente se, P1(X < x) = Po(Y < x) para todo x € R.

De maneira equivalente, a distribuicdo Px de X estd completamente determinada pelos valores de

Pl(X < x),x e R.

Este resultado motiva a defini¢do do que chamamos de fungdo distribui¢do de uma

varidvel aleatdria, que introduziremos na préxima segao.

A Funcao Distribuig¢ao

DEerINICAO (FUNCAO DE DISTRIBUICAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA) A funcgdo de distribui-

¢do F : R — [0,1] de uma varidvel aleatéria X é definida como

F(x) :=P(X < x), x € R.

O teorema 6.6 nos garante que a fungao de distribuigdo determina unicamente a distribuigao
de X.

A funcdo de distribuicdo é uma abstragdo poderosa do experimento aleatério. Ao
falarmos da fungao de distribuigdo ndo precisamos mais de (), dlgebras, assim por diante.

Tudo é resumido por uma fun¢gdo R — R.
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6.8 ExempLo Seja X = niimero de H em dois langamentos independentes de uma moeda justa. Entdo

temos
0, com probabilidade }L

X=14 1, com probabilidade %
2, com probabilidade §

Entdo, podemos criar a fungdo de distribuigdo. Esta fungdo apresentard descontinuidades do tipo

salto nos pontos 0, 1 e 2.

0, x <0
1
I, €|0,1
FX)=PX<x)={ ¥ x€10,1)
Z+§’ xE[l,Z)
T+3+1 xe[2,4)
I I I
1f — -
0.8} B
o—O
0.6 B
04 8
e—O
0.2 8
of ———= .
| | | | | | |

Figura 6.1: Distribuigdo do Exemplo 6.8

6.9 Exempro Considere o experimento de sortear ao acaso um ponto na bola unitiria B = {(a,b) :

a2 +b% < 1} em RZ, ¢ defina X como a distdncia ao centro da bola.

Para modelar este problema podemos considerar P(-) = u(-)/m, onde u é a medida de Lebesgue
em B. Ou seja, a probabilidade de sortearmos um ponto em uma regido A € B(B) é proporcional d

drea de A. Mais especificamente

ruay - H4)

Agora, note que X(a, b) = Va2 + b? e portanto para x € [0,1]

x>

P(X < x) =P({(a,b) : a> +b*> < x?}) = = %2,
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e portanto
0 ,x<0

F(x)=qx* ,0<x<1.

X
1 ,x>1

TeoremA (ProPRIEDADES DA FuNcAo DE DisTrIBUICAO) A fungdo de distribuicdo F(x) de uma

varidvel aleatéria X possui as sequintes propriedades:

[1|F é nio decrescente e 0 < F(x) < 1.
[2]F(x) — 0 quando x — —co e F(x) — 1 quando x — +co.
[3]F é continua a direita, ou seja
lim F(y) = F(x).
y—oxs
[ 4| F possui limites a esquerda em todos os pontos. Além disso,

F(x7):= yli_)r?_ F(y) =P(X < x).

Em particular,
P(X = x) = F(x) — F(x7).

F possui no maximo niimero enumerdvel de descontinuidades.

Uma fungdo F que é continua a direita e possui limites a esquerda em todos os pontos é

dita cadlag, do francés "continu a droite, limites a gauche".

Demonstra¢do. Abaixo rascunhamos todas as ideias da demonstragio, e deixamos para o leitor

completar as provas.

Basta observar que os conjuntos (—co, x| sdo crescentes em x. Assim se x <y, entdo {X < x} C
{X <y}, e o resultado seque.

[2]Os eventos {X < x,,} | 0 quando x,, — —oo. Pela continuidade, P(X < x,) — P(0) = 0.

Da mesma forma, {X < x,} T Q quando x, — +oo. Entdo, P(X < x,) — P(Q) = 1. Isso

completa a prova de que F(x) — 0 como x — —oo e F(x) — 1 quando x — oo.

[3|Para demonstrar que F é continua a direita suponha que tenhamos uma sequéncia convergente
para x pela direita. Queremos mostrar que esta sequéncia arbitriria y, = F(x,) converge para x
(até y, | x). NOs temos

P(X < yn) > P(X < x), n — oo,
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A conclusdo resulta da convergéncia dos conjuntos

X<yub L {X<x}
e da continuidade.

[ 4| Agora vamos demonstrar que F possui limites a esquerda em todos os pontos, e
F(x7):= yli_)n}c}_ F(y) =P(X < x).
Em particular, como consequéncia dos dois 1iltimos itens podemos definir os saltos em x como:
P(X =x)=F(x)—F(x™).
Semelhante a (ii), nés fazemos y, T x, e queremos mostrar
P(X < yy) » P(X < x), n — oo,
Isso decorre da convergéncia dos conjuntos
X<yn} T{X<x}
F possui no maximo niimero enumerdvel de descontinuidades.
Como0 < F(x) <1,

apode haver no mdximo 2 saltos (ou seja, descontinuidades) de altura > % Aqui, "sal-
tos "significa pontos x em que F(x) — F(x7) > 1

opode haver no méximo 3 saltos de tamanho € [3, 1

opode haver no mdximo 4 saltos de tamanho € [ s 3

o - -

O nitmero total de saltos é enumerdvel, e como cada salto estd em [%, ﬁ) por algum n, entdo esta

lista contém todos os saltos possiveis. o

6.11 Prorosicio P(X € (a,b]) = F(b) — F(a).

6.12 DeriNi¢Ao (FuNgAo DE DIsTRIBUICAO) Uma fungio de mondtona continua a direita F : R —
[0,1] com 11m F(x) =0e 11m F(x) = 1 ¢é chamada de candidata a fungio de distribuigdo de
probabzlzdade
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O primeiro passo nesta comparagdo é contribuir uma varidvel aleatéria que possua uma
funcdo distribui¢do dada. Isso nos permitird construir uma sequéncia de varidveis com
fungdes de distribuigdo pré-determinadas, sempre no mesmo espago de probabilidade,

permitindo a andlise mais precisa do comportamento da sequéncia.

Para isso, chamaremos de funcao distribui¢dao qualquer funcdo F : R — [0,1] tal que

F é nao-decrescente;

F é continua pela direita;

lim F(x) existe para todo a € R (possui limite pela esquerda);
X—a~

@nl_lgloo Fix)=1e n1_1>r£100 F(x)=0.

Nosso objetivo a partir de agora é, dada uma funcdo F com as propriedades acima,
encontrar uma varidvel aleatéria X em algum espago de probabilidade (Q, ¥, P) cuja func¢do
de distribui¢do acumulada seja F. Ou seja, uma variavel X tal que P(X < x) = F(x), para
todo x € R.

Uma maneira interessante seria definir a variavel X como uma funcao de alguma variavel
aleatéria cuja distribui¢do seja conhecida. Tomemos, por exemplo, uma varidvel U ~

Uniforme(0,1), e tentemos escrever X = F*(U) para alguma fungédo F*: (0,1) — R.
Para escolher F*, lembre que o que gostariamos é que P(X < x) = P(F*(U) < x) = F(x).

Para isso note primeiro que, como F(x) € [0,1], entdao P(U < F(x)) = F(x). Ou seja,
queremos F* tal que
P(F*(U) < x) = P(U < F(x)).

Ou ainda, que F*(u) < x & u < F(x).

Se F fosse inversivel, poderiamos fazer F* = F ~1 ¢, como F é crescente teriamos que

Fx(u)<x e F(F+(u)) < F(x) ©u < F(x).

Em geral F ndo € inversivel, mas as considera¢des acima nos mostram que a chave para
conseguir o que queremos ainda esta em, de algum modo, “inverter” a fungdo distribuicdo
F:R —[0,1].

Observe entao que, como F é uma funcdo ndo-decrescente, apesar de em geral ndo ser
inversivel, os problemas sdo facilmente identificado. O que impede a inversdo de F sdo os

seguintes problemas:

intervalos (a,b) onde a fungéo é constante;
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[2|pontos de descontinuidade de F.

Mas ndo precisaremos de uma inversa no sentido classico da palavra. O que precisamos
é uma funcdo F* : (0,1) — R que reaja bem a desigualdades. Mais diretamente, precisamos

que F*(w) < x se, esé se, F(x) > w.
Uma maneira de resolver esse problema é tentar definir F* de modo que
[1]se F é inversivel em (a,b) entdo queremos que F*(w) = FY(w) em F((a,b));
[2]se F(x) = w para todo a < x < b, entdo F* é descontinua em w;
[3]se F(x) é descontinua em x = xo com w1 = xli_}r% F(x) < F(xg) = wy, entdo F*(w) = xg para

w € (w1,w7).

Essas ideias sao melhor visualizadas na imagem abaixo.

Figura 6.2: Funcdo distribui¢do e sua inversa generalizada.
Existem diversas formas de definir uma fungdo F* com tais propriedades, e a seguir
apresentaremos uma das mais comuns.

6.13 DeriNi¢Ao Dada uma fungdo distribuigio F : R — [0,1], definimos a inversa generalizada de F
como a fungdo F* : (0,1) — R dada por

F(w)=inf{x e R: F(x) > w}.
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Fica como exercicio verificar que as propriedades listadas anteriormente sdo satisfeitas

por F* como definida acima.

Apesar de ndo ser a inversa de F, F* ainda herda algumas propriedades de F.

6.14 ProrosicAo (PROPRIEDADES DA INVERSA GENERALIZADA) Se F é ndo decrescente e continua a

direita, entio definimos a fungio inversa generalizada como
Fl(x) :=inf{y : F(y) > x}

A inversa generalizada satisfaz:

[1]F(y) = sup{y : F(y) < x}

F~Y(y) é ndo decrescente.
[3]FY(F(x)) < x.

[4]F(F'(y) 2 v.

[5]F~1(y) < x se e somente se y < F(x).

Demonstracao.

[1]Seja Fl‘l(y) = sup{y : F(y) < x}. Para todo x € R, se yo € {y|F(y) > x}, entdo yo ¢
{y|F(y) < x}, logo yo > F~'(x), 0 que implica na desigualdade F;'(x) > F~*(x).
Para todo € > 0, da definigio de F;*(x), temos F~! (F{(x) — €) < x. Logo F;'(x) — e < F(x),
o que implica na desigualdade Fl‘l(x) < Fl(x).

[2]Seja y1 < yo. Entdo F(x) = y, implica que F(x) > y1, e assim {x : F(x) > y1} D {x : F(x) >
y2}. Portanto, claramente, inf{x : F(x) > y1} < inf{x : F(x) > y»}.

[3]FY(F(x)) = inf{z : F(z) > F(x)} e x € {z : F(z) > F(x)}, entdo o resultado segue.

[4]Seja x, € {x : F(x) > y} tal que x, — xo. Entdo liminf, F(x,) > y, mas como F é
mondtona e ndo-decrescente e continua a direita, lim inf,, F(x,) < F(xo). Dai F(xo) > y, ou seja,
xo € {x : F(x) > y}. Portanto, {x : F(x) > y} ¢é fechado e, portanto, contém seu infimo. Assim,
FE'() 2 y.

[5]F~Y(y) < x implica em x € {z : F(z) > y} eassim y < F(x). Por outro lado, se y < F(x), em
seguida, x € {z : F(z) > y} e, portanto, F~'(y) < x jd que F~(y) é o minimo. O
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Com isso, dada uma varidvel aleatéria U definida em um espago de probabilidade
(Q, ¥, P), e uniformemente distribuida no intervalo (0,1), podemos definir a varidvel alea-
toria

X =FU),
e perceber que para x € R temos F(x) € [0,1], e portanto
P(X <x)=P(F'(U) < x)=P(U < F(x)) = F(x)
onde na tltima igualdade usamos que a probabilidade que a uniforme seja menor que y é
yie, PU<Ly) =y

Mostramos assim o seguinte resultado.

6.15 ProprosiCAO (EXISTENCIA DE VARIAVEL ALEATORIA COM DISTRIBUICAO PRESCRITA) Dadauma fun—
¢do distribuicdo F : R — [0,1], entdo existe uma varidvel aleatéria X, definida em algum espago de
probabilidade (QQ, ¥, P), tal que a fungdo distribuigdo de X seja iquala F. Ou seja, P(X < x) = F(x),
para todo x € R.

Antes de seguirmos vamos apresentar um resultado importante sobre os pontos de

descontinuidades para fun¢do ndo-decrescentes, como F e F*.

6.16 Prorosicio Se f : I C R — R é uma fungdo nio-decrescente definida em um intervalo I C R,

entio o conjunto Dy formado pelos pontos de descontinuidade de f é no maximo enumerdvel.

O mesmo resultado vale para f ndo-crescente.

Demonstragdo. Se f é ndo-decrescente, entio os limites laterais

fla=)= lim f(x) e fla+) = lim f(x),
existemesea € D £ temos
fla=) < fla+),
de modo que o intervalo I, := (f(a—),f (a+)) é ndo vazio.
Note também que, se a1 < ap entdo f(a1+) < f(ax—), e os intervalos I,, e I, sdo disjuntos.
Escolhendo agora um racional r(a) € I, para cada a € Dy criamos um mapa injetivo a +— r(a),

que leva D ¢ em um subconjunto de Q, concluindo o resultado m]

6.17 CororLARIO Dada F um fungio distribuicdo e F* a sua inversa generalizada, temos que os pontos de

continuidade de F e os pontos de continuidade de F* sdo, no maximo, enumerdveis.

Terminamos essa secdo com a definicdo do significado de duas varidveis serem identi-

camente distribuidas
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6.18 DEFINICAO (VARIAVEIS ALEATORIAS IDENTICAMENTE DisTRIBUIDAS) Duas varidveis aleatérias

X eY sdo ditas identicamente distribuidas se

P(X <x)=P(Y <x) paratodox eR.

6.3 Tipos de Distribui¢oes

6.19 DeriNi¢Ao Uma fungio de distribuigdo F é dita

[ 1]discreta se para algum conjunto enumerdvel de niimeros reais {x;} e massas pontuais {p;}

F(x) = Z pj paratodox € R

xXj<x

continua se for continua para todo x.

absolutamente continua se existe uma fungdo f ndo negativa Lebesgue integrdvel tal que
b
F(b) - F(a) = / f(x)dx paratodoa <b
a
[4|singularse F # 0, F' existe e igual a 0 q.c.

Temos o seguinte Teorema de decomposicao

6.20 TeoremA (Decomrosi¢Ao DE DisTriBuicAo) Toda fungio de distribuigdo pode ser decomposta
em uma combinagdo convexa de trés tipos puros, discretas, absolutamente continuas, e continuas

singulares. Assim, se F é uma fungdo de distribuicdo, entdo
F =aF,. +BFi + yFs,

ondea,B,y 20ea+p+y=1.

X
o Fpe = / f(y)dy com f(x) =F,_q.c.
o F4 é uma fungio saltos com no mdximo um niimero enumerdvel de saltos.

o Fs é singular.

Comegaremos provando que toda distribui¢do pode ser decomposta como soma de uma

discreta e uma continua.
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6.21 Teorema Toda fungio de distribuicdo pode ser decomposta em uma combinagio convexa de uma

discreta e uma continua. Assim, se F é uma fungdo de distribuigdo, entio
F = aF. + BF,;
ondea,B,>0ea+f=1.

Demonstragao. Jd provamos que F possui no mdximo um nitmero enumerdvel de saltos. Seja {x;}

ser uma enumeragdo dos saltos. Defina
plxj) = F(x)) - F(x7)

E defina também a fungdo:
Fi(x) = Z p(xj), x€R

Xj<x
A fungio F,(x) estd bem definida pois a soma anterior é menor que 1 é discreta.

A fungio satisfaz F(x) todas as propriedades de distribuigdo exceto possivelmente a tiltima. Mas

*

nesse caso faremos uma renormalizagdo: se lim F,

X—00

Seja Fz(x) = F(x) — F}(x). Claramente F;(x) é crescente e nio negativa.

= B entdo consideramos Fy = F, /B

Provaremos que F}(x) é continua. Observamos que inicialmente que soma de fungdes continuas

a direita é continua d direita e assim F(x) = F:(x*). Agora provaremos a continuidade a esquerda

Fe(x) = Fo(x™) = F(x) — Fa(x) — (F(x7) = Fa(x7))

= F(x) = F(x™) = (Fa(x) = F4(x"))
pi—pj=0sex =x;

0 caso contrdrio

A fungio F}(x) satisfaz todas as propriedades de distribuicdo exceto possivelmente a tiltima. Mas

podemos renormalizd-la a uma distribuicdo. Se lim F(x) = « definimos F. = F/a.
xX—00

Como

F(x) = Fi(x) + Fi(x) (6.3)
= aF. + pF, (6.4)

Por iltimo, o fato que a + p = 1 decorre do fato que F(x) é uma distribuigdo.
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TeoremA Toda fungio de distribuicido continua pode ser decomposta em uma combinagdo convexa
de uma absolutamente continua e uma continua singular. Assim, se F é uma fungdo de distribuicdo,
entdo

F = aF,; + BF;

ondea,B,>0ea+p=1.
Para a demonstragao desse teorema usaremos os seguintes fatos

LEma

Se F é uma fungdo mondtona em [a,b] entdo F é diferencidvel quase certamente em [a,b]. Nesse

caso a derivada é ndo negativa.
b
/ F’(x)dx < F(b) — F(a) <
a

A demonstracdo desse lema seré feita no Capitulo ??

b
Demonstrac¢do. Se definirmos F;.(x) = / F'(y)dy e F; = F(x) — Fac. Como F(;.) = F'(x)

quase certamente temos que (F})" = 0 quase certamente.

As funcgoes F; e F;. satisfazem todas as propriedades de distribuicdo exceto possivelmente a
ultima. Mas podemos renormalizd-las a distribuicoes Fs e F,. de modo andilogo ao que foi feito na

demonstracdo do Teorema .

Distribui¢des Discretas

Seja X uma variavel aleatéria com a fungao de distribuigdo F (com probabilidade induzida
P).

DEeriNIgAo A distribuigdo de X (e X em si) é dita discreta se existir um conjunto enumerdvel S tal
que
P(5°) = 0.

Podemos enumerar o conjunto S, escrevendo S = {x1, xp, ...}, e definimos py := P(X =

Fx)= ), pr

k: xp<x

Xx). Entdo temos

e esta é uma soma sobre um conjunto enumeravel. Estes py as vezes sdo denominados

massas pontuais.
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[1|Massa de um ponto em zero:
P(X=0)=1.

Portanto, a fungao de distribuigéo F é:

P(x):{o x<0

1 ,x>0
Essa fungao de distribuigdo também denominada medida de Dirac no 0.

[2]Qualquer variavel aleatéria simples é discreta. Uma varidvel aleatéria simples é uma

varidvel aleatdria que toma valores finitos.

Finalmente, hd exemplos "mais selvagens"do que isso. Por exemplo, onde o conjunto de

S de valores é todos racionais: S = Q, onde vocé possui massas pontuais arbitrarias que

somam até 1, por exemplo, px = =

-
Algumas Distribui¢oes Discretas
Distribuigdo Notacdo | Fungdo de Probabilidade | Dominio
Um ponto O(a) pa)=1 x
Uniforme Discreta | p(x;) = % X1, ... Xn
Bernoulli Be(p) p0)=q,p1)=p {0,1}
Binomial Bin(n,p) | p(k) = pkg"* k=0,1,...n
Geométrica Ge(p) p(k) = pg* keN
Primeiro Sucesso | Po(p) p(k) = pg*! k e N
Poisson Po(m) p(k) = e‘m%k keN

L . . 1 o
A distribui¢do uniforme discreta assume os valores x, ... x, e p(x;) = —. A distribui¢do

. n ~ .
Be(p) descreve o resultado de um experimento de lancamento de moeda (ndo necessari-
amente honesta e a distribui¢do Bin(n, p) é o ntiimero de sucessos em n lancamentos. A
distribuicdo Ge(p) descreve o nimero de fracassos antes do primeiro sucesso e a distribui¢do

Po(p) o nimero de langamentos necessarios para ter sucesso uma vez.
A distribuicdo de Poisson surge como o limite da distribui¢do binomial quando n — oo
ep—0enp — A
6.25 TeorREMA (TEOREMA LimITE DE Po1ssoN) Sen — oo, p — 0, de tal modo que np — A entdo

AR
e

n! k n—k

(n—=Kk)'k

Demonstragdo. Exercicio. Dica use a aproximagdo de Stirling. |
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Distribui¢oes Absolutamente Continuas

A distribuicao de X (e X) é absolutamente continua se existir uma fung¢do f, denominada

densidade de X, tal que

F(x) = [x f(y)dy  paracadax.

Claramente, é necessario que f > 0 e que

[:f(x)dle.

Figura 6.3: Densidade - [26]

[0,00)
A

o Em particular, se f for continua, entdo

F'(x) = f(x),
ou seja, € a derivada de uma fungdo de distribuigao.

o Entdo, podemos dizer
b
P(X € (a,b]) = F(b)—F(a) = / f(x)dx.
a
o Alternativamente, podemos comegar com uma fungéo f tal que

f=0 e /mf(x)dle,

e definir a funcdo de distribuicdo pela férmula

R = [ Cfw) dy.
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ExempLo (XKCD) Alice secretamente escolhe dois niimeros reais diferentes por um processo desco-
nhecido e os coloca em dois envelopes. Bob escolhe um dos dois envelopes aleatoriamente (com um
langamento de uma moeda justa) e mostra o niimero desse envelope. Agora vocé deve adivinhar se o

niimero no outro envelope fechado é maior ou menor que o que vocé viu.

Existe uma estratégia que lhe dé uma chance melhor do que 50% de adivinhar corretamente, nio
importando o procedimento que Alice usasse para escolher seus niimeros?
Solucdo:

Antes de abrir qualquer envelope, vocé escolhe um niimero r de forma aleatéria usando qualquer
distribuigdo de probabilidade absolutamente continua que quiser. Vamos chamar de x o niimero do

envelope aberto por Bob.

A estratégia agora é: se r < x, entdo vocé prevé que o niimero oculto y é menor que x; Caso

contrdrio, vocé adivinha que y é maior do que x.

Por que esta é uma estratégia vencedora? Existem trés casos a serem analisados:

o r é inferior a x e y. Neste caso, vocé adivinha "menor”e ganha o jogo se x > y. Como as
varidveis x e y foram atribuidas aos niimeros ocultos uniformemente , P(x > y) = 1/2.

Assim, neste caso vocé ganha com probabilidade meio.

o r é maior do que x e y. Por um argumento andlogo ao primeiro caso , vocé adivinha “maior”e

ganha com probabilidade meio.

o 1 estd entre x e y. Neste caso, vocé adivinha "maior”se x < y e "menor”se x > y - isto é, vocé

sempre ganha o jogo.

O caso 3 ocorre com uma probabilidade nio-zero finita €, equivalente d integral da sua distribuigdo
de probabilidade entre x e y. Com a média de todos os casos, sua chance de ganhar é (1 + €)/2, que é

estritamente maior do que meio.

Porque isso funciona? <

Distribuicdo Uniforme Continua Uma varidvel aleatéria continua X é uniforme no inter-

valo [a,b], paraa < b, se sua f.d.p. é

1
=5, SexE [a,b]
flx) =
0 caso contrario

e denotamos esse fato por X ~ Uniforme([a,b]).
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Nesse caso, a probabilidade de X estar num subintervalo de [a,b] é proporcional ao

comprimento de tal subintervalo; de fato, para y < z reais

=1 z-y
P(ySXSZ):/ dx = .
y b—a b-a

Distribui¢ao Exponencial Uma varidvel aleatéria continua X é exponencial com parame-

tro A > 0, e denotamos esse fato por

X ~ Exponencial(A)

se sua funcdo de densidade é

A) Ae ™ sex >0
x(x) =

caso contrario.

A funcao de distribuicao é

t
Fx(t) = / Ae™Mdx=1-eM
0

portanto P(X > a) = e ™.

Distribui¢ao Normal A varidvel aleatéria X possui distribui¢do normal com parametros

p e o2, abreviado por X ~ N(y; 02), se sua fungao densidade de probabilidade é dada por

1 _aw?
e 202

fx(x) =

oV21

para todo x € R

Distribui¢do normal padrao N(0;1) :

Distribuicoes Singulares

Distribui¢dao uniforme no conjunto de Cantor Considere F a familia de todos os sub-
conjuntos do intervalo [0,1], que sdo a unido de um ndmero finito de intervalos compactos
disjuntos de [0,1] e defina a aplicacdo @ : F — F, por

m m
. _ 2a; + bi
- [ai/bi]) L Z (|:alr 3

a; + Zbi

2

O

i i=1
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Entdo para cada A € F temos que a sequéncia {®"(A)},en € decrescente e

a4 = (3] s 65

para todo n € N.

Para todo n € N definimos a n-ésima etapa da construgdo do conjunto de Cantor como
Cn =9"([0,1])

Os conjuntos C,, sdo compactos e satisfazem p(C,) = (%)n .

Definimos o conjunto de cantor como

c:ﬂcn

neN

6.27 OBSERVACAO De maneira mais geométrica o conjunto de Cantor C é definido recursivamente para
isso comegamos removendo (1/3,2/3) de [0,1] e depois removendo o terco do meio de cada intervalo

que permanece e assim por diante. Através dessa construgio obtemos a sequéncia de conjuntos
Co =[0,1]
C1=1[0,1/3]U[2/3,1]
C> =[0,1/9]uU[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U [8/9,1]
Cy=---

Assim o conjunto Cantor contém todos os pontos no intervalo que ndo sdo excluidos em qualquer

etapa neste processo infinito.

Existe ainda outra maneira de descrever o conjunto Cantor. Se representarmos os niimeros no

intervalo [0,1] na base 3 entio podemos escrever os niimeros no conjunto de Cantor como:

[o0]

C=A{xlx= Z % com a; € {0,2}}.

i=1

Agora podemos definir uma variavel aleatéria de Cantor cuja fun¢do de distribuigdo
aumenta no conjunto de Cantor e permanece constante fora desse conjunto. Definimos esta

fun¢do da seguinte forma:
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Comecgamos definindo uma sequéncia de fungdes f, : R — R como

fn(x) = (;) ]lCn
e a fungoes i
R = [ futods

e associada a fung¢do de conjuntos

Fu) = [ oy

Se denotarmos por C,; a colegdo de 2" intervalos que particionam C, entdose | € C,

/]fndu = (g)ny(l)

n+k
-(3) wero

= [ frrad
J

E assim F,,(J) = F,+k(J) para todo k € N.

O sequéncia de fungdes {F, }nen € uniformemente de Cauchy. Para ver isso considere
n,keN

Se x € R\[0,1] entdo claramente
|Fnrk(x) = Fu(x)[ =0

Se x € R\C,, entdo

Frak@ =Fa@l=| >, Faukl])

JeCy,JC(—00,x]

- > R0

JeCy,Jc(—o0,x]

=l D Fu(D-F)

JeCy,Jc(—o0,x]
=0
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Se x € C, isso significa que existe | € C tal que x € | e assim

Fuk(@) = Fa@ =] > Fak(]) + Fusr(J 0 (—00,x])
JeCy,Jc(—o0,x]

- ), RE()-F(N (=)

JECu ] C(~o0,x]
= |Fpsk(J N (=00,x]) = =Fn(J] N (=00,x])|
< 2Fu(])
3 n
=2 (5) u(f)
1
= 22_71

Logo

1
|Frsk(x) = Fu(x)] < 22_n
para todo x € R. Assim a sequéncia é uniformemente de Cauchy e logo converge para uma

funcdo continua F : R — [0,1] e assim é uma distribuicao.

Este procedimento define uma fung¢do continua, ndo decrescente de R em [0,1]

8/8
7/8
6/8
5/8
4/8
3/8
2/8

1/8

19 2/9 39 49 S5/9 &9 /9 89 99

No entanto, uma vez que esta funcgdo é constante, exceto no conjunto Cantor, vemos que

sua derivada fora do conjunto Cantor deve ser zero.
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Observamos que ndo existe uma fun¢do de densidade para F, pois se existisse tal fungao
seria igual a 0 em um conjunto de medidas 1.

Exercicio: No k-ésimo langamento de uma moeda justa, um jogador recebe a seguinte pre-
miacdo: 0 se for cara e 2/3F se for coroa. Seja X o ganho total do jogador apés uma sequéncia

infinita de lancamentos da moeda. Mostre que X possui a distribui¢do Cantor. |

Outros exemplos selvagens

Exempro Varidvel aleatéria uniforme nos irracionais

1 parax €[0,1\Q
0 paraxe€[0,1NQ

flx) =

Exempro Dado {ry} uma enumeragio dos racionais e defina

p(re) = -5 parax € Q

0 caso contrario

Como ¥°° . 1/k% = 2 /6 a funcdo acima é realmente uma distribuicdo.
k=1 ¢ ¢

Exercicios
Ex. 6.1 — Varidveis Aleatérias Discretas Independentes

1. Mostre que se X e Y sdo varidveis aleatérias tomando valores inteiros independen-
tes,entao
P(X+Y=n)= ZP(X =k)P(Y = n — k).
k

2. Dadas X e Y variaveis aleatérias independentes de Poisson com pardmetros e u
respectivamente. Prove que X +Y é uma varidvel aleatéria de Poisson com pardmetro
+ .

3. Dadas X e Y varidveis aleatérias independentes de Bernoulli de pardmetros (1,p) e
(m,p) respectivamente. Prove que X + Y é uma variavel aleatéria de Bernoulli com

parametro (n + m,p).

Ex. 6.2 — Varidveis aleatérias induzem medidas de probabilidade em R
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Considere uma variavel aleatéria X definida no espago de probabilidade (Q2, , P). Prove
que X induz uma medida de probabilidade em R no seguinte sentido: Para todo conjunto
de Borel A de R, defina

P(A)=P(X € A)=P(w e Q: X(w) e A).
Prove que (R, R, P) é um espago de probabilidade.

Ex. 6.3 — Se uma funcao F satisfizer
oF é ndo decrescente e 0 < F(x) < 1.
oF(x) — 0 quando x — —o0 e F(x) — 1 quando x — +oo.
oF é continua a direita, ou seja
lim F(y) = F(x).
Y—oxy
entdo F é a fungdo de distribui¢do de alguma varidvel aleatéria X.

Ex. 6.4 — Suponha que Y;, Y2, . .. é uma sequéncia infinita de variadveis aleatérias indepen-
dentes, todas definidas no mesmo espaco de probabilidade (€2, ¥, P), tomando valores O e 1
com probabilidade 1/2 cada. Mostre que U := 3}, 27Ky} é uniformemente em [0,1]. Dica:
mostre que
x quando x € [0,1];
P[U <x]=41 quandox >1;

0 quandox <0.

para todo x € R analisando P[U, < x] quando n — oo onde U, = X}, 27k

Ex. 6.5 — Se
X=X"-X, Y=Y"-Y".
Prove que
d o . .. cd oot oo dol
X =YimplicaX"=Y"eX =Y.
* Ex. 6.6 — Outra construcdo da Distribui¢do de Cantor

Considere Y,, como no problema anterior. Defina

n=1

1. Prove que a fungdo de distribuigdo Fy é continua.

2. Prove que Fy é diferenciavel q.c. com derivada igual a 0 q.c. Dica Prove que Fy é

constante no complemento do conjunto de Cantor.
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3. Dado uy a distribuigdo de Y. E m a medida de Lebesgue na reta real. Prove que py
e m sdo mutualmente singulares. Ou seja que existe um conjunto de Borel A com
m(A) =0e uy(A°) =0.

Definicdo: Suponha X e Y duas varidveis aleatérias, ndo necessariamente definidas
no mesmo espago de probabilidade. A varidvel aleatéria Y é dita estocasticamente
maior que X se P[X < x] > P[Y < x] para todo x € R.

Ex. 6.7 — Suponha X e Y duas varidveis aleatérias e que Y € estocasticamente maior que X.
Mostre que existem varidveis aleatérias X* e Y* definidas no mesmo espago de probabilidade
(Q,F,P) taisque X* ~ X, Y* ~ Y e X*(w) < Y*(w) para todo w € Q.

Ex. 6.8 — Existem quatro maneiras significativas de definir uma inversa generalizada de
uma fungao de distribuigao F :

oF;!(x) ;== sup{x : Fx(x) <t}, te€[0,1],

qu‘l(x) =inf{x : Fx(x) > t}, te][0,1],

qul(x) =inf{x: Fx(x) > t}, te€][0,1],

oF;'(x) ;== sup{x : Fx(x) < t}, t€[0,1],
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CariTULO

Valor Esperado

Temos ainda um elemento central e fundamental para a teoria da probabilidade que preci-

samos abordar. Este é o conceito de esperanga ou valor esperado.

Intuitivamente, o valor esperado de uma varidvel aleatéria X é a generalizacdo do
conceito de média ponderada dos valores que X assume ou equivalentemente, de modo

mais geométrico, o centro de massa dos valores que X assume.

Como motivagdo considere X é uma varidvel simples dada por

n

X=Zﬂk']lAk,

k=1
com Aq,Ay, ...,A, disjuntos. Entdo a média ponderada m(X) dos valores que X assume é

n

m(X) = Z a; P(Ay) = / X dP.

k=1

0 que motiva a defini¢do:

DEerINICAO (VALOR EsPERADO oU EsPERANCA) Se X éumavaridvel aleatoria definidaem (QQ, , P),

seu valor esperado, esperanca ou média é definido como

E[X] := /Q XdP

Usaremos aqui a mesma nomenclatura usada em integrais de Lebesgue, e diremos que

X é integravel se E|X| < co (0 que é equivalente a dizer que E[X™] < o0 e E[X™] < o0 e de

134
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modo mais geral falaremos em esperanca de X se X for quasi-integravel, isto é se E[X*] ou
E[X™] for finita.
Agora podemos retomar o exemplo de varidveis aleatdrias simples de posse da definigao

da esperanga

ExeMpPLO (VARIAVEIS ALEATORIAS SIMPLES) Seja X uma varidvel aleatéria X dada por

n

X:Zak']lz‘\k'

k=1
com A1,Az, ..., Ay, disjuntos. Entdo

E[X] = / X dP = anak P(Ak).

k=1

Se além disso, os valores ay, . .., ax € R sdo distintos, entdo Ay = X '({ax}) = {X = ax}, e

E[X] = Z a; P(X = ay).

k=1

Podemos restringir o exemplo anterior é obter um dos exemplos mais simples e também

um dos mais tteis.

ExempLO (A EsPErRANCA DA FuncAo INDICADORA) Seja 14 a indicadora de um eventos A € F .

14 é uma varidvel aleatoria simples, e pelo exemplo anterior, o seu valor esperado é dado por

E[14] = P(A).

Ao ser definida como a integral de Lebesgue, a esperanga herda uma série de proprie-

dades importantes, que listaremos a seguir.

TeorReMA Suponha que X,Y sejam varidveis aleatorias integrdveis. Entio

(Linearidade) E[aX + bY] = aE[X] + DE[Y] para quaisquer niimeros reais a, b.
[2]Se X = b € R, constante, entdo E[X] = b (escrevemos também que E[b] = b).
[3]Se X > 0 entdo E[X] > 0.

[ 4](Monotonicidade) Se X > Y entio E[X] > E[Y].

5 |(Desigualdade triangular) |E[X]| < E[|X]]

[6]Se X, T Xentdo E[X] = lim E[X,]

n—00
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Demonstragdo. Essas propriedades sio heranga direta das propriedades das integrais de Lebesgue,

e ndo serdo demonstradas.

Mostraremos apenas a propriedade 2, que é tipica de medidas de probabilidade.

Tome entdo uma varidvel aleatéria X constante igual a b. Ou seja, X(w) = b para todo w. Essa
varidvel é uma varidvel simples, dada por

X=b-1gq,

e portanto
E[b] =E[X] =0 -P(Q) =b.

ExempLO Se uma esfera é colorida de modo que 90% de sua drea seja vermelha e 10% seja azul, entdo
existe um modo de inscrever um cubo de modo que os 8 vértices estejam tocando pontos vermelhos da

esfera.

Sejam X1, . . ., Xg as varidveis aleatérias indicadoras do fato de cada vértice ser vermelho ou ndo.

Entdo, claramente Xy + - - - + Xg € 0 niimero de vértices vermelhos. Por linearidade da esperanga,
E[X1+---+Xg] = E[X1]+---+E[Xg] =8-09=7.2.

Para que o niimero médio de vértices seja 7.2, deve haver algum cubo com mais de 7 vértices vermelhos,

e portanto deve ter 8 vértices vermelhos.
Esse é um exemplo da utilizagdo de técnicas probabilisticas para provar fatos deterministicos.

Observe que ndo exigimos que as varidveis sejam independentes. Verifique que de fato isso nio é

necessdrio. <

Temos também a seguinte caracterizagdo do operador esperanga.

TeoreMA (CARACTERIZAGAO DA ESPERANGA) A esperanga é o tinico operador E : L1(Q) —» R

que satisfaz:

o Linearidade. Para a,b € R, E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].
o Continuidade. Se X,, — X entdo E[X,,] — E[X]
o Relagdo com a probabilidade. Para cada evento A, E[14] = P(A).

Demonstracao. Veja que

E[X] := /Q XdP

tem as propriedades pedidas. Assim temos trivialmente a existéncia.
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Vamos provar a unicidade mostrando a coincidéncia de um operador E com as propriedades

listadas e E;.
O item 3. e a linearidade nos permite mostrar a coincidéncia para fungdes simples.
Se X =} ;a;ila, entdo E1[X] = }}; a;P(A;) = E[X].

Provaremos agora para fungoes positivas. Dado X > 0, temos que existem fungoes simples X,

com X, T X. Por continuidade
E;[X] = lim E{[X, ] = im E[X,,] = E[X]

Para fungdes quaisquer. Consideramos a decomposigdo X = X+ + X~ e usamos a linearidade

ntes de darmos continuidade, vamos estabelecer uma nomenclatura que sera central

deste ponto em diante.

7.7 DerINIgAO Dada um espago de probabilidade (Q), ¥, P), diremos que uma afirmativa A ocorre
quase-certamente se
P{w € Q: w satisfaz a afirmativa A}) = 1.

De notaremos isso por “A ocorre g.c.”.

Em particular, dadas duas varidveis aleatérias X,Y definidas em Q, temos que X =Y q.c., se
P(X=Y)=1 Ouaindaque X <Y gq.cseP(X <Y) =1

Integrais de Lebesgue ignoram eventos de medida nula, e isso é mostrado no seguinte

resultado.

7.8 ProrosicAo Dadas varidveis aleatérias X e Y, vale que
[1]Se X =0 q.c entio E[X] = 0;
[2]Se X =Y g.c e X é integrivel ou E[X] = +oo, entdo E[Y] = E[X];
[3]Se X <Y q.c.eY éintegrivel, entdo E[X] < E[Y] (E[X] pode ser —0) .

[4]Se X > 0eE[X] =0, entio X =04.c..

Demonstracao.

Suponha que X é simples. Temos entio que
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e como P(X = 0) =1, entdo P(Ax) = 0 sempre que ayx # 0. Com isso, temos que E[X] = 0.

Para X ndo negativa, tome (X, )n>1 uma sequéncia ndo-decrescente de varidveis aleatérias simples

e ndo-negativas tal que X, T X. Como 0 < X;, < X e P(X =0) = 1, temos que X, =0 q.ce

portanto E[X,,] = 0. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, E[X] = lim E[X,] = 0.
n—00

Para X qualquer, basta notar que se X = 0 q.c, entdo X* =0g.c.e X~ =0g4.c..
[ 2] Exercicio (aplique o item anterior em X —Y)

Tome X, Y varidveis aleatérias tais que X <Y q.c. e Y integrdvel. Defina
X' =X- Ix<y + Y- -1xsy.

ComoP(X >Y) =0, entido X* = X q.c., ealém disso X* <Y pontualmente.

Se X* é integrivel, entdo a monotonicidade da esperaca nos da que E[X*] < E[Y], e pelo item
anterior E[X] = E[X*] < E[Y].

Caso contririo, temos (X*)* < Y™, de modo que E(X*)* < E[Y"] < 00 e E[(X*)™] = 00, de modo
que E[X*] = —oco.

Agora basta usar o item anterior para X e X~ para concluir o resultado.
[4]Dado € > 0, defina Ye = €1 (x>} € observe que Ye < X para todo € > 0. Segue que
eP(X > ¢€) =E[Y] < E[X] =0,

e portanto P(X > €) = 0 para todo € > 0.

Fazendo € — 0, vemos que P(X > 0) =0, e como P(X > 0) = 1, o resultado segue. O

Calculando a Esperanca

Nesta se¢do veremos como a esperanga de uma varidvel aleatéria pode ser determinada a
partir de sua distribuigdo. Para isso, vamos seguir a estratégia de trés passos, mas de um

ponto de vista bem especifico.
Tome agora uma varidvel aleatéria X qualquer, e ¢ : R — R uma fungdo mensuréavel e
simples e ndo-negativa, dada por

n

G(x) = Y arla(x),

k=1

A1, ..., A, € B(R) disjuntos.
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Temos assim que
n n

P(X) = Z arla(X) = Z arlxea,,

k=1 k=1

que é uma varidvel aleatéria simples.

Segue que

E[p(X)] = > axP(X € Ax) = ) aPx(Ay) = /R ¢ (x) dPx(x).

k=1 k=1

Dada agora uma fungdo ¢ : R — R mensuravel e ndo negativa, tome uma sequencia
nao-decrescente de fungdes simples e mensurdveis ¢, : R — R, n > 1, ndo-negativas e tais

que ¢,(x) T @(x), para todo x € R.

Pelos mesmos argumentos anteriores, ¢,(X),n > 1 é uma sequéncia de variaveis alea-

torias simples e ndo-negativas, tais que ¢,(X) T ¢(X).

Segue do Teorema da Convergéncia Monétona, que
Blp(X)] = lim El9,(0] = lim [ 9, dPx(x) = [ ¢(x) dPx(x)
n—00 n—00 R R

Dada agora uma fun¢do ¢ : R — R mensurédvel, podemos escrever ¢ = ¢* — ¢, e

aplicando o que descobrimos até agora, vemos que
E[¢(X)] = E[¢"(X)] - E[¢™(X)] = /R ¢*(x) dPx(x) — /R ¢~ (x) dPx(x) = /R(P(X) dPx (x).

Com isso mostramos que

TeorREMA (TEOREMA DA MUDANCA DE VARIAVEIS) Dada uma varidvel aleatéria X definida em
um espago de probabilidade (Q, 7, P) com distribuicio Px, e uma fungido mensurdvel ¢ : R — R,

entdo

E[p(X)] = /R o(x) dPx (x).

Ou seja, se qualquer um dos lados da equagio acima estiver bem definido, o outro também estd e a

igualdade vale.

Em particular
E[X] = / x dPx(x)
R
Uma consequéncia direta do resultado anterior é a seguinte.

CoroLARIO (D1sTrRIBUICAO DETERMINA A EsPErRANGA) Dado X integrivel entdo se X LY entdo
Y é integrivel e E[X] = E[Y].
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Agora que sabemos que a esperanga de uma varidvel aleatéria é determinada unicamente
pela sua distribuicao, falta apenas entender como surgem aquelas expressdes para variaveis

discretas e absolutamente continuas.

Varidveis Aleatorias Discretas

Vamos lembrar que uma varidvel aleatéria discreta é aquela que assumi uma quantidade

enumeravel de valores. Ou seja, existe um conjunto S = {x1,x2,...} talque P(X € S) = 1.
Com isso, temos que a distribui¢do Px é totalmente definida pelos valores de P({x}) =
P(X = xk).
De fato, para qualquer A € B(R)

Px(4)= > Px({x}).
k:ixyeA

Perceba também que

X:ixk IlAk,
k=1

onde Ay ={X =x} e F.

Para simplificar nossa vida, suponha que X > 0. Ou seja x; > 0 para todo k > 1. Nestas

condigdes, as varidveis
n

Xn = Z xk 1a,,

k=1
sdo simples e portanto

n n

E[X,] = Z xx P(Ax) = Z xk P(X = xp).

k=1 k=1

Além disso, temos que X, T X e o Teorema da Convergéncia Monétona nos diz que

E[X] = lim E[X,] = Z e P(X = xp).
k=1

Deixamos como exercicio o caso onde X ndo assume apenas valores positivos.

Fica assim (quase) demonstrado entdo o seguinte resultado.

7.11 ProrosicAo Para uma varidvel aleatéria discreta X positiva ou integrdvel, assumindo valores em

{x1,x2,...}, temos que

E[X] = ) xxP(x = x1), (7.1)
k=1
de modo que a série a direita é absolutamente convergente sempre que X for integrdvel.
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Variaveis Absolutamente Continuas

Vamos recordar que uma varidvel aleatéria é absolutamente continua se existe uma fungao
mensuravel f : R — R*, conhecida como func¢io densidade de probabilidade de X (ou

simplesmente densidade de X) tal que

Pd)=P(X € 4)= [ o) d

onde a integral a direita é a integral de Lebesgue (feita em relacdo a medida de Lebesgue
da reta).

Para entender quem é E[¢(X)] devemos primeiro entender como calcular
[ ot apxto.
R

Para isso, tome primeiro uma funcdo simples

n

P(x) = Z axla,,

k=1
e note que

n

/qb(X) dPx(x) = Z axPx(Ax)
R k=1
d
a /A ) dn

a /R L4, (0)f(x) du

n

Dl (¥)f(x) du

k=1

- / H(0f (x) dx.
R

s

k=1

Il
=

=~

=1

—

Tomando uma sequéncia de fung¢des simples ¢, n > 1 ndo negativas, com ¢, T ¢ >0,

concluimos pelo Teorema da Convergéncia Monétona que
/(p(x) dPx(x) = lim/ ¢On(x) dPx(x) = lirn/ On(x)f(x) dx = /(p(x)f(x) dx.
R "JRr "JRr R

E separando uma fun¢do mensuravel ¢ em parte positiva e negativa, concluimos o

seguinte resultado.
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Prorosi¢Ao Para varidvel aleatéria absolutamente continua X com fungio densidade de probabili-

dade f : R — R*, e uma fungio mensurivel ¢ : R — R vale que

E[p(X)] = /R () f(x) dx, 72)

onde um lado da equagdo estd bem definido se, e somente se, o outro também estd.

Func¢des de Vetores Aleatdrios

Nesta segdo falaremos brevemente sobre o cdlculo da esperanca para fung¢ées de vetores

aleatdrios.

Mas especificamente, dado um vetor aleatério X = (x1,...,X,) definido em um espaco
de probabilidade (Q,#,P) e uma funcdo mensuravel ¢ : R" — R, queremos entender como
calcular E[¢(Xy, ..., X,)].

Vamos olhar primeiro para a distribuicdo Px do vetor aleatério X. Lembre-se que, de
modo analogo a varidveis aleatérias, Px é uma medida de probabilidade em (R",B(R"))
dada por

PX(A) = P((Xll o an) € A)I
para A € B(R").
De posse da distribui¢do Px podemos recuperar as distribui¢des marginais das varidveis

Xk, fazendo

Px,(B) = P(X; € B)
=P(Xx € B;X; €eR;j £ k)
=P((X1,...,X,) € RFI x BxR"K)
= Px(R*1' x BxR" ).

A relagdo entre Px e as marginais Px, pode ser complicada, e em geral precisamos
de informagdes adicionais sobre o vetor para descreve-la com mais precisio. Uma das
situagdes onde esta relagdo estd bem definida é no caso onde as variaveis X, ...,X;, sdo

independentes. Deixaremos os detalhes para a lista de exercicios.

Voltando ao nosso problema, ndo é dificil mostrar, usando os mesmos argumentos

usados para mostrar o Teorema 7.9, que vale o seguinte resultado.

7.13 TeoremMA Dado um vetor aleatério X = (Xi,...,X,) definido em um espaco de probabilidade

(Q, F, P) com distribuicio Px, e uma fungio mensurivel ¢ : R" — R, entdo

Elp(X1,...,Xu)] = @(x1, ... ,xn) dPx(x1, ... ,xp).
Rn
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Ou seja, se qualquer um dos lados da equagio acima estiver bem definido, o outro também estd e a

igualdade vale.

No caso em que as varidveis Xj, ..., X, sdo discretas, assumindo valores em Sy, ...,S,
respectivamente, entdo o vetor é também simples, assumindo valores em S; X --- X S, e a
variavel ¢(Xj,...,X,) é discreta, assumindo valores ¢(x1,...,x,) € $(S1 X -+ X S,) com
probabilidade P(X; = x1,...,X; = xy).

Vale entdo o seguinte resultado.

Prorosi¢cAo Dadas varidveis aleatorias Xy, ..., X, discretas assumindo valores em Sq,...,Sy,

respectivamente, e uma fungdo mensurdvel ¢ : R" — R, entdo

Elp(X1, .. X))l = > oo > plxr, . 0 P(Xa =31, Xy = x,),

X]ES] x,,eS,,

quando os dois lados estiverem bem definidos.

O caso onde Xj, .. .,X, sdo absolutamente continuas é um pouco mais complicado, pois
ndo garante que o vetor X seja absolutamente continuo. Ou seja, a existéncia de densidades

fi,---,fn : R = Rndo garante a existéncia de uma fun¢do densidade f : R" — R* tal que
Px(A) = P((Xy,...,Xy) € A)

= [ flxr,...xn) dAg(ag, ... xn)
Rn

:/---/f(xl,...,xn)dxl--- dx,,
R R
para A € B(R"), onde A, é a medida de Lebesgue em R".

Osservacio Para X = (Xy,...,Xy) é um vetor aleatério absolutamente continuo, também é usual

dizer que as varidveis X1, . .., X, sdo conjuntamente absolutamente continuas. <«

Nao vamos entrar em maiores detalhes sobre esse tipo de vetor, mas podemos mostrar

que

ProrosicAo Para um vetor aleatério absolutamente continuo X com fungdo densidade de probabi-

lidade f : R" — R*, e uma fungio mensurivel ¢ : R" — R vale que

E[p(X)] = ‘/R---/R(p(aq,...,xn)f(x1,...,xn) dxq--- dxy, (7.3)

onde um lado da equagdo estd bem definido se, e somente se, 0 outro também estd.
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7.3 Variancia, Covaridncia e Momentos de uma Variavel Aleatoéria

A esperanca mede, como ja discutimos, o comportamento médio de uma varidvel aleatdria.
Uma média, ponderada pelas probabilidades, dos diversos valores assumidos pela varidvel.

Porém, essa a média falha em captar a dispersdo dos valores e suas probabilidades.

Para entender isso, vamos ver um exemplo simples.

7.17 Exempro Tome X e Y varidveis aleatorias discretas tais que

P(X=-1)=P(X =1) =

4

N —

e
1
P(Y = ~100) = P(Y = ~50) = P(Y = 50) = P(Y = 100) = 7.
Calculando, encontramos que E[ X] = E[Y] = 0, mas a varidvel aleatéria Y assume valores muito
mais dispersos em torno da média. <

Uma das alternativas que temos para medir essa dispersdo é medir uma espécie de
“distancia média” (usado aqui de forma livre) entre a varidvel e sua média. E isso que

motiva as proximas defini¢oes.

E isso que motiva as préximas definigdes.

7.18 DEeriNicA0 (MoMENTOS, VARIANCIA E COVARIANCIA) Se X éumavaridvel aleatoriaem (QQ, F,P) :

o Dado n € N* e X tal que X" seja integrdvel entio
my == E[X*] My = E[|X]"] parak=1,...,n
sdo denominados o k-ésimo momento e k-ésimo momento absoluto de X respectivamente.
o Se X é quadrado integrdvel, entio
Var[X] := E[(X - E[X])?]
é a varidncia de X. O nitmero o := [Var[X] é denominado desvio padrio de X.
o Se X e Y sio quadrado integriveis definimos a covaridncia de X e Y como
Cov[X,Y] := E[(X - E[X])(Y — E[Y])]
As varidveis X e Y sdo ditas ndo correlacionadas se Cov[X,Y] = 0.

o o coeficiente de correlagdo de X e Y ndo constantes por

Cov(X,Y)

p(X)Y) = X0y
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7.19 Prorosi¢Ao (PROPRIEDADES DA VARIANCIA E COVARIANCIA) Dadas X e Y varidveis aleatérias

integrdveis. Entdo:

[1]Var[X] >0

[2]Var[X] = E[X?] - E[X]*.

[3]|Var[X] = 0 &< X = E[X] quase certamente.

[4]A aplicagio f : R — R, x —> E[(X — x)?] tem um minimo em E[X] com f(E[X]) = Var[X].
[5]Var[aX + b] = a*Var[X] para a,b € R.

[6]Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y].

[7]|Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X,Y]

[8]Cov[X,X] = Var[X];

Demonstragio. | 1|Segue direto da definicio e das propriedades da esperanga, uma vez que (X —
E[X])? > 0;

Segue da linearidade da esperanga. De fato

Var[X] = E[(X ~ E[X])’]

[
= E[X2 2XE[X] + E[X]?]
= E[X?] - 2E[X]? + E[X]?
= E[X*] - E[X]*.

[3]Se E[(X — E[X])?] = Var[X] = 0, entdo (X — E[X])* = 0 g.c., e 0 resultado segue.
[ 4 |Imediato.
(5| Var[aX+b] = E[(aX+b)2]~E[aX+b]? = a2E[X2]+2abE[X |+b2—(a*E[ X |+ 2abE[ X ]+b?) =
a*Var[X].
[ 6| Segue da linearidade da esperanca que
Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
E[XY — XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]]
— E[XY] - E[X]E[Y].
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Segue da linearidade da esperanga e dos itens anteriores que

Var(X +Y) = E[(X + Y)?] - E[X + Y]?
= E[X? +Y? +2XY] - (E[X]? + E[Y?] + 2E[X]E[Y])
= Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X,Y].

Seque direto da definigdo. O

O item [ 4] nos fornece uma descricio geométrica: imagine que queremos minimizar
o erro quadratico médio de uma estimativa x da variavel X. Nesse caso a estimativa que

minimiza esse erro é a esperanga e a variancia é o menor valor do erro quadratico médio.

Exempro Seja X € L2(P) integrivel e Y = aX + b, com a,b € R ndo nulos. Temos entio que
Var(X) < oo, E[Y] = aE[X] + b e que Var[Y] = Var[aX + b] = a*Var[X].
Da mesma forma temos que Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(aX + b — (aE[X] + b))] = aVar[X].
Segque que

Var[ X 1, a>0
aVar|X] = sinal(a) =

\a2(Var[X ]2 1, a<0

A covaridncia a correlagdo servem para medir o “nivel de correlagdo” entre as varidveis. Nesse

P(X/Y) =

exemplo vimos que se Y = aX + b entdo Cov[X,Y] tem o0 mesmo sinal de a e p(X,Y) é 1 ou -1, de

acordo com o sinal de a.

TeOREMA (VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPENDENTES SA0 NAO CORRELACIONADAS) Sejam X, Y

sdo varidveis aleatérias independentes integrdveis. Entdo (XY) é integrivel e
E[XY] = E[X]E[Y]
Em particular, varidveis aleatérias independentes ndo estdo correlacionadas.

Demonstragdo. Assuma primeiro que as varidveis X e Y sejam simples, de modo que X e Y sdo

discretas assumindo uma quantidade finita de valores cada uma.

Nestas condigoes XY também toma apenas um niimero finito de valores, de modo que XY é



7.22

CAPITULO 7. VALOR ESPERADO 147

integrdvel e

=

szy]P =x;,Y = y]]
1 j=1

i

:II

= le IP[Y = y;] (pela independéncia)
i=1 j=1
n m
=( xiP[X = xiJ) D yiPlY = yj]
i=1 j=1
= E[X]E[Y]

Agora suponha X,Y > 0, e tome uma sequéncia crescente (¢y)n>0 de fungées ¢, : Rt — R*
simples, tal que ¢, (x) T x, para todo x € R*.

Para cada n > 1 defina agora X,, = ¢(X) e Yy, = ¢pn(Y).

Como X,Y sdo independentes, X,,, Y, sdo independentes e simples, para cada n > 1. Além disso,

Xn TXeY, TY. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Monétona, segue que

E[XY] = lim E[X,Y,] = lim E[X,]E[Y,] = E[X]E[Y] < o0

n—00

Para varidveis quaisquer basta utilizar a decomposigdo em parte positiva e negativa e observar que
as familias {X*,Y*}, {X*, Y7}, {X7,Y"} e {X™,Y "} sdo formadas por varidveis independentes. O

Vimos assim que variaveis independentes tem realmente covaridncia nula. Mas a reci-

proca ndo é verdadeira. Vamos deixar esse fato como exercicio.

Exercicio: Dé um exemplo de varidveis X e Y dependentes, mas com Cov[X,Y] = 0.

(Dica: tente pensar em uma varidvel X com E[X] = 0 e uma varidvel Y tal que Y = 0 sempre que
X #0) O

Uma outra consequéncia importante é sobre a varidncia da soma de varidveis indepen-

dentes.

CoroLrArio Se Xj,...,X, sio varidveis aleatorias independentes, entdo
Var[X; + - -+ + X,;] = Var[X1] + - - - + Var[X,,].

Demonstra¢do. Para n = 2 temos

Var[X; + X;] = Var[X1] + Var[X,] + 2Cov[X;,X>] = Var[X1] + Var[X;].

Os demais casos segue por indugdo. |
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Prorosicio A aplicagio Cov : L*(P) X L*(P) — R é uma forma simétrica bilinear positiva

semidefinida e Cov[X, Y] = 0 se Y é constante quase certamente.
Demonstragdo. A demonstragio é direta e serd deixada como exercicio. O

ProPosICA0 (DEsIGUALDADE DE CAUCHY-ScHWARZ) Se X, Y € L?(P), entdo
Cov[X, Y]? < Var[X]Var[Y].
Aigualdade é vdlida se, e somente se, existirem a, b, c € R, ndo todas nulas, e tais que aX+bY+c = 0

g.c.

Demonstra¢do. A desigualdade de Cauchy-Schwarz é verdadeira para qualquer forma bilinear
positiva semidefinita e, portanto, em particular para a covaridncia. Ainda assim, faremos uma

demonstragdo aqui para deixar o texto mais completo e auto-contido.

Faremos a demonstragio supondo que Var[Y] > 0. O caso no qual Var[Y] = 0 serd deixada

como exercicio.

Dada Var[Y] > 0, seja 0 := ~ <X

Temos assim OVar[Y] = —Cov[X,Y], e portanto
0 < Var[X + OY]Var[Y]
= (Var[X] + 26Cov([X, Y] + 6*Var[Y])Var[Y]
= Var[X]Var[Y] — Cov[X, Y]?.

Note que Var[X + 0Y] = 0 se, e somente se, X + OY for constante quase certamente.

Com isso, como supomos Var[Y] # 0, seque que a igualdade na primeira inequagdo acima vale

se, e somente se, X + OY for constante quase certamente. O
CoroLARIO Dadas varidveis X,Y € L*(P) entdo
lp(X, V)| <1,

com igualdade apenas se existirem constantes a,b,c € R, ndo todas nulas, tais que aX +bY + ¢ = 0.

Integracao com respeito a Distribuicao

Nesta secdo, definimos integrais em relacdo as fung¢des de distribuicdo. Essas integrais,
conhecidas como integrais de Lebesgue- Stieltjes, podem ser definidas a partir do zero,
mas no entanto, elas sdo simplesmente as integrais com respeito a probabilidades induzidas

em R. Nossa principal aplica¢do ao calculo de esperangas.
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7.26 DEeriNIcAo Dado uma fungdo de distribuicio F em R, existe uma tinica probabilidade Pr em
(R, B(R)) tal que Pr((a,b]) = F(b) — F(a) para todo intervalo (a,b].

A demonstragdo desse fato é andloga a construcdo que fizemos na se¢do 2.4 da Integral

de Lebesgue e foi feita no exercicio 2.3.

7.27 DEFINICAO (INTEGRACAO COM RESPEITO A DISTRIBUICAO) Dada F uma fungio de distribuigdo em

R. Para toda fungio ¢ € LY(Pr) definimos a integral de g com respeito a F

Erlgl = [ s(aF()
onde estamos considerando g como uma varidvel aleatéria no espago de probabilidade (R,B(R),Pr).

7.28 ProrosicAo Se F(t) = 3 pil, <) entdo para toda g > 0

Er[g] = /R gdF = ng(ti)-

Demonstragdo. Para provar esse fato suponha que § = Z}”:l bjlp; é uma fungio aleatoria simples.

Er(g] := i bij(Bj) = i bj Z Pi]lt,-eB/- (7.4)
=1 [
= Zpiib]’ﬂgj(ti) (7.5)
PR
- pit 79

Para provar para as funcoes mensurdveis g > 0 basta utilizar o Teorema da Convergéncia
Mondtona. Se g >0e g, T g

Erlg] = lim Elga] = lim " piga(ti) = ) pig(t)

7.29 ProrosicAo Suponha que F é absolutamente continua com densidade continua por partes f. Entdo

se g é positiva e continua por partes

Brlgl= [ gar = [ geofeos
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Demonstragdo. Para provar esse fato suponha que g = Z}”:l bjlp, é uma fungio aleatéria do tipo
escada. Entdo

Er[g] ::ijP(Bj):ij / F(x)dx (7.7)
=1 =1 7B
by [ fngdx 78)
= T
=/oof(x) ijﬂgj dx (7.9)
. =
=/ f(x)g(x)dx (7.10)

A demonstragdo para uma fungdo geral ¢ > 0 segue, aproximando g por fungdes escadas, o
que € possivel porque g é continua por partes e, em seguida, usando o Teorema de Convergéncia
Mondtona. |

Utilizando as Proposigdes 7.28 e 7.29 podemos integrar com respeito a uma distribuicao

que seja combinagdo de uma discreta e uma absolutamente continua.

7.30 TeorEMA (MUDANCA DE VARIAVEIS) Dada uma varidvel aleatéria X € L' e Fx a fungio de

distribuicdo de X entdo
E[X] = /x dFx(x)
R
e de modo mais geral,
Bls001= [ 5 dP),
Demonstragdo. Provaremos primeiro para fungoes simples nio negativas X = Y,i_, a;14,. Nesse
caso E[X] = X', a;P(A;). Por outro lado Fx(t) = },; P(A;)1a,<t de modo que

n

[ e =) apan

i=1

Deixaremos o restante da demonstragio, que segue a estratégia usual de 3 passos, como exercicio.

7.31 Exempro Se X ~ N(0;1) entio E(X) = 0.

E[X] = L /‘mxe#dx — _L *Eudu - _ 1 e_xz/z
V271 J -0 V27t J+ \2r .

7.32 Exempro Se X ~ Exp(A) entdo E[X"] = &L <
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Desigualdades de Markov e Chebyshev

Comecemos pelas chamadas desigualdade de Markov e Chebyshev, que mostram como os

diversos momentos informam o comportamento da cauda da distribui¢do de uma varidvel.
TeOREMA (DESIGUALDADE DE MARKOV) Dada uma varidvel aleatéria X > 0, vale que

E[X]

PX>1t) < — para todo x > 0. (7.11)

Em particular, dada uma varidvel aleatéria X qualquer

E|X
P(|X|>t) < %

Demonstragao. Comecamos definindo Y := t1xsy}, e observando que Y < X pontualmente.

Assim sendo temos
E[X] > E[Y] = E[t1(xs1}] = tP(X > 1),

concluindo o resultado. m]

Essa desigualdade é bastante simples, e de maneira alguma esperamos que seja 6tima.
Mas podemos usar a prépria desigualdade de Markov para melhora-la, como mostramos

nos resultados abaixo.

TeorEMA (DEsiGuaLDADE DE CHEBYSHEV) Dadas uma varidvel aleatéria X > 0 e uma constante

p > 0, entdo vale que
E[X"]

P

PX>1t) < para todo t > 0. (7.12)

Em particular
E[IXIP]
tr

P(|IX| > t) <
para uma varidovel aleatéria X qualquer.

Demonstragdo. A prova é uma redugdo ficil para a desigualdade de Markov: P(X > t) = P(XP >
E[XP]

P) <
) < =2

, pela desigualdade de Markov. |

E claro que para que essa desigualdade ndo seja trivial precisamos que X € £LF(P), mas

ainda assim ela ajuda a evidenciar algo interessante.

Se X € LP(Q)) para todo p > 0 (podemos considerar p inteiro), entdo o decrescimento

de P(|X| > t) deve ser mais rdpido que ¢t 7 para todo p.

Assim, na desigualdade de Chebyshev, fazemos exigéncia fortes sobre X mas somos

recompensado com um lado direito integravel.
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E podemos melhorar um pouco mais a recompensa. Bastando para isso aumentar as
exigéncias sobre a varidvel. Isso fica evidente na generalizacdo que enunciamos abaixo, e
cuja demonstragdo fica de exercicio.

TeoREMA (DESIGUALDADE DE MARKOV ESTENDIDA) Se ¢ é uma fungido monétona crescente de-

finida nos reais nio negativos e tomando valores nos reais nio negativos, e X é uma varidvel aleatéria

ea>0,eq@(a)> 0, entdo
E(p(IX]))
o(t)

Outra aplicacdo interessante da desigualdade de Markov é no estudo de como os valores

P(IX] > t) <

de uma varidvel aleatéria se dispersam ao redor da média, e como os diversos momentos

centrais, e em particular a variancia, informam esse comportamento.

O corolario abaixo é geralmente apresentado na literatura como sendo a prépria desi-

gualdade de Chebysheyv, e trata exatamente deste assunto.

CoroLARIO (VARIANCIA) Suponha que X seja uma varidvel aleatéria com média u e varidncia

02 < o0, Entdo

P(IX—pu| > to) < tl2 para qualquer t > 0, (7.13)
ou ainda )
P(IX—-pu|>t) < ;j_z para qualquer t > 0. (7.14)

Demonstra¢do. Use a desigualdade de Chebyshev para a varidvel aleatéria |X — p| > 0. Entdo,

2

obviamente, vamos definir x = to e p = 2. Entio E|X — u|* = 02, e nds temos da desigualdade de

Chebyshev,
POX—pl = ta) < - =
HE=20= o = 1
Exempro Dada uma varidvel aleatéria X com varidncia 0% < oo e média pu € R, entio

1
P(u—V2-0 <X<pu+V2-0)=1-P(X -yl 2\/5_~a)21—§:12.
Ou seja, X estd a uma distdncia menor que N2 - ¢ de sua média, com probabilidade > 5. <

ExempLo Considere o experimento de langar uma moeda de maneira sequencial e independente. Para
cada n > 1, defina X,, como a indicadora de que observamos cara no n-ésimo langamento. Suponha

que em um langamento da moeda, a probabilidade de observar cara é p € (0,1).

Com isso temos que as varidveis X1, X, ... sdo independentes com E[X,] = p e Var[X,] =
p(L=p).

Queremos medir a propor¢do de caras observadas em n langamentos, e para isso definiremos

Sy, =X1+---+ X, Istoé, S, é o total de caras observadas em n lancamentos.
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Segque assim que
E[Sn] =n p/

e, como X1, ...,Xy sdo independentes,

Var(S,) =np(l-p).

Tome agora € > 0 pequeno e note que

Sy B Var(S,) (1-p)
P(I—p >e) =P(|S, —np| > ne) < 2 wp
Concluimos assim que
Sn
P ( 7 - p|> 6) e 0,
quando n — oo, para todo € > 0. <

Desigualdade Maximal de Kolmogorov

Motivados pelo tltimo exemplo, queremos estudar um pouco mais a distribui¢do de somas
de varidveis independentes.

As desigualdades de Markov e Chebyshev dao uma primeira ideia do que esperar, mas
como ja vimos, sdo estimativas muito grosseiras, precisando de hipéteses fortes para ficarem

mais robustas.

A préxima desigualdade trata justamente desta questao.

TeoremA Seja (X,,)u>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes, definidas no mesmo
espago de probabilidade, com esperanga 0 e varidncia finita. Seja S, = Y} _; Xx. Entdo para A > 0,

Var(S,,)

P (max |Sk| > /\) < 2

1<k<n

Demonstra¢do. Comece observando que o evento {maxi<k<n |Sk| = A} é a unido disjunta dos
eventos
A =A{ISk| 2 A, |Sjl < Aparaj <k}, k=1,...,n.

Observe também que, paracadak =1, ..., n,temos S, —Si = Xg41+- - -+ Xy, que é independente
de S =X+ + Xk

Vale também que E[Si] = E[X1] + - - - + E[Xk] = 0 ¢, analogamente, E[S,, — Sk = 0], e assim

E[Sk(Sn — Sk)] = E[Sk]E[S,, — Sk] = 0.
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Além disso, dentro do evento Ay vale que A=2S% > 1, de modo que 14, < A™25714,, €

P(Ar) < A72E[S214,]
< ATZE[(S§ + (Sn — Sk)*) 14,
= A72E[(S? +25k(Su = Sk) + (Su = Sk)*) La, ],

onde a tiltima linha segue, pois as varidveis Sx14, e S, — Sk sdo independentes e E[Sk(S, — Sk)] = 0.

Segque assim que
P(Ag) < A2E[(Sk + (Su = Sk)) La,] = A2E[S214,]
e somando encontramos

P(max |Sk| > /\) < AT%E[S3 L maxyese, 1500201 ] < AT2E[S3].

1<k<n

O resultado é concluido quando vemos que Var(S,) = E[S2] — E[S,]* = E[S?].

7.7 Desigualdade de Jensen, Holder e Minkowski

Nesta se¢do apresentaremos uma desigualdade que generaliza a desigualdade triangular,
conhecida por desigualdade de Jensen. Mas antes precisamos lembrar alguns conceitos e

resultados de anélise real.

7.40 DeriNni¢Ao Uma fungido ¢ : R — R é convexa se para todo a,b € R e a € [0,1] vale que
plaa+(1-a)) <ap(a)+ (1 -a)p).

Geometricamente, isso se traduz como o grifico da fungdo, no intervalo [a,b], estar abaixo da reta
secante ao grifico nos pontos (a,p(a)) e (b,p(b)).

Ax

Fungdes como |x|, x2 e e** sdo exemplos classicos de funcdes convexas.

Um resultado importante sobre fun¢des convexas, e que utilizaremos na demonstragao

do resultado principal, é o seguinte.
7.41 Prorosicio Se ¢ : R — R éuma fungdo convexa entdo, dado to € R, o mapa

., 9= ()
t—to

7

é ndo-decrescente.
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Demonstragdo. Considere t > tg (0 caso t < to segue de modo andlogo) e tome s € R com
to < s < t. Faga entdo o = % e note que

s —tp s —tp
t+(1-a)ty= t+11- th=s
at+(1-allo == ( t—to)o

Segue entdo da convexidade de ¢ que

s —tp s —tp
H+[1-
1, P ( f

p(s) <

) @(to),

—to

e o resultado seque. o

7.42 ProprosicAo (DESIGUALDADE DE JENSEN) Se X é uma varidvel aleatéria integrdvel e ¢ : R — R
uma fungdo convexa, entdo

P(E[X]) < E[¢(X)]
Demonstragdo. O fato da fungdo ¢ ser convexa significa que para qualquer to,

@(t) — p(to)
t—to

ndo decresce em R\ {tg}.

E desse modo podemos encontrar @ tal que

p(t) — (to) <@ < inf @(t) — @(to)

t<to t - tO t>t0 t - tO

e, portanto, para todo t, temos
(t —t0)® < ¢(t) — p(to)

Agora, seja t = X e tg = E[X] e a equagdo 95 se torna
(X = E[X]) ® < ¢(X) — ¢ (E[X]) (7.15)
Tomando a esperanga em ambos os lados de (7.15) temos

(E[X] - E[X]) @ < E[p(X)] - ¢ (E[X])

que ao reorganizat, torna-se

¢ (E[X]) < E[p(X)].

Terminamos com uma aplica¢do bastante importante da desigualdade de Jensen.
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7.43 Exempro Seja X uma varidvel aleatoria e duas constantes p,q € R tais que 0 < p < q. Vamos
mostrar que se X € L1(P), entdo X € LF(P).

Para isso, note que como q > p > 0, emtdo q/p > 1 e a fungio

o(x) = |x|7

é convexa.

Segque da desigualdade de Jensen
q
E[|XIP]" = (E[|XI"]) < E[(IX|")] = E[IX|7],
e portanto se E[|X|7] < oo, entdo E[|X|P] < oo, e 0 resultado segue. <

7.44 Prorosicio (DesiGUALDADE DE HOLDER) Dado um espago de probabilidade (QQ,7 ,P), e X,Y
varidveis aleatorias ) 1
E[IXYI] < (B[IXIP])” (E[IYI7])" .

q
Demonstra¢do. Considere a medida de probabilidade v := g - W ea fungio h = L

/Q g7du gq—1

Entdio por Jensen

1/p 1/q 1/p
/fgdy:/hqup:/quy-/ hdv</quy(/ hpdv) :(/ quy) (/fpdy) .
0 ) 0 o o o ) o

7.45 Proprosi¢A0 (DESIGUALDADE DE MINKOWSKI)

If+&llp < M1l + NIglly (1<p<eo)

Demonstragdo. Primeiro, provamos que f + g tem p-norma finita se f e g tiverem

[f + 8P <2P7HfIP +1glP).

Na verdade, aqui usamos o fato que h(x) = xP é uma fungio convexa e assim, pela defini¢cdo de

convexidade,

11f + sl < |If1+ gl < 311 + gl

Isso significa que

If +glP < L12f1P + 1|2g [P = 2P 2| FIP + 2P Y g
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Agora, podemos falar legitimamente sobre (||f + g|l,). Se for zero, entdo a desigualdade de

Minkowski é vilida. Agora assumimos que (|| f + g||,) ndo é zero. Usando a desigualdade triangular

e depois a desigualdade de Holder

||f+g||§=/Q|f+g|”du
=/Q|f+g|-|f+g|’7‘1dy
r-14
S/Q(If|+|g|)|f+g| u
:/|f||f+glp-ldu+/|g||f+glp-1du
Q Q

(o (s ) s

(Pela Desigualdade de Holder)

1
1P

If+glp
ILf+gllp

Obtemos a desigualdade de Minkowski multiplicando ambos os lados por

= (Ifllp + liglly)

If+glly
If +glly

7.8 /Fun¢des Geradoras de Probabilidade

(7.16)
(7.17)
(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

Considere uma variavel aleatéria X, tomando valores nos naturais. Seja p, = P(X = r).

7.46 DEFINICAO (FUNCAO GERADORA DE PROBABILIDADE) A funcgido geradora de probabilidade de

X é definida como

[o¢]

p(z) = E[zX] = Z P(X =1)z" = po+p1z + paz*--- = Zprz’.
r=0 0

Observamos que fung¢do geradora de probabilidade é uma série de poténcia e converge

absolutamente para |z| < 1, pois

lp(z)] < ZprIZ’I < Zp, =1.
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Esta definicdo pode parecer um pouco inusitada. Mas como veremos ela resulta ser uma
ferramenta algébrica ttil que resume de forma concisa informagdes sobre a distribuicdo de
probabilidade.

Exempro Considere um dado justo. Entdo p, =1/6 parar =1,--- ,6. assim

ExempLo Neste exemplo, calculamos a fungdo geradora de probabilidade para a distribuicdo de

Poisson de parametro a. Com base na definigdo, temos:

e %l
p(z)= > T (7.24)
=0
00 —a ]
-y ﬂ (7.25)
=
e e (az)
= — Z f (7.26)
=0
= (1) (7.27)

TeoremA A distribuigio de X é determinada exclusivamente pela sua fungdo geradora de probabili-
dade.

Demonstragdo. Diferenciando a série termo a termo temos
dﬂ

=n!
dznp(Z)ZZO nlpy.

Entdo podemos recuperar (po, p1,- - - ) de p(z). o

TeoreMA (LEMA DE ABEL)
E[X] = lim p'(2).
z—1
Se p’(z) for continua em 1, entdo E[X] = p’(1).

Demonstra¢ao. Como z < 1, temos

[oe]

p'(z) = Z rpyz Tt < i rp, = E[X].
1 1

Logo
lirr} p’(z) < E[X].
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Por outro lado, para qualquer ¢, escolhendo N suficientemente grande, temos

N

er, > E[X] - e.

1

assim

N N 0
_ —1; r—1 : r=1 _ 1; ’
E[X]-¢ < Zl: rpr = ,llir}; rprz’ T < ,113} rprz’ T = llir}p (2).
Portanto, E[X] < lirr} p'(z). |
z—>
TeEOREMA
E[X(X-1)] = lin} p”(z).
z—>
Demonstragdo. Exercicio O

Exempro Considere a distribuicdo de Poisson. Entdo

1 _
pr=P(X=r1)=—A"e™.

Entdo
o, 1
p(z) = E[zX] = erﬁ)\re_A =Mt = pMED),
5 !
Temos
E[X] = ] A,
dz =1
e
d2
EX(X-1)] = —e'= V| =22
dx z=1
assim

Var(X) = E[X?*] - E[X]? = A2+ A - A2 = A.

TeoreMA Suponha que X1,Xo, -+, X, sejam varidveis aleatorias independentes com fungdes gera-
doras de probabilidade p1, p2, - - - , pn. Entdo, a fungio geradora de probabilidade de X1 +Xo+- - -+ X,

é p1(2)p2(z) - - - pu(2).

Demonstracao.

B[z ] = B[z - 2] = E[20] - B[] = p1(2) - pu(2)-
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7.54 ExemprLo Se X e'Y forem varidveis aleatorias de Poisson independentes com pardmetros A, i respec-

tivamente, entio
E[tX+Y] — E[tX]E[tY] — e/\(t—l)ey(t—l) — e(/\+‘u)(t—1)
Portanto, X + Y ~ P(A + p).

Também podemos fazé-lo diretamente:
r r
PX+Y=r)= Zp(x: i,Y=r—i)= ZP(Xz HPX =71 —1),
i=0 i=0
mas é muito mais complicado. <

Somas de um namero aleatério de termos

Uma aplicagdo ttil das fungdes geradora de probabilidade é o estudo da soma de um ntimero
aleatério de termos aleatdrios. Por exemplo, uma companhia de seguros pode receber um
numero aleatério de reivindicag¢des, cada um exigindo uma quantia aleatéria de dinheiro.
Entdo, temos uma soma de um ntmero aleatério de termos. Isso pode ser respondido

usando fungdes geradoras de probabilidade.

7.55 Exempro Sejam Xy, X, - -+ , X, varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
fungio geradora de probabilidade p(z) = E[zX]. Deixe N ser uma varidvel aleatéria independente
de X; com fungdo geradora de probabilidade h(z). Qual é o fungdo geradora de probabilidade de
S=Xi+---+Xp§?

E[ZS] — E[ZX1+M+XN]

= En[Ex, [V | N]]

assumindo fixoN

P(N — n)E[ZX1+X2+~-+Xn]

s

=
I
o

P(N = n)E[zX]E[z%]- - E[z%]

Ms

=
1l
o

P(N = n)(E[z*'])"

Ms

B
I
o

Ms

P(N = n)p(2)"

=
Il
o

= h(p(2))

como h(x) = Y7 P(N = n)x".
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assim

ELS] = -h(p(c)
z=1

=K (p()p'(1)
= E[N]E[X]

Para calcular a varidncia, use o fato de que

dZ
E[S(S-D] = ——h(p(z))

z=1

Entdo podemos encontrar que

Var(S) = E[N]Var(X;) + E[X]]Var(N).

/Processos de Ramifica¢ao

Originalmente, processos de ramificagdes foram considerados por Galton e Watson nos
anos de 1870 quando estes procuravam um modelo quantitativo para o fenémeno do de-
saparecimento de sobrenomes, mesmo no cendrio de uma populagdo crescente. O modelo
é construido sob a suposicdo de que cada homem em uma dada familia tem a probabili-
dade py de ter k filhos e que o sobrenome de familia é passado aos filhos, entdo desejamos
determinar a probabilidade que apds n geracdes um individuo nao tenha descendentes

homents.

Vamos fazer perguntas como o nimero esperado de individuos em uma geragao espe-

cifica e a probabilidade de extingao.

Considere Xg, X1, - -+, onde X, é o nimero de individuos na geragao n-ésima. Assumi-

mos o seguinte:

1% =1

Cada individuo vive por uma unidade de tempo e produz k descendentes com probabi-

lidade py.
Suponha que todos os descendentes se comportem de forma independente. Entao
Xns1 = Y] + Y5+ + Y,

onde Y] sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, como X;.



CAPITULO 7. VALOR ESPERADO 162

LA N

Figura 7.1: Processo de ramificagdo [14]

Como veremos é ttil considerar o funcdo geradora de probabilidade de um processo de

ramificacdo. Seja F(z) a fungdo geradora de probabilidade de Y!. Entéo

F(z) = E[zY/] = E[z¥] = Zpkz

Definimos
F.(z) = E[z].
O principal teorema dos processos de ramificagdo que provaremos nesta segao é

7.56 TEOREMA

Fui1(z) = Fa(F(z)) = F(F(F(- - F(2) - +)))) = F(Fu(2)).
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Demonstracao.

Fui1(z) = E ZX”H]

=E

—

E[z%1 | X,]]

—

P(X, = k)E[z% | X, = k]

P(X, = k)E[z17 Yk | X,, = k]

P(X, = k)E[zV|E[zY?]---E[zY"]

D2 I Te I

P(X, = k)(E[zX1])"

=
Il
(=)

P(X, = k)F(z)*

T

0
n(F(2))

7.57 TeOREMA Suponha que

E[Xq] = Z kpr = u

e
Var(X1) = B[(X = ] = " (k - wpi < oo.
Entdo
E[Xy]=u", VarXy=o’p" 1+ p+p®+- 4"
Demonstracao.

E[X; ] = E[E[X; | Xp—1]]
= E[uXy-1]
= [LlE[Xn_l]
por indugdo, E[X,] = u" (pois Xo = 1).

Para calcular a varidncia, observe que
Var(X,,) = E[X}] - (E[X,])*

e, portanto
E[X?] = Var(X,,) + (E[X])?
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Entdo, calculamos

E[X7] = E[E[X}, | X;-1]]

= E[Var(X,) + (E[Xx])* | Xy-1]
= E[Xy_1Var(X1) + (uXn-1)]
E[Xy-102 + (Xn-1)?]
o?u" ™+ pPEIX .

assim

VarX,, = E[X2] - (E[X,])?
= WPEXC ]+ o u" ! = 12 (E[Xu-1])
= P2 (EDXC_,] - E[X,1]?) + 0%
= 1?Var(X,-1) + 07"
= u*Var(X,—2) + o (u" 7t + u")

— yZ(n—l)Var(Xl) + GZ(yn—l + ‘un +eet ”211—3)

=" A+ p+ e+ .

Probabilidade de Extin¢do

Considere A, o evento X, = 0, ou seja, a extingdo ocorreu na n-ésima geragdo. Sejam g ser

a probabilidade da extin¢do eventualmente ocorrer e

[s¢]
A= U A, = [a extin¢do ocorre eventualmente].

n=1

Como A; € Ay C A3 C -+, sabemos que
q =P(A) = lim P(A,) = lim P(X, = 0).
n—oo n—oo

Mas
P(X,, = 0) = Fx(0),

Como F,,(0) = ¥ P(X,, = k)zF. Logo
F(9) = F (lim F,(0)) = lim F(F,(0)) = lim F,1(0) = q.

assim

F(q)=g4.
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Alternativamente, usando a lei da probabilidade total
g= ) P04 = k)P(extingdo | Xi = k) = > piq* = F(g),
k k

onde a segunda igualdade vem do fato de que, para que toda a populagdo se extingua, cada

populacdo individual deve se extinguir.

Isso significa que para encontrar a probabilidade de extin¢do, precisamos encontrar um
ponto fixo de F.
TeoremA A probabilidade de extingdo q é a menor raiz da equagido q = F(q). Escreva pu = E[X;].

Entdo,se u <1, entdoq = 1;se u > 1, entdo q < 1.

Demonstragdo. Para mostrar que é a menor raiz, seja « a menor raiz. Entdo note que 0 < a =
F(0) < F(a) = a. Portanto, F(F(0)) < a. Continuando indutivamente, F,(0) < a para todo n.
Assim
g = lim F,(0) < a.
n—00
Entdo q = a.

Para mostrar que q = 1 quando u < 1, mostramos que q = 1 é a tinica raiz. Sabemos que
F'(z),F"(z) > O para z € (0,1). Entdo F é crescente e convexa. Como F'(1) = u <1, Entdoz = 1

é a tinica raiz. 0

/Func¢oes Geradoras de Momento

DEerINICAO A fungdo geradora de momento ¢x(t) é definida como
¢x(t) =E [Etx]

desde que E(e'X) exista no intervalo (~=h,h) para h > 0.

Para varidveis discretas ou absolutamente continuas temos que

Y. et¥ip(x;)  se X é discreto
ox(t) = E[e] = P

fx e f(x)dx se X for continua

ExemrrLo A distribuicdo degenerada de probabilidade é a distribuigdo associada a uma varidvel
aleatoria discreta exibindo certeza do resultado. Se X for um varidvel aleatério degenerada, entdo
X = ¢ com probabilidade 1. A fungio geradora de momento da varidvel aleatoria degenerada é

E ex,-t — ect‘

Xi=c

particularmente simples:
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7.61 TeoREMA Seja X uma varidvel aleatoria que possua fungio geradora de momento. Entdo

M) = W E(eX) =B (;Tzefx) =B(X"e).

7.62 TeoremA Se X e Y sdo varidveis aleatdrias independentes com fungdo geradora de momento ¢px(t) e
¢y (t) respectivamente, entdo Gx4y(t), a fungio geradora de momento X +Y é dada por ¢x(t)py(t).

Demonstracao.

Ox+y(t) = E [3t(x+y)]
B[]
B[]
= Px(H)Ppy(H).

7.63 TeorREMA A fungio geradora de momento determina de forma tinica a distribuicdo de probabilidade.

7.64 TeorReEMA (A FuNcAo GERADORA DE MOMENTO DA VARIAVEL ALEATORIA NorRMAL) SeZ ~ N(y, a?),
entdo ¢z(t) = exp(ut + o%t2/2).

Demonstracao.

Pz(t) = E [e™]

b g=(e-?/20%) g

Vo2
1 —(x? = 2ux + p* — 20%tx) p
B V27102 202 *

Completando o quadrado:

x? = 2ux + u? = 20%tx = x* = 2(u + 0*t)x + u?
=(x—-(u+ a’t))? - (u+ a’t)? + yz
=(x—-(u+ o’t))? — o*t? - 2y02t.

Entdo voltando ao cdlculo da fungio geradora de momento

((x = (u + 0%t))? = o*? — 2uc?t)
e I e |

1 exp ( o*t? + Zyazt) /°° exp (—(x —(u+ ozt))z) i

V2102 202 oo 202

o)

(yt + 02t2/2)

¢z(t) = dx
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Teorema Se Z; ~ N(u1, a%), e”Zy ~ N(uz, 0%) e Z1 e Zy sio independentes, entdo Zy + Zy ~
N(u1 + o, a% + a%). Ou seja, a soma de varidveis aleatérias normais independentes é uma varidvel

aleatéria normal cuja média é a soma dos médias e cuja varidncia é a soma das variagoes.

Demonstragdo. Calculamos a fungio geradora de momento da soma usando o teorema sobre somas

de varidveis aleatorias independentes.

¢Zl+22(t) = CPZl(t)(PZg(t)
= exp(uit + a%tz/Z) exp(uat + a§t2/2)
= exp((u1 + p2)t + (a% + og)tz/Z)

/Entropia

Informacao

Gostariamos de desenvolver uma medida da informagdo que obtemos de observar a ocor-
réncia de um evento de probabilidade p. Nossa primeira redugdo serd ignorar quaisquer
caracteristicas especificas do evento e apenas observar se ou ndo aconteceu. Assim, pen-

samos no evento como o observacdo de um simbolo cuja probabilidade de ocorréncia é
p.
A abordagem que vamos adotar é axiomatica: Queremos que a medida de informacao

I(p) tenha as seguintes propriedades

DeriNI¢cAO (INFORMACAO)

[1]A informagdo é uma quantidade nio negativa: I1(p) > 0.
Se um evento tiver probabilidade 1, ndo obtemos informagoes da ocorréncia do evento: I1(1) = 0.

Se ocorrerem dois eventos independentes (cuja probabilidade conjunta é o produto de suas proba-
bilidades individuais), entdo a informagdo que obtemos ao observar os eventos sdo a soma das duas

informagdes: 1(p1 - p2) = I(p1) + I(p2). (Esta é a propriedade fundamental)

[ 4|Queremos que nossa medida informagio seja continua fungio da probabilidade

Podemos, portanto, mostrar o seguinte:

[1]I(p?) =1(p-p) =1(p) + I(p) =2 I(p)
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[2]Assim, além disso, I(p") = n - I(p)

Epor indugao

[3]1(p) = I((p/™y™y = m - I(p*'™), entdo I(p*/™) = % - I(P) e, portanto, em geral
njmy - 1
I(p™™) = 1(p)
E}E, portanto, pela continuidade, obtemos, por0 <p <lea >0:
I(p*) =a-I(p)

Logo
I(p) = - log,(p) = log;,(1/p)
por alguma base b.

Resumindo: a partir das quatro propriedades,

[1]I(p) 2 0
[2]I(p1 - p2) = I(p1) + I(p2)

I(p) é monétona e continua em p
[4]I(1) =0

podemos derivar que
I(p) = log,(1/p) = ~log(p),

para alguma constante positiva b. A base b determina o sistema de unidades que estdo

utilizando.

Normalmente, pensamos em termos de log,(p).

7.67 ExemprLo Por exemplo, langar uma moeda justa uma vez nos dard eventos H e T com probabilidade

1/2 e, portanto, um tinico langamento de uma moeda nos di —log,(1/2) = 1 bit de informagao.
Langando uma moeda justa n vezes temos —log,((1/2)") = log,(2") = n -log,(2) = n bits de
informagdo.

Assim, obtemos que n langamentos de uma moeda justa nos fornece n bits de informagdo, e leva
n digitos bindrios para especificar. Que estas duas medidas sdo as mesmas nos assegura que fizemos

uma boa escolha de definigdo de informagdo. <
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Entropia

Suponha agora que temos 1 simbolos {a1, a3, . . ., a, } e que alguma fonte estd nos fornecendo
um fluxo desses simbolos. Suponha ainda que a fonte emite os simbolos com probabilidades
{p1,p2,...,pn}, respectivamente. Por enquanto, também assumiremos que os simbolos sdo

emitidos de forma independente

Qual é a quantidade média de informagdo que obtemos de cada simbolo que vemos no

fluxo?

O que realmente queremos aqui é uma média ponderada. Se observarmos o simbolo a;,
noés obteremos log(1/p;) informacdo dessa observagdo particular. A longo prazo, digamos
N de observagoes, veremos aproximadamente N - p; ocorréncias do simbolo a;. Assim, apds

N observagdes obteremos a informagéao total I de
n
=) (N-pi)-log(1/pi).
i=1
Mas, entdo, a média de informacgdes que obtemos por simbolo observado seré

I/N = (1/N) Y (N - pj) - log(1/p:)
i=1

= > pi-log(1/p;)
i=1

Acima adotamos a convengao que defina 0 - log(1/0) é 0.

Isso nos leva a seguinte defini¢ao.

7.68 DErINICAO Seja uma distribuigdo de probabilidade P = {p1,p2, ..., pn}. Definimos entropia da

distribuicdo P por:
n
H(P) = )" pi-log(1/pi).
i=1

A definigdo anterior possui uma generalizagdo 6bvia, se tivermos uma distribuigao

continua de probabilidade P(x) definimos:
H(P) = / P(x) -log(1/P(x))dx.
Em termos de valor esperado.
H(P) = E[I(p)]-

Em outras palavras, a entropia de uma distribuigdo de probabilidade é o valor esperado

da informagdo da distribuicao.
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7.69 TeoremA (DEesicuaLDADE DE GiBBs) Considereas distribuicdes de probabilidade, P = {p1,p2, ..., Pn}
eQ=1{q1,92,...,q9n}, onde p;,q;i 2 0e >; pi = 2.; qi = 1. Entdo

—ZPiIquz' 2 —Zpilogpi

com igualdade somente quando p; = q; para todos i.

Demonstra¢do. A demonstragio baseia-se na desigualdade log x < x — 1.

n ] n ) n
Zpiln(q—z_) < Zpi (& —1) = Z(ﬁlz‘ - pi)
i=1 pi o\ i=1
:Zqi—zpizl—lzo,
i=1 i=1
Podemos usar a desigualdade de Gibbs para encontrar a distribuigdo de probabilidade

que maximiza a func¢do entropia. Suponha que P = {p1,p2,...,ps} é um distribui¢do de

probabilidade. N6s temos
H(P) - log(n) = Zpi log(1/pi) —log(n)
= Z:‘ pilog(1/pi) — log(n) Z:‘ pi
= ilpi log(1/pi) - le pilog(n)
- Zpi(log(l /pi) —log(n))
= Zpi(log(l /pi) +log(1/n))
_ ;pilog(liin)

<0,

com igualdade somente quando p; = 1 para todos i.
Exercicios

Ex. 7.1 — Mostre que para varidveis aleatdrias discretas,
EX = > xP(x = xp), (7.28)
k=1

se a série é absolutamente convergente
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Ex. 7.2 — Dé exemplos de varidveis aleatdrias X e Y definidas em [0,1] com a medida de
Lebesque tal que P(X > Y) > 1/2, mas E(X) < E(Y).

Ex. 7.3 — Mostre que
X &Y implica X* £ Y* e X~ £ Y~

Ex. 7.4 — Suponhaque Xj, X», . .. éumasequéncia de varidveisindependentes em (Q, F, P).

Mostre que as duas familias X1, X3, X5, ... e X5, X4, X, . . . sdo independentes.

Ex. 7.5 — Deixe Xj, X2, ... serem v.aiid. com média y e varidncia 02 e deixe ser uma varia-
vel aleatéria tomando valores nos inteiros com média m e varidncia v, com N independente
de todas as X;. Deixe S = X1 + ... + Xy = 270 Xilnsi.

Calcule Var(S).

Ex. 7.6 — Prove a Desigualdade de Cauchy-Schwarz: dadas duas variaveis aleatérias X e

Y, temos

[EXY]| < VE[X2]E[Y2], (7.29)

e aigualdade ocorre se e somente se X = aY, para alguma constante a € R.

Ex. 7.7 — Dados X e Z varidveis aleatdrias independentes, cada uma seguindo a distribui-

¢do normal padrdo, Deixe a,b € R (ndo ambos nulos), e deixe

Y=aX+bZ

1. Calcule Corr(X,Y).
2. Mostre que |Corr(X, Y)| < 1 nesse caso.

3. Dé condigdes necessdrias e suficientes sobre os valores de a eb para que Corr(X,Y) =

1.
4. Dé condicOes necessdrias e suficientes sobre os valores de a e b tais que para que
Corr(X,Y) =-1.
Ex. 7.8 — Problema do Pareamento Suponha que n cavalheiros saem para jantar e

deixem seus chapéus no vestidrio. Apds o jantar (e varios copos de vinho) eles escolhem
seus chapéus completamente aleatoriamente. Denote por X o ntimero de senhores que
tomam seus préprios chapéus. Encontre E[X] e Var[X]. (esse problema ja apareceu numa

forma ligeiramente diferente na Lista 2)

Ex. 7.9 — Se E|X;| = oo entdo },,_, P(|X1| > n) diverge.
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Ex. 7.10 — Dada uma variavel aleatéria X, entdo, para todo € > 0, existe uma varidvel
aleatéria limitada X,, tal que P(X # X¢) < €

Ex. 7.11 — Coletor de Cupom

Cada vez que se compra um saco de salgadinho, obtém-se como um b6énus uma figurinha
(escondida dentro da embalagem) de um jogador de futebol. Suponha que existam n
imagens diferentes que sdo igualmente susceptiveis de estar dentro de cada pacote.

Encontre o ndmero esperado de pacotes para comprar para obter uma colegdo completa de

jogadores.
Ex. 7.12 — Se
Px(s) := E(s¥) = Zp(x = i)s'.
i>0
Mostre que
Var(X) = P”(1) + P’(1) - P’(1)%.
Desigualdades

Ex. 7.13 — Uma moeda honesta é lancada de forma independente 1 vezes. Seja S, o ntimero
de caras obtidas nesses n langamentos. Use a desigualdade de Chebyshev para provar que

. Sp 1 3
IEIJOP(|7_§|<€)_1

n

para todo € > 0.

Ex. 7.14 — Demonstragido Probabilistica do Teorema de Weierstrass
Utilize a desigualdade de Chebyshev para mostrar que para toda fun¢do continua f :
[01] = R,

gf (5] ({0 = s

uniformemente em x € [0,1] quando n — oo.
Dica: Sejam X1,Xp,..., X, varidveis aleatérias independentes cada uma assumindo os
valores 0 e 1 com probabilidade p e 1 — p respectivamente. Seja S, = X1 + Xo +... + X,

o numero de caras em n langamentos. Defina o polindmio r,(p) = E[f (%)] e estude a

expressao |, (p) — f(p)l-
Ex. 7.15 — Sharpness da desigualdade de Chebyshev
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Para cada t > 1, construa uma varidvel aleatéria X com média y e variancia ¢2, e tal que a

desigualdade de Chebyshev se torna uma igualdade:

1

Ex. 7.16 — Deixe X ser uma variavel aleatéria ndo-negativa, tal que EX existe.
1. Mostre através de um exemplo que E(X?) pode nao existir.
2. Considere o truncamento X,, = min(X,n). Prove que para todo p > 2,

Z nP E(X2) < oo.
n=1

3. Prove a propriedade anterior para p = 2.

Ex. 7.17 — Deixe Xj,... X, serem varidveis aleatdrias reais independentes e deixe Sy =

Xy +---+Xyparak =1,...,n. Mostre que para t > 0 a desigualdade de Etemadi é valida:

P [m]flx|5k| >

t < 3mkaxP[|Sk| > t/3].
Dica: Considere os conjuntos
= i| > =1,...
Aj {{2%|sk| <3r, IS = 3r}, j=1,...n

e observe que

n
{112]51;(1 1S;| = 3r} = ]QA]-.



CariTULO

Medida Produto

Nesse capitulo generalizamos o conceito de medidas para o produto de espacos. A integral
que obtemos como subproduto dessas medidas sdo os andlogos abstratos das integrais de

vérias varidveis e como tais podem ser calculadas como integrais iteradas.

8.1 DeriNIcAOo Dados (€1,%1) e (Qo,%2,) espagos mensurdveis, definimos a o-dlgebra F1 ® F2 como a
o-dlgebra gerada pela colegio dos retdngulos mensurdveis

ﬁ@ﬁ:a({AXB:AEﬁ/BE%}>

Figura 8.1: Retangulos mensuréveis em %1 ® %>

s |
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Nesse caso também diremos que o produto dos espagos mensuraveis (1, 1) e (2, F2)

é 0 espago mensuravel (1 X Qp, F1 ® F2).

Antes de prosseguirmos, observamos que podemos realizar a construgdo da o-algebra
produto de um modo ligeiramente diferente. Para isso note que o produto cartesiano €1 x€),

de dois conjuntos 1 e (), é caracterizado pelas aplica¢des de projecao associadas
O, ZQ1XQ2—>Q1 TTQ, ZQ1XQ2 —>Q2.

Podemos fazer uso dessas aplicagdes para construir a 0-dlgebra produto. Dados dois espagos
mensuraveis (Q1, 71) e (2, F2), podemos formar uma cole¢do de subconjuntos em € X (2,

puxando de 7 :
g, (F1) = {ng (E) : E € Fi} = {Ex Oy : E € F1}.

Agora, é facil verificar que g, (#1) € uma o-algebra.
Podemos fazer a mesma construgdo para a projegao no segundo espago.

TeoremA (Proputo FiNiTo DE 0-ALGEBRAS) O produto das o-dlgebra 1 ® F é igual a o-dlgebra
gerada pela unido do pullback das o-dlgebras

T ® T = (ry (F1) U T (F2).

Demonstracdo. A demonstragio é simples e serd deixada como exercicio ao leitor. |

Suponha que E € Q1 X (). Dado x € Q; e y € )y, definimos a x-se¢do E¥ C (), e a
y-secdo EY C ()1 de E como
EV={xeQ:(x,y) € E}

EY={yeQ:(x,y) € E}

Conforme indicado na préxima proposicdo, todas as se¢des de um conjunto mensurével sao

mensuraveis.

Prorosicio Se (Qq, F1) e (Qo, F2) sdo espagos mensuriveis e E € F1 ® T, entdo E* € F para
todo x € (1 e EY € F para todo y € (5.

Demonstragdo. Provaremos apenas para a se¢io EY; a demonstragdo para a se¢do E* é andloga.

Considere a familia M = {E € 1 ® ¥ : EY € F1}. Mostraremos que M é uma o-dlgebra
contendo os retingulos mensurdveis e logo deve ser F1 ® %, e isso é suficiente para demonstrar a

proposigdo.

o Suponha que E = A X B é um retdngulo mensurdvel. Entido EY = A quando y € >, caso

contrdrio EY = (0. Em ambos os casos EY € F1, logo E € M.
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o 0V ={xeQ:(x,y) €D} =0 € Fq,assim M contém 0.

o Se E1,Ey,... € M, entio (JE,)Y = UEZ € F1. Logo M ¢é fechado em relagdo a unido

enumerdovel.

o SeEeM,eF=EC entio F¥ = {x € Q1 :(x,y) ¢ E} = Q1 \ EY € F1. Logo M é fechada
sob complementagio. O

8.4 ProrosicAo Suponha que R™, R" estejam equipados com suas o-dlgebras Borel B(R™), B(R") e
seja R™*" = R™ x R". Entdo
BR™") = BR™) @ B(R").

Suponha que (1, 1) e (2, #2) sejam espacos mensurdveis. A interse¢ao de retangulos

mensuraveis é um retangulo mensuravel
(AXB)Nn(CxD)=(ANnC)x(BND),
e o complemento de um retangulo mensuravel é uma unido finita de retangulos
(AXB) =(A°xXB)U (A X B°) U (A€ x B°).

Assim, a familia de unides finitas de retdngulos mensurdveis em Q1 X (), forma uma algebra,
que denotamos por ¥y. Esta algebra ndo é, em geral, uma o-algebra, mas obviamente gera

a mesma o-dlgebra produto que os retingulos mensuraveis.

8.5 TeoreMa (ExisTENcia pA MEepipA Proputo) Dados (Q1,F71,u1) e (Q2,%2,12) espagos de medi-
das. Entdo existe uma tinica medida p1em ¥ = F1 ® F satisfazendo

(A X B) = u1(A) X pa(B).

Diremos que u é a medida produto de uy e po. E serd denotada por (1 ® a.

Demonstragdo. Seja % a dlgebra dos retdngulos, i.e.,

Fo=f({AXB:AeF,BeR})

Como Fo é uma dlgebra, e F = o (o), basta mostrar que se A X B = | J;2,(A; X B;) é uma unido

disjunta, entdo

p(A X B) = Z p(A; X B;)
i=1

Observamos que a fungio indicadora tem a sequinte propriedade
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]]-AXB(x/ y) = Z ]]-AiXBj(xl ]/) = Z ]]-Ai(x):ﬂ-B,'(y)
i=1 i=1

Integrando sobre y para um x € )y fixo e usando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos

1auz(B) = Z 14,(x)p2(Bi).
i=1

Integrando com respeito a x, temos
w(A)a(B) = ) p(A)pa(By).
i=1

Pelo Teorema de Extensdo de Carathéodory temos que existe uma tinica medida definida na
o-dlgebra 1 @ F5. O

8.6 TEOREMA (MENSURABILIDADE DE FUNCOES com VARIAVEL Fixa) Sejam (1 X (o, F1 ® F2) e

(Z, M) espagos mensurdveis.

Se f: Oy xQy — Z é mensurdvel, entdo as fungoes f¥: Q1 — Z, f*: Qp — Z obtidas fixando
uma varidvel também sido mensurdveis.

Demonstra¢do. Provaremos apenas para fY. Seja 1Y: (1 — Q1 X Qp a aplicagdo de inclusdo
I¥(x) = (x,y). Dado E € F1 ® %2, por 8.3 (I¥)"Y(E) = EY € F, logo 1Y é uma funcdo mensurdvel.
Mas f¥ = folV. o

8.1 Areas de Se¢Oes Transversais

8.7 TEorREMA (MENSURABILIDADE DA FUNCA0O AREA DE SEcA0 TRANSVERSAL) Sejam (Q1, F1, 1),
(Qy, T2, v) espagos de medida. Se E € F1 ® P>,

o v(E¥) é uma fungdo mensurdvel de x € ().
o u(EY) é uma fungio mensurivel de y € Q.
Demonstragdo. Provaremos para p(EY). Também assumiremos que 11(€21) < oo. Seja
M ={E € 71 ® F2 : W(EY) é uma fungio mensurdvel de y} .

M éigual a F1 ® F>, pois:
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o Se E = A X B é um retdngulo mensurdvel, entio u(EY) = p(A)l,ep que é uma fungio
mensurdvel de y. Se E é a unido finita disjunta de retdngulos mensurdveis E,,, entdo p(EY) =

> y(EZ ) que também mensurdvel.
Entdo M contém a dlgebra das unides finita disjuntas de retdngulos mensurdveis.
o Se E, sdo conjuntos crescentes em M entio p((U, En)Y) = w(U, Ep) = lim u(E}) é
n—00
mensurdvel, e logo | J,, E, € M.
De modo andlogo, se E,, sdo conjuntos decrescentes in M, entdo (,, E, € M. (Aqui é crucial

que E;, tenham medida finita.)

o Assim M é a classe monétona, contendo a dlgebra das unides finita de retdngulos mensurdveis.
Pelo Teorema da Classe Mondétona (1.29), M = F1 ® F».

Para demonstrar o caso de medida infinita seja (3, T Q3 com (€,,) < oo, e reaplique o argumento
trocando u por uma medida finita u,(F) = u(F N Q). Entdo u(EY) = lim u,(EY) O
n—oo

Integrais Iteradas

Até agora, construimos a medida produto que atribui a um retdngulo mensuravel a medida
que é o produto das medidas de cada um de seus lados. Essa medida foi obtida pelo processo

de extensdo de Carathéodory, agora apresentaremos uma férmula integral explicita:

TeoreEmMA (MEDIDA PRODUTO COMO INTEGRAL DE SECOES TRANSVERSAIS) Sejam (Qq, F1, 1) e

(Qy, F2,v) espagos de medida. Entdo existe uma tinica medida produto u ® v: 1 ® ¥ — [0, 00],

(y®v)(E):/ / 1g dv dy:/ / 1 dy dv.
xe() ]/EQQ yEQQ xe()
S——— —

v(EY) w(EY)

tal que

Demonstra¢do. Denote por A1(E) a integral dupla a esquerda, e por Ao(E) a integral a direita. Essa
integrais existem pelo Teorema 8.7. As medidas A1 e A, sdo o-aditivas pelo Teorema da Convergéncia
Monétona logo ambas sio medidas em F1 ® F>. Mais ainda se E = A X B, entdo expandindo as duas
integrais temos A1(E) = pu(A)v(B) = A2(E).

E pelo Teorema de Unicidade das Medidas de Probabilidade 2.13 temos que A1 = Ay = p®v para
todo F1 ® F. O

Teorema (Fusini Sejam (Qq, F1, 1) e (Qz, F2,v) espagos de medida. Se X: Q1 X Qp — R é

du = /
yEQz

u ® v-integrivel, entio

/ Xduev)= /
D% xe

/ X(x,y)duf dv.
x€Q1

/ X(x,y) dv
yEQZ
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Demonstracido. Observamos primeiramente que se X = 1 entdo esse resultado é apenas 8.8.

Uma vez que as trés integrais sio aditivas, e como elas sdo iquais para as fungoes simples nio
negativas X, portanto, também o sdo para todas as fungbes X ndo negativas, por aproximagio e

convergéncia monétona.

Para uma fungdo X ndo necessariamente nio negativa, use a decomposicio X = X* — X~ como de

costume e aplique linearidade. Agora pode acontecer que / X*(x, y)dv possa ser oo para algum
yEQQ

x € {4 e, portanto, / X(x, y)dv ndo estaria definida. No entanto, se X é u ® v-integrivel, isso
yGQz
pode acontecer apenas em um conjunto de medida nula em (q (veja o proximo teorema). A integral

terd sentido desde que ignoremos este conjunto de medida nula. m]

TeoremA (ToNEeLL) Sejam (Qq, F1, 1) e (Qo, F2, v) espagos de medida, e f: O X Qp — R uma

fungdo u ® v-mensurdvel. Entdo f é u ® v-integrdvel se e somente se

/x N /y UG

Demonstragdo. Segue de imediato do Teorema de Fubini aplicado a fungdo ndo negativa |f|. O

du < oo

Resumidamente, se uma integral dupla é absolutamente convergente, entdo é valido mudar

a ordem de integracao.
ExempLo Se X ndo é ndo-negativa, a hipétese de convergéncia absoluta é crucial para mudar a ordem
de integragio.

Um contra-exemplo elementar é a sequéncia duplamente indexada ay, , = (—m)" /n! Integrado
em relagdo a medida de contagem temos Y, apn = €™, entdo Y, Xy amy = (1 —e™1)7, mas

2m Am,n diverge para todo n.

Distribuicao Conjunta
Lembramos a definig¢do de distribui¢do (conjunta) para vetores aleatérios:

DEerINIcAO (DisTRIBUICAO DE VETORES ALEATORIOS) Se X = (X1, ..., X,) for uma vetor alea-
torio, entdo X induz uma medida de probabilidade P em R" definida tomando a pré-imagem para cada

conjunto de Borel A :
P(A) = P(X"}(A)) = P(X € A). (8.1)

Esta medida de probabilidade P é denominada distribuicdo de X.
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DeriNi¢Ao (FungAo pE DistriBuicAo CoNjunTa) Se X = (X1, ..., X},) for uma vetor aleatério,

entdo a fungdo de distribuicdo conjunta de (Xq, ..., Xy)

F(Xl ..... Xn)(x1,...,xn) ZP(X <xj,...,X; < xn). (8.2)

A partir da defini¢do da independéncia vemos que a fungdo de distribui¢do conjunta

fatora como o produto de fung¢des de distribuicao.

Fox,,..x)(x1, ..., xn) = Fx (x1) X - -+ X Fx,, (x),

TeoREMA As varidveis aleatérias Xi, ..., X, sdo independentes se e somente se a distribuigdo

conjunta P em R" é o produto das distribuicoes Py de Xy em R.

Demonstragdo. Na dire¢do =, pelo Teorema de unicidade de medidas, basta verificar que P(A) =
(P1® - ®Py)(A) para A € A. Como sabemos, cada A € A tem a forma A = Ay X --- Ay, onde

Ay é Borel. Entio, pela independéncia,

P(A1 X --XA,)=P(Xy,...,Xy) €A1 X--- X Ayp) (8.3)
=P(X;1 €Aq,..., X, €A (8.4)
=P(X; € A))Xx---xXP(X, € Ay) (8.5)
=P1(A1) X -+ - X Py(Ap). (8.6)

Na outra diregdo (=), para verificar a independéncia de Xy, . . . , Xy, é suficiente considerarmos
os semi-intervalos. Ou seja, se P(X1 < x1,...,X, < x,,) fatorat, o teorema estard demonstrado. Mas

este tiltimo termo é (pela definigdo de distribuicdo conjunta)

P((—o0, x1] X -+ X (=00, x,]) = P1(—00, x1] X - - - X Py(—00, x| (8.7)
= P(X] S xl) X X P(Xn S x”). (8.8)
E assim terminamos. O

Assim, o modo de varidveis aleatérias serem independentes é quando elas sdo definidas no

espago produto.

Produtos Infinitos: Teorema de Extensao de Kolmogorov I

Espacos produto sdo de importancia central em diversas dreas da matematica, e na teoria

da probabilidade ndo é diferente. Da construgdo de varidveis aleatérias independentes ao
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estudo formal de processos estocasticos, nos deparamos constantemente com necessidade

de entender medidas de probabilidade em espacos produto.

Nessa secdo nos concentraremos na construcdo de medidas no espaco RY, onde to-
das as ideias centrais sdo apresentadas. Posteriormente, na Secdo 8.8, o argumento que

apresentaremos serd generalizado para produtos mais gerais.

Para provar o Teorema de extensao de Kolmogorov, seguiremos os passos de Bochner([10,
2], e paraisso, antes de entrarmos diretamente nos espago produto, passaremos rapidamente

por algumas defini¢des e resultados que facilitardo nosso trabalho.

Considere entdo um conjunto () e uma sequéncia crescente {#,}> , de o-dlgebras em

Q. E para cada n, seja 1, uma medida de probabilidade na o-4lgebra 7.

DeriNigAo Diremos que a sequéncia {(Fu, n)}, | é Kolmogorov consistente se sempre que
m < n temos Fy C Fy € tnlg, = thm-

[S¢]

., € uma

Dado A = U,_; Fu, uma extensdo da sequéncia de probabilidades {u,}
medida p em o(A) satisfazendo u, = pl|#,.

TeoremA (TEorREMA DE ExTENSA0 DE BocHNER) Dado {(Fy, pin)}, | uma sequéncia Kolmogo-

rov consistente. Suponha que existe uma classe compacta K C | J;_; Fn de Q tal que
tn(A) =sup{u,(C): Ce KNF,eC C A}.
Entdo existe uma tinica extensdo de Kolmogorov para a o-dlgebra o{\J;_; Fn)-

Demonstracao.

Defina y na dlgebra A = \J;_, Fn por W(E) = un(E) para E € F,. A condigio de consisténcia
de Kolmogorov garante que i estd bem definida. Também é simples ver que u(0) = 0 e u(Q) = 1.

A demonstragdo que 1 é uma probabilidade finitamente aditiva é direta. Basta observar que se

A€ Aparai=1,...,n entdo existe m tal que A; € ¥, paratodoi =1,...,n.

Para concluir a demonstragdo, observamos que se A € A, entdo existe n tal que A € F, e

p(A) = pn(A)
=sup{u,(C): CeKNnFr,eC C A}
<sup{un(C):CeKeC c A}

< u(A).

Assim, pelo Teorema de Extensido Compacta (2.28) temos que u é pré-medida e finalmente pelo

Teorema de Extensdo de Carathéodory podemos estender a uma probabilidade em o(A). |
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Postas estas consideragdes iniciais, podemos nos concentrar no objeto central dessa

secdo, ou seja, medidas de probabilidade em
RN = {(w1,wz,...): wi €R,i € N},
O primeiro passo € eleger uma o-dlgebra onde definiremos nossa medida, e para isso

RN

w ® [ ]

1 2 3 4 5 6

Figura 8.2: Representacdo visual de RY.
temos um candidato natural. Nés equiparemos R com a g-dlgebra produto gerada pelos
retangulos finito dimensionais
8.17 DEerINIcAo A o-dlgebra produto gerada pelos retdngulos finito dimensionais é dada por
C={A:A={w:wje(abilparai=1,...,k keN}},

onde —oo < g; < b; < 0.

RN
m [ ]

w

Figura 8.3: Representacdo visual de um cilindro em R¥. Em azul um ponto do cilindro.

8.18 OBservAcAo Esta é, de fato, a o-dlgebra com a qual trabalhamos intuitivamente nos cursos mais
bdsicos de probabilidade. Lembre, por exemplo, que quando queremos estudar o “langcamento de

infinitas moedas”, sempre descrevemos os eventos de interesse a partir de eventos que dependem do
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resultado de finitos lancamentos. Mesmo eventos do tipo A = {observamos cara infinitas vezes} é

escrito como

com A, = {observamos cara na n-ésima jogada}.

Dando sequéncia, vamos comegar a preparar o caminho para usar o teorema 8.16 e
introduziremos uma notagio particularmente ttil. Dado B C R", denotaremos por BXxRN~"
o conjunto:

BxRN"" := {(w1, wy, . ..) tais que (w1, ...,w,) € B}

E facil ver que se A € C entdo existe n € N, e B € B(R") tal que A = B x RN-".

Considere agora a sequéncia encaixante de o-algebras:
Fr = BR") xR = {A xR, A e BR"),}
e note que dado m < n e B € B(R"), entdo
BxR¥" = (BxR"™)xRN"" e F,
de modo que 7, € Fp, e A = U, Fn é uma élgebra, com C C A.
8.19 Prorosicio o{(A) = d{C).

Demonstragdo. Uma das inclusoes é trivial. De fato, uma vez que C C A, segue trivialmente que
o{C) C o{A). Para ver a inclusdo contrdria, dadon > 1, faca G, = {A € BR") : AxRN" ¢
a(C)}. Como G, é uma o-dlgebra contendo os retdngulos do tipo

IT;_, (ax,bx] C R",
entido G, = B(R"). Seque que F, € (C) paratodon > 1e

o(A) € o(C).

8.20 TeoremA (TeEorEmA DE ExTENsA0 DE KoLmMoGorov) Dadas medidas de probabilidade P, em
(R"™, B(R™)) tais que

Pl’l+1((a1/ bl] XX (an/ bn] X R) = Pn((alz bl] XX (an/ bn])/
para todo n > 1, entdo existe uma tinica medida de probabilidade P em (RY, B(RN)) com

P(w: w; € (a;,bi],1 <i<n)=Py((ar,br] XX (an,by])
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Demonstra¢do. Para comegar, dado n > 1 defina a medida de probabilidade Q, em (R",B(R"))
por
Qn(A) = Ppi1(A XR).

Como Qy, coincide com P, no i-sistema dos retdngulos do tipo szl(a k,bx], entdo Q,, e P, coincidem
em todo B(R"). Seque que para todon > 1e A € B(R"),

Py1(AXR) =Pu(A),
e por indugdo

Pppim(A XR™) = Py(A).
Com a notagdo introduzida anteriormente, defina a medida |1, em RY, %) por

(B X RN = Py (B).
Assim se m < n entdo para B € Fp,,

1y (B X RYM) = 1, (Bx R"™ x RN") = P, (B X R"™) = P,y(B) = (B x RE™™),

Concluimos assim que a sequéncia {(Fn,tin) }n>1 é Kolmogorov consistente.

Considere agora as classes de cilindros

K = {KxRN™" K € B(R") compacto} e K = U‘Kn

n>1

Observe que se K € K, e L € Ky, comm < nentio KNL € K,.
Afirmamos que classe K é compacta, o que provaremos no lema a seguir.

Dado agora um conjunto A € C entio A = DXRN"" com D € B(R"), paraalgumn > 1, e logo
existe um K C D € B(R") compacto, tal que p,(K X R¥") = P,(K) < Py(D) + € = py(A) + €.
Consequentemente

tn(A) = sup{us(C): Ce KNF,eC C A}.

e o teorema segue do Teorema 8.16.

Dado A € A ndo vazio, definimos dim (A) := min{n > 1: A € F,}, e dim (RY) = 0.
Observe quese A1,A; € Asdotaisque AjNA; # 0, entdo dim (A1NA3) = max{dim (A1),dim (A)}.
De fato,sem < n
(By x RM"™) N (By x RN™") = ((By x R"™) N Bo) x RN € 7.
LemMAa A classe K definida na demonstragio anterior como

K, = {K xRN K € B(R") compacto} e K = U?(n.

n>1

é compacta. <
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Demonstragdo. Para ver isso considere uma sequéncia de conjuntos {C;} € K e suponha que
para todo m > 1, B,, = N, C; # @. Assim, para todo m > 1 e j > 1, temos que a projegio na

j-ésima coordenada é ndo vazia, i.e., j (By,) # @.
Temos agora dois casos: sup{dim (B,);m > 1} = d < oo ou sup{dim (B,,); m > 1} = co.

No primeiro caso, como a sequéncia (dim (B,,))n>1 é ndo-decrescente, entdo existe mg > 1 tal
que dim (B,,) = d para todo m > my. Assim, para todo m > my existe K,, C R, compacto de R?

tal que By, = K,y X RN~4. Vale assim que

ﬁ Kn+2, e ﬁci: ﬁ By = ﬁ Kp | xR % 2.
m=my i=1 m=moq m=my

Agora, se sup{dim (B, ); m > 1} = oo, entdo para todo j > 1 existe m; > 1 tal que dim (B,,) > j,
para todo m > mj. Em outras palavras, se m > m;j, entido By, = Ky, X RN~ para algum compacto
K,y de R® e algum d > j. Mas isso significa que 7tj(By,) é um compacto de R para todo m > m;.
Além disso, como By, # @, entio 7j(By) # @ e

(e}

ﬂ ﬂ]'(Bm) * 2.

m:mj

Como as projecdes 1 sido continuas e a sequéncia (By,)m>1 € decrescente, entdo para todo j > 1

T (ﬁ Cj) =T ﬁ By | = ﬁ 7j(Bu) # .
i=1 m=m; m=m;

Segque, portanto que (2, Ci # @ e K é uma classe compacta.

Existéncia de Varidveis Aleatérias Independentes

TeoremA Dadas probabilidades P, . .., P, em R, entdo existem varidveis aleatérias independentes

X1, ..., Xy, com distribuicbes P1, ..., Py,.

Demonstra¢do. Seja P = P; ® --- ® P, a medida de probabilidade produto em R". Como ji
provamos, toda medida de probabilidade em R" é uma distribuicdo de alguma varidvel aleatéria, veja

Teorema 6.15.

Vamos definir uma varidovel aleatéria (ou melhor, um vetor aleatério). Comegamos definindo o
espago de probabilidade (QQ, ¥, P) como (R", B(R"), P).

Entdo, agora, precisamos definir uma varidvel aleatéria X que é uma fungio desse conjunto. Seja
X(x) = x. Como X é a fungio identidade, entio X € B se e somente se x € B. Entido P(X € B) = P(B),

entdo a distribuigdo de X é igual a P. Considere X = (X1, ...,X,) entdo as fungdes componentes

X1, ..., Xy sdo independentes, pelo teorema anterior. O
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Podemos generalizar o resultado anterior para sequéncias de variaveis aleatérias i.i.d.

TeOREMA ( SEQUENCIAS DE VARIAVEIS 1.L.D.) Seja F uma distribuicio em R, entdo existe uma

sequéncia de varidveis aleatérias independentes Xy, ..., Xy, ... com distribuigdo F.

Demonstracgdo. Exercicio. Repita o arqumento do teorema anterior usando o Teorema de Extensdo

de Kolmogorov. O

Agora vamos demonstrar alguns fatos que mostram como a teoria desenvolvida até esse

ponto reflete em densidades de varidveis aleatérias.

[1]Uma fungdo mensuréavel positiva f > 0 é a densidade de uma variavel aleatéria X se
PX € A) = / f(x) dx, para cada conjunto de Borel A C R. Claro, a densidade ¢é
A

definida apenas q.c.

[2]A definigdo é a mesma para um vetor aleatério: se X for um vetor aleatério e f esta

definido em R" e A é um Boreliano de R".

Densidade conjunta de n varidveis aleatérias fi, ..., f, é a densidade do vetor aleatério
(Xl, “ee ,Xn).

TeoreMA Sejam Xy, ..., X, varidveis aleatorias com densidades f1, . .., f, e densidade conjunta f.
Entdo Xy, ..., Xy sdo independentes se e somente se £(x1,...,x,) = fi(x1)----- fn(xn) para quase

todo (x1,...,x,) em R".

Existem algumas dificuldades técnicas. Para obter uma densidade de uma distribuigao,
precisamos diferenciar. Se temos fungdes que ndo sdo continuas, entdo a diferenciagdo é

um problema. Precisamos do seguinte resultado da teoria das medidas:

TeorREMA (TEOREMA DE DIFERENCIACAO DE LEBESGUE) Seja f : R — R uma fungdo Lebesgue

1 xX+e
[ xwy

vai convergir para X(x), para quase todo x € R.

integrdvel. Entdo

Esta é uma versdo unidimensional do Teorema de diferenciacdo de Lebesgue. Vocé também

possui a versdo n-dimensional.

TeoremA Se f : R" — R é Lebesgue integrivel, entdo

1
T /Q F(y) dy — X(x)

para quase todos os x, onde Q é um cubo contendo x.
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Demonstra¢ao (Prova do Teorema 8.24). Sem perda de generalidade, podemos assumir n = 2.

X tem densidade f,Y tem densidade g e (X,Y) tem densidade ¢. Isso significa que P(X € A) =

/f(x) dx, P(Y € B) = /g(y) dyeP((X,Y) e AXB) = / p(x,y) dx dy
A B AxB

Entdo, vamos comegar a demonstrar a implicagdo. Entdo supomos que X e Y sdo independentes.

Entdo, / @(x,y) dx dy deve ser igual a, por definigdo, o produto das probabilidades individuais
AXB

/f(x) dx X /g(y) dy. Faga A = [xo, x0 + €] e B = [yo, yo + €]. Entdo A X B é exatamente um
A B

cubo Q que contém (xo, Yo).

Fazendo € — 0, obtemos que o lado esquerdo serd ¢p(xo, yo) e o lado direito serd f(x0)g(yo) para

quase todos (xoYyo).

Para demonstrar a reciproca. Assumiremos que a densidade conjunta é o produto das duas

densidades para quase todo (x,y) € R2. Agora, usaremos o Teorema de Fubini.

PXeA,YeB)= p(x,y) dx dy
AXB

= f(x)g(y) dx dy
AXB

= /f(x) dx/g(y) dy, por Fubini
A B
=P(X e A)-P(Y € B).

Entdo, por definigio, X e Y sido independentes.

Vejamos alguns exemplos.

(8.9)
(8.10)

(8.11)
(8.12)

O

8.27 Exemrro (DistriBUicAO UNIFORME) Sejam X e'Y varidveis aleatérias independentes, distribuidas

uniformemente em [0,1]. Assim, a densidade de X e Y ¢ dada pela fungdo de densidade

f) = { 1, xe[01]

0, caso contririo.

Portanto, a densidade conjunta de X e'Y é

1, se(x,y)e[0,1] x[0,1]

0, caso contririo.

px,y) = {

8.28 ExemrLo (DisTriBUICAO GAussiaNA EM R") Também denominada de distribuicdo normal mul-

tivariada. A densidade de cada coordenada X é dada pela gaussiana padrio unidimensional

1 2
flx) = —e™" 2 xeR
V21
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e as coordenadas sdo independentes, entdo a densidade de (X1, ..., Xy) é

3P

(p(xll cecy xn) = (2ﬂ)1/2

— 42 4 42 2
onde |x| = xi + x5+ -+ xj,.
Faremos agora uma demonstragdo alternativa da afirmagdo de que para varidveis inde-
pendentes a esperanca do produto é o produto das esperancas. Compare essa demonstracao

com a demonstracdo do Teorema 7.21.

Teorema Sejam X,Y € L1(P) independentes. Entio (XY) € L1(P) e
E[XY] = E[X] x E[Y].

Demonstragdo. Sejam Px e Py as distribuicdes de X e Y respectivamente. Entdo Px e Py sdo

medidas em R. Entdo

E[X] = / x dPx

vl = [ yary,
e, por outro lado
E[XY] = / Xy d(PX X Py)

uma vez que X e Y sdo varidveis aleatérias independentes. Por Fubini, podemos escrever a tiltima

integral como uma integral iterada, que é exatamente E[X] x E[Y].

Porqué podemos usar Fubini? |

Convoluc¢do e Soma de Variaveis Aleatdrias Independentes

Vamos comegar com um exemplo. Se X e Y sdo variaveis aleatdrias com distribui¢gdes conhe-
cidas, qual é a distribui¢do de X+Y é determinada? Certamente a expectativa é determinada
(pela propriedade da esperanga da soma). Mas a distribuigdo ndo é completamente deter-
minada. Considere o seguinte exemplo: tome qualquer varidvel aleatéria X, tal que X L _X.
Um exemplo de tal varidvel é o lancamento de uma moeda, onde estaremos denotando cara

por 1 e coroa por —1.

Considere agora X + X e X + (=X). Apesar dos quatro somandos anteriores possuirem a

mesma distribui¢do a primeira soma é igual a 2X e a segunda é igual a 0.

Ou seja, conhecer a distribui¢do dos somandos ndo € suficiente. Vocé realmente pre-
cisa da distribuigdo conjunta. Se X e Y forem independentes, entdo podemos calcular a

distribui¢dao da soma.
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Se X e Y forem independentes podemos entdo calcular a distribuigdo de X +Y.

TeoremA Se X e Y sido varidveis aleatérias independentes com fungoes de distribuicio F e G,

respectivamente. Entdo, a fungdo de distribuicdo da soma X + Y é dada por

HE) = [ Fe=picw = [ oG- yarw)

Demonstragdo. A distribuigio conjunta de X e Y é Px ® Px, uma vez que as varidveis aleatérias
sdo independentes. Entio H(z) = P(X +Y < z) éigual a P(X,Y) € {(x,y) e R? : x + y < z}).

Entdo

H(Z) / d(Px X Py) (8.13)
{(x,y)eR%:x+y<z}

/ /1{(x y)eRr2: x+y<z}d(PX X Py) (8.14)

dPy -

1{(x,y)eR2:x+ysz}dPX (por Fubini) (8.15)

!
%\%\a%\%\

dPy - [ Ly, y)erza<z—yydPx (8.16)

dPy - Px(X S (—OO,Z - y])dPx (8.17)

— — 5

F(z = y)dPy(y) (8.18)

Agora observamos que a integral em relagdo a uma medida é a mesma que a integral Stieltjes em

relagdo a uma fungdo de distribuigdo. e assim = /F(z —-y) dG(y). O
R
CoroLARrIO Se X e'Y tiverem densidades f e g, respectivamente, entdo X + Y tem densidade

Z(x) = /R =g () dy.

A integral anterior é denotada por h = f x ¢ e é conhecida como convolugao de f e g.

Demonstragdo (Prova do Coroldrio). fazer. |

Exempro Sejam X e Y varidveis aleatérias uniformes independentes em [0,1]. Calcule a soma das
duas varidveis. A densidade de X +Y é dada por

Z(x) = /Rl[o,l](x =)o)

Entio0 <y <1, mas também 0 < x—y <l entdoy < xey > x —1.

A soma terd valores entre 0 e 2. Portanto, x € [0,2].
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X
Se x € [0,1], entdo a tinica condigdo a ser satisfeita é y < x, entdo temos / dy = x.
0
1
Se x € [1,2], entio temos / dy =2 —x. <
x-1

Nesta secdo discutimos uma técnica para aproximar fungdes integraveis arbitrarias por

fungdes suaves.

DeriNicAo (FungOEs Teste) Uma fungdo é dita funcdo teste ou suave de suporte compacto,

denotada por f € CZ°(R) se f é de classe C* e seu suporte

supp(f) = {x € X | f(x) # 0} = f~1 ({0}).

é um conjunto compacto.

Para comecar, estabelecemos a existéncia de uma fungéo teste em [—1,1].

Lema A fungio

e |x| <1
fx) =
0 |x| > 1

é de suporte compacto em [—1,1] e possui derivada continua em todos os pontos. <

Lema Seja p(x) uma fungdo positiva em C°(R) tal que p(x) é tem suporte em [-1,1] e

[: p(x)dx = [11 p(x)dx =1.

Seja f : R — R uma fungdo continua. Defina
fu) =n [ plute =)y
-n
Entio f, € CZ(R), frfm)(x) = n/ p "™ (n(x = y))f(y)dy e f, convergem para f uniformemente
em conjuntos compactos. Além dis;g, se f for limitada, entdo || fulleo < || f|lco- <

Demonstragdo. Primeiro, note que, como p(x) e todas as suas derivadas sdo compactas, elas também
sdo limitadas. Em particular, existe um M > 0 tal que |p’(x)| < M. Para limpar a notagido um

pouco, defina p,(y) = np(ny) e assim temos

_Mn:[fwu—wﬂw@
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Como o suporte de p,,(x) estd contido em [—%, %], logo se consideramos p,,(x —y) como uma fungio de

y, seu suporte é contido em [x — 1, x + 1]. Assim, o suporte de f,(x) estd contidoem [-n—1,n+1].

Para examinar a derivada de f,(x), escolha h > 0 e seja

(x4 ) — £ "
f(“ﬁ f(X):%/_n (pn(x +h —y) = pa(x —y)) f(y)dy

O Teorema de Taylor nos diz que %(pn(x +h—=y) = pulx —y)) = p;(c) para algum c € [x +
FHpn(x +h—y) = palx - y))f(y)| < M |f(y)| e pela integrabilidade

de f(y) no intervalo [-n, n] podemos usar a Convergéncia Dominada para concluir que

fo(x + 1) — fu(x)

fﬂ(x):]]/'llir(l) h

h—y,x —y]. Assim sendo,

- lim % [ (pu(x + 1= y) = pulx — v))f (y)dy
_ / lim Lloux +h = y) = pulx — y) f(y)dy
- / o = ) F )iy

A continuidade de f,(x) seque da continuidade de f(y) e p;,,(x — y) e o Teorema da Convergéncia

Dominada como acima. Uma indugdo simples estende o resultado para derivadas de ordem arbitriria.

Em sequida, mostraremos a convergéncia. Escolha um conjunto compacto K € Re ¢ > 0,
Como f é uniformemente continua em K, existe um 6 > 0 tal que para qualqueis x,y € K temos
que se |x —y| < & entdo |f(x) — f(y)| < e. Escolha Ny > 0 tal que & < 6 para todo n > Ny. A

1

[o0]

hipétese/ p(y)dy = / p(y)dy = 1 e por uma mudanga de varidveis temos/ pn(x—y)dy =
oo -1 )

X+
/ pn(x —y)dy = 1para todos x € Ren > 0. Escolha N» > 0 de modo que para todos n > N»,
=1

n
n

temos K € [-n + 1,1 — 1]. Portanto, podemos escrever f(x) = / pn(x —y)f(x)dy = 1 para
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qualquer x € Ken > Ny. Temos entdo que para qualquer n > max(N1, N2)

o) - (3] = \ [ tonte =05 = putx = 010 dyl

x+i
~ |, oule = 0f ) - pul - f N dy|  pois > N
.
< [ o =n)lfw) - 0l dy
=
x+i 1
35/1 pn(x —y)dy pois;<6
<e¢ pois py, € positivo e/ pn(x)dx =1
A 1ltima coisa a provar é a desigqualdade da norma caso f seja limitada.
n
|fu(x)| <n / p(n(x =y) | f(y)ldy pois p é positivo

<allfllo [ plnte =iy = Il

[o¢]

Testando Convergéncia com Fung¢des Suaves

d
8.36 Lema Seja{X;}? | umasequéncia devaridveis aleatorias entdo X, — Xseesomenteselimy . E[f(Xy)] =
E [ f(X)] para todos as fungées f € C (R, R). <

d
Demonstra¢do. Como qualquer f € CX(R, R) é temos que X,, — X implica lim, . E[f(X,)] =
E[f(X)].
Na outra direcdo, considere uma fungdo limitada arbitriria f e escolha ¢ > 0. Entdo podemos

encontrar f, € CX(R,R) tal que f, converge uniformemente em conjuntos compactos e || fu|lco <
[1f lleo-

A ideia da prova é observar que, para qualquer n, k > 0, temos

[E[f(Xa) = FOO < [E[f(Xn) = fu(X) Il + [E[fe(Xn) = O] + [E[f(X) = fF(X)]|

e depois limitar cada termo no lado direito. O sequndo termo serid ficil de lidar devido d nossa hipétese
e d suavidade de f.. O primeiro e terceiros termos exigirdo que examinemos a aproximagdo fornecida

pela a convergéncia uniforme do fi em todos os conjuntos compactos.

A primeira tarefa que temos é escolher o conjunto compacto. Para tanto basta considerar os

intervalos fechados centrados na origem. Para qualquer R € R com R > 0, existeum ¢ € CZ (R, R)
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com 1]x| < Izj < Yr(x) < 1]x| < R, assim sendo
lim P[|X,| > R] =1- lim E[1]X,| < R]
n—0oo n— o0

<1- lim E[y&()

=1-E[Yr(X)]

R
<1-E|[1X| < E]
=P [|X] >§

Por outro lado, sabemos que img o 1|X| < & = 0 q.c. ¢, portanto, pelo Teorema da Convergéncia
Monétona, limg_,o P [|X| > 123] = 0. Escolha R > 0 tal que

R

&
X| > =

4l flleo
Entdo podemos escolher N1 > 0 tal que P [|X,| > R] < m para todo n > Nj.

<

P[|X| > R] <P

Tendo escolhido R > 0, sabemos que f, converge uniformemente para f em |x| < R e, portanto,

podemos encontrar um K > 0 tal que se k > K e |x| < R temos |fr(x) — f(x)| < €. Assim sendo,

[E[fe(X) = fFOO < E[1fx(X) = FX)]; [X] < R] + E[| fi(X) = fFX)]; IX] > R]
eP[IX] < R] +2||X||P[|X| > R]

IA

€
<e+=<2¢
2

e pelo mesmo cdlculo, por n > Ny

[E[fe(Xn) = fFX)]l < & + 2] XallP[[Xa] > R] < 2¢

Para terminar a prova, escolha k > K e entdo podemos encontrar Ny > 0 tal que para todo
n > Np, temos |E [ fr(X») = fr(X)]| < €. Juntando essas trés estimativas, temos n > max(N1, Na),

[E[f(Xn) = f(X)]] < 5¢

8.7 Aplicacgdes
Lei 0 — 1 de Hewitt-Savage

8.37 DEeriNni¢Ao Uma aplicagdo bijetiva m = (111, ma, . . .) do conjunto dos niimeros naturais N em si
mesmo é dita permutagdo finita se 11, = n para todos os n > Ny.
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Se X = (X1,Xp,...) € (RY, 8Y) é uma sequéncia de varidveis aleatérias, 71(X) denota a
sequéncia (Xz,, Xp,,-..). Se A é um evento {X € B} com B € B entdo n(A) denotard o
evento {7(X) € B}.

Dado uma sequéncia (X, ),en de varidveis aleatdrias definimos a o-dlgebra permutavel
ou o-algebra de eventos simétricos & como o conjunto de eventos na o-algebra das varidveis
{Xi},-1 que sdo invariantes sob permutagdes finitas dos indices na sequéncia {X, },_; . Isto
é, 0evento A = {X € B} é simétrico se A = 1t(A).

8.38 TeoremA (Le1 0 — 1 b HEwrtT-SAVAGE) Dado uma sequéncia (X,,) de varidveis aleatérias inde-

pendentes e identicamente distribuidas. Entdo a sigma dlgebra dos eventos permutiveis F satisfaz
P(A) € {0,1},VAe F
Demonstragdo. Seja A = {X € B} um evento simétrico, isto é

A ={X € B} = mu(A) = {ru(X) € B}.

Aproximaremos A por eventos cilindricos. Para isso escolha conjuntos B, € B tais que, para
Ay ={w: (Xq,... Xy) € By},

P(ArA;) = 0, n — oo. (8.19)

Como as varidveis aleatérias {X; }nen sdo independentes e identicamente distribuidas, temos que
as probabilidades P(X € B) e P(1,,(X) € B) coincidem. Assim sendo

P(AAA,) = P(X € BAB,) = P(r,(X) € BAB,). (8.20)

Consequentemente

P(r1,,(X) € BAB,,) = P{(11,,(X) € B)A(r,,(X) € By)}

= P{(X € B)A(11,(X) € By)} = P{AAT,(An)}. (8.21)
Por 8.20 e 8.21 temos que
P(ArA,) = P(AAT,(Ay)). (8.22)
Logo por 8.19 temos que
P(AA(A, NTtu(Ay))) — 0, n — oo, (8.23)

Assim, por 8.19, 8.22 e 8.23, obtermos
P(A,) = P(A) e P(,(A)) — P(A)

P(An N 7Tn(An)) - P(A)-
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Além disso, como {X;} sdo independentes, escolhendo 1, como a permutagio que leva (X1, ...X,)
para (Xy41, . . . Xon)

temos
P(An N1tn(An)) = P{(X1,...Xy) € By, Xus1,...Xou) € By}
=P{(X1,...Xn) € Bu}. P{(Xp+1, ... Xon) € By}
= P(An)P(1tn(An)
Logo P(A) = P?(A) e, portanto, P(A) = 0 ou 1. O

Passeios Aleatérios

Dado uma sequéncia X; de vetores aleatérios i.i.d. em R" entao

i=1

é um passeio aleatério em R”

TeorREMA Se S, é um passeio aleatério em R entdo uma das sequintes alternativas ocorre

o Su =0 para todo n

oS, >

oS, > —o0

o —oo =liminfS, <limsup S, = o

Demonstra¢do. Comegamos observando que {w : limsup S,(w) = c} é um evento permutivel
para todo ¢ € R. Assim pela lei 0-1 de Hewitt-Savage,
P{w :limsup S,(w) = c}) € {0,1}

e logo lim sup Sn é uma constante ¢ € [—oo, 00] g.c.

Agora considere S}, = S, — X1, como S;, tem a mesma distribuicdo que S,, tomando limsup em
ambos os lados temos
c=c—Xj.

Assim, ou X1 = 0 ou ¢ € {—o0, c0}. De modo andlogo, liminf S,, € {—o0, co}. O
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/Teorema de Extensdao de Kolmogorov II

Nessa secado generalizamos o Teorema de Extensao de Kolmogorov para produtos quaisquer

de espagos de medida. Ou seja, nessa se¢do queremos construir uma medida no espago

Qu ::]_[Qa

acA

produto

para familias arbitrdrias de conjunto {{,}.ca, onde os elementos nos espagos sdo x4 =
(Xa)aea-

De modo correspondente, temos as aplicagdes de projecdo nas coordenadas 7g : Q4 —
(g, que leva x4 para xg. Também podemos definir a composta de tais aplicacdes de projecao

de coordenadas.

Por exemplo, dados B € A, podemos definir a projecdo parcial g : Q4 — Qp de modo
natural. Mais geralmente se C C B C A, podemos definir icp : Qg — Qc. Entdo temos
as leis de composigdo

TD—C © TIC«B = TID«B
seDcCcCBCcCA.

Podemos definir a o-algebras pullback para cada f € A
HE(BQ) = {nlgl(E) :E € Ba}

e o produto infinito de o-4lgebras

Ba=|[8s:= (7B
BeA BeA
Novamente, esta é¢ a menor o-algebra tal que 715 e de modo mais geral 7ig sdo mensuraveis.
Os elementos em B4, por definicdo de geradores de o-dlgebra,sdo obtidos através de um

namero enumerdvel de operagdes de conjuntos.

Em particular, isso significa que se E € B4, entdo existe um conjunto enumeravel B C A
e um conjunto Eg € Bp tal que E4 = ngl(EB). Consequentemente, se f : Qg — [0, + oo]
é mensurdvel, isso significa que existe um conjunto enumerdvel B C A e uma funcdo

mensuravel em Bp fp : Qp — [0, + o] tal que

f = foms.

A formulagdo acima pode acomodar a situacdo na qual temos uma familia infinita de

varidveis aleatdrias (),, cada uma definida como uma fun¢do mensurdvel em um espago
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amostral de Borel Hausdorff localmente compacto Q. Entdo podemos expandir as varidveis

aleatorias para espago produto [],c4 Q4 através das proje¢des

Qy =Q, 07,

e, portanto, todas as varidveis aleatérias da familia podem ser consideradas definidas no
mesmo espago, se pudermos transformar esse espago produto em um espago de medida
"compativel”. Ou seja, se tivermos uma medida de probabilidade u4 definida no produto o

-algebra, entdo induzird uma medida induzida up em Qp para qualquer B C A, por
up(Ep) := (1ip), pa = pa(ny'(Ep))
para todos Eg € B3. Segue entdo

(TceB)lB = picC

seC Cc BCA.

TeoremA (TEorEMA DE ExTENsAo DE KoLMoGorov) Seja ((Qq,Bn),Ta)aca uma familia de es-
pagos mensurdveis (Qn, B, ), munidos com uma topologia T,. Para cada B C A, seja up uma medida
de probabilidade “inner reqular” em Bg, onde o espago produto Qp é equipado com a topologia

produto, e satisfaz a condigdo de compatibilidade

(TceB)liB = pic

sempre que C C B C A, com C e B finitos. Entdo existe uma tinica medida de probabilidade us em

Ba que satisfaz (mp).pa = pp para todo B C A finito.

Exercicros

Produto

Suponha que E C 1 X ). Dado x € () definimos a x-se¢do E* C (), como
EX={yeQ:(x,y) € E}

Ex.81— SeE,F C )1 Xx() e x € Q1 , mostre que
1. (ENF)* =E,NFy,
2. (Ec)x = (Ex)cx

3. (UE,)x = U(E,)*, onde (E,) é uma sequéncia de subconjuntos (2 X ).

Ex. 8.2 — Se yj e up sdo medidas o-finitas, mostre que a medida produto m X my também

é o-finita.
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Ex. 8.3 — Mostre que 8% = Q7 8F.
Ex. 8.4 — Prove a existéncia da medida produto usando o Teorema da Extensdo Compacta.

Ex. 8.5 — Seja F uma distribuicdo em R, entdo existe uma sequéncia de varidveis aleatérias

independentes X, ..., Xy, ... com distribui¢do F.

Ex. 8.6 — Suponha que X seja uma varidvel exponencialmente distribuida com densidade
f(x)=ae™™*

e Y uma varidvel aleatdria independente que tenha distribui¢ao uniforme U(0,1). Encontre

adensidadedasomaZ =X +Y.

O seguinte exercicio demonstra que a independéncia probabilistica é andloga a indepen-

déncia linear:

Ex. 8.7 — Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo finito F e X
uma varidvel aleatéria uniforme em V. Seja (-,-) : V x V' — F uma forma bilinear ndo
degenerada em V, e sejam vy, ..., v, vetores ndo-nulos em V. Mostre que as varidveis
aleatérias(X, v1), ..., (X, v,) sdo independentes se e somente se os vetores vy, ..., v, sdo

linearmente independentes.
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CariTULO

Modos de Convergéncia

Neste capitulo apresentaremos e compararemos diferentes no¢des de convergéncia de va-
ridveis aleatérias. E de fundamental importancia ressaltar que estamos tratando de conver-
géncia em espacos de probabilidade, e portanto alguns resultados desse capitulo ndo sdo

vélidos em espagos onde a medida néo é finita.

Convergéncias Deterministicas

Para comegar, falaremos muito brevemente dos modos de convergéncia mais naturais, e ja
estudados em outras disciplinas, que ndo levam em consideragao o fato de estarmos em um

espago de medida.

Por serem modos estudados anteriormente, ndo entraremos em detalhes sobre eles,

apresentando apenas as defini¢des, alguns exemplos e breves comentarios.

Convergéncia Pontual

Seja 2 um conjunto e X;, : 2 — R uma sequéncia de fun¢des que compartilham do mesmo

dominio Q) Dizemos que X, (x) converge pontualmente para uma fungdo X : Q — R se:

lim X, (x) = X(x),

para todo x € Q.

199
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Figura 9.1: A sequéncia {X,}> , converge pontualmente para a fungéo constante 0. Assim
para todo ponto x, i, z € X, temos lim X,,(x) = 0, lim X,,(y) = 0 e lim X,,(z) = 0.

. 1 se O<x<1/n
9.1 ExempLo Para n € N definimos X, (x) =

0 caso contririo

Essa sequéncia converge pontualmente para a fungio constante.

Convergéncia Uniforme

A distancia uniforme entre duas func¢des X e Y é definida como
X =Yl = sup [X(x) = Y(x)|

Essa distancia mede o afastamento méaximo de X eY.

Uma sequéncia de fungdes {X,, })_, converge uniformemente para X se lim ||X;, = X||,, =
0. Isso significa ndo s6 que lim X, (x) = X(x) para cada x € X, mas além disso, que as fung¢oes

Xy convergem para X em todos os lugares com uma "velocidade minima comum".

9.2 Exempro Se X (x) = 1/n para todo x € [0,1], entdo a sequéncia {X,}, _, converge para zero

uniformemente em [0, 1]. <
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o 1 se O0<x<1/n
Exempro Para n € N definimos X,,(x) =

0 caso contririo

Essa sequéncia converge pontualmente para a fungdo constante, mas nio uniformemente.

Convergéncia em Espacos de Probabilidade

Passaremos agora a definir e explorar modos que convergéncia tipicos de espagos de medida.
Sao convergéncias que levam em conta a estrutura mensurédvel imposta ao espago, além da

medida construida em cima desta estrutura.

Convergéncia em Distribuicao

A convergéncia em distribuigdo é, em certo sentido, o tipo de convergéncia mais fraco.
Tudo o que este tipo de convergéncia nos diz é que a distribuicdo de X,, converge para a

distribui¢do de X, quando 7 vai para o infinito.

Assim, neste modo de convergéncia nos preocuparemos apenas com o comportamento
das fungdes de distribuicdo das varidveis da sequéncia, e como estas se comparam com a

funcéo distribuicdo da varidvel limite.

Uma das principais diferencas desse modo de convergéncia é que, ao olharmos apenas
as distribuigdes das varidveis, ndo estamos fazendo nenhuma referéncia ao espago de pro-
babilidade onde tais varidveis estdo definidas. De fato, como ficard mais claro a seguir, as

varidveis ndo precisam nem estar definidas em um mesmo espago de probabilidade!

DEeriNigAo (ConvErRGENCIA EM DisTriBUICAO) Uma sequéncia de varidveis aleatorias {X,}
g iy iy d
converge em distribui¢do para uma varidvel aleatéria X, fato denotado por X,, — X, se
lim Fx, (x) = Fx(x), 9.1)
n—-o00

para todo x tal que Fx(x) é continua.
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ExempLo O exigéncia de que apenas os pontos de continuidade de Fx devem ser considerados na

definigdo acima é, de fato, essencial.

Para ver isso, tome uma sequéncia {X,; n > 1} de varidveis aleatérias, definidas em um mesmo
espago de probabilidade (QQ,F ,P), e tais que X,(w) = % para todo w € Q. Tal sequéncia converge
para O de todos os modos que vimos até agora: pontualmente e uniformemente, e em outros que

descreveremos a seguir: quase-certamente, em L (para qualquer p > 0) e em probabilidade.

Além disso, temos

0 ,sex< %;
FXn(x)ZP(Xn < x): 7
1 ,sex 2%
e para a varidvel X = 0 temos
,sex <0;
Fx(x)=P(X <x) =
,sex >0

Observe que para x < 0
limFx, (x) =0 = Fx(x),
n

eparax >0
limFx, (x) =1 = Fx(x),
n

mas para x = 0 temos
lim Fx,(0) = 0 # 1 = Fx(0).
n

L - . d
Mas como x = 0 é ponto de descontinuidade de Fx, entdo ainda podemos afirmar que X,, — 0.<

Ao trabalhar com variaveis aleatérias que tomam valores inteiro, o seguinte teorema é

frequentemente ttil.

Teorema Considere a sequéncia {X,,},,_, e a varidvel aleatéria X. Suponha que X e X, sejam nio

negativas e tomem valores inteiros.

Entio X, i X se e somente se
lim Px, (k) = Px(k), parak =0,1,2,---. 9.2)
n—00

Demonstragdo. Como X é de valor inteiro, seu fungdo de distribuigdo, Fx(x), é continua em todo
d
xeR-{0,1,2,...}. Se X, — X, entio

lim Fx, (x) = Fx(x), parax € R-{0,1,2,...}. 9.3)
n—00
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Assim, parak =0,1,2,-- -, temos

lim Px, (k) = lim [Fxn (k + %) — Fx, (k - %)] (X,, toma valores inteiros)
n—oo n—00

. 1 . 1
= nlgx‘}o Fx, (k + E) — lim Fy, (k - E)

n—oo
1 1
= Iy (k+§)—Fx (k—z) (pois X, 5 X)
= Px(k) (uma vez que X toma valores inteiros).

Para provar a reciproca, suponha que
nh_r){}o Px, (k) = Px(k), parak =0,1,2,---
Entdio, para todo x € R, temos
lim Fx, (x) = lim P(X, < x)

L]
= lim ; Py, (k),

203

(9.4)

(9.5)

9.6)

(9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)

onde | x| denota o inteiro maior menor ou iqual a x. Uma vez que, para qualquer x fixo, o conjunto

{0,1,---, | x]} é um conjunto finito, podemos alterar a ordem do limite e a soma, entdo obtemos

[x]
Tim Fx, (x) = % lim P, (k)

= Z Py (k) (por hipétese)
=P(X < x) = Fx(x).
9.7 Teorema Seja {X;}:2, uma sequéncia de varidveis aleatorias tal que

Xn~Bin(n,%), paran € N,n > A,

onde A > 0 é uma constante. Mostre que X,, converge em distribuicdo para Po(A).

Basta mostrar que

lim Px, (k) = Px(k), paratodok =0,1,2,--- .
n—oo

9.11)

(9.12)

(9.13)

(9.14)

(9.15)
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Temos

k n—k
pim e 0= Jim (1) (2] (1)

-k
kg (V[ AY
—A,}ggk!(n_k)!(nk)(l n)

AK ([n(n—l)(n “0)(n—k+1)

= —. lim

B k! n—co nk

(-3

nn-1)n-2)..(n—k+1) _

Para k fixo, temos

Mim, ok 1
—k
lim (1 - &) =1,
n—oo n
n
lim (1 -~ &) =et,
n—oo n
Logo
—/\Ak
lim Py, (k) = <
n—oo k'

Convergéncia em Probabilidade

Nesse modo de convergéncia estamos interessados em medir e controlar a probabilidade

da sequéncia estar perto (ou longe) do limite desejado.

Tal convergéncia é conhecida no contexto de Teoria da Medida,como convergéncia em

medida.

9.8 DErINICAO (CONVERGENCIA EM PROBABILIDADE) Uma sequéncia de varidveis aleatérias {X, }n>1

converge em probabilidade para a varidvel aleatéria X se

Ve >0 P(|IX, —X|>e€e)— 0quandon — oo.

P
Denotaremos tal fato por X,, — X.

A ideia bésica por tras desse tipo de convergéncia é que a probabilidade de um resultado

"incomum"torna-se menor a medida que a sequéncia cresce.

9.9 Exempro Dado X, ~ Exp(n), entio X, 5 0.
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Pois
lim P(|X, — 0| > €) = lim P(X, > ¢) (pois X, 20)
n—00 n—o0
= lim e7"¢ (pois X, ~ Exp(n) )
n—o00

=0, para todo € > 0.

20t

1/2

05 —
\

I I I T . 1
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Figura 9.2: Distribuicdo exponenciais de parametros 1/2,1,2

9.10 Exempro Seja X uma varidvel aleatoria e X,, = X +Y,, com

1 o2
E[Yn] = EI Var[Yn] = 7/

P
onde o > 0 é uma constante. Entdo X,, — X.

Pela desiqualdade triangular para Y,, — E[Y,] + E[Y,], temos

1
|Yn| < |Yn - E[Yn]l + ;

Entdo para todo € > 0, temos
P(|Xy = X| > €) = P([Y,]| > €)

< P(m —E[Y,]| +% > e)

=P (|Y,1 —E[Y,]| =2 e- %)
< Var[Y, ]

o)

=— >0 quando n — oo.
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(9.16)
(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(pela desigualdade de Chevyshev)

(9.24)

(9.25)
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Convergéncia Quase Certa

Primeiro apresentarmos a chamada convergéncia quase certa que, como o nome diz, é uma
versdo enfraquecida de uma convergéncia pontual, onde permitimos que a convergéncia

falhe em um conjunto de medida nula.
Comegaremos com uma leve adaptacdo do exemplo ??, onde tinhamos uma sequéncia

convergindo pontualmente.

9.11 Exempro Tome Q = [0,1], munido da o-dlgebra de Borel, e P a medida de Lebesgue em [0,1]. Pra
n € N, defina entdo
1 se 0<w<1/n

Xn(w) = .
0 caso contrario

Observe que se w € (0,1], entdo X,(w) para todo n > 1/w, de modo que X, (w) — 0, quando
n — oo.

No entanto, vale também que X,,(0) = 1 para todo n > 0, de modo que

{w €[0,1] : Xu(w) /> 0} = {0},

P({lim X, =0} =P((0,1]) = 1.
n—oo
Dizemos assim que X,, — 0 quase certamente, quando n — oo. <

9.12 DeriNigAO (ConvVERGENCIA Quask CERTA) Sejam X umavaridvel aleatoria e {X, },>1 uma sequén-
cia de varidveis aleatérias definidas no mesmo espago de probabilidade. Dizemos que X, converge

quase certamente para X, isto é, X, T2 X se
P lim X, =X) =1
n—-00

ou, equivalentemente, se

P(a) €Q: lim X, (w) =X(w)) -1

A convergéncia quase certa é uma convergéncia pontual em um conjunto de medida 1,
ou seja, X, (w) — X(w) para quase todo w, exceto aqueles dentro de um conjunto de medida
nula

o 1 se x€@Q
9.13 Exempro Para n € N definimos X, (x) =

1/n  caso contririo
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. S

Figura 9.3: A sequéncia {X,}> ; converge quase certamente a 0.

Essa sequéncia ndo converge pontualmente para a fungio constante 0, mas converge quase

certamente para 0.

9.14 HeuristicA (MATH.EXCHANGE) Considere um homem que joga trés moedas todas as manhds. Todas
as tardes, ele doa um real para uma instituicdo de caridade para cada cara que aparecer nos langa-

mentos. Porém, a primeira vez que o resultado for trés coroas ele ird parar de doar permanentemente.

Seja {X,};>_, o montante didrio que a instituicdo de caridade recebeu dele. Podemos ter quase
certeza de que um dia esse valor serd zero e permanecerd zero para sempre depois disso, ou seja, temnos

que Xy, q—c—> 0

Observamos que no entanto, quando consideramos qualquer niimero finito de dias, existe uma

probabilidade diferente de zero, de a condigio de término ndo ter ocorrido ainda.

9.15 TeoreMA (CriTErIO DE CONVERGENCIA QuAsE CERTA) Sejam {X, }n>1 e X varidveis aleatorias.

Nestas condigdes, temos que X,, converge quase certamente para X se, e somente se, para todo € > 0

P(X,—X| =€ iv)=0

Ou, de forma equivalente, se para todo k > 0
1 .
P (an - Xl > E Z.Z).) =0.

Demonstracdo. Comegamos observando que as duas condigoes do teorema anterior sio equivalentes.

Para isso note que os eventos {|X,, — X| > € i.v. } sdo monétonos em € e logo para demostrar que

P( Xy —=X|>2€e iv)=0,
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para todo € > 0, é suficiente focar em constantes € da forma 1/k para k > 0.

Posto isso, lembre que a sequéncia X, (w) converge para X(w) se para todo k > 1, existen > 1
tal que para todo m > n

Xon() = X(@)] < 7.

Deste modo, vale que

1
P(|Xn -X| = T zv) =0, paratodok >1.
1
Por outro lado, se P (an -X| = T 1.U.) =0, paratodok > 1 seque que
[o0] 1 .
P[X, - X] < ; P (|xn -X| 2, z.v.) = 0.

9.16 Teorema Considere a sequéncia {X, },_,. Se para todo € > 0, tivermos
Z P(IX, - X| > €) < oo, (9.26)
n=1
g.c.
entio X, — X.

Demonstra¢do. A demonstragio sSegue diretamente do Teorema 9.15 e do Primeiro Lema de Borel
Cantelli. O

9.17 Exempro Considere uma sequéncia {X,,,n =1,2,3,---} tal que

—L " com probabilidade %

X‘yl:

S|~

com probabilidade %

q.c.
Entio X, — 0.
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Pelo teorema anterior basta mostrar que

Z P(IX,| > €) < 0. (9.27)

n=1

Observe que | X,| = % Logo, |X,| > € se e somente se n < % Logo temos

,_
m =

J

DIP(IXul > €) < Y P(IXul > €) (9.28)
n=1 n=1
- L% | < 0. (9.29)

ExempLo (Corcovas DEesLizANTES) Agora apresentaremos o exemplo da “corcova deslizante”.
Para construir essa fungio o que faremos é dividir [0,1] em dois intervalos [0,1/2] = Iy e[1/2,1] = L.
Em seguida, definimos X; = 1y, e Xo = 1j,. Entdo, dividiremos [0,1] em trés intervalos, e
consideraremos as fungdes caracteristicas desses trés intervalos. Sejam Xz, Xa, e X5 as funcoes

caracteristicas desses intervalos. Repetiremos este processo paran =1,2,....

E ficil ver que {X,,}*_, converge para a fungio 0 em probabilidade. A sequéncia de fungdes nio
converge em quase todos os pontos (na verdade nio converge em nenhum ponto) porque cada ponto

pertencerd a infinito dos intervalos menores, e assim ficard fora de infinitamente muitos.

Portanto, para cada ponto podemos encontrar subsequéncias de {X,}},_, que vio para 0 e sub-

sequéncias que vio para 1. <

Convergéncia em L7

O préximo modo de convergéncia se preocupa com o comportamento médio da sequéncia,

sem se concentrar em probabilidades especificas.

DerinigAo Uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,, }°_ | converge em LV para a varidvel alea-
toria X se

IX = X|l, — 0 quando n — oco.
Em outras palavras
E|X,, — X|F — 0 quando n — oo.
P
Exempro Seja X, ~ Uni (0, %) Mostre que X, N 0, para todo p > 1.

A fungdo de distribuigdo de X,, é dada por

n 0

IA

=

IA
S|

fx, (x) =

0 caso contrario
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Entdo
1
E(|X,, —0]F) :/ xPn dx (9.30)
0
1
= > 1. .
TEST -0, para todop > 1 (9.31)

q P
9.21 Prorosi¢Ao Seq > peX, £, X entio Xn £ x
Demonstragdo. Consideramos q = p + s pela desiqualdade de Jensen temos que

(E|X, = X|")? < (E]X, = X|T)T — 0

9.22 Exempro Considere uma sequéncia {X,} tal que

n? com probabilidade 1
X, = (9.32)
0 com probabilidade 1 — %
Mostre que
5 X, 5 0,
o X, ndo converge na p-media para qualquer p > 1. <

P
o Para mostrar que X,, — 0, podemos escrever, para qualquer € > 0

lim P(|X,| > €) = lim P(X, = n?) (9.33)
n—oo n—oo
1
= lim — (9.34)
=0. (9.35)

Assim X, LN 0.

o Para qualquer r > 1, podemos escrever

lim E (| X,|P) = lim (nZP . % +0- (1 — %)) (9.36)
= lim n?! (9.37)

n—00
=00 (poisp > 1). (9.38)

Portanto, X, ndo converge na p-média para qualquer p > 1. Em particular, é interessante notar

p ~
que, embora X, — 0, o valor esperado de X,, ndo converge para 0.
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9.3 Comparando os Modos de Convergéncia

Nas secOes anteriores, introduzimos varias nogdes de convergéncia de uma sequéncia de
variaveis aleatérias (também denominados de modos de convergéncia). Existem vérias re-
lagdes entre os varios modos de convergéncia. No que se segue apresentamos os principais.

Essas relagoes estao resumidas no seguinte diagrama:

Lr o p>qx1 LA

momentos
finitos
q.c. P d
—_— - -

Figura 9.4: Relacdo entre os modos de convergéncia em espacos de probabilidade.

Convergéncia quase certa implica convergéncia em probabilidade
9.23 TEoREMA (CONVERGENCIA Q.c. E EM PROBABILIDADE) Dados X,, e X varidveis aleatorias.
[1]X, = X g.c. implica X,, — X em probabilidade.

Se X, — X em probabilidade, entio existe uma subsequéncia X, — X quase certamente.

Demonstracao.

Suponha X,, — X q.c. e tome € > 0. Sabemos entdo pelo Teorema 9.15 que

P(limsup{|X, — X| > €}) =P(|X, = X| > € iv.) =0,
n
e pelo Teorema de Continuidade,

limsup P(|X,, — X| > €) < P(limsup{|X,, — X| > €}) = 0.
n n

Concluimos portanto que X,, — X em probabilidade.

Suponha X,, — X em probabilidade. Queremos encontrar uma subsequéncia que converge quase
certamente.

Para isso lembre que, dado € > 0, temos que

P(|X,, —X| >€) =0,
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e portanto podemos escolher uma subsequéncia X, tal que
P(X,, —X|>€) <2 parak=1,2,...
Como ¥ 27% converge, o Lema Borel-Cantelli nos fornece que
P(|Xy, = X| > % iv.) =0.

Portanto, X,,, — X quase certamente. O

Convergéncia em L7 implica convergéncia em Probabilidade

P
9.24 Prorosicio X £> X implica X, LA X.

Demonstra¢do. Usando a desigqualdade de Chebyshev temos

E[X, — X|P
>

P(|X,;, = X| >¢€) <P(X,;, = X[\ > €F) < 7

Vimos que se a sequéncia X, converge em LF para X entdo a sequéncia também converge

em probabilidade, porém a reciproca nem sempre é verdadeira.

P
9.25 TEOREMA Se X, 5 Xeexiste Y tal que E[YP] < co e |X,| <Y para todon > 1, entdo X, £, X

Demonstragdo. Seja uma subsequéncia ni. Escolhemos uma subsubsequéncia ny; de modo que
g.c.
X”k]v -X—0.

por hipotese

Como X, = XIP < (X | +IXP " < @Y < o0
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que
E[|Xnk]_ -X|P] — 0.

Provamos a convergéncia para alguma subsubsequéncia de uma subsequéncia arbitriria ny.

E logo podemos concluir que E[|Xnk]. - X[P] — 0.

9.26 TeorReMA Seja (X,,) uma sequéncia de varidveis aleatdrias nio negativas tal que
q.c - L!
X, = X e E[X,,] — E[X], entdo X, = X

Demonstragdo. Para n suficientemente grande temos que E[X,,] < oo e que

E[|Xy, = X[] = E[X = Xu]1(x,<xy + E[Xi = X]1ix,>x} = 2E[X = Xy ]1(x, <xy + E[Xy = X].
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Mas 0 < |X,, — X|11X,,SX <X

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que
EmE[X - X, ]1ix,<x; =0 e E[X;] — E[X],

Convergéncia em Probabilidade implica Convergéncia em Distribuigao
9.27 TEOREMA Se uma sequéncia de varidveis aleatérias X,, converge em probabilidade para uma varidvel

aleatoria X, entdo X,, também converge em distribuigdo para X.
Demonstracao. Tome € > 0 e note que, como X, 1N X, entdo

Ji_r)rgoP(an -X|>e€)=0,
para todo € > 0.

Em outras palavras, fixado € > 0, para todo 6 > 0 existe ng > 1 tal que
P(|X, — X|>¢€) <0,

para todo 6 > 0.

Observe agora que se X, < x e | X, — X| < €, entdo X < x + €. Isso implica que se n > ny,

entdo

PX,<x)=PX, <x;|X;, - X|>€)+P(X;, <x;|X,, - X|<e) <P(X <x+€)+0.

Concluimos assim que

limsupP(X, < x) <P(X <x+¢€),
n

para todo € > 0.

De modo andilogo podemos notar que se X < x — € e | X, — X| < €, entdo X,, < x, de modo que

paran = ng

PX<x-€)=PX<x—-¢|X,-X|>e)+P(X <x—-¢;|X, - X| <€) <P(X, <x)+0.

Segque entdo que para todo € > 0,

P(X <x—-¢) <liminfP(X, < x) <limsupP(X, <x) <P(X < x +e¢).
n n

Tomando agora x como ponto de continuidade da fungio Fx(x) = P(X < x), e fazendo € — 0,
encontramos que
limP(X, < x) = P(X < x),
n

concluindo o resultado. O
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Teorema de Representacao de Skorokhod

Na primeira parte deste capitulo estudamos os diversos modos de convergéncia usamos na
probabilidade. Dentre eles estava a convergéncia em distribui¢do, que se concentrava no
comportamento das fung¢des de distribuicdo das varidveis da sequéncia, sem se importar
com o espago amostral onde as varidveis estavam definidas. E desse modo estas variaveis

ndo precisavam nem estar definidas em um mesmo espaco.

Vimos que a convergéncia em distribuicdo era, de fato, a mais fraca das convergéncias
estudadas. Isto é, se uma sequéncia converge em qualquer outro modo, ela converge

também em distribuigao.

A seguir vamos dar um primeiro passo no estudo de uma espécie de reciproca para
este resultado. Vamos estudar a relagdo entre convergéncia em distribui¢do e convergéncia

quase-certa.

TeoREMA (TEOREMA DE REPRESENTACAO DE SKOROKHOD) Suponha que X, i) X. Entdo, exis-
tem varidveis aleatérias X, distribuidas de forma idéntica a X,, e uma varidvel aleatéria X' distribuida
de forma idéntica a X, e tal que

X, 25 x
Demonstrac¢do. Seja F,, a fungio de distribuicdo de X, e F a fungio de distribuicio de X, e suponha
que X, — X em distribuigdo. Ou seja, suponha que F,(x) — F(x) quando n — oo para todo x € R

ponto de continuidade de F.

As candidatas a X;, e X" devem ser naturais nesta altura. Dada uma varidvel aleatéria U, definida

em algum espago de probabilidade (Q, 7, P), uniformemente distribuida em (0,1), defina
X' =FU) e X,=F,U),

paran > 1.

Pela Proposigio 6.15, sabemos que X' 4 XeX; 4 X, paracadan > 1.

Até agora, encontramos varidveis aleatdrias com as distribuicdes corretas. Antes de prosseguir-
mos, como a demonstragio é bastante técnica, vamos apresentar a ideia geral por trds da demonstragdo
que é mostrar que se F, — F entdo F; — F*, ao menos em um conjunto A € B((0,1)) com
P(U € A) =1, que serd o complementar do conjunto de descontinuidades, que pelo Coroldrio 6.17

sabemos que é enumerdvel e logo de medida nula.

Para tanto, tome w € (0,1) e € > 0 e escolha x um ponto de continuidade de F, de tal modo que
F(x) <w < F(x +¢).

(Obs: Deixaremos a demonstragio da existéncia de tal ponto como exercicio, mas a prova é imediata da definigdo
de F*(w) e do coroldrio 6.17).



CAPITULO 9. MODOS DE CONVERGENCIA 215

Por hipotese, F,(x) — F(x) quando n — oo, logo existe ng > 1, tal que
Fu(x) <w < F(x +¢) paratodon > ny.
E logo, aplicando as propriedades das inversas generalizadas, temos que

F(w)—e¢ <x <F,(w) paratodon > ng.

Devido ds escolhas arbitririas de w e €, segue que

liminf F} (w) > F*(w) para todo w € (0,1). (9.40)

Agora, seja @’ € (w, 1), € > 0 e escolha x um ponto de continuidade de F, tal que

F(x —¢) < 0’ < F(x).

De maneira andloga teremos que
F(x —¢) < @" < Fy(x) para todo n > ny,

e logo
F (o) < x < F'(@") + € para todo n > ny.

Além disso, como w < ' e F* é ndo-decrescente, temos que
Fj(w) < x < F(@") + € para todo n > ny,
e assim
limsup Fj,(w) < F*(o’) (9.41)
n
para todo w < v’ < 1.

Assim, se F* é continua em w, entio fazemos w’ — w para concluir que

limsup Fj(w) < F(w). (9.42)

Das equagoes 9.40 com 9.42, concluimos que
F(w) < liminf F; (w) < limsup F; (w) < F'(w),
n n

para todo w € Dy, onde Dp- é conjunto dos pontos de descontinuidade de F*. Assim podemos
concluir que
P(lim X;, = X) = P(lim F,(U) = F*(U)) = P(U € Dy.).
n—o0 n—oo

E o resultado segue do coroldrio 6.17, observando que como Dp+ é enumerdvel e U é uniforme,
entdo
P(U € Dr-) = 0.
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9.5 Principio de Selecdao de Helly

O Teorema de Selecdo de Helly, nos diz que é "quase verdade'que, para cada sequéncia
de variaveis aleatorias, existe uma subsequéncia que converge em distribui¢do. Esta é uma
afirmagdo que é andloga a compacidade.

9.29 Teorema (Princirio DE SELECAO DE HELLY) Seja F,, uma sequéncia de fungodes de distribuigdo,

entdo existe uma subsequéncia F,,, e uma fungdo limitada, direita-continua, nio decrescente F tal que

Fy, (x) = F(x) em todos os pontos de continuidade x de F.

Demonstragdo. Comegamos considerando uma enumeragdo dos racionais dadapor Q = {q1,92,93, . - . }.

Comegando pela sequéncia (F,(q1))n>1. Sabemos que 0 < F,(q1) < 1, para todo n > 1, e pelo Te-
orema de Bolzano-Weierstrass, temos que existe uma subsequéncia (”;)kzl C N tal que Fn;(ql)

converge.

Podemos agora repetir esse argumento para a sequéncia (Fn; (q2))k>1, novamente extraindo uma
subsequéncia (ni)kzl C (ni)kzl de modo que an(ql) e an(‘h) convergem. Repetindo esse procedi-
mento recursivamente, obtemos subsequéncias (n}' k=1, m > 1, tais que F,n(q) converge para todo
ge{q1,---.9m}-

Seguindo o Método da Diagonal de Cantor, defina a subsequéncia (n,’i)kzl, formada pelos indices
diagonais das subsequéncias que construimos. Observe que, por construgio, dado m € N temos que

(”,li)kzm C (n")k>1, e portanto an(qm) converge.

Deste modo encontramos uma subsequéncia F”zf’ k > 1 tal que
F”;]E (q) converge para todo g € Q.
Denote esse limite por Feo. Isto é,

Fo(q) := klgl;lo Fn;;(q),\fq € Q.

Pela monotonicidade das fungoes F,, , podemos afirmar que Fo, é ndo-decrescente.

Finalmente, precisamos estender Fo, para todos os niimeros reais, e para isso definimos
F(x):=inf{Fs(q) : g € Q, q > x}.

Primeiro observe que a fungdo F estd definida em todos os reais e é ndo-decrescente.

Em geral, ndo podemos afirmar que Fw(q) = F(q) para q € Q. De fato, como F(q) é calculado
a partir de Fo(q") para os racionais q’ satisfazendo q’ > q e como Fo, é ndo-decrescente, podemos

apenas concluir que Fo(q) < F(q), para q € Q. No entanto, para todo racional r > 0 temos que
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q +r > q, e logo pelo defini¢io de F(x) temos que Foo(q + 1) > F(q). Como F é ndo-decrescente e Q

é denso em R, temos assim que
inf F(y) = inf{F(q) : q > x,q € Q}
y X
=inf{Fx(q): g > x,q € Q}
= F(x).
De onde segue que
lim F(x,) = inf F(y) = F(x),
xndx y>x
e F é continua a direita.

Assim, resta apenas demonstrar a convergéncia de F,x(x). Para isso, tome € > 0, e note que pela
k

definicdo de F, existe um q > x racional que
Fo(q) < F(x) +e.
Como Fn}/:(q) — Foo(q), existe ko > 1 tal que
Fn;kf(q) < F(x) +¢, (9.43)

para todo k > ko.

Assim, como q > x, a monotonicidade de F nk € equagdo (9.43) nos ddo que
Fn;;(x) <F(x)+e

para todo k > ko, e portanto
lim sup an (x) < F(x), (9.44)
k

para todo x € R.

Obtido um limite superior, precisamos agora obter um limite inferior para F”’E (x). Seja entdo
x € R um ponto de continuidade de F. Pela continuidade de F em x, temos que existe r < x tal que
F(x) = F(r) < €. Ou seja,
F(r) > F(x) — €.

Escolha agora v’ € Q tal que r < v’ < x, de modo que

F(x)—e < F(r) =inf{Fs(q);q > 7,9 € Q} < Foo(1").

Deste modo, como P”;f (r') = Foo(r’), existe ky > 1 tal que

Fn;}:(r’) >F(x)—¢€
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para todo k > 1, e a monotonicidade de F x nos dd que
k
F(x)—e < F”;’E(x)’

para k > ki.
Obtemos assim que
lin}(iann:]:(x) > F(x), (9.45)
para todo x € R ponto de continuidade de F.

Ao combinarmos (9.44) e (9.45), encontramos que
lim F,(x) = F(x),

para todo x € R ponto de continuidade de F, e o resultado segue. |

O principio de selecdo de Helly nos diz que se (F;),>1 entdo F;, (x) converge ao longo
de alguma subsequéncia para alguma fun¢do F(x). A convergéncia ocorre para os pontos
de continuidade de F, que é ndo-decrescente e continua pela direita. Mas infelizmente, ndo

podemos garantir que a func¢do F dada pelo teorema seja, de fato, uma fungdo distribuicao.
Falta garantir que

lim F(x)=1 e lim F(x)=0.
n——00

n—0o0

Em geral, o principio de Helly s6 nos garante que
lim F(x) <1 e lim F(x) >0,
n—00 n——0o
e isso ocorre pois, a medida de que n cresce podemos ter “massa” de probabilidade esca-

pando para +oo ou —oo, como mostra o exemplo abaixo.

Exempro Dada uma varidvel aleatéria U uniformemente distribuida em [0,1] e constantes 6, > 0
com 6 + € < 1, defina

Xn=—n-Lycsy + 1 - Ligs1-¢},
paran > 1.
Note que para todo t > 0 temos que
Iim P(X, >t)=PU>1-¢)=¢, e
n—oo

lim P(X, < —t) = P(U < 6) = 5,
n—o00

de modo que quando n — oo uma “massa” de probabilidade € estd sendo perdida em +co e 6 em —co.
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Como consequéncia, temos

] o ,para x < 0;
lim Fx, (x) =
1-€¢ ,parax >0,
que é uma fungdo ndo-decrescente e continua pela direita, mas nio é uma fungdo distribuicdo. <

Uma forma de resolver esse problema é garantir que a massa de probabilidade fique
quase toda contida dentro de um intervalo limitado de forma uniforme ao longo da sequén-
cia. Ou seja, que para todo € > 0 existam a,b € R tal que P(a < X;; < b) > 1 — € para todo
n=0.

Esta propriedade é denominada de tightness e estd precisamente definida abaixo.

Exempro Dada uma vairdvel aleatéria U uniformemente distribuida em [0,1] e constantes 6, > 0
com 6 + € <1, defina

Xy = —n- sy + 1 Lusi-e),
paran > 1.

Note que para todo t > 0 temos que

lim P(X, >t)=P(U>1-¢€)=¢,
n—oo

lim P(X,, < —-t) =P(U < 06) =9,
n—oo
de modo que quando n — oo uma “massa” de probabilidade € estd sendo perdida em +oco e 6 em —oo.

Como consequéncia, temos

. o ,para x < 0;
lim Fy, (x) =
1-€ ,parax >0,
que é uma fungio ndo-decrescente e continua pela direita, mas ndo é uma fungdo distribuicdo. <

Uma forma de resolver esse problema é garantir que a massa de probabilidade fique
quase toda contida dentro de um intervalo limitado de forma uniforme ao longo da sequén-
cia. Ou seja, que para todo € > 0 existam a,b € R tal que P(a < X,, < b) > 1 — € para todo
n > 0.

Esta propriedade é denominada de tightness e estd precisamente definida abaixo.
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DerinigAo (TiGHTNESs) Diremos que uma familia {u,,n € 1} de medidas de probabilidade em
(R,B(R)) é tight se para todo € > 0 existem a,b € R tal que p,([a,b]) > 1 — € para todo n > oo.

Analogamente, diremos que uma familia {X,,,n € I} de varidveis aleatorias é tight se a familia
{Px, ,n € I} é tight, onde Px, é a distribuicdo de X,,.

Podemos dizer também que {F,,n € I} é tight, onde F,, : R — R é a fungdo distribuicdo de X,,.

TeoremMA (TEorREMA DE PrRokHOROV) Se {P,} é uma sequéncia tight de medidas de probabilidade

entdo existe uma subsequéncia {P,, } e uma medida P tal que {P,, } converge em distribuicdo para P.

Demonstra¢do. Seja F,(x) = P,((—oo,x]). Logo existe uma subsequéncia F,, e uma fungio
F tal que F,, (x) — F(x) em todos os pontos de continuidade de F. Além disso, 0 < F < 1.
Agora afirmamos que F é, na verdade, uma fungdo de distribuicdo de probabilidade, isto é, que
limy_,— F(x) = 0 e limy—,00 F(x) = 1. Para isso considere ¢ > 0. Entdo como a medida é tight,
podemos encontrar pontos a < b que sdo pontos de continuidade de F, de modo que P,,((a,b]) > 1—¢

para todos os n. Logo

lim F(x) - lim F(x) > F(b) - F(a) (9.46)
= lim [Fy(b) = Fy(a)] = lim Py((a,0]) > 1 —e. (9.47)

Isso é verdade para todo € > 0, entdo devemos ter
lim F(x)— lim F(x)=1
X—00 X——00

Portanto, F é de fato uma fungdo de distribuicdo de probabilidade. Assim, podemos definir a medida
de probabilidade P por P((a,b]) = F(b) — F(a) paraa < b. E P, E P. O

Assim, tomando X uma variavel aleatéria com funcgdo distribui¢do F, mostramos o

seguinte resultado.

Prorosicio Se {X,,n > 1} é uma sequéncia tight de varidveis aleatorias, entdo existe uma

A .. L. d
subsequéncia (ny)k>1 e uma varidvel aleatéria X tal que X, — X quando k — oo.

Exemrro Sejam Xi,Xo, ... varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com

média comum E[Xx] = p € R.

Da desigualdade triangular, temos que E[|S,|] = E[| X1 + --- + X, |] < E[|Xy]|] + - - E[|X,]] =
nE[|X1];

Com isso, seque da desiqualdade de Chebyschev que, para todo t > 0,

E[IS.[] _ ElIXil] _

Sn >t):P(|Sn|>nt):§ <

4|2

0,
nt t
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quando t — oo, uniformemente em n.

Assim, para todo € > 0 exite to > 0 tal que para todo t > to,

n

P (|3
n

Concluimos assim que S, /n,n > 1 é tight, e portanto existe uma varidvel aleatéria Z, e uma

St)zl—e,

para todon > 1.

subsequéncia (ny)k>1, tais que
Sn, d

57,
Nk

quando k — oo. <

A Proposicdo 9.34 garante a convergéncia por subsequéncias. Para garantir a conver-
géncia de toda a sequéncia, como é normal, precisamos garantir a unicidade dos limites por

subsequéncia, como colocamos no resultado abaixo.

ProrosicAo Seja {X,,n > 1} é uma sequéncia tight de varidveis aleatérias e suponha que existe

X tal que toda subsequéncia X, ,k > 1 convergente em distribuigdo converge para X. Ou seja,

d d
Xy, — X sempre que X, ,k > 1 converge em distribuicdo. Nestas condigoes, X, — X quando

n — oo

Demonstragdo. Denote por F a fungio distribuigdo de X e F, a distribuicdo de X,,, e suponha que
Xn £ X em distribuigdo quando n — oo. Nestas condigoes existem x € R ponto de continuidade

de F, € > 0 e uma subsequéncia (ny)r»1 tal que
|Fi(x) — F(x) > €,

para todo k > 0.

Mas como {X,,, k > 1}, pela proposigdo 9.34 e pela hipétese do teorema, existe uma subsub-

. d
sequéncia (n,)i=1 € (Mk)k=1, tal que X”ki — X.

Isso significa que Fy, (x) — F(x) e portanto
o, () = F0)l < €,

para i suficientemente grande, o que é uma contradigdo. m]

Exercicros
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Ex. 9.1 — Deixe X1, X3, X3, - - - ser uma sequéncia de varidveis aleatérias, de modo que
A
X, ~ Ge — forn=1,2,3,---, (9.48)

onde A > 0 é uma constante. Defina uma nova sequéncia Y, como

1
Y, = EXn, paran=1,23,---. (9.49)

Mostre que Y, converge em distribuigdo para Exp(A).

Ex. 9.2 — Ex. 9.3 — Deixe {X,,,n =1,2,---} e {Y,,n =1,2,---} serem duas seqiiéncias de

varidveis aleatdrias, definidas no espago amostral QO . Suponha que nés saibamos

X, & X, (9.50)
Y, 5 v (9.51)

n
Prove que X;, + Y, LR X+Y.
Ex. 9.4 — Considere a sequéncia {X,,n =1,2,3,---} tal que

X, = { n ; com probabilidade % 9.52)

com probabilidade 1 - %

Mostre que
1. X, 5 0.

. Xy L—>O,parar<2.

q.c;
. X, — 0.

2
3. X; ndo converge para 0 na r-média para qualquer r > 2.
4
Ex. 9.5 — Suponha que X, —5X para r > 1. Mostre que E|X],| — E|X"|.
D P ) D
Ex. 9.6 — Suponha que X,—X e Y;,—c, onde c é uma constante. Prove que cX,,—cX
Ex. 9.7 — Prove o Teorema da Aplicacdo Continua para 5,

X, DX = gX)D g(X)

Ex. 9.8 — Deixe X;; ser uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes que converge

em probabilidade para X. Mostre que X é constante quase certamente.
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2
Ex. 9.9 — Prove que se X,—X para r > 1. Mostre que Var[X, ] — Var[X].

Ex. 9.10 — Convergéncia em probabilidade e convergéncia em L? Mostre que a conver-
géncia em L7 implica convergéncia em Probabilidade para todos p > 0. Mostre que o

reciproca ndo é valida. (Prove por exemplo para p = 1).

Ex. 9.11 — Considere as variaveis aleatérias X1, Xp, . . . com fung¢des de distribuigédo Fq, Fo, . . ..
Suponha que X;, — X em distribuigdo, e a fungdo de distribuic¢do F de X seja continua. Prove

que F,, —» F nanorma sup, i.e.

|Fy = Fl|leo := sup |Fy(x) = F(x)| — 0.

xeR

Ex. 9.12 — Considere as varidveis aleatdrias a valores inteiros X1, X», ..., e uma variavel

aleatéria X. Mostre que X,, — X na distribui¢do se e somente se

P(X, =k) > P(X=k) para todo k € Z.

Ex. 9.13 — Considere varidveis aleatérias independentes X, X3, . .. uniformemente distri-

buidas em [0,1], e deixe Z,, = maxy<;, Xk.
1. Prove que Z, — 1 em probabilidade.

2. Prove que Z, — 1 quase certamente.



CariTULO

Teoremas Limites

Neste capitulo trataremos de dois teoremas de importancia central tanto na teoria da pro-
babilidade quanto na estatistica: a lei fraca e forte dos grandes ntimeros e apresentaremos

algumas de suas aplicagdes.

Ambos os teoremas possuem diversas versdes ou com hipéteses diferentes, outras para

processos definidos de maneira diferente da que trataremos aqui.

Nos focaremos nas versdes que exploram o comportamento assintético de uma soma

Sn = Xq1+--- X,, de uma sequéncia de varidveis independentes e identicamente distribuidas.

Comecaremos pela Lei dos Grandes Numeros que, de certa forma, vem confirmar a

nogdo frequentista de probabilidade, tdo usada e explorada na estatistica.

Mais especificamente, dada uma sequéncia X1,Xj, ... de variaveis aleatérias indepen-

dentes e integraveis, com média comum u = E[X}] € R, mostraremos que

SINR
n

onde o modo de convergéncia varia de acordo com versdo do teorema e as hipéteses.

E comum também exigir que as varidveis sejam identicamente distribuidas, mas para as

versdes mais simples e diretas do teorema esta ndo é uma hipodtese necessaria.

Hipéteses sobre os momentos das varidveis estdo entre as mais frequentes e a hipétese
de independéncia, que estard presente em todas as versdes que demonstraremos aqui, é

uma das primeiras a serem relaxadas. Em geral ela é substituida por hipéteses sobre a

224
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varidncia da soma ou sobre a estrutura de dependéncia (correlagdes) das varidveis a serem

somadas.

10.1 Lei Fraca dos Grandes Numeros

A primeira versdo que trabalharemos é, talvez, a mais simples delas, e é uma consequéncia
direta da Desigualdade de Chebyshev. Em geral, o termo fraca indica, neste contexto, a
convergéncia em probabilidade da sequéncia S, /1, mas no primeiro teorema que apresen-
taremos, a convergéncia em probabilidade serd consequéncia da convergéncia em £2, que
seguird de forma direta.

10.1 TeoremA (Le1 FRaca pos GRANDEs NUMEROS) Sejam Xi,Xo, . .. varidveis aleatorias indepen-
dentes com E[Xx] = u e Var(Xy) < ¢ < oo, para todo k > 1. Nestas condigbes, se S, =

X1+ Xo+ -+ X, entido
Sp L7 Sn

u e

LN
n n H-

Demonstragdo. Precisamos mostrar apenas que

2
E[Sn—y] — 0.

n

Lembre que a convergéncia em probabilidade é seque da convergéncia em L2 através da desigual-
dade de Chebyshev.

Observamos primeiro que pela linearidade da esperanca E [Sn—"] = .

Entdo
S 2 S 1
n n
E [7 — ‘U] = Var(7) = ﬁVar(Sn)

= %(Var(Xl) + -+ + Var(Xy))
n
cn

<

<3

= £ — 0,
n

e o resultado segue.

A demonstrag¢do anterior nos fornece também uma taxa de convergéncia de, no maximo,

1 . . . .
—. Isso ainda ndo é suficiente para concluirmos a convergéncia quase certa, uma vez que
n

precisariamos de uma probabilidade somavel, mas também ndo descarta essa possibilidade.
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10.2 OBservagAo A demonstragdo apresentada é vilida para varidveis aleatérias Xy dependentes, mas
ndo correlacionadas. Isso por que o tinico lugar onde usamos a independéncia foi para afirmar que
as somas das varidncias é a varidncia da soma, e esse resultado ainda é vdlido para varidveis nio

correlacionadas duas a duas. <

A demonstragdo anterior generaliza de maneira ébvia para vetores aleatérios.

10.3 TeorEMA (LEI FRACA DE GRANDES NUMEROS) Para uma sequéncia devetores aleatériosi.id. X', n €

N com quarto momento finito E(X(1)4) < o0, entdo

n
1 3 x0 L gxo),
n

i=1

Um caso particular do teorema anterior, onde se considera um sequéncia de ensaios de
Bernoulli independentes, ja era conhecido quando o teorema geral foi demonstrado pela

primeira vez, e trata de maneira direta a ideia frequentista de probabilidade.

10.4 TeoremA (Ler pos GRANDES NUMEROs DE BeErnouLLr) Considere S,, uma varidvel aleatoria bi-
nomial com pardmetros (n,p), isto é, S, é o niimero de sucessos em n langamentos independentes,

onde a probabilidade onde a probabilidade de sucesso em cada langamento é p.

Entdo S, é soma de varidveis aleatorias independentes Xy, que sdo varidveis aleatorias de Bernoulli

com pardmetro p.Entdo
S

n

em probabilidade, quando n — oco.
10.5 Exempro Lancando uma moeda n vezes: Entdo

P(0.49n < niimero de caras < 0.51n) = 1 quandon — oo.

Agora, tentaremos melhorar a Lei Fraca dos Grandes Ntmeros. Primeiramente vamos
remover a condigdo de variancia finita. Mas, entdo, pediremos que as variaveis aleatdrias

Xk sejam identicamente distribuidas.
Nos exercicios, removeremos essa hipétese.

Para lidarmos com o fato que ndo temos variagdo finita usaremos o método de trunca-

mento que remonta a Markov.
10.6 Teorema (MfTopo DE TRUNCAMENTO DE MARKkovV) Considere X uma varidvel aleatoria, com
média finita. Considere M > 1 o nivel de truncamento.
Defina
X, se|X|<M

XM =
0, se|X|>M

= X 1{xj<m}-
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Entdo

o || XIM| < M pontualmente, e || XTM| < |X]
o | XTM — X pontualmente quando M — oo,
o A varidvel | XM possui todos os momentos finitos.

o Pelo Teorema da Convergéncia Dominada E[| X]M] — E[X] quando M — co. Mais ainda,
E|LX]M - X| — 0 quando M — co. (10.1)
10.7 CoroLArIO Dado uma varidvel aleatéria X com média finita
E [|X| -1{|X|>M}] — 0 quando M — co.

Demonstragdo. Observe que
X - X(M) =X- 1{|X|>M}

10.8 Teorema (Le1 FRaca pos GRANDEs NUMEROS) Sejam Xi,Xo, . .. varidveis aleatorias indepen-
dentes identicamente distribuidas com E[Xy] = u para todo k.
Considere S;, = X1+ Xo +--- + X,,.
Entdo
n

em probabilidade (quando n — o).

Demonstragdo. Comegaremos truncando. Dado M > 1, considere

XTI = Xp - Tgxemy, SO0 = XM g XM,
Entio
Var[ XM = B[x? - (B[xM™])? < M2,

Entdo, podemos aplicar a versdo antiga da Lei dos Grandes Niimeros com varidncia finita:

(M)
5 (M)
— - B

em L2 quando n — oo esse fato implica também convergéncia em probabilidade.

s

E - E[X(lM)] — 0 quando n — oo.
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Agora aproximamos S,SM) por S, e XSM) por Xy. Pela desigualdade triangular

(M)

_cM)
2 g )| < B2 px) 4 B[O

n

E <E +E

1

+E [|x1 - x(lM)|] .

Agora estimaremos o primeiro termo

(M) n
Sn — Si 1 ) _ (M)
L E EXi - X" = EIXq - X"
k=1
Logo
Sn M) s (M)
E 7—|E[X1] < 2E[X; - X{"| + E ”T—E[Xl ]

Tomando n — oo concluimos que

limsup E ‘Sn—n - E[X1]| < 2E|X; — x(lM)|.

Seja M — co. Entdo E[X; — X" — 0. O

Lei Forte

Considere Xj, Xy, ... varidveis aleatéria independentes e identicamente distribuidas com

esperanga finita p. Seja S, := Xq + - - - + X;,. A Lei Fraca dos Grandes Ntmeros afirma que
i—n — U em probabilidade.

Por outro lado, a Lei Forte dos Grandes Ntimeros que provaremos a seguir afirma que

2 Ssuqc
"> g

Comecaremos apresentando uma demonstracdo simples da Lei Forte dos Grandes Nu-
meros sob o pressuposto de que o quarto momento é finito.
TeoreMA (Le1 FORTE pos GRANDEs NUMERoOs - I) Sejam Xi,Xo, ... varidveis aleatérias i.i.d.

com esperanga y e assuma B |X}| < co. Entio, Sy, = Xy + X + - - - + Xy, satisfaz

Sn
— — U quase certamente.
n

Demonstragdo. Primeiro assumimos que a esperanga i1 = 0.
De fato, fazendo X, = Xy — p, temos

S X, L e-p) s,
n n n

_‘u’
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e assim o resultado geral segue do caso u = 0.
Lembrando, nosso objetivo agora é mostrar que para qualquer &€ > 0,
e[|
n

Isso seri feito a partir da desigualdade de Chebyshev, se valendo do fato das varidveis Xy possuirem

> € i.v.) =0. (10.2)

quarto momento finito.

Para comegar, calculemos primeiro o quarto momento de S,,.
n
(Z Xx)*
k=1

Observe que se i,] sio distintos, entdo, pela independéncia, E [X?X]'] =E [X?] E[X;] =0
(lembre que y = 0) . Da mesma forma, temos B [X2X;] = 0 e E [X;X;XxX¢| = 0, se i, j, k, € forem

diferentes.

E[S] = E = D, E[(XXXixo)]

1<i,j,k,t<n

Desta forma os tinicos termos que ndo sdo zero sdo da forma:
4 22
E[x{] e E[K|.
Agora uma contagem simples nos mostra que existem n termos da forma E[Xi], e outros (’;) (é) =
3n(n — 1) termos da forma E [X?Xi] .
Como as varidveis envolvidas sdo identicamente distribuidas, entdo

EXG =BG e EDACE|=EPGK].

Assim, se C = max{E [X3X3| , E[X1]}, entito

E [Sh] = nE[X]] + (3n? = 3n)E [X;X3] < C - (3n* - 2n) < 3Cn*.

Pela desigualdade de Chebyshev, temos entio que

S
P( 7” > s) = P(S% > ¢int)
_ Es!
= et
3C
< —_—
T etn?
E como a série Z — 5 converge, segue do Lema de Borel-Cantelli que
etn
n=1
P(S—" > & i.v.) =0.
n
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A demonstragdo anterior generaliza facilmente para vetores aleatérios

TeoREMA (Le1 FOrTE Dos GRANDEs NUMEROS) Para uma sequéncia de vetores aleatorios i.i.d.

X", 1 € N com quarto momento finito E(X(l)4) < oo entido
1 Zn: q.c
-l x@ 15 E(X(l)).
A

ProrosicAo (EspErRaNcA FINITA £ NECESsARIA) Sejam X1, Xy, . .. varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas com esperanga infinita: E|Xy| = co. Entdo S, = X1+Xo+---+X,

satisfaz

P (i—" convergir ) =0.

Demonstragido. Como E|X1| = oo entdo Z P(|X1| > n) diverge.
n=0

Como as varidveis aleatorias Xy sdo identicamente distribuidas P(|X1| > n) = P(|X,| >

n)paran =1,2,... Logo Z P(|X;| > n) = co. E pelo Lema de Borel-Cantelli,
n=0

P(|X,| >n iv)=1.
Agora, definimos dois eventos:

A =A{Xy|>n iv} (Logo, P(A) =1)

Sn .
B:={— .
{ o convergzr}
Provaremos que A N B = (. Se essa afirmagdo for verdadeira, entio
P(B) <P(Q\A)=1-PA)=1-1=0.

Para provar que A N B = (0, vamos supor por contradigido que A N B + 0.
Consideremos a diferenga

Sn Sn+1 _ Sn Xi+1

n n+l nn+l) n+1

Como A N B # (0 entdo, para algum evento,

Su
0.
n(n+1)
Por outro lado,
‘ X1 >1 i,
n+1
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entdo quando n é suficientemente grande,

>2iv
3 o

Sn Sn+1

n n+1

Sn . . Su ) .
Portanto, — nio ¢é de Cauchy. Ou seja, = ndo converge, o que é uma contradi¢do. Portanto, a
n

n
intersecdo de A e B estd realmente vazia. O

TeoreMA (Ler FORTE pos GRANDEs NUMEROs DE KoLMoGoRroV) Sejam X1,X, . .. X;, varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas com esperanga finita, i.e. EX; = u. Entdo,
Sn=X1+ -+ Xy, satisfaz

Sn

— — U quase certamente.
n

Demonstra¢do. Nossa demonstragio segquird alguns passos. Comegaremos tomando varidveis po-
sitiva, de onde o caso geral sequird naturalmente. Em seguida sequiremos para um truncamento
das varidveis envolvidas, que garantird a varidncia finita. Seguimos para um resultado técnico,
sobre uma série envolvendo as varidncias. Este resultado nos permitird verificar a convergéncia por

subsequéncias escolhidas. Terminamos comparando as subsequéncias com o resto da sequéncia.

o Passo 0. Primeiro assumimos que X; > 0. De fato, se escrevermos X;
Xi =X =X,
entdo X e X sdo integrdveis e

Sn _ Z?zl X;— _ er'lzl Xz_

n n n

e o resultado geral segue naturalmente do resultado para varidveis positivas.

o Passo 1 - Truncamento.

Defina Xy = Xk Lix, <k}, € observe que P(Xy # Xi) = P(X > k). Assim

Zp(xk >k):ZP(X1 >k)s/ P(X; > x) dx = EXj < +0o,
k=1 k=1 0

e pela independéncia das varidveis e o Lema de Borel-Cantelli, concluimos que

P(Xy # X; iv.)=0.

Assim, se demonstrarmos que
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entio
X1 +Xo+ -+ X, g
%H

n
quase certamente.

No restante da demonstragio podemos assumir, portanto, que Xy < k.

o Passo 2 - Um pequeno lema técnico.

Vamos mostrar que

o0

Z Var(Xy) < too

2
=k
Para isso note que
Var(Xy) < E(Xi)
= / P(Xi > x) dx
0
= / 2tP(Xy > t) dt
0
= / 2tP(Xy > t)]l{tsk} dt
0

:/ 2tP(X1 > t) <y dt,
0

onde na sequnda igualdade fazemos x = t2, e ao final usamos que as varidveis sdo identicamente

distribuidas.

Deste modo, pelo Teorema de Fubini, segue que

(o]

Var(X S
Z k(2 ) = Z/ {k; }ZxP(Xl > x) dx
k=170

k=1
* o Lix<iy
= E 2xP(Xq = x) dx
0 k2
k=1

1 “dt 1
Agora, sabendo que Z 2 < / dt =2 temos que

2
k>x * t
1 Var(X *
> aZ(Z o / 2P(X; > x) dx = 2E[X1] < +co.
k=1 0

o Passo 3. - Controle ao longo de uma subsequéncia

Dado a > 1, defina k(n) = |a" ], paran > 1.
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E um exercicio simples verificar que k(n) = |a"| > a™/2.

Queremos agora verificar que
Sk(n) a-
—
k(n)

Para isso tome ¢ > 0, e note que pela desigualdade de Chebyshev e pela independéncia das
variduveis,

Skin)
k(n)

]

n=1

8) = Z P (|Skn) — E[Skm)ll > € - k(n))
n=1

Mas como k(n) > o /2, entido

Segque que

1 — 1 Var(X)
;Z Var(X) Z ke | < 62(0(2—1)2 -

k=1 nik(n)>k

e assim

2

Sk(n) Var(Xk)
k(n) ‘ 8) T g2 (0(2 -1) Z

Logo, pelo Lema de Borel-Cantelli
Sk(n)
P —
( ko "

> € i.v.) =0
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e portanto
Sk(n) a--
—
k()

o Passo 4. - Preenchendo lacunas na sequéncia.

Comegaremos observando que se k(n) < k < k(n + 1) entdo
Sk(n) < Sk < Sk(n+1),

e portanto, como as varidveis X; sio positivas,

k(n) Skm) _ Skn) - Sk - Skn+1) _ k(n + 1) Skn+1)
k(n+1)k(n) k(n+1) ~ -

k= k(n) ~ k(n) k)

Como k(n) = |a™], temos que a" — 1 < k(n) < a”, e portanto

k(n+1) _
e k(n)

Consequentemente,

< linr}< inf % < limksup % <au

#
a
com a probabilidade um.

Uma vez que o > 1 é arbitrdrio, podemos fazer a — 1.Assim, o limite existe e

quase certamente. O

10.3 Integracao de Monte-Carlo

Considere uma fungao integravel f : [0,1] — R.
O problema que colocamos nessa se¢do é descrever um método numérico paraintegrar f.

1
Ou seja, calcular / f(x) dx. Ressaltamos que a escolha do intervalo [0,1] aqui é arbitraria.
0

A ideia cléssica seria aproximar a integral por somas de Riemann, ou seja fazer uma
particdo equidistribuida de pontos em [0,1]. Ou seja escolhemos uma sequéncia de pontos
equidistantes x1, ..., x,. Em cada ponto xj, determinamos o valor da funcdo nesse ponto.

Entdo esperamos que integral possa ser bem-aproximada pela média:

n

1
[ rwars 1> s,

k=1



10.13

10.4

CAPITULO 10. TEOREMAS LIMITES 235

Esta é uma integral Riemann, porque o tamanho da malha 1 vai para zero. Em situagdes
muito simples, funciona. Mas quase sempre falha nos problemas dificeis da computagao

cientifica. Por que? Existe um problema com essa abordagem.

A priori ndo conhecemos nada sobre esta funcao, exceto que é integravel. Em particular,
se f é complicada, podemos sempre escolher os pontos errados. Ou seja a estrutura de f
pode levar a informagoes erradas sobre a integral dos pontos f(xx). Por exemplo, existem

muitas fungoes "oscilantes"(de senos e cossenos).

O resultado que vamos provar permite a integragdo de fungdes arbitrarias f. Nao iremos

tomar pontos equidistribuidos mas em vez disso, usaremos pontos aleatérios.

Consideramos variaveis aleatérias x1,...,x, independentes e distribuidas uniforme-

mente em [0,1].

Entédo, esperamos que

I, = %Zf(xk)
k=1

1
seja uma boa aproximacao de / f(x)dx.
0
Bem, isso é apenas uma reformulacdo da Lei Fraca dos Grandes Ntumeros. Em outras

palavras,

TeoREMA (INTEGRACAO DE MONTE-CARLO ) Se cada xy é uma varidvel aleatéria independente

1
uniforme em [0,1] entdo I,, — / f(x) dx em probabilidade.
0

Demonstragdo. Comegamos observando que f é uma varidvel aleatéria no espago de probabilidade

Q =[0,1] com a o-dlgebra de Borel e a medida de probabilidade uniforme.

Entdo f 4 F(xy)
1
Uma vez que vemos isso é verdade, entdo Ef = / f(x) dx. Entdo, a Lei Fraca dos Grandes

0
Nuimeros aplicada ds varidveis aleatorias f(x1), ..., f(x,) completa a prova. o

Este é um dos primeiros algoritmos randomizados em computacao cientifica. A principal
forca do método é que ndo exige nenhum conhecimento sobre f. Exigimos apenas que f
seja integravel.

Polindomios de Bernstein e o Teorema de Weierstrass

Esta secdo é adaptada de [23]



CAPITULO 10. TEOREMAS LIMITES 236

Polinémios de Bernstein

Os polindmios de Bernstein sdo definidos como
n . n— .
bn,j(x) = j (1= x)"
paraj=0,1,...,n.

o Os polindmios de Bernstein b, ; séo uma familia de 7 + 1 polindmios de grau 7.

o Cada polindmio de Bernstein com j # 0, n tem um valor maximo tinico que ocorre em
jin.
o Os polinémios de Bernstein de grau n formam a base para os polindmios de grau n.

o Os polinémios de Bernstein possuem a simetria by, j(x) = by, ,-j(1 — x), positividade
bi n(x) = 0 em [0,1] e normalizagdo Z?:o by j(x) = 1.

1. o !
0.8
0.6
0.4

0.2

—»
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.

Figura 10.1: Polindmios de Bernstein b; g parai = 1,...,8. Em pontilhado o polinémio b3 s.
Observe que as somas dos valores em um ponto é 1.

Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Agora apresentaremos uma demonstracdo elegante Teorema de Aproximacdo de Weiers-

trass. Este teorema afirma que se f é uma fungdo continua, entdo a sequéncia de polinémios

. . d
Bulfl= > f (% . %d) [ (Z{)x;{k(l i

0<it, . ig<n k=1

de Bernstein
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flz)

Figura 10.2: Aproximagdo com n = 10,50

aproxima f.

A estrutura e a origem dos polinémios tornam-se muito mais claras quando é apresen-

tada a interpretacdo probabilistica subjacente. O coracdo dessa conexdo € a férmula

Bl =7 (%]

onde S,, é um vetor binomial.
A'ideia geral da demonstragéo € a seguinte: seja X;; uma variavel aleatéria de Bernoulli,
paral <i<dej>1talque

P[Xi]':1] :xieP[Xi]':O] :1—xi.

Seja

n
Sin = inj
=1

Sn = (Sl,...,Sn).

Pela Lei Fraca ou pela Lei Forte de Grandes ndmeros podemos afirmar que S,/n ~ x em
algum sentido. Por continuidade, f(S,/n) = f(x). Entdo, temos E[f(S,/n)] = f(x). Mas
esse fato é equivalente a afirmar que B,[f](x) ~ f(x), e podemos ver que B,[f](x) é um

polinémio em x.

10.14 TeoreMA (TEOREMA DE APROXIMACAO DE WEIERSTRASS) Seja d ser um niimero inteiro positivo

e f 110,119 — C uma fungdo continua. Defina

. . d
Bulfl= > f (% . %d) [1 (Z()x;(k(l e

0<iy,...,ig<n k=1

paran=12,...ex=(x1,...,x,) em [0,1)%, entdo B,[f] — f uniformemente em [0,1]%.
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Demonstracio. Considere um niimero inteiro positivo n e x = (x1,...,x4) em [0,1]%. Seja X; =
(X1j, . . . Xgj) ser uma sequéncia finita de vetores aleatdrios definidos em um espago de probabilidade,
de modo que {X;;} sejam independentes e cada uma e assuma valores 0 ou 1 de acordo com a
distribuigdo de Bernoulli: P [Xij = 1| = x; e P[X;j =0] =1 -x;.

Escreva S;y, = 27:1 Xij €Sy = (Stn,--.,San). Entio,

P[Skn/n =ik/n] = (Z{)x;f(l — xg)"

Assim se

Bulfl)= ). f(l—l%d) (’.“)x;}(l—xk)”—ik
k

entdo
B[f](x) = E [f (7)]

Provaremos esse fato agora utilizando a independéncia e a defini¢io da esperanga. Comegamos
observando que
xe(1—x
k(I —xp) _

1
2 _ _
07, = Var[Sy, /n] = " Sy

Também temos que E [S, | = nx, de onde temos
S S S
Bl 1 500 = | (%)~ 0| = | (3] - | 32 |
Definimos ||x|| = maxy{|xx|} para x € R?. O evento que o mdximo das coordenadas é maior do que
um valor estd contido na unido dos eventos em que cada coordenada é maior do que o valor.
Entdo, aplicando a desigualdade de Chebyshev, e a independéncia, obtemos para qualquer 6 > 0

o limite superior

S
SZP[;”

— — Xk
1<k<d

0_2 d
E : kn
< — < .
- 62 T 4no?

1<k<n

>0




CAPITULO 10. TEOREMAS LIMITES 239

Il

—_
|

]

_ Skn
_1—(1_[P[ " — Xk <6)

1<k<d
{1l

. =

1<k<d

= 1 [ELNY E (P[Sk”—xk >6)
n n
1<k<d 1<k,l<d

.(p[sﬂ_xlza)+...

n
< :E: P §kﬂ - X = o
< ” 2

Agora seja e/2 > 0. Pela continuidade uniforme de f em [0,1]%, existe um & > 0 tal que
|f(x) = f(y)| < €/2 sempre que ||x —y|| < 6. Entdo

Asn/n_,qké f (S_n) - f(x)

n
Entdo, no evento complementar, usando a desigualdade triangular e estimativa da probabilidade do

dP <

N| m

evento complementar:

/IISn/n—X||26

Sn _

dP <2 max x)|-P x|| >0
max () H >

(%) -0

n

< max X)|.
4n? x€[0,1]4 |f( )

Observamos que, para

d
n > — max |f(x
€62 xe[0,1)¢ G

) N

Usando a desigualdade triangular para integrais para trazer o modulo para dentro da integral, e

O lado direito é inferior a € /2.

Finalmente, considere

dividindo o dominio de integragdo em dominios complementares ||S, /n —x|| > 0 e ||S,/n —x|| < 0.

Agora aplicaremos as estimativas estabelecidas acima. Entdo, para

d
n > —— maxX X
€62 xe[0,1]¢ f&l
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independente de x, temos

e o teorema é estabelecido. O

Exercicios

Ex. 10.1 — Prove o Método de Tuncamento de Markov:

Considere X uma varidvel aleatéria, com média finita. Considere M > 1 o nivel de trunca-

mento.
Defina
X, selX|<M
XM .= =X-1 )
X { 0, selX|>M } {xi<m}
Entdo

o[ X]M| < M pontualmente, e || X]M| < |X]
ol X]M — X pontualmente quando M — oo,
oA variavel | X]M possui todos os momentos finitos.

oPelo Teorema da Convergéncia Dominada E[| X]M] — E[X] quando M — co.

Ex. 10.2 — Sejam X1,Xp, ... varidveis aleatérias independentes com distribui¢do comum
No(0,1). Prove que
X244 X3
X1 =124+ (X, — 1)2

converge quase certamente e determine para qual valor.

Ex. 10.3 — Sejam Xi, Xy, ... varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribui-

das, com X; ~ Uni[0,1]. Prove que a média geométrica

)

converge quase certamente e determine para qual valor.

Dica: Aplique In.

Ex. 10.4 — Demonstra¢do da Lei Fraca usando Fun¢des Geradoras
O objetivo aqui é provar a lei (fraca) de grandes nimeros usando fungdes geradoras de
momento.

Em particular, deixe X1, X», ..., X, ser ii.d. varidveis aleatérias com valor esperado

E[Xi] =pu<o



CAPITULO 10. TEOREMAS LIMITES 241

e fun¢des geradoras de momento Mx(s) que € finito em algum intervalo [—c, c] onde ¢ > 0
é uma constante. Seja
X1+Xo+--+ X,

X = ; . (10.3)

Prove
lim Mg (s) = e°F, para todo s € [—c, c]. (10.4)
n—oo

Uma vez que esta é a fungdo geradora de momento da varidvel aleatéria constante u,
concluimos que a distribuigao de X converge para p.

Dica: use que para uma varidvel aleatéria X com fungdes geradoras de momento bem
definida, Mx(s), temos

n
lim [Mx (%)] = ¢SEIX],

n—oo

Ex. 10.5 — Sejam Xj, Xy, ... varidveis aleatorias independentes com E[X;] = 0 e g; =
Var(X;) < oo para todo i, e seja S,, = ), X;. Prove que se }; oi/k2 < o0, entdo S, /n 50
[Esta é uma Lei Forte de Grandes Ntiimeros para somas independentes, mas ndo necessari-
amente identicamente distribuidas.]
Ex. 10.6 — Seja X1, Xy, ... variaveis aleatérias i.i.d. com P[X; = 0] = P[X} =2] =1/2.

1. Prove que Z = 37, Xi/3F converge quase certamente.

2. Prove que Z tem distribui¢do de Cantor.

3. Use os itens anteriores para calcular a média e varidncia da distribui¢cdo Cantor.

Ex. 10.7 — Integracao de Monte Carlo

Sejam f uma fungdo continua com imagem no intervalo [0,1] e X1,c1,X2,c2 - - - uma sequéncia

de variaveis aleatérias independentes uniformes no [0,1]. Tomamos

Y = 1, se f(Xi)>ci
1o, se f(X) <ci

Prove que:

1 v !
- Z Y, — / f(x)dx, quase certamente
i=1 0



CariTULO

Teorema do Limite Central

Nos capitulos anteriores vimos que se X1,X> é uma sequéncia de varidveis aleatdrias inde-

pendentes e identicamente distribuidas com média comum p = E[X;] finita, entao
1 n
Jim, o 20— =0

com probabilidade 1. Em particular, se u = 0 entdo
SN
n

quando n — oo, onde S, = Xj +--- + X,,. Ouseja |S,| << n quando n — oo.

A pergunta entdo passa a ser qual a verdadeira taxa de convergéncia de |S,|? Em outras
palavras, queremos saber se existe alguma sequéncia (a,),>1, tal que
Sn
— = Z#0,
an
quando n — oo, de algum modo (ndo necessariamente quase-certamente), para alguma

varidvel Z.

Para buscar uma candidata a sequéncia a,, vamos comegar supondo que Var[X] = 0% <

0. Pela independéncia das varidveis, segue que

Var[s—"]z arlS,] 202

an ay ay

e se fizermos a,, = \/n, teremos
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paratodon > 1.

Com isso, vemos que se o limite de S,/ \/n existir de algum modo, este limite ndo deve

ser constante, o que nos indica que podemos ver algo interessante nesta escala.

O mais simples neste caso seria investigar a convergéncia em distribui¢do, e é neste

sentido que segue o Teorema do Limite Central.

Tal teorema, de papel central na teoria da probabilidade e na estatistica, nos revela
ndo apenas que a sequéncia S, /vn possui um limite em distribuigdo, mas que tal limite é
universal, ndo dependendo da distribuigdo das varidveis individuais, pedindo apenas que

sejam quadrado integraveis.

E essa universalidade do limite que nos permite, por exemplo, calcular o erro por tras
de diversas estimativas feitas na estatistica, além de explicar o comportamento “Gaussiano”
de diversas observagdes definidas pela agdo sucessiva de diversos efeitos independentes

similares.

Assim como a Lei do Grandes Ntumeros, o Teorema do Limite Central possui diversas
versOes diferentes, alterando especialmente as hipé6teses sobre a independéncia das variaveis

e suas variancias.

Func¢oes Caracteristicas

Nesta secdo, estudaremos a convergéncia fraca de variaveis aleatérios mais cuidadosamente

e em especial a relagdo entre fungdes caracteristicas e convergéncia fraca.

Nosso objetivo é desenvolver apenas o suficiente da teoria de fungdes caracteristicas para

provar o Teorema do Limite Central.

A motivacdo para a teoria que estamos prestes a desenvolver deriva da intui¢do que a
maior parte do comportamento de uma distribui¢do de probabilidade em R é capturada
por seus momentos. Grosseiramente partiremos do seguinte paradigma: se pudéssemos
colocar a informagao sobre todos os momentos da distribuigdo em um tinico pacote entdo o
pacote resultante poderia “caracterizar” a distribui¢do de probabilidade. Uma abordagem
ingénua inicial poderia ser definir uma fungéo f(t) = }.,_, M,t" onde M, indica o n-ésimo
momento. Infelizmente, essa abordagem falha miseravelmente, pois é muito raro que os
momentos diminuam rapidamente o suficiente para que a série de poténcia formal definida

por f(t) convirja.

Uma abordagem melhor seria redimensionar os momentos para dar alguma chance para
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que a série convirja. Por exemplo, poderiamos definir

M
tX nn
f(t) = / e dP = E_O ! t

Essa ideia tem muito mais mérito que a anterior e pode ser usada de forma eficaz, como

ja vimos na Segdo 7.10 mas tem a forte desvantagem de que s6 funciona para distribui¢des

que possuam momentos de todas as ordens.

Aideia que exploraremos neste capitulo é que ao passarmos para o dominio dos ntiimeros
complexos, obtemos um caracteriza¢do da distribui¢do que é sempre definida e (pelo menos,

conceitualmente) captura todos os momentos.
Ou seja, como usual, nos complexos as coisas sdo mais simples.

Especificamente, definimos

ft)= / e™Xdp

ou seja a Transformada de Fourier da distribui¢do de probabilidade e dessa forma, como

veremos, conseguimos um objeto que determina exclusivamente a distribuicéo.

DEeriNIgA0 (FungAo CARACTERISTICA) Dado uma varidvel aleatéria X definimos a fungdo ca-

racteristica de X, denotada por ¢x, como:

Px: R—>C
ox(t)=E [e”x] = /Re”x dFx(x) = /Re”"fx(x) du

Como veremos a seguir, a convergéncia em distribui¢do poderd entdo ser descrita como
convergéncia pontual de funcdes caracteristicas e através dessa conexdo, obteremos uma

demonstracdo do Teorema do Limite Central.

Transformada de Fourier

problema problema transformado
resolugao dificil jresoluc;éo facil
\
solugdo solucdo transformada

Transformada Inversa

Neste capitulo, usaremos integrais de fun¢des mensuraveis complexas. A teoria é comple-
tamente andloga a teoria de integracdo real que apresentamos no Capitulo 5 Vamos nos

limitar a apresentar as defini¢des bésicas e estabelecer alguns fatos principais:

Estamos considerando o conjunto dos niimeros complexos com os Borelianos proveni-

entes da norma complexa. Como espago métrico, esquecendo qualquer outra estrutura,
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temos que C e R? sdo isométricos e assim podemos identificar a o-dlgebra de Borel de C

com a o-4lgebra de Borel de R2.

Como consequéncia da identificagdo temos a seguinte caracterizacdo da mensurabili-

dade de fungdes complexas.
ProrosicAo Uma fungio f : (Q,F,u) — C é mensurdvel se e somente se f = g + ih onde

g, h:(Q,F,u) — Rsdo mensurdiveis.

Partindo da medida em () podemos construir uma integral para as fungdes f(Q, ¥, u) —

C através de pequenas adaptagdes do maquindrio que apresentamos no capitulo 5.

Outra abordagem, mais direta é definir a integral complexa como soma de duas integrais

reais. As duas abordagens sdo equivalentes.

DeriNicAo Seja f(Q,F,u) — C uma fungido mensurdvel, entdo f = g + ih onde g,h :
(Q, F, u) — R sido mensurdveis. Definimos a integral de f como:

/fdy:/gdy+i/hdy

Prorosicio

o Sejam f, g fungoes integriveis e a,b € Centido af + bg é integrdvel e

/(af+bg) du=a/f d#+b/g du

o Se f for integrivel, entdo/f du :/j7 du

[ 7= [im1 au

Demonstra¢do. Demonstraremos apenas (3.). Pela desigualdade triangular para a norma complexa,

o Se u(A) < oo, entio

sabemos que dados z,w € Cet € [0,1], |(1 —t)z +tw| < (1 —t)|z| + t |w| e, portanto, a norma

complexa é convexa. Entdo, pela desigualdade de Jensen, temos ’ / f dy‘ < / If| du. o

DeriNicAo Dada uma varidvel aleatéria X, definimos a fun¢do caracteristica de X como a fungio
¢x : R — Cdada por

dx(t) = E[e"] = E[cos(tX)] + iE[sen(tX)].
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Por se tratar de uma esperanga, a fungdo caracteristica depende unicamente da distri-
. . . d . . ~
buicdo da varidvel X. Ou seja, se X =Y, entdo ¢x(t) = ¢y(t). Assim, qualquer informagdo

que tirarmos dela sera sobre a distribui¢do de X, e ndo sobre a varidvel especificamente.

ExempLo Vamos calcular a fungdo caracteristica de uma varidvel aleatéria X ~ Bernoulli(p). Para
isso basta notar que
dx(t) = E[e™] =e"P(X = 1) +1-P(X = 0),

e portanto
dx(t) =1+p(e’ -1).

Outro resultado importante, geralmente estudado em teoria da medida, trata da deri-
vagdo dentro do sinal de integral. Enunciaremos o resultado abaixo sem demonstrar, e a

demonstracao ficard como exercicio para o leitor.

Prorosigio Seja f : R? — R tal que para todo s € R, %f(t,s) exista a < t < b. Dada uma

varidvel aleatéria X, suponha que exista uma varidvel Y integrivel e tal que

d

para todo a <t < b. Nestas condigoes
d d
SFEL001=E| 270.%)]

Vamos agora estudar algumas propriedades das fungdes caracteristica. Pra comegar,
é importante observar que como cos e sen sdo fungdes limitadas, entdo ¢x(f) estd bem

definida para todo t e toda varidvel aleatéria X.

Mais do que isso, pela desigualdade de Jensen,

|px(t)] = V(E[cos(tX)])? + (E[sen(tX)])? < VE[cos2(tX) + sen?(tX)] = 1

No inicio desse capitulo motivamos a defini¢do da fungdo caracteristica considerando
como podemos codificar informagdes sobre os momentos de uma medida de probabilidade.
Para mostrar que tivemos sucesso, precisamos mostrar como extrair os momentos da fungdo
caracteristica. Assim se E|X|* < oo, entdo E[|X/|] < oo para todo 0 < j < k, e aplicando a
proposicao 11.7 k vezes para as fungoes X/ cos(tX) e X/ sen(tX), j=0,...,k—=1,descobrimos
o seguinte resultado.

ProrosicAo Seja X uma varidvel aleatéria com fungdo carateristica ¢(t) = E[e"X]. Nestas

condigdes, se E[|X|¥] < oo, entdo ¢(t) é k vezes diferencidvel e

k .
p®(t) = %qb(t) = i"E[X*e!X]
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E em particular
»0(0) = i*E[XF].

Como
Oxav () = E[e"] = E[e"e™] = E[e"X]E[e"] = px (D) (1).
temos a seguinte proposigao
11.9 Prorosicio Sejam X eY varidveis aleatérias independentes. Entdo pxy(u) = ox(u)py(u).

11.10 Exempro Para calcular a fungdo caracteristica de uma varidvel Binomial de pardmetros n e p €
(0,1), tome Xy, ...,X, varidveis aleatérias independentes com distribuicdo Bernoulli(p), e faca
X =Xi+---+ X,. Segue que X ~ Bin(n,p), e

Px(t) = ox, (1) -~ ox, (1) =[x, (D] = [L+p(e™ = D"

—MZ . . .
11.11 Exempro Seja X uma varidvel aleatéria N(0,1). Entdo ox(u) = e 2 . A maneira menos técnica de

ver isso exige um pequeno truque. Primeiro observe que como senux é uma fungio impar temos que

1 . 2
px(u) = —/ ee dx

. o0
1 =x2
/ 2 cosux dx + — e 2 senux dx

27
e 2 cosux dx
r/

Por outro lado, pelo Lema ?? e pelo fato que x cos ux é uma fungio par que temos

dox(u) i
du \Vor J-
. . 1 B
=L xe 2 cosux dx — — xe 2 senux dx

V2r Jo V2n

iuxi
xe"e™ dx

o0 2

N

—_
8

= — xe™ senux dx

V2n
Esta ultzma integral pode ser integrada por partes (faga df = xe + dx e ¢ = senux, portanto
f=-e F o dg = u cosux) para obter

(o]

dpx(u)  —u -2
= — e 2 cosux dx
du V2n

e, portanto, mostramos que a fungdo caracteristica satisfaz a equagdo diferencial de primeira ordem
u2
fo( u)

simples

= —uqx(u) que tem a solucio geral px(u) = Ce™ para alguma constante C.



CAPITULO 11. TEOREMA DO LIMITE CENTRAL 248

E como ¢x(0) = E[¢'%X] = 1, seque que
Px(t) = e

Antes de seguirmos vamos definir a transformada de Fourier para medidas.

11.12 DeriNIgAO Seja 1 uma medida de probabilidade em R. A transformada de Fourier, denotada por

1, é a fungdo complexa em R definida por
p(u) = / e™ du(x) = / cos(ux) du(x) + i/ sen(ux) du(x)

A primeira coisa que faremos serd estabelecer as propriedades bésicas da transformada
de Fourier de uma medida de probabilidade, incluindo o fato de que a definigdo anterior

realmente faz sentido.

11.13 Teorema Seja y umamedida de probabilidade, entdo i existe e é uma fungdo limitada uniformemente

continua com 1(0) = 1.

Demonstragdo. Para ver que |1 existe, usaremos representagio

p(u) = / cos(ux) du(x) + i/ sen(ux) du(x)
eque |cos 0| < 1e|sen 0| < 1 para concluir que ambas as integrais sdo limitadas.

Para ver que 11(0) = 1, basta calcular
w(0) = / cos0 du(x) + i/ sen0 du(x) :/ du(x) =1
A limitagdo é um cdlculo simples

|ﬁ(u)| S/|ei”x| dy(x):/ du(x) =1

Por niltimo, para provar a continuidade uniforme, primeiro observe que para qualquer u,v € R, temos

|eiux _ eivx}z _ ‘ez’(u—v)x _ 1‘2
= (cos((u — v)x) — 1)? + sen®((u — v)x)
=2(1 - cos((u — v)x))
< ((u —v)x)? usando 1 — cos(x) = 2sen®(x/2)
< |lu - o||?||x||? por Cauchy Schwartz

Por outro lado, é claro a partir da desiqualdade triangular que

|ezux _ ezux| < |ezux| + |€1ux| <2
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e, portanto, temos o seguinte limitante [e™* — e™*| < |lu —v||||x|| A 2.
Observe agora que, em um ponto, x € R, lim,_,c0 %llxll A 2 = 0 e trivialmente %lell N2 <2

1
entdo o Teorema da Convergéncia Dominada mostra que lim,, / -~ |x|| A2 du(x) = 0.

1
Finalmente, dado um € > 0, escolha N > 0 tal que / N||x|| A2 du(x) < € entdo para

hu—oll < &,
|ﬁ(u)—ﬁ(v)| §/|ei“"—ei”x| dp(x)
< [ = ollxll A2 dut

S/%Hx”/\Z du(x) <e

provando continuidade uniforme. |

Unicidade de Fourier

Agora demonstraremos que a fungao caracteristica caracteriza completamente as medidas

de probabilidade.

Suponha que 1 e i tenham a mesma fungdo caracteristica, ou seja,
/00 e”xdyl(x) = /00 eitxyz(dx) paratodot € R
Vamos demonstrar que p1 = up. Observamos que é suficiente mostrar que
[ swame= [ s L)

para qualquer fung¢do continua limitada f.
Faremos isso aproximando f por combinagdes lineares de fungdes da familia { e~ T:ne Z}.

A inspiragdo aqui sdo as séries de Fourier: qualquer fungdo periédica continua f(x) com
periodo T (ou seja, f(x + 1) = f(x)) admite uma expansdo em série de Fourier

(o]

f(x) ~ Z c,e2mnx/T — y ¢ [0,1],

n=—00

1 » . .. .
onde ¢, = /0 f (x)eZm /T gy é o coeficiente de Fourier.

No que segue estamos apresentando uma heuristica e estaremos sendo descuidados e

: ~ ~ o T T .
varias passagens ndo estdo sendo justificadas. Como /_ T e duy(x) = /_ T e un(dx) para
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00 .
eanx/T

todo t € R, tomando t = 2ntn/T temos que f_o; ezni”"/Td‘ul(x) = p2(dx) para

todo n e logo

[ T?f(x)alu](x)= i / TT cne®™ ™ dyy (x) = i / TTcnezni”x/Tduz(x): [ TT F(x)duo(x)

n=—oo ¥ " n=—oco ¥ "

—00

que é quase o que queremos demonstrar, veja a equacgdo 11.1. Precisamos retirar a hip6tese
de periddica e poder tomar o T tendendo ao infinito, mas ambos procedimentos podem ser

feitos com ferramentas usuais de anélise.

Mas ao invés de seguirmos por esse caminho, utilizando o Teorema de Fourier, vamos
utilizar um resultado mais simples que qualquer funcdo f pode ser aproximada por combi-
nagoes lineares de fun¢des da familia {ezni”x/ T:ine Z}, cuja demonstragdo é consequéncia

quase imediata do Teorema de Stone-Weierstrass

TeEOREMA (TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS PARA FUNCOES PERIODICAS) Seja T > 0. Deﬁna
Cr como o0 espago de fungdes periddicas continuas f : R — C com periodo T. Seja A um subconjunto

de Cr satisfazendo as seguintes propriedades:

o Aéumailgebra: f,ge A,a,beR=af+bg,f-g€A;
o A ndo se anula em nenhum ponto: para qualquer x € [0,T), existe f € A tal que

fx)#0;
o A separa pontos: para qualquer x # y € [0, T), existe f € A tal que f(x) # f(y).

Entdo A é denso em Cr com relacdo a convergéncia uniforme em [0, T]. Mais precisamente,

para qualquer fungdo periddica f € Cr e ¢ > 0, existe ¢ € A tal que

sup |[f(t)—g)| <e
te[0,T]

Agora provamos o resultado da unicidade para a fungao caracteristica.
TeoremA (TEorREMA DA UNicIDADE DE FOURIER) Sejam 1 e v medidas de probabilidade tais que
a fungdo caracteristica é igual, entdo 1 = v.
Demonstragdo. Sejam i1, up duas medidas de probabilidade com a mesma fungdo caracteristica.

Seja T > 0 um niimero positivo arbitririo e defina Cr como o espago das fungdes periédicas
f :R — CcomperiodoT. Seja Ar C Cr o espago vetorial gerado pela familia {ehmx/ T:neZ}de
funcgoes. A familia At satisfaz as hipoteses do Teorema de Stone-Weierstrass. Portanto, Ar é denso

em Cr com relagdo a convergéncia uniforme em [0, T]. Além disso, é ficil ver que para qualquer

/h(t)dylz/h(t)dyl.

fungdo h(t) € Ar temos que
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Em seguida, queremos estender essa aproximagdo para toda fungio continua limitada f. A ideia
é substituir f por uma fungio periddica de periodo grande. Dado um & > 0 arbitririo, existe M > 0
tal que

pi ([-M,M])<e fori=1,2.
Seja g : [-M -1, M + 1] — R a fungdo continua dada por

f(x)/ x € [_M/ M]
g(x):=40, X € (00, -M-1)U(M +1, )
interpolagdo linear, x € [-M -1, - M]oux € [M,M +1]

Por definigdo temos g(-M —1) = g(M + 1) e

19O < [Iflleo = sup | f(y)|  para todos x € [-M —1, M +1]
yeR

Seja § : R — R a extensdo periédica de g a R com periodo T =2M + 2.

f
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Do passo anterior sabemos pelo Teorema de Stone Weierstrass que g pode ser aproximadas por fungoes
em Ar. Como também temos f = gem [-M, M], segue que

‘ [ raw- [ i

< /fdyl—/gdm + /Qdyl—/gdﬂﬁ
= /fdyl—/gdm + /gduz—/fd!«lz

< 2| flloo - (ua ([=M, M]) + 2 ([-M, M]%))
<4|flleoe

/gduz—/fduz

Para ver que| 1 | é verdadeiro, seja §, € Ar tal que g, converge uniformemente a g em compactos e

assim,
‘/ gd#l—/gd#z ='/ lim gndyl—/ lim & du,
hm ’/ Zndur — /gndyz

Como ¢ é arbitririo, temos que para toda fungio continua limitada f

/fd#1=/fd#2

elogo 1 = po. |

Convergéncia de Fun¢des Caracteristicas

Nesta secdo vamos estudar como podemos usar fungdes caracteristicas para estudar as

distribui¢des de uma sequéncia de varidveis aleatorias.

11.16 Prorosi¢cAo Seja {X,;n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatorias e denote por ¢, (t) a fungio
caracteristica de X,,, n > 1. Nestas condigoes, se existe uma fungdo g(t) continua t € (—to,to), tal
que ¢, (t) — g(t) para todo t € (—tg,to), entdo {X,;n > 1} é tight.

Demonstragdo. Para essa demonstragido vamos nos valer do fato de que g(t) é continua para
t € (—to,to) com g(0) = lim, ¢,(0) = 1. Isso significa que, dado € > 0, podemos encontrar
a € (0,to) tal que

11-g()] <e/4,

' / (1- (1)) dt

e portanto

< / |1 —g(t)| dt < ae/2.
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Além disso, como ¢,(t) — g(t) para —tg < t < tg e |pu(t)| < 1 entdo, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada

Tim /_ (1— dn(t)) dt = [ (1- g(t) dt,

para todo 0 < a < to. Isso significa que existe ng > 1 tal que para n > ng temos que

<e€/2,

L[ a-sma-2 [Ca-goa
e portanto
<

+ <e,

1 a
[ a-ouma

3 [ a-ouna—2 [a-gona+fs [a-gona

para todo n > ny.
Precisamos agora relacionar f_ ‘; (1 — ¢u(t)) dt com a distribuicio de X,,. Para isso note que

'[a(l — ¢u(t)) dt = [a E[1 — cos(tX,,) — isen(tX,)] dt (por Fubini)

a

=E >/a(1 —cos(t X)) dt

[ a
>E / (1 — cos(tXu))1{x,[>2/a} dt]
|/ —a

[ 2sen(aX
=E (Zﬂ - —X( ")) 1{|xn|zz/a}]
n

sen(a|Xy|) en(x) _ sen(|x|)
=2aE [(1 — W) 11{|X,,|22/u}] (seIJl((x — ser|19(c|x )
> - 1 <
>2aE [(1 a|Xn|) {|X,,|22/a}] (sen(x) < 1)

> a E[1{x,|>2/a}]
=aP(|X,| > 2/a)

Fazendo entdo b = 2/a, mostramos assim que
1 a
P(-b <X, <b)=1-P(|X,| 2 b) > 1—5/ (1—-onu(t)) dt >1—¢,
—a
o0 que garante que {x,,n > 1} é tight. o

11.17 TeoreMA Dadas varidveis aleatérias X,X1,Xa, . . . com fungdes caracteristicas ¢,p1,pz . . ., respec-

, - d
tivamente, entido X, — X se, e somente se, ¢, (t) — P(t), quando n — oo, para todo t € R.
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Lo d ~ .
Demonstra¢do. Primeiro note que se X,, — X, pelo teorema de representagio de Skorohod, existem

L d d . q-c- . .
varidveis X', X1,X5, ..., com X" = X e X}, = X, para todo n > g, tais que Xj, — X'. Isso implica

que

ox/(t) = E[e"X] = E[e"*]p(t), e (11.2)
dx; (1) = E[e"%1] = E[e"%"] = ¢ (t). (11.3)

Note também que fixado t € R, as fungdes cos(tx) e sen(tx) sdo continuas em x € R e limitadas,
de modo que
.C. .C.
cos(tX},) e, cos(tX’), sen(tX;)) e, sen(tX’),

e o0 Teorema da Convergéncia Dominada garante que

nh_r)rolo On(t) = nh_r)rc}o E[cos(tX;,)] + iE[sen(tX;,)] = E[cos(tX")] + iE[sen(tX")] = ¢(t).

Para a reciproca, primeiro note que ¢(t) é uma fungio continua com ¢(0) = 1, e pela proposicio
11.16, X,;n > 1 € tight, e pela proposi¢do 9.34, existe uma subsequéncia (ny)x>1 e uma varidvel

.5 d & ~ g
aleatéria X tal que X, — X, com fungdo caracteristica ¢ .

Pela primeira parte da demonstragio, temos que ¢y, (t) — ¢ (t), e portanto ¢ (t) = P(t) para
todo t € R. E pelo Teorema 11.15 temos que

X2

d
X e Xy —X.
Como a ultima igualdade vale para qualquer subsequéncia que converge em distribuigdo, temos
que

d
X, — X.

Teorema do Limite Central

TeoreMA (TEorReEMA Do Limite CENTRAL) Sejam X, X1, Xy, ... varidveis aleatérias i.i.d. com
u=E[X]eo = Var[X,] < oo, entio

1w d )
W(szi_” 5 N(0, 0?)
i=1
Demonstragdo. Primeiramente observamos que usando fazendo a mudanga de varidvel X = %

d
podemos supor que u = 0 e o = 1. Assim, s6 temos que mostrar que % Y1 Xk = N(0,1).
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Defina S, = },;_; Xx. Pelo Teorema 11.17 é suficiente mostrar que

lim E [e“sn/‘/ﬁ] = ot’/2

n—00

Para calcular o limite, observamos que, por independéncia e i.i.d., temos que

B [ef50/v7] - H g [evi] - [ [ |
k=1

Para calcular o limite, tomamos a expansdo de Taylor da fungdo exponencial
ix ; 1 2
e =1+1x—§x + R(x)

Pelo Resto de Lagrange e pelo fato que }%e”ﬂ < 1, temos que |R(x)| < % |x|°. Observe que essa
estimativa ndo é muito boa para valores grandes de |x|, mas pela desiqualdade triangular temos para
todo x que

) 1 1 7
e”‘—l—ix+§x2 £2+|x|+§x2£§x2

que é uma estimativa melhor para |x| > 1.
Portanto, temos o limite |[R(x)| < %(|x|3 A x?%). Aplicando a expansio de Taylor obtemos

sl

2
E [e“SnNﬁ] - (1 P L E
2n

Pela estimativa do resto, podemos ver que

3
n ’E [R (%) < ;E [tﬁ%l A tZXZ} (11.4)
<Tepme) = 2 (11.5)

Pela desigualdade 11.4 e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, podemos concluir que

o]

E [R (%)” entdo temos lim,, , €, =0e

lim n
n—0oo

entdo se definimos €, = zt—’z“

n—oo —00

2 n
lim E [e”s”/‘/ﬁ] e =1lim, (1 - Zt—(l + en)) = lim e"l"g(l_%(“e”)) = ¢t/2
n n
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Exerciciros

Fungodes Caracteristicas

Ex. 11.1 — Prove a seguinte tabela:

Distribui¢do | Funcdo Caracteristica

Binomial [(1-p)+pet]

Poisson eMe=1)
~(at)?
iut—

Normal e 2

256

Ex. 11.2 — Se X e Y sdo duas varidveis aleatdrias independentes entdo gx,y = @x(t)@y(t).

Ex. 11.3 — Prove que se X = aY + b, entdao px(t) = @ay1p(t) = ey (at)

Ex. 11.4 — Sejam Xi, X», ..., X,, varidveis aleatdrias independentes e identicamente distri-

buidas, de Poisson de parametro A Calcule a distribuicdo de X1 + Xo +--- + X,

Ex. 11.5 — O objetivo neste problema é provar o Teorema do Limite Central usando fun¢ées

Func¢Ges Caracteristicas.

Seja {X;}i>1 sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. com E[X;] < 0,5, =X;+---+ X, e

E[Xi] = u. Entao Sn—” 5 u tal que para todo € > r0

d

1. Mostre que ¢sg, /x(t) = [@ (%)]n

2. Mostre que se E|X|! < oo, entdo:

Sn
——-m
n

pt)=1+itu+r(t), quandot —0

Com rt) =%
Dica: Polinomio de Taylor

3. Conclua que

(PSn/n(t) =

4. Conclua o resultado.

n—oo
>l — 0

14t +r(l) ' — el
nt T
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Teorema do Limite Central

Ex. 11.6 — Vocé convidou 64 convidados para uma festa. Vocé precisa fazer sanduiches
para os convidados. Vocé acredita que um convidado pode precisar de 0, 1 ou 2 sanduiches
com probabilidades ;, 1 e 1, respectivamente. Vocé assume que o niimero de sanduiches
que cada héspede precisa é independente dos outros héspedes. Quantos sanduiches vocé

deve fazer para que vocé tenha 95% de certeza de que ndo havera escassez?
Ex. 11.7 — Use o Teorema do Limite Central para mostrar que
n k
k=0
Ex. 11.8 — Seja Mx(s) finita para todo s € [—c,c]. Prove que
n
lim [Mx(i)] = ¢°BX],
n—o0 n
Dica: Calcule
lim 7 1In (Mx(i)) — SE[X].
n—oo n
usando L'Hopital.

Ex. 11.9 — O objetivo neste problema é provar o teorema do limite central usando fung¢ées
geradoras de momento.

Em particular, sejam X, Xy, ..., X;; varidveis aleatdrias i.i.d. com valor esperado E[X;] =
< oo,Var(X;) = 0% < oo, e fungdes geradoras de momento Mx(s) que é finito em algum

intervalo [—c, c], onde ¢ > 0 é uma constante. Considere

O X—p X+ Xt + Xy —np

N Viio

(11.6)

Prove
. 2
lim Mz, (s)=eZ, para todo s € [—c, c]. (11.7)
n—oo
Uma vez que este é a fungdes geradoras de momento de uma varidvel aleatéria normal
padrdo, concluimos que a distribuicdo de Z, converge para a variavel aleatéria normal
padrao.

Dica: use o resultado anterior.
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Acoplamento

E frequentemente necessario comparar as distribuicdes de duas varidveis aleatérias X e Y.
Uma vez que X e Y podem nao estar definidas no mesmo espago amostral Q, é, a principio,
impossivel comparar X e Y. Uma técnica extremamente ttil e moderna é construir cépias X’
eY’, de X e Y respectivamente, no mesmo espago amostral Q e, em seguida, comparar X’ e
Y’. Esta abordagem é conhecida como acoplamento, e tem diversas aplica¢des importantes.
Como veremos hd mais do que um possivel acoplamento de um par X e Y, e o segredo do
sucesso na utilizagdo da técnica de acoplamento é encontrar o acoplamento que é adequado

para a aplicacdo particular.
Vejamos um exemplo.

Imagine duas moedas com probabilidades de sucesso p,p € (0,1) satisfazendo p < p’.
Claramente, em um lancamento é menos provéavel que a p-moeda seja bem sucedida do
que a p’-moeda. No entanto, se vocé jogar as duas moedas de forma independente, pode
acontecer que a p-moeda seja bem sucedida enquanto a p’-moeda nao o seja. Podemos jogar

as duas moedas de um modo que o resultado seja sempre ordenado?

A resposta é sim. Para ver esse fato considere p” = (p’ — p)/(1 —p) € (0,1). Agora
considere uma terceira moeda com probabilidade de sucesso p”. Jogue a p-moeda e a
p”-moeda de forma independente. Seja X o resultado da p-moeda e X’ o resultado da
p”-moeda, e defina X’ = XV X”. Como p’ =p + (1 — p)p”, X’ tem a mesma distribui¢do que

a p’-moeda Mas X’ > X, como queriamos.

258
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Variagao total

Dada uma medida com sinal limitada y em um espago mensuravel (Q, ) tal que u(E) = 0,

a norma de variagdo total de u é definida como

lgllvr := 2 sup u(A)
AeF

A distancia de variacao total entre duas medidas de probabilidade u e v é a diferenca

maxima entre elas quando calculadas num mesmo evento. Formalmente:

|l = vllvr = 2sup |u(A) = v(A)]
AeF

ExempLo Para medidas num espago finito temos

e =vllve = llg=vih = ) (@) = v(@)]

w€eQ)
Esse exemplo motiva a escolha do fator 2 na defini¢do de distdncia de variagdo total entre duas medidas
de probabilidade

Por considerar todos os subconjuntos possiveis de Q, pode nado ser simples calcular essa
distancia. As préximas duas proposi¢des mostram meios alternativos de encontrar essa

medida.

Dado a medida u — v, considere Q) = D* + D~ a decomposi¢dao de Hahn de u — v entdo

definimos a medida

=l = 1p~(u —v) — Lp-(u —v)

ProrosicAo Sejam e v duas medidas de probabilidade em Q. Assim,

lu=vlive = [ diuto) = v(o)
Demonstra¢do. Claramente

Iy = vllvr = 22115_ |u(A) = v(A)] = 2(u(D*) = v(D"))

Como w(D*) —v(D*) =v(D™) — uw(D™)
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[l = vllvr =2sup |u(A) = v(A)| (12.1)

AeF
= (D) =v(D")) + ((D7) = (D7) (12.2)
= [ ) = v (123)

Q
12.3 ProrosigAo Seja i e v duas medidas de probabilidade em Q). Entdo a distdncia de variagio total

satisfaz:
|l = vllvr = sup {/Qf(X)u(X) - /Qf(X)V(X) (12.4)
f satisfazendo max |f(x)] < 1} (12.5)
xXe

Demonstragdo. Exercicio. Dica: Use a decomposigio de Hahn e a proposicio anterior. m|

12.4 OBservagcAo Da Proposicio e da desigualdade triangular, temos, para distribuigoes 1, v e Y, a
seguinte desiqualdade:

[l =vIlvr < llw=Yllvr + [[Y = v||vT

12.2 Acoplamento

Um acoplamento de duas distribui¢des (ou seja, duas medidas de probabilidade) ndo é mais

que uma distribui¢do conjunta delas. Mais precisamente:

12.5 DErFINICAO (ACOPLAMENTO)

o Um acoplamento de duas medidas de probabilidade P e P’ no mesmo espago mensurdvel
(Q, F) é qualquer medida de probabilidade P no espaco mensurdvel produto (QX Q, F ® F)
cujas marginais sdo P e P’ , isto é,

P=Po n_l,

P=Po n/—l/
onde Tt e T’ sdo as projegdes, definidas por

n(x,x’) = x,

'(x,x") = x’,

para todo (x, x") € Q X Q.
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o Um acoplamento de varidveis aleatérias (X,Y) definidas no mesmo espago de probabilidade
Q,F ¢é qualquer par de varidveis aleatorias (X,Y) que tomam valores em (Qx Q, F ® F) e

. L o v dg d ¢
cujas marginais tém a mesma distribuicdo que (X,Y), istoé, X - XeY =Y

Vamos denotar por C(u, v) o conjunto de todos os acoplamentos de u e v. Obviamente,
a medida do produto y ® v é um acoplamento de p e v, que é chamado de acoplamento
independente. Este acoplamento é muito simples mas pelo menos indica a existéncia de
acoplamentos.

12.6 ExemMprLO (ACOPLAMENTO DE VARIAVEIS DE BERNOULLI)

Sejam X e Y varidveis aleatérias de Bernoulli com pardmetros 0 < q < r < 1, respectivamente.
Ou seja,
PIX=1]=geP[X=0]=1—-9g

PlY=1]=reP[Y=0]=1-7
comQ ={0,1} e F = 2%,

o (Acoplamento independente) Um acoplamento de X e'Y é (X', Y") onde X’ IXeY LYeXe

Y’ sdo independentes. Sua lei é

P[(X,Y) = (i,j)] = ((1 -q1-r) 1- q)r)

q(1—r7) qr

o (Acoplamento monétono) Outra possibilidade é escolher U uniformemente em [0, 1] e definir
X" =11 1egq € Y’ = 1y 1eqr- A lei do acoplamento (X”,Y") é entio

PIOC, Y) = (i,))] = ((1 ) - q)

0 q

Em aplicagdes, o desafio é encontrar um acoplamento que torne ||P — P’||yT tdo pequeno

quanto possivel.

12.7 Exempro Os acoplamentos nio sdo tinicos. Dois exemplos triviais sdo:

o P =P X P’ com P, P’ arbitririas se e somente se X, X’ sdo independentes,

o P = P’ ¢ P a probabilidade na diagonal se e somente se X = X', <
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12.8 ExempLO (PASSEIO ALEATORIO ENVIESADO EM Z) Para p € [0, 1], seja (S, (p)) o passeio aleatério
em Z iniciado no 0 e com probabilidade p de saltar para a direita e probabilidade 1 — p de saltar
para a esquerda. Ou seja, dado uma sequéncia infinita de Bernoulli independentes em {—1,1} e de
pardmetro p Xq,Xo, -

Sn(p) =Xi + -+ Xy

Assuma 0 < q < r < 1. Usando o acoplamento das varidveis Bernoulli acima podemos construir

um acoplamento entre S(q) e S(r)

Seja (X, Y7)2, uma sequéncia infinita de acoplamentos mondtonos de Bernoulli i.i.d. com

pardmetros q e r, respectivamente.

Seja §n(p) =X{+---+X]e §n(q) =Y/ +---+Y}, entio (gn(p), §n(q)) é um acoplamento de
(Sn(p), Su(q)) de modo que S,,(q) < S, (p)

12.9 ExempLO (ACOPLAMENTO DE MEDIDAS DISCRETAS) Dadas duas duas medidas discretas p1e v.

Um acoplamento de varidveis aleatérias (X,Y) satisfazendo

P{X =x} = p(x) e P{Y =y} = v(y).

Dado um acoplamento (X,Y) de e v, se q é a distribuigio conjunta de (X,Y) em Q X Q, ou seja
q(x,y) = P{X = x,Y = y}, entio:

DAty = D PX=xY =y} = > P{X=x}P{Y =y} = p(x)

yeQ yeQ yeQ

Dlatey) = Y PX=xY =y} = > P(X=x}P{Y =y} = v(y)

xeQ) xeQ xeQ
Assim, dada uma probabilidade de distribuigdo q no espago produto QX Q que satisfaz 3, e 4(x,y) =
u(x) e Yrea q(x,y) = v(y), existe um par de varidveis aleatérias (X,Y) que tem q como uma

distribuigdo conjunta e, consequentemente, esse par (X,Y) é um acoplamento de 1 e v.

Desigualdades
12.10 ProrosicAo Seja u e v duas medidas de probabilidade em ). Entdo

l|p = v|lvr = inf{P{X # Y} : (X,Y) é um acoplamento de pe v}
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Demonstra¢io. Para todo A € F,

u(A) — v(A) = P[X € A] - P[Y € A] (12.6)
=P[Xe€AX=Y]+P[X€AX%Y] (12.7)
—P[YEAX=Y]-P[YeAX#Y] (12.8)
=P[XeAX£Y]-P[YeAX#Y] (12.9)
<P[X#Y], (12.10)

12.11 ExemprLO (ACOPLAMENTO DE VARIAVEIS ALEATORIAS DE PoissoN) Dado X ~ Po(A) e Y ~
Po(A2) com Ay > Ay Faremos o seguinte acoplamento: sejam ¥~ Po(A»), 7 ~ Po(A1 — Ap)
independente de Y e X =Y + Z. Como a soma de varidveis aleatérias de Poisson é de Poisson, entio

X,Y) é um acoplamento e

lux —pyllvr S PX#Y]=P[Z>0]=1-e M1 <Ay - 1

Acoplamentos Maximais

12.12 DEeriNI¢AO (AcopLAMENTO MAXIMAL) Dadas duas u e v duas medidas de probabilidade em () e

um acoplamento (X,Y) de p e v é dito acoplamento maximal se

[l = vilvr = P{X # Y}

Acoplamentos maximais existem. Por simplicidade, provamos isso apenas no caso
finito.
12.13 TeoreMA (AcopLaMENTOS Maximails) Suponha que Q seja finito e seja F = 2%, Sejam p e v
duas medidas de probabilidade em C). Entdo,

[lu = vilvr = P{X # Y} : (X,Y) acoplamento de u e v

Demonstragdo. Seja A ={x € Q: u(x)>v(x)},B={xe€Q:pu(x) <v(x)}e

pi= Y u@AvE), a= [ -v@)] fi= Y [v(x) - ux)]

xeQ) xXeA X€B

Comegaremos provando dois fatos:

0p=2realx)Av(x)=1~|u—v|lvr

s a-p=llu-vivr=1-p 0
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Comegaremos demonstrando o primeiro fato:

2llp=vllvr = Y x € Q |u(x) - v(x)| (12.11)
= Z x € Alu(x) - v(x)] + Z x € Bv(x) — u(x)] (12.12)

= Z x € Au(x) + Z x € Bv(x) — Z u(x) A v(x) (12.13)

xeQ
=2- Z x € Bu(x) + Z x € Av(x) — Z p(x) Av(x) (12.14)
xeQ)
=2-2 Z 1(x) A v(x) (12.15)
xeQ)
(12.16)

A demonstragdo do sequndo fato. A primeira igqualdade é imediata e a sequnda é a segunda linha

da demonstracdo anterior.

Acoplamento maximal: O acoplamento maximal é definido como:

o Com probabilidade p escolha X =Y de Ymin onde

Ymin(X) = %y(x) Av(x), x€S

o Caso contririo escolha X de y o onde

_px) —v(x)
VA(x) - 1 _ p 7 S A
E independente, escolha Y de
v(x) - ()
7B(x) =y o Y€ B

Dessa forma a distribuigio de X é

PYmin(¥) + (1= p)yalx) = p(x)
De modo andlogo temos a distribuigdo de’ Y

Finalmente PIX # Y] =1-p = ||y = Vv||vT

12.14 ExeMPLO (ACOPLAMENTO MAXIMAL DE VARIAVEIS DE BERNouLLI) Sejam X e Y varidveis aleato-

rias de Bernoulli com pardmetros 0 < q < r <1, respectivamente. Ou seja,

PIX=1]=geP[X=0]=1-9¢
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P[lY=1]=reP[Y=0]=1-7r
comQ ={0,1} e F = 2%,

Para construir o acoplamento maximal como acima, notamos que: A = {x € Q : u(x) > v(x)} =
{0},B={xeQ:u(x)<v(x)}={1}e

pzZy(x)/\v(x):l—r+q, a=p=1-p=r—gq
x€Q

entdo 1
-7
Ymin(0) = m
. _ q
Vmin(1) = 1-r+9q
ya(0) =1
ve(1) =1

Logo a distribuigdo do acoplamento maximal (X”,Y") é

0 pymin(l)
s ((1 ) 7o ‘7) (12.18)
0 q

12.3 Aplicacoes

Passeio Aleatério
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Esperanca Condicional

Seja (QQ, ¥, P) um espago de probabilidade. Suponha que X seja uma varidvel aleatdria
¥ -mensuravel e seja G C ¥ ser uma o-algebra. Associado a sub-o-dlgebra G temos um
novo espago de probabilidade (Q2, G, P|g) com P|g a restrigdo de P para G.

O conjunto de fun¢des mensuraveis e integraveis em relagdo a (Q2, G, P|g) é menor que
o conjunto de fun¢des mensuraveis e integraveis em relagdo a (Q, ¥, P). Assim, de modo

geral, a varidvel X ndo precisa ser G mensurdvel. E consequentemente a existéncia das

integrais da forma / X dP|g onde G € G ndo pode,em geral, ser verificada.
G

Queremos encontrar uma varidvel aleatéria Y que seja G-mensuravel e que em algum

sentido seja a mais préxima de X. Para isso considere G € G, para esse conjunto podemos

[xae  [var
G G

como essas integrais representam as médias locais sobre G, uma condigdo natural seria

[xar=[var
G G

A funcdo Y é uma versdo desfocada de X e representa a "melhor estimativa possivel"do

calcular as integrais

exigir que

valor de X, dada a informacgdo limitada fornecida por G. A fungdo Y estd definida sobre
uma colecdo de eventos menor, mas para esses eventos ela fornece “a mesma informacdo”

que X.

266
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restricdioa G : (O, G,P) — (Q, G, Plg) (13.1)

/xmma/&dp (13.2)
G G

DeriNICAO Seja (Q, G, P) um espago de probabilidade. Suponha que X seja uma varidvel aleatoria
mensurdvel G-mensurdvel. Seja G C G ser uma o-dlgebra. A esperanca condicional de X dado

G, denotada E[X|G] é uma varidvel aleatéria Y tal que:

[1]Y é G-mensurivel.
[2|Para G € G,

[xae= [ xar
G G

Vamos comegar provando a unicidade.

TeorREMA A esperanga condicional de uma varidvel aleatoria integrdvel X se existir é tinica (a menos

de um conjunto nulo).

Demonstracdo. Suponha queY e Y’ satisfacam as propriedades da esperanga condicional. Por (2.),

temos

/Ysz/Y’deamtoderg.
A A

Entdo /(Y —Y’) dP = 0 para todo A € G. Considere o conjunto Ac em que Y =Y’ > € para € > 0.
A

Entio
0 :/ (Y=Y')dP > P(A¢) - €.
Ac

Entdo, P(A¢) = 0 para todo € > 0. Como {Y =Y > 0} = (N, A

continuidade das medidas de probabilidade implica em

Entdo, a propriedade de

1.
n

P(Y-Y >0)=0.
Da mesma forma, trocando as fungoes de Y e Y, P(Y =Y > 0) = 0. Logo Y =Y’ quase certamente
Demonstraremos a existéncia da esperanga condicional de modo mais geral na secao se-

guinte. Antes disso vamos ver alguns exemplos nos quais conseguimos mostrar a existéncia

exibindo a varidvel aleatoria.
Exempro Seja G ser um evento tal que P(G) > 0e G = 0({G}) = {0, G, G, Q}. Entio,

E[X|G], seweG }=wm

EX|G](w) = { E[X|G¢], sew € G°.

A varidvel aleatéria definida acima é uma esperanga condicional.
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Demonstra¢do. A varidvel Y é G-mensurdvel, porque {w : Y(w) € B} esti em G para todo

[xie= [var
G G
[ xae= [ xar
Ge Ge

Esse exemplo pode ser generalizado:

conjunto de Borel B em R.

E facil ver que

Exempro Considere (QQ, G, P) um espago de probabilidade e X uma varidvel aleatéria em Q). Suponha

que P seja uma particio de () e que o{P) seja a sigma-dlgebra correspondente.

Entdo E[X|o(P)] é uma fungdo simples, constante em todo conjunto da particdo. E tal que

E[X|G](w) = E[X|A], onde A é o conjunto tal que v € A
Veja o exemplo unidimensional da Figura 13.1. <

HEeuristica Imagine que X seja a varidvel aleatoria que mede o quanto de dinheiro uma pessoa tem

na sua conta corrente ao final de cada dia.

Podemos pensar que controlar a quantia de dinheiro diariamente é desnecessdrio e dessa forma
podemos querer trocar a escala para semanal. Entdo Y serd a varidvel que representa a quantia de

dinheiro em cada semana.

Veja que agora temos fundir a informagdo de virios dias de modos para determinar quanto
dinheiro temos em cada semana. Nesse caso a esperanga condicional é o tinico modo de aglutinar

essas informagdes preservando as esperangas.

Existéncia e Unicidade de Esperanca Condicional

Existéncia em £2

Comecaremos provando a existéncia em um sentido um pouco mais fraco. A vantagem

dessa abordagem € tornar claro a interpretacdo geométrica da esperanca condicional.

Considere o espago de Hilbert L%(Q, F,P). Anorma no espago das varidveis aleatérias

IXIl2 = (EDC])Y2.
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{ — X =E(X| A)
— E(X | B)
— B(X

1 | 1 |
1 3 1
0 Y v % 1

Figura 13.1: A esperanca condicional em relacdo a uma o-algebra: neste exemplo, o espaco
de probabilidade (Q), G, P) é o intervalo [0,1] com a medida Lebesgue. Definimos as se-
guintes o-algebras: A = G ; B é a og-dlgebra gerada pelos intervalos com pontos finais 0,
1/4,1/2,3/4,1; e C é a o-algebra gerada pelos intervalos com pontos finais 0, 1/2, 1. Nesse
exemplo a esperanca condicional é efetivamente a média sobre os conjuntos minimais da
o-algebra.

Como é um espago de Hilbert, a norma é realmente dada por um produto interno, que é

(X,Y) = E[XY].

13.6 Lema L2%(Q, G, P) é um subspago fechado de L*(Q, F , P). <

Proje¢do usando produto interno
X

H=L*Q,G,P) ;

% P(X) := Proj, X

13.7 Teorema Seja (QQ, G, P) um espago de medida, e G uma sub-c-algebra de G. Seja
P: LYQ,F,P) - LXQ,G,P)
a aplicagdo de projecio ortogonal. Entdo, para qualquer X € L*(Q, G, P), temos:
E[X,G] = P(X).
Demonstracio. A projegio em £2(Q, G, P) é por definigio uma fungio G-mensurdvel.

Além dissopara G € G,

/XdP:/X]lGdP:/Y]lGdP:/YdP.
G Q Q G
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poisX=Y+ZcomZ L L*(Q,G,P).

Existéncia em [£!

Provaremos agora que a esperanga condicional existe e é dnica em £!. Esse fato é con-

sequéncia do Teorema de Radon-Nikodym.

TeorReEMA A esperanga condicional de uma varidvel aleatéria integrivel X existe e é tinica (a menos

de um conjunto nulo).

Demonstragdo. Para provar a existéncia, aplicaremos o Teorema de Radon-Nikodym. Em primeiro
lugar, faremos o caso para X > 0. Entdo, na notagdo do Teorema de Radon-Nikodym para (Q, G),

u = P. E a medida v é definida como

v(A) = /X dPpara A € G.
A

Na verdade, v é uma medida o-finita. Claramente v << u : se A for um conjunto nulo com respeito a

U, entdo a integragdo sobre o conjunto A da zero.

Assim, estamos nas hipoteses do Teorema de Radon-Nikodym. Concluimos que existe uma fungio

mensurdvel f tal que
v(A) = /f dP paratodo A € G.
A

Esta fungio serd nossa varidvel aleatéria: Y := f. Essa fungio satisfaz ambas as propriedades que

definem a esperanga condicional. Isso prova a existéncia, para X nio negativa.

Para uma fungdo X arbitriria, decompomos X = X+ — X~ com X* > 0e X~ > 0. Encontramos a

esperanga condicional de cada parte. Consideramos

Y1 := E[X"|G]
Y> := E[X"|G],

que existem pelo acima. Entdo, defina Y = Y1 — Y. Entdo, claro, Y é G-mensurdvel. A segunda

propriedade segue por linearidade:

/YldP—/deP—/X+dP—/X_dP=/XdP.
A A A A A

Alguns exemplos:

ExemMmrLO
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[1]A o-digebra trivial G = {0, Q}. Nesse caso uma fungio ser G-mensurdvel é uma condigio forte.
A condigdo 1. implica Y é constante (quase certamente). Na verdade, Y = EX.

Na verdade, verificamos a condigdo 2., ou seja, verificamos que

/A(EX)szfAXdP

para A = Q. Isso é verdade, uma vez que o lado direito é uma esperanga. Assim, ambos os lados

sdo iguais a EX.

Considere a o-dlgebra completa G = F. Entdo

E[X|G] = X.

[3]A o-digebra discreta. Suponha que Q = i Qi é uma particio de Q) tal que P(Qy) > 0. Gere G
por esses conjuntos: G = 0(Q1,(y, ...). Entdo,

E[X|G](w) = E[X|Qk)(w) para w € Q.

A verificagdo deste item serd deixada como exercicio.

13.2 Esperanca Condicional em Relacdo a uma Varidvel Aleatéria

13.10 DeriNicAo Dadas duas varidveis aleatérias definimos
E[X|Y] := E[X|o(Y)].
onde (YY) = {{w : Y(w) € B}, B Borel }.

13.11 Exempro Por exemplo, se Y é uma varidvel aleatéria que toma um conjunto finito de valores
Yi, .-, Yn. Entdo o(Y) = 0(Qy,...,Qy), onde Qr = {Y = yx}. Entdo, E[X|Y](w) = E[X|Qx](w)
para @ € Q.

Em outras palavras, E[X|Y](w) = E[X|Y = yi], para w € Q.

13.3 Propriedades da Esperanca Condicional

13.12 Prorosicio (LinearipaDe) E[aX + DY|G]| = aE[X|G] + DE[Y|G].

Demonstragdo. Iremos verificar que o lado direito da expressio é a esperanga condicional de aX+bY

dada a o-dlgebra G. Verificaremos as propriedades:
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aE[X|G+bE[Y|G] é G-mensurivel, pois é uma combinagdo linear de duas fungoes G-mensurdveis.

[2|Paratodo A € G,
/(aE[XlQ] + bE[Y|G])dP = a / E[X|G] dP + b / E[Y|G] dP por linearidade
A A A

=a/XdP+b/Ydeordeﬁnigdo
A A

= /(aX + bY) dP por linearidade.
A

13.13 CoroLARIO A esperanca condicional é um operador linear em LY(Q,F ,P).

Uma observagdo fundamental a ser feita aqui é a diferenca entre a esperanga, que é um

funcional linear, e a esperanca condicional é um operador linear.

13.14 Prorosicio (MoNoToONICIDADE) Se X <Y q.c. , entdo E[X|G] < E[Y|G] g.c.
Demonstragido. Considere um evento A € G. Entio

/AE[Xlg] dP=/AXdP

< [ YdP

E[Y|G] dP

Il
S~

Portanto, /(E[Ylg] — E[X|G]) dP > 0 para todoA € G . Portanto, E[Y|G] — E[X|G] > 0
A
g.c.. |

13.15 COROLARIO |E[X|Q]| < E[|X] |g]

Demonstragdo. Observe X < [X]| e =X < [X]. |

Temos também um Teorema de Convergéncia Dominada para Esperangas Condicionais:

13.16 TeoreMA (TEOREMA DA CONVERGENCIA DoOMINADA) Suponha que as varidveis aleatérias X,

convergem para X q.c. e |X,| <Y q.c. , comY integrivel. Entdo,

E[X,|G] — E[X|G] q.c.
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Demonstracao.

|E[Xx|G] - E[X|G]| = |[E[X, - X|G]|
< E[|X, - X| | G]
< E[Z,|G], onde Z,, = sup | Xy — X| e claramente Z,, | .

k>n
Na verdade, Z,, | O por hipétese. Queremos mostrar que E[Z,|G] | 0 g.c.

Pela monotonicidade das esperangas condicionais, temos que E[Z, |G| ndo aumenta g.c. Uma vez

que ndo é negativa, converge para um limite:

E[Z,|G] ]l Zg.c.

Se Z > 0, E[Z] = 0 implica Z = 0. Entdo, basta mostrar que E[Z] = 0. Para a esperanga, podemos
usar o Teorema de Convergéncia Dominada:

Dessa forma temos 0 < Z <Y + |X| < 2Y. Portanto

EZ:/ZdP
Q

s/ﬂa@wr

= EZ,, pela defini¢io de esperanga condicional.
Como Z,, | 0, 0 Teorema de Convergéncia Mondtona fornece
E[Z,] — 0.
Portanto, E[Z] = 0. O
13.17 ProrosigAo Se X for G-mensurdvel, entio
E[XY|g] = X E[Y|G]
se XY e X forem integrdveis.
Demonstracdo. Verificamos que X - E[Y|G] é a esperanga condicional de XY dado G.

[1]X - E[Y|G] é G-mensurivel, porque X e E[Y|G] sdo G-mensurivel.

[2]Para todo A € G, precisamos verificar que

/ XE[Y|G] dP = / XY dP. (13.3)
A

A
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a)Se X = 1p para B € G, entdo (13.3) se torna

/ E[Y|G] dP:/ Y dp
ANB ANB

o que é verdadeiro porque ANB € G.
b)Se X é uma varidvel aleatéria simples, entio (13.3) é verdadeiro por linearidade (da integral).

c)Se X > 0, entdo existem varidveis aleatérias simples X,, T X g.c. Em seguida, usamos (13.3)
por Xy, e apliquemos o Teorema de Convergéncia Monédtona para completar o argumento e
alcangar (13.3) por X.

d)Para X arbitririo usaremos a decomposigio X = X* — X~ e a linearidade para provar (13.3).

Isso verifica a propriedade 2.. |

Essa propriedade se mostrara ttil quando lidarmos com martingales.

13.4 Esperanca Condicional como Projecdo

13.18 Prorosicio (SuavizacAo/ELEvacio) Se Gi C G», entio
[1]E[E[X|G1]|G-] = E[X|G1].
[2|E[E[X|G]IG1] = E[X|G1].
Demonstracdo. Seja Gi C G».
Y = E[X|G1]é G1-mensurdvel. G1 C Gy, portanto, também é Gr-mensurdvel. Consequentemente
E[Y|G2] =Y

Queremos mostrar que E[X|G1] é a esperanga condicional de E[X|G2] dado G.

a)Na verdade, E[X|G1] é G1-mensurivel.

b)Para A € G1, queremos mostrar que

/ E[XIG:] dP = / E[X|G2]. (13.4)
A A

O lado esquerdo é a integral de X em A. O lado direito também pois A € Gi1 € G», a
definigdo de esperanga condicional mostra que ambos os lados de (13.4) sdo iquais a

[xae.
A
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Assim, (1.) e (2.) sdo verdadeiras. m]

Cororirio E[E[X|G]|G] = E[X|G].

Ou seja, o coroldrio anterior mostra que a esperanga condicional P : X +— E[X|G] é uma
projecao linear, isto é P2 = Pem Ll(Q,Q,P) o subespaco de todas as varidveis aleatérias

G-mensuraveis.

TEOREMA (A ESPERANCA CONDICIONAL E O MELHOR ESTIMADOR) Para qualquer varidvel aleato-
ria G-mensurdvel Y, temos
E[X - E[X|G]]* < E[X - Y]~ (13.5)

Em outras palavras, para qualquer outra varidvel aleatéria G-mensurével, o erro quadratico
serd pior.

Comecaremos provando alguns fatos geométricos Primeiro provaremos que o erro X —
E[X|G] é ortogonal a L2(Q,G,P).

Prorosigio (OrtoconaLiDaDE) X — E[X|G] é ortogonal a L*(Q,G,P), ou seja, para todo Z. €
L%(Q,G,P), temos EZ(X — E[X|G]) = 0.

Demonstra¢do. Na verdade, EZ(X — E[X|G]) = EZX — E[ZE[X|G]). Uma vez que Z é G-
mensurdvel, podemos colocd-lo no interior do lado direito (uma vez que atua como uma constante).
Assim, a expressio é = EZX — E[E[ZX|G]). Pela propriedade de suavizagdo, temos que = EZX —
EZX = 0. O

Como consequéncia temos uma nova demonstra¢do do seguinte fato:

CoroLARrIO A esperanga condicional E[ - | G| é a projeciio ortogonal em L2(Q,F ,P) para o subes-

paco L?(Q,G,P) de todas as varidveis aleatérias G-mensurdveis.

Demonstragao. Agora provaremos o Teorema 13.20
SejaY € L*(Q,G,P). Desejamos mostrar que E[X — Y]?> > E[X — E[X|G])?. Como
E[X-Y]* = E[X-E[X|G]+2)*, Z=E[X|G]-Y e L*QGP)
= E[X — E[X|G])* + EZ* + 2EZ(X - E[X|G])

O segundo termo ndo é negativo e o terceiro termo ji demonstramos ser zero. portanto
E[X - YJ* > E[X - E[X|G])*.

Isso completa a prova. O

Acabamos de demonstrar o Teorema de Pitagoras.



APENDICE

Integral de Riemann-Stieltjes

Lembre-se do célculo de que se f for continua no intervalo [a, b], entdo definimos a integral

Riemann de f em [a, b]Jcomo:

b n
/ f(x)dx = lim Z FO)Ax (A1)
a n—o0 P

onde Ax = b%“ e x;[xk_l, Xk] para cada subintervalo k € {1,2,...,n}. Se o limite acima

. b
existe, escrevemos /ﬂ f(x)dx = A.

. - ... , - b
Geometricamente, se f for uma fungao positiva e continua em [a, b], entao /a f(x)dx = A
representa a drea abaixo do f, acima do eixo x, e delimitado pelasretas x =a e x = b.
Vamos agora olhar introduzir um conceito mais geral de integral denominada Riemann-

Stieltjes.

A.1 DeriNi¢cAo (RIEMANN-STIELTJES) Deixe I = [a,b] ser um intervalo fechado e deixe f,a serem
fungaes definidas em [a, b]. Além disso, deixe P = {a = xo,x1,...,x, = b} € P[a,b] e para cada
k € {1,2,...,n} deixe t € [xy_1,xx] (0 k'™ subintervalo de [a, b] em relagdo d particdo P) e deixe
ak = alxk) — a(xk-1).

A soma de Riemann-Stieltjes com relagdo a partigio P e as fungdes f e a é definida como
n
S(P,f,a) = ) flt)Aar.
k=1

276
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A fungio f é dita ser Riemann-Stieltjes integrdvel em relagdo a o em [a, b] se existir L € R tal
que para cada € > 0 existe uma particio P, € Pla, b] tal que para todas as particdes P mais finas do
que Pe (Pe C P) e para qualquer escolha de ty € [xk_1, xx] nds temos que | S(P, f, ) — L |< €. Se

b
tal L € R existe, dizemos que esta integral de Riemann-Stieltjes existe e escreve / f(x)da(x) = L.
a

As vezes, anotagio"f € R(a) em [a, b]"serd usada para indicar que f é Riemann-Stieltjes

integravel em relacdo a @ em [a, b].
b
Se o limite L existe, a notagdo abreviada / f da = L também serd usada.
a

Além disso, a notagdo f € R(a) em [a, b] significa que f é Riemann-Stieltjes integravel
em relagdo a a no intervalo [a, b].
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APENDICE

Historia da Teoria da Medida no
século XX

Esse texto é a tradugdo de um trecho do artigo Histéria da Teoria da Medida no século XX
de Maurice Sion [34].

Medida

A nogdo matemadtica de medida pretende representar conceitos como comprimento, area,
volume, massa, carga elétrica, etc., do mundo fisico. Os objetos a serem medidos sao
representados por conjuntos e uma medida é uma funcdo aditiva de conjuntos, ou seja, o
valor que atribui a unido de dois conjuntos disjuntos é a soma dos valores que atribui a cada

um dos conjuntos.

Exemplos concretos de medidas e de métodos para calcular a medida de conjuntos
especificos sdo tdo antigos quanto a histéria registrada. A teoria foi introduzida pela
primeira vez pelos gregos antigos como parte do desenvolvimento de um sistema numérico.
Uma teoria mais sistemdtica apareceu na forma de integragcdo no calculo de Newton e
Leibniz, na segunda metade do século 17. Nesta teoria o gréfico de uma fungao f é usado para
descrever a fronteira de um conjunto cuja medida é a integral de f. O teorema fundamental
do célculo estabeleceu a conexdo entre a integral e a derivada, ou seja, da area com a taxa
de variacao, e forneceu uma nova e poderosa ferramenta para a computacéo e o estudo das

propriedades de medidas.

278
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No século 19, motivado em grande parte pelo trabalho de Fourier sobre a teoria do calor
que exigia a integracdo de expressdes mais complicadas do que as até entdo consideradas,
foilevado a cabo um programa para reexaminar as nogdes de fungdo, continuidade, integral
e derivadas. Tal tarefa foi empreendida por alguns dos principais matematicos da época.
Isso levou a uma definigao geral de integral por Riemann no meio do século, mas também
gerou a percepgdo de que o teorema fundamental do calculo, bem como outros teoremas
extensivamente usados no intercAmbio da ordem de integragdo com as operagdes limite ndo
eram validos, sem intimeras hipéteses. Esse estudo levou também ao interesse por conjuntos
muito mais complicados do que os que ja haviam sido considerados, conjuntos estes que
ndo eram descritos por condi¢des geométricas ou fisicas intuitivas mas sim indiretamente
por expressdes analiticas. Por exemplo, o conjunto de todos os pontos em que alguns fun¢do

dada é descontinua.

Como resultado, da generalidade das fungdes e conjuntos que agora precisavam ser
incluidos, a teoria da medida ou a integracdo ja ndo tinham a simplicidade e facilidade de
aplicagdo que prevalecia na defini¢do mais elementar do passado. O trabalho nesta 4rea, na
segunda metade do século, estava preocupado principalmente com a busca de uma nogdo

mais adequada de medida e integral, que renderia teoremas mais simples e mais poderosos.

Foi apenas nos ultimos anos do século 19 que E. Borel, finalmente, introduziu uma
noc¢do de medida na reta real, o que levaria a uma das teorias mais belas e mais amplamente
utilizada na matemética. O desenvolvimento desta teoria, principalmente por H. Lebesgue
nos estdgios iniciais, e suas aplicagdes subsequentes para quase todos os ramos de anélise
e as principais areas da fisica constituem uma das partes mais importantes da histéria da

matematica no século 20.

Medida de Borel

Em 1898 Borel estendeu a nogdo de tamanho de intervalos para o conceito de uma medida
sobre uma ampla classe de conjuntos na reta real, que tem propriedades particularmente
desejaveis. Esta medida é agora denominada como medida de Borel. Sua principal ideia
nova foi a no¢do de aditividade enumerével. Uma fun¢do de uma familia de conjuntos é
enumeravelmente aditiva se o valor que esta atribui a unido de uma sequéncia infinita de

conjuntos disjuntos é a soma dos valores que atribui a cada um dos elementos da sequéncia.

Comegando com a familia de intervalos e a fun¢do que atribui a cada intervalo de seu
comprimento, ele utilizou recursdo para ampliar passo a passo o dominio de defini¢do da
func¢do, adicionando em cada cendrios conjuntos cujo complemento foi previamente defi-

nido ou que sdo a unido de uma sequéncia de conjuntos disjuntos anteriormente definidos.

A familia resultante no final é estavel sob as opera¢des de complementacdo e unides
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enumerdveis e a medida resultante é contavelmente aditiva. Agora, qualquer familia de

conjuntos em qualquer espago com estas propriedades é chamado de uma familia Borel.

Medida e Integracao de Lebesgue

Em sua famosa tese publicada em 1902, Henri Lebesgue simplificou e generalizou a definigdo
de medida de Borel e desenvolveu uma teoria de integragdo e diferenciacdo em que grande

parte da andlise dias atuais repousa.

Restringindo-se primeiramente aos subconjuntos de intervalo unitario e partindo de
que um conjunto aberto é uma unido disjunta de uma seqiiéncia de intervalos, ele definiu
a medida de um conjunto aberto como a soma dos comprimentos desses intervalos. Como
um conjunto fechado é o complemento de um conjunto aberto, ele definiu a medida de um
conjunto fechado como 1 menos a medida de seu complemento. Em seguida, ele definiu a
medida exterior de qualquer conjunto como o infimo das medidas de conjuntos abertos que
o contenham e a medida interior do conjunto como o supremo das medidas de conjuntos

fechados nele contidos.

Se a medida exterior e interior de um conjunto coincidem, este é chamado mensurével
e sua medida é este valor comum. Ele mostrou que a familia de conjuntos mensuraveis
contém os conjuntos de Borel e que sua medida concorda com medida de Borel sobre
a conjuntos de Borel. Sua medida também €é contdvel aditiva e a familia de conjuntos
mensuraveis é um sigma algebra. Ele, entdo, estendeu essa medida para toda a linha real e,
por analogia, introduziu medidas similares em espagos euclidianos de dimensao superior

para representar a drea no plano, o volume no espaco tridimensional, etc.

Voltando a integracao, ele primeiro definiu a integral de uma funcéo positiva sobre os
reais como a medida da regido bidimensional sob o seu grafico, em seguida, a integral de
qualquer func¢do como a diferenga das integrais da parte positiva e negativa. Ele chamou
uma func¢do de mensuravel se a imagem inversa de um intervalo é um conjunto mensuravel
e, em seguida, provou que a integral de uma fun¢do mensuravel limitada em um intervalo
limitado existe. Assim, ele ampliou a integral de Riemann adequando o processo de

integracdo a uma classe mais ampla de fungdes.

Depois de verificar propriedades algébricas elementares da integral, ele provou um dos
resultados mais profundos da andlise, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue:
se uma seqiiéncia de fung¢des integrdveis converge para uma funcdo integravel entdo a

integral do limite é o limite das integrais

Em 1904, voltando sua atengdo para a diferenciacdo, ele recuperou o teorema funda-
mental do célculo de uma forma particularmente simples. Dizemos que uma afirmagéo é

verdadeira quase sempre, se o conjunto de pontos em que nao € verdadeira tem medida
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zero. De posse desse conceito Lebesgue primeiro provou que uma fun¢do monétona, e,
portanto, a soma ou a diferenca de duas fungdes monétonas, é diferenciavel em quase todo
ponto. Em seguida, ele mostrou que a integral indefinida de uma fungao é diferencidvel em

quase todo ponto.

Finalmente, ele caracterizou todas as fun¢des que podem ser expressas como integrais
indefinidas: essas fung¢des sdo absolutamente continuas, fungdes estas introduzidas anteri-
ormente por G. Vitali. Uma funcédo é absolutamente continua se a sua variagdo total num

conjunto aberto tende a zero a medida que a medida do conjunto aberto tende a zero.

Agora, uma fungdo cuja variagao total é limitada é a diferenca de duas fun¢des monétonas
e, portanto, é diferencidvel quase todos os pontos. No entanto, a integral indefinida de sua
derivadando precisaserigual aela. A diferenca é caracterizada pelo fato de que sua derivada
é zero em quase todos os pontos. Func¢des com esta propriedade sdo chamadas singulares
e ndo precisam ser constante, e na verdade, elas podem assumir todos os valores em um
intervalo. Lebesgue mostrou que uma fungdo de variagdo limitada pode ser decomposta
em uma soma de uma fungdo absolutamente continua e de uma fungéao singular. Este é o

famoso Teorema de decomposigdo de Lebesgue.

Assim, nos primeiros anos do século, Lebesgue estabeleceu as bases de uma teoria da
medida e integragdo nareta real, que alargou o &mbito do cdlculo de uma forma inimaginavel
antes dele e que recuperou a liberdade para operar com integrais, derivados e limites com
um minimo de restri¢des naturais e simples. As proximas décadas foram para testemunhar
o crescimento explosivo do campo, as aplica¢des cada vez mais amplas destas ideias para
outras dreas, e o desenvolvimento novos ramos da matemadtica inspirado por essas no¢oes

e resultados.

Probabilidade

Até o advento da teoria da medida o campo de probabilidade foi principalmente uma colecao
de problemas de azar e de métodos ad hoc para resolvé-los. O interesse de matematicos
nestes problemas remonta a Pascal e Fermat no século 17. No entanto, ndo havia nenhuma
teoria geral, nem boas defini¢des fundamentais em que se basearem. Esta é uma das
principais realizagdes do século 20 e é inteiramente devido ao desenvolvimento da teoria
da medida.

O uso de uma medida para descrever a probabilidade foi feita por E. Borel na virada do
século. Em 1920-1923 N. Wiener construiu uma medida sobre o espago de curvas continuas
para representar a probabilidade que descreve o movimento de particulas suspensas num

fluido conhecido como movimento Browniano. Este fendmeno tinha sido objeto de estudo
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por fisicos ha algum tempo e de tratamentos matemaéticos por A. Einstein e por M. Smolu-
chowski por volta de 1905. A ideia de usar uma medida em um espaco tdo complicado para
descrever um fendmeno fisico abriu totalmente novas perspectivas. Esta medida, agora
referida como medida de Wiener, eventualmente, levou ao estabelecimento de uma teoria

geral da probabilidade e de processos estocasticos nas proximas duas décadas.

Em 1930-1933 A. Kolmogorov langou as bases formais para a teoria da probabilidade
O espago basico é um conjunto que representa todas as possibilidades do fenomeno a ser
estudado. Um evento é um subconjunto deste espago e uma probabilidade é uma medida
positiva em uma algebra de eventos que atribui o valor 1 para todo o espago. A varidvel
aleatéria € uma funcdo mensuravel neste espaco e a sua expectativa média € a integral dessa
fungdo. Assim, a teoria das probabilidades foi incorporada na teoria da medida e, assim,
entrou na corrente principal da matematica. Por um lado, isso permitiu probabilidade de
crescer e ampliar seu campo de aplicagdes em novas dire¢des, desde a estatisticas até a teoria
de potencial da fisica matemética, enquanto por outro lado, motivou o estudo de problemas

e utilizagdo de métodos de campos totalmente diferentes.

A medida de Wiener e o trabalho pioneiro relacionado de Paul Levy na década de 1920
e 30, eventualmente, levou ao nascimento de um ramo de probabilidade conhecida como
processos estocdsticos, estabelecida inicialmente principalmente por JL Doob. Trata-se de
medidas de probabilidade em espacos de dimens&o infinita, como espagos de curvas. Esta
area tem experimentado extraordindrio crescimento na segunda metade do século e tem
encontrado aplicagdes a problemas em quase todos os ramos de anélise, nas ciéncias sociais,
bem como nas ciéncias fisicas. Ela estd preocupada principalmente com a evolucdo de um
sistema no tempo. O sistema é representado por um ponto em um espago S, o qual pode ser
bastante complexa dependendo do fendmeno em estudo, e a evolugdo no tempo por uma
curva no espago S. A lei que rege esta evolugdo é representado por uma medida sobre o
espaco das curvas. A construgdo de uma dessas medidas a partir de algumas observagdes
primitivas ou pressupostos é geralmente um grande problema fundamental. Uma vez

obtido, esta medida torna-se uma das ferramentas mais eficazes para estudar o fendmeno.



APENDICE B. HISTORIA DA TEORIA DA MEDIDA NO SECULO XX 283

Respostas dos Exercicios

2.2
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