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Preficio

Essas notas foram elaboradas para o curso de Ntimeros Reais e Se-
quéncias da Universidade Federal do ABC (UFABC). Esta obra se pro-
poe a ser um elo entre a matematica bdsica e os cursos mais avangados,
e foi estruturada de forma a guiar o leitor de maneira gradual e deta-
lhada, comegando com os axiomas dos ntimeros reais, expandindo-se
para as propriedades das sequéncias e séries numéricas, e culminando
nas séries de poténcias. A énfase recai sobre a construcao rigorosa das
demonstragdes, promovendo o desenvolvimento do raciocinio 16gico e
a capacidade de formular e resolver problemas matemaéticos.

Os ntimeros reais e as sequéncias desempenham um papel central
na andlise, formando a base sobre a qual se constroem muitos concei-
tos matemadticos mais complexos. Ao longo deste livro, exploraremos
as propriedades dos ntimeros reais, suas caracteristicas e a importancia
da completude no estudo das sequéncias. A completude dos ntime-
ros reais, que pode ser intuitivamente interpretada como a auséncia
de 'buracos’ nos ntmeros reais, ou, de forma equivalente, que toda
sequéncia de Cauchy converge para um ntimero real, é um conceito
fundamental que garante a consisténcia e a robustez da andlise ma-
tematica. Compreender essas propriedades ndo apenas fundamenta
a teoria, mas também fortalece a habilidade de raciocinio légico e ri-
gor matemadtico, que sdo indispensaveis para qualquer estudante de
matematica.

Além de abordar os conceitos tedricos, este livro também tem como
objetivo introduzir os alunos ao mundo da demonstracdo matema-
tica. A capacidade de formular, entender e demonstrar teoremas é
uma habilidade fundamental que futuros matematicos devem cultivar
a medida que avangam em seus estudos. O desenvolvimento dessa
competéncia é essencial ndo apenas para a compreensdo dos conceitos
abordados, mas também para a formagdo de um futuro matematico
capaz de contribuir para o campo com originalidade e rigor.

A estrutura do livro é organizada em capitulos que abordam os
seguintes topicos:
¢ Numeros reais: Propriedades algébricas, de ordem e de completude

dos ntimeros reais, além de uma introducéo a topologia da reta.



8 NUMEROS E SEQUENCIAS

* Sequéncias: Conceitos de convergéncia, subsequéncias e critérios
de convergéncia.

* Construcao dos nimeros reais: Construgdo dos reais via sequéncias
de Cauchy e via cortes de Dedekind.

® Séries numéricas: Convergéncia de séries numéricas, incluindo con-
vergéncia absoluta e condicional, além de critérios de convergéncia.

® Séries de fungdes e de poténcia: Convergéncia pontual e uniforme
de séries de fungdes, séries de poténcia, raio de convergéncia e série
de Taylor.

Ao longo do texto, propomos exercicios que vao desde a fixagdo
dos conceitos até a resolugdo de problemas mais desafiadores, incen-
tivando o pensamento critico e a criatividade do leitor. Os exercicios
sdo o elemento central das notas e a resolu¢do de um bom nimeros de-
les é essencial para consolidar o conhecimento e preparar o estudante
para os desafios futuros. Defendemos a ideia de que o aprendizado se
da por meio da prética: papel e lapis sdo ferramentas indispensaveis
nesse processo.



Versoes

* Versdo 0.11 - Primeira versdo com todos os cinco primeiros capitu-
los. (Apesar do quinto ainda néo ter sido disponibilizado).

® Versdo 0.14 - Melhorias nas se¢des Propriedades do supremo e Li-
mite superior e inferior. Reescrita da demonstracio do Teorema
de Bolzano-Weierstrass. Foram adicionados ao longo do texto pro-
priedades equivalentes ao axioma de completude e também novas
figuras.

e Versdo 0.15 - Foi escrita a se¢do sobre cortes de Dedekind. Melho-
rias no texto sobre sequéncias e sobre a construgdo dos reais via
sequéncias de Cauchy.

® Versdo 0.16 - Correcdes no texto do capitulo sobre construgdo dos
reais.

¢ Versdo 0.20 - Corre¢bes no texto do capitulo sobre series. Novas
imagens adicionadas. Também foi adicionada uma segdo sobre a
irracionalidade de e.

¢ Versdo o.21 - Disponibilizado o capitulo sobre série de fungoes.
* Versdo 0.23 - Pequenas corre¢des ao longo de todo texto.

* Versdo 0.24 - Pequenas corre¢des ao longo de todo texto.






1
Niimeros reais

Existem diversas maneiras de introduzir o sistema dos ntimeros reais.
Uma abordagem comum comega com os nuimeros naturais 1,2,3,...
e os utiliza como base para a construc¢do de um sistema mais amplo,
com as propriedades desejadas. A ideia central deste método é tomar
os naturais como conceito fundamental, definir alguns axiomas a partir
deles e, em seguida, utiliza-los para construir o sistema dos niimeros
inteiros e finalmente os racionais, que sdo expressos como a razdo de
dois inteiros. Com os ntimeros racionais em maos, é possivel expandir
para os nimeros reais. O passo mais complexo nesse processo é a
transicao dos racionais para os reais.

Apesar de os matemdticos da Grécia antiga jd reconhecerem a neces-
sidade de ntimeros irracionais em seus estudos de geometria, métodos
formais para construi-los a partir dos racionais s6 foram desenvolvidos
no século XIX. além disso, axiomas foram formulados para os niimeros
naturais, servindo como ponto de partida para a construcdo completa
dos ntimeros reais.

Neste capitulo adotamos uma abordagem ndo construtiva, come-
¢ando com os ndmeros reais ja definidos como elementos de um con-
junto R, que satisfazem uma série de axiomas. As propriedades dos
nameros reais sdo derivadas desses axiomas, e tudo o que se segue é
baseado neles.

Explicitamente, o principal objetivo desse capitulo é caracterizar os
reais como: unico corpo ordenado completo’. Para compreendermos
essa caracterizagdo precisamos compreender o que é um corpo, uma
ordem e o que queremos dizer com completude. Precisamos também
provar que de fato existe um objeto satisfazendo esses axiomas e final-
mente que ele é tinico.

Se 0s numeros reais fossem definidos de forma construtiva, essas
propriedades seriam teoremas a serem demonstrados. No Capitulo 3
faremos a construcdo dos reais a partir dos racionais.

Antes de tudo comecaremos analisando o conceito fundamental de
operagdo bindria.

Axiomatizagdo dos niimeros reais No
final do século XIX, houve um esforgo
para formalizar rigorosamente a mate-
matica. Parte desse esfor¢o envolveu
estabelecer os nimeros reais como um
"corpo ordenado completo", ou seja, um
sistema numérico que segue certas re-
gras (axiomas) que garantem a ordem e
a continuidade, essenciais para o célculo.

Dedekind (1872): Em seu traba-
lho "Stetigkeit und Irrationale Zah-
len"(Continuidade e Numeros Irracio-
nais), Dedekind formulou o que é conhe-
cido como o "corte de Dedekind", uma
forma de definir nimeros reais a partir
de racionais. Ele também discutiu a im-
portancia da continuidade no contexto
dos ntiimeros reais.

Hilbert (1900): Hilbert, em seu traba-
lho "Uber den Zahlbegriff"(Sobre o Con-
ceito de Numero), deu a primeira versdo
explicita dos axiomas que descrevem um
"corpo ordenado completo".

*a menos de isomorfismo...
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1.1 Operagoes bindrias

A adic¢do de nimeros inteiros pode ser vista como uma fungéo associ-
ando a cada par ordenado (a, b) de numeros inteiros 0 nimero inteiro
a+b

4, b—— > a+b.

A multiplicacdo de ntimeros inteiros tem a mesma descrigdo abstrata,
enviando um par ordenado de ntmeros inteiros para um ndmero
inteiro. Essas operacdes compartilham caracteristicas abstratas, in-
cluindo associatividade, comutatividade e existéncia de elementos de
identidade.

Esta secdo discute algumas propriedades das operagdes bindrias.

Defini¢ao Seja a um conjunto ndo vazio. Uma operacdo bindria em a é
uma fungdio

praxa—a.

De modo mais geral, dados a e B conjuntos ndo vazio também cha-
maremos de operacdo bindria em 4 uma fungdo

u:axB—a.

Se a e b sdo elementos de a, geralmente escrevemos ab em vez de
#(a, b). Expressdes como a - b, a + b ou a * b sdo usadas para enfatizar
o papel da operacdo, especialmente quando mais de uma operagdo
bindria estiver sendo considerada.

O par ordenado (4, -) significa um conjunto nao vazio equipado com
uma operagao binaria -.

Exemplos
1. As operagdes de adigdo, multiplicagdo e subtragdo sdo operacdes bindrias
em Z, o conjunto dos niimeros inteiros.

2. A divisdo ndo é uma operacio bindria em Z, pois, por exemplo, 1 +2 e
1 = 0 ndo representam niimeros inteiros.

3. Adigdo, multiplicagdo e exponenciagdo sdo operagdes bindrias no conjunto
Z." de miimeros niimeros naturais.

4. Sejam X um conjunto arbitrdrio e XX o conjunto de todas as fungdes
f: X — X. A composigio da funcio, u(g, f) = go f, é uma operagiio
bindria em XX.

5. Seja X um conjunto arbitrdrio. O operador de intersegiio define uma opera-
¢io bindria em a = P (X), o conjunto das partes de X. Da mesma forma,
0 operador de unido define uma operagio bindria em 2 (X).

Operacoes e Estruturas algébricas Uma
estrutura algébrica consiste em um con-
junto nédo vazio a (denominado conjunto
subjacente, ou dominio), uma colegdo de
operagdes em a (geralmente operagdes
bindrias) e um conjunto finito de iden-
tidades, conhecido como axiomas, que
essas operagOes devem satisfazer. Algu-
mas estruturas algébricas envolvem tam-
bém em sua defini¢do outra estrutura.
Por exemplo na defini¢dio de espagos
vetoriais estd intrinsecamente envolvido
um corpo.

No que segue apresentaremos as ope-
ragdes bindrias e algumas identidades
usuais: comutatividade, associatividade,
existéncia de elemento neutro e de in-
verso, etc.
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1.5

1.6

Quando a é um conjunto finito de n elementos, uma operagdo bina-
ria pode ser representada por uma tabela de Cayley , uma lista tabular
n x n de todos os produtos, com y(a,b) = ab sendo colocado na coluna
do a e na linha do b.

Exemplo a = {P, I} um conjunto com dois elementos, que representam um
inteiro genérico par P e inteiro genérico impar 1. A tabela de Cayley

+ | P 1

PP 1

I |1 P

expressa o fato que uma soma de dois inteiros pares ou dois inteiros impares é
par, enquanto a soma de um niimero inteiro par e impar é impar.

Exemplo Seja a = {a,b,c} um conjunto com trés elementos. As tabelas
Cayley a seguir definem operagoes bindrias em a:

U1 ‘ a b ¢ U ‘ a b ¢ 3 la b c
ala c b ala b ¢ ala a a
b |b a c b |b ¢ a b |a b c
c b a c|c a b c|la c b
Temos, por exemplo, ui(b,a) = b (sequnda linha, primeira coluna da

primeira tabela), enquanto py(a,b) = c,pz(a,b) = b e usz(a,b) = a da
primeira linha, sequnda coluna das respectivas tabelas.

Propriedades algébricas de Operagdes Bindrias

Associatividade Por defini¢do, uma operagdo binaria envolve dois ele-
mentos. Porém, em muitas situa¢des, desejamos combinar trés ou mais
elementos. Isso gera uma ambiguidade potencial: quando escrevemos

um produto abc, esse termo pode significar:

(ab)e = p(u(a, b),c) ou a(be) = p(a, u(b, ).

Em geral, essas expressdes representam diferentes elementos de a.
Para a operacdo bindria yq do Exemplo 1.4, temos

(ba)c=bc=c, e b(ac)=>bb=a.

Definicao Uma operacio bindria y em um conjunto a é dita associativa se
a(bc) = (ab)c para todos os a, b e c em a.

Exemplos

1. Adigdo e multiplicagdo sdo operagdes associativas no conjunto dos niimeros
inteiros, racionais, reais e complexos.
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associatividade A propriedade asso-
ciativa é a propriedade de algumas
operacdes bindrias que nos permite
reorganizar os parénteses em uma
expressdo sem alterar o resultado.

Sem a propriedade associativa por
exemplo, um produto de quatro elemen-
tos pode ser escrito, sem alterar a ordem
dos fatores, de cinco maneiras possiveis:

Se a operagdo for associativa, todas essas
férmulas produzirdo o mesmo resultado
e 0s parénteses podem ser considerados
desnecessérios e "o"produto pode ser es-
crito de forma inequivoca como:

abced.
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2. Subtragio em C ndo é associativa: se ¢ # 0, entio

(a—=b)—c#a—(b—c)=(a—b)+c.

Da mesma forma, a divisdo nido é associativa no conjunto dos niimeros
complexos diferentes de zero.

3. A potenciagdo em R ndo é associativa.

4. Seja F(X) as fungdes de X em X. Considere a operagio de composicio

f,8 — f og. Essa operagdo é associativa.

Vamos mostrar que a composigio de fungdes é associativa num contexto
um pouco mais amplo. Sejam f: X = Y,¢g:Y = Z,h: Z — W. Entdo:
((fog)om)(x) = h((fog)(x)) = h(g(f(x))) e (folgoh))(x) =
(g o )(f(x)) = h(g(f(x)))-

Identidade No conjunto Z dos nimeros inteiros, 0 +a4 = a e la = a.
O conceito de elemento neutro ou identidade generaliza esse fato.

Defini¢ao Seja (a, jt) um conjunto equipado com uma operagdo bindria. Um
elemento e em a é um elemento neutro ou identidade para y se ea = ae = a
para todos os a em a.

Uma operacdo bindria pode ndo possuir identidade. Porém, se pos-
suir entdo essa serd Unica: se e e ¢/ sdo elementos neutros para y,
entdo e = e’ (ja que ¢/ é uma identidade) e ee/’ = ¢’ (ja que e é uma
identidade), e assim e = ¢’.

Exemplo Nio hd identidade para subtracido. Em outras palavras, ndo existe
um niimero inteiro e tal que a — e = e — a = a para todo niimero inteiro a.

Elementos inversos No conjunto dos ntiimeros inteiros, o ato de adici-
onar a pode ser cancelado adicionando —a. O conceito de elemento
inverso generaliza essa ideia.

Defini¢ao Seja (a,p) um conjunto equipado com uma operagdo binaria e
assuma que existe uma identidade para y. Se a € a, um elemento b em a é
dito um inverso de a (com relagdo a y) se

ab =ba =e.

Nao faz sentido perguntar sobre a existéncia de elementos inversos,
a menos que y tenha uma identidade. Além disso, mesmo que y tenha
uma identidade, um elemento especifico 4 em a pode ou ndo ter um
inverso.

Proposicao Se y for associativa e possuir uma identidade e, cada elemento
a terd no mdximo um inverso.
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Demonstragdo. Suponha que a possua dois inversos a’ e a”’. Entdo por
um lado (a’a)a” = ea” = a" e por outro (a'a)a” = d'(aad") =d'e=4d"e
logo a’ =a". O

Resumidamente, os inversos sdo tnicos em relagdo a uma operagdo
associativa. O inverso de a é normalmente indicado como a~!. Porém,
para uma operacdo bindria comutativa, habitualmente designada +, o
inverso de a é usualmente denotado por —a.

Bem, nosso objetivo ao definirmos e estudarmos operagdes algébri-
cas é construirmos estruturas algébricas.

Uma estrutura algébrica consiste em um conjunto ndo vazio 4, dito
conjunto subjacente ou dominio, uma cole¢do de operagdes em a e um
conjunto finito de identidades, conhecidas como axiomas, que essas
operagdes devem satisfazer. A defini¢do de algumas estruturas algé-
bricas também envolvem outro conjunto auxiliar (como por exemplo
0s reais).

Um homomorfismo é um aplica¢do entre duas estruturas algébricas
do mesmo tipo (como dois grupos, dois anéis ou dois espagos vetori-
ais) que preserva a estrutura. Ou seja. uma fungdo f : 2 — B entre
dois conjuntos a, B equipados com a mesma estrutura, de modo que,
se - € uma operacdo da estrutura (que por simplificacdo, supomos ser
uma operacado bindria), entdo

flx-y) = f(x)- fy)

para x,y € a. Dizemos nesse caso que f preserva a operagdo ou que f
é compativel com a operagao.

Ressaltamos que um homomorfismo deve também preservar as cons-
tantes. Em particular, quando um elemento identidade é exigido num
tipo de estrutura, o elemento identidade da primeira estrutura deve
ser mapeado para o elemento identidade correspondente da segunda
estrutura.

1.2 Axiomas de corpo

Um corpo é um conjunto munido de duas operagdes: adi¢ao e multi-
plicacdo e tal que essas operagdes se comportam de maneira similar as

operagdes correspondentes nos niimeros racionais.
Nao atribuimos significado especial aos
1.11 Defini¢do Um conjunto nio vazio K munido de duas fungdes (x,y) — simbolos +e além do contido nos axio-

x+ye(x,y) = x-yde K x K para K é dito um corpo se os nove axiomas mas.
a seguir forem satisfeitos:
Axioma 1 Comutatividade da soma x +y = y + x para todos os x,y € K.

Axioma 2 Associatividade da soma x + (y +z) = (x+y) + z para todos os
x,y,z € K.
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Axioma 3 Existéncia do elemento neutro Existe um elemento 0 € K tal que x +

0 = x para todos os x € K.

Axioma 4 Existéncia do oposto para todo x € K, existe um elemento y € K, de

modo que x + (y) = 0.

Axioma 5 Comutatividade do produto xy = yx para todos os x,y € K.

Axioma 6 Associatividade do produto x(yz) = (xy)z para todos os x,y,z € K

Axioma 7 Existéncia do elemento neutro multiplicativo Existe um elemento 1 #

0 em K tal que 1x = x para todos os x € K.

Axioma 8 Existéncia do inverso para todo x # 0 em K, existe y € K, tal que

xy = 1.

Axioma 9 Distributividade x(y + z) = xy + xz para todos os x,y,z € K.

1.12

1.13

1.14

Estritamente falando, um corpo é um tripla ordenada (K, (x,y) —
x4y, (x,y) — xy) satisfazendo os axiomas 1-9 acima. A operagdo
bindria K x K — K dada por (x,y) — x +y é denominada adigao,
e a operacdo (x,y) — xy é denominada multiplicagdo . Ao se referir
a algum corpo (K, x,y,— x+y,(x,y) — xy), as referéncias a adigdo
e multiplicacdo sdo eliminadas da notacdo e a letra KK é usada para
denotar o conjunto e as duas operagdes bindrias que satisfazem os
axiomas 1-9. Embora esse procedimento seja um tanto ambiguo, ele
ndo causa confusdo em situagbes concretas.

Exemplo Sejam Q o conjunto de niimeros racionais, R, o conjunto de niime-
ros reais e C, o conjunto de niimeros complexos. Com a adigdo e multiplicagdo
usual, Q,R e C sdo todos corpos com Q C R C C.

Exemplo Seja Q(v/2) = {a+bv/2|a,b € Q}. Dados a +b\/2 € Q(V/2)
e c+dv/?2) € Q(V/2), definimos a soma e o produto, respectivamente, como:

(a+bV2)+(c+dvV2) 2 (atc)+ (b+d)V2 (1.1)
(a+bv2) - (c+dv?2) 2 (ac+2bd) + (ad + bc) V2. (1.2)
Entio Q(/2) é um corpo.
Os corpos dos Exemplos 1.12 e 1.13 sdo todos infinitos.

Exemplo Seja Z conjunto de mimeros inteiros com a adigio e a multiplica-
¢do usual. Seja p um primo positivo em Z e defina Z, = {0,1,...,p —1}.
Entdo Z, torna-se corpo (finito) se definimos a aprop:propcorposdigdo & e a
multiplicagdo médulo p.

O leitor pode verificar facilmente que (K, +, -) satisfaz os axiomas
K1-K9. Portanto, K, é um corpo finito de cardinalidade p.

Um corpo onde 1 = 0 contém apenas um
{inico elemento, pois nesse caso teriamos

a =1a = 0a = 0 veja Prop. 1.18 item 4.

o que mostra que 0 = a para qualquer 4.

E, naturalmente, ndo se deseja que essa
estrutura, formada apenas por {0}, seja
considerada um corpo.

A

a expressdo p = g significa que p é defi-
nido como sendo 4. definido como



1.15

1.16

1.17

+|/0 1 2 3 4 10 1 2 3 4
00 1 2 3 4 0/0 0 0 0 O
1/1 2 3 40 110 1 2 3 4
212 3 4 01 2|10 2 41 3
313 4012 3|0 3 1 4 2
414 01 2 3 4|10 4 3 21

Exemplo O conjunto das matrizes 2 x 2 com entradas em niimeros reais,
M(2,R), com adigdo e multiplicagdo de matrizes ndo é um corpo porque a
multiplicagdo ndo é comutativa, ndo hd divisdo e existem divisores de 0.

Exemplo O corpo Q(i), cujos elementos sio pares ordenados z = (x,v)
de miimeros racionais, pode ser descrito como Q(i) = Q x Q, quando visto
como conjunto. As operagdes neste corpo sio definidas da seguinte forma:
a soma de dois elementos (x,y) + (x',y') = (x +x",y +y') e o produto
(v,y) - («,y) = (xx’ —yy', ¥’y + xy’). O elemento neutro da adigio é
(0,0) e o0 neutro da multiplicagio é (1,0).

Podemos representar o niimero x pelo par (x,0), e usar a notagio i =
(0,1). Assim, qualquer elemento z = (x,y) = (x,0) + (0, y) pode ser escrito
como z = x + iy. Notamos que as operagdes descritas acima sio exatamente
as mesmas que definem os niimeros complexos, onde z = x + iy e a soma e
0 produto sdo feitos de maneira usual, lembrando que i> = —1. Portanto, o
conjunto Q(i) é chamado de corpo dos niimeros complexos racionais.

A verificagdo dos axiomas de corpo fica a cargo do leitor. Por exemplo, dado

— ; 5 —1 x Y
um elemento z = (x,y) # 0, seu inverso é z—+ = (W’ W)

Exemplo O corpo Q(t) consiste no conjunto das fungées racionais r(t) =
o o .

ndo identicamente nulo onde identificamos duas fungdes racionais f(x)
p(x)/q(x) e g(x) = r(x)/s(x) se, e somente se, p(x)s(x) = gq(x)r(x). As
operagdes no corpo Q(t) sio definidas de maneira natural. No **corpo das
fungdes racionais**, as operagdes de adigdo, subtragio, multiplicagdo e divisio
(exceto por zero) sdo definidas de maneira semelhante ds operagdes com fragdes.
e Adigio de funcdes racionais. Seja r1(x) = % e rp(x) = %, onde
f(x),g(x),h(x),k(x) sio polindmios e g(x),k(x) # 0. A adigdo é dada
por:

21 onde p(t) e q(t) sio polindmios com coeficientes racionais, sendo q(t)

r1(x) +ra(x) = + =
12 = T T sk
* Multiplicagiio de fungdes racionais. Seja r1(x) = % eryx) = %, a

multiplicagdo é definida por:

() - ra(x) = L8 1) f@h(x)

NUMEROS REAIS 17
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Dos axiomas anteriores podemos deduzir todas as regras usuais
da algebra elementar. As mais importantes sdo apresentadas a seguir
como teoremas. Nestes teoremas os simbolos 4, b,c,d representam
nameros reais arbitrérios.

Proposicao Seja K um corpo.
1. KK possui pelo menos dois elementos 0 e 1 e 0 # 1.

2. O niimero o (zero) é o nico elemento neutro da soma.
O miimero 1 € o tinico elemento neutro da multiplicagdo.
Para todos 0s a € K,a0 = 0a = 0.

O oposto de um elemento é 1inico.

S A

O inverso de um elemento (nio nulo) é tinico.

7. Para todos os a,b € K, se ab = 0, entdo a = 0 ou b = 0. Nesse caso
dizemos que K nio tem divisores de zero .

Demonstragdo. Observamos que 2. e 3. sdo consequéncia da Proposi-
¢do 1.10. apesar disso reprovaremos 2. Se 0 e 0’ possuissem ambos
essa propriedade, entdao 0+0' =0+ 0" ecomo0+0' =0e0+0 =0
logo 0 =10".

Provaremos agora 4. Note que a2+ a0 = al +a0 = a(1+0) = a logo
a+a0 = a. Se b é um oposto de a entdo b + (a +a0) = b+ a e logo
b+ (a+a0) = (b+a)+a0 e como b+a = 0 temos que a0 = 0. A
demonstragdo da outra identidade é analoga.

Provaremos 5. Dado a € K, sejam a’,a” € K elementos tais que
a+a =0ea+a" = 0. Entdo, usando oportunamente os axiomas
acima, temos

d=d+0=d+(a+d)=@+a)+d =0+d"=4d"

Em outras palavras, provamos que existe um tinico elemento que cum-
pre o papel de oposto de a.

Provemos agora 7. Sejam dados a,b € K quaisquer. Devemos mostrar
que, se ab = 0, entdo ao menos um dos ndmeros a e b é igual a 0. Se
a = 0, ndo temos nada a provar. Suponhamos entdo que a # 0. Entdo,
existe a1 tal que a.a~! = 1. Assim, de ab = 0, multiplicando ambos
o0s membros por a~!, obtemos

a Y(ab) =a1.0

O lado direito, pela propriedade 4, é igual a 0. Em relacdo ao lado
direito, temos:
a Y(ab) = (a la)b=1b =1

Logo, voltando a juntar os lados direito e esquerdo, temos que b = 0.0
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Teorema (Cancelamento) Sea +b =a-+c, entiob = c.

Demonstragdo. Dado que a + b = a + ¢, pelo axioma Axioma 4, existe
um numero y tal que y +a = 0. Assim, podemos somar y em ambos
os lados da equagdo, obtendo:

y+(a+b)=y+(atc).
Utilizando a propriedade associativa da adigdo, temos:
(y+a)+b=(y+a)+c
Como y 4 a = 0, isso nos da:
O0+b=0+c.

Pelo axioma Axioma 3, sabemos que 0+ b = b e 0+ c = ¢, portanto,
concluimos que b = c. O

Teorema (Subtra¢do) Dados a e b existe um iinico x tal que a +x = b.
Este miimero x representa-se por b — a.

Demonstragdo. Dado a e b, escolnemos y tal que a + y = 0 (garantido
pelo axioma Axioma 4), e definimos x = y + b. Assim, temos:

a+x=a+(y+b)=(a+y)+b=0+b=0.

Portanto, existe pelo menos um x tal que a +x = b.
Agora, pelo Teorema 1.19, se existissem dois valores x e x' tais que
a+x=>b=a+x', entdo x = x’. Isso prova que tal x é tnico. 0

Defini¢do O miimero 0 — a escreve-se simplesmente —a e é o oposto de a.

De agora em diante sempre escreveremos o oposto de a como —a

Proposicao
1. b—a=b+ (—a).

2. —(—a)=ua.
3. a(b—c) =ab—ac.

Demonstragdo. Demonstracdo de 1. Sejam x = b—aey = b+ (—a).
Desejamos provar que x = y. Por definicdlode b —a,x+a=">be

y+a=Db+(—a)+a=b+[(—a)+a=b+0=0.

Consequentemente x +a = y + a e, pelo Teorema 1.19, x = v.
Demonstragdo de 2. Temos a + (—a) = 0 por defini¢io de —a. Mas
esta igualdade implica que a é o oposto de —a, isto é, a = —(—a) como
se pretendia demonstrar. O

19
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Teorema (Regra de simplificacdo para a multiplicacdo) Se ab = ac e

a#0,entiob =c.

Teorema (Possibilidade da divisdo) Dados a e b com a # 0, existe um
tinico x tal que ax = b. Este x representa-se por b/a ou % e chama-se o
quociente de b por a. Em particular 1/a, que também se escreve a—", chama-

se 0 inverso de a.

Teorema
1. Sea #0,entdob/a="b-a" L.

1

2. Sea #0,entio (a™1) " =a.

3. Seab =0, entdooua=0oub=0.

4. (—a)b = —(ab) e (—a)(—b) = ab.

5. (a/b)+ (c/d) = (ad + bc)/(bd) seb #0ed #0

6. (a/b)(c/d) = (ac)/(bd)seb # 0ed # 0.

7. (a/b)/(c/d) = (ad)/(bc) seb #0,c £0,ed # 0.

Exercicios

1.1 — Mostre que num corpo valem:

a)
b)
<)
d)

e)

f)

g

h)

—0=0.
=1
Zero ndo admite reciproco.

Sea#0,entiob/a="b-a L.

Sea #0,entio (a 1) ' =a.

(—a)b = —(ab) e (—a)(—b) = ab.

(a/b) + (c/d) = (ad+bc)/(bd) seb £ 0ed # 0

(a/b)(c/d) = (ac)/(bd) se b # 0 e d # 0.

—(a—b)=—a+b.



j) Sea#0eb+#0,entdo (ab)~' =a b1

1.2 — Seja Q(V2) = {a+ b\@|a,b € Q}. Dados a + bv2 € Q(v2)
ec+ dﬁ) € Q(\ﬁ), definimos a soma e o produto, respectivamente,
como:

(a+bV2)+(c+dvV2) 2 (atc)+ (b+d)V2
(a+bV2) - (c+dv2) 2 (ac+ 2bd) + (ad + bc) V2 .

Mostre que Q(+/2) é um corpo.

1.3 — Seja Q(i), cujos elementos sdo pares ordenados z = (x,y) de
numeros racionais, pode ser descrito como Q(i) = Q x Q, quando
visto como conjunto. As operag¢des neste corpo sdo definidas da se-
guinte forma: a soma de dois elementos (x,y) + (¥/,y) = (x+ ",y +
y') eoproduto (x,y) - (x',y") = (xx’ —yy', x'y + xy’). O elemento neu-
tro da adigdo é (0,0) e o neutro da multiplicagdo é (1,0). Mostre que
Q(i) é um corpo.

NUMEROS REAIS
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1.3 Axiomas de ordem

A seguir, apresentaremos um conjunto de axiomas que estabelecem
uma ordenagdo em um corpo. Essa ordenacdo possibilitard determi-
nar se um niimero é maior ou menor que outro. As propriedades de
ordem serdo introduzidas por meio de axiomas que se baseiam em
um novo conceito indefinido, chamado positividade. Com base nesse
conceito, definiremos os termos "maior que'e "menor que"em fungao
da positividade.

Definicdo Um corpo ordenado é um corpo munido da escolha dum certo
subconjunto nio vazio K+ C K, chamado conjunto dos niimeros positi-
vos , que verifica os trés axiomas de ordem a seguir:

Axioma 10 Compatibilidade com a soma e o produto Se x e y pertencem a K+

entdio x + y e xy também pertencem.

Axioma 11 Tricotomia para todo x # 0, ou x € K+ ou —x € K™, mas ndo ambos.

Axioma 12 0 ¢ K+,

1.27

1.28

1.29

1.30

Exemplo O conjunto Q forma um corpo ordenado, onde o conjunto Q* é

constituido pelos niimeros racionais da forma g, com p-q € N. Intuitiva-

mente, isso significa que os inteiros p e g possuem o mesmo sinal.

Exemplo O corpo Q(t) pode ser ordenado, definindo uma fragio r(t) =
pt)
q(1)
p(t)q(t) for positivo. O conjunto Q(t)* das fragdes positivas, de acordo

com esta definicio, satisfaz as condi¢bes P1 e P2. De fato, para duas fracdes

como positiva quando o coeficiente do termo de maior grau no polindmio

positivas r = g er = ?:' os coeficientes dos termos de maior grau em pq e
p'q’ sdo ambos positivos.

Ao considerar a soma r +1', o produto do numerador pelo denominador
resulta no polinomio pq(q')? + p'q'q%, cujo coeficiente do termo de maior
grau também serd positivo. Portanto, a soma de duas fracdes positivas é, de

fato, positiva. As demais propriedades podem ser verificadas sem dificuldade.

Exemplo O corpo Z; nio pode ser ordenado, pois 1 +1 = 0. Em um corpo
ordenado, o elemento 1 deve ser positivo, e a soma de dois elementos positivos,
como 1+ 1, também deveria ser positiva. Da mesma forma, o corpo Q(i), dos
niimeros complexos racionais, ndo admite uma ordenagio compativel com suas
operagdes, pois o quadrado do elemento i = (0,1) é igual a -1. Em um corpo
ordenado, nenhum quadrado pode ser negativo, e -1 é sempre considerado
negativo.

Defini¢do Os simbolos (,), < e >, chamados respectivamente menor que ,
maior que , menor ou igual que e maior ou igual que , sio definidos da
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sequinte maneira:

x < y significa que y — x é positivo;

y > x significa que x <y

x <y significa que ou x < youx =y
y > x significa que x <y

Assim temos x > 0 se e s6 se x é positivo. Se x < 0, dizemos que x é

negativo; se x > 0 dizemos que x é ndo negativo. Um par de desigual-

dades simultaneas tais como x < y,y < z escreve-se frequentemente

de forma mais abreviada x < y < z; interpreta¢des semelhantes sao

dadas as desigualdades compostas x <y < z,x <y <z,x <y <z

A partir dos axiomas de ordem podem deduzir-se todas as regras

usuais do célculo com desigualdades. As mais importantes sdo apre-

sentadas a seguir como teoremas.

Teorema

1.

10.

Propriedade tricotémica. Para a, b e c pertencentes a um corpo ordenado
e arbitrdrios vale uma e apenas uma das trés relagbes a < b,b < a ou
a=yb.

Propriedade transitiva. Sea < beb < c entidoa < c.

. Sea<bentioa+c<b+ec.

Sea < bec > 0entioac < bc.

Se a # 0 entdo a> > 0.

. 1>0.

Sea < bec < 0entdoac > bc.

Se a(b entdo —a) — b. Em particular, se a < 0, entido —a > 0.

Se ab > 0, entdo a e b sido ambos positivos, ou ambos negativos.

Sea <ceb<d,entdoa+b<c+d.

Demonstracio. Demonstra¢do de 1. Seja x = b —a. Se x = 0, entdo

b—a=a—-b=0,e pelo Axioma 12, ndo pode ocorrer nem a > b nem

b > a. Se x # 0, o Axioma 11 implica que ou x > 0 ou x < 0, mas ndo
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ambos; portanto, ou a < b ou b < a, mas ndo ambos. Logo, verifica-se
exatamente uma das trés relagdes: a = b, a < b, ou b < a.
Demonstra¢do de 2. Sea <beb < c,entdiob—a >0ec—b > 0. Pelo
Axioma 10, podemos somar essas desigualdades e obter (b —a) + (¢ —
b) > 0, 0 que resulta em ¢ —a > 0, ou seja, a < c.

Demonstracdo de 3. Sejax =a+cey =b+c. Entdo,y —x = b —a.
Como b —a > 0, pois b > a, temos que y — x > 0, o que implica x < y.
Demonstracdo de 4. Se a < b, entdo b —a > 0. Se ¢ > 0, pelo Axioma
10, podemos multiplicar ¢ por (b —a), obtendo (b —a)c > 0. Como
(b —a)c = bc —ac, temos bc —ac > 0, o que significa que ac < be,
como desejado.

Demonstracdo de 5. Se a > 0, entdo a-a > 0 pelo Axioma 10. Se
a < 0, entdo —a > 0, e, portanto, (—a) - (—a) > 0 pelo mesmo axioma.
Em ambos os casos, obtemos a2 > 0.

Demonstracdo de 6. Segue do item anterior tomando a = 1.

Poderiamos também ter assumido no lugar dos axiomas 10, 11 e 12
o0s seguintes axiomas de ordem total:

Axioma 10" Dados quaisquer a,b, ¢ € K, tem-se
(@) a<a (reflexiva)
(b) Sea<beb<a entioa=>b (anti-simétrica)
(c) Sea<beb<c entdoa <c (transitiva)
(d) Necessariamente, é a < b ou b < a (ordem total)

Axioma 11" Compatibilidade com a soma

VabceKa<b=at+c<b+c

Axioma 12° Compatibilidade com a multiplicagdo

VabceKa<beO0<c=ac<bc

Exercicios

1.4 — Mostre que num corpo ordenado completo valem as seguintes
afirmacgoes:

a) Nao existe nenhum ntimero real x tal que x> +1 = 0.

b) asoma de dois ntimeros negativos é um ntimero negativo.

¢) Sea>0,entdo1/a > 0,sea < 0,entdo 1/a < 0.

d) Se0<a<bentio0<b !t <al

e) Sea<beb<centioa <c.

f) Sea<beb<cea=c entiob=c.
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g) Para nameros reais a e b quaisquer tem-se a®> +b*> > 0. Sea e b
ndo sdo ambos o, entdo a2+ 1% > 0.

h) Nao existe nenhum ntimero real a tal que x < a para todo o real
X.

i) Se x satisfaz 0 < x < h para todo o nimero real positivo h,
entdo x = 0.

1.5 — Mostre que Q(7) ndo é um corpo ordenado.

* 1.6 — Prove que dado um corpo, entdo os dois conjuntos de axio-
mas de ordem axiomas 10,11 e 12 e axiomas 10’,11" e 12’ sd0 equiva-
lentes.

1.4 Numeros naturais, inteiros e racionais

Nesta sec¢do, introduziremos alguns subconjuntos de um corpo orde-
nado K que se destacam por possuirem propriedades especiais: o dos
numeros naturais, o dos numeros inteiros e o dos nameros racionais.

Para introduzir os nimeros naturais, come¢amos com o nimero 1,
cuja existéncia é assegurada pelo Axioma 3. O ntimero 1+ 1 é re-
presentado por 2, o niimero 2 + 1 por 3, e assim sucessivamente. Os
nameros 1,2, 3, ..., obtidos por meio da adigdo repetida de 1, sdo todos
positivos e sdo chamados de ntimeros naturais. Contudo, essa descri-
¢do dos nimeros niimeros naturais ndo é completamente rigorosa, pois
ndo detalhamos o significado de expressdes como "e assim sucessiva-
mente"ou "adi¢do repetida de 1". Embora essas expressdes parecam
intuitivas, para um estudo rigoroso do sistema dos ntimeros reais, é
necessdrio definir com maior precisdo os ntimeros naturais. Existem
vérias formas de realizar essa definicdo. Um método conveniente é
introduzir primeiro o conceito de conjunto indutivo.

Defini¢do (Conjunto Indutivo) Um subconjunto de um corpo ordenado é
denominado conjunto indutivo se satisfizer as sequintes propriedades:
1. O miimero 1 pertence ao conjunto.

2. Se x pertence ao conjunto, entdo x + 1 também pertence ao conjunto.

Por exemplo, K é um conjunto indutivo. Igualmente o é o con-
junto K. Podemos agora definir os niimeros naturais como aqueles
nuimeros que pertencem a todo o conjunto indutivo.

Definicdo (Ntdmeros naturais) Um niimero é dito natural se pertence a
todo o conjunto indutivo.

Seja IN o conjunto de todos os ntimeros naturais. Podemos afirmar
que IN é um conjunto indutivo, pois contém o ntimero 1 e, se contém
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um namero x, também contém x + 1. Como todos os elementos de
IN pertencem a qualquer conjunto indutivo, chamamos IN de o menor
conjunto indutivo. Essa caracteristica de IN fundamenta logicamente
um tipo de raciocinio conhecido como demonstragdo por indugéo.

Os opostos dos ntimeros naturais sio chamados de inteiros nega-
tivos. Os ntimeros naturais, juntamente com os inteiros negativos e
o zero, formam o conjunto Z, que é simplesmente denominado con-
junto dos ntiimeros inteiros .

Teorema a soma, diferenga ou produto de dois inteiros é um inteiro

Por outro lado o quociente de dois inteiros ndo é necessariamente
inteiro. N&do faremos, todavia, tais demonstracées.

O quociente de inteiros a/b (com n # 0 ) define os niimeros racio-
nais . O conjunto dos niimeros racionais, representado por Q, contém
Z. como subconjunto.

O leitor podera comprovar que Q verifica todos os axiomas de corpo
e de ordem. Por esta razdo dizemos que o conjunto dos nimeros
racionais é um corpo ordenado. Os ntimeros reais que ndo pertencem
a Q chamam-se irracionais .

Exercicios

1.7 — Mostre que Q é o menor corpo contido em R. Ou seja, para
todo corpo K C R, tem-se Q C K.

1.5 Indugido matemdtica

A induc¢do matematica é um método de prova que permite demonstrar
que uma afirmagdo é verdadeira para todos os nimeros naturais. O
principio da inducdo matematica funciona como um efeito dominé: se
vocé provar que a primeira peca (o caso base 1) cai, e que, se uma peca
n cai, a proxima peca 1 + 1 também cai (hipétese de indugdo), entdo
todas as pecas (os casos) cairdo, ou seja, a proposigdo serd verdadeira
para todos os n > ny.

Estrutura da Prova por Indugdo Matemdtica A prova por indugdo con-

siste de dois passos principais:

1. Caso Inicial Demonstrar que a proposicado é verdadeira para o valor
inicial n = ng (geralmente ng = 0 ou ng = 1).

P(ng) é verdadeira.

2. Passo Indutivo: Suponha que a proposicdo seja verdadeira para
n = k. Isso é chamado de hipétese de inducio :

P(k) é verdadeira.
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Entdo, vocé deve provar que essa suposi¢do implica que a proposi-
¢do também é verdadeira para n =k + 1:

P(k) = P(k+1).

Se ambos os passos forem satisfeitos, podemos concluir que a pro-
posicdo é verdadeira para todos os n > ny.

Exemplo . Considere a sequinte propriedade: a soma dos primeiros n niime-
ros naturais positivos é n(n + 1) /2. Em simbolos:

nn+1)

P(n) : 142+ +n=——

Comecemos com verificar a condigdo PIF 1. Para isso, basta encontrar um
niimero positivo n que torne a propriedade P(n) verdadeira. Basta tomar
n = 1. De fato, a soma i esquerda na expressio acima é 1, enquanto o termo
a direita é

1(1+1)

2
Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condigdo PIF 2, devemos tomar um
nimero natural positivo qualquer k € IN e mostrar que vale a implicagio
P(k) = P(k+1). Em outras palavras, devemos supor que P (k) é verda-
deira (hipétese indutiva) e mostrar que P(k + 1) é verdadeira. Logo, a nossa

=1

hipétese indutiva é

k(k+1)

Pk): 142+ k==

Temos entio

k(k+1
1+2+---+k+(k+1):%+(k+1):

k(k+1) +2(k+1)
2

(k+1)(k+2) (k+1)((k+1)+1)

2 2

assim, verificamos que, se P(k) é verdadeira, também o é P(k + 1). Donde,
pelo PIF, concluimos que P(n) é verdadeira para todo natural n > 1, i.e. para
todo natural positivo.

A justificativa logica deste método de demonstragdo é dada pelo
seguinte teorema sobre ntimeros inteiros:

Teorema (Principio da indu¢do matematica) Seja S um conjunto de nii-
meros naturais que possui as seguintes propriedades:
1. O nimero 1 pertence ao conjunto S.

2. Se o mimero k pertence a S, entdo k + 1 também pertence a S.
Logo, todo natural pertence ao conjunto S.
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Demonstragdo. as propriedades 1 e 2 mostram que S é um conjunto
indutivo. No entanto, os niimeros naturais sdo definidos como os nu-
meros que pertencem a todo conjunto indutivo Portanto, S contém
todos os ntimeros naturais. O

Ao demonstrarmos que uma afirmagdo P(n) é verdadeira para todo
n > 1 por indugdo matemaética, estamos aplicando o Teorema 1.36 ao
conjunto S de todos os inteiros para os quais a afirmagdo é verda-
deira. Se desejamos provar que a(n) é verdadeira apenas para n > ny,
aplicamos o Teorema 1.36 ao conjunto dos ndmeros 7 para os quais
a(n +ny —1) é verdadeira.

Exemplo Mostrar por indugio a propriedade P(n) : 2" > 1+ n.

Para n = 0 a propriedade é verdadeira, pois 20 =1>1+40. Assim,
é satisfeita condigdo 1 do PIF. Para provar a condigdo 2, tomemos qualquer
k € IN e assumamos a hipdtese indutiva

2 >1+4k
Queremos mostrar que P(k + 1) é vdlida, i.e. que 25t1 > 14 (k4 1). Temos
2K =225 > 2. (1+k) (usamos a hipétese indutiva)

—242k>24k=1+(k+1)

a condigdo PIF 2, portanto, também é vdlida. Logo, pelo PIF, a propriedade P
vale para todo miimero natural.

Exemplo (Desigualdade de Bernoulli) Em todo corpo ordenado K, se
n € Nex > —1, vale a desigualdade (1 + x)" > 1+ nx. Esta desigualdade
é demonstrada por indugdo em n.

Para n = 1, a desigualdade é evidente, jd que (1+ x)! =1+ x.

Supondo a validade para um n, ou seja, (1 + x)" > 1+ nx, deduzimos
para n + 1 que:

A+2)"=14+x)" (1+x) > (1+nx)(1+x)
Expandindo
(1+nx)(14+x) =1+x+nx+nx> =14 (n+1)x +nx?
assim, temos:
1+ >14+n+1Dx+nx>>14 (n+1)x

Ao multiplicarmos ambos os membros da desigualdade (1 + x)" > 1+ nx
por 1 + x foi necessdrio supor que x > —1.

Quandon > 1 (comn € N e x > —1), pelo mesmo argumento, obtemos
a desigualdade estrita (14 x)" > 1+ nx, desde que x # 0.
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O maéximo de um conjunto X C K é o maior elemento presente no
conjunto X.
Formalmente,

Defini¢do Dizemos que um niimero m € X é o mdximo de X se m > x
para todo x € X.

O méximo, quando existe, é inico. Denotamos o maximo de X por
max X.

Teorema Todo conjunto finito nio vazio possui um mdxino.

Demonstragio. Seja X um conjunto finito ndo vazio e |X| = n, ou seja,
X possui n elementos.

Passo 1: Caso inicial n = 1

Se X tem apenas um elemento, ou seja, |X| = 1, o tinico elemento de
X serd o maximo, pois ndo hd outros elementos com os quais comparé-
lo. Nesse caso, o tinico elemento é o maior de todos. Logo, X possui
um maximo.

Passo 2: Passo indutivo

Suponha que para qualquer conjunto finito X com n = k elementos,
X possui um méximo. Ou seja, para todo conjunto com k elementos,
existe um m € X tal que m > x, para todo x € X.

Agora, considere um conjunto Y com k + 1 elementos. Escolha um
elemento y; € Y e defina Y = Y\ {y1}. O conjunto Y’ tem k elemen-
tos, e pela hipotese de indugdo, sabemos que Y’ possui um maximo,
digamos m € Y'.

Agora, compararemos 1 com Y:

* Sey; < m,entdo m é o maximo de Y.

* Se y; > m, entdo y; serd o maximo de Y. O
Portanto, o conjunto Y com k + 1 elementos também possui um
maéximo.

Teorema (Principio da Boa Ordem) Todo conjunto ndo vazio de niimeros
naturais possui um menor elemento.

Demonstracdo. Vamos provar a contrapositiva, ou seja, que se uma co-
le¢do de nimeros naturais ndo tem elemento minimo, entdo ela deve
ser vazia.

Seja T uma cole¢do ndo vazia de nimeros naturais. Considere S, os
numeros naturais que nio estdo em T, ou seja S = N\ T. Como T
ndo é vazia, S ndo é todo o conjunto IN. Vamos mostrar que, para todo
neN,neS.

Caso inicial: n = 1: Se 1 € T, entdo ele é o menor. Logo, 1 ¢ T, ou
seja, 1 € S.

NUMEROS REAIS
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Passo indutivo: Suponha que n € S. Se algum dos ntmeros me-
nores que n estivesse em T, entdo um deles seria o menor (ja que ha
apenas um numero finito de tais ndmeros e provamos que todo con-
junto finito tem um elemento minimo). Assim, nenhum dos ntimeros
1,...,nestaem T. Sen+1 ¢ T, entdo n + 1 seria o menor. Portanto,
n+1¢T, ouseja,n+1¢€S. Isso completa o passo indutivo.

Portanto, mostramos que todo ndmero natural estd em S, o que
significa que T deve ser vazio. Isso estabelece a contrapositiva do
teorema. a

1.6 Fungoes definidas recursivamente

A induc¢ao matematica também é usada na defini¢do recursiva de fun-
¢Oes definidas nos naturais. Nesse procedimento, damos um valor
inicial para a funcdo f em n = 1 e, em seguida, assumimos que f foi
definida para todos os inteiros k = 1,...,n,eovalorde femn+1 é
dado em termos dos valores de f em k, k < n. Essa abordagem recur-
siva é frequentemente aplicada em diversos contextos matematicos, e
as fung¢des definidas nos naturais recebem o nome de sequéncias.

1.42 Defini¢do Uma sequéncia real a é uma fungio dos niimeros naturais nos
reais
s:IN — R.

A imagem do natural n pela sequéncia s serd denotado por s, , i.e, s, 1= s(n).

Comegaremos apresentando alguns exemplos de sequéncias especi-
ficadas dessa forma.
Uma sequéncia pode ser definida através das seguintes regras:

a; = V2e anp = \/2a,_1

Para ilustrar como que as regras acima especificam uma sequéncia
vamos calcular os primeiros termos dessa sequéncia. Como o primeiro
termo ja nos é fornecido nas regras acima, calculemos o segundo termo
dessa sequéncia. Para esse fim é suficiente notarmos que: a; = /2a; =
V/21/2. Para calcularmos o terceiro termo, notemos que a3 = /24, e

assim az = 1/ 2/ 2+/2, de modo geral o termo a4, terd a forma:

a, =\/2---\/2V2.

n raizes
n an
Observe que a definicdo da sequéncia anterior, consta de duas par- 1 141421
tes, a primeira define o primeiro termo e a segunda que define o termo 2 168179
a, em funcdo do termo a,,_1. Essa é a estrutura geral de uma definigao Z 12?‘5121
5 1.95714

Tabela 1.2: Valores da Sequéncia de-

finida por a; = V2eay =201
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recursiva: definimos alguns casos iniciais, e definimos entdo os seguin-
tes como funcdo destes. Claramente, esse procedimento se assemelha
a estrutura da demonstrag¢do por indugéo.

A Tabela 1.2 0 contém o valor aproximado dos primeiros termos
dessa sequéncia.

Sequéncia de Fibonacci

Outra sequéncia que pode ser definida recursivamente é a sequéncia
de Fibonacci, definida pelas regras recursivas:

=1 =1 fon=fatfua
Claramente, os primeiros termos dessa sequéncia sao:

(1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233,377,610, 987, 1597,2584, . . .)

Fatorial

Uma sequéncia de grande importancia na combinatéria em particular,
e na matemadtica em geral é a fungdo fatorial definida (informalmente?)
como:
n=n-(n—-1)---2-1
Partiremos da observagdo que 1! = 1 e que em geral n! = n(n —1)!

para a definicdo da funcdo fatorial.

Defini¢ao Definimos a fungio fatorial f(n) : IN — IN como sendo a fungio
que satisfaz as seguintes propriedades:

1. f(1)=1

2. f(n) =n- f(n—1) para todo n maior que 1.

Somatorio

Vamos examinar outro exemplo. Na se¢do de indugdo encontramos
somas como:
P22+ 4n?

Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado é da forma
k? e estamos somando esses termos de 1 até 7. Um modo sucinto e
muito ttil de escrever essa soma é utilizando a notagdo de somatorio:

n
LK
k=1

A expressdo anterior deve ser lida como “soma de k? com k variando
de 1 até n.
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A sequéncia anterior foi descrita primei-
ramente pelo matematico italiano Fibo-
nacci (1175-1250), como solugdo ao se-
guinte problema sobre o crescimento de
uma populagdo de coelhos:
“Um homem tem um casal
de coelhos. Desejamos sa-
ber quantos casais de coelhos
podem ser gerados deste par,
se a cada més um casal fértil
gera um novo casal e cada ca-
sal novo se torna fértil quando
completa dois meses de vida.”
A sequéncia de Fibonacci (f,) descreve o
nimero de casais de coelhos ap6s 1 me-

ses se eles se multiplicarem como des-
crito.
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E de modo mais geral a soma dos ntimeros reais ay, - - - a, pode ser
escrita usando a nota¢do de somatdrio como
n
Y g =a1 4 +ay
k=1

Claramente, ndo é necessdrio que a soma comece do 1. Assim por
exemplo, podemos escrever:

1=

(2s+1)=1+3+5+7+9

5=0

5 .
Y =243 4+4"45
j=2

De modo andlogo ao fatorial, podemos definir o somatério como

1.44 Defini¢do Dado ay uma sequéncia de niimeros reais. Definimos o somatério
de ay de 1 até n como sendo a fungdo Yy}, ar : N — R que satisfaz as

sequintes propriedades:
1
1. Y ap=m

k=1
n n—1 .
2. Y ap =ay+ Y ay para todo n maior que 1.
k=1 k=1

Principio da Recursdo

As construgdes anteriores sdo justificadas pelo Teorema da Recursao,
que nos assegura a existéncia de fung¢des definidas recursivamente.

Principio da Recursao

Seja A um conjunto ndo vazio e g : IN x A — A Entdo existe
uma dnica funcdo f : IN — A satisfazendo:
1. f(1) =4a,comac A

2. f(n) =g(n,f(n—1)) para todo n em IN

Demonstragdo. Provaremos primeiro a existéncia, ou seja, demonstra-
remos que a fungdo f(n) estd bem definida pelas regras recursiva. A
demonstragdo desse fato sera feita por indugdo sobre n. Comegamos
observando que f(1) estd bem definida, pois f(1) = 4. Suponha, agora
que f(n) estd bem definida, entdo temos que f(n+1) = g(n, f(n)) esta
bem definida. E assim existe uma funcdo com essa propriedade.
Provaremos a unicidade também por indugédo sobre n. Para isso se-
jam f e f' duas fungdes satisfazendo as hipéteses do teorema, prova-
remos que para todon € N, f(n) = f/(n). Por hipétese f(1) =a =

indice superior

!

n

E a; <— termo

i=1

)

indice inferior

1 . 3 n .
Figura 1.1: A notagdo ) ;" ; a; repre-
senta a soma dos termos a;
para i variando de 1 até n.



f'(1). Agora por hipétese indutiva suponha que f(n—1) = f'(n —1),

entdo f(n) = ¢(n, f(n—1)) = g(n, f'(n—1)) = f'(n) e desta forma
temos a unicidade da funcgéo.

Vamos usar o principio da recursdo para provar a existéncia da fun-
¢do fatorial. Nesse caso tomamos o conjunto A como sendo os na-
turais e ¢ : N xIN — N : ¢(a,b) = a-b e definimos f(1) = 1e
como f(n) =g(n, f(n—1)) =nf(n—1) teremos que f(n) é a funcdo
fatorial.

Exercicios

1.8 — Prove por indugdo as seguintes propriedades do somatério
n n n
a) Z(an“‘bn): Yan+ Y by
k=1 k=1 k=1
n n
b) Y (cay) =c
k=1 k=1
) i (by — bgy1) = by — by (propriedade telescopica)
k=1

an

1.9 — Prove por indugdo a seguinte generalizacdo da desigualdade
triangular

n n
2 ay| < Z |an|
k=1 k=1

1.10 — Definimos o produtério de a; de 1 até n como sendo a funcao

n
IT ax : IN = R que satisfaz as seguintes propriedades:
k=1

1
1. J] ap = a1.
k=1
n n—1 .
2.]T ax = an - T] ax para todo n maior que 1.
k=1 k=1

Prove por indugdo as seguintes propriedades do produtério

a) I_nl(an'bn) = (ﬁ an) : (rn[ bn)
k=1 k=1 k=1

b) [T (can) =c" T ay
k=1 k=1

O Il = o
k=1

Exercicios

1.11 — Prove que 12 +22 + .- +1n? = %n(n +1)(2n 4 1) para todo
n € N.
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1.12 — Prove que 13 + 23 + -+ + 1% = 1n?(n +1)? para todo n € N.

1.13 — Prove que 13+ 23+ .- +n® = (14+2+ .-+ n)? para todo
n e N.

1.14 — Prove que

1-2 2-3 3-4 nn+1) n+1

, para todon € N

171,11+]

1.15 — Prove que 1+ 7+ + .-+ 1" = 52— para todo n € N,
quando r # 1.

1.16 — Prove a seguinte férmula para a soma de uma progressao

geométrica
n

n
n-1_ P—Ppx
k;px o 1—x

1.7 Axioma de completude

Os treze axiomas apresentados abrangem todas as propriedades dos
nuimeros reais que sdo estudadas na algebra elementar. Entretanto,
existe um décimo terceiro axioma, de importancia crucial para o Cal-
culo, que normalmente ndo é abordado nos cursos bésicos de élgebra.
Quando passamos ao Célculo, precisamos de um conceito mais avan-
¢ado, que é "uma espécie de continuidade dos ntimeros reais". Esse
conceito envolve a completude dos ntimeros reais, o que significa in-
tuitivamente que ndo existem "lacunas'entre os nimeros reais. Este
axioma, ou suas propriedades equivalentes, é indispensavel para fun-
damentar a teoria dos ntimeros irracionais.

Os ntimeros irracionais aparecem na dlgebra elementar quando bus-
camos resolver certas equagdes quadréticas. Um exemplo é a determi-
nagdo de um ntmero real x tal que x> = 2. A partir dos treze axiomas
mencionados, ndo podemos provar a existéncia de tal x em R, pois
esses axiomas também sdo satisfeitos em Q, onde ndo ha nenhum nu-
mero racional cujo quadrado seja 2.

Discussdo prévia a respeito da necessidade do axioma de Comple-
tude . O contetido desta secdo é objeto de vasta literatura. Evidente-
mente, estd fora de nossos propdsitos tratar este tema com o mesmo
grau de profundidade, longe disso. Entretanto, parece vélido delinear
algumas questdes motivadoras do préximo (e tltimo) axioma que in-
troduziremos para poder finalmente caracterizar univocamente os nu-
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meros reais.

Até agora, como observamos acima, os doze axiomas introduzidos nédo
déo conta de diferenciar o conjunto dos ntimeros racionais daquele dos
numeros reais. Mais do que isso, porém, ha o fato de que um corpo
ordenado nédo constitui um instrumento adequado as necessidades do
célculo diferencial e integral (ou, de modo mais apropriado, a andlise).
O que falta, dito de modo ainda impreciso, é a propriedade da conti-
nuidade.

Para apreciar ao menos em parte o significado disso, comecemos por
ver a auséncia dessa propriedade em Q. Provemos, como exemplo, a
seguinte proposicao:

Proposicio Ndo existe nenhum niimero racional q tal que g% = 2.

Demonstracdo. Para demonstrar isso, seguiremos a "redugdo ao ab-
surdo™: negando a tese, chegamos a uma contradi¢do, o que nos per-
mite concluir que a tese deve ser de fato verdadeira. Tomemos entdo
um ntmero racional g tal que g> = 2 (note que estamos negando a tese
de que tal ndmero néo existe). Como g é um ntimero racional, devem
existir nimero inteiros n,m € Z, primos entre si?, tais que

q:a

Como g% = 2, tem-se que n> = 2m?. Como o membro a direita é par,
assim deve ser n. Logo, 1 é par (.- um ntimero inteiro e seu quadrado
tém a mesma paridade). Podemos entdo escrever n = 2k para um certo
inteiro k, obtendo

2m? = (2k)? = 4k*

Mas isso significa que m?> = 2k? é par, e portanto m também ¢é par.
Logo, o ntimero 2 é um divisor comum de 7 e m, contradizendo o fato
de que tais niimeros sdo primos entre si. Resumindo: a hipdtese de
existéncia de um ndmero racional g cujo quadrado é igual a 2 leva a
uma contradi¢do. Disso, concluimos que tal racional ndo existe, pro-
vando assim a proposicao. O

A proposigdo acima é um exemplo de como os axiomas axioma 1, ...,
axioma 12 ndo ddo conta sequer de permitir uma operagdo algébrica
tdo simples quanto a extra¢do de raiz quadrada. O axioma de Comple-
tude vira fornecer a resposta adequada a essa questdo da continuidade,
fazendo com que o conjunto dos ntimeros reais "preencha as lacunas
deixadas pelos racionais".

Supremo e infimo

NUMEROS REAIS 35

*Dois inteiros sdo primos entre si
quando ndo possuem nenhum divisor
comum, a exce¢do do nimero 1. Um nu-
mero racional sempre pode ser expresso
como razdo de dois inteiros primos entre
si.
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Apesar de ser possivel enunciar o axioma de Completude com o que
jd temos a disposi¢do, nos parece mais efetivo, sob o ponto de vista di-
déatico, apresentar alguns conceitos preliminares intimamente ligados
a tal axioma.

No que se segue, seja a C K um subconjunto ndo vazio. Dizemos que
a é limitado superiormente , se existe um ntimero real x tal que

a<x Vaca

Caso exista tal nimero x, este é chamado de majorante ou cota su-
perior do conjunto 4. Note que no caso em que a possua alguma cota
superior, possuird infinitas cotas superiores.

De modo similar, dizemos que a é limitado inferiormente se existir
algum ndmero real y tal que

y<a Vaca

Tal ntimero y, caso exista, é chamado de minorante ou cota inferior .
Caso a possua algum minorante, possuird infinitos minorantes.

Exemplos . Tome os conjuntosa = N C R, B=Z C R, C = {x €

R|1<x <3}

1. O conjunto a possui minorantes (qualquer niimero ndo positivo é um mi-
norante de a), mas nio possui cotas, i.e. a é um conjunto limitado inferi-
ormente, mas nao superiormente.

2. O conjunto B ndo possui nem minorantes nem cotas (ndo é limitado).

3. Jd o conjunto C é limitado inferiormente e superiormente (qualquer niimero
menor ou igual a 1 é um minorante, qualquer niimero maior ou igual a 3 é
um cota)

1.47 Definicdo Um niimero s € K é chamado de supremo de a se valem as

seguintes condigdes:
S1 a<s Yaca

S2 Se x é uma cota superior de a, entdo s < x

Em outras palavras, um modo simples de colocar a defini¢do acima é:
o supremo de um conjunto a é o menor das cotas superiores de a.

De modo totalmente similar, definimos o conceito de infimo.

1.48 Definicdo Um miimero r € K é chamado de infimo de a se valem as se-

guintes condigdes:

Conjunto a
Supremo
7—{—0—.—0—.4—'—) X
Infimo Cota superior
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I1 r<a Yacga

I2 Sey é uma cota inferior de a, entdo y <r

Em outras palavras, o infimo de um conjunto a é o maior das cotas
inferiores de a.

1.49 Teorema Tanto o supremo quanto o infimo de um conjunto, casos existam,
sdo 1inicos.

Demonstracdo. Sejam B e C dois supremos para um conjunto S. A
propriedade Sz implica que C > B, uma vez que B é supremo; analo-
gamente, B > C ja que C é supremo. Logo temos B = C. O

O teorema anterior justifica a seguinte notagdo: supa para o su-
premo de a e infa para o infimo de a.
Nos exemplos acima, temos: infa = 0, infC = 1 e supC = 3 (note
que a ndo possui supremo e B ndo possui nem infimo nem supremo).
Assim, ha casos em que o supremo (ou o infimo) pode nao existir. O
axioma de Completude diz que isso s6 poderd ocorrer com conjuntos
ilimitados.

1.50 Exemplo Se X C K possuir um elemento mdximo, este serd o seu supremo.
Da mesma forma, se X tiver um elemento minimo, ele serd o seu infimo.
Reciprocamente, se o supremo de X pertence a X, ele serd o maior elemento de
X; e se o infimo de X pertence a X, ele serd o menor elemento. Em particular,
qualquer subconjunto finito X C K possui infimo e supremo. Um exemplo
adicional: se X = (—oco,b] e Y = [a,+00), entdo infY = a e sup X = D.

1.51 Exemplo Dadosa < bemK, seja I = (a,b). Temosinfl =aesupl =Db.
De fato, a é claramente uma cota inferior de 1. Agora, provemos que nenhum
c € K, com a < ¢, pode ser uma cota inferior de 1. Isso é evidente se
¢ > b. Por outro lado, se a < ¢ < b, entdo x = ”2i é um elemento de I
coma < x < ¢, 0 que demonstra que ¢ nio é uma cota inferior de 1. Assim,
a = inf I. De maneira andloga, pode-se mostrar que b = sup 1. Vale ressaltar

que nesse exemplo temos quesup I ¢ I einfl & I.

Axioma de Completude:
Axioma 13 Todo subconjunto de K, ndo vazio e limitado superiormente, possui
supremo.
Apesar de ndo fazer mengdo ao infimo, o axioma de Completude é
equivalente a seguinte propriedade:
Axioma 13" Todo subconjunto de KK, ndo vazio e limitado inferiormente, possui
infimo.
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Um corpo que satisfaz os axiomas Axioma 1, ..., Axioma 13 é e dito
um corpo ordenado completo .

Dessa forma, podemos agora dizer que os axiomas Axioma 1, ...,
Axioma 13 caracterizam o conjunto dos niimeros reais3.

Definicao Um corpo ordenado completo serd denominado corpo dos niime-
ros reais ou simplesmente niimeros reais e denotado por R.

Posteriormente, demonstraremos tanto a existéncia quanto a unici-
dade de tal corpo.
Exercicio. Prove a propriedade axioma 13”. [Sugestdo: dado um con-
junto a limitado inferiormente, considere o conjunto B = {—a|a € a}
e mostre que: i) B é limitado superiormente; ii) infa = — sup B]

Exemplo Seja S o conjunto de todos os niimeros da forma (1 +1/n)" para
n € N.

Todo os niimeros do conjunto sdo maiores ou iguais a 1 e assim o conjunto
¢ limitado inferiormente e portanto possui infimo. Com um pequeno esforco
pode provar-se que 2 é o menor elemento de S, de modo que inf S = min S =
2.

O conjunto S é também limitado superiormente embora este fato ndo seja
tdo fdcil de provar. Demonstraremos tal fato na segio 2.3 Uma vez conhecido
que S é limitado superiormente, 0 Axioma 13 assegura-nos que existe um
niimero que é o supremo de S. Neste caso ndo é fdcil determinar o valor de
sup S a partir de definicio do conjunto S. No capitulo sequinte aprenderemos
que o sup S é um niimero irracional, denominado niimero de Euler e.

1.8 Propriedade arquimediana

Nesta seccdo apresentaremos algumas propriedades importantes do
sistema dos ntmeros reais, as quais sdo consequéncia do axioma do
supremo. Em especial. A Propriedade arquimediana que é um princi-
pio fundamental em andlise e que intuitivamente, nos diz que néo exis-
tem ndmeros infinitamente grandes ou infinitamente pequenos dentro
dos reais.

Teorema O conjunto IN dos niimeros niimeros naturais nio é limitado su-
periormente.

Demonstragdo. Suponhamos N limitado superiormente. Vamos provar
que essa hipétese leva a uma contradigdo. Sabemos que IN é ndo vazio,
e pelo Axioma 13, N possui um supremo, digamos b. Agora, observe
que o nimero b — 1, por ser menor que b, ndo pode ser o limite su-
perior de IN. Portanto, deve existir algum ntimero natural »n tal que
n > b—1. Para esse n, temos n+1 > b.

3 Na verdade, caberia aprofundar tal "ca-
racterizagdo”, o que serd feito no Capi-
tulo 3
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Como n + 1 pertence a IN, isso contradiz o fato de que b é um limite
superior de IN, o que encerra a demonstragao. o

Como corolario do Teorema 1.54 temos:

Teorema Para qualquer real x existe um natural n tal que n > x.

Demonstracdo. Caso contrario, existiria um nimero x que serviria como
limite superior de IN, o que contradiz diretamente o Teorema 1.54. Isso
demonstra a impossibilidade da suposicdo inicial. ]

Teorema (Propriedade arquimediana) Se x > 0 e se y é um niimero real
arbitrdrio, existe um natural n tal que nx > y.

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 1.55 com x substituido por y/x.0

Definicao Um corpo ordenado K possui a propriedade arquimediana se, para
quaisquer elementos positivos x e y em K, existe um niimero natural n tal
que nx > y.

O Teorema 1.56 garante que os niimeros reais possuem a propri-
edade arquimediana. Geometricamente, isso significa que qualquer
segmento de reta, ndo importa o quéo longo, pode ser completamente
coberto por um ntimero finito de segmentos menores, de tamanho fixo.
Em outras palavras, uma régua pequena, utilizada repetidamente, é
capaz de medir qualquer distancia, por maior que seja.

Dizemos que um corpo ordenado (K, +,-, <) é arquimediano se,
para todo x,y¥ € K com x > 0 ey > 0, existe um n € IN tal que:

nx=x+x+---+x>y.
—_————

n vezes

Teorema Se trés niimeros reais a, x e y verificam as desigualdades

y

agxga—i—z (1.3)

para todo o inteiro n > 1, entdo x = a.

Demonstracdo. Se x > a, o teorema 1.56 garante-nos que existe um
inteiro e positivo n para o qual n(x — a) > y, contradizendo 1.3. Logo,
ndo podendo ser x > 4, teremos x = 4.

Mais adiante, provaremos que existe apenas um corpo ordenado
completo, que denominaremos corpo dos ntimeros reais, no sentido
de que qualquer dois corpos ordenados completos sdo isomorfos entre
si. 4
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4Isso significa que, embora possam ser
apresentados de maneiras diferentes ou
com diferentes representagdes de seus
elementos, existe uma correspondéncia
estrutural exata entre eles que preserva
tanto as operagdes de soma e multiplica-
¢do quanto a ordem dos elementos.
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Exercicios

1.17 — Prove que, num corpo ordenado K, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

a. K é um corpo arquimediano;
b. Z é ilimitado superior e inferiormente;

c. Q éilimitado superior e inferiormente.

1.18 — Prove que um corpo K é arquimediano se e somente se zero
é o infimo em K do conjunto {1/2,1/3,1/4,...}.

Existéncia da raiz quadrada

Pela apresentagdo que demos ao axioma de Completude, ficou claro
que tal axioma ndo seria satisfeito pelo conjunto Q. Mostremos que de
fato isso ocorre. Considere o seguinte conjunto:

a={q€Q|q* <2}

Note que a # @ (por exemplo, 0 € a) e é um conjunto limitado supe-
riormente (por exemplo, 3 é uma cota superior de a). Se o Axioma 13
fosse valido em Q, deveria existir p € Q tal que p = supa. Se provar-
mos que para tal p, deve valer p?> = 2, poderemos concluir que p nao
pode ser racional (em fungdo da Proposigdo 1.45). Consequentemente,
teremos concluido que ndo existe o supremo de a2 em Q.

Mostraremos, na verdade, uma propriedade mais geral, da qual po-
deremos concluir a afirmagéo acima. Referimo-nos a existéncia da raiz
quadrada de um niimero real positivo:

Proposi¢dao Sejab € R um niimero positivo. Entdo existe um iinico niimero
real positivo a tal que a> = b. O niimero a é chamado de raiz quadrada de
b e é denotado por \/b.

Demonstracdo. Considere o conjunto
a={xecR,|x*<b}

O conjunto a é ndo vazio, uma vez que 0 € a. Além disso, tomando
y€Rtalquey > 1ley > b, resulta y> > y > b, logo a possui cota
superior’. Pelo axioma de Completude, existe a = supa. E evidente
que a > 0. Queremos mostrar que a> = b. A ideia, para tanto, é
mostrar que ndo pode ocorrer nem a? < b, nem a? > b, s6 restando a
possibilidade que nos interessa. Para descartar cada uma dessas duas

2

desigualdades, verificaremos que: (i) supor que a4 < b contradiz o

5 Por qué?



fato de a ser uma cota superior (condi¢do S1 do supremo); (ii) supor

que a> > b contradiz o fato de a ser o menor das cotas superiores

2

(condi¢do Sz do supremo). Pois bem, se fosse a~ < b, poderiamos

tomar um ntimero natural 7 > 1 tal que®

2a+1
b—a?

Tal n existe pelo Teorema 1.55, donde obtemos

2a+1
n

<b-—a?

assim, tomando o ntimero ¢ = a + 1/#, seguiria:

1 2a 1
F=(a+>) =+ + 5 <
n n n
2 1 2 1
<a2+—a+f:a2+i<a2+b—a2:b
n o n n

Isso significa que ¢ € a e a < ¢, contrariando a condigdo S1 do su-
premo. Portanto, estd descartada a possibilidade de ser a? < b. Supo-
nhamos agora que valha a?> > b. De modo semelhante ao que foi feito
acima, poderiamos tomar ¢ = a — 1/#, onde n é um inteiro tal que

2a

n>-———
a? —b

Da desigualdade acima, segue que

2an —1 2an  2a 5
— < —=—<a"-b
n2 n?2 n
donde obtemos
1 2 1 1-2
c2:(a—7)2:a2——a+—2:a2+#>a2+b—a2:b
n n n n

Desse modo, ¢ seria uma cota superior de a com ¢ < a, contrariando a
condicdo Sz do supremo. Descartamos, assim, também a possibilidade
de ser a> > b, podendo concluir, portanto, que a> = b. Por fim, para
provarmos a unicidade da raiz quadrada, basta observar que se um
nimero positivo m € R é tal que m?> = b, entio m tem que ser o
supremo de 4. Pela unicidade do supremo, deve ser m = a. ]

Voltando a questdo formulada antes da Proposi¢do 1.59, é imediato
agora verificar que se p € Q é tal que p = supa, entdo p> = 2. Logo,
pelo que ja foi dito anteriormente, concluimos que o conjunto dos ra-
cionais ndo satisfaz o axioma de Completude.
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¢ Para compreender a escolha desse valor
de n, recordamos que assumimos a? <
b. Assim, definimos ¢ = a + %, que é
maior que 4, mas que ainda satisfaz ¢ <
b, o que nos levard a uma contradigdo.
Vejamos como escolher o n:

1 2a 1

=@+l =a+=+5<
n noon
2a 1 2a+1
<@+ =4+ =at+
non n

logo se escolhermos 7 tal que Z”T“ <b-
a* entdo temos que ¢ < a® +b—a? =b.
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1.9 Propriedades do supremo e do infimo

Teorema Seja € um niimero positivo dado e seja a um conjunto de niimeros
reqis.

1. Se a possui supremo, entdo para algum x de a temos que
X >supa—¢
2. Se a possui infimo, entdo para algum x de a temos que

x <infa+e¢

Demonstracdo. Demonstracdo do item 1. Se x < supa — € para todo
x € S, entdo supa — € seria um limite superior de 2 menor que o seu
supremo. Logo temos que x > supa — € para, pelo menos, um x € a,
o que demonstra 1. A demonstra¢do do item 2 é semelhante. 0

Teorema (Propriedade aditiva) Dados dois subconjuntos nio vazios a e B
de IR, seja a + B o conjunto

a+B={a+b|acabeB}
1. Se a e B possuem supremo, entdo a 4 B tem supremo e
sup(a+ B) =supa+supB
2. Sea e B possuem infimo, entdo a + B possui infimo e
inf(a 4+ B) = infa + inf B
Demonstragdo. Suponhamos que a e B possuem supremo. Se ¢ € C =
a+B,entioc=a+bcomacaeb c B. Portanto c <supa+supBe

deste modo sup a + sup B é um limite superior de C. Isto prova que C
possui supremo e que

supC < supa+supB

Seja agora n um inteiro e positivo qualquer. Segundo o teorema 1.60
(com h =1/n) existe um a em a e um b em B, tais que

1 1
-—, b B——
a>supa— -, > sup .

Somando estas desigualdades obtemos a +b > supa +sup B — %,
ousupa-+supB < a+b—|—% < supC—l—%,umavezquea—l—b <supC.
Consequentemente temos que

2
sup C < supa +supB <supC+E

para todo o inteiro n > 1. Pelo Teorema 1.58 temos que supC =
sup a + sup B, o que prova 1; a demonstragdo de 2 é andloga. O

a=1[1,2]
— . 4
1 2 3 4 5 6

€
1 2 3 4 5 6

Figura 1.2: Tlustragdo da soma de
dois conjuntos



1.62 Teorema Dados dois subconjuntos nio vazios, a e B de R tais que

1.63

a < bparatodoaemaebemB,

entdo a possui supremo e B possui infimo e verifica-se

supa < infB

Demonstragdo. Cada b de B é um limite superior para a. Portanto a

possui supremo que satisfaz a desigualdade supa < b para todo o

b de B. Disso resulta que supa é um limite inferior para B, e assim

B possui um infimo que ndo pode ser‘menor que supa. Por outras

palavras, temos sup a < inf B, como queriamos provar. O

Proposi¢io (Propriedades do Supremo e Infimo) Sejam X,Y C R sub-

conjuntos nio-vazios e limitados dos niimeros reais.

1.

2.

3.

Temos que inf(—X) = —sup(X).
Se Y C X, entdo sup(Y) < sup(X) e inf(Y) > inf(X).

O conjunto X NY também é limitado. Se X NY # &, temos as desigualda-

des sup(XNY) < min(sup(X),sup(Y)) einf(XNY) > max(inf(X), inf(Y)).

O conjunto X UY também é limitado, com sup(X UY) = max(sup(X),sup(Y))

einf(X UY) = min(inf(X),inf(Y)).

Se A € R é uma constante real, entdo:
sup(AX) = Asup(X) e inf(AX) =Ainf(X) seA >0,
sup(AX) = Ainf(X) e inf(AX) = Asup(X) seA <O.

O conjunto X +Y também é limitado, com sup(X +Y) = sup(X) +
sup(Y) einf(X 4+ Y) = inf(X) + inf(Y).

Se todos os elementos de X e Y sdo ndo-negativos, entdo o conjunto XY

também é limitado, com sup(XY) = sup(X) sup(Y) einf(XY) = inf(X) inf(Y).

Se todos os elementos de X sdo positivos, definimos o conjunto reciproco

% = {% 1x € X} Se inf(X) > 0, entdo o conjunto % é limitado, com

sup (%) = ﬁ e inf (%) = Suplw

Demonstragdo. Prova das afirmagdes 2, 3 e 8. As demais ficam como

exercicio para o leitor.

2.

Seja sup(X) = a. Para todo x € X, temos x < a. Assim, para
qualquer y € Y C X, devemos também ter y < a. Portanto, 2 é uma
cota superior para o conjunto Y e, assim, sup(Y) < a = sup(X).
Um argumento similar pode ser usado para mostrar que inf(Y) >
inf(X).
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3. Como X e Y sdo limitados, existem constantes M, N > 0 tais que
cada elemento x € X satisfaz x < M e cada y € Y satisfaz y < N.
Assim, cada elemento de X NY é limitado superiormente tanto por
M quanto por N.

Assumindo que X NY # &, pela completude dos reais, o supremo
de XNY existe. Note que XNY C Xe XNY C Y. Usando a
primeira afirmagdo, temos sup(XNY) < sup(X) esup(XNY) <
sup(Y), o que implica sup(XNY) < min(sup(X),sup(Y)). A outra
desigualdade para o infimo pode ser provada de forma semelhante.

8. Se inf(X) > 0, entdo x > inf(X) > 0 para todo x € X. Portanto,

temos que 0 < % < m para cada x € X. Isso significa que o con-

junto % = {% xe X } é limitado superiormente, e seu supremo
existe e é positivo.

Agora, vamos mostrar que sup (%) = m Claramente, para
qualquer y € %, temos % € X, o que implica que % > inf(X).

Portanto, devemos ter ﬁ > y paratodoy € %, o que indica que
1

. . . 1 . .
fi(x) € uma cota superior para o conjunto . Assim, concluimos
1 1

que sup (Y) < X

Para a desigualdade inversa, note que sup (%) é uma cota superior
para o conjunto % Entdo, para qualquer x € X, temos % € % e,
portanto, 1 < sup (%) Isso implica que ﬁ < x para qualquer

X
1

sup(x )

significa que Supl( 5 < inf(X).
X

x € X. Assim, € uma cota inferior para o conjunto X, o que

Pela algebra, concluimos que m <sup (%) Portanto, sup (%) =

1
inf(X)

. A outra igualdade pode ser provada de forma semelhante. O

Exercicios
1.19 — Seja X = {%;n € N}. Prove que inf X = 0.

1.20 —

a) Se x e y sdo numeros reais quaisquer com x < Yy, prove que
existe pelo menos um ndmero real z tal que x < z < y.

b) Se x é um ntimero real arbitrario, prove que existem inteiros m
e n tais que m < x < n.

c) Sex > 0, prove que existe um inteiro positivo n tal que 1/n < x.



d) Se x é um numero real arbitrdrio, prove que existe um inteiro
n dnico que verifica as desigualdades n < x < n+ 1. Este n é
chamado a parte inteira de x e representa-se por [x].

1.21 — Sejam X C R nédo-vazio, limitado superiormente, e c um na-
mero real. Tem-se ¢ < sup X se, o somente se, para cada ¢ > 0 real
dado pode-so achar x € X tal que ¢ — ¢ < X. Enuncie e demonstre um
resultado andlogo com infimo em vez de supremo.

1.22 — Seja I = [0,1). Prove que sup I = 1.

1.23 — Sejam a C B conjuntos ndo-vazios limitados de nimeros reais.
Prove que inf B < infa <supa < sup B.

1.24 — Dado a4 C R ndo-vazio e limitado inferiormente, seja —a =
{—x;x € a}. Prove que —a é limitado superiormente e que sup (—a) =
—infa.

1.25 — Seja a C R ndo-vazio e limitado. Dado ¢ > 0, sejac-a = {c-
x;x € a}. Prove que ¢ - a é limitado e que sup(c-a) = c-supa, inf(c-
a) = c¢ - infa. Enuncie e demonstre o que ocorre quando ¢ < 0.

1.26 — Seja X C R. Uma fungdo f : X — R é dita ILimitada quando
sua imagem f(X) C R é um conjunto limitado. Neste caso define-se o
sup f como o supremo do conjunto f(X).

a) Prove que a soma de duas fungdes limitadas f,g: X — R é uma
funcéo limitada f +¢: X — R.

b) Mostre que (f 4 ¢)(X) C f(X) + g(X)

¢) Conclua que sup(f +¢) < supf +supg e que inf(f +g) >
inf f +infg.

d) Considerando as fungdes f,g : [—1,+1] — R, definidas por
f(x) = x e g(x) = —x, mostre que se pode ter sup(f +g) <
sup f +supg einf(f +g¢) > inf f +infg.

1.27 — Sejam a e B conjuntos de nimeros reais positivos. Definimos

a-B={x-y;xcaeyc B}

Prove que se a e B forem limitados entdo a - B é limitado, sendo sup(a -
B) =supa supBeinf(a-B)=infa-infB.
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1.170 Valor absoluto de um niimero real

E comum identificar o0 médulo de um ntimero real como sendo um
"namero sem sinal". Essa caracterizac¢do, além de ser imprecisa, é tam-
bém pouco ttil em problemas que envolvem direta ou indiretamente
o conceito de médulo. De modo mais apropriado, temos a seguinte
definicao:

Defini¢io O walor absoluto de um niimero real x, também chamado de
médulo de x, é denotado por |x| e dado por

X se x>0

x| =19
x se x<0

Uma primeira leitura da definigdo acima corrobora a interpretacéo in-
génua do médulo como sendo um "ntimero sem sinal". Afinal, tem-se,
por exemplo: 2| =2e | —2| = —(—2) = 2. Enquanto lidamos com
quantidades conhecidas, como no exemplo anterior, ndo ha problema
nenhum em adotar essa visdo ingénua. Mas quando ha quantida-
des incognitas ou varidveis envolvidas, essa concepgdo é insuficiente
e pode até levar a cometer deslizes do tipo "o médulo de x e —x é
sempre x".

Uma leitura mais adequada da defini¢do acima leva a ter em mente
que ela abre, em geral, dois casos a serem analisados, dependendo do
sinal da quantidade encerrada dentro do médulo. Vejamos como se da
essa leitura através de alguns exemplos.

Proposicao Sejam x e y nmiimeros reais quaisquer, entdo:
1. |x| >0

2. |x| = Va2

3. [x|=0&x=0

4. | —x| =lx|

5. —lxl < x < x|

6. |xy| = |x[ [y|

Teorema Se a > 0, entdo

1. |x| < aseesomentese —a < x < a;

2. |x| > aseesomentese x < —aoux > a.

Demonstracio. Precisamos provar duas afirmacdes: primeiro, que a de-

sigualdade |x| < a implica a dupla desigualdade —a < x < g; em
segundo lugar, que —a < x < g implica |x| < a.
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= Suponhamos que |x| < a. Entdo, a partir disso, temos que —a <
—|x|. Como x pode ser escrito como x = |x| ou x = —|x|, podemos
considerar ambos os casos. Assim, temos —a < —|x| < x < |x] < a.
Isso demonstra a primeira afirmagcéo.

<= agora, suponhamos que —a < x < 4. Se x > 0, entdo |x| = x <
a. Por outro lado, se x < 0, temos |x| = —x < 4. Em ambos os casos,
obtemos |x| < a. Isso completa a demonstragao. O

Teorema Para x e y niimeros reais arbitrdrios tem-se
[x+yl < [x[+ly|

Nota: Esta propriedade é conhecida como desigualdade triangular,
porque quando é generalizada a vetores significa que o comprimento
de qualquer lado de um tridngulo é igual ou menor do que a soma dos
outros dois.

Demonstragdo. Somando as desigualdades —|x| < x < |x| e —|y| <
y < |y| obtemos

—(Ixl+1yD) < x+y < |x[ + [yl

e pelo Teorema 1.66, concluimos que |x + y| < |x| + |y|. Se fizermos
x=a—cey=c—Db, entdo x +y = a — b e a desigualdade triangular
segue:

la—b| <la—c|+|b—c|

Por indugdo matemadtica, podemos generalizar a desigualdade tri-
angular do modo seguinte:

Teorema Para os niimeros reais arbitrdrios ay,a; . . ., ay, tem-se
n n
> k| < )l
k=1 k=1

Demonstragdo. Para n = 1 a desigualdade é trivial e paran = 2 é a
desigualdade triangular. Suponhamos, entdo, que é verdadeira para n
numeros reais. Para n 4+ 1 ntmeros reais a1, 4y, ..., 4,41 temos

n+1 n n n n+1
Yoa| = | Y ak a1 < | ) ak|+lapal <Y lag] +lans] = Y lad
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Portanto o teorema é verdadeiro para n + 1 ntimeros reais se for
verdadeiro para 7; logo, pelo principio de inducéo, é verdadeiro para
todo natural 7. o

Teorema |[x| — |y|| < [x — |
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1.70 Teorema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seay,...,a,¢eb1,by, ..., by
sdo niimeros reais arbitrdrios, tem-se

()2

O sinal de igualdade verifica-se se e s0 se existe um niimero real x tal que
agx + by = 0 para todo valor dek =1,2,...,n.

Demonstragio. Temos Y¢_, (axx + b)?* > 0 para todo o real x, porque
uma soma de quadrados nunca pode ser negativa. A desigualdade
anterior pode escrever-se

ax> +2Bx+C >0 (1.5)
onde
n n n
a:Zai, B:Zakbk/ C:Z:b]%
k=1 k=1 k=1
Desejamos demonstrar que B2 < aC. Sea = 0, cada a, = 0 e deste
modo B = 0 e o resultado é trivial. Se a # 0, podemos escrever

B\? — B2
ax2+2Bx+C—a(x+a> +aCa

O segundo membro é minimo quando x = —B/a. Fazendo x =
—B/a em 1.5 obtemos B2<aCo que demonstra o resultado. O leitor
deve confirmar que a igualdade é vélida se, e somente se, existir um x
tal que ayx + by = 0 para todo k. O

Exercicios

1.28 — Demonstre as seguintes propriedades do médulo;
a) |—x| = |x
b) |x—yl=ly—x|
c) |x|=cex==c
4 fx-yl =[xyl
e) |x?] =x?
f) Sec>0entdo |x|<c& —c<x<c
g —lx[<x<|x]
h) |x+y| < |x| + |y| (Desigualdade Triangular)
D) xl =yl < fx =yl

1.29 — Discuta se vale ou ndo a seguinte desigualdade (para um nt-
mero real arbitrario x):
—x <|x| <x



1.30 — (Ndo existéncia de Infinitesimais) Mostre que se |x —a| < ¢
para todo € entdo x = a.

1.11 Introdugdo a topologia da reta

O objetivo desta segdo é o de introduzir uma linguagem e uma notagdo
que serdo tteis, mais adiante, no estudo das sequéncias e fungdes reais
de uma variavel real. Em boa parte, trata-se de linguagem e notagao
conhecidas, como é o caso dos intervalos abertos e fechados. A expres-
sdo "topologia da reta", de certo modo, refere-se a propriedades dos
numeros reais (ou das fungdes reais) que se expressam nessa lingua-
gem e que permitem definir no¢des de abertos, fechados, vizinhanga,
continuidade, limites e outros conceitos fundamentais em anélise. 7.

Comecgamos por dois conceitos que estdo na base do que se entende
por topologia da reta: distdncia e intervalo
A distancia entre dois nimeros reais x e y é dada por

d(x,y) =[x —yl

Note que, vista na reta real, a nogdo de distidncia corresponde ao
comprimento do segmento de reta cujos extremos sdo os pontos com
abscissas x e v.

Dados dois ntimeros reais a < b, um intervalo de extremos a e b é um
dos subconjuntos abaixo:
* (a,b) ={x€R|a<x<b} (intervalo aberto)

e [g,b] ={x € R|a<x<b} (intervalo fechado)
* [o,b)={xeR|a<x<b}

* (a,b]={xeR|a<x<b}

A medida de um intervalo de extremos a e b é a distancia entre
esses extremos, i.e. |a — b|. Note que um intervalo de extremos a e b
corresponde, na reta real, ao segmento cujos extremos tém abscissas 4
e b. A medida desse intervalo é a medida (comprimento) do segmento
correspondente.

Sobre notagdo. Em alguns textos, a notagdo para intervalos abertos (ou
semi-abertos) usa o colchete invertido. Por exemplo, |a,b[ denota o
que, aqui, denotamos por (4,b). Nao adotaremos essa notacdo do col-
chete invertido, mas somente aquela do parénteses, explicitada acima.
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7a Topologia, na verdade, é uma darea
ampla da Matematica que se ocupa, den-
tre outras coisas, do estudo das fungdes
continuas. Tais fungdes, e consequente-
mente seu estudo, se ddo em contextos
bem mais gerais do que aquele das fun-
¢Oes reais de uma variavel real, que é o
que nos interessa aqui. Por tal motivo,
ndo aprofundaremos o significado da ex-
presséo "topologia da reta". Na verdade,
poderiamos mesmo ter omitido tal refe-
réncia a Topologia, mas por que fazé-lo
se, de fato, é disso que esta segdo trata?

d(x,y) =[x -y

a b
L AY \
\ 4 r

Intervalo aberto
a b

L b |
p |

~

C
Intervalo Fechado
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z

Uma notagdo semelhante aquela de intervalo é usada para denotar
semi-retas, lancando mao também dos simbolos +oco e —oco. Assim,
dado 2 € R, tem-se

¢ (a,+0):={xeR|x>a}

® [g,+00):={x eR|x>a}
o (—o0,a):={xeR|x<a}

* (—oo,a]:={xeR|x <a}

Note que ndo faz sentido usar o colchete no extremo infinito, uma vez
que nem —co nem +o0o sdo nuimeros reais. Por simplicidade, as vezes
usaremos o termo "intervalo"” também para semi-retas como as acima.

Quando falamos em intervalos, uma notagdo particularmente ttil é
aquela de intervalo centrado em um dado nimero real. Dado qualquer
a € Redado e >0, 0o intervalo centrado em a2 com raio ¢, ou também
vizinhanga de a de raio ¢, é o intervalo

Ve(a) = (a—¢,a+e)

2

Nesse caso, dizemos que a é o centro desse intervalo. Observe que
vale a seguinte propriedade (prove-a por exercicio):

xe(a—gate) e |x—al <e

Isso significa, em particular, que os ntimeros desse intervalo sdo aque-
les que distam de a2 menos do que &. Dito de outra forma, um intervalo
do tipo (a — ¢,a + €) pode ser interpretado como o conjunto dos nu-
meros que "aproximam" o ntimero 4, com um "erro" menor do que e.
O namero ¢ é chamado de raio da vizinhanga V,(a).

Dado um subconjunto S de R, intuitivamente um ponto x em R
pode ser considerado como estando "dentro"de S, na "fronteira"de S,
ou "fora"de S. Dizer que x estd "fora"de S é o mesmo que dizer que
x estd "dentro"do complementar de S, ou seja, dentro R\S. Usando
vizinhangas, podemos tornar as ideias intuitivas de "dentro"e "fron-
teira"precisas.

Definicao Seja S um subconjunto de R.
e Um ponto x em R é um ponto interior de S se existir uma vizinhanga V
de x tal que V C S.

* Se para toda vizinhanga V de x, temos que VNS # @ e VN (R\S) # &,
entdo x é chamado de ponto de fronteira de S.
O conjunto de todos os pontos interiores de S é denotado por intS, e o
conjunto de todos os pontos de fronteira de S é denotado por fr S.

Proposicao Seja S um subconjunto de R. Entdo
o frS = fr(S°).

Ponto de Fronteira

Ponto Interior

Conjuntoa C R
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® Para todo ponto x € IR temos que x pertence a um e somente um dos
sequintes conjuntos: intS, fr S ou int(S°).

A demonstracéo serd deixada como exercicio ao leitor.

De modo semelhante ao feito para intervalos, podemos falar em con-
junto aberto e conjunto fechado. Seja a C R um subconjunto qualquer
de ntimeros reais. Dizemos que 2 é aberto se vale a seguinte propri-
edade: todo ponto x € a é centro de um intervalo contido em a. Dito
de modo menos preciso (mas talvez mais significativo): para todo nu-
mero pertencente ao conjunto a, variagdes suficientemente pequenas
dele continuam dentro do conjunto a.

Definicdo Dizemos que o conjunto a é aberto < para todo x € a temos que
x € inta. Ou equivalentemente, a é aberto < para todo x € a existe ¢ > 0
tal que (x —e,x +¢) Ca

Por outro lado, um conjunto B C R é fechado se o seu complemen-
tar (relativamente ao conjunto R) é aberto, i.e.

Defini¢do Dizemos que o conjunto B é fechado < R\B é aberto.

Se nenhum dos pontos de S for um ponto de fronteira de S, entdo
todos os pontos em S devem ser pontos interiores de S. Por outro
lado, se S contiver sua fronteira, entdo como frS = fr(R\S), o con-
junto R\S ndo deve conter nenhum de seus pontos de fronteira. As
implicagdes inversas também se aplicam, entdo obtemos as seguintes
caracterizagdes tteis:

Teorema Seja S C IR.
1. SefrS C S, entio S é fechado.

2. SefrS C R\S, entdo S é aberto.

Teorema
1. a unido de qualquer colegdo de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

2. aintersegdo de qualquer colegdo finita de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

Demonstragdo.

Demonstragdo de 1. Seja uma colecdo arbitraria de conjuntos abertos
esejaS={a:a€} SexeS§, entdo x € a para algum a € . Como a
é aberto existe uma vizinhanca V de x tal que V C 4. Mas comoa C S,
temos que V C S e, portanto, x é um ponto interior de S. Logo, S é
aberto.

Demonstragdo de 2. Sejam a4, ...,4, uma cole¢do finita de conjuntos
abertos e seja T = (i, 4;. Se T = O, j& terminamos, pois & é aberto.
Se T # o, seja x € T. Entdo x € a; para todoi = 1,...,n. Como
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Conjuntos a e B abertos
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cada conjunto a; é aberto, existem vizinhangas V;(x;¢;) de x tais que
Vi(x;e;) C a;. Seja ¢ = min{ey,...,€,}. Entdo Ve(a) C a; para todo
i=1,...,n,logo V:(a) C T. Assim, x é um ponto interior de T, e T é
aberto.

Exemplos

1. Qualguer intervalo aberto (a,b) é um conjunto aberto. De fato, dado qual-
quer x € (a,b), tomando r como sendo a menor das distincias |x — a| e
|x — b|, resulta que (x —r,x +7r) C (a,b).

2. Qualquer intervalo do tipo (—oo,a) ou (a,+o0) é aberto. De fato, dado
qualquer x em uma dessas semi-retas, tomando r = |x — a|, resulta que
(x — r,x + r) estd contido na semi-reta considerada.

3. Qualquer intervalo fechado [a,b] é um conjunto fechado. De fato, seu
complementar é (—co,a) U (b, 4+00), que é aberto (pois é unido de dois
conjuntos abertos).

4. Qualquer intervalo do tipo (—oo,a] ou [a, +00) é fechado, pois seus com-
plementares sio semi-retas abertas.

5. O conjunto R é aberto.
6. O conjunto R\Z é aberto pois temos que R\Z = ;> _,(m,m +1).

7. O conjunto dos niimeros inteiros Z. é fechado pois seu complementar é
aberto.

8. Um intervalo do tipo [a,b) ndo é nem aberto, nem fechado. De fato, ne-
nhum intervalo centrado em a estd contido em [a, b) (descartando que este
seja aberto) e nenhum intervalo centrado em b estd contido no complemen-
tar de [a, b) (descartando que [a, ) seja fechado).

9. De modo andlogo, um intervalo do tipo (a,b] nio é nem aberto, nem fe-
chado.

Os dois tltimos exemplos mostram que os conceitos de "aberto" e "fe-

chado" ndo sdo conceitos opostos. Isto é, se um dos atributos nao vale
p

para um dado conjunto, ndo se pode concluir que o outro atributo

deve ser valido para esse conjunto.

Observagio. Sob o ponto de vista formal, convém atribuir ao conjunto
vazio a propriedade de ser um conjunto aberto (na verdade, o conjunto
vazio satisfaz a condicdo de ser aberto, acima definida, por vacuidade).
Isso significa, também, que o seu complementar é fechado. Mas o
complementar de @ é R. Logo, R é aberto e também fechado. E
sendo R aberto, temos que seu complementar é fechado, i.e. o conjunto
vazio & também é aberto e fechado. Esses sdo os tnicos conjuntos
simultaneamente abertos e fechados.

1

Ponto d\ez\Tur/nulagﬁo

Vizinhanga de p
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Teorema Para qualquer conjunto S C R, seja S° a unido de todos os con-
juntos abertos contidos em S. Entdo:
1. S° é um conjunto aberto.

2. 5° é o maior conjunto aberto contido em S. Ou seja, mostre que S° C S, e
se U é qualquer conjunto aberto contido em S, entido U C S°.

3. §° =intS.

Demonstragio.
1. 5° é um conjunto aberto:

Por definigdo, S° é a unido de todos os conjuntos abertos que estdo
contidos em S. A unido de conjuntos abertos é sempre um conjunto
aberto. Portanto, S° é um conjunto aberto.

2. §° é o maior conjunto aberto contido em S:

Primeiro, vamos provar que S° C S. Como 5° é definido como a
unido de todos os conjuntos abertos que estdo contidos em S, cada um
desses conjuntos abertos é um subconjunto de S. Portanto, a unido
desses conjuntos também serd um subconjunto de S. Assim, temos
que S° C S.

Agora, vamos mostrar que se U é um conjunto aberto contido em
S, entdo U C S°: Como S° é a unido de todos os conjuntos abertos
contidos em S, U é um dos conjuntos abertos que formam essa unido.
Logo, U C S°. assim, S° é o maior conjunto aberto contido em S, no
sentido de que qualquer conjunto aberto contido em S também estd
contido em 5°.

3. S° = int(S), onde int(S) é o conjunto de todos os pontos interiores
de S:

Seja Y = 5° a unido de todos os subconjuntos abertos de a. assim,
Y C aeY é um conjunto aberto (pois a unido arbitraria de conjuntos
abertos é aberta). Logo, se y € Y, entdo y € int(a), uma vez que
podemos usar Y como um conjunto aberto contendo y.

Para a reciproca, suponha que x € int(a). Entdo, existe um conjunto
aberto Uy C a que contém x. Esse conjunto U, estd incluido na unido
que define Y. Portanto, U, C Y, o que implica que x € Y.

Defini¢do (Ponto de acumulagdo) Seja a C R e xg € IR. Dizemos que
xo € um ponto de acumulagdo de a se, para todo § > 0, existe pelo menos
um ponto x € a, x # xo, tal que |x — xo| < 8. Em outras palavras, xq é
um ponto de acumulagdo de a se qualquer vizinhanga de xo contém infinitos
pontos de a distintos de x.

O conjunto de todos os pontos de acumulagio de a é denotado por a’. Se
X Eaex ¢ a, entdo x é chamado de ponto isolado de a. 8

Essa definigdo garante que x( estd "préximo'de outros pontos de g,
e é fundamental para definir corretamente limites e continuidade de
fungdes em certos pontos.
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8Um conjunto ¢é dito discreto se todos
os seus pontos sdo isolados, ou seja, ao
redor de cada ponto do conjunto existe
uma vizinhan¢a que ndo contém ne-
nhum outro ponto do conjunto.
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Um ponto xy que é ponto de acumulagdo de a4 também é chamado
de ponto limite de a.

Note que um ponto de acumulac¢do de a pode ser, mas ndo precisa
ser, um membro de a.

(a) Sea é o intervalo (0,1], entdo a’ = [0, 1].
(b) Sea={1/n:n €N}, entdo a’ = {0}.

(c) Sea =N, entdo ' = @. Assim, N consiste inteiramente de pontos
isolados.

(d) Se a é um conjunto finito, entdo a’ = .

1.80

1.81

Defini¢do Dado a C IR o fecho de a, denotado por cla, é definido por
cda=aud
onde a’ é o conjunto de todos os pontos de acumulagdo de a.

Proposicdao Seja a um subconjunto de R. Entdo

a. a é fechado se e somente se a contém todos os seus pontos de acumulagio.
b. cla é um conjunto fechado,

c. aéfechado se e somente se a = cla,

d. cla=aUfra.

Demonstragao.

1.

(=) Se a é fechado, entdo a contém todos os seus pontos de acumu-
lagéo:

Por defini¢do, um conjunto a é fechado se o seu complemento R \ a
é aberto. Suponha que x seja um ponto de acumulagdo de a. Isso
significa que qualquer vizinhanga de x contém pelo menos um ponto
de a diferente de x. Se x ¢ a, entdo x € R\ a. Como R\ a é aberto,
existe uma vizinhanga de x totalmente contida em R \ 2. No entanto,
isso contradiz o fato de que x é um ponto de acumulagdo de a, porque
essa vizinhanca ndo pode conter nenhum ponto de a. Portanto, x deve
estar em 4, e assim a contém todos os seus pontos de acumulagéo.

(<) Se a contém todos os seus pontos de acumulacdo, entdo a é
fechado:

Suponha que a contém todos os seus pontos de acumulagdo. Pre-
cisamos provar que R\ 2 é um conjunto aberto para concluir que a
é fechado. Considere um ponto y € R\ a. Se y ¢ a, entdo y ndo
pode ser um ponto de acumulac¢do de a (caso contrario, y estaria em
a porque assumimos que a contém todos os seus pontos de acumula-
¢do). Portanto, existe uma vizinhanca de y que ndo contém nenhum
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ponto de a. Isso implica que essa vizinhanga estd totalmente contida
em R\ 2, mostrando que R \ @ é um conjunto aberto. Como R\ a é
aberto, concluimos que a é fechado.

Densidade dos Racionais e Irracionais Os ntimeros reais que ndo sdo
racionais, ou seja, os elementos do conjunto R \ Q, sdo chamados de
numeros irracionais. Jd4 demonstramos a existéncia de alguns deles:
\ﬁ, \/5, %, entre outros.

Mostraremos a seguir que os nuimeros irracionais estdo dispersos
por toda parte entre os ntimeros reais. Em sequéncia, provaremos
que hd mais ntmeros irracionais do que racionais. Para explicitar o
que queremos dizer com "dispersos por toda parte", comegaremos com
uma definicéo.

Defini¢do Um conjunto X C R é dito denso em R quando todo intervalo
aberto (a,b) contém pelo menos um ponto de X.

Em outras palavras, um conjunto X de ntimeros reais é denso em R
se, para quaisquer a < b em IR, é possivel encontrar um x € X tal que
a<x<b.

Por exemplo, seja X = IR\ Z, o conjunto dos ntimeros reais que nao
sdo inteiros. Este conjunto é denso em R porque, para qualquer inter-
valo (a,b), existem infinitos nimeros reais, enquanto hd no maximo
um ndamero finito de inteiros n tal que a < n < b. Assim, qualquer
intervalo (a,b) contém elementos de X (ou seja, nameros reais nao
inteiros).

Teorema Os conjuntos Q dos niimeros racionais e R \ Q dos niimeros irra-
cionais sido ambos densos em R.

Demonstragdo. Considere um intervalo aberto (a,b) C R. Demonstra-
remos a existéncia de um ntimero racional e um ntmero irracional
nesse intervalo.

Existéncia de um nimero racional. Seja p € N tal que 0 < % <b-
a. A existéncia de tal p é garantida pela propriedade arquimediana dos
reais. Os multiplos inteiros de % particionam a reta real em intervalos

de comprimento 1. Como a extensdo de um desses intervalos é menor
que o comprimento de (a,b), pelo menos um deles estara contido em
(a,b). Formalmente, sejaa = {m € Z | % > b}. O conjunto a é ndo
vazio e limitado inferiormente, logo possui um menor elemento mj.
Note que % > b, mas mOT_l < b. Afirmamos que a < mOT_l < b. De

fato, se a > "= entio a > m7°1 — % de onde temos que a > b — % e
finalmente b —a < %, contradizendo a escolha de p. Logo, mopfl é um

ndmero racional em (g, b).

NUMEROS REAIS
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Existéncia de um nitmero irracional.Seja p € IN tal que 0 < % <
b — a. Analogamente ao caso anterior, os multiplos inteiros ndo nulos
de % particionam a reta em intervalos de comprimento % Con-
sequentemente, pelo menos um desses intervalos estard contido em
(a,b). Formalizando, seja B = {m € Z\ {0} | %ﬁ > b}. O conjunto B
é ndo vazio e limitado inferiormente, logo possui um menor elemento
mp. Note que mOT\/i > b, mas M
(mo—1)v2

p

< b. Um argumento analogo ao

caso anterior mostra que é um numero irracional em (a,b).

A partir desse teorema, podemos dizer que os ntimeros irracionais
estdo realmente dispersos em todo o conjunto RR.

Teorema (Principio dos Intervalos Encaixantes) Seja I; D I, D --- D
In D ... uma sequéncia decrescente de intervalos limitados e fechados I,, =
[an, by). A intersegio ;.4 I, ndo é vazia, ou seja, existe pelo menos um
niimero real x tal que x € I, para todo n € IN. Mais precisamente, temos
I, = [a,b], onde a = supa, e b = inf by,.

Demonstragdo. Para n € N, temos I,,1 C I;, o que implica que a, <
ayy1 < bypq < by. Assim, podemos escrever:

mp<ap<--<ap < <bpy<--<bhp<h

Denotemos por a o conjunto dos a, e por B o conjunto dos b,,. Am-
bos sdo limitados: a; é uma cota inferior e cada b, é uma cota superior
de a. De maneira semelhante, B também é limitado. Sejam a = supa
e b = inf B. Como cada b, é uma cota superior de 4, temos a < by,
para todo n. Assim, a é uma cota inferior de B, e, portanto, a < b.
Consequentemente, podemos escrever:

m<mp<--<ap<--<a<b<--<b,<---<by<b.

Concluimos que [a,b] C I, para cada n, (podendo ser a = b). Logo,
[a,b] C N1 L. Além disso, nenhum x < a pode pertencer a todos
os intervalos I;. De fato, sendo a = supa, existe algum a, € a tal que
x < ap, ou seja, x ¢ I,. Da mesma forma, se y > b, entdo y > by, para
algum m, de onde y ¢ I,,. Concluimos, portanto, que 5 I, = [a,b].0

Usaremos o Teorema 1.84 para provar que o conjunto dos niimeros
reais ndo é enumeravel.

Teorema O conjunto R dos niimeros reais é nio enumerdvel.

Demonstragdo. Seja I = [a,b] um intervalo fechado e limitado com a <
b, e seja xp um nimero real qualquer. Existe um intervalo fechado e
limitado | = [c,d], com ¢ < d, tal que xp ¢ J e ] C I. Essa afirmagéo
pode ser facilmente verificada.

I

| . —
L R

Intersecdo: I1 NI, N I3

Principio dos Intervalos Encaixantes
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Usaremos essa propriedade repetidamente para demonstrar que,
dado um subconjunto enumeravel X = {x1,x2,...,%y,...} C R, pode-
mos sempre encontrar um nimero real x ¢ X.

Inicialmente, seja I; um intervalo fechado e ndo degenerado tal que
x1 € I;. Em seguida, escolhemos I, um intervalo do mesmo tipo,
com xp € b e I C I;. Continuamos esse processo indutivamente.
Suponhamos que tenhamos obtido I; D I O - - - D I, todos intervalos
fechados e ndo degenerados, com x; ¢ [; para 1l < i < n. Podemos
entdo construir I,,;1 C I, de modo que x,,11 & L,41.

Assim, obtemos uma sequéncia decrescente de intervalos limitados
e fechados Iy D I D --- D I; D .... De acordo com o Teorema 1.84,
existe pelo menos um ntimero real x que pertence a todos os intervalos
I,. Como x; ¢ I; para todo i, concluimos que x nédo é igual a nenhum
dos x;. Portanto, nenhum conjunto enumeravel X pode conter todos
0s nUmeros reais. O

Coroldrio Todo intervalo nio degenerado de niimeros reais é ndo enumerd-
vel.

Demonstragio. De fato, consideremos a fungdo f : (0,1) — (a,b) de-
finida por f(x) = (b —a)x + a, que é uma bijegdo entre o intervalo
aberto (0,1) e um intervalo aberto arbitrario (a,b). Se conseguirmos
provar que (0,1) ndo é enumeravel, podemos concluir que nenhum
intervalo ndo degenerado pode ser enumeravel.

Suponhamos, por absurdo, que (0, 1) fosse enumeravel. Nesse caso,
o intervalo (0,1] também seria enumeravel, o que implicaria que, para
todo n € Z, o intervalo (n,n + 1) também seria enumeréavel (pois a
fungdo x +— x + n estabelece uma bijegao de (0,1) sobre (1,1 + 1)).
Contudo, isso implicaria que R = ,cz(n,n + 1) seria enumeravel,
sendo uma unido enumerdavel de conjuntos enumeraveis, o que é uma
contradicao. 0

Corolério O conjunto dos miimeros irracionais nio é enumerduvel.

Demonstragio. De fato, temos R = Q U (R — Q). Sabemos que Q é
enumerdvel. Se R — Q também fosse enumeravel, entdo R seria enu-
meréavel, pois seria a unido de dois conjuntos enumeréveis. No entanto,
isso contraria o que provamos no Teorema 1.85. O

Exercicios

1.31 — Um conjunto a C R é fechado se e somente se contém todos
os seus pontos de acumulacéo.
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1.32 — Dado um ndmero natural p > 1, prove que os niimeros raci-
onais da forma %, onde m € Z e n € IN constituem um subconjunto
denso em RR.

1.33 — Se b > 0, mostre que existem infinitos ntimeros racionais en-
treaeb.

1.34 — Prove ou fornega um contraexemplo: Se um conjunto S possui
um maximo e um minimo, entdo S é um conjunto fechado.

1.35 — Seja a um subconjunto ndo vazio e aberto de R e seja Q o
conjunto dos ntimeros racionais. Prove que a N Q # @.

1.36 — Sejam S e T subconjuntos de IR. Prove o seguinte:
a) intS é um conjunto aberto.
b) int(intS) = intS.
¢ int(SNT)= (intS) N (intT).
d) (intS)U(intT) Cint(SUT).
e) Encontre um exemplo que mostre que a igualdade ndo precisa
valer no item anterior.

1.37 — [Corte de Dedekind] Um par ordenado ( A,B ) onde A e
B sdo subconjuntos nao-vazios de ntimeros racionais, tais que a4 nao
possui elemento méximo, AUB = Q e, dados x € A ey € B quaisquer,
tem-se x < y é dito corte de Dedekind 9

a) Prove que, num corte de Dedekind ( A, B ), vale sup A = inf B.

b) Seja D o conjunto dos cortes de Dedekind. Prove que existe
uma bijecdo f : D — R.

1.38 — Se a é aberto e B é fechado, prove que a\B é aberto e B\a é
fechado.

1.39 — Prove a proposigdo 1.81

1.40 — Prove o seguinte:

a) Um ponto de acumulagdo de um conjunto S é um ponto interior
de S ou um ponto de fronteira de S.

b) Um ponto de fronteira de um conjunto S é um ponto de acu-
mulagdo de S ou um ponto isolado de S.

1.41 — Prove que se x é um ponto isolado de um conjunto S, entdo

9 Um exemplo tipico de corte de Dede-
kind dos ntimeros racionais Q é dado
pela particdo (A, B) com

A:{ueQza2<20ua<0},
B:{beQ:h222eb20}.

Como veremos posteriormente
este corte representa 0 numero
irracional V2 na construgdo do
corpo  dos reais de Dedekind.

A={aeQ:a®<2 ou a<0}

B={beQ:b?*>2 e b>0}

Nuimeros racionais Q



x € frS.

1.42 — Prove: (c1S)\(intS) = frS.

1.43 — Seja S um conjunto infinito e limitado e seja x = sup S. Prove:
Sex ¢S, entdiox € 5.

1.44 — Prove: Se x é um ponto de acumulagdo do conjunto S, entdo
todo entorno de x contém infinitos pontos de S.

1.45 —
a) Prove: frS = (c1S) N [cl(R\S)].
b) Prove: fr S é um conjunto fechado.

¢) Prove: S’ é um conjunto fechado.

1.46 — Suponha que S seja um conjunto ndo vazio e limitado, e seja
m = sup S. Prove ou forneca um contraexemplo: m é um ponto de
fronteira de S.

1.47 — Sejam S e T subconjuntos de IR. Prove o seguinte:
a) cl(clS) =clS.
b) c(SUT)=(clS)U(clT).
c) c(SNT)C (cIS)N(clT).
d) Encontre um exemplo que mostre que a igualdade ndo precisa
valer no item anterior.

1.48 — Para qualquer conjunto S C RR, seja S a intersecdo de todos os
conjuntos fechados que contém S.

a) Prove que S é um conjunto fechado.

b) Prove que S é o menor conjunto fechado que contém S. Ou
seja, mostre que S C S, e se C é qualquer conjunto fechado que
contém S, entdo S C C.

c) Prove que S = clS.

d) Se S é limitado, prove que S é limitado.

1.49 — Para qualquer conjunto S C R, seja S a intersecdo de todos os
conjuntos fechados que contém S.

a) Prove que S é um conjunto fechado.

b) Prove que S é o menor conjunto fechado que contém S. Ou
seja, mostre que S C S, e se C é qualquer conjunto fechado que

NUMEROS REAIS

59



1.88

60 NUMEROS E SEQUENCIAS

contém S, entdo S C C.
c) Prove que S =clS.

d) Se S é limitado, prove que S é limitado.

1.50 — Para qualquer conjunto S C IR, seja S° a unido de todos os
conjuntos abertos contidos em S.

a) Prove que S° é um conjunto aberto.

b) Prove que S° é o maior conjunto aberto contido em S. Ou seja,
mostre que 5° C S, e se U é qualquer conjunto aberto contido
em S, entdo U C S°.

c) Prove que S° = int S.

1.51 — Dé exemplo de uma sequéncia decrescente de intervalos fe-
chados (ilimitados) cuja intersecdo seja vazia e de uma sequéncia de-
crescente de intervalos (abertos) limitados cuja interse¢do seja vazia.

1.12 Potenciagdo de niimeros reais

A potenciagdo ou exponenciagdo envolve duas quantidades, a base a e
o expoente m. Se m € IN, entdo '©

a"=axaxax...xa.

m vezes

Como m é um ntimero natural, essa operagdo pode ser definida para
qualquer a € R realizando as operagdes de multiplicacio um ndmero
finito de vezes. A exponenciagdo para inteiros negativos m também

pode ser definida como
1

pe—y

a =

0 que sabemos calcular, pois —m € IN.

Proposic¢do (Lei dos Enpoentes) Seja a € R\{0} e n,m € Z\{0}. En-
tio:
1. "t = q"g™,

2. a" = (a™)™.
3. Sen < m, entdo

a < am™ sea>1,

a>a" se0<a<l.

Para completar a definicdo para expoente zero, queremos garantir
que a lei dos expoentes permaneca consistente. Observamos que para

'° Para sermos rigorosos, podemos defi-
nir a potenciagdo com expoente natural
de forma recursiva..



qualquer a € R\{0}, temos

1=a"a" =a " =40,
Entdo definimos a° = 1 para qualquer a € R\{0}, para ser consis-
tente com as identidades acima. No entanto, o valor de 0° permanece
indefinido.

Poténcia com expoente racional Para definir a poténcia com expoente
racional, definamos antes a operacao ai quando n € IN*. Isto é feito
dizendo que ai é o ntimero real positivo cuja n-ésima poténcia é igual
ao numero 4, i.e.

b=an<b>0eb" =a

A definicdo acima parece boa, mas esconde uma questdo: fixados a e
n, serd que existe tal niimero real b? a resposta a essa questdo é similar
ao caso da existéncia da raiz quadrada de um ntimero real positivo.
De fato, tal ntimero b existe e é definido por

b =sup{x € Ry |x" < a}

De modo anélogo ao que foi feito no caso da raiz quadrada de um
niimero real positivo, pode-se provar que tal nimero real satisfaz as
condicoes desejadas (i.e. b > 0 e b" = a).

~ A a1 PR
Observagio. A poténcia an também é denotada por {/a e chamada de
raiz n-ésima de a.

Se g € Q, podemos escrever

Note que cada uma das operagdes acima (primeiro a poténcia por 1/n,
seguida pela poténcia por m) ja foram definidas anteriormente. O pro-
blema que poderia aparecer aqui tem a ver com a falta de unicidade da
representacdo do ntimero racional g como sendo uma razao de ntime-
ros inteiros. De fato, a fragdo m/n é somente uma das infinitas repre-
sentacdes possiveis de g. Como garantir que, se tomarmos qualquer
outra, o resultado da operacdo de poténcia ndo se altera? Felizmente,
é possivel provar que a poténcia a7 acima definida é, de fato, inde-
pendente da particular razdo m/n que tomarmos para representar o
niimero racional g (tal prova serd, porém, omitida).
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1.89 Proposicdo Sejaa,b > 0ex,y € Q.
1. a*TV = a*a¥,

2. a% = (a¥)Y.
3. Se x <y, entdo

a* <a¥ sea>1,
a*>a¥ se0<a<l.

4. Se x <0 <y, entdo

F<ad=1<a¥ sea>1,
A >a=1>a% se0<a<l.

5. a*b* = (ab)*.
6. Se0 < a<b,entio

a* <b* sex >0,
a* >b* sex <0.

Demonstragdo. Muitas dessas provas dependem do fato de que sdo ver-

dadeiras para expoentes inteiros na Proposigdo 1.88.

1. Suponha que x = s ey = % com g,5 > 0. Usando a defini¢do para
expoente racional e a Proposi¢do 1.88, temos:

pPr pst+rq 1 p5+rq
a*ty :aq+5 =g © = <{1q5>

=a*aY

2. Suponha que x =

=<

ey = L comq,s > 0. Primeiro, vamos mostrar
1

1
que ¥ = (aé) ", Definimos b = (a‘11> y Entdo, b é o tinico
1 1
niimero positivo tal que b°* = a7. Definindo ¢ = b° = a7, entdo c
é o Unico ndmero positivo tal que ¢7 = a. Isso significa que a =
¢ = (b%)7 = b%, de modo que b é o tinico ntimero positivo tal que
b =a.

1\ %
Por outro lado, claramente <a ﬂs) = a. Assim, pela unicidade, de-

1 1\s .
vemos tera® = b = (aq ) . Para o caso geral, usando o fato acima,
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a definicdo de expoentes racionais e a lei dos expoentes, temos:

o= af = (#)" - (( 1>pr -((+)")

1
s

(7)) - ¢

= (gx)y O

1
s

~~
@

Poténcia com expoente real Finalmente, seja x € R.
e Sea > 1, entdo

a*:=sup{al|g€Qeq<x}
e Se0<a<1,entio

a* :=inf{a’|g € Qeq < x}

Com as defini¢des acima, estendemos a operagdo de poténcia ao con-
junto dos nameros reais. Tal operagdo, além disso, satisfazem as se-
guintes propriedades. Dados quaisquer a,b,x,y € R, com a,b > 0,
tem-se:
1. a*tY = a*a¥
2. (a*)¥ =a"y
3. (ab)* = a*b*

X—=y —
4. a7V =1y

a\¥ _ a*

(5) =&
As demonstracdes de tais propriedades sdo intrincadas e serdo deixa-
das como exercicio ao leitor.

Exercicios

1.52 — Prove para x e y racionais as seguintes propriedades:
a) a¥tV = ag¥ay
b) (a*)¥ =a"V
c) (ab)® =a*b*
d) av¥V =15

o (§)'=&

*** 1.53 — Utilizando o Exercicio anterior, prove as propriedades acima
para x e y reais.
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1.13 Representagio decimal dos niimeros reais

E comum dizer-se que os ntimeros reais sdo os nimeros que podem
ser escritos em forma decimal. Mas o que significa isso, realmente?
Quando trabalhamos com ntimeros inteiros, usamos a notagdo posici-
onal em base 10, 0 que significa que cada posigdo corresponde a uma
dada poténcia de 10: a unidade é a poténcia 10°, a dezena é a poténcia
10!, a centena é 102 e assim por diante. Por exemplo,

14302 = 1.10* 4 4.10° + 3.10% + 0.10" +2.10°

Ja para representar nliimeros ndo inteiros, precisamos lancar mado das
"casas decimais”, i.e. de algarismos a direita da virgula. Mas aqui
também a notagdo posicional se relaciona com as poténcias de 10, com
a Unica diferenca de que as casas a direita da virgula referem-se a
poténcia negativas de 10. Por exemplo,

23,496 = 2.10' +3.10° + 41071 +9.1072 + 6.1073

Enquanto lidamos com ntimeros que possuem um numero finito de
casas decimais (ndo nulas), a expressdo acima ndo causa nenhuma es-
tranheza. Entretanto, para interpretarmos uma representagdo decimal
com um ndmero infinito de casas decimais ndo nulas, nos deparamos
com um soma infinita de (multiplos) de poténcias de 10. Qual o signi-
ficado de tal soma?

Para uma resposta adequada, precisaremos do conceito de série numé-
rica, o que s sera visto na segdo dedicada as Sequéncias. Mas pode-
mos desde ja tentar dar uma interpretacéo aceitavel por ora.

Vamos explicar como é possivel definir analiticamente os desenvol-
vimentos decimais utilizando o axioma do supremo.

Seja x um ndmero real positivo dado e 4y 0 maior inteiro menor ou
igual a x. Escolhido 4y, determinamos a7 como o maior inteiro tal que:

a1

4 -
CRETI

Em geral, dados ag, a1, ...,a,_1, seja a, o maior inteiro tal que:

al ap an
a2yt o .
R TR T A A T i (16)

Seja S o conjunto de todos os nimeros da forma:

m a» ay
ag + 0 + 102 + 0 (1.7)
obtidos assim para n = 0,1,2,.... Entdo, S é ndo vazio e limitado

superiormente, e é ficil verificar que o supremo coincide com x. Os



inteiros ag, a1, ay, . . . assim obtidos podem ser usados para definir uma
representacdo decimal de x:

X = ap.a1a24as . ..

onde o digito 4, na enésima posicdo é o maior inteiro que satisfaz
1.6. Por exemplo, se x = %, encontramos a9 = 0,41 = 1,ap = 2,a3 =5
e a, = 0 para n > 4. Portanto, podemos descrever:

% = 0,125000. ..

Se na defini¢do 1.6 trocarmos o sinal < por <, obtemos uma defi-
nigdo ligeiramente diferente da representagdo decimal. O supremo de
todos os ntimeros da forma 1.7 serd igualmente x, embora os inteiros
ap, aj, az, . .. Ndo sejam necessariamente os mesmos que satisfazem 1.6.
Por exemplo, se essa segunda defini¢do for aplicada a x = %, encon-
tramos a9 = 0,41 = 1,ap = 2,a3 =4 ea, =9 paran > 4. Isso leva a
representacdo decimal infinita:

% =0,124999...

O fato de um ntumero real ter duas representacdes decimais dife-

rentes reflete o fato de que dois conjuntos distintos de ntimeros reais
podem ter o mesmo supremo.
Nesse sentido, pode-se ler a representacdo decimal como um "pro-
cesso de aproximagdo" de ntimero real . Como veremos no momento
oportuno, essa interpretacdo ndo esta longe daquela formalmente mais
correta.

Outra dificuldade que se encontra quando lidamos com representagao
decimal de um ndmero real estd relacionada com a seguinte questao:
0s nuimeros

1 e 0,999999999999....

sdo diferentes?

Por um lado, ndo ha davidas quanto ao fato de que as representagdes
decimais acima sdo diferentes. Mas isso pode levar o leitor incauto a
afirmar que os nimeros que tais expressoes representam também sao
diferentes. Serd que sdo mesmo? Usando mais uma vez uma lingua-
gem informal (deixando a resposta formal para quando tratarmos das
séries numéricas), podemos comparar o nimero 1 com os nimeros

0,9 0,99 0,999 0,9999

Esses tiltimos, no sentido que vimos acima, representam aproximagdes
cada vez melhores do ntiimero 0,999..... Assim, se observarmos as di-
ferencas entre 1 e esses valores truncados de 0,999..., podemos chegar
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a resposta correta da questdo acima. Pois bem, tais diferencas sdo
0,1 0,01 0,001 0,0001

Conforme nos aproximamos do valor real de 0,999..., a diferenga com o
numero 1 vai se aproximando de zero. Assim, somos obrigados a con-
cluir que tais representacdes decimais, apesar de diferentes, referem-
se, na verdade, ao mesmo ntmero real (i.e. o nimero 1)1,

Os reais nio sdo enumerdveis Antes de terminarmos a segdo apresenta-
remos outra demonstragdo que os reais sdo ndo enumerdaveis. De fato,
mostraremos uma afirmagdo mais forte, a saber: o conjunto I = (0,1)
é ndo enumeravel. 12

Suponha, para fins de contradi¢do, que I seja enumerdvel. As-
sim, podemos listar todos esses ntimeros mapeando-os bijetivamente
para os ndmeros naturais. Vamos listar todos esses ntimeros I =
(r1,72,73,74,...) por sua expressdo decimal infinita da seguinte forma:

ry ~ 0.0]/][11[2{11,3(11,4 e
Yo ~ O.A2,1a2,2a2,3a2,4 e
Yz ~ 0.A311a3,2a3,3a3,4 e

Yg ~ O.A4’1114,2{14,3[14,4 e

onde cada 4;; € {0,1,2,...,9} para todos i,j € IN. Nessa representa-
¢do, toda representagdo decimal finita é completada com uma sequén-
cia de os, e evitamos 9s recorrentes para garantir que cada niimero em
I seja representado apenas uma vez na lista. Como assumimos que os
nuimeros em [ sdo enumeraveis, essa lista é completa.

No entanto, afirmamos que essa lista ndo representa todos os nu-
meros em I. Fazemos isso construindo um novo ntimero v € I com
representacdo decimal r ~ 0.b1bybsby ... que ndo estd na lista acima,
observando os digitos destacados em vermelho.

Como a1 é um dos inteiros entre o e 9, podemos selecionar outro
numero by € {1,2,...,8} que seja diferente de ;7. Assim, r # rp
imediatamente. Em seguida, selecionamos b, do conjunto {1,2,...,8},
distinto de a5, para que r # r;.

Repetimos essa construcéo para cada j € IN, escolhendo b; do con-
junto {1,2,...,8} distinto de aj;, de forma que r # r;. Assim, cons-
truimos um novo ntmero r representado por r ~ 0.b1bybsby ..., que
¢é diferente de todos os t e, portanto, ndo estd na lista acima. Assim,
a lista acima é incompleta, o que é uma contradicdo. Logo, nossa su-
posicdo de que I é enumeravel é falsa e, portanto, o intervalo I é ndo
enumeréavel.

" Uma outra maneira de perceber isso,
um tanto ingénua mas funcional, é a se-
guinte: se tais nimeros fossem diferen-
tes, seria possivel encontrarmos um ou-
tro nimero real que estivesse entre eles.
Vocé consegue escrever na forma deci-
mal tal nimero?

> Diagonal de Cantor

O argumento que utilizaremoa é co-
nhecido como o argumento da diagonal
de Cantor. Ele consiste em construir um
novo nuimero que ndo pertence a lista
inicial, alterando os elementos da "dia-
gonal"da matriz de digitos. Neste caso,
selecionamos cada digito b; de forma
que seja diferente do digito a;j, que esta
na posicdo diagonal.

O argumento da diagonal de Cantor é um
exemplo classico de prova por contradi-
¢ao foi introduzido por Georg Cantor no
final do século XIX como parte de seus
estudos sobre a teoria dos conjuntos e a
natureza dos niimeros reais. Antes do
trabalho de Cantor, acreditava-se que to-
dos os infinitos eram, de certa forma,
do mesmo "tamanho". No entanto, Can-
tor demonstrou que a cardinalidade do
conjunto dos nimeros reais é é maior
do que a dos ntiimeros naturais, mesmo
que ambos sejam infinitos. Essa desco-
berta foi revolucionaria, pois introduziu
a ideia de diferentes "tamanhos"de infi-
nito e deu origem a teoria moderna dos
conjuntos. O argumento da diagonal
tem importancia fundamental na mate-
matica, especialmente em d4reas como
andlise real, teoria da computabilidade e
l6gica matemadtica, onde ajuda a distin-
guir entre conjuntos enumeraveis e ndo
enumeréaveis.



2
Sequéncias

2

Um dos conceitos basilares da Anélise Matemaética é a nogdo de
limite, e entre os diversos tipos de limites, os das sequéncias de niime-
ros reais sdo os mais simples. Por isso, comecaremos por eles. Pra-
ticamente todos os conceitos e resultados fundamentais da Andlise
referem-se, direta ou indiretamente, a limites, o que reforga o papel
central que essa ideia desempenha.

Neste capitulo, vamos explorar os limites de sequéncias de ntimeros
reais. No capitulo seguinte, abordaremos um tipo especial de sequén-
cia: as séries (ou "somas infinitas").

Limites de fungdes, serdo tratados brevemente na se¢do 2.11 e em
cursos posteriores.

Intuitivamente, podemos visualizar uma sequéncia de ntimeros re-
ais (x1,x2,...,Xy,...) como uma série de pontos sobre a reta numérica.
O limite de uma sequéncia é um ponto ao qual os termos x; se apro-
ximam e permanecem préximos, desde que o indice n seja suficiente-
mente grande.

2.1 Conceitos bdsicos

Uma sequéncia real a4 é uma fun¢do dos ntimeros naturais nos reais
s:IN — R.

A imagem do natural n pela sequéncia s serd denotado por s, , ie,
sy := s(n). A ordem dos ntimeros naturais nos leva a dizer que s;
é o primeiro termo da sequéncia, que sy é o segundo termo da se-
quéncia e em geral que s, é 0 n-ésimo termo da sequéncia. Em geral,
A . . . (o]
denotaremos a sequéncia s : N — R por (s,) ou ainda por (s,)5_;.

Em diversas situagdes consideraremos fung¢des cujo dominio néo seja o
conjunto dos naturais, mas sim um subconjunto dos inteiros da forma
{n:Z :n > k} para algum k. Essas fungdes também serdo ditas
sequéncias e para essas sequéncias usaremos a notagao (s, ), indi-
cando o ponto a partir do qual a sequéncia estd definida.
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N 1 2 3 4 n
R S1 So S3 S4 Sn

Uma sequéncia, sendo uma fungdo pode ser especificada através de
uma regra ou férmula para o seu n-ésimo.

2.1 Exemplos
1. Considere a sequéncia (s,) definida por s, = 1+ (—1)". Os primeiros
termos da sequéncia sdo:

Essa sequéncia também pode ser representada como:

(0,2,0,2,0,...)
Formalmente, essa sequéncia pode ser representada como a fungdo:

0, sen éimpar

2, sen épar

No entanto, muitas vezes é mais itil visualizar a sequéncia como uma
lista (0,2,0,2,...). Observe que os termos de uma sequéncia nio precisam
ser distintos. O conjunto de valores assumidos pela sequéncia, também
chamado de sua imagem, é {0,2}. Portanto, embora uma sequéncia sempre
tenha infinitos termos, o conjunto de valores que ela atinge pode ser finito.

[e9)
2. Os primeiros termos da sequéncia (a,) = (%) , 570:
n—=

1
a =1 ap = — az = —

2 4=

1 1
3 4 >

Essa sequéncia também pode ser representada como:
1 1111
121314151"'
o . n!
3. Os primeiros termos da sequéncia de termo geral c;, = P sdo:

1! 20 1 3 2

Figura 2.1: A sequéncia (sy,) associa
a cada natural n um real s;,.



2.2

4. Seja (dn) a sequéncia especificada pela regra d, = (—1)". Os primeiros
termos dessa sequéncia sio:

d=-)=-1 d=(-1)%*=1 dy=(-1)>%=-1

e de modo geral dy,, = 1 e dp, 1 = —1. E assim podemos representar essa
sequéncia por:
(-1,1,-1,1,-1,1,...)

Como uma sequéncia é uma fun¢do dos naturais nos reais, um
ponto da fungdo é um par ordenado (1,s,) comn € Nes, € Re
desse modo uma sequéncia real pode ser vista como um subconjunto
do plano cartesiano R x R.

Outra forma de representar uma sequéncia graficamente, é repre-
sentar sobre a reta real as imagens da sequéncia, rotuladas pelo termo
que representam.

Assim a sequéncia do exemplo anterior a, = pode ser também

_n_
n+1’
representada graficamente como nas Figuras 2.10 e 2.3

(=)"
Vn
i A (=1)" )
O grafico da sequéncia ¢, = v pode ser construido observando
(="

que para valores pares de 1 os pontos (n,

Exemplo Grdfico da sequéncia ¢, =

) pertencem ao gréfico

N
da fungdo f(x) = % : IR+ — R e para valores impares de 1 os pontos
(n, (_\/15)’1) pertencem ao gréfico da fungdo f(x) = % : Ry — R

Assim o gréfico dessa sequéncia pode ser representado como na Figura
2.4.

2.2 Convergéncia e limite de sequéncias

O conceito formal de limite, cuja introdugdo na matemadtica se atribui
ao matematico francés Cauchy, é um dos conceitos centrais da mate-
matica moderna. Pode-se dizer, sem exageros que esse conceito e seus
desenvolvimentos, mudaram de forma profunda o conhecimento e a
natureza da matemadtica.

Originalmente, esse conceito foi introduzido para formalizar o con-
ceito de derivada, porém se percebeu que sua importancia e aplicagao
é muito mais ampla e diversa que “apenas” o desenvolvimento l6gico
do célculo diferencial e integral.

A ideia intuitiva do limite, porém precede os trabalhos de Cauchy
e pode ser remontada aos gregos e, em especial, aparece subentendida
em alguns trabalhos de Arquimedes. Esse conceito transparece ainda
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Figura 2.2: Gréfico da sequéncia
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Figura 2.3: Gréfico de (ﬁ)

Figura 2.4: Griéfico de <(_1)n)
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esporadicamente em diversos trabalhos de matematicos anteriores a
Cauchy, como Newton e Euler. O passo de transformar uma visdo
intuitiva em uma defini¢do matematica do conceito foi longo e tortuoso
e a definicdo que apresentamos é fruto desse longo desenvolvimento

historico.

Definicdo (Defini¢do de Limite) Dado (a,) : N — R uma sequéncia,
dizemos que (a,) converge para o niimero real L, denotado por nlgrolo ay =L
ou ainda a, — a, se dado ¢ > 0, IM € NN tal que se n > M entdo
lap — L| <.

Uma sequéncia que converge para algum valor é dita convergente,
e caso contrario dizemos que a sequéncia é divergente .

Podemos reescrever a defini¢do de limite na linguagem de vizinhan-
¢as como:

Definicdo Definigdo de Limite, Versdo topoldgica
Dado (ay)
niimero real L se para toda e-vizinhanga Vi (a), existe um ponto M a partir

: IN — R uma sequéncia, dizemos que (a,) converge para o

do qual todos os termos da sequéncia estio em Ve (a)

Ou seja, para toda e-vizinhanga do ponto L exceto um ndmero finito
de elementos da sequéncia todos os outros estdo nessa vizinhanga.
Vamos provar alguns limites elementares utilizando a defini¢do

Exemplo lim 1_ 0.
n—oo 1

Demonstracio. Neste caso, devemos mostrar que dado € > 0 existe um
ponto M a partir do qual

-~ -0
n

i
<é€

(Onde a “partir do qual”, deve se entender para todo n > M).

Vamos provar que existe esse ponto usando a propriedade Arqui-
mediana dos reais. A propriedade Arquimediana nos diz que existe
um numero natural M tal que

ou seja, tal que

L<e
M

Agora se n > M temos que % < ﬁ < e&. O que implica que:

1

Z_0 —
<M<

n

S|

1 ’ B

an

O conceifo (fe limife d® unta sequéngia
pode ser_explicado como um jogo_en-

tre dois jogadores: um chamadoyEsRanca de L

fiante"e outro chamado "Solucionador".
Suponha que temos uma sequéncia
(an)| e queremos mostrar que ela con-
verge paig, ur%nlérl%ltsnL No jogo, fun-
ciona assim.
Desafiante escolhe um ndmero ¢ > 0:
Figurazgo CRapvesstnciaqdso yna
sequéfuidemos que os termos da se-
quéncia estejam de L. Quanto menor o
valor de &, mais préximo queremos que
os termos a, estejam de L.
Solucionador deve encontrar um nu-
mero natural N tal que, para todos os
indices n > N, a distancia |a, — L| seja
menor que €. Ou seja, precisamos garan-
tir que todos os termos da sequéncia a
partir de um certo ponto fiquem dentro
de um intervalo de raio ¢ ao redor de L.
Se o Solucionador consegue encontrar
um N para qualquer & que o Desafiante
escolher, entdo dizemos que a sequén-
cia (a,) converge para L. Formalmente,
escrevemos isso como: lima, = L
n—o00

se, para todo € > 0, existe um N tal que
|ay — L| < € para todo n > N.

Esse jogo de € e N ajuda a ilustrar a
ideia de que, ndo importa o qudo pe-
queno seja o intervalo ao redor de L (es-
pecificado pelo Desafiante via ¢), sem-
pre podemos encontrar um ponto na se-
quéncia (especificado pela Resposta via
N) a partir do qual todos os termos se-
guintes da sequéncia permanecem den-
tro desse intervalo.

an
o L=0
Tt e e e e s e s e s
n
Sequeéncia: 1 — 0
Figura 2.6: Convergéncia da se-

N . l
quenda



E assim provamos que lim % =0.
n—o0
Observe que demonstramos que para todo n > M (onde esse M
nos foi dado indiretamente pela propriedade Arquimediana dos reais)
temos que a sequéncia (a,) = % estd toda contida na e-vizinhanca de

0, pois %—0’<£. O

2.6 Exemplo Seja b, asequéncia constanteigualab, i.e, b, = b, entio 1i_rgl b, =
n—oo

b.

Demonstragido. Queremos mostrar que dado € > 0 existe um M tal que
se n > M entdo

|by — b| <e.
Mas veja que para M = 0, ja é valida a desigualdade, pois |b, — b| =
b—b|=0<e
A demonstragdo acima é (tdo) trivial porque a sequéncia constante
igual a b sempre esta na e-vizinhanga de b, para todo £ > 0. O

n - -
2.7 Exemplo Sec, = —— entio nlgxgo ¢y = 1.
Demonstracido. Queremos mostrar que dado & > 0 existe um M tal que

se n > M entdo
n

n+1

—1‘ < €.

Vamos comegar simplificando a tltima desigualdade:

n+1 n+1 n+1

n ‘ B

n n+1’

Veja que reduzimos o problema a encontrar um ponto M a partir
do qual % < &. Mas isso, como ja sabemos, pode ser feito através da
propriedade Arquimediana.

Pela propriedade Arquimediana existe M tal que

1
M> -
€
ou seja, tal que
M<€
Agora se n > M temos que%< ﬁ < e&. O que implica que:
1 —1—1<i<£
n+1 n M

Intuitivamente, a sequéncia i, = (—1)" ndo converge pois fica os-
cilando entre os valores 1 e —1 e desta forma ndo se aproxima de
nenhum valor conforme # cresce. Abaixo apresentamos a prova desse
fato.
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Ay, 10
Sequéncia: ;7 — 1
Figura 2.7: Convergéncia da se-
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2.8 Exemplo A sequéncia i, = (—1)" ndo converge.

Suponha que a sequéncia convergisse, digamos a i. Entdo deveria
existir um ponto M tal que se n > M entdo

|
|zn—1|<§

Mas, para n maior que M e par isso implicaria que
L1 . .1
|1 — 1] <§<:>—1/2<1—z<1/2:>z>§.
E para n maior que M e impar isso implicaria que
L1 . .1
|—1—1i] <§<:>71/2<—171<1/2:>1<§.

O que é absurdo. Logo a sequéncia ndo converge

2.9 Proposicao O limite de uma sequéncia se existir é vinico.
Demonstracido. Suponha a; e a; tais que

lima,=a; e lim a, =a,.
n—oo n—o00

A definigao de a, — a1 nos diz que dado &€ > 0 existe um ponto Ny,
tal que n > Nj entdo:
€

5 (2.1)

lan —a1] <

Por outro lado como a, — ap, temos que dado ¢ > 0 existe um
ponto Ny, tal que n > N, entdo:

€

5 (2.2)

lan —a1] <

Agora se escolhemos N = max{Nj, N, }, temos que ambas as desi-
gualdades 2.1 e 2.2 sdo vdlidas para n > N e assim podemos estimar
lay —ay|:

lay —ap| = |a; —ay + a, — az| (somando e subtraindo a,)

< |ag —au| + |az — an| < € (pela desigualdade triangular)

para todo € > 0 e assim pelo exercicio 1.30 a1 = ay".

*Somar e subtrair o mesmo termo e a
desigualdade triangular sdo ferramentas
fortes e uteis que todo matemadtico deve

carregar em seus bolsos.

Exercicios

n—1

=1
n+1

2.1 — Prove a partir da defini¢do que lim
n—oo
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22— Sejal <j; <jp <--- < jy <--- uma sequéncia de niimeros
naturais. Prove (por indugdo) que j, > n para todo n > 1.

23— a) Mostre que se a, converge para a, entdo |a,| converge
para [af (use que ||x | —|y[| < [x —y|).
b) E verdade que se |a,| converge, entdo a, converge? Prove ou
forneca um contraexemplo.

2.4 — Suponha que a, converge para 4. Prove que para qualquer
e > 0, a, estd em (a —¢,a + ¢) para todos os 1, exceto possivelmente
para um ntmero finito.

2.5 — Seja a, uma sequéncia de nimeros reais que converge para L.
Defina b, = a,,,,. Mostre que b, também converge para L.

2.6 — Seja a, uma sequéncia de ntimeros reais, e L um ntimero real.
Defina b, = |a, — L|. Mostre que a, converge para L se, e somente se,
by converge para o.

2.7 — Considere uma sequéncia a, que assume valores nos naturais.
a) Deé um exemplo de tal sequéncia.
b) Mostre que a, converge se, e somente se, ela é estaciondria, ou

seja, se, e somente se, existe um natural N tal que, se n > N,
entdo a, = ay.

2.8 — Considere uma sequéncia de termo geral 4, e suponha que
limy 400 4y = a. Prove que

LA t+a ..ty

lim =a

n——+o00 n

2.3 Sequéncias limitadas

Para algumas sequéncias o conjunto imagem Im(a,) C R é um con-
junto limitado superiormente ou inferiormente, classificaremos as se-
quéncias em relagdo as propriedades de limitacdo da sua imagem
como:

2.10 Definig¢do

e Uma sequéncia (a,) é dita limitada superiormente se o conjunto {a, :
n € N} for limitado superiormente como subconjunto dos niimeros reais,
i.e, se existir M tal que a,, < M para todo n € IN.
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o Uma sequéncia (a,) é dita limitada inferiormente se o conjunto {a, :
n € N} for limitado inferiormente como subconjunto dos niimeros reais,
i.e, se existir M tal que a,, > M para todo n € IN.

e Uma sequéncia (a,) é dita limitada se o conjunto {a, : n € N} for
limitado superiormente e inferiormente. Ou de modo equivalente se existir
M tal que |a,| < M para todo n € IN.

* Uma sequéncia que ndo é limitada é dita ilimitada

1

Exemplo A sequéncia (a,) = ;3 é limitada pois n—i—l’ < 2 para todo
n € N.

1 .

Vamos provar que P < 2 resolvendo essa desigualdade
1 1
= <2
n+1‘ n+1

1
<:>1<21’l+2<:>—§<7’l

O conjunto solugdo da desigualdade anterior é IN, ou seja, mostra-

mos que para todo n:
1

n+1

<2
e deste modo a sequéncia é limitada.

Exemplos

1. Do mesmo modo que o exemplo anterior pode-se mostrar que a sequéncia
ay = —% é limitada superiormente pelo 0, e limitada inferiormente por 1,
sendo assim limitada.

2. A sequéncia (b,) = n como veremos abaixo ndo é limitada superiormente,
mas é limitada inferiormente. Uma cota inferior nesse caso é 0.

Como observamos no exemplo anterior sequéncia 4, = n é ndo limi-
tada, ou seja,0 conjunto dos ntiimeros naturais ndo é limitado superi-
ormente. Esse fato de extrema importéncia é conhecido como propri-
edade Arquimediana dos nimeros reais.

Um modo fécil de mostrar que uma sequéncia é limitada e compara-
la com outra que ja conhecemos. O seguinte teorema nos fornece um
modo de realizar essa comparagdo.

Teorema Sejam (ay), (bn) duas sequéncias satisfazendo a, < by, para todo

n > ng. Entdo:

® se a sequéncia a, é limitada inferiormente, a sequéncia by, também é limi-
tada inferiormente.

an
2
T B L
2
Figura 2.8: A sequéncia-—1- é limi-

tada.

n+1
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2.15

* sea sequéncia by, é limitada superiormente, a sequéncia a, também é limi-
tada superiormente.

Exemplos
1. A sequéncia a, = zin é limitada superiormente pois Zin < % para todo
n € IN. Essa sequéncia também é limitada inferiormente pois 217 > 0 para

todo n € IN.

2. A sequéncia b, = 3 ¢ limitada superiormente pois & < L para todo
n € N.

. 1) , A . . . . —1)"
3. A sequéncia ¢, = ( n? ¢é uma sequéncia limitada pois —% < ! nls) < %

para todon € N
Proposicdo Se a sequéncia (a,) converge entdo (ay) é limitada.

Demonstracdo. Como a, converge, digamos ao ponto a, existe M tal
que se n > M entdo:

lan —a| <1,
(veja que na defini¢do de limite escolhemos ¢ = 1) o que implica que
lan| < la] +1

Veja que mostramos que a partir do ponto M a sequéncia é limitada
por |a| + 1. Sobrou apenas um numero finito de termos {ay,...ap}
que ndo sdo necessariamente limitados por |a| +1. Mas como esse
conjunto é finito ele é limitado por C = max{|a1|, ..., |am|}.

Agora se tomarmos D = max{|a| +1,C} teremos que todos os ter-
mos da sequéncia satisfazem |a,| < D. Vejamos porque:

Se n < M entdo

|lan| < max{|a],...,|am|} <D

Se n > M entdo
lan| < la]+1 < D.

Como consequéncia da proposi¢do anterior temos que as seguintes
sequéncias ndo convergem, pois ndo sdo limitadas.

2.16 Exemplos

1. A sequéncia (n!);_, diverge. Ela nio é limitada superiormente pois para
todon, n! >n.

2. A sequéncia (2");°_ diverge Essa sequéncia ndo é limitada superiormente
pois para todo n, 2" > n.

By 2\® VIR .
3. A sequéncia (n”—ﬂ) ) diverge. Essa sequéncia ndo é limitada pois
n=

2 2

n n n

> > —.
n+1 n+n 2

SEQUENCIAS
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Exercicios

2.9 — Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é limitada
superiormente e inferiormente. Prove suas afirmagdes:

a) a,=n*+n
b) a, =n*—7n

o) ap=n>-1%
d) a, = %
1
e) ay = ﬁ
(="
f) a'rl = 7’13
g) ap =2"
h) n/n!

i) A sequéncia definida recursivamente por a; = V2ea, =+/2a, 1.

2.10 — Prove que as seguintes sequéncias divergem:

a) n— 10000

b) n? -2

c) n!

d) n®

e) (—=1)"n

f) ai=1a,=na,_4

g) vn (Dica: eleve ao quadrado)
h) sen(n) (Dificil)

D) (Dificil)

2.11 — Suponha que 4, converge para L e é limitado inferiormente
por m. Mostre que L > m.

2.4 Sequéncias crescentes e decrescentes

De modo andlogo as fungdes reais, as sequéncias podem ser classifi-
cadas em relagdo ao seu crescimento e/ou decrescimento, ou seja, o
estudo do (de)crescimento dos termos da sequéncia em relacdo a sua
posicdo na sequéncia. Assim, dada uma sequéncia (a,) dizemos que:

* (ay) é crescente se, para todo n,m € IN com n < m, resulta a, < a,.

* (a,) é nao-decrescente para todo n,m € N com n < m, resulta
ay < ap.

* (a,) é decrescente para todo n,m € IN com n < m, resulta a, > a,,.



2.17

2.18

2.19

* (ay) é ndo-crescente para todo n,m € IN com n < m, resulta a,, >
Ay

Em qualquer um dos casos acima, dizemos que a fungdo é monétona®.

Em particular, quando a funcado é crescente ou decrescente, dizemos

que é estritamente mondtona.

As defini¢des anteriores sdo as andlogas diretas das defini¢des reais.
No caso de sequéncia elas admitem as seguintes simplificagdes tteis:

Definiciao
* (ay) € crescente se, para todo n € IN temos que a, < ay1.

(an) é ndo-decrescente se para todo n € N temos que a, < a,.1.
* (ay) é decrescente se para todo n € N temos que a, > dy11).

a,) é ndo-crescente se para todo n € IN temos que a, > 1.

1
Exemplo A sequéncia (a,) = ] é decrescente pois para todo n € IN

temos que
1 1

> .
n n+1

Vamos provar que a sequéncia é decrescente resolvendo a desigual-
dade na varidvel n que segue:

1 1

>
n n+1

Essa desigualdade é equivalente a n +1 > n, que é equivalente a
1 > 0. O conjunto solugdo da ultima desigualdade é IN, ou seja para
todo n € IN vale a desigualdade

1,1
n n+1

e assim a sequéncia é decrescente.

é ndo-crescente.

n
Exemplo A sequéncia

p q n?+1
Demonstraremos esse fato resolvendo a desigualdade:

n S n+1
n?24+1" (n+1)2+1

A desigualdade anterior claramente é equivalente a :
(m+1)(n?+1) <n((n+1)2+1)

s+ +n+1<n®+2n*+2n

sl<n’+n
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2E também usual na literatura o termo
monotonica.

n

é de-

n
Figura 2.9: A sequéncia
crescente.
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Agora claramente se n > 1 entdo n® +n > 1, ou seja, o conjunto
solugdo é os naturais e a sequéncia é decrescente.

(Se o leitor julgar necessdrio, ele pode provar que n® +n > 1, para
todo n > 1 através de uma indugdo sobre 7.)

Teorema (Convergéncia Monétona) Toda sequéncia mondtona e limitada
converge.

Demonstragio. Vamos primeiro provar o resultado supondo (a,) cres-
cente e limitada. Como o conjunto A = {a, : n € N} é limitado, pela
propriedade de completude dos reais, esse conjunto possui supremo,
que denotaremos por L. Provaremos que L é o limite da sequéncia
(an). Como L é supremo, claramente a, < L para todo #.

Agora seja € > 0, entdo L — € ndo pode ser cota superior de A, pois
isso implicaria que L ndo é supremo. E assim existe um termo ay tal
que ay > L —e. Como a sequéncia é crescente isso implica que para
todon > N

a, >L—¢

E assim
L—e<a, <L& —e<a,—L<0<e

E logo a sequéncia converge a L.

2

Se a sequéncia (a,) é decrescente, a demonstracdo é andloga to-
mando L o infimo de A e serd deixada como exercicio

Exercicios

2.12 — Prove que se (a,) é decrescente e limitada entdo a, converge.

2.13 — Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é cres-
cente, decrescente ou nenhuma dessas duas. Prove suas afirmagoes:

a) a,=n+7

b) ay=n>+n
c) a,=n>—"7n
d) a, =n?— 7
e) ay = g;‘z

1
f) an - ﬁ

_ (="

8 an="3
h) ay = 2”
. 2n—6
i) a, =
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v
n+3
k) A sequéncia definida recursivamente por a; = V2ea, = /2a, 1

]) ap =

2.14 — Suponha que a, seja uma sequéncia crescente, b, seja uma
sequéncia decrescente, e que a, < b, para todo n > 1.

a) Mostre que a, e b, convergem.

b) Se, além das hipéteses anteriores, temos que b, — a, converge
para o, prove que 4, e b, convergem para o mesmo limite.

2.15 — Suponha que a, < b, para todos os naturais n. Suponha que
a, e by convergem para a e b, respectivamente. E verdade que a < b?
Prove ou forne¢a um contraexemplo.

2.5 O niimero e

n
2.21 Proposicdo A sequéncia e, = (1 + %) ¢ estritamente crescente.

Demonstracdo. Vamos demonstrar que essa sequéncia é estritamente
crescente, mostrando que o quociente de dois termos consecutivos é
maior que 1. Dividindo dois termos consecutivos da sequéncia temos:

(o)) (el (e
(i) (k)

n—1
= |(1-— 14— .
(-7) () e

an

1 n—1 1 A
Para mostrar que (1 — 112) (1 + n> € maior que 1, vamos usar 3
e © 6 o 6 & © e

a seguinte desigualdade: (14 x)" > 1+ nx para todo x (vide exercicio Lo’

??). Usando essa estimativa temos que: ®

1\"" n—1

(- 4) st

E assim por 2.3 temos n
0

n
Figura 2.10: Grafico de (1 + %) .

n—1
n — = (1 — 12> <1 + 1) > (1 _n _2 1) (1 + 1> Essa sequéncia é crescente e limi-
( 1 > n n n n tada por 3.
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1
n3
> 1
Logo a sequéncia é crescente. 0

n
2.22 Proposicdo A sequéncia e, = (1 + %) é limitada superiormente.
Demonstragdo. Primeiro, usando a expansdo binomial temos:

n _ 2 _ _ 3 | n
1+ 1Y o gl n=1 (1N n(n =D —2) (1N nt (]
n 1n 2! n 3! n n! \n

Inn-1) 1nmn-1)n-2) Inn-1)n-2)--n
21 n-n 3! n-n-n n! n-mn---n

L () (- 0D A (1) a2 (1)

Il
—_

_|_
—_

_|_
|

Utilizando que 0 < (1 - %) < 1sempre que m < n, podemos majorar

a soma anterior, obtendo:

1\" 1 1 1
- < S A T
(1+n> ST+l g+t

Agora, como k! > k=1 para k > 2, temos:

1
T+1+ o
1+

1 U (121 1
TR = Ll R o R

Finalmente, como a expressdo em parenteses é a soma de progres-
sdo geométrica de termo inicial 1 e razdo %, temos que

1 1 1 1— 5 1

para todo 7 e assim:

1+1 2<1+ 1+1+1+ +L <142=3
n) — 2 4 2n—1 o

Por outro lado, como essa sequéncia é crescente todos os seus ter-
mos sdo maiores que o primeiro termo e; = 2, ou seja :

1\2
2 < (1 + > <3
n
e logo a sequéncia é limitada. O

Como j& mostramos, a sequéncia <1 + %)n é monoétona crescente e
limitada. Logo pelo teorema 2.20 ela converge. O limite dessa sequén-
cia é chamado ntimero de Euler ou simplesmente “e” e é denotado
por e. Pelas estimativas que obtivemos no exemplo 2.22, sabemos que



esse nuimero estd entre 2 e 3. Com um pouco mais de esfor¢o pode-se
provar que os primeiros digitos do namero e sdo 2,71828183, ou seja
e ~ 2,71828183), e que ¢ é irracional.

De posse do nidmero e podemos definir a fun¢do exponencial de
base e que neste caso serd denominada apenas por exponencial . .

Como valem as desigualdades 2 < e < 3, temos as seguintes de-
sigualdades entre fungdes: se x > 0 entdo 2* < ¢* < 3 esex <0
entdo 3* < e¥ < 2% e assim podemos representar o gréafico da fungao
exponencial como:

O logaritmo de base e é denominado fun¢ido logaritmo natural
ou simplesmente logaritmo . A. A funcéo logaritmo é a fungdo In :
(0, +00) — R definida pela regra

Inhx=yee =x
O grafico da funcéo logaritmo natural estd representado abaixo:

Exercicios

2,16 —
a) Mostre que ¥ > (1+ )" paran > 1.
b) Mostre que e* > 14 x.
c¢) Usando quee® > 1+ x e quee™ > 1— x mostre que 1 +x <

X 1
et < 1=-

2.6 Limites infinitos

Algumas sequencias, apesar de ndo convergirem possuem um com-
portamento inteligivel conforme o valor de # cresce: a sequéncia torna-
se maior que qualquer ntimero real C para valores suficientemente
grandes de n. Para essas sequéncias diremos que o limite é infinito e
usaremos a notacao

a, — ocoou lim a, = co
n—o0

Se uma sequéncia se torna menor que qualquer ntimero real C, para
valores suficientemente grandes de 7, diremos que o limite da sequén-
cia é menos infinito e denotaremos tal fato por:

b, > ou lim b, = —oo.
n—oo

Limites Infinitos
Dado uma sequéncia (a,) : N* — R, dizemos que o limite
da sequéncias (a,) é mais infinito, fato que denotaremos por

SEQUENCIAS
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lim a, = oo, se para todo C € IR, existe M € IN* tal que se n > M

n—o0
entdo a, > C.

Dado uma sequéncia (a,) : N* — R, dizemos que o limite
da sequeéncias (a,) é menos infinito, fato que denotaremos por

lijn a, = —oo, se para todo C € R, existe M € IN* tal que se
n—oo

n > M entdo a, < C.

3 importante observar que co é somente uma notagdo para o fato
da sequéncia se tornar maior que qualquer ntimero natural para ter-
mos suficientemente grandes. Dessa forma ndo podemos realizar ope-
racdes algébricas com o simbolo de infinito. Em outras palavras as
expressdes co — oo ou . ndo fazem sentido.

Comecemos mostrando através da defini¢do que a sequéncia a, = n
possui limite infinito.

Exemplo lim n = o
n—oo

Queremos provar que dado C > 0 existe M tal que se n > M entdo:
n>C

Como a sequéncia n ndo é limitada superiormente, pelo menos um de seus
termos, digamos apg é maior que C. Agora sen > M ention > M > C,
como queriamos.

Pode-se mostrar de modo analogo que nlglgo (—n) = —o0.

Um modo simples de mostrar que o limite de uma sequéncia é oo
é mostrando que a partir de um certo ponto ela é maior que uma
sequéncia cujo limite j& sabemos ser co. De modo andlogo se uma
sequéncia a partir de um certo ponto é menor que uma sequéncia cujo

limite é menos infinito entdo o limite dessa sequéncia é menos infinito.

Teorema (de Comparacdo de Sequéncias) Sejam a, e b, duas sequén-
cias reais satisfazendo a, < b, para todo n.
1. Se lim a,, = oo entdo lim b,, = co.

n—oo n—oo
2. Se lim b, = —oo entdo lim a, = —oco.
n—oo n—o0

Exemplos Como coroldrio do teorema anterior, temos os seguintes limites,
que sdo facilmente obtidos através de comparagio com uma das sequéncias
a, =neb, = —n.

1. lim n" = o0
n—oo

2. lim n! = o0
n—oo

1 n _—
3 =

4. Dado k € N* entdo lim n* = co.
n—oo
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2.27

2.28

5. Dado k € IN* impar entdo nlgn (—n)k = —co
6. Dado k € IN* par entdo lim (—n)F = oo
n—o0

7. lim " = o0
n—oo

Proposi¢do Se a, é uma sequéncia nio-decrescente e ndo limitada superior-
mente, entdo a,, — oo.

Demonstracido. Seja C € R, como a, ndo é limitada superiormente
existe ay tal que ay > C. Como a sequéncia a, é ndo-decrescente,
se n > N entdo a, > ay > C e assim a,, — oo. O

De modo andlogo, pode-se provar que se 4, é ndo-crescente e ndo
limitada inferiormente entdo seu limite é —oo.

Exemplo lim Inn = o0
n—oo

A sequéncia In(n) é monétona crescente, logo temos duas possibilidades ou
ela é limitada superiormente e nesse caso converge ou ela é ilimitada superi-
ormente e neste caso seu limite é co.

Suponha que Inn fosse limitada superiormente. ou seja existe C € R tal
que Inn < C para todo n € IN*. Neste caso teriamos que n = e™" < ¢C,
e a sequéncia n seria limitada superiormente. Absurdo. E assim temos que a
sequéncia Inn é ilimitada e seu limite é oo

Proposicdo Seja (ay,) uma sequéncia real.
1. Se ay > 0 para todo n € IN, entdo a,, — oo se, e somente se, uin — 0.
2. Se ay < 0paratodon € N, entdo a, — —oo se, e somente se, é — 0.

Demonstracdo. Demonstraremos apenas a primeira afirmacao.

(=) Dado € > 0, nosso objetivo é encontrar N € IN tal que

— —0l=—x<c
an an

1 ’ 1

para todo n > N. Como a, — oo, pelo uso da defini¢do de sequén-
cias divergindo para o infinito, para % > 0, existe um n € N tal que
a, > % para todo n > N. Em outras palavras, para todo n > N,
temos i < e. Assim, encontramos tal N.

(<) Como ay, é positivo, % também é positivo para todo n. Dado
K > 0 queremos mostrar que existe N € N tal que a4, > K para
todo n > N. Como % — 0 ea, > 0, utilizando ¢ = % > 0, existe
N € N tal que 0 < % < + para todo n > N. Em outras palavras,
para todo n > N, temos a, > K. Assim, encontramos o N desejado.
O
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Exemplo Queremos encontrar o limite lim n'/™,
n—oo

Observe que, como n > 1, para cada n € IN devemos ter nl/n > 1,
caso contrdrio, nt/" < 1" =1, o que é absurdo! Assim, podemos escrever
n'/" =14 a, para alguma sequéncia de niimeros ndo negativos (a,). Isso
implica que n = (1+ a,)" e, pelo desenvolvimento binomial para n > 2,

temos:
" /n n nn—1
n=(ra) =% <k>a§ > (z)ai ~un D,
e logo
2
< <
0= ans n—1

Usando a Proposigio 2.28 e o Teorema do Confronto, ao tomar o limite
quando n — oo, obtemos a, — 0. Portanto, tomando o limite quando n — oo
dos dois lados de n'/" =1+ ay,, e logo temos que limy, o nl/n =1,

Exercicios

2.17 — D& um exemplo de uma sequéncia nédo limitada que ndo di-
verge para 400 ou para —oo.

2.18 —
a) Dé um exemplo de uma sequéncia convergente (s, ) de nimeros
positivos tal que lim,_co(5,4+1/5:) = 1.
b) Déum exemplo de uma sequéncia convergente (t,) de nimeros
positivos tal que limy 0 (t,11/tn) = 1.

2.7 Propriedades do limite de sequéncias

Vamos nessa se¢do apresentar algumas propriedades dos limites que
serdo muito tteis nos cdlculos dos mesmos.

Teorema (Propriedades Algébricas do Limite) Seja ¢ um miimero real e

(an) e (by) duas sequéncias convergentes, tais que lim a, = A e lim b, =
n—o00 n—o0

B. Entdo:

Li. lim (ca,) = cA.

n—oo
La. ILm (an +by) = A+B. (Limite da soma)
n—oo
L3. lim (ay - by) = AB. (Limite do produto)
n—oo
Ly Se lim ay = A £ 0 entdo Tim (") = 4 (Limite do quociente)
4. Se lim a, = entio lim (7°) = 5. imite do quociente
Ls. nh_r)r;o lan| = |A] (Limite do médulo)
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L6. Se k é impar, nlgn Va, = VA. (Limite da raiz)
L7. Seképarea, >0, nlgn a, = VA. (Limite da raiz)

Demonstracdo. i Comegaremos considerando o caso ¢ # 0. Nosso ob-
jetivo é mostrar que a sequéncia (ca,) converge a ca, ou seja nos
queremos achar um ponto (M) a partir do qual

|ca, —cal| < e.
Observamos inicialmente que vale a igualdade:
|cay — ca| = |c| |an — a| (2.4)

Como por hipétese sabemos que a, — a, isto implica que existe um
ponto M a partir do qual a diferenga entre a sequéncia a, e a é tdo
pequena quanto queiramos, ou seja: se n > M;p entdo temos que

oy —a] < & (2.5)

(veja que o ntimero real escolhido nesse caso foi ﬁ, falaremos mais
sobre o porque dessa escolha depois, por enquanto apenas note que
podemos escolher esse nimero, e que pela definicdo de limite vai
existir um ponto M; a partir do qual a desigualdade 2.5 é valida.)

Agora basta combinarmos as equacgdes 2.4 e 2.5 para terminarmos a
demonstragdo. Vejamos como:

Seja M = M;j, como definimos acima, entdo para n > M; temos
que:

|cay —ca| = |c| |ay —a| < |¢] = < e (2.6)

€
el
E assim provamos que (ca,) — ca.

Antes de fazermos a demonstragdo dos outros itens. Vamos obser-
var alguns pontos importantes. Primeiro porque escolher ﬁ? A
resposta é simples: para que a demonstragdo funcione, nem mais
nem menos. Com essa escolha foi fécil provar |a, — a| < e. Ou seja,
“para aonde eu devo ir, depende de onde quero chegar”. E possivel
de antemado saber que escolha deve ser feita? Na verdade, ndo é
necessdrio saber de antemdo, vejamos como refazendo a demons-
tracgao:

Segunda demonstragdo Reobservamos que vale a igualdade:
|cay —ca| = |c||ay — a (2.7)

Como por hipétese sabemos que a, — 4, isto implica que existe
um ponto M; a partir do qual a diferenca é tdo pequena quanto
queiramos, ou seja: se n > M; entdo temos que

lay —al < &1 (2.8)
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Agora basta combinarmos as equagdes 2.7 e 2.8 temos que
Seja M = M;j, como definimos acima, entdo para n > M; temos
que:

|cay — ca| = |c| |an — a] < |c| &1 (2.9)

Agora como podemos escolher £; tdo pequeno quanto queiramos,
escolhemos g1 = ﬁ e assim 2.9 fica:

|can —ca| = |c| |an —a| < |c|e1 = |c] % =t (2.10)

O que prova que (ca,) — ca.

Vale observar também mais alguns fatos: foi fundamental a liber-
dade de podermos escolher o primeiro ¢ tdo pequeno quanto queira-
mos. E fundamental, em demonstragdes de limites entender quando
e como escolher essas grandezas.

(ii) Para provarmos que (a, + b,) — (a+b), precisamos estimar
[(@n +bn) — (a+b)]

para valores grandes de 7, e para esses valores obter que o médulo
anterior é menor que &.

Comecgamos reordenado o médulo anterior, e assim:
[(an +bn) = (a+b)| = [(an —a) + (bn — )|
Agora usaremos a desigualdade triangular para obtermos:

|(an +by) — (a+b)| = [(an — a) + (bn — b)| < [(an —a)| +[(bn — )]
(2.11)

Veja que reduzimos o problema de estimarmos |(a, + b,) — (a + b)|
ao problema de estimarmos |(a, —a)| e |(b, — b)|. Mas essas es-
timativas nos sdo dadas pela definicdo que as sequéncia a, e by
convergem respectivamente a a e b.

Como a, — a, por defini¢do de convergéncia, temos que existe um
ponto M; a partir do qual |2, —a| < §, i.e,
€

|an—a|<2

sempre que n> M (2.12)

Por outro lado como por hipétese b, — b, por defini¢do de conver-
géncia, temos que existe um ponto M, a partir do qual |b, —b| < 5,
ie,

|by — b| < % sempre que n> M (2.13)

Aqui é importante observar que a convergéncia de (a,) e (b,) im-
plica que para cada uma dessas sequéncia temos um ponto para o
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qual cada uma delas é menor que ¢, respectivamente M; e Mp. A
priori, esses pontos ndo sdo iguais e portanto é necessério distingui-
los. Intuitivamente eles sdo distintos pois as séries podem convergir
com velocidades diferentes. Veja que a defini¢do de convergéncia de
cada série diz que para essa série existe um ponto (que depende da
série, e do épsilon) a partir do qual os termos série estdo a distancia
menor que ¢ do limite.

Feita essa observagdo, veja que existe um ponto a partir do qual
ambas as sequéncias estdo simultaneamente na e-vizinhanca de seus
limites, esse ponto é M = max{M;, M} pois se n > M entdo valem:

lap —al < sempre que n>M (2.14)

N m

|bp — b| < % sempre que n>M (2.15)

pois se n > M entdo n > Mj e n > Mj. Ou seja a partir do ponto
M os termos de ambas as séries vao estar a distdncia menor que &
do seus limites, como dito anteriormente.

Agora, temos todos os ingredientes da nossa demonstragdo. Dado
e > 0 seja M = max{M;, My} entdo por 2.11

|(an +bn) — (a+b)| = [(an — a) + (bu — b)| < [(an — a)| +[(bn — )|
e substituindo 2.14 e 2.15 na equagdo anterior temos:
|(an +bn) = (a+b)| = |(an — a) + (b — b)| < |(an —a)[ + [(bn — b)]|

<Eif.
2 2 7

(ifi) Vamos provar que (a,b,) — ab. Observamos primeiramente que
vale as desigualdades

|anby — ab| = |ayb, — aby, + ab, — ab| (2.16)
< |anby — aby| + |ab, — ab| (2.17)
< lbw lan — al +a |bs — b (218)

No primeiro passo acima adicionamos e subtraimos ab;,, o que nos

permitiu usar a desigualdade triangular. Esta é uma técnica inteli-

gente e a usaremos algumas vezes.

Agora vamos proceder como anteriormente fazendo cada pedaco da
€

ultima desigualdade menor que 5 e assim fazendo a soma menor
que &.

Vamos agora supor que a # 0 (o caso a = 0 deixamos como exerci-
cio ao leitor). Como (b,) — b, existe M; tal que se n > M; entdo
e

b bl < 103 (2.19)
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Feito isso temos uma estimativa para o segundo termo da equagao
2.18. Estimar o primeiro termo, i.e, |b,||a, —a| existe um pouco
mais de cuidado, pois neste termo estamos multiplicando por |by|
que é um termo varidvel. Como ja vimos em existe uma cota C tal
que para todo n temos que |b, <|C e observamos que estd cota pode
ser escolhida diferente de zero. (Porque?) e assim como a, — a
existe um ponto M, tal que se n > M, entdo:
€

lap —a| < C

(2.20)

Agora podemos terminar a demonstragdo, para tanto seja M =
max{Mji, My}, entdo se n > M temos que:

|anby, — ab| = |a,b, — ab, + ab, — ab| (2.21)
< |layby — aby| + |ab, — ab| (2.22)
< |bul |an —al + |a| |bn — b (2.23)
< Clay —a| +|a||by — b] (2.24)
€ €
<C (E) + |a| (|’1|2) =e. (2.25)
(iv) Como
an 1

=,  —
by " by
1

pelo item 3 basta provarmos que se b, — b entdo % — 3, sempre
que b # 0. Comegamos observando que:

1‘_ |b — by

1
b |~ [ETThl 20
Como b, — b sabemos que a sequéncia existe um ponto M tal que

se n > Mj entdo
16|
2 7

o que implica que |b,| > |b| /2 (porque?). Veja que existe um outro

|by —b| < (2.27)

ponto M, tal que se n > N, entdo

e[bf?
o

|by — b| < (2.28)

Finalmente escolhemos M = max{M1, MQ}, para n > M, teremos:

€ (2.29)

1 1‘_ b= ba| _ elp* 1
O

be b [B[ba] T 2 [B[[B/2]
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=1

.on+1
2.31 Exemplo nlgr(}o .
Pela propriedade da soma (L2), se os limites lim 1, lim % existirem,
n—oo n—oo

entao
n+1

1
lim = lim 1+ lim —
n—oo 1 n—oo n—oco 1

Mas, como ja demonstramos lim 1 = 1, por ser uma sequéncia cons-
n—00
tante e lim % =0 e assim
n—oo

. on+1
lim =

n—co N

1

2.32 Exemplo Para todo k € IN, lim 0.

n—oo pk

Vamos provar por indugdo. O caso k = 1 ja foi feito. Assim vamos
supor por hipétese indutiva que lign nk%l = 0. Mas usando a L3 temos
n—oo

que;
1
lim — = lim —- lim —— =0-0=0
n—oo 11 n—oo 11 n—oo pht—
241
2.33 Exemplo lgn ;127_:_3
n—oo

Observe que ndo podemos usar L4 pois ambas as sequéncias do
numerador e do denominador sdo divergentes.

Para calcularmos esse limite devemos usar a seguinte estrategia co-
mecamos dividindo por n? o numerador e o denominador, e logo:

m2+1 . 2+ %
11‘1‘1273: m 3
n—oo n- 4 n~>oo]+?

Supondo que os limites no denominador e no numerador existam,
podemos usar Lg, e temos

im (2 n ,}—2)

n—o00

lim (1 + j—z)

n—o0

Supondo que os limites de cada termo da soma existam, podemos
usar que o limite da soma é a soma dos limites (L2) e

. . l
_ nlg{}oz_'—nlglc}o”z
- . . i
nlglc}ol+nl§olon2
240
140

Veja que no final, chegamos que cada limite de cada termo soma
existia, o que implica que o limite no numerador e denominador exis-
tiam, e assim nossa cadeia de raciocinios estava correta, pois cada su-
posicdo era correta.

89
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n
i _1
2.34 Exemplo nlgr.}o (1 n)
Vamos calcularnesse limite reduzindo seu calculo ao limite conhe-
cido lim (1 + %) =e.
n—o0
Para tanto comegamos com algumas manipulagdes algébricas:

i 1\" _ n—1\"
im (1-3) = g (") (250
) 1
LY En (2:31)
1
= lm — (2.32)
n—00 (1+,11T1>
. 1
= lim 5 (2.33)

Para calcularmos o limite

1 n—1
lim (1 + )
n—o0 n—1

n—1 n
observe que a sequéncia b, = (1 + %) e asequéncia e, = (1 + %)

sdo tais que e, = b,41 e assim pelo exercicio 2.34 elas possuem o
mesmo limite

e como

lim (1 + ) =1

n—oo —1
Temos que

1
m, T =e
1 1
(1 ﬁ) (1 + ﬁ)

Exercicios

2.19 — Para s, a sequéncia de termo geral dado abaixo, determine a
convergéncia ou divergéncia da sequéncia (s,). Calcule, caso exista,

limy;, 4 0 S

n*43n+1
5nt+2

b) su=vn+1—+n
9) sn:(l—f—%)n
d) s, = 1n%dx

e) sy = fln x%dx, onde & é um real dado

a) s, =
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f) su= [y e dx(s > 0)

g) sn= 31;2;
h) s = Gy
i) Sn = (;nllnln
j) sn= 3?;:
k) sn = nzjtlz
D =
m) Sy = 127171
n) sp = ngjrS
0) Sy = 5’—;
P) Su=1h
D =k
r) s = ni'

2.20 — Prove por indugédo que se lim a, = a entdo
n—oo

Jim (o) =,

para todo k € IN.

2.21 — Usando o exercicio anterior, mostre que dados p,q € IN, se

lim a,, = a entdo

n—oo

r
q

==

Jim (o)

=a

2.22 — (Dificil) Mostre que dado « € R, se lign a, = a entdo
n—oo

: ® __
Mim (a,)" = a%,

2.23 — Para cada um dos itens a seguir, prove ou fornega um contra-
exemplo.

a) Se (sy) e (t,) sdo sequéncias divergentes, entdo (s, + t,) di-
verge.

b) Se (sy) e (t,) sdo sequéncias divergentes, entdo (s,t,) diverge.

c) Se (su) e (sy + ty) sdo sequéncias convergentes, entdo (t,) con-
verge.

d) Se (sn) e (sntn) sdo sequéncias convergentes, entdo (t,) con-
verge.
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2.24 — D& um exemplo de uma sequéncia ndo limitada que ndo di-
verge para +oco ou para —oo.

2.25 —
a) Deéum exemplo de uma sequéncia convergente (s, ) de nimeros
positivos tal que lim,c0(S;4+1/52) = 1.

b) Dé um exemplo de uma sequéncia convergente (t,) de nimeros
positivos tal que limy,—co(ty11/tn) = 1.

2.26 — Seja a sequéncia a, definida recursivamente, estabelecendo

a) = 2e
. _ 2a,—1
n+1 — a, .
a) Mostre que, para todon > 1, se a, > 1, entdo a,41 > 1.

b) Use o item anterior para mostrar que a sequéncia a, estd bem
definida e que a;, é limitada inferiormente por 1.

c) Mostre que a, é decrescente.

d) Mostre que a, converge para algum limite L > 1.

e) Mostre que

2a, —1 2L -1
p converge para
n

f) Determine o valor de L

2.27 — Prove:

a) Selim;,_cS; = +oo ek > 0, entdo lim;_ o ks, = +o0.

b) Selim;, 008, = +o0 e k < 0, entdo limy,_, ks;; = —o0.

¢) limy—eo Sy = 400 se, e somente se, lim,_yoo(—5,) = —o0.

d) Se lim, 05y, = +00 e se (t,) é uma sequéncia limitada, entdo
1My, o0 (Sy + £n) = +o0.

e) Se (sy) converge para L > 0elimy, ;e t; = +00, entdo lim, 0 (Suty) =
+o00.

2.8 Teorema do confronto

2

Um modo extremamente eficaz de calcular limites é o Teorema do
Confronto, que em termos vagos nos diz que se uma sequéncia estd
ensanduichada por duas outras que convergem ao mesmo limite, en-
tdo a sequéncia ensanduichada também converge a esse limite.

2.35 Teorema (do confronto ) Dadas (a,), (by) e (cy) sequéncias reais tais que
ay < by, < ¢y para todo n > ng. Entdo se lim a, = lim ¢, = L, entdo
n—oo n—oo
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existe (by) converge e 1211 b, = L.
n—oo

Demonstracido. Como a, é convergente existe um ponto M tal que se
n > M, entdo:

lan — L| <e & L—e<a, <L+e (2-34)

Por outro lado como ¢, é convergente existe um ponto M, tal que
se n > My, entdo:

lcn —L| < e & L—e<cy<L+ce (2-35)

Agora seja M = max{M;,eM,} entdo pela equagdo 2.34 L — ¢ < a,
e como b, > a, temos que b, > L —¢. Ja pela equagdo 2.35 b, < L +¢
e como ¢; < by entdo by, < L+¢€. Assim L — e < by, < L + ¢ para todo
n > M e assim temos que b, converge a L. 0

Exemplo Se |r| < 1 entdo nlgn =0

Provaremos primeiramente o caso 0 < r < 1, neste caso como r < 1
entdo % > 1 e desta forma % =l+asr= 1%“

Pelo Exemplo 1.38 temos que (1+ )" > 1+ na e assim
1 1 1

0<r" = —
<7 (1+a)"<1+mx<mx

e logo pelo Teorema do Confronto o limite é zero.

No caso que —1 < r < 0, note que — |r|" < r" < |r|" e agora como
0 < |r| < 1, temos que |r|" — 0 e assim novamente usando o Teorema
do Confronto temos que r* — 0.

Exemplo lim sen(n) =0

n—o N

Como: —1 < sen(x) < 1, dividindo essa desigualdade por n temos:

sen(n)

<

<

S| =
S| =

Como lim 1 = lim —% = 0, pelo Teorema do Confronto

n—oo n—o0
. sen(n
lim sen(n) =0
n—o0 n
Exemplo Seja a, uma sequéncia limitada e b, uma sequéncia que converge
a 0 entdo:

aub, — 0

Como ay, é limitada, existe C tal que

—C<a, <C.
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Multiplicando a desigualdade anterior por |by| temos:

—C |by| < an < Clbn|.

Agora como b, — 0 entdo |b,| — 0 e assim C |bn| — 0e —C |bn| — 0,
logo pelo Teorema do Confronto ayb, — 0.

Proposi¢do (Preservacdo de Desigualdades) Sejam (ay) e (by) duas se-
quéncias reais convergentes tais que a, — L e b, — M. Se ay < b, para
todon € IN, entio L < M.

Demonstracdo. Suponha, por contradi¢do, que L > M, de modo que
L — M > 0. Definindo ¢ = % > 0, como a, — L, existe um N; € IN
tal que |a, — L| < % para todo n > Nj. Em particular, temos a, >
% paran > Nj.

Além disso, como b, — M, existe um N, € N tal que |b, — M| <
% para todo n > Np. Em particular, temos b, < # paran > Nj.

Assim, para N = max{Nj, N}, temos # <ay < by < #, o

que é uma contradi¢do. Portanto, concluimos que L < M. O
Exercicios
2.28 — Mostre que se lim a, = a, entdo lim |a,| = |a|

n—oo n—o0

2.29 — Mostre que se a, > 0, entdo nlgl(}o a, > 0.

1

2.30 — Calcule lim nsen 3

n—o0

2.31 — Nesta questdo queremos provar que, para qualquer r > 0,
=1

a) Para qualquer constante r > 1, prove que %n — 1 a medida que

temos lim;; ;0 %

n — oo.

b) Consequentemente, prove que, para qualquer constante r €
(0,1), temos % — 1 também.
Dica: Use a Desigualdade de Bernoulli.

c) Agora, seja (a,) uma sequéncia que converge para um nimero
positivo. Prove que a sequéncia (é) também converge e deter-
mine seu limite.

d) Suponha que r1,73,...,7 € R sejam constantes positivas. Seja

)1/ﬂ

(an) a sequéncia dada por a, = (r] +r5+---+r})""". Encon-

tre o limite dessa sequéncia.
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2.32 —
a) Usando que lim; o0 nl/" =1 e o Exercicio 2.31, encontre limy, o (k +
n)1/" para qualquer k € R.

b) Encontre o limite lim,_,co 3/2" — 1.

2.33 — Nesta questdo iremos generalizar os resultados do Exercicio
2.31 considerando o limite lim, 7™, onde r > 0 e (a,) é alguma
sequéncia real convergente.

a) Sejar > 1. Prove que |r* — 1| < |x||r — 1| para todo x € R.

b) Considere uma sequéncia real (a,) que converge para a € R.
Usando a parte (a), prove que lim,_,o r™* = r* para qualquer
r > 1 fixo.

c) Estenda o resultado da parte (b) para qualquer 0 < r < 1.

2.9 Subsequéncias

. o~ . (0] A . [e0] A . ”
2.40 Definigao Seja (s ), uma sequéncia e (ny),_, uma sequéncia de niimeros

naturais tal que ny < ny < nz < ---. A sequéncia (sy,),., é chamada de
subsequéncia de (s,);,_;.
R
2.41 Exemplos Sejam as sequéncias (a,) e (b,) definidas por a, = (—1)" e Tk
b, = 2n.
1. Se definirmos uma fungio crescente k : N — IN por k(n) = 2n, entdo e
temos wuma nova sequéncia: © ot
A
(ax,) = (azn) = (az,a4,06,a8,...) = (1,1,1,1,...) ' X

Esta sequéncia (ay,) é uma subsequéncia de (a,) uma vez que estamos . .
Figura 2.11: Sequéncia real (ay).

2

Uma subsequéncia (a;,) é selecio-
nada pelos pontos vermelhos.

apenas pegando os termos de niimero par da sequéncia original e ignorando
o0s demais.

2. Também podemos definir k(n) = n? para que possamos criar uma subse-
quéncia de (b,) dada por:

(bkn) - (bnz) - (bl, b4,b9,b16,.. ) - (2,8, 18,32,.. .)

onde o n-ésimo termo nesta nova sequéncia é dado por by, = 2n>.

3. Outro exemplo de uma subsequéncia é a cauda de uma sequéncia. A
cauda de uma sequéncia (a,) é uma sequéncia (aN41, AN+2, AN+3, - --)
para algum N fixo em IN. Esta cauda é uma subsequéncia obtida pela
pré-composicio da sequéncia (a,) com a fungio estritamente crescente
k(n) = N+ n. Assim, a subsequéncia resultante de (a,) seria (ay,) =

(aNtn) = (AN41,AN12,AN 43, - - ).
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Teorema Se uma sequéncia (s,) converge para um niimero real s, entdo toda
subsequéncia de (s,) também converge para s.

Demonstragiio. Seja (sy, ) uma subsequéncia de (s,). Dado qualquer
e > 0, existe um numero natural N tal que n > N implica que
|sw —s| < e. Assim, para k > N, aplicamos o resultado do Exercicio
2.35 para obterny, > k>N, o0 que garante que ]snk — s| < ¢&. Portanto,
limy_, o 5, = 5. O

Exemplo Uma aplicagio do Teorema 2.42 é encontrar o valor do limite de
uma sequéncia convergente. Suponha que 0 < x < 1 e considere a sequéncia
(sn) definida por s, = x'/". Como 0 < x'/" < 1 para todo n, (s,) é
limitada e crescente. Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona 2.20, (s,)
converge para algum nmiimero, digamos s. Temos que:

521’1 el xl/(Zn) = V xl/” = \/§~

Pelo Teorema 2.42, limy, 0 Sppp = limy o0 5y, €, utilizando a propriedade
limy, 00 /S = V1imy 00 Sy, Obtemos:
s = lim s, = lim sy, = lim +/s;;, = v/s.
n—oo n n—oo 2n n—oo n \/7
Portanto, s> = s, o que implica que s = 0 ous = 1. Comos; =x >0ea
sequéncia é crescente, temos que s # 0. Logo, s = 1 e lim;_ye0 xl/n =1,

Exemplo O Teorema 2.42 também pode ser iitil para mostrar que uma se-
quéncia é divergente. Se a sequéncia s, = (—1)" fosse convergente para
algum niimero s, entdo todas as subsequéncias também convergiriam para s.
No entanto, as subsequéncias (sz,) e (Say—1) convergem para valores diferen-
tes, +1 e -1, respectivamente, o que mostra que (s,) ndo é convergente.

Teorema (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada possui uma sub-
sequéncia convergente.

Demonstragdo. Seja (sy),cp Uma sequéncia de niimeros reais com g <
sy < bp para todo n € IN.
Passo 1 (Construcao da subsequéncia):

1. Definimos L = |by — ap.

2. Dividimos o intervalo [ag,by] em duas metades. Pelo menos uma

dessas metades deve conter infinitos valores s,. Escolhemos uma
dessas metades e chamamos-a de [a, b1]. Observe que |by —a;| =

% [bo —ag| = L, e que a1 € {ao,ao + bogao }, portanto a; > ag. Exis-

tem infinitos s, em [a1, by ]. Escolhemos um desses valores, digamos,

Siy-

3. Agora, dividimos o intervalo [a1, b;] em duas metades. Novamente

pelo menos uma das metades deve conter infinitos s,. Escolhemos



uma dessas metades e chamamos-a de [ay, by]. Note que |by — ap| =

%|b1 —m| = %, e que ay € {al,al + hl;al}, de modo que a, >

a1. Existem infinitos s, em [a, by]. Escolhemos um desses valores,
digamos, s;, com iy > ij.

4. Continuamos o processo. E dessa forma, obtemos uma sequéncia
de intervalos encaixantes (vide Figura 2.12):

Sl‘le 5[26

[ﬂo, bo} D) [a1, bl] D [{12, bz] Do
——

—— ——

comprimento L comprimento 5 comprimento £

Note que |by — ay| = % |by—1 — a,_1| paratodon € N, o que implica
by — an| = 3¢ |bo — ag| = % para todo n € N. Além disso, ag < a1 <
ay < -

Passo 2 (Obtencdo do Limite): A sequéncia a1, ay, a3, . .. ¢ mondtona
crescente e limitada superiormente por by. Portanto, ela converge. De-
note o limite por s.

Passo 3 (Prova de que s, — s): Seja ¢ > 0. Como (a;),,.py converge
para s, temos que
€

dN; € N tal que |a, —s| < 5

sempre que 1 > Nj.

Como s;, estd no intervalo [a,,b,], e 0 comprimento do intervalo
[an, by € 2%, a distancia de s;, até a, é no maximo 2%, 0 que converge
para zero quando n — co. Assim,

N, € N tal que |[s;, —a,| < % sempre que 11 > Nj.
Escolhendo N = max{Nj, N, }. Entdo, para n > N, temos:

o que conclui a prova. O

Exercicios

2.34 — Dado s, uma sequéncia convergente e t; = s, com n; =
k + np uma subsequéncia (estamos removendo os 1 primeiros termos
da sequéncia original, mantendo a ordem dos subsequentes). Entéo t;
converge e o limite é o mesmo da sequéncia si.

2.35 — Se (n;) é uma sequéncia crescente de nimeros naturais entdo
(ny) é ilimitada.
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2.36 — Mostre que, se uma sequéncia (a, ), _; ndo é limitada superi-
ormente, entdo existe uma subsequéncia (ay,, ), _; tal que limy, ;c0 4y, =
co. Um resultado similar vale se a sequéncia ndo for limitada inferior-
mente, mas —oo substitui co.

2.37 — Prove que toda sequéncia possui uma subsequéncia moné-
tona. Use isso para fornecer outra demonstragdo do Teorema de Bolzano-
Weierstrass.

Dica: Considere o conjunto de todos os inteiros n com a propriedade
de que a,, < a, para todo m > n e reflita sobre as consequéncias de
este conjunto ser finito ou infinito.

2.38 — Mostre que, se uma sequéncia (a, ), _; ndo é limitada superi-
ormente, entdo existe uma subsequéncia (ay,, )7, tal que limy, ;c0 a5, =
co. Um resultado similar vale se a sequéncia ndo ¢é limitada inferior-
mente, mas com —oo substituindo co.

2.39 — Suponha que toda subsequéncia da sequéncia (a, ), _; tem um
limite, mas sem assumir que todos tém o mesmo limite. Prove que a
sequéncia (a, ), _; possui um limite.

2.40 — Seja (a,);,_, uma sequéncia de ntimeros reais e suponha que
o conjunto de valores A = {a, : n =1,2,...} que aparece na sequéncia
possui um ponto de acumulagdo L. Mostre que existe uma subsequén-
cia (ay,);"_;, com termos distintos, que converge para L.

2.10 Sequéncias de Cauchy

Quando uma sequéncia (s, ) é convergente, os termos se aproximam
cada vez mais do valor do limite para valores grandes de n. Conse-
quentemente, eles também se aproximam entre si. Na verdade, essa 1l-
tima propriedade (chamada propriedade de Cauchy) é suficiente para
garantir a convergéncia de sequéncias reais.

2.46 Defini¢do (Sequéncias de Cauchy) Uma sequéncia (s, ) de niimeros reais
é chamada de sequéncia de Cauchy se, para cada € > 0, existe um niimero
natural N tal que, para m,n > N, temos |s, — sy | < €.

2.47 Proposicdo Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.
Demonstragido. Suponha que (s,) converge para s. Para mostrar que

sy estd proximo de s, para valores grandes de n e m, usamos o fato
de que ambos estdo préximos de s. Uma aplicagdo da desigualdade



2.48

2.49

2.50

triangular nos da:
Isn —sm| = |sn —s+5—5m| < |sp — 5|+ [s— sm]

Dado um ¢ > 0, escolhemos um ntimero natural N tal que, para k > N,
temos sy — s| < /2. Entdo, para m,n > N, temos:

|Sn_SM|S|Sn_5|+|5—5m|<§+§:g

Portanto, (s,) é uma sequéncia de Cauchy. o
Proposicao Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo. A demonstracdo é simples e serd deixada como exerci-
cio. O

Teorema (Critério de Convergéncia de Cauchy) Uma sequéncia de ni-
meros reais é convergente se, e somente se, for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracio. Ja mostramos que toda sequéncia convergente é de Cau-
chy. Agora, suponha que (s,) seja uma sequéncia de Cauchy. Como
a sequéncia (s;) é limitada, pela propriedade de Bolzano-Weierstrass,
existe uma subsequéncia (s, ) de (s;) que converge para algum limite
LeR.

Provaremos agora que a sequéncia original converge para o mesmo
limite.

Como (s,) é uma sequéncia de Cauchy, temos que, para todo ¢ > 0,
existe um N tal que, para todo m,n > N, s, — S| < % Em particular,
isso significa que, para 1,1, > N, temos [s,; — 55, | < 5.

Como (sy,) converge para L, existe um indice K tal que, para todo
ni > K, temos |s,, — L[ < 5.

Seja M = max(N,K)Para n > M, podemos usar a desigualdade
triangular para obter:

|sn — L| < |sy —su,| + |sn, — L.

Escolhendo 1y > M, temos |s;, — s, | < 5 e |sy,, —L| < 5. Portanto,

obtemos:
e €
\sn—L|<§+§:s. -
Mostramos que, para todo & > 0, existe um M tal que, para todo
n > M, |x, — L| < e. Isso prova que (s, ) converge para L.
Logo toda sequéncia de Cauchy nos niimeros reais é convergente.

Exemplo Ilustraremos o uso do critério de Cauchy mostrando que a sequén-
cia sy :1+%+%+---+%édivergente.
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Se m > n, entio:

S S SR
T n4+1 n+2 m m

Sm — Sn

Em particular, quando m = 2n, temos sy, — s, > % Portanto, a sequéncia
(sn) nio pode ser de Cauchy e, assim, nio é convergente.

Teorema Se K é um corpo ordenado que satisfaz a Propriedade Arquimedi-
ana, entdo IK é completo se, e somente se, toda sequéncia de Cauchy em K ¢é
convergente.

Demonstracio. A implicacdo <= ja foi demonstrada no Teorema 2.49.

Aqui, faremos apenas um esbogo da prova da implicagdo =, dei-
xando como exercicio ao leitor completar os detalhes. Seguiremos uma
estratégia similar a utilizada no Teorema 2.45.

Considere s € S # @ e seja M uma cota superior de S. Defina ag = s
e by = M, e denote L = |by — ap|. Divida o intervalo [ag, by] ao meio
e escolha o subintervalo a direita que contém ao menos um ponto de
S, denotando este subintervalo por [a1,b;]. Repetindo esse processo,
obtemos uma sequéncia de intervalos encaixantes

Siy S Siy S
[a()/ bO} D) [ﬂl, bl] D) [a2/ bZ] IDIRE
comprimento L comprimento % comprimento %
Considere a sequéncia a1,4z,43,.... Se j > i, entdo |a; —aj| < %
Em um corpo arquimediano, temos que % — 0 quando i — co. Por-

tanto, a1,a3,a3,... € uma sequéncia de Cauchy e, consequentemente,

converge. Denotemos o limite por s.
Finalmente, podemos concluir que s é o supremo de S. ]

Exercicios

2.41 — Prove que toda sequéncia de Cauchy é limitada.

2.42 — Dizemos que uma sequéncia (s,) é contrativa se existe uma
constante k com 0 < k < 1 tal que [s;42 —sp41| < k|[sp41 — su| para
todo n € IN. Prove que toda sequéncia contrativa é uma sequéncia de
Cauchy e, portanto, é convergente.

* 2.43 — Prove o Teorema 2.51.

** 2,44 — O objetivo deste exercicio é demonstrar que a afirmacéao:

toda sequéncia de Cauchy é convergente

Sequéncias de Cauchy e Completude
O conceito de que toda sequéncia de
Cauchy converge poderia ser tomado
como a definicio de completude de um
corpo. Em outras palavras poderfamos
ter assumido o seguinte axioma:

Axioma 13” Um corpo ordenado é dito

completo se e somente é ar-
quimediano e toda sequén-
cia de Cauchy converge.

Esse Axioma da Completude pode ser
mais intuitivo para o leitor, j4 que in-
tuitivamente, uma sequéncia de Cau-
chy é uma sequéncia cujos elementos fi-
cam cada vez mais proximos uns dos
outros a medida que avangamos. Essa
ideia de "aproximagdo"entre os termos
sugere que a sequéncia estd se "aproxi-
mando"de algum valor nos reais, mesmo
que inicialmente ndo saibamos qual é
esse valor. Nos reais, toda sequéncia de
Cauchy realmente converge para um nt-
mero real, o que reflete uma propriedade
fundamental desse conjunto: ele é com-
pleto, ou seja, ndo "falta"'nenhum nd-
mero que possa servir de "destino"para
a sequéncia.



ndo implica o Axioma da Completude.
Uma série formal de Laurent é uma expressido da forma

[e0]
) anx",
n=m

onde m é um inteiro ndo positivo e 4, é um numero real para cada
n € Z com n > m, de modo que a, # 0. Nessas condicdes, a, é
chamado de coeficiente dominante da série formal de Laurent.

Seja R(x) o conjunto de todas as séries formais de Laurent, incluindo a
série nula 0, com operag¢des de soma e produto definidas naturalmente
pela manipulagdo usual de expressoes algébricas com coeficientes reais
e uma variavel formal. Finalmente, dados p,q € R(x), definimos p < g
se, e somente se, p = g ou o coeficiente dominante de g — p é um
namero real positivo.

Prove que:
a) R(x) é um corpo ordenado;
b) R(x) ndo é completo;

¢) R(x) ndo satisfaz a Propriedade Arquimediana;

d) toda sequéncia de Cauchy em R(x) é convergente.

* 2.45 — Um corpo satisfaz a Propriedade dos Intervalos Encaixan-
tesse I, Ip,...,I,... for uma colecdo de intervalos fechados e limita-
dos encaixantes, ouseja, 1 2 b O ... D I, O ..., entdo N2, ; # .
Prove que para corpo ordenado a Propriedade de Completude é equi-
valente a Propriedade dos Intervalos Encaixantes

2.11  Limite de fungoes e continuidade

Limite de fungoes

Dada uma fungdo real f, estamos interessados em saber o comporta-
mento de f(x) a medida que x se aproxima de um ponto xp, sem que
x assuma esse valor. Esse é o tema desta se¢do. Em muitos casos, f(x)
se aproxima de f(xp), o que ocorre para fun¢des continuas, uma classe
que serd abordada mais adiante.

Precisamos esclarecer o que significa "x se aproximar de x(p sem,
contudo, assumir esse valor". Para investigar o valor de f(x), é neces-
sério que x pertenca ao dominio de f, mas, como x ndo assume o valor
xo, f(xp) pode nédo estar definido. Isso significa que xy ndo precisa per-
tencer ao dominio de f, mas é essencial que seja possivel "se aproximar
de x¢"a partir de pontos do dominio de f. Formalmente, se A é o do-
minio de f, a nogdo de limite de fung¢des tem sentido se, e somente se,
xo for ponto de acumulagdo de A. Isto ocorre quando xg € A\{xp},
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ou seja, existe uma sequéncia (x,),eNn C A\{xo} convergente para x.

2.52 Defini¢do Sejam f : A C R — R e xg um ponto de acumulagio de A.
Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a xo é igual a L € R, se Ve >
0,36 > 0 tal que paratodo x € A, se 0 < |x —xg| < 6, entdo |f(x) —L| <
e. Nesse caso, escrevemos lim f(x) = L.
X=X

Se x em (x9 — &, x0 + &)
entdo f(x) em (L—¢ L+e)

Queremos que f(x) esteja
em (L—¢L+¢)

Logo escolhemos x
em (xo — J,x9 + 6)

\ X0 \ X0 X X

Note que essa definicdo é andloga a de limite de sequéncias. A
unicidade do limite também é vélida aqui, e o leitor pode demonstra-
la como exercicio.

2.53 Exemplo Seja f : R\{0} — R dada por

1, sex >0,
flx) =
-1, sex <O.
O ponto 0 é um ponto de acumulagio de R\{0}. Suponha que lirr(l) flx) =
x—

L. Tomando € = 1 na definigdo de limite, obtemos 6 > 0 tal que |f(x) — L| <
1 quando 0 < |x| < 8. Assim, temos

2=1-(-1)|=1[f(6/2) = f(=0/2)]|
<|f(6/2) = LI+ |f(=6/2)—L| <1+1=2,

o que é um absurdo. Portanto, lirr(l) f(x) ndo existe.
x—

2.54 Exemplo Seja f : (0,1] — R dada por f(x) = 1 para todo x € (0,1].
Note que 0 ndo estd no dominio de f, mas é ponto de acumulagio deste. Faz
sentido perguntar se existe o limite de f(x) quando x tende a 0, e, caso exista,
determinar seu valor.

Figura 2.13: Os graficos mostram
trés exemplos de fung¢des para os
quais os limites existem e sdo L. No
primeiro caso, a fungdo f esta defi-
nida em 4, e f(a) = L; na segunda,
a fungdo g ndo estd definida em a; e
na terceira, apesar de a fun(;éo estar
definida em a, temos que h(a) # L.

Importante: A consideracdo do limite
de f(x) quando x tende a xo faz sentido
somente quando xg é ponto de acumu-
lagdio do dominio de f. Esta condicao
serd assumida implicitamente daqui por

diante.

! X0

Figura 2.14: Exemplos de funcdes
para as quais o limite ndo existe.
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Mostraremos que lin})f(x) = 1. Seja € > 0. Para todo x € (0,1], temos
x—
f(x)—1=]1-1|=0<e.

Assim, tomando qualquer 6 > 0, temos que 0 < [x — 0| < 6 = |[f(x) —
1| < e. Concluimos que lirrbf(x) =1
X—

Proposicdo (Limites por Sequéncias) Sejam f : A C R — R e xo um

ponto de acumulagio de A. Temos que le f(x) = L se, e somente se,
X—X(

nlgn f(xy) = L para toda sequéncia (xn),en C A\{xo} convergente para

X0-

Demonstragio. Suponha que lim f(x) = L. Se (xp)nen C A\{x0} e
X—X0

Xy — Xo, entdo, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, se 0 < |x — xp| < 4,
entdo |f(x) — L| < &. Como x, — xp, existe N € N tal que, para todo
n > N, |x, — x| < 6. Logo, para n > N, temos |f(x,) —L| < ¢, e,
portanto, f(x,) — L.

Agora, suponha que ILm f(x) # L. Entdo, existe ¢ > 0 tal que,

X—Xq

para todo 6 > 0, existe x € A com 0 < |[x —xo| < de |[f(x)—L| >
e. Para cada n € N, tomando 6 = 1/n, obtemos x;, € A tal que
0 < |xn—x0| < 1/n e |f(xn) —L| > e Assim, construimos uma
sequéncia (x,),en C A\{xo} convergente para x(, mas tal que f(x,)
ndo converge para L, o que é um absurdo. Concluimos, portanto, que
xl;ralof(x) = L. O

Proposi¢do (Propriedades do Limite) Sejam f,g: A C R = Rec €
R. Se lim f(x) =L € Re lim g(x) = M € R, entdo:
X—XQ X— X

1. xlgrgo(f(x) +g(x))=L+M;

2. lim (c¢f(x)) = cL;

3. lim (f(x) —g(x)) =L - M;
4. lim (f(x)g(x)) = LM;

~1s f(x) _ L
5. Sem # 0, entdo xlgn;g ® = m

Demonstragdo. Deixamos para o leitor demonstrar essas propriedades
a partir das correspondentes propriedades de limite de funcéo. O

Funcoes continuas

Defini¢do Sejam f : A C R — Rexg € A. Dizemos que f é continua em
Xg se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para todo x € A, se |x — xg| < 6,

entdo |f(x) — f(xo)| < e

X1
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Esta defini¢do formaliza a ideia de que, quando x esta suficiente-
mente préoximo de xg, os valores de f(x) também estardo proximos de
f(xo).

Observamos que ao contrério da defini¢do de limite, s6 faz sentido
indagar se f é continua no ponto a quando a € X.

Defini¢do Dizemos que f é continua em A se for continua em todo ponto de
A. Denotamos isso por f € C(A), ou seja, f € C(A) se, para todoy € A
e para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, se x € Ae |[x —y| < 6, entdo

f(x) = fy)l <e

Se a é um ponto isolado de X, entdo toda fungdo f : X — R é
continua no ponto a. Pois dado qualquer ¢ > 0, basta tomar § > 0 tal
que (a —d,a+)NX = {a}. Entdo |x —a| < § com x € X implica
x = a e, portanto, |f(x) — f(a)| = 0 < &) Em particular, se todos os
pontos de X sdo isolados, entdo qualquer funcéo f : X — IR é continua.

Proposi¢do Seja a € X um ponto de acumulagio de X. Entdo f : X - R é
continua no ponto a se, e somente se, liin f(x) = f(a).
X—a

Isso reduz essencialmente a noc¢do de fun¢do continua a de limite
nos pontos de acumulacéo.

Continuidade e Sequéncias

A seguir, enunciamos uma proposi¢do que nos permite evitar o uso
direto de € e  em muitas situagdes.

Proposicdo Sejam f: A C R = Rexy € A. A fungio f é continua em
Xq se, e somente se, para toda sequéncia (x,),en C A que converge para X,
temos

lim f(x,) = f(xp). (2.36)

n—o0

Essa proposicao afirma que uma funcio é continua se ela "comuta'"com
proposig q C

o simbolo de limite, isto é, f é continua se, e somente se,
nlgf.}of(xn) =f (7}5{}0 xn) , (2.37)
desde que a sequéncia (x;) esteja contida no dominio de f e convirja
para um ponto do dominio.
Exemplo Seja f : R — R definida por
1, sexeQ,

fx) = 0, sex¢ Q.

Dado xy € R, tome uma sequéncia (x,) C Q e outra (y,) C R\ Q, ambas
convergindo para xq. Temos nh_rgo f(xn) =1e nh_r}r;o f(yn) = 0. Portanto, f
¢ descontinua em qualquer ponto.

Alguns autores utilizam a notagdo
C(A) para designar o conjunto das fun-
¢Oes continuas em A, em vez de C(A).



2.62

2.63

2.64

Proposi¢do (Continuidade da fungdo composta) Sejam f : A C R —
Reg:B CR — R tais que f(A) C B. Se f é continua em xy e g é
continua em yo = f(xg), entdo g o f é continua em xq. Assim, se f e g sdo
continuas, g o f também é continua.

Demonstragio. Seja (x,)neNn C A uma sequéncia convergente para Xg.
Como f é continua, temos que f(x,) — f(x9) = yo. Como g é continua
em Y, entdo g(f(xn)) — g(f(x0)) = g(yo). Portanto, g o f é continua
em Xxgp.

Teorema (do Valor Intermedidrio de Bolzano) Seja f : [a,b] — R uma
fungio continua em um intervalo fechado [a,b] tal que f(a) # f(b). Se k é
um niimero real tal que f(a) < k < f(b) ou f(a) > k > f(b), entdo existe
pelo menos um c € (a,b) tal que f(c) = k.

Demonstragdo. Suponha f(a) < f(b). O outro caso é similar Construi-
remos duas sequéncias (a,,) e (b, )através do seguinte procedimento:

Se m = %42, o ponto médio do intervalo [a, b], for tal que f(m) > k,
entdo: a; = a e by = m. Caso contrério, a1 = m e by = b. Entdo temos:
a<ay<by<bef(a) <k<f(b)

O processo é entdo repetido: se m = @

, o ponto médio do in-
tervalo [ay,bq], for tal que f(m) > k, entdo: a; = a; e b, = m. Caso
contrério, ap = me bp = by. Entdotemos: a < a1 <ap <bp <by <be
f(a2) <k < f(by) E assim por diante, construimos uma sequéncia de
intervalos encaixantes:

[a,b] D [a1,b1] D -+ D [an,by] D ...

As sequéncias (a,,) e (b,) sdo, respectivamente, crescente e decres-

cente. Além disso, por construcdo, o comprimento do intervalo [ay, by

é hz]“. Portanto, os intervalos [an,bn] tém comprimentos que se ten-

dem & 0 e as sequéncias (a,) e (by) convergem, entdo, para 0 mesmo
limite.
Seja ¢ € [a,b] o seu limite comum. Vamos mostrar que f(c) = k.
Para qualquer inteiro n € IN¥, temos: f (a,) < k < f (b,). Tomando
o limite, obtemos: lim f(a,) <k < lim f(b,) Como f é continua
n—+o0 n—r+o0
em ¢, temos: f(c) < k < f(c). Portanto: f(c) = k.
Concluimos que existe um ntmero real ¢ em [a,b] tal que f(c) = k.O

2.12  Sequéncias e a topologia da reta

Conjuntos fechados também podem ser caracterizados em termos de
sequeéncias.

Proposicao Um conjunto F C R é fechado se, e somente se, o limite de toda
sequéncia convergente em F pertence a F.
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Dizemos que um corpo ordenado K sa-
tisfaz a Propriedade do Valor Interme-
diario se f : [a,b] C K — K é con-
tinua com f(a) < 0 e f(b) > 0, entdo
dc € (a,b) tal que f(c) =0.

Temos a seguinte equivaléncia: Um
corpo K é completo se e somente se a
Propriedade do Valor Intermedidrio é sa-
tisfeita.

Esse resultado justifica, a0 menos em
parte, a exigéncia de que um corpo seja
completo para o desenvolvimento da
Andlise. A completude é fundamental
porque permite a demonstragdo do Teo-
rema do Valor Intermedidrio (e também
do Teorema do Valor Médio), e o permi-
tindo a existéncia de solugdes para equa-
¢des dentro de intervalos determinados.
Sem essa propriedade, muitos dos resul-
tados e teoremas centrais da Andlise ndo

poderiam ser assegurados.
1

am

m

az b2

as

by
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Demonstragdo. Suponha primeiro que F é fechado e que (x,) é uma
sequéncia convergente de pontos x, € F tal que x, — x. Entdo, toda
vizinhanga de x contém pontos x, € F. Isso implica que x ¢ F¢, ja
que F° é aberto e todo y € F° possui uma vizinhanca V C F¢ que ndo
contém pontos em F. Portanto, x € F.

Reciprocamente, suponha que o limite de toda sequéncia conver-
gente de pontos em F pertencga a F. Seja x € F¢. Entdo, x deve ter uma
vizinhanga V' C F¢; caso contrdrio, para todo n € IN existe x,, € F tal
que x, € (x —1/n,x+1/n), de modo que x = lim,_,c0 Xy, € X seria o
limite de uma sequéncia em F. Assim, F¢ é aberto e F é fechado. O

A seguinte proposi¢do fornece uma definicdo sequencial de um
ponto de acumulagéo.

Proposi¢do Um ponto x € R é um ponto de acumulaciio de A C R se, e
somente se, existe uma sequéncia (x,) em A com x, 7 x para todo n € N
tal que x, — x quando n — co.

Demonstragdo. Suponha que x € R seja um ponto de acumulagdo de
A. Logo temos que para todo n € N, existe x, € A\{x} tal que
Xy € (x —1/n,x+1/n). Segue-se que x, — x quando n — oo.
Reciprocamente, se x é o limite de uma sequéncia (x,) em A com
Xn # X, e V é uma vizinhanca de x, entdo x, € V\{x} para n sufici-
entemente grande, o que prova que x é um ponto de acumulacdo de
A. 0

A:{lan]N}
n

entdo 0 é um ponto de acumulagio de A, pois (1/n) é uma sequéncia em A

Exemplo Se

tal que 1/n — 0 quando n — oo. Por outro lado, 1 ndo é um ponto de
acumulagdo de A, pois ndo existem sequéncias em A com termos distintos de
1 que convergem para 1. Todos os elementos de A diferentes de 1 sdo menores
que %, e logo ndo se aproximam de 1.

Exercicios

2.46 — Prove que todo ntimero real é limite de uma sequéncia de
ndmeros racionais.

2.13 Limite inferior e limite superior

Se uma sequéncia é limitada, a divergéncia significa que ela pode os-
cilar em uma regido limitada sem tender a um ponto especifico em R.
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As vezes, é util entender essas oscilacdes conforme 7 tende ao infinito
0 que nos leva aos conceitos de Limite Superior e Limite Inferior.

Suponha que temos uma sequéncia real limitada (a,,). Como (a,) é
uma sequéncia limitada, seu supremo existe no conjunto dos nimeros
reais R.

Além disso, isso implica que para qualquer subsequéncia de (a,),
seu supremo também existe. Assim, podemos definir uma nova se-
quéncia real (by,) onde:

by, = supay =sup{ay,:m>n}.
m>n

E claro que, para todo n € N, temos a, < sup,,~, an = by. Como
a sequéncia (a,) é limitada inferiormente, a sequéncia (b,) também
é limitada inferiormente. Além disso, observamos que a sequéncia
(bn) é decrescente. De fato, para qualquer n € IN, temos a inclu-
sdo de conjuntos {a, :m >n+1} C {a, :m > n}, o que, pela Pro-
posicdo 1.63, implica a desigualdade b, 11 = sup{ay, :m >n+1} <
sup {ay :m >n} =by,.

Portanto, pelo Teorema de Bolzano, a sequéncia (b,) converge e
converge para o infimo do conjunto {b,}, . Em outras palavras,

lim b, = lim (su a ) existe e é igual a
oo T fi—soo Pimzn m &

lim b, = lim | supay, | = inf b, = inf | supa,,
n—oo n—oo ngz nelN nelN mzpn

Podemos repetir a construgdo substituindo o supremo pelo infimo e

obter as seguintes defini¢des:

Definic¢do (Limite Superior e Limite Inferior) Seja (a,,) uma sequéncia
real limitada. Definimos o limite superior dessa sequéncia como:

limsupa, = lim | supay, | = inf | supan
n—00 =00 \ m>n nEN \ 4>y

Analogamente, o limite inferior dessa sequéncia é definido como:

liminfa, = lim (inf am> = sup (inf am) .
n—co n—co \ m> m>n
= nelN =

Definicdo (Oscilacdo de uma sequéncia) Seja (a,) uma sequéncia limi-
tada de niimeros reais. A oscilagiio w(an) dessa sequéncia é definida como a
diferenca entre o limite superior e o limite inferior de (ay):

w(ay) = limsupa, — liminfa,.

n—00 n—oo

Como veremos a oscilagdo é zero se, e somente se, a sequéncia con-
verge.
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R

—'vazr.‘J—r—“msupa”
. AR T n—00

. B
S it

IN

LS e a e te e teel e liminfa,
. . . * n—rco

Figura 2.15: Limite superior e li-
mite inferior de uma sequéncia (a;)
representada pelos pontos pretos.
Conforme n — oo, SUP,;> ), dm di-
minui e infy>, 4, aumenta. Even-
tualmente, eles convergem para
limsupa, e liminfa,, respectiva-
n—oo

n—oo
mente.
an
lim sup
B n—00
°. . T, o w(an)
lim inf
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Exemplos
1. Para a sequéncia (1,—1,1,—1,1,—1,...) temos que o limite inferior é -1
e o limite superior é 1.

1 3147 4747 57
ferior é 1 e o limite superior € 2.

2. Para a sequéncia (%,2 2023249 %,2, %,...). temos que o limite in-

Ay 1 12 23 3 4 4
3. Pﬂrﬂﬂsequencla (j,_i,g,—g,z,—I,g,—g,

limite inferior é -1 e o limite superior é 1.

[e)l[6;]
[e)|6)]

,— ,> temos que o
4. Para a sequéncia a, = senn,n = 1,2,3,... temos que o limite inferior é
-1 e o limite superior € 1.

Os conceitos de limite superior e limite inferior sdo tteis para es-
tudar o comportamento de qualquer sequéncia limitada, pois essas
quantidades sempre existem, ao contrario do limite. Assim, em casos
em que o limite de uma sequéncia ndo existe, o limite superior e o
limite inferior podem ser usados como bons substitutos para analisar
o comportamento da sequéncia quando n tende ao infinito.

Teorema Seja (a,),eN uma sequéncia de niimeros reais. Entdo (a,) con-
verge se, e somente se, ela é limitada e liminfa, = limsup a;,.

Demonstragdo. Prova da implica¢do =. Suponha que (a,,) ¢é limitada
e que liminfa, = limsup a,.

Seja L := limsupa, = liminfa,. Defina M, = sup{a}i>, € m, =
inf{ay }¢>,. Entdo, para todo n, temos

my < ay < My.

Como (M,) e (my) convergem para L, pelo Teorema do Confronto
(a,) também converge para L.

Prova da implicacdo <=. Suponha que (a,) converge para L.

Seja € > 0. Existe N € IN tal que, para todo n > N, temos L — ¢ <
a, < L+ e. De onde concluimos que a sequéncia (a,) é limitada e que
L —e <liminfa, <limsupa, < L +¢. Logo,

|limsupa, —L| <& e |liminfa, —L| <e.
Como isso é verdadeiro para todo € > 0, concluimos que liminfa, =
L e que limsupa, = L. O
2.14 Propriedades do limite superior e inferior

Nessa se¢do apresentaremos algumas propriedades do Limite superior
e inferior.

Proposicdo Sejam (a,) e (b,) sequéncias reais limitadas.



1. Se ay < by para todo n € IN, entio

limsupa, <limsupb, e liminfa, <liminfb,.
n—00 n—oco =0 =0

2. Para a sequéncia (ay), temos

inf a, <liminfa, <limsupa, < sup a,.
nelN n—00 n—oo nelN

3. O limite superior é subaditivo, ou seja,

limsup(a, + b,) < limsup a, + lim sup by,.

n—o00 n—oo n—oo
4. O limite inferior é superaditivo, ou seja,
liminf(a, + b,) > liminfa, + liminf b,,.
n—»oo n—00 n—co

Demonstragdo.

1. Para qualquer n € IN fixo e j > n, temos aj < bj < sup,s, by.
Assim, sup,, -, by é um majorante para o conjunto {4; : j > n}, o que
implica que sup;- , a; < sup,,~, by;. Tomando o limite quando n — oo
e usando a Proposicao 2.39, obtemos o resultado. A desigualdade para
o limite inferior é deduzida de forma analoga.

2. Para a desigualdade intermediaria, por defini¢do, temos a orde-
nacdo inf;>, a, < sup,,.,ay, para todo n € IN. Tomando o limite

quando 1 — oo de ambos os lados , obtemos liminfa, < limsup a,.
n—00 n—00
Para a primeira desigualdade observamos que o infimo de um con-

junto é sempre menor ou igual ao infimo de qualquer um de seus sub-
conjuntos. Assim, para qualquer n € IN, temos infjen 4; < infy>n am.
Tomando o limite quando n — oo, obtemos

inf aj < lim (inf am> = liminfa,.
jEN n—00 \ m=n 1—00
A tltima desigualdade é demonstrada de maneira similar.

3. Primeiro, observamos que a sequéncia (a, + b,) também é limi-
tada, entdo seu limite superior existe. Para qualquer n € N fixo e
j > n, temos aj + bj < SUpP,sy, Am + SUpP,,s, by, Tomando o supremo
para j > n, obtemos sup;.,, (4; +b;) < sup,,~.,, dm +sup,,~,, by. Assim,
tomando o limite quando n — co de ambos os lados da desigualdade
chegamos a desigualdade desejada.

A prova para a tltima afirmagdo é similar a da terceira afirmacdo.0

2.72 Exemplo Seja (a,) a sequéncia real definida por ay = (—1)" (1+ 1). Um
grdfico dos primeiros termos desta sequéncia pode ser visto na Figura 2.16.
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Figura 2.16: Gréfico da sequéncia
definida por a,, = (—1)" (1 4 %\
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Esta sequéncia nio converge, pois as subsequéncias (az,) e (Az,+1) conver-
gem para 1 e —1, respectivamente. No entanto, essa sequéncia é limitada,
uma vez que |ay| < 2 para todo n € N, o que garante a existéncia de seu
limite superior e limite inferior. Vamos calcular esses valores.

Observe que todos os termos com indice par nesta sequéncia sio positivos,
enquanto os termos com indice impar sido negativos. Logo, ao buscar o su-
premo, podemos ignorar os termos de indice impar, pois eles sio claramente
menores que qualquer um dos termos de indice par. Assim:

sup 4, = sup a4y = sup (1+1> =1+ L ,
m>n m>n m>n m p(n>

m par m par
onde p : N — IN ¢é a fungio que associa a cada n o menor inteiro par
maior ou igual a n. Conforme vimos no Exercicio 3.1, essa fungio é dada
por p(n) = 2 [ 3], sendo crescente e ilimitada. Assim, pelo que estabelece a

Proposicio 5.9.5, deduzimos que

1
limsupa, = lim | supay | = lim <1+) =1
n—00 n—co m>n n—oo p(”)
Usando um argumento similar, podemos mostrar que liminf, o a, =
—1.

Outra interpretagdo para o limite superior e o limite inferior é a
seguinte:

Proposicdo Seja (a,) uma sequéncia real limitada. Entdo:

limsup a, = sup{r € R : a, > r para infinitos valores de n},
n—o00

1in_1) infa, = inf{r € R : a, < r para infinitos valores de n}.
n—oo

Demonstragido. Vamos provar apenas a primeira igualdade. Denote o
conjunto A = {r € R : a, > r para infinitos valores de n} C R.
1. Primeiro, mostramos que limsupa, > sup(A). Escolha qualquer

n—o0
x € A. Pela definicdo do conjunto A, existem infinitos indices

n € N para os quais 4, > x. Isso significa que, para qualquer
n € NN fixo, existe um indice j > n tal que aj > x. Assim, te-
mos que sup,,~., am > X. Tomando o limite quando n — oo, obte-

mos limsupa, > x. Como x € A é arbitrario, isso implica que o
n—oo
conjunto A é limitado superiormente por limsup a,, de modo que
n—o00

temos a desigualdade limsup a, > sup(A).
n—oo

2. Para mostrar a desigualdade oposta, vamos provar que limsup a, —
p—ro0

€ € A para todo ¢ > 0. Dado ¢ > 0, para satisfazer as condigdes
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sobre o conjunto A, precisamos encontrar uma quantidade infinita

de termos a;, que seja maior que limsup a, — €.
p—o0

Observe que para sup,,., 4u com n = 1, pela caracterizagdo do
supremo, podemos encontrar um indice k; > 1 tal que sup,,~; @, —
e < a, <sup,,~qam. Isso implica que:

limsupa, —¢ = inf supay, —e < supay —e < ay,.
p—roo peN m>p m>1

Encontramos nosso primeiro termo na sequéncia que é maior que

limsupay, —¢. Para o segundo termo, considerando sup,,~ 41 @m,
p—roo

pela caracterizagdo do supremo, podemos encontrar um indice k, >
ki+1 tal que sup,,~; 11 @m — € < @, < sup,,~p 4 am. Isso implica

que:
limsupa, —¢ = inf supay, —e¢ < sup apy — & < ag,.
p—roo peN m>p m>ki+1
Indutivamente, para cada j € N, usando n = k; + 1 no argu-

mento acima, podemos encontrar um indice ki1 > k; +1 tal que

li1;1 _foljp ap — € < ay,,,. Portanto, hd infinitos termos de (a,) que sdo

maiores que limsup a, — e.
p—r0

Assim, pela definicdo, limsupa, — ¢ € A. Isso significa que limsup a, —
p— p—0
e < sup(A) para todo ¢ > 0. Usando o Exercicio 4.8, concluimos

que limsupa, < sup(A).
p—o0

Juntando as duas desigualdades, obtemos a igualdade desejada. O
2.74 Proposicdo Seja (a,) uma sequéncia real limitada. Entdo:

limsup a, = inf{r € R : a, > r para apenas um niimero finito de n},
n—oo

liminfa, = sup{r € R : a, < r para apenas um niimero finito de n}.
n—o0

Exercicios

2.47 — Sejam (s,) e (t,) sequéncias limitadas.
a) Prove que limsup (s, +t,) < limsups, + limsup t,.
b) Encontre um exemplo para mostrar que a igualdade pode nao
ocorrer no item anterior.

2.48 — Sejam (s,) e (t,) sequéncias limitadas.

a) Prove que liminfs, + liminft, < liminf (s, + t,).



112 NUMEROS E SEQUENCIAS

b) Encontre um exemplo para mostrar que a igualdade pode néo
ocorrer no item anterior.

2.49 — Prove que limsup(—a,) = — liminfa,.
n—00 n—oo

2.50 — Prove que, se limsups, = +oo e k > 0, entdo limsup (ks,,) =
~+o00.

2.51 — Prove que toda sequéncia possui uma subsequéncia moné-
tona.



3
Construgdo dos reais

Seja Q o conjunto dos ntimeros racionais. Como ja vimos a principal
limitacdo de Q é que ele ndo é completo. Neste capitulo apresentamos
a construgdo dos ntimeros reais a partir dos racionais utilizando se-
quéncias de Cauchy.

Sabemos as propriedades que os ndmeros reais devem satisfazer:
sdo os axiomas de corpos ordenados completos. Em particular, pelo
Exercicio 2.46 sabemos que qualquer niimero real pode ser visto como
o limite de uma sequéncia de nliimeros racionais. Esse fato sugere que
podemos definir os nimeros reais como limites de sequéncias con-
vergentes de niimeros racionais. No entanto, a defini¢do de sequéncia
convergente depende explicitamente do ponto limite. Definimos a con-
vergéncia para um valor L, e ndo a convergéncia em si. Para contornar
essa dificuldade, baseamos nossa constru¢do em sequéncias de Cauchy
de ntimeros racionais, em vez de sequéncias convergentes. Sequéncias
de Cauchy sdo definidas exclusivamente em termos de ntimeros ra-
cionais e coincidem com o conjunto de sequéncias que consideramos
como convergentes para um limite em IR.

Por exemplo, para ilustrar a construcdo, estamos acostumados a
pensar nos nimeros reais como aproximagoes sucessivas. Por exem-
plo, escrevemos

T =3,14159...

para indicar que 7 é um nimero real que, com precisdo de 5 casas
decimais, coincide com o valor acima. No entanto, isso ndo nos diz
0 que 7t realmente é. Se quisermos uma aproximagdo mais precisa,
podemos calcular 7t com mais casas decimais e ao continuar esse pro-
cesso, obtemos uma sequéncia de aproximagdes racionais de 7r. Um
exemplo de tal sequéncia é:

3,3,1,3,14,3,142,3,1416, 3,14159, . ..

No entanto, essa ndo é a tnica sequéncia de nimeros racionais que
se aproxima de 7r(na verdade, estd longe de ser a tinica!). Por exemplo,
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aqui estd outra sequéncia:

22 333 355 104348 1043835

A observacdo anterior é fundamental e nos mostra que devemos
ser cuidadosos, pois sequéncias muito diferentes de ntimeros racio-
nais podem aproximar o mesmo numero real. Para lidar com essa
ambiguidade, definiremos niimeros reais como conjuntos de sequén-
cias racionais de aproximagdo, todas com o mesmo comportamento
assintotico.

De modo mais preciso seja C a classe de todas as sequéncias de
Cauchy de ndmeros racionais.Introduzimos uma relacdo de equiva-
léncia em C, considerando equivalentes duas sequéncias de Cauchy se
a sequéncia das suas diferengas convergir para zero. Observe que a
convergéncia para zero pode ser definida exclusivamente em termos
de ntimeros racionais. Assim, os niimeros reais serdo definidos como
classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais.
Veremos que as operagdes aritméticas usuais e a relagdo de ordem po-
dem ser facilmente definidas para essas classes de equivaléncia, e que
o sistema resultante é completo.

Para formalizar essas ideias, a préxima se¢do contém defini¢des pre-
cisas e alguns teoremas necessarios para estabelecer a construgdo ma-
tematica rigorosa de R (como foi concebida por Bolzano e Cauchy no
inicio do século XIX).

3.1 Construgio via sequéncias de Cauchy em Q

Nos racionais podemos definir o que significa uma sequéncia tender a
0. De maneira simples, dizemos que uma sequéncia tende a 0 se sua
cauda se torna (e permanece) arbitrariamente pequena. Isso significa
que, dado um ntimero racional positivo ¢, eventualmente, os termos
da sequéncia sdo todos menores que ¢ em valor absoluto.

Defini¢ao (Sequéncias nulas de ntimeros racionais) Uma sequéncia x :
IN — Q ¢é chamada de sequéncia nula de niimeros racionais se, para todo
niimero racional € > 0, existir um N € N tal que |x,| < & para todosn > N.
Seja N o conjunto de todas as sequéncias nulas de niimeros racionais.

Exemplos tipicos de sequéncias nulas sdo as sequéncias de termos
n (="

n2+1 edn =",

a, = %, b, = %, Cy = . Embora, evidentemente, haja
inimeras outras.

Podemos também definir o que significa uma sequéncia tender a
qualquer nimero racional q: dizemos que (a,) tende a g se a sequéncia
(ay —q) tende a 0. Por exemplo, a sequéncia cujos termos sdo dados
niﬂ tende a 1, uma vez que a, — 1 = —n%rl tende a 0.
Voltando ao exemplo de uma sequéncia de aproximagdes racionais

por a, =
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a 7t, tal como
3, 3,1, 3,14, 3,142, 3,1416, 3,14159, . ..

Essa sequéncia ndo converge para nenhum ntmero racional. No en-
tanto, seus termos estdo cada vez mais préximos entre si, caracterizando-
a como uma sequéncia de Cauchy cujos termos sdo todos racionais.
Conforme ja destacamos, basearemos nossa construgdo nesse tipo de
sequéncia, em vez de sequéncias convergentes.

3.2 Definicao (Sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais) Uma sequén-
cia x : IN — Q é chamada de sequéncia de Cauchy de niimeros racionais
se, para todo niimero racional & > 0, existir um N € N tal que |x,, — x,| < €
para todos m,n > N. Seja C o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de
niimeros racionais.

Toda sequéncia nula de ntimeros racionais é também uma sequéncia
de Cauchy de ntiimeros racionais. Logo, N cC.

Temos as seguintes propriedades das sequéncias de Cauchy de nu-
meros racionais.

3.3 Proposicdo Sejax:IN — Qey:IN — Q duas sequéncias.
1. Sex,y € C,entido (x +y) € Ce (xy) € C.

2. Sex,y € N,entio (x +y) € Ne(xy) € N.
3. Sexe NeyeC, entio (xy) € N.

A demonstragdo da Proposigdo 3.3 serd deixada como exercicio ao lei-
tor.

Estamos quase prontos para discutir a construgdo de Cauchy do
sistema de ntimeros reais. Definiremos um ndmero real a partir de
uma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais. No entanto, como
ja discutido, precisamos lidar com a ambiguidade apresentada por di-
ferentes sequéncias que convergem para o mesmo nimero. Portanto,
precisaremos agrupar sequéncias de Cauchy em conjuntos, todos os
quais possuem o0 mesmo comportamento assintético, e definiremos
um numero real como tal conjunto de sequéncias de Cauchy. Para
esse fim definiremos uma relacdo de equivaléncia nas sequéncias de
Cauchy de ntimeros racionais.

3.4 Defini¢do Definimos uma relagio em C x C da sequinte maneira: se x,y €
C, entdo x estd relacionado com y se, e somente se, (x —y) € N (ou seja, a
sequéncia de diferencas é uma sequéncia nula).

E facil verificar que esta é uma relagdo de equivaléncia sobre C, o
que faremos agora.

3.5 Proposicdo A Definigio 3.4 estabelece uma relagdo de equivaléncia em C.
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Demonstragdo. Precisamos mostrar que esta relacdo é reflexiva, simé-
trica e transitiva.

* Reflexiva: x, — x, = 0, e a sequéncia cujos termos sdo todos zero
claramente converge para 0. Portanto, (x,) estd relacionada a (xy).

e Simétrica: Suponha que (x,) esteja relacionada a (y,), ou seja, x, —
Yn — 0. Mas y, — x, = — (X, — y»), € como apenas o valor absoluto
|Xn = Yn| = [yn — xn
Xy, — 0 também. Assim, (y,) estd relacionada a (xy).

é relevante na Definicdo 2.2, segue-se que v, —

e Transitiva: Suponha que (x;,) esteja relacionada a (y,) e (yx) esteja
relacionada a (z,). Isso significa que x, —y, — 0 e y, —z, —
0. Para sermos totalmente precisos, vamos fixar um pequeno & >
0; entdo existe um N tal que para todo n > N, |x, —ya.| < €/2;
também existe um M tal que para todo n > M, |y, —z,| < /2.
Bem, entdo, contanto que n seja maior que ambos N e M, temos
que

1% — zn| = [(xn — Yn) + (Yn — 2n)| < [Xn — Y| + [yn — zn]

e €
< 5 + 5= €.

Portanto, escolhendo L como o maximo entre N e M, vemos que

dado ¢ > 0, podemos sempre escolher L tal que, para n > L,

|xy —z4| < e. Isso significa que x, —z, — 0, ou seja, (x) estd

relacionada a (zy). O

Assim, de fato temos uma relagdo de equivaléncia.

Denotamos essa relacdo como x ~ y. Observe que, se p,q € Q,
entdo p ~ g se, e somente se, p = g, usando as notagdes da Definigao
37

A classe de equivaléncia representada por x € C é o conjunto

x]={x"eC|x~x}CC

Duas classes de equivaléncia sdo ou idénticas ou disjuntas. De fato,
se x ~ y, entdo [x] = [y], e se x % y, entdo [x] N [y] = @. A unido de
todas as classes de equivaléncia é C.

Cada classe de equivaléncia também é chamada de ntmero real
e assim [x] é o numero real representado pela sequéncia x. O mesmo
ntmero real pode ser representado por qualquer sequéncia em [x], isto

é, por qualquer sequéncia x’ ~ x.

Definicao (Ntmeros reais) Seja R o conjunto de todas as classes de equi-
valéncia. Esse conjunto é chamado de conjunto dos miimeros reais.

Os nameros reais que conhecemos possuem uma estrutura com-
plexa, conforme delineado pelos axiomas de corpo, axiomas de ordem
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e pela propriedade do supremo. Assim, é necessdrio um esforco adi-
cional para reconhecer essas classes de equivaléncia como ntmeros
reais. Para comegar, estamos acostumados a considerar Q como um
subconjunto de R, o que faremos a seguir.

Defini¢do (Sequéncias constantes de niimeros racionais) Cada niimero
racional q € Q define uma sequéncia constante g : IN — Q, onde definimos
q, = q para todos n € IN. *

Dessa forma, podemos considerar Q como parte de R ao pensar em
cada ntimero racional g como sua classe de equivaléncia associada 7,
ou seja, [§]. E comum simplificar essa notagao e referir-se a classe de
equivaléncia apenas como g. Formalizaremos essa ideia na Defini¢ao
3.15 e no Teorema 3.16. Observe ainda que § € N se, e somente se,
qg=0.

Exemplo Para representar o niimero real 2 na construgdo dos niimeros reais
via sequéncias de Cauchy de niimeros racionais, consideramos a classe de
equivaléncia de todas as sequéncias de Cauchy que convergem para 2, ou seja,
2]. Alguns exemplos de sequéncias nesta classe sio:

1. Sequéncia constante:

ay, =2, paratodon € N.

Esta é uma sequéncia trivial que, obviamente, converge para 2.

2. Sequéncia racional aproximando 2:

a, =2— —.
n

Esta sequéncia é estritamente crescente e converge para 2 quando n — oo.

3. Sequéncia alternada convergindo para 2:

—1)"
an — 2 + !_
n
Apesar de alternar acima e abaixo de 2, esta sequéncia também converge
para 2.

Cada sequéncia na classe [2] é dito um representante dessa classe.

Axiomas de Corpo e Ordem Queremos que R seja um corpo ordenado
e para tanto definimos os niimeros reais positivos.

Definicao (Numeros reais positivos) Chamamos uma sequéncia x : IN —
Q de sequéncia eventualmente positiva se existe um N € IN tal que
X, > 0 para todos n > N. Chamamos um niimero real [x] € R de nii-
mero real positivo se toda sequéncia y € [x|] for eventualmente positiva. Seja
Pr C R o conjunto de todos os niimeros reais positivos.

CONSTRUGCAO DOS REAIS

" Ou seja a sequéncia (q,4,4,9, . ..)

117



3.10

3.11

3.12

118 NUMEROS E SEQUENCIAS

No Teorema 3.17 mostraremos que os axiomas de ordem sdo satis-
feitos em R com essa defini¢do de positividade. Antes disso precisa-
mos das seguintes proposi¢oes

Proposicdao Seja x € C. Suponha que, para todo niimero racional ¢ > 0 ¢
para todo N € N, exista um n > N tal que |x,| < e. Entdo, x € N.

Demonstracido. Dado um racional € > 0, encontre um N € IN tal que
|xy — x| < €/2 para todos m,n > N. Isso pode ser feito, j4 que
x € C. Por hipétese podemos encontrar um m € IN tal que m > N e
|xm| < €&/2. Sejan > N. Entao:

|%n] = |xm + (X0 — xm)| < |xm| + |00 — x| < (6/2) + (¢/2) = ¢
Portanto, x € N. O

Proposicdo Sejax € Cex ¢ N. Entdo, existe um niimero ¢ > 0, com
e € Q, tal que as seguintes afirmativas sdo verdadeiras:
1. Existe um M € IN tal que |x,,| > € para todos m > M.

2. Existeum N € N tal que ou x,, > € para todos n > N, ou —x,, > € para
todos n > N.

3. Sejay ~ x. Entdo, existe um K € IN tal que xy e yy sejam ambas nio
nulos e tenham o mesmo sinal para todos k > K.

Demonstragio. Como x ¢ N, a hipétese da Proposi¢do 3.10 ndo pode
ser verdadeira. Assim, existe um ntiimero racional ¢ > 0 e um M € IN
tal que |x;,| > € para todos m > M. Isso prova a primeira parte.
Agora, encontre um N > M, N € N, tal que |x, — x| < ¢ para
todos m,n > N. Isso pode ser feito, pois x é uma sequéncia de Cauchy.
Se xy, e x, tiverem sinais opostos, entdo |x, — x| > 2¢, 0 que violaria
a condicdo de que |xm — xn\ < &. Portanto, ou x, > ¢ para todos
n > N, ou x, < —¢ para todos n > N. Isso prova a segunda parte.
Seja y ~ x. Entdo, (x —y) € N. Encontre um K > N tal que
lyx — x| < €/2 para todos k > K. Entdo, —a/2 < y; — x; < /2, 0 que
mostra que x; —&/2 < yx < x; +¢/2 para todos k > K. Isso prova a
dltima parte. O

Agora vamos entender a estrutura algébrica de R. Antes de ve-
rificarmos os axiomas de corpo, precisamos definir o que significa
somar duas classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy, como
multiplicd-las e o que classes representam os elementos neutros da
adi¢do e multiplicacdo.

Defini¢do (Operacdes sobre os niimeros reais) Definiremos as operagdes
de adicdo e multiplicagio R x R — R. Sejam [x],[y] € R. Assim, [x] e [y]
sdo dois niimeros reais e também duas classes de equivaléncia representadas
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pelas sequéncias x e y. Suas soma [x] + [y| e produto [x] - [y] sdo definidos
como

M+ =x+yl e [x]-[y] = [xy)

Essas defini¢des sdo intuitivas, pois se baseiam no fato de que o
limite da soma de duas sequéncias é igual a soma dos limites, e o
mesmo vale para os produtos. O Teorema 3.14 apresentado a seguir
demonstra que, com essas operagdes, os axiomas de corpo sdo satisfei-

tos em R.

Antes de prosseguir, é essencial verificar que essas operagdes estdo
bem definidas. Se [x] = [x] e [y] = [y/], é necessério que [x +y] =
[x']+ [v'] e [xy] = [x'] - [y'], pois, caso contrdrio, as defini¢des acima

perderiam sentido. A justificativa para essa consisténcia é dada pela
Proposigédo 3.13 a seguir.

Proposicdo As operagdes de soma e multiplicagio de niimeros reais estio
bem definidas. Isto é, sejam x,x',y,y' € C. Sex ~ x' ey ~ vy, entdo
(x+y) ~ (' +y) e (xy) ~ (FY).

Demonstragdo. Suponha que X' = x+pey =y+q, com p,qg € N.
Entao:
(' +y)—(x+ty)=p+geN.

Assim, (x +y) ~ (' +y'). Além disso:

(x'y") = (xy) = (py) + (xq) + (pg) € N.
Portanto, (xy) ~ (x'y). o

Teorema (Corpo) Seja IR o conjunto de todas as classes de equivaléncia em
C. Sejam as operacdes de adicdo e multiplicacio R x R — R definidas por:

M+l =[xty e [x-[yl =[xyl
Entdo, R munido dessas operacdes satisfaz os axiomas de corpo.

Demonstragdo. Sejam 0 e 1 as sequéncias constantes compostas por to-
dos os valores 0 e todos os valores 1, respectivamente. Observamos
que [0] = N, e notamos que [0] é o elemento neutro da adicao em R,
enquanto [1] é o elemento neutro da multiplicagdo em RR.

Para demonstrar a existéncia do inverso multiplicativo, considere-
mos [x] # [0]. Mostraremos que existe um y € C tal que [x] [y] = [1].
Como sabemos que x € C e x ¢ N, a primeira parte da Proposi¢do 3.11
nos garante a existéncia de um ndmero racionala > 0 eum N € N
tal que |x,| > a para todo n > N. Definimos a sequéncia y : N — Q
comoy, =0sen < Ney, =1/x,sen > N. Afirmamos quey € C e

que [x] [y] = [1].
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Para m,n > N, temos:

=l = 1(/50) = (1) = Bl < .
Seja b > 0 um ndmero racional. Entdo, existe um M > N, com M € IN,
tal que |x, — x| < a2b para todos m,n > M. Assim, concluimos que
|Vn — ym| < b para todo m,n > M, garantindo que y € C. Vemos que
XnYn = 1 para todo n > N, resultando em (x,y, —1) = 0 para todo
n > N. Portanto, temos que (xy —1) ~ 0, ou seja, xy ~ 1. Assim,
concluimos que [x] [y] = [1].

A verificagdo dos outros axiomas é bastante rotineira. Como exem-
plo, verificaremos apenas a distributividade. A adi¢do e a multiplica-
¢do em C satisfazem a propriedade distributiva. De fato, se a,b,c € C,
temos:

(a(b+¢))n = an(b+c)y = anby + aycy

— (@b} + (ac)u = ((ab) + (a¢) .
Agora, seja [a], [b], [c] € R com a,b,c € C. Entio, obtemos:
[a] ([b] + [¢]) = [a] [+ ¢] = [a(b +c)]

[(ab) + (ac)] = [ab] + [ac]
[a] [b] + [a] [e] - D

Portanto, o axioma da distributividade é satisfeito.

Defini¢io (Mergulho Candnico de Q em R) Seja ¢ : Q — R a fungio
definida como ¢(p) = [p]. Aqui, p € C é a sequéncia constante com todos os
termos iguais a p € Q. Chamaremos ¢ : Q — R de mergqulho canénico de Q
em RR.

Teorema O mergulho candnico de Q em R é uma fungio injetora ¢ : Q —
R. Ela preserva a adicdo e a multiplicacdo no sentido de que:

p(p+4q)=9(p) +¢q) e ¢(pq) = e(p)p(q) paratodosp,q € Q.

Demonstragio. Se [p] = [g], entdo p ~ g e (P — ) é uma sequéncia de
zeros. Mas uma sequéncia constante é uma sequéncia nula apenas se
o termo constante for zero. Portanto, [p] = [§] em R apenas se p = g
em Q. Isso mostra que ¢ : Q — R é injetora. Para a segunda parte:

plp+q)=[p+a=[p+q =[pl+4 =ep)+ e

A terceira igualdade segue da defini¢do de adicdo em R. A prova de
que ¢(pq) = ¢(p)¢(q) € semelhante. 0
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Identificagdo de Q com ¢(Q). Ignoramos as diferengas entre p € Q,
7€ Ceq(p) = [p] €R. O significado serd claro a partir do con-
texto. Assim, consideramos QQ como um subconjunto de R. Também
denotamos os nimeros reais com letras simples, como é costume.

Teorema (Corpo Ordenado) Seja R o conjunto de niimeros reais com as
operagles aritméticas definidas na Defini¢io 3.12. Seja Py o conjunto de
todos os miimeros reais positivos, conforme definido na Definigdo 3.9. Entdo,
0s axiomas de ordem sio satisfeitos em R.

Demonstragiio. Primeiramente, note que [0] = — [0] ndo é positivo.
Por exemplo, a sequéncia x, = (—1)"(1/n) é uma sequéncia nula que
ndo ¢é eventualmente positiva. Agora, seja [x] # [0]. Mostraremos que
ou [x] ou — [x] é positivo.

Temos que x ¢ N. Assim, a segunda parte da Proposi¢do 3.11 mos-
tra que ou x ou —x é eventualmente positivo. Suponha que x seja
eventualmente positivo. Entdo, a dltima parte da Proposicdo 3.11 mos-
tra que, se y ~ x, isto é, se y € [x], entdo y também é eventualmente
positivo. Portanto, [x] é um numero real positivo. De forma seme-
lhante, se —x for eventualmente positivo e se y ~ x, entdo —y também
é eventualmente positivo. Nesse caso, — [x] = [—x] é um namero real
positivo. Isso prova a primeira parte dos axiomas de ordem.

Para a segunda parte, suponha que [x] e [y] sejam ambos positivos.
Entdo, existem 4,0 > 0, com a,b € Q,eum N € N tal que x, > a e
Yyn > b para todos n > N. Portanto, x, +y, > a+b > 0e x,y, >
ab > 0 para todos n > N. Assim, [x] + [y] e [x] [y] sdo ambos nimeros
positivos e diferentes de zero. 0

3.2 Completude

E passaremos agora a demonstrar a completude de R.

Proposicio Seja x um representante de r € R. Suponha que exista um
N € N tal que 0 < x;,. Entdo 0 <'r.

Demonstracido. Qualquer ntiimero real deve satisfazer exatamente uma
das seguintes condi¢des: r = 0, r € P, ou —r € P. Nossa hip6tese des-
carta a ultima condic¢do. De fato, essa condigdo significa que todos os
representantes de —r devem ser eventualmente positivos. Mas —r tem
pelo menos um representante —x que ndo é eventualmente positivo.
Assim, —r ¢ P. Portanto,our =0Qour € P. O

Proposicio Seja r > 0, com r € R. Entdo existe um p € Q tal que
O<p<r.

Demonstracido. Seja x uma sequéncia representante de r. Assim, x é
eventualmente positiva, j4 que r > 0. A Proposigdo 3.11 mostra que
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existeuma > 0,coma € Q,eum N € N tal que, ou x, > a para todo
n > N, ou x, < —a para todo n > N. O segundo caso ndo pode ser
verdadeiro, pois x deve ser eventualmente positiva. Logo, x, > a para
todo n > N. Pela Proposicdo 3.18, 0 < a < r. Defina p = a/2. Assim,
0<(a/2) <a<rmostraque0 < p<r. o

Proposigio Sejam r,s € R e r < s. Entdo existe um q € Q tal que
r<q<s.

Demonstragido. Temos 0 < (s —r). Use da Proposicdo 3.19 para encon-
trar p € Q talque 0 < p < (s —r). Sejam x e y sequéncias representan-
tes deres. Entdao 0 < (s —r) — p mostra que a sequéncia (i, — X, — p)
é eventualmente positiva. Encontre M € IN tal que y,; > x; + p para
todo m > M. Como x é uma sequéncia de Cauchy, existe um N > M,
N € N, tal que |xy — x| < p/4 para todo n > N.

Defina q1 = xy + (p/4) e g2 = xy + (3p/4). Se n > N, entdo:

g1 —Xn = (p/4) + (xn — xn) > (p/4) + |xny —x4| >0
mostra que r < g1, e
g2 =xn+ (Bp/4) = xy+ (xny — xn) + Bp/4) < xp+p < yn

mostra que g2 < s. Se g = (g1 +q2) /2 = xx+ (p/2), entdo r < g <
s. O

Um namero real M € R é considerado um limite superior para
um conjunto A C R se a < M para todos os elementos 2 € A. E
importante notar que, se A possui um limite superior M € R, entdo
também possui um limite superior M’ € Q. Essa conclusio segue da
Proposigdo 3.20 ou do fato de que qualquer sequéncia de Cauchy de
niimeros racionais é limitada por um ntamero racional.

Proposicdao Seja A um conjunto nio vazio de niimeros reais que possui um
limite superior. Entdo, existe um p € Q tal que p ndo é um limite superior
para A, mas p + 1 é um limite superior para A.

Demonstragio. Seja a € A. Entdo, r = (a — 1) ndo é um limite superior
para A. Escolha s < r tal que s € Q. Assim, s ndo é um limite superior
para A. A sequéncia s, = s+ n é ndo limitada, o que significa que
existe n € IN para o qual s + 1 serve como um limite superior para A.
Pelo principio da indugdo, podemos encontrar o menor m € IN tal que
g = s+ m é um limite superior. Assim, p =g —1 = s+ (m —1) ndo
é um limite superior para A. (Isso é claramente valido se m > 2, mas
continua sendo verdade mesmo se m = 1.) O

Proposi¢do Seja A um conjunto ndo vazio de niimeros reais que possui um
limite superior. Entdo, existem duas sequéncias de niimeros racionais py e
qn tais que, para todo n € IN, p, ndo é um limite superior para A, q, é um

n—1

limite superior para A, e (qn — pn) = (1/2)
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Demonstragdo. Sejam p e g os dois nimeros obtidos da Proposigdo 3.21
Defina p1 = p e q1 = q. Nossas condicdes se satisfazem para n = 1.
Suponha que p, e g, tenham sido definidos de forma que p, ndo é um
limite superior, g, é um limite superior, e (g, — p,) = (1/2)" L.

Defina s, = @ Se s;; ndo é um limite superior, defina p,4+1 = 55
€ gu+1 = qu. Se sy é um limite superior, entdo defina p, 1 = p,y e
Gn+1 = Sn. Assim, nossas condi¢des também se satisfazem para n + 1.
Portanto, as sequéncias p; e g, sdo definidas por indugéo.

Proposicdao As sequéncias py, e gy, obtidas da Proposigdo 3.22 sdo sequéncias
de Cauchy equivalentes.

Demonstragido. Observamos que as sequéncias (py) e (4,) sdo monoé-
tonas e limitadas, pois pn < pp+1 < que1 < qn para todo n € IN.
Também temos que |p, 1 — pn| < (1/2)*~1 Além disso, |q, — pn| =
(1/2)"~1 — 0, o que implica que ambas pertencem a mesma classe.
Assim, (py) e (qn) sdo sequéncias de Cauchy equivalentes.

Teorema Seja A um conjunto ndo vazio de niimeros reais que possui um
limite superior. Entdo, A possui um menor limite superior. Mais explicita-
mente, existe um r € R tal que v é um limite superior para A, mas se s < r,
com s € R, entdo s ndo é um limite superior para A.

Demonstracdo. Sejam p, e g, as sequéncias de Cauchy equivalentes
obtidas nas Proposicdes 3.22 e Proposi¢do 3.23. Denotamos por r o
nuamero real que ao qual ambas as sequéncias pertencem. Diremos
nesse caso que elas convergem a r.

Demonstraremos que r é o supremo do conjunto A.

Primeiramente, mostraremos que r é uma cota superior de A. Su-
ponha, por contradi¢do, que exista um elemento a € A tal que a > r.
Pela densidade dos racionais, podemos encontrar um ntimero racional
g entre r e 4, ou seja, r < g < a. Como g, converge para r, a partir
de certa ordem, todos os termos da sequéncia g, serdo menores que
g. Em particular, existe um indice N tal que g, < q para todo n > N.
No entanto, isso contradiz o fato de g, ser uma sequéncia de cotas
superiores de A, uma vez que encontramos um elemento a € A maior
do que todos os termos de g, a partir de certa ordem.

Em seguida, mostraremos que r é a menor cota superior de A. Su-
ponha que exista uma cota superior s de A tal que s < r. Novamente,
pela densidade dos racionais, podemos encontrar um ntmero racional
p entre s e r, ou seja, s < p < r. Como p, converge para r, a partir
de certa ordem, todos os termos da sequéncia p, serdo maiores que p.
Em particular, existe um indice N tal que p, > p para todon > N. No
entanto, isso contradiz o fato de s ser uma cota superior de A, uma
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vez que encontramos um termo p, da sequéncia que é maior do que a
cota superior s.
Portanto, concluimos que r é o menor limite superior de A, ou seja,

r=sup(A).
Com isso, concluimos a construcdo dos ntdmeros reais. Em todo

caso, podemos agora afirmar com seguranca que de fato existe um
corpo ordenado completo.

Teorema (Existéncia dos Reais) Existe um corpo ordenado completo.

3.3 Unicidade
Definicdo Sejam K; e Ky dois corpos. Uma fungio ¢ : Ky — K; é cha-
mada de isomorfismo de corpos se:
a. ¢ é bijetora;
b. ¢ preserva a ordem: para todo a,b € Ky tal quea < b,
(@) < ¢(b);
c. @ preserva a operagio de adigdo: para todo a,b € K,
p(a+b) = ¢(a) + (b);
d. @ preserva a operagio de multiplicagdo: para todo a,b € Ky,
pa-b) = ¢(a) - ¢(b);
e. ¢(lk,) = lk,, onde 1k, e 1k, sdo os elementos neutros da multiplicagio

em K e Ky, respectivamente.

Se tal fungdo ¢ existir, dizemos que os corpos IK; e K, sdo isomorfos e
escrevemos K1 =2 Ko.

Um isomorfismo de corpos nos diz que, estruturalmente, os corpos
K; e K; sdo "idénticos", embora possam ter representagdes diferen-
tes. Um isomorfismo preserva todas as propriedades importantes de
um corpo, como as operagdes de soma e multiplicagdo, bem como os
elementos neutros (o e 1).

Teorema Sejam K; e Ky corpos ordenados completos entdo Kq e Kj sdo
isomorfos.

A demonstracdo sera deixada ao leitor. Veja Exercicio 3.1

Como consequéncia da constru¢do dos reais realizada nesse capi-
tulo temos a existéncia de um corpo ordenado completo e pelo Teo-
rema 3.27 temos a unicidade a menos de isomorfismo desse corpo.

Teorema (Existéncia e unicidade dos reais) Existe um iinico corpo or-
denado completo.
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Exercicios

3.1 — Seja K um corpo ordenado completo. Denote por 0’ e 1 o zero
e a unidade de K. Para todo n € IN, sejam
n=1+---+1 e(-n)=-n
A — -’

~—
n—uvezes

Definimos uma fungdo ¢ : R — K como ¢ (%) = ara todo % €Q,

p
e, para x irracional, seja ¢(x) = sup {ﬂ, cK|E< x}
4 4 q q .

Prove que ¢ é um isomorfismo entre R e K.

3.2— Seja ¢ : R = R um isomorfismo de R em si mesmo. Prove
que ¢ é a identidade. Conclua que, se K; e K, sdo corpos ordenados
completos, existe um tnico isomorfismo de K; em K.

3.4 Cortes de Dedekind

Nosso objetivo nesta secdo é esbogar uma construgdo alternativa dos
nameros reais através dos cortes de Dedekind. Novamente a ideia é
encontrar um conjunto R que satisfaga as seguintes propriedades:

1. QC R.

2. R é um conjunto ordenado: (R, <).

3. Em R, estdo definidas as operagdes de adi¢do e de multiplicagdo de
modo que (R, +,-) seja um corpo, e de modo que essas operagdes
sejam compativeis com a relagio de ordem, i.e., (R seja um corpo
ordenado.

4. O corpo R possua a propriedade do supremo, ou seja, todo subcon-
junto ndo vazio e limitado superiormente em R possui um menor
limite superior em R.

A ideia intuitiva por trds dos cortes de Dedekind é simples, embora
sua definicdo formal possa parecer um pouco técnica a primeira vista.
Nosso objetivo é usar os ntimeros racionais para construir os nimeros
reais, e a observagdo chave é que todo ntmero real pode ser caracte-
rizado pelo conjunto dos ntimeros racionais que sdo maiores do que
ele. Por exemplo, o ntimero real 2 pode ser representado pelo conjunto
{x€eQ|x>2}.

Por outro lado, ndo podemos definir diretamente /2 como o con-
junto {x € Q | x > /2}, pois v/2 ndo pertence a Q. Para superar
essa dificuldade, definimos os cortes de Dedekind como subconjuntos
de Q que se comportam de maneira semelhante a conjuntos da forma
{x € Q | x > r}, onde r é um ntimero real, mas utilizando apenas
defini¢des fundamentadas exclusivamente nos ntimeros racionais.
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Depois de estabelecermos algumas propriedades dos cortes de De-
dekind na secdo atual, na Secdo 3.5 definiremos o conjunto dos nime-
ros reais como a cole¢do de todos os cortes de Dedekind de Q.

Defini¢do Um corte de Dedekind (L, Uy) é uma subdivisio de Q em dois
subconjuntos Ly (intervalo inferior) e U, (intervalo superior) tal que:

1. Uﬂ(#geuﬂé#Qr
2. U, ndo possui itnfimo em Q;

3. para todos x € Ly ey € Uy, temos x < y.

De modo equivalente temos:

Definicao Seja A C Q um conjunto. O conjunto A é um corte de Dede-
kind se satisfizer as sequintes trés propriedades:

1. AZFQDeA#Q.
2. Sexc AeyecQceomy > x, entioy € A.

3. Se x € A, entdo existe algum y € A tal que y < x.

A demonstra¢do da equivaléncia das duas defini¢des de corte serd
deixada como exercicio ao leitor.

A partir da segunda defini¢do, podemos ver que especificar apenas
U, é suficiente para definir um corte de Dedekind (L, U, ). Portanto,
para abreviar, em vez do par (Lg, Uy ), geralmente nos referimos a um
corte de Dedekind apenas como A = U,, com o entendimento impli-
cito de que o corte é dado por (A4, Q\A).

Exemplo (Cortes Racionais) Para todo r € Q, podemos associar ao nii-
mero r o corte :

Q:={g€Q|g>r}

Assim a cada r € Q, associamos um corte de Dedekind Q,. Esses cortes
sdo ditos cortes racionais . Um corte irracional é um corte de Dedekind
que ndo é um corte racional.

Devido ao Exemplo 3.31, sabemos que cortes de Dedekind existem
e hé pelo menos tantos deles quanto ha nimeros racionais. A préxima
pergunta natural a se fazer é se todos os cortes de Dedekind sdo da
forma do exemplo. Para isso precisamos da seguinte proposigdo:

Em geral um corte de Dedekind A pode ou ndo ter infimo em Q.
Em particular, se A possui um infimo, esse corte é racional conforme
definido acima. Se A ndo possui um infimo, dizemos que o corte A é
irracional.

Proposicao Um corte de Dedekind A C Q tem um infimo em Q se, e so-
mentese, A = Q; = {x € Q: x > q} para algum q € Q.

O que denominamos de corte de Dede-
kind é frequentemente chamado de corte
superior, para diferencid-lo do corres-
pondente corte inferior. Ambos os ti-
pos de cortes, que sdo imagens espelha-
das um do outro, podem ser utilizados
na construgdo dos ndmeros reais. Op-
tamos por trabalhar com cortes superio-
res porque, tecnicamente, s0 um pouco
mais faceis de usar, devido ao fato de
que o produto de ntimeros positivos re-
sulta em um ndmero positivo, enquanto
o produto de niimeros negativos nao ne-
cessariamente é negativo.
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Exemplo Considere o corte definido por

A:={q€Qs | >2}.

Entdo, o infimo de A ndo existe em Q e A ndo é um corte de Dedekind ra-
cional. A posteriori (uma vez que completarmos a construgdo de R), podemos
dizer que A é, na verdade, o niimero V2.

Antes de usar os cortes de Dedekind para construir o conjunto dos
ndmeros reais utilizaremos o restante da presente se¢do para provar
algumas propriedades tteis dos cortes de Dedekind.

Proposicdo Seja A C Q um corte de Dedekind.
1. A={x€Q|x<aparatodoa c A}.

2. Sejax € A®. Sey € Qey < x,entdoy € A“.

Demonstragdo. 1. Vamos provar que A€ = {x € Q | x > a para todo a €
A}

Primeiramente, seja x € A®. Entdo, por defini¢do, x ¢ A. Para
qualquer a € A, consideramos as possibilidades: x < a4, x = a ou
x> a.

* Se x =a, entdo x € A, o que contradiz o fato de que x € A“.

* Se x < a, entdo, como A é um corte de Dedekind e a € A, segue
que x € A, pois todo nlimero racional menor que um elemento de
A também pertence a A. Isso contradiz x € A°.
Portanto, a tinica possibilidade é x > a para todo a € A. Assim,
concluimos que

A°C{xeQ|x>aparatodoa € A}.

Agora, sejay € {x € Q | x > aparatodoa € A}. Suponha,
para obter uma contradigdo, que y € A. Como A ndo possui maior
elemento (pela propriedade dos cortes de Dedekind), existe algum b €
A tal que b > y. Porém, isso é impossivel, pois assumimos que y > a
para todo a € A, logo ndo pode existir tal b. Portanto, y € A, ou seja,
y € A®. Assim, temos

A°D{xeQ|x>aparatodoa € A}.
Concluimos que
A®={x€Q|x>aparatodoa € A}.

2. A demonstracdo do segundo item é deixada como exercicio para
o leitor. O
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A={beQ:b*>2 e b>0}

|
|
|
! Numeros racionais Q

V2
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Proposicdo Sejam A,B C Q cortes de Dedekind. Entdo, exatamente uma
das seguintes afirmagdes é verdadeira: A& B, A= Bou B & A.

Demonstracio. Se A = B, ndo ha nada a provar, entdo suponha que
A # B. Existem agora dois casos. Primeiro, suponha que exista algum
a € A tal que a € B®. Entdo, pela Proposicdo 3.34, sabemos que a < b
para todo b € B. Pela definicdo de cortes de Dedekind, segue que
b € A para todo b € B. Portanto, B C A. Como estamos assumindo
que B # A, temos que B & A. O segundo caso é que exista algum
d € B tal que d € A, e um argumento semelhante mostra que A & B;
omitimos os detalhes. o

Proposi¢dao Seja A uma familia ndo vazia de subconjuntos de Q. Suponha

que todo X € A X seja um corte de Dedekind. Se |J X # Q, entdo |J X
XeA XeA
é um corte de Dedekind.

Demonstragido. Seja B = |J X. Suponha que B # Q. Vamos mostrar
XeA

que B satisfaz as trés partes da defini¢do de cortes de Dedekind.
1. Sabemos que X # @ para todo X € A, logo B # @. Por hipétese,
sabemos que B # Q.

2. Sejab € Bey € Q. Suponha que y > b. Sabemos que b € X para
algum X € A. Pelo item 2. da definicdo de cortes de Dedekind
aplicada a X, temos que y € X. Logo, y € B.

3. Seja ¢ € B. Entdo, ¢ € D para algum D € A. Pela defini¢do de
cortes de Dedekind, existe algum z € D tal que z < c. Portanto,
z € B. 0

O seguinte lema sobre cortes de Dedekind é um pouco técnico e
tem uma demonstracdo um tanto trabalhosa, mas ele sera necessario
para definir a adi¢do, multiplicagdo, oposto e o inverso multiplicativo
para os nimeros reais.

3.37 Proposicdo Sejam A, B C Q cortes de Dedekind. Entio:

1. O conjunto
M={reQ|r=a+b, comac Aebc B}
é um corte de Dedekind.
2. O conjunto
N={reQ|—r<c, paraalgumc € A}
é um corte de Dedekind.
3. Suponha que 0 € A® e 0 € B®. Entdo, o conjunto
P={reQ|r=ab, comac Aeb € B}

é um corte de Dedekind.



4. Suponha que existe algum q € A€ tal que q > 0. Entdo, o conjunto

Q:{r€Q|r>Oei<c,pamalgumc€Ac}

é um corte de Dedekind.

Demonstracdo. Demonstramos os itens 1 e 2, deixando os demais para

o leitor.

1. Defina

M={reQ|r=a+b, comac Aeb € B}.

Mostraremos que M satisfaz as trés propriedades de um corte de
Dedekind.

(a)

(©

M é ndo vazio e diferente de Q.

Como A e B sdo cortes de Dedekind, sdo subconjuntos néo vazios
e proprios de Q. Escolhaa € Aeb € B. Entdo,r =a+b € M,
logo M # @.

Além disso, existem p € A e g € B, onde A° = Q\ Ae B =
Q\B. Paratodoa € Aeb € B, temos a < p e b < g. Portanto,
r=a+b < p+q para todos r € M, e como p+gq & M (pois
p ¢ Aegq ¢ B), concluimos que M # Q.

M é fechado para baixo: ser € Mes € Q coms <, entdos € M.
Sejar =a+be Mcomac Aebe B, esc Qtalques <r.
Comos <a-+b,existee >0coms=a+b—ec.

Escolhaa’ € Qcoma’ <aea+b—€e <a +b<a+b Como
a' < ae A é fechado para baixo, a’ € A. Entdo, s’ =a’'+be Me
s’ <s.

Assim, s € M.

M ndo possui maior elemento.

Sejar =a+b € M. Como A e B ndo possuem maior elemento,
existema’ € Acoma’ >aoub’ € Bcom?b' > b.

Suponha que 4’ > a. Entdo, ¥ = a' +b > a+b = r, e como
a' € Aeb € B, temos ' € M.

Portanto, para todo r € M, existe ¥’ € M com ' > r, mostrando
que M ndo possui maior elemento.

2. Defina

N={reQ| —r<c, paraalgumc € A°}. O

Mostraremos que N é um corte de Dedekind.

(a)

N ¢é ndo vazio e diferente de Q.

Como A€ # @, existe ¢ € A®. Entdo, —c < ¢, logo —c € N, e
assim N # @.

Por outro lado, como A # @, existe a € A. Entdo, —a > ¢ para
todo ¢ € A, o que implica —a ¢ N. Portanto, N # Q.
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(b) N é fechado para baixo.
Sejar € Nes € Q coms < r. Temos que —r < ¢ para algum
c € A°. Como s < r, segue que —s > —7, logo —s < ¢, o que
implica s € N.

(c) N ndo possui maior elemento.
Seja r € N. Entdo, —r < c para algum ¢ € A®. Como A ndo
possui menor elemento, existe ¢’ € A® com ¢’ < ¢. Entdo, —r <
¢/, implicando que ' = —¢’ > r.
Note que —r' = ¢’ € AS, portanto v € N. Assim, para todo
r € N, existe ¥ € N com ' > r, mostrando que N ndo possui
maior elemento.

3.5 Construindo os Niimeros Reais por cortes de Dedekind

Defini¢do O conjunto dos niimeros reais, denotado por R, é definido por
R = {A C Q| A é um corte de Dedekind }.

Agora dotaremos R de uma estrutura de corpo ordenado. Comega-
remos estabelecendo a relacdo de ordem, pois ela serd necessaria nas
defini¢des de multiplicagdo e do inverso multiplicativo.

Dado que os cortes de Dedekind sdo conjuntos de ntimeros racio-
nais, definimos a relagdo de menor em niimeros reais em termos da
relacdo de "subconjunto'nos conjuntos de niimeros racionais.

Definicdo A relagio < em Ré definida por A < B se, e somente se, A 2 B,
para todos A, B € R. A relagio < em R ¢ definida por A < B se, e somente
se, A D B, para todos A, B € R.

A seguinte definicdo de adi¢do e oposto para os nimeros reais faz
sentido devido a Proposicdo 3.37.

Definigio A soma + em R ¢ definida por
A+B={reQ|r=a+bparaac Aeb € B}
para todos A, B € R. O oposto de um corte A em R é definido por
—A={reQ|-r<cparace A%}
para todo A € R.

A definigao de multiplicagdo e inverso multiplicativo para os nime-
ros reais é um pouco mais complicada do que a defini¢do de adigdo e
oposto, pois precisaremos de varios casos.

Proposicao Seju A € Re sejar € Q.
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1. A > Q; se, e somente se, existe algum q € A€ tal que q > r.

2. A > Q; se, esomentese, v € A® se, e somente se, a > r para todo a € A.
3. Se A < Qg entdo —A > Q.

Demonstracio. Provaremos apenas 3. Suponha que A < Qp. Entdo
A 2 Qo Como Qy = {x € Q | x > 0}, segue que existe algum
g € Atal que g < 0. Pelo item 2. da defini¢do de cortes de Dedekind,

deduzimos que 0 € A. Logo, 0 ¢ A€, e portanto —0 ¢ A, o que
implica que 0 ¢ —A, eassim0 € Q — (—A) elogo —A > Q. O

A seguinte defini¢do de multiplicacdo e inverso multiplicativo faz
sentido devido a Proposic¢do 3.37 e a Proposicéo 3.41.

3.42 Definigio A multiplicacio - em R é definida por

{reQ|r=abparaac Aebe B}, seA>QpeB>Qp

A-B— —[(=4) - B], se A< QpeB>Qp
—[A-(-B)], se A>QpeB < Qo
(=A)-(—B), se A< QpeB<Qp

O inverso de A em R\ {Qq} ¢ definido por

{reQlr>0el<cparace A%}, seA>Q
—(=A)"1, se A< Qo

ATl =

Tendo agora definido as operagdes bésicas e relagdes nos niimeros
reais, estamos prontos para provar as propriedades algébricas mais
fundamentais desses ndmeros. A demonstragdo do teorema a seguir
é longa e, em partes, tediosa, e o leitor ndo sera criticado se optar por
pular alguns dos detalhes na primeira leitura. Como é usual, escreve-
remos "AB"ao invés de "A - B", exceto em casos de possivel ambigui-
dade ou para facilitar a leitura. Escreveremos A > B para significar o
mesmo que B < A.

Comegaremos com o seguinte lema técnico cuja demonstragdo dei-
xaremos ao leitor:

3.43 Lema Seja A C Q um corte de Dedekind. Sejay € Q.
1. Suponha que y > 0. Entdo existemu € Aev € A taisquey =u—mv,e
v < w para algum w € AC.

2. Suponha que y > 1, e que existe algum q € A tal que q > 0. Entdo
r

existemr € Aes € A taisques > 0,y > L es < g para algum
g € A-

3.44 Teorema Sejam A,B,C € R.
1. (A+B)+C=A+(B+C) (Associatividade da soma)
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2. A+B=B+A (Comutatividade da soma)

3. A+ Qo =A (Elemento neutro da soma)

4. A+ (-A)=Qo (Existéncia do oposto)

5. (AB)C = A(BC) (Associatividade da multiplicagdo)
6. AB=BA (Comutatividade da multiplicagdo)

7. A-Q1=A (Elemento neutro da multiplicagdo)

8. Se A # Qq, entdo AA™1 = Qy (Existéncia do inverso da multiplica-
¢cio)
9. A(B+C)=AB+ AC (Distributividade)

10. Exatamente uma das relagoes A < B, A = B, ou A > B é verdadeira
(Tricotomia)

11. Se A< BeB < C,entio A< C (Transitividade)
12. Se A< B,entio A+C < B+C (Compatibilidade com a soma)

13. Se A < Be C > Qq, entio AC < BC (Compatibilidade com a
multiplicagdo)

14. Qo < Q1 (Nao-Trivialidade)

Demonstragido. Vamos demonstrar alguns itens deste teorema, ndo na
ordem em que sdo apresentados, mas seguindo uma sequéncia esco-
lhida de modo que a prova de cada item dependa apenas dos itens
anteriores.

14. Deixado como exercicio para o leitor.

1. Vamos demonstrar que a adi¢do em RR é associativa, ou seja, para
quaisquer cortes de Dedekind A, B, C € R, temos:

(A+B)+C={reQ|r=(a+b)+ccomac AbeB,cecC}
={reQ|r=a+(b+c)comaec AbecB,ceC}
— A+ (B+0C).

2. A demonstragdo deste item é bastante semelhante a do item (1),
por isso omitimos os detalhes.
3. Utilizando a defini¢do de adigao para R, temos que

A+ Qy={reQ|r=a+bcomac Abe Qy}

Seja a € A. Pela definicdo dos cortes de Dedekind, existe algum
c € Atal que c < a. Assim, a—c > 0, e portanto a —c € Qp. Logo,
a=c+(a—c) € A+ Qp, o que implica que A C A+ Qo.

Agora, sejad € A+ Qp. Entdiod = s+t para algum s € A e
t € Qp. Pela definicdo de Qp, sabemos que t > 0. Portanto, d > s. Pelo



item 2 da defini¢do de cortes de Dedekind, segue que d € A. Assim,
A+ Qp C A, e concluimos que A + Qp = A.
4. Utilizando as defini¢des de adigdo e oposto para R, temos que

A+ (-A)={reQ|r=a+bcomac Abec —A}.

Sejax € A+ (—A). Entdo x = s+t para algum s € Aet €
—A. Pela definigdo de —A, existe algum ¢ € A€ tal que —t < c.
Pela Proposigdo 3.34, sabemos que —t € A€, e portanto, pela mesma
proposigdo, temos que —f < s. Consequentemente, s +¢ > 0, o que
implica que x € Qp. Assim, concluimos que A + (—A) C Qy.

Agora, seja y € Qp. Entdo y > 0. Pelo Lema 3.43, existem u € A
ev € A°taisquey = u — v, e v < w para algum w € A°. Portanto,
y=u+(—v), ecomo —(—v) = v < w, temos que —v € —A. Logo,
y €A+ (—A). Assim, Qg C A+ (—A), e concluimos que A+ (—A) =
Qo-

10. Esta parte do teorema é direta da Proposicdo 3.35.

11. Esta parte do teorema ¢é direta das propriedades de subconjun-
tos.

12. Suponha que A < B. Portanto, A 2 B. Seja x € B + C. Entao
x =u+vparaalgumu € Bev € C. Entdou € A, logo x € A+ C.
Segue que A+ C O B+ C. Existe algum p € A — B. Entdo, pela
Proposigdo 3.34, sabemos que p < b para todo b € B. Seja c € C.
Entdo p +c < b+ c para todo b € B. Segue da Proposicao 3.34 que
p+ceQ—(B+C). Comop+ce A+C, concluimos que A+ C 2
B+C.

5. Deixado ao leitor como Exercicio.

6. Pelo item 10. deste teorema, sabemos que ou A > Qp ou A < Qy,
e de maneira similar para B. Temos, agora, quatro casos.

Primeiro, suponha que A > Qp e B > Q. Entédo

AB={reQ|r=abparaac Aeb € B}
={reQ|r=baparaac Aeb e B} = BA.

Em segundo lugar, suponha que A > Qg e B < Qp. Sabemos que
—B > Q. A definicdo da multiplicacdo de cortes de Dedekind, junta-
mente com o0 caso que ja provamos, implica que AB = —[A(—B)| =
—[(=B)A] = BA.

Os outros dois casos em que A < Qpe B > Qp, eem que A < Qp
e B < Qy, sdo muito semelhantes ao caso ja provado, e omitimos os
detalhes.

7. Deixado para o leitor.

8. Suponha que A # Qp. Pelo item 10. deste teorema, sabemos que
A > Qpou A < Qp. Vamos considerar ambos os casos separadamente.

Caso 1: Suponha que A > Q.
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Sabemos que A~! > Q. Pela definicdo de multiplicagdo de cortes
de Dedekind, temos:

AA_1:{r€Q|r:abcoma€Aeb€A_1}.

Seja x € AA~!. Entdo, existem u € Ae v € A™! tais que x = uv.
Pela Proposigdo 3.41, sabemos que u > 0. Além disso, como A >

Qo, a definicio de A~! implica que v > 0 e que % < h para algum

1 1

h € A€. Pela Proposicdo 3.34, concluimos que s € A e que . < u.
Portanto, 1 < uv, ou seja, x > 1, o que significa que x € Q7. Assim,
demonstramos que AAT1T C Q.

Agora, seja y € Q. Entdo y > 1. Como A > Qy, pela Proposigdo
3.41, existe g € A® com g > 0. Pelo Lema 3.43, existem r € Aes € A®

. 7

com s > 0 tais que y > ses< k para algum k € A°. Observamos que

1 1 1
3 > 0 e que 3 € A~l. Assim, g =r- 5 e AA~1. Como y > g, pela

propriedade dos cortes de Dedekind, temos que y € AA~!. Portanto,
Q1 € AA71, e concluimos que AA™! = Q.

Caso 2: Suponha que A < Q.

Pela definicdo de inverso multiplicativo, temos A~! = —(—A)~L.

Portanto,
—a == [ (AT = -

Sabemos que —A > Qy, e pelo caso anterior, concluimos que (—A)(—A)~! =
Q1. Assim,

AAT = (=4) (A7) = () (-4) = Q1.

13. Suponha que A < Be C > Q.
Pelos itens 4. e 12. deste teorema, temos que A + (—A) = Qo e,
portanto,
Qo=A+(—A) <B+(-A).

Isso implica que [B+ (—A)] > Qo.
Multiplicando ambos os lados por C, que é positivo (pois C > Qp),
obtemos:
[B+(~A)]C > QuC = Qo.

Pelos itens 12. e 3. do teorema, temos:
AC+ [B+ (—A)]C > AC+ Qg = AC.
Utilizando os itens 6. e 9. do teorema, sabemos que:

[A+ (B+ (~A))]C = BC. .

Portanto, concluimos que BC > AC.
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A definigdo de cortes de Dedekind torna facil provar o Axioma 13’.

3.45 Teorema (Existéncia do Infimo) Seja A C R um conjunto. Se A for nio
vazio e limitado inferiormente, entio A possui um infimo

Demonstragido. Suponha que A seja um conjunto ndo vazio de cortes
de Dedekind em Q que é limitado inferiormente. Definimos

L=J X

XeA

Nosso objetivo é mostrar que L = inf A.

Primeiramente, vamos verificar que L é um corte de Dedekind.
Como L é a unido de cortes de Dedekind, e cada um deles é um sub-
conjunto préprio de Q, ndo vazio e sem maior elemento, segue da
Proposicédo 3.36 que L também é um corte de Dedekind.

Em seguida, mostramos que L é o maior limitante inferior de A.

1. L é um limitante inferior de A:

Para todo X € A, temos que X C L, pois L é a unido de todos esses
conjuntos. Portanto, L < X para todo X € A, o que significa que L
¢ um limitante inferior de A.

2. L é o maior limitante inferior de A:

Seja B € R um limitante inferior arbitrario de .A. Isso significa que
B < X para todo X € A, ouseja, X C B para todo X € A. Tomando
a unido sobre todos os X € A, obtemos:

L= U X C B.
XeA

Portanto, L < B. Como B foi escolhido arbitrariamente entre os
limitantes inferiores de A, concluimos que L é o maior desses limi-
tantes inferiores. O

Assim, mostramos que L = inf A.

Nao utilizaremos no que se segue a construgdo dos reais via sequén-
cias de Cauchy ou via cortes de Dedekind. Todas as propriedades dos
numeros reais que utilizaremos sdo as derivadas da defini¢do de corpo
ordenado completo derivadas de Axioma 1, .., Axioma 13. Nossa
construgdo dos ntmeros reais prova que existe um conjunto com as
propriedades que esperamos dos niimeros reais, mas, em ultima ana-
lise, sdo as propriedades dos nimeros reais, e ndo a forma como eles
sdo construidos, que importam.






4
Séries

As séries numéricas, ferramentas fundamentais da matematica, pos-
suem uma histéria rica e complexa, intimamente ligada a evolugao do
pensamento matemadtico e a busca por compreender a natureza do
infinito. Desde a antiguidade, métodos como o de exaustdo de Arqui-
medes ja exploravam ideias relacionadas, mas foi com o calculo infini-
tesimal de Newton e Leibniz, no século XVII, que as séries numéricas
ganharam destaque como ferramentas matematicas centrais.

No século XVIII, figuras como Euler e Bernoulli expandiram sig-
nificativamente o campo, investigando a convergéncia e aplicando as
propriedades das séries infinitas em dreas como a teoria dos niimeros
e a fisica. Euler, em particular, desenvolveu métodos para somar séries
e estudou sua aplicabilidade em diversos contextos matematicos.

O século XIX trouxe um rigor maior para a teoria das séries, com
matemadticos como Cauchy e Weierstrass formalizando conceitos es-
senciais de convergéncia e desenvolvendo critérios precisos para de-
terminar o comportamento das séries. Essa era de rigor matematico
foi crucial para resolver paradoxos e incertezas, consolidando as séries
numeéricas como ferramentas fundamentais na matematica e na andlise
e na modelagem de fendmenos naturais.

4.1 Convergéncia

Dado (a,) uma sequéncia de ntmeros reais, podemos construir uma
nova sequéncia a partir dessa, através de somas parciais dos termos
dessa sequéncia:

S1=4a1 Sy =4aj+ay S3=a;+a;+a3

e em geral

n
Su= ) g =ai+ay+---+ay
k=1

A sequéncia (s, ) é denominada série infinita ou simplesmente série
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e é denotada por
e} oo
2 aj ou 2 aj
k=1 n=1

O termos de uma série sdo chamados somas parciais, e assim dire-

n (o]
mos que s, = ). a4y é a n—ésima soma parcial da série ). aj

k=1 k=1
e}
Exemplos 1. As primeiras somas parciais da série ) % sdo:
k=1
1 1 1 1 1 1 1
=—=1 =1 — =1 — — =1 — — _
S1 1 S +2 S3 +2+3 Sy +2+3+4
2. As primeiras somas parciais da série ) 217 sdo:
k=1
T2 P24 PT27aTs P 27478716

[e9)
3. As primeiras somas parciais da série Y x*~1 sio:

k=1
s1=1 so=1+x s3=1+4x+x> su=1+x+x>+2°

Como séries sdo um tipo particular de sequéncias, podemos falar
em convergéncia e limites de séries. Porém, para maior clareza rees-
creveremos a defini¢do de limite de sequéncias para o caso particular
das séries.

® . .
Defini¢do (Convergéncia de Séries) Dada ) ay uma série, e seja s, =
k=1
L . .. .
Y. ay a sequéncia das somas parciais, dizemos que o limite da série é L se

k=1
a sequéncia das somas parciais converge a L, ou seja se dado € > 0 existe

M € N tal que se n > M entdo
n
si—Ll=])_ a—L|<e
k=1

[e0]
Neste caso L é dito soma da série e a série '), ay é dita convergente.
k=1

Observagdo: Apesar de ambiguo, é costume denotar tanto a série
oo

infinita como seu limite, caso esse exista, como Y a.
k=1
Assim como ocorre nas somas finitas, podemos notar que o indice

j é uma varidvel muda. Portanto, se utilizarmos k como outro indice,
temos que:

[ee] [ee]
2% = )%
k=0

j=0
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44

45

Temos também a seguinte defini¢ao:

[ee] (e}
Y%= ) Fiems
j=m j=0

para cada inteiro m onde zy;, z;, 41, . . . estdo definidos. E evidente que,
se m < r, entdo:

o~ s loe] 00
Proposig¢ao A série )~ zj converge se e somente se ) i, z; converge. Se
uma dessas séries convergirem entio vale:

o0 m [ee]
Y.zi=) 7+ ) z

j=1 j=1 j=m+1

A demonstracdo dessa proposicdo serd deixada ao leitor. Assim,
para verificar que estas séries convergem basta verificar a convergéncia
de apenas uma delas.

Exemplo A série infinita

ST N U S
—\2) 2 4 8 16
n=1

¢é um dos exemplo mais simples de série convergente.

Vamos provar que ela converge para 1. A soma parcial dos primeiros n
termos € dada por

iyl 11
"T2'478 " 16 on—1 " on

Cada soma parcial finita é igual a:

1
S”_1_27
e logo
1
|5n_1|—27

de modo que s, tende a 1.

[e9)
Teorema Se ) ay é convergente, entio a; — 0.
k=1
Demonstracdo. Como a, = sy —S,—1 € lim s,_1 = lim s, (Por que?),
n—o0 n—o0
temos:

lim g, = lim s, — lim s, 1 =0
n—o0 n—oo n—oo

O que prova que o limite de 4, existe e é 0.
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A convergéncia de uma série infinita nao
depende dos seus termos iniciais, mas
sim do comportamento dos termos na
"cauda"da série, ou seja, para valores
grandes de n. Isto porque somar ou sub-
trair um ndamero finito de termos nao
altera a natureza convergente ou diver-
gente da série. O que realmente importa
é se a soma dos termos restantes con-
verge para um valor finito 4 medida que
n tende ao infinito. Portanto, ao anali-
sar a convergéncia de uma série, concen-
tramos nossa aten¢do no comportamento
dos termos na parte final da sequéncia.
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47

4.8
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Exemplo Mostre que a série
2

[o0]

Y. 527
=32 +7
diverge.
Solucdo: Temos que
2
. T n T 1 1
Mo = e =gz~ 370

E portanto, pelo Teorema 4.5 a série diverge.

Exemplo A série harmonica,

=1 1 1 11
n;ﬁ_ +s+3ttst
¢é uma das séries infinitas mais celebradas da matemdtica. Como um contra-
exemplo, poucas séries ilustram de forma mais clara que a convergéncia dos
termos para zero ndo é suficiente para garantir a convergéncia da série. Como
série conhecida, apenas algumas poucas sio usadas com tanta frequéncia em
comparagoes.

Ao longo do texto, Hy, é usado para denotar a n-ésima soma parcial da série
harmonica. Isto é,

Hn:1+%+%+"'+%, n=123,...

Prova.* Considere a subsequéncia (Hyi )}

E em geral, podemos mostrar por indugio que:

Como a subsequéncia (Hy) € ilimitada, a sequéncia (Hy,) diverge.
w B
Exemplo A série ), —=—— diverge.
P k=1 21’13 + 5 g
Pelo teorema anterior uma condiciio necessdria para que a série convirja é
3
n

ue o limite lim seja iqual a zero. Mas se calcularmos o limite
5
n—oo

2n3 +
3

) n . 1 1

dim s s = im s 5,s = 70

vemos que essa condigdo ndo é satisfeita, logo a série diverge.

*Essa demonstracdo deve-se a Nicole
Oresme e data de cerca de 1350 e ficou
perdida por séculos.



Linearidade

Como vimos na Secdo 1.6 os somatorios finitos possuem as seguintes
propriedades:

n n n

Z (ap +by) = E ai + Z by  (propriedade aditiva) (4.1)
k= k=1 k=1

n n

Z (cag) =c Z ar  (propriedade homogénea). (4.2)
k=1 k=1

—_

O teorema que iremos apresentar a seguir é uma extensdo natural
dessas propriedades para as séries infinitas convergentes.

4.9 Teorema Se) > |aye) ., by sdo séries infinitas convergentes r w e B dois
niimeros reais dados, entdo a série Y ;> 1 (cay + db,) também converge, e a
sua soma é dada por

o oo o
Z (can 4+ db,) = Ean—l—d an (4-3)
n=1 n=1 n=1
Demonstragdo. Tendo em conta as Equagdes 4.1) e 4.2 podemos escre-
ver
n n n
Z (cap +dby) =c Z ag+d Z by (4-4)
k=1 k=1 k=1

Quando n — oo o primeiro termo do segundo membro de 4.4 tende
para c) ;- ax e o segundo termo tende para d) ;7 b. Portanto o
primeiro membro tende para a sua soma, e isso prova que a série
Y1 (cax + dby) converge para a soma indicada por 4.3. O

O teorema possui o seguinte coroldrio que é frequentemente utili-
zado para concluir a divergéncia da série.

4.10 Teorema Se )’ | ay, converge e se ) .’ , by diverge, entdo } ;> 1 (ay + by)
diverge.

Demonstragdo. Visto que b, = (a, + by) — a,, e porque Y, 1 a, con-
verge, o Teorema 4.9 diz-nos que a convergéncia de Y (a, + b,) im-
plica a convergéncia de Y’ ; b,. Deste modo, ¥ (a, + b,) ndo pode
convergir se ) ° ; b, diverge. O

4.11 Exemplo A série ) ;> (% + 2%) diverge porque Y, 4 % diverge, embora
Yo 1 1/2F convirja.

Se Y. qan e Y1 b, sdo ambas divergentes, a série } > (a, + by)
pode ou ndo convergir. Por exemplo quando a, = b, = 1 para todo n,
entdo Y, ; (an + by) diverge. Mas quando a, = le b, = —1 para todo
n, entdo Y o’ ; (ay + by) converge

SERIES
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Exercicios

4.1 — Dadas as séries }_a, e )_by,, suponha que existe um ntmero
natural N tal que a, = b, para todo n > N. Prove que }_a, é conver-
gente se, e somente se, )b, é convergente. Assim, a convergéncia de
uma série ndo é afetada pela alteracdo de um ntimero finito de termos.
(Claro, o valor da soma pode mudar.)

4.2 — Seja (a,) uma sequéncia de nameros reais ndo negativos. Prove
que )_a, converge se, e somente se, a sequéncia das somas parciais é
limitada.

2. 00 00
4.3 — Prove que a série ) ;i zj converge se e somente se ) ;;” , Z;j con-
verge. Se uma dessas séries convergirem entdo vale:

o m [e¢]
Y5 =23+ ) %
j=1 j=1 j=m+1

4.4 — [Critério de Cauchy para Séries] Prove que:
Uma série infinita ) a, converge se, e somente se, para cada ¢ > 0,
existe um ntimero natural N tal que, se n > m > N, entdo

|am + ami1 + - +an| <e

4.2 Série geométrica

A série geométrica é obtida através da soma dos termos de uma pro-
gressdo geométrica, i.e.

[ee]
) pxF1,
k=1

Como vimos no exercicio 1.16 se x # 1 as somas parciais de uma
progressdao geométrica podem ser expressas através da formula fe-
chada:

Y pnt = PP
= 1—x -~

No caso x = 1 a soma da progressdo geométrica se reduz a soma
de constantes, e assim

n
Y p=np
k=1

Vamos agora calcular a “soma infinita de uma progressdo geomé-
trica”, ou seja o limite da série geométrica. Comegamos observando
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que se x # 1 entdo:

n P—
lim ) px" 1 = lim PZpPr (4-5)
k=

n—oo

I
=
=
3

(4.6)
(4-7)

E deste modo o comportamento de s, é determinado pelo comporta-
mento de x". Como vimos no exercicio 2.36 se |x| < 1 entdo x" — 0 e

assim
n

n
. - : —px p
lim = im PP .
n—)ool;p n—oo 1 —x 1—x
Se se |x| > 1 entdo x" diverge e logo a série também diverge. No
caso x = 1 claramente a série diverge.

Assim provamos que:

n
4.12 Teorema Dados p,x € R. Se |x| < 1 entdo lijn Y. px"~1 converge e
N0 k=1

n
> ~ . Tl*l . )
Se |x| > 1 entio nlglgo k§1 px"* diverge

Como consequéncias desse resultado temos:

4.13 Exemplos
1. Se escolhermos o termo inicial como sendo 1 e a razdo como sendo x na
equagdo 4.8 temos:
1
Ttxtx?+ a4 = 0 x<1

2. Se escolhermos o termo inicial como sendo 1 e a razdo como sendo —x na
equagdo 4.8 temos:

1
1— 2 3B A (=) = <1
X+ x"—x " 4 (1) Tix |x|
3. Se escolhermos o termo inicial como sendo 1 e a razdo como x? na equagio
4.8 temos:
1
1+x2+x4+x6+x8+---+x2"+~~~:1—2 x| <1
—x

4.14 Exemplo Encontre a soma da série

3_§+2_£+
5 25 125

Veja que a série anterior é uma série geométrica de termo inicial 3 e
razao —%. Como |—%‘ < 1 a série converge e sua soma é:

s 6,12 24 3 15
5 25 125 1427

QiIN
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4.16

4.17 Exemplo )
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4.3 Série telescopica

A propriedade telescépica de soma (vide exercicio 1.8.c) nos diz que:

n

Y (b — b)) = bo — by
k=1

[ee]
Uma série ) a; é dita telescopica em relacdo a sequéncia b, se
k=1
cada termo a, puder ser expresso como

ap = by — by

Exemplo Para a série infinita ), m, temos as somas parciais dadas
por
1,11 1
"T1.272.3'3.4 n(n+1)
R AU U AU U S U S
B 2 2 3 3 4 no on+l
1
= 1 —
n+1

elogo Y o4 m converge para 1.

O exemplo anterior pode ser generalizado para o seguinte teorema.

[e9)
Teorema Dado Y, ay uma série telescépica em relagio a sequéncia by, i.e,
k=1
ay = by — b, 1 para todo n € IN*. Entdo
[ee]
1. asérie Y. ay converge se e somente se a sequéncia b, converge.
k=1
2. sea sequéncia b, converge a b entdo

Zak:bl—b b:limbn
k=1

n—oo

Demonstragdo. Seja s, a soma parcial, entdo:

n n
Su=Y A=) br—be+1=b —byq
k=1

k=1
e assim
n n
nli_r}r(}osn :nlgr;o (Eak> :;11520 (kgbk—bk—l—1> :b1—nli_r>rgobn+1 =b—b

2 1
3 +6en2+1ln+6 6
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Comecamos observando que

2 1 1
mw4+6n2+11ln+6 (n+1)(n+2) (n+2)(n+3)

ou seja a série

ad 2 ad 1 1
k;n3+6n2+11n+6 :k; ((n+1)(n+2) - (n+2)(n+3))

— 1 = 1 —
Comobn—m. Entaobl—geb—o.

Exercicios

4.5 — Cada uma das séries abaixo pertence a uma das seguintes ca-
tegorias: telescopica, geométrica ou uma série cuja soma parcial pode
ser simplificada. Para cada caso, demonstre que a série converge e
calcule o valor de sua soma.

2 g; ) ;zn;gn
? :1](112) ) Jiﬂ?]]j__ll)z
3 o 1
= 9 L
3 - +1-
! f—ofz“sz“‘ R
e) ]2)3]'-1—1—2;11_}_3]'_2]. m) ’;(njhl)(niz)(n_i_;;)
3 1 n) o 2ntl
? ,;(271—1)(271—1—1)' = n2n(n+21)2
g) nil 3n2_1. 0) gm
oo o (_1\n—1
b ,inzz_y P) nz’l( 131(n4(—2;l)+1)

ad 1 1

4.6 — Mostre que, se limy, 00 X; = 00, entdo 2 ( — > con-
— X; x'+]
j=0 \"J j

verge.

4.7 — Pode 2]90:0 (xj +y;) convergir quando pelo menos uma de Z}io X;
e Y;2oy; diverge?

145
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4.8 — Mostre que, se }°; z; converge, onde z; # 0 para todo j, entdo
[e9)

1
Z = diverge.
j=0~J

4.9 — A série Z(—l)j21/j é convergente?
=1

4.10 — Mostre que Z}’il aj converge se, e somente se, a = 0.

4.11 — Avalie as seguintes somas:

o (=142,
a) Yo 5

b) ¥, (%—](]%1))

4.12 — Seja (x,) uma sequéncia decrescente de termos positivos e su-
ponha que Y, x; converge. Mostre que nlgr.}o nx, = 0. Este resultado
é conhecido como o teorema de Pringsheim.

Dica: Defina m = n/2 paran pare m = (n+1)/2 para n impar. Entdo,
Sy — Sy > nxy,.

4.4 Convergéncia absoluta

Se uma série )" ; a, possui alguns termos negativos, frequentemente
consideramos a série relacionada ) ; |4,|. A convergénciade ) ;> ; |a,]|
implica a convergéncia de Y’ ; a,, embora o contrdrio ndo seja ver-
dade.

4.18 Definicao
® Se Yy > 1 l|an| converge, entio dizemos que a série Y . ; a, converge ab-
solutamente (ou é absolutamente convergente).

* Se) . ay converge, mas Yy, ;1 |a| diverge, entdo dizemos que Y, 1 a,
converge condicionalmente (ou é condicionalmente convergente).

4.19 Teorema Se uma série converge absolutamente, entdo ela converge.

Demonstragio. Suponha que Y .° ; 4, seja absolutamente convergente,
isto é, que Y ;7 ; |ax| converge. Pelo critério de Cauchy para séries,
dado qualquer € > 0, existe um ntimero natural N tal quen > m > N
implica

lam| + -+ an]| <e

Pela desigualdade triangular, temos que
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[am + -+ an| < ||am|+ -+ |aa]| <e,

de modo que Y7 ; a, também converge. o

Quando os termos de uma série sdo ndo negativos, convergéncia e
convergéncia absoluta sdo equivalentes.

Se Y > iay e, b, sdo absolutamente convergentes, 0 mesmo se
verifica para a série } ;> 1 (xa, + Bb,) qualquer que seja a escolha de «
e B. Isto é uma consequéncia imediata da desigualdade triangular e a
demonstracéo serd deixada ao leitor.

Exercicios

4.13 — Prove que, se }_ |a,| converge e (b,) é uma sequéncia limitada,
entdo ) a,b, também converge.

4.14 — a) Mostre que, se 2}"’:0 x;j converge absolutamente, entdo
Z]?“’:O sz também converge.
b) O reciproco é verdadeiro?
¢) E verdade que, se Z}io X;j converge, entao 2]9';0 x]Z também con-
verge?

4.15 — Mostre que, se 2]90:0 zje ]?°°:0 wj sdo séries absolutamente con-
e [o¢] o z ~

vergentes, entdo )’ zjw; e jzo(zxzj + Bw;) também sao absoluta-

mente convergentes para todos os ntimeros reais a e p.

4.16 — Mostre que, se Z]?“’:O zj € uma série absolutamente conver-
gente, entdo

o0 o0
Yozl < ) Izl
j=0 =0

4.5 Teste da comparagio

Consideramos nesta se¢do apenas séries de termos ndo negativos, isto
é, séries da forma ), ; a, onde cada a, > 0. Uma vez que as somas
parciais de tais séries sio monétonas crescentes, pode aplicar-se o Te-
orema 2.20 para se obter a seguinte condi¢do necessdria e suficiente de
convergéncia.

Teorema Se a, > 0 para todo n > 1, entdo a série Zle a converge se e
somente se a sequéncia das respetivas somas parciais é limitada superiormente.

Se as somas parciais sdo limitadas superiormente por um ndmero M,
por exemplo, a soma da série ndo pode entdo exceder M.

SERIES
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Teorema (Teste da Comparacao) Sejam ) ;> a, e Y .., by séries infini-
tas de termos ndo negativos. Isto é, a, > 0 e b, > 0 para todo n. Entdo:
1. Se Y . 4 ay converge e 0 < by, < a, para todo n, entdo Y, ; b, converge.

2. Se ) o qaydivergee 0 < a, < by para todo n, entio . by, diverge.

Demonstragdo. Como b, > 0 para todo n, a sequéncia (f,) das somas
parciais de ) ; b, é crescente. Na parte 1, essa sequéncia é limitada
pela soma de Y7 ; a,, logo, (f;) converge pelo teorema da convergén-
cia monétona, e ) ;7 ; b, converge.

Na parte 2, (b,;) ndo pode convergir sendo ), a, teria que conver-
gir. o

[e o)
Exemplo Considere a série ), ﬁ Agora, para todo n € IN, temos
n=1

1 1

O< v 12 < nlnt1)

No Exemplo 4.15, vimos que a série ) o 4 W ¢ convergente, entdo o

Teorema 4.20 implica que Y ;> 4 ﬁ também converge.

)

Exemplo Podemos utilizar o Teorema 4.20 para demonstrar a convergéncia
da série y ;1 1/n!. Observamos primeiramente a desigualdade

1 1
k! = 2k—1

a qual é verdadeira para todo k > 1, pois k! é formado por k — 1 fatores todos
eles maiores que 2. E logo temos a convergéncia.

Exemplo Teste a convergéncia ou divergéncia da série:
i Inn
n=1 "
Solugdo: Podemos estudar a convergéncia da série comparando-a com a série

harmoénica. Observe que Inn > 1 para n > 3, e assim:

Inn 1
—>—, n>3.
n n

Sabemos que Y % é divergente. Assim, a série dada é divergente pelo Teste
da Comparagio.

Exercicios

4.17 — Use o Teste da Comparacdo para determinar se as séries sdo
convergentes ou divergentes:
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0o 1 o 1
a) iz nZ4+n-+1 ) Luz n3+3n+1
o0 1
b) ZZOZZT@ d) Y1z

00 1
e) anl Inn

e}
4.18 — Mostre que ) | converge.
j=1

1
=1 eVj

= 1
4.19 — Mostre que )  —- diverge.

j=1 \/}

4.20 — Seja (x,) uma sequéncia de termos positivos e suponha que

Z}io x;j converge. Mostre que 2]90:0 sz também converge.

4.21 — Seja (x,) uma sequéncia de termos positivos. Mostre que
X
J

1+X]‘

[ee]
Z}io Xj converge se, e somente se, Z
j=0

converge.

= (%]
4.22 — Mostre que, se } 72 x}? converge, entdo ) —L. também con-

j=1
verge.

*okk 4.23 —
a) Seja (a,) uma sequéncia decrescente de termos ndo negativos.
Prove o teste de condensacdo de Cauchy: a série )" ; a, con-
verge se, e somente se, a série ) ;° Zkazk converge.
b) Use a parte (a) para mostrar que a série p-série ) 1/n? converge
sep>1ledivergese0 <p <1.
c) Use as partes (a) e (b) para mostrar que ), , m converge
sep>1ledivergese0 < p <1.

4.6 Teste do limite

Nosso proximo teste para convergéncia é frequentemente mais facil de
aplicar do que o teste da comparagédo. Primeiro, entretanto, precisamos
de uma nova notagao.

Defini¢do Sejam (ay) e (by) sequéncias de termos positivos. Dizemos que
ay e by sio da mesma ordem de magnitude se existir um niimero positivo L

tal que
. Op
lim — = L.
n—oo Py

SERIES
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Nesse caso, escrevemos a, ~ Lb,,.

Teorema (Teste do Limite) Sejam Z}-";O aje Z]?‘O:O b; séries de termos posi-
tivos. Se a, ~ Lby, para algum L > 0, entdo ambas as séries convergem ou
ambas divergem.

Demonstragio. E dado que

I _ 1 >0.

lim
n—oo Oy
Segue da defini¢do de limite existéncia de um ndmero Nj tal que
a,/b, > L/2 para todo n > Nj. Similarmente, existe N tal que
an/by < L+ L/2 =3L/2 para todo n > N,. Tome N = max{Nyj, N, }
e escolha n > N. Entédo:

L_an 3L
250, T2

Logo,
3Lby
2

Agora aplicamos o teste da comparacdo. Suponha que Z}’io b; é

ﬂn<

convergente. Logo a série

P . . o

também converge, o que implica que } ;2 a; converge pelo teste da
comparagdo. Similarmente, se } 2 a; converge, entdo Y2, bj também
converge. o

Exemplo Teste a convergéncia da série:
= 1
LG+

Solug¢do: Definimos:

1

M 1) (n+2)

para todo n > 0.
Mostramos que a,, tem a mesma ordem de magnitude de 1/n?. Assim,
definimos:

1
b, = 3 par todo n > 0.

Entdo, temos:

an n?

= —————= — 1 quandon — .
by  (n+1)(n+2) 1
Logo, ay ~ by. Como Zf'i1 bj converge, segue que Z]?"’:O aj também con-
verge pelo Teste do Limite.
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4.28 Exemplo Teste a convergéncia da série:

Y (ViFT- i)
j=0

Solugdo: ara todo n > 0, definimos:

an = (Vat1-va)

2
(i
Vn+1+n
_ 1
(Vn+1+ \/ﬁ)z
Agora, definimos:
b, = % para todo n > 0.

Como:

ay n

by _ (VAFI+VA)"  2041+42y/n(nt D)

1 1
:2+Z+2 1+E_>4 quando n — oo,

segue que a, ~ ” . Como Z -1 bj é a série harmonica divergente, conclu-
imos que Z}io aj tambem dzverge pelo Teste do Limite. A

Exercicios

4.24 — Determine a convergéncia de cada uma das seguintes séries:

o 2j+1 N w3
a) Zj:O Sf:] ) Las n* serJ1r27( )
o AH1-+/i 2" sen?(5n)
b) Zj:l %ﬂ K Lo 4 4-cos? (1)
) Lok D Yoss i
d) P ——— 1 m) Y7, ;,73;9’1
/j=3++/j+3
= 2]+ n) o V2n?4+4n+1
n=1 n3+1
e) Zn 1(n2+1) 1/ P
2 0) Yo, (e /j — 1) para todo
) Yola i o
n=4n 3 p racional;

8 L= n+1) p) TilovViA+1—j

2
h) L= =7 u2= 2n 3 e Vitl—+/j
. 1= \j+1
i) Zn 2\/7167 - )
r) Zj:lm
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4.25 — Encontre todos os inteiros ¢ tais que:

i 1
= ]-1+t—\/?

seja convergente.

4.26 — Considere a > 0 e b > 0. Encontre todo p racional tal que:

ad 1
Z (aj + b)P

j=0

seja convergente.

4.7 Teste da raiz e do quociente
4.29 Teorema (Teste da Raiz) Dada uma série Y, a,, seja R = lim sup |a,|"/".
* Se R < 1, entfo a série converge absolutamente.

® Se R > 1, entdo a série diverge.

® Caso contrdrio, R = 1, e o teste nio fornece informagdes sobre a conver-
géncia ou divergéncia.

Demonstragdo. Se R < 1, escolha r tal que R < r < 1. Entdo, temos
|an |1/ " < r para n suficientemente grande, e a série Y ;"' converge.
Pelo teste da comparacéo, } ;. ; a, também converge.

Se R > 1, entdo |a,| > 1 para infinitos termos, o que implica que
Y1 an diverge.

Quando R = 1, nédo se pode concluir sobre a convergéncia ou diver-

géncia. A fim de demonstrar esse fato, vamos analisar dois exemplos
o 1
n=1n
Ambas as séries possuem um raio de convergéncia comum, R = 1, o
1/n

classicos: a série harménica ()} ) easérie pcomp =2 (7, %)_

que pode ser verificado utilizando o limite n*/" — 1 quando n — oo.
Entretanto, ja vimos que a série harmonica diverge, enquanto a série
p com p = 2 converge. Esse contraste demonstra que o raio de con-
vergéncia de uma série de poténcias, por si s, ndo é suficiente para
determinar se a série converge ou diverge nos extremos do intervalo
de convergéncia. o

4.30 Exemplo Por aplicacio do Teste da raiz é fcil determinar a convergéncia da
série Y ;s (logn) ™", pois que

1/n _
a =
" logn

—0 quandon — oo.

4.31 Exemplo Aplicando o Teste da raiza y_[n/(n + 1)]”2, encontramos

1/ no\" 1 1
Vl: = — — — d —
a, (n+1> Axi/n e quando n — oo
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dado que 1/e < 1, a série converge.

Uma aplicagdo ligeiramente distinta do critério de comparacédo con-
duz ao critério do quociente.

4.32 Teorema (Teste da Razdo) Seja ), ;| a, uma série de termos ndo nulos.

Ant1
an

(a) Selimsup < 1, entdo a série converge absolutamente.

(b) Se liminf a’;—:l > 1, entdo a série diverge.

Lo . . a .
(c) Caso contrdrio, lim 1nf";—;rl‘ <1 < limsup
informagdo sobre a convergéncia ou divergéncia.

Ant1
n

, € o teste ndo fornece

An+1

an

= L. Se L < 1, entdo escolha r de

Demonstragdo. Seja lim sup
formaque L <r < 1.

Pela propriedade "Para todo ¢ > 0 existe um ntimero natural N tal
que n > N implica que s, < m +¢", existe N € IN tal que n > N
implica que

Intl|
ap |~
Segue-se por indugdo que
a
n

para todo k € IN.

Como 0 < r < 1, a série geométrica ) - r"" é convergente. Logo,
Y1 |an|r" também converge, e 77 | a, é absolutamente convergente
pelo teste da comparacéo.

Se liminf ’ ”Z—:l

> 1, entdo segue-se que |a,41| > |a,| para n sufi-
cientemente grande. Logo, a sequéncia (a,) ndo pode convergir para
zero, e pelo Teorema 4.5 a série ) ; a, deve divergir.

A parte (c) segue da observagdo de que a série Yoo ; 1/n? converge
e a série harmonica ) ;> ; 1/n diverge, conforme vimos anteriormente

no Exemplo 4.7. Para ambas as séries temos lim;,_,eo |21 | = 1. O
Exemplo 4.7. P b t 1 o
4.33 Exemplo
e Considere a série }_,_ | 7i. Seja ay = 5, temos:
apyr  (n+1)-2"  n+1
an 2n+l .y 2n
. ) 1/n -
Portanto, lim;_ o ”’;:1 = % Similarmente, |an|1/ "= s, entdo
limy o0 |an|1/" = % Assim, tanto o teste da razdo quanto o teste da

raiz indicam que Y, , n/2" converge
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* Qualquer série da forma ) ;> , nl—p onde p € R, é chamada de série-p. Para
essa série,
r=R=a=1

para qualquer p > 0; assim, ambos os testes sio inconclusivos.

Para p < 1, temos n? < n, de modo que nl—p > % Como a série harmo-
nica Y, 4 % diverge, concluimos, pelo teste da comparagio, que a série-p
diverge para p < 1.

o Considere

ook
p
ZE’ 0<p<oo.
k=1
k
Aqui, ay = B, Assim,
k+1 |
. Okl . P koo 1
klgﬂlo ay = fm pk (k+1)!_pklgilok+1_0'

Pelo teste da razio, a série converge para todo p,0 < p < oo. Neste
exemplo, a presenca de k! torna o teste da raiz dificil de usar.

e Considere Y a,, onde

1
k7
ay = 2

3%, sen=2k+1

sen =2k

Aqui,

Fa-telili il
=232 3

Por cdlculo,
%)k, n =2k
), n=2k+1

Ayl
an

N|—

Consequentemente, r = 0 e R = oo. Portanto, o teste da razdo é inconclu-
sivo. Por outro lado,

. %, n =2k
Vay = L(VRVE), =2k +1

Temos que limy_,o(v/3)V/ 241 = 1. Portanto, « = 1//2, e a série
converge pelo teste da raiz.

O Exemplo 4.334.33 fornece um exemplo de uma série para a qual
o teste da razdo é inconclusivo, mas o teste da raiz funcionou. Assim,
parece que o teste da raiz é um teste mais forte, fato que é confirmado
pelo teorema a seguir.
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4.34 Teorema Seja (a,) uma sequéncia de niimeros positivos. Entdo

lim L < lim ¢/a, <lim sup /a, < hm sup —1.

n—co [y, n—00 00

Observagdo: Como consequéncia do teorema, se uma série ) a; con-
verge pelo teste da razdo, ou seja, R < 1, entdo também temos « < 1.
Similarmente, se ) a; diverge pelo teste da razdo, ou seja, r > 1, entdo
também temos & > 1. Assim, se o teste da razdo prova a convergéncia
ou divergéncia da série, o teste da raiz também o faz. O contrario, no
entanto, como indicado acima, é falso.

Demonstragdo. Seja
R = lim sup Intl
n—oo  fn
Se R = oo, entdo ndo hd nada a provar. Assim, suponha que R < oo,
e seja 5 > R arbitrario. Entdo existe um niimero inteiro positivo 7 tal

que
an+1

. < B paratodo n > ny.
n

Como na demonstracdo do teste da razdo, isso nos da a, < MpB"
para todo n > ng, onde M = a,, /™. Logo,

Wa, < BVM para todo n > ny.
Como lim;,—ye0 VM = 1, temos

limsup {/a, < B.
n—oo

Como B > R era arbitrério, limsup,,_,, /4, < R, o que prova o
resultado. A desigualdade para o limite inferior é provada de maneira
similar. O

Exercicios

4.27 — Seja Z]?”:O aj uma série de termos positivos. Mostre que, se
a,41 > a, para todo n, entdo a série diverge.

4.28 — Determine a convergéncia das seguintes séries:

a) Z] 1 B]’ d) Z] 1 ],,
i, N2
o 2. 3
Q) Y jit f) Z}‘io (3})‘.

429 —
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a) Suponha que a, >0,b, >0, ea,1/a, <b,41/b, para todo n.
lee] o0
Mostre que Zj:o aj converge se Zj:o bj converge.
Dica: Mostre que a sequéncia {an/ bn} é ndo-crescente e use o
Exercicio 4.13.)
b) Use a parte (a) para testar a convergéncia das seguintes séries:
o J_.
1 ZJ'=1 jeljt’

i/
o I
2. Z]-:1 i
Note que o teste da razdo ndo fornece conclusdes nesses exem-
plos.

&, jlx
4.30 — Teste a convergéncia da série Z ]—] para todo x > 0.
=1

4.31 — Aplique o teste da raiz para investigar a convergéncia da série
I
el

=

4.32 — Determine a convergéncia das seguintes séries:

a) Zj:l (2]]771) ’ ' )
N b g,
b) L, (17 -1) 120 ()
o 3j/2. o0 7
) Lo 5 8 Lin (1—%) ’
d 2, j?e% para todo & real; h) ¥ i
~ , j=1 52"
e L%y (]1/;67;1)1 para todo

@ 1 1)/
4.33 — Considere a série ) H <1 - ],> )
=

a) Mostre que o teste da raiz ndo é aplicavel.

b) Teste a convergéncia da série. (Dica: use uma série conhecida.)

4.8 O numero e - revisitado

Nesta secdo, demonstraremos que o nimero de Euler e pode ser re-
presentado pela série infinita e = Y % Como consequéncia dessa
representacdo, provaremos que e é um ntimero irracional, ou seja, ndo
pode ser expresso como a fracdo de dois ntimeros inteiros. Para esse
fim, definimos ¢’ pela série:



oy 1
e:;lg)ﬁ

Antes de prosseguir, mostraremos que essa série converge.

ay, = % Entdo:

lim sup D1} Jim sup - —— = 0
n—oo

n—oo

n
cise ~ 4.0 o 1

Portanto, pelo Critério da Razdo, a série ),  -;; converge.

Agora, vamos provar que ¢’ é, de fato, o numero de Euler.

4.35 Teorema

1 n
¢ = lim (1+> =¢
n—s00 n

Demonstragio. Definimos duas sequéncias:
L 1\"
Sy = Z E e tn - <1 + n)

Por defini¢ao, temos

[e¢] n
! =¢ e limt, = lim (1—}—111)

lim s, = —
" n! n—00 n—00

n—oo
n=0

Assim, o teorema serd comprovado ao demonstrar que

limsupt, < ¢ e liminft, > ¢
n—r00 n—eo

Prova de que limsup, , t, <€
Pelo Teorema Binomial temos que

ty = (1+111>n:i”(”—l)(n—Z)---(n—k+1)1

I k
= k! n

Podemos reescrever a igualdade anterior como:

n—1 n—-2 n—k+1

ERO-D D (-5

Como 1 — % <1paraj>1, temos

n
th <)

= 5.

T

Portanto,

limsupt, < limsups, = lim s, = ¢'.
n—co n—co n—oo

Seja

SERIES
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Prova de que liminf,_,o t, > €.
Recorde que

B L) (-2) (5.

Fixe m € IN e seja n > m. Como os termos sdo ndo negativos, temos

= ERG-) (-3) (-5)

Como limy; o (1 - %) = 1 para cada j, segue que

m —
liminft, > liminf 1<1—1) (1—2>~~~<1—k 1)
n—o0 n—»00 =0 k! n n n
_ i 1
= k!

= Sp.

Como liminf, ;e t; > sy, para todo m € IN, concluimos que

liminft, > lim s, = ¢’
n—00 m—soo O

A A . 1
Agora mostraremos a taxa de convergéncia da sequéncia s, = Y| _( 1
para e. Utilizaremos essa propriedade para demonstrar que e é um
ndmero irracional.

4.36 Proposicido (Taxa de convergéncia de s, para e) Para cada n € IN, vale
a desigualdade:

1
O<e—s;, < —.
n'n

Demonstracdo. Consideremos a diferenca entre e e s;:

> 1 &1
€e—Sy = — 2—
k:0k| k:Ok!
_ v !
k:n-l-lk!
SN S S — +
C(n+ 1) (n+2)! (n+3)!

1 1 1
RECESIT <1+n+2+(n+2)(n+3)+”'>'

Observando que cada termo subsequente é menor que o anterior,

A taxa de convergéncia de uma se-
quéncia convergente é uma medida de
quéo rapidamente os termos da sequén-
cia s; se aproximam de seu limite L a
medida que 7 aumenta. Essa taxa é fre-
quentemente expressa por meio de esti-
mativas que limitam a diferenga |s, — L|
em termos de uma fungdo que tende a
zero quando 1 — .

No caso especifico da sequéncia s, =
Yi_o & que converge para e, a taxa de
convergéncia é determinada pela desi-
gualdade:

0<e—s, < —.
nln

Essa desigualdade nos fornece uma es-
timativa explicita de qudo préxima s,
estd de e para cada valor de n. O termo
- diminui extremamente répido con-
forme n aumenta, devido ao crescimento
exponencial do fatorial n!. Isso indica
que a sequéncia s, converge para e com
uma taxa de convergéncia muito rapida.



SERIES 159

podemos majorar a soma infinita:

e—s <# 1+L+ ! 2+
T (n+1)! n+1 n+1

1 1
m+1)! 1- L

_ 1 n+1
CEE T

1

T onln’

Assim, concluimos que:

0 1
<€—Sn<m. 0O

4.37 Teorema O niimero e é irracional.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que ¢ seja racional. Entdo, exis-
tem inteiros positivos p e g tais que:

e =

= =

Aplicando a proposi¢do anterior com n = g, obtemos:

1
O<e—s;, < —.
Tl

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por g!, temos:
1
0<qgle—g's; < p <1.

Note que gle = ¢! - s = (g — 1)! p é um numero inteiro, pois p e g
sdo inteiros. Além disso, q!s; também ¢ inteiro, ja que:

q 1 q 5]! q
glsg=q'y 0= ) 7= ) inteiro = inteiro.
k=0 """ k=0 """ k=0

Portanto, g!e — q!s; € um ntmero inteiro positivo menor que 1, o
que é impossivel. Essa contradi¢do implica que nossa suposicao inicial
estd errada. Logo, e é irracional. O

4.9 Teste da integral

Para aplicar os critérios de comparagdo é necessario dispor de alguns
exemplos de séries de comportamento conhecido. As séries geométri-
cas e as séries p sdo importantes para esta finalidade. Novos exemplos
podem ser obtidos de maneira muito simples por aplicacdo do critério
de comparacdo com um integral, pela primeira vez demonstrado por
Cauchy em 1837 .
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y
! n n n—1 . . ~ e s
y Y flk) < / f(x)dx / fydx < Y (k) Figura 4.1: Il?stragao élo do critério
k=2 J 1 J1 = de comparagdo com a integral.
f)
=
1 2 3 4 5 X%

4.38 Teorema (Critério de comparagido com a integral) Se fé uma funcio po-

sitiva decrescente, definida para todo real x > 1 e, se para cadan > 1,é f@x)
n n
Sn == 2 f(k) e tn - / f(x)dx area = ay + Z}?:z ag
k=1 1
entdo ambas as séries (s, ) e (t,) convergem ou divergem. “ w |,
an
T X
12 3 nop41
Demonstragdo. Suponha que f seja uma funcdo continua, positiva e
decrescente em [1,00) e que a; = f(k) para k > 1. f(x)
Para provar a primeira implicagdo, suponha que floo f(x)dx con-
verge, de modo que: drea = ay + [ f(x)dx
[ee] X n
e = tim [ fdx =1 "
para algum nimero finito L.
Como a; = f(k) parak > 1e f(x) é decrescente, podemos concluir 12 3 M
que:
f(x)
TS > [ = [ fd
a, < / x)dx = ax < / xX)dx = / x)dx
o< [ ftes R Y [ feode= [0 T,
Somando o nimero finito 2; em ambos os lados desta desigualdade, m
. a
temos: , Y . 2 | g o
sn:Zak:al—FZakgm—i—/ f(x)dx x
k=1 k=2 1 12 3 non+1
(vide margem). Como f(x) > 0, fln f(x)dx aumenta a medida que n )
X

aumenta, de modo que:

n 00
sn§a1+/1 f(x)dxgal—l—/l f(x)dx =a1 +L

Isso nos diz que a sequéncia (s,) é limitada superiormente. Como
f(x) > 0, sabemos que a,11 = f(n+1) > 0 para qualquer n > 1,
entdo: ! . . . — x

Sp4+1 = Ap+1 + 5 > Sp
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4.40

o que significa que (s,) é uma sequéncia crescente. O Teorema da
Convergéncia Monoétona nos diz, entdo, que (s, ) € uma sequéncia con-
vergente, logo Y 7 ; a; converge.

Agora, suponha que [;” f(x)dx diverge. Como a; = f(k) parak > 1
e f(x) é decrescente, podemos concluir que:

k1 n no rk+1 ‘n+1
a > / fx)dx = s, =Y ap > ) / f(x)dx = / f(x)dx
k =1 =1’k J1
Como [;* f(x)dx diverge, sabemos que:

tim s, > lim [ " dx = / " f(x)dx = oo

n—oo n—oo

entdo (s,) € uma sequéncia divergente e Y ;° ; a5 diverge.

Exemplo (Série p) O critério de comparagio com um integral permite de-
monstrar que

1 xP logn  sep=1

Se p > 1o termon'=P — 0 quando n — oo e por isso (t,) converge. Pelo
critério do integral, tal implica a convergéncia da série para s > 1.
Quando p < 1 entdo t, — oo e a série diverge. O caso especial p =1, a série
harmonica, também diverge. Esse caso jd havia sido discutido no Exemplo 4.7.

Exemplo O mesmo método pode ser utilizado para demonstrar que>
= 1
Y ———  converge-se e somente se's > 1
= n(logn)

A correspondente integral neste caso é

(logn)'~ )

*—(log2
= ses#1

e [
2 x(logx) log(logn) —log(log2) ses=1

Entdo (t,) converge se e sé se s > 1 e por tal motivo, em virtude do critério
do integral, o mesmo acontece com a série em questio.
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*Inicia-se a soma com n = 2 para evitar
que log n se anule.
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Exercicios

4.34 — Determine se as seguintes séries convergem ou divergem e
justifique sua resposta:

) L m D f I 2ot
b) z&% 8 Lot mian
o Loy it h)y Yits n%
d oo h D T
e) 220:1 w

4.10 Séries alternadas

Dedicamos os estudos anteriores a andlise minuciosa de séries de ter-
mos ndo negativos. Agora, nosso foco se volta para séries alternadas,
que se caracterizam pela alterndncia de sinais em seus termos, e que
podem ser expressas na forma geral:

(_1)1171“;1 =a1—dy+az3—ag+---+ (_1)n71

(agk

an+...

n=1

com a, > 0.

4.41 Teorema (Teste de Séries Alternadas) Se (ay,) é uma sequéncia decres-
cente de niimeros positivos e limy, o a, = 0, entdo a série ), ; (—1)"+1an
converge.

Demonstragdo. Vamos mostrar que a sequéncia (s,) das somas parci-
ais converge. Existem dois tipos de somas parciais, dependendo de
estarmos somando um ndmero impar ou par de termos. Por exemplo,

Sop =41 —ay+az —ag~+---+axy,—1 — ayy.

Agora, como (a,) é decrescente, temos a; — a1 > 0 para todo k € IN.
Assim,

$2(nt1) — S2n = A2n+1 — A2n42 = 0,
e a subsequéncia (sp,) € crescente. Ela também é limitada superior-
mente, pois para cada n € IN,

Sop = a1 — (ay —a3) — - -+ — (a2y—2 — Apy—1) — a2y < a1,

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, a subsequéncia (sz;,)
converge para algum ndmero real s.
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Para as somas parciais de indice impar, temos
Son1 =1 — A2+ a3 —ag+ -+ a1 — A2n + A2n41-

Como limy e a4y, = 0, sabemos que lim;, s a2,11 = 0. Mas sp,41 =
Son + A241, entdo devemos ter limy, o0 Spp+1 = limy—sc0 S2py = 5.
Combinando esses resultados, vemos que, dado € > 0, existem Nj
e N, tais que n > Nj implica que |sp, —s| < € e n > N, implica que
|sont1 —s| < e Assim, para N = max{2Ny,2N, + 1}, [s, —s| < ¢
sempre que n > N, de modo que a sequéncia (s,) das somas parciais
converge. O

Exemplo Como a sequéncia (1/n) é decrescente e 1/n — 0, vemos que a
L. A 0 _1\n+11
série harmonica alternada y ;1 (—1)"*1 converge.
Para determinarmos o valor dessa série utilizaremos a série logaritmica
x> xd o

n
log(1+x) =x— o +0 — X 4 (-1

2 "3 1 PR

que como provaremos mais adiante converge sempre que —1 < x < 1. Para
x positivo é uma série alternada. Em particular, quando x = 1, obtemos a
formula
1 1 1 (—=1)"1
log2 =1— =4 = ——4.coqp~
og 5 + 371 +e

a qual nos diz que a soma da série harmonica alternada é log 2. Este resultado

é de particular interesse em virtude do fato da série harmonica )y, 1 1/n
divergir.
Exercicios

4.35 — Determine a convergéncia ou divergéncia das seguintes sé-
ries.

_1\yn—1 00 1\ _

a) T, S o L S
o  (=1)"/n oo (=1)" llnn

b oo T d) I 5

4.36 — Determine se as seguintes séries convergem absolutamente e

condicionalmente:
_1)/+1 . . .
a) Yl (];li% : A Lo + 1) (+%)), para
. todo x # —2.

b) £2o(-1) (42) d) TR (1+5).
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4.37 — Seja (a,) uma sequéncia decrescente de numeros positivos
tal que lim, y0ay = 0. Mostre que a soma s da série alternada
Y (—1)"*1a, estd entre qualquer par de somas parciais sucessivas. Isto
é, mostre que sy, < s < sp,41. Use isso para concluir que, para todo #,
|s —su| < ay41. Assim, o erro ao parar no n-ésimo termo ndo excede
o valor absoluto do préximo termo.

4.38 — Mostre que a série é convergente. Quantos termos da série
sd0 necessarios para somar com a precisdo indicada?
a) Y <_n2!)n (erro < 0,01)
b) T, EV (erro < 0,0001)
o Yna (_}1):“ (erro < 0,00005)
d) Yo, (=1)"ne=™ (erro < 0,01)

4.11  Rearranjo de Séries

A propriedade comutativa da adi¢do garante que, em uma soma finita,
a ordem dos termos nao altera o resultado final. No entanto, essa pro-
priedade ndo se estende, em geral, a somas infinitas (séries). Ao lidar-
mos com séries infinitas, a situagdo torna-se mais complexa, e algumas
propriedades intuitivas podem ndo se manter. Em 1852, 0 matematico
Bernhard Riemann demonstrou um resultado surpreendente: a ordem
dos termos em uma série condicionalmente convergente pode afetar
o valor da soma, podendo até mesmo fazer com que a série convirja
para diferentes valores ou divirja.
Considere a série alternada:
1 1 1

T TR I
2 273 374 a7

Essa série converge para 0, pois, para um ntmero suficientemente
grande de termos, as somas parciais se aproximam arbitrariamente
de 0. No entanto, se substituirmos todos os termos pelos seus valores
absolutos, obtemos

N R S S I
2727373 44"

que é uma série divergente, pois equivale a série harmonica duplicada.
Assim, a série original é condicionalmente convergente.

Utilizando rearranjos apropriados dos termos da série original, é
possivel obter séries que convergem para valores diferentes de zero.
Por exemplo, ao reordenar os termos tomando dois termos positivos
seguidos de um termo negativo, repetidamente, obtemos:

(N I T
2 3 4 2 5 6 3 7
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4.46

447

Essa série converge para um valor diferente de zero. De fato, de ma-
neira geral, ao rearranjar os termos de uma série condicionalmente
convergente, podemos fazer com que a nova série convirja para qual-
quer nuimero real pré-determinado, ou mesmo que divirja. Esse resul-
tado notéavel é conhecido como Teorema de Riemann.

O exemplo anterior ilustra que a ordem dos termos em uma série
condicionalmente convergente pode influenciar o valor de sua soma.
No entanto, essa alteragdo na soma nio ocorre em séries absoluta-
mente convergentes. A seguir, provaremos que a reordenagdo dos ter-
mos de uma série absolutamente convergente ndo altera sua soma.
Antes de iniciarmos a demonstragdo, formalizaremos os conceitos de
convergéncia condicional e rearranjo.

Definicdo Uma série infinita Y o, a, é dita condicionalmente conver-
n=1

gente se ela converge, mas a série dos valores absolutos de seus termos,

Yoo q |an|, diverge.

Definicdo Uma permutagdo dos miimeros naturais é uma bijegdo do con-
junto dos niimeros naturais nele mesmo, isto é, uma fungdo o : N — IN que
é injetiva e sobrejetiva.

Exemplo A fungio o : IN — IN definida por

(k) = k—1 seképar

k+1 sekéimpar

¢é uma permutagdo dos naturais.

Ilustragdo da permutagdo dos naturais com a funcdo o (k) Isso sig-

nifica que, se ¢ é uma permutacdo, entdo para cada nimero natural b,
existe exatamente um nimero natural a tal que ¢(a) = b. Em particu-
lar, se x # y, entdo o(x) # o(y).

Definigdao Se ), a, é uma série e o é uma permutagdo dos niimeros na-

. St o . iy
turais, entio a série ), 4 by, onde b, = Ag(n), € dita um rearranjo da série
original.

Teorema Seja Y.’ | a, uma série absolutamente convergente com soma L.
Entio, todo rearranjo dessa série também converge absolutamente e tem soma
L.

Demonstracio. Seja ¢ uma permutacdo dos ntimeros naturais e consi-
dere o rearranjo }3” 1 by, onde by, = a,(,,). Primeiramente observamos
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que Yo" 4 b, converge absolutamente, pois Y, |b,| é uma série de ter-
mos ndo-negativos cujas somas parciais sdo limitadas superiormente
por T3y [

Para mostrar que a soma do rearranjo é igual a L, consideremos as
somas parciais L, = Y}, ar e B, = Y}, by. Como Y_;”_; a, converge,
temos que L, — L quando n — co. Ou seja, dado € > 0, existe Ny € N
tal que, para todo n > Nj, temos |L, — L| < &. Também temos que
existe N tal que para n > N, temos que Y2, a, < € pois Y > 1 |ax]
converge.

Como ¢ é uma bijecdo, existe M € IN tal que

{c(1),0(2),...,0(M)}

contém todos os indices de 1 a N = max{Nj, N, }. Entdo, paran > M,
as somas parciais B, incluem todos os termos 41,4y, ...,ay, possivel-
mente em ordem diferente.

Podemos escrever:

n N
Bu=) a,0) =) ai+) a
k=1 i=1 iel

onde | é o conjunto de indices j > N tais que (k) = j para algum
k<n.

Entao,
N
Bi—L=|Y a—L|+) aj.
i=1 j€]
Como ’Zililai—L‘ = |Ly—L] < ee ‘Eje]aj‘ < 2]?"’:]\,“ |aj\ < g

Concluimos que |B;, — L| < 2e.
Assim, B, — L quando n — oo, ou seja, a soma do rearranjo é igual
alL. 0

1alN J

A hipétese de convergéncia absoluta no Teorema 4.47 é essencial.
Bernhard Riemann mostrou que, para séries condicionalmente conver-
gentes de termos reais, é possivel rearranjar os termos de forma que a
série resultante convirja para qualquer soma pré-determinada ou até
mesmo que divirja. Esse resultado é conhecido como Teorema de Rie-
mann de Reordenamento de Séries.
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Uma propriedade fundamental de séries condicionalmente conver-
gentes é que elas possuem infinitos termos positivos e infinitos termos
negativos. Consideremos a série 220:1 a, condicionalmente conver-
gente e definamos:

a,; = max{a,,0},  a,; = min{a,,0}. (4-9)

Assim, a,f é igual a a, se a, for positivo, e zero caso contrério; a;,; é
igual a a, se a, for negativo, e zero caso contrario.
Podemos entao escrever:

a, =a; +a,, l|a,|=a —a,.

Analisando as séries Y a4, e Yo' 1 a;;, temos o seguinte resultado.

Teorema Dada uma série Y, a, de termos reais, vale que:
1. SeY " | ay é condicionalmente convergente, entio ambas as séries Y o1 a;;
ey qa, divergem.

2. Se Y | ay é absolutamente convergente, entiio ambas as séries Y o, a;; e

o0 - .
En:l a, convergem, e temos:
(o) (0] (e )
Yo A=) ) A
n=1 n=1 n=1

Demonstragio. 1. Como Y, ; a, converge, mas y .- ; |a,| diverge, e sa-
— z o) o —

bendo que |a,| = a;f —a;, concluimos que Y a, e Yoo | —a,
ndo podem ambas convergir, pois isso implicaria na convergéncia
de Y0° 4 |ay|. Como os termos a;f e —a; sdo ndo negativos, e a

soma de pelo menos uma delas diverge, ambas devem divergir.

2. Se Y024 |an| converge, entdo as séries Y o 4 a; e Yoo 4 —a; conver-
gem, pois seus termos sdo ndo negativos e menores ou iguais a |a,|.
Portanto, ambas as séries Y 5., a; e Y. a4, convergem, e a igual-
dade segue diretamente da defini¢do de a, = a;} + a;, . O

Este resultado reforca a importancia da convergéncia absoluta na
andlise de séries infinitas. Enquanto séries absolutamente convergen-
tes tém suas somas inalteradas por rearranjos, séries condicionalmente
convergentes podem ter suas somas drasticamente alteradas pela reor-
denacdo de seus termos.

4.12  Teorema do Rearranjo de Riemann

Agora, podemos demonstrar o Teorema do Rearranjo de Riemann.

Teorema (Teorema do Rearranjo de Riemann) Seja }_;° | a, uma série

condicionalmente convergente de termos reais e seja L um niimero real dado.
~ . . 00 o]

Entdo, existe um rearranjo y_,;_; b, dos termos de }_,"_; a, que converge para

L.
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Demonstragdo. Como a série }_° ; a, é condicionalmente convergente,

PR g o0 + . o0 —
as séries de termos positivos ) ° ; a,; e de termos negativos ) > ; a,
ambas divergem (para +co e —oo, respectivamente), onde:

a; = max{a,, 0}, a, = min{a,,0}.

. : (00]
Vamos construir um rearranjo ) ,’ 1 b, que converge para L se-
guindo o procedimento a seguir:

1. Selecionamos termos positivos ;7 em ordem, somando-os até que a
soma parcial exceda L. Seja p; o menor inteiro positivo tal que:

P1
51:ZHH+>L.

n=1

2. Em seguida, adicionamos termos negativos a;,, em ordem, somando-
0s até que a soma parcial fique abaixo de L. Seja g1 0 menor inteiro
positivo tal que:

q1
Sp =51+ Za;<L.

n=1

3. Repetimos o processo: adicionamos mais termos positivos sufici-
entes para que a soma parcial exceda L novamente, depois mais
termos negativos para que a soma fique abaixo de L, e assim por
diante.

Assim, construimos uma sequéncia de somas parciais Sy que alter-
nam em torno de L. Como os termos a, tendem a zero (pois Y, a,
converge), a diferenca |Sy — L| diminui conforme avancamos no pro-
cesso.

Mais precisamente, a diferenca entre cada soma parcial e L é limi-
tada pelo médulo do préximo termo a ser adicionado:

Sk = L| < lan|,

onde Nj é o indice do dltimo termo adicionado na k-ésima etapa.
Como a, — 0 quando n — oo, concluimos que |Sy — L| — 0 quando
k — oo.

Portanto, o rearranjo Y, ; b, converge para L, conforme desejado.O

Exercicios

4.39 — Determine se cada série converge condicionalmente, converge
absolutamente ou diverge. Justifique sua resposta.



a) Yoo (;17311 £ Yol (;;1111):
g L, G
9 T, h) £ ﬁ
d) T i) oy, L
e) 22021% i) Z(ﬁ‘g)

4.13 Representacdo decimal dos niimeros reais 11

Na secdo 1.13 apresentamos uma breve discussdo sobre a representa-
¢do dos ndmeros reais, e um dos pontos problematicos levantados era
o significado preciso das representa¢des decimais infinitas, como a do
namero

r = 1,2385757204765736885692....

Naquele ponto apresentamos uma interpretacdo para as represen-
tagdes infinitas, que relida aos olhos dos conceitos desse capitulo nos
dizia que o limite da sequéncia dos “truncamentos da representagao
infinita” seria o ntimero r. De posse dos conceitos de limite, vamos
olhar mais cuidadosamente a essa representagdo. Para isso, comecare-
mos construindo a partir um niimero real r sua representagao decimal.

A observagdo fundamental para construirmos a representagdo de
um numero real é a afirmagdo bastante natural e intuitiva que dado
um numero real r existe um inteiro ag tal que

ag <r<ap+1,

sendo que a igualdade na expressdo anterior somente ocorre se r for
um inteiro. O ntimero ay descrito assim serd a parte inteira da repre-
sentacdo decimal de .

Para encontrarmos o primeiro digito da representagdo decimal de r,
considere agora o ntimero real r — a9, que claramente estd no intervalo
[0,1). Logo, o numero 10(r — ag) esta no intervalo [0,10). Novamente,
sabemos existe um inteiro a; com a; € (1,2,3,4,5,6,7,8,9) tal que
a1 < 10(r —ag) < a1 + 1. Ou seja, de modo equivalente existe a7 tal
que:

aq (a1 +1)
— < — ~ - 7
1 (r—ag) <a;+1< 10
e logo
1
<r— .
0sr—(ao+ 10) 10

Para encontrarmos o segundo digito da representagdo decimal con-
sideramos r — (a9 + T}, que como sabemos estd no intervalo [0,1/10)
multiplicando por 100 temos teremos um niimero no intervalo [0, 10).
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E assim novamente temos que existe um inteiro a;, com a, € (1,2,3,4,5,6,7,8,9)
tal que ap < 100(r — (ag + 75) < a2 + 1. ou seja tal que

aq an 1
0<r— Mmooy 1
<=0+ 15~ 100) < 100
Na n-enésima etapa teremos:
m az an ap ap an +1
a2 L0000 < a7 .
SR TR T I T A A TV T RS T T )
ou de modo equivalente
M ap an 1
<y— b e s il .
0<r=(a0+ 35~ 100+ 107) < 107 (4-11)

Desta forma construimos para um ntimero real r sua representagao
decimal ag.ayaza3---, onde ayp € Z e a; € (1,2,3,4,5,6,7,8,9) para
todo i > 0. Veja que para sermos precisos, o resultado de nossa cons-
trugédo foi uma série infinita cujas somas parciais sdo:

a,10"

n
Sp =
n=0

E pela desigualdade 4.10 temos a seguinte estimativa do erro da
aproximacgao:

1
10"

e assim temos que a série converge a r.

|r —su| <

i a,10" = r.
n=0

Exercicios

4.40 — Prove que a representa¢do decimal de um niimero racional é
finita ou peri6dica.

4.41 — Prove que se a representagdo decimal de um ndmero é finita
ou periddica entdo ele é racional.

4.42 — Prove que todo niimero cuja representacdo decimal é da forma
forma ag.a1a; - - - a, com a, # 0 também pode ser representado como
ag.aray - -+ (ay —1)99999 - - -

4.43 — Prove que a constante de Liouville L = )2 ; 10~k ¢ irracio-
nal.
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