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Prefacio

Estas notas foram elaboradas para os cursos de Numeros Reais e Se-
quéncias e Andlise Real I da Universidade Federal do ABC (UFABC).
Seu objetivo é introduzir o leitor, de maneira gradual, ao estudo ri-
goroso da analise real.

A andlise se apoia sobre alguns principios fundamentais, entre os
quais se destacam a estrutura algébrica, a ordem e a completude
dos nimeros reais. A compreensao precisa dessas ideias é indispen-
savel, ndao apenas pelo papel que desempenham na teoria, mas tam-
bém porque nelas se fixa uma primeira experiéncia mais sistematica
com o rigor matematico. Por isso, ao longo do texto, procuramos
dar especial atengdo a formulacao exata dos conceitos e ao encade-
amento légico das demonstracoes.

Um dos propésitos centrais destas notas €, justamente, familiarizar
o estudante com a linguagem das demonstragdes matematicas. Em
analise, compreender um resultado nado consiste apenas em conhe-
cer seu enunciado, mas também em entender as hipoteses de que
depende, o alcance de sua conclusao e a forma como o argumento
se organiza. A demonstracao ndo aparece aqui como ornamento nem
como formalidade externa, mas como parte constitutiva do préprio
conteudo.

A obra esta organizada em capitulos que tratam dos seguintes temas:

* Numeros reais: propriedades algébricas, de ordem e de com-
pletude dos nimeros reais, além de uma introducao a topologia
da reta;

* Sequéncias: convergéncia, subsequéncias, sequéncias de Cau-
chy e critérios de convergéncia;

e Construcao dos numeros reais: construcao dos reais via se-
quéncias de Cauchy e via cortes de Dedekind;

» Séries numéricas: convergéncia de séries numéricas, inclu-
indo convergéncia absoluta e condicional, bem como critérios
de convergéncia;

* Espacos métricos e continuidade: nogoes béasicas de espa-
¢os métricos, topologia, compacidade, conexidade, limites e

CONTEUDO
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continuidade;

* Limites e derivadas de funcoes reais: limites de funcoes,
continuidade, derivacao, teoremas fundamentais do calculo di-
ferencial, convexidade e féormula de Taylor;

» Séries de funcoes e séries de poténcias: convergéncia pon-
tual e uniforme, raio de convergéncia, séries de poténcia e sé-
ries de Taylor.

Ao longo do texto, propomos exercicios que acompanham o desenvol-
vimento da teoria e desempenham papel essencial na assimilagao do
conteuido. Alguns visam a fixacao de definigdes e resultados; outros
exigem maior elaboracao e convidam o leitor a prolongar por conta
propria as ideias discutidas no texto. Em matemaética, a compreen-
sao se consolida no trabalho efetivo com os argumentos, e é nesse
sentido que estas notas devem ser lidas: ndo apenas como exposi-
¢do de resultados, mas também como convite a pratica do raciocinio
matematico.

CONTEUDO
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Numeros reais

Neste capitulo, apresentamos os nimeros reais por meio de sua ca-
racterizacdao axiomadtica como corpo ordenado completo. Essa for-
mulacdo separa trés aspectos da reta real: a estrutura algébrica, a
ordem e a completude.

Os numeros racionais ja sustentam as operacgoes algébricas usuais,
mas deixam lacunas importantes. Ha equagoes naturais cuja solugao
nao pertence a Q, e processos de aproximacao podem apontar para
numeros que também escapam dos racionais. O axioma de comple-
tude é o principio que fecha essas lacunas.

Adotaremos inicialmente um ponto de vista axiomatico. Em vez de
construir os reais a partir dos racionais, partiremos de um conjunto
R munido de operagoes e de uma ordem que satisfazem certos axio-
mas, e deduziremos suas propriedades fundamentais. A construcao
propriamente dita dos nimeros reais sera retomada no Capitulo 3.

O percurso comeca com operac¢oes binarias, corpos e corpos orde-
nados. Depois entra a completude e, com ela, suas primeiras con-
sequéncias: a propriedade arquimediana, a existéncia de raizes, su-
premos e infimos, o valor absoluto, a topologia basica da reta, a po-
tenciacao e a representacao decimal.

1.1 Operacoes binarias

Os axiomas de corpo envolvem duas operacoes. Comecemos, por-
tanto, pela nocao geral de operacgao bindria. Se A é um conjunto nao
vazio, uma operacao bindria em A é uma fungdo

p:Ax A A

Assim, a cada par ordenado (z,y) de elementos de A corresponde um
novo elemento de A, usualmente denotado por u(z,y).

Na pratica, raramente escrevemos a operagao por meio da letra p.

Neste capitulo

» Operacées binarias (p. 3)
» Axiomas de corpo (p. 5)
» Axiomas de ordem (p. 11)

» Numeros naturais, in-
teiros e racionais (p. 14)
» Inducao matematica (p.
16)

» Funcoes definidas re-
cursivamente (p. 18)

» Axioma de comple-
tude (p. 22)

» Propriedade arquimedi-
ana (p. 25)

» Propriedades do su-
premo e do infimo (p. 28)
» Valor absoluto de um
numero real (p. 32)

» Introducao a topologia
da reta (p. 35)

» Potenciacdo de nuime-
ros reais (p. 46)

» Representacao decimal
dos numeros reais (p. 51)

Ideia central

Corpo, ordem e completude
sdo as trés estruturas que
sustentam a reta real. O
axioma do supremo é o fio
condutor do capitulo.
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Dependendo do contexto, usamos notacdes como
T +y, Ty, ry, Txy.
O par (4,-) indica, portanto, um conjunto 4 munido de uma operacgao
binéria -.
1.1 Exemplos. 1. A adicdo e a multiplicagao usuais sao opera-
¢Oes binariasem Z, Q, R e C.

2. A subtracdo é uma operacao bindria em Z, mas a divisao ndo é:
por exemplo, 1/2 ¢ Z, e 1/0 nao estd definido.

3. Se X é um conjunto e XX denota o conjunto das fungdes de X
em X, entdo a composicao

(9, f) = gof
¢ uma operacgdo bindria em XX,

4. Se X é um conjunto, entao a uniao e a intersecao sdo operagoes
bindrias em P(X).

Algumas propriedades de operacgoes binarias terao papel central nos
axiomas de corpo. A primeira é a associatividade. Uma operagao -
em A é associativa quando

(@-y)-z=z-(y-2)

para todos z,y,z € A. Quando isso ocorre, podemos escrever simples-
mente x -y - z, sem indicar a ordem de associagao.

A adicdo e a multiplicagdo usuais sdo associativas. A subtracao, por
outro lado, nao é associativa, pois, em geral,

(a—=b)—c#a—(b—c).

A composigcdo de funcgdes é associativa: se as composigoes fazem
sentido, entao

(hog)of=ho(gof)

Outra propriedade importante é a existéncia de elemento neutro.
Um elemento ¢ € A é neutro para uma operagao - se

para todo z € A. Se uma operacgao possui elemento neutro, ele é
Unico: de fato, se c¢ e ¢/ sdao neutros, entdoec=c-¢’ =¢'.

Finalmente, suponha que a operacao seja associativa e possua ele-
mento neutro e. Dizemos que y € A é inverso de =z € A quando

T-y=y-r=e€

Nesse contexto, cada elemento possui no maximo um inverso. Com
efeito, se y e z sdo inversos de x, entdo

y=y-e=y-(r-2)=(@y-x)-z2=€-2=2.

Operac0es binérias
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Com essa linguagem, podemos formular os axiomas de corpo: a adi-
¢do tera neutro e opostos, a multiplicacao terd neutro e inversos
para elementos ndo nulos, e as duas operacdes serao ligadas pela
distributividade.

1.2 Axiomas de corpo

Um corpo é uma estrutura algébrica na qual duas operagoes, chama-
das adigao e multiplicacao, obedecem as regras formais que tornam
possivel somar, multiplicar, subtrair e dividir por elementos nao nu-

los.

Axioma 1

Axioma 2

Axioma 3

Axioma 4

Axioma 5

Axioma 6

Axioma 7

Axioma 8

Axioma 9

1.2 Definicao. Os simbolos + e - ndo carregam aqui nenhum
significado além daquele imposto pelos axiomas. Um conjunto
nao vazio K, munido de duas operagoes (z,y) — z+y e (z,y) — x-y
de K x K em K, é chamado de corpo quando satisfaz os nove
axiomas a seguir:

Comutatividade da soma z + y = y + = para todos os
z,y € K.
Associatividade da soma z + (y + 2) = (z +y) + 2z para

todos os z,y,z € K.

Existéncia do elemento neutro Existe um elemento
0 € K tal que z + 0 = x para todos os z € K.

Existéncia do oposto para todo = € K, existe um ele-
mento y € K, de modo que z + (y) = 0.

Comutatividade do produto zy = yr para todos os
z,y € K.

Associatividade do produto z(yz) = (zy)z para todos
oS x,y,z € K

Existéncia do elemento neutro multiplicativo
Existe um elemento 1 # 0 em K tal que 1z = x para
todos os z € K.

Existéncia do inverso para todo = # 0 em K, existe
y € K, tal que zy = 1.

Distributividade z(y + z) = zy + zz para todos os
m) y? Z 6 K'

1.3 Observacao. A hipotese 1 # 0 exclui a estrutura trivial. Se

tivéssemos 1 = 0, entdo, para todo a € K, valeria a = la = 0a = 0.

Assim, K teria apenas um elemento.

Estritamente falando, um corpo é uma tripla (K, +, -), formada por um
conjunto e duas operagoes que satisfazem os axiomas acima. Por
economia de notacao, costuma-se escrever apenas K, deixando as
operacoes subentendidas quando nao houver risco de ambiguidade.

Axiomas de corpo
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+10 1 2 3 4 .10 1 2 3 14

0|0 1 2 3 4 0/0 0 0 0 O

111 2 3 4 0 110 1 2 3 4

212 3 4 0 1 210 2 4 1 3

313 4 0 1 2 310 3 1 4 2

414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
Tabela 1.1

Tabelas de Cayley da adigao e multiplicacao em Z;

1.4 Exemplo. Sejam Q o conjunto de nimeros racionais, R, o con-
junto de nimeros reais e C, o conjunto de ntimeros complexos. Com
a adicdo e multiplicacao usual, Q,R e C sao todos corpos com Q C
RCC.

1.5 Exemplo. SejaQ(v2) = {a+bv2: a,b € Q}. Dados a+bv2 € Q(v/2)
e c+ dv2 € Q(v2), definimos a soma e o produto, respectivamente,
como:

(a4+bV2) + (c+dV2) 2 (a+c) + (b+d)V2 (1.1)
(a4 bV2) - (c+ dvV2) 2 (ac + 2bd) + (ad + be) V2. (1.2)

Com essas operagoes, Q(v/2) é fechado por soma e produto, possui os
mesmos elementos neutros de Q, e todo elemento nao nulo admite
inverso ainda em Q(v/2). Portanto, Q(v/2) € um corpo.

1.6 Notacdo. A expressdo p £ ¢ significa que p é definido como q.

Os corpos dos Exemplos 1.4 e 1.5 sao todos infinitos.
1.7 Exemplo. Seja p um ntimero primo. Denotemos por
Z,={0,1,...,p—1}

o conjunto das classes de congruéncia moédulo p. Com a adigéo e a
multiplicacdo induzidas pelas operacoes usuais em Z, o conjunto Z,
€ um corpo finito.

Para p = 5, as tabelas de Cayley das duas operagoes sao:

A primalidade de p garante que toda classe nao nula possui inverso
multiplicativo médulo p. Assim, Z, satisfaz os axiomas de corpo e
possui exatamente p elementos.

1.8 Exemplo. O conjunto M,(R), munido da adigdo e da multiplica-
¢do usuais de matrizes, ndo é um corpo. A multiplicagdo de matrizes
ndo é comutativa e, além disso, had matrizes nao nulas sem inverso
multiplicativo. Por exemplo,
1 0
(6 o)

é nao nula, mas ndo é inversivel.

Axiomas de corpo
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1.9 Exemplo. O corpo Q(i) pode ser descrito como Q x Q, com as
operacgoes
(,y)+ @ y) =@+ y+v)

(z, ) (@', y) = (z2’ — yy', 29" + 2'y).
Os elementos neutros séo (0,0), para a adicdo, e (1,0), para a multi-
plicagéo.

Identificando = € Q com (z,0) e escrevendo i = (0, 1), todo elemento
de Q(i) assume a forma = + iy, com =,y € Q, e satisfaz ;2 = —1. Assim,
Q(7) € o subcorpo de C formado pelos nimeros complexos com partes
real e imagindria racionais.

A verificacdo dos axiomas de corpo é deixada como exercicio. Por
exemplo, dado um elemento » = (z,y) # 0, seu inverso é 2z~ ! =

_xr Y
12+y2 ) 12+y2 .

Dos axiomas anteriores podemos deduzir todas as regras usuais da
algebra elementar. As mais importantes sdo apresentadas a seguir
como teoremas. Nestes teoremas os simbolos a, b, c,d representam
numeros reais arbitrarios.

1.10 Proposicao. Seja K um corpo.

1. K possui pelo menos dois elementos 0 e 1 e 0 # 1.
O numero 0 (zero) é o unico elemento neutro da soma.
O ntimero 1 é o Unico elemento neutro da multiplicagdo.
Para todos 0s a € K, a0 = 0a = 0.
O oposto de um elemento é Unico.

O inverso de um elemento (n&o nulo) é unico.

Noe o oks wbh

Para todos 0s a,b € K, se ab =0, entdo a =0 ou b = 0. Nesse
caso dizemos que K nao tem divisores de zero .

Demonstragdo. O item 1 é imediato do axioma que afirma a existén-
cia de 1 # 0.

Provemos 2. Suponha que 0 e 0’ sejam ambos elementos neutros da
soma. Entdo
0=04+0 =0,

logo o elemento neutro aditivo € tnico.
Provemos 3. Suponha que 1 e 1’ sejam ambos elementos neutros da

multiplicacao. Entao
1=1-1=1,

logo o elemento neutro multiplicativo é tnico.

Axiomas de corpo
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Provemos 4. Para todo a € K,
a+a0=al+a0=a(l+0)=a.

Somando o oposto de a aos dois membros, obtemos a0 = 0. Como o
produto é comutativo, segue também que 0a = 0.

Provemos 5. Sea+ad =0e a+ad” =0, entao
ad=d+0=d+(a+d)=(@+a)+d" =0+d" =d",

logo o oposto de a é tnico.

Para o item 6, seja a # 0 e suponha que « e v sejam inversos de a.
Entao
u=u-1=u(av) = (ua)v =1-v=no.

Logo o inverso multiplicativo de um elemento n&do nulo é Unico.

Provemos 7. Suponha que ab = 0. Se a = 0, nada had a provar. Se
a # 0, existe a~! tal que a~'a = 1. Multiplicando a igualdade ab = 0
por a~!, obtemos

a"(ab) = a0 =0.
Pela associatividade,

(ata)b=1-b=10.

Portanto, b = 0. 0

1.11 Proposicao (Unicidade do inverso). SeacKea # 0,
existe no maximo um elemento v € K tal que au = 1.

Demonstracdo. Esta é precisamente a demonstracao do item 6 da
Proposicao 1.10: se au = av = 1, entao u = u(av) = (ua)v = v. O

1.12 Teorema (Cancelamento). Sea+b=a+c entdaob=c.

Demonstragdo. Suponha que a +b = a + c¢. Seja y o oposto de a. So-
mando y aos dois membros e usando a associatividade da adigao,
obtemos (y+a)+b=(y+a)+c. Comoy+a=0, segue queb=c. O

1.13 Teorema (Subtracao). Dados ¢,b € K, existe um Unico
r € K tal que a + = = b. Esse numero é denotado por b — a.

Demonstracdo. Seja y o oposto de a e defina z =y +b. Entdo a +x =
a+(y+b)=(a+y)+b=0+b=0>b, 0 que prova a existéncia.

Para a unicidade, suponha que z e 2’ satisfacama+xz=bea+ 2’ =b.
Entdaoa+2=a+ 12, e 0o Teorema 1.12 implica = = 2. O

Axiomas de corpo
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1.14 Definicao. O numero 0 — a escreve-se simplesmente —a e
€ o oposto de a.

De agora em diante, escreveremos o oposto de a como —a.

1.15 Proposicao.
1. b—a=b+(—a).
2. —(—a) = a.

3. a(b—c)=ab—ac.

Demonstracdo. Provemos o primeiro item. Sejam z = b—a e y =
b+ (—a). Por definicdo de b — a, temos a + z = b. Além disso,

at+y=a+[b+(—a)=(a+(-a))+b=0+b=0.

Logo a + 2z = a +y, e o cancelamento fornece = = y.

Para o segundo item, observe que a+ (—a) = 0. Portanto, a € o oposto
de —a. Pela unicidade do oposto, a = —(—a).

Por fim, usando o primeiro item e a distributividade, obtemos
alb—c)=ab+ (—c)) = ab+ a(—c).
Como ac + a(—c) = a(c+ (—¢)) = a0 = 0, temos a(—c) = —(ac). Assim,
a(b—c) = ab — (ac),

como queriamos. O

1.16 Teorema (Regra de simplificacao para a multiplica-
cao). Seab=acea+#0, entdao b=c.

1.17 Teorema (Possibilidade da divisao). Dados a,b € K,
com a # 0, existe um Unico z € K tal que ax = b. Esse numero z
é denotado por b/a ou £, e é chamado de quociente de b por a.
Em particular, 1/a, que também se escreve a~!, é chamado de
inverso de a.

Demonstracdo. Como a # 0, existe o inverso multiplicativo a=!. To-
mando » = a~'b, temos az = a(a='b) = (aa~')b = 1b = b. Portanto,
existe pelo menos um z € K tal que az = b.

Resta provar a unicidade. Suponha que z e y satisfacam az = b e
ay = b. Entdo ax = ay. Multiplicando essa igualdade por «~! e usando
a associatividade da multiplicagao, obtemos

(a ta)z = (a ta)y.

Axiomas de corpo
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Logo 1z = 1y, isto é, z = y. Assim, o elemento z é Unico.

Esse Unico elemento é denotado por b/a. No caso particular b = 1,
obtemos 1/a = a~!, como queriamos. O

1.18 Teorema.
1. Sea#0, entdo b/a=b-a"'.
Se a # 0, entdo (a*l)f1 =a.
Se ab=0, entdo a =0 ou b = 0.
(—a)b = —(ab) e (—a)(—b) = ab.
(a/b) + (¢/d) = (ad + be)/(bd), se b+ 0 e d # 0.
(a/b)(c/d) = (ac)/(bd), se b#0 e d #0.
(a/b)/(c/d) = (ad)/(bc), s€ b#0, c#0 e d+#0.

N o s b

A demonstracao da regra de simplificacao e dos itens do teorema an-
terior é deixada ao leitor. Todas elas seguem diretamente da existén-
cia e unicidade dos inversos, da associatividade, da comutatividade
e da distributividade.

Ex. 1.1 — Mostre que num corpo valem:

a) —0=0.

b) 171 =1.

c) Zero ndo admite reciproco.

d) Sea#0,entdob/a=0b-a"'.

e) Sea # 0, entdo (orl)*1 =a.

f) (—a)b=—(ab) e (—a)(—b) = ab.

g) (a/b)+ (¢/d) = (ad+bc)/(bd) seb#0ed+#0

h) (a/b)(¢/d) = (ac)/(bd) se b#0 e d 0.

i) —(a—0b)=—-a+0b.

j) Sea#0eb+#0, entdo (ab)"! =a"1bL.
Ex. 1.2 — Seja Q(i), cujos elementos sdo pares ordenados z = (z,y)
de ntmeros racionais, pode ser descrito como Q(i) = Q x Q, quando
visto como conjunto. As operacgoes neste corpo sao definidas da se-

guinte forma: a soma de dois elementos (z,y) + (z/,y') = (x + ',y + V)
e o produto (x,y) - (z/,y’) = (za’ —yy', 2’y + zy’). O elemento neutro da

Axiomas de corpo

10



Analise Real / NUmeros reais Axiomas de ordem

adicao é (0,0) e o neutro da multiplicacdo é (1,0). Mostre que Q(i) é
um corpo.

1.3 Axiomas de ordem

Além das operagdes de soma e produto, os nimeros reais possuem
uma ordem compativel com essas operagbes. Introduziremos essa
ordem por meio de um subconjunto de elementos positivos. A partir
dele, definiremos as relagoes <, >, < e >.

1.19 Definicao. Um corpo ordenado é um corpo K munido de
um subconjunto ndo vazio K* C K, cujos elementos sao chamados
positivos, satisfazendo os trés axiomas de ordem a seguir:

Axioma 10 Compatibilidade com a soma e o produto Se z e
y pertencem a K entdo x + y e xy também pertencem.

Axioma 11 Tricotomia para todo = # 0, ou z € KT ou —z € KT,
mas nao ambos.

Axioma 12 0 ¢ K*.

1.20 Exemplo. O conjunto Q, com as operagoes usuais, € um corpo
ordenado. Nesse caso, podemos tomar

Q*{S:p,qGZ,q¢0, pq>0}'

Isto significa que um racional é positivo quando pode ser escrito
como quociente de dois inteiros de mesmo sinal.

1.21 Exemplo. O corpo Q(¢) pode ser ordenado, definindo uma fra-
Gao r(t) = % como positiva quando o coeficiente do termo de maior
grau no polinémio p(t)q(t) for positivo. Essa regra atribui a todo ele-
mento nao nulo exatamente um dos dois sinais. Resta verificar a
compatibilidade com as operagoes. Se r = § er = 2’—: sao positivas,
os coeficientes dos termos de maior grau em pq e p’q’ sao ambos po-
sitivos.

Para a soma, escrevendo

,_pd +1'q

r+r ;
qq

o produto do numerador pelo denominador é

(pd' +P'9)ad' = pa(d')* +p'd .
O termo de maior grau tem coeficiente positivo, pois os termos domi-
nantes das duas parcelas tém coeficientes positivos. Assim, a soma
de duas fragoes positivas é positiva. A compatibilidade com o pro-
duto segue de modo imediato pela multiplicagdao dos termos domi-
nantes.

11
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1.22 Exemplo. O corpo Z; nao admite ordem compativel com suas
operacgoes. De fato, em qualquer corpo ordenado, temos 1 > 0, e
portanto 1+ 1 > 0. Em Z,, porém, vale 1+ 1 = 0, contradicgao.

O corpo Q(i) também nao pode ser ordenado. Como 2 = —1, uma
ordem compativel faria de —1 um quadrado. Mas, em um corpo or-
denado, todo quadrado de elemento ndo nulo é positivo, enquanto
—-1<0.

1.23 Definicao. Definimos as relagoes <, >,< e > por

r<y<=y—zckT,
y>r<—=cr<y,
rly<—zr<youx=uy,
yzz<z<y.

Assim temos x > 0 se e sO se x € positivo. Se z < 0, dizemos que x €
negativo; se z > 0 dizemos que z € ndo negativo. Um par de desigual-
dades simultaneas tais como = < y,y < z escreve-se frequentemente
de forma mais abreviada z < y < z; interpretacdes semelhantes sao
dadas as desigualdades compostas s <y < z,2 <y < z,2 <y < z.

As regras usuais para manipular desigualdades seguem desses axio-
mas. Registramos a seguir as que serdo usadas com mais frequéncia.

1.24 Teorema.

1. Propriedade tricotomica. Para quaisquer a,b em um
corpo ordenado, vale uma e apenas uma das trés relagoes
a<b, b<aoua=b.

Propriedade transitiva. Sea <be b < centdoa < c.
Sea<bentdoa+c<b+e.

Sea <bec>0entdo ac < be.

Se a # 0 entdo a? > 0.

1>0.

Sea<bec<0entdo ac > be.

® N o 0o & b

Se a < b entdao —a > —b. Em particular, se a < 0, entao
—a > 0.

9. Se ab > 0, entdo a e b sao ambos positivos, ou ambos nega-
tivos.

10. Sea<ceb<d, entdaoa+b<c+d.

Axiomas de ordem
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Demonstracdo. Provaremos os pontos que exigem algum cuidado; os
demais seguem diretamente das definigoes.

Para a tricotomia, aplique o axioma de ordem a z = b —a. Se x = 0,
entdao a = b. Ser > 0, entdo a < b. Se —xz > 0, entao b < a. As
alternativas sao mutuamente exclusivas pelo axioma de tricotomia.

Sea<beb<c, entaob—a>0ec—b>0. Como asoma de positivos
€ positiva,
c—a=(c=b+(b—-a)>0,

logo a < c.

Sea<b entdo (b+c¢)—(a+c¢)=b—a>0, e portanto a +c < b+c. Se,
além disso, ¢ > 0, entdo

bc —ac=(b—a)ec>0,
de onde ac < be.

Se a # 0, entao, pela tricotomia, a > 0 ou —a > 0. No primeiro caso,

a? > 0. No segundo, (—a)? > 0, e como (—a)? = a?, novamente a? > 0.

Em particular, tomando a = 1, obtemos 1 > 0.

Se a < b, entao b —a > 0. Como
(—a) = (=b)=b—a,

segue que —b < —a, isto é, —a > —b. Em particular, se a« < 0, entdo
—a > 0.

Sea<bec<0,entdo —c > 0. Pelo caso ja provado para multiplicacao
por nimero positivo,
a(—c) < b(—c).

Aplicando a propriedade anterior aos dois membros, obtemos ac > be.

Se ab > 0, entdo a # 0 e b # 0. Pela tricotomia, cada um deles é
positivo ou negativo. Se tivessem sinais opostos, o produto seria
negativo, contradizendo ab > 0. Portanto, ambos sao positivos ou
ambos sdo negativos.

Por fim, sea < ceb < d,entaoa+b < c+bec+b< c+d. Pela
transitividade, a + b < ¢+ d. O

Poderiamos também ter assumido no lugar dos axiomas 10, 11 e 12
0s seguintes axiomas de ordem total:

Axioma 10’ Dados quaisquer a,b,c € K, tem-se

(@) a <a (reflexiva)
(b) Sea<beb<a,entdoa=0> (anti-simétrica)
(c) Sea<beb<c entdoa <c (transitiva)

(d) Necessariamente, é a < bou b < a (ordem total)

Axiomas de ordem
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Axioma 11’ Compatibilidade com a soma

Va,b,ceKa<b=a+c<b+c

Axioma 12’ Compatibilidade com a multiplicacao

VabceK,a<beO<c= ac<bc

Ex. }.3 — Mostre que num corpo ordenado valem as seguintes afir-
magoes:

a) Nao existe nenhum numero real z tal que 2> + 1 = 0.

b) a soma de dois nimeros negativos ¢ um ntimero negativo.

c) Sea>0,entdo 1/a >0, se a <0, entdao 1/a < 0.

d) Se0<a<b entdo0<b !t <al.

e) Sea<beb<c entdoa<ec.

f) Sea<beb<c, ea=c entaob=c.

g) Para numeros reais a e b quaisquer tem-se a® +b%> > 0. Seae b
ndo sao ambos 0, entao a? + b > 0.

h) Nao existe nenhum nimero real a tal que = < a para todo o real
x.

i) Sezsatisfaz 0 < z < h para todo o nimero real positivo h, entdo
x = 0.

* Ex. 1.4 — Prove que, em um corpo, os axiomas de ordem formu-
lados em termos de positividade e os axiomas de ordem total compa-
tivel com soma e produto sao equivalentes.

1.4 Numeros naturais, inteiros e ra-
cionais

Dentro de um corpo ordenado K, podemos reconhecer naturalmente
os subconjuntos que desempenham o papel dos nimeros naturais,
inteiros e racionais.

Dentro de um corpo ordenado, os naturais sao obtidos a partir de 1
por sucessivas adicoes de 1. A nogao de conjunto indutivo formaliza
esse procedimento.

NUmeros naturais

, inteiros e racionais

14



Analise Real / NUmeros reais

1.25 Definicao (Conjunto Indutivo). Um subconjunto de um
corpo ordenado é denominado conjunto indutivo se satisfizer
as seguintes propriedades:

1. O numero 1 pertence ao conjunto.

2. Se z pertence ao conjunto, entao z + 1 também pertence ao
conjunto.

Por exemplo, K é um conjunto indutivo. Igualmente o é o conjunto K+.
Podemos agora definir os nimeros naturais como aqueles nimeros
que pertencem a todo o conjunto indutivo.

1.26 Definicao (Numeros naturais). Um elemento do corpo
ordenado é chamado de natural se pertence a todo subconjunto
indutivo.

Seja N o conjunto de todos os numeros naturais, isto é, a interse-
¢ao de todos os subconjuntos indutivos do corpo. Essa intersecao é
indutiva: como cada conjunto indutivo contém 1, também 1 € N; e,
se z € N, entao z pertence a todo conjunto indutivo, logo = + 1 per-
tence a cada um deles e, portanto, a N. Como todos os elementos de
N pertencem a qualquer conjunto indutivo, chamamos N de o menor
conjunto indutivo. Essa caracteristica de N fundamenta logicamente
um tipo de raciocinio conhecido como demonstragdo por inducao.

Os opostos dos nimeros naturais sao chamados de inteiros negativos.
Os numeros naturais, juntamente com os inteiros negativos e o zero,
formam o conjunto Z, que é simplesmente denominado conjunto
dos numeros inteiros .

1.27 Teorema. A soma, a diferencga e o produto de dois intei-
ros sao inteiros.

Demonstragdo. Primeiro, N é fechado por soma. Fixado m € N, temos
m+ 1€ N; se m+n €N, entdao

m+m+1)=(m+n)+1ecN.

Ainducgao fornece m+n € N para todo n € N. Do mesmo modo, usando
a distributividade e o fechamento pela soma,

m-1=m, m(n+1) =mn+m,

e portanto N é fechado por produto. Como todo inteiro é natural,
zero ou oposto de um natural, as propriedades para soma, diferenca
e produto em Z seguem separando os sinais. O

O quociente de dois inteiros, em contraste, ndao precisa ser inteiro:
por exemplo, 1/2 ¢ Z. Essa falha de fechamento conduz natural-
mente aos nimeros racionais.

NUmeros naturais, inteiros e racionais
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O quociente de inteiros a/b (com b # 0 ) define os nimeros racionais
. O conjunto dos nimeros racionais, representado por Q, contém Z
como subconjunto.

Pode-se verificar que Q verifica todos os axiomas de corpo e de or-
dem. Por essa razdo dizemos que o conjunto dos niimeros racionais
€ um corpo ordenado. Os nimeros reais que nao pertencem a Q sao
chamados de irracionais .

Ex. 1.5 — Mostre que Q é o menor corpo contido em R. Ou seja,
para todo corpo K C R, tem-se Q C K.

1.5 Inducao matematica

Aindugdo matematica é um método de demonstragdo usado para pro-
var afirmagoOes parametrizadas pelos nimeros naturais. Sua forma
bésica consiste em verificar um caso inicial e, em seguida, provar
que a validade da afirmacao em um natural £ implica sua validade
no natural seguinte k + 1.

Estrutura da prova por inducao matematica Para provar que
uma propriedade P(n) vale para todo n > ng, procede-se em dois
passos:

1. Caso inicial: prova-se que P(ng) € verdadeira.

2. Passo indutivo: assumindo que P(k) é verdadeira para algum
k > ng, prova-se que P(k + 1) também é verdadeira.

1.28 Exemplo. Considere a propriedade

n(n + 1).

Pn): 142+4---+n= 5

Para n = 1, a igualdade é verdadeira. Suponha agora que ela valha
para algum k € N, isto é,

1+2+...+k:@.
Entao
k(k+1 k+1)(k+2
1+2+--~+k+(k+1):7( i >+(/€+1):M_

2

Portanto, P(k) implica P(k + 1). Pelo principio de indugdo, a féormula
vale para todo n € N.

A justificativa légica deste método de demonstracao é dada pelo se-
guinte teorema sobre nimeros inteiros:

Indugao matemitica
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1.29 Teorema (Principio da inducao matematica). Seja S
um conjunto de nimeros naturais que possui as seguintes pro-
priedades:

1. O numero 1 pertence ao conjunto S.

2. Se o numero k pertence a S, entao k£ + 1 também pertence
as.

Logo, todo natural pertence ao conjunto S.

Demonstragdo. As propriedades 1 e 2 mostram que S é um conjunto
indutivo. Como os numeros naturais foram definidos como os ele-
mentos que pertencem a todo conjunto indutivo, segue que todo na-
tural pertence a S. O

Ao demonstrarmos que uma afirmacao P(n) é verdadeira para todo
n > 1 por inducao matematica, estamos aplicando o Teorema 1.29
ao conjunto S de todos os inteiros para os quais a afirmacao é verda-
deira. Se queremos provar que a(n) € verdadeira apenas para n > nj,
aplicamos o Teorema 1.29 ao conjunto dos nimeros n para os quais
a(n +mny — 1) é verdadeira.

1.30 Exemplo. Mostremos, por indugao, que 2" > 1 + n para todo
n € N.

Para n = 1, a desigualdade é 2 > 2, portanto é verdadeira. Suponha
agora que 2F > 1+ k para algum k € N. Entao

P =99k > 91+ k) =242k >2+k=1+4 (k+1).
Pelo principio da indugédo, a desigualdade vale para todo n € N.

1.31 Exemplo (Desigualdade de Bernoulli). Em todo corpo or-
denado K, se n € Ne z > —1, entao

(I4+2)">1+nax.

Para n = 1, a afirmacao é imediata. Suponha que a desigualdade
valha para algum n. Como 1 + z > 0, podemos multiplicar ambos os
membros da hipdétese indutiva por 1 + z, obtendo

A4+2)"™ > A 4n2)1+2z)=1+n+Dz+n2z®>>1+ (n+ 1)z,

Pelo principio de indugédo, a desigualdade vale para todo n € N.

1.32 Definicao. Dizemos que m € X é o maximo de X C K se
m > x para todo z € X. O maximo, quando existe, é Gnico e é
denotado por max X.

1.33 Teorema. Todo subconjunto finito ndao vazio de um corpo
ordenado possui maximo.

Indugao matemitica
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Demonstracdo. Faremos indugdo no numero de elementos. Se o con-
junto possui um unico elemento, esse elemento é seu maximo.

Suponha que todo conjunto com k elementos possua maximo, e seja
Y um conjunto com k + 1 elementos. Escolha 3y, € Y e considere
Y’ =Y \{yo}. Pela hipotese de indugao, Y’ possui maximo, digamos m.
Se yo < m, entdao m é o maximo de Y. Se y, > m, entdo y, € 0 maximo
de Y. Logo todo conjunto com k + 1 elementos possui méaximo, e o
resultado segue por inducao. O

1.34 Teorema (Principio da Boa Ordem). Todo conjunto
nao vazio de nimeros naturais possui um menor elemento.

Demonstragdo. Provaremos a contrapositiva: se 7' C N nao possui
menor elemento, entao 7 = @.

Considere o conjunto S = N\7. Mostraremos, por inducao, que S = N.

Como T nao possui menor elemento, necessariamente 1 ¢ 7. Logo,
lebs.

Para usar apenas a inducgdo ja estabelecida, considere
U={neN:1,2,....,n¢T}.

Temos1cU. SencUen+1¢cT,entao n+ 1 seria o menor elemento
de T, contradicdo; logo n+ 1 € U. Assim, pelo principio da indugéo,
U = N. Portanto, nenhum natural pertence a 7, isto é, S = Ne T =
a. O

1.6 Funcoes definidas recursiva-
mente

A inducdo matematica também fundamenta definigoes recursivas.
Nesse procedimento, fixa-se um valor inicial e, a partir dele, define-
-se cada termo seguinte em funcdo dos termos anteriores. Funcoes
definidas em N dessa forma sdo exemplos fundamentais de sequén-
cias.

1.35 Definicao. Uma sequéncia real é uma funcdo s : N — R.
A imagem de n € N pela sequéncia s serda denotada por s, isto €,

5p 2 s(n).

Comegamos com a sequéncia definida por

a1:\/§7 ap = /20,1, N >2.

Funcoes definidas recursivamente
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Os primeiros termos sao

m=\V2 =222

e, em geral, a, é obtido por n radicais encaixados. Esse exemplo
ilustra uma definicao recursiva simples, na qual cada termo é obtido
a partir do anterior.

Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por
=1, f2=1, fot1=fnt fa1 (n2>2).
Seus primeiros termos sao
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, . ..

Historicamente, essa sequéncia aparece no Liber Abaci, de Fibo-
nacci, em um modelo idealizado de crescimento de uma populacao
de coelhos: cada casal fértil gera mensalmente um novo casal, e cada
casal novo torna-se fértil apos dois meses.

Fatorial

A funcao fatorial é definida, para n € N, pela regra informal
nl=n(n-1)---2-1.

Recursivamente, isso corresponde as condigbes 1! =1 e n! =n(n—1)!,
paran > 1.

A existéncia e a unicidade das fungdes definidas a seguir decorrem
do Principio da Recursao, enunciado e demonstrado logo adiante.

1.36 Definicao. Definimos a funcgdo fatorial f : N —+ N como a
Unica funcdo que satisfaz f(1) = 1 e f(n) = nf(n — 1) para todo
n > 1.

Somatorio

A notagdo de somatério permite escrever de forma compacta somas
finitas. Por exemplo,
12422 4+ +n?

pode ser escrita como

zn: k2.
k=1
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De modo geral, se ay,...,a, sdo nimeros reais, escrevemos

n
Zak:a1+~-~+an.
k=1

indice superior

!

n

E a; <—termo

1=1

-

indice inferior

Figura 1.1 . "
A notacgao Ei:l a; representa a soma dos termos a;
para i variando de 1 até n.

De modo analogo ao fatorial, o somatério pode ser definido recursi-
vamente.

1.37 Definicao. Dada uma sequéncia (a;) de nimeros reais, de-
finimos Y";_, a; pelas condi¢des

k=1

n n—1
Zak:al e Zak:an+2ak, n > 1.
k=1 k=1

Principio da Recursao

As construcgoes anteriores sao justificadas pelo Teorema da Recursao,
que nos assegura a existéncia de funcoes definidas recursivamente.

1.38 Teorema (Principio da Recursao). Seja A um conjunto
nao vazio, sejaa € A e sejag: Nx A - A uma fungdo. Entdo
existe uma Unica funcao f: N — A tal que

L f1)=a
2. f(n+1)=g(n, f(n)) para todo n € N.

Demonstracdo. A unicidade segue diretamente por inducao. De fato,
se f e h satisfazem as duas condicgdes, entdao f(1) = a = h(1). Supondo
f(n) = h(n), obtemos

fn+1) =g(n, f(n)) = g(n, h(n)) = h(n +1).
Logo f(n) = h(n) para todo n € N.

Para a existéncia, consideramos, para cada n € N, uma fungao finita

foi{l,...,n}t = A
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satisfazendo f,(1) = a e f.(k+ 1) = g(k, fu(k)), sempre que 1 < k <
n. A existéncia de tais funcoes finitas é obtida por inducao: para
n = 1, basta tomar f;(1) = a; se f, estd construida, definimos f,
estendendo f,, e pondo

A unicidade finita, também por inducgdo, mostra que essas fungoes
sdo compativeis: se m > n, entdo f,, restrita a {1,...,n} coincide com
fn. Assim, podemos definir f(n) = f,(n). A compatibilidade garante
que essa definicao é independente da etapa finita usada, e a fungao
f:N— A assim obtida satisfaz as duas condigdes desejadas. O

Vamos usar o principio da recursdo para justificar a existéncia da
funcao fatorial. Tomamos A =N, a = 1 e definimos

g:NxN—=N, g(n,u) = (n+ 1)u.
Entdo existe uma tnica funcao f: N — N tal que
f=1 e fin+1)=(n+1)f(n)
para todo n € N. Essa fungao é precisamente a fungao fatorial.

Ex. 1.6 — Prove por indugao as seguintes propriedades do somato-
rio

n n n
a) Z(ak+bk): Z ar + Zbk
k=1 k=1 k=1
n n
b) > (car)=c¢ ay,
k=1 k=1

c) > (br —bry1) =by —byy1 (propriedade telescopica)
k=1

Ex. 1.7 — Prove por inducao a seguinte generalizagao da desigual-
dade triangular

n
>
k=1

n
<D lal
k=1

Ex. 1.8 — Definimos o produtério de a;, de 1 até n como sendo a
funcdo [] ax : N — R que satisfaz as seguintes propriedades:

k=1
1
1.7] ap = a1
k=1
n—1 .
2.1 ax = an - [] ax para todo n maior que 1.
k=1 k=1

Prove por indugdo as seguintes propriedades do produtério

Funcoes definidas recursivamente
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a) li[(ak “be) = (ﬁ ak) ' (,}ibk>

k=1 k=1

n

b) ﬁ (cag) =c™ [] ax

k=1 k=1

n
a Qa
) Seaj#0paral<k<n+1, prove que [ =5 = =2,
k1 Ok a1

Ex. 1.9 — Prove que 1% + 2% + .- + n* = In(n+ 1)(2n + 1) para todo
n € N.

Ex. 1.10 — Prove que 1° + 23 + ...+ n3 = In?(n+ 1)? para todo n € N.

Ex. 1.11 — Prove que 13+ 23+ ...+ n? = (1 + 2+ --- +n)? para todo
n € N.

Ex. 1.12 — Prove que

L +—1 +—1 + 4 ! " ara todon € N
1-2 2.3 3-4 am+l) nt1 P

Ex. 1.13 — Prove que 1 + 7+ 72 +---+ " = =" para todo n € N,
quando r # 1.

Ex. 1.14 — Prove a seguinte formula para a soma de uma progres-
sdo geométrica

1.7 Axioma de completude

Os axiomas de corpo ordenado ainda nao caracterizam os reais. Eles
também sdo satisfeitos por Q, embora Q tenha lacunas. O principio
que separa R de Q é a completude.

A necessidade da completude aparece ja em problemas elementares.
Por exemplo, a equacdo z? = 2 ndo possui solucéo racional, embora
seja natural esperar uma solucao real positiva. Assim, os axiomas
de corpo ordenado ndo bastam para garantir a existéncia de todos
os numeros exigidos pela andlise.

A auséncia de v2 em Q é o exemplo elementar dessa lacuna.

Axioma de completude
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1.39 Proposicao. Nao existe nenhum numero racional ¢ tal
que ¢ = 2.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que exista ¢ € Q tal que ¢% =
2. Escreva ¢ = n/m, com n,m € Z, m # 0, € n € m primos entre si.
Entdo n? = 2m?. Logo n? é par e, portanto, n é par; escreva n = 2k.
Substituindo, obtemos 4k? = 2m?2, isto é, m? = 2k%. Assim, m também
€ par. Portanto, 2 divide simultaneamente n e m, contradizendo a
escolha da fragao em termos primos entre si. Logo nao existe tal
racional. O

Assim, mesmo uma equacgao simples como z? = 2 forca a passagem
para além dos racionais. O axioma de completude formaliza essa
passagem.

1.7.1 Supremos e infimos

Antes de enunciar o axioma de completude, convém introduzir a lin-
guagem de cotas, supremos e infimos.

Seja A ¢ K um subconjunto nao vazio. Dizemos que A é limitado
superiormente se existe M € K tal que 2 < M para todo = € A.
Nesse caso, M é chamado de majorante ou cota superior de A.

De modo andlogo, dizemos que A ¢ limitado inferiormente se
existe m € K tal que m < z para todo z € A. Nesse caso, m é cha-
mado de minorante ou cota inferior de A.

1.40 Exemplos. Considere os conjuntos A=NCR,B=ZCRe

C={reR:1<z <3}

1. O conjunto A é limitado inferiormente, mas ndao superiormente.
Qualquer nimero ndo positivo é uma cota inferior de A.

2. O conjunto B nao é limitado superiormente nem inferiormente.

3. O conjunto C é limitado inferiormente e superiormente. Todo
nimero menor ou igual a 1 é uma cota inferior de C, e todo
numero maior ou igual a 3 € uma cota superior de C.

Conjunto A

Cota inferior Supremo
4—{—0—&—0—-.'—'—) X

Infimo Cota superior
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1.41 Definicao. Um numero s € K é chamado de supremo de
A se satisfaz as seguintes condicoes:

S1 z < s para todo z € 4;

S2 se M é uma cota superior de 4, entdo s < M.

Assim, o supremo de A é a menor das cotas superiores de A.

1.42 Definicao. Um numero r € K é chamado de infimo de A
se satisfaz as seguintes condicoes:

I1 r <z para todo z € 4;

I2 se m é uma cota inferior de A4, entdao m < r.

Assim, o infimo de A é a maior das cotas inferiores de A.

1.43 Teorema. Tanto o supremo quanto o infimo de um con-
junto, quando existem, sdo Unicos.

Demonstracdo. Sejam s, e sy dois supremos de A. Como s, é cota

superior de A e s; € a menor das cotas superiores, temos s; < ss.

Analogamente, s; < s;. Logo s; = s. A demonstragdo para o infimo
¢ analoga. O

O teorema anterior justifica a notagao sup A para o supremo de A e
inf A para o infimo de A.

Nos exemplos acima, temos inf A = 1, inf C = 1 e supC = 3. O conjunto
A = N nao possui supremo, e B = Z nao possui nem supremo nem
infimo. Assim, ha casos em que o supremo ou o infimo néo existe. O
axioma de completude afirma que, nos reais, isso sé ocorre quando
falta uma limitacao adequada.

1.44 Exemplo. Se X C K possui maximo, entdo esse maximo é o
supremo de X. Reciprocamente, se sup X pertence a X, entdo sup X =
max X. De modo andlogo, se X possui minimo, entdo esse minimo é
inf X, e, se inf X € X, entdo inf X = min X.

Por exemplo, se X = (—o0,b|, entdao sup X = b; se Y = [a, +00), entao
infY =a.

1.45 Exemplo. Dados ¢« < bemK, seja I = (a,b). Temos inf/ =a e
supl = b. De fato, a é uma cota inferior de 7. Se ¢ > a, entdo ¢ ndo
pode ser cota inferior de I: se ¢ > b, isso € imediato; se a < ¢ < b,
entdo (a+c)/2 €1 e (a+c)/2 <c. Portanto, a = infI. A prova de que
b =supl é analoga.

Axioma de completude.

Supremos e infimos
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Axioma 13 Todo subconjunto de K, nao vazio e limitado superior-
mente, possui supremo.

Embora o axioma seja formulado em termos de supremo, ele é equi-
valente a seguinte propriedade:

Axioma 13’ Todo subconjunto de K, ndao vazio e limitado inferior-
mente, possui infimo.

De fato, suponha a propriedade do supremo e seja A # @ limitado
inferiormente. Entdo —A = {—a : a € A} é ndo vazio e limitado supe-
riormente. Se s = sup(—A4), entao —s é cota inferior de A; e toda cota
inferior m de A satisfaz —m > s, logo m < —s. Portanto, —s = inf A. A
reciproca segue aplicando o mesmo argumento a —A.

Um corpo que satisfaz os axiomas de corpo, os axiomas de ordem e
o axioma de completude é chamado de corpo ordenado completo

Dessa forma, os axiomas anteriores caracterizam os nimeros reais
a menos de isomorfismo de corpos ordenados. A existéncia e a uni-
cidade nesse sentido serao demonstradas no Teorema 3.26, no Capi-
tulo 3.

A partir deste ponto, passamos a extrair as primeiras consequéncias
do axioma de completude. A mais imediata delas é a propriedade
arquimediana, que serd deduzida na proxima secao a partir da exis-
téncia de supremos.

1.8 Propriedade arquimediana

A primeira consequéncia decisiva do axioma do supremo é a proprie-
dade arquimediana. Ela expressa que, em R, ndo existem elementos
infinitamente grandes nem infinitesimais nao nulos.

1.46 Teorema. O conjunto N dos nimeros naturais ndo é limi-
tado superiormente.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que N seja limitado superior-
mente. Pelo axioma de completude, existe b = supN. Como b — 1 < b,
o numero b — 1 ndo é cota superior de N. Logo existe n € N tal que
n > b—1. Entdon+1 > b, contradizendo o fato de que b é cota superior
de N. O

1.47 Teorema. Para qualquer z € R, existe n € N tal que n > z.

Propriedade arquimediana
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Demonstracdo. Caso contrdrio, z seria uma cota superior de N, con-
tradizendo o Teorema 1.46. O

1.48 Teorema (Propriedade arquimediana). Sex >0ey >
0, existe n € N tal que nz > y.

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 1.47 ao nimero y/z. O

1.49 Definicao. Um corpo ordenado K é dito arquimediano se,
para quaisquer z,y € K, com z > 0 e y > 0, existe n € N tal que
nr > y.

O Teorema 1.48 mostra que R é arquimediano. Geometricamente,
isso significa que qualquer segmento, por maior que seja, pode ser
ultrapassado por um numero finito de cépias de um segmento posi-
tivo fixado.

1.50 Proposicao (Parte inteira). Para todo x € R, existe um
Unico inteiro m € Z tal que
m<x<m-+1.

Esse inteiro é denotado por |z| e chamado de parte inteira de
Z.

Demonstracdo. Pela propriedade arquimediana, escolha N € N com
N > |z| + 1. O conjunto finito

E={ke€Z:-N<k<N, k<ua}

€ ndo vazio, pois —N < z, e possui maximo; chame-o de m. Entao m <
z. Se x > m+1, ointeiro m+1 também pertenceria a £, contradizendo
a maximalidade de m. Logo = < m + 1.

Se m/ também satisfaz m’ < x < m’ + 1, entdao m < m' implicaria

m+1 < m/ <z, contradicdo; trocando os papéis de m e m’, obtemos
i
m=m'. O

1.51 Teorema. Se trés nimeros reais a,z,y satisfazem
a<zx<a+ y
n

para todo n € N, entdo = = a.

Propriedade arquimediana
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Demonstracdo. Se x > a, entao xz — a > 0. Pela propriedade arquime-
diana, existe n € N tal que n(z —a) > y, isto é, z > a + y/n, contradi-
zendo a hipétese. Logo = < a. Como também a < z, concluimos que
T = a. O

Mais adiante, provaremos que existe apenas um corpo ordenado
completo, no sentido de que quaisquer dois corpos ordenados com-
pletos sédo isomorfos entre si.!

Ex. 1.15 — Prove que, num corpo ordenado K, as seguintes afirma-
¢coes sao equivalentes:

a. K é arquimediano;
b. Z é ilimitado superior e inferiormente;

c. Q éilimitado superior e inferiormente.

Ex. 1.16 — Prove que um corpo K é arquimediano se e somente se
zero € o infimo, em K, do conjunto {1/2,1/3,1/4,...}.

Existéncia da raiz quadrada

Pela apresentacao que demos ao axioma de completude, ficou claro
que tal axioma nao seria satisfeito pelo conjunto Q. Mostremos que
de fato isso ocorre. Considere o seguinte conjunto:

A={qeQ:q>0e ¢ <2}

Note que A # @ e é limitado superiormente em Q: por exemplo, 0 € A
e 3 é uma cota superior de A. Se o axioma de completude fosse valido
em Q, existiria p € Q tal que p = sup A. Se mostrassemos que esse p
satisfaz p? = 2, obteriamos uma contradi¢gdo com a Proposigcao 1.39.
Portanto, A nao possui supremo em Q.

Mostraremos, na verdade, uma propriedade mais geral, da qual po-
deremos concluir a afirmacdo acima. Referimo-nos a existéncia da
raiz quadrada de um nuimero real positivo:

1.52 Proposicao. Seja b ¢ R um numero positivo. Entdo
existe um Unico numero real positivo « tal que ¢?> = b. O numero
a é chamado de raiz quadrada de b e é denotado por Vb.

l1sto significa que, embora possam ser apresentados por construcdes diferentes,
existe uma correspondéncia estrutural entre eles que preserva soma, produto e or-
dem.

Propriedade arquimediana
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Demonstragdo. Considere
A:{xeR:xEOex2§b}.

Como b > 0, o nimero ¢ = b/(b+ 1) satisfaz 0 <t < 1 et < b. Logo
t2 <t < b, de modo que t € A. Além disso, b+ 1 é cota superior de A:
sexr>0ex>b+1, entdo 22 > x > b, logo = ¢ A. Pela completude,
existe

a=supA,

ea>t>0.

Mostremos que a? = b. Suponha primeiro que a? < b. Escolha n € N
suficientemente grande para que

2a + 1

<b—a’.

Entao, com ¢ =a + 1/n, temos

2 1 2 1
02:a2+—a+—2§a2+$<b.
n n
Logo ¢ € A, mas ¢ > a, contrariando o fato de a ser cota superior de
A.

Suponha agora que a”® > b. Escolha n € N tdo grande que 1/n <a e

2
£<a2—b.
n

Pondoc=a—1/n, temosc>0e

02:a2—2—a+i2>b.
n n
Como ¢ < a = sup A4, 0 nimero ¢ nao é cota superior de A; portanto,
diretamente pela definicao de supremo, existe = € A tal que ¢ < z < a.
Em particular, x > ¢ > 0. Da desigualdade z > ¢ e da positividade de
ambos, obtemos z? > ¢? > b, contradizendo x € A. Portanto, ndo pode
ocorrer a’ > b.

Concluimos que a?> = b. A unicidade segue da ordem: se u,v > 0 e
u? = v? = b, entdo, caso u < v, teriamos u? < v?, contradicdo; analoga-
mente, ndo pode ocorrer v < u. Logo u = v. 0

Definimos também /0 = 0. Assim, para todo b > 0, vb denota o Unico
numero ndo negativo cujo quadrado é b.

Voltando a questdo formulada antes da Proposicao 1.52, conclui-se
que, se p € Q fosse o supremo de A em Q, entdo teriamos p? = 2. Isso
contradiz a Proposicao 1.39. Assim, o conjunto dos racionais nao
satisfaz o axioma de completude.

1.9 Propriedades do supremo e do
infimo

Propriedades do supremo e do infimo
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1.53 Teorema. Seja A C R um conjunto nao vazio.

1. Se A possui supremo, entdo, para todo ¢ > 0, existe x € A
tal que
r>sup A —e.

2. Se A possui infimo, entao, para todo ¢ > 0, existe z € A tal
que
z<infA+e.

Demonstragdo. Provemos o primeiro item. Se z < sup A — ¢ para todo
x € A, entdo sup A — ¢ seria uma cota superior de A menor que sup 4,
contradicdo. Logo existe z € A tal que = > sup A — . A demonstragao
do segundo item é andloga. O

1.54 Teorema (Propriedade aditiva). Dados dois subcon-
juntos nao vazios A, B C R, defina

A+B={zx+y:xz€ A, ye B}
1. Se A e B possuem supremo, entdo A + B possui supremo e

sup(A + B) = sup A + sup B.

2. Se A e B possuem infimo, entdo A + B possui infimo e

inf(A + B) = inf A+ inf B.

Figura 1.2 . . .
[lustracao da soma de dois conjuntos.

Demonstracdo. Provemos o item 1. Seja C = A+ B. Se z € C, entao
z=x+y, comz e Aeyec B. Assim 2z < sup A + sup B, de modo que
sup A + sup B € cota superior de C. Logo sup C < sup A + sup B.

Para a desigualdade oposta, tome n € N. Pelo Teorema 1.53, existem
r, € Aey, € B tais que

1 1
Ty >sup A — —, Yn >supB — —.
n n

Propriedades do supremo e do infimo
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Entao z, + y, > sup A +sup B — 2/n. Como z,, + vy, € C, segue que
2
supC < supA—+supB <supC + —
n

para todo n € N. Pelo Teorema 1.51, concluimos que supC = sup A +
sup B. A prova para infimos é anéloga. O

1.55 Teorema. Sejam A, B C R nao vazios. Suponha que =z <y
para todos x € A e y € B. Entao A possui supremo, B possui
infimo e

sup A < inf B.

Demonstragdo. Cada elemento de B é uma cota superior de A. Logo
A é limitado superiormente e possui supremo. Além disso, supA <y
para todo y € B; portanto, sup A € uma cota inferior de B. Assim, B
possui infimo e sup A < inf B. O

1.56 Proposicao (Propriedades do supremo e do infimo).
Sejam X,Y C R subconjuntos nao vazios e limitados.

1. inf(—X) = —sup X.

2. SeY C X, entdosupY <supX e infY > inf X.

3. O conjunto X NY ¢é limitado. Se X NY # &, entao
sup(X NY) < min{sup X,sup Y}

inf(X NY) > max{inf X, inf Y}
4. O conjunto X UY é limitado, com
sup(XUY') = max{sup X,sup Y}, inf(XUY') = min{inf X, inf Y'}.
5. Se A > 0, entao
sup(AX) = Asup X, inf(AX) = Ainf X.
Se A <0, entao
sup(AX) = Xinf X inf(AX) = Asup X.
6. O conjunto X +Y ¢é limitado e
sup(X +Y) =sup X +sup?, inf(X+Y)=inf X +inf Y.

7. Se todos os elementos de X e Y sao nao negativos, entao
XY ={zy:z€ X, yeY} élimitado e

sup(XY) =sup X sup?, inf(XY) =inf Xinf Y.

8. Se inf X > 0, entao

é limitado, com

. 1 1 f 1 1
— ) =—= inf [ — | = .
P X inf X’ X sup X
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Demonstracdo. Provaremos alguns itens representativos; os demais
seguem de modo semelhante.

Se Y C X, toda cota superior de X é também cota superior de Y. As-
sim, supY < sup X. Analogamente, toda cota inferior de X é também
cota inferior de Y, e portanto inf Y > inf X.

Se XNY # @, entdo XNY C X e XNY C Y. Aplicando o item anterior,
obtemos
sup(X NY) < sup X, sup(X NY) <sup?,

e portanto sup(X NY) < min{sup X,supY}. A desigualdade para o in-
fimo é anéaloga.

Por fim, suponha que inf X > 0. Para todo = € X, temos = > inf X > 0,
logo
o<t L
xr — inf X
Portanto 1/X é limitado superiormente. A igualdade para o supremo
segue da caracterizacao aproximativa do infimo: para todo £ > 0,
existe » € X suficientemente proximo de inf X de modo que 1/z fica
arbitrariamente préximo de 1/inf X. A igualdade para o infimo é anéa-

loga. O

1.57 Notacao (Supremo e infimo de uma funcao). Se X £ g e
f: X — R é limitada, definimos

sup f :=sup f(X), inf f :=inf f(X).

Assim, sup f e inf f sdo, respectivamente, o supremo e o infimo do
conjunto de valores assumidos por f.

Ex. 1.17 — Seja X = {1/n:n € N}. Prove que inf X = 0.

Ex. 1.18 —

a) Se z < y, prove que existe pelo menos um numero real z tal
que z < z < .

b) Se z € R, prove que existem inteiros m e n tais que m < x < n.

c) Sez >0, prove que existe n € N tal que 1/n < z.

Ex. 1.19 — Sejam X C R nao vazio, limitado superiormente, e ¢ € R.
Prove que ¢ < sup X se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe z € X
tal que ¢ — ¢ < z. Enuncie e demonstre o resultado analogo para o
infimo.

Ex. 1.20 — SejaI=[0,1). Prove que sup! = 1.

Propriedades do supremo e do infimo
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Ex. 1.21 — Sejam A C B conjuntos nao vazios e limitados de nime-
ros reais. Prove que

inf B<inf A <supA <supB.

Ex. 1.22 — Dado A C R nao vazio e limitado inferiormente, seja
—A ={-z:12 € A}. Prove que —A é limitado superiormente e que
sup(—A) = —inf A.

Ex. 1.23 — Seja A C R nao vazio e limitado. Dado ¢ > 0, seja cA =
{cz : z € A}. Prove que cA é limitado e que

sup(cA) = csup A, inf(cA) = cinf A.

Enuncie e demonstre o que ocorre quando c < 0.

Ex. 1.24 — Sejam f,g: X — R fungodes limitadas.

a) Prove que a soma de duas fungdes limitadas f,g : X — R é
limitada.

b) Mostre que (f + g)(X) C f(X) + g(X).

c) Conclua que sup(f+g) <sup f+supg e que inf(f+g) > inf f+inf g.

d) Considerando f,g : [-1,1] — R, definidas por f(z) = x e g(x) =
—z, mostre que as desigualdades anteriores podem ser estri-
tas.

Ex. 1.25 — Sejam A e B conjuntos de nimeros reais nao negativos.
Defina
AB={zy:x € A, y € B}.

Prove que, se A e B sao limitados, entdo AB é limitado e

sup(AB) = sup A sup B, inf(AB) = inf A inf B.

1.10 Valor absoluto de um numero
real

O valor absoluto mede a distdncia de um ntimero real a origem. For-
malmente, temos a seguinte definigao.
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1.58 Definicao. O valor absoluto de um nimero real z, tam-
bém chamado de médulo de z, é denotado por |z| e dado por

x, sex >0,
|| :=
-z, sez<O0.

Essa definicdo exige atencao ao sinal da quantidade que aparece den-
tro do modulo. Por exemplo, |x| = » apenas quando = > 0, enquanto
|z| = —z quando z < 0.

1.59 Proposicao. Sejam z e y numeros reais quaisquer, en-

tao:
1. |z| >0
2. |z| = Va?
3. jz|=0<2=0
4 =2 =zl
5. —|z| <z < |z
6. [zy| = |yl

1.60 Teorema. Se a > 0, entdao
1. |z| < a se e somente se —a <z < g;

2. |z| > a se e somente se z < —a ou z > a.

Demonstragdo. Para o primeiro item, suponha inicialmente que |z| <
a. Como sempre vale —|z| < x < |z|, obtemos —a < = < a. Reciproca-
mente, se —a < z < a, entdo, quando = > 0, temos |z| = x < a; quando
x <0, temos |z| = —x < a. Logo |z| < a.

Para o segundo item, se |z| > a, entdo, caso = > 0, temos z = |z| > «a;
caso x < 0, temos —z = |z| > a, isto é, x < —a. A reciproca é imediata:
sexr >aouzx< —a, entdo |z| > a. O

1.61 Teorema. Para x e y nimeros reais arbitrarios tem-se

|z +y| < |=| + |y

1.62 Observacao. Essa propriedade é conhecida como desigual-
dade triangular. Em sua forma geométrica, ela afirma que o compri-
mento de um lado de um tridangulo ndo excede a soma dos compri-
mentos dos outros dois.

Valor absoluto de um nimero real
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Demonstragdo. Somando as desigualdades —|z| <z < |z| e —|y| <y <
ly| obtemos

—(lz[ +ly) <z +y < |z| + |yl

e pelo Teorema 1.60, concluimos que |z + y| < |z| + |y|. Se fizermos
r=a—cey=c—b, entdo r+y = a — b e a desigualdade triangular
segue:

la — bl <la—c|+|b—¢.

O

Por inducdao matematica, podemos generalizar a desigualdade trian-
gular do modo seguinte:

1.63 Teorema. Para quaisquer numeros reais a,...,a,, tem-
-se

n n
doa| <D lagl.
j=1 j=1

Demonstragdo. Para n 1, a desigualdade é imediata. Para n =
2, ela é a desigualdade triangular. Suponha que o resultado seja
verdadeiro para n termos. Entao, para ai,...,a,,a,+1 € R, temos

n+1 n

n n
> ai| =Y aj+ania| <D ag| +lantal < lagl+ lantal-
j=1 j=1 j=1 j=1

Logo,
n+1 n+1
D ail <> ayl.
j=1 Jj=1
O resultado segue por inducao. O

1.64 Teorema. ||z|— |y|| < |z —y|

Ex. 1.26 — Demonstre as seguintes propriedades do mdédulo;
a) [—z|=|z|
b) [z —yl=ly—a
C) |z|=cex=+c
d) |z-yl=I|z]ly|
e) ‘xQ‘ = g2
f) Sec>0entdo z|<ce —c<z<ec

g) —lz[ <z <zl
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h) |z +y| <|z|+ |y| (Desigualdade Triangular)

) lz| =yl < fz =yl

Ex. 1.27 — Discuta se vale ou nao a seguinte desigualdade (para
um numero real arbitrario x):

—r<|z| <z

Ex. 1.28 — (Nao existéncia de Infinitesimais) Mostre que se
|z — a| < ¢ para todo ¢ entdo z = a.

1.11 Introducao a topologia da reta

A ordem e o valor absoluto permitem agora descrever a topologia
usual da reta: intervalos, vizinhancas, conjuntos abertos e fechados,
fronteira, pontos de acumulacao e fecho. Essa linguagem serd usada
no estudo de sequéncias e de fungdes reais de uma variavel.?

A topologia usual da reta é descrita a partir da distancia entre dois
numeros reais z e y, dada por

d(x,y) = |z —yl.

d(.’L’,y) = |.’L' - y|

¢
®
=

Vista na reta real, essa distadncia corresponde ao comprimento do
segmento cujos extremos tém abscissas z e .

Dados a < b, os intervalos de extremos a e b sao:

* (a,b) ={r €eR|a <z < b} (intervalo aberto)
* [a,b] ={r € R|a <2 <b} (intervalo fechado)
* [a,b) ={z eR|a<z<b}

* (a,b)={reR|a<z<b}

A medida de um intervalo de extremos a € b € |a — b|, isto é, o compri-
mento do segmento correspondente na reta real.

2A topologia é uma area ampla da matemaética, dedicada ao estudo de propriedades
preservadas por fungdes continuas em contextos muito mais gerais. Aqui trataremos
apenas da topologia usual da reta real.

Introducgdo a topologia da reta
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a b a b
o 1=K
(a) Intervalo aberto (a,b) (b) Intervalo fechado |[a, b]
Figura 1.3

Representacao geométrica de intervalos na reta real.

Sobre notagdo. Alguns textos escrevem |a,b[ para o intervalo que
aqui denotamos por (a,b). Adotaremos apenas a notacao com parén-
teses.

Usaremos também a notagdo de intervalo para semi-retas. Dado a ¢
R, escrevemos

* (a,+x):={z €R|z>a}

Nao se usa colchete no extremo infinito, pois nem —oco nem +oco sao
numeros reais. Por simplicidade, também chamaremos essas semi-
-retas de intervalos.

Uma notagao particularmente util é a de intervalo centrado. Dado
a € Ree >0, definimos a vizinhanca bésica de centro a e raio ¢ por

Ve(a) = (a—e,a+¢).

Temos = € V.(a) se, e somente se, |z —a| < e. Em geral, chamaremos
V C R de vizinhanca de a se existir ¢ > 0 tal que V.(a) C V. Desse
modo, os intervalos V.(a) sdo as vizinhangas bésicas, em acordo com
a definicdo usada depois em espagos métricos.

Dado S C R, as nogdes de ponto interior e ponto de fronteira tornam
precisa a distingao entre estar dentro de S, estar fora de S ou estar
na regiao em que S e seu complementar se acumulam.

Ponto de Fronteira Ponto Interior
// \\ // \\
! il ! il
.\ B /’ l\ a /’ R
\ 7 \ 7/
ACR

1.65 Definicao. Seja S um subconjunto de R.

* Um ponto z € R é um ponto interior de S se existir uma
vizinhanca V de x tal que V C S.

* Se para toda vizinhanca V de z, temos que VNS # @ eV N
(R\ S) # @, entdo x é chamado de ponto de fronteira de S.

Introducgdo a topologia da reta
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O conjunto de todos os pontos interiores de S é denotado por int .S,
e o conjunto de todos os pontos de fronteira de S é denotado por
fr S.

1.66 Proposicao. Seja S um subconjunto de R. Entdo
o frS = fr(S°).

* Para todo ponto z € R temos que z pertence a um e somente
um dos seguintes conjuntos: int .S, fr S ou int(S5¢).

Demonstracdo. A condicao que define um ponto de fronteira é simé-
trica em S e S¢, pois (5°)¢ = S; logo fr S = {r(5°).

Fixe 2 € R. Se alguma vizinhanga de 2 estd contida em S, entdo x €
int S. Se alguma esta contida em S¢, entao z € int(5¢). Se nenhuma
dessas alternativas ocorre, toda vizinhanca de x encontra S e S¢, e
portanto x € fr S. As trés possibilidades sdo mutuamente exclusivas.

O

Com essa linguagem, podemos definir conjuntos abertos e fechados.
Seja A ¢ R. Dizemos que A é aberto quando todo ponto z € A é
centro de um intervalo contido em A. Equivalentemente, pontos su-
ficientemente proximos de um ponto de A ainda pertencem a A.

1.67 Definicao. Dizemos que A é aberto se, para todo z € A4,
temos z ¢ int A. Equivalentemente, A é aberto se, para todo z € A4,
existe e > 0 tal que (z — e,z +¢) C A.

Por outro lado, um conjunto B C R é fechado quando seu complemen-
tar em R é aberto.

1.68 Definicao. Dizemos que B C R é fechado se R\ B é aberto.

As seguintes caracterizacOes relacionam abertura, fechamento e
fronteira:

1.69 Teorema. Seja S CR.
1. Se frS C S, entdo S é fechado.
2. SefrSCR\ S, entao S é aberto.

Demonstracdo. Se frS C S, nenhum ponto de S¢ pertence a fronteira.
Pela decomposicdo anterior, todo ponto de S¢ pertence a int(5¢); logo
S¢ é aberto e S é fechado.

Se fr S C S¢ nenhum ponto de S pertence a fronteira. Novamente

Introducgdo a topologia da reta
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pela decomposicao anterior, todo ponto de S pertence a int S, e por-
tanto S é aberto. O

A B

w I w w R
. ANB
Conjuntos A e B abertos

Intersecdo AN B é aberta

1.70 Teorema.

1. A uniao de qualquer colecdao de conjuntos abertos é um
conjunto aberto.

2. A intersecdo de qualquer colecao finita de conjuntos aber-
tos € um conjunto aberto.

Demonstracgdo.

Demonstracao de 1. Seja .4 uma colegao arbitraria de conjuntos aber-
tosesejaS=J{U:U € A}. Sex € S, entdo z € U para algum U € A.
Como U ¢é aberto, existe uma vizinhanga V de z tal que V C U. Como
U C S, temos V C S. Logo, = é ponto interior de S, e portanto S é
aberto.

Demonstragao de 2. Sejam Uy,...,U, conjuntos abertos e seja T' =
N:_, U;. Se T = @, nada ha a provar. Caso contrario, tome z € 7. Para
cada i, como U; é aberto, existe ¢; > 0 tal que V., (z) C U;. Tomando
e = min{eq,...,&,}, temos V.(z) C T. Logo T é aberto.

1.71 Exemplos.

1. Qualquer intervalo aberto (a,b) € um conjunto aberto. De fato,
dado qualquer z € (a,b), tomando » como sendo a menor das
distancias |z — a| e |z — b|, resulta que (z —r,z +r) C (a,b).

2. Qualquer intervalo do tipo (—o0,a) ou (a,+o00) é aberto. De fato,
dado qualquer » em uma dessas semi-retas, tomando r = |z —al,
resulta que (x — r,x + r) esta contido na semi-reta considerada.

3. Qualquer intervalo fechado [a, b] € um conjunto fechado. De fato,
seu complementar é (—oo,a)U (b, +00), que é aberto (pois é unido
de dois conjuntos abertos).

4. Qualquer intervalo do tipo (—oo,a] ou [a,+oc0) é fechado, pois
seus complementares sao semi-retas abertas.

5. O conjunto R é aberto.
6. O conjunto R\ Z é aberto, pois R\ Z = |J,,c,(m,m +1).

7. O conjunto dos niumeros inteiros Z é fechado pois seu comple-
mentar é aberto.

Introducgdo a topologia da reta
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8. Um intervalo do tipo [a,b) ndo é nem aberto, nem fechado. De
fato, nenhum intervalo centrado em a esta contido em [a, b) (des-
cartando que este seja aberto) e nenhum intervalo centrado em
b estd contido no complementar de [a,b) (descartando que [a,b)
seja fechado).

9. De modo andlogo, um intervalo do tipo (a,b] ndo € nem aberto,
nem fechado.

Os dois ultimos exemplos mostram que “aberto” e “fechado” nao sao
conceitos opostos: um conjunto pode nao ser aberto nem fechado.

Observagdo. O conjunto vazio é aberto por vacuidade. Consequente-
mente, seu complementar, R, é fechado. Como R também é aberto,
seu complementar, @, também é fechado. Mais adiante, poderemos
mostrar que, na reta real, esses sao os Unicos conjuntos simultanea-
mente abertos e fechados.

Ponto de afdmulagéo

Vizinhanca de p

1.72 Teorema. Para qualquer conjunto S C R, o interior int S
¢é aberto e é o maior conjunto aberto contido em S. Equivalen-
temente,

int S = | J{U € §: U é aberto}.

Demonstragdo. Seja
V= J{U € 5:U é aberto}.

Como uniao de abertos, V é aberto, e claramente VV C S. Além disso,
todo aberto U C S esta contido em V, de modo que V é o maior aberto
contido em S.

Se r € V, existe um aberto U com =z € U C S; portanto = € intS.
Reciprocamente, se z € int S, existe um aberto U tal que z € U C S,
logo z € V. Assim, V =int S. O

1.73 Definicao (Ponto de acumulacao). Seja A C R e seja
zo € R. Dizemos que z;, ¢ um ponto de acumulacao de A se,
para todo § > 0, existe xz € A, com x # =x¢, tal que |z — zg| < 4.

O conjunto de todos os pontos de acumulacdo de A é denotado
por A'. Sexz e Aex ¢ A, entdao » é chamado de ponto isolado de
Al

2Um conjunto é dito discreto se todos os seus pontos sdo isolados, isto €, se em
torno de cada ponto do conjunto existe uma vizinhanca que ndo contém nenhum

Introducgdo a topologia da reta
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outro ponto do conjunto.

Um ponto de acumulagdo de A também é chamado de ponto limite
de A. Ele pode pertencer ou nao ao proprio conjunto A.

(a) Se A=(0,1], entao A’ =10, 1].
(b) Se A={1/n:n e N}, entdao A" = {0}.

(c) Se A = N, entao A’ = @. Assim, N consiste inteiramente de
pontos isolados.

(d) Se A é finito, entdo A’ = @.

1.74 Definicao. Dado A C R, o fecho de 4, denotado porclA4, é
definido por
clA=AUA,

onde A’ é o conjunto dos pontos de acumulagdo de A.

1.75 Proposicao. Seja A C R. Entdo:

a. A éfechado se e somente se contém todos os seus pontos de
acumulacao.

b. clA é fechado.
c. A éfechado se e somente se A = cl A.

d. clA=AUfrA.

Demonstracdo. Provemos o primeiro item. Suponha que A seja fe-
chado e seja x um ponto de acumulacao de A. Se x ¢ A, entao z € R\ A.
Como R\ A é aberto, existe uma vizinhanca de x» contida em R\ A4,
contradizendo o fato de que = é ponto de acumulagao de A. Logo
r € A.

Reciprocamente, suponha que A contenha todos os seus pontos de
acumulacao. Se y € R\ 4, entdo y ndo é ponto de acumulacao de
A. Portanto, existe uma vizinhanca de y que nao intersecta 4, isto é,
uma vizinhanga contida em R\ A. Assim, R\ 4 é aberto, e 4 é fechado.

Para o segundo item, seja z ¢ AU A’. Como z ¢ A’, existe uma vizi-
nhanca bésica V de x disjunta de A. Uma vizinhanca bésica menor
W, cujo fecho esteja contido em V, ndo contém pontos de acumula-
cao de A. Logo Wn(AUA') = &, e o complemento de AU A’ é aberto.
Portanto, cl A é fechado.

O terceiro item segue do primeiro: A é fechado se e somente se
A’ C A, isto é, se e somente se A = AU A’ = cl A. Finalmente, se x €
A"\ A, toda vizinhanca de = encontra 4 e também contém x € A¢, logo
x € fr A. Reciprocamente, se r € fr A, entao =z € A ou toda vizinhanca
de x contém um ponto de A distinto de z; assim z € Au A’. Portanto,
clA=AUfrA. O

Introducgdo a topologia da reta
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1.11.1 Densidade dos racionais e irracio-
nais

Os elementos de R\Q s@o chamados de nimeros irracionais. Ja vimos
um exemplo fundamental: /2.

Mostraremos agora que tanto os racionais quanto 0s irracionais apa-
recem em todo intervalo real.

1.76 Definicao. Um conjunto X C R é dito denso em R quando
todo intervalo aberto (a,b) contém pelo menos um ponto de X.

Conjunto denso na reta real

VA AY
\ 7

Equivalentemente, X é denso em R se, para quaisquer a < b, existe
rz e X tal que a <z < b.

Por exemplo, seja X = R\ Z, o conjunto dos nimeros reais que nao
sdo inteiros. Este conjunto é denso em R porque, para qualquer inter-
valo (a,b), existem infinitos numeros reais, enquanto ha no maximo
um numero finito de inteiros » tal que « < n < b. Assim, qualquer
intervalo (a,b) contém elementos de X (ou seja, nimeros reais nao
inteiros).

1.77 Teorema. Os conjuntos Q dos nimeros racionais e R\ Q
dos numeros irracionais sdo ambos densos em R.

Demonstragdo. Considere um intervalo aberto (a,b) C R.

Primeiro mostraremos que o intervalo contém um racional. Escolha
p € N tal que 1/p < b — a. Pela propriedade arquimediana, o conjunto

M={meZ:m/p>b}

€ ndo vazio. Ele é limitado inferiormente em Z; apds translada-lo
por um inteiro suficientemente grande, o Principio da Boa Ordem
garante que M possui um menor elemento, que denotaremos por my.

Entdo (mo —1)/p < b. Além disso, se tivéssemos (mg — 1)/p < a, entao
-1 1
@:moi+,<a+(b,a):b’
p p p

contradicdo. Logo
mo — 1
p
e encontramos um racional em (a,b).

a <

<D,

Para obter um irracional, escolha n € N tal que v/2/n < b—a. Pelo que
acabamos de provar, existe ¢ € Q tal que

V2 V2

a——<qg<b——.
n n
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Entédo ¢ + v2/n € (a,b). Esse nimero é irracional, pois, se fosse ra-
cional, entdo v/2/n = (¢ + v/2/n) — ¢ seria racional, o que implicaria
V2 € Q, contradigédo. O

Assim, racionais e irracionais sdao ambos onipresentes na reta real,
no sentido de que todo intervalo aberto contém elementos dos dois
tipos.

X
—A I [ I —
Il IQ Iﬁ; ]R

Intersecao: I)1 NI, N I3

Principio dos Intervalos Encaixantes

1.78 Teorema (Principio dos Intervalos Encaixantes).
Sejal; DI, D>---D I, D...uma sequéncia decrescente de inter-
valos limitados e fechados com I,, = [a,, b,,]. A intersegdo ("~ I,
nao é vazia, ou seja, existe pelo menos um nimero real z tal que
x € I, para todo n € N. Mais precisamente, se a = sup{a,, : n € N}
e b =inf{b, : n € N}, entdo a < b e a intersecao é exatamente [a, b].

Demonstragdo. Para n € N, temos I,,.; C I,,, 0 que implica que a, <
pi1 < bpy1 < b,. Assim, podemos escrever:

@ <a3<-<ap < <by < <by <

Denote por A = {a, : n € N} 0 conjunto dos extremos inferiores e por
B = {b, : n € N} o conjunto dos extremos superiores. O conjunto A é
limitado superiormente por cada b,,, e B ¢ limitado inferiormente por
cada a,. Sejam a = sup A e b = inf B. Como cada b, é cota superior de
A, temos a < b, para todo n. Assim, a é cota inferior de B, e portanto
a < b. Consequentemente,

i <ay<-<ap<--<a<b<--<b, <---<by<by.

Concluimos que [a,b] C I,, para todo n, logo [a,b] € N2, I,,. Além disso,
nenhum z < a pertence a todos os intervalos: como a = sup A, existe
n tal que r < a,, e entdo = ¢ I,. Da mesma forma, se y > b, entao
y > b, para algum m, de onde y ¢ I,,. Portanto, (2, I, = [a, b]. O

n=1

Usaremos o Teorema 1.78 para provar que o conjunto dos nimeros
reais ndo é enumeravel.

1.79 Teorema. O conjunto R dos nimeros reais € nao enume-
ravel.

Densidade dos racionais e irracionais
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Demonstragdo. Seja I = [a,b] um intervalo fechado e limitado com
a < b, e seja ro um niumero real qualquer. Existe um intervalo fechado
e limitado J = [¢,d], com ¢ < d, tal que x¢ ¢ J e J C I. Essa afirmacao
é direta.

Usaremos essa propriedade repetidamente para demonstrar que,
dado um subconjunto enumeravel X = {x1,2,...,2,,...} C R, pode-
mos sempre encontrar um numero real z ¢ X.

Inicialmente, seja I; um intervalo fechado e ndo degenerado tal que
xz1 ¢ I;. Em seguida, escolhemos I, um intervalo do mesmo tipo,
com z, ¢ I, e I, C I;. Continuamos esse processo indutivamente.
Suponhamos que tenhamos obtido I; > I, > --- D I,,, todos intervalos
fechados e nao degenerados, com z; ¢ I; para 1 < i < n. Podemos
entao construir 7,,,; C I, de modo que z, 11 & I,,11.

Assim, obtemos uma sequéncia decrescente de intervalos limitados
e fechados I, > I, D --- > I, D .... De acordo com o Teorema 1.78,
existe pelo menos um numero real = que pertence a todos os inter-
valos I,. Como z; ¢ I; para todo i, concluimos que z ndo é igual
a nenhum dos z,,. Portanto, nenhum conjunto enumeravel X pode
conter todos os nimeros reais. O

1.80 Corolario. Todo intervalo nao degenerado de numeros
reais € ndo enumeravel.

Demonstragdo. De fato, consideremos a funcao f : (0,1) — (a,b) defi-
nida por f(x) = (b—a)z+a, que é uma bijecdo entre o intervalo aberto
(0,1) e um intervalo aberto arbitrario (a,b). Basta, portanto, provar
que (0,1) nao é enumeravel.

Contudo, isso implicaria que

R=2ZU U(n,n+1)
nez

seria enumeravel: Z é enumeravel, cada intervalo (n,n+ 1) seria enu-
meravel e uma unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é enu-
meréavel. Isso contradiz o Teorema 1.79. Logo todo intervalo aberto
ndo degenerado € nao enumeravel. Como qualquer intervalo ndo de-
generado contém um intervalo aberto nao degenerado, o resultado
vale para todos os tipos de intervalo. O

1.81 Corolario. O conjunto dos numeros irracionais nao é
enumeravel.

Densidade dos racionais e irracionais
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Demonstragdo. De fato, temos R = QU (R\ Q). Sabemos que Q é enu-
meravel. Se R\ Q também fosse enumeravel, entdao R seria enume-
ravel, pois seria a unido de dois conjuntos enumeraveis. No entanto,
isso contraria o que provamos no Teorema 1.79. O

Ex. 1.29 — Dado um numero natural p > 1, prove que 0s nimeros
racionais da forma = onde m € Z e n € N constituem um subconjunto
denso em R.

Ex. 1.30 — Se « < b, mostre que existem infinitos nimeros racio-
nais entre a e b.

Ex. 1.31 — Prove ou forneca um contraexemplo: Se um conjunto S
possui um maximo e um minimo, entdo S é um conjunto fechado.

Ex. 1.32 — Seja A um subconjunto nao vazio e aberto de R e seja Q
o conjunto dos nimeros racionais. Prove que ANQ # &.
Ex. 1.33 — Sejam S e T subconjuntos de R. Prove o seguinte:

a) intS é um conjunto aberto.

b) int(int S) = int S.

c) int(SNT)=(intS)N (intT).

d) (intS)U(int7) Cint(SUT).

e) Encontre um exemplo que mostre que a igualdade nao precisa
valer no item anterior.

*t* Ex, 1.34 — [Corte de Dedekind] Este exercicio antecipa o ca-
pitulo sobre a construcdao dos reais. Um par ordenado (A, B), em
que A e B sao subconjuntos nado vazios de Q, A nao possui elemento
maximo, AU B = Q e, para quaisquer x € Ae y € B, tem-se z < y,
é chamado de corte de Dedekind. O Capitulo 3 adota a convencgao
equivalente dos cortes superiores: nele, o conjunto principal é (B),
fechado para cima e sem elemento minimo.

a) Prove que, num corte de Dedekind ( A, B ), vale sup A = inf B.
b) Seja D o conjunto dos cortes de Dedekind. Prove que existe

uma bijecao f: D — R.

Ex. 1.35 — Se A é aberto e B é fechado, prove que A\ B é aberto e
B\ A é fechado.

Densidade dos racionais e irracionais
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Ex. 1.36 — Prove o seguinte:

a) Um ponto de acumulagdo de um conjunto S é um ponto interior
de S ou um ponto de fronteira de S.

b) Um ponto de fronteira de um conjunto S é um ponto de acumu-
lacao de S ou um ponto isolado de S.

Ex. 1.37 — Prove que se x é um ponto isolado de um conjunto S,
entao z € fr S.

Ex. 1.38 — Prove: (clS)\ (int.S) =fr S.

Ex. 1.39 — Seja S um conjunto infinito e limitado e seja z = sup S.
Prove: Se x ¢ S, entao z € 5'.

Ex. 1.40 — Prove: Se z ¢ um ponto de acumulacao do conjunto S,
entao todo entorno de x contém infinitos pontos de S.

Ex. 1.41 —
a) Prove: frS = (c1S)N[c(R\ S)].
b) Prove: fr S é um conjunto fechado.

c) Prove: S’ é um conjunto fechado.

Ex. 1.42 — Suponha que S seja um conjunto nao vazio e limitado, e
seja m = sup S. Prove ou forneca um contraexemplo: m € um ponto
de fronteira de S.

Ex. 1.43 — Sejam S e T subconjuntos de R. Prove o seguinte:
a) cl(clS)=clS.
b) c(SUT) = (clS)U(clT).
c) c(SNT)C(clS)N(clT).
d) Encontre um exemplo que mostre que a igualdade nao precisa

valer no item anterior.

Ex. 1.44 — Para qualquer conjunto S C R, seja S a intersecgdo de
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todos os conjuntos fechados que contém S.
a) Prove que S é um conjunto fechado.

b) Prove que S é o menor conjunto fechado que contém S. Ou
seja, mostre que S C S, e se C é qualquer conjunto fechado
que contém S, entdo S C C.

c) Prove que S =clS.

d) Se S é limitado, prove que S é limitado.

Ex. 1.45 — Dé exemplo de uma sequéncia decrescente de interva-
los fechados (ilimitados) cuja intersecao seja vazia e de uma sequén-
cia decrescente de intervalos (abertos) limitados cuja intersecao seja
vazia.

1.12 Potenciacao de numeros reais

A potenciacao comecga com expoentes naturais. Se m € N, definimos

a"=a-a---a.
———

m fatores

Essa operacgdo esta definida para todo a € R. Quando « # 0, estende-
mos a definicao aos inteiros negativos por

1
a_m:—m, m € N.
a

Por convencéo, definimos ainda «° = 1 para todo a # 0. O simbolo 0°
permanecera indefinido.

1.82 Proposicao (Lei dos expoentes). Sejam a € R\ {0} e
m,n € Z. Entao:

1. a™t" = g™a".
2. a™ = (a™)".
3. Se n < m, entao

a <a™, sea>1,
a>am, sel<a<l.

As demonstracoes seguem das definigdes e das propriedades algébri-
cas da multiplicacdo. No caso de expoentes negativos, usa-se tam-
bém a unicidade do inverso multiplicativo.
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Poténcia com expoente racional Para definir poténcias com ex-
poente racional, comegamos pelas raizes. Se a > 0 e n € N, definimos
a'/™ como o unico numero real positivo b tal que

b" = a.

Esse numero também é denotado por {/a. A existéncia e a unicidade
de b seguem do mesmo argumento usado para a raiz quadrada, subs-
tituindo 22 por z™.

Se ¢ € Q, escrevemos ¢ =m/n, com m € Z e n € N, e definimos
m
al = (al/") , a > 0.

E necessario verificar que essa definicdo ndo depende da represen-
tacao escolhida para ¢. Essa verificacao é algébrica e sera deixada
ao leitor.

1.83 Proposicao (Leis dos expoentes racionais). Sejam
a,b>0e z,yc Q. Entdo:

1. a®tY = a%a¥.
2. (a®)¥ = a™.
3. Se z < y, entdo

a® <a¥, sea>1,
a®*>a¥, sel<a<l.

4. Se r <0<y, entdo

a*<a’=1<a¥, sea>1,
a*>a’=1>a¥, sel<a<l.

5. a”b® = (ab)*.
6. Se 0 < a < b, entao

a® < b, sex >0,
a® > b", sex <O.

Demonstracdo. Provaremos apenas dois itens representativos. Os
demais seguem por argumentos semelhantes, usando a definicdo de
poténcia racional, a unicidade da raiz n-ésima positiva e as leis dos
expoentes inteiros.

Provemos o primeiro item. Escreva = = p/qge y =r/s, com p,r € Z €

¢,s € N. Entao
ps+rq

qs
Pela definigcdo de poténcia racional e pelas leis dos expoentes intei-

Iros, .
4 (al/(qs>)p5+’"q _ (a1/<qs>>ps (al/@s))“{

Tr+y=

Potenciacdo de niUmeros reais
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Como (a!/(@))" = a'/9 e (a/(@))? = 4!/, obtemos

<a1/<qs>>”s - (al/q)” _—

(al/(qs))rq _ (a1/s)T — /s

e, analogamente,

Portanto a**t¥ = a®a?.

Provemos agora o quinto item. Escreva 2 = m/n, com m € Z e n € N.
Como a'/" e b'/" sdo positivos, temos

(at/mptm)" = (o) (17)" = ab.
Pela unicidade da raiz n-ésima positiva,
(ab)/™ = at/mpt/m,
Assim,
(ab)® = ((ab)l/”)m - (al/"bl/")m - (al/”)m (bl/")m —

Logo a*b” = (ab)*. O

Poténcia com expoente real Para estender a poténcia a expoen-
tes reais, usamos a densidade dos racionais e a completude de R.
Sejaa > 0esejazeR.

Se a > 1, definimos

a® =sup{a?:qeQeq<uz}
Se 0 < a < 1, definimos

a” =inf{a?: ¢ Qe q <z}
No caso a = 1, ambas as definicoes dao 1* = 1.

Com essa definicao, a operacgao «” fica definida para toda base posi-
tiva a e todo expoente real z. As leis usuais continuam validas.

1.84 Proposicao (Compatibilidade da poténcia com su-
premos e infimos racionais). Seja a > 1.

1. Se E c Q é ndo vazio e limitado superiormente, entdo

sup{a” :r € B} = a®"PF,

2. Se E C Q é ndo vazio e limitado inferiormente, entdo

inf{a" :r € E} = a™?F.

48



Analise Real / NUmeros reais

Demonstracdo. Usaremos duas consequéncias elementares da defi-
nicao de poténcia real: para todo u € R,

a" =sup{a?:qeQ, g <u} e a“ =inf{a?:q€Q, u<q}.

A primeira igualdade é imediata quando v ¢ Q. Quando « € Q, seja
L =sup{a?:q € Q, ¢ <u}. Temos L < a*. Por outro lado, a*~'/" < L
paratodon €N, e

at — au—l/n _ au(l _ a—l/n,) < au(al/n _ 1>.

Como a = (a'/™)", a desigualdade de Bernoulli fornece a'/" — 1 <
(a — 1)/n. Logo a* — L < a“(a — 1)/n para todo n, e a propriedade
arquimediana implica ¢ < L. Portanto L = a"“. A segunda igualdade
€ andloga, aproximando u por racionais maiores.

Provemos agora o primeiro item. Seja o = sup F. Como r < « para
todo r € £, a monotonicidade da poténcia racional implica a" < a®.
Logo sup{a” : r € E} < a®. Para a desigualdade contrdria, tome ¢ € Q
com ¢ < «. Como ¢ nado é cota superior de £, existe r € £ tal que ¢ < r.
Entao a? < a” < sup{a®: s € E}. Assim, sup{a® : s € F} é cota superior
de {a?:q € Q, q < a}. Pela caracterizacao inicial, a® < sup{a®: s € E},
e obtemos
sup{a” : 7 € B} = a® = a™PF.

O segundo item é semelhante. Seja 8 = inf E. Como 8 < r para todo
r € E, temos ¢’ < a”, de modo que «” é cota inferior de {a" : r € E}.
Assim, ¢® < inf{a" : r € E}. Para a desigualdade oposta, tome ¢ € Q
com 3 < q. Como ¢ ndo é cota inferior de £, existe r € E tal que r < q.
Entao a" < a%, e portanto inf{a® : s € F} < a4. Como isso vale para
todo racional ¢ > 3, a segunda caracterizacao inicial fornece

inf{a" :r € E} = a’ = a™¥,

1.85 Proposicao (Leis dos expoentes reais). Dados a,b > 0
e z,y € R, valem:

1. a®t¥ = a%a¥.
2. (a®)¥ = a™.
3. (ab)® = a™b*.

x

4. gvv =2
ay

5 (5) =5

Demonstracdo. Provaremos os dois primeiros itens; os demais serao
deixados como exercicio. O caso a = 1 é imediato. Suponhamos
inicialmente que a > 1.

Para o primeiro item, defina R, = {re Q:r <z} e R, ={se€Q:s <y}.
Pela definicdo de poténcia real, a® = sup{a” : r € R,} € a¥ = sup{a® : s €

Potenciacdo de niUmeros reais
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R,}. Como todos os numeros envolvidos sao positivos, a propriedade
do supremo do produto da

a®a¥ =sup{a"a’®:r € R,, s € R,}.

Pelas leis dos expoentes racionais, a"a® = a"*4. Além disso, R, + R, =
{r+s:r € R;, s € R,} tem supremo z + y. De fato, x + y € cota
superior; e, se t < x + y, a densidade de Q permite escolher r € Q
comt—y<r<ze, emseguida, sc Qcomt—r < s <y, de modo que
t < r + s. Pela compatibilidade da poténcia com supremos racionais,
segue que a®a¥ = a® Y.

Passemos ao segundo item. Primeiro observamos que, para todo
q € Q, vale (a”)? = a*?. Escreva ¢ = m/n, com m € Z e n € N. Pelo
item ja provado, (a*/")" = a®*. Como a*/" > 0, a unicidade da raiz
n-ésima positiva implica (a*)!/" = a*/™. Elevando ambos os membros
a poténcia inteira m, obtemos (a*)™/™ = a*™/™,

Fixe agora y € R. Se z > 0, entdo «* > 1. Pela definicao de poténcia
real aplicada a base a” e pelo caso racional recém-provado,

(a®)Y =sup{(a®)?:q€Q, ¢ <y} =sup{a™ :q€Q, ¢ <y}

Como z > 0, o conjunto {zq: ¢ € Q, ¢ <y} tem supremo zy. Logo, pela
compatibilidade com supremos racionais, (a*)?¥ = a*¥.

Sexz=0,entdo ()Y =1y =1=0a". Sexz <0, entdo 0 <a” <1, ea

definicao de poténcia real para bases entre 0 e 1, juntamente com o
caso racional, d&

(a%)’ = inf{(a*)?:q € Q, ¢ <y} =inf{a™ :q € Q, ¢ <y}

Como z < 0, o conjunto {zq : ¢ € Q, ¢ < y} tem infimo zy. Pela
compatibilidade com infimos racionais, obtemos (a®)¥ = a*¥. Assim,
os dois primeiros itens estdo provados para a > 1.

Por fim, se 0 < a < 1, ponha ¢ = 1/a. Entdo ¢ > 1 e, pela definicao,
a' = ¢! para todo ¢t € R. Aplicando os casos ja provados a base ¢,
temos a*tY = ¢~ = 7TV = g%a¥ e (a®)Y = (cP)Y = ¢ = ™.
Portanto os dois primeiros itens valem para todo a > 0. O

Ex. 1.46 — Prove, para z e y racionais, as seguintes propriedades:
a) oY =a%aY.
b) (a®)¥ = a"v.

c) (ab)” =a*b".

d) o v=—.

Potenciacdo de niUmeros reais

50



Analise Real / NUumeros reais Representacao decimal dos nimeros reais

*x Ex, 1.47 — Utilizando o exercicio anterior, prove as proprieda-
des acima para z e y reais.

1.13 Representacao decimal dos
numeros reais

A representacdo decimal é uma das formas mais usuais de escrever
numeros reais, mas sua interpretacdo exige algum cuidado. A nota-
¢do decimal é posicional: cada algarismo representa um multiplo de
uma poténcia de 10. A esquerda da virgula aparecem poténcias néo
negativas; a direita, poténcias negativas.

Quando apenas um numero finito de casas decimais é ndo nulo, essa
interpretagdo é direta. Expansoes decimais infinitas, por outro lado,
envolvem somas infinitas. A formulagao completa dessas somas sera
feita no estudo de séries numéricas. Ainda assim, ja podemos des-
crever a obtencao dos desenvolvimentos decimais a partir da ordem
e do axioma do supremo.

Comecemos com z > 0. Seja ag 0 maior inteiro tal que

ag < x.
Definido ag, escolhemos a; como o maior inteiro em {0,1,...,9} tal
que
ag + a <z
°T10 ="
Indutivamente, supondo definidos ag,as,...,a,_1, escolhemos a,
como 0 maior inteiro em {0,1,...,9} tal que
aq a9 Qp,
e I L
TR T/ A T
Denotemos por
ai a2 Gnp
Sp=ag+ =+ —5 + -+

10 102 107
0 n-ésimo truncamento decimal assim obtido.

Por construcao, s, < x para todo n. Além disso,

Com efeito, para n = 0, essa desigualdade afirma simplesmente que
ap < x < ag + 1. Suponha agora n > 1. Como a, é escolhido como o
maior algarismo possivel, temos

an <10"(x — 8p—1) < ap + 1.
Subtraindo «,, e dividindo por 10", obtemos
0<z-—s,<107".

Assim, os truncamentos decimais aproximam z arbitrariamente bem.
Em particular,
x = sup{s, : n > 0}.
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Os inteiros ag,ay,as,... fornecem uma representacao decimal de z,
que escrevemos simbolicamente como

Tr = ap,a102as .. ..

Dessa forma, a representacao decimal de um nimero real pode ser
entendida como o registro dos truncamentos decimais que se apro-
ximam dele pela esquerda. Se z < 0, aplica-se o procedimento a —x
e acrescenta-se o sinal negativo.

Por exemplo, para « = 1/8, obtemos
1
g = 0,125000...

Os truncamentos correspondentes sao
0, 0,1, 0,12, 0,125, 0,1250,...,

e seu supremo é 1/8.

A representagdo decimal ndo é sempre Unica. Se, no procedimento
anterior, substituirmos a condicao < z por < z, obteremos, em certos
casos, outra sequéncia de algarismos, mas com 0 mesmo Supremo.
Para = = 1/8, por exemplo, essa convencao produz

1
g = 0.124999 ..

As duas escritas representam o mesmo numero real, pois seus trun-
camentos tém o mesmo supremo.

O mesmo fenémeno explica a identidade
1=10,999999....
De fato, os truncamentos
0,9, 0,99, 0,999, 0,9999,

sdo todos menores que 1, e a diferenca entre 1 e o n-ésimo trunca-
mento é 10~". Como essas diferengas tendem a 0, o supremo desses
truncamentos é 1.

De modo geral, a ambiguidade ocorre exatamente quando uma ex-
pansdao decimal possui, a partir de certa casa, uma cauda infinita
de algarismos 9. Nesses casos, a mesma quantidade também pode
ser escrita por uma expansdo decimal que termina em zeros. Por
exemplo,

0,5000...=0,4999....

Os reais nao sao enumeraveis Para encerrar a secao, apresenta-
remos uma segunda demonstracao de que os numeros reais nao sao
enumeraveis. Provaremos, mais precisamente, que o intervalo (0,1)
nao é enumeravel.

Suponha, por absurdo, que (0,1) seja enumeravel. Entdo seus ele-
mentos poderiam ser listados na forma

T1,72,73,....
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Escolhamos, para cada r;, uma representacao decimal que nao pos-
sua cauda infinita de algarismos 9. Podemos entdo escrever

r1 = 0,a1,1a1201301 4 .. .,
rg = 0,a2,1a2202 302 4 . . .,
r3 = 0,a3,1a32033034 . - .,

ry = 0,a4,104204304 4 ...,

coma;; € {0,1,...,9}.

Construiremos um nimero r € (0, 1) que nao aparece nessa lista. Para
cada j € N, escolha
b € {1,2,...,8}

de modo que b; # a; ;. Defina
T = O,blbgbg e

Como todos os algarismos b; pertencem a {1,...,8}, temos r € (0,1),
e sua expansao decimal ndao possui cauda infinita de algarismos 9.

Além disso, r # r; para todo j. De fato, a representacao decimal es-
colhida para r difere da representagao escolhida para r; na j-ésima
casa decimal, pois b; # a;;. Como estamos usando sempre repre-
sentagOes sem cauda infinita de 9’s, essa diferenca de algarismos
implica diferencga entre os nimeros representados.

Assim, r é um elemento de (0,1) que ndo aparece na lista r1,72,73, ...
Isso contradiz a hipétese de que a lista continha todos os elementos
de (0,1). Portanto, o intervalo (0, 1) nao é enumeravel. Como (0,1) C R,
segue que R também ndo é enumeravel.

1.86 Observacao. O argumento diagonal de Cantor mostra que
nem todos os conjuntos infinitos tém a mesma cardinalidade: o in-
tervalo (0,1) ndao pode ser colocado em bijecao com N.
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Sequéncias

A nogao de limite é uma das ideias centrais da Andlise. Entre suas
primeiras manifestagoes rigorosas esta o estudo das sequéncias re-
ais, que permite tratar a aproximacgao de nimeros por meio de obje-
tos discretos e, ao mesmo tempo, introduzir os principais fen6menos
que reaparecem depois no estudo de séries, continuidade, derivagao
e espacos métricos.

Neste capitulo, estudaremos sequéncias de nimeros reais e seus li-
mites. O ponto central serd entender o que significa uma sucessao
de nimeros aproximar-se de um valor fixo, quais propriedades essa
aproximacao preserva e de que modo podemos reconhecer conver-
géncia sem conhecer previamente o limite.

Além da definicao de convergéncia, trataremos de subsequéncias,
sequéncias mondétonas, sequéncias de Cauchy e critérios de conver-
géncia. Esses resultados formam uma primeira ponte entre a com-
pletude dos nimeros reais e o comportamento assintotico de proces-
sos infinitos.

2.1 Conceitos basicos

No Capitulo 1, ao discutir definigdes recursivas, introduzimos uma
sequéncia real como uma fungéao

s:N— R.

Retomamos agora essa nogao sistematicamente. Escreveremos s, =
s(n) e denotaremos a sequéncia por (s,) ou (s,)> ;. A ordem dos
indices faz parte do objeto: duas sequéncias podem ter o mesmo
conjunto de valores e, ainda assim, serem diferentes.

Em diversas situacoes consideraremos fungoes cujo dominio nao seja
o conjunto dos naturais, mas sim um subconjunto dos inteiros da

Neste capitulo

» Conceitos basicos (p. 54)
» Convergéncia e limite
de sequéncias (p. 56)

» Sequéncias limita-

das (p. 60)

» Sequéncias crescentes
e decrescentes (p. 63)

» O numero ¢ (p. 66)

» Limites infinitos (p. 67)
» Propriedades do limite
de sequéncias (p. 70)

» Teorema do con-

fronto (p. 75)

» Subsequéncias (p. 76)
» Sequéncias de Cau-
chy (p. 79)

» Limite superior e limite
inferior (p. 82)

» Sequéncias e a topolo-
gia da reta (p. 88)

Ideia central

Convergéncia é
comportamento de

cauda. Monotonicidade,
subsequéncias, Cauchy,
limsup e liminf oferecem
maneiras complementares de
enxerga-lo.
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N 2 3 4 n
R S1 S9 S3 S4 Sn

Figura 2.1 L )
A sequéncia (s,) associa a cada natural n» um real s,.

forma {n € Z : n > k} para algum k. Essas funcdes também serdo
ditas sequéncias e para essas sequéncias usaremos a notagao (s, )2,
indicando o ponto a partir do qual a sequéncia esta definida.

Como toda funcao, uma sequéncia pode ser especificada por uma
regra explicita, por uma defini¢ao por casos ou por uma regra recur-
siva.

2.1 Exemplo (Modos de especificar uma sequéncia). As se-
quéncias
0, n par,

(=D"

ap = 3 bn - ,
n 1, n 1mpar,

sdo dadas diretamente em funcdo do indice n. J& a sequéncia (c,),
definida por

c1 = \@7 Cn+1 = V 2¢y,

¢ dada recursivamente: cada termo é determinado a partir do termo
anterior.

A ordem dos termos é parte essencial da sequéncia. Por exemplo,
as sequéncias ((—1)") e ((—1)"™!) tém a mesma imagem, o conjunto
{-1,1}, mas nao sdo a mesma sequéncia.

Como uma sequéncia € uma fungdo dos naturais nos reais, um ponto
da fungdo é um par ordenado (n,s,) comn € N e s, € R e desse modo
uma sequéncia real pode ser vista como um subconjunto do plano
cartesiano R x R.

Sn

0 -1

Figura 2.2 , N
Grafico da sequéncia (n%l)

Outra forma de representar uma sequéncia graficamente é marcar,
sobre a reta real, as imagens da sequéncia, rotuladas pelo termo
correspondente.

Conceitos basicos
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Assim, a sequéncia do exemplo anterior, dada por a, = ;’, também

pode ser representada graficamente como nas Figuras 2.2 e 2.3.

ai as as a4

04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.3
9 Gréafico de (#J

A -nn" . s
A sequéncia ¢, = ( \f) ilustra um comportamento oscilatério com
n
amplitude decrescente. Para indices pares, seus pontos pertencem
ao grafico de x — 1/ /z; para indices impares, pertencem ao grafico
de z — —1/y/z. Assim, o grafico dessa sequéncia pode ser represen-

tado como na Figura 2.4.

—4 L

Figura 2.4 , (—1)"
Grafico de < NG >

2.2 Convergéncia e limite de se-
quéncias

O conceito de limite ocupa posicao central na Andlise. Comegaremos
pelo caso mais simples: o limite de sequéncias reais.

Historicamente, a ideia de limite apareceu de modo gradual. Ela
estd presente, ainda de forma intuitiva, em argumentos de Arquime-
des e reaparece em diferentes momentos da matematica anterior ao
século XIX. A formulagao precisa que usamos hoje, associada sobre-
tudo ao trabalho de Cauchy e posteriormente refinada na linguagem
e-N, transformou essa intuicdo em uma definicao matematica rigo-
rosa.

Convergéncia e limite de sequéncias
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Vizinhanca de L

Sequéncia: a, - L "

Figura 2.5 N N
Convergéncia de uma sequéncia.

2.2 Definicao (Definicao de limite). Dada uma sequéncia
(a,) : N = R, dizemos que (a,) converge para o numero real L,
denotando

lim a, =L ou an — L,

n—oo

se, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que, para todo n > N, vale
lan, — L] < e.

A definigao formal exprime a seguinte ideia: dado um erro arbitrario
e > 0, existe um indice a partir do qual todos os termos da sequéncia
permanecem a distancia menor que ¢ do limite. Uma sequéncia que
converge para algum valor é dita convergente, e, caso contrario, é
dita divergente.

2.3 Observacao (Formulacao por vizinhancas). A definigdo an-
terior equivale a afirmar que, para toda vizinhanca V de L, todos os
termos da sequéncia, com exceg¢do de um numero finito deles, perten-
cem a V. Basta aplicar a definigdo a vizinhanca béasica V.(L) contida
em V.

Provaremos alguns limites elementares utilizando a definicao.

2.4 Exemplo. lim l:0.

n—00 N,

2%

° L =

Sequéncia: £ — 0
n

Figura 2.6 o A
Convergéncia da sequéncia ;.

Convergéncia e limite de sequéncias
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Demonstracdo. Seja € > 0. Pela propriedade Arquimediana, existe
M € N tal que M > é Entdo, para todo n > M, temos

- — <e.
" <M<€

1 11
——n
Logo, lim 1 =0. O

n— 00
A sequéncia constante b,, = b satisfaz b, — b. De fato, dado ¢ > 0, para

qualquer escolha de M € N e todo n > M, temos |b, — b =0 < ¢.

2.5 Exemplo. Mostremos, pela definicao, que

lim 221y
n—oo M + 3
De fato,
-1 | _|2m—1-2n—6|_ T
n+3 - n+3 T n+3

Dado ¢ > 0, escolha M € N tal que M > 7/¢. Entao, para todo n > M,

7
< =<e.
n

2717172 T
n+3  n+3

2n—1

i 2.

Logo,

Intuitivamente, a sequéncia i, = (—1)" ndo converge, pois oscila en-
tre os valores 1 e —1 e, portanto, nao se aproxima de um tnico nimero
real quando n cresce.

2.6 Exemplo. A sequéncia i, = (—1)" nao converge.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que a sequéncia convergisse
para algum nuimero real i. Tomando ¢ = 3, existiria M € N tal que,

51
para todo n > M,
1

i, —i| < 7
Se n > M for par, entao i, = 1, e teriamos
. 1
|1 - Z| < 5)
o que implica i > . Se n > M for impar, entdo i, = —1, e teriamos
. 1
‘—-1——Z‘< 5,

o que implica i < —3. Isso é impossivel. Logo, a sequéncia n&o

converge. 0

2.7 Proposicao. O limite de uma sequéncia, se existir, é
unico.
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Demonstracdo. Suponha que

lim a, = ay e lim a, = as.
n—roo n—oo

Seja ¢ > 0. Como a,, — a1, existe N; tal que, para todo n > Ny,

|an—a1|<5. (2.1)
2
Como a, — ay, existe N, tal que, para todo n > N,
lan — as| < . (2.2)

2

Tomando N = max{N;, N}, as duas desigualdades valem para todo
n > N. Logo, pela desigualdade triangular,

lar — as| = a1 — ap + an — az] < lag — ay| + |a, — az| < e.
Como isso vale para todo ¢ > 0, segue que a; = as. O
n—1

Ex. 2.1 — Prove a partir da definicao que lim =
n—oo N + 1

Ex. 2.2 — Sejal <j; <jo <--- < j, <--- uma sequéncia de nimeros
naturais. Prove (por indugao) que j, > n para todo n > 1.

Ex. 2.3 — a) Mostre que se a, converge para a, entao |a,| con-
verge para |a| (use que ||z| — [y|| < |z — y|).

b) E verdade que se |a,| converge, entdo a, converge? Prove ou
fornega um contraexemplo.

Ex. 2.4 — Suponha que a, converge para a. Prove que para qual-
quer € > 0, a, estd em (a — ¢,a + ¢) para todos os n, exceto possivel-
mente para um numero finito.

Ex. 2.5 — Seja a, uma sequéncia de numeros reais que converge
para L. Defina b,, = a,,,- Mostre que b, também converge para L.

Ex. 2.6 — Seja a,, uma sequéncia de nimeros reais, e L um namero
real. Defina b, = |a, — L|. Mostre que a, converge para L se, e So-
mente se, b, converge para 0.

Ex. 2.7 — Considere uma sequéncia a,, que assume valores nos na-
turais.

a) Dé um exemplo de tal sequéncia.

Convergéncia e limite de sequéncias

59



Analise Real / Sequéncias

b) Mostre que a, converge se, e somente se, ela é estacionaria,
ou seja, se, e somente se, existe um natural N tal que, se n > N,
entdo a, = ay.

Ex. 2.8 — Considere uma sequéncia de termo geral a, e suponha
que lim,, _, - a, = a. Prove que

. ar+as+...+a,

lim =a

n—-+oo n

2.3 Sequéncias limitadas

A limitacdo de uma sequéncia descreve quando seus termos perma-
necem contidos em uma regiao finita da reta real. Como uma se-
quéncia (a,) € uma fungdo de N em R, essa propriedade corresponde
a limitagdo do conjunto de seus valores,

{an, :n € N}.

2.8 Definicao. Seja (a,) uma sequéncia real.

* Dizemos que (a,) é limitada superiormente se existe M €
R tal que a,, < M para todo n € N.

* Dizemos que (a,) € limitada inferiormente se existe m € R
tal que m < a,, para todo n € N.

* Dizemos que (a,) € limitada se ¢ limitada superiormente e
inferiormente. Equivalentemente, existe C > 0 tal que |a,| <
C para todo n € N.

* Uma sequéncia que nao é limitada é chamada ilimitada.

Figura 2.7 R e
= A sequéncia — é limitada.

Sequéncias limitadas
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2.9 Exemplo. As sequéncias

1 1

n = | 13 bn:_i
“ n+1

R Cp="n
ilustram trés comportamentos distintos de limitacdo. A primeira sa-
tisfaz 0 < a,, < 1/2 para todo n > 1, logo € limitada. A segunda satisfaz
-1<b, <0, logo também é limitada. J& (c¢,) € limitada inferiormente,
por exemplo por 0, mas ndo é limitada superiormente. Com efeito, se
existisse M € R tal que n < M para todo n, teriamos uma contradigao
com a propriedade Arquimediana.

Um modo simples de mostrar que uma sequéncia é limitada é com-
para-la com outra que ja conhecemos. O seguinte teorema nos for-
nece um modo de realizar essa comparagao.

2.10 Teorema. Sejam (a,), (b,) duas sequéncias satisfazendo
a, < b, para todo n > ny. Entdo:

* se a sequéncia a, € limitada inferiormente, a sequéncia b,
também é limitada inferiormente.

¢ se a sequeéncia b, € limitada superiormente, a sequéncia a,,
também é limitada superiormente.

2.11 Exemplo. A sequéncia

1
n — 1" -
an=(=1)"+
é limitada, mas nao é convergente. De fato, como |(—-1)"| =1e 0 <
1/n <1, temos |a,| < 2 para todo n. Portanto, (a,) € limitada.

Por outro lado, as subsequéncias de indices pares e impares satisfa-

zem 1
=14+-——>1 =-1
a2n +2n ) a2n—1 +2n71

Como uma sequéncia convergente tem todas as suas subsequéncias
convergindo para o mesmo limite, concluimos que (a,,) ndo converge.

— —1.

2.12 Proposicao. Se a sequéncia (a,) converge, entdo (a,) €
limitada.

Demonstracdo. Suponha que a, — a. Pela definicao de limite, existe
M € N tal que, para todo n > M, temos |a,, —a| < 1. Pela desigualdade
triangular,

|an| < lan —al +a| <la|+1

para todo n > M.
Resta considerar os termos ai,...,ay. Como esse conjunto é finito,

existe
C = max{|ai|,. .., |anm]|}-

Sequéncias limitadas
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Tomando D = max{C, |a| + 1}, obtemos |a,| < D para todo n € N. Logo,
(a,) é limitada. 0

Consequentemente, toda sequéncia ilimitada é divergente. Esse cri-
tério é apenas suficiente para divergéncia: uma sequéncia pode ser
limitada e ainda assim divergir, como ocorre com ((—1)").

Ex. 2.9 — Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é
limitada superiormente e inferiormente. Prove suas afirmacoes:

a) a,=n’>+n
b) a,=n%>-"Tn

c) ap,=n?—

(SN

d) a,=2

e) an = —

g) anp, =27
h) n/n!

i) A sequéncia definida recursivamente por a; = V2 € a, =

V 2an—1 .

Ex. 2.10 — Prove que as seguintes sequéncias divergem:
a) n— 10000
b) n?2-2
c) n!
d) »3
e) (—1)"n
f) a1 =1a, =nla,_1

g) vn (Dica: eleve ao quadrado)

Ex. 2.11 — Suponha que «, converge para L e é limitado inferior-
mente por m. Mostre que L > m.
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2.4 Sequéncias crescentes e de-
crescentes

Como no caso de fungoes reais, podemos classificar sequéncias de
acordo com o comportamento de seus termos quando o indice au-
menta.

2.13 Definicao. Seja (a,) uma sequéncia real.

» Dizemos que (a,) é crescente se, para todos n,m € N com
n < m, vale a, < a,.

» Dizemos que (a,) € nao-decrescente se, para todos n,m € N
com n < m, vale a,, < a,.

» Dizemos que (a,) é decrescente se, para todos n,m € N com
n < m, vale a,, > a,.

* Dizemos que (a,) € nao-crescente se, para todos n,m € N
com n < m, vale a,, > a,.

Em qualquer um desses casos, dizemos que a sequéncia é mono-
tona'. Quando a sequéncia é crescente ou decrescente, dizemos
que ela é estritamente monoétona.

Para sequéncias, basta comparar termos consecutivos.

2.14 Observacao (Critério por termos consecutivos). Seja (a,)
uma sequéncia real. Entdo:

* (a,) é crescente se, e somente se, a, < a,;1 para todo n;
* é ndo-decrescente se, e somente se, a, < a,;; para todo n;
» é decrescente se, e somente se, a,, > a,,1 para todo n;

* é ndo-crescente se, e somente se, a,, > a,,1 para todo n.

..'.Ooooo.
> N

Figura 2.8

n

5 é decrescente.
n®+1

A sequéncia

ITambém é usual o termo monoténica.

Sequéncias crescentes e decrescentes
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A . n ,
2.15 Exemplo. A sequéncia a, = — 1 € decrescente.
n

Com efeito, para todon > 1,

n - n+1
n2+1" (n+1)2+1

¢é equivalente a
(n+1n*+1) <n((n+1)*+1),

isto é, a 1 < n? +n. Como essa desigualdade vale para todo n > 1,
segue que a, > a,.1 para todo n, e a sequéncia é decrescente.

2.16 Teorema (Convergéncia monoétona). Toda sequéncia
mondtona e limitada converge.

Demonstragdo. Suponha primeiro que (a,) seja crescente e limitada.
O conjunto
A={a,:neN}

¢ limitado superiormente; portanto, pela completude de R, possui
supremo. Denote esse supremo por L. Como L € cota superior de A,
temos a,, < L para todo n.

Seja e > 0. Como L — ¢ nao é cota superior de A, existe N € N tal que
ay > L —¢. Como a sequéncia é crescente, para todo n > N vale

L—e<any<a, <L.

Logo, |a, — L| < ¢ para todo n > N. Assim, a,, — L.

Se (a,) é decrescente e limitada, aplica-se 0 mesmo argumento ao
infimo do conjunto {a, : n € N}. O

2.17 Exemplo. A sequéncia
"1
W=7
k=1
é crescente e limitada; portanto, converge.

De fato, temos s, .1 — s, = 1/(n + 1) > 0, logo (s,,) € crescente. Além
disso, para k > 2,

< — _
2 k(k—1) k-1

1 1 1 1

Assim,
"1 - 1 1 1
n=1 — <1 o) =2-Z<2.

Logo, (s,) € crescente e limitada superiormente. Pelo Teorema da
Convergéncia Mondtona, (s,) converge.

Ex. 2.12 — Prove que se (a,) € decrescente e limitada entao a,, con-
verge.
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Ex. 2.13 — Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é
crescente, decrescente ou nenhuma dessas duas. Prove suas afirma-
coes:

a) a,=n-+7
b) a,=n%>+n
c) a,=n%>—"Tn

d) a,=n2-

e) an:%
1
f) an:ﬁ
=k
g) ap = n3
h) a,=2"
i) _2n—6
n = 3n+4
. B 4D
1 an_n+3

k) A sequéncia definida recursivamente por a; = v2 e a,, = /2a,_1

Ex. 2.14 — Suponha que «a, seja uma sequéncia crescente, b, seja
uma sequéncia decrescente, e que a, < b, para todo n > 1.

a) Mostre que a, e b, convergem.

b) Se, além das hipéteses anteriores, temos que b, — a,, converge
para O, prove que a, € b, convergem para o mesmo limite.

Ex. 2.15 — Suponha que a, < b, para todos os naturais n. Suponha
que a, e b, convergem para a € b, respectivamente. E verdade que
a < b? Prove ou forneca um contraexemplo.
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2.5 O numero ¢

2.18 Proposicao. A sequéncia e, = (1+1)" é estritamente
crescente.

Demonstracdo. Para n > 2, comparemos dois termos consecutivos.

Temos Lon )
n 1+ -+ 1\"" 1
(& _ ( n)nl:(1_2> (1+)
€n_1 (1 4 ﬁ) n n

Pela desigualdade de Bernoulli,

Portanto,

n -1 1 1
e > n 1+-)=1+—>1.
en_1 n? n n3

Assim, e, > ¢,_; para todo n > 2, e a sequéncia é estritamente cres-
cente. O

......ooooo (&
°

Figura 2.9 , I\n ., .
Grafico de (1+ 1)". Essa sequéncia é crescente e li-

mitada por 3.

2.19 Proposicao. A sequénciae, = (1+ )" é limitada superi-
ormente.

Demonstracdo. Pela formula binomial,

1 Inn—=1)---(n—k+1)
14— =1+1 .
2y crne § o=t

Como . o
O<n(n— )]En— + )Sl
n
para 2 < k < n, obtemos
1\" 1 1 1
L= ) STl gttt —
n 3! n!

O ndmero e
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Além disso, para k > 2, vale k! > 2*~!. Logo,

VI UL ISP I R R R IO B R
2! 3! nl — 2 4 on—1 ’

Portanto, (1+ )" < 3 para todo n. Como a sequéncia é crescente e

e; = 2, também temos 2 < ¢, < 3. Assim, (e,) € limitada. O

Como a sequéncia (1 + 1)" é crescente e limitada, ela converge pelo
Teorema 2.16. Seu limite é chamado ntumero de Euler, ou simples-

mente e:
1 n
e = lim <1 + > .
n—o0 n

Pelas estimativas anteriores, temos 2 < ¢ < 3. Com um pouco mais
de trabalho, pode-se mostrar que e ~ 2,71828183 e que e € irracional.

De posse do ntumero ¢, definimos a fungdo exponencial de base ¢, que
chamaremos simplesmente de funcao exponencial . Das desigual-
dades 2 < e < 3, segue que, para z > 0, vale 2% < ¢” < 3%, enquanto,
para x < 0, vale 3% < % < 2%,

A funcgdo logaritmo de base e é chamada logaritmo natural , ou sim-
plesmente logaritmo . Trata-se da fungao In : (0, +oo0) — R definida
por

Inzx=y e’ =ux.

Ex. 2.16 —
a) Mostre que e* > (1+ 2)" paran > 1.
b) Mostre que e* > 1 + .

c) Usandoquee® >1+xequee @ >1—x mostre que 1+z <e® <
1

l1—zx°

2.6 Limites infinitos

Algumas sequéncias, embora nao convirjam em R, tém comporta-
mento assintotico bem definido: seus termos tornam-se maiores do
que qualquer ntumero real previamente fixado, ou menores do que
qualquer nimero real previamente fixado. Para descrever esses ca-
s0s, usamos as notagoes

Ay — +00 e Ay — —0OCQ.
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2.20 Definicao (Limites infinitos). Seja (a,) uma sequéncia
real.

e Dizemos que a,, — +oo, ou que lim a, = +oo, Se, para todo
n—o0
C € R, existe M € N tal que a,, > C sempre que n > M.
e Dizemos que a,, — —oo, ou que lim a, = —oo, Se, para todo
n—oo
C € R, existe M € N tal que a,, < C sempre que n > M.

O simbolo ~ ndo representa um numero real. Ele indica apenas um
tipo de comportamento da sequéncia. Assim, expressdes como cc—oo
ou = néo tém significado algébrico por si mesmas.

2.21 Exemplo. Temos lim n = +oo. De fato, dado C € R, pela pro-

n—roo

priedade Arquimediana existe M € N tal que M > C. Se n > M, entao
n > C. Portanto, n — +oo.

De modo anélogo, —n — —oo.

2.22 Teorema (Comparacao para limites infinitos). Sejam
(an) € (b,) sequéncias reais tais que a, < b, para todo n suficien-
temente grande.

1. Se a,, — +o0, entdo b,, — +oo.

2. Se b, - —o0, entao a,, — —oo.

Demonstracdo. Provaremos apenas a primeira afirmacgao. Seja C ¢
R. Como a, — +oo, existe M; € N tal que a,, > C para todo n > M;.
Além disso, existe M, € N tal que a, < b, para todo n > M,. Assim,
para n > max{Mj, M5}, temos b,, > a, > C. Logo, b, — +oco. A segunda
afirmacao é andloga. O

2.23 Corolario. Por comparacao com n e —n, obtemos:
1. n" = +oc;

n! = 4o0;

2™ — 4-00;

se k € N*, entdo n* — +oc;

se k € N* é impar, entdo (—n)* — —oo;

se k € N* é par, entdao (—n)* — +oo;

N ook W

e — 4o00.

2.24 Proposicao. Se (a,) € nao-decrescente e nao é limitada
superiormente, entao a, — +oo.
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Demonstracdo. Seja C € R. Como (a,) nao é limitada superiormente,
existe N € N tal que ay > C. Como a sequéncia é ndao-decrescente,
para todo n > N temos a, > ay > C. Portanto, a, — +oc. O

De modo andlogo, se (a,) € ndo-crescente e nao é limitada inferior-
mente, entao a,, — —co.

2.25 Exemplo. Temos lim Inn = +oo.
n—oo

A sequéncia (Inn) é crescente. Se fosse limitada superiormente, exis-
tiria C € R tal que Inn < C para todo n. Aplicando a exponencial,
obteriamos n = " < ¢ para todo n, o que contradiz a propriedade
Arquimediana. Logo, (Inn) ndo é limitada superiormente. Como ¢
crescente, segue que lnn — +oo.

2.26 Proposicao. Seja (a,) uma sequéncia real.
1. Se a, > 0 para todo n, entdao a, — +oco se, e somente se,
L0
an °
2. Se a, < 0 para todo n, entdo a, — —oo se, e somente se,
1
— — 0.

Qn

Demonstracdo. Provaremos apenas a primeira afirmacao. Suponha
primeiro que a,, — +occ. Dado ¢ > 0, existe N € N tal que a,, > é para
todo n > N. Como a, > 0, segue que

1
0<—<e
anp

para todo n > N. Portanto, -- — 0.

Reciprocamente, suponha que i — 0. Dado K > 0, tomando ¢ = %,
existe N € N tal que

1 1

0< o <%
para todo n > N. Logo, a, > K para todo n > N, e portanto a,, — +o0.
A segunda afirmacéao ¢ andloga. O

2.27 Exemplo. Mostremos que

lim n'/" = 1.
n— 00

Como n'/" > 1, podemos escrever n'/” = 1 + a,, com a, > 0. Entdo
n = (1+a,)". Para n > 2, pela formula binomial,

-1
n=14+a,)" > (Z) a? = %ai.

/2
0<a, < .
= n = n—1

Pelo Teorema do Confronto, a,, — 0. Portanto,

Assim,

nt/" =1+a, — 1.

Limites infinitos
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Ex. 2.17 — Dé um exemplo de uma sequéncia nao limitada que nao
diverge para oo nem para —oo.
Ex. 2.18 —

a) Déum exemplo de uma sequéncia convergente (s,,) de nimeros
positivos tal que lim,, oo (Sp11/8n) = 1.

b) Dé um exemplo de uma sequéncia divergente (¢,) de nimeros
positivos tal que lim,, oo (tn41/tn) = 1.

2.7 Propriedades do limite de se-
quéncias

Nesta segao reunimos as propriedades algébricas basicas dos limites.
Elas serao usadas continuamente no célculo de limites.

2.28 Teorema (Propriedades algébricas do limite). Seja
c € R, e sejam (a,) e (b,) sequéncias convergentes, com
lim a,=A4 e lim b, = B.
n—oo n—oo
Entao:
L1. lim (ca,) = cA.
n—oo
L2. lim (a, +b,) = A+ B. (Limite da soma)
n—oo
L3. ILm (anbyn) = AB. (Limite do produto)
- . oa, A .. .
L4. Se B #0, entao hﬁm =g (Limite do quociente)
L5. lim |a,| = |A4]. (Limite do médulo)
n—oo
L6. Se k é impar, entdo lim ¥a, = VA. (Limite da raiz)
n—oo
L7. Se k é par e a, > 0 para todo n, entdo lim ¥a, = VA. (Li-
n—oo
mite da raiz)

Demonstragdo. Provaremos os itens principais.

Para o produto por constante, se ¢ = 0, a afirmacdo é imediata. Se
¢ # 0, dado ¢ > 0, existe N tal que |a, — 4| < ¢/|c| para todo n > N.
Logo,

|can, — cA| = |c||an, — Al < e.
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Para a soma, dado ¢ > 0, existem N, N, tais que
g g
n— Al < = e b, — B| < =
lan — 4] < 2 b= Bl <

sempre que n > N; e n > N,, respectivamente. Se N = max{Ny, N2},
entdo, paran > N,

l(an +bn) — (A+ B)| <la, — A| + |b, — B| < e.

Para o produto, usamos que toda sequéncia convergente é limitada.
Assim, existe C' > 0 tal que |b,| < C para todo n. Dado ¢ > 0, escolhe-
mos N; tal que

n—A
|a |<2C

para n > N;. Se A # 0, escolhemos N, tal que
b — B| < 2|A|
para n > N,. Entao, para n > max{Ni, Na},
|anb, — AB| = |anby, — Ab, + Ab, — AB| < |by| |an — A| + |A] |b, — B| < &.

Se A =0, o segundo termo desaparece e basta escolher N; de modo
que Cla,| < e para n > Nj.

Para o quociente, basta provar que 1/b, — 1/B. Como B#0e b, — B,

existe N, tal que |b, — B| < |B|/2 para n > N;. Entao |b,| > |B|/2 para
n > N;. Além disso, existe N, tal que

|b, — B| <

e|B?
2

para n > Ny. Assim, para n > max{Ny, Na},

’ —bn| _ e|B*/2
| B [by] IBI(IBI/2)

O resultado para 3= segue do item do produto.

O item do moddulo decorre de

|lan| = |A]] < lan — Al.

Para as raizes pares, usamos a seguinte estimativa: se =,y > 0, entdo

k
‘x”’“—yl/’“‘ <z —yl.

Aplicando-a a = = a,, € y = A, obtemos {/a,, — V/A. Para raizes impa-
res, o caso A = 0 segue do item do modulo e da estimativa anterior
aplicada a |a,|. Se A # 0, entdo, para n suficientemente grande, a,
tem o mesmo sinal de A, e o argumento reduz-se ao caso nao nega-
tivo, com o sinal adequado. O
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2.29 Exemplo. Temos

1
lim 21—,
n—oo N
De fato, . .
n+ —14 2
n

e ja sabemos que lim 1 =1e lim 1 = 0. Pela propriedade da soma,

T—> 00 n— 00

segue que lim 2t =1,
n—oo

2.30 Exemplo. Para todo k € N*,

O caso k = 1 ja foi demonstrado. Se o resultado vale para k—1, entédo,
pela propriedade do produto,

lim i: lim <1o11>0-00.

n—oo NF n—oo \ N nk—
O resultado segue por inducao.

2.31 Exemplo. Calculemos

Co2n2 41
lim 5 .
n—oo N2 4+ 3

Dividindo numerador e denominador por »?, obtemos

2n2+1 2+ 75
n?+3 1435

Como % — 0, pelas propriedades algébricas do limite,

20241 240
hm = —_—=
n—oo n? 43 140

2.32 Exemplo. Temos

Paran > 2,

1" 1 1
1-=) = = - .
n (1+:5)" (1+:4)" (44

n—1
Como (1 + ﬁ) —ece (1 + ﬁ) — 1, segue que

\" 1
(1-3) »1=c
n e

Ex. 2.19 — Para s, a sequéncia de termo geral dado abaixo, deter-
mine a convergéncia ou divergéncia da sequéncia (s,). Calcule, caso
exista, lim, . Sp.

43n41
a) sn =5

Propriedades do limite de sequéncias
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b) sp,=vn+1-—yn
& sa=(142)
d) s, :fln Lz

x

e) s, = [, -%dz, onde o é um real dado

£) sp= [, e *"dx(s > 0)

_3-2
9) sn= T

B) s = Gy
i) s, = (;j)_"ln

J) Sn = 390

K) s, = 2=2

- 2
1) Sy = 3+n—n

m) Sn = 17,’”

R
n) snzng—ig)
0) sn:;‘—i
D) sn= 1%
aQ s =
r) sn:%

Ex. 2.20 — Prove por indugao que se lim a, = a entao
n—oo

lim (a,)" = ",
n—oo

para todo k € N.

Ex. 2.21 — Usando o exercicio anterior, mostre que dados p,q € N,
se lim a, = a entao
n— oo

Qs

. P
nILH;O(QTL)q =ad.

Ex. 2.22 — (Dificil) Mostre que dado o € R, se ILm a, = a entao

3 o [e3
nlgr;o(an) =a”.
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Ex. 2.23 — Para cada um dos itens a seguir, prove ou forneca um
contraexemplo.

a)

b)

c)

d)

Se (s,) e (t,) sdo sequéncias divergentes, entdo (s, +t,) diverge.

Se (s,) e (t,) sao sequéncias divergentes, entao (s,t,) diverge.

Se (s,) e (s, + tn) s@0 sequéncias convergentes, entdo (¢,) con-
verge.

Se (s,) e (s,t,) sdo sequéncias convergentes, entao (¢,) con-
verge.

Ex. 2.24 — Seja a sequéncia a, definida recursivamente, estabele-
cendoa; =2e

a)

b)

c)
d)

e)

2a, — 1

Ap4+1 = a
n

Mostre que, para todo n > 1, se a,, > 1, entao a,,; > 1.

Use o item anterior para mostrar que a sequéncia a,, esta bem
definida e que a, ¢ limitada inferiormente por 1.

Mostre que a,, € decrescente.
Mostre que a, converge para algum limite L > 1.

Mostre que
2a, — 1 2L — 1
——— converge para .

n

Determine o valor de L

Ex. 2.25 — Prove:

a)
b)
c)

d)

e)

Se lim,,_,o 5, = +00 € k > 0, entdo lim,,_,, ks, = +oo.
Se lim,,_,o 5, = +00 € k < 0, entdo lim,,_, ks, = —oo.
lim,, . s, = +o0 se, e somente se, lim,_,(—s,) = —oo.

Se lim,, o s, = +00 € se (t,) € uma sequéncia limitada, entdo
lim,, o0 (8, + ty) = +00.

Se (s,) converge para L > 0 e lim, ,t, = +oo, entdo
lim,, o0 (Sntn) = +o0.

Propriedades do limite de sequéncias
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2.8 Teorema do confronto

O Teorema do Confronto é uma das ferramentas mais uteis para cal-
cular limites. Ele afirma que, se uma sequéncia fica presa entre duas
sequéncias que convergem para o mesmo limite, entdo ela também
converge para esse limite.

2.33 Teorema (Teorema do confronto). Sejam (a,), (b,) €
(c,) sequeéncias reais tais que

an < by < cp
para todo n > ng. Se
lim a, = lim ¢, = L,
n— o0 n— o0

entao (b,) converge e li_>m b, = L.

Demonstragdo. Seja s > 0. Como a,, — L, existe M; tal que, para todo
n > M,
L—e<a,<L+e.

Como ¢, — L, existe M, tal que, para todo n > Ms,
L—e<c, <L+e.
Tome M = max{M;, Ma,no}. Se n > M, entdo
L—e¢<a,<b,<c¢,<L+e.
Logo, |b, — L| < ¢ para todo n > M. Portanto, b, — L. |

2.34 Exemplo. Se |r| <1, entdo lim »" =0.
n— oo

Primeiro suponha 0 < r < 1. Entéo + > 1, e podemos escrever + = 1+,
com « > 0. Pela desigualdade de Bernoullj,

(I1+a)" >1+na.
Assim,

1 - 1 - 1
(I1+a)* ~ 1+na  na’

0<r" =
Como -~ — 0, o Teorema do Confronto da r" — 0.
Se -1 <r <0, entdo |r| € (0,1) e
—[r™ <t < rf"

Como |r|™ — 0, novamente pelo Teorema do Confronto obtemos r" —
0. O caso r = 0 é imediato.

Teorema do confronto
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2.35 Exemplo.
senn

lim
n—oo n

Como —1 <senz < 1 para todo = € R, temos, paran > 1,

senn

<

<

S|
S|

n

Como os extremos convergem para 0, segue pelo Teorema do Con-
fronto que =52 — 0.

2.36 Exemplo. Se (a,) é limitada e b, — 0, entao a,b, — 0.

Como (a,) é limitada, existe C > 0 tal que |a,| < C para todo n. Logo,
—Cbn| < anby < Clby|.

Como |b,| — 0, temos C|b,| — 0 e —=C|b,| — 0. Pelo Teorema do Con-
fronto, a,b,, — 0.

2.37 Proposicao (Preservacao de desigualdades). Sejam
(a,) e (b,) sequéncias reais convergentes, com a,, — L € b, — M.
Se a, <b, paratodon €N, entdo L < M.

Demonstragdo. Suponha, por contradicdo, que L > M. Tome ¢ =
(L—M)/2>0. Como a, — L, existe N, tal que, para todo n > Ny,

L+ M
5

Ay >

Como b, — M, existe N, tal que, para todo n > N»,

L+ M

bn
ST

Para n > max{N;, N,}, obtemos a, > b,, contradizendo a hipétese
a, <b,. Portanto, L < M. O

2.9 Subsequéncias

2.38 Definicao. Seja (s,),., uma sequéncia e (ny);., uma se-
quéncia de nimeros naturais tal que n; < n, <ns < ---. A sequén-
cia (sn,);—, € chamada de subsequéncia de (s, ), -

n=1"*

Subsequéncias
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R

Ay
-ak4 ’

. an,

Figura 2.10 o N .
Sequéncia real (a,). Uma subsequéncia (ay, ) € sele-

cionada pelos pontos vermelhos.

2.39 Exemplo. Considere a,, = (—1)". Escolhendo n; = 2k, obtemos
a subsequéncia
ap, = agp =1,

isto é, (a2x) = (1,1,1,...). Escolhendo m; = 2k — 1, obtemos

isto é, (agk—1) = (—1,—1,—1,...). Assim, a mesma sequéncia possui
uma subsequéncia constante igual a 1 e outra constante igual a —1.

Além disso, toda cauda de uma sequéncia é uma subsequéncia: para
N fixo, a sequéncia (anx)52, € obtida pela escolha estritamente cres-
cente n, = N + k.

2.40 Teorema. Se uma sequéncia (s,) converge para s € R,
entdo toda subsequéncia de (s, ) também converge para s.

Demonstragdo. Seja (s,,) uma subsequéncia de (s,). Dado ¢ > 0,
existe N € N tal que |s,, — s| < ¢ sempre que n > N. Como n; > k,
temos n, > N para todo k£ > N. Logo,

[Sn, —s| <e
para todo k > N. Portanto, s,, — s. 0

2.41 Exemplo. O Teorema 2.40 também pode ser 1util para mostrar
que uma sequéncia é divergente. Se a sequéncia s, = (—1)" fosse
convergente para algum numero s, entdao todas as subsequéncias
também convergiriam para s. No entanto, as subsequéncias (s2,) €
(s2n—1) convergem para valores diferentes, +1 e -1, respectivamente,
o que mostra que (s, ) ndo é convergente.

2.42 Teorema (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limi-
tada possui uma subsequéncia convergente.
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Demonstragdo. Seja (s,) uma sequéncia limitada. Escolha um inter-
valo fechado Iy = [ag,bo] que contenha todos os seus termos. Divi-
dimos I, em duas metades. Pelo menos uma delas contém s, para
infinitos indices n; escolhemos uma dessas metades e a chamamos
1.

Repetindo o procedimento, construimos intervalos fechados

Iho>oL1 DD, I; = a;,b;],
tais que cada I; contém termos da sequéncia para infinitos indices e
bj —aj; = 1)02_7ja/().
Como cada /; contém infinitos termos, podemos escolher indutiva-
mente indices

ny <ng <ng<--- com Snjejj.

Os extremos esquerdos satisfazem ag < a; < ay < ---, enquanto os
extremos direitos satisfazem by > b; > by, > ---. Ambas as sequéncias
sdo limitadas; portanto, pelo Teorema da Convergéncia Monoétona,
existem «, 5 € R tais que

a; — «, bj — 5

Como b; —a; — 0, segue que o = . Denotemos esse valor comum por
L. Para todo j,
aj < sp; < bj.

O Teorema do Confronto fornece entéo s,, — L. Logo (s,) possui
uma subsequéncia convergente. O

Ex. 2.26 — Dado s; uma sequéncia convergente e t; = s,, com ny =
k+ny uma subsequéncia (estamos removendo os n, primeiros termos
da sequéncia original, mantendo a ordem dos subsequentes). Entdo
t, converge e o limite é o mesmo da sequéncia s,.

Ex. 2.27 — Se (ny) é uma sequéncia crescente de niumeros naturais
entdo (ny) € ilimitada.

o0

Ex. 2.28 — Mostre que, se uma sequeéncia (a,),.,; nao é limitada
superiormente, entdo existe uma subsequéncia (ax,),., tal que
lim,, ,~ ar, = oo. Um resultado similar vale se a sequéncia ndo for

limitada inferiormente, mas —oo substitui oco.

Ex. 2.29 — Prove que toda sequéncia possui uma subsequéncia mo-
noétona. Use isso para fornecer outra demonstracao do Teorema de
Bolzano-Weierstrass.

Dica: Considere o conjunto de todos os inteiros n com a propriedade
de que a,, < a, para todo m > n e reflita sobre as consequéncias de

este conjunto ser finito ou infinito.

Subsequéncias
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oo

Ex. 2.30 — Suponha que toda subsequéncia da sequéncia (a,),,
tem um limite, mas sem assumir que todos tém o mesmo limite.
Prove que a sequéncia (a,),., possui um limite.

Ex. 2.31 — Seja (a,),., uma sequéncia de nimeros reais e supo-
nha que o conjunto de valores A = {a, : n=1,2,...} que aparece na
sequéncia possui um ponto de acumulacao L. Mostre que existe uma
subsequéncia (ay, ).~ ,, com termos distintos, que converge para L.

n=1’

2.10 Sequéncias de Cauchy

Quando conhecemos o limite de uma sequéncia, podemos comparar
cada termo com esse numero. Uma sequéncia de Cauchy formula
uma ideia mais interna: para indices grandes, os proéprios termos
ficam arbitrariamente préximos entre si. Essa formulagdo é especi-
almente importante porque nao exige que o limite seja conhecido de
antemao.

2.43 Definicao (Sequéncias de Cauchy). Uma sequéncia (s,)
de numeros reais é chamada de sequéncia de Cauchy se, para
todo ¢ > 0, existe N € N tal que

[, — sm| <€

sempre que m,n > N.

2.44 Proposicao. Toda sequéncia convergente é uma sequén-
cia de Cauchy.

Demonstracdo. Suponha que s, — s. Dado ¢ > 0, escolha N tal que
|sk — s| < e/2 para todo k > N. Se m,n > N, entao

e ¢
|sn—sm|§|sn—s|+|s—sm|<§+§=€.

2.45 Proposicao. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo. Escolha N tal que |s, — s,,| < 1 para m,n > N. To-
mando m = N, obtemos, paran > N,

lsn| < lsn| + 1.

Os termos anteriores formam um conjunto finito. Logo, o nimero

N-1
C=lsn|+1+ Y |sl,
k=1

Sequéncias de Cauchy
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satisfaz |s,| < C para todo n, inclusive quando N = 1, pois nesse caso
a soma vazia vale zero. O

2.46 Teorema (Critério de Convergéncia de Cauchy).
Uma sequéncia de numeros reais converge se, e somente se,
¢ de Cauchy.

Demonstragdo. Ja provamos uma das implicagoes. Suponha agora
que (s,) seja de Cauchy. Pela Proposicdo 2.45, ela é limitada. O
Teorema de Bolzano-Weierstrass fornece uma subsequéncia (s,,) e
um numero L € R tais que s,, — L.

Dado ¢ > 0, escolha N de modo que

|sn—sm|<g (m,n > N).

Escolha depois & suficientemente grande para que n, > N e |s,, —L| <
¢/2. Para todo n > N,

[, — L] < |sp, — Snp| + [sn, — L| <e.
Portanto, s,, — L. O

2.47 Exemplo. A sequéncia das somas parciais harmonicas
"1
Ho=2> 4
k=1

nao é de Cauchy. De fato,

2n

1 1 1
Hyp — Hp = Z EZTL%ZE
k=n-+1

Assim, arbitrariamente longe na sequéncia existem dois termos se-
parados por uma distancia pelo menos 1/2.

2.10.1 Sequéncias de Cauchy e comple-
tude

Em R, ser de Cauchy e ser convergente sao propriedades equivalen-
tes. Essa equivaléncia é outra forma de enxergar a completude: nao
existem “aproximacodes coerentes” que procurem um limite fora do
espaco.

2.48 Proposicao (Bolzano-Weierstrass em corpos orde-
nados completos). Se K é um corpo ordenado completo, toda
sequéncia limitada em K possui uma subsequéncia conver-
gente.
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Demonstracdo. Pelo Teorema 1.46, K é arquimediano. A demonstra-
¢do do Teorema 2.42 aplica-se sem alteracao essencial: bissectamos
um intervalo que contém a sequéncia, escolhemos em cada etapa
uma metade que contém infinitos termos e obtemos intervalos en-
caixantes de comprimentos (by —ag)/2’. A propriedade arquimediana
garante que esses comprimentos tendem a zero; a completude for-
nece os limites dos extremos. O Teorema do Confronto conclui a
convergéncia da subsequéncia escolhida. O

2.49 Teorema. Se K é um corpo ordenado completo, entao K
¢ arquimediano e toda sequéncia de Cauchy em K converge. Re-
ciprocamente, se K é arquimediano e toda sequéncia de Cauchy
em K converge, entdo K é completo.

Demonstracdo. Suponha primeiro que K seja completo. O argu-
mento do Teorema 1.46, aplicado em K, mostra que ele é arquime-
diano. Pela Proposicdao 2.48, toda sequéncia limitada em K possui
uma subsequéncia convergente. Como toda sequéncia de Cauchy é
limitada, ela possui uma subsequéncia convergente; o mesmo argu-
mento do Teorema 2.46 forca entdo a sequéncia inteira a convergir
para o mesmo limite.

Reciprocamente, suponha que K seja arquimediano e que toda se-
quéncia de Cauchy em K convirja. Seja S C K ndo vazio e limitado
superiormente. Escolha a¢ € S e uma cota superior b, de S. Construi-
remos intervalos [a,, b,] tais que

a, €S, b, € cota superior de S, [@n+1,bn+1] C [an, bn),

by — ag

bn_ n<
Ap S on

Suponha [a,,b,] construido e ponha m, = (a, + b,)/2. Se m, é cota
superior de S, definimos

Opt1 = G, bnt1 = my,.
Se m,, nao é cota superior, existe s,,,; € S com
Sp41 > M.
Como b,, € cota superior, também s,,.; < b,. Nesse caso, definimos
Up41 = Sp+1, bn+1 = by.

Em ambos os casos, o novo intervalo estéa contido no anterior e seu
comprimento é no maximo metade do comprimento precedente.

Como K é arquimediano, (by — ag)/2" — 0. Se m > n, entao a,,,a, €
[an,by], € portanto

by — ag

‘am_an|§bn_an§ 2n

Sequéncias de Cauchy e completude
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Logo (a,) € de Cauchy e, por hipotese, converge para algum s € K.
Como 0 < b,, — a,, — 0, também b,, — s.

Cada b, é cota superior de S. Portanto, para z € S, temos z < b, para
todo n, e passando ao limite obtemos z < s. Assim, s é cota superior
de S.

Se t < s, entao, como a,, — s, vale a,, > t para todo n suficientemente
grande. Mas a, € S; logo t ndo é cota superior de S. Portanto s é a
menor cota superior de S, isto é, s = sup S. Assim, K é completo. [

Ex. 2.32 — Dizemos que uma sequéncia (s,) € contrativa se existe
0<q<1tal que
‘577.—#2 - Sn+1| S q|sn+1 - Sn|

para todo n. Prove que toda sequéncia contrativa é de Cauchy e,
portanto, converge.

Ex. 2.33 — Construa uma sequéncia de nimeros racionais que seja
de Cauchy e que nao convirja em Q. Explique por que esse exemplo
antecipa a construgao dos reais do proximo capitulo.

* Ex. 2.34 — Prove que, para corpos ordenados arquimedianos, a
propriedade dos intervalos fechados encaixantes é equivalente a
completude.

** Ex. 2.35 — Mostre que a hipdétese arquimediana no Teorema
2.49 nao pode simplesmente ser omitida. Investigue o corpo orde-
nado das séries formais de Laurent R((x)), com a ordem determinada
pelo primeiro coeficiente nao nulo.

2.11 Limite superior e limite infe-
rior

A definicdo de limite superior e limite inferior costuma parecer mais
dificil do que a ideia que ela formaliza. O ponto essencial é ndo
comegar pela formula. Comecamos pelas caudas da sequéncia.

Para uma sequéncia real arbitraria (a,), considere, para cada n,
T, ={ai : k> n}.

A cauda T, contém tudo o que a sequéncia ainda pode fazer depois
do indice n. Quando passamos de T,, para T}, 1, retiramos apenas um
termo; por isso

' 2122132 -+

Limite superior e limite inferior
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Adotamos as convengoes
supT, = +oo se T), ndo é limitado superiormente, infT,, = —co se T,, ndo é limitado inferiormente.
Definimos entdo duas sequéncias auxiliares com valores estendidos:

M, = supT,, = sup ay, m,, = inf T,, = inf ay.
k>n k>n

Pense em M, como um teto para a cauda e em m, COmo um piso.
Sempre vale
my, < a, < M, para todo k > n.

Como as caudas diminuem,

Mn+1 < ]\/[na Mp+1 = M.

Assim, (M,,) é nao-crescente e (m,) é ndo-decrescente em [—oo, +c<].
Seus limites estendidos sempre existem. E desses dois limites que
surgem limsup e liminf.

2.50 Definicao (Limite superior e limite inferior). Seja (a,)
uma sequéncia real arbitraria. Definimos, em [—oo, +00],

limsupa, := lim M, = inf sup ag,
n—00 =9 neNg>p
e
liminf a,, := lim m, = sup inf ag.
n—00 n—00 neNk=>n

Em particular, limsupa,, = +oo significa que os tetos das caudas ten-
dem a +oo, € liminfa, = —oo significa que os pisos tendem a —oc.
Essas convengoes permitem aplicar literalmente os critérios posteri-
ores de séries mesmo quando os limites envolvidos sao infinitos.

Ha& duas observacgbées que evitam confusées comuns. Primeiro,
lim sup a,, ndo é, em geral, o supremo de todos os termos da sequén-
cia. FEle descreve o comportamento superior da cauda, portanto
ignora qualquer nimero finito de termos iniciais. Por exemplo, se

1
a1 = 1000, an = — (n>2),

entao sup,, a, = 1000, mas
lim sup a,, = liminf a,, = 0.

Segundo, o supremo ou o infimo de uma cauda nao precisa ser atin-
gido por nenhum termo. E por isso que trabalhamos com sup € inf, e
nao com maximo e minimo.

Para calcular limsup e liminf diretamente da defini¢do, o roteiro é
sempre o mesmo:

1. fixe n e olhe apenas para a cauda 7},;

2. determine ou estime seu teto M,, e seu piso m,,;
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3. faca n — oc.

A sequéncia original pode oscilar para sempre. O que sempre con-
verge sao os dois envelopes: o teto das caudas desce, e o piso das
caudas sobe.

2.51 Exemplo (Uma sequéncia que converge). Considere a, =
1/n. Como a sequéncia é decrescente,
1
M, = —.
n

Por outro lado, a cauda 7}, contém niimeros positivos arbitrariamente
proximos de zero, e por isso

m, = 0.

Observe que o infimo 0 ndo precisa ser um termo da sequéncia. Te-
mos
lim sup a,, = liminf a,, = 0.

2.52 Exemplo (Uma sequéncia que oscila). Considere

an = (—1)" (1 + i) .

Os termos pares sdo positivos e decrescem para 1; os termos impares
sdao negativos e crescem para —1. Se j > 1, entao

1
Myj_1 = My; =1+

27]'7
enquanto
1 1
m2j—1:7172j7_17 m2]:7172j+1
Logo
limsupa, =1, liminf a,, = —1.
n—oo n—oo

Aqui fica visivel o papel das duas envoltoérias: o teto segue os picos
positivos e o piso segue os vales negativos.

2.53 Proposicao (Caracterizacao por ¢). Seja (a,) limitada
e seja L € R. Entao L = limsupa, Se, e somente se, para todo
e >0:

1. eventualmente, a, < L +¢;

2. existem infinitos indices n para os quais a,, > L —¢.
Analogamente, L = liminf a,, Se, e somente se, para todo ¢ > 0:

1. eventualmente, a, > L —¢;

2. existem infinitos indices n para os quais a,, < L +¢.

Limite superior e limite inferior
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Demonstracdo. Provaremos apenas a afirmacao sobre o limite supe-
rior. Escreva M,, = sup>,, k-

Se M,, — L, entdo, dado ¢ > 0, para n grande temos M, < L + ¢.
Como a, < M,, segue a primeira condicao. Se a segunda falhasse,
entao, a partir de algum indice N, teriamos a,, < L—¢. Isso implicaria
My < L —¢, impossivel porque (M,,) € ndao-crescente e converge para
L, logo My > L.

Reciprocamente, suponha as duas condigoes. A primeira fornece N
tal que, para n > N, toda a cauda estd abaixo de L + ¢; portanto
M, < L +¢. A segunda garante que toda cauda contém algum termo
maior que L — ¢, e entao M, > L — ¢ para todo n. Assim, paran > N,

L*ESMnSL‘i’ga

e portanto M,, — L. O

Essa proposicao fornece uma leitura pratica do simbolo limsup: de-
pois de algum ponto, a sequéncia nao ultrapassa significativamente
L, mas continua voltando arbitrariamente perto de L por baixo. O
limite inferior descreve o comportamento simétrico.

2.54 Teorema (Limite superior e subsequéncias). Seja
(a,) uma sequéncia real limitada. Entao

1. limsupa, € o maior limite de uma subsequéncia conver-
gente de (ay);

2. liminfa, é o menor limite de uma subsequéncia conver-
gente de (a,).

Demonstracdo. Provaremos a primeira afirmacao. Ponha
L = limsupa, € M, = sup,s,ar. Construiremos uma subsequén-
cia que converge para L.

Escolha N, tal que |My, —L| < 1. Pela propriedade do supremo, existe
ny > Ny com
Ap, > ]\/[Nl — 1.

Depois de escolhido n;, escolha N;;, > n; tdo grande que

1

‘MNJ-H 7L‘ < ]+17
e escolha n;, > N, tal que
1
aanrl > 2\41\/'].+1 — Jﬁ

Temos, portanto,

2 1
L_f.<aanMNj<L+f
J J

para j suficientemente grande. Logo a,; — L.

Limite superior e limite inferior
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Agora seja ar, — ¢ qualquer subsequéncia convergente. Fixado N,
para j suficientemente grande temos k; > N, e entao
Qk; < My.
Passando ao limite, ¢ < M. Como isso vale para todo N,

/ S infMN = L.
N

Portanto, nenhum limite subsequencial é maior que L, e L é de fato
o maior deles. A prova para o limite inferior é anéloga. O

2.55 Teorema (Critério de convergéncia por limsup e
liminf). Seja (a,) uma sequéncia real limitada. Entao (a,) con-
verge se, e somente se,

liminf a,, = limsup a,.
n—oo n—00

Nesse caso, o valor comum é lima,,.

Demonstragdo. Se os dois limites sao iguais a L, entao
my < ap < My,

com m, — L e M, — L. O Teorema do Confronto da a,, — L.

Reciprocamente, suponha a,, — L. Dado ¢ > 0, existe N tal que
L—-—e<a,<L+e¢ (k> N).

Logo, paran > N,
L_egmnSMnSL"'a-

Passando ao limite e usando a arbitrariedade de ¢, obtemos
liminf a,, = limsupa,, = L. O

2.56 Definicao (Oscilacdo de uma sequéncia). Para uma se-
quéncia limitada (a,), definimos sua oscilacao por

w(a,) = limsup a,, — liminf a,.

O teorema anterior diz exatamente que uma sequéncia limitada con-
verge se, e somente se, sua oscilagdo é zero.

A mesma ideia reaparecerd no capitulo de integracao para medir a
oscilacdao de uma funcao em vizinhangas de um ponto: aqui enco-
lhemos caudas de uma sequéncia; 14, encolheremos vizinhangas no
dominio.

Limite superior e limite inferior
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2.57 Proposicao (Monotonicidade). Se (a,) e (b,) sdo se-
quéncias reais arbitrarias e a, < b, para todo n suficientemente
grande, entao

limsup a,, < limsup b,,, lim inf a,, < liminfb,,.

Demonstracdo. Depois de descartar um ntimero finito de termos, po-
demos supor a, < b, para todo n. Para cada cauda,

sup ax < sup by, inf ap, < inf b,.
k>n k>n k=n k>n
Basta tomar limites. |

As propriedades algébricas de limsup e liminf sao Gteis, mas nao tra-
zem uma nova ideia conceitual. Por isso, serdao desenvolvidas nos
exercicios.

Ex. 2.36 — Calcule limsupa,, € liminf a,, para cada sequéncia:
a) a,=(-1)"
b) a,=(-1)"+1/n;
c) a,=1+(-1)"/n;
d) a, = cos(nw/2);

e) a, = 1sen éum quadrado perfeito e a,, = 0 caso contrario.

Ex. 2.37 — Prove diretamente das definicdes que

limsup(—a,) = — liminf a,, liminf(—a,) = — limsup a,,.

Ex. 2.38 — Se (a,) e (b,) sao limitadas, prove

lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,

liminf(a, + b,) > liminf a,, + liminf b,,.

Dé um exemplo em que a primeira desigualdade seja estrita.

Ex. 2.39 — Prove as caracterizacoes

lim sup a,, = sup{r € R : a,, > r para infinitos valores de n}

liminf a,, = inf{r € R: a,, < r para infinitos valores de n}.

Limite superior e limite inferior
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Ex. 2.40 — Mostre que uma sequéncia limitada converge para L
se, e somente se, L é o Unico limite possivel de suas subsequéncias
convergentes. Dica: se a sequéncia ndo convergir para L, extraia
uma subsequéncia que permaneca a uma distancia positiva de L e
aplique Bolzano-Weierstrass.

** Ex. 2.41 — Use o fato de que, se « € irracional, as partes fracio-
narias de na sdo densas em |0, 1], para provar que

limsupsenn =1, liminfsenn = —1.
n—00 n—0o0
Esse exercicio é opcional: o resultado de densidade usado aqui per-
tence a um tépico posterior.

2.12 Sequéncias e a topologia da
reta

Conjuntos fechados também podem ser caracterizados em termos de
sequéncias.

2.58 Proposicao. Um conjunto F' C R é fechado se, e somente
se, o limite de toda sequéncia convergente em F pertence a F.

Demonstracdo. Suponha primeiro que F é fechado e que (z,) € uma
sequéncia convergente de pontos x, € F tal que z,, — . Entdo, toda
vizinhanca de z contém pontos z,, € F. Isso implica que = ¢ F¢, ja
que F¢ é aberto e todo y € I possui uma vizinhanga V C F¢ que nao
contém pontos em F. Portanto, x € F.

Reciprocamente, suponha que o limite de toda sequéncia conver-
gente de pontos em F pertenca a F. Seja z € F°. Entdo, » deve
ter uma vizinhanga V C F¢; caso contrario, para todo n € N existe
x, € F tal que z, € (x — 1/n,x + 1/n), de modo que = = lim,,_, =,, €
x seria o limite de uma sequéncia em F. Assim, F¢ é aberto e I é
fechado. O

A seguinte proposicao fornece uma definicao sequencial de um ponto
de acumulacao.

2.59 Proposicao. Um ponto z € R é um ponto de acumulagao
de A C R se, e somente se, existe uma sequéncia (z,,) em A com
x, # z para todo n € N tal que z,, — =z quando n — co.

Sequéncias e a topologia da reta
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Demonstracdo. Suponha que » € R seja um ponto de acumulagao
de A. Logo temos que para todo n € N, existe z,, € A\ {z} tal que
xn € (x —1/n,x +1/n). Segue-se que z,, — x quando n — co.

Reciprocamente, se z é o limite de uma sequéncia (x,,) em A com x,, #
x, e V é uma vizinhanca de z, entdo z,, € V\{z} para n suficientemente
grande, o que prova que z ¢ um ponto de acumulacao de A. O

A:{lanN}
n

entao 0 € um ponto de acumulacéo de A, pois (1/n) € uma sequéncia
em A tal que 1/n — 0 quando n — oco. Por outro lado, 1 ndao é um
ponto de acumulacao de A, pois ndo existem sequéncias em A com
termos distintos de 1 que convergem para 1. Todos os elementos de
A diferentes de 1 sdo menores que 1, e logo néo se aproximam de 1.

2.60 Exemplo. Se

Ex. 2.42 — Prove que todo nimero real é limite de uma sequéncia
de nimeros racionais.

Sequéncias e a topologia da reta
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Construcao dos reais

Nos capitulos anteriores, tratamos os numeros reais axiomatica-
mente: partimos de um corpo ordenado completo e deduzimos dele
as propriedades necessarias para a Analise. Esse ponto de vista é
o0 mais eficiente para desenvolver a teoria, mas deixa uma pergunta
em aberto. Existe, de fato, um objeto matematico que satisfaz simul-
taneamente os axiomas de corpo, de ordem e de completude?

Neste capitulo, responderemos afirmativamente a essa pergunta. A
primeira construcdo parte de sequéncias de Cauchy de nimeros ra-
cionais. A ideia é simples: um numero real pode ser aproximado
por racionais com precisao arbitraria, mesmo quando o proéprio nud-
mero ainda ndo esta disponivel em Q. O que podemos reconhecer
inteiramente dentro de Q é que as aproximacgoes se tornam progres-
sivamente préximas entre si.

Esse ponto é importante. N&o podemos definir /2, por exemplo,
como “o limite” de uma sequéncia racional antes de termos constru-
ido o espaco no qual esse limite vive. Podemos, porém, reconhecer
uma sequéncia racional de Cauchy sem mencionar nenhum nimero
real. E essa observacao que torna a construgao possivel.

Ao final, veremos também uma segunda construgdo, por cortes de
Dedekind. As duas realizam a mesma ideia de completude por ca-
minhos diferentes: a primeira completa Q acrescentando limites au-
sentes; a segunda preenche suas lacunas por meio da ordem.

3.1 Construcao via sequéncias de
Cauchy em Q

Uma expansao decimal sugere naturalmente a ideia de aproximacao.
Ao escrever

3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415,...,

Neste capitulo

» Construcao via sequén-
cias de Cauchy em Q (p. 90)
» Completude (p. 95)

» Unicidade (p. 99)

» Cortes de Dedekind (p.
101)

» Exercicios (p. 108)

Ideia central

Completar Q significa
acrescentar os limites

que faltam. Sequéncias de
Cauchy e cortes de Dedekind
realizam essa mesma ideia
por caminhos diferentes.

90



Analise Real / Construcdo dos reais Construcao via sequéncias de Cauchy em Q

produzimos uma sequéncia de racionais cujos termos se tornam cada
vez mais proximos. A construgao que segue abstrai exatamente esse
fenomeno.

3.1 Definicdo (Sequéncias nulas de numeros racionais).
Uma sequéncia z = (r,) de numeros racionais é chamada de se-
quéncia nula se, para todo ¢ € Q, com ¢ > 0, existe N € N tal
que

|z, < e para todo n > N.

Denotamos por A o conjunto das sequéncias nulas de nimeros
racionais.

Assim, (1/n), ((=1)"/n) e (n/(n* + 1)) pertencem a N. A definicao usa
apenas a ordem, as operacoes e o valor absoluto em Q.

3.2 Definicao (Sequéncias de Cauchy de numeros racio-
nais). Uma sequéncia r = (z,,) de numeros racionais é chamada
de sequéncia de Cauchy se, para todo ¢ € Q, com ¢ > 0, existe
N e N tal que

|#ym —xn| <e  para todos m,n > N.

Denotamos por C o conjunto das sequéncias de Cauchy de nume-
ros racionais.

Quando uma sequéncia racional é vista, depois da construcao de R,
como uma sequéncia real, esta definicao coincide com a do capitulo
anterior. A quantificacdo por e € Q é usada aqui justamente para que
nenhuma propriedade dos reais seja pressuposta na construgao.

Toda sequéncia nula é de Cauchy. Além disso, sequéncias de Cauchy
sao limitadas, e as operacgdes termo a termo preservam as classes
que precisaremos usar.

3.3 Lema (Limitacao das sequéncias de Cauchy). Toda se-
quéncia de Cauchy de ntimeros racionais é limitada.

Demonstracdo. Seja = = (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Existe N tal
que |z, —zy| < 1 paran > N. Com a convencdao de que uma soma
vazia vale zero, ponha

N—-1
M=oy +14 > |axl.
k=1

Entao |z,| < |zny| +1 < M para n > N, enquanto |z,| < M paran < N.

Logo z é limitada. O
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3.4 Proposicao. Sejam z,y sequéncias racionais.

l.sex,ycC,entdox+yecCexycC;
2.sexz,yceN,entdox+ycNexzycN;

3.sexecNeyel(, entdao zy € N.

Ositens 1 e 2 sdo consequéncias diretas das estimativas triangulares
e ficam como parte do Exercicio 3.1. O terceiro item é o elo que sera
usado na boa definicao do produto, por isso o registramos aqui.

Demonstragdo do item 3. Sex € N ey € C, o Lema 3.3 fornece M € Q,
M > 0, tal que |y,| < M para todo n. Dado ¢ € Q, £ > 0, existe N tal

que
9
- £ > N).
|z, | < i (n>N)
Logo
|xnyn| §M|$n|<€ (nZN),
e portanto zy € N. O

Duas sequéncias de Cauchy podem representar a mesma aproxima-
¢do assintética. Isso ocorre precisamente quando sua diferencga é
nula.

3.5 Definicao. Para z,y € C, definimos

T~y — x—yeN.

3.6 Proposicao. A relacao ~ é uma relagdo de equivaléncia
em C.

Demonstragdo. A reflexividade sequederz—xz=0€e€ N. Sexz—y e N,
entdao y —z = —(v —y) € N, o que prova a simetria. Finalmente, se
r—ycNey—zcN,entao

r—z=(@-y+y—2z)eN

pela Proposicao 3.4. Logo a relacdo é transitiva. O

Denotamos por
[2] ={y €C:y~ua}
a classe de equivaléncia de z.
3.7 Definicao (Numeros reais). Definimos
R:=C/~,

isto é, R é o conjunto das classes de equivaléncia de sequéncias
de Cauchy de nimeros racionais.
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A partir daqui, o trabalho consiste em transportar para R as opera-
coes e a ordem de Q, verificando que elas nao dependem do repre-
sentante escolhido.

3.1.1 Operacoes e o mergulho dos racio-
nais

Para ¢ € Q, escrevemos g para a sequéncia constante g, = q.

3.8 Definicao (Sequéncias constantes de numeros racio-
nais). A aplicagado ¢ — g associa a cada racional uma sequéncia
de Cauchy constante. Observe que g € N se, e somente se, ¢ = 0.

3.9 Definicao (Operacoes sobre os numeros reais). Para
[z], [y] € R, definimos

[z] + [y] :== [z + 9], [z] [y] :== [zy].

Antes de usar essas formulas, é indispensavel verificar que elas sao
independentes dos representantes.

3.10 Proposicao. As operagoes da Definicdao 3.9 estdo bem
definidas.

Demonstracdo. Suponha que z ~ 2’ e y ~ 3. Escreva
p=a'—zeN, q=y —-yeN.
Entado
(@' +y)—(@+y)=p+qgeN,
logo ' + 3y’ ~ x + y. Para o produto,
1.7
a'y' —ay = (z+p)(y+q) — vy = py + 2q + pqg.

Como z,y € C e p,q € N, a Proposicdo 3.4 mostra que os trés termos
do lado direito pertencem a A. Portanto z'y’ ~ xy. O

O Unico axioma de corpo que merece atencgao especial é a existén-
cia do inverso multiplicativo. Para trata-lo, isolamos primeiro uma
propriedade elementar das sequéncias de Cauchy ndo nulas.

3.11 Proposicao (Separacao do zero). Se z € C\ N, entao
existem a € Q, com a > 0, e N € N tais que exatamente uma das
alternativas vale:

x, >a paratodon > N, ou zn, < —a Ppara todon > N.

Além disso, qualquer sequéncia y ~ z tem, a partir de alguma
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ordem, o mesmo sinal de z.

Demonstragdo. Se para todo a > 0 e todo N existisse n > N com
|z,| < a, a propriedade de Cauchy implicaria que = seria nula: dado
e > 0, escolha N tal que |z, —z,| < ¢/2 para m,n > N, e depois escolha
m > N com |z,,| <e/2. Entdo, paran > N,

‘x7z,| S |$n - xm| + |xm| < €.

Como z ¢ N, existem portanto « > 0 racional e N tais que |z,| > a
para todo n > Njy.

Escolha agora N > N, de modo que |z,, — z,| < a para m,n > N. Dois
termos dessa cauda ndo podem ter sinais opostos, pois nesse caso

|Tm — Zn| = |Tm| + |20] > 2a.

Logo toda a cauda tem o mesmo sinal, o que prova a primeira afir-
macao.

Se y ~ z, entdo |z, — y,| < a/2 para todo n suficientemente grande.
Assim, uma cauda de z situada acima de « forga a cauda correspon-
dente de y a ficar acima de a/2; o caso negativo é analogo. O

3.12 Definicdo (Ordem em R). Dizemos que [z] > 0 se existem
a€eQ,a>0,e N €N tais que

Tn > a para todo n > N.

Pela Proposicao 3.11, essa condicao nao depende do represen-
tante. Definimos, entdo,

r<s <= s—r>0.

3.13 Teorema (Estrutura de corpo). Com as operagoes da
Definigdo 3.9, R é um corpo.

Demonstragdo. Os elementos neutros sao [0] e [I], e o oposto de [z]
é [—z]. Associatividade, comutatividade e distributividade sao herda-
das termo a termo de Q; essas verificacoes sdo reunidas no Exercicio
3.2.

Resta verificar o inverso multiplicativo. Seja [z] # [0]. Pela Propo-
sicao 3.11, existem a > 0 racional e N tais que |z,| > a para n > N.
Defina

0, n < N,
Yn =
1/x,, n>N.
Para m,n > N,
T T 1
|yn_ym|:M <72|xn_xma
‘Jjnmm‘ a

Operacoes e o mergulho dos racionais
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de modo que y € C. Além disso, x,y, = 1 paran > N, logo zy — 1 € N.

Portanto

3.14 Definicdo (Mergulho canénico de Q em R). Definimos

0:Q—R, ¢l =1

3.15 Teorema. A aplicagao ¢ é injetora e preserva soma, pro-
duto e ordem. Identificaremos, daqui em diante, Q com sua
imagem ¢(Q) C R.

Demonstragdo. Se [p] = [g], entdo a sequéncia constante p — ¢ € nula,
o que so6 ocorre quando p = ¢q. Logo ¢ é injetora. As identidades

Pt+q=Dp+4q Pq=Dpq
mostram que soma e produto sao preservados. Finalmente, se p <
¢, a sequéncia constante ¢ — p € estritamente maior que o racional
positivo (¢ — p)/2; portanto ¢(p) < ¢(q). O

3.16 Teorema (Corpo ordenado). A ordem da Definicao
3.12 torna R um corpo ordenado.

Demonstracdo. Primeiro, 0 ¢ R™: a sequéncia constante nula nao
fica estritamente acima de racional positivo algum e a definicao de
positividade é independente do representante.

Se r # 0, a Proposicao 3.11 mostra que exatamente uma das relagcoes
r >0 ou —r > 0 vale. Assim, a ordem ¢é total.

Ser=z] >0es=[y] >0, existem a,b > 0 racionais e um indice N
tais que z,, > a e y, > b para n > N. Consequentemente,

Ty +Yn >a+b>0, TnYn > ab >0,

para n suficientemente grande. Logo » + s > 0 e rs > 0. Essas duas
propriedades sdao exatamente as condigdes de compatibilidade entre
a ordem e as operacgoes de corpo. O

3.2 Completude

Até aqui construimos um corpo ordenado que contém uma copia de
Q. Falta a propriedade decisiva: provar que esse corpo nao possui

Completude
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lacunas. E justamente nesse ponto que a construgdo por sequéncias
de Cauchy precisa devolver o que prometeu.

A estratégia serd construir o supremo de um conjunto limitado por
bissegoes racionais. Para isso, comegamos com duas observagoes
sobre a ordem recém-definida.

3.17 Proposicdo. Se z € C representa r € R e existe N tal que
Tp >0 para todo n > N,

entao r > 0.

Demonstragdo. Se r < 0, entao —r > 0. Pela definicdo de positividade,
existiriam « > 0 racional e M tais que —=z,, > a para todo n > M, isto é,
x, < —a < 0 nessa cauda. Isso contradiz a hipotese. Logo r > 0. |

3.18 Proposicdo. Ser >0 em R, existe p € Q tal que

O<p<r.

Demonstragdo. Seja x um representante de r. Pela definicao de po-
sitividade, existem « > 0 racional e N tais que x,, > a paran > N. A
sequéncia (r, — a) é entdo eventualmente nao negativa; pela Propo-
sicao 3.17, temos r —a > 0, isto é, a < r. Tomando p = a/2, obtemos

O<p<a<m,

e portanto 0 < p < r. ]

3.19 Proposicdo (Densidade dos racionais). Ser,s € R e
r < s, existe ¢ € Q tal que

r<q<s.

Demonstragdo. Como s —r > 0, pela Proposicao 3.18 existe p € Q tal
que
O<p<s—r.

Seja = = (z,) um representante de r. Como z é de Cauchy, existe N
tal que
|z, — 2N <§ para todo n > N.

Defina
q:xN—l—gG(@.

Paran > N,

q— Tn = +(mN*:Cn)> )

(SRS
I3

Completude
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logo ¢ — r > 0 e, portanto, r < ¢q. Por outro lado,

p p

p—(qg—n) =5+ (@0 —an) > 7,

2 6

de modo que ¢ —r < p. Como p < s —r, segue que
g<r+p<s.

Assim, r < g < s. O

Agora podemos cercar qualquer conjunto nao vazio e limitado supe-
riormente por dois racionais cuja distancia inicial é 1.

3.20 Proposicdo. Seja A C R néo vazio e limitado superior-
mente. Entao existe p € Q tal que p ndo é cota superior de A4,
enquanto p + 1 é cota superior de A.

Demonstracdo. Escolha a € A e uma cota superior v de A. Pela den-
sidade de Q, podemos escolher racionais s, ¢ tais que

a—1<s<a, u<qg<u-+l

Assim, s nao é cota superior de A, enquanto q é.

Pela propriedade arquimediana dos racionais, existe n € N tal que
n>q-—Ss.
Logo s+n > ¢, e portanto s+n também é cota superior de A. Considere
E ={m e N:s+m é cota superior de A}.
O conjunto E é ndo vazio; seja mg seu menor elemento. Defina
p=s+mg— 1.

Entdao p+1 = s + mo € cota superior. Se mg = 1, temos p = s, que
ndo é cota superior. Se mg > 1, a minimalidade de m, mostra que
s+ (mg — 1) = p ndo é cota superior. Em ambos os casos, p tem a
propriedade desejada. O

A partir desse primeiro intervalo racional, repetimos a bissecao e
conservamos, em cada etapa, uma extremidade que nao é cota supe-
rior e outra que é.

3.21 Proposicdo. Seja A C R néo vazio e limitado superior-
mente. Existem sequéncias racionais (p,) e (¢,) tais que, para
todon > 1,

1. p, ndo é cota superior de A;
2. g, € cota superior de A4;

3' dn — Pn = 2—(n—1)’.

Completude
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4- DPn S Pn+1 S dn+1 S dn.

Demonstracdo. Escolha p; pela Proposicdo 3.20 e ponha ¢; = p; + 1.
Suponha construidos p,, ¢,. Defina o ponto médio
_ Pntqn
my = .

2

Se m,, é cota superior de A, ponha

Pn+1 = Pn, qn+1 = My

Caso contrario, ponha

Pn41 = Mnp, dn+1 = 4n-

As quatro propriedades sdo preservadas e o comprimento do inter-
valo é dividido por 2 a cada passo. A construcao segue por indu-
cao. O

3.22 Proposicao. Assequéncias (p,) e (g,) da Proposicdo 3.21
sdo sequéncias de Cauchy equivalentes.

Demonstracdo. Se m > n, a monotonicidade e o encaixe dos interva-
los dao
0< Pm — Pn < gn — Pn = 2—(n—1)

0<qn—qm < Gn—DPn= 27(n71).

Essa quantidade pode ser tornada menor que qualquer racional po-
sitivo sem recorrer a uma teoria prévia de convergéncia. De fato,
dado ¢ € Q, ¢ > 0, a propriedade arquimediana de Q fornece N tal
que N > 1/e. Pela desigualdade de Bernoulli, 2! = (1 + 1) ! > n.
Portanto, para n > N, temos 2~("~1) < 1/n < e. As estimativas anteri-
ores mostram que ambas as sequéncias sdo de Cauchy. Além disso,

‘%z,_pn‘ :27(7171) <e (HZN%
logog—pe N, isto é, p~q. O
Chegamos agora ao ponto central da construcdao. A prova a seguir
merece ser lida com atencgdo: é nela que uma sequéncia de intervalos

racionais encaixados produz, dentro do corpo que construimos, o
supremo de um conjunto arbitrario limitado superiormente.

3.23 Teorema (Completude). Todo subconjunto nao vazio
de R que é limitado superiormente possui supremo.
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Demonstracdo. Seja A C R ndo vazio e limitado superiormente.
Construa (p,) e (¢,) como nas Proposicoes 3.21 e 3.22. Como p ~ ¢,
as duas sequéncias representam o mesmo numero real; denote-o
por

Mostraremos que r = sup A.

Primeiro, r é cota superior de A. Suponha, ao contrario, que exista
a € Acom r < a. Pela densidade dos racionais, escolha ¢ € Q tal que

r<t<a.

Como ¢ —r > 0 e (gq,) representa r, pela definicdo da ordem existem
5 > 0 racional e N tais que

t—qn>0>0 para todo n > N.

Assim, ¢, <t < a paran > N. Mas cada ¢, é cota superior de 4, o que
exigiria a < ¢,. Contradicao. Logo r é cota superior.

Resta provar que nenhuma cota superior € menor que r. Suponha
que s seja uma cota superior de A e que s < r. Pela densidade de Q,
escolha t € Q com

s<t<r.

Como r—t >0 e (p,) representa r, existem § > 0 racional e N tais que
Pp—t>5>0 para todo n > N.

Fixe um desses indices. Como p, ndo é cota superior de A, existe
a, € A tal que

Ap > Pp > 1T > 8.
Isso contradiz o fato de s ser cota superior de A. Portanto nenhuma
cota superior pode ser menor que r.

Concluimos que r € a menor cota superior de A4, isto é,

r = sup A.
|

A construgao esta agora completa: comegamos apenas com Q, for-
mamos classes de sequéncias de Cauchy, definimos nelas operagoes
e ordem e acabamos de provar a propriedade do supremo.

3.24 Teorema (Existéncia dos reais). Existe um corpo orde-
nado completo.

3.3 Unicidade

A construcao anterior produz um corpo ordenado completo, mas isso
nao significa que exista uma Unica realizagdo conjuntista desse ob-
jeto. O enunciado correto é estrutural: quaisquer duas realizagoes
sao isomorfas como corpos ordenados.

Unicidade

99



Analise Real / Construcdo dos reais

3.25 Definicao. Sejam K; e K, corpos ordenados. Um isomor-
fismo de corpos ordenados é uma bijecao

@ : K; — Ko
tal que, para todos a,b € K,

pla+b)=p(a)+¢0),  plab) =p(a)p(d),

a<b <= pa)<epD).

3.26 Teorema (Unicidade do corpo ordenado completo).
Quaisquer dois corpos ordenados completos sdo isomorfos.
Mais ainda, existe um tUnico isomorfismo de corpos ordenados
entre eles que identifica as cépias canonicas de Q.

Demonstracdo. Identifique em cada corpo sua cdpia candnica de Q.
Para z € K1, ponha

L,={qeQ:q<a}, 4,0(:13):811(1er.
2

A propriedade arquimediana fornece inteiros m,n com —m < z < n;
logo L, é ndo vazio e limitado superiormente. A densidade de Q
mostra que ¢(q) = ¢ para q € Q.

Se r < y, existem racionais r, s tais que » < r < s < y. Entao r é cota
superior de L, e s € L,, de modo que ¢(z) < r < s < ¢(y). Assim, ¢
preserva estritamente a ordem.

Dados a <z e b < y, temos a + b < x + y; reciprocamente, se t < z + vy,
a densidade permite escolher « < z com ¢t —a < y e depois b € Q
com t—a < b < y. Tomando supremos, obtemos ¢(z + y) = ¢(z) +
¢(y). O argumento andlogo com aproximagdes racionais positivas e
a monotonicidade do produto da ¢(ry) = ¢(z)e(y) para z,y > 0; 0S
demais sinais seguem dos opostos.

Construa analogamente ¢ : K5 — K;. Para todo racional ¢, a densi-
dade da
g<eplr) <= g<aua.

Logo z e ¥(p(x)) tém os mesmos racionais estritamente abaixo deles;
se fossem distintos, haveria um racional entre ambos. Portanto ¢ o ¢
¢ a identidade, e simetricamente ¢ o ) também é. Assim, ¢ é um
isomorfismo.

Por fim, qualquer isomorfismo de corpos ordenados fixa Q e preserva
os conjuntos L, e seus supremos. Consequentemente, ele coincide
com ¢, provando a unicidade. O

Assim, quando falamos em o corpo dos nuimeros reais, estamos
usando a unicidade a menos de isomorfismo. A construgao por se-

Unicidade
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quéncias de Cauchy é uma realizagdo concreta desse objeto; a cons-
trucao de Dedekind, que veremos a seguir, produzira outra.

3.4 Cortes de Dedekind

A construgao por sequéncias de Cauchy completa Q a partir de apro-
ximacgoOes. Dedekind parte de outra caracteristica dos racionais: sua
ordem possui lacunas. Em vez de representar um real por uma se-
quéncia, representaremos sua posicao na reta pelo conjunto dos ra-
cionais que ficam estritamente a sua direita.

Usaremos a convencgao de cortes superiores. Para um racional », o
modelo é

Qr={qeQ:q>r}

O ponto de fronteira r nao pertence ao corte. Para um real ausente
de Q, como /2, a fronteira nédo serd racional, mas o subconjunto de
Q ainda podera ser descrito inteiramente em termos racionais.

3.27 Definicao (Corte de Dedekind). Um subconjunto A C Q
¢ um corte de Dedekind superior se:

1. Atoe A+Q;
2.sexc AeycQsatisfaz y > z, entdo y € 4;

3. A nao possui elemento minimo.

A antecipagdo do Capitulo 1 usa a convencgao equivalente de um par
inferior-superior e pode atribuir ao lado superior um ponto de fron-
teira racional. Para passar desse par (L, U) a convencgao aberta usada
aqui, substitui-se U por U° = {¢ € Q : existe u € U com u < ¢}. Reci-
procamente, dado um corte superior aberto 4, toma-se L = {¢ € Q :
existe c ¢ Acom ¢ < c} e U =Q\ L. Essas operacOes apenas decidem
em qual lado colocar uma eventual fronteira racional e representam
a mesma separacao de Q.

3.28 Exemplo (Cortes racionais). Para r € Q, o conjunto

Qr:{qe@:q>T}

¢ um corte de Dedekind. Ele é ndo vazio e proprio; é fechado para
cima; e, dado ¢ > r, a densidade de Q fornece ¢ com r < ¢’ < ¢, de
modo que ¢ ndo pode ser minimo.

A caracterizacdo seguinte explica por que os cortes @, sao exata-
mente aqueles cuja fronteira ja pertence a Q.

3.29 Proposicao. Um corte de Dedekind A C Q possui infimo
em Q se, e somente se, A = Q.. para algum r € Q.

Cortes de Dedekind
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Demonstragdo. Se A = @Q,, entao r € cota inferior de A. Set > r, a
densidade de Q fornece a com r < a < t. Como a € Q, = A, 0 nimero
t ndo é cota inferior de A. Logo inf A = r.

Reciprocamente, suponha que r = inf A € Q. Todo a € A satisfaz r < a,
e a igualdade é impossivel porque A nao possui minimo. Assim, a > r,
e portanto A C Q...

Se z > r, entdo z ndo pode ser cota inferior de A, pois é estritamente
maior que o infimo. Existe, portanto, a € A com a« < . Como A é
fechado para cima, » € A. Logo Q. C A, e A= Q.. O

3.30 Exemplo (O corte de \/2). Considere
Dy={qeQ:q>0eq*>2}

Esse conjunto é um corte de Dedekind e ndo possui infimo racional.
Pela Proposigdo 3.29, ndo é da forma @, com r € Q. A verificagdo
detalhada, que usa a irracionalidade de v/2 apenas para excluir um
infimo racional, é o Exercicio 3.6.

3.4.1 A ordem dos cortes

Escrevemos A< =Q\ A.

3.31 Proposicao. Se A é um corte de Dedekind, entao
A°={re€Q:x < aparatodoac A}.

Em particular, A¢ é fechado para baixo.

Demonstragdo. Se x ¢ A e existisse a € A com a < z, o fechamento de
A para cima implicaria » € A4, contradigao. Portanto x < a para todo
a € A.

Reciprocamente, se z < a para todo a € A, entdao = ¢ A, pois do
contrario poderiamos tomar « = z. A afirmacao sobre o fechamento
para baixo é imediata. O

Uma propriedade especial dos cortes superiores é que quaisquer
dois deles sdo comparaveis por inclusio.

3.32 Proposicao. Se A e Bsao cortes de Dedekind, entdo exa-
tamente uma das relagoes

ASB, A=B, BGA

vale.

A ordem dos cortes
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Demonstracdo. Suponha A # B. Se nenhum dos conjuntos estivesse
contido no outro, existiriam

a€ A\ B, be B\ A.

Se a < b, o fechamento de A para cima daria b € A, contradigao.

Se b < a, o fechamento de B para cima daria a« € B, novamente uma

contradigdo. Logo um dos cortes esta propriamente contido no outro.

O

3.33 Definicao. Definimos
R:={ACQ: A éum corte de Dedekind}.
Para A, B € R, definimos a ordem por incluséo reversa:

A<B < A2B, A<B < ADB.

Essa inversao é natural para cortes superiores: se r < s, entdo

Qr 2 Qs.

3.34 Proposicdo. Seja A € R e r € Q. Entdo:
1. A> Q, se, e somente se, existe q € A° tal que ¢ > r;
2. A>Q, se, e somente se, r € A;

3. se A < @, entdo —A > Q,, onde —A sera definido a seguir.

Demonstracdo. Para o item 1, suponha primeiro A > Q,. Pela defini-
¢ao da ordem, A & Q,. Escolha g € Q, \ A. Entdoge A e ¢ > r.

Reciprocamente, suponha que exista ¢ € A° com ¢ > r. Pela Proposi-
¢ao 3.31, todo a € A satisfaz a > ¢ > r, logo A C Q,. Como q € Q, \ A,
a inclusdo € estrita e 4 > Q...

O item 2 é uma reformulacdao da mesma ideia: A > Q, significa A C
Q., 0 que equivale a r ¢ A, isto é, r € A°.

O item 3 serd concluido depois da definicdo do oposto, mas regis-
tramos aqui a consequéncia que sera usada na definigao do produto.
Sua verificagdao aparece ao final da Proposicao 3.36. O

3.4.2 Operacoes com cortes

Comegamos pela soma e pelo oposto.

Operagdes com cortes
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3.35 Definicdo. Para A, B € R, definimos

A+B={a+b:a€ A be B}

—A={reQ:—r<cparaalgum ce A}.

3.36 Proposicdo. Sejam A, B € R.
1. A+ B é um corte de Dedekind;
2. —A é um corte de Dedekind;

3.se A>Qye B>Q entdo
AB:={ab:a€ A, be B}

é um corte de Dedekind;

4. se A > Q, entado
I(A) = {re@:r>0e1<cparaalgumc€A°}
r

é um corte de Dedekind.

Demonstragdo. Para o item 1, A+ B é ndo vazio. Se p ¢ A° e ¢q € B,
entdop <aeqg<bparatodosac A, be B; logo p+ q < a+ b para todo
a+be A+ B, eportantop+q ¢ A+ B. Assim, A+ B # Q.

Ser=a+be A+ Bes>r, entao
ad=a+(s—r)>a.

Como A é fechado para cima, ' € 4, e s =d +b € A+ B. Finalmente,
ser=a+be€ A+ B, escolhaad’ € Acoma <a; entdaod +bc A+ Be
a’'+b<r. Logo A+ B nado possui minimo.

Para o item 2, escolha ¢ € A°. Entdao —c+1 € —A, logo —A # @. Se
a € A, ndo pode existir ¢ € A° com a < ¢, pois todo elemento de A° é
menor que todo elemento de A. Portanto —a ¢ —A, e —A # Q.

Sere—-Aes>r, existe ce A°com —r < ¢; como —s < —r < ¢, temos
s€ —A. Ser € —A, escolha c € A°com —r < c e depois, pela densidade
de Q, escolha d com

—r<d<ec.

Entdo —d < re —(—d) = d < ¢, logo —d € —A. Portanto —A nao tem
minimo.

Para o item 3, observe que A > Qg € B > Qo significam A, B C Qq; em
particular, todos os seus elementos sao positivos. Assim, AB # & e
0¢ AB,logo AB#Q. Ser=abe ABes>r,entdaob>0e

/!

a = - >a.

S| »

Operagdes com cortes
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Logoa € Aes=abe AB. Ser = ab € AB, escolha ¢/ € A com
0 < a < a; entdo a'b < ab, mostrando que AB ndo possui minimo.

Para o item 4, como A > Qg, o item 1 da Proposicao 3.34 fornece
cp € A° com ¢y > 0. Entdo qualquer racional r > 1/¢, pertence a I(4),
de modo que I(A) # @. Escolha a € A. Como A C @y, temos a > 0; 0
numero 1/a ndo pertence a I(A), pois a condigdo a < ¢ € impossivel
para c € A°. Logo I(A) # Q.

Serel(d)es>r entdos >0e 1/s < 1/r < ¢ para algum ¢ € A,
logo s € I(A). Por fim, se r € I(A), escolha ¢ € A° com 1/r < ¢. Pela
densidade de Q, existe d tal que

1
-<d<ec.
r

Entdaod > 0, v =1/d <rel/r' =d < c. Logor € I(A), e I(A) néo
possui minimo.

Resta justificar o item 3 da Proposicdo 3.34. Se A < Qo, entdo A 2
Qo. Existe, portanto, ag € A com ay < 0; como A ndao tem minimo,
podemos escolher a € A com a < 0. Todo ¢ € A satisfaz ¢ < a < 0. Se
r € —A, entdo —r < ¢ < 0 para algum c € A¢, e portanto » > 0. Logo
—A C Qp. Além disso, —a/2 > 0 nao pertence a —A, pois a/2 > a > ¢
para todo c € A°. Assim —A & Qo, isto é, —A4 > Q. O

Agora podemos definir o produto em todos os casos e o inverso de
todo elemento ndo nulo.

3.37 Definicdo. Para A, B € R, definimos

{ab:a€ A, be B}, A>Qo, B> Qy,

A.B— —[(=4) - B], A < Qo, B = Qo,
_[A(_B)]v AZQOv B<Q07
(=4) - (=B), A < Qo, B <Qo.

Se A # Qo, definimos

A—l _ I(A)v A> QO’
—I(—A), A<Q,.

Uma pequena propriedade de aproximacgdo dos cortes sera util para
identificar o oposto aditivo.

3.38 Lema (Lacunas racionais arbitrariamente peque-
nas). SeAeI@ese(@,s>O, existem ¢ € A° e a € A tais
que

0<a—c<e.
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Demonstracdo. Escolha ¢y € A° e ag € A. Pela Proposicao 3.31, ¢y <
ag. Escolha N € N tal que

ag — Co
N

h:= < e.

Entre os pontos c¢q + kh, k = 0,..., N, o primeiro esta fora de A e o

ultimo pertence a A. Seja ky 0 menor indice para o qual ¢ + koh € A.

Entao
c=co+ (ko — 1)h € A, a=co+koh €A,

ea—c=h<e. O

3.39 Teorema (Estrutura algébrica e de ordem dos cor-
tes). Com a ordem e as operacgbes acima, R é um corpo orde-
nado. Seu zero € Qg e sua unidade ¢é Q;.

Demonstracdo. A Proposicdo 3.32 mostra que a ordem é total. A
associatividade e a comutatividade da soma seguem diretamente das
propriedades correspondentes em Q.

Mostremos a identidade aditiva. Se a € A, escolha c € A com ¢ < a.

Comoa—c>0,temosa—ce Qe
a=c+ (a—c) €A+ Qo.

Logo A C A+Qy. Reciprocamente, se d = s+t € A+Qo, entaot > 0, de
modo que d > s. Como s € A e A é fechado para cima, d € A. Portanto

A+ Q= A

Agora provemos que —A é de fato o oposto aditivode A. Sex =a+t €
A+(—A), existe c € A° tal que —¢ < ¢. Pela Proposicao 3.31, ¢ < a; logo
—t<a,isto é, x =a+t>0. Assim,

A+ (—=A) C Qo.

Para a inclusdo inversa, seja z € @, isto é, x > 0. Pelo Lema 3.38,
escolha ce A°eae€ Acoma—c<x. Entao

a—1x<c,
portanto = —a € —A. Consequentemente,
r=a+(x—a) € A+ (—A).
Logo A+ (—A) = Qo.

A compatibilidade da ordem com a soma também é transparente. Se
A < B, entdao A 2 B, e portanto A+ C 2 B + C. A inclusdo nao pode
ser uma igualdade: se fosse, somando —C' aos dois lados e usando
associatividade e o oposto ja provados, obteriamos A = B. Assim,

A+C<B+C.

Operagdes com cortes
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As verificacoes multiplicativas — associatividade, unidade, inverso,
distributividade e compatibilidade da ordem com o produto positivo
— sao mais longas por causa da separacdao em casos de sinal, mas
ndo introduzem uma ideia nova. Elas constituem o Exercicio 3.8.
Com essas verificagoes, todos os axiomas de corpo ordenado ficam
estabelecidos. O

3.4.3 Completude dos cortes

A grande vantagem da convengdo por cortes superiores aparece
agora: o infimo de uma familia é simplesmente sua uniao.

3.40 Proposicao. Se A é uma familia ndo vazia de cortes de
Dedekind e

Ux#e

XeA

entdo (Jy. 4 X € um corte de Dedekind.

Demonstragdo. Defina L = |J. 4 X. O conjunto L é néao vazio e, por
hipotese, préprio. Se x € L, entdo x € X para algum X € A. Para
y >, o fechamento de X para cima déd y € X C L. Finalmente, como
X nao possui minimo, existe z ¢ X C L com z < z. Portanto L é um
corte. ]

3.41 Teorema (Existéncia do infimo). Todo subconjunto
ndo vazio de R que é limitado inferiormente possui infimo.

Demonstracdo. Seja A C R néo vazio e limitado inferiormente. De-
fina
L= J x
XeA

Como A possui um limitante inferior, existe B € R tal que
B<X para todo X € A.

Pela definicdo da ordem reversa, isso significa B O X paratodo X € A.
Logo
LCB+£Q.

A Proposicéo 3.40 mostra entdo que L € R.

Para cada X € A, temos L D X, portanto L < X. Assim, L é um
limitante inferior de A.

Se B’ é qualquer outro limitante inferior, entdo B’ O X para todo
X € A; consequentemente,

H;LJX:L
XeA

Completude dos cortes
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Pela ordem reversa, isso equivale a B’ < L. Logo L é o maior dos
limitantes inferiores, isto é,

L =inf A.

3.42 Corolario (Propriedade do supremo). Todo subcon-
junto nao vazio de R que é limitado superiormente possui su-
premo.

Demonstragdo. Seja S C R ndo vazio e limitado superiormente. En-
tao

—S:={-xz:2€S}
€ nao vazio e limitado inferiormente. Seja m = inf(—S). Para z € S,
temos m < —z, logo z < —m; portanto —m é cota superior de S. Se u
€ outra cota superior de S, entdo —u é cota inferior de —S, de modo
que —u < m, ou seja, —m < u. Portanto

—m =sup S.

3.43 Teorema (Construcdo de Dedekind). O conjunto R,
munido das operagoes e da ordem definidas acima, é um corpo
ordenado completo.

Temos, assim, duas construgdes concretas de um corpo ordenado
completo: R, obtido de sequéncias de Cauchy, e R, obtido de cortes
de Dedekind. Pelo Teorema 3.26, elas sdao isomorfas como corpos
ordenados.

O ponto conceitual do capitulo é justamente este: a partir daqui, a
maneira escolhida para construir os reais deixa de ser essencial. O
que usaremos nos capitulos seguintes sdo suas propriedades abstra-
tas — corpo, ordem e completude. As duas construcoes servem para
garantir que esse objeto existe e que ndao ha ambiguidade estrutural
em chama-lo de os numeros reais.

3.5 Exercicios

As verificacdes deixadas fora do fluxo principal estdo reunidas aqui.
Elas completam os detalhes algébricos das duas construgdes sem
interromper a linha conceitual do capitulo.

Ex. 3.1 — Demonstre os trés itens da Proposigdo 3.4, usando o
Lema 3.3. Em particular, mostre explicitamente por que o produto
de uma sequéncia nula por uma sequéncia de Cauchy é nulo.

Exercicios
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Ex. 3.2 — Complete a demonstracao do Teorema 3.13: verifique di-
retamente, nas classes de equivaléncia, a associatividade e a comu-
tatividade da soma e do produto, a existéncia do oposto aditivo e a
distributividade. Indique em cada passo onde é usada a boa defini-
¢do das operacoes.

Ex. 3.3 — Mostre que, para r € R, as seguintes condicdes sdo equi-
valentes:

1.r>0;

2.todo representante x = (z,,) de r é eventualmente positivo e fica
uniformemente afastado de zero, isto é, existem « > 0 racional e
N tais que z,, > a paran > N;

3.algum representante possui essa propriedade.

Explique por que a condicao “eventualmente positivo” sem afasta-
mento uniforme de zero nao seria suficiente para distinguir um nu-
mero positivo do zero.

Ex. 3.4 — Prove que o mergulho candnico ¢ : Q — R do Teorema
3.15 preserva também subtracao, inversos multiplicativos ndo nulos
e valor absoluto.

Ex. 3.5 — Mostre que a definicao de corte superior usada neste ca-
pitulo é equivalente a seguinte: uma decomposicdao Q = L U U, com
L,U # @, tal que » < y para todos =z € L, y € U, e U nao possui
elemento minimo.

Ex. 3.6 — Prove diretamente que
Dy={qeQ:q>0eq>>2}

¢ um corte de Dedekind. Mostre que ele ndo possui infimo em Q.
Vocé pode usar a irracionalidade de /2 ja estabelecida no Capitulo
1, mas a definicao do conjunto e todas as verificacbes devem perma-
necer internas a Q.

Ex. 3.7 — Mostre que a aplicacao
L:Q—HIA%, u(r) = Q,,

¢é injetora e preserva ordem e soma. Depois de estabelecidas as pro-
priedades multiplicativas do exercicio seguinte, mostre também que
Q,Qs = Q. para r,s > 0, e conclua a preservacao do produto para
todos os sinais.

Ex. 3.8 — Complete a demonstragao do Teorema 3.39. Prove:

Exercicios
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1—A=Q_1-Ae —(—A) = 4;

2.(AB)C = A(BC) e AB = BA;

3.AQ1 = A;

4.se A+ Qp, entdo AA™! = Qy;
5.A(B+ C) = AB + AC;

6.se A< Be(C > Qo entdao AC < BC.

Nos itens envolvendo sinais negativos, reduza primeiro ao caso nao
negativo usando as definigOes por casos. Registre cuidadosamente
onde o fato de os cortes ndo possuirem minimo é necessario.

Ex. 3.9 — Dé uma prova direta da propriedade do supremo em R,
sem passar pelo infimo e pela negacdo. Sugestao: procure descrever
sup.A em termos de intersecoes de cortes e determine qual pequena
corregao pode ser necessaria para garantir a auséncia de elemento
minimo.

Ex. 3.10 — Usando o Teorema 3.26, construa o isomorfismo de cor-
pos ordenados entre R e R e mostre que ele envia a classe da sequén-
cia constante g no corte racional @),, para todo ¢ € Q.

Exercicios
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Séries

Uma série numérica é uma soma infinita interpretada por meio do li-
mite de suas somas parciais. Essa interpretacao é essencial: embora
a notagdo sugira uma soma com infinitas parcelas, o objeto rigoroso
que se estuda é uma sequéncia de somas finitas. Desse modo, a te-
oria das séries prolonga naturalmente a teoria das sequéncias, mas
introduz fenémenos proprios das somas infinitas.

Neste capitulo, estudaremos critérios de convergéncia, convergén-
cia absoluta e condicional, séries alternadas, rearranjos e exemplos
fundamentais. O objetivo é desenvolver ferramentas que permitam
decidir quando uma soma infinita € bem definida e compreender de
que modo seu valor depende da estrutura dos termos e, em certos
casos, da ordem em que eles sao somados.

4.1 Convergéncia

A teoria comeca exatamente onde terminou o capitulo anterior: uma
série é convergente quando a sequéncia de suas somas parciais con-
verge. Convém manter essa tradugao em mente, pois quase todos os
argumentos deste capitulo serao, em ultima instancia, argumentos
sobre sequéncias.

Dada uma sequéncia (a,,) de numeros reais, associamos a ela a se-
quéncia (s,) de suas somas parciais, definida por

s1 = ay, So = a1 + ag, s$3 = a1 + az + as,

e, em geral,

n
Sn = § ar =a; +az+ -+ an.
k=1

A expressao

00
D
k=1

Neste capitulo

» Convergéncia (p. 111)
» Primeiros modelos:
séries que podemos so-
mar (p. 116)

» Séries de termos nao
negativos: comparar com
modelos (p. 121)

» Sinais e cancela-
mento (p. 128)

» A ordem dos termos
importa (p. 136)

» O numero ¢ revisi-
tado (p. 140)

» Representacao decimal
dos numeros reais Il (p.
142)

Ideia central

Uma série é uma sequéncia
de somas parciais. Os
critérios de convergéncia
sao maneiras diferentes de
controlar essas somas e seus
cancelamentos.
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¢ chamada série infinita, ou simplesmente série. A sequéncia (s,)
é chamada sequéncia das somas parciais, e s, € a n-ésima soma
parcial da série. Os termos da série sdo os numeros ai,as,as, ...,
enquanto s, s2, s3,... SA0 suas somas parciais.

4.1 Exemplo.

1. As primeiras somas parciais da série } /7, ; sdo

1 142 141yl L
S1 = So = —_ Saq = —_ —_ Sq4 = — — —.
1 9 2 2) 3 D) 37 4 2 3 4

2. As primeiras somas parciais da série > ;- | 5 séo

—_

! IR RS U O
BT g0 T 9Ty Ts T 6

1
51:57 S2 =

N | =
N

3. As primeiras somas parciais da série Y ;- z*! sdo

s1 =1, So =1+, s3=1+x+2% sg=1+x+2% 423

O estudo de uma série reduz-se, portanto, ao estudo de sua sequén-
cia de somas parciais.

4.2 Definicdo (Convergéncia de séries). Seja -, a; uma sé-
rie e seja s, = >_,_, a, Sua sequéncia de somas parciais. Dizemos
que a série converge para L se s, — L, isto é, se para todo ¢ > 0
existe M € N tal que, para todo n > M,

n
|sn — L] = Zak—L <e.
k=1

Nesse caso, L é chamado soma da série.

Observacao. Por abuso de linguagem, € usual escrever -, ay
tanto para a série quanto, quando ha convergéncia, para a sua soma.

Assim como ocorre nas somas finitas, o indice de uma série é uma
variavel muda. Portanto,

o0 oo
>r=3a
j=0 k=0

Também usaremos a notacéo

o) [e%S)
A
Zj — Zm+-k
j=m k=0

sempre que os termos envolvidos estejam definidos.

A convergéncia de uma série ndo depende de seus termos iniciais,
mas apenas do comportamento de sua cauda. Mais precisamente,
vale a proposicao seguinte.

Convergéncia
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4.3 Proposicao. A série Zj‘;l z; converge se, e somente se, a
- oo
serie ) .7, ., #; converge. Nesse caso,

00 m 00
E Zj = E Zj + E Zj.
j=1 j=1

j=m+1

Demonstragdo. Se s, =7,

n m
E Zj = Sn — E Zj-
j=1

j=m+1

z;, entdo, para n > m, temos

Logo, a sequéncia das somas parciais da série de cauda difere da
sequéncia (s, ) apenas por uma constante. Portanto, uma delas con-
verge se, e somente se, a outra converge, e a identidade da soma
segue passando ao limite. O

4.4 Exemplo. A série
) NS S
~\2) 2 4 8 16

é um dos exemplos mais simples de série convergente.

Provemos que ela converge para 1. A soma parcial dos primeiros n

termos é
L PR
MTLTLITR T 16 gn—1 " on
Como se trata de uma soma geométrica finita,
1
Sp=1——
2n
e logo
1
s — 1| = —
27L

de modo que s, tende a 1.

4.5 Teorema. Se a série ) ,-, a; converge, entdo a; — 0.

Demonstragdo. Seja s, = > ,_, ax. Como a série converge, a sequén-
cia (s,) converge para algum numero s. Para n > 2, temos

Ay = Sp — Sn—1-
Como s, — s e também s,_; — s, segue que
Ay =8y, — Sp—1—S—85=0.

Portanto, a,, — 0. O
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4.6 Exemplo. A série

; 3n2 +7

diverge. De fato, seu termo geral satisfaz

n? 1

32+7  3+7/n2

1
- #0.

Logo, a condigdo necessaria a,, — 0 nao é satisfeita, e a série diverge
pelo Teorema 4.5.

4.7 Exemplo. A série harmoénica

i1—1+1+1+1+
~n 2 3 4

diverge. Ela é um exemplo fundamental: seus termos tendem a zero,
mas a série ndo converge. Ao longo do texto, denotaremos por H,
sua n-ésima soma parcial, isto &,

1

1 1
Hn:]_ — - . e —.
SRR

Para provar a divergéncia,! consideremos a subsequéncia (HQk)k>
Agrupando os termos entre poténcias sucessivas de 2, obtemos

Hp 1424 (o) (e 20y (L
L T T 5 8 2k—1 41 ok |-

Em cada bloco

0

1 P 1
2-141 247

ha 27! termos, todos maiores ou iguais a 1/2/. Portanto, cada bloco
€ maior ou igual a 1/2. Assim,

1<j<k,

k

Como essa subsequéncia é ilimitada, a sequéncia (H,,) também é ili-
mitada. Logo, a série harmonica diverge.

Linearidade

Como vimos na Secao 1.6, os somatoérios finitos possuem as seguin-
tes propriedades:

Z (ar + by) = Z ap + Z b, (propriedade aditiva) (4.1)
k=1 k=1 k=1

Z (cag) = CZ a,  (propriedade homogénea). 4.2)
k=1 k=1

O proximo teorema ¢ a extensao natural dessas propriedades para
séries infinitas convergentes.

lEssa demonstracédo é atribuida a Nicole Oresme, por volta de 1350.

Convergéncia
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4.8 Teorema. Se ) a, e Y b, sdo séries convergentes e se
¢,d € R, entdo a série > (ca, + db,) também converge e

o

(can + dby,) ZCZan—l—den. 4.3)
n=1 n=1

n=1

Demonstracdo. Para cada n, pelas propriedades dos somatoérios fini-
tos,

> (cap +dby) = ¢ ap+d> by (4.4)
k=1 k=1 k=1

Passando ao limite quando n — oo, o primeiro termo do lado direito
converge para cy_ .., a; € o segundo para d) .-, b,. Logo, a sequén-
cia das somas parciais de ) (ca,, + db,) converge, e sua soma ¢ dada
por (4.3). O

O teorema anterior tem o seguinte coroldrio, frequentemente ttil
para concluir divergéncia.

4.9 Corolario. Se Y a, converge e > b, diverge, entdo > (a, +
b,) diverge.

Demonstragdo. De fato, b, = (a,, +b,) —an. Se > (a,+b,) convergisse,
entdo, pela linearidade e pela convergéncia de > a,, a série > b,
também convergiria. Isso contradiz a hipoétese. Logo, > (a, + b,)
diverge. O

4.10 Exemplo. A série Y7, (1/k+1/2%) diverge, pois Y7, 1/k di-
verge e Y ;- 1/2* converge.

Se > a, e > b, sao ambas divergentes, a série > (a, + b,) pode con-
vergir ou divergir. Por exemplo, se a, = b, = 1 para todo n, entao
> (an + b,) diverge. Por outro lado, se a, =1 e b, = —1 para todo n,
entao > (a, + b,) converge.

4.11 Teorema (Critério de Cauchy para séries). A série
>0, an, converge se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe N € N

tal que
lam + Qmay1 + -+ an| <e

sempre que n > m > N.

Demonstragdo. Seja s, = >.;_, a;y. Se a série converge, entao (s,) é
uma sequéncia de Cauchy. Escolhendo N suficientemente grande e
tomando n > m > N, temos

|@m, +-+ an‘ = ‘Sn - 5m—1| <g,

Convergéncia
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ap6s aumentar N em uma unidade, se necessario.

Reciprocamente, suponha que as caudas da série satisfacam a con-
dicdo do enunciado. Para n > m > N,

[$n — Sm| = |ama1 + -+ an| < e.

Logo (s,) € de Cauchy. Pela completude de R, ela converge; portanto
a série converge. O

O critério de Cauchy muda o ponto de vista: em vez de procurar
a soma, podemos perguntar se toda cauda suficientemente distante
tem soma pequena. Essa ideia sera decisiva quando tratarmos de
convergéncia absoluta.

Ex. 4.1 — Dadas as séries > a, e > b,, suponha que existe um nu-
mero natural N tal que a, = b, para todo n > N. Prove que > a,
é convergente se, e somente se, > b, € convergente. Assim, a con-
vergéncia de uma série nao é afetada pela alteragdo de um nimero
finito de termos. (Claro, o valor da soma pode mudar.)

Ex. 4.2 — Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais nao negativos.
Prove que Y a, converge se, e somente se, a sequéncia das somas
parciais é limitada.

Ex. 4.3 — Prove que a série ) °, z; converge se, e somente se,
Z;?im 41 %j converge. Se uma dessas séries converge, entdo

Ex. 4.4 — Reprove diretamente, a partir do critério de Cauchy para
sequéncias, o Teorema 4.11:

Uma série infinita > a,, converge se, e somente se, para cada ¢ > 0,
existe um numero natural N tal que, se n > m > N, entdo

|am + ami1 + -+ an| <e.

4.2 Primeiros modelos: séries que
podemos somar

Antes de acumular critérios de decisao, vale conhecer séries cuja
soma pode ser calculada diretamente. Elas serao nossas primeiras
referéncias: mais adiante, em vez de tentar somar uma série compli-
cada, tentaremos compara-la com um desses modelos.
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4.2.1 Série geométrica

A série geométrica é obtida somando os termos de uma progressao
geométrica, isto é,

o0

Z pak 1,

k=1

Como vimos no exercicio 1.14, se x # 1, entdao a n-ésima soma parcial

¢ dada por
n -’y
ka—1 _b—p
1—=xz
k=1

No caso = = 1, temos simplesmente

n

Passemos ao limite das somas parciais. Se z # 1, entao

n

DY A e AR
11—z 1—a

Assim, o comportamento das somas parciais é determinado pelo com-
portamento de z". Como vimos no exercicio 2.34, se |z| < 1, entao
z" — 0, e portanto

n
. - p
1 M :
Jm > pett =T

Se |z| > 1e p#0, os termos pz*~! ndo tendem a zero. Portanto, pela
condicao necessaria de convergéncia, a série diverge.

Obtemos, assim, o seguinte resultado.

4.12 Teorema (Série geométrica). Sejamp,x € R. Se |z| < 1,
entdo a série Y ;- , pz*~! converge e

p+px+pw2+-~-=1§x. (4.5)

Se |z| > 1 e p # 0, entdao a série diverge. Se p = 0, a série
converge para 0, qualquer que seja z.

Algumas consequéncias imediatas sao as seguintes.

4.13 Exemplo.

1. Tomando p = 1 na férmula da série geométrica, obtemos

Lfota?+ o da+ = o[ <L
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2. Tomando p = 1 e substituindo z por —z, obtemos

1
l—z42? -2 42—+ (-)"2" 4 = — lz] < 1.

4.14 Exemplo. A série

3 6+B %—F
25 125

€ geomeétrica, de termo inicial 3 e razdo —2/5. Como | — 2/5| < 1, ela
converge, e sua soma é
6 12 24 3 15

3 -4 = _ == = = .
5+25 125Jr 1+2/5 7

4.2.2 Série telescopica

A propriedade telescopica de soma (vide exercicio 1.6.c) nos diz que

> (b = bir1) = b = buyr.
k=1

Uma série )_,- , a;, € dita telescopica em relacdo a sequéncia (b,) se
cada termo a,, puder ser expresso como

an = by, — bn+1-

4.15 Exemplo. Para a série infinita - temos as somas

parciais dadas por

n=1 n(nJrl)

1 1 1
mSiatastyatt una <n+1>
R RGHIER G
2 3 n n+1
SRR
n+1

e logo >, ﬁ converge para 1.
O exemplo anterior pode ser generalizado para o seguinte teorema.

4.16 Teorema. Seja ) ;- a; uma série telescopica em relagao
a sequéncia (b,), isto é, suponha que a, = b, — b, para todo
n > 1. Entao:

1. a série ) ;7 , a; converge se, e somente se, a sequéncia (b,)
converge;

2. se b, — b, entao

iak = b1 —b.
k=1
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Demonstragdo. Seja s, a n-ésima soma parcial. Entao
n n
Sn= ar =Y (bp—bps1) = b1 — bny1.
k=1 k=1

Logo, (s,) converge se, e somente se, (b,11) converge, o que equivale
a convergéncia de (b,). Se b,, — b, entdo

Sn:blfbn+1*>b17b,

de modo que

iak = b1 —b.
k=1

4.17 Exemplo. A série

(oo}

2
Z713—&-6712—&—1171—&—6

n=1
converge e sua soma € 1/6. De fato,

2 1 1
nd+6n2+1n+6 (n+1)(n+2) (nm+2)n+3)

Portanto, a série é telescépica com b,, = 1/((n+1)(n+2)). Como b, = 1/6
e b, — 0, segue que

5 ot
n+6n2+1ln+6 6

n=1

Exercicios basicos
Ex. 4.5 — Para cada uma das séries abaixo, identifique se ela é ge-
ométrica, telescdpica ou se possui somas parciais que podem ser

simplificadas diretamente. Determine se a série converge e, quando
convergir, calcule sua soma.
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a) i; h) érﬂ{l

K jij(jlw) ! 226%

c) 2j244 j) im

f) :1 (27171)1(2”“). m) 2(n+1)(ni2)(n+3)
9 23,?_1 & i%

4?4
O e
) Z 2ntin(n +1)

n=1

Exercicios complementares

Ex. 4.6 — Seja (r;) uma sequéncia de nimeros reais nao nulos tal

/1
que z; — +oo. Mostre que » ( -

)converge.
i=o \Ti T+l

Ex. 4.7 — Pode Z;’;O(xj +y;) convergir quando pelo menos uma de
di—oxj € > 2y y; diverge?

Ex. 4.8 — Mostre que, se Z;‘;O z; converge, onde z; # 0 para todo j,

oo
o 1 ..
entdo » — diverge.
=0 %

Ex. 4.9 — Asérie » (—1)/2'/7 é convergente?
j=1

Ex. 4.10 — Mostre que Z;‘;l aj converge se, e somente se, a = 0.
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Ex. 4.11 — Avalie as seguintes somas:

0o (=1)7425 .
a) Yoo, CtE,

b) >, (5% - ﬁ)

Ex. 4.12 — Seja (z,,) uma sequéncia decrescente de termos positi-
vos e suponha que > 72, z; converge. Mostre que lim nx, = 0. Este

n—o0

resultado é conhecido como o teorema de Pringsheim.

Dica: Defina m = [n/2]. Como (z,) é decrescente, S, — S,, =

> ax > (n— m)z,. Além disso, n —m > n/2. Use o fato de que

k=m+1
S, — S, — 0.

4.3 Séries de termos nao negativos:
comparar com modelos

Para termos ndo negativos ndo ha cancelamento: as somas parciais
s6 podem crescer. A pergunta deixa entdo de ser “qual é a soma?”
e passa a ser “esse crescimento permanece limitado?”. As préximas
ferramentas sao trés formas da mesma estratégia: comparar a série
desconhecida com um comportamento que ja entendemos.

4.3.1 Comparacao termo a termo

Comecemos pelo caso em que a desigualdade entre os termos é vi-
sivel. Para séries de termos ndo negativos, as somas parciais sao
crescentes; por isso, comparar termos equivale a comparar o cresci-
mento dessas somas.

4.18 Teorema. Se a, > 0 para todo n > 1, entao a série 5 a,
converge se e somente se a sequéncia das respectivas somas
parciais é limitada superiormente.

Se as somas parciais sdo limitadas superiormente por um nimero M,
entao a soma da série nao pode exceder M.
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4.19 Teorema (Critério da Comparacao). Sejam > a, €
>~ b, séries infinitas de termos ndao negativos. Isto é, a, > 0
e b, > 0 para todo n. Entdo:

1. Se Y a, converge e 0 < b, < a, para todo n, entdo > b,
converge.

2. Se Y a, diverge e 0 < a, < b, para todo n, entdo > b, di-
verge.

Demonstragdo. Seja t, = Y ,_, by a sequéncia de somas parciais de
>~ b,. Como b, > 0 para todo n, a sequéncia (t,) € crescente.

Na parte 1, se s, = >._, ax, entdo 0 < t, < s, para todo n. Como
> a, converge, a sequéncia (s,) é limitada superiormente; logo, (¢,)
também ¢é limitada superiormente. Pelo teorema da convergéncia
monotona, (¢,) converge, e portanto > b, converge.

A parte 2 é a contrapositiva da parte 1: se > b, convergisse e 0 <
a, < b, para todo n, entdo > a, também convergiria, o que contradiz

a hipotese. Portanto, 3 b, diverge. |
4.20 Exemplo. A série
(oo}
Z 1
n=1 (’I’L + 1)2
converge. Para todon > 1,
1 1

0<

12 S nnt 1)

Como a série )_°  1/(n(n+1)) converge pelo Exemplo 4.15, o critério
da comparacao implica a convergéncia da série dada.

4.21 Exemplo. A série

=1
>
n=1
converge. De fato, n! > 2"~! para todo n > 1, e portanto

1 1

0< <5y

Como a série geométrica > oo 2~ (=1 converge, o critério da compa-
racdo implica a convergéncia de _ 1/n!.

4.22 Exemplo. A série

. logn
2=,

n=1

diverge. De fato, para n > 3, temos logn > 1, e portanto

lo 1
gn -

n n

Como a série harmonica diverge, o critério da comparagdo implica a
divergéncia da série dada.
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Exercicios basicos

Ex. 4.13 — Use o Critério da Comparacgdo para determinar se as
séries sao convergentes ou divergentes:

a) Y rarT C) Yool
S 1
b) ZZOZQ 7;/—ﬁl d) Zn:lm
o 1
&) X.omn

=1
Ex. 4.14 — Mostre que ; m converge.

Ex. 4.15 — Mostre que ) L diverge.
=i

Ex. 4.16 — Seja (z,) uma sequéncia de termos positivos e suponha
que )7, x; converge. Mostre que > 7z também converge.

Ex. 4.17 — Seja (x,) uma sequéncia de termos positivos. Mostre

1+.’13j

que ) 7 z; converge se, e somente se, Z converge.
5=0

oo
~ X ,
Ex. 4.18 — Mostre que, se > 7723 converge, entao E M também
j=1
converge.

Exercicios mais dificeis

* Ex. 4.19 —

a) Seja (a,) uma sequéncia decrescente de termos nao negativos.
Prove o critério de condensagao de Cauchy: a série > 7, a,
converge se, e somente se, a série Y .-, 2"a,. converge.

b) Use a parte (a) para mostrar que a série p-série > 1/n” con-
verge se p > 1 e diverge se 0 < p < 1.

o 1
n=2 n(lnn)P

c) Use as partes (a) e (b) para mostrar que >
se p>1ediverge se 0 <p < 1.

converge

A comparacao direta é poderosa quando a desigualdade é evidente,

Comparacao termo a termo
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mas as vezes obriga a adivinhar uma estimativa pouco natural. Ha
outra maneira de construir séries-modelo: transformar a soma dis-
creta em uma questdo sobre areas.

4.3.2 Comparacao com integrais e séries p

Comparar uma série nova sé é util quando ja possuimos bons mode-
los. A série geométrica é um deles; as séries p formarao outra familia
fundamental. O elo entre somas e integrais fornece esses modelos
de maneira sistemaética.

Yo\ Sk fR) < J1 A S (@) de < 570 £ (k)

1)

1(2)

Figura 4.1 . s ~ .
Ilustracao do critério de comparacao com a integral.

4.23 Teorema (Critério de comparacao com a integral).
Seja f : [1,00) — R uma funcdo continua, positiva e decrescente.

Entdo a série -
> (k)

k=1

converge se, e somente se, a integral imprépria

/100 f(z)dx

converge.

Demonstragdo. Escreva a, = f(k) € s, = >.,_, ax. Como f é decres-
cente, para todo k£ > 2 e todo z € [k — 1, k] temos f(k) < f(z). Logo,

k)é/lnf(x)dx

Se [* f(z) dz converge, entéo

sp < f(1 /f Ydx < f(1 /f

Como (s,) € crescente, por ter termos positivos, ela converge. Por-
tanto, a série converge.

Comparagao com integrais e séries p
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Reciprocamente, para todo k£ > 1 e todo z € [k, k+ 1] temos f(x) < f(k).

Assim,
n+1 n
[ @<y rw = s
1 k=1

Se a série converge, entao (sn) ¢é limitada, e a desigualdade ante-
rior mostra que as integrais f1 x)dx também sao limitadas superi-
ormente. Como essas integrais crescem com ¢, a integral impropria
converge. Equivalentemente, se a integral improépria diverge, a sé-
rie também diverge. O

4.24 Exemplo (Série p). O critério de comparagdo com a integral
permite demonstrar que

oo

1
Z - converge se, e somente se, p> 1.
n=1 n
De fato, para f(z) = 27, temos
nt-P_—1
n —F, Se 1,
/ z Pde = 1—p p7
! logn, sep=1.

Se 0 < p < 1, a integral diverge e o critério da integral mostra que
a série também diverge. Para p < 0, nem precisamos do critério: o
termo 1/n? nao tende a zero. Portanto, em todos os casos, a série-p
converge exatamente quando p > 1.

4.25 Exemplo. O mesmo método mostra que?

o0

D

—— converge se, e somente se, s> 1.
n(logn)*

n=2

De fato,

1 1—s _ log 2 1—s
- (log 1) (log2) ™ = o1,
/ 71 . dr = 1—s

2 #(logz) log(logn) — log(log2), ses=1.

A funcdo x — 1/[z(log z)*] é positiva e, para cada s € R, é decrescente
a partir de algum ponto. Como retirar um nimero finito de termos
ndo altera a convergéncia, aplicamos o critério da integral a cauda.
A integral imprépria converge exatamente quando s > 1; portanto, o
mesmo vale para a série.

Ex. 4.20 — Determine se as seguintes séries convergem ou diver-
gem e justifique sua resposta:

a) Yot @ D DREECUS
b) E?:l% g) > n+2)|
c) Yol B h) oo, Sn
d) Znoil%i ) > 1\/@

DD

2Inicia-se a soma em n = 2 para evitar que logn se anule.

Comparagao com integrais e séries p
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As séries p passam agora a funcionar como uma régua assintotica.
Muitas séries nao sao literalmente maiores ou menores que 1/n? de
maneira conveniente, mas se tornam indistinguiveis dela na escala
correta.

4.3.3 Comportamento assintético

A comparacao termo a termo pode ser artificial quando duas sequén-
cias tém a mesma escala assintdtica. Nessa situacgdo, o quociente
entre os termos revela a comparagao que realmente importa.

4.26 Definicao. Sejam (a,) e (b,) sequéncias de termos positi-
vos. Dizemos que a, € assintoticamente equivalente a Lb,, com
L >0, se a

lim = = L.

n—oo n
Nesse caso, escrevemos a,, ~ Lb,. Em particular, quando L = 1,
escrevemos simplesmente a,, ~ b,,.

4.27 Teorema (Critério do Limite). Sejam > a; e 3272 b;
séries de termos positivos. Se a, ~ Lb, para algum L > 0, entao
ambas as séries convergem ou ambas divergem.

Demonstragdo. Como
lim 2% — 1 >0,

n—roo n
existe N € N tal que, para todon > N,
L _on 3L
2 b 27
Logo,
L 3L
§bn<an<7bna TLZN

Se > b, converge, entao > (3L/2)b, converge e, pelo critério da com-
paracéo, a cauda de > a, converge. Portanto, ) a, converge. Re-
ciprocamente, se Y a, converge, entdo a desigualdade b, < (2/L)a,,
valida para n» > N, mostra novamente pelo critério da comparacao
que > b, converge. Assim, as duas séries tém o mesmo comporta-
mento quanto a convergéncia. O

4.28 Exemplo. A série

>t
n:1n2—|—n—|—1

converge. Com efeito, se a,, =1/(n?> +n+1) e b, = 1/n?, entao

Qn n?

A (—
b, n?24+n-+1

oo

Logo, a, ~ b,. Como > >7 | 1/n? converge, o critério do limite implica
a convergéncia da série dada.

Comportamento assintético
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4.29 Exemplo. A série

oo

> (VaHT— Vi)

n=0

diverge. Para n > 1, racionalizando o termo geral, obtemos

2 1
Wt =) = S T A

Comparando com b,, = 1/n, temos

2
b Vi 1 1 1
l:—( n+1+ i) =24 =+ 20/1+= —4.
an, n n n

Assim, a,, ~ b, /4. Como a série harmonica diverge, o critério do limite
implica a divergéncia da série dada.

Exercicios basicos

Ex. 4.21 — Determine a convergéncia de cada uma das seguintes
séries:

a) Yo, Ut DO, ey

b) Yoo, Y= k) Y0ls ntrm

c) Z‘;’;lj—é D D o=t

d) Y m) Yoo, VR

0 5 () D S (001 paratodor
racional;

D = 0) ¥ o

co 4
g Do n(nt1) D) 2?11 %ﬁ

o] 2
h) Zn:7 n2—2n—3 ) ZOO 1
q j=1 724175
J

: o] n—1
D Yz i
Exercicios complementares

Ex. 4.22 — Encontre todos os inteiros ¢ > 0 tais que:

oo

1
2 e

j=1

seja convergente.

Comportamento assintético
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Ex. 4.23 — Considere a« > 0 e b > 0. Encontre todo p racional tal

que:
i :
2 (aj + 0y

seja convergente.

Convém guardar a diferencga entre as trés ideias. A comparacgao di-
reta usa uma desigualdade; o critério integral constréi modelos a
partir de fungoes; a comparacgdo assintotica ignora constantes e de-
talhes de baixa ordem. Nao sdo trés receitas concorrentes, mas trés
maneiras de responder a mesma pergunta: com que série conhecida
este termo se parece?

4.4 Sinais e cancelamento

Quando os termos mudam de sinal, a monotonicidade das somas par-
ciais desaparece. Ha entdo duas razoes muito diferentes para uma
série convergir: ou seus modulos ja formam uma série convergente,
ou sinais opostos produzem cancelamento. Essa distingao organiza
o restante da teoria.

4.4.1 Convergéncia absoluta

Até aqui, a positividade dos termos permitiu controlar as somas par-
ciais por monotonicidade e comparacdo. Quando aparecem sinais
diferentes, surge uma possibilidade nova: o cancelamento. Antes de
explora-lo, isolamos uma situacao especialmente estavel, a conver-
géncia absoluta.

4.30 Definicao. Dizemos que uma série Y a, converge abso-
lutamente se a série > |a,| converge. Dizemos que ) a, con-
verge condicionalmente se ) a, converge, mas ) |a,| diverge.

4.31 Teorema. Se uma série converge absolutamente, entao
ela converge.

Demonstragdo. Suponha que > a, seja absolutamente convergente.

Pelo critério de Cauchy aplicado a série Y |a,|, dado ¢ > 0, existe
N € N tal que, se n >m > N, entdao

|am| + |amg1| + -+ |an] <e.
Pela desigualdade triangular,

[am + ami1 + -+ an] < |am| + |amir]| + -+ |an| < e.

Sinais e cancelamento
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Portanto, > a, satisfaz o critério de Cauchy para séries e, consequen-
temente, converge. ]

Quando os termos de uma série sdo nao negativos, convergéncia e
convergéncia absoluta sao equivalentes.

Se > a, e > b, sao absolutamente convergentes, o mesmo se veri-
fica para a série > (aa, + 8b,) qualquer que seja a escolha de a e 3.
Essa é uma consequéncia imediata da desigualdade triangular, e a
demonstracdo sera deixada ao leitor.

Ex. 4.24 — Prove que, se Y. |a,| converge e (b,) € uma sequéncia
limitada, entao > a,b, também converge.

Ex. 4.25 — a) Mostre que, se Zjio x; converge absolutamente,
entdo )7 x7 também converge.

b) O reciproco é verdadeiro?

- 0 ~ oo 2 4
c) Everdade que, se } ;_,x; converge, entao ) .-, =5 também con-
verge”?

(o) o0 ~ Yo
Ex. 4.26 — Mostre que, se } 7,z e > " w; sao series absoluta-
~ o0 o0 7 ~
mente convergentes, entao 7~ zw; € 3", (az; + fw;) também sao
absolutamente convergentes para todos os numeros reais « € 3.

Ex. 4.27 — Mostre que, se Zj‘;o z; € uma série absolutamente con-
vergente, entao

oo oo
DIt
§=0 §=0

A convergéncia absoluta permite esquecer os sinais e voltar ao
mundo das séries positivas. Em algumas familias, a propria forma
algébrica dos termos fornece uma comparacao geométrica sem que
seja preciso adivinhar uma série-modelo.

Convergéncia absoluta
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4.4.2 Quando a forma do termo decide:
raiz e razao

4.32 Teorema (Critério da Raiz). Dada uma série }_ a,, seja

R = limsup |a,|'/™.

n— oo
Entao:
* se R < 1, a série converge absolutamente;
* se R > 1, a série diverge;

* se R =1, o critério nao fornece informacao sobre a conver-
géncia ou divergéncia.

Demonstragdo. Se R < 1, escolha r tal que R < r < 1. Entdo, para
n suficientemente grande, temos |a,|'/" < r, isto é, |a,| < 7. Como
a série geométrica > r" converge, o critério da comparacao mostra
que > a, converge absolutamente.

Se R > 1, entdo existem infinitos indices n tais que |a,|'/™ > 1, e
portanto |a,| > 1. Em particular, a,, 4 0, de modo que a série diverge
pelo Teorema 4.5.

Quando R =1, o critério € inconclusivo. De fato, para a série harmo-
nica 07, e para a série 307 | %, temos |a,['/" — 1 em ambos os
casos, mas a primeira diverge e a segunda converge. O

4.33 Exemplo. O Critério da Raiz determina diretamente a conver-
géncia da série Y~ .(logn)~". De fato, se a,, = (logn)~", entdo

/n _
logn

|an] — 0.

Logo, a série converge absolutamente.

4.34 Exemplo. Aplicando o Critério da Raiz a série

2

i(nil)n ’

n=1

temos, para a, = (n/(n + 1)),

1/n_ n n_ 1 1
lan|™ /™ = = - -
n+1 (I+1/n)» e

Como 1/e < 1, a série converge.

Uma variante do mesmo tipo de argumento conduz ao critério da
razao.

raiz e razao
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4.35 Teorema (Critério da Razao). Seja > a, uma série de
termos néo nulos.

(a) Se limsup < 1, entdo a série converge absolutamente.

Qn41
an

(b) Se liminf

Gnt1
a

1
n

> 1, entdo a série diverge.

<1<

(c) Nos casos restantes, isto é, quando liminf

An41
an

an

141
An

, 0 critério da razdo, por si s6, nao decide a
convergeéncia.

lim sup

Demonstracdo. Seja L = limsup

%) Se L < 1, escolha r tal que
L <r < 1. Entao, para n suficientemente grande,

an+1
Qnp

<r

Fixado tal n, obtemos por induc¢édo que |a, ;x| < r*|a,| para todo k > 0.
Logo, a cauda de Y |a,| € dominada por uma série geométrica, e
portanto > a, converge absolutamente.

Se liminf |1 > 1, existe » > 1 tal que, para n suficientemente
grande,

a

n—+1 2 r

G,

Assim, |a,| ndo pode tender a zero. Pelo Teorema 4.5, a série diverge.

A parte (c) decorre do fato de que tanto a série harmonica quanto a
série Y 1/n? satisfazem

Ap41
G,

lim

n—oQ

=1

)

mas a primeira diverge e a segunda converge. O

4.36 Exemplo.

» Considere a série Y n/2". Para a, = n/2", temos

any1  (n+1)2"  n+1 . 1
a,  2vtlp T 9p 2"
Além disso,
1/n 1
yn _ M 2
@] 2 Y

Assim, tanto o critério da razao quanto o critério da raiz mos-
tram que > n/2™ converge.

* Qualquer série da forma Y 1/n?, onde p € R, é chamada de série-
-p. Para essa série, se p > 0, entao

1\ 1)-"
lim ( ) 1 e qfm EDTT
n—oo \ nP

n—00 n—bp

Assim, os critérios da raiz e da razao séo inconclusivos.
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Para p < 1, temos n” < n, de modo que -5, > 1. Como a série har-
monica Y 1/n diverge, concluimos, pelo critério da comparacéo,
que a série-p diverge para p < 1.
* Considere
k

o0
Zp—', 0<p<oo.
k=1 "

. k .
Aqui, a = &;. Assim,

pk+1 k!

lim Gkl _ im =p lim —— =
k—oo  ap k—o0 plC (k + 1)' k—oo k + 1

Pelo critério da razdo, a série converge para todo p,0 < p < oo.
Neste exemplo, a presenca de k! torna o critério da raiz dificil
de usar.
* Considere > a,, onde
1 _
=5, Sen=2k

&, sen=2k+1

[

ap =

Aqui,
ia *1+l+l+i+i+
nzl”* 2 3 22 32

Por célculo,

k
Unt1 _ (%) , n =2k
n L n=2k+1
Consequentemente, o critério da razdo é inconclusivo. Por ou-
tro lado,
1
-, n =2k
a, = L(\/g\)/?/(%—&-l) n=2%k+1
V3 ’ -
Como limy,_, . (v/3)"/F+1D = 1, obtemos
1
limsup {/a, = —= < L.
n—>oop \/5

Portanto, a série converge pelo critério da raiz.

O tultimo item do Exemplo 4.36 mostra uma série para a qual o cri-
tério da razao é inconclusivo, enquanto o critério da raiz decide a
convergéncia. O resultado seguinte explica essa diferenca.

4.37 Teorema. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros positivos.
Entao

.. a . . . a
lim inf —2+2 < liminf /a, < limsup a, < limsup ntl

n—oo @y, n—00 n—o00 n—oo  On

Observacao. Como consequéncia do teorema, sempre que o critério
da razdo decide a convergéncia ou a divergéncia de uma série de
termos positivos, o critério da raiz também decide. O reciproco é
falso, como mostra o exemplo anterior.

raiz e razao
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Demonstracdo. Seja

a
R = lim sup USRS

n—oo  OAn

Se R = oo, a ultima desigualdade é imediata. Suponha, entdo, que
R < oo, e fixe 3 > R. Pela definicao de limite superior, existe n, tal
que

Il <83 (n>no).
an

Por iteracao, para todo n > ng,

Q.
an < anoﬁn_ng = Mféma M = BZ(()) :

Logo, /a, < 5V M para n > ng, € portanto

lim sup /a,, < .

n— oo

Como 3 > R é arbitrario, obtemos

. . a
limsup {/a,, < limsup ntl

n—00 n—oo  Qn

A desigualdade envolvendo os limites inferiores é andloga. Se

. . an+1
p = liminf ,
n—oo Gy

entdo, para todo 0 < a < p, existe n; tal que a,11/a, > « para n > n;.
Por iteragao, a, > Ca™ para n suficientemente grande, e assim
liminf /a,, > «.

n—oo

Fazendo o 1 p, obtemos a primeira desigualdade. A desigualdade
central é tautoldgica. O

Exercicios basicos

Ex. 4.28 — Seja > 7 a; uma série de termos positivos. Mostre que,
se a,.1 > a, para todo n, entao a série diverge.

Ex. 4.29 — Determine a convergéncia das seguintes séries:

co 4! oo 47
a) Zj:l &G d) Zj:l jj*w
b) 2= 5 &) Yoo

oo 27, "
©) 2 G D S5, G-

Exercicios complementares

Ex. 4.30 —
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a) Suponha que a, > 0, b, > 0, € an1/a, < byy1/b, pPara todo n.

o0 o0
Mostre que > _;_, a; converge se .~ b; converge.

Dica: Mostre que a sequéncia {a, /b,} é ndo-crescente e use o
Exercicio 4.24.)

b) Use a parte (a) para testar a convergéncia das seguintes séries:

i

e J .
LD S ik
[e’] jj
2. Zj:l eigl®

Note que o critério da razao nao fornece conclusdes nesses
exemplos.

Nopd
Ex. 4.31 — Determine a convergéncia da série Z ]]— para todo

Jj=1
z > 0.

Ex. 4.32 — Aphque o critério da raiz para investigar a convergéncia

da série Z -

Jj= 0

Ex. 4.33 — Determine a convergéncia das seguintes séries:

- \d :

a) Zj:l (21]7_1) ; x> 0;

b) ZOO (‘1/j_1)j. f) ZJ O<J + 1) (r+1)j' pbara
=2\ ' todo = # —1;

37/2
C) Z;io ;7;/'; (j2+1)_j2

(2+j+1) 77’

9) Z;io

d) Y72, j%* para todo «
real; 2
) S (1-1)

e) Zj’;lﬁ para todo

. - J
i) Z;";l 2372

oo j
Ex. 4.34 — Considere a série Zl (1 - 1) .

j=2 J
a) Mostre que o critério da raiz ndo é aplicavel.

b) Determine a convergéncia da série. (Dica: use uma série co-
nhecida.)

raiz e razao
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Os critérios da raiz e da razdo detectam sobretudo decaimento ge-
ométrico. Quando o limite relevante é 1, isso nao representa uma
falha: significa apenas que a escala é mais lenta e devemos voltar a
comparacao, as séries p ou a outra estrutura do problema.

4.4.3 Cancelamento controlado: séries al-
ternadas

A convergéncia absoluta ndo é a Unica forma de uma série com si-
nais diferentes convergir. O exemplo mais simples de cancelamento
persistente ocorre quando os sinais alternam de maneira regular.

oo

Z(—l)"ilan =a; — a2 —+ as — Qg4 4+ 4 (71)”710,” + -

n=1

com a,, > 0.

N

4.38 Teorema (Critério das Séries Alternadas). Se (a,)
uma sequéncia decrescente de niimeros positivos e lim,,_,o a, =
0, entdo a série Y -, (—1)""'a, converge.

Demonstragdo. Seja s, a sequéncia das somas parciais. As somas
parciais pares satisfazem

Sop =a1 —az+az—ag+ -+ agp—1 — A2p.
Como (a,) é decrescente, temos
S2(n41) — S2n = G2n41 — G2nt2 = 0.
Logo, (s2,) € crescente. Além disso,
Sop = a1 — (ag —az) — -+ — (G2p—2 — A2n—1) — G2y, < a1,

e portanto (s,,) converge, pelo Teorema da Convergéncia Mondétona.
Seja s seu limite.

Como s9,11 = Sop + A2nt1 € aspe1 — 0, Segue que ss,11 — s. As subse-
quéncias de indices pares e impares tém, portanto, o mesmo limite.
Consequentemente, a sequéncia completa (s,,) converge para s, € a
série alternada converge. O

4.39 Exemplo. Como a sequéncia (1/n) é decrescente e 1/n — 0, a
série harmonica alternada

o0 . 1
;(71) +1ﬁ

converge. Mais adiante, a partir da série de Taylor de log(1 + ), ve-
remos que

log2=1— 41 1.
Be= Ty T3 '

Assim, a soma da série harmonica alternada € log 2.

séries alternadas
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Exercicios basicos

Ex. 4.35 — Determine a convergéncia ou divergéncia das seguintes
séries.

o —1)nt o —-1)"(3n—1

a) anl ( 1/)5 C) Zn:l ( )Qn(—i-l )
—1)"n oo —1)" 'in

b) oo, T d) Yoo, G

Exercicios complementares

Ex. 4.36 — Determine, conforme o caso, se as seguintes séries con-
vergem absolutamente, convergem condicionalmente ou divergem:

a) Yoo, 0) XX (~1) b
b) o1y (52 & S (14 ).

Ex. 4.37 — Seja (a,) uma sequéncia decrescente de nimeros posi-
tivos tal que lim,, .., a, = 0. Mostre que a soma s da série alternada
S (~=1)"*1a, estd entre qualquer par de somas parciais sucessivas.
Isto é, mostre que sz, < s < s9,41. Use isso para concluir que, para
todo n, |s — s,| < an+1. Assim, 0 erro ao parar no n-ésimo termo nao
excede o valor absoluto do préximo termo.

Ex. 4.38 — Mostre que a série é convergente. Quantos termos da
série sao necessarios para somar com a precisao indicada?

a) Y, EX° (erro < 0,01)

n!

b) 2, ED (erro < 0,0001)

no

c) ¥, EU (erro < 0,00005)

d) >, (=" 'ne~™ (erro < 0,01)

A série harmonica alternada mostra a fronteira essencial: uma série
pode convergir mesmo quando a série dos médulos diverge. A partir
daqui, a ordem dos termos deixa de ser um detalhe inocente.

4.5 A ordem dos termos importa

Para somas finitas, reordenar parcelas é inofensivo. Para séries in-
finitas, isso s6 continua verdadeiro sob uma hipdtese forte: conver-

A ordem dos termos importa
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géncia absoluta. O caso condicionalmente convergente revela um
fendmeno genuinamente novo.

4.5.1 Rearranjos e convergéncia absoluta

A propriedade comutativa da adicao garante que, em uma soma fi-
nita, a ordem dos termos nao altera o resultado. Para séries infinitas,
a situacao é mais delicada. Em 1852, Bernhard Riemann mostrou
que a ordem dos termos de uma série condicionalmente convergente
pode alterar sua soma e pode até produzir rearranjos divergentes.

Considere, por exemplo, a série

1 1—|—1 1+1 1+1 1+
2 2 3 3 4 4 ’

Ela converge para 0. No entanto, a série dos valores absolutos é

NI TR PR e
2 2 3 3 4 4 ’
que diverge, pois corresponde a série harmonica duplicada. Assim,

a série original é condicionalmente convergente.

Rearranjos apropriados de séries condicionalmente convergentes po-
dem produzir outras somas. Por exemplo, tomando dois termos po-
sitivos seguidos de um termo negativo, repetidamente, obtemos

1 1 1 11 1 1 1 1
RS R R R T
O fenomeno geral é descrito pelo Teorema de Riemann: uma série
condicionalmente convergente pode ser rearranjada para convergir
a qualquer numero real previamente fixado. Em contraste, séries
absolutamente convergentes preservam sua soma sob qualquer re-

arranjo.

4.40 Definicdao. Uma permutacao dos numeros naturais é
uma bijecao o : N — N,

4.41 Exemplo. A fungao o : N — N definida por

k—1, seképar,
o(k) = .
k+1, sek é1impar,

é uma permutacao dos naturais.

Se ¢ é uma permutacao, cada natural aparece exatamente uma vez
como valor de o. Em particular, « # y implica o(z) # o(y).

4.42 Definicdo. Se > ° | a, é uma série e ¢ € uma permutagao
dos nimeros naturais, entdo a série ) b,, onde b, = a,(,), €
chamada rearranjo da série original.

Rearranjos e convergéncia absoluta
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4.43 Teorema. Seja ) -, a, uma série absolutamente conver-
gente com soma L. Entao, todo rearranjo dessa série também
converge absolutamente e tem soma L.

Demonstragdo. Seja ¢ uma permutacao de N e ponha b, = a,(,). A
série Y |b,| converge, pois cada soma parcial de }_ |b,| € uma soma
finita de termos da série }_ |a,| €, portanto, é limitada superiormente
por >, |a,|. Logo, o rearranjo converge absolutamente.

Resta provar que sua soma é L. Seja B, = Y ,_,b;. Dado e > 0,
escolha N tal que

(oo}

N
Zak—L <e e Z lak| < e.
k=1

k=N+1

Como o é sobrejetiva, existe M tal que o conjunto

{o(1),...,0(M)}

contém todos os indices 1,2,...,N. Para n > M, podemos escrever

N
B, = Zak + Z aj,
k=1

JEJIn

onde J,, é um subconjunto finito de {N + 1, N +2,...}. Assim,

N
‘Bn*L|§ Zaka +Z‘(LJ‘|<2€.
k=1 JE€In

Portanto, B,, — L, e 0 rearranjo tem a mesma soma da série original.
|

A hipétese de convergéncia absoluta no Teorema 4.43 é essencial.
Para preparar o Teorema de Riemann, convém decompor uma série
real em suas partes positiva e negativa. Definimos

+

an,

= max{a,, 0}, a, = min{a,,0}.

Entao
+

e lan| =a,) —a,,.

Note que o} >0ea, <O0.

4.44 Teorema. Dada uma série ) .- a, de termos reais, va-
lem as seguintes afirmacoes.

1. Se > a, € condicionalmente convergente, entdao > a,} di-
verge para +oc € Y a, diverge para —ooc.

2. Se > a, é absolutamente convergente, entdo > a} e Y a,
convergem, e

oo

oo (o)
g Ay = E a,+L+ E a,, .
n=1 n=1 n

=1
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Demonstragdo. Como a;f = (|a,| + an)/2 € a,, = (an — |an])/2, @ conver-
géncia simultanea de " a, € Y |a,| implica a convergéncia de > al e
de Y a, . Isso prova a segunda afirmacgao, quando a série é absoluta-
mente convergente, e a identidade das somas segue de a,, = a; + a,,
e da linearidade.

Suponha agora que > a, seja condicionalmente convergente. Se
S~ at e a, convergissem, entdao > |a,| = > (a; —a,, ) também conver-
giria, contradizendo a convergéncia apenas condicional. Além disso,
como > a, = >.a} + > a, converge, ndo pode ocorrer que apenas
uma das duas séries convirja. Logo, > a; diverge e > a, diverge.
Como a primeira tem termos nao negativos e a segunda tem termos
nao positivos, suas divergéncias sdo, respectivamente, para +oco e
para —oo. O

No rearranjo exibido acima, em que tomamos dois termos positivos
para cada termo negativo da série
1 1 1 1

114+ -2 42 4.
+2 2+3 3+ '

as somas ao final de cada bloco sao
HQTL - HTL7

e portanto tendem a log2. A mudanca de ordem ndo apenas pode
alterar a soma: aqui ela transforma uma série de soma 0 em outra
de soma log 2.

4.5.2 Teorema do Rearranjo de Riemann

4.45 Teorema (Teorema do Rearranjo de Riemann). Seja
>, an, uma série condicionalmente convergente de termos re-
ais e seja L € R. Entdo existe um rearranjo > ., b, dos termos
de 7, a, que converge para L.

Demonstracgdo. Liste os termos positivos da série, na ordem em que
aparecem, cComo pi,ps,ps,..., € 0s modulos dos termos negativos
como qi, 2,43, - ... Pelo resultado anterior,

o0 o0
ij = +00, Z%’ = +o0.
j=1 j=1

Além disso, como a,, — 0, temos p; — 0 e ¢; — 0.

Construimos o rearranjo por etapas. A partir da soma parcial zero,
somamos termos positivos p;, em ordem, até ultrapassar L. Depois
somamos termos negativos —¢;, em ordem, até ficar abaixo de L. Re-
petimos esse procedimento indefinidamente: apds ficar abaixo de L,
acrescentamos termos positivos até ultrapassar L; apos ultrapassar
L, acrescentamos termos negativos até ficar abaixo de L.

Teorema do Rearranjo de Riemann
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Além disso, nenhum termo positivo ou negativo é repetido ou omitido.

Se a série original contém termos nulos, eles podem ser inseridos
em quaisquer posicoes do rearranjo sem alterar as somas parciais
relevantes nem o limite. Dentro de cada classe, positiva ou negativa,
os termos sao usados em sua ordem original.

Seja S,, a sequéncia de somas parciais do rearranjo construido. Dado
e > 0, escolha J tal que p; < ¢ e ¢; < ¢ para todo j > J. Depois que
todos os termos pi,...,psj—1 € q1,...,q;—1 tiverem sido usados, cada
ultrapassagem de L excede L por menos de ¢, pois ocorre pela adigcao
de um termo positivo menor que e. Do mesmo modo, cada passagem
abaixo de L fica a menos de ¢ de L, pois ocorre pela adigdao de um
termo negativo de moédulo menor que ¢.

Entre uma ultrapassagem e a passagem seguinte, as somas parciais

diminuem monotonamente e permanecem entre esses dois valores.

Entre uma passagem abaixo de L e a ultrapassagem seguinte, elas
aumentam monotonamente e também permanecem entre esses dois
valores. Assim, para todo m suficientemente grande,

|Sm — L| < e.

Logo, S,, — L, isto é, o rearranjo construido converge para L. |

Exercicios de sintese

Ex. 4.39 — Determine se cada série converge condicionalmente,
converge absolutamente ou diverge. Justifique sua resposta.

a) Y, U Y, S
b) Yo, 53 9 Yo, S
0) Y, G h) 0L
d Yoo, S i) Yoo, S
e) YL, DT (H-)

4.6 O numero ¢ revisitado

Os critérios anteriores ndo servem apenas para classificar séries.
Eles também permitem voltar a objetos ja conhecidos e vé-los de
outra forma. O nimero ¢, definido anteriormente por um limite, rea-
parece agora como soma de uma série de termos positivos.

Como aplicacao dos critérios de convergéncia, retomamos o nimero

O numero e revisitado
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de Euler e mostramos que ele admite a representacao

Em seguida, usamos essa representacao para provar que e ¢ irracio-
nal.

Defina

A série converge pelo critério da razao, pois, para a, = 1/n!, temos

an, n+1

4.46 Teorema. Vale a identidade

1 n
e = lim (1+—> =e.
n— o0 n

Demonstracgdo. Escreva
n n
1 1
SHZZH e tn:<1+n> .
k=0
Por definicao, s, — ¢’. Provaremos que ¢, — ¢’.

Pelo teorema binomial,

ey

S () (-2 (-5,

onde, para k =0 e k = 1, o produto vazio é entendido como 1. Como
todos os fatores sdo menores ou iguais a 1, obtemos ¢, < s, e, por-
tanto,

limsupt, <e€'.
n— oo

Para a desigualdade oposta, fixe m € N. Se n > m, entao
1 1 2 k—1

>y —(1—=)(1-=)---(1- :
Yal-n) (-0) - (-5

Passando ao limite inferior quando n — oo, cada produto finito tende
al, e segue que

n— o0

1
liminf ¢, > Z i Sm-
k=0

Como isso vale para todo m, obtemos liminf ¢, > ¢’. Logo, ¢, —¢'. O

A estimativa seguinte mede a rapidez com que as somas parciais da
série de ¢ se aproximam do limite.

O numero e revisitado
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4.47 Proposicao (Estimativa do resto). Para todon > 1, se
Sn =Y p_o1/k!, entdo

0<e—s, < ——

Demonstragdo. Como e =Y~ 1/k!, temos

e— Sy = i . ! 1+ ! + ! +
n_k=n+1k!_(n+1)! n+2 (n+2)(n+3) '

Cada termo entre parénteses, a partir do segundo, é dominado pela
correspondente poténcia de 1/(n + 1). Portanto,

e— 8, <

n

1 1 1 n+1
(n+1)! n n!

1
1 ) =
(n—l—l)!( e rl Ty T I

A desigualdade ¢ — s, > 0 é imediata, pois o resto é soma de termos
positivos. O

‘ 4.48 Teorema. O numero e é irracional.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que e = p/q, com p, ¢ € N. Apli-
cando a proposicao anterior com n = ¢, obtemos

0<67$q<@.

Multiplicando por ¢!, segue que
1
0<qgle—gqls; < - <1
q
Por outro lado, gle = q!p/q = (¢ — 1)!p € inteiro, e

q
@

k!
k=0

q'sq =

também é inteiro. Assim, gle — ¢!s, seria um inteiro positivo estrita-
mente menor que 1, o que € impossivel. Logo, ¢ é irracional. O

4.7 Representacao decimal dos nu-
meros reais Il

Na Secdo 1.13, a representagao decimal foi introduzida por meio de
truncamentos. A teoria de séries permite agora dizer com precisdo
0 que a notacao decimal infinita significa.
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Seja r > 0. Escolhidos ay € NU{0} e digitos a; € {0,1,...,9}, definimos

0s truncamentos
n
ay
Sy = ag + Z W
k=1

Escrever
T = ap,a1a2as ...

significa precisamente que s,, — r, isto &,
s a
k
r=ag+ ,}_1 710"3'

Reciprocamente, qualquer sequéncia de digitos determina um nu-
mero real. De fato, para

temos 5,11 > 5, e

Assim, (S,,) é crescente e limitada; pelo Teorema da Convergéncia
Monoétona, ela converge. Portanto toda sequéncia de digitos deter-
mina um numero de [0, 1]. Todo real ndo negativo admite uma repre-
sentagdo desse tipo; para numeros negativos, aplicamos a constru-
¢do ao modulo e acrescentamos o sinal.

A representagdo nao é unica exatamente quando uma expansao ter-
mina, a partir de certo ponto, em uma cauda infinita de algarismos
9. Por exemplo,
1=0,999...,
pois
- 1/10

9 g 110
10 "1-1/10
k=1

De modo geral,
0,5000...=0,4999....

Exercicios complementares

Ex. 4.40 — Prove que a representacao decimal de um nimero raci-
onal é finita ou eventualmente periddica.

Ex. 4.41 — Prove que, se a representacdo decimal de um niimero é
finita ou eventualmente periédica, entao ele é racional.

Ex. 4.42 — Prove que todo nimero cuja representacao decimal é
da forma ag,a1as---a,, com a, # 0, também pode ser representado
COmMoO ag,aias -+ (a, —1)99999 - - -.

143



Analise Real / Séries Representacao decimal dos numeros reais I

Ex. 4.43 — Prove que a constante de Liouville L = 377 10~* é irra-
cional.

** Ex. 4.44 — Transformacao de Abel e critério de Dirichlet. Sejam
(an) € (b,) sequéncias reais e defina

n
An: E ag..
k=1

Prove a identidade de Abel

n n—1
Z arby, = Anbn - Am—lbm + Z Ak(bk - bk‘—i—l)-
k=m k=m

Deduza o critério de Dirichlet: se as somas parciais de > a,, s@o limi-
tadas e (b,) € mondtona com b,, — 0, entdo

oo
E anby,
n=1

converge.

*+* Ex. 4.45 — Teorema de rearranjo de Riemann. Seja

0o
>
n=1

uma série real condicionalmente convergente. Prove que, para todo
L € R, existe um rearranjo da série que converge para L.

Mostre também que existem rearranjos cujas somas parciais tendem
a +oo e rearranjos cujas somas parciais tendem a —oo.

** Ex. 4.46 — Produto de Cauchy. Sejam

i anp = A, i b, =B
n=0 n=0

duas séries absolutamente convergentes. Defina

n
Cp = E akbn,k.
k=0

Prove que

[eS)
> en
n=0

converge absolutamente e que

i ¢, = AB.
n=0
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Representacao decimal dos numeros reais I

** Ex., 4.47 — Séries logaritmicas classicas. Determine, em funcgao

dos parametros reais p e ¢, a convergéncia das séries

- 1
Z n(logn)?

n=2

o0

> TogTi
“— nlogn (loglogn)4

*rk Ex. 4.48 — Sub-séries e convergéncia absoluta. Prove que uma

série real

o0

n=1

¢é absolutamente convergente se, e somente se, toda sub-série

oo
E Qny s ny <ng <---,
k=1

é convergente.
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Cardinalidade

Neste capitulo

» O que significa ter o

Contar um conjunto finito significa associar seus elementos a uma mesmo tamanho? (p. 146)
lista 1,2,...,n. Para conjuntos infinitos, essa ideia continua funci- » O infinito enumera-
onando, mas produz um fendmeno novo: um conjunto pode ter a vel (p. 149)

mesma cardinalidade que um subconjunto préprio, e dois conjuntos > Os racionais: poucos,

mas densos (p. 151)

infinitos podem ter tamanhos diferentes.
» Existem infinitos maio-

O objetivo deste capitulo é tornar essas afirmagoes precisas. O fio Lei(:;r:is::“dade do con-

condutor sera simples: comparar conjuntos por meio de fungoes. Pri- tinuo (p. 154)

meiro estudaremos o infinito enumerdavel, representado por N; de- » Exercicios (p. 155)

pois veremos que Z e Q ainda tém esse mesmo tamanho. O contraste

decisivo vira com a reta real: embora os racionais sejam densos em

R, eles formam apenas um conjunto enumeravel, enquanto R ndo é

enumeravel.
Ideia central

5.1 Notacao. Ao longo do texto, Para conjuntos infinitos,
contar significa construir

N=1{1,2,3,...}, Ny ={0,1,2,...}, correNSpondéncias. Bijecoes,

injecOes e o argumento

e, para n € N, escrevemos [n] = {1,2,...,n}. sl bt kel

contagem finita.

5.1 O que significa ter o mesmo ta-
manho?

Ja usamos fungoes ao longo de todo o livro. Aqui precisamos apenas
recordar as trés nogdes que permitem comparar conjuntos.

5.2 Definicao. Uma funcao f: A — B associa a cada x € A um
unico elemento f(z) € B. O conjunto A é o dominio e B é o con-
tradominio.

146



Analise Real / Cardinalidade

5.3 Definicao. Seja f: A — B.
(a) Se EC A, aimagem de E é

fE) ={f(z):z € E}.
(b) Se F C B, a pré-imagem de F é
fUF)={z e A: f(z) € F}.
(c) A funcéo é injetora se

f(@1) = f(z2) = 1 = 22;

¢ sobrejetora se f(4) = B; e é bijetora se é ao mesmo
tempo injetora e sobrejetora.

A nocgdo de cardinalidade comeca pela ideia mais elementar: dois
conjuntos tém o mesmo tamanho quando é possivel emparelhar seus
elementos sem sobrar nenhum de nenhum dos lados.

5.4 Definicao. Se existe uma bijecao f: A — B, dizemos que A
e B tém a mesma cardinalidade, ou que sdao equipotentes , e
escrevemos

A~ B.

5.5 Observacao. A relagdo ~ é uma relacdo de equivaléncia: a
identidade mostra que A ~ A; a inversa de uma bijecao mostra a
simetria; e a composicao de bijecOes mostra a transitividade.

Para comparar conjuntos que talvez ndao tenham a mesma cardinali-
dade, usaremos injecoes.
5.6 Definicao. Escrevemos

A=<B

se existe uma funcao injetora A — B. Intuitivamente, isso signi-
fica que A cabe dentro de B sem identificar dois de seus elemen-
tos.

O resultado seguinte permite transformar duas comparagoes em sen-
tidos opostos em uma bijegdo. Ele serd util para comparar intervalos
e a reta real.

5.7 Teorema (Cantor-Bernstein). Se existem injecoes
f:A— Beg: B — A, entao existe uma bijecdo A — B. Em
outras palavras,

A<B e B=XA = A~B.

O que significa ter o mesmo tamanho?
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Demonstragdo. Defina
Ag=A\g(B),  Anp1=g(f(4,), C=[]An
n=0

Construiremos h: A — B por

h(x):{ff% e
g Hx), x¢C.

A segunda expressao faz sentido: se z ¢ C, entdo x ¢ Ay, logo = € g(B);
como g € injetora, existe um tnico g~!(x).

A fungdo h é injetora em cada uma das duas partes, pois f e g sao
injetoras. Além disso, suas imagens nessas duas partes ndo se mis-
turam. De fato, se z € C e h(z) = h(y) com y ¢ C, entdo f(z) = g~ *(y),
e portanto

y=9(f(x)) € g(f(C)) CC,
contradicao.
Resta provar a sobrejetividade. Seja b € B. Se g(b) ¢ C, entdo
h(g(b)) =b. Se g(b) € C, ndo pode ocorrer g(b) € Ay; logo g(b) € Apt1 =

g(f(4,)) para algum n. Pela injetividade de g, existe = € A, C C tal
que f(x) =b, e entdo h(z) = b. Portanto h é bijetora. O

5.8 Definicao. Para um conjunto A, dizemos:

(a) A é finito se A ~ [n| para algum n € N; o conjunto vazio
também é considerado finito;

(b) A é infinito se nao é finito;
(c) A é enumeravel se A ~ N;
(d) A é no maximo enumeravel se é finito ou enumeravel;

(e) A é nao enumeravel se é infinito e ndo é enumeravel.

Para conjuntos finitos, essa definicao recupera a contagem usual. A
novidade aparece no caso infinito.

5.9 Exemplo. O conjunto Z é enumeravel. Uma bijecdo f: N — Z é
dada por
2 n par,

f(n): n—

1 ,
——5— nimpar.

Assim,
0,1,-1,2,-2,3,-3,...

€é uma enumeracao dos inteiros.
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5.10 Observacao. Um conjunto finito nunca é equipotente a um
subconjunto proprio. No caso infinito, isso pode acontecer: N C Z,
mas N ~ Z. Essa é a primeira indicacdo de que o tamanho de conjun-
tos infinitos ndo se comporta como a contagem finita.

5.11 Definicao. Como ja vimos, uma sequéncia em A é uma fun-
¢ao N — A. Portanto, dizer que A é enumeravel equivale a dizer
que seus elementos podem ser organizados como uma sequéncia

ai,az,as, ...

sem repeticoes e sem omissoes.

5.12 Observacao. Usaremos livremente a caracterizagao
ze| JE < @ielhzek,
icl
e a versao andloga para intersecoes. As propriedades associativa, co-

mutativa e distributiva de unides e intersecoes seguem diretamente
dessas equivaléncias.

5.2 O infinito enumeravel

Antes de procurar infinitos maiores que N, precisamos entender até
onde a enumerabilidade resiste. Surpreendentemente, ela sobrevive
a subconjuntos, produtos finitos e unides enumeraveis.

5.13 Lema. Um conjunto S é no maximo enumeravel se, e so-
mente se, existe uma funcao injetora

m: S — N.

Demonstragdo. Se S é finito, basta numerar seus elementos por na-
turais distintos; se é enumeravel, qualquer bijecao S — N é, em par-
ticular, injetora.

Reciprocamente, suponha que m: S — N seja injetora. Entdo S ~
m(S) C N. Se m(S) é finito, terminamos. Se ¢é infinito, podemos enu-
mera-lo em ordem crescente: escolha

ny = minm(S)
e, depois de escolhidos n; < --- < ny, defina
N1 = min(m(S) \ {n1,...,ne}).

O bom ordenamento de N garante que o processo esta bem definido,
e todo elemento de m(S) aparece em algum estagio. Assim m(S) ~ N,
e portanto S é enumeravel. O
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5.14 Corolario. Todo subconjunto de um conjunto no maximo
enumeravel é no maximo enumeravel.

Demonstragdo. Se T c S e S admite uma injecao em N, basta res-
tringi-laa 7. O

5.15 Lema. Se S # o e existe uma funcao sobrejetora ¢g: N —
S, entao S é no maximo enumeravel.

Demonstracdo. Para cada s € S, o conjunto

97 ({s}) ={neN:g(n) = s}

€ ndo vazio. Pelo bom ordenamento de N, ele possui um menor ele-
mento. Defina

m(s) = min g~ ({s})-

Se m(s1) = m(sz) = n, entao g(n) = s; = s. Logo m: S — N é injetora,
e o lema anterior conclui a prova. O

5.16 Teorema. Se {E,},cn € uma sequéncia de conjuntos enu-
meraveis, entao

S = fj E, (5.1)
n=1

é no maximo enumeravel. Se S é infinito, entdo é enumeravel.

Demonstracdo. Para cada n, escolha uma sobrejecao ¢,: N — FE,, e
escreva z,; = ¢, (k). Dispomos os termos em uma tabela infinita:

T11 Z12 Z13 L14

T21 €22 €23 T24

Z31 Z32 Z33 T34

NN
NN
NN

T41 L42 L43 La4

Percorrendo as diagonais sucessivas, obtemos uma sobrejecao
g: N — S. Por exemplo,

g(1) = z11, (5.2)
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9(2) =21, g(3) = x12, (5.3)
g9(4) = x31, 9(5) = w22, g(6) =mx13, ... (5.4)

Todo s € S pertence a algum E,,, logo é da forma z,,;, para algum par
(n,k), e portanto aparece nesse percurso. Pelo Lema 5.15, S é no
maximo enumeravel. Se S é infinito, entao é enumeravel. 0

5.17 Coroldrio. Se A é no maximo enumeravel e, para cada
a € A, o conjunto B, é no maximo enumeravel, entdo

s

acA

é no maximo enumeravel.

Demonstracdo. Se A = &, a uniao é vazia. Suponha A # @. Como A
€ no maximo enumeravel, existe uma sobrejegdo ¢: N — A: no caso
finito, basta repetir elementos.

Para cada n, ponha E, = By,). Descartemos as linhas vazias. Para
cada F, # @, existe uma sobrejegdo ¢,: N — E,: se E, é finito, re-
petimos seus elementos; se é enumeravel, usamos uma enumeragao.
Percorrendo a tabela ¢, (k) por diagonais, exatamente como na prova
do Teorema 5.16, obtemos uma sobrejecao de N sobre a uniao. Pelo
Lema 5.15, essa unido é no maximo enumeravel. 0

5.18 Teorema. Se A é enumeravel, entdo, para todon > 1, o
conjunto A" das n-uplas de elementos de A é enumeravel.

Demonstracdo. Para n = 1, ndo héa o que provar. Suponha que A™"!
seja enumeravel. Para cada b € A"~!, 0o conjunto

Cp={(bya) :a € A}

é equipotente a A4, logo enumeravel. Como

A= ] G,

beAn—1

o resultado segue do teorema da uniao enumeravel. A conclusdo vem
por inducao. O

5.3 Os racionais: poucos, mas den-
SOS

O primeiro resultado é surpreendente apenas uma vez; depois, torna-
-se uma das ferramentas mais usadas da Analise.

Os racionais: poucos, mas densos
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5.19 Corolario. O conjunto Q é enumeravel.

Demonstragdo. Como Z é enumeravel, Z? é enumeravel. O subcon-
junto

Z x (Z\{0})
é, portanto, no maximo enumeravel. A aplicagao

a
(a,b) — E

€ sobrejetora sobre Q. Logo Q é no maximo enumeravel. Como é
infinito, é enumeravel. O

Enumeravel nao significa esparso. O conjunto Q é pequeno em car-
dinalidade, mas estd presente em toda parte da reta.

5.20 Proposicao (Densidade dos racionais). Entre dois nu-
meros reais distintos existe um nimero racional. Equivalente-
mente, Q é denso em R.

Demonstracdo. Sejam a < b. Pela propriedade arquimediana, esco-
lha n € N tal que

1
—<b-—a.
n

Existe um inteiro m tal que
m—1<na<m.

Entao

m 1
a< —<a+— <b.
n n

Logo m/n € QN (a,b). O

Esse contraste serd importante no capitulo seguinte: densidade
é uma nogao métrica/topoldégica; cardinalidade é uma nogao pura-
mente conjuntista. Um conjunto pode ser denso e, ainda assim,
muito menor que o espago em que vive.

5.4 Existem infinitos maiores

Até agora, todos os conjuntos infinitos encontrados tinham a cardi-
nalidade de N. Cantor mostrou que isso nao pode continuar indefini-
damente.
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5.21 Teorema (Cantor). Para todo conjunto A, nao existe so-
brejecao
f+ A= P(A),
onde P(A4) é o conjunto de todos os subconjuntos de A. Em par-
ticular,
A £ P(A).

Demonstragdo. Suponha que f: A — P(A) seja sobrejetora e defina
D={zxecA:z¢ f(x)}.

Como D C A, pela sobrejetividade existe d € A tal que f(d) = D. Mas
entdo
deD <= d¢ f(d)=D,

contradicao. O

A aplicacao = — {z} é uma injecdo de A em P(A). Assim, 4 < P(A),
mas o teorema mostra que nao existe bijecdao entre os dois conjuntos:
o conjunto das partes tem cardinalidade estritamente maior.

A diagonalizacao acima é abstrata. No caso dos reais, podemos vé-la
concretamente nos digitos de expansoes decimais.

5.22 Teorema. O intervalo [0,1] é ndo enumeravel.

Demonstracdo. Mostraremos primeiro que [0,1) ndao é enumeravel.

Suponha, por absurdo, que seus elementos possam ser listados como
L1, L2, L3y

Para cada n, escolha a expansao decimal de z,, que nao termina em
uma cauda de algarismos 9:

Ty = 0.04p10n20n3 . . ..

Essa convencgao fornece uma representacao para todo elemento de
[0,1).

Defina
Yy = 0.b1b2b3 .
por
1 nn 1,
I R #
2, apn =1

Como todos os digitos b, pertencem a {1,2}, temos y € [0,1). Além
disso, o n-ésimo digito de y difere do n-ésimo digito de z,. Logo
y # x, para todo n, contradizendo a hipotese de que a lista continha
todos os elementos de [0, 1).

Portanto [0,1) € ndo enumeravel. Se [0,1] fosse enumeravel, seu sub-
conjunto [0, 1) seria no maximo enumeravel pelo Coroldrio 5.14; como

Existem infinitos maiores

153



Analise Real / Cardinalidade A cardinalidade do continuo

[0,1) é infinito, seria enumeravel, contradi¢cdao. Logo [0, 1] € nao enu-
meravel. O

x1 = 0. |_ 12013214015

xo = 0. a21 23024025
x3 = 0. a31a321 (34435
xg4 = 0. 41042043 45

x5 = 0. a51a52a53a54J

Figura 5.1

Na diagonal escolhemos, em cada linha, o digito que sera alte-
rado.

A forga do argumento ndo estd na base decimal. O que importa é
construir um objeto que difere do n-ésimo elemento da lista na n-
ésima coordenada. Esse é o processo diagonal de Cantor .

5.5 A cardinalidade do continuo

A nao enumerabilidade de [0,1] mostra que existe um infinito maior
que o enumeravel. Mas todos os intervalos ndao degenerados da reta
tém, entre si, 0 mesmo tamanho.

5.23 Teorema. Temos

(0,1) ~ [0,1] ~ R.

Demonstragdo. A incluséo (0,1) < [0, 1] é injetora. Por outro lado,
r+1
F00 500, f@) =T

¢ injetora. Pelo Teorema de Cantor-Bernstein, (0,1) ~ [0, 1].

Além disso,
9: (0,1) >R, g(x) = tg(n(z - 1/2)),
€ uma bijecdao. Logo todos os trés conjuntos sdo equipotentes. O

A cardinalidade de R é chamada cardinalidade do continuo e é
tradicionalmente denotada por .

O contraste entre racionais e reais pode agora ser resumido em uma
linha:

Q é enumeravel e denso em R, R tem cardinalidade c.

O mesmo contraste produz um dos primeiros resultados de existén-
cia em que nao precisamos exibir explicitamente o objeto procurado.
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5.24 Teorema. O conjunto dos numeros algébricos é enume-
ravel.

Demonstragdo. Para cada n > 0, o conjunto dos polinomios
ap+a1x+ -+ apz”, aj € Z,

€ no maximo enumeravel, pois pode ser identificado com um subcon-
junto de Z"*!'. A unido, sobre todos os graus, do conjunto de poli-
némios nao nulos com coeficientes inteiros é, portanto, no maximo
enumeravel.

Cada polinémio nao nulo possui apenas um numero finito de raizes
complexas. Logo o conjunto de todos os nimeros algébricos é uma
uniao enumeravel de conjuntos finitos e, portanto, € no maximo enu-
meravel. Como contém Q, é infinito; logo é enumeravel. O

5.25 Corolario. O conjunto dos numeros reais transcenden-
tes é ndao enumeravel.

Demonstragdo. Se os transcendentes reais fossem no maximo enu-
meraveis, entdao R, sendo a uniao dos algébricos reais com os trans-
cendentes reais, seria no maximo enumeravel. Isso contradiz a nao
enumerabilidade de [0,1] C R. O

Portanto, embora nimeros algébricos como /2 pare¢cam abundantes,
eles formam apenas uma parte enumeravel da reta. Em cardinali-
dade, quase todos os numeros reais sao transcendentes.

5.6 Exercicios

Ex. 5.1 — Prove diretamente que o conjunto dos nimeros pares &
equipotente a N, e construa uma bijecdo explicita.

Ex. 5.2 — Mostre que o conjunto de todos os subconjuntos finitos
de N é enumeravel.

Ex. 5.3 — Prove que o conjunto de todas as sequéncias finitas de
numeros racionais é enumeravel.

Ex. 5.4 — Mostre que Q" é enumeravel para todo n € N.

155



Analise Real / Cardinalidade

Ex. 5.5 — Mostre que o conjunto de todas as fungoes f: N — {0,1}
nao é enumeravel. Relacione esse conjunto com P(N).

Ex. 5.6 — Prove que P(N) tem a mesma cardinalidade que [0,1]. Su-
gestao: use expansoOes binarias com uma convencgao que elimine a
ambiguidade das caudas de 1’s, ou use Cantor-Bernstein.

Ex. 5.7 — Mostre que todo intervalo aberto (a,b), com a < b, tem
cardinalidade c.

Ex. 5.8 — Prove que o conjunto dos irracionais é ndao enumeravel.

Ex. 5.9 — Dé uma nova prova de que existem nimeros reais trans-
cendentes usando apenas os Teoremas 5.22 e 5.24.

Ex. 5.10 — Prove que, se A € infinito e no maximo enumeravel, en-
tdo A ~ N.

Exercicios
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Espacos métricos

Na reta real, a ideia de proximidade ja apareceu muitas vezes. Dizer
que uma sequéncia (z,) converge para z significa que |z, —x| pode ser
feito arbitrariamente pequeno; dizer que (z,) é de Cauchy significa
que |z, — z,,| se torna pequeno quando m e n sao grandes. Em ambos
0s casos, o valor absoluto estd sendo usado como uma medida de
distancia.

A teoria dos espagos métricos comega com uma pergunta simples:
quais propriedades dessa distancia sdo realmente necessarias? Ao
isola-las, podemos transportar as ideias de proximidade, vizinhanca,
convergéncia e completude para conjuntos muito diferentes da reta,
sem depender da ordem ou das operacgoes algébricas de R.

Neste primeiro momento seguiremos um caminho concreto. Come-
caremos pela distdncia na reta, passaremos a nogdo abstrata de mé-
trica e veremos como uma métrica produz bolas e, a partir delas, con-
juntos abertos e fechados. Somente depois retomaremos sequéncias
e completude nesse novo contexto.

6.1 Da distancia na reta a métrica

Na reta, a distancia entre z e y €
d(x,y) = |z —y|.
Ela satisfaz quatro propriedades elementares:

d(z,y) >0,

d(z,y) =0 <= z =y, d(z,y) = d(y, z),

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Neste capitulo

» Da distancia na reta a
métrica (p. 157)

» Bolas e a geome-

tria produzida pela mé-
trica (p. 160)

» Dos pontos préximos
aos conjuntos abertos (p.
161)

» Topologia relativa (p.
165)

» Sequéncias, Cauchy e
completude (p. 166)

» Compacidade (p. 171)

» Conjuntos perfeitos e o
conjunto de Cantor (p. 181)

» Conexidade (p. 185)
» Exercicios (p. 188)

Ideia central

A métrica abstrai distancia.
Bolas, abertos, convergéncia
e completude deixam de
pertencer apenas a reta

e passam a ser conceitos
estruturais.

A dltima desigualdade é a forma abstrata da desigualdade triangular.
E precisamente esse pequeno conjunto de propriedades que quere-
mos conservar.
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6.1 Definicdo. Um conjunto X é um espaco métrico quando
estd equipado com uma funcao

d: X xX —R

tal que, para quaisquer p,q,7 € X,
(@) d(p,q) =0, e d(p,q) = 0 se, e somente se, p = ¢;

(b) d(p,q) = d(g,p);

(c) d(p,q) <d(p,r) +d(r,q).

A funcdo d é chamada métrica em X, e escrevemos (X,d).
Quando nao houver risco de ambiguidade, diremos simplesmente
que X é um espago métrico.

6.2 Observacao. Os axiomas nao dizem como os pontos de X sao;
dizem apenas como medir a proximidade entre eles. Por isso chama-
remos os elementos de X de “pontos”, mesmo quando forem fungoes,
sequéncias ou outros objetos.

6.3 Observacao. A desigualdade triangular exprime a tnica res-
tricao geométrica realmente substantiva: passar por um ponto inter-
mediario nao pode encurtar o caminho entre dois pontos.

Figura 6.1 ) . . . x
A desigualdade triangular: o caminho direto nao €

maior que um caminho que passa por um ponto intermediario.
6.4 Exemplo. A reta real. Em R,

d(z,y) = |z -y

é a métrica usual. E o modelo que motivou a definic&o.

6.5 Lema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para z,y €
R",

[z, 9)| < llzll2 llyll2-
A igualdade ocorre se, e somente se, x e y sao linearmente de-
pendentes.

Nao interromperemos a construgdo dos espacos métricos para de-
monstrar agora essa desigualdade. Ela serd usada apenas para jus-
tificar a desigualdade triangular da distancia euclidiana, e a demons-
tracao fica como exercicio logo abaixo.
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6.6 Proposicao. Em R”,
1/2

da(w,y) = o —ylo = | D (z; —u;)°
j=1

define uma meétrica.

A positividade, a separacdo e a simetria sao imediatas. O Gnico ponto
que merece argumento é a desigualdade triangular

[u+oll2 < lullz +[[o]l2,

que decorre de Cauchy-Schwarz.

Ex. 6.1 — Cauchy-Schwarz e a desigualdade triangular eucli-
diana. Para z,y € R", considere

q(t) = ||z — tyll3.

Use o fato de que ¢(¢) > 0 para todo ¢ € R para provar a desigualdade
de Cauchy-Schwarz. Em seguida, aplique-a a

lu+ o3 = [lull3 + 2(u, v) + [[v]13

para obter a desigualdade triangular e concluir diretamente que
da(z,y) = ||z — y||2 € uma métrica em R".

6.7 Exemplo. Métrica discreta. Seja X um conjunto qualquer. A

funcao
0, z=y,
d(z,y) = {
1L, z#y

¢ uma meétrica em X. Esse exemplo é importante porque mostra
que uma métrica ndo precisa nascer de uma geometria euclidiana
previamente existente.

6.8 Exemplo. Métrica induzida. Se (X,dyx) é um espago métrico
eY C X, entao

dy (p,q) = dx(p,q), P,qEY,

define uma métrica em Y. Dizemos que Y possui a métrica induzida,
ou restrita, de X.

6.9 Exemplo. O intervalo [0,1], com
d(l’,y) = |l’ - y|7
é um subespacgo métrico de R.

6.10 Exemplo. Por que a separacao é necessaria. Seja X o con-
junto das funcoes f:[-1,1] — R e defina

do(f,9) = [£(0) — g(0)].

Essa funcao é nao negativa, simétrica e satisfaz a desigualdade tri-
angular, mas ndo é uma métrica. Por exemplo, f(z) = 0 e g(z) = 22
sao fungoes distintas e, no entanto, dy(f,g) = 0.

Da distancia na reta a métrica
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6.2 Bolas e a geometria produzida
pela métrica

Uma métrica comeca a produzir geometria quando fixamos um ponto
e perguntamos quais pontos estdo a uma distancia menor que um
numero dado.

6.11 Definicao. Seja (X,d) um espago métrico. Parap € X e
r > 0, a bola aberta de centro p e raio r é

B(p,r)={q € X :d(p,q) <r}.

Na reta usual,
B(p,r)=(p—r,p+r).

Em R? com a métrica euclidiana, as bolas sdo discos. A mesma co-
lecdo de pontos, porém, pode produzir figuras bastante diferentes
quando mudamos a métrica.

6.12 Exemplo. Em R", além da distancia euclidiana, duas métricas
particularmente uteis sao

di(z,y) =Y _ |z — vl
j=1

doo(2,y) = max |z; — ;.

A primeira é frequentemente chamada métrica do taxista . Mais
geralmente, para p > 1,

dp(z,y) = | D |y — ;P

€é uma métrica; a desigualdade triangular nesse caso é a desigual-
dade de Minkowski.

6.13 Exemplo. Em R?, a bola de raio r para d, é um disco; para d;,
é um losango; e para d.,, € um quadrado.

6.14 Exemplo. Na métrica discreta, se 0 < r < 1, entdo

B(p,r) = {p}-

Se r > 1, entdo B(p,r) = X. Assim, a geometria da métrica discreta é
radicalmente diferente da geometria usual da reta.
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dh
N

Ba,(0,1.5) By, (0,1.5) Ba_(0,1.5)

Figura 6.2 . .
O mesmo centro e o mesmo raio produzem bolas dife-

rentes em métricas diferentes.

6.15 Exemplo (Métrica do carteiro). Fixe a origem O = (0,0) em
R2. Defina

lz —yll2, se z e y pertencem a mesma reta que passa por O,

de(z,y) =

llzll2 + |lyll2, caso contrario.

Essa é uma métrica. A interpretacao é simples: em direc¢oes diferen-
tes, para ir de x a y é preciso passar pela origem. O exemplo mostra
que a métrica, e ndo o desenho subjacente do conjunto, determina a
geometria que sera usada.

6.3 Dos pontos proximos aos con-
juntos abertos

As bolas permitem passar da comparagdo entre dois pontos a descri-
cao local de conjuntos inteiros.

6.16 Definicao. Seja p € X. Um conjunto V C X é uma vizi-
nhanca de p se existe r > 0 tal que

B(p,r) C V.

As bolas abertas sao, portanto, as vizinhancgas bésicas de um
ponto.

6.17 Definicao. Um conjunto G C X é aberto se, para todo p €
G, existe r > 0 tal que
B(p,r) C G.

6.18 Teorema. Toda bola aberta é um conjunto aberto.
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Demonstracdo. Seja q € B(p,r). Como d(p,q) < r, 0 nGmero
h=r—d(p,q)
é positivo. Se s € B(q, h), entao, pela desigualdade triangular,
d(p,s) < d(p,q) +d(g, s) <d(p,q) + h=r.

Logo B(q,h) C B(p,r). Portanto cada ponto de B(p,r) possui uma bola
centrada nele e contida em B(p,r), e a bola é aberta. O

6.19 Teorema (Unides e intersecoes de abertos). (a)
uma unido arbitraria de conjuntos abertos é aberta;

(b) uma intersecao finita de conjuntos abertos é aberta.

Demonstracdo. Se x pertence a uma unido de abertos, pertence a al-
gum deles e, portanto, contém uma bola centrada em 2 inteiramente
dentro da uniao.

SezeGin---NG, e cada G; é aberto, escolha r; > 0 com B(z,r;) C G;.
Para

r=min{ry,...,m},

temos B(z,r) C Gy N---NG,. O

6.20 Definicdao. Um conjunto FF ¢ X é fechado quando seu
complementar X \ F é aberto.

6.21 Teorema. Um conjunto é aberto se, e somente se, seu
complementar é fechado.

Demonstracdo. E uma consequéncia imediata da definicdo de con-
junto fechado, aplicada ao complementar. O

6.22 Teorema. Para qualquer familia {F,}, valem as leis de
De Morgan

() -0 () -um e

6.23 Corolario. Uma intersecdo arbitraria de conjuntos fe-
chados é fechada, e uma unido finita de conjuntos fechados é
fechada.
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6.24 Definicao. Seja F c X. Um ponto p € £ é um ponto inte-
rior de F se existe r > 0 tal que

B(p,r) C E.

O conjunto de todos os pontos interiores de E é chamado interior
de E e sera denotado por int E.

Assim, F é aberto se, e somente se, F = int F.

6.25 Definicdao. O fecho de E c X, denotado por E, é a inter-
secao de todos os conjuntos fechados que contém E:

E=(|{FCX:ECFeF éfechado}.

Equivalentemente, £ é o menor conjunto fechado que contém E.

Da definicao seguem imediatamente
ECE, E é fechado,

e,se Féfechadoe FEC F,entdo E C F.

6.26 Definicao. Seja £ ¢ X. Um ponto p € X é um ponto de
acumulacgao de FE se, para todo r > 0,

(B(p,7) \{p}) NE # @.

O conjunto dos pontos de acumulagao de E sera denotado por E’.

6.27 Definicdo. Um ponto p ¢ E é isolado em E quando ndo é
ponto de acumulacao de E.

6.28 Proposicao. Paratodo E C X,
E=FEUFE.

Consequentemente, E é fechado se, e somente se, contém todos
0s seus pontos de acumulacao.

Demonstragdo. Se x ¢ EUFE’, entdo existe r > 0 tal que B(z,r)NE = @.
Logo B(z,r) C X \ E, e existe um aberto contendo z e disjunto de E.
Portanto z ¢ E.

Reciprocamente, se » ¢ E, como X \ E é aberto, existe » > 0 tal
que B(z,7) C X\ E. Como E C E, essa bola ndo encontra E. Assim
r ¢ EUE'. Isso prova E = E U FE’. A caracterizacdo dos fechados
segue de E ser fechado se, e somente se, £ = E. O
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6.29 Teorema. Se p é ponto de acumulacdo de E, entdao toda
vizinhanca de p contém infinitos pontos de E.

Demonstragdo. Se alguma bola B(p,r) contivesse apenas finitos pon-
tos de E distintos de p, poderiamos tomar a menor das distancias
positivas desses pontos a p e diminuir o raio. Obteriamos uma bola
centrada em p sem nenhum ponto de F \ {p}, contradizendo a defini-
¢do de ponto de acumulacao. O

6.30 Exemplo. Na reta com a métrica usual:

(a) (0,1) é aberto;
(b) [0,1] é fechado;
(c) 0 é ponto de acumulacdo de {1/n:n € N};

(d) 1 é ponto isolado de {1} U{1/n:n € N}.

6.31 Definicao. Um conjunto £ C X é limitado se existem ¢
X e M > 0 tais que

d(p,q) < M para todo p € E.

6.32 Definicao. Um conjunto £ C X é denso em X se
E=X.

Equivalentemente, toda bola aberta de X encontra E.

6.33 Definicao. Um conjunto £ C X é perfeito se é fechado e
ndo possui pontos isolados; equivalentemente, se todo ponto de
E é ponto de acumulacgao de E.

6.34 Teorema. Seja E C Rnao vazio e limitado superiormente.
Se y = sup E, entao
ye k.

Em particular, se F é fechado, entdo sup F € E.

Demonstracdo. Se y € E, ndao ha o que provar. Se y ¢ E, fixe r > 0.
Como y — r ndo é cota superior de E, existe x € E tal que

y—r<czy<y-+r.

Logo B(y,r) N E # @. Como isso vale para todo » > 0, temos y € E' C
E. O

6.35 Observacao. Em R", as métricas d;, d, e do, produzem bolas
geometricamente diferentes, mas os mesmos conjuntos abertos. Por
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exemplo,
doo(‘rvy) S dQ(xvy) S \/ﬁ doc(lvy)»

Essas desigualdades mostram que toda bola de uma dessas métricas
contém uma bola suficientemente pequena das outras. Portanto elas
geram a mesma topologia em R". Sé agora essa afirmacgdo faz sen-
tido: “mesma topologia” quer dizer exatamente “mesmos conjuntos
abertos”.

6.4 Topologia relativa

A métrica induzida permite estudar um subconjunto Y ¢ X como um
espago métrico por si sé. A primeira identidade a guardar é simples:
se p €Y, entao

By (p,7) =Y N Bx(p,r).

Assim, o que é aberto dentro de Y depende apenas do que pode ser
visto ao permanecer em Y.

6.36 Definicdo. Se E C Y C X, dizemos que E é aberto relati-
vamente a Y quando é aberto no espago métrico Y com a métrica
induzida. Equivalentemente, para cada p € F existe r > 0 tal que

Bx(p,m)NY C E.

6.37 Exemplo. O intervalo [0,1) ndo é aberto em R, mas € aberto
relativamente a [0, 1], pois

[0,1) =[0,1] N (=1,1).

6.38 Teorema. Se Y C X, um conjunto £ C Y é aberto relati-
vamente a Y se, e somente se, existe um aberto G c X tal que

E=YNG.

Demonstragdo. Se E =Y NG com G aberto em X, entdo, para cada
p € E, existe r > 0 com Bx(p,r) C G. Logo

BY(p»T') = YﬂBX(}LT) - Ev
e F é abertoem Y.

Reciprocamente, suponha E aberto em Y. Para cada p € E, escolha
rp, > 0 tal que

Bx(p,mp)NY C E.
Defina

G = Bx(p.rp).

pel
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Entdo G é abertoem X e E =Y NG. O

6.39 Teorema. Se Y C X, um conjunto F c Y é fechado rela-
tivamente a Y se, e somente se, existe um fechado C c X tal
que

F=YnC.

Demonstracdo. Basta tomar complementares na caracterizacao an-
terior. Com efeito, F é fechado em Y se, e somente se, Y \ F' é aberto
em Y, isto é, se existe um aberto G c X com

Y\F=YnG.

Tomando C = X \ G, obtemos F'=Y NnC, com C fechado. O

6.5 Sequéncias, Cauchy e comple-
tude

Nesta secao, introduzimos duas nogoes centrais no estudo de sequén-
cias em espagos métricos: convergéncia e condi¢cdao de Cauchy. A pri-
meira descreve quando os termos de uma sequéncia se aproximam
de um ponto do espacgo. A segunda descreve quando os termos da
sequéncia passam a ficar proximos entre si. A nogdo de completude
aparece justamente na relacdo entre essas duas ideias.

Convergéncia de sequéncias

6.40 Definicao. Seja (X,d) um espaco métrico e seja {p,} uma
sequéncia em X. Dizemos que {p,} converge para um ponto p €
X se, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que

n>N = d(p,,p) <e.
Nesse caso, escrevemos

Pn — D ou lim p, = p.

n— o0

Em outras palavras, a partir de certo indice, todos os termos da se-
quéncia ficam tdo proximos de p quanto quisermos.

6.41 Teorema. Se uma sequéncia em um espago métrico con-
verge, entdo seu limite é Unico.
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Demonstragdo. Suponha que p, — p e também p, — ¢q. Mostremos
que p = q.

Seja ¢ > 0. Como p,, — p, existe N; € N tal que

n>N; = d(pnap) < %

Como p, — ¢, existe N> € N tal que

n >Ny = d(p,,q) < g
Tomando n > max{N;, N2}, a desigualdade triangular da

3] &
d(p,q) < d(p,pn) +d(pn,q) < st =¢

Como ¢ > 0 é arbitrario, segue que d(p,q) = 0. Pela propriedade de
separacgao da métrica, concluimos que p = q. O

6.42 Teorema. Seja FF C X. Entdo F é fechado se, e somente
se, para toda sequéncia {z, } C F que converge em X para algum
ponto z, tem-se x € F.

Demonstragdo. Suponha primeiro que F' seja fechado e que {z,} C F
converja para x € X. Se z ¢ F, entdo z € X \ F. Como F é fechado,
X \ F é aberto. Logo existe » > 0 tal que

B(z,r) C X\ F.
Mas, como z,, — z, existe N € N tal que
n>N = z, € B(z,r).

Isso contradiz o fato de que z,, € F para todo n.

Reciprocamente, suponha que toda sequéncia em F' convergente em
X tenha limite em F. Mostremos que F' é fechado. Seja 2 um ponto
de acumulacdo de F. Para cada n € N, como B(z,1/n) contém um
ponto de F distinto de z, podemos escolher

x, € FNB(x,1/n).

Entao )
d(zy, ) < —

e portanto z, — z. Pela hipdtese, segue que = € F. Logo todo ponto
de acumulacgdo de F pertence a F, e assim F é fechado. O

6.43 Definicao. Seja (z,) uma sequéncia em um espago métrico
X. Uma subsequéncia de (z,,) € uma sequéncia da forma (z,, ),
onde (n;) € uma sequéncia estritamente crescente de numeros
naturais, isto é,

ng <ng <---<np<---.

6.44 Observacao. A convergéncia de uma sequéncia depende do
espacgo em que ela esta sendo considerada. Por exemplo, a sequéncia
pn = 1/n converge para 0 em R, mas ndo converge em (0, 1), pois esse
limite ndo pertence ao espacgo (0,1).

Sequéncias, Cauchy e completude
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Sequéncias de Cauchy

Na definigdo de convergéncia, o ponto limite aparece desde o inicio.
A condigao de Cauchy, por outro lado, é formulada apenas em termos
da prépria sequéncia: ela exige que, para indices suficientemente
grandes, os termos fiquem arbitrariamente préoximos entre si.

6.45 Definicao. Seja (X,d) um espago métrico. Uma sequéncia
{pn} em X é denominada sequéncia de Cauchy se, para todo
e > 0, existe N € N tal que

m,n >N = d(pm,pn) <&

6.46 Teorema. Toda sequéncia convergente em um espago
meétrico é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Suponha que p, — p. Seja ¢ > 0. Pela convergéncia,
existe N € N tal que

n>N = d(pnap) < %

Se m,n > N, entdo, pela desigualdade triangular,

& g
d(Pm,pn) < dPm,p) +d(p,pn) < sts=¢

Logo {p,} é uma sequéncia de Cauchy. O

A reciproca nao vale em todo espaco métrico. Pode acontecer que
uma sequéncia de Cauchy ndo converja no espaco considerado. E
justamente para excluir esse tipo de situacao que introduzimos a
nocgao de completude.

Completude

A condigdo de Cauchy descreve uma sequéncia sem mencionar um
candidato a limite. Isso leva a pergunta natural: quando essa infor-
macao interna basta para garantir que a sequéncia realmente con-
verge no proprio espago?

6.47 Definicao. Um espago métrico (X,d) é dito completo se
toda sequéncia de Cauchy em X converge para algum ponto de
X.

A diferenca entre ser de Cauchy e convergir dentro do espaco ja
aparece no exemplo mais simples de um subespago aberto da reta.

Sequéncias, Cauchy e completude
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6.48 Exemplo. Considere o espaco métrico (0,1) munido da mé-
trica usual de R e a sequéncia p, = . Como p, — 0 em R, segue

n"

pelo Teorema 6.46 que (p,) € uma sequéncia de Cauchy em R. Como
a métrica em (0, 1) é simplesmente a restricdo da métrica usual de R,
conclui-se que (p,) também é de Cauchy em (0, 1).

Entretanto, essa sequéncia nao converge em (0, 1), pois seu limite em
Ré0,e0¢(0,1). Portanto, (0,1) ndao é completo.

6.49 Teorema. Toda sequéncia de Cauchy em um espaco mé-
trico é limitada.

Demonstracgdo. Seja {p,} uma sequéncia de Cauchy em (X,d). To-
mando ¢ = 1, existe N € N tal que

m,n >N = d(pm,pn) < 1.
Em particular, para todon > N,

Logo os termos px,py+1,PN+2,--- Pertencem a bola B(py, 1).

Os termos iniciais pi,...,py_1 formam um conjunto finito. Esco-
lhendo
M > max{l, d(Pl»pN)» ceey d(prlva)}v
obtemos
d(pn,pN) < M para todo n € N.
Portanto, {p,} é limitada. 0

Em um espaco completo, toda sequéncia de Cauchy converge, e seu
limite pertence ao préprio espago.

6.50 Observacao. A completude é uma propriedade do espaco mé-
trico, e ndao apenas do conjunto subjacente. Um mesmo conjunto
pode ser completo com uma métrica e nao completo com outra.

6.51 Teorema. Aretareal R, com a métrica usual, é completa.

Demonstragdo. Seja (p,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pelo Teo-
rema 6.49, (p,) é limitada. Para cada n € N, considere o conjunto

Cada A,, é ndo vazio e limitado, de modo que podemos definir

sp =sup A,.

Sequéncias, Cauchy e completude
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Como A,.; C A,, temos s,,1 < s,. Assim, (s,) é decrescente. Além
disso, como A; é limitado inferiormente, a sequéncia (s,) também é
limitada inferiormente. Pela propriedade do supremo, existe

s =1inf{s, : n € N} € R.

Como (s,) é decrescente e limitada inferiormente por s, segue que
Sy —> S.

Mostremos que p, — s. Seja ¢ > 0. Como (p,) € de Cauchy, existe
N; € N tal que, se m,n > N;, entao |p,, — p,| < . Fixado n > Ny,
obtemos

Pr < PnteE para todo k > n.

Tomando o supremo em A4,, segue que s, < p, +<. Como p, € 4,,
também temos p, < s,. Logo

0<s,—p,<e para todo n > Nj.

Como s, — s, existe Ny € N tal que
n> Ny = s, —s| <e.
Portanto, se n > max{N;, N2}, entao
[pn — 8| < |pn — Sn| + |sn — 8| < 2e.

Logo p, — s. Concluimos que R é completa. O

6.52 Teorema. O espaco euclidiano R* é completo.

Demonstracdo. Seja {p,} uma sequéncia de Cauchy em R*, onde
Dn = (Tp1, Tn2y ooy Tnk)-

Fixe j € {1,...,k}. Como
|Zmj — Zng| < lpm — pall;

segue da condigao de Cauchy para {p, } que a sequéncia real {z,; }nen
¢ de Cauchy em R.

Pelo Teorema 6.51, cada uma dessas sequéncias converge em R. As-
sim, para cada j, existe a; € R tal que

Tpj — A .
Definamos
p=(ay,...,a;) € RE.
Mostremos que p, — p. Seja ¢ > 0. Para cada j = 1,...,k, existe

N; € N tal que
3

N

’I’LZN]‘ = \mnj—aj|<

Sequéncias, Cauchy e completude
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Se N = max{Ny,..., N}, entdo, paran > N,

1/2 1/2
2

k k
13
Ipn =pll = { D lews —as? | < |D7 | ==
j=1 j=1

Logo p, — p. Portanto, toda sequéncia de Cauchy em R* converge
em R”, e assim R* é completo. O

6.53 Corolario. Todo produto de intervalos fechados
[a1,b1] X -+ X [ag, bx] C R¥,

com a métrica induzida de R*, é completo.

Demonstracgdo. Esse produto é fechado em R*. Pelo Teorema 6.52, o

espago R* é completo. Logo o resultado segue do teorema seguinte.

O

6.54 Teorema. Todo subconjunto fechado de um espago mé-
trico completo é completo, quando munido da métrica induzida.

Demonstracdo. Seja (X,d) um espago métrico completo e seja A C X
um subconjunto fechado. Considere uma sequéncia de Cauchy {p,}
em A.

Como a métrica em A ¢ a induzida por X, a sequéncia {p,} também
é de Cauchy em X. Pela completude de X, existe p € X tal que

Pn — P-

Como todos os termos da sequéncia pertencem a A e A é fechado, o
Teorema 6.42 implica que p € A.

Portanto, {p,} converge em A. Logo A é completo. O

6.55 Exemplo. O intervalo fechado [0,1], com a métrica usual, é
completo. De fato, ele é fechado em R, e R é completo. Em contraste,

o intervalo aberto (0, 1) ndo é completo, como vimos no Exemplo 6.48.

6.6 Compacidade

A completude responde a uma pergunta sobre sequéncias de Cauchy:
quando uma aproximacao interna ao espaco possui um limite que
permanece no proprio espaco? A compacidade expressa um controle
global mais forte. Em um espago compacto, toda sequéncia possui
uma subsequéncia convergente e toda cobertura por abertos pode
ser reduzida a uma quantidade finita de conjuntos.

Compacidade
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Essas duas descricoes — uma sequencial, outra por coberturas —
sao duas formas de uma mesma ideia de finitude topoldgica.

A nocao de compacidade formaliza, em linguagem topoldgica, a ideia
de que um conjunto pode ser controlado por uma quantidade finita
de informacao local.

6.56 Definicao. Uma cobertura aberta de um conjunto £ em
um espago métrico X é uma colecdo {G,} de subconjuntos aber-

tos de X tal que
Ec|Ga.

6.57 Observacao. Dizer que {G,} é uma cobertura aberta de F sig-
nifica simplesmente que cada ponto de F pertence a pelo menos um
dos conjuntos G,. Observamos que a familia pode conter conjuntos
que também tenham pontos fora de E.

6.58 Exemplo (Cobertura de um conjunto finito). Considere o
conjunto
E={1,2,....n} CR.

Para cada k € E, considere a bola aberta

By, = B(k,1/4).

Essas bolas sao duas a duas disjuntas e formam uma cobertura
aberta de E, pois cada ponto k € E pertence a bola B,.

6.59 Exemplo (Uma cobertura aberta simples de um inter-
valo). Considere o intervalo fechado [0,1] C R. Entdo a familia

{(hred):men)

€ uma cobertura aberta de [0, 1], pois cada um desses intervalos con-
tém [0,1]. Nesse caso, qualquer um dos intervalos da familia ja cons-
titui, sozinho, uma subcobertura finita.

6.60 Definicao. Um subconjunto K de um espaco métrico X é
dito compacto se toda cobertura aberta de K contém uma sub-
cobertura finita.

Mais explicitamente, isso significa que, se {G,} é uma cobertura
aberta de K, entdo existem finitamente muitos indices a1, ..., o, tais
que

K C Gy U---UG,,.

6.61 Observacao. A definicdo ndo afirma que toda cobertura
aberta de K é finita, mas apenas que, mesmo quando a cobertura
original é infinita, podemos extrair dela uma subfamilia finita que
ainda cubra K.
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6.62 Exemplo. Todo conjunto finito € compacto. De fato, se
K=A{x,...,z,}

e {G,} é uma cobertura aberta de K, entdo, para cada z;, escolhemos
um conjunto G,, que contenha z;. A familia finita

Gaoyy---3Ga,

ja cobre K.

6.63 Exemplo (Cobertura do conjunto N por bolas disjuntas).

Considere o conjunto

E=N={1,2,3,..} CR.

Para cada n € N, considere a bola aberta

B, = B(n,1/4).

As bolas B,, sao duas a duas disjuntas e formam uma cobertura aberta
de N.

No entanto, nenhuma subcolecao finita dessas bolas cobre N. De
fato, uma subcolecao finita cobre apenas um nimero finito de pontos
do conjunto.

Portanto, essa cobertura nao admite subcobertura finita.

Figura 6.3
A cobertura de N pelas bolas B(n,1/4). Cada bola co-

bre apenas um ponto de N.

6.64 Exemplo (R nao é compacto). Considere o espagco métrico R
com a métrica usual. Para mostrar que R ndo é compacto, exibiremos
uma cobertura aberta que nao possui subcobertura finita.

Seja V = {V,, }.en a colecao de intervalos abertos definida por

Vi, = (—n,n).

Dado qualquer numero real z, pela Propriedade Arquimediana,
existe um inteiro positivo n tal que n > |z|. Isso implica que
—n < x <n, ouseja, x € V,. Logo,

_—.

n=1

Portanto, V é uma cobertura aberta de R.

Suponha, por absurdo, que exista uma subcolecdo finita
{ViisVigs - -+, Vi } que cubra R. Seja

N = max{ni,na,...,n;}.

Compacidade
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Como os intervalos sao encaixantes, temos
Vo, UVp, U---UV,, =Vy = (=N, N).

Mas o ponto z = N pertence a R e nao pertence a (—N,N), o que
contradiz o fato de que essa subcolegdo cobre R. Concluimos que R
ndo é compacto.

6.65 Exemplo (Intervalo aberto nao é compacto). Considere o
conjunto limitado

E=DB0,1)={zcR:|z| <1}

Mostraremos que £ nao é compacto exibindo uma cobertura aberta
que nao admite subcobertura finita.

Para cada p € F, definimos a vizinhanca aberta

1—
Gp:B<p7 2|P>.

Note que o raio de G, é exatamente metade da distancia de p até a
fronteira de E. Como cada ponto p € F pertence a bola G, a colegao
{G,}pcr cobre E. Além disso, cada G, esta contida em E, pois, se
z € G, entao

1+ |p|
2

1—-1p
2] < o —pl + o] < 2=l 4 ppy =

<1
2

Suponha agora, por absurdo, que exista uma subcolecao finita de
abertos {G,,.G,,.....G,, } que cubra E. Para cada bola G,,, o ponto
mais a direita que pertence a essa bola é p; + *=1?l, e esse nimero é
sempre estritamente menor que 1. Definimos

-~ 1 — |pi
O“f??gxk(pﬁ 2 :

Entao a < 1. Escolhendo agora » de modo que
a<z<l,

temos z € E, mas x nao pertence a nenhuma das bolas escolhidas,
contradizendo o fato de que essa subcolegdao cobre E. Portanto, o
intervalo aberto (—1,1) nao é compacto.

Figura 6.4 . . .
Uma subcolegao finita dos conjuntos G, nunca al-

canca pontos arbitrariamente préximos de 1.

A existéncia de uma classe ampla de conjuntos compactos infinitos
em R* seguird do Teorema 6.80.

Compacidade
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6.66 Teorema. Suponha K Cc Y C X. Entdo K é compacto
relativamente a X se e somente se K é compacto relativamente
avyY.

Demonstragdo. Suponha primeiro que K seja compacto rela-
tivamente a X, e seja {V,} uma colegcao de conjuntos abertos
relativamente a Y tal que

KcUm

[e3

Pelo Teorema 6.38, para cada « existe um aberto G, de X tal que
Vo =Y NG,.

Como K C Y, os conjuntos G, também cobrem K. Pela compacidade
de K em X, existem indices a1, ..., «, tais que

K CGa,U---UG,,.
Intersectando ambos os lados com Y e usando que K C Y, obtemos
KCVaU---UV,,.

Logo K é compacto relativamente a Y.

Reciprocamente, suponha que K seja compacto relativamentea Vv, e
seja {G,} uma cobertura aberta de K por abertos de X. Defina

Va =Y NG,.

Cada V,, é aberto relativamente a Y, e os conjuntos V, cobrem K.
Pela compacidade de K em Y, existem indices ay,...,a, tais que

KcVy,, U---UV, .
Como V, C G, para todo «a, segue que
K C Gy U---UG,,.

Portanto, K é compacto relativamente a X. |

6.67 Teorema. Subconjuntos compactos de espagos métricos
sao fechados.

Demonstragdo. Seja K um subconjunto compacto de um espago mé-
trico X. Mostraremos que o complementar de K é aberto.

Fixe um ponto p € X \ K. Para cada ¢ € K, escolhemos vizinhangas V,
de p e W, de ¢, ambas com raio menor que ; d(p, q). Com essa escolha,

V, N W, = @. De fato, se existisse um ponto = € V, N W,, entdo, pela
desigualdade triangular,

d(p,q) <d(p,x) +d(z,q) < %d(n q) + %d(p, q) = d(p,q),
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0 que é impossivel.

Os conjuntos W,, com ¢ € K, formam uma cobertura aberta de K.
Como K é compacto, existem pontos ¢i,...,q, € K tais que K ¢ W,, U
---UW,, . Agora definimos V =V, N---NV, . Entdo V € uma vizinhanca
de p. Além disso, como cada V,, € disjunta de W,,, segue que V é
disjunta de W = W,, U---U W, , e, em particular, de K. Portanto,
V C X \ K. Isso mostra que p é ponto interior de X \ K. Como p foi
arbitrario, concluimos que X \ K é aberto. Logo K é fechado. 0

6.68 Teorema. Subconjuntos compactos de espagos métricos
sao limitados.

Demonstragdo. Seja K um subconjunto compacto de um espago mé-
trico (X,d) e fixe um ponto p € X. Para cada n € N, considere a bola
aberta

B(p,n)={z € X : d(z,p) <n}.
A familia {B(p,n)}.en € uma cobertura aberta de K, pois, para cada
z € K, existe n > d(z,p) e entdo z € B(p,n).

Pela compacidade, existe uma subcobertura finita
K C B(p,n1)U---UB(p,nm).
Se N = max{ni,...,n,,}, entao
K C B(p,N).

Logo K é limitado. O

6.69 Teorema. Subconjuntos fechados de conjuntos compac-
tos sao compactos.

Demonstragdo. Suponha F ¢ K C X, com F fechado em X e K com-
pacto. Seja {V,} uma cobertura aberta de F. Como F é fechado, seu
complementar F¢ é aberto. Acrescentando F¢ a familia {V,}, obte-
mos uma cobertura aberta de K.

Como K é compacto, essa cobertura admite uma subcobertura finita.
Se F¢ estiver entre os conjuntos escolhidos, podemos remové-lo sem
afetar a cobertura de F, jd que F° nao contém pontos de F. Resta,
assim, uma subcolecao finita da familia original {V,,} que cobre F.
Portanto, F é compacto. O

6.70 Corolario. Se F é fechado e K é compacto, entdo F N K
€ compacto.

Compacidade
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6.71 Teorema. Se {K,} € uma colecdo de subconjuntos com-
pactos de um espaco métrico X tal que a intersecdo de toda
subcolecao finita de {K,} € ndo vazia, entao () K, € ndo vazia.

Demonstragdo. Fixe um membro K; da colegao e ponha G, = K¢.
Suponha, por absurdo, que nenhum ponto de K; pertenca a todos os
conjuntos K,. Entao os conjuntos G, formam uma cobertura aberta
de K,. Como K, é compacto, existem indices «;,...,«, tais que

Ky C Gy U---UG,,.
Mas isso equivale a dizer que
KiNKy, N---NK,, =0,

o que contradiz a hipotese de que toda intersecao finita é ndo vazia.
Logo
ﬂ K, # @.

6.72 Corolario. Se {K,} é uma sequéncia de conjuntos com-
pactos nao vazios tais que K, D K,;; para todon = 1,2,3,...,
entdo N 2, K,, € nao vazio.

6.73 Teorema. Se E é um subconjunto infinito de um conjunto
compacto K, entdo E tem um ponto de acumulacdo em K.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que nenhum ponto de K seja
ponto de acumulagao de E. Entao, para cada ¢ € K, existe uma vizi-
nhanga V, que contém no méaximo um ponto de E, a saber, o préprio
¢, N0 caso em que q € E.

A familia {V, },cx € uma cobertura aberta de K. No entanto, nenhuma
subcolecao finita dessa familia pode cobrir o conjunto infinito ¥, pois
cada um de seus membros contém no maximo um ponto de £. Como
E C K, isso mostra que nenhuma subcolecao finita pode cobrir K,
em contradi¢cdo com a compacidade de K.

Portanto, algum ponto de K é ponto de acumulacgéo de E. O

6.74 Teorema. Seja X um espago métrico compacto. Entdo
toda sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente
para algum ponto de X.
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Demonstragdo. Considere o conjunto £ = {z,;n € N} C X. Se F é
finito, entdo algum ponto x € E aparece infinitas vezes na sequéncia.
Nesse caso, basta tomar uma subsequéncia constante igual a z, que
evidentemente converge para .

Suponha agora que E seja infinito. Como X é compacto, todo sub-
conjunto infinito de X possui um ponto de acumulacao. Seja z um
ponto de acumulacéo de E. Para cada k € N, o conjunto £ N B(z,1/k)
¢ infinito; em particular, podemos escolher n; < ny, < --- de modo
que z,, € B(x,1/k) para todo k. Assim, d(x,,,z) < 1/k para todo k, e
portanto z,, — x. ]

6.75 Teorema. Se {I,} é uma sequéncia de intervalos fecha-
dos ndo vazios de R tal que

I, DIn+1 (n:1,2,3,...),

entdo

An o
n=1

Demonstracdo. Escreva I,, = [ay,b,]. Seja E = {a, : n € N}. Como
a, < b; para todo n, o conjunto £ é ndo vazio e limitado superior-
mente. Seja z =sup E.

Da incluséao I,,, C I, segue que
an < tman < bman < bm para todos m,n € N.

Em particular, = < b,, para todo m. Por outro lado, como a,, € F,
temos a,, < z. Logo

m <z < by, para todo m € N.

Assim, z € I,,, para todo m, e portanto » € (7, I, O

n=1-"1"

6.76 Definicao. Uma k-célula em R* é um conjunto da forma
I= [al,bl] X X [ak,bk] = {(.Tl,...,l‘k) ERk: a; S.Tj Sbj, 1 S] Sk},

onde a; < b; para todo j=1,...,k.

6.77 Teorema. Seja k um inteiro positivo. Se {I,} é uma se-
quéncia de k-células tal que I,, D I,,; paran = 1,2,3,..., entao
N,—, I, é nado vazio.
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Demonstragdo. Escreva cada I,, como o conjunto dos pontos x =
(z1,...,2,) tais que

an,jnggbmj (1§j§k‘;n:1,2,3,...),

e ponha

Inj = [an,j, bn]-
Para cada j, a sequéncia {I,, ;} satisfaz as hipoteses do Teorema 6.75.
Portanto, existe z; € R tal que

anj < x5 <bpj (1<j<k;n=1,23,...).

Definindo
x" = (27,...,25),
vemos que x* € [,, para todon =1,2,3,.... Logo
x" e ﬂ I,.
n=1

O

6.78 Observacao. O resultado anterior generaliza para R* a pro-
priedade de intersecdo de intervalos encaixantes na reta. Ele sera o
ingrediente central na prova da compacidade das k-células.

6.79 Teorema. Toda k-célula é compacta.

Demonstragdo. A ideia da prova é a seguinte: supondo que exista
uma cobertura aberta sem subcobertura finita, subdividimos suces-
sivamente a k-célula em partes menores e escolhemos sempre uma
subcélula que ainda nao admita subcobertura finita. Isso produz uma
sequéncia encaixante de células cada vez menores. O ponto perten-
cente a intersegdo de todas elas levara a uma contradigao.

Seja I uma k-célula, formada pelos pontos x = (z1,...,z;) tais que
ajSCCijj (1§]§k>

Ponha

1/2

k
b=|b-al=|> (b—a)’
j=1
Entao, para quaisquer x,y € I, temos |x — y| < 4.

Suponha, por absurdo, que exista uma cobertura aberta {G,} de I
que nao admita subcobertura finita. Dividimos cada intervalo [a;, b;]
ao meio, no ponto
e tb
C] = 5 .
Isso decompde I em 2 subcélulas. Pelo menos uma dessas subcé-
lulas, que chamaremos de I;, ndao pode ser coberta por nenhuma
subcolecao finita de {G,}; caso contrario, reunindo subcoberturas
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finitas para cada uma das subcélulas, obteriamos uma subcobertura
finita de I.

Repetindo o mesmo processo com I;, depois com a subcélula esco-
lhida no passo seguinte, e assim sucessivamente, construimos por
inducao uma sequéncia de k-células

I>DI1 DI, DI3D---

com as propriedades:

@ I>LDI,DI3D -
(b) cada I,, nao é coberta por nenhuma subcolegao finita de {G,};

(c) se x,y € I,, entao |x —y| < 27"6.
Pelo teorema das intersecoes encaixantes de k-células, existe um

ponto
x* e m I,.
n=1
Como {G,} cobre I, existe algum indice « tal que x* € G,. Como G,
¢é aberto, existe r > 0 tal que
ly —x*| <r = y€G,.
Escolha agora n suficientemente grande para que
270 < 1.

Entdo, pela propriedade (c), todo ponto de I, estd a distancia menor
que r de x*, e portanto pertence a G,. Assim,

I, C G,.

Isso contradiz a propriedade (b), segundo a qual I,, nao é coberta por
nenhuma subcolecao finita de {G,}.

A contradicdao mostra que toda cobertura aberta de I admite uma
subcobertura finita. Portanto, I é compacto. O

6.80 Teorema (Heine-Borel). Um subconjunto de R* é com-
pacto se, e somente se, é fechado e limitado.

Demonstragdo. Seja E C RF.

Suponha primeiro que E seja compacto. Pelo Teorema 6.67, E é
fechado, e pelo Teorema 6.68, E é limitado.

Reciprocamente, suponha que E seja fechado e limitado. Como E
¢é limitado, existe uma k-célula I tal que £ C I. Pelo Teorema 6.79,
I é compacto. Como E é fechado em R*, em particular é fechado
relativamente a /. Pelo Teorema 6.69, concluimos que F é compacto.

O

Compacidade
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6.81 Observacao. Completude e compacidade respondem a per-
guntas diferentes. A reta R é completa, mas ndo é compacta; o in-
tervalo fechado [0,1] é completo e compacto; ja (0,1) ndo possui ne-
nhuma dessas propriedades. Em R*, o Teorema de Heine-Borel torna
a compacidade particularmente concreta: ela equivale a ser fechado
e limitado. Completude, por si s6, ndao impoe qualquer condigao de
limitacao.

6.7 Conjuntos perfeitos e o con-
junto de Cantor

A compacidade fornece um mecanismo poderoso: familias encaixan-
tes de compactos nao vazios nao podem desaparecer no limite. Va-
mos usa-lo agora para estudar conjuntos sem pontos isolados. A com-
binacao entre ser fechado e ndao possuir pontos isolados é muito mais
rigida do que parece e for¢ca, em R¥, a ndo enumerabilidade.

Assim, a ndo enumerabilidade reaparece aqui por uma razao comple-
tamente diferente da diagonalizacdao de Cantor: ela serd consequén-
cia de estrutura topoldgica.

Recordemos que um conjunto F é dito perfeito se £ é fechado e
todo ponto de E é ponto de acumulagao de E. Em outras palavras,
um conjunto perfeito é um conjunto fechado que nao possui pontos
isolados.

6.82 Exemplo. O conjunto R é perfeito.

6.83 Exemplo. O conjunto Q nao é perfeito como subconjunto de
R. Embora todo racional seja ponto de acumulacao de @, o conjunto
Q nao é fechado em R, pois possui nimeros irracionais como pontos
de acumulacgao.

6.84 Exemplo. Nenhum conjunto finito é perfeito. De fato, con-
juntos finitos sdo fechados, mas nenhum de seus pontos é ponto de
acumulacao.

6.85 Observacao. A definicao de conjunto perfeito combina duas
exigéncias diferentes: uma condicao global, que é ser fechado, e
uma condicao local, que é nao ter pontos isolados.

6.86 Teorema. Seja P um conjunto perfeito ndo vazio em R*.
Entdo P é ndo enumeravel.
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Demonstracdo. Como P é perfeito, ele é infinito. Suponha, por con-
tradicdo, que
P ={x1,%2,...}.

Construiremos bolas abertas V,, = B(c,,,r,) tais que, para todo n,

(1) Vn+1 C Vn;
(11) Xn ¢ Vn+1;
(iii) V, NP #£ 2.

Comecemos tomando V; = B(xj,1). Suponha construido V,,. Como
V, NP # @ e P nao possui pontos isolados, podemos escolher

z e (V,NP)\ {x,}.

Como V,, é aberto, existe p > 0 tal que

B(z,p) C V,.

Defina
Tn41 = min{p, ||Z - XTL||/2}7 ‘/n-‘rl = B(Z,Tn+1)-

Com essa escolha, as condigoes (i), (ii) e (iii) ficam satisfeitas.

Agora definimos
K, =V,NnP.

Como P é fechado e V,, é compacto, cada K, é compacto. Além disso,
cada K, é nao vazio pela condigao (iii), e da condigdo (i) segue que

K71+1 - Kn
Pelo coroléario do Teorema 6.71, existe

X € ﬂKncP.

n>1

Como P = {x;,x3,...}, temos x = x,,, para algum m.
Por outro lado, como x € K, 1, segue que
X € Vm+1;

o que contradiz a condigéo (ii), segundo a qual x,, ¢ V,,;1. Essa
contradigcdo mostra que P ndo pode ser enumeravel. Portanto, P é
ndo enumeravel. O

6.87 Corolario. Todo intervalo [a,b] com a < b é ndo enumera-
vel. Em particular, o conjunto de todos os nimeros reais é nao
enumeravel.
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V1
o = o
Vi
_ Vs
x1 ¢ Vs QTQ
2 1
_ Vs
x2 & V3 O
Vg CVsy
- v, _
x5 & Va _o=0 K, =V, N P compactos,
ValVs encaixantes = (| K, # 2.
Comox € P ={xp}, X = Xm,
% mas x € K41 C V1 contradiz (ii).
& > R
X1 X3 X9

Figura 6.5 . ~
= Ilustracao, na reta, da construcao usada na prova de

que um conjunto perfeito ndo vazio é ndao enumeravel.

Demonstragdo. O intervalo [a,b] é fechado em R e todo ponto de |a, ]
¢ ponto de acumulacao de [a,b]. Logo [a,b] é perfeito. Pelo teorema
anterior, segue que [a,b] € ndao enumeravel. Em particular, como R
contém intervalos fechados ndo degenerados, conclui-se que R € ndo
enumeravel. 0

6.88 Exemplo (O conjunto de Cantor). O conjunto que vamos
construir agora mostra que existem conjuntos perfeitos em R que
ndo contém nenhum intervalo.

Seja Ey o intervalo [0,1]. Remova o intervalo aberto (1, %), e seja E;
a uniao dos intervalos . 5

0,-|U|=,1].

os)o 5]

Remova agora os tergos médios desses dois intervalos, e seja F»> a
uniao dos intervalos
8
s =, 1.
9

Y I 1 i
9] [979] " [979

Prosseguindo desse modo, obtemos uma sequéncia de conjuntos
compactos E, tais que

(@) By D Ey; D FE3D--;
(b) E, é a unido de 2" intervalos, cada um deles de comprimento
37"

O conjunto
P= ﬂ E,
n=1

€ denominado conjunto de Cantor. Como cada F,, € compacto e a fa-
milia é encaixante, o Teorema 6.71 mostra que P nao é vazio. Além
disso, P é compacto, por ser intersecao de fechados contidos no com-
pacto Ej.

183



Analise Real / Espacos métricos Conjuntos perfeitos e o conjunto de Cantor

Co = [0,1] _—

C) —— —
Co o — jo—
Colml i SR
Figura 6.6 Primeiras etapas da construgao do conjunto de Can-
tor.

Os intervalos removidos ao longo da construcgao sao intervalos aber-
tos cujos extremos tém a forma

<3k+1 3/~c+2>

Tl (6.2)

para inteiros m > 1 e valores adequados de k. Nenhum desses inter-
valos tem ponto em comum com P.

Além disso, P ndo contém nenhum intervalo. De fato, se (o, 3) C P,
escolhendo m suficientemente grande para que 3-™ < 3—q, teriamos
(o, 8) C E,. Mas E,, é a unido de 2™ intervalos fechados disjuntos,
cada um de comprimento 3-™, separados por lacunas abertas. Um
intervalo aberto de comprimento maior que 37 nao pode estar con-
tido em FE,,. Essa contradicdao mostra que P ndo contém intervalos.

6.89 Proposicao. O conjunto de Cantor é perfeito.

Demonstragcdo. Como o conjunto de Cantor P é a intersecdo de uma
familia decrescente de conjuntos fechados,

EDL:

P = Ena

n=1

segue que P é fechado. Resta mostrar que P nao tem pontos isolados.

Fixe z € P e seja S um intervalo aberto que contém z. Como S é
aberto, existe > 0 tal que

(x—m,x+mn) CS.
Escolha n suficientemente grande para que
3T <.

Entao cada intervalo componente de F,, tem comprimento menor que
n. Seja I, o Unico intervalo componente de E, que contém z. Pela
escolha de n, temos

I, C(x—mn,z+n) CS.

Sejam a,, < b, as extremidades de I,,. Como z € I,,, pelo menos uma
dessas extremidades ¢ diferente de z. Escolha

Ty € {an,bn} com Ty F T.
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Pela construcao do conjunto de Cantor, as extremidades dos inter-
valos que permanecem em cada etapa nunca sao removidas. Em
particular, as extremidades de todo intervalo componente de E,, per-
tencem a P. Logo z,, € P.

Assim,
x, € PN(S\{z}).

Como S foi um intervalo aberto arbitrario contendo z, concluimos
que toda vizinhanca de x contém um ponto de P distinto de z. Por-
tanto, = é ponto de acumulacgédo de P.

Como z € P foi arbitrario, todo ponto de P é ponto de acumulagdo
de P. Como ja vimos que P é fechado, segue que P é perfeito. O

O interesse do conjunto de Cantor neste ponto é inteiramente topo-
l6gico: ele é perfeito e ndo enumeravel, mas nao contém intervalo
algum. E um exemplo fundamental de como um conjunto pode ser
extremamente rico em pontos sem se parecer localmente com um
intervalo.

6.8 Conexidade

Depois de estudar propriedades ligadas a aproximacao, completude
e compacidade, mudamos de pergunta. Agora queremos formalizar
quando um espago é, em sentido topoldgico, “feito de uma s6 peca”.
Essa é a funcao da conexidade.

A nocao de conexidade procura capturar matematicamente a ideia
de que um conjunto é “feito de uma s6 pega”. Em geral, essa nogao
¢é definida em termos da impossibilidade de decompor o conjunto em
duas partes disjuntas e suficientemente separadas entre si.

6.90 Definicao. Dois subconjuntos 4 e B de um espago métrico
X séo ditos separados se ambos AN B e AN B sdo vazios; isto é,
se nenhum ponto de A pertence ao fecho de B e nenhum ponto
de B pertence ao fecho de A. Um conjunto £ C X é dito conexo
se E ndo é a unido de dois conjuntos separados ndo vazios.

6.91 Observacao. Conjuntos separados sao necessariamente dis-
juntos, mas conjuntos disjuntos nao precisam ser separados. Por
exemplo, os intervalos (0,1) e (1,2) sdo separados, enquanto [0,1] e
(1,2) sado disjuntos mas nao sao separados, pois o ponto 1 pertence
ao fecho de (1,2).

Conexidade
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6.92 Exemplo. O intervalo (0,1) C R é conexo. Intuitivamente, isso
ocorre porque, dados dois pontos do intervalo, todos os pontos entre
eles também pertencem ao intervalo.

6.93 Exemplo. O conjunto
(0,1)U(2,3)

ndao é conexo, pois ele se decompoe naturalmente em duas partes
abertas disjuntas e separadas.

[, Y]

T 2 Y

se z ¢ E, entdo E nao é conexo

Figura 6.7 . ~
Na reta, um conjunto conexo nao pode “pular” pon-

tos entre dois de seus elementos.

6.94 Teorema. Um subconjunto £ da reta real R é conexo se e
somente se possui a seguinte propriedade: sempre que z,y € E
ez <z <y, entdao z € E. Ou seja, os subconjuntos conexos de R
sao exatamente os intervalos.

Demonstragdo. Suponha primeiro que existam z,y € F e algum z €
(z,y) tal que = ¢ E. Definimos

A, =EN(—00,2) e B, :=EnN(z,00).

Comoz € A, ey € B., ambos os conjuntos sdo nao vazios. Além disso,
as inclusoes

A, C (=00, 7] e B, C [z,00)

implicam
A.NB, =@ e A.NB, =02.

Logo A, e B, sao separados. Como
E=A, UB,,

isso mostra que £ nao é conexo.

Reciprocamente, suponha que F nao seja conexo. Entdo
FE=AUB,

onde A e B sao separados e nao vazios. Escolhaz € Aey e Be
suponha, sem perda de generalidade, que = < y. Considere

z =sup(ANz,vy]).

Como z € AN [x,y], esse conjunto é nao vazio, e o supremo esta bem
definido. Além disso,

z€ ANz,y] C A
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Como AN B = g, segue que z ¢ B. Em particular, z # y, pois y € B.
Logo

z <uy.
Sez¢ A, entdo 2 ¢ AUB=FE. Como z € A, temos x # z, e portanto

r<z<y.

Assim, encontramos um ponto de (z,y) que nao pertence a E.

Suponha agora que z € A. Como ANB = g, segue que z ¢ B. Portanto,
existe n > 0 tal que
(z,z+n)NB=ga.

Escolha entdao um ponto

t com z<t<min{y,z+n}.

Pelo fato de t > z = sup(4 N [z,y]), concluimos que ¢ ¢ A. Pela escolha
de ¢, também temos ¢ ¢ B. Assim,

t¢E.

Além disso,
r<z<t<y,

de modo que t € (z,y).

Em qualquer caso, encontramos um ponto entre z e y que nao per-
tence a E. Isso prova a reciproca. ([

6.95 Corolario. Os subconjuntos conexos de R sdo exata-
mente os intervalos.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, um subconjunto £ c R é co-
nexo se e somente se, sempre que contém dois pontos z < y, contém
também todo ponto z entre eles. Mas essa é precisamente a propri-
edade caracteristica dos intervalos. O

6.96 Exemplo. O conjunto
QcR

nao é conexo. De fato, se » < y sdo racionais, entao existe um irra-
cional z tal que x < z < y, e portanto Q nao satisfaz a caracterizacao
de conexidade na reta.

6.97 Teorema. O fecho de um conjunto conexo é conexo.
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Demonstracdo. Seja E conexo e suponha, por absurdo, que
E=AUB,
onde A e B sdo separados e ndo vazios. Como E C E,
E=(EFnA)U(ENB).

Essas duas partes sdao separadas em E; pela conexidade, uma delas
deve ser vazia. Suponha F N B = @. Entao E C A4, logo

EC A
Mas A e B sdo separados, de modo que AN B = @, contradizendo
B C FE e B # @. Portanto E é conexo. O

A conexidade encerra o capitulo no nivel puramente métrico e topo-
légico. Uma nogao mais forte — ligar dois pontos por uma curva con-
tinua — depende explicitamente da teoria de aplicagdes continuas e
sera retomada ao final do capitulo seguinte.

6.9 Exercicios

1. Métricas e exemplos

Ex. 6.2 — Seja X um conjunto infinito. Para p,q € X, defina

1, sep#yq,
d(p,q) = {0 sep—g

Prove que d é uma métrica. Quais subconjuntos do espago métrico
resultante sao abertos? Quais sao fechados? Quais sao compactos?

Ex. 6.3 — Para z,y € R, defina

di(z,y) = (z —y)?,
dg(l’,ZJ) = ‘x7y|a
dy(z,y) = |2° — 4|
da(z,y) = |z — 2yl

[z —yl
ds(x,y) =

Determine, em cada caso, se se trata ou ndo de uma métrica.

Ex. 6.4 — Em qualquer espago métrico (M, d), defina

ooy A y)
d(z,y) = TTdey)

Prove que d’ também é uma métrica em M.

Exercicios
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Ex. 6.5 — Considere, em R", as métricas

n

dl(xvy) = 121%}% ‘xi - yi‘7 dQ(X>y) = Zl |$Z - yz|
i=

Em cada um dos casos abaixo, descreva geometricamente a bola
aberta B(a;r):

Ex. 6.6 — Com as notagodes do exercicio anterior, prove que, para
todos x,y € R",
di(x,y) < [[x =yl < da(x,y),

da(x,y) < Vn|x—y| < ndi(x,y).

Ex. 6.7 — Sejam (S,d;) e (S2,d2) espacos métricos. Defina, em S; x
Sa,
p((x1,22), (y1,92)) = di(w1,51) + da(w2,52).

Prove que p € uma métrica em S; x S,. Construa outras métricas
naturais em S; x Ss.

2. Topologia dos espacos métricos

Ex. 6.8 — Prove que um intervalo aberto em R é um conjunto aberto
e que um intervalo fechado é um conjunto fechado.

Ex. 6.9 — Determine todos os pontos de acumulacao dos seguintes
subconjuntos de R e decida, em cada caso, se o conjunto é aberto,
fechado, ambos ou nenhum dos dois:

(a)o conjunto dos inteiros;

(b)o intervalo (a, b];

(c)o conjunto {1/n: n=1,2,3,...};

(d)o conjunto dos nimeros racionais;

(e)o conjunto dos numeros da forma 2=" + 5™, com m,n = 1,2,..;

(f)o conjunto dos ntmeros da forma (—1)" + (1/m), com m,n =
1,2,...;

(g)o conjunto dos nimeros da forma (1/n)+(1/m), com m,n =1,2,..;
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(h)o conjunto dos nimeros da forma

(=D" _
m, n=12,....

Ex. 6.10 — Repita o exercicio anterior para os seguintes subconjun-
tos de R?:

(@){zeC: |z| >1};
b){zeC: |z| > 1}

(c)o conjunto dos numeros complexos da forma (1/n) + (i/m), com
m,n=1,2,...;

(Df(z,y) eR*: 2* —y* <1}
) {(z,y) eR?: z>0};
B{(z,y) eR?: z >0}

Ex. 6.11 — Todo ponto de todo conjunto aberto E ¢ R? é ponto de
acumulacao de E? Responda a mesma pergunta para conjuntos fe-
chados em R?,

Ex. 6.12 — Construa um conjunto limitado de nimeros reais com
exatamente trés pontos de acumulacao.

Ex. 6.13 — Seja E’ o conjunto de todos os pontos de acumulacao
de um conjunto E. Prove que E’ é fechado. Prove que E e E tém
os mesmos pontos de acumulacdao. E e E’ sempre tém os mesmos
pontos de acumulacao?

Ex. 6.14 — Seja E° o conjunto de todos os pontos interiores de um
conjunto E.

(a)Prove que E° é sempre aberto.
(b)Prove que E é aberto se, e somente se, £° = F.
(c)Se G C E e G é aberto, prove que G C E°.

(d)Prove que o complementar de E° é o fecho do complementar de
E.

(e)E e E sempre tém os mesmos interiores?

(f)E e E° sempre tém os mesmos fechos?

Ex. 6.15 — Sejam A, A,, A3, ... subconjuntos de um espago métrico.

Exercicios
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(a)Se B, =J;-, A;, prove que
B,=J4, n=123...
=1
(b)Se B =J;Z, A;, prove que

B> | | A4,.

(@

1

.
I

Mostre, por meio de um exemplo, que essa inclusdo pode ser propria.

Ex. 6.16 — Prove que todo conjunto aberto nao vazio de R contém
numeros racionais e irracionais.

Ex. 6.17 — Prove que os Gnicos subconjuntos de R que sao simulta-
neamente abertos e fechados sdo @ e R. O mesmo vale em R2?

Ex. 6.18 — Prove que todo subconjunto fechado de R é a intersecao
de uma colegao enumeravel de abertos.

Ex. 6.19 — Prove que um subconjunto nao vazio, limitado e fechado
de R é ou um intervalo fechado, ou pode ser obtido de um intervalo
fechado pela remocéao de uma colegcao enumeravel de intervalos aber-
tos disjuntos cujas extremidades pertencem ao conjunto original.

Ex. 6.20 — Prove que bolas abertas e intervalos abertos em R" sdao
abertos.

Ex. 6.21 — Prove que o interior de um conjunto em R" é aberto.

Ex. 6.22 — Se S C R", prove que int S é a uniao de todos os subcon-
juntos abertos de R" contidos em S.

Ex. 6.23 — Se S,T C R", prove que

(int S) N (int 7)) = int(SNT),

(int S)U (it T) Cint(SUT).

Ex. 6.24 — Seja S’ o conjunto derivado e S o fecho de S em R".
Prove que:

Exercicios
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(a)s’ é fechado;

(b)se SC T, entao S’ CT’;
(c)(SuT)y =5"UT’;
(d)(S) =5

(e)S é fechado;

(f)S é a intersecdo de todos os fechados que contém S.

Ex. 6.25 — Se S,T C R", prove que

SNTCSNT,

e que

SNTCSnN

N

sempre que S for aberto.

Ex. 6.26 — As afirmacdes dos exercicios anteriores sobre interior,
conjunto derivado e fecho permanecem verdadeiras em qualquer es-
paco métrico? Justifique.

Ex. 6.27 — Prove as seguintes identidades em um espago métrico
M, para todo subconjunto A C M:

intA=M-—-M — A, int(M —A)=M — A, int(int A) = int A.

Ex. 6.28 — Se A,,..., A, C M, prove que

int (ﬁ A1> = ﬁ int(Ai).
i=1 i=1

Se I é uma familia infinita de subconjuntos de M, prove que

int < m A> C ﬂ int(A),

AEF AcEF

e dé um exemplo em que a inclusao seja propria.

Ex. 6.29 — Prove que
U int(A) C int ( U A) .
A€eF AeF

Dé um exemplo de uma familia finita para a qual a inclusao seja proé-
pria.

Ex. 6.30 — Se 0A denota a fronteira de A, prove que
DA=ANM—A e 0A=0(M— A).

Exercicios
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Ex. 6.31 — Prove que int(9A) = @ se A é aberto ou se A é fechado.
Dé um exemplo em que int(9A) = M.

Ex. 6.32 — Suponha que int A = int B = @ e que A seja fechado em
M. Prove que int(AUB) = @. Dé um exemplo em que int A = int B = &,
mas int(AU B) = M.

3. Topologia relativa

Ex. 6.33 — Seja Y C X um subespago métrico. Prove diretamente,
a partir das definigoes, que um subconjunto £ C Y é aberto relativa-
mente a Y se, e somente se, £ =Y NG para algum aberto G C X.

Ex. 6.34 — Descreva todos os subconjuntos abertos relativamente
ao subespaco
Y = {(2,0) e R*: z € R}.

Compare com os abertos de R2.

Ex. 6.35 — Dé um exemplo de um conjunto que seja fechado rela-
tivamente a um subespaco Y, mas nao seja fechado no espago ambi-
ente X.

4. Conjuntos compactos

Ex. 6.36 — Dé um exemplo de uma cobertura aberta do intervalo
(0,1) que nao admita subcobertura finita.

Ex. 6.37 — A familia dos intervalos abertos

1 2
(,), n=23...,
n'n

¢ uma cobertura aberta de (0,1). Prove, sem usar o Teorema de
Heine-Borel, que nenhuma subfamilia finita dessa colegcao cobre
(0,1).

Ex. 6.38 — Dé um exemplo de um conjunto fechado nao limitado e
exiba uma cobertura aberta enumeravel que ndo admita subcober-
tura finita.

Exercicios
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Ex. 6.39 — Seja

1
K—{O}U{n: n= 1,2,3,...} c R
Prove diretamente da definicdo que K é compacto, sem usar o teo-
rema de Heine-Borel.

Ex. 6.40 — Construa um conjunto compacto de niimeros reais cujos
pontos de acumulacao formem um conjunto enumerdavel.

Ex. 6.41 — Mostre que o Teorema 6.71 e seu corolario tornam-se
falsos, em R, se a palavra “compacto” for substituida por “fechado”
ou por “limitado”.

Ex. 6.42 — Considere Q com a métrica usual. Seja E o conjunto de
todos os racionais p tais que

2 < p? <3

Mostre que E é fechado e limitado em @Q, mas ndo é compacto. De-
termine também se E é aberto em Q.

Ex. 6.43 — Prove que, em um espago métrico (M, d), a bola fechada

B(a;r)={x e M: d(z,a) <r}

é um conjunto fechado.

Ex. 6.44 — Dé um exemplo de um espago métrico em que B(a;r)
nao coincida com o fecho de B(a;r).

Ex. 6.45 — Prove que todo subconjunto finito de um espago métrico
¢é fechado.

Ex. 6.46 — Prove que, se S C T C M, entao S é compacto em M se,
e somente se, € compacto no subespago 7.

Ex. 6.47 — Prove que, se S é fechado e T é compacto, entdo SN 7T
é compacto.

Ex. 6.48 — Prove que a intersecdo de uma colecao arbitraria de
subconjuntos compactos de um espago métrico é compacta.

Ex. 6.49 — Prove que a unido de um nimero finito de subconjuntos
compactos de um espacgo métrico é compacta.

Exercicios
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5. Conjuntos perfeitos e pontos de conden-
sacao

Ex. 6.50 — Seja F o conjunto de todos os numeros em [0, 1] cuja
expansao decimal contém apenas os digitos 4 e 7. Determine se E é
enumeravel, denso em [0, 1], compacto e perfeito.

Ex. 6.51 — Existe um conjunto perfeito nao vazio de R que nao con-
tenha nenhum ntmero racional? Justifique.

Ex. 6.52 — Defina um ponto p em um espag¢o métrico X como ponto
de condensacgdo de um conjunto £ C X se toda vizinhanca de p con-
tém nao enumeravelmente muitos pontos de E.

Suponha £ c R* ndo enumeravel, e seja P o conjunto de todos os
pontos de condensacao de E. Prove que P é perfeito e que P°NE é
no maximo enumeravel.

Ex. 6.53 — Prove que todo conjunto aberto em R é a unido de uma
colecao no maximo enumeravel de intervalos abertos disjuntos.

Ex. 6.54 — Prove que toda colegao de abertos disjuntos em R" é no
maximo enumeravel. Dé um exemplo de uma colegdo ndao enumera-
vel de fechados disjuntos.

Ex. 6.55 — Prove que, se S C R" é nao enumeravel, entao existe um
ponto x € S que é ponto de condensacao de S.

Ex. 6.56 — Seja 7' o conjunto dos pontos de condensacao de um
conjunto nao enumeravel S C R". Prove que:

(a)S — T é enumeravel;
(b)S NT é ndao enumeravel;
(c)T é fechado;

(d)T nao possui pontos isolados.
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6. Conjuntos conexos

Ex. 6.57 — Se A e B sao subconjuntos fechados disjuntos de um
espago métrico X, prove que A e B sao separados.

Ex. 6.58 — Prove o mesmo resultado do exercicio anterior quando
A e B sao abertos disjuntos.

Ex. 6.59 — Fixe p € X e § > 0. Defina A como o conjunto de todos
0s ¢ € X tais que d(p,q) < 6, € B como o conjunto de todos os ¢ € X
tais que d(p,q) > §. Prove que A e B sao separados.

Ex. 6.60 — Prove que todo espago métrico conexo com pelo menos
dois pontos é nao enumeravel.

Ex. 6.61 — Fechos e interiores de conjuntos conexos sao sempre
conexos? Analise a questdo em R2.

Ex. 6.62 — Sejam A e B subconjuntos separados de R¥, com a € A
e b € B. Defina
p(t) = (1 —t)a + tb, teR.

Ponha

Prove que:

(a)Ay e By sao separados em R;
(b)existe ¢, € (0,1) tal que p(ty) ¢ AU B;

(c)todo subconjunto convexo de R* é conexo.

Exercicios
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7

Continuidade em
espacos meétricos

Até aqui, a métrica nos permitiu falar de proximidade entre pontos,
de convergéncia de sequéncias e da estrutura de conjuntos. Agora
passamos a uma pergunta diferente: como uma funcao transforma
essa proximidade?

Ha duas escalas no capitulo. A primeira é local. Queremos compre-
ender o comportamento de f(x) quando x se aproxima de um ponto
e, em particular, quando esse comportamento é compativel com o
valor da propria funcdo. A segunda é global: sob hipoteses como
compacidade e conexidade, a continuidade passa a impor restrigoes
fortes a imagem da fungéo.

Esse percurso comeca com limites, chega a continuidade e termina
mostrando que uma hipétese local pode preservar estruturas globais
inteiras.

7.1 Limites

O limite descreve o comportamento de uma fungao ao redor de um

ponto. Se z se aproxima de p, perguntamos se f(z) se aproxima de al-

gum ¢. O valor de f no proprio ponto p nao participa dessa pergunta;
por isso p nem sequer precisa pertencer ao dominio.

7.1 Definicao. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, seja

E C X e seja p € X um ponto de acumulacao de E. Dizemos que

o limite de f: £ — Y quando z tende a p € q € Y, e escrevemos
lim f(z) =g,

T—rp

Neste capitulo

» Limites (p. 197)

» Continuidade (p. 204)

» Continuidade e compa-
cidade (p. 209)

» Continuidade e conexi-
dade (p. 216)

» Conexidade por cami-
nhos (p. 218)

» Exercicios (p. 220)

Ideia central

Continuidade traduz
proximidade: pontos
suficientemente préximos
tém imagens préximas. A
linguagem métrica torna
essa ideia independente de
férmulas particulares.
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y |z —p| <0
l l
l !
| |
Q € (e - g
I I |f(:1")_q|<€
q ! |
q—&EF----""—-- bt ity RS
| |
| |
l !
‘ ‘ x
p—~6 P p+o

Ve>0,30>0talque 0 < |z —p| <d = |f(z) —¢| <e.

Figura 7.1 . L s o
Interpretacao geométrica da definicao de limite. Se

0 < |z —p| <4, entdo f(z) permanece na faixa horizontal |f(z) —¢| < e.

se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

dy (f(z),q) <e sempre que 0<dx(z,p)<dexck.

A hipétese de que p seja ponto de acumulacdo de E é indispensavel,
pois o limite descreve o comportamento de f(z) quando = se aproxima
de p por pontos de E distintos de p. Em particular, ndo é necessario
que p € E; e, mesmo quando p € F, o valor de f(p) ndo intervém na
definicao do limite.

7.2 Proposicao. Se o limite de uma funcdao em um ponto
existe, entao ele é tnico.

Demonstragdo. Suponha que lim,_,, f(z) = ¢1 € lim,, f(z) = ¢2. Va-
mos mostrar que ¢; = ¢o.

Seja ¢ > 0. Pela definicao de limite, existem 41,5 > 0 tais que

0<dx(z,p)<dh = dy(f(z),q)<

)

| ™

0<dx(z,p) <ds = dy(f(x),q2)<g.

Tomando § = min{d;, 2} e usando que p é ponto de acumulagdo de E,
existe x € F com 0 < dx(z,p) < 0. Para esse ponto, temos simultanea-
mente

dy(f@.m) <5 e dv(f2).e) <

Pela desigualdade triangular,

DO ™

dy (q1,q2) < dy(q1, f(2)) + dy (f(2),q2) <e.

Como ¢ > 0 é arbitrario, segue que dy(q,q2) = 0, e portanto ¢; =
qga- 0

Limites
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7.3 Exemplo. Considere f: R\ {1} — R dada por

22 —1

r—1"

fz) =
Para = # 1, temos f(z) =« + 1. Assim,

lim f(z) = lim(z+ 1) = 2.
rx—1 rz—1

Embora f ndo esteja definida em 1, o limite existe; portanto, o ponto

em torno do qual se toma o limite ndo precisa pertencer ao dominio.

Em espagos métricos, essa no¢ao admite uma caracterizagdo sequen-
cial particularmente 1til.

7.4 Teorema. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espacos métricos, seja
E C X, seja f: E — Y e seja p um ponto de acumulacao de FE.
Entéo

lim f(z) = ¢

T—p

se, e somente se, para toda sequéncia {p,} em F tal que p, # p
para todo n e p, — p, vale

f(pn) = ¢

Demonstragdo. Suponha primeiro que lim,_,, f(z) = ¢, e seja {p,}
uma sequéncia em E tal que p, # p para todo n e p, — p. Dado
e > 0, pela definicdao de limite existe ¢ > 0 tal que, sempre que z € £
e 0 < dx(z,p) < 9, temos dy(f(z),q) < e. Como p,, — p, existe N € N
tal que, para todo n > N, vale dx(p,,p) < 6. Como, além disso, p,, # p,
segue que 0 < dx (pn,p) < 6 para todo n > N. Portanto, dy (f(pn),q) <¢
para todo n > N, e assim f(p,) — q.

Reciprocamente, suponha que a condigao sequencial seja verdadeira
e que lim,_,, f(z) # ¢. Negando a definicdo de limite, obtemos a exis-
téncia de ¢, > 0 tal que, para todo § > 0, existe € F com

0<dx(z,p)<9d e dy (f(x),q) > eo.

Aplicando isso a 6 = 1/n, escolhemos, para cada n € N, um ponto
pn € E tal que

1
0<dx(pn,p) < €  dy(f(pn),a) 2 <o
Entdo p, # p para todo n e p, — p. Pela hipdétese sequencial, deveri-

amos ter f(p,) — ¢, 0 que é impossivel, ja que dy (f(p,),q) > o para
todo n. Essa contradicdo mostra que lim,_,, f(z) = q. O
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7.5 Exemplo. Defina f: R — R por

)0, sexeQ,
f(x)_{l, sex e R\ Q.

Entao, para todo a € R, o limite lim, ., f(z) nao existe.

De fato, podemos escolher uma sequéncia {z,,} de nimeros racionais
com x, — a. Entao f(z,) = 0 para todo n, de modo que f(z,) — 0.
Por outro lado, podemos escolher uma sequéncia {y,} de nimeros
irracionais com y, — a. Entdo f(y,) = 1 para todo n, de modo que
f(y,) — 1. Como os limites ao longo dessas duas sequéncias sao
diferentes, o limite de f em a nao existe.

Entretanto, se definirmos g(z) = (z —a)f(z), entdo lim,_,, g(x) = 0, pois
lg(z)| < |z — a| para todo z.

7.6 Exemplo. Defina f: Q — R do seguinte modo: para cada nu-
mero racional § € Q, escrito em forma irredutivel com ¢ > 0, ponha

)}

Entao, para todo nimero irracional a € R\ Q, vale

lim f(z) =0,

r—a

onde z percorre apenas valores racionais.

De fato, dado ¢ > 0, escolha N € N com 1/N < . Em qualquer in-
tervalo limitado, ha apenas finitos racionais, em forma irredutivel,
com denominador menor que N. Como « € irracional, podemos to-
mar z € Q arbitrariamente préximo de a sem coincidir com nenhum
deles. Se z = § estd em forma irredutivel, entdo ¢ > N, e por isso

f(x):$§%<€.

Logo, f(z) — 0 quando z — a com z € Q.

7.7 Exemplo. Um exemplo classico de fungcao sem limite em um
ponto € a fungdo f: R\ {0} — R dada por f(z) =sen(2).

€T

Tomando z, = -1, temos z,, — 0 e f(z,) = sen(nw) = 0. Por outro lado,

tomando y,, = m temos y, — 0 e
flyn) = sen(?mr + g) =1.
Logo,
i)
lim sen| —
x—0 X
nao existe.

Apesar disso, a funcdo é limitada por 1 em moédulo. Portanto, se
g: R\ {0} — R satisfaz lim,_,q g(z) = 0, entao

. 1
3llinog(:v) sen(x> =0,

Limites
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1y

Figura 7.2 i )
Grafico de f(z) =sen(2), definida em R\ {0}.

x

pois |g(z)sen(1)| < |g(x)| para todo = # 0. Em particular,

1
lim 2" sen<x) =0 para todo n € N.

z—0

Algebra de limites

No caso de fungoes reais, os limites sao compativeis com as opera-
¢Oes algébricas usuais. Para enunciar esse fato com precisdo, fixe-
mos antes a notacao.

7.8 Definicao. Sejam f,g: F — R fungoOes reais. Definimos,
ponto a ponto,

(fx9)(x) = f(z) £g9(x),  (f9)(z) = f(z)g(=),
e, nos pontos em que g(z) # 0,
1\ @ - L@
(9>( )= g(z)’

Além disso, para uma constante ¢ € R, denotamos por f = c a
funcao constante dada por f(z) = c para todo = € E.

7.9 Teorema. Seja p um ponto de acumulacao de £ C X. Se
f,9: E — R satisfazem lim,_,, f(z) = A e lim,_,, g(z) = B, entao:

(a) ;ig;(f +9)(z)=A+B;

(b) lim(f9)(x) = AB;

(c) lim <f) (z) = % desde que B # 0.

T—p g

Limites
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Demonstracdo. Provamos cada item separadamente.

(@) Sejaec > 0. Como f(z) — A e g(z) — B, existem 4y, d, > 0 tais que

0<dy(z,p) <8 = |flz)— Al < g

0<dx(z,p) <8 = |g(z)— B| < g
Se § = min{dy, >}, entdo, paraz € £ com 0 < dx (z,p) < 4,
[(f +9)(@) — (A+ B)| < |f(x) — Al + [g(z) — B| <e.
Assim, (f +g)(z) - A+ B.

(b) Seja s> 0. Como f(z) — A, existe §; > 0 tal que

0<dx(z,p)<dh = |f(x)—A <1
Para esses pontos, segue que |f(z)| < |A] + 1. Além disso, existem
02,03 > 0 tais que

€
—-Bl< ——
0 <dx(z,p) <d2 = |g(z) | < 2(|A] + 1)

e
Tomando § = min{dy, d2,d3}, para 0 < dx(x,p) < & temos
f(@)g(z) — AB = f(z)(g(z) — B) + B(f(z) — A),
e, portanto,
|f(z)g(xz) — AB| < |f(2)]|g(z) — B| + B |f(z) — Al.
Usando as estimativas acima, obtemos

F(2)g(x) = AB| < (|4] + 1)3 -

<e.
|2(|B\ +1) —

£
E

Concluimos que f(z)g(z) — AB.

(c) Suponha agora que B # 0. Como g(z) — B, existe §; > 0 tal que

B
0 <dx(z,p) <o = Ig(x)—B|<u-

2
Entdo, para tais z, temos |g(z)| > |B| — |g(z) — B| > @, de modo que
g(x) # 0 em uma vizinhanga de p dentro de E, exceto talvez no proprio
ponto p.

Mostremos primeiro que

. 1 1
1im = —.
a—=p g(z) B
De fato, para 0 < dx(z,p) < 01,
1 1 lg(x) — B| 2
- | = < g(x) — B].
‘gm 5|~ Bllg@)] = e P

Como g(z) - B, o lado direito tende a 0, e portanto ;5 — 5.

Aplicando agora o item (b) as funcoes f e 1/g, obtemos

A C) I (PVRNED S W S
i = tm (@) =4 5= 5
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7.10 Exemplo. Considere a fungao identidade f: R — R, dada por
f(z) = z. Entdo lim,_,, f(z) = a para todo a € R. Usando as proprieda-
des algébricas dos limites, obtemos lim,_., 2 = a? e, por inducao,

lim 2" = " para todo n € N.
r—ra
Dai segue que todo polindmio
p(z) = apxr™ + arz" "+ Fap_17 + ap

satisfaz lim,_,, p(z) = p(a) para todo a € R.

Do mesmo modo, se

€ uma funcdo racional e ¢(a) # 0, entao lim, ., r(z) = r(a).

Quando trabalhamos com fun¢des com valores em R*, os limites po-
dem ser estudados coordenada a coordenada.

7.11 Teorema. Seja F C X, seja p um ponto de acumulacao

de F e seja
f=(fi,...., fr): E—RF
Entao
lim f(z) = a=(a1,...,ax)
T—p

se, e somente se,

lim f;(z) = a; para todo j=1,...,k.

T—p

Demonstragcdo. Suponha primeiro que f(z) — a. Fixe j € {1,...,k}.
Como
|fi(@) — a;| < [[f(z) — al|,

segue imediatamente que f;(z) — a;.

Reciprocamente, suponha que f;(z) — a; para todo j =1,...,k. Seja
¢ > 0. Para cada j, existe §, > 0 tal que

£

T

Tomando § = min{dy,...,d0x}, se x € £ e 0 < dx(z,p) < 4J, entdo

0<dx(z,p)<d; = |fi(x)—al<

k 2
§ : 9
Jj=1

Logo ||f(z) — a|| < ¢, e isso mostra que f(z) — a. O

Limites
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7.12 Teorema (Critério de comparacao para limites).
Seja X um espago métrico, £ C X e ¢ um ponto de acumula-
cao de E. Sejam f,g: E — R funcgoes tais que

flz) <g(x) para todo z € E'\ {a}.

Se
lim f(x) =1L e lim g(x) = M,

r—a r—a

entdao L < M.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que L > M. Entdo o nimero
LM satisfaz

L+M

M < < L.

Como lim, ., f(z) = L, existe §; > 0 tal que, para todo =z € F, se 0 <
d(z,a) < 1, entao

ﬂ@>L;M.

Como lim, ,, g(z) = M, existe §, > 0 tal que, para todo = € FE, se
0 < d(z,a) < d3, entdo

L+M

g(x) < 5
Logo, se 0 < d(z,a) < min{dy,d2}, temos f(z) > g(z), o que contradiz a
hip6tese. Portanto, L < M. O

A caracterizagao sequencial torna a ideia particularmente concreta:
todas as maneiras de se aproximar de p devem produzir a mesma
aproximacdo no contradominio. As regras algébricas que aparecem
depois mostram que, uma vez estabelecidos limites basicos, pode-
mos combind-los sem retornar a cada vez a defini¢ao e-6.

Mas limite e valor da fungado ainda sao informacgoes independentes.
A continuidade nasce exatamente quando exigimos que elas coinci-
dam.

7.2 Continuidade

Se p € E, uma funcgdo f : £ — Y é continua em p quando seu com-
portamento préximo de p é compativel com o valor f(p). Em termos
informais: pontos préximos de p devem ter imagens préoximas de f(p).

Essa formulagao parece apenas uma pequena modificacao da defini-
¢do de limite, mas é a propriedade que permite transportar estrutura
de um espaco para outro.

Continuidade
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7.13 Definicao. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, seja
EcC X,seja f: E—Y esejapec E. Dizemos que f é continua em
p se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

zeFEedx(z,p)<d = dy(f(z),f(p)) <e.

Figura 7.3 . e o
Interpretacao geométrica da continuidade em p: pon-

tos de E suficientemente préximos de p tém imagens suficiente-
mente proximas de f(p).

Ao contrario do que ocorre com limites, ndo é necessario supor que
p seja ponto de acumulagdo de E. Se p é isolado em FE, entdao f é
automaticamente continua em p, pois existe r > 0 tal que Bx (p,r)NE =
{p}; nesse caso, basta tomar § = r.

A nocao de limite depende apenas do comportamento de f(x) em pon-
tos de E proximos de p e distintos de p; por isso, independe do valor
de f(p), quando este existe. J& a continuidade em p exige que esse
comportamento local seja compativel com o valor assumido pela fun-
¢ao no ponto. Assim, se p € ponto de acumulacgdo de £, f é continua
em p se, e somente se,

lim f(x) = f(p).

7.14 Proposicao. Sejam (X,dyx) e (Y,dy) espagos métricos,
seja F C X, seja f: E— Y e sejape F um ponto de acumulagao
de E. Entao f é continua em p se, e somente se,

lim f(z) = f(p).

T—p

Demonstragcdo. Suponha primeiro que f seja continua em p. Dado
e >0, existe 6 > 0 tal que, se z € F e dx(x,p) < 4§, entao dy (f(z), f(p)) <
e. Em particular, isso vale quando =z € E e 0 < dx(z,p) < §. Assim,

limg s, f(2) = f(p)-

Reciprocamente, suponha que lim,_,, f(z) = f(p). Dado ¢ > 0, existe
d>0talque,sez € Ee0<dx(z,p) <4, entdaody(f(z),f(p)) <e. Como
também temos dy (f(p), f(p)) = 0 < ¢, segue que a mesma condigao
vale para todo z € F com dx(x,p) < §. Portanto, f é continua em
p. (]
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7.15 Definicao. Dizemos que f: £ — Y é continua em F se for
continua em todo ponto de E.

A caracterizacdao sequencial dos limites conduz imediatamente ao
critério sequencial de continuidade.

7.16 Teorema. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, seja
E cC X,sejaf:E —Y esejapc E. Entdo f é continua em p
se, e somente se, para toda sequéncia {p,} em E tal que p, — p,
tem-se f(p.) — f(p).

Demonstragcdo. Se p nao é ponto de acumulagdo de £, a continui-
dade em p é automatica, e a condigao sequencial também é trivial.
Suponhamos, entdao, que p seja ponto de acumulacgao de E.

Pela Proposigcdo 7.14, f é continua em p se, e somente se,
lim,_,, f(z) = f(p). Pelo Teorema 7.4, isso equivale a dizer que,
para toda sequéncia {p,} em F com p, # p para todo n e p, — p,
vale f(p,) — f(p). Isso equivale a formulacdo usual com sequéncias
arbitrarias {p,} C F tais que p, — p, j& que termos eventualmente
iguais a p nao alteram o limite. O

7.17 Teorema. Seja
f=(fi,...,frx): E—RF

Entdo f é continua em p € F se, e somente se, cada func¢ao coor-
denada f;: E — R é continua em p.

Demonstracdo. Pela Proposicao 7.14 e pelo Teorema 7.11, temos que
f é continua em p se, e somente se,

lim f(2) = £(p),

T—p

0 que equivale a

lim f;(z) = f;(p) paratodo j=1,... k.

Tr—p
Aplicando novamente a Proposicao 7.14 a cada coordenada, obtemos
o resultado. O

7.18 Exemplo. Toda funcao constante é continua. De fato, se
f(z) = c para todo =z € E, entdo dy(f(z), f(p)) = dy(c,c) = 0 para to-
dos z,p € E.
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7.19 Exemplo. A funcao identidade
id: X — X, id(z) =z,

¢ continua em todo ponto de X. Com efeito, para todo ¢ > 0, basta
tomar § = «.

7.20 Exemplo. Toda aplicacdo Lipschitz é continua. Mais precisa-
mente, se f: X — Y satisfaz

dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y)  para todos z,y € X,

com alguma constante L > 0, entdo f é continua em todo ponto de
X.

Demonstracdo. Fixe p € X e sejae > 0. Se L =0, entdo f é constante.
Se L >0, tome ¢ = <. Entdo, sempre que dx(z,p) < J, temos

dy (f(z), f(p)) < Ldx(z,p) < Ld =e.

Logo f é continua em p. O

As propriedades algébricas dos limites se traduzem imediatamente
em propriedades analogas para fungoes continuas.

7.21 Proposicao. Sejam f,g: E — R continuas em p € E. En-
tao:

(a) f+ g é continua em p;

(b) fg é continua em p;

f

(c) m ¢é continua em p, desde que g(p) # 0.

Demonstragdo. Como f e g sdo continuas em p, temos lim,_,, f(z) =
f(p) e lim,_,, g(z) = g(p). Pelo Teorema 7.9,

lim (f + g)(z) = f(p) + g(p) = (f + 9)(p),

T—p

lim (fg)(z) = f(p)g(p) = (f9)(p),

T—p

i 1) 0 _ (5

v g()  gp)  \yg
Logo, pela Proposicao 7.14, as fungoes indicadas sao continuas em
p- O

e, seg(p) # 0,

Outra operacao fundamental é a composicao de fungoes.
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7.22 Teorema. Sejam f: F — Y e g: Y — Z aplicacoes entre
espacos métricos. Se f é continua em p € E e g é continua em
f(p), entdao a composigao

gof:E—Z

¢ continua em p.

Demonstracgdo. Seja e > 0. Como g é continua em f(p), existe n > 0
tal que

dy(y, f(p)) <n = dz(g(y),9(f(p))) <e.

Como f é continua em p, existe § > 0 tal que, se z € ' e dx(x,p) < 4,
entao dy(f(z), f(p)) < n. Portanto, para todo =z € F com dx(z,p) < 6,
temos

dz(9(f(x)), 9(f(p))) <e.

Isso mostra que go f é continua em p. O

7.23 Observacao. A continuidade também pode ser caracterizada
em termos de imagens inversas de conjuntos abertos ou fechados.
Essas caracterizagdes serao particularmente uteis nas segoes se-
guintes.

7.24 Teorema. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, seja
Ec Xesejaf: E—Y. Entao f é continua em E se, e somente
se, para todo aberto V C Y, o conjunto

fHV)={z e EB: f(x) eV}

¢ aberto em E, com a topologia induzida por X.

Demonstracdo. Suponha primeiro que f seja continua em E, e seja
V C Y aberto. Queremos mostrar que f~1(V) é aberto em E.

Sepe f~1(V), entdo f(p) € V. Como V é aberto, existe £ > 0 tal que
By (f(p),e) c V. Como f é continua em p, existe § > 0 tal que, se z € E
e dx(z,p) < 4, entdo dy(f(z), f(p)) < e. Portanto, se z € EN Bx(p,9),
entdo f(z) € V, isto é,

E N Bx(p,d) C f~HV).

Assim, f~1(V) é aberto em E.

Reciprocamente, suponha que a imagem inversa de todo aberto de
Y seja aberta em E. Fixe p € F e sejae > 0. Abola By (f(p),e) € aberta
em Y, logo

U=f""(By(f(p)e)

¢ aberta em £. Como p € U, existe § > 0 tal que

ENBx(p,d) CU.
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Assim, se z € F e dx(z,p) < ¢, entao f(z) € By(f(p),s), ou seja,
dy (f(z), f(p)) < e. Isso mostra que f é continua em p. Como p é
arbitrario, concluimos que f é continua em E. O

7.25 Corolario. Sejam (X,dy) e (Y,dy) espacos métricos, seja
E C X eseja f: E— Y. Entao f é continua em FE se, e somente
se, para todo fechado F C Y, o conjunto

FHF)

é fechado em E.

Demonstracdo. Basta aplicar o Teorema 7.24 aos complementares,
usando que
FTIYNF) =B\ f7H(F).
U

As caracterizagoes sequencial e topoldgica mostram duas faces da
mesma noc¢ao. A primeira diz que fungdes continuas preservam li-
mites de sequéncias; a segunda, que a pré-imagem de um aberto é
aberta. Esta ultima serd especialmente importante agora, porque
permite combinar continuidade com propriedades globais do domi-
nio.

7.3 Continuidade e compacidade

Continuidade é uma condicao local: em cada ponto escolhemos um
controle adequado. A compacidade transforma esse controle local
em conclusdes globais. E isso que explica por que fungdes continuas
em conjuntos compactos se comportam tao melhor que funcoes con-
tinuas em dominios arbitrarios.

A primeira manifestacao desse principio é simples e poderosa: ima-
gens continuas de compactos continuam compactas. Dela surgirdo,
em seguida, limitacdo, existéncia de extremos e continuidade da in-
versa.

O primeiro resultado mostra que a imagem continua de um conjunto
compacto continua sendo compacta.

7.26 Teorema. Se f: X — Y é continua e X é compacto, entdo
f(X) é compacto.
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Demonstragdo. Seja {V,}.c4 Uma cobertura aberta de f(X). Como f
é continua, pelo Teorema 7.24 cada conjunto f~!(V,) é aberto em X.
Além disso, essa familia cobre X, pois, dado z € X, temos f(z) € f(X)
e, portanto, f(z) € V,, para algum a € A. Em outras palavras,

xXc .
acA
Como X é compacto, existem ay,...,«a, € A tais que

X C fﬁl(vm) U"'Ufil(van)'

Agora, se y € f(X), entdo y = f(r) para algum z € X. Pela inclu-
sdo acima, esse ponto z pertence a algum dos conjuntos f~'(V,,), e
portanto y = f(z) € V,,. Logo,

f(X)C Vo, U UV, .

Assim, toda cobertura aberta de f(X) admite uma subcobertura fi-
nita. Portanto, f(X) é compacto. O

7.27 Observacao. Ahipotese de continuidade é essencial. De fato,
considere
X=[0,1]cR

e a fungao

1
f:X >R, fr)=_=z
0

Entdo X é compacto, mas

ndo é compacto.

7.28 Definicao. Uma aplicagdo f: E — RF é dita limitada se
existe M > 0 tal que

|f(z)| <M  paratodozc E.

Quando k£ = 1, isso coincide com a nocao usual de funcao real
limitada.

No caso de aplicagdes com valores em R¥, obtemos a seguinte con-
sequéncia.

7.29 Teorema. Sef: X — R* é continua e X é compacto, entdo
f(X) é fechado e limitado. Em particular, f é limitada.
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Demonstragcdo. Pelo Teorema 7.26, o conjunto f(X) é compacto.

Como estamos em R¥, segue do teorema de Heine-Borel que f(X) é
fechado e limitado. Assim, existe M > 0 tal que

lyll <M  paratodoy € f(X).

Em particular,
|f(z)| < M  paratodo z € X,

isto é, f é limitada. O

No caso de fungbes reais, a compacidade garante a existéncia de
maximos e minimos absolutos.

7.30 Teorema. Seja f: X — R continua, com X compacto e
nao vazio. Entdo existem pontos p,q € X tais que
fla) < f(x) < f(p)  paratodos € X.

Em outras palavras, f atinge seu maximo e seu minimo em X.

Demonstracgdo. Pelo Teorema 7.26, o conjunto f(X) C R é compacto.

Em particular, é ndo vazio, fechado e limitado. Sendo nao vazio e
limitado, o conjunto f(X) admite supremo e infimo. Como ¢ fechado
em R, contém esses dois valores. Logo existem p, ¢ € X tais que

fp)=sup f(X) e  f(g)=inf f(X).
Assim,
flg) < f(z) < f(p)  paratodozc X.

O

A compacidade também permite obter continuidade da inversa em
uma situacao muito importante.

7.31 Teorema. Suponha que f: X — Y seja uma aplicacao
continua e bijetora, com X compacto. Entdo a inversa

Ly - X

é continua.

Demonstracdo. Seja I ¢ X fechado. Como X é compacto, F' também
é compacto. Pela continuidade de f, o conjunto f(F) é compacto em
Y, e portanto fechado. Como

(f=H7HF) = f(F),

segue que a imagem inversa de todo fechado de X por f~! é fechada
em Y. Logo, f~! é continua. O

Outra consequéncia importante é que, em conjuntos compactos, a
continuidade implica continuidade uniforme.

Continuidade e compacidade
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7.32 Definicao. Seja f: X — Y uma aplicacdo entre espagos
métricos. Dizemos que f é uniformemente continua em X se,
para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

dx(p,q) <6 = dy(f(p).f(q)<e

para todos p,q € X.

A diferenca em relacdo a continuidade usual estd no fato de que,
na continuidade uniforme, § depende apenas de ¢, e ndo do ponto
do dominio. Na continuidade em um ponto, o controle é local; na
continuidade uniforme, o mesmo § deve funcionar simultaneamente
para todos os pares de pontos do dominio.

7.33 Exemplo. A funcdo f: [0,+00) — R, dada por f(x) = 22, é uni-
formemente continua em [0, 1], mas ndao em R, = [0, +00).

Com efeito, se z,y € [0, 1], entdo |z + y| < 2, e portanto
|22 =2 = |z —yl o +y| < 2)z —yl.

Segue que, dado ¢ > 0, basta tomar ¢ = /2 para garantir que |z—y| < §
implique |2? — 3?| < . Logo, f é uniformemente continua em [0, 1].

Mostremos agora que f nao € uniformemente continua em R, . Para
isso, considere as sequéncias z, = n ey, = n + % Entao |z, —yn| =

150, mas
n
1 2
n? — (n+>
n

que ndo converge para 0. Portanto, ndo pode existir um tnico § > 0
que funcione para todos os pontos de R,. Conclui-se que f(z) = 22
nao é uniformemente continua em R, ..

1

n?’

[f(@n) = fyn)| = =2+

7.34 Teorema. Se f: X — Y é continua e X é compacto, entao
f € uniformemente continua em X.

Demonstragdo. Fixe ¢ > 0. Como f é continua em cada ponto p € X,
existe um numero §(p) > 0 tal que

dx(p,q) <d(p) = dy(f(p),flqg) <

DN ™

Para cada p € X, consideremos a bola aberta

J(p)=B(p75(2p)>-

Essas bolas formam uma cobertura aberta de X. Como X é compacto,
podemos extrair uma subcobertura finita

X CJp)U---UJ(pn).

Continuidade e compacidade
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35 ¢

30 £ o _________
25 +
20 +
15+

10 |

Figura 7.4 . ;
Dois pares de pontos do gréfico de f(z) = 2? sepa-

rados pela mesma distancia horizontal . Em uma regidao mais pro-
xima do inicio do intervalo, a variagao vertical é Ay; ja perto do fim
do intervalo, a mesma separacgao horizontal produz uma variagao
maior, Ay’. Isso ilustra por que f nao é uniformemente continua
emR,.

Definamos 1
§ = 3 min{d(p1),...,0(pn)}-

Como o minimo acima é tomado sobre um conjunto finito de nimeros
positivos, temos ¢ > 0.

Tomemos agora p,q € X tais que dx(p,q) < 6. Como os conjuntos
J(p1),...,J(p,) recobrem X, existe m € {1,...,n} tal que p € J(pn).
Portanto,
6(Pm)

2

Além disso, pela desigualdade triangular,

5(pm)
2

dx (Q7pm) < dX(Qap) +dx (p7pm) <6+ < 5(pm)-

Da definicdo de (p,,) segue entdo que

dy (f(p), f(pm)) < e dy(f(q), f(pm)) <

DO ™
DN ™

Aplicando novamente a desigualdade triangular, obtemos

dy (f(p), f(q)) < dy (f(p), f(pm)) + dv (f(Pm), f(q)) <e.

Como ¢ depende apenas de e, concluimos que f é uniformemente
continua em X. O

A hipétese de compacidade é essencial: sem ela, varias das conclu-
sOes anteriores deixam de valer.
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7.35 Teorema. Seja £ C R nao compacto. Entao:

(a) existe uma funcao continua em E que nao é limitada;

(b) existe uma fungao continua e limitada em E que néo atinge
seu maximo.

Se, além disso, F for limitado, entao:

(c) existe uma funcao continua em E que ndo é uniformemente
continua.

Demonstracdo. Dividimos a prova em dois casos.

Suponha primeiro que E seja limitado. Como E ndo é compacto, pelo
teorema de Heine-Borel ele nédo é fechado. Logo existe 2y € E'\ E.

Considere a funcao

flz) = ! re k.

)
Tr — X

Ela é continua em E e nao é limitada, pois zo € ponto de acumulagao
de E: existe uma sequéncia {z,} em F tal que z,, — zo, € entao

B 1
|xn - 370|

|f (2n)]

— OQ.

Isso prova (a) nesse caso.

Considere agora

1

= SN
1+ (z—x9)? *

9(x)
Essa funcédo é continua e limitada em E, pois

0<g(x)<1 para todo z € E.

Além disso, seu maior valor possivel é 1, atingido apenas em z = x.
Como z( ¢ E, a funcdo nao atinge esse valor em E. Por outro lado,
como existe uma sequéncia {z,} em E com z, — xo, temos g(x,) — 1.
Logo

sup g(E) = 1,

mas esse supremo nao é atingido. Isso prova (b) quando F é limitado.
Mostremos agora (c). Como z, € E\ E, pelo menos um dos conjuntos
Eﬂ(a?o,l‘o—Fl) ou Eﬂ(l‘o—l,l‘o)

acumula em z,. Fixemos um desses lados. Podemos entdo escolher,
para cada n € N, pontos p,,q, € E desse mesmo lado de z, tais que

1 1
0<|pn—m0|<=— € 0<|gn—zo| <—.
2n dn

Entao

3
‘pn_Qn‘S'pn_$0|+‘qn—$0‘<4f—)0.
n
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Por outro lado,

1 1

Pn — o dn — To

‘f(pn) - f(Qn)‘ -

Como p,, e ¢, estao do mesmo lado de z(, segue que

1

1
1F(pn) = Flan)] ‘|pn—xo| gl

Escolhendo-os de modo que, por exemplo,

! <| | < ! e 0<| | < !
N Pn Zo m dn Zo 16n’

obtemos

|f(pn) - f(Qn)| > 6n

para todo n. Em particular, essa diferenca nao tende a 0. Logo f nao
é uniformemente continua em FE.

Suponha agora que E seja ilimitado. Entdo a funcao identidade
h(z) =x

é continua e ndo limitada em E, o que prova (a).

Para provar (b), considere

ZE2

u@) =7

Essa funcédo é continua em R e satisfaz
0<u(z)<1 para todo z € R.

Como E é ilimitado, existe uma sequéncia {z, } em F tal que |z,| — oc.

Entao

1,2

L
1+ 22

n

u(xy,) =
Logo
supu(E) = 1.
Como u(r) < 1 para todo z € E, esse supremo nao ¢ atingido. Por-

tanto, u é continua e limitada em F, mas ndo atinge seu maximo. [

7.36 Exemplo. Seja X = [0,27) e seja Y C R? o circulo unitério. A
aplicacao
f(t) = (cost,sent), 0<t<2m,

€ continua e bijetora de X sobre Y. No entanto, sua inversa nao é
continua no ponto (1,0) € Y. De fato, se definirmos

1
Yn = f<27'(' - ) )
n
entdo y, — (1,0) em Y, mas
1
£ (yn) =21 — = =21 #£0=£"1(1,0).
n

Logo f~! ndo é continua em (1,0). Isso mostra que a compacidade do
dominio é essencial no Teorema 7.31.

Continuidade e compacidade

215



Analise Real / Continuidade em espagos métricos

A continuidade uniforme é talvez a expressao mais clara dessa passa-
gem do local ao global: 0 mesmo ¢ deve funcionar em todo o dominio.
O Teorema de Heine-Cantor mostra que a compacidade é precisa-
mente a hipdtese que permite obter esse controle uniforme a partir
da continuidade ponto a ponto.

Os contraexemplos ao fim da se¢do tém, portanto, uma funcao con-
ceitual: eles mostram o que pode falhar quando retiramos a compa-
cidade.

7.4 Continuidade e conexidade

A compacidade controla a extensdo global de um espaco; a conexi-
dade responde a outra pergunta: ele pode ser separado em partes in-
dependentes? A continuidade também respeita essa estrutura. Uma
funcao continua ndo pode transformar um conjunto conexo em uma
imagem desconexa.

No caso real, essa afirmacao abstrata é exatamente o mecanismo por
tras do teorema do valor intermediario.

7.37 Teorema. Se f: X — Y é continua e £ C X é conexo,
entao f(E) é conexo.

Demonstragcdo. Suponha, por absurdo, que f(E) nao seja conexo. En-
tao existem subconjuntos nao vazios e separados A, B C f(F) tais que

f(E)=AUB.
Defina
G=Enf (A e H=EnfB).

Entao F = G U H, e ambos 0s conjuntos sao nao vazios.

Mostremos que G e H sao separados. Como A e B sao separados,
temos
ANB=2 e ANnB=2.

Além disso, pelo Corolario 7.25, a imagem inversa de um fechado
por f é fechada. Assim, f~!(A) é fechado em X e contém G, logo

G c f1(A).

Se existisse * € G N H, entdo teriamos f(z) € B porque = € H, e
também f(z) € A porque = € G C f~!(A). Isso contradiz a igualdade
AN B = @. Portanto,

GNH=2.

De modo andalogo,
GNH=2.

Logo G e H sao separados, o que contradiz a conexidade de E. Por-
tanto, f(F) é conexo. O

Continuidade e conexidade
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7.38 Observacao. O resultado anterior ndo admite reciproca, e a
hipétese de continuidade é essencial.

De fato, a reciproca falha mesmo em R: se
f(z) = 2? e E={-1,1},
entdao F ndo é conexo, mas
f(E) = {1}

é conexo. Por outro lado, sem continuidade a conclusao também
pode falhar: se
E =10,1]

entdao E é conexo, mas

nao é conexo.

No caso de fungoes reais definidas em intervalos, o teorema anterior
se traduz na propriedade do valor intermediario. Como os subconjun-
tos conexos de R sdao exatamente os intervalos, obtemos o seguinte
resultado.

7.39 Teorema. Seja f: [a,b] — R continua. Se ¢ estd estrita-
mente entre f(a) e f(b), isto é,

min{ f(a), f(b)} < ¢ < max{f(a), f(b)},

entao existe z € (a,b) tal que f(z) = c.

Demonstragdo. O intervalo [a,b] é conexo. Pelo Teorema 7.37, o con-
junto f([a,b]) é conexo em R. Como f(a), f(b) € f([a,b]) € c estd es-
tritamente entre esses dois valores, o Corolario 6.95 implica que
¢ € f([a,b]). Portanto, existe x € [a,b] tal que f(z) = c.

Como f(a) # ce f(b) # ¢, segue que esse ponto pertence, na verdade,
a (a,b). O

7.40 Observacao. O Teorema 7.39 afirma que uma fungdo conti-
nua em um intervalo ndo pode “pular” valores intermediarios. A
reciproca é falsa: existem funcdes com a propriedade do valor in-
termediario que ndo sao continuas.

Até aqui, conexidade foi tratada sem exigir que soubéssemos cons-
truir uma curva entre dois pontos. Agora que a continuidade ja esta
disponivel, podemos introduzir uma nogao mais geométrica.
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7.5 Conexidade por caminhos

Um conjunto pode ser conexo sem que tenhamos descrito como pas-
sar de um ponto a outro dentro dele. A conexidade por caminhos
exige mais: quaisquer dois pontos devem poder ser ligados por uma
curva continua que permanecga no conjunto.

7.41 Definicao. Seja F um subconjunto de um espacgo métrico
X. Um caminho de p a ¢ em E é uma aplicagdo continua

v:[0,1] — E
tal que
70)=p, ~(1)=gq

Dizemos que E é conexo por caminhos se quaisquer dois pontos
de F podem ser ligados por um caminho em E.

A diferenca entre as duas ideias é importante. Conexidade é uma pro-
priedade de separacao por abertos; conexidade por caminhos pede
a existéncia efetiva de uma familia continua de pontos ligando os
extremos.

7.42 Exemplo. Todo subconjunto convexo E c R* é conexo por ca-
minhos. Se p,q € E, basta considerar

y(t)=1—-t)p+tqg, 0<t<1

A aplicacgdo v é continua e, pela convexidade, sua imagem permanece
em F.

7.43 Teorema. Todo conjunto conexo por caminhos é conexo.

Demonstragdo. Suponha que E seja conexo por caminhos e escolha
p,q € E. Existe um caminho

~v:[0,1] = F

ligando p a ¢. Como [0, 1] é conexo e imagens continuas de conjuntos
conexos sdo conexas, ([0, 1]) € um subconjunto conexo de F contendo
pegq.

Se F fosse a unido de dois conjuntos separados nao vazios A e B, po-
deriamos escolher p € A e ¢ € B. Mas entdo o conjunto conexo ([0, 1])
encontraria as duas partes separadas, o que ¢ impossivel. Logo E é
conexo. O

A reciproca é falsa em geral. Antes do exemplo classico, ha uma
situagao importante em que as duas nocoes coincidem.
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7.44 Teorema. Se E C R* é aberto e conexo, entdo E é conexo
por caminhos.

Demonstracdo. Fixe p € E e seja
A={q€ E: existe um caminho em F ligando p a ¢}.

Temos p € A, logo A # &.

Mostremos que A é aberto relativamente a £. Se ¢ € 4, como £ é
aberto existe r > 0 tal que B(q,r) C E. Para qualquer z € B(q,7), 0
segmento

t— (1—t)g+tz

permanece na bola B(g,r), que é convexa. Concatenando esse seg-
mento com um caminho de p a ¢, obtemos um caminho de p a z. Por-
tanto B(q,r) C A.

O mesmo argumento mostra que F \ A é aberto relativamente a E.
Se ¢ ¢ A e B(q,r) C E, nenhum ponto dessa bola pode pertencer a A4;
caso contrario, um segmento dentro da bola ligaria tal pontoa ¢, e a
concatenacgao produziria um caminho de p a q.

Assim, A e E'\ A sdo abertos relativamente a £. Como FE é conexo e
A #+ &, necessariamente F \ A = @. Logo todo ponto de F pode ser

ligado a p por um caminho. O

7.45 Exemplo (A curva do seno do topdlogo). Considere

Gz{(m,sen;>€R2:0<m<l}, V ={0} x [-1,1],

S=GuUV.

O conjunto G é a imagem continua do intervalo conexo (0,1] pela

aplicacao
1
T — <x7 sen > ,
x

logo é conexo. Além disso,
S =aG.

Como o fecho de um conjunto conexo é conexo, S é conexo.

Entretanto, S ndo é conexo por caminhos. Assim,

conexo por caminhos = conexo

—
V

é uma implicagao estrita.

Conexidade por caminhos
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Figura 7.5

Curva do seno do topdlogo.

Exercicio: Prove que a curva do seno do topdlogo nédo é conexa por
caminhos. Mais precisamente, mostre que nao existe caminho em S
ligando um ponto de {0} x [-1,1] a um ponto de G. O

O capitulo termina, assim, com duas formas de preservar estrutura:
continuidade preserva conexidade, e a existéncia de caminhos trans-
forma essa propriedade qualitativa em uma ligacdo geométrica ex-
plicita entre pontos.

7.6 Exercicios

Ex. 7.1 — Suponha que f seja uma funcdo real definida em R e que

fllii%[f(x+h)—f(x—h)] =0  paratodozeR.

Verifique se essa condigdo implica que f é continua em R.

Ex. 7.2 — Seja (X,d) um espago métrico e seja p € X. Prove que a
funcao

f(z) = d(z,p)

é continua em X.

Ex. 7.3 — Prove que a aplicacao
z = ||
¢é continua em R*. Deduza que, para cada « € R*, a fungao
x|z — all

também é continua.

Ex. 7.4 — Se f,g: X — R sao continuas, prove que as fungoes

max{f,g} e  min{f,g}

também sdo continuas.

Ex. 7.5 — Seja A um subconjunto ndo vazio de um espago métrico
(X,d) e defina
o(x) =d(x, A) = inf{d(x,a) : a € A}.

Prove que ¢ é continua em X.

Exercicios
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Ex. 7.6 — Dé um exemplo de uma fungao continua f: R — R e de
um conjunto aberto U C R tal que f(U) néo seja aberto.

Ex. 7.7 — Considere a aplicagao
f:0,2m) — S, f(t) = (cost,sent),

onde
St ={(z,y) e R*: 2® +y* = 1}.

Prove que f é continua e bijetora, mas que f~! ndo é continua.

Ex. 7.8 — Se f é uma aplicagdo continua de um espago métrico X
em um espacgo métrico Y, prove que

f(E) C f(B)

para todo conjunto £ C X. Apresente um exemplo em que f(E) seja

um subconjunto préprio de f(E).

Ex. 7.9 — Seja f uma fungdo real continua em um espago métrico
X. Defina
Z(f)={pe X : f(p) = 0}.

Prove que Z(f) é um conjunto fechado.

Ex. 7.10 — Sejam f e g aplicagdes continuas de um espago métrico
X em um espacgo métrico Y, e seja £ um subconjunto denso de X.
Prove que f(F) é denso em f(X). Se g(p) = f(p) para todo p € FE,
prove que g(p) = f(p) para todo p € X, mostrando que uma aplicagao
continua é determinada por seus valores em um subconjunto denso.

Ex. 7.11 — Se f é uma funcao real continua definida em um con-
junto fechado £ c R, prove que existe uma extensdo continua g de f
para R tal que

g(z) = f(x) para todo x € FE.

Mostre que o resultado pode ser falso se E nao for fechado.

Ex. 7.12 — Seja f: X — Y uma aplicacao entre espagos meétricos.
Suponha que exista L > 0 tal que

dy (f(z), f(y)) < Ldx(z,y) para todos z,y € X.

Prove que f € uniformemente continua.

Ex. 7.13 — Seja f uma funcao definida em um conjunto E. O grafico
de f é o conjunto

I'y={(z, f(z)):x € E} C ExR.

Exercicios
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Suponha que E seja compacto. Prove que f é continua em E se, e
somente se, o seu grafico é compacto.

Ex. 7.14 — Seja f uma funcgao real uniformemente continua em um
conjunto limitado £ c R. Prove que f é limitada em E. Mostre que a
conclusao pode falhar se E nao for limitado.

Ex. 7.15 — Mostre que a definicao de continuidade uniforme pode
ser reformulada em termos de diametros de conjuntos: uma aplica-
¢ao f: X — Y é uniformemente continua se, e somente se, para todo
e > 0, existe § > 0 tal que

diam f(F) < e

para todo £ ¢ X com
diam E < 9.

Ex. 7.16 — Seja f: X — Y uma aplicagdo continua, onde X é com-
pacto. Prove que f é uniformemente continua em X pelo seguinte
argumento por contradicdo: suponha que f ndo seja uniformemente
continua. Mostre entdo que existe ¢ > 0 e existem sequéncias {p,} e
{¢n} em X tais que

dx (pn-qn) =0,  mas  dy(f(pn). f(gn)) >¢ para todo n.

Use a compacidade de X e a continuidade de f para obter uma con-
tradicao.

Ex. 7.17 — Se f é uma aplicacdo uniformemente continua de um
espago métrico X em um espago métrico Y, prove que {f(z,)} € uma
sequéncia de Cauchy em Y sempre que {z,} for uma sequéncia de
Cauchy em X.

Ex. 7.18 — Prove que a composicao de duas fungdes uniforme-
mente continuas é uniformemente continua. Enuncie esse fato com
precisao antes de demonstra-lo.

Ex. 7.19 — Seja £ um subconjunto denso de um espago métrico X
e f : E — R uma fungdo uniformemente continua. Prove que f possui
uma extensao continua Unica para todo o espacgo X.

Ex. 7.20 — Seja I = [0,1] o intervalo unitério fechadoe f: I — I uma
aplicagdo continua. Prove que f possui um ponto fixo, isto é, existe
pelo menos um z € I tal que f(x) = .

Exercicios
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Ex. 7.21 — Defina as fungoes f e g em R? por f(0,0) = g(0,0) = 0 e,
para (z,y) # (0,0):

{ITyQ ZCyz

flz,y) = 9527‘*‘?/“ g(x,y) = m~

Prove que f é limitada em R?, que ¢ é ilimitada em qualquer vizi-
nhanca de (0,0) e que f nao é continua em (0,0). No entanto, mostre
que as restrigdes de f e g a qualquer reta em R? sdo continuas.

Ex. 7.22 — Uma aplicacao f: X — Y é dita aberta se f(V) é aberto
em Y sempre que V for aberto em X. Prove que toda aplicacao con-
tinua e aberta de R em R deve ser monotona.

Ex. 7.23 — Dado um subconjunto ndo vazio £ de um espago métrico
X, defina a distancia de » € X a £ como pg(z) = inf,cpd(z, 2).

(a)Prove que pg(z) = 0 se, e somente se, x pertence ao fecho E.

(b)Prove que pr € uma funcao uniformemente continua em X.

Ex. 7.24 — Sejam K e I subconjuntos disjuntos de um espago mé-
trico X, onde K é compacto e F' é fechado. Prove que existe § > 0 tal
que d(p,q) > ¢ para quaisquerp e K e g € F.

Ex. 7.25 — Sejam A e B conjuntos fechados, nao vazios e disjuntos
em um espaco métrico X. Mostre que a fungao f(p) = #%
continua em X, possui imagem em [0,1] e satisfaz f(p) =0sepe Ae

flp)=1sepeB.

Ex. 7.26 — Uma funcao real f definida em (a,b) é dita convexa se
FQz+(1-Ny) < Af(x)+(1—)N)f(y) para quaisquer z,y € (a,b) e 0 < X < 1.
Prove que toda funcao convexa é continua.

Ex. 7.27 — Suponha que f seja uma funcdo real continua em (a,b)
que satisfaz f(%$%) < {240 para todos x,y € (a,b). Prove que f é
convexa.

Ex. 7.28 — Para subconjuntos A,B c R*, defina a soma de Min-
kowski A+ B={x+y:x€ A,y € B}.

(a)Se K é compacto e C é fechado em R*, prove que K +C é fechado.

(b)Demonstre, por meio de um contraexemplo em R, que a soma
de dois conjuntos fechados nao é necessariamente fechada.
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Ex. 7.29 — Sejam X,Y,Z espacgos métricos, com Y compacto. Se
f: X — Y é uma aplicagao, g : Y — Z é continua e injetiva, e a
composicao h = go f € uniformemente continua, prove que f também
€ uniformemente continua.
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Limites de funcoes
reais

Neste capitulo

» Limites laterais (p. 225)

A teoria geral de limites foi construida em espagos métricos, onde » Descontinuldades e

a nogao fundamental é proximidade. Na reta real ha uma estrutura funcées monétonas (p. 227)
adicional: os pontos estdo ordenados. Essa ordem permite fazer per- » Limites no infinito (p.
guntas que nao existem, em geral, num espago métrico abstrato. 231)

» Limites infinitos de
funcoes (p. 232)

Podemos aproximar um ponto por apenas um dos lados, deixar a o
» Exercicios (p. 233)

variavel escapar para +oo ou —oo, ou permitir que os proprios valores
da fungdo cresgcam sem limite. As mesmas ideias também descrevem
com precisao como a continuidade pode falhar.

O capitulo explora exatamente essas consequéncias da ordem de R.
O fio condutor é simples: refinar a nogao de limite até obter uma

. e e Na reta, a ordem refina
linguagem adequada para o comportamento local e assintético de a nocéo geral de limite:

fungoes reais, preparando o terreno para a derivada. surgem limites laterais,
infinitos, comportamento no
infinito e uma classificagao
natural das descontinuidades.

Ideia central

8.1 Limites laterais

Em um espago métrico, aproximar-se de um ponto ndo possui diregao
privilegiada. Na reta, possui. Podemos exigir que = se aproxime de
a apenas com z > a, OUu apenas com z < a. Essa possibilidade é a
primeira consequéncia realmente nova da ordem.

8.1 Definicao. Seja £ C R e seja a € R. Dizemos que a é um
ponto de acumulacao a direita de E se, para todo § > 0, vale

En(a,a+9) # 2.

De modo andlogo, dizemos que « ¢ um ponto de acumulacao a
esquerda de E se, para todo § > 0, vale

En(a—d,a) # 2.
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‘(a_(SaG) (a7a+6)‘
a a
Figura 8.1

8.2
(a)

(b)

Pontos de acumulagdo a esquerda e a direita.

Definicao. Seja £ C R, seja f: E — R e seja a € R.

Suponha que « seja ponto de acumulacgdo a direita de E. Di-
zemos que f(x) converge para L € R quando = — a™, e escre-
vemos
lim f(z) =1L,
r—at
se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todo = € E, da
condicao 0 < z — a < § decorre |f(z) — L| < e.

Suponha que a seja ponto de acumulacao a esquerda de E.
Dizemos que f(z) converge para L € R quando =z — a~, €
escrevemos
lim f(z)=1L,
r—a—
se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todo = € E, da
condi¢ao 0 < a — z < ¢ decorre |f(z) — L| < e.

Essas definicdoes nada mais sao do que versoes unilaterais da defi-
nicdo usual de limite: em vez de permitirmos que x se aproxime de
a por pontos arbitrarios de E, restringimos a aproximacgao a apenas
um dos lados.

8.3 Proposicao. Seja F CR, seja f: E — R e seja a € R. Supo-
nha que « seja ponto de acumulacao a direita e a esquerda de
E. Entao

lim f(z) =1L

T—a

se, e somente se,

lim f(z)=1L e lim f(z) = L.

T—a~ z—at

Demonstragcdo. Suponha primeiro que hin f(x) = L. Dado ¢ > 0,

existe § > 0 tal que, para todo =z € E, de 0 < |z — a] < ¢ segue
|f(z)—L| < e. Em particular, isso vale quando 0 < z —a < ¢, e portanto

Tr—a

lim f (z) = L. Pelo mesmo motivo, também vale quando 0 < a —z < §,

de modo que lim f(z) = L.
T—ra—

Reciprocamente, suponha que os dois limites laterais existam e se-
jam iguais a L. Dado ¢ > 0, existem §;,d, > 0 tais que

0<a—z<6 = |f(x)—L|<e

0<z—a<dy = |f(x)—L|<e.

Limites laterais
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Tomando ¢ = min{d;,d2}, se z € E satisfaz 0 < |z — a| < §, entdo ou

0<a—z<doul<z—a<d. Emambos os casos, obtemos |f(z)—L| < e.

Logo, lim f(z) = L. O
T—ra

8.4 Exemplo. Considere a funcdo f: R\ {0} — R dada por

x
f@)=a+ .
|z
Como
rz+1, x>0,
fz) =
r—1, x <0,
temos lim+ f(z)=1e lim f(z) =—1. Como os limites laterais existem,
z—0 z—0—

mas sao distintos, o limite hr% f(z) ndo existe.
r—r

8.5 Proposicao. Seja E CR, seja f: E — R e sejaa € E. Supo-
nha que a seja ponto de acumulacao a direita e a esquerda de
E. Entdo f é continua em « se, e somente se,

lim f(2)=f(a) e  lim f(z)=f(a).

T—a— r—at

Demonstragdo. Pela definicdo de continuidade em a, a fungédo f é
continua em «a se, e somente se, lim f(x) = f(a). A conclusdo segue
r—a

entdo da proposicao anterior. O

Os limites laterais fazem mais do que decompor um limite em duas
partes. Eles permitem identificar exatamente de que modo uma fun-
¢ao deixa de ser continua em um ponto.

8.2 Descontinuidades e funcoes
monodtonas

Uma descontinuidade pode ocorrer porque os dois lados se aproxi-
mam de valores diferentes, porque o valor da funcao nao coincide
com um limite comum, ou porque algum dos comportamentos late-
rais sequer admite limite finito. Os limites laterais fornecem, por-
tanto, uma classificacao natural dessas falhas.

8.6 Definicao. Seja f definida em um intervalo (a,b) e seja z €
(a,b) um ponto de descontinuidade de f. Se os limites laterais

li t e li t

e A Hm, £
existem e sao finitos, dizemos que f tem uma descontinuidade

da primeira espécie em 2. Caso contrario, dizemos que f tem
uma descontinuidade da segunda espécie em z.
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8.7 Observacao. Entre as descontinuidades da primeira espécie,
distinguem-se dois casos fundamentais:

* Descontinuidade removivel: ocorre quando

lim f(z)= lim f(z) =L,

T—a~ r—at
mas f(a) # L. Nesse caso, bastaria redefinir f(a) = L para tornar
a funcado continua em a.

* Descontinuidade por salto: ocorre quando os limites laterais
existem, mas sdo distintos, isto €,

lim f(z) # lim+ ).

T—ra—

A quantidade
| im f(z) — lim f(z)|

r—a™t T—a—

¢ chamada salto da fungdo no ponto a.

Yy Yy
° o—
| —
1 x 1 x
a a
(a) Removivel (b) Salto

Figura 8.2 ) . N o .
Classificacao das descontinuidades de primeira espé-

cie: em (a), os limites laterais coincidem, mas o valor da fungédo no
ponto é diferente do limite comum; em (b), os limites laterais exis-
tem, porém sao distintos.

8.8 Exemplo. A funcéao

2 —1
1
0, =1,

tem uma descontinuidade removivel em 2 = 1. Com efeito, para = # 1,
vale f(z) =z +1, de modo que lim f(x) = 2. Como, porém, f(1) =0 # 2,
rT—r

a funcao ndo é continua em 1.

8.9 Exemplo. A funcado degrau

Fa) = {o, z <0,

1, >0,

tem uma descontinuidade da primeira espécie em 0, pois lim f(z) =0

z—0~

e li =1.
A5 @)
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8.10 Exemplo. (a) A funcao

L, zeqQ,
f(x)—{Q Iy

¢ descontinua em todo ponto de R. De fato, toda vizinhanca
de qualquer ponto contém numeros racionais e irracionais, e
o0 mesmo vale para qualquer intervalo lateral. Assim, a funcao
assume nessas vizinhancas os valores 0 e 1, de modo que nao ad-
mite limite, nem bilateral nem lateral, em nenhum ponto. Logo,
f tem descontinuidade da segunda espécie em todo ponto.

(b) A funcgao
_ T, x€ Qv
) = { 9

é continua em 0 e descontinua em todo ponto = # 0. De fato, para
todo z € R, temos |f(z)| < |z|, e portanto ill% f(z) =0= f(0). Por
outro lado, se x # 0, ao longo de uma sequéncia de racionais que
converge para z, os valores de f convergem para z, enquanto,
ao longo de uma sequéncia de irracionais que converge para
x, os valores de f convergem para 0. Como esses limites sao
distintos, f é descontinua em todo ponto x # 0; trata-se, mais
precisamente, de uma descontinuidade da segunda espécie.

(c) A funcao
fl@) =sen(l/x), @ #0,

nao admite limite quando > — 0, nem pela direita nem pela es-
querda. Assim, qualquer extensdo dessa fungdo em z = 0 tera
uma descontinuidade da segunda espécie nesse ponto.

Funcoes monotonas

A monotonicidade impode uma rigidez muito maior. Como os valores
da funcao preservam a ordem, os limites laterais deixam de ser obje-
tos arbitrarios e podem ser descritos por supremos e infimos. Essa
observacgao controlara ndo apenas o tipo de descontinuidade possi-
vel, mas também quantas delas podem ocorrer.

8.11 Teorema. Seja f : (a,b) — R uma funcdo crescente. En-
tdo, para todo x € (a,b), existem os limites laterais

lim f(t) e lim f(t),

t—x— t—xt

e vale

lim f(t) < f(z) < lim f(¢).

t—z— T toat

Além disso, se z < y, entdo

lim f(¢) < lim f(¢).

t—xt t—y—

Descontinuidades e funcdes monétonas
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Demonstracgdo. Fixe z € (a,b). Como f é crescente, o conjunto
A={f{t):a<t <z}

€ nao vazio e é limitado superiormente por f(z). Logo, existe a =

sup A. Mostremos que lim f(f) = a. Seja ¢ > 0. Pela definicdo de
t—x—

supremo, existe ty € (a,z) tal que o —e < f(ty) < a. Sety <t <z,

entao, pela monotonicidade de f,

a—e< fto) < f(t) <a.

Dai segue que |f(t) — a| < € para todo ¢ suficientemente préximo de x
pela esquerda. Portanto,

lim f(t) = a.

t—ax—

De modo andlogo, o conjunto
B={f(t):z<t<b}

€ nao vazio e ¢é limitado inferiormente por f(z). Existe, entdo, § =
inf B, e 0 mesmo raciocinio mostra que

lim f(t) =p.

t—xt
Como f(t) < f(z) para todo ¢t < z, concluimos que lim f(t) < f(z).
t—x—
Analogamente, de f(z) < f(t) para todo ¢ > z obtemos f(z) < lim+ f(t).
t—x
Por fim, se x < y, entdo, para todo ¢t com z < t < y, temos

lim f(u) < f(t) < lim f(u).

u—zt u—y-

Como isso vale para todo t € (z,y), segue que

lim f(u) < lim f(u).

u—zxt u—y—

8.12 Corolario. Toda funcao mondétona definida em um inter-
valo possui apenas descontinuidades da primeira espécie.

Demonstracdo. Se f é mondtona, entdo ela é crescente ou decres-
cente. No caso crescente, o resultado decorre imediatamente do
teorema anterior. No caso decrescente, basta aplicar esse mesmo
resultado a funcao —f. O

8.13 Teorema. Seja f : (a,b) - R uma funcdo monoétona. En-
tao o conjunto dos pontos de descontinuidade de f é no maximo
enumeravel.

Descontinuidades e funcdes monétonas
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Demonstragdo. Podemos supor que f seja crescente. Seja = € (a,b)
um ponto de descontinuidade. Pelo coroldrio anterior, os limites la-
terais em z existem e sao finitos; além disso, como f ndo é continua
em x, necessariamente

lim f(t) < lim f(¢).
t—x— t—xt
Assim, o intervalo aberto

I, = (i t), li t
(Jlim f(1), lim f(1))
€ nao vazio. Pela densidade de Q em R, podemos escolher um racio-
nal r, € I,. Se x < y, entdo, pelo teorema anterior,

lim f(t) < lim f(¢).

t—xt t—y—
Logo, os intervalos I, e I, sdo disjuntos. Em particular, se = # v,
entao r, # r,. Obtivemos, assim, uma aplicagao injetiva do conjunto
dos pontos de descontinuidade de f em Q. Como Q é enumeravel,
segue que esse conjunto é no maximo enumeravel. O

O resultado sobre fungdes monotonas é particularmente forte: uma
hipoétese puramente de ordem restringe as descontinuidades a sal-
tos e, além disso, forca o conjunto desses pontos a ser no maximo
enumeravel. A ordem controla, ao mesmo tempo, a forma local da
funcao e a complexidade global de suas descontinuidades.

Até aqui, porém, a variavel sempre se aproximou de um ponto real.
A reta também possui duas diregoes nas quais podemos nos afastar
indefinidamente.

8.3 Limites no infinito

Escrever * — +oo nao significa que +oo seja um niamero real nem
um novo ponto acrescentado a reta. Significa apenas que x acaba ul-
trapassando qualquer cota previamente fixada. A definigdo de limite
mantém a mesma légica e-controle, mas agora o controle é imposto
fora de um intervalo limitado.

8.14 Definicao. Seja F C R nao limitado superiormente e seja
f: E — R. Dizemos que

lim f(z)=1L

T—r+00

se, para todo ¢ > 0, existe M > 0 tal que, para todo =z € FE, da
condicdo z > M decorre |f(z) — L| < e.

Limites no infinito
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8.15 Teorema. Seja f : £ — R uma funcao crescente, com
E C R. Suponha que F seja ilimitado superiormente e que f
seja limitada superiormente. Entdo existe

lim f(z) e R.

T—+o0

Demonstracdo. Como f(E) é ndo vazio e limitado superiormente,
existe L = sup f(F). Mostremos que Erf f(z)=L.

Seja ¢ > 0. Pela definicdo de supremo, existe 2o € E tal que L — ¢ <
f(zo) < L. Como f é crescente, para todo =z € £ com = > z temos

L—e< f(zo) < f(x) < L.

Dai resulta que |f(z) — L| <  sempre que = € E e z > z,. Portanto,
lim f(xz)=L. |

T—>+00

Esse resultado para fungées mondtonas repete, no infinito, um prin-
cipio que ja apareceu nos limites laterais: monotonicidade mais limi-
tacao produz convergéncia. O supremo fornece o candidato natural
ao limite.

H4 ainda uma segunda maneira de ultrapassar os limites da lingua-
gem usual: manter z préoximo de um ponto finito e permitir que f(x)
cresca sem qualquer cota.

8.4 Limites infinitos de funcoes

Quando escrevemos
lim f () = +oc,

T—ra

nao estamos afirmando que a fungdo converge para um numero cha-
mado “infinito”. A afirmacdo é de outra natureza: por maior que seja
a barreira M, os valores de f(z) acabam ficando acima dela quando
x estd suficientemente proximo de a.

8.16 Definicao. Seja F C R, seja a € R um ponto de acumulacgao
de F e seja f: F — R. Dizemos que

lim f(z) = 400

T—a

se, para todo M > 0, existe § > 0 tal que, para todo =z € F, da
condicao 0 < |z — a|] < 6 decorre f(z) > M.

Limites infinitos de funcoes
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8.17 Exemplo. Seja

Entao lim f(z) = +oo.

T—ra
De fato, dado M > 0, escolha § > 0 tal que 0 < ¢ < 1/VM. Se 0 <
|z — al < 4, entao

1
(x—a)?<é* < —,

M
e, portanto,
1
— > M.
(z —a)?
Isso mostra que
lim — = +o0.

T—a (:L' — a)2

As duas extensoOes da linguagem podem ser combinadas sem intro-
duzir uma ideia nova. Por exemplo,

significa que, para todo M > 0, existe 4 > 0 tal que
r>A = flx)>M

para todo z do dominio. As outras combinacgdes de sinais sdo defini-
das de modo anélogo.

Com essa linguagem, podemos também completar a observagao so-
bre monotonicidade: nos pontos interiores de um intervalo, uma fun-
¢ao real mondtona possui limites laterais finitos; em extremidades do
dominio ou quando a variavel tende a +oo, os limites corresponden-
tes podem ser infinitos.

O quadro agora estd completo para funcgoes reais de uma variavel:
podemos controlar de que lado a varidvel se aproxima, permitir que
ela se afaste sem limite e descrever valores que se tornam arbitraria-
mente grandes. No capitulo seguinte, essas formas de aproximacgao
serao usadas para estudar a variacao local de uma func¢ao por meio
da derivada.

8.5 Exercicios

Ex. 8.1 — Considere a fungdo “maior inteiro” [z] = max{n € Z : n <
x}, e a fungdo “parte fracionaria” (z) = = — [z]. Determine a natureza
das descontinuidades de ambas as fungoes.

Ex. 8.2 — Seja f uma funcao real definida em (a,b). Prove que o
conjunto de pontos onde f possui uma descontinuidade da primeira
espécie €, no maximo, enumeravel.

Exercicios
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Ex. 8.3 — Considere a funcao f: R — R definida por

() 1/n, sex =m/n com m,n cOprimos e n > 0,
€Tr) =
0, se x € irracional.

Prove que f é continua em todos os pontos irracionais e possui des-
continuidades da primeira espécie em todos os pontos racionais.

Ex. 8.4 — Suponha que f: R — R possua a propriedade do valor
intermediario e que, para cada niumero racional r, o conjunto {z :
f(xz) = r} seja fechado. Prove que f é continua.

Ex. 8.5 — Sejam f,g: E — R fungodes reais. Estude, no caso de fun-
¢Oes reais de variavel real, como as propriedades de limite no infinito
e de limite infinito se comportam em relagdo as operagoes algébricas
usuais.

Ex. 8.6 — Seja f: E — R, com EF C R, e seja a € R um ponto de
acumulacao de E. Suponha que f seja limitada numa vizinhanca de
a. Defina a oscilacao de f em a por

we(a) = gggsup{\f(az) —fW)|:z,yeE, 0<|z—a| <6 0<|y—a|<d}.

Prove que
lim f(z) =1L

Tr—a

se, e somente se,
wyr(a) = 0.

Mostre ainda que, se a € E e a é ponto de acumulacao de E, entdo

f écontinuaema <= wys(a)=0.

Ex. 8.7 — Seja f: E = R, com F C R, e seja a € R um ponto de acu-
mulagdo de E. Prove que, se f é mondtona numa vizinhanga de a,
entdo os limites laterais em a existem, podendo ser finitos ou infini-
tos.

Ex. 8.8 — Dé um exemplo de uma fungdo definida em um intervalo
que tenha exatamente um conjunto enumeravel prescrito de pontos
de descontinuidade da primeira espécie.

Ex. 8.9 — Sejam £ C R, ¢« € R um ponto de acumulacdao de E e
f: E — R. Suponha que lim f(z) = +o0o. Prove o critério sequencial
r—a

correspondente: para toda sequéncia {z,} C E\ {a} com z,, — a, tem-
-se f(x,) — +oo.

Exercicios
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Ex. 8.10 — Mostre que, se f € monétona em um intervalo, entdo o
conjunto de seus pontos de continuidade é denso nesse intervalo.

Ex. 8.11 — Seja f uma funcao real definida em (a,b). Suponha que,
para todo z € (a,b), os limites laterais lim f(¢) e lim f (t) existam e
—xr t—x

t
sejam finitos. Prove que o conjunto de pontos de descontinuidade de
f € no maximo enumeravel.
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Derivadas

Nos capitulos anteriores, limites descreviam o comportamento de
uma funcdo quando a varidvel se aproximava de um ponto. A deri-
vada acrescenta uma pergunta mais precisa: com que velocidade a
fungdo varia nessa aproximacao?

O quociente incremental compara a variagao de f com a variagao da
prépria variavel. Quando esse quociente possui limite, o comporta-
mento de primeira ordem da funcao deixa de ser apenas continuo
e passa a ser essencialmente linear. Essa € a ideia que organiza o
capitulo.

Partiremos da derivada em um ponto e de sua interpretacao como
aproximacao linear. Depois veremos como derivadas se combinam,
o que dizem sobre extremos e como os teoremas do valor médio trans-
formam informacao local em conclusdes globais. L'H6pital, convexi-
dade e a férmula de Taylor aparecerao entdo como consequéncias e
refinamentos dessa mesma estrutura.

9.1 Derivada e aproximacao linear

A inclinacdo de uma secante mede uma taxa média de variagdo. Fa-
zer o segundo ponto da secante aproximar-se do primeiro leva a taxa

instantanea. Analiticamente, essa passagem é um limite; geometri-

camente, produz a reta tangente.

9.1 Definicdo. Sejam ECR, f: E —+ R e a € E. Suponha que
a seja ponto de acumulagao de E. Dizemos que f é diferencidvel
no ponto a quando existe o limite

f(@) = f(a)

r—a

f'(a)=lim

r—a
z€FE, z#a
Quando esse limite existe, ele é chamado de derivada de f no
ponto a.

Neste capitulo

» Derivada e aproxima-
cao linear (p. 236)

» Regras de derivacao (p.
242)

» Derivada e extremos
locais (p. 245)

» Teoremas do valor mé-
dio e consequéncias (p.
247)

» Regra de L'Hopital (p.
256)

» Convexidade (p. 257)

» Férmula de Taylor (p.
260)

Ideia central

A derivada mede variagao
local. Sua forga vem de
transformar informacao
infinitesimal em conclusoes
globais sobre crescimento,
extremos e forma.
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9.2 Observacao. Com essa definicdo, se a € int(FE), a derivada co-
incide com a nogao usual. Se F é um intervalo e a é uma de suas
extremidades, a derivada, no sentido relativo a F, coincide com a
derivada lateral pertinente.

A expressao W € o0 quociente incremental de f em torno de
a. Geometricamente, ela representa o coeficiente angular da reta
secante ao grafico de f que passa pelos pontos (a, f(a)) e (z, f(x)).
Quando o limite acima existe, a reta que passa por (a, f(a)) e tem
coeficiente angular f/(a) € chamada reta tangente ao grafico de f
nesse ponto. Em outras palavras, a derivada é o limite dos coeficien-
tes angulares das secantes quando o segundo ponto se aproxima do
primeiro.

Escrevendo h = = — a, isto é, = = a + h, a definicdo assume a forma
equivalente

fla+h) = f(a)

7 T
f'(a) = Jim, h
Nesse caso, a fungéo h —» L@)=1(%) fica definida no conjunto

Y = {h e R\ {0}; a+heE)},

e 0 é ponto de acumulacao de Y.

Nesta secao, denotaremos por E’ o conjunto dos pontos de acumu-
lagdo de E; analogamente, £/ e E’ denotam, respectivamente, os
conjuntos dos pontos de acumulagdo a direita e a esquerda de E.

Quando a« € EnN E’,, isto é, quando « pertence a FE e é ponto de acu-
mulacgdo a direita de F, definimos a derivada a direita de f em a por

(@)= tim L@ SOy St h) = fla)

r—sat T —a h—s0+ h ’

se esse limite existir.

De modo anélogo, se a € EN E’, definimos a derivada a esquerda de
f em a por

fa)= tim L@ =T@ o Fflath) = fla)

r—a~ r—a h—0— h ’

quando esse limite existir.

Assim, se a é ponto de acumulacao de £ a direita e a esquerda, por
exemplo se a € int(FE), entdo f’(a) existe se, e somente se, existem as
duas derivadas laterais e elas coincidem.

Assim, em intervalos fechados, a nogdo adotada coincide com a deri-
vada usual no interior e com a derivada lateral pertinente nas extre-
midades.

Uma caracterizagdo util, que seguiremos empregando varias vezes,
€ a sequencial: f é diferencidvel em « se, e somente se, para toda
sequéncia (z,) em F\ {a} com z,, — a, vale

L @n) = f(@)

n—00 T, —a

= f'(a).

Derivada e aproximacao linear
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Mais geralmente, se Y C Re g: Y — R satisfaz ¢(Y) C E, lim,_,;, g(y) =
a, com b € Y’, e ainda g(y) # a para y # b, entdao a existéncia de f'(a)

implica

_flgW) = fla) _

W g —a T
Trata-se apenas da estabilidade da definicdo de derivada por mu-
danca de varidvel ou por passagem a sequéncias.

Da definicao segue imediatamente que diferenciabilidade é uma hi-
pétese mais forte do que continuidade.

9.3 Teorema. Sejam E C R, f: E -+ R e a € E um ponto de
acumulacao de E. Se f é diferenciavel em a, entdo f é continua
em a.

Demonstracdo. Para x # a, escrevemos

Quando =z — a, o primeiro fator tende a f’(a) e 0 segundo tende a 0.
Portanto, o produto tende a 0, isto é, f(x) — f(a). Logo, f é continua
em a. O

9.4 Observacao. A existéncia de apenas uma derivada lateral ndo
garante continuidade no ponto. Por exemplo, a fungao

1, x>0,

f(@) = {—1, z <0,

satisfaz f/ (0) = 0, mas nédo é continua em 0.

O mesmo argumento do teorema mostra que, se f/ (a) existe, entdao
f € continua a direita em «a, e, se f’ (a) existe, entao f é continua a
esquerda em a.

Em particular, se ambas as derivadas laterais existem, entdo f é con-
tinua no ponto, ainda que elas sejam diferentes, pois a existéncia
de cada derivada lateral ja implica a continuidade lateral correspon-
dente.

Convém registrar outra formulacao equivalente: uma fungao é dife-
renciavel em um ponto precisamente quando sua variacdo, em rela-
¢ao a esse ponto, admite uma fatoragdo por (x —a) com quociente
continuo.

9.5 Teorema. Sejam £ C R, f: F - R e a € E um ponto de
acumulacdo de E. Entdo f é diferenciavel em a se, e somente
se, existe uma fungao f*: £ — R, continua em q, tal que

f@) = fla) = (x — a)f*(x) para todo z € E.

Nesse caso, f*(a) = f'(a).

Derivada e aproximacao linear
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Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja diferenciavel em a e

defina
f@) 1) o,
Floy=q a-a ~ ’
f'(a), T =a.

Entdo f(z) — f(a) = (x — a)f*(x) para todo x € E, e a propria definicdao
de derivada mostra que f* é continua em a.

Reciprocamente, suponha que exista uma funcédo f* : £ — R, conti-
nua em a, tal que f(z) — f(a) = (x —a) f*(x) para todo = € E. Para x # q,
segue que

xXr) — a «
f@) = 1@) _

r—a
Passando ao limite quando = — a, obtemos f’(a) = f*(a). Portanto, f
¢ diferenciavel em a. O

A fatoragdo anterior contém uma formulagdo ainda mais reveladora.
Se f é diferenciavel em a, entao, para h — 0,

fla+h)=fla)+ fl@h+rkh), 2 —o.

Assim, a funcao afim
h— f(a)+ f'(a)h

¢ a aproximacdo de primeira ordem de f(a+h). O erro é pequeno nao
apenas em valor absoluto: ele é de ordem estritamente menor que |A|.
E nesse sentido preciso que diferenciabilidade significa existéncia de
uma aproximacao linear.

Reciprocamente, uma decomposicao dessa forma implica imediata-
mente a existéncia da derivada e identifica seu coeficiente linear com

f'(a).

Os exemplos seguintes ilustram essa caracterizacao e fixam procedi-
mentos de cdlculo que reaparecerdo ao longo do capitulo.

9.6 Exemplo. Seja n > 1 um inteiro e considere f(z) = 2. Entao f
¢é diferenciavel em todo ponto a € R, com

f'(a) = na™ "

De fato, para h # 0, pelo binomio de Newton,

(a+h)"—a™ i <n) i1
—_— = Ca" IR T
h =\

Fazendo h — 0, todos os termos com ; > 2 tendem a 0, restando
f'(a) = na™ "

Para n = 0, a funcao é constante e sua derivada é identicamente nula.

Derivada e aproximacao linear

239



Analise Real / Derivadas

9.7 Exemplo. A func¢ao f(z) = |z| é continua em toda a reta, mas
nao é diferenciavel em 0. Com efeito,

flx) = £(0) _ |«

x—0 x’

que vale 1 para z > 0 e —1 para = < 0. Assim,

fLloy=1 e f(0)=-1

Como as derivadas laterais sao distintas, f’(0) nao existe.

Nos demais pontos a fungdo coincide localmente com uma fungao

afim: f(z) = x em uma vizinhanca de cada a > 0, e f(zr) = —z em uma
vizinhanca de cada a < 0. Portanto,
1 a>0
! a) = ) 9,
fa) {—1, a < 0.

9.8 Exemplo. Considere f : (0,+o0) — R, f(z) = \/z. Paraa > 0 e
h #0, com a+ h >0, temos

Va+h—ya 1
h - Va+h+a
apods racionalizar o numerador. Logo,
1
/ [

Se a mesma expressao for considerada como fungao em [0, +o0), 0
ponto 0 passa a exigir a derivada lateral a direita. Nesse caso, para

h >0,
f(h) = f(0) _ 1

VR
que ndo possui limite real finito quando » — 0". Assim, /z nao é
diferenciavel em 0, no sentido adotado neste capitulo.

9.9 Exemplo. Seja f: R — R definida por
f(z) =inf{|z —n|: n € Z}.

Assim, f(z) é a distancia de z ao inteiro mais préximo. Em cada
intervalo [n,n + 1], o grafico é formado por dois segmentos de reta:

fle)=2—n em [n,n+ﬂ,

1
fx)=n+1—2 em [n+2,n+1].

Derivada e aproximacao linear
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Portanto, f é diferenciavel nos intervalos abertos

+ ! e + ! +1
n,n 3 n 2,n ,
com derivada igual a 1 no primeiro caso e igual a —1 no segundo.

Nos pontos n e n + 3, as derivadas laterais existem, mas n&o coinci-
dem. Em particular, f ndo é diferencidvel nesses pontos. Esse exem-
plo mostra que a nao diferenciabilidade pode ocorrer ndao por des-
continuidade da fungao, mas pela presenca de uma mudanca brusca
de inclinacao.

9.10 Observacao. Como a derivada é definida por um limite, ela
¢ uma nocao local. Se f : E — R é diferenciavel em um ponto de
acumulacdoa € FeY C E é tal que a também é ponto de acumulagao
de Y, entdo a restrigdo g = f|y é diferencidvel em a, com ¢'(a) = f(a).

Reciprocamente, se Y = I N E, onde I é um intervalo aberto con-
tendo a, entao a existéncia de ¢'(a) implica a de f’(a), pois, em uma
vizinhanca de a, as duas funcoes coincidem.

Diremos que [ : E — R é diferenciavel em E quando f’(a) existe em
todo ponto a € E que seja ponto de acumulacao de E.

9.11 Teorema (Caracterizacao da derivada por aproxima-
cao linear). Sejam £ C R, f : E - R e a € E um ponto de
acumulacao de E. Entao sdo equivalentes:

(i) f é diferenciavel em a;

(ii) existe uma constante L € R e uma funcao r, definida para
h suficientemente préximo de 0 com a + h € E, tais que

Quando essas condicoes se verificam, tem-se necessariamente

L= f'(a).

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja diferenciavel em a. De-
finindo

r(h) = fla+h) = f(a) = f'(a)h,

para & suficientemente préoximo de 0, com h # 0 e a + h € E, obtemos
a decomposicao

fla+h) = f(a) + f'(a)h +r(h).

Além disso,

r(h)  fla+h)—fla)
o h A
r(h)

e o segundo membro tende a 0 quando ~ — 0. Logo, 5% — 0, 0 que
prova (i)=-(ii).
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Reciprocamente, suponha que exista L € R tal que f(a + h) = f(a) +
Lh +r(h), com L,f) — 0. Entdo, para h # 0,

fla+h)—fla) . r(h)
W =L+ o
Passando ao limite quando h — 0, obtemos

i L+ h) = f(@)
h—0 h

= L.
Portanto, f é diferencidvel em a e f’(a) = L. Isso prova (ii)=-(i).

A unicidade de L é imediata: se

f(a+h) = f(a) + Lh+r(h) = f(a) + Mh + s(h),
com L,f) —0e L}f) — 0, entao, para h # 0,
s(h)  r(h)
L—M=22 -~
h h

Passando ao limite quando 4 — 0, concluimos que L = M. O

9.12 Observacao. Equivalentemente, se f é diferenciavel em a,
entao

fla+h) = fa)+ [f'(a)+p(h)]h,  p(h) — 0.

Observagobes inteiramente andlogas valem para as derivadas laterais:
basta considerar h > 0 no caso da derivada a direita e h < 0 no caso
da derivada a esquerda.

9.13 Exemplo. A caracterizacao por aproximacdo linear aplicada
a f(z) = senx fornece uma forma precisa da aproximacao usual do
seno perto de um ponto. Como f/(a) = cosa, temos

h

sen(a+ h) =sena + hcosa + r(h), Lh)—>0.

Assim, em primeira ordem, a variacao de senz perto de a é dada por
hcosa. O termo r(h) mede o erro dessa aproximacdo linear e é des-
prezivel em comparacao com h.

9.14 Observacao. Os exemplos anteriores mostram que uma fun-
¢ao pode ser continua e, ainda assim, nao ser diferencidvel em alguns
pontos. Mais do que isso, existem fungdes continuas em toda a reta
que nao sao diferencidveis em ponto algum.

A definicao fornece a estrutura local. Para que o célculo diferencial
seja util, porém, precisamos saber como essa estrutura se comporta
quando somamos, multiplicamos ou compomos funcoes.

9.2 Regras de derivacao

As regras de derivagao mostram que diferenciabilidade é estavel sob
as operacoes usuais. Em particular, a regra da cadeia traduz a ideia

Regras de derivacao
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de que taxas de variagao sucessivas se multiplicam, enquanto a for-
mula da inversa permite recuperar a variacdo de uma funcgéo a partir
da variacao de sua bijecdo inversa.

9.15 Teorema (Regras de derivacao). Sejam F C R, a € E
um ponto de acumulacao de F e f,g : E — R fungoes diferen-
ciaveis em a. Entdo f +g, f — g e fg sdo diferenciaveis em a,
e

(f+9)(a) = f'(a) £ ¢'(a),
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Se, além disso, g(a) # 0, entdo, em uma vizinhanca relativa de a
na qual g ndo se anula, o quociente f/g é diferencidvel em a, e

(f)' (a) = L (@9(e) — F@)g'(a).

9

Demonstragdo. A formula da soma segue imediatamente da lineari-
dade do limite.

Para o produto, escrevemos

f(@)g(z) = f(a)g(a) = f(z)(g(x) — g(a)) + g(a) (f(z) — f(a)).

Dividindo por x — a e passando ao limite quando = — a, obtemos

(fg9)'(a) = fla)g'(a) + g(a)f'(a),

pois f é continua em a.

Para o quociente, basta observar que

9(x)  gla) g9(x)g(a)

Novamente dividimos por =z — a e passamos ao limite. Como g(z) —
g(a) #0, segue que

9.16 Coroldrio. Sejam E C R, a € E um ponto de acumulagao
de E, f: E — R uma funcao diferencidvel em a e ¢ € R. Entdo

(cf)(a) = c f'(a).

Se, além disso, f(a) # 0, entdao, em uma vizinhanca relativa de a
na qual f ndo se anula,

(Y o--f

Regras de derivacao
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Resta analisar o comportamento da derivada sob composicao. A re-
gra da cadeia mostra como se combinam aproximacodes lineares su-
cessivas.

9.17 Teorema (Regra da cadeia). Sejam E,)Y CR, f: E—Y,
g:Y — Reaec Fum ponto de acumulacao de E. Ponha b =
f(a). Suponha que b seja ponto de acumulagado de Y, que f seja
diferenciavel em a e que g seja diferenciavel em b. Entao go f é
diferenciavel em a, €

Demonstracdo. Como g é diferenciavel em b, pela caracterizacao por
fatoracao existe uma funcao ¢* : Y — R, continua em b, tal que

g(y) —g(b) = (y—b)g"(y)  paratodoyceY,

com g*(b) = ¢’(b). Aplicando essa identidade a y = f(z), obtemos, para
reFl,

Se x # a, entao

9 @) —g(f (@) _ J@) = F(@) oy

Tr—a Tr—a

Como f é diferencidvel em q, ela é continua em a; logo, f(z) — f(a) =b
quando z — a. Pela continuidade de g* em b, temos ¢*(f(z)) — g*(b) =
¢'(b). Passando ao limite, concluimos que
(g0 f)(a) =g'(b)f (a).
]

9.18 Corolario (Derivada da funcao inversa). Sejam I,J C
R intervalos, f : I — J uma funcdo bijetiva, continua e estrita-
mente monotona, e seja g : J — I a inversa de f. Sejamac I e
b= f(a). Suponha que f seja diferencidvel em a e que f'(a) # 0.
Entao ¢ é diferencidvel em b, e

Demonstracdo. Como f é continua e estritamente mondtona no in-
tervalo I, sua inversa g : J — I é continua. Além disso, paray ¢ J
com y # b, temos g(y) # a e f(9(y)) = y. Portanto,

9) —g) gy —a (f(g(y)) —f(a)>_1
y—b fl9)) = f(a) 9(y) —a '
Como g é continua em b, segue que g(y) — a quando y — b em J. Como

o quociente incremental de f tende a f’(a) # 0, ele permanece nao
nulo para u suficientemente préximo de a, com u # a. Logo,

o 9@ —9®) _ (o f) -~ f@\T 1
D — _<1 ) - fla)

Assim, g ¢ diferenciavel em b e ¢'(b) = 7 O

uUu—a u—a

Regras de derivacao
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9.19 Exemplo. A funcédo f: R — R, f(z) = 2, € uma bijecdo conti-
nua e estritamente crescente. Sua inversa é

9(y) =y

Como f'(a) = 3a?, o corolario sobre a derivada da inversa se aplica
em todo ponto a # 0. Se b = a?, entdo

No ponto b = 0, entretanto, o corolario nao se aplica, pois f/(0) = 0.

De fato,
9(y) —9(0) Yy 1

y—0 y Yy

Y

e esse quociente nao admite limite real finito quando y — 0. Logo, g
nao é diferenciavel em 0.

Calcular derivadas é apenas metade da teoria. A outra metade con-
siste em interpretar o que o valor e o sinal da derivada dizem sobre
a funcao original.

9.3 Derivada e extremos locais

Em um extremo local interior, a funcao nao pode continuar variando
na mesma diregao dos dois lados. Quando a derivada existe, essa ob-
servacao elementar leva ao Teorema de Fermat e ao primeiro critério
necessario para localizar extremos.

9.20 Definicao. Dizemos que f : £ — R tem um maximo local
em a € F se existe § > 0 tal que

r€EN(a—d,a+3d) = f(z) < f(a).
Se, além disso,
z € (E\{a})N(a—0d,a+0) = f(x)< f(a),

dizemos que f tem um maximo local estrito em a.

DefinigcOes analogas valem para minimo local e minimo local estrito.

9.21 Teorema. Sejam F CR, f: E—+Reac ENE/. Suponha
que f seja diferenciavel a direita em a. Se f (a) > 0, entédo existe
6 > 0 tal que

a<z<a+d, zeE = f(a) < f(z).

Derivada e extremos locais
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Demonstragdo. Como

i @) = (@)

r—at r—a

= f—ls—(a) >0,
existe § > 0 tal que, para todo z € F com a < x < a+ ¢, vale

f(z) = f(a)

r—a

> 0.

Como z —a > 0, concluimos que f(z) — f(a) > 0, isto é, f(z) > f(a). O

9.22 Observacao. 1. se f/(a) > 0, entao f(z) > f(a) para todo
x > a suficientemente proximo de a;

2. se f'(a) <0, entdo f(z) < f(a) para todo z > « suficientemente
proéoximo de a;

3. se f’ (a) > 0, entdo f(z) < f(a) para todo z < a suficientemente
proximo de a;

4. se f' (a) < 0, entao f(r) > f(a) para todo z < a suficientemente
proximo de a.

Em particular, se f'(a) > 0, entao f(z) < f(a) < f(y) paraz < a < y
suficientemente préximos de a. Analogamente, se f’(a) < 0, entdo
f(z) > f(a) > f(y) para z < a < y suficientemente préoximos de a.

9.23 Teorema (Teorema de Fermat). Sejam FCR, f: E —
R e a € E ponto de acumulagdo de E tanto a direita quanto a
esquerda. Suponha que f seja diferencidvel em a. Se f possui
um maximo local ou um minimo local em a, entao

['(a) = 0.

Demonstragdo. Suponha que f tenha um méaximo local em a. Entdo
existe § > 0 tal que f(z) < f(a) paratodo z € EN(a—d,a+9). Sex <a,
entao f(z) — f(a) <0exz—a<0,de modo que

f(z) = f(a)

r—a

> 0.

Passando ao limite quando z — a~, obtemos f/(a) > 0. Se = > a, temos
f(z) = fla) <0ex—a>0,logo

f(z) = f(a)

Tr—a

<0.

Fazendo = — a™, segue que f’(a) < 0. Portanto, f’(a) = 0.

O caso de minimo local é anéalogo. O

O Teorema de Fermat é local. Para relacionar o sinal da derivada ao
comportamento da fungdao em um intervalo inteiro precisamos de um
mecanismo que compare dois pontos afastados. Esse mecanismo é
fornecido pelos teoremas do valor médio.

Derivada e extremos locais
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9.4 Teoremas do valor médio e con-
sequéncias

A partir daqui o dominio sera, em geral, um intervalo. Essa hipotese
nao é um detalhe técnico: ela garante que todos os pontos entre
dois valores do dominio continuam disponiveis. E exatamente isso
que permite converter informagao sobre derivadas em conclusodes
globais sobre crescimento, estimativas e monotonicidade.

Rolle é o caso fundamental. O Teorema de Cauchy organiza a compa-
racao entre duas fungoes, e o Teorema do Valor Médio aparece como
o caso particular g(z) = z. Darboux completa o quadro mostrando
uma propriedade surpreendente: mesmo quando f’ ndo é continua,
ela ainda nao pode saltar valores.

Se f: I — R é diferencidvel em todo ponto de um intervalo I, pode-
mos entao considerar sua derivada como uma nova funcgao, ' : I — R,
dada por z — f/(z).

Fixaremos agora, para todo o capitulo, a convencao que serd usada
para as classes C". Se I C R é um intervalo com interior nao vazio,
diremos que f € C"(I) quando f é continua em I, as derivadas f(*
existem em int(/), para 1 < k < n, e cada uma delas admite extensao
continua a /. Quando I é aberto, essa definigdo coincide com a usual.

Quando I possui extremidades, os valores de f*) nas extremidades
serao sempre entendidos como os valores desses prolongamentos
continuos. Em particular, dizer que f é de classe C'! em I, ou continu-
amente diferenciavel em I, significa que f é diferencidvel no interior
de I, que f’ é continua no interior e que f’ se prolonga continuamente
as extremidades de I, caso elas existam. Para n = 0, escrevemos C(I)
para a classe das fungdes continuas em /. Finalmente, f € C>(I)
significa que f € C™(I) para todo n > 0.

Nem toda funcao diferenciavel em um intervalo tem derivada conti-
nua.

9.24 Exemplo. Considere a funcgao

2 1
{x sen -, x#0,

fle) = 0, z=0.

Ela é diferenciavel em toda a reta. De fato, para = # 0,

f(z) = 2w sen . cos 1,
x x
e, emz =0,
iy — e W) = F0) 1_
f(O)—}lg% 7ilzli%hsenh70'

A derivada f’ ndo é continua em 0, pois cos(1/z) ndo admite limite
quando z — 0. Retomaremos esse exemplo depois do Teorema de
Darboux, para distinguir esse tipo de descontinuidade das desconti-
nuidades de primeira espécie.
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Quando f’ é continua, podemos aplicar diretamente a ela o Teorema
do Valor Intermediario. Mesmo sem continuidade, porém, as deriva-
das ainda satisfazem uma propriedade andloga, expressa pelo Teo-
rema de Darboux. Antes disso, veremos os teoremas do valor médio,
que permitem transformar informacgdes locais sobre a derivada em
conclusoes globais sobre a fungao.

9.25 Teorema (Rolle). Sejama < b, I = [a,b] € f: I — R. Su-
ponha que f seja continua em I, diferenciavel em (a,b), € que
f(a) = f(b). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracdo. Se f for constante, o resultado é imediato. Suponha-
mos, entdo, que f ndo seja constante. Como f é continua em |[a,b],
ela atinge nesse intervalo um méximo e um minimo.

Se ambos esses extremos fossem atingidos nas extremidades, entao,
como f(a) = f(b), os valores maximo e minimo coincidiriam. Isso
implicaria que f é constante em [a, )], em contradicdo com a hipdtese.

Logo, pelo menos um desses extremos é atingido em algum ponto
interior ¢ € (a,b). Como ¢ é ponto de maximo ou de minimo local e f
¢ diferenciavel em ¢, o Teorema de Fermat fornece f/(c) = 0. O

9.26 Exemplo. As hipdteses de continuidade em [q, b] e de diferen-
ciabilidade em (a,b) sdo ambas essenciais.

1. Defina f: [0,1] — R por

fx)=2 sexel0,1), f(1)=0.

Entdo f(0) = f(1) e f é diferenciavel em (0,1), com f/'(z) =
todo = € (0,1). Portanto, néo existe ¢ € (0,1) tal que f'(c) =
que falha aqui é a continuidade em = = 1.

1 par
0.

2. Se g : [-1,1] — R é dada por g(z) = |z|, entdo g é continua em
[-1,1] e satisfaz g(—1) = g(1), mas nao é diferenciavel em 0.

9.27 Teorema (Teorema de Cauchy). Sejam a < b, I = [a, D]
e f,g : I — R fungoes continuas em I e diferencidveis em (a,b).
Entao existe ¢ € (a,b) tal que

A funcao h é continua em [a,b] e diferenciavel em (a,b). Além disso,
uma conta direta mostra que h(a) = h(b). Pelo Teorema de Rolle,
existe ¢ € (a,b) tal que h'(¢) = 0. Como

() = [f(b) = f(a)] g'(x) = [9(b) — g(a)] f'(2),
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obtemos

9.28 Teorema (Teorema do Valor Médio). Sejam a < b,
I = [a,b] € f: I — R. Suponha que f seja continua em I e di-
ferencidvel em (a,b). Entao existe c € (a,b) tal que

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema de Cauchy a fungao g(z) =
x. ]

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio afirma que existe um
ponto do intervalo em que a tangente ao grafico de f é paralela a
secante que liga os extremos do arco considerado.

Esse resultado permite obter propriedades globais da func¢ao a partir
de hipdteses sobre sua derivada. Os corolédrios seguintes ilustram
esse principio.

9.29 Corolario. Sejam a < b, I = [a,b] € f : I — R. Suponha
que f seja continua em I, diferenciavel em (a,b), € que f'(z) =0
para todo z € (a,b). Entdo f é constante em 1.

Demonstragcdo. Sejam z,y € [a,b] com x < y. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe c € (z,y) tal que

fly) = f(x) = f(e)(y — ).

Como f’(c) = 0, segue que f(y) = f(z). Logo, f é constante em |[a, b].
O

9.30 Corolario. Sejam a < b, I = [a,b] € f,g : I — R fungdes
continuas em [ e diferencidveis em (a,b). Suponha que f/'(z) =
¢'(x) para todo z € (a,b). Entao existe uma constante C tal que

g(z) = f(x)+C para todo z € I.

Demonstragdo. Basta aplicar o corolario anterior a fungdo g— f. O
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9.31 Corolario. Sejam / C R um intervalo abertoe f: 7 — R
uma funcgdo diferencidvel. Suponha que exista k£ > 0 tal que
|//(x)| < k para todo z € I. Entéo

f(@) - f(y)| < klo—yl  para quaisquer a,y € I.

Demonstracdo. Sejam z,y € I com = < y. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe ¢ € (z,y) tal que

Tomando médulo, obtemos
1f(y) = f@)| =" O] ly — = < kly — .
U

Em particular, toda fungdo com derivada limitada em um intervalo
aberto é Lipschitziana e, portanto, uniformemente continua.

9.32 Coroldrio. Sejam I ¢ R um intervalo abertoe f: I — R
uma funcao diferencidvel. Entao:

1. f/(z) > 0 para todo z € I se, e somente se, f € ndo decres-
cente em I;

2. se f'(z) > 0 para todo = € I, entdo f é crescente em I.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f’(z) > 0 para todo = € I. Se
a < b pertencem a I, o Teorema do Valor Médio fornece um ponto
¢ € (a,b) tal que

f) = fa) = f'(c)(b—a) > 0.
Assim, f(a) < f(b), € f € nao decrescente em /.

Reciprocamente, suponha que f seja ndo decrescente. Fixe z € I e
tome h£0comz+ h e I. Se h >0, entdo f(z+ h) > f(z), e portanto

fa+h) - 1@
Iy,

Se h < 0, como f(x + h) < f(x), o numerador é ndo positivo e o deno-
minador é negativo, de modo que novamente

Jla+h) = f@)
0

Passando ao limite quando h — 0, obtemos f'(x) > 0.

Se agora f/(x) > 0 para todo z € I e a < b, 0 Teorema do Valor Médio
fornece ¢ € (a,b) tal que

fb) = f(a) = f'(c)(b—a) > 0.

Logo f(a) < f(b), isto é, f é crescente em 1. O
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9.33 Exemplo. A hipdtese f/(z) > 0 em todo ponto de um intervalo
garante que f seja nao decrescente, mas nao exige que a derivada
seja estritamente positiva em todos os pontos para que a funcao seja
estritamente crescente.

Um exemplo simples é f(r) = 3. Temos
f(x) =32>>0

em toda a reta, e f/(0) = 0. Ainda assim, f é estritamente crescente
em R, pois z < y implica 2® < y*. Portanto, a condigao f'(z) > 0 é
suficiente para crescimento estrito, mas ndo é necessaria.

9.34 Observacao. As conclusoes globais obtidas por meio do Teo-
rema do Valor Médio dependem essencialmente do fato de o dominio
ser um intervalo.

Por exemplo, a funcéo f: R\ {0} — R, dada por f(z) = z/|z|, satisfaz
f'(z) = 0 para todo z # 0, mas nao é constante. O que falha aqui é
justamente o fato de o dominio ndo ser um intervalo.

9.35 Exemplo. A funcgdo exponencial permite ilustrar como o Teo-
rema do Valor Médio transforma uma informacéao local sobre a deri-
vada em uma desigualdade global. Como f(z) = e” satisfaz f'(z) = e*,
aplicando o Teorema do Valor Médio em [0,z], com z > 0, obtemos
ce (0,z) tal que

e’ —1=¢x.

Como e > 1, segue que

e*>1+ux (x> 0).

Iteracoes dessa estimativa, ou formas mais refinadas dela, permitem
comparar o crescimento da exponencial com o de poténcias. Em
particular, para todo n € N,

n

lim — =0.
r—+oo e¥

9.36 Exemplo. Considere

B 6*1/7“27 x #0,
f) = {0, z = 0.

Essa funcao é o exemplo prototipico de fungdo suave que se anula
em 0 com ordem maior do que qualquer poténcia. Ela é continua em
0, pois e~1/#* — 0 quando z — 0.

Para z # 0,
flla) = e
No ponto 0,
e—l/h2
f1(0) = lim ——— = 0.
Além disso,
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pois, escrevendo ¢ = 1/|z|, essa expressao ¢ dominada por um multi-
< 2 . . 7 s

plo de t*¢~*", que tende a 0 quando ¢t — +oo. Assim, f’ é continua em

0.

O proximo corolario refina o Teorema do Valor Médio: se a derivada
admite limite ao nos aproximarmos de uma extremidade, entao a
derivada lateral correspondente existe e coincide com esse limite.

9.37 Corolario. Sejam a < b, I = [a,b] € f : I — R. Suponha
que f seja continua em I, diferenciavel em (a,b), e que

lim f'(z) = L.

z—at

Entéo existe a derivada a direita de f em a, e f/ (a) = L.

Demonstragdo. Seja (z,) uma sequéncia com z,, > a € x, — a. Pelo
Teorema do Valor Médio, para cada n existe y, € (a,z,) tal que

T,)— fla
flen) = J(@) _
Ty —Q
Como a < y, < z, € , — a, Segue que y, — a. Pela hipétese, f'(y,) —
L. Portanto,
Ty — Q

Como isso vale para toda sequéncia (z,) com z, > a € x, — a, O
critério sequencial para limites laterais mostra que f/ (a) existe e &
igual a L. U

Embora a derivada possa deixar de ser continua, ela nao pode apre-
sentar saltos. Essa é a propriedade expressa pelo Teorema de Dar-
boux.

9.38 Teorema (Teorema de Darboux). Sejama < b, I = (a,b)
e f: I — R uma funcgdo diferenciavel. Entdo f’ tem a proprie-
dade do valor intermedidrio em I: se z1,22 € I, com z; < x5, € d
estd entre f'(z1) e f'(z2), entao existe c € [x1,x2] tal que f/(c) = d.
Se d esta estritamente entre esses dois valores, entdo podemos
tomar c € (z1,z2).

Demonstragdo. Os casos em que d = f/'(z;) ou d = f'(z2) sdo imedi-
atos, tomando respectivamente ¢ = x; ou ¢ = x,. Basta considerar,
portanto, o caso em que

fl(x1) <d < f'(x2),

pois o caso f'(z3) < d < f'(x) é andlogo.

Definamos g : [z1,22] — R por g(z) = f(x) — dz. Entdo g é continua em
[x1, 2] e diferenciavel em (z1,z2), com

g (@)= f(z)—d.
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Como z1,25 € I e I é aberto, as derivadas ¢'(z1) e ¢'(z2) estdao bem
definidas. Como ¢/'(z1) = f'(z1)—d < 0, segue da defini¢ao de derivada
que existe n; > 0 tal que, para todo z € (21,21 + 1),

g(x) — g(x1)
xr — X

< 0.

Como z—z; > 0, isso implica g(z) < g(z1). Logo, z; nao pode ser ponto
de minimo de g em [x1, x5).

De modo anélogo, como ¢'(z3) = f'(x2) —d > 0, existe i, > 0 tal que,
para todo = € (z2 — 12, 22),

9(@) — 9(z2)

> 0.

Como agora = — xz2 < 0, segue novamente que g(z) < g(xz3). Portanto,
x2 também nao pode ser ponto de minimo de g em [z, z3].

Como g é continua no compacto [z, 7], ela atinge seu minimo nesse
intervalo. Como esse minimo ndo ocorre em nenhuma das extremi-
dades, ele é atingido em algum ponto ¢ € (z1,x2).

Pelo Teorema de Fermat, temos ¢'(¢c) = 0. Como ¢'(¢) = f'(¢) — d, con-
cluimos que f/(c) = d. O

9.39 Corolario. Sejam I C R um intervalo abertoe f: I — R
uma funcao diferenciavel. Se f/(z) # 0 para todo = € I, entao f
¢é estritamente monétona em 1.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Darboux, a derivada nao pode mu-
dar de sinal sem assumir o valor 0 em algum ponto intermedidrio.
Como f’(z) # 0 para todo = € I, segue que [’ é sempre positiva ou
sempre negativa em 1.

Se f/(z) > 0 para todo z € I, entdo o coroldrio anterior mostra que
f € crescente em I. Se f/(x) < 0 para todo x € I, aplicamos esse
mesmo resultado a fungao — f, cuja derivada é positiva em todo ponto.
Concluimos, portanto, que f é estritamente mondtona em 1. O

9.40 Corolario. Sejam I C R um intervalo abertoe f: 1 — R
uma funcao diferenciavel. Entdo f’ nao pode ter descontinui-
dade de primeira espécie em nenhum ponto de I.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que f’ tenha uma desconti-
nuidade de primeira espécie em algum ponto ¢ € I. Entao os limites
laterais de f’ em c existem e sao finitos, mas a continuidade falha
em c. Em particular, pelo menos um desses limites é diferente de
f'(c), ou os dois limites laterais sao distintos entre si. Tratemos, por
exemplo, o caso em que

lim f'(z)=L com  L# f(c).

r—ct
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Se L > f'(c), escolha d tal que
f(c)<d< L.
Pela definicao de limite lateral, existe ¢ > 0 tal que
f'(x)>d  paratodo z € (c,c+ ).
Fixado x € (¢,c + 0), temos

flle) <d < f'().

Aplicando o Teorema de Darboux ao intervalo (¢,z), obtemos um
ponto u € (c,z) tal que f’(u) = d, o que contradiz a desigualdade
anterior.

O caso L < f'(c) é andlogo, e o mesmo raciocinio vale para o limite
pela esquerda. Logo, f’ nao pode ter descontinuidade de primeira
espécie em nenhum ponto de I. O

9.41 Exemplo. A funcédo f : R — R, f(x) = |z|, ndo contradiz o co-
rolario segundo o qual derivadas ndo tém descontinuidades de pri-
meira espécie. De fato, f é diferencidvel em R\ {0}, com

Fla) = {1, z <0,

1, z > 0.

No entanto, f/(0) ndo existe. Portanto, ndo hd uma descontinuidade
de f’ em 0; o que ocorre é que 0 nem sequer pertence ao dominio da
funcgao derivada.

9.42 Exemplo. Retomemos a fungao

_ Jatsen(1/x), x#0,
fl) = {0, z=0.

Ela ja apareceu como exemplo de funcao diferenciavel cuja derivada
néo é continua. A luz do Teorema de Darboux, podemos agora en-
tender melhor o tipo de descontinuidade que ocorre. Para x # 0,

f'(x) = 2zsen(1/z) — cos(1/z),

enquanto
1/(0) = lim hsen(1/h) = 0.
h—0

A derivada ndo é continua em 0, pois o termo cos(1/z) oscila sem
limite quando x — 0. Essa descontinuidade, porém, ndo é de primeira
espécie: os limites laterais de f/ em 0 ndao existem. Assim, o exemplo
é compativel com o corolario anterior.

9.43 Definicao. Seja I C R um intervalo. Dizemos que uma fun-
¢do f : I — R é uniformemente diferenciavel em 7 quando f é
diferenciavel em todo ponto de I e, além disso, para todo ¢ > 0
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existe § > 0 tal que, para quaisquerzx €I ehceRcomz+h €I,

h) —
0<l|hl<d = M_f/(x) < e.
Equivalentemente, f é uniformemente diferenciavel em I se, para
todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para quaisquer z € I e h € R com
r+hel,

0<|hl<éd = |f(x+h)— f(z)— f'(z)h| <elh|.

9.44 Teorema. Sejam a < b, I = [a,b] € f : I — R uma funcao
diferenciavel em I. Entdo f é uniformemente diferenciavel em
I se, e somente se, f’ é continua em 1.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f’ seja continua em [a,b].
Como [a,b] € compacto, f’ é uniformemente continua. Dado ¢ > 0,
existe § > 0 tal que

lu—v[<d = [f'(u) - f(v)|<e
para quaisquer u,v € [a, b].

Fixemos z € [a,b)) e h€e Rcom x + h € [a,b] € 0 < |h| < §. Pelo Teorema
do Valor Médio, existe y entre x e = + h tal que f(z+h) — f(z) = f'(y)h.

Portanto,
w = f'(@) = f'(y) = f'(2).

Como |y — z| < |h| < 4, segue que

flx+h) - fz)

A —fl(z)| <e.

Logo, f é uniformemente diferencidvel em [a, b].

Reciprocamente, suponha que f seja uniformemente diferenciavel
em [a,b]. Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que, sempre que u,u+ 1t € [a,b] €
0 < |t| <4, vale
flu+t)— f(u €
()= S _ il <
t 2
Se z,y € [a,b] satisfazem 0 < |y — z| < 0, aplicamos essa estimativa
primeiro a (u,t) = (z,y — x) e depois a (u,t) = (y,z —y). Como os dois
quocientes incrementais coincidem, obtemos

1f'(y) = f'(@)] <e.

Assim, f’ é uniformemente continua em |[a,b] €, em particular, conti-
nua em [a, b]. O

O Teorema de Cauchy também permite comparar dois quocientes
que tendem a uma forma indeterminada. Essa observacgdo conduz a
regra de L'Hopital.
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9.5 Regra de LHopital

L'Hopital ndo é uma regra algébrica de cancelamento. Sua justifica-
tiva é o Teorema de Cauchy: o quociente entre duas fungoes proxi-
mas de uma forma indeterminada é controlado, em pontos interme-
diarios, pelo quociente entre suas derivadas. Por isso as hipoteses
sobre diferenciabilidade e sobre ¢’ sdo parte essencial do resultado.

O Teorema de Cauchy pode ser visto como a forma estrutural do
Teorema do Valor Médio. O caso usual corresponde a escolha g(z) =
2. Uma de suas aplicagbes mais importantes é a regra de L'Hopital,
que permite calcular certos limites de quocientes a partir da razao
entre as derivadas.

Apresentaremos aqui a forma mais bésica do resultado, correspon-
dente a indeterminacdo 0/0 com limite finito. Os demais casos, ana-
logos em espirito, serdo propostos nos exercicios.

9.45 Teorema (Regra de LUHopital na forma 0/0). Sejam I C
R um intervalo aberto, a € I e f,g: I — R fungoes continuas em
a e diferencidveis em 7\ {a}. Suponha que

e que exista § > 0, com (a —d,a + d) C I, tal que
g (x)#0  paratodo z € (a—4d,a+9)\ {a}.
Se existe L € R tal que

lim ()

z—a g'(x)

)

entao
lim @ = L.

Tr—a g(,’]})

Demonstragdo. Provaremos primeiro o caso x — a™; o casoz —a~ é
analogo.

Mostremos inicialmente que
g(x) #0  paratodo z € (a,a +9).

Com efeito, se existisse = € (a,a + ) tal que g(z) = 0, entdo teriamos
g(a) = g(x) =0, e o Teorema de Rolle aplicado a g em [a, z|] forneceria
um ponto ¢ € (a,z) com ¢'(c) = 0, 0 que contradiz a hipotese.

Fixe agora z € (a,a + §). Como f e g sdo continuas em [a, z] e diferen-
ciaveis em (a, z), o Teorema de Cauchy fornece um ponto c € (a, ) tal
que

Regra de L'Hopital
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Usando f(a) = g(a) = 0, obtemos
f(x)g'(c) = g(x) f'(c).
Como g(x) #0 e ¢'(c) # 0, segue que
flx) _ f'(e)

g(z)  g'(c)

Quando z — a™, temos também ¢ — a™, pois a < ¢ < . Como

@)
t—at g/(t) a L,
concluimos que
lim @ = L.
r—a™t g(l‘)

O mesmo argumento a esquerda mostra que

lim M =
T—a~ g(I‘)
Como os limites laterais coincidem, segue que
lim M = L.
z—a g(x)

O

9.46 Observacao. A hipdtese f(a) = g(a) = 0 nao é realmente res-
tritiva. De fato, se f e g estiverem definidas apenas em I \ {a} e
satisfizerem

lim f(x) = lim g(z) = 0.

r—a
basta prolonga-las em « definindo f(a) = g(a) = 0. As fung¢des assim
obtidas continuam diferencidveis em I\ {a}, tornam-se continuas em
a e satisfazem as hipdéteses do teorema.

Os casos em que % tende a +oo, bem como a forma correspon-
dente a indeterminagao oo/cc, podem ser obtidos por argumentos

semelhantes e ficam como exercicios.

Até aqui, a derivada primeira controlou crescimento e taxas de vari-
acao. Quando essa propria taxa € monodtona, surge uma informacgao
geométrica adicional sobre o formato do gréfico.

9.6 Convexidade

Convexidade pode ser lida de duas maneiras complementares: geo-
metricamente, o grafico fica abaixo de suas cordas; diferencialmente,
as inclinacoes das secantes e, quando existe, a derivada, crescem da
esquerda para a direita. Essa ponte transforma uma propriedade
geomeétrica global numa condicao diferencial.

Convexidade
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9.47 Definicao. Seja I C R um intervalo. Dizemos que f: I — R
é convexa quando, para quaisquer a < x <bem I,

b—x r—a

f@) < = @)+ 7

f(0).

—a

A convexidade relaciona de modo particularmente claro uma propri-
edade geométrica do grafico com uma propriedade analitica da fun-
¢ao. A desigualdade acima diz que, na abscissa x, o ponto (z, f(z))
do gréfico fica abaixo, ou sobre, a secante que liga (a, f(a)) a (b, f(b)),
como mostra a Figura 9.1. Analiticamente, essa mesma condicao se
traduz no comportamento das inclinagées das secantes e, no caso
diferenciavel, na monotonicidade da derivada.

Yp

(b, £(b))

|

1

1

|

|

|

|

|

|

|

|

|

1

1

|

|

|

! >
b T

Figura 9.1 . ) o
Em uma fungao convexa, o ponto intermediario

(x, f(z)) do gréfico fica abaixo, ou sobre, a secante que liga (a, f(a))

)
a (b, f(b)).

A definicdo admite uma caracterizagao equivalente em termos das
inclinagbes das secantes.

9.48 Proposicao. Sejam I C Rum intervaloe f: I — R. Entao
f é convexa se, e somente se, para quaisquer a <z <bem I,
<

f@) = fla) _ fOO) = f(a) _ f(b) — f=z)

Tr—a b—a b—x

Demonstragdo. Como a < = < b, todos os denominadores sao positi-
vos. Pela definicdo, a convexidade equivale a

(b—a)f(z) < (b—2)f(a) + (z —a)f(b).
Subtraindo (b — a)f(a) de ambos os lados e rearranjando, obtemos
(b—a)(f(z) = f(a)) < (z —a)(f(b) - f(a)),
isto é,

fl) = fla) _ f(b) — fla)

T—a b—a

IN
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Do mesmo modo, subtraindo (b — a)f(b) de ambos os lados e rearran-
jando, a mesma desigualdade equivale a

(b—2)(f(b) = f(a)) < (b—a)(f(b) — f(2)),

ou seja,
f®) = fla) _ f(b) = f(2)
b—a ~— b—x
Logo, a convexidade implica a cadeia de desigualdades das inclina-
¢cOes. A reciproca segue refazendo os mesmos passos em sentido
inverso. |

A proposicao mostra que, para funcoes convexas, as inclinagdes das
secantes crescem da esquerda para a direita. Quando a funcgéo é
diferenciavel, isso se reflete na monotonicidade da derivada.

9.49 Teorema. Sejam I C R um intervalo abertoe f: I — R
uma funcéao diferenciavel. Entdo f é convexa se, e somente se,
f' é nao decrescente em 1.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja convexa. Dados a < b
em /, a Proposicao 9.48 mostra que, para todo z € (a,b),

f@) = fla) _ f) = (@) _ )~ f(z)

T —a - b—a - b—x

Fazendo z — a' na primeira desigualdade e usando a diferenciabili-
dade de f em a, obtemos

b) — f(a
Py < 1O 1@,
Fazendo = — b~ na segunda, segue que
fO)—fla) _
ﬁ < f (b)
Portanto,
fla) < TOZI@ o i,

e, em particular, f'(a) < f’(b) sempre que a < b. Logo, f' é ndao decres-
cente em I.

Reciprocamente, suponha que f’ seja nao decrescente em I e tome-
mos a < x < b em [. Pelo Teorema do Valor Médio, existem u € (a,x)

e v € (z,b) tais que
fl@)—fla) _ fO)—f=) _
ﬁ—f@) e b 1 = f'(v).
Como u < v e f’ é nao decrescente, temos f/(u) < f'(v). Assim,
<

1) = fla) 1) = f=)

r—a b—x

Multiplicando pelos denominadores positivos e rearranjando os ter-
mos, chegamos a

(b—a)f(x) < (b—x)f(a) + (z—a)f(b).

Pela definicdo de convexidade, concluimos que f é convexa. O

Convexidade
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No caso em que existe segunda derivada, obtém-se uma caracteriza-
¢do ainda mais simples.

9.50 Teorema. Sejam I C R um intervalo abertoe f: I — R
uma fungdo duas vezes diferenciavel. Entdo f é convexa se, e
somente se, f”(z) > 0 para todo z € I.

Demonstracdo. Pelo teorema anterior, f é convexa se, e somente se,
f' é ndo decrescente em /. Como f’ é diferenciavel, o critério de mo-
notonicidade aplicado a f’ mostra que isso equivale a exigir f”(z) >0
para todo x € I. O

Substituindo o sinal < por < na desigualdade que define convexidade,
obtemos o conceito de funcao estritamente convexa. Mais preci-
samente, f é estritamente convexa quando, para quaisquera <z <b

em I,
b—ux T —a

f@) < p— fla) + 3

f(b).

—a

Além disso, se f”(x) > 0 para todo » € I, entdo f é estritamente
convexa. De fato, nesse caso f’ é estritamente crescente e, por con-
seguinte, as inclinacdes das secantes crescem estritamente da es-
querda para a direita. A reciproca, porém, é falsa. Por exemplo, a
fungao f(z) = 2* é estritamente convexa em R, mas satisfaz f”(0) = 0.

Convexidade j& usa a variagao da derivada. O passo seguinte é sis-
tematizar derivadas sucessivas para obter aproximagdes locais de
ordem cada vez maior.

9.7 Formula de Taylor

As derivadas de ordem superior permitem descrever com mais pre-
cisdao o comportamento local de uma fungao. A derivada primeira
fornece a melhor aproximacao linear; derivadas de ordens mais al-
tas conduzem a aproximacgdes polinomiais progressivamente mais
refinadas.

Usaremos aqui a convencdo ja fixada para derivadas de ordem supe-
rior em intervalos com extremidades.

9.51 Exemplo. Todo polinémio é de classe C>* em R. Mais geral-
mente, fungdes racionais sdao C*> em qualquer intervalo no qual o
denominador nao se anule. O mesmo vale para as func¢des trigono-
métricas, para a exponencial e para o logaritmo em seus respectivos
dominios.

Esse exemplo fornece uma primeira classe ampla de fungoes suaves:

Féormula de Taylor
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nesses casos, a derivacao sucessiva nao introduz singularidades no-
vas dentro do dominio natural considerado.

9.52 Exemplo. Para cada inteiro n > 0, defina
on(z) = 2"™x|.
Entdo ¢, é de classe C", mas ndo é de classe C"*!.

Para n = 0, temos ¢o(z) = |z|, que é continua, mas ndo diferenciavel
em 0. Suponha agora n > 1. Para = # 0,

pn(@) = (n+1)a" " a| = (n+ Dpn—1(2).

Além disso,

= lim A" '|n| = 0.

h—0 h—0

Por inducéo, as derivadas até a ordem n existem e sdo continuas. Em
particular,
P (@) = (n+1)!]al.

Essa funcao ainda é continua, mas ndo ¢ diferencidavel em 0. Logo,
o, € C™, mas @, ¢ O,

Antes dos resultados principais, observemos que, se
q(h) =bo+bth+ -+ b,h",
entdo os coeficientes de ¢ sdo determinados pelas derivadas em 0:

_4"(0)

0!

)

9.53 Definicao. Seja I ¢ R um intervalo, sejaa € I e sejan >0
um inteiro. Suponha que as derivadas f*)(a) estejam definidas
para 0 < k£ <n. Chamamos de polinomio de Taylor de ordem n
de f em torno de « o poliné6mio

n k) (g
EGESY ) kf )z - a)t.
k=0 '

Na varidvel h = z — a, 0 mesmo poliné6mio é escrito como

" k)
Pn,a(a + h) = Z f k'(ll) hk.
k=0 ’

9.54 Teorema (Férmula de Taylor com resto de Lagrange).
Sejamn>1,a<b, I =la,bl e f:1— R. Suponha que f € C"~ (1)
e que f(" exista em (a,b). Entdo existe c € (a,b) tal que

n1 o) (g () (¢
k=0

Féormula de Taylor
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Demonstragdo. Considere

f W) (a K n
Z k — ﬁ(b — .T) 17
onde a constante K sera escolhida de modo que ¢(a) = 0.

Com essa escolha, também temos ¢(b) = 0, pois, em = = b, 0 termo
correspondente a £ = 0 na soma é f(b), e todos os demais termos
contém alguma poténcia positiva de b — 2. Pelas hipéteses, ¢ é conti-
nua em [a,b] e diferenciavel em (a,b). Pelo Teorema de Rolle, existe
¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0.

Derivando termo a termo, obtemos, para x € (a,b),

nol ekt *®) (g
(b/(m):_zf o ( +Z f )k 1+ (n]_(vl)'(b_x)n—l.
prd ! !

Reindexando a segunda soma, ocorre cancelamento termo a termo,
e resta

RN G A C)

Como ¢ € (a,b), temos b—c # 0. Portanto, da igualdade ¢'(c¢) = 0, segue
que K = f")(c).

(b— )" L.

Por fim, a condigao ¢(a) = 0 afirma que

ol g (g
I A
k=0
Substituindo K = f(™(c), obtemos a férmula desejada. O

9.55 Corolario. Nas hipoteses do teorema anterior, seja h # 0
tal que o intervalo de extremos a e a+h esteja contido no dominio
de f. Entao existe um ponto ¢, entre a e a + h tal que

n—1 n
fla+ iy = 5 L@, S0

k! n!

Para h > 0, basta aplicar o teorema anterior com b = a + h. Para
h < 0, escreva H = —h > 0 e considere ¥(t) = f(a —t) em [0, H].
Aplicando o teorema anterior a ¢, entre 0 e H, obtemos um ponto
¢ € (0,H) tal que

S @, M-8,

Hath) =2 nl

k=0

Como a — ¢ estd entre a + h e a, basta tomar ¢, =a — €.
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9.56 Teorema (Formula de Taylor infinitesimal). Sejam
n > 1, I ¢ R um intervalo aberto contendoa e f : I — R. Su-
ponha que f(™ exista em uma vizinhanca de « e seja continua
em a. Entdo

n R (g
fla+h)=>" fT()h’f + r(h),
k=0 ’

onde

lim r(h)

h—0 h" =0

Além disso, o polinémio em #,
h— P, o(a+h),

¢ o unico polinémio de grau menor ou igual a n com essa pro-
priedade.

Demonstracdo. Para h suficientemente pequeno e nao nulo, o inter-
valo de extremos a e a + h esta contido em /. Pelo coroldrio anterior,
existe um ponto ¢, entre a e a + h tal que

n—1
%) (a) F™(en)
f(a+h):kzzo o Bk n!hh'

Escrevendo ¢, = a + 0,h, com 0 < 0;, < 1, obtemos

fla+h)=Pygla+h)+rh), rh)= f™(a + eh;!) — f™(q) .

Assim,

r(h)  f™(a+0ph) — ") (a)

hn n! '
Como 6,h — 0 quando h — 0, a continuidade de f(") em « implica
r(h)/h™ = 0.

Para provar a unicidade, suponha que @ seja um polindmio de grau
menor ou igual a n tal que

s(h)

— 0.
hn

fla+h) =Q(h) + s(h),

Subtraindo essa expressao da expansao anterior, segue que

Pn,a(a + h) - Q(h)

o — 0.

Se
R(h) = Pna(a+h) —Q(h),
entdao R é um polindmio em h de grau menor ou igual a n. Se R # 0,

existe m € {0,...,n} e existe um polinébmio 7, com 7'(0) # 0, tais que
R(h) = h™T(h). Nesse caso,

R(h)
hn

= W™ "T(h).

Essa expressao nao tende a 0: se m < n, ela nao permanece limitada
em médulo ao longo de alguma sequéncia i — 0; se m = n, ela tende
a T(0) #0. Logo, R =0, e portanto Q(h) = P, ,(a+ h). O

Féormula de Taylor
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Em outras palavras, o polindmio de Taylor de ordem n, escrito na va-
riavel h, é o iinico polind6mio de grau menor ou igual a n que aproxima
f(a+ h) com erro desprezivel diante de h".

9.57 Proposicao (Critério de maximos e minimos locais).
Sejam n > 1, I C R um intervalo aberto, a € T e f : I — R uma
funcgao n vezes diferenciavel em uma vizinhanca de «. Suponha
que

f@)=["a)=-=f""D(a)=0 e ["(a)#0,
e que /(™ seja continua em a. Entdo:

1. se n é par, a é ponto de minimo local quando £ (a) > 0, e
ponto de maximo local quando ™ (a) < 0;

2. sen € impar, ¢ ndo é ponto de maximo nem de minimo local.

Demonstragdo. Pela formula de Taylor infinitesimal e pela hipétese
de anulacdo das derivadas até a ordem n — 1,

0

n!

f(x) = f(a)

(z—a)" +o((z—a)"), T = a.

Logo,
f(@) = f(a) _ f"(a)

(x—a)” n!

Como f(™(a) # 0, para 2 suficientemente préximo de a, com z # a, 0
sinal de f(x) — f(a) coincide com o sinal de £ (a)(z — a)".

Se n é par, entdo (z —a)” > 0 para todo = # a, € 0 sinal de f(z) — f(a)
é o sinal de (™ (a). Isso da a caracterizagdo de minimo local quando
f™(a) >0 e de maximo local quando (" (a) < 0.

Se n é impar, entdo (x —a)” muda de sinal quando z atravessa a. Por-
tanto, f(z) — f(a) assume sinais opostos a esquerda e a direita de q,
e a ndo pode ser ponto de maximo nem de minimo local. O

9.58 Proposicao (Indeterminacoes do tipo 0/0). Sejamn >
1, I ¢ R um intervalo aberto contendo a e f,g : I — R funcodes n
vezes diferencidaveis em uma vizinhancga de a. Suponha que

fla)=f'(a) == f"V(a) =0,
g(a) =g'(a) =--- = g™ V() =0,
que ¢ (a) # 0, e que f™ e ¢(™ sejam continuas em a. Entéo
flx) _ ™ (a)

lim ——~= .
e=a g(z)  gM(a)

Féormula de Taylor
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Demonstragdo. Aplicando a férmula de Taylor infinitesimal a f e a g,
obtemos

(") (a

f(.’)?) _ f n'( >(!E _ a)n —i—O((l‘— a)n)
© (n)

o) = Z D a4 o((w - a)?),

quando z — a. Dividindo numerador e denominador por (z — a)"/n!,
segue que

[(@) _ 1(a) + e(a)

g(x) g™ (a)+d(x)’

onde ¢(x) — 0 e 6(x) — 0 quando = — a.

Como ¢ (a) # 0, o denominador permanece ndo nulo para z sufici-
entemente proximo de «. Passando ao limite, obtemos

i L@ _ 1@

ra g(x)  g™(a)

O

O polinémio de Taylor é, neste capitulo, um objeto essencialmente
finito: derivadas sucessivas determinam a aproximagao polinomial
local e o resto mede quanto dessa informacgao ainda falta para recu-
perar a funcao.

Perguntar o que acontece quando a ordem tende a infinito é uma
questao de outra natureza. E preciso estudar convergéncia de séries
de fungoes e séries de poténcias antes de decidir quando os polino-
mios de Taylor convergem para a propria fungdo. Essa passagem,
bem como a definicao de fungao analitica, sera feita no capitulo Se-
queéncias, séries e aproximagdo de fungoées.

O percurso do capitulo pode agora ser visto como uma tnica ideia em
escalas sucessivas. A derivada produz a melhor aproximacao linear;
os teoremas do valor médio transformam essa informacao local em
controle global; convexidade 1é a variagdo das inclinagdes; e Taylor
usa derivadas sucessivas para produzir aproximacoes polinomiais lo-
cais de ordem cada vez maior.

Lista de exercicios

Ex. 9.1 — Seja f: I — R, com a ponto interior de I.

a) Prove que, se f é diferenciavel em a, entdo

. flath)—fla—h)
pu 2h = la).

b) Mostre, por meio de um exemplo, que a existéncia desse limite
nao implica, em geral, a existéncia de f’(a).
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Ex. 9.2 — Seja X C R, seja f : X — R continua e seja a € X N X'.
Defina

LB @), =1

Prove que ¢ é continua em «a se, e somente se, f/'(a) existe, no sentido
relativo a X, e f'(a) = L.

Ex. 9.3 — Seja I C Rum intervalo, seja a € I e seja f € C'(I). Sejam
() e (y,) sequéncias em [ tais que z,, # y,, para todo n e

Ty — a, Yn — Q.

Prove que
f(xn) = f(yn)

P— — f'(a).

Ex. 9.4 — Suponha que f esteja definida numa vizinhanca de = e
que f”(z) exista. Mostre que

L)+ fa )~ 2f()
h—0 h?

= f"(x).

Exiba também um exemplo em que esse limite exista, mas f”(x) ndo
exista.

Ex. 9.5 — O resultado sobre diferenciabilidade uniforme em com-

pactos depende da compacidade. Considere f: R — R, f(z) = 2>.

a) Mostre que f € C'(R).
b) Prove que f ndo é uniformemente diferencidvel em R. Mais

precisamente, mostre que existe g > 0 tal que, para todo § > 0,
existemz € Re h € R, com 0 < |h| < 0, satisfazendo

flz+h) - f(x)

h — f'(x)] > eo.

Ex. 9.6 — Considere as fungoes
f(x) =sen(l/x), g(x) = xzsen(l/x), h(z) = z? sen(l/z) (x #0),

com valor 0 em z = 0.
a) Estude a diferenciabilidade em 0 de f, g € h.
b) Mostre que h/(0) existe, mas »’ nao tem limite em 0.

c) Encontre sequéncias (x,) e (y,) convergindo para 0 tais que as
inclinacoes das secantes de h nao convirjam.

Féormula de Taylor
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Ex. 9.7 — Seja

fa) = {sten(xm, x40,

a € R, c> 0.
0, x =0,

Determine, em funcao de a e c:
a) quando f é continua em 0;
b) quando f/(0) existe;

c) quando f’ é limitada;

d) quando f’ é continua em 0.

Ex. 9.8 — Dizemos que f satisfaz uma condicao de Lipschitz de or-
dem o em c se existe M > 0 tal que

[f(z) = f(e)] < Mz — |

para todo z suficientemente préximo de c.
a) Prove que, se a > 0, entdo f é continua em c.
b) Prove que, se a > 1, entao f'(c) = 0.

c) Mostre que, se essa condigao vale em todo ponto de um inter-
valo / com a > 1, entao f é constante em 1.

d) Dé um exemplo com o = 1 em que a derivada no ponto nao
exista.

Ex. 9.9 — Suponha que f seja continua em [a, )], diferencidvel em
(a,b) e satisfaca

fla) = f(b) =0.

Prove que, para todo k € R, existe ¢ € (a,b) tal que

f'(e) =k f(e).

Ex. 9.10 — Reescreva o Teorema do Valor Médio na forma

flz+h) - f(z)

o = f'(xz + 60h), 0<6<1.

Determine 6 = 6(z, h) nos casos

e, com z fixo, calcule }lim f(x,h) em cada caso.
—0
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Ex. 9.11 — Sejam f,g: [a,b] — R continuas em |a, ] e diferenciaveis
em (a,b).

a) Prove que existe ¢ € (a,b) tal que

b) Considere
fz) =3a* — 223 — 22 +1, g(x) = 4a® — 32% — 22

em [0, 1]. Mostre que, nos pontos em que o quociente esta defi-

nido,
f'(x)
9'(x)
nunca € igual a
f) — £(0)
9(1) —9(0)

para 0 < z < 1, e explique por que isso nao contradiz o resul-
tado anterior.

Ex. 9.12 — Suponha que f e g sejam diferencidveis numa vizi-
nhanca de a, que

e que

Prove que

Ex. 9.13 — Seja X Cc R e sejam f,g,h: X — R tais que
f(z) <g(r) < h(x) paratodoze X.

Suponha que a € X N X/, que f(a) = h(a) e que f'(a) € h'(a) existam e
sejam iguais. Prove que ¢'(a) existe e coincide com esse valor.

Ex. 9.14 — Determine os intervalos de crescimento e decresci-
mento, bem como os maximos e minimos, quando existirem, das
fungdes seguintes:

a) f(x)=a3+ax+10b;

b) f(x) =log(z? —9), em seu dominio;

c) f(x) =23 —1)% em [0,1];

senx

d) f(z)= para z # 0, com f(0) =1, em [0, g}

Féormula de Taylor
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Ex. 9.15 — Seja ¢ um ponto de maximo local de uma funcgao f.

a) Mostre que, se existe a derivada a direita em a, entao

fi(a) <0.

b) Mostre que, se existe a derivada a esquerda em a, entdo

f'(a) >0.

c) Dé um exemplo em que ambas existam, mas sejam diferentes.

Ex. 9.16 — Suponha que ¢: R — R tenha derivada limitada:
l¢'(x)] <M  paratodo z € R.

Fixado € > 0, defina

f(x) =z +eg(x).
Prove que, se eM < 1, entdo f é injetiva e sua inversa f~!: f(R) — R
é diferenciavel.

Ex. 9.17 — Prove a versao lateral da regra de L'Hopital: sejam f
e g fungdes definidas em uma vizinhancga a direita perfurada de a,
diferenciaveis em (a,a + §) para algum § > 0, com

g'(z) #0  paratodo z € (a,a +9).

Suponha que

f'(z)
=LeR
r—at g/(il') <
e que
f(z) =0, g(x) =0 quando x — a™.
Mostre que, para z > a suficientemente préximo de a, tem-se g(x) # 0
e
f@) _
r—a™t g(l’)

Ex. 9.18 — Nasituagdo da regra de LHopital na forma 0/0, suponha
agora que

P& o @)

2 (@) 258 g(2)

)

mantendo as hipdteses de continuidade em «, diferenciabilidade em
uma vizinhanca perfurada de a e ¢'(z) # 0 para x # a suficientemente
préximo de a. Mostre que, respectivamente,

f(z) f(z)

lim —% = 4+ ou lim —/—+% = —>
z—a g(x) T—ra g(x)
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Ex. 9.19 — Prove a seguinte versdo da regra de LHopital para a in-
determinacao oo/cc: suponha que f e g sejam diferencidveis em uma
vizinhanca perfurada de a, que ¢'(x) # 0 para = # « suficientemente
proximo de a, que |g(z)| — oo quando z — a € que

f'(x)

lm o5 =LeR

Mostre que, se também |f(z)|] — oo quando = — a, entao

Ex. 9.20 — Prove a formula de Leibniz:

n

™) = Y- (1) 1) M)

k=0

Ex. 9.21 — Sejam I e J intervalos abertos, e sejam f : I — J e g:
J — R funcoes de classe C™.

a) Prove que go f é de classe C".

b) Seja agora f : I — J bijetiva, de classe C?, com f/'(z) # 0 em
todo ponto de I. Sea € I e b= f(a), calcule (f~)"(b) em termos

de f'(a) e f"(a).

Ex. 9.22 — Seja f: [a,b] — R uma funcao de classe C".

a) Se f possuin+ 1 raizes distintas em [a, b], prove que existe pelo
menos um ponto ¢ € (a,b) tal que

FM(e) = 0.

b) Utilize o item anterior para demonstrar que um polinomio de
grau n nao pode possuir mais do que n raizes reais.

Ex. 9.23 — Suponha que [ seja continua em |[a, b] e duas vezes dife-
renciavel em (a,b). Se a reta secante que passa por (a, f(a)) e (b, f(b))
encontra o grafico de f em um terceiro ponto distinto, prove que
existe c € (a,b) tal que

/(c)=0.

Ex. 9.24 — Exercicio avancado. Seja f € C*(R) tal que

fla)=f'(a) = f"(a) =---=0.
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Prove que, para cada k € N, existe ¢ € C*°(R) tal que

fl@)=(z-a)*p(z), z€eR.

Ex. 9.25 — Exercicio avancado. Suponha que f seja de classe
C"*? em uma vizinhanga de a e que ("2 (a) # 0. Na férmula de
Taylor com resto de Lagrange,

f(n+1) (a+ 0, (h)h)

pntt n 1
CF] , 0<6,(h) <1,

farm =S LW,
=0

prove que, para h suficientemente pequeno, o parametro 6,,(h) é de-
terminado de modo tnico e satisfaz

0,(h) —

uando h — 0.
n -+ 2 ! -

Ex. 9.26 — Sejam f e g fungoes analiticas em um intervalo 1.

a) Prove que, se todas as derivadas de f e g coincidem em um
ponto a € I, entao

f=y9
em todo o intervalo. Sugestdo: considere o conjunto dos pon-
tos x € I para os quais todas as derivadas de f — g se anulam

em z, e mostre que esse conjunto € ndo vazio, aberto e fechado
em /.

b) Mostre também que basta que f e g coincidam num subcon-
junto de I com ponto de acumulacao.

c) Explique por que isso falha, em geral, para funcodes apenas de
classe C*°.

Ex. 9.27 — Prove a caracterizacao usual de convexidade: uma fun-
¢do f:I — R é convexa se, e somente se,

f(T=t)a+1tb) < (1 —1t)f(a) +1f(b)

para todos a,b € I e todo ¢ € [0, 1].

a) Verifique que f(z) = ¢* é convexa e deduza a desigualdade
a®b® < aa + b

quando a,b >0, a,3>0ea+ 3 =1.

b) Prove a desigualdade de Jensen para combinagdes convexas
finitas.

c) Deduza dai a desigualdade entre média aritmética e média ge-
omeétrica ponderadas.
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Ex. 9.28 — Exercicio avancado. Seja f : (¢,b) — R uma funcao
convexa. Nao suponha que f seja diferencidvel nem continua.

a) Prove que, para todo = € (a,b), existem as derivadas laterais

fl@) e fi(z),

e que

b) Mostre que o conjunto dos pontos em que f nao é diferenciavel
é, no maximo, enumeravel.

c) Prove que f é localmente Lipschitziana em (a,b) e, consequen-
temente, continua em todo o intervalo.

Ex. 9.29 — Seja I C R um intervalo fechado e nao vazio, munido
da métrica usual, e seja f : I — I diferencidvel. Suponha que exista
A < 1tal que

[f'(@)] <A

para todo x € I.
a) Prove que f tem um tnico ponto fixo.

b) Prove que, para qualquer z, € I, a sequéncia definida por
Tn+1 = f(xn)
converge para esse ponto fixo.

c) Dé um exemplo de fungao C* em R tal que |f/(z)| < 1 para todo
x, mas que nao possua ponto fixo.

Ex. 9.30 — Seja f diferenciavel em [a,b], com f(a) = 0, e suponha
que exista A > 0 tal que

|f'(z)| < Alf(z)]  para todo z € [a,b].

Prove que

~
Il
o

em [a,b].

Ex. 9.31 — Considere o problema de valor inicial

y/ = ¢($,y), y(a) =cC

Suponha que ¢ satisfaca uma condigdo de Lipschitz na variavel y, isto
é, que exista A > 0 tal que

|p(z,y2) — d(z,y1)| < Alya — y1

para todos os pontos considerados.
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1.Prove, usando o exercicio anterior, que esse problema admite no

maximo uma solucdo em qualquer intervalo comum de definigdo.

2.Mostre que a unicidade falha para

v =vy,  y(0)=0.

Ex. 9.32 — Reescreva uma equacgao diferencial linear de ordem n
como um sistema de primeira ordem e deduza, a partir disso, um
teorema de unicidade para o problema de valor inicial de equacgoes
lineares de ordem superior.
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10

Integracao

A derivada descreve a variagao local de uma funcao. A integral res-
ponde a uma pergunta complementar: como acumular essas varia-
¢oes ao longo de um intervalo?

Em Cdlculo, essa pergunta costuma aparecer primeiro como area.
Para a Andlise, porém, é mais util comecar de outra forma. Dividimos
o intervalo em partes, aproximamos a funcao por baixo e por cima
em cada uma delas e perguntamos se essas aproximacoes podem ser
forcadas a concordar. Essa ¢é a ideia de Darboux.

O ponto de vista tem duas vantagens. Primeiro, a defini¢cdo da inte-
gral nao depende da existéncia prévia de primitivas; o Teorema Fun-
damental do Célculo aparecerd depois como um resultado profundo
que liga integracao e derivacao. Segundo, a construcao admite uma
extensao natural: em vez de medir cada subintervalo pelo seu com-
primento, podemos medi-lo pela variacao de uma outra funcado. Essa
¢é a integral de Riemann-Stieltjes.

O percurso do capitulo sera, portanto,

particoes — somas de Darboux — integrabilidade — caracterizacoes

TFC — Riemann-Stieltjes.

10.1 Particoes e somas de Darboux

Sejam a < b. Uma particao de [q,b] € um conjunto finito
P={xp,21,...,2,}
tal que
a=x9g<x1 < <xy=0

Escreveremos

I = [zi_1, 24, Ax; =x; — 1,

Neste capitulo

» Particoes e somas de
Darboux (p. 274)

» Integral inferior, inte-
gral superior e integral
de Darboux (p. 276)

» Somas de Riemann e
uma segunda caracteriza-
cao (p. 278)

» Classes de funcoes
integraveis (p. 281)

» Aditividade em interva-
los (p. 286)

» Descontinuidades e o
critério de Lebesgue (p.
287)

» A funcdao integral e o
Teorema Fundamental do
Calculo (p. 292)

» Integral de Riemann-
Stieltjes (p. 295)

» Caracterizacoes da
integrabilidade de Stielt-
jes (p. 297)

» Funcoes Stieltjes-inte-
graveis (p. 302)

» Saltos e pesos concen-
trados (p. 306)

» Quando da se reduz a
um peso dz (p. 307)

» Integradores de varia-
cao limitada (p. 308)

» O que as duas inte-

grais estao medindo (p.
313)

» Exercicios (p. 314)
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e chamaremos
|P|| = max Az;
1<i<n

de malha da particao.

Se P e ) sao partigdes de [a, b], dizemos que @ é um refinamento de
P quando P C Q.

A definicao da integral comeca com uma funcao limitada. Para uma
funcéo limitada f : [a,b] — R, usaremos a notagao

[flloe = sup [f(2)].
z€[a,b]

10.1 Definicao. Seja f : [a,b] — R limitada e seja P = {zo,...,2,}
uma particdo de [a,b]. Para cada i, defina

mq = inf f(z),  M;=sup f(z).
zel; z€l;

A soma inferior de Darboux e a soma superior de Darboux
associadas a P sdo

i=1

i=1

Em cada subintervalo, m; é a melhor constante que aproxima f por
baixo e M; a melhor constante que a aproxima por cima. Consequen-
temente,

L(f,P) <U(f,P).
O ponto essencial é que o refinamento de uma particao melhora si-
multaneamente as duas aproximacgoes.

10.2 Teorema (Monotonicidade por refinamento). Se Q
refina P, entao

L(f,P) < L(f,Q) <U(f,Q) <U(f. P).

Demonstracdo. Basta analisar a insergdo de um tnico ponto. Supo-
nha que Q = PU {c}, com ¢ € (zy_1,7x). Escreva

m= inf f, m'= inf f, m” = inf f.
[Tr—1,2%] [zr—1,c] [e,xi]

Como m <m' e m<m”,
m(zg —xp—1) <m'(c — zp_1) + m" (zx — ).

Todos os demais termos da soma inferior permanecem inalterados;
portanto L(f,P) < L(f,Q).

O mesmo argumento, com supremos, fornece U(f,Q) < U(f,P). A
insercao sucessiva dos pontos de @ \ P prova o resultado geral. A
desigualdade L(f,Q) < U(f,Q) é imediata. O

Particdes e somas de Darboux
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Duas particdes quaisquer P e @ possuem um refinamento comum:
P uU Q. Esse fato permite comparar somas construidas a partir de
particoes completamente diferentes.

10.3 Corolario. Para quaisquer particoes P,Q de [a,b],

L(f,P) <U(f.Q).

Demonstragdo. Se R = P U (Q, entao
L(f,P)<L(f,R) <U(f,R) <U(f,Q).

10.2 Integral inferior, integral su-
perior e integral de Darboux

As somas inferiores formam um conjunto limitado superiormente por
qualquer soma superior. Analogamente, as somas superiores sao
limitadas inferiormente por qualquer soma inferior. A completude
de R permite, portanto, fazer as melhores aproximagoes possiveis.

10.4 Definicao. Se f:[a,b] — R é limitada, definimos a integral
inferior de f por

b
[ f=swr.p)
L P
e a integral superior de f por
b
[ £=utus.p),

onde o supremo e o infimo sao tomados sobre todas as particoes
de [a,b).

Pelo Corolério 10.3,

/:fﬁ/abf-

10.5 Definicao. Uma funcédo limitada f : [a,b] — R € integravel
no sentido de Darboux , ou simplesmente Riemann-integra-

vel , quando
b T b
Lo=L7

O valor comum é denotado por

/ab f(z)dx.
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Escreveremos f € R[a,b].

A definicdo diz exatamente que as melhores aproximacgodes por baixo
e por cima se encontram. A forma operacional dessa ideia € o critério
seguinte.

10.6 Teorema (Critério de Darboux). Uma funcéao limitada
f :[a,b] = R é Riemann-integravel se, e somente se, para todo
e > 0 existe uma particao P tal que

U(f,P) — L(f,P) < e.

Demonstragcdo. Suponha primeiro que f seja integravel e escreva

I:/abf.

Pela definigdo de supremo, existe uma particdo P; tal que
L(f,P)>1- g
Pela defini¢do de infimo, existe uma particdo P, tal que
U(f,Py) < I+ %
Para o refinamento comum P = P, U Py,
L(f,P) = L(f,P), U, P)<U(f, P),
e portanto

U(f,P) — L(f,P) < e.

Reciprocamente, suponha que, para todo ¢ > 0, exista P com U(f, P)—
L(f,P) <e. Como

L(f,P) S/abfé/:fé U(f, p),

OS/abf—/abf<s.

Como ¢ ¢ arbitrario, as duas integrais coincidem. O

temos

O critério de oscilacao

Para um intervalo I C [a, )], defina a oscilacao de f em I por
w(f; 1) = sup f —inf f.
I

A ideia é a andloga, para fungobes, da oscilagdo de uma sequéncia:
em lugar de medir a diferenca entre limsup e lim inf das caudas, medi-
mos a diferenga entre o supremo e o infimo dos valores de f em um
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intervalo. Mais adiante, ao encolher esses intervalos em torno de

um ponto, essa analogia ficard ainda mais direta. Se P = {zq,...,2,},
escrevemos

w; = w(f; 1)
Entao

i=1

Temos, portanto, uma versao particularmente geométrica do critério
de Darboux.

10.7 Corolario (Critério de oscilacao). Uma funcdo limi-
tada f : [a,b] — R é Riemann-integravel se, e somente se, para
todo ¢ > 0 existe uma particao P tal que

w(f; I)Ax; <e.

n
=1

K3

Demonstracdo. Basta observar que, para toda partigao P,

U(f,P) = L(f,P) =Y w(f; L) Az,

%

e aplicar o Critério de Darboux. O

10.3 Somas de Riemann e uma se-
gunda caracterizacao

As somas de Darboux escolhem, em cada intervalo, os valores extre-
mos possiveis. Podemos também escolher um ponto qualquer.

10.8 Definicao. Uma particao marcada de [a, )] € um par (P, ¢),
onde
P={xg,...,zn}
€ uma particdo e
& € |, 3y
€é uma marca em cada subintervalo. A correspondente soma de
Riemann é

S(f;P&) =Y f&)Aw:.
=1

Para toda escolha das marcas,
L(f,P) <S(f;P,§) <U(f,P).

Assim, se uma Unica particdo torna pequena a diferenca entre as
somas superior e inferior, todas as somas marcadas de seus refina-
mentos ficam presas em um intervalo pequeno.
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10.9 Teorema (Caracterizacao por refinamentos). Para
uma funcao limitada f : [a,b] — R, sdao equivalentes:

1. feRla,b];

2. existe I € R tal que, para todo ¢ > 0, existe uma particao P,
com a seguinte propriedade: para toda particao marcada
(P,€) cujo P refina P,

I:/abf.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja integravel e escreva

J/jf.

Dado ¢ > 0, escolha P, pelo Critério de Darboux de modo que

Nesse caso,

U(f,Py) — L(f, Py) < e.
Se P refina P,, entao
L(f, Po) < L(f, P) < S(f; P.§) < U(f, P) < U(f, ).
Como J € [L(f, Py),U(f, Py)], seque que
1S(f; P.§) —J| <e.
Logo o item 2 vale com I = J.

Reciprocamente, suponha que exista I com a propriedade do item 2.
Fixe e > 0 e escolha Py = {xy,...,z,} de modo que toda soma marcada
de todo refinamento de P, esteja a menos de ¢/4 de I.

Para cada i, escolha pontos ¢, &, € I; tais que

3

Ml_f(gj)<4(bfa)

_ 5
f(& )*mi<m-

Isso é possivel pelas definigdes de supremo e infimo. Assim,

0<U(f, Po) — S(f; Po,&Y) <

W1 ™

— e

0 <S(f; Py, &) — L(f, Po) < 1

Como ambas as somas marcadas estao a menos de /4 de I, obtemos
U(f7P0) _L(f7PO) <Eé.

Pelo Critério de Darboux, f é integravel.
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Resta identificar o valor da integral. Pela primeira parte da prova,
uma funcao integravel satisfaz a propriedade do item 2 com

J:A%.

Dado 5 > 0, escolha uma particao que refine simultaneamente as
particoes associadas a I e a J, e tome qualquer sistema de marcas.
A soma correspondente fica a menos de  de ambos os nimeros; logo

|1 —J| < 2n.
Como n é arbitrario, I = J. O

Para a integral de Riemann, a linguagem usual em termos da malha
também é equivalente.

10.10 Teorema (Caracterizacao pela malha). Uma funcgao
limitada f : [a,b] — R é Riemann-integravel com integral I se, e
somente se, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que

[Pl <6 = [|S(f;P&)—1Il<e

para toda particdo marcada (P, ¢).

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja integravel e escreva

I:L%.

Fixe € > 0. Pelo Teorema 10.9, existe uma particao
P():{a:t()<t1 <"'<tm:b}

tal que toda soma marcada associada a um refinamento de P, fica a
menos de /2 de I.

Escolha M > ||f|l.c. Se m = 1, qualquer particao ja refina P,. Suponha
m > 2. Tome § > 0 tdo pequeno que

Mﬂm—n5<§

Se P é uma particdo com | P| < 4§, considere
R=PUP,.

A passagem de P para R altera apenas os subintervalos de P que
contém algum dos pontos ti,...,t,, 1. H& no maximo m — 1 desses
subintervalos, e a soma de seus comprimentos € menor que (m — 1)d.

Dado um sistema de marcas ¢ para P, escolha marcas para R arbitra-
riamente nos subintervalos novos e mantenha as antigas onde nao
houve subdivisao. As duas somas diferem apenas na parte afetada;
como |f| < M,

IS(f:P,€) — S(f; R,n)| < 2M(m — 1)8 < g
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Como R refina P, -
S(fs Ron) — 1] < 5,

e portanto
1S(f; &) — I <e.

Reciprocamente, suponha que exista I com a propriedade da malha.
Fixe € > 0 e escolha § > 0 de modo que toda soma marcada associada
a uma particdo de malha menor que 6 fique a menos de ¢/4 de I. Tome
uma particao P = {xo,...,z,} com ||P|| < 4.

Como na prova do Teorema 10.9, podemos escolher marcas £+ e ¢~
tais que

U(f,P)=S(FiP€) <. S(HPE) ~L(f.P) <

o] o

As duas somas marcadas estdao a menos de ¢/4 de I. Logo
U(f7P) _L(f7P) <g,

e o Critério de Darboux mostra que f é integravel. A identificacao
de I com f; f segue da unicidade j& provada no Teorema 10.9. O

10.4 Classes de funcoes integra-
veis

O critério de oscilagdo torna muito simples provar a integrabilidade
de vérias classes fundamentais.

10.11 Teorema. Toda funcao continua f : [a,b] — R € Riemann-
-integravel.

Demonstragdo. Como [a,b] é compacto, f é uniformemente continua.
Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

€
b—a

lz—yl<é = |[f(x)-fly)l<

Escolha uma partigao P com || P|| < d. Entao

€
b—a

w(f; ;) <
para todo i, e

U(f,P) — L(f,P) = Y w(f; [))Az; < ﬁZA% =e.

K3
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10.12 Teorema. Toda fungdo monoétona f : [a,b] — R é Rie-
mann-integravel.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja nao decrescente. Para
a particao uniforme

. a
T; =a+1 s
n

temos
]\/[z - f(mz)7 m; = f(xzfl)
Logo
UG P) ~ LU P) = P O3 (1) — faien) = =2 (70) ~ (@),

que tende a 0.

Se f é nao crescente, entao

M; = f(xi—1), m; = f(x;),
e o0 mesmo calculo fornece

b—a
n

U(f, P) = L(f,P) = (f(a) — f(b)) — 0.

Em ambos os casos, o Critério de Darboux conclui a prova. O

10.13 Corolario. Se f:[a,b] — R é limitada e continua exceto,
possivelmente, em um nuimero finito de pontos, entdo f é Rie-
mann-integravel.

Demonstracdo. Se | f|- = 0, ndo hd o que provar. Suponha |f| < M
com M > 0, e sejam cy,...,c, 0s possiveis pontos de descontinuidade.

Fixe ¢ > 0. Escolha intervalos abertos relativos Ji, ..., J,. de [a,b], cada
um contendo ¢;, de modo que a soma de seus comprimentos seja

menor que
9

R
Podemos substituir esses intervalos por sua unido escrita como uniao
finita de intervalos abertos disjuntos. Insira na particao todos os
extremos desses intervalos.

O complemento dessa unidao em [a,b] € uma unido finita de interva-
los fechados. Em cada um deles f é continua e, portanto, uniforme-
mente continua. Refinando a partigcdo dentro desses componentes,
podemos garantir que todo subintervalo que nao esteja contido na
unido dos J; tenha oscilacdo menor que

2(b—a)’

Classes de fungoes integraveis
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Nos subintervalos contidos na regiao dos J;, usamos apenas w(f;I) <
2M. Assim,

3 3
U(f7P>_L(faP) < 2Mm+ Q(b*a)(b_a) =¢€.
O Critério de Darboux conclui a prova. O

10.14 Exemplo. A fungdo de Dirichlet

_JL, zeqQ,
f(x)—{Q o

nao é Riemann-integravel em nenhum intervalo ndo degenerado. De
fato, em todo subintervalo existem racionais e irracionais; portanto
m; =0e M; =1. Assim,

L(f,P)=0, U(f,P)=b—a

para toda particao.

Operacoes com funcoes integraveis

10.15 Teorema. Se f,g € Rla,b] e X € R, entao:

1. f+geRlab e
/ab(f+g)=/abf+/abg;

/abAf:A/:f;

2. A\f € Rla,b] e

3. fg € Rla,b];
4. |f| € Rla,b];

5. max{f,g} e min{f, ¢} sdo Riemann-integraveis.

Demonstragdo. Usaremos a caracterizacao pela malha.

Se f,g € R[a,b], entdo, para uma mesma particdo marcada,

S(f+g; P,&) = S(f; P,§) + S(g; P,§).

Dado ¢ > 0, escolha § que funcione simultaneamente para f e g, com
erro ¢/2. Segue que

S(f+g;P.¢) H/abj“’Jr/abg,

uniformemente nas marcas quando ||P|| — 0. Pelo Teorema 10.10,

f + g é integravel e
b b b
[Gra=[1+]0

Classes de fungoes integraveis
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Do mesmo modo,
S(Af; P,§) = AS(f; P§),

o que prova a segunda afirmacao para todo A € R.

Para o produto, ponha

A={fllec;  B=lglloo-

Se z,y € I, entao

|f(x)g(z) — f(y)g(w)| < Alg(z) — g(y)| + B|f(x) — f(y)l.
Logo
w(fg;I) < Aw(g; I) + Bw(f;1).

Escolha uma particao comum para a qual as somas ponderadas das
oscilagOes de f e g sejam tdo pequenas quanto desejado. O critério
de oscilagdo mostra que fg é integravel.

Como

£ @) = [fW)I] < [£(@) = fW)l,

temos
w(lfl; 1) < w(f3 1),

e portanto |f| é integravel. Finalmente,

f+g9+1f—yg : f+9—1f—y
e as duas ultimas afirmagbes seguem das anteriores. O

10.16 Teorema (Monotonicidade da integral). Se f,g
Rla,b] e f(x) < g(z) para todo z, entao

/abfé/abg.

Em particular, se f > 0, entao

/abfzo.

Demonstracdo. Para toda particao marcada,

S(f;P€&) < S(g; P§).

Passe ao limite quando a malha tende a zero. O

10.17 Corolario. Se f € R[a,b], entao

/abf(:c)dw

b
S/ 1£(@)] dz < (b~ a)]| ]|
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Demonstragdo. Como

—Ifl<f<Ifl,

a monotonicidade e a linearidade da integral fornecem

/:Iflé/abfé/ablfl,
/abf g/abﬂ-

[f (@) < [Ifllo

e portanto

Além disso,

para todo z, logo

b b
/|f<x>|dxs/ 1 lloe dz = (b— )| 1.

10.18 Teorema (Alteracao em finitissimos pontos). Se
f,9: [a,b] — R sado limitadas e coincidem exceto, possivelmente,
em um conjunto finito, entdo f é Riemann-integravel se, e so-
mente se, g € Riemann-integravel. Nesse caso,

[r-[

Demonstracdo. Ponha h = f — g. Entdo h é limitada e é nula fora de
um conjunto finito

E={c1,...,cr}.

Se h =0, oresultado é imediato. Escolha M > 0 com |h| < M. Dadoe >
0, cubra os pontos ¢; por finitissimos intervalos abertos relativos de
[a,b], de comprimento total menor que /(2M), e escolha uma particao
P, contendo os extremos desses intervalos.

Para qualquer refinamento marcado (P,¢) de P,, os termos da soma
de Riemann sé podem ser ndo nulos nos subintervalos contidos nessa
cobertura. Logo

[S(hs P&l < Mg— <<

Pelo Teorema 10.9, h é integravel e

b
/h:O.

Como f = g + h, a linearidade da integral mostra que f é integravel
se, e somente se, g €, e que suas integrais coincidem. |

Classes de fungoes integraveis
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10.5 Aditividade em intervalos

A integral é local no intervalo: dividir o dominio e integrar as partes
produz o mesmo resultado que integrar tudo de uma vez.

10.19 Teorema. Se a < ¢ < b, entdo f é Riemann-integravel
em [a,b] se, e somente se, € integravel em [a,c] € em [c,b]. Nesse

Ccaso, . . .
/af=/a f+/c .

Demonstragcdo. Suponha primeiro que f seja integravel em [a,c] e em
[c,b]. Dado ¢ > 0, escolha particoes P, e P, desses intervalos tais que

U P) =L P) < 50 UFP) = L P) <

| ™

Entao P = P, U P, é uma particao de [a,b] €
U(f,P) —L(f,P) = (U(fvpl) _L(fvpl)) + (U(fvp2) _L(faP2)) <e.
Logo f é integravel em |a, b].

Reciprocamente, suponha que f seja integravel em [a,b]. Dado ¢ > 0,
escolha uma particao P de [a,b] contendo ¢ e tal que

U(f7P)_L(f7P) <&
As subpartigdes P, = PN a,c] € Po = PN |c, b satisfazem

e o Critério de Darboux mostra que as duas restrigdes sao integra-
veis.

Por fim, escreva

Ilz/:f, Izz/cbf, Iz/abf.

Dado ¢ > 0, escolha particdes Py, P, tais que

e €
L(f7pl)>ll_§7 L(f7p2)>l2_§

Entao
I>L(f,PLUP) = L(f,P1)+ L(f,P2) > 1, + I — ¢.

Analogamente, escolhendo particdes cujas somas superiores estejam
a menos de ¢/2 de I, e I, obtemos

I <+ 1I)+e.

/abf=/:f+/cbf-

Como ¢ é arbitrario,
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Adotamos as convengoes

[reo [1=[r

Com elas, a aditividade
b c c
[ r+ /b i=[ 1

vale para quaisquer a,b,c para os quais as integrais estejam defini-
das.

10.6 Descontinuidades e o critério
de Lebesgue

A integrabilidade de uma funcao limitada nao exige continuidade em
todos os pontos. O que importa é que suas descontinuidades sejam
suficientemente esparsas.

10.20 Definicao. Um conjunto £ C R tem medida zero se,
para todo ¢ > 0, existem intervalos abertos Ji, .Js, ... tais que

ECDJk

k=1

oo

D Ikl <e.

k=1

10.21 Proposicao. Valem as seguintes propriedades:

1. todo subconjunto de um conjunto de medida zero tem me-
dida zero;

2. toda unido enumeravel de conjuntos de medida zero tem
medida zero;

3. todo conjunto enumeravel tem medida zero.

Demonstragdo. O primeiro item é imediato.
Para o segundo, escreva

E = [j E,,
n=1

com cada F, de medida zero. Dado ¢ > 0, cubra E, por intervalos
abertos cuja soma dos comprimentos seja menor que £/2". A reuniao
de todas essas coberturas cobre E, e a soma total dos comprimentos

€ menor que
o0
€ J—
Z 27 =¢.

n=1
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Para o terceiro, se
E = {1’1,ICQ, .. .},

cubra z,, por um intervalo aberto de comprimento menor que =/2".
O caso finito é ainda mais simples. O
Para uma funcao limitada f, defina a oscilagdo de f no ponto z por

wi(z) = ggfow(f; [a,b] N (z — 0,2+ 0)).

10.22 Lema. Para x € [a,}],

f écontinuaemz <= ws(z)=0.

Demonstracdo. Se f é continua em z, entdo, dado ¢ > 0, existe § > 0
tal que

) = f@)] < 5

sempre que y € [a,b] € |[y—z| < §. Para quaisquer y, z nessa vizinhanca,
lf() = FEI < |fy) = f@) +[f(2) — f@)] <e,
logo a oscilagdo nessa vizinhanca é menor que ¢, e wy(z) = 0.
Reciprocamente, se wy(z) = 0, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que
w(fila,b)N(z -6,z +6)) <e.
Como z pertence a esse conjunto, para todo y na mesma vizinhanca,

lf(y) = f@)] <e.

Portanto f é continua em z. O

10.23 Lema. Para todo n > 0, o conjunto
K, ={z € a,b] : ws(z) > n}

é fechado.

Demonstracdo. Se x ¢ K,, entdo ws(z) < n. Pela definicao de oscila-
cao pontual, existe § > 0 tal que

w(fila,b]N(z -6,z +6)) <n.

Se |y — z| < /2, entdo uma vizinhanca suficientemente pequena de y
esta contida em (z — 4,z + §). Logo

wr(y) <n.

Portanto o complemento de K, é aberto. a
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10.24 Lema (Numero de Lebesgue em um intervalo). Se
uma colecdo finita de abertos relativos V;,...,Vx de [a,b] cobre
[a,b], entdo existe § > 0 tal que todo subintervalo de [a, b] de com-
primento menor que § esta contido em algum V;.

Demonstragdo. Para cada z € [a,b], escolha r, > 0 e um indice j(z)
tais que
[a,b] N (x —rg, 2 +72) C Vi

Os intervalos
(x—7rs/2,2 4+ 1r,/2)

cobrem [a,b]. Pela compacidade, basta uma subcobertura finita, as-
sociada a pontos z1,...,z,,. Tome

1 .
== min 7r,,.
2 1<k<m

Se um subintervalo 7 tem comprimento menor que §, escolhay e I e
k tal que
ly — xp| < rep /2.

Para qualquer z € I,
-
2=l <[z —yl+ly— o] <O+ 55 <oy

Logo
Ic Vj(xk)'

10.25 Teorema (Critério de Lebesgue para a integral de
Riemann). Se f:[a,b] — R é limitada, entao

f €Rla,b] <= D;tem medida zero,

onde D; é o conjunto dos pontos de descontinuidade de f.

Demonstragdo. Para m € N, defina

m

D, = {xe [a,b] : wy(x) > 1}.

Pelo Lema 10.23, cada D,, é fechado. Além disso,
Dy = U D,,.
m=1

De fato, pelo Lema 10.22, f é descontinua em 2 exatamente quando
wf(xz) > 0; pela propriedade arquimediana, nesse caso existe m € N
tal que

1
— << .
= wr(x)
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Suponha primeiro que f seja integravel. Fixe m e € > 0. Pelo critério
de oscilagao, escolha uma particao P = {z,...,x,} tal que

i

Considere os indices para os quais

A soma dos comprimentos desses intervalos é menor que /4. Todo
ponto de D,, que ndao seja um ponto da particao pertence ao inte-
rior de algum desses intervalos. Alargando ligeiramente os finitissi-
mos intervalos selecionados, podemos cobri-los por intervalos aber-
tos cuja soma dos comprimentos seja menor que /2. Os finitissimos
pontos de P podem ser cobertos por intervalos abertos com soma
dos comprimentos menor que ¢/2. Logo D,, tem medida zero.

Pela Proposicao 10.21,
Di=|J D
m=1
também tem medida zero.

Reciprocamente, suponha que D; tenha medida zero. Se f =0, o
resultado é imediato; suponha

lfl <M com M > 0.

Fixe € > 0 e escolha n > 0 tal que

n(b—a) <

| ™

O conjunto
K, ={z:w¢(z) >n}

é fechado pelo Lema 10.23; portanto € compacto. Como K,, C Dy, ele
tem medida zero. Escolha intervalos abertos G, G, ... cobrindo K,

e satisfazendo
Z |G| < S
- J 4M
J
Pela compacidade de K,, uma subfamilia finita G, ...,G, ja o cobre.

Se z ¢ K,, entdo ws(z) < n. Logo existe um intervalo aberto V, con-
tendo z tal que
w(f; Ve N a,b]) <.

O conjunto compacto

T

[a, 6]\ [ 6

j=1

€ coberto por finitissimos desses intervalos, digamos Vi,...,V,. As-
sim,
Gla"'>GTaV17"'7VS

€ uma cobertura aberta finita de [a, b].
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Pelo Lema 10.24, existe uma particdao P de malha suficientemente
pequena para que cada subintervalo I; esteja contido em um dos
conjuntos dessa cobertura. Se I; C V,, entao

w(f; Li) <.
Nos demais subintervalos, contidos em algum G;, usamos
w(f;I;) < 2M.

Como os subintervalos de P tém interiores disjuntos, a soma dos
comprimentos daqueles contidos na unido dos G; é no maximo

P
j=1

Consequentemente,

U(f,P) = L(f,P) =Y w(f; ;) A

<2M > |G|+ n(b—a)
j=1

<E+E_
9 2—5.

O Critério de Darboux conclui a prova. O
10.26 Exemplo. A fungdo de Thomae
fa) = | M0 T =pla€Q gedlpa) =1, g >0,
0, x¢Q

é continua em todo irracional e descontinua em todo racional.

De fato, fixe 2o ¢ Q e € > 0. Escolha N tal que 1/N < e. No intervalo
[z0—1, 70+ 1] hd apenas finitissimos racionais reduzidos p/q com g < N:
para cada um dos finitissimos denominadores ¢ < N, apenas finitos
inteiros p podem satisfazerp/q € [zo—1,x¢+1]. Como x;, ndao é nenhum

desses racionais, existe 0 < § < 1 tal que (zp — 4,20 + §) ndo contém
nenhum desses finitissimos pontos. Assim, se |z — zy| < J, entdo

1
0§t(x)<ﬁ<5,

e t é continua em x.

Se zg = p/q é racional na forma reduzida, toda vizinhanca de z, con-
tém irracionais y, para os quais t(y) = 0, enquanto t(zg) = 1/q > 0.
Logo ¢ é descontinua em .
Portanto o conjunto de descontinuidades é

Dt = Q N [a7 b]a

que é enumeravel e, pela Proposigao 10.21, tem medida zero. Pelo
Critério de Lebesgue, t € Riemann-integravel.

Como todo subintervalo contém irracionais, o infimo de ¢t em cada
subintervalo é 0. Portanto

L(t,P)=0
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para toda particao P, e consequentemente

/abt(x) dx = 0.

10.7 A funcao integral e o Teorema
Fundamental do Calculo

A definicao de Darboux nao usa primitivas. Agora podemos pergun-
tar quando a integral produz uma primitiva.

Fixe f € Rla,b] e defina

F(:v):/If(t)dt7 x € [a,b].

10.27 Teorema. Se |f(z)| < M em [a,b], entdo
[F(y) — F(x)| < Mly — =

para todos z,y € [a,b]. Em particular, F' é Lipschitz e, portanto,
continua.

Demonstragcdo. Suponha z < y. Pela aditividade,

F) - Fo) = [ sy
Pelo Coroléario 10.17,
F) - F@I < [ 170]d < MGy - 2).
Se y < x, basta trocar os papéis de = e y; para = = y, a desigualdade

é trivial. 0

10.28 Teorema (Teorema Fundamental do Calculo 1). Se
f € Rla,b] é continua em zq € (a,b), entdo a funcao

F(z) = / F(t) dt
é diferenciavel em z, e

F'(x0) = f(z0).

Em particular, se f é continua em [a,b], entdo F’' = f em (a,b),
com as derivadas laterais correspondentes nos extremos.
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Demonstracdo. Para h # 0 suficientemente pequeno,

Aol =Fo) _ 2 f " fwyan

h T h

Zo

Subtraindo f(x),

F({Eo + h) — F(.’K()) B 1 zot+h

Logo

F(xzo+ h) — F(x0)
: o & — f(wo)

< sup |f(t) = f(zo)|.

o t entre xg e zo+h

O lado direito tende a 0 pela continuidade de f em z.

Nos extremos a e b, 0 mesmo argumento € aplicado apenas para h > 0
ou h < 0, respectivamente, produzindo as derivadas laterais corres-
pondentes. O

A reciproca, no sentido adequado, é a segunda parte do teorema.

10.29 Teorema (Teorema Fundamental do Calculo Il). Se
G : [a,b] -+ R é continua em [a,b], diferenciavel em (a,b), € a
derivada G’ admite uma extensao h € Rla,b], entdo

b
/ h(z) dz = G(b) — G(a).

Pelo Teorema 10.18, o valor da integral nao depende dos valo-
res escolhidos para a extensao nos extremos. Por isso escreve-
remos simplesmente
b
/ G'(z) dx.
a

Demonstragdo. Seja P = {xy,...,z,} uma particao. Pelo Teorema do
Valor Médio, para cada i existe &; € (x;_1,7;) tal que

G(JSZ) — G(.fi,l) = Gl(fl)Aaﬁl = h(fl)sz

Somando,

n

G(b) — Gla) = Y h(&)Aw;.

i=1
O lado direito é uma soma de Riemann de k. Pelo Teorema 10.10,
quando a malha tende a zero essas somas convergem para

/a () d.

b
G(b) — Gla) = / &' () da.

Logo
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10.30 Corolario (Formula de Newton-Leibniz). Se f é con-
tinua em [a,b] € G € qualquer primitiva de f, entao

b
/ F@)dz = G(b) — Gla).

Demonstragdo. No interior de [a,b], temos G’ = f. Como f é continua,
f € Rla,b] e fornece uma extensdo Riemann-integravel da derivada
aos extremos. Aplique o Teorema Fundamental do Calculo II. O

Integracao por partes e mudanca de varia-
vel

10.31 Teorema (Integracao por partes). Se f,g sdo conti-
nuas em [a, b], diferenciaveis em (a,b), e as fungdes f'g e fg', de-
finidas em (a,b), admitem extensdes Riemann-integraveis a [a, b,
entao

/ f(x)g'(z) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f'(@)g(x) dz.

Como no Teorema Fundamental do Célculo II, os valores esco-
lhidos para as extensoes nos extremos nao alteram as integrais.

Demonstracgdo. A fungao fg é diferencidvel em [a,b], €
(f9) =g+ fg.
Pelo Teorema 10.15, a derivada (fg)’ € Riemann-integravel, pois f'g e

fg' sdo integraveis por hipétese. Aplicando o Teorema Fundamental
do Calculo II,

b b
FO)9b) - f@)gla) = [ F@)g(a)da+ [ 1)y @)
e basta rearranjar os termos. ]

10.32 Teorema (Mudanca de variavel). Se ¢ : [o, 8] — [a,b]
é de classe C' e f: [a,b] — R é continua, entdo

B ©(B)
/f@@W@ﬁ:/ fz) de.
o e(a)
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Demonstragdo. Defina

F(x) = /g: )f(u) du.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo I, I’ = f. Pelaregra da cadeia,

(Fow)'(t) = fe(t)¢'().

Como fo ¢ e ¢ sdao continuas, o produto é continuo e, portanto, Ri-
emann-integravel. O Teorema Fundamental do Célculo II aplicado a
F oy em [, (] fornece

B
/ () () dt = F((8)) — Fl(a)),

que é exatamente

P (B)
/ f(z)da.
p(a)

10.8 Integral de Riemann-Stieltjes

Na integral de Riemann, cada subintervalo [z;_;,z;] recebe o peso
Ty —Tj—1.

Nada obriga, porém, que a acumulacao seja medida pelo compri-
mento. Seja « : [a,b] — R uma funcdo nao decrescente. Podemos
medir o subintervalo pela variacao

Aa; = afz;) — alzi—1).

Quando «a(x) = z, recuperamos a teoria anterior. Quando « tem sal-
tos, parte do peso fica concentrada em pontos. Essa possibilidade é
a novidade essencial da integral de Stieltjes.

10.33 Definicao. Se f: [a,b] — R é limitada, « : [a,b] - R é nao
decrescente e P = {zy, ..., x,}, definimos

La(f, P) =) mi(a(@:) — a(wi_1)),
=1

Ua(f,P) = ZMZ» (alz;) — alzi_1)),

onde
m; = i?f 1, M; = sup f.
3 iz

Como « é nao decrescente, todos os pesos Aq; sdao ndo negativos. O
argumento de refinamento usado para as somas de Darboux perma-
nece valido sem mudanca essencial.

Integral de Riemann-Stieltjes
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10.34 Teorema. Se QQ refina P, entao

Lo(f,P) < Lo(f,Q) < Ua(f, Q) < Ua(f, P).

Demonstragdo. Como no caso de Darboux, basta inserir um Unico
ponto ¢ € (z_1,xx). Escreva

Aa = a(zg) — a(zg—1),

Ad' = alc) — a(zg_1), Ad” = a(zy) — ale).

Como « é ndo decrescente,
Ad/,Ad” >0, Aa = Ad + Ad”.

Se m,m/,m” sdo os infimos de f no intervalo original e nos dois su-
bintervalos, entao m < m’,m”, e portanto

mAa < m'Ad’ +m"Ad”.

Logo a soma inferior ndao diminui. O argumento com supremos mos-
tra que a soma superior ndo aumenta. Inserindo sucessivamente os
pontos de um refinamento, obtemos as desigualdades externas. A
desigualdade

La(f,Q) < Ua(f, Q)

segue termo a termo de m; < M; e Aq; > 0. O

10.35 Corolario. Para quaisquer particoes P,Q de [a,b],

La(f, P) < Ua(f, Q).

Demonstragdo. Para o refinamento comum R =P UQ,

Lo(f, P) < Lo(f, R) < Us(f, R) < Us(f, Q).

Se |f| < M, entdo, para toda particao P,
~M(a(b) — a(a)) < La(f, P) < Ua(f, P) < M(a(b) - a(a)).
Assim, as familias de somas inferiores e superiores sao, respectiva-

mente, limitadas superior e inferiormente. Além disso, pelo Corola-
rio 10.35, toda soma inferior é menor que toda soma superior.

10.36 Definicao. Definimos

b )
/Lfda:sgpLa(f,P), /a fda:ir;fUa(f,P).

Dizemos que f é Riemann-Stieltjes integravel em relacao a o

Integral de Riemann-Stieltjes
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quando as duas quantidades coincidem. Nesse caso escrevemos

/abfda

e denotamos f € R(«; [a,b]).

/abfda</abfda.

A integral de Riemann é o caso

Pelo Coroléario 10.35,

a(z) = x.

10.9 Caracterizacoes da integrabili-
dade de Stieltjes

A teoria de Darboux reaparece quase palavra por palavra, mas com
os comprimentos Az; substituidos pelas variagées Aq;.

10.37 Teorema (Critério de Darboux-Stieltjes). Uma fun-
¢ao limitada f pertence a R(«;|[a,b]) se, e somente se, para todo
¢ > 0 existe uma particao P tal que

Ua(f’P)_La(.ﬂP) <e.

Demonstrag¢do. Se

b
Iz/ f da,

entdo, pela definigdo de supremo e infimo, existem particoes P, P,
tais que
La(fP)> 15, UdfiP)<I+z.
Para o refinamento comum P = P, U P,,
La(faP)ZL()/(fapl)a U()/(fap)SU()/(faF)Q)a

e assim
Ua(faP) _La(fvp) <e.

Reciprocamente, suponha que para todo ¢ > 0 exista P com
Uﬂt(faP) _La(f7p) <e.
Como

b b
h@ﬂﬁ/fmé/fMS%%ﬂ7

a diferenca entre as integrais superior e inferior € menor que ¢ para
todo € > 0. Logo elas coincidem. O
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Como

n

Ualfs P) = La(f, P) = > _w(f; Ii) (olws) — (i 1)),

i=1

obtemos imediatamente:

10.38 Corolario (Critério de oscilacao ponderada). Temos
f € R(«;[a,b]) se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe P tal que

n

Z w(f; I;)Aa; < e.

i=1

Demonstragdo. Para toda particao,

Uo((f,P) - LOé(fv P) = Zw(faIZ)AO/Y

K2

A conclusdo é exatamente o Critério de Darboux-Stieltjes escrito
nessa forma. O

Somas de Riemann-Stieltjes

Para uma particao marcada (P, ¢), defina

n

Sa(f; P,§) = Zf(fi)(a(zi) —a(wi—1)).

i=1

10.39 Teorema (Caracterizacao por somas de Stieltjes).
Para uma funcdo limitada f, sdo equivalentes:

1. f € R(w]a,b));

2. existe I € R tal que, para todo ¢ > 0, existe uma particao P,
para a qual toda particdao marcada (P,¢) com P refinando
P, satisfaz

ISa(f; PE) — 1| <e.

I:/abfda.

Demonstragdo. Suponha primeiro que

J:/abfda

exista. Pelo Critério de Darboux-Stieltjes, dado ¢ > 0, escolha 7, tal
que

Nesse caso,

Ua(f, Py) — Lo(f, Py) < e.
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Se P refina P,, entao
La(f, Po) < La(f, P) < Sa(f; P,€) < Ualf, P) < Ua(f, Po)-

Como J também pertence ao intervalo entre as somas inferior e su-
perior,
ISa(f; P,&) — J| <e.

Reciprocamente, suponha que exista I com a propriedade do item 2.
Fixe ¢ > 0 e escolha Py = {zy,...,z,} de modo que toda soma marcada
associada a um refinamento de P, fique a menos de ¢/4 de I.

Para cada i com Aq; = a(z;) — a(z;—1) > 0, escolha marcas &, ¢ € I
tais que
g

M= S < 4(a(b) — ala) + 1)

4(a(b) —ala) + 1)

Nos intervalos com Aa; = 0, as marcas sao irrelevantes. Entdo

&) —mi <

Ua(f, Po) = Salf; Po,6T) <

b

NS

Sa(f;Rhf_) - Loz(fv -P()) <

Como as duas somas marcadas estao a menos de ¢/4 de I, segue que

=] m

Ua(f, Po) = La(f, Py) <.
Logo f € R(«;[a,b]).

Para identificar I, aplique a primeira parte ao valor

J:/abfda.

Dado 5 > 0, escolha uma particdo que refine simultaneamente as
particOes associadas a I e a J. Qualquer soma marcada desse refina-
mento fica a menos de n de ambos; portanto

[T —J| < 2n.

Como n é arbitrario, I = J. O

10.40 Teorema (Linearidade em relacao ao integrando).
Se f,g9 € R(a;[a,b]) e r,s € R, entao

rf+sg € R(w;[a,b])

/ab(rf—l—sg)da:r/abfda—ks/abgda.
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Demonstracdo. Para toda particao marcada,

Sa(rf+sg; P,§) =rSa(f; P,§) + sSa(g; P,§).

Dados ¢ > 0, use o Teorema 10.39 para escolher partigoes-base para
f e g, com erros suficientemente pequenos, e tome um refinamento
comum. A identidade acima mostra que todas as somas do refina-
mento convergem para

b b
’I"/ fda+s/ gda.

A caracterizagao por somas conclui a prova. |

10.41 Teorema (Linearidade em relacao ao integrador).
Se o, 3 sdo ndo decrescentes, r,s > 0, e f € Riemann-Stieltjes
integravel em relacdo a a e a 3, entao f é integravel em relagdo
arat+sge

/abfd(roz—i-sﬁ)zr/abfdoz—i—s/:fdﬁ.

Adicionar uma constante ao integrador nao altera a integral.

Demonstracdo. Para qualquer particao marcada,

Sratsp(f; P, &) = rSa(f; P,&) + sSa(f; P,€).

Escolha particoes-base para as duas integrais e tome um refina-
mento comum. A caracterizacao por somas de Stieltjes fornece a
féormula. A ultima afirmacgao segue porque os incrementos de um
integrador constante sao todos nulos. O

Para a integral de Stieltjes, a formulacao por refinamentos é mais
natural que a formulagao puramente pela malha: uma funcao o pode
concentrar uma quantidade positiva de variacao em um tnico ponto.

10.42 Exemplo (Por que refinamentos sao necessdrios). Em
[-1,1], defina

a(x):{o, z <0, f(x):{o, z <0,

1, x>0, 1, z=>0.

A funcao f é Riemann-Stieltjes integravel em relacao a «, com inte-
gral 0. De fato, tome
Py ={-1,0,1}.

Em qualquer refinamento de P, o Gnico incremento ndo nulo de «
ocorre no subintervalo que termina em 0, e f é identicamente nula
nesse subintervalo. Logo todas as somas marcadas de todos os refi-
namentos de P, valem 0.

Por outro lado, podemos escolher partigoes P, com

[Palf — 0
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e contendo um subintervalo

1 1

2n’ 2n
que atravessa 0. Nesse subintervalo o incremento de o vale 1. Se
a marca for escolhida a esquerda de 0, a contribuicao é 0; se for
escolhida a direita, a contribuicdo é 1. Portanto as somas marcadas

nao convergem uniformemente nas marcas quando apenas exigimos
||P|| — 0.

Se a é continua, essa dificuldade desaparece.

10.43 Corolario. Se « é continua e nao decrescente, entdo
f € R(a;a,b]) com integral I se, e somente se, para todo ¢ > 0
existe § > 0 tal que

[Pl <6 = [Salf;P &) — 1| <e

para toda particdo marcada.

Demonstragdo. Suponha primeiro que

I:/abfda.

Fixe € > 0. Pelo Teorema 10.39, escolha
P():{a:t0<t1<-'-<tm:b}

tal que toda soma marcada de todo refinamento de P, esteja a menos
de ¢/2 de I.

Se m = 1, qualquer particao refina P,. Suponha m > 2 e ponha M =
Iflloc- Pela continuidade uniforme de «, existe 6 > 0 tal que, sempre

que |u—wv| <4,
g

la(u) — a(v)| < -1 51

Se P tem malha menor que ¢, ponha R = PU P,. A passagem de P
para R altera apenas os subintervalos de P que contém algum dos
pontos ti,...,t,m—1. Ha no maximo m — 1 deles. Escolhendo marcas
em R como no argumento do Teorema 10.10, obtemos

Salfs PO = SalfiRm)|<2M Y Aa<:.

intervalos afetados
Como R refina Py, -
|S(1(va7’r]) - I| < §a

e portanto
|Sa(f7Pu§) _I‘ <e.

Reciprocamente, suponha que a condigdao da malha valha para al-
gum /. Dado ¢ > 0, escolha § > 0 de modo que toda soma marcada
associada a uma particao de malha menor que ¢ fique a menos de ¢/4
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de I. Escolha uma particao P com ||P|| < . Aproximando, em cada
subintervalo, o supremo e o infimo de f por valores de f, obtemos
marcas £7, £ tais que

Ua(fvp) 7Sa(f;Paf+) <

)

(OIS O

Sa(f;Pvgi)*La(f,P) < —.

As duas somas marcadas estao a menos de /4 de I. Logo

=~

Us(f,P)— Lo(f,P) < e.

O Critério de Darboux-Stieltjes prova a integrabilidade, e a unici-
dade no Teorema 10.39 mostra que o valor da integral é I. O

10.10 Funcoes Stieltjes-integra-
veis

10.44 Teorema. Se f é continua em [a,b] € a € nao decres-
cente, entao
f € R(es [a, b)).

Demonstragdo. Como f é uniformemente continua, dado ¢ > 0 existe
uma particao P suficientemente fina para que

3

w(fi ;) < T+ a(b) —ala)

para todo i. Entao

Ua(fap) *La(f,P) - ZW(]E,IZ)AOZZ < €.

K3

O resultado complementar exige continuidade do integrador.

10.45 Teorema. Se f é monotona e « é continua e nao decres-
cente em [a, ], entdo
f € R(a;[a, b]).

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja nao decrescente. Para
uma particao P,
w(fs ;) = f(xi) — f(@i-1),
e portanto
Ualf, P) = La(f,P) =D (f(2:) = f(zi1)) Aey
< (mzax AO@) Z(f(fvz) - f(xi—l))

= (max Aay) (£(5) - f(@)).

Funcdes Stieltjes-integraveis
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Como « é uniformemente continua, podemos escolher uma particao
de malha suficientemente pequena para tornar max; Ac«; arbitraria-
mente pequeno. O Critério de Darboux-Stieltjes conclui.

Se f é nao crescente, entdo —f é ndo decrescente. O caso anterior e
a linearidade em relagao ao integrando, Teorema 10.40, concluem
a prova. O

Conjuntos a-nulos

Quando o é continua e nao decrescente, existe uma versao ponde-
rada do critério de Lebesgue.
10.46 Definicao. Se

J = (u,v)Nla,b

¢ um intervalo aberto relativo de [a,b], definimos seu a-
comprimento por

|| = a(min{v, b}) — a(max{u,a}).

Um conjunto E C [a,b] é a-nulo se, para todo ¢ > 0, existem inter-
valos abertos relativos Ji, Js, ... tais que

o0
EC U Ty
k=1

o0
Z |Jk|a < &
k=1

Para «(z) = z, recuperamos a nog¢ao usual de medida zero.

10.47 Proposicao. Suponha que « seja continua e ndo decres-
cente.

1. todo subconjunto de um conjunto a-nulo é a-nulo;
2. toda unido enumeravel de conjuntos a-nulos é a-nula;

3. todo conjunto enumeravel é a-nulo.

Demonstragdo. O primeiro item é imediato. Para o segundo, se

e cada E, é a-nulo, cubra E, por intervalos cuja soma das variagoes
de « seja menor que ¢/2". A reuniao dessas coberturas tem variagao
total menor que «.

Funcdes Stieltjes-integraveis
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Para o terceiro, basta mostrar que um ponto é a-nulo. Fixe x € [a,b] €
e > 0. Pela continuidade de «, podemos escolher um intervalo aberto
relativo J contendo z de modo que

[J]o < e.

Logo {z} é a-nulo, e o item 2 conclui o caso enumeravel. O

10.48 Teorema (Critério de Lebesgue-Stieltjes). Suponha
que « seja continua e nao decrescente e que f seja limitada em
[a,b]. Entdo

f € R(a;la,b])) <= Dy é a-nulo.

Demonstragdo. Para m ¢ N, defina

m

D, = {J;E [a,b] : wp(z) > 1}.

Pelo Lema 10.23, cada D,, é fechado. Além disso,

Dy = DDW

m=1

pela caracterizacao da continuidade pela oscilagao e pela proprie-
dade arquimediana, exatamente como na prova do Teorema 10.25.

Suponha primeiro que f € R(«;[a,b]). Fixe m e € > 0. Pelo critério de
oscilagcao ponderada, escolha uma particao P = {xzg,...,z,} tal que

Zw(f;[i)Aai < ﬁ

%

Nos subintervalos para os quais

a soma das variagdes Aq; € menor que /4. Todo ponto de D,, que
ndo pertenca a particao esta no interior de um desses subintervalos.

Como « é continua, podemos alargar ligeiramente os finitissimos su-
bintervalos selecionados para intervalos abertos de modo que a soma
das variacoes de « fique menor que ¢/2. Pela Proposicao 10.47, os
finitissimos pontos da particao também podem ser cobertos porinter-
valos de variacgao total menor que /2. Logo D,, é a-nulo. Aplicando
novamente a Proposicao 10.47,

[
(G
o
3

Dy
é a-nulo.

Reciprocamente, suponha que D, seja a-nulo. Se f =0, o resultado
¢ imediato. Suponha

lfl <M com M > 0.
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Fixe e > 0. Se a(b) = a(a), todas as somas de Stieltjes sao nulas e nao
ha o que provar. Caso contrario, escolha n > 0 tal que

n(a(b) - a(a)) < g

O conjunto
K, ={z:w¢(z) >n}

é compacto e esta contido em Dy; logo é a-nulo. Escolha intervalos
abertos relativos G4, G, ... cobrindo K, e satisfazendo

3
Z 1Gjla < IM
J
Pela compacidade de K,, basta uma subfamilia finita G1,...,G.,.
No compacto
@, \ | G;

j=1

temos wy(z) < n. Para cada ponto desse compacto, escolha uma vi-
zinhanca aberta V, na qual a oscilacao de f seja menor que . Uma
subfamilia finita Vi,...,V, ja cobre o compacto. Portanto

G17"'7GT7V17"'7VS

€ uma cobertura aberta finita de [a, b]. Pelo Lema 10.24, escolha uma
particao P de malha tao pequena que cada subintervalo I; esteja con-
tido em um desses abertos.

Se I; C V,, entao
w(f; ;) <.

Nos demais subintervalos usamos w(f;I;) < 2M. Para os subinter-
valos contidos na unido dos G;, a soma dos incrementos de « é no

maximo
T
> 1G5 la-
j=1

De fato, podemos atribuir cada subintervalo a um dos G, que o con-
tém; para um j fixo, a soma dos incrementos de « sobre subintervalos
disjuntos contidos em G, nao excede |G;|,, pela monotonicidade de
«. Consequentemente,

U(x(fv P) - La(fa P) = Zw(.f;li)Aai

<2M 37 (Gjlo +n(alb) ~ afa))
< €.

O Critério de Darboux-Stieltjes conclui a prova. O

Esse teorema explica precisamente o papel dos saltos do integrador.
Quando « possui um salto, um ponto isolado pode carregar peso po-
sitivo; nesse ponto, uma descontinuidade de f deixa de ser desprezi-
vel.

Funcdes Stieltjes-integraveis
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10.11 Saltos e pesos concentrados

Considere, para c € (a,b], a funcao

0 :
Hc(x){’ T <c,

1, z>c

Ela é ndo decrescente e possui um unico salto, de tamanho 1, em c.

10.49 Teorema. Se f : [a,b] — R é limitada e continua em ¢,
entado

/:dec ~ f(e).

Mais geralmente, se
alz)=C+ ijch (z), pj >0, ¢; € (a,b],
j=1

e f é continua em cada c;, entao

b m
/ fdo=> p;f(c;).
a le

Demonstragcdo. Comecemos com um unico salto. Fixe ¢ > 0. Pela
continuidade de f em ¢, existe u < ¢ tal que

|f(z) — f(c))<e parau<z<c

Escolha uma partigdo P, que contenha u e c. Em qualquer refina-
mento P de P,, todos os incrementos de H. sao nulos, exceto o in-
cremento do tnico subintervalo cuja extremidade direita é c. Esse
incremento vale 1, e tal subintervalo esté contido em [u, c].

Assim, para qualquer sistema de marcas,

Su.(f; P,§) = f(&)

para alguma ¢ € [u,c]. Consequentemente,

|Su, (f; P,&) — f(o)] <e.
Pelo Teorema 10.39, ,
/ fdH. = f(c).

Para
m
o = C’+ijHc_7.7
j=1

a constante C nao contribui para os incrementos. Aplicando a linea-
ridade em relacdo ao integrador, Teorema 10.41, obtemos

b m b m
/ deéZZPj/ fdHe, = pif(c;).
a j=1 @ Jj=1

Saltos e pesos concentrados
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10.50 Observacao. A escolha
H.(x)=0 (z<e¢), H(x)=1 (z>¢)

fixa uma convencao para o salto. Com essa convengao, o peso do
salto aparece no subintervalo que termina em c. Por isso, no caso
de um tunico salto, bastaria supor continuidade de f pela esquerda
em c. Exigimos continuidade em ¢ no enunciado para evitar carregar
convengoes laterais ao longo do capitulo.

Esse exemplo mostra a diferenca conceitual entre Riemann e Sti-
eltjes. A medida por comprimento ignora pontos isolados; um inte-

grador com saltos pode atribuir peso positivo exatamente a esses
pontos.

10.12 Quando da se reduz a um
peso dx

A outra situagdo fundamental ocorre quando a variagdo de o esta
distribuida continuamente.

10.51 Teorema. Suponha que a € C'[a,b] seja ndo decres-
cente e que f € R[a,b]. Entdo

/abfda = /abf(x)o/(x)da:

Demonstracdo. Como o' é continua, o Teorema 10.11 mostra que
o' € Rla,b]. Pelo Teorema 10.15, a fungao

z— f(z)a(x)

também é Riemann-integravel.

Seja (P,€) uma particdo marcada. Em cada subintervalo [z;_1,2;], 0
Teorema do Valor Médio aplicado a « fornece »; € (x;_1, ;) tal que

Oé(l‘l) - OL(IEi_l) = a/(m)Azz

Logo
u(fi P€) = foz () A,

Por outro lado, a soma de Riemann de fo’ com as mesmas marcas é
S(fa'; P¢) = Zf &) (&) Ax;.
Se M = || f||~, entao
|Sa(fs P.€) = S(fa/s P.E) < MY |a/ () — o (&) Az

< M(b—a)wa (|P]),

Quando da se reduz a um peso dx
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onde
wo (0) = sup{la’(z) — o/ (y)| : [z —y| < 3}

Como o' é uniformemente continua,

Wa(0) — 0 (6 —0).

Pelo Teorema 10.10,

b
S(fa/s P.g) —» / f(@)o!(z) da

uniformemente nas marcas quando ||P|| — 0. Portanto as somas de
Riemann-Stieltjes tém o mesmo limite. Como « é continua, o Coro-
lario 10.43 conclui que

/abfda - /abf(x)o/(x) da.

Em particular, para a(z) = z,
da = dx

no sentido da integral.

10.13 Integradores de variacao li-
mitada

A hipétese de que o seja nao decrescente garante pesos ndo nega-
tivos. Podemos ir além permitindo que o integrador tenha variacao
total finita.

10.52 Definicao. Para a: [a,b] — R e uma particao P, defina

n

V(a, P) = Z la(x;) — a(ziz1)].

=1

Dizemos que « tem variacao limitada em [a, b] quando existe M >
0 tal que
V(a,P) <M

para toda particao P de [a, b].
Nesse caso, o conjunto

{V(a, P) : P partigao de [a,b]}

€ ndo vazio e limitado superiormente. Pela completude de R, pos-
sui supremo. Definimos entao a variacao total de o por

V2(a) = sup V(a, P).
P

Integradores de variacao limitada
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Adotamos também a convengao

Vi(a) = 0.

10.53 Proposicao. Se o tem variacao limitada em [a,b] €
[a’,b'] C [a,b],

entao a restricao de « a [d¢/,V’] também tem variacao limitada.
Além disso,

Vi (@) < V2 ().

Demonstragdo. Se P é uma particao de [d¢/,V'], acrescente a P 0s pon-
tos a,a’, b, b, quando distintos, obtendo uma particao Q de [a, b]. Todos
os termos que aparecem em V(«, P) também aparecem em V (o, Q),
possivelmente junto com termos adicionais ndao negativos. Logo

V(e, P) < V(a,Q) < VY(«).

Portanto as variacoes das particoes de [/, V'] sdo uniformemente limi-
tadas; tomando o supremo, obtemos a desigualdade desejada. O

10.54 Proposicao. Toda fungdao mondtona em |[a,b] tem varia-
¢do limitada. Mais precisamente, se « é ndo decrescente,

V7 (a) = a(b) - afa),

Demonstracdo. Se « é ndo decrescente, entdo, para toda partigdo,

V(a,P) = Z(a(xl) —a(zi—1)) = alb) — a(a).

B

Logo o supremo dessas variagdes tem o mesmo valor. O caso ndo

crescente € analogo, pois todos os incrementos tém sinal ndo posi-
tivo. 0

10.55 Proposicao. Toda funcao « : [a,b] — R de variagao limi-
tada é limitada. Mais precisamente,

loa(z)| < |a(a)] + V2 (a) para todo z € [a, b].

Integradores de variacao limitada
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Demonstragdo. Para qualquer z € [a, ],
la(z) — ala)] < Vi(@) < V(o).

Logo
la(2)] < |a(a)| + |a(z) — ala)| < a(a)] + V; (a).

10.56 Teorema (Decomposicao de Jordan). Uma funcao
a : [a,b] — R tem variacao limitada se, e somente se, pode ser
escrita como diferenca de duas fungdes nao decrescentes.

Demonstragdo. Suponha primeiro que
o= ] — g,

com a7, ap nNao decrescentes. Para qualquer particao P = {xg,...,z,},

V(a, P) = Z |[Aa (i) — Aas(i)]

< Z Ao (i) + Z Aay(i)

= a1(b) — ai(a) + az(b) — as(a).

Tomando o supremo em P, vemos que o tem variacao limitada.

Reciprocamente, suponha
V() < oo
e defina
V(z) =V (), a <z <b.
Essa quantidade é finita, pois

Vi(a) < V7 (a).
Se z <y, qualquer particao de [, z], acrescida dos pontos z, y, fornece
Viy) 2 V(z) +laly) — a(z)].

Mais precisamente, tomando supremos sobre as particoes de [a, z],

V(y) = V(z) = |aly) — alz)].

Defina ” §
a(x) = (x) ;’CI(CC)’ as(z) = (2) ; a(x)
Para = < y,
o) - ot - VLol 0]
pois

V(y) = V(z) > laly) — a(x)] > —(a(y) — a(z)).
Do mesmo modo,

aa(y) — as(z) = LW = V(@) ;(a(y) —a(@) _

Logo a; e as sao nao decrescentes e

a= Qa1 — Qa.
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A integral para integradores de variacao li-
mitada

Para uma funcao « de variacao limitada, usaremos a decomposigao
canoOnica produzida na prova do Teorema 10.56:

azai-a,  a)="01)

As duas fungdes o e a_ sdao nao decrescentes.

10.57 Definicao. Dizemos que f ¢ Riemann-Stieltjes inte-
gravel em relacao a uma funcao o de variacao limitada se f
¢é integravel em relacao a o, e a o_. Nesse caso, definimos

/abfdaz/:fda+—/abfda_.

10.58 Corolario (Convergéncia das somas para integra-
dores de variacao limitada). Se f é integravel em relacao a
uma funcao « de variagao limitada, entdo, para toda partigao
marcada, continuaremos a escrever

Salf; P,&) = Zf(fi)(a(fci) —a(zi-1)).

Para todo ¢ > 0, existe uma particao P, tal que, para todo refina-
mento marcado (P,§) de Py,

b

Sulf; P.E) —/ f da

a

<e.

Demonstragdo. Escreva
a=04y —Q_.

Entao

Sa(f§P7§) = S<y+(f;P7€) _S(y,(fQPaf)-

Aplique o Teorema 10.39 as duas integrais, com erro /2, e tome um
refinamento comum das duas partigoes-base. O

10.59 Corolario. Se f é continua e o tem variacdo limitada,

entdo ,
/ fda

existe.

Integradores de variacao limitada

311



Analise Real / Integracao

Demonstracdo. As funcoes o, e a_ sao nao decrescentes. Pelo Te-
orema 10.44, uma funcgdo continua f é integravel em relacdo a am-
bas. O

A decomposicdo candnica torna a definicdo acima inequivoca. Além
disso, se

a =1 — P

€ outra decomposicdo em fungdes nao decrescentes e f também é
integravel em relacdo a 3; e /3., entdo o valor obtido por essa decom-
posicao coincide com o valor canonico. De fato,

oy +Pr= 1o,

Pela linearidade em relacao ao integrador, Teorema 10.41,

[ tda+ [sas= [ras+ [ raa.

e as duas diferencgas coincidem.

10.60 Teorema (Integracao por partes de Stieltjes). Su-
ponha que f e o tenham variacao limitada e que as duas inte-
grais de Stieltjes abaixo existam. Entdo

b b
/fda+/ adf = f(b)a(b) — fa)ala).

Em particular, a férmula vale quando f e o sdo continuas e de
variacao limitada.

Demonstracdo. Escreva as decomposigdoes canonicas

a=ay—a,  f=fr-[f.

/abfda

significa que f é integravel em relacao a «, e «_; analogamente, a
existéncia de ,
/ adf
a

significa que «a é integravel em relagdoa f, e f_.

A existéncia de

Fixe ¢ > 0. Pela caracterizacdao por somas de Stieltjes, podemos es-
colher uma tunica partigdo P, tal que, para todo refinamento P =
{zo,...,z,} de Py, as somas com marcas nas extremidades satisfacam

<e€

b
3 (@) ae:) ~ alwin)) - [ fda

< €.

Zo‘(xi%)(f(iﬁi) — fzio1)) - / adf

i

Integradores de variacao limitada
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Isso segue do Coroldrio 10.58, aplicado as duas integrais, tomando
depois um refinamento comum das particdes-base.
Para toda partigdo P, vale a identidade algébrica exata
f@i)a(z;) — f(@i—1)a(zi-1)
= f(xi)(e(z) = alzi1)) + a(zio1) (f(z:) = f(zio1))-
Somando em i, obtemos

F(B)ab) — f(a)a(a) = Z fx:)Aa; + Z o)A f;.

As duas somas do lado direito ficam, para todo refinamento suficien-
temente fino no sentido de refinamento, a menos de ¢ das integrais
correspondentes. Logo

b b
f(b)a(b)—f(a)a(a)—< / fda+ / adf>

Como ¢ é arbitrario, segue a formula desejada. O

< 2e.

10.14 O que as duas integrais estao
medindo

A integral de Riemann corresponde ao integrador identidade:

b b
/ f(z)de = / fda  quando «(z) = z.

Se a € C'[a,b] é ndo decrescente,

/a ' fda = / ' fla)al(e) da.

para toda f € R[a,b]; nesse caso, a variagao de « atua como uma
densidade.

Se a € uma funcao degrau com saltos p; nos pontos ¢;, e f é continua

nesses pontos,
b
[ tda=3nrte).
@ J

e a integral se torna uma soma ponderada.

Esses dois extremos revelam a ideia central:

‘ Riemann acumula usando comprimento ‘

‘ Stieltjes acumula usando variacgao. ‘

A integral de Stieltjes contém, numa mesma linguagem, integrais
ponderadas e somas discretas. Essa flexibilidade serd uma das pon-
tes naturais entre Andlise, Probabilidade e teoria da medida.

313



Analise Real / Integracao

10.15 Exercicios

Ex. 10.1 — Seja f : [a,b] — R limitada. Prove diretamente, a partir

das definigoes, que o
b b
<]z

Ex. 10.2 — Calcule as integrais inferior e superior da funcao de Di-
richlet em [0, 1].

Ex. 10.3 — Seja f limitada em [a, ] € suponha que f seja nula fora
de um conjunto finito. Prove que f é Riemann-integravel e que

/abf:().

Ex. 10.4 — Seja f : [a,b] — R limitada e suponha que o conjunto

E={z€la,b]: f(z) # 0}

seja enumeravel. Suponha ainda que f seja continua em todo ponto
de [a,b] \ E. Prove que f é Riemann-integravel e que

/abfo.

Ex. 10.5 — Prove que uma fungdo com um ntmero finito de descon-
tinuidades em [a,b] € Riemann-integravel sempre que for limitada e
continua fora desses pontos.

Ex. 10.6 — Seja f € R[a,b]. Prove que, se
m< f(z) <M

para todo z, entao

b
m(b— a) S/ f(z)dx < M(b—a).

Ex. 10.7 — Prove que, se f € Rla,b] e

/ab (@) de =0,

entao f(z) = 0 em todo ponto de continuidade de f.

Exercicios
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Ex. 10.8 — Seja f continua e nao negativa em [a,b]. Prove que

/abfzo — f=0.

Ex. 10.9 — Prove o teorema do valor médio para integrais: se f é
continua em [a, b], existe ¢ € [a,b] tal que

b
/ f(@)dz = f(e)(b - a).

Ex. 10.10 — Se f,g € R[a,b] € g > 0, prove que existem m, M tais que

b b b
m/gé/fgéM/m

onde m = inf f e M =sup f. Se f é continua, deduza que existe c € [a, V]
com

/a ' fe)oe) dz = (0 / pers

Ex. 10.11 — Prove diretamente pelo critério de Darboux que a fun-
c¢ao de Thomae é Riemann-integravel em [0,1] e tem integral zero,
sem usar o critério de Lebesgue.

Ex. 10.12 — Retome o conjunto de Cantor do Exemplo 6.88. Mos-
tre que ele tem medida zero.

Ex. 10.13 — Use o critério de Lebesgue para mostrar que a funcao
indicadora do conjunto de Cantor é Riemann-integravel.

Ex. 10.14 — Seja F(z) = [ f(t)dt, com f € Ra,b]. Prove que F é
Lipschitz e determine uma constante de Lipschitz em termos de f.

Ex. 10.15 — Dé um exemplo de funcao Riemann-integravel f para
a qual a funcao integral

Flz) = / F(1) dt

nao seja diferencidvel em algum ponto.

Ex. 10.16 — Prove o Teorema Fundamental do Calculo I usando
apenas as somas superior e inferior, sem recorrer a estimativa do
Teorema 10.27.

Exercicios
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Ex. 10.17 — Seja G continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b). Su-
ponha que G’ admita uma extensao Riemann-integravel a [a,b]. Prove
novamente

/b G’ = G(b) - G(a)

usando diretamente a caracterizagdao por somas de Riemann.

Ex. 10.18 — Seja

afr) = 22

/O . da(z)

de duas formas: pela definicao de Stieltjes e pelo Teorema 10.51.

m [0, 1]. Calcule

Ex. 10.19 — Seja H. a funcao degrau definida no texto. Mostre
que, se f ndo € continua em ¢, entdo f pode deixar de ser Riemann-
Stieltjes integravel em relacao a H..

Ex. 10.20 — Para
alz) = ijch (z), pj >0, ¢; € (a,b],
j=1
prove diretamente pelas somas de Darboux-Stieltjes que
b m
/ fda= ijf(cj)
a j=1

sempre que f seja continua nos pontos c;.

Ex. 10.21 — Suponha que « seja continua e estritamente crescente.
Mostre que um conjunto E C [a,b] € a-nulo se, e somente se, «(F) C
[a(a), a(b)] tem medida zero.

Ex. 10.22 — Em [0, 1], defina

Construa uma funcao limitada f que seja descontinua em todos os
pontos de [0,1], mas Riemann-Stieltjes integrédvel em relacgéo a a.
Use o Critério de Lebesgue-Stieltjes para justificar sua resposta.

Ex. 10.23 — Seja o € C'[a,b]. Mostre que, se o’ > 0, entao a defini-
¢ao de Riemann-Stieltjes fornece

/:fda:/abfa’

Exercicios
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para toda f € R]a,b|.

Ex. 10.24 — Calcule a variacao total das funcgoes:

(x) =« em [a,b];
2.a(x) = |z| em [-1,1];
(x) =senz em [0, 27];

4.uma funcao degrau com finitissimos saltos.

Ex. 10.25 — Se o tem variacao limitada e a < ¢ < b, prove a aditivi-
dade da variagao total:
Vo (@) = Vi(a) + V().
Deduza que a fungao
V(z) =V;(a)

é nao decrescente.

Ex. 10.26 — Verifique a féormula de integracao por partes de Stielt-
jes quando f e « sao fungdes degrau com conjuntos de pontos de
salto disjuntos. Explique por que a auséncia de saltos comuns ga-
rante a existéncia das duas integrais. Depois recupere a férmula
para funcbes continuas de variacao limitada usando o teorema do
texto.

Ex. 10.27 — Seja F uma funcdo de distribuicdo discreta com su-
porte finito {z1,..., 2} C (a,b):

ZL’): ij, pj>0, ij:].
j=1

r;<x

Mostre que, para toda fungao continua g : [a,b] — R,

/ gdF = ijg xj).

** Ex. 10.28 — Lema fundamental do cdlculo das variagbes. Seja
f :]a,b] — R continua. Suponha que

b
| (o) de =
para toda funcao continua g : [a,b] — R. Prove que
f=0.

Mostre que é suficiente supor a identidade apenas para fungoes con-
tinuas g > 0.
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*k Ex. 10.29 — Lema de Riemann-Lebesgue elementar. Seja f €

Rla,b]. Prove que
b
lim f(z)sen(nz)dx =0

n—oo a

b
lim f(z) cos(nx) dx = 0.

n— oo a

*k Fx., 10.30 — Mudanca de variavel. Seja ¢ : [, 8] — [a,b] de classe
C', estritamente crescente, com

Para f continua em |[a, b], prove

b B
/ f(z) dz = / () () dt.

Formule e prove a versdo correspondente quando ¢ é estritamente
decrescente.

*** Ex. 10.31 — Decomposicao de Jordan. Seja a : [a,b] — R. Prove
que o tem variacdo limitada se, e somente se, pode ser escrita na
forma

a=u-—"u,
onde u e v sdo funcdes nao decrescentes.
Dé uma construcao explicita de u e v em termos da fungado de varia-
cao

Vi(z) =V (a).

*k Fx, 10.32 — Oscilagao e critério de Lebesgue. Seja f : [a,b] = R
limitada e defina

D,, = {x € [a,b] : w¢(z) > n}, n > 0.

Prove que:

1.D, é fechado;
2.se f € Riemann-integravel, entdao D, tem medida zero;

3.conclua que o conjunto de pontos de descontinuidade de f tem
medida zero.

Exercicios

318



Analise Real / Sequéncias, séries e aproximacado de fungoes

11

Sequéncias, séries e
aproximacao de
funcoes

Nos capitulos anteriores, estudamos sobretudo uma fungao de cada
vez. Continuidade e derivacao descreveram seu comportamento lo-
cal; a integracao reuniu esse comportamento ao longo de intervalos.
Agora o objeto que varia passa a ser a propria funcao. Dada uma
sequéncia (f,,), queremos compreender nao apenas se f,(z) se apro-
xima de algum valor para cada z, mas se essa aproximacdo é forte o
bastante para preservar as operagoes e propriedades que nos inte-
ressam.

Essa mudanca de perspectiva produz algumas das perguntas cen-
trais da analise. Se cada f,, é continua, o limite também é? Podemos
trocar limite e integral? E limite e derivada? Quando uma série de
funcgoes define uma funcgdo continua? Quando uma familia inteira de
fungdes contém uma subsequéncia convergente? E, por fim, qudo
grande é a classe das fungoes que podem ser aproximadas por fun-
¢Oes simples, como polindmios?

A resposta ndo depende apenas da existéncia de um limite. Depende
de como as fungdes convergem. A convergéncia pontual olha para
um ponto de cada vez; a convergéncia uniforme controla todos os
pontos simultaneamente. A partir dessa diferenca surgirao duas
ideias que atravessam boa parte da analise moderna: compacidade
de familias de fungdes, expressa pelo Teorema de Arzela-Ascoli, e
densidade, expressa pelo Teorema de Stone-Weierstrass.

Neste capitulo

» Convergéncia pon-
tual (p. 320)

» Convergéncia uni-
forme (p. 322)

» Critério de Cauchy

para convergéncia uni-
forme (p. 326)

» Séries de funcoes e

o teste M de Weiers-

trass (p. 328)

» O que a convergéncia
uniforme preserva (p. 331)
» Equicontinuidade e

o Teorema de Arzela-
Ascoli (p. 335)

» Aproximacao uniforme:
Stone-Weierstrass (p. 339)
» Séries de poténcias (p.
342)

» Propriedades das sé-
ries de poténcias (p. 348)

» Série de Taylor (p. 352)

» Calculando a série de
Taylor (p. 359)

» Funcodes trigonométri-
cas (p. 363)

» Exemplo de uma fun-
cao nao representavel
por série de poténcia (p.
365)
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11.1 Convergéncia pontual

Fixar » transforma uma sequéncia de fun¢gbes numa sequéncia de
numeros. Essa é a no¢cao mais imediata de convergéncia, e também
a mais fraca entre as que usaremos. Sua principal virtude é a simpli-
cidade; sua principal limitacdo é que o instante a partir do qual f,(z)
estd perto do limite pode depender muito do ponto z.

11.1 Definicao. Considere uma sequéncia de fungoes (f,) to-
das definidas no mesmo conjunto nao vazio A ¢ R. Dizemos que
a sequéncia (f,) converge pontualmente para f em A se, para
cada r em A, temos que

lim f,(z) = f(x).

n—roo

t
Nesse caso escreveremos f, — f em A.

Simbolicamente, essa definigdo pode ser escrita como:

fos fem A se Vage A Ve>0,3IN(e,x9) €N
Vn > N(e,x0), | fn(x0) — f(x0)| <e.

(11.1)

Observe que estamos utilizando a definicdo de convergéncia de uma
sequéncia numérica (f,(z)) para definir a convergéncia de uma se-
quéncia de funcgoes (f,). Mais precisamente, se (f,) converge pon-
tualmente para f em A, isso significa que para cada z (fixo) em A e
para cada ¢ > 0, existe N (que depende de ¢ e de z) tal que, para
n > N, temos |f,(z) — f(x)] <e.

Figura 11.2

Gréficos de f,(z) = 2™(1 — a2™).

11.2 Exemplo. Considere a sequéncia de fungoes f, :
definida pela expressao f,(z) = (1 — z™).

[0,1] — R,

Como z™(1 —2") < z™ para z € [0,1) e vale 0 em = = 1 temos que essa
sequéncia converge pontualmente para a funcgdo identicamente nula
em [0,1], ou seja, para a funcao f(z) =0 para todo z= € [0, 1].

Para entendermos melhor o comportamento dessas fungoes, € inte-
ressante observar que, para cada valor natural n € N, o valor maximo
da funcéo f,(z) é igual a ;. Este valor méximo é alcangado no ponto

dado por z = 7(/% E importante notar que, conforme n aumenta, o

ponto T\L@ tende a 1.

Convergéncia pontual

Yy
J1(z)
f3(x)
fa(z)
fa(z)
f(2)
o €
Figura 11.1

Convergéncia pontual. In-
tuitivamente, dizer que
uma sequéncia de fungoes
converge pontualmente
significa olhar para cada
ponto do dominio separa-
damente. Se, ao “fixar o
olhar” em um ponto especi-
fico, os valores da sequén-
cia naquele ponto se apro-
ximam cada vez mais de
um certo numero, entdo
dizemos que ha convergén-
cia pontual naquele ponto.
Essa convergéncia pode
acontecer de forma dife-
rente em cada ponto, e a ra-
pidez com que as fungoes
se aproximam do limite
pode variar de um lugar 320
para outro.

Lo

f1(a
fa(a

Sa(a
f(=
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Esses fatores nos permitem esbogar os graficos das funcgoes f,. Ao
observar esses graficos, notamos que cada um deles apresenta uma
elevacdo cuja altura permanece constante, igual a ;. Isso implica
que, mesmo a medida que n se torna muito grande, a forma do gra-
fico de f, nao se aproxima da forma do grafico da funcgao limite, que
¢ a funcao identicamente nula.

11.3 Exemplo. Considere a sequéncia f,(r) = e ™ e tome A =
[0,00). A sequéncia (f,) converge?

Temos que

Falz) =" = (e7)" ="
onde r = e *. Existem dois casos. Sez =0, entdor =1 e r = 1.
Portanto, f,,(0) converge para 1. Por outro lado, se = > 0, entao r < 1,
e r" converge para 0. Ou seja, f,(xz) converge para 0 para todo = > 0.
Em resumo, provamos que (f,) converge pontualmente para a fungao
f em [0,00) definida por f(0) =1 e f(x) =0 para z > 0.

O exemplo 11.3 mostra que uma sequéncia de fungdes continuas (f,,)
pode convergir pontualmente para uma funcao f que nao é continua!

11.4 Exemplo. Considere a sequéncia (f,) definida em [0, 1] por

fn(0)=0
fa(z)=n paraze (0,2]
fa(z)=0 paraze (1]

Primeiro, mostramos que (f,,) converge pontualmente para 0 em
[0,1]. Se z =0, entao f,(0) é sempre 0 e, portanto, converge para 0.
Se z estd em (0, 1], entdo existe N tal que N > 1 (por exemplo, basta

tomar N > 1/z) e, portanto, z > 4. Assim, para todo n > N, temos

z > 1. Pela defini¢do de f,, temos que f,(z) =0 para todo n > N.
Isso implica que f,(z) converge para 0. Provamos que (f,) converge

fn(2)
Ja

4 g

I3
3

f2
2
! f
T
pontualmente para 0 em [0, 1. 0.5 1

Figura 11.4 , N ~
Graficos da sequéncia de funcgoes f,,(z) do Exemplo

11.4 paran =1,2,3,4.

O mesmo exemplo também testa a troca entre limite e integral. E
verdade que

1 1
lim fndx:/ lim f,dz?
0 0

n—r00 n— oo

Convergéncia pontual

Y
fi
fa
f3
fa
fio

Fi 11.3
'gura Graficos de
fn(x) — efnw
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Mostraremos que isso nao é verdade para este exemplo. Primeiro,
note que cada f, é integravel em Riemann em [0, 1] e que

/01 fn(x)dx = /Ol/n ndx =1

A . 1 7
Portanto, a sequéencia fo fn(x)dx € sempre 1 e, portanto, converge
para 1. Por outro lado, sabemos que para todo = em [0, 1], f.(z) con-

verge para 0, logo
1 1
/ lim f,dx :/ O0dz =0
0 n—oo 0

Este é um exemplo em que nao podemos trocar o limite e a integral.
Os Exemplos 11.3, 11.2 e 11.4 mostram que a convergéncia pontual
ndo é suficiente para nossos propodsitos. Uma sequéncia de fungoes
continuas ndo precisa convergir para uma fungao continua, e a troca
de limite e integral ndo precisa ser verdadeira. E por isso que recor-
remos a um tipo de convergéncia mais exigente.

Ex. 11.1 — Encontre os limites pontuais de cada uma das seguintes
sequéncias de fungdes no conjunto dado.

1+nx

d) (nxe_":’:?) , zeR.

sennx
b) <l—|—nx>’ x € [0, 00).

Ex. 11.2 — Determine os valores de = para os quais cada uma das
seguintes séries converge.

SIS 0 >

3nx’
n=1 n=1

n

= =, 2"(sen )"
b) ;m z # 1. d) ; .

Os exemplos anteriores mostram que olhar para cada ponto separa-
damente pode esconder fenémenos globais importantes: picos po-
dem deslocar-se pelo dominio, a continuidade pode desaparecer no
limite e a integral pode nao acompanhar a convergéncia. Precisa-
mos de uma forma de controlar a aproximagdo com um Unico indice
para todo o dominio.

11.2 Convergéncia uniforme

Na convergéncia uniforme, dado um erro toleravel e, escolhemos
um mesmo N para todos os pontos do dominio. Geometricamente, a
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partir desse indice o grafico de f, inteiro deve permanecer dentro
de uma faixa de largura 2¢ em torno do grafico de f.

No espaco B(A) das fungdes limitadas 4 — R, essa ideia € exatamente
convergéncia na norma do supremo,

[9lloc = sup |g(=)].
€A

Para f,,f € B(A),

fn — f uniformemente em A < ||f, — fllcoc — 0.

Essa formulacao liga o capitulo diretamente a linguagem de espagos
meétricos: a distancia uniforme entre duas funcoes é o maior erro
cometido simultaneamente em todo o dominio.

No critério pelo supremo que aparece a seguir, nao precisamos supor
que f, — f seja limitada para todos os indices iniciais. Se necessario,
interpretamos

sup | fn(z) — f(2)|

z€A
como um valor em [0, oc]. A convergéncia uniforme garante que esses
supremos sdo finitos a partir de algum indice, e o critério afirma
precisamente que eles tendem a zero.

11.5 Definicao. Considere uma sequéncia de fungoes (f,) to-
das definidas no mesmo conjunto nao vazio A ¢ R. Dizemos que
a sequéncia (f,,) converge uniformemente para f em A se, para
cada ¢ > 0, existe um natural N tal que, para todo n > N, temos

[fn(z) = f(z)] <e

Denotaremos tal convergéncia por f, — f.

para todo x € A.

Simbolicamente, temos:

fns femA se Ve>0,3IN(e)eN:

(11.2)
Vo € A, ¥Yn > N(e), |fu(z) — f(2)] <e.

A diferenca critica entre convergéncia pontual e uniforme é a se-
guinte. No caso de convergéncia uniforme, pedimos o mesmo N para
todos os z em A. Por isso é chamada de convergéncia uniforme. No
caso de convergéncia pontual, para cada z em A, temos um N possi-
velmente diferente. A convergéncia uniforme implica que as fungoes
convergem a uma taxa uniforme em todo o intervalo. Isso garante
que a diferenca entre f,(x) e f(x) pode ser controlada para todos os =
simultaneamente. Em particular quando uma sequéncia de fungoes
converge uniformemente para uma funcdo limite f(z), os graficos
das funcoes f,(z) se aproximam de f(z) de maneira que, a partir de
um certo ponto n, todos os graficos estardo préximos de f(z) em todo
o intervalo, vide Figura 11.5.

Convergéncia uniforme

Figura 11.5 B )
Grafico ilus-

trando a convergéncia uni-
forme. A convergéncia uni-
forme de uma sequéncia de
funcgodes (f,) sobre um con-
junto A acontece quando
conseguimos controlar si-
multaneamente, e de forma
uniforme, a aproximacao
de f, a uma funcdo limite

f em todos os pontos de

A. Intuitivamente, isso sig-
nifica que nao precisamos
ajustar o critério de aproxi-
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11.6 Exemplo. Considere a sequéncia de funcgdes (f,), onde f, :
0,1] — R é definida como f,(z) = Z-. Os graficos das cinco primeiras
fungodes dessa sequéncia sao apresentados na Figura 11.6.

Esta sequéncia de funcgdes converge pontualmente para a funcao
constante 0, ja& que, para qualquer z € [0, 1], temos

o 1
| fn(z0) — 0] = 'J;f <~ =0 quando n — oco.

Além disso, note que no argumento acima, o limite obtido no final
nao depende explicitamente do ponto zy,. De fato, se verificarmos
a convergéncia em um ponto diferente y, € [0,1], 0 argumento se-
ria idéntico. Isso implica que essa convergéncia é mais forte que a
pontual: ela é uniforme.

Vamos provar a convergéncia uniforme. Dado ¢ > 0. Afirmamos que
N = [1] +1 € N pode ser usado para demonstrar a convergéncia
uniforme em [0,1]. De fato, para qualquer n > N, em qualquer z €
[0,1], temos:

" 1 1 1 1
() —0|l=|—|< =< = = < =7 <
fnle) =) RSN el ST

Assim, concluimos que f, % 0 em [0, 1].

11.7 Teorema (Critério de Convergéncia Uniforme). Con-
sidere uma sequéncia de fungodes (f,). Para cadan > 1,f, é
definida em A. Para uma funcao fixa f definidaem Aen > 1,
defina, permitindo o valor +oo,

my, = sup {|fn(z) — f(2)] : 2 € A}
T€EA

A sequeéncia (f,) converge uniformemente para f se, e somente
se, m, converge para 0.

Demonstracdo. Demonstramos as implicacoes separadamente.

(<) Suponha que sup,c 4 |fn(z) — f(z)| — 0. Pela defini¢ao de limite,
para todo ¢ > 0, existe um N € N tal que sup,c 4 |fn(2) — f(z)| < € para
todo n > N. Isso significa que, para todo n > N, e para todo = € A,
temos:

|fu() = fl2)] < sup |fu(z) = f(2)] <e,
AS
o que demonstra a convergéncia uniforme.

(=) Dado ¢ > 0, nosso objetivo é encontrar um N < N tal que
Sup,ca | fn(x) — f(z)] < € para todo n > N. Como f, converge unifor-
memente para f, existe um N € N tal que, para todoz € Aen > N,
temos |f,(z) — f(z)| < 5. Isso significa que, para cada » > N, o con-
junto A, = {|f.(z) — f(z)] : x € A} C R é limitado superiormente por

Convergéncia uniforme
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£ e, portanto, seu supremo também é limitado superiormente por §.

Assim, para todo n > N, temos:

sup | fn(z) = f(2)] <

z€A

< eE.

O

Portanto, simbolicamente, a convergéncia uniforme f, - f sobre A
também pode ser escrita como:

fo f <= Ve>0,IN € N:Vn> N,sup |fn(z) — f(z)] <e.
z€A

Usar a definicdo de convergéncia uniforme por supremo pode tornar
as coisas mais claras, porque deixa mais nitida a independéncia de
N dos pontos do conjunto.

Graficode n-z-e ™% paran=1atén=>5
1

0.8
0.6
0.4

0.2

11.8 Exemplo. Para ilustrar o teorema anterior, consideramos a
sequéncia
2
Sp(x) =nxe ™™, n=12,...

Para esta sequéncia temos que ILm Sp(z) = 0 para todo 0 < z < oc.

No entanto,

M, = sup Sp(z)=4/—,
z€[0,00) ( ) 2e

que diverge para oo. Assim, a convergéncia ndo € uniforme em [0, o).

No entanto, a sequéncia (5,,) converge uniformemente a fungao zero
em [a,c0) para todo a > 0.

Grafico de 2" paran=1atén =9 em [0, 1]

]- I I I I _n:1
—n=2

0.8 —n=3
—n=4

—n=2=6

0.4 - n="7
—n =28

0.2 —n=9

Convergéncia uniforme
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11.9 Exemplo. Considere a sequéncia (f,) dada por f,(z) = 2",z €
[0,1]. Esta sequéncia converge pontualmente a funcao f(z) = 0, para
0<z<l1, e f(l)=1. Como

", 0<x<l
0, z=1

[fu(z) = f(2)| :{

temos

M, = sup ‘fn(x) - f(l‘)‘ =L
z€[0,1]

Assim, como (M,,) ndo converge a zero, a sequéncia ( f,) ndo converge
uniformemente a f em [0, 1]. Por outro lado, se 0 < a < 1 for fixo, entao

M, = sup |fu(z)|=ad".
z€10,a]

Como lim " =0, pelo Teorema 11.7, a sequéncia (f,) converge uni-
n—oo
formemente a funcao zero em [0, a] para todo a,0 < a < 1.

11.3 Critério de Cauchy para con-
vergéncia uniforme

A definigdo de convergéncia uniforme pressupoe que ja conhecemos
a funcdo limite. Como ocorre para sequéncias numéricas, ha um cri-
tério intrinseco que permite reconhecer convergéncia comparando
apenas os proprios termos da sequéncia.

11.10 Teorema (Critério de Cauchy). Uma sequéncia (f,)
de fungoes reais definidas em um conjunto nao vazio A converge
uniformemente em A se e somente se, para todo € > 0, existe um
inteiro ny € N tal que

[fn(x) — fm(x)] <€ (11.3)

para todo z € A e todo n,m > nyg.

Demonstracdo. Demonstramos as implicacoes separadamente.

(=) Sejae > 0. Como f, = f em A, existe um N € N tal que, para
todon > N ez € A, temos |f,(z) — f(z)| < §. Assim, se m,n > N, para
todo z € A, pela desigualdade triangular, temos:

|[fm () = fu(@)] = [fm(z) — f(2) + f(2) = fa(2)]
< |fm(z) = f(@)| + | fulz) — f(2)]
B
—4 4 2

Tomando o supremo sobre todos = € A, obtemos:

sup | () — fule)] < 5 <.
T€A

326



Analise Real / Sequéncias, séries e aproximacado de fungoes Critério de Cauchy para convergéncia uniforme

para quaisquer m,n > N, o que queriamos demonstrar.

(«) Por hipotese, para qualquer ¢ > 0, existe um M € N tal que
SUPyca | fn(x) — fm(z)] < € para todos m,n > M. Isso significa que,
para todo z € A, temos:

|fr(2) = fm(2)] < sup |fn(z) = frn(2)] <e.
T€EA

Portanto, para qualquer = € A, a sequéncia real (f,(x)) € de Cauchy e,
consequentemente, convergente. Logo a sequéncia de fungdes (f,)
converge pontualmente para alguma fungao f: A — R.

N . pt , .
Agora, mostramos que a convergéncia f, — f é, de fato, uniforme.
Seja ¢ > 0. Por hipdtese, existe um N € N tal que, para todos m,n > N
ex € A, temos:

[Fa(@) = fn(@)] < 0D | ) = fun ()] < 5.
€A

Fixando n, tomamos o limite quando m — co. Como a sequéncia de
funcoes (f,,) converge pontualmente para f, para todo = € A4, temos
fm(z) = f(x) quando m — co. Como limites preservam desigualdades
fracas, temos:

% > mlgnoo |fr(z) = fn ()] = | fu(2) — mlgnoo [ (@) = | fu(x) — f(2)].

Para todo x € A. Tomando o supremo sobre = € A, obtemos:

sup |f, (@) = f(@) < 5 <=,
TCA

Para todo n > N. Assim, concluimos que f, = f em A. O

11.11 Corolario. A série > /7, fx de funcdes reais definidas
num conjunto A nao-vazio converge uniformemente em A se e
somente se, para todo ¢ > 0, existe um inteiro positivo nq tal que

> fula)

k=n-+1

<e€

para todo x € A e todos os inteiros m > n > nyg.

Demonstragdo. A prova do corolario segue aplicando o teorema an-
terior as somas parciais da série > ,—, fi(z). 0
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11.4 Séries de funcoes e o teste M
de Weierstrass

Uma série de fungoes

o0

>

k=1
é estudada por meio de suas somas parciais. Portanto, tudo o que
aprendemos sobre sequéncias de fungoes se aplica imediatamente
as séries. A questdo fundamental passa a ser encontrar condigoes

verificaveis que garantam convergéncia uniforme das somas parci-
ais.

O teste a seguir reduz esse problema funcional a uma série numé-
rica: dominamos cada termo |f;(z)| por um nimero My, independen-
temente de z, e pedimos que _ M, seja convergente. Esse principio
de dominacédo sera reutilizado varias vezes adiante.

O seguinte teorema de Weierstrass fornece um teste muito util para
a convergéncia uniforme de uma série de fungoes.

11.12 Teorema (Teste M de Weierstrass). Suponha que ()
seja uma sequéncia de fungoes reais definidas em um conjunto
nao vazio A, e (M;) seja uma sequéncia de numeros reais satis-
fazendo

|fu(z)] < M), paratodozc AekcN.

Se > 22, My < oo, entdo ) -, fi(z) converge uniformemente e
absolutamente em A.

Demonstragdo. Seja S, (z) =) ,_, fx(z). Entdo, para n > m,

n

|Su(@) = Sm(@) =| D ful@)] < D @< Y M

k=m+1 k=m++1 k=m+1

A convergéncia uniforme segue entdo pelo Critério de Cauchy. A

convergéncia de Z |fx(x)| também é clara das desigualdades anteri-

k=1
ores. 0

11.13 Exemplo. Se ) /” | a; convergir absolutamente, entdo, como
lay cos kx| < |ax| para todo = € R, pelo teste de Weierstrass, a série
> e, ak cos kz converge uniformemente em R. Da mesma forma para
a série > -, axsenkz. Em particular, as séries

o0 oo
cos kx sen kx

ke kr
k=1 k=1

p>1

convergem uniformemente em R.

E facil ver que a convergéncia uniforme implica convergéncia pon-
tual. Veremos em breve que a reciproca nao é verdadeira.

328



Analise Real / Sequéncias, séries e aproximacado de fungoes Séries de funcoes e o teste M de Weierstrass

Observe que o critério uniforme nao nos diz como encontrar a fun-
¢do limite f. Geralmente, procederemos em duas etapas. Primeiro,
calcularemos o limite pontual f de (f,). Em seguida, usaremos o
critério para decidir se a convergéncia para f é uniforme. A seguir,
damos um exemplo do método.

Gréfico de /22 + L paran=1atén=6

—n=1
—n=2
- n=
—n=4
—n=>5
- n=

— ||

11.14 Exemplo. Considere a sequéncia de funcgoes (f,) definida

para todos os reais por
fula) = fo2 +
" N n

A sequéncia (f,) converge uniformemente em R? Primeiro, calcu-
lamos o limite pontual (se houver). Seja x um nimero real fixo. A
medida que n tende ao infinito, z* + 1 converge para z?, que é um
numero positivo. Como a funcao raiz quadrada é continua em [0, cc),
obtemos que f,(z) converge para vz2 = |z|. Ou seja, a sequéncia (f,)
converge pontualmente em R para a funcao f definida por f(z) = |z|.

Agora que temos uma fungao f, o segundo passo é estimar m,,. Cal-

culamos
[fal@) = f(@)] = ‘\/xz b V2R

Como z? > 0, temos, para todo x em R,

/ 1 1
$2++\/a:22\/>
n n

e 0 minimo \/g é atingido em 2 = 0. Assim, para todo » em R,

i

x2+%+\/x2

1
[fn(z) = f(2)] < 7n

e 0 maximo é atingido em 2z = 0. Logo ﬁ ¢ o maximo (e, portanto, o
supremo) do conjunto {|f,(z) — f(x)| : « € R}. Assim, m,, = ﬁ paran >

1. A sequéncia m, converge para 0 e, pelo critério de convergéncia
uniforme, (f,) converge uniformemente para f.

Ex. 11.3 —
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a) Se f,) e g,) convergem uniformemente em um conjunto nao
vazio A, prove que f, + g,) converge uniformemente em A.

b) Se f.) e g,) convergem uniformemente em um conjunto nao
vazio A e, além disso, existem constantes M e N tais que
|fn(x)] < M e |gn(z)] < N para todon € N e z € A, prove que
fngn) converge uniformemente em A.

c) Encontre exemplos de sequéncias f,) e g,) que convergem uni-
formemente em um conjunto nao vazio A, mas para as quais
fngn) Nao converge uniformemente em A.

Ex. 11.4 — Mostre que, se f,) converge uniformemente em (a,b) €
fn(a)) e f,(b)) convergem, entdo f,) converge uniformemente em [a, b].

Ex. 11.5 — Seja f.(z) = nz(1 — 2*)", 0 < z < 1. Mostre que f,,) ndo
converge uniformemente para 0 em [0, 1].

Ex. 11.6 — Seja f,(z) = 2o, 0< 2 < 1.

a) Mostre que f,) converge uniformemente para 0 em [0,a] para
qualquera, 0 <a < 1.

b) f.) converge uniformemente em [0, 1]?

Ex. 11.7 — Mostre que a sequéncia nxe*m”Z) converge uniforme-
mente para 0 em [a,c0) para todo a > 0.

Ex. 11.8 — Paracadan <N, defina f,(z) = v+ % sennz, € R. Mostre
que a sequéncia f,) converge uniformemente para f(r) = z para todo
x € [—a,al, a > 0. f,) converge uniformemente para f(z) em R?

Ex. 11.9 — Seja A C R um conjunto ndo vazio, f,)2°, uma sequén-
cia de fungdoes A - R, f: A — R uma fungao e g : R — R uma funcao.
Prove que, se f,)>°, converge uniformemente para f e se g € uni-
formemente continua, entdo go f,)5 ,; converge uniformemente para

gof.
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11.5 O que a convergéncia uni-
forme preserva

A convergéncia uniforme foi introduzida justamente porque a con-
vergéncia pontual é insuficiente para transportar propriedades ana-
liticas ao limite. Os resultados desta secdo tornam essa afirmacao
precisa. Continuidade e integracdo comportam-se particularmente
bem; diferenciacao exige uma hipotese adicional sobre a sequéncia
das derivadas.

11.15 Teorema (Convergéncia uniforme preserva a con-
tinuidade). Suponha que a sequéncia (f,) converge uniforme-
mente para f num conjunto ndo-vazio A. Suponha que, para
n > 1, a fungao f, seja continua em todo ponto de A. Entdo f é
continua em A.

Demonstracdo. Mostraremos que f é continua em um ponto arbitra-
rio g € A. Seja ¢ > 0. Precisamos encontrar um ¢ > 0 tal que, se
x € Acom |z — x| <4, entao |f(z) — f(zo)| < e.

Como f, - f, existe um N € N tal que sup,c 4 |f.(z) — f(2)] < 5 para
todo n > N. Em particular, para qualquer z € A e n = N, temos:
g
[fn(z) = f2)] < sup [fn(z) = f(@)] < %
xre

3

Além disso, a fungdo fy : A — R é continua por hipdtese, entdo ela é
continua em z, e, portanto, existe um § > 0 tal que, para qualquer
r € Acom |x — x| <9, temos |fn(x) — fn(z0)| < 5.

Logo, para qualquer z € A com |z — x| < J, temos |fx(z) — fn(zo)| < §.
Portanto, para qualquer = € A com |z—z¢| < J, usando a desigualdade
triangular e as desigualdades acima, temos:

|f(z) = f(xo)| = |f(x) — fn(z) + fn(2) — fn (o) + fn(20) — f(0)]
<|f(x) = fn(@)] + [fn(x) = fn(wo)| + [ fn(w0) — f(20)]

<§+E+§—€
3 3 3 7

e assim terminamos a demonstracao. O

11.16 Exemplo. Considere novamente a sequéncia f,(z) = e "* em
A = [0,00). Mostraremos que (f,) converge para f pontualmente,
onde f é definida por f(0) =1 e f(x) = 0 para = > 0. A convergéncia é
uniforme?

Cada f,, é claramente continua em A4, mas f ndo é. Portanto, a con-
vergéncia nao pode ser uniforme. Este exemplo mostra que a con-
vergéncia pontual nao implica convergéncia uniforme.
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11.17 Teorema (Convergéncia uniforme e integracao).
Suponha que, para cada n > 1, a funcdo f, seja continua no
intervalo fechado e limitado [a,b]. Suponha também que a se-
queéncia (f,) converge uniformemente para f em [a,b]. Entdo,

b

b b
lim fn(m)dx:/ nli_}rr;ofn(x)dm:/ f(z)dz

n—oo a

Ou seja, podemos trocar o limite e a integral quando temos conver-
géncia uniforme.

Demonstracdo. Dado que as fungoes f,, sdo continuas por hipodtese,
elas sdao Riemann integraveis. Como a convergéncia uniforme pre-
serva a continuidade, f é continua e, portanto, também integravel.

Seja ¢ > 0. Aplicando o critério de convergéncia uniforme ao con-
junto A = [a,b] 11.7, existe um natural N tal que, se n > N, entdo

my, = sup {|fn(x) = f(z)] : x € A}
z€A

satisfaz m,, <¢/(b— a). Agora consideremos

/ab fn(x)dz — /ab f(z)dx

b
/ (ful2) — f(x)) da

b
< [ 1ato) - f@)]ds
Pela definicao de m,,, temos, para cada = em |a, b],

|fu(z) = f(z)| <My

e, portanto,

[ 1520) sl < [ e =m0

Para n > N, temos m,, <¢/(b — a) e, portanto,
b b
/ fn(x)dr — / f(x)dx

Isso prova que lim f; fo(z)dz = [f f(x)dz, e terminamos. O
n—oo

b
< [ 1ufe) = F@)do < mo(b-a) < 2

A integragao termo a termo serd usada mais adiante nas séries de
poténcias. Antes disso, resta entender o que ocorre com derivadas
sob convergéncia uniforme.
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11.18 Exemplo. Considere a sequéncia de funcgdes (f,) definida

para todos os reais por
fula) = fa2 +
n - n

Primeiro mostramos que, para cada» > 1, a funcao f, é diferenciavel
em x = 0 (na verdade, um argumento muito semelhante mostra que
fn € diferenciavel em toda parte). Seja g, definida por g,(z) = 22 +
1. A funcéo g, é um polinémio e, portanto, é diferencidvel em toda
parte, incluindo em = = 0. Observe que ¢,(0) = 1 e que a fungéo
raiz quadrada ¢ diferenciavel em 1. De fato, a fungéo raiz quadrada
¢é diferenciavel em qualquer nimero estritamente positivo (mas nao
em 0). Assim, pelo teorema da cadeia, f, = \/ o g, € diferencidvel

em z = 0.

Observe agora que, no Exemplo 11.14, provamos que (f,) converge
uniformemente para a funcao valor absoluto, que nao é diferencia-
vel em 0. Este exemplo mostra que a convergéncia uniforme nao
preserva a diferenciabilidade!

O préximo resultado fornece condigOes suficientes para que a fungao
limite seja diferencidavel. Primeiro, uma definicdo. Uma fungédo g é
dita ser C! em (a,b) se a funcao g é diferenciavel em (a,b) e a funcao
g’ € continua em (a,b).

11.19 Teorema (Convergéncia uniforme e diferenciacao).
Suponha que, para n > 1, a fungao f, seja C* em (a,b)?. Supo-
nha que a sequéncia (f,) converge pontualmente em (a,b) para
uma fungdo f. Finalmente, suponha que a sequéncia das deri-
vadas f/ converge uniformemente em (a,b) para alguma fungao
g. Entdo, a funcdo f é C' e f' =g.

9Uma fungéo f : I — R, onde I é um aberto, é dita C! se a derivada de f,
denotada por f/, existe em todos os pontos de I e é continua em 1.

Note que nado exigimos que (f,) convirja uniformemente.

Demonstracgdo. Pelo teorema fundamental do célculo,

[ s = ) - 50 (11.4)

para qualquer x e c em (a,b). Como f/, converge uniformemente para
g em (a,b) e, portanto, em |[c,z] (pois a restricdo a um subintervalo
preserva a convergéncia uniforme), o resultado sobre convergéncia
uniforme e integracao nos da

x

Por outro lado, como (f,) converge pontualmente para f em (a,b),
temos

Jim (fo(2) = fa(e) = f(x) = f(c)
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Usando os dois limites acima e deixando » ir para o infinito em 11.4,
obtemos

/ " g0yt = f(x) — 10 (11.5)

Observe agora que as fungdes f/ sao por hipétese continuas e a se-
quéncia f/ converge uniformemente para g. Portanto, g € continua.
Isso implica, pelo teorema fundamental do calculo, que [7 g(t)dt é
diferenciavel com respeito a = e que sua derivada é g(z).

Por 11.5, f(z) — f(c) é igual a uma funcao diferenciavel. Portanto,
f(xz)—f(c) também é diferenciavel, e logo f é diferenciavel. Ao derivar
em relagdo a z de ambos os lados de 11.5, obtemos

g9(x) = f'(z)
Como g é continua, f’ também é continua, e, portanto, f € C! em (a,b).
Isso completa a prova do teorema. O

Ex. 11.10 — Para n € N, seja f,(z) = H% x € [0,1]. Prove que a
sequéncia f,) ndo converge uniformemente em [0, 1].

Ex. 11.11 — Dé um exemplo de uma sequéncia de fungoes que nao
é continua em nenhum ponto, mas que converge uniformemente
para uma funcgdo continua.

Ex. 11.12 — Suponha que f seja uniformemente continua em R.
Para cada n € N, defina f,(z) = f(z+ ). Prove que a sequéncia
fn) converge uniformemente para f em R.

Ex. 11.13 — Seja f,) uma sequéncia de fungdes reais continuas que
converge uniformemente para uma funcdao f em um conjunto nao
vazio A C R. Prove que

hn;o fn(zn) = f(2),

n—

para toda sequéncia z,,) C A tal que z,, — = € A.

Uma convergéncia mondétona em compac-
tos: o Teorema de Dini

Ha uma situagao importante em que a convergéncia uniforme apa-
rece quase sem calculo. A compacidade transforma convergéncia
pontual mondétona em convergéncia uniforme, desde que o limite
continue sendo continuo.
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11.20 Teorema (Teorema de Dini). Seja K um espago mé-
trico compacto e seja f,,) uma sequéncia de fungdes continuas
fn: K — R. Suponha que

filz) < folz) < < flx)  (z € K),

e que f,(z) — f(x) para todo z € K, onde f é continua. Entao
fn — f uniformemente em K.

Demonstragdo. Fixe ¢ > 0 e considere
Un=A{z € K: f(z) - fulx) <e}.

Como f — f, é continua, cada U, é aberto. A monotonicidade de f,)
implica U, C U,+1, e a convergéncia pontual implica K = (J,,~, U».
Pela compacidade, existe uma subcobertura finita. Como os conjun-
tos U, sdo encaixados, o de maior indice nessa subcobertura ja cobre
K; assim, existe N tal que K = Uy. Paran > N, temos Uy C U,, €
portanto

0< f(z) — fulr) <e  paratodo r € K.

Isso é precisamente convergéncia uniforme. O

A versao para uma sequéncia decrescente é imediata, aplicando o
resultado a (—f,).

O Teorema de Dini é uma primeira amostra de um tema que agora
se tornard central: em espacgos compactos, condigdes locais podem
adquirir consequéncias uniformes.

11.6 Equicontinuidade e o Teorema
de Arzela-Ascoli

Convergéncia uniforme descreve uma sequéncia ja dada. Em mui-
tos problemas, porém, recebemos uma familia inteira de fungdes e
queremos saber se dela podemos extrair alguma sequéncia unifor-
memente convergente. Para isso, controlar apenas os valores das
funcoes ndo basta; precisamos controlar também a maneira como
todas elas variam.

Daqui em diante, K serd um espago métrico compacto e C(K) de-
notara o espaco das fungoes continuas K — R. Como toda funcao
continua em um compacto é limitada, a norma ||f|jcc = sup,cx |f(2)]
estd bem definida em C(K). H4 ainda uma propriedade estrutural
que usaremos na prova de Arzela-Ascoli.

11.21 Proposicao (Completude de C(K)). O espago C(K),
munido da norma do supremo, é completo.
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Demonstragdo. Seja f,) uma sequéncia de Cauchy na norma uni-
forme. Para cada = € K, a sequéncia numérica f,(z)) € de Cauchy
e, portanto, converge; defina f(z) = lim, f,(z). Dado ¢ > 0, escolha N
tal que

1 fr = fnlloo <€ (m,n > N).

Fixando n > N e fazendo m — oo, obtemos |f,(x) — f(z)| < e para
todo z € K. Logo f, — f uniformemente. Como o limite uniforme de
fungoes continuas é continuo, f € C(K). O

11.22 Definicao (Equicontinuidade). Sejam K um espagco mé-
trico e F c C(K). Dizemos que F é equicontinua em z € K se,
para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

dr,y) <d = |f(z)-fly)l<e

para todo f € F. A familia é equicontinua em K se é equicontinua
em cada ponto de K.

O ponto essencial é a ordem dos quantificadores: § pode depender
de z e de ¢, mas ndo da fungdo f. Uma familia equicontinua varia de
forma controlada por uma mesma escala local.

11.23 Proposicao. Se K é compacto e F c C(K) é equiconti-
nua, entdo, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

dz,y) <o = [fx) = fly)l<e

para todos z,y € K e todas as fungdes f € F.

Demonstracdo. Fixe ¢ > 0. Para cada x» € K, pela equicontinuidade
existe n, > 0 tal que
3
d(z,y) <n. = |f(@) = [yl <3

para toda f € F. Os abertos B(z,n,/2) cobrem K. Escolha uma sub-
cobertura finita

B(xlv’r]m /2)7 LERR B(x771/7n$m,/2)
e ponha § = J min; 7,,.

Se d(y,z) < ¢, escolha i com y € B(x;,71,,/2). Entdo também 2 €
B(z;,n.,), e, para toda f € F,

1f(y) = F) < |f(y) = flzi)l + | (z0) = f2)] <e.
(|
11.24 Exemplo. A familia f,(z) = sen(nz), € [0,1], é uniforme-

mente limitada, mas ndo é equicontinua. De fato, tomando z, = 0
ey, = 7/(2n), temos |z, — y,| — 0, enquanto

| fr(yn) — fol(zn)| = 1.

Assim, limitar apenas a altura dos graficos nao controla sua oscila-
cao.
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11.25 Exemplo. A familia g,(z) = sen(nz)/n, x € [0,1], € equiconti-
nua, pois |g,, (z)| = | cos(nz)| < 1. Pelo Teorema do Valor Médio,

gn(®) = gn(y)| < |z — Y|

para todo n. Além disso, ||g,|« < 1/n, de modo que g, — 0 uniforme-
mente.

11.26 Definicao (Limitacao pontual). Uma familia F c C(K)
é pontualmente limitada se, para cada z € K, o conjunto

{f(z): feF}

é limitado em R.

11.27 Teorema (Arzela-Ascoli). Seja K um espago métrico
compacto. Uma familia 7 ¢ C(K) tem fecho compacto na norma
uniforme se, e somente se, é equicontinua e pontualmente limi-
tada.

Demonstragdo. Suponha primeiro que F é compacta em (C(K), |||/c0)-
Para cada x € K, a aplicagao de avaliacao

E,:C(K) =R,  E.(f)=f(z),

é continua, pois |E.(f) — E.(9)| < ||f —gl|l-. Portanto E,(F) é compacto
em R, logo limitado. Isso mostra a limitagdo pontual.

Para provar equicontinuidade, fixe ¢ > 0. Como F é compacta, ela
é totalmente limitada; existem hy,...,h, € C(K) tais que todo f €
F satisfaz ||f — hi|lc < /3 para algum i. Cada h; é uniformemente
continua em K. Como hé apenas um nimero finito delas, existe § > 0
tal que

da.y) <0 = |hi@) —hily)] < 5

para todo i. Escolhendo h; a ¢/3 de f, obtemos

[f(2) = F)l < [f(2) = hi(2)| + [hi(z) = hi(y)| + |hi(y) = Fy)] <e.

Logo F é equicontinua.

Reciprocamente, suponha que F seja equicontinua e pontualmente
limitada. Como K é compacto métrico, existe um conjunto enume-
ravel denso D = {x1,xs,...} C K: por exemplo, tome a unido de uma
rede finita de raio 1/r para cada r > 1.

Tome uma sequéncia f,) em F. Pela limitacao pontual, a sequéncia
numérica f,(r;)) é limitada e, portanto, possui uma subsequéncia
convergente. Dessa subsequéncia extraimos outra que converge em
x2, € assim sucessivamente. O argumento diagonal fornece uma sub-
sequéncia, que ainda denotaremos por f,), tal que f,(z;)) converge
para todo z; € D.
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Mostremos que essa subsequéncia é de Cauchy na norma uniforme.
Fixe ¢ > 0. Pela Proposicao 11.23, existe § > 0 tal que

da,y) <8 = |f@@) - f)l <

para toda f € F. As bolas de raio ¢ centradas nos pontos de D cobrem
K. Pela compacidade, podemos escolher z;,,...,z; € D tais que

K c | B(x;,.9).
(=1

A convergéncia nos pontos z;, implica que existe N tal que, para

p,q=> N,
g

| fo(5,) = folz5,)] < 3

Dado = € K, escolha ¢ com d(z,z;,) < ¢. Entao

|fp(z) = fo(@)] < |fp(x) = folaj)| + | folx),) — folz,)]
+ |fq($j/g) - fq(x)| < e.

(L=1,....7).

Logo f,) é uniformemente de Cauchy. Como C(K) é completo na
norma uniforme, ela converge uniformemente para alguma funcao
continua em K.

Provamos que toda sequéncia em F possui subsequéncia uniforme-
mente convergente. Para passar de F ao seu fecho, seja u,) C F e
escolha f, € F com |u, — fu|l« < 1/n. Uma subsequéncia f,, con-
verge uniformemente para alguma f € C(K), e entdo u,, — f uni-
formemente também. Assim F é sequencialmente compacto; como
estamos em um espago métrico, ele é compacto. (|

11.28 Exemplo. Asequéncia f,(z) = 2" em [0, 1] ndo é equicontinua.
Tomando z, =1evy, =1-1/n, temos |z, — y,| — 0, mas

‘fn('rn) - fn(yn)‘ =1- (1 — 7],;) —s1—¢t > 0.

Isso explica, em linguagem de familias, o fend6meno ja visto na con-
vergéncia pontual: perto de 1, os gréaficos tornam-se cada vez mais
ingremes.

11.29 Corolario. Se K é compacto e f,) Cc C(K) é uniforme-
mente limitada e existe L > 0 tal que

|fn(x) = fu(y)] < Ld(z,y)

para todos z,y € K e todo n, entdo f,) possui uma subsequéncia
uniformemente convergente.
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11.7 Aproximacao uniforme: Stone-
Weierstrass

Arzela-Ascoli responde quando uma familia é compacta, ou quase
compacta, na norma uniforme. A pergunta agora é diferente: dadas
funcoes elementares, quantas fungdes continuas podemos aproximar
por elas? O exemplo fundamental é a dlgebra dos polindmios, mas o
mecanismo é muito mais geral.

11.30 Definicao (Separacao de pontos). Seja K um conjunto
e A uma familia de fungdes reais em K. Dizemos que A separa
pontos de K se, para quaisquer z,y € K distintos, existe g € A tal
que

g(x) # g(y).

Essa hipdtese é necessaria. Por exemplo, a dlgebra das fungoes conti-
nuas pares em [—1, 1] nao separa = de —z; por isso nao pode aproximar
uniformemente a funcao f(x) = x.

Antes do teorema principal, precisamos de um pequeno fato sobre
polinémios.

11.31 Lema. Existe uma sequéncia de polinémios ¢, ) que con-
verge uniformemente para [¢t| em [-1,1].

Demonstragdo. Defina polinémios em [0, 1] recursivamente por

) =0, pusalt) = palt) + 5 (¢~ pal0)?)

Mostraremos que p, — /¢ uniformemente. Se 0 < p,(t) < v/, entdo

Prs1(t) — pn(t) = %(\/5 —pa(t)) (VE+pa(t)) >0

Vi = paga(t) = (VE— pa(?)) (1 _ W) 0
pois 0 < p,(t) < vt < 1. Por inducéo,
0<po(t) <pi(t) < < VE

Logo p,(t) possui limite L(¢). Passando ao limite na relacao de recor-
réncia, obtemos ¢ — L(t)? = 0, e portanto L(¢) = v/t. Como a conver-
géncia é monodtona e o limite é continuo, o Teorema de Dini implica
que a convergéncia é uniforme em [0, 1].

Finalmente, ponha
Entdo ¢, é polinomio e

an(s) — Vs = |s|

uniformemente em [-1,1]. O
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11.32 Teorema (Stone-Weierstrass, versao real). Seja K
um espago métrico compacto e seja A C C(K,R) uma subdlge-
bra que contém as fungdes constantes e separa os pontos de K.
Entao

A= ok, R).

Em outras palavras, toda fungdo continua em K pode ser apro-
ximada uniformemente por funcgoes de A.

Demonstracdo. Seja A o fecho de A na norma uniforme. Como
soma, multiplicacdo e multiplicagdo por escalares sado continuas
nessa norma, o fecho ainda é uma subdlgebra; ele contém as cons-
tantes e separa pontos.

Primeiro mostraremos que A é fechada sob médulo. Seja g € A e
tome M = max{l, g/« }. Pelo Lema 11.31, existem polinémios ¢, tais
que ¢, — |-| uniformemente em [-1,1]. Como g/M € A e A é uma
algebra,

Mgn(g/M) € A

Além disso,

||qu(g/M) - ‘g|||oo <M ;‘u<p1 |gn(t) = [t|]] — 0.

Logo |g| € A. Consequentemente, se g,h € A, também

h+lg—h

g\/h:max{g,h}:%'g'

¢ h h
gAh:min{g,h}:ﬁ—fW—\

pertencem a A.

Agora fixe f € C(K) e ¢ > 0. Como A separa pontos e contém as
constantes, para quaisquer z,y € K, © # y, existe h € A com h(z) #
h(y). A transformacao afim

gw,y(z) = f(x) +

pertence a A e satisfaz g, ,(z) = f(z) € g.4(y) = f(y). Para y = =, tome
simplesmente a funcao constante g, , = f(z).

Fixe agora = € K. Para cada y € K, o conjunto

Upy=1{2€ K :9s,(2)> f(2) —€}

€ aberto e contém y. Pela compacidade, existem y,...,y, tais que os
Us,y;, cobrem K. Defina

9o = Gz, \ARERY 9z,

Entéo g, € A4,
9u(2) > f(z) —¢€ (z € K),

e, como cada g, ,,(z) = f(z), temos g,(z) = f(z).
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Considere agora
Ve={z€ K :9,(2) < f(2) +¢}.

Esse aberto contém z, e os conjuntos V,, # € K, cobrem K. Escolha
x1,...,T, tals que K =V,, U---UV, e ponha

9=Ga1 N NGz, -

Como cada g,, > f — ¢, temos g > f — . Por outro lado, dado =z € K,
existe i tal que 2 € V,,, e entdo

9(2) < ga;(2) < f(2) +e.

Logo

lg = flleo <.
Portanto, para todo ¢ > 0, existe g € A com ||g — f|lcc <. Como A é
fechado, f € A. Como f era arbitréaria, A = C(K). O

11.33 Corolario (Teorema de Aproximacao de Weiers-
trass). Para toda funcdo continua f : [a,b] -+ R e todo ¢ > 0,
existe um polinémio p tal que

sup /() —p(a)] < <.
z€la,b]

Demonstracdo. As restrigdes dos polindmios a [a,b] formam uma su-
balgebra de C([a,b]), contém as constantes e separam pontos, pois
a propria fungdo = — x pertence a algebra. A conclusdo segue do
Teorema 11.32. O

11.34 Coroldrio. Se K c R? é compacto, entdo as restrigoes a
K dos polinémios em d varidveis sao densas em C(K) na norma
uniforme.

Demonstragdo. Os polinémios formam uma algebra que contém as
constantes. Se z # y em K, alguma coordenada satisfaz z; # y;; a
funcéo coordenada z — z; € um polindmio e separa esses dois pontos.
Basta aplicar Stone-Weierstrass. a

Ex. 11.14 — Prova dirigida do Teorema de Weierstrass por po-
linomios de Bernstein. Seja f € C([0,1]) e defina

Bu(f)(@) = ;f(fj) (Z) (1= 2t

Mostre, seguindo os passos abaixo, que B,(f) — f uniformemente
em [0, 1].

1.Prove que, para todo z € [0, 1],

i (Z)mk(l —a)nh =1

k=0

341



Analise Real / Sequéncias, séries e aproximacado de fungoes

2.Diferenciando a identidade binomial, ou usando identidades
combinatorias, prove que

3.Dado ¢ > 0, use a continuidade uniforme de f para escolher § > 0
tal que |f(u) — f(v)| < /2 sempre que |u — v| < 4.

4 .Na diferenca B, (f)(z) — f(z), separe os indices em dois grupos:

> 4.

<d e 'kx
n

——x
:
Use o item anterior, ponha M = || f||~ € use também

|f(k/n) — f(z)] <2M

no segundo grupo. A estimativa

n k n—k 1
— <
Z (k)x (12" < 4né?

|k/n—z|>6

permite entdo obter uma cota independente de x e concluir que

5.Finalmente, deduza o Teorema de Weierstrass em um intervalo
arbitrario [a, b] por uma mudanca afim de variavel.

As duas conclusoes desta parte sdo complementares. Arzela-Ascoli
identifica quando uma familia tem compacidade na norma uniforme;
Stone-Weierstrass identifica quando uma algebra de fungoes é densa
nessa mesma norma. O primeiro resultado produz subsequéncias
convergentes; o segundo permite aproximar uma fungdo continua
arbitraria.

11.8 Séries de poténcias

Séries de poténcias sao agora vistas no contexto correto: sao sé-
ries de fungdes com estrutura algébrica suficiente para que a con-
vergéncia possa ser estudada com enorme precisao. Dentro do raio
de convergéncia, a convergéncia é uniforme em todo subintervalo
fechado estritamente interior. E essa uniformidade que justifica con-
tinuidade, integracao e diferenciacao termo a termo.

11.35 Definicao. Seja (a;)>, uma sequéncia de nimeros reais
e c € R. Uma série da forma

Zak(x—c)k =ag+ai(z—c)+axz—c)?+as(x—c)P+---
k=0

¢ chamada de série de poténcia em (z — ¢). Quando ¢ = 0, a sé-
rie é chamada de série de poténcia em z. Os nimeros a; sdo

Séries de poténcias
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chamados de coeficientes da série de poténcia.

Podemos analisar a convergéncia de uma série de poténcia por meio
do teste da raiz. Considere a série

Zak,(:c — o)k,

k=0

Aplicando o teste da raiz, temos:

limsup 1/ |ax(z — ¢)*| = |z — ¢|limsup V/|ax| = |z — c|K,
k—o0

k—o0

onde definimos

K =limsup /|ag].

k—oco

Dessa forma, a série converge absolutamente se
K|z —c| <1,

e diverge se
K|z —c| > 1.

Note que, se K = 0, entdo para qualquer z € R temos K|z —¢| < 1,
garantindo a convergéncia absoluta em todo o eixo real.

Por outro lado, se 0 < K < oo, a condigdo de convergéncia absoluta

pode ser reescrita como

— ] <
Tr — C —_—.
K

Essa discussao motiva a seguinte definicao

11.36 Definicao. Dada uma série de poténcia > ;- , ax(z —c)*, 0
raio de convergéncia R é definido por

1
B= limsup V/|an|.

n—oo

se 0 < limsup ¥/|a,| < co. Se limsup {/|a,| = 0o, definimos R =0, e

n—o0

se lim {/|a,| =0, definimos R = cc.

Observamos que quando R = 0, a série de poténcia > =, ar(z — ¢)*
converge apenas para z = c. Por outro lado, se R = o, entao a série
de poténcia converge para todo = € R.

extbfObservacao. Se a; # 0 para todo k e klim lag+1|/|ax| existe, entdo
—00

pelo Teorema 4.37 o raio de convergéncia de Y ;- a,z* também é
dado por

S . |art1]

R T koo |ak| ’
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11.37 Teorema. Dada uma série de poténcia Y ;- ax(z — ¢)F
com raio de convergéncia 0 < R < oo, entao a série:

1. converge absolutamente para todo = com |z —¢| < R;
2. diverge para todo x com |z —¢| > R;

3. além disso, se 0 < p < R, entao a série converge uniforme-
mente para todo z com |z — ¢| < p.

convergéncia
. N absoluta .. N
divergéncia divergéncia
_— iif:f:fiifiiif:f:f)x
c—R c¢c+R

Demonstracdo. As afirmacdes 1. e 2. foram provadas na discussao
que precede o teorema. Suponha 0 < p < R. Escolha 3 tal que p <

f < R. Como
limsup v/|ax| =

k—o0

<1
Bv

==

existe n, € N tal que

1
ag| < 3 para todo k > n,.

Assim, para k >n, e |z —¢| < p,

k
lax(@ — )| < Jaxlo* < (g) .

%) k
Mas (’B)) < 1 e, portanto, Z <p) < oo. Assim, pelo teste M de
5
k=1

Weierstrass, a série converge uniformemente em |z — ¢| < p. O

O teorema anterior ndao sugere o que acontece quando |z — ¢| = R.
Como os seguintes exemplos (com ¢ = 0) ilustram, a série pode tanto
convergir como divergir quando |z| = R. O que é notavel é que, em
todos os casos possiveis, o conjunto de nimeros reais para os quais
a série de poténcias converge é precisamente um intervalo, o que
leva a seguinte definicao.

11.38 Definicdo. Seja ) ° ja,(z — ¢)" uma série de poténcias
em R. O intervalo de convergéncia da série de poténcias é o
conjunto

oo
{z €R| > an(z—c)" é convergente}.

n=0
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Gréafico de > ;- =" para z € (—1,1)

10 T T T
51 |
O? .
_5 |

—10
-2 -1 0 1 2

Gréafico de 2>, ED"4n para = € (—2,2).

n=1 n2n

2 I I I
11 .
0l .
1k .
72 | |

11.39 Exemplo.

1. A série > ;7 2" tem raio de convergéncia R = 1. Esta série di-
verge tanto em =z = 1 quanto em =z = —1.

. Seja 20, ED%4n a série de termo a,, = S 2", Entdo,

namn namn

g clel 1
= . — E|:r| quando n — oo.

an+1
Qn

Pelo teste da razao, a série de poténcias converge se ‘;”—l <le
diverge se '%‘ > 1. Portanto, o raio de convergéncia dessa série

é 2.
Agora examinamos os extremos. Substituindo z = 2 na série,
obtemos
oo
(_1)n
D

n=1

que converge pelo teorema da série alternada. Por outro lado,
substituindo = = —2 na série de poténcias, obtemos

=1

que diverge. Portanto, a série de poténcias converge em (-2, 2].

7. 2k e . A .
3. A série ), - também tem raio de convergéncia R = 1. Neste
caso, quando z = 1 a série diverge; enquanto que, para z = —1,
a série é alternada e converge pelo Teorema 4.38.

. 7. k . N .
. Considere a série )/~ | ;. Novamente, o raio de convergéncia
é R = 1. Neste exemplo, a série converge tanto em x = 1 quanto
emx = —1.

- ;. k . A . s

. Considere a série )~ , %+. Nesse caso o raio de convergéncia é

R = x e série converge em todos os reais. Essa série converge
para e”.
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6. Considere a série
o0
1420 +3%2+2%22 3% +... = Zakxk,
onde

3%, sek é par
ak = k Yo
2% se k é 1mpar.

Assim, limsup {/]ax| = 3, e portanto R = 1. A série diverge tanto
1

1
em r = 3 quantoem r = —3.

7. Finalmente, considere a série > ;- | klz*. Aqui, a, = k!,

lim 2L = jim (k+1)=00

k—oo  ay k—o00

Assim, pelo Teorema 4.37, {/|ax| — oo, € R = 0. Portanto, a série
de poténcia converge apenas para x = 0.

Ex. 11.15 — Nos itens a seguir determine o raio de convergéncia
das séries de poténcias fornecidas. Teste a convergéncia nos pontos
de fronteira, caso o raio de convergéncia seja finito.

| -7

a) z%;: f) Znni
n= n=1

"(z41)"
b) nzo n+1)2 Z n2—|—1
(z+3)" = (n)?
© Z nt 12 ) ;(Qn)zz'

n=1 n=1

e) > [1-(-2)"]="

Ex. 11.16 — Suponha que a sequéncia a,) seja limitada, mas que a
série Y~ , a, diverge. Prove que o raio de convergéncia da série de
poténcias ) 7  a,z™ éiguala 1.

Ex. 11.17 — Se ACR, defina —A como sendo {—a:a € A}. Seja Ao
intervalo de convergéncia da série }_° | a,2™. Prove que o intervalo
de convergéncia da série Y~ (—1)"a,z™ é —A.

Ex. 11.18 — Nos itens a seguir determine o raio de convergéncia
das séries de poténcias fornecidas.
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0o n? &
a) Z (1 + rlz) P c) Z(senhan)z", a > 0.
n=1 n=0

b) Z(sencm)z", a > 0.

n=0

Ex. 11.19 — Determine o raio de convergéncia e o intervalo de con-
vergéncia em R para as seguintes séries de poténcias:

a) Y 2l e) » (—1)5%0.
j=0 j=0

b) i I H ilﬂ
j=0 313t j:lj .

c) ijﬂ. 9) Z (j!)QJxJ.
j=1 =0

d) 2(5].) . h) > In(j)a’.

Ex. 11.20 — A funcao de Bessel de ordem p € Ny é definida pela
série de poténcias:

e (3)
= 0 (J —|—p

Prove que essa série de poténcias converge para todo x € R.

As funcgoes de Bessel foram definidas pela primeira vez por Daniel
Bernoulli (1700-1782) e generalizadas por Friedrich Bessel (1784-
1846). Essas fungdes aparecem em muitos problemas aplicados
em matematica, como condugdo de calor, vibragoes e eletromagne-
tismo.
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11.9 Propriedades das séries de po-
téncias

11.40 Teorema. Suponha que uma funcao f seja represen-
tada pela série de poténcias

fl@) =7 an(z =)
n=0

em um intervalo aberto (¢ —r,c¢+r). Entdo, f é continua neste
intervalo, e sua integral sobre qualquer subintervalo fechado
pode ser computada integrando a série termo a termo. Em par-
ticular, para todo z em (¢ —r,c + r), temos

/c Ft)dt = T;)an/ (t - o)"dt = nz -,

=0

Demonstragdo. Como a série representa f em (c —r,c+ ), Seu raio
de convergéncia é pelo menos r. Portanto, a série converge abso-
lutamente para todo z no intervalo aberto (¢ — r, ¢ + r) e converge
uniformemente em qualquer subintervalo fechado [c — p, ¢+ p|, onde
O<p<r.

Cada termo da série de poténcias ¢ uma fungdo continua em todo
o eixo real. Aplicando o Teorema 11.15, que estabelece que a con-
vergéncia uniforme de fungdes continuas implica a continuidade da
funcao soma, concluimos que a funcao f, dada pela soma da série, é
continua em todo o subintervalo fechado [c — p, ¢ + p]. Consequente-
mente, f é continua no intervalo aberto (¢ —r, ¢ + 7).

Além disso, o Teorema 11.17 afirma que, se uma série de fungoes
converge uniformemente e cada termo é integravel, entdo é possivel
integrar a série termo a termo. Como a série de poténcias satisfaz
essas condi¢des no subintervalo [c—p, ¢+ p|, podemos integrar a série
termo a termo nesse intervalo obtendo

/c F(t)dt = ;Oan/ (t — c)"dt = Z nCZ:1 (z — )"+,

=0

Portanto, reunindo esses resultados, concluimos que a fungéo repre-
sentada pela série de poténcias é continua e integravel no intervalo
de convergéncia, o que demonstra o teorema proposto.

O

O teorema anterior garante que o raio de convergéncia da série in-
tegrada é, no minimo, igual ao da série original. A seguir, demons-
traremos que, de fato, ambas as séries possuem o mesmo raio de
convergeéncia.
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Suponha que a série de poténcia > ;- ,ax(z — ¢)* tenha raio de con-
vergéncia R > 0. Se diferenciarmos a série termo a termo, obtemos
a nova série de poténcia

Zkak a?—c Zk—i—l akH(as—c)k
k=0

A questdo obvia é: qual é o raio de convergéncia da série derivada?
. . . . oo .

Alem disso, se f e definida por f(z) = >~ ar(z —¢)", |z — ¢| < R,

a serie derivada converge para f/(z)? As respostas para ambas as

perguntas sdao dadas pelo teorema a seguir.

11.41 Teorema (Derivacao termo a termo). Seja
Yreoar(z — ¢)* uma série de poténcia com raio de conver-
géncia R > 0, e defina-se

)= Zak(x —¢)*, para|z—c/ <R

Entdo valem as seguintes afirmacodes:

1. A série > 12, kag(z — ¢)k~! possui o mesmo raio de conver-
géncia R.

2. A funcdo f é diferenciavel em todo intervalo [z —¢| < R, €
sua derivada pode ser obtida derivando termo a termo:

"(z) = Zkak(aﬁ — o)L
k=1

Demonstragdo. Para conveniéncia, tomemos ¢ = 0. Considere a série
o0

derivada E kapaz*~!. Temos que Jim k=1, e para z # 0,
— 00
k=1

lim sup v/ k|ag| = hmsup V| akl.

k—o0

oo

Assim, o raio de convergéncia de Z kapx® ! também é R.
k=1

Além disso, fixe 0 < p < R e considere as somas parciais Sy(z) =
ZN:0 arr®. Temos Sy — f pontualmente em (—p, p), enquanto Sj (z) =
> i—; karz*~! converge uniformemente nesse intervalo. Aplicando o
Teorema 11.19 as somas parciais, concluimos que f é diferenciavel

m (—p, p) e que sua derivada é a soma da série derivada. Como p < R
¢ arbitrario,

oo
)= kaz*"!, paratodos |z <R.
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11.42 Corolario. Seja f(z) = > ,an(z — ¢)" uma série de po-
téncias. Entdo, o raio de convergéncia da série f(z) é o mesmo
que o da série integrada

_ C)n+1

[ foae =3 o

n=0

Como toda série de poténcias Y -, a,(z—c)" pode ser obtida diferen-
. e . —_c)ntl

ciando sua série integrada )~ | % o Teorema 11.41 garante

que ambas as séries compartilham o mesmo raio de convergéncia.

11.43 Corolario. Suponha que Y ;7 ax(z — ¢)* tenha raio de
convergéncia R > 0, e

o0

flz) = Zak(x —of, |Jr—¢ <R
k=0
Entdo f possui derivadas de todas as ordens em |z — ¢/ < R, €
para cada n € N,

0 (z) = ik‘(k‘—1)-~-(k:—n—|—1)ak(a:—c)k_". (11.6)
k=n

Em particular,
F™(e) = nlay,.

11.44 Definicao. Uma fungao real f definida em um intervalo
aberto I é dita infinitamente diferenciavel em I se f("(z) existir
em ] para todo n € N. O conjunto de funcdes infinitamente dife-
renciaveis em um intervalo aberto I é denotado por C>°(I).

Como consequéncia do Corolario 11.43, se > ;7 ax(z — ¢)* tem raio
de convergéncia R > 0 e se f é definida por f(z) = > ;o ar(z — ¢)*
para |z — ¢| < R, entdo a funcdo f ¢ infinitamente diferenciavel em
(¢ — R,c+ R) e sua n-ésima derivada é dada por 11.6.

O seguinte resultado de unicidade para séries de poténcia é outra
consequéncia do Corolario 11.43.

11.45 Corolario. Suponha que Y 7 ar(z—c)k e Y0, bi(z—c)k
sejam duas séries de poténcia que convergem para todos z, |z —
c| < R, para algum R > 0. Entao

Zak(gc —o)F = Zbk(x —o)f, |lr—c¢ <R
k=0

k=0

se, e somente se, a; = b, para todos k£ =0,1,2,....

A demonstracao do Corolario sera deixada como exercicio ao leitor.
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11.46 Exemplo. Seja f : R\ {1} — R definida por f(z) = = para
todo z € R\ {1}. A série de poténcias ) -, z" tem intervalo de con-
vergéncia (—1,1), e que > 2" = -1 para todo z € (—1,1). Portanto,
[ é representada pela série de poténcias ) - 2", que € centrada em
0.

Essa representacao em série de poténcias de f pode parecer pouco
satisfatdria, porque o intervalo de convergéncia da série de potén-
cias € apenas uma pequena parte do dominio da funcao f, e o leitor
pode se perguntar se existe alguma outra representagdo em série de
poténcias de f, centrada em 0, que tenha um intervalo de convergén-
cia maior do que (—1,1). Infelizmente, ndo existe tal representacao
em série de poténcias, porque o Corolario 11.45 afirma que, se uma
funcao tem uma representacao em série de poténcias centrada em
um numero, essa representacao é tnica.

Na verdade, ndo deveria ser tdo surpreendente que a fungdo f nao
possa ser representada por uma série de poténcias centrada em 0
que tenha um intervalo maior de convergéncia. A funcao f possui
uma assintota vertical em x» = 1, e ndo hé possibilidade de estender
f para uma funcao continua definida em toda R.

11.47 Exemplo. Em |z| < 1, temos que

k=0

Assim, pelos resultados anteriores, temos que

A—a2 kakl ik—&—l)xk
k=0

e Zk — 1)z g(k—&—Q)(k—i—l)xk

e para qualquer n € N,

=Y (k+n—1)--(k+1)z"
k=0

T _dt

11.48 Exemplo. Para todo z real, temos que arctgz = || 1{3-

De acordo com o Teste M de Weierstrass, a série geométrica

1

m:1—t2+t4—-~'+(—1)”t2n+"'

converge uniformemente em qualquer intervalo fechado contido den-
tro do intervalo aberto (—1,1). Assim, podemos integrar essa série
termo a termo, resultando, para |z| < 1, na seguinte expressao:

Todt x® 2P p2ntl
t = = _ — _—— .. _1 n
arctg x /0 ik 5t g +(-1) 2n+1+

Como veremos, na segao seguinte, este resultado fornece o desen-
volvimento da fungdo arctgz em série de Taylor no intervalo (—1,1).
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11.49 Exemplo. Para todo z real positivo, temos que In(1 + z) =
01 1%. De acordo com o Teste M de Weierstrass, a série

1
=1t
141t
converge uniformemente em qualquer intervalo fechado contido den-
tro do intervalo aberto (—1,1). Assim, podemos integrar essa série
termo a termo, resultando, para |z| < 1, na seguinte expressao:

0 -1 nanrl
log(1 ) = > S

n=0

sempre que x pertence ao intervalo aberto —1 <z < 1.

Ex. 11.21 — Prove o Corolario 11.45.

11.10 Série de Taylor

Até agora, mostramos que se uma funcgao f é definida por uma série
de poténcia, isto é,

oo

flx) = Zak(a: —of, Jz—¢ <R

k=0

com raio de convergéncia R > 0, entdo pelo Corolario 11.43, f é
infinitamente diferencidvel em (¢ — R,c + R) e os coeficientes a; sao
dados por a, = f*)(c)/k!.

A questao inversa é mais delicada: dada uma funcao infinitamente
diferencidvel em um intervalo aberto I e ¢ € I, quando sua série de
Taylor representa f em uma vizinhanca de ¢?

Na secao 11.13 mostraremos que nem sempre existe tal represen-
tacdao. Nesta secdao obteremos condigoes suficientes para que essa
representacao exista.

Newton derivou a expansao em série de poténcias de muitas das
fungoes elementares por técnicas algébricas ou integragao termo a
termo. Maclaurin e Taylor foram alguns dos primeiros matematicos
a usar o calculo de Newton para determinar os coeficientes na ex-
pansdo em série de poténcias de uma funcao.

Isso leva a seguinte definigdo:

11.50 Definicao. Seja f uma funcao de valor real definida em
um intervalo aberto I, e seja ¢ € I e n € N. Suponha que f(™(x)
exista para todo z € I. O polinémio

k),
L., 0@ = 3 T o

k=0
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é chamado de polinomio de Taylor de ordem n de f no ponto c.
Se f é infinitamente diferencidvel em I, a série

Zf(k) @ o)

é chamada de série de Taylor de f em c.

Para o caso especial em que c = 0, a série de Taylor de uma funcao f
é frequentemente referida como a série de Maclaurin .

11.51 Definicao (Funcao analitica). Seja I ¢ R um intervalo
aberto e f : I — R. Dizemos que f é analitica em c € I se existe
r>0,com (c—r,c+r)C I, tal que

(n
Zf :c—c)” (Jz —¢| < 7).

A funcdo é analitica em I se é analitica em cada ponto de I.

Toda funcgao analitica é C>~. A reciproca é falsa: possuir derivadas
de todas as ordens ndo obriga uma fungdo a coincidir com a série
determinada por essas derivadas. O contraexemplo da Secao 11.13
tornara essa distingao explicita.

Os exemplos elementares ajudam a fixar a definigdao. Polindmios sédo
analiticos em toda a reta; fungoes racionais sao analiticas em cada
ponto de seu dominio. Além disso, para todo c € R,

e® :eci (xic)n
n!

n=0

de modo que a exponencial é analitica em R. Para o seno, as de-
rivadas se repetem com periodo quatro e a expansdo em torno de
qualquer c é

‘ o (71)n(x _ 0)2" ‘ e (71)n($ o C)2n+1
senx:bencZ%T+cowZ% 2n11) )

e ambas as séries tém raio de convergéncia infinito. Portanto sen tam-
bém é analitica em toda a reta. Esses exemplos recuperam aqui, no
capitulo de séries de poténcias, o material que nao deve permanecer
no capitulo de derivadas.

Os trés primeiros polinémios de Taylor Ty, Ty, T» sdo dados especifica-
mente por

To(f.0)(x) = £(o)
Ty(f.0)(@) = £(e) + f(O)z— o
Ty(f.0)(x) = £(0) + F (D& — o) + LDz — o2

2!

No exercicio 11.34 temos um exemplo no qual a série de Taylor de
f(z) ndo converge para z # a e, pior ainda, se convergir, sua soma
pode ou nao ser igual a f(z) como mostra o Exemplo 11.63.
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Uma condigao necessaria e suficiente para que as respostas a ambas
as perguntas sejam afirmativas pode ser obtida por meio da formula
de Taylor com resto:

11.52 Teorema. Se f tem derivada continua de ordem n + 1
em um certo intervalo contendo a, entdo, para todo = desse in-
tervalo, tem-se a férmula de Taylor:

" k) (g
1@ =3 00wt 4 p),
k=0 )

com

Claramente a soma finita representa o polinémio de Taylor de grau
n gerado por f em a, € E,(z) é o erro cometido na aproximacdo de f
pelo seu polindbmio de Taylor. Ao considerarmos n — co na equacgao
acima, observamos que a série de poténcias convergira para f(z) se,
e somente se, o resto tender para zero. A seguir, apresentaremos
uma condigao suficiente para que o resto tenda a 0 em qualquer in-
tervalo ao redor do ponto a.

Comecgamos observando que a integral pode ser expressa de uma
maneira ligeiramente diferente e mais conveniente por meio de uma
mudanca de varidvel. Definamos

t=z+ (a —2)u, dt=—(x—a)du,

e notemos que v varia de 1 a 0 quando ¢ varia de a« a z. Assim, a
integral torna-se
_g)ntl ol
Ep(z) = w/ W F D g 1 (a — 2)uldu. (11.7)
0

n!

Esta forma do erro permite-nos enunciar a seguinte condicao sufici-
ente de convergéncia da série de Taylor.

11.53 Teorema. Se f é infinitamente diferencidvel num inter-
valo aberto I = (a —r,a +r) e existe uma constante positiva A tal
que

‘f(")(x)‘gA” para n=1,23,... (11.8)

para todo z em I, entdo a série de Taylor de f em a converge
para f(x) para todo o z em I.

Demonstragdo. Substituindo a desigualdade 11.8 na férmula inte-
gral 11.7 obtemos

T — n+1 1 — n+1An+1 Bn+1
0 < |Eu(z) < %A"H/ u"du = [z al =
n! 0 (n+1)! (n+1)!
onde B = Alx — a|]. Como B"/n! — 0 para todo B fixo, concluimos que
E,(x) — 0 para todo z € I. O
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Série de poténcias das funcoes exponen-
cial e trigonométricas

As funcgoes seno e cosseno e todas as suas derivadas sao limitadas por
1 em todo o eixo real. Portanto a desigualdade 11.8 é valida com A =
1se f(z) = senz ou se f(x) = cosz, e temos os desenvolvimentos em
série

J)S $5 $7 L x2n—1
senx:x—g—i—g—ﬁ—h--—&—(—l) m+
2 gh g6 o n

cose=l-grt gt gyt

validos para todo z real.

sen(z) e os primeiros polinémios
de Taylor no intervalo [—6, 6]

2 I I "=
1+ N | ——n=2
n=3

0 —_—n=4
n=>5

-1 N —n=6
-9 | | | —_—n=T
=5 0 5 | —sen(xz)

cos(r) e 0s primeiros polindmios
de Taylor no intervalo [—6, 6]

2

AL =

07 | —niQ

» —

-9 | | | ——n =6
—5 0 5 — cos(x)

Para a fungédo exponencial, f(z) = ¢%, temos f")(z) = ¢* qualquer que
seja z, pelo que em qualquer intervalo finito ( —r,7 ) temos e¢* < ¢".
Deste modo 11.8 verifica-se com A = ¢". Uma vez que r é arbitrario,
isto mostra que o seguinte desenvolvimento em série de poténcias é
valido para todo o z real:

2 n

- x T
=14 at o
2! n!
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Série Binomial

Sejar € R, eseja f:(—1,1) — R definida por f(z) = (1 + z)" para todo
x e (—1,1).

20 I PR
—(1+x)26 " ,

- - n=1 ,I ,’
15 n=2 S
- n=3 )

o n=4 K

- n=>5 ’
10 .

Calculamos a série de Maclaurin para f. Temos , que f é infinita-
mente diferenciavel e que, para z € (—1,1),

F®) () = rir—=1)--(r—k+1)(1+2)""% sekeN,
o (1+x)r7 se k=0.

e logo
f(k)(o)_ T(Tfl)"'(T*kJrl), se k eN,
1 se k=0.

)

Para conveniéncia, usamos a seguinte notacdo padrdo. Sejaa € R e
k € NU{0}. O coeficiente binomial () é definido por

<a>_ W7 se]{;eN’
k 1 se k=0.

)

Observamos que, se a € NU {0} e k € {0,...,a}, entdo esta definicao
de ({) coincide com a defini¢ao padréo de (3).

Temos entao que a série de Maclaurin de f é

Tf,0(x) = i f(:!(o) 2" = i <2) ",

n=0 n=0

Esta série de poténcias é chamada de série binomial para r. De-
terminaremos o intervalo de convergéncia desta série. Se r for um
numero natural, o coeficiente binomial

(r) _r(r=1)(r—n+1)

n n!

€ zero para n > r, de modo que a série binomial é um polinémio de
grau r, que, pelo teorema binomial, é igual a (1 + z)". No que segue,
assumimos que r ndo € um numero natural.

Série de Taylor
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Se a,, é 0 n-ésimo termo da série binomial, temos

Apy1 T —1
ntl — r — —r quando n — oo,
an n+1

de modo que o raio de convergéncia da série binomial é 1.

Nos casos em que o raio de convergéncia é 1, a convergéncia ou
divergéncia da série binomial em » = 1 e x = —1 depende do valor de
r;

A funcao f é representada pela sua série de Maclaurin? A resposta
¢é sim, e podemos provar esse fato agora. Seja ¢: (—1,1) — R definida

por
> T
— 1 - n
@) =140 (1)
para todo z € (—1,1). Temos que ¢ é diferenciavel. E deixado para o
leitor verificar que ¢'(z) = 0 para todo = € (—1,1). E direto verificar
que ¢(0) =1, e logo ¢(x) = 1 para todo = € (—1,1). Conclui-se que f(z)
¢ igual a sua série de Maclaurin para todo = € (-1,1), e, portanto, f
é representada pela sua série de Maclaurin.

11.54 Exemplo. Determinamos a série de Maclaurin para arcsen
da seguinte maneira. Usando a série binomial, temos que

1 L = -2
=(1+4z)"2= 2 )2
-+ i=Y ()

n=0

b ()l o (e) (a5 -2)
—1—§x+ BT =+ 3l r” +
_ lx—k 1-3 5 1:-3:5 4

para todo x € (—1,1). Como

/ 1 1 2
arcsen' r = — =1+ x® +

o2 ettt taayt

para todo z € (—1,1). Temos que

L 5, 13 5 135 .
2-11-37 " 22.21.5° " 23.31.7

xT
arcsenx = / arcsen’ tdt = x +
0
para todo z € (—1,1).

Finalmente como sen (§) = 3, e, portanto,
mos

= 6 arcsen 1 =6 l—i— ! + -3 + 1:3:5 +
= 2/ "\2 2.11-3.23  22.91.5.25  23.3l.7.97 )"

= arcsen (%) Assim, te-

E

Ex. 11.22 — Para cada uma das séries de poténcias nos itens a se-
guir determine o conjunto de todos os valores reais de x para os quais
a série converge e calcule a soma da série.
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a) 2(-1)%2". f) 722”;”

9 s 0 Soti(3)"
c) énxn h) éw

d) 2(—1)%:&. i) Ti(”f?’)!'

e) 2(—2)"21%’? ) im

Ex. 11.23 — Cada uma das funcoes nos itens a seguir admite uma
representagdo em série de poténcias em termos de z. Suponha a
existéncia da expansao, verifique que os coeficientes tém a forma in-
dicada e mostre que a série converge para os valores de z indicados.

. (loga)" .
a) a* = Z ( Oi'a) 2", a>0 (todo z). extbfDica: a® = evlo84,
n=0 ’
oo 1,2n+1
b) senhz = Z —— (todo x).
— (2n +1)!
> 92n—1
c) sen’r = Zl(—l)"'*'lwx% (todo z). extbfDica: cos2x = 1 —
2sen? .

0 "

2 e _1\n..2n
e) e*” :Z% (todo z).
n=0 :

Ex. 11.24 — Seja p : R — R uma fungdo polinomial. Qual é a série
de Maclaurin de p?

Ex. 11.25 — Seja f: R — R uma funcdo. Suponha que f seja repre-
sentada por uma série de Maclaurin >’  ¢,2". Encontre uma condi-
¢ao na sequéncia ¢, )%, que seja equivalente a condicdo f(—x) = f(z)
para todo = € R, e prove a equivaléncia. Uma fungdo que satisfaz
essa condicao é chamada de fungdo par.

Série de Taylor
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Ex. 11.26 — Seja A € R um conjunto nao vazio, a € Ae f: A —
R uma funcdo. Suponha que f seja representada por uma série
de poténcias ) ° jc.(z — ¢)". Seja R o raio de convergéncia de
Yoo o en(z—c)". Encontre uma condicao na sequéncia ¢, )52, que seja
equivalente a f ter um maximo local em a, e prove a equivaléncia.

11.11 Calculando a série de Taylor

Se f possui uma série de Taylor em torno de a, entdo a série é Unica.
Se pudermos estabelecer por qualquer meio que uma série de potén-
cias da forma correta representa f em uma vizinhanca de a, entao
essa série de poténcias deve ser a série de Taylor. Muitas vezes,
substituig6es simples, identidades algébricas, diferenciacao ou inte-
gracao podem ser usadas para facilitar o calculo de uma série de
Taylor. Os exemplos que seguem ilustram como isso é feito.

11.55 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para cos z>.

Solugao: Para cada w € R, a definicao de cosw fornece

_1 w?  w* wS
cosw = ngrZ*aﬁL“'

3
cosz”® =1 51 + T ol +
B 26 g1z 18
B T
=> -1y
JZ::: (25)!

- 1
11.56 Exemplo. Encontre a série de Taylor para —em torno de 3.

Solucao: Para todo z # 0, temos

1 1 1

z 3+z-3 3(1+x33>

Agora, para todo w tal que |w| < 1,

1 oo
m:17w+w27w3+~~:2(71)"w"

n=0
Portanto, para todo x tal que

r—3

3

’<1 ou seja, |r—3|<3,

Calculando a série de Taylor
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temos

8] |
W =
K| =
I
w

I
W
| — |
=
|
7N

8
Wi |
w
~_
+
7N
8
Wi |
w
~__
[\v]
|
7N
8
wi |
w
~~
w
+

= Z gt (x—3)
11.57 Exemplo. Encontre a série de Taylor para ¢* em torno de 1.

Solucao: Para todo w € R,

2 w3

w _ voLroL
e’ =1+w+or+or+

Seja w =z — 1. Entao

=1+ -1+

e, portanto,

11.58 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para

1+a)?

Solucao: Para todo w tal que |w| < 1, temos
1 o
— J
_— = w
1—w Z
Jj=0
e como as séries de poténcias podem ser diferenciadas termo a

termo,
> , 1
. g—1
g Jw T =
= (1 —w)?

Seja w = —z. Entao

1 > , ,
— -1 J—1 '{L‘]—l
A+a2 ;( )
de modo que
T o0
= (-1 Y
(1+x)2 =
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11.59 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para

log (1 + xz)

Solucao: A série de Maclaurin pode ser obtida prontamente a partir
da série de Maclaurin para log(1 + w). Derivamos a série a partir da
série geométrica para ilustrar o uso da integragao.

A integracao por substituicdo produz
o2
——— dt = log(1 + 2*
/0 1+ 2 og(1 +27)
e para cada z tal que |z| < 1, uma simples substituicao na série geo-

métrica da

o0

1 L
D (e Vi

Jj=0

de modo que

2z > S
=2) (—1)Ig¥H!
E RN

=

Sabemos que as séries de poténcias podem ser integradas termo a
termo dentro do intervalo de convergéncia. Assim, temos

11.60 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para cos? z.

Solucgao: Sabemos a série de Maclaurin para cosz, mas € claro que
simplesmente elevar ao quadrado essa série envolve uma multiplica-
cdo de séries infinitas que, por si s6, pode ser complicada. Em vez
disso, exploramos a identidade trigonométrica

9 1+ cos2x
cos" T = ————

A série de Maclaurin para cos 22 pode ser derivada por uma simples
substituicao; portanto,

cos2x = i (71)7]. (2)2j el

2 (2))!
Assim, temos
1 o (—1)72%1 = (—1)72%1
2, _ 2j _ J
cos“x = 2—}—2 2)! x —14—2 2))!
7=0 j=1

Calculando a série de Taylor
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Ex. 11.27 — Use a série geométrica para determinar a série de Tay-
lor para as seguintes fungées no ponto indicado a:

b)

x(x+1)’ “

c) arctanz, a=0;

1
d) m, a=0.

Ex. 11.28 — Use as séries de Maclaurin para senz e cosz junta-
mente com identidades trigonométricas para determinar a série de
Taylor para as seguintes fungdes em torno de a:

a) senxzsen2w, a=0;

b) l—cosx, a=0;

T

C) cosx, a= —;

0ol

d) coszsenz, a=0.

Ex. 11.29 — Mostre que z!/? é representéavel por uma série de Tay-
lor em torno de 1 no intervalo (0, 2).

Ex. 11.30 — Mostre que cos z é representavel por uma série de Tay-
lor em torno de qualquer nimero real.

Ex. 11.31 — Seja f(x) = Se% para todo x # 0 e seja f(0) = 1. Estime

1 . . .
J, f usando cinco termos da série de Maclaurin para f, e encontre
um limite superior para o erro.

Ex. 11.32 — Para as seguintes fungoes f, encontre a série de Ma-
claurin para [; f(¢)dt e dé os intervalos de convergéncia:

a) sent?;

b) e .

Ex. 11.33 — Encontre as séries de Maclaurin para senhz e coshz e

Calculando a série de Taylor
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dé os intervalos de convergéncia.

11.12 Funcoes trigonométricas

A diferenciabilidade termo a termo das séries de poténcias permite
uma construgao rigorosa das fungdes trigonomeétricas, sem recorrer
a intuigdo geométrica. Vamos apresentar brevemente as fungoes
seno e cosseno. As séries a seguir possuem raio de convergéncia in-
finito, o que significa que definem funcées C*> em toda a reta. Para
todo z € R, definimos:

- D" o TP G DL
co(x)—z:% @n)l x e bl(x)_nz:%@n—i—l)!x +1

n

Estas sao as fungoes que, na notagdo usual do Célculo, denotamos
por cos e sen. Assim,

cosx = co(x) e senz = si(x).

Nesta construgdo manteremos os simbolos co e si enquanto deduzi-
mos suas propriedades diretamente das séries de poténcias.

Segue de imediato das definigdes que co(0) = 1, si(0) = 0, co(—z) = co(z)
e si(—x) = —si(x).

11.61 Proposicao (Propriedades do Seno e Cosseno).
1. si®(2) + co?(z) = 1 para todo real .
2. |si(z)| <1 e|co(x)] < 1.
3. si(z +y) = si(x) co(y) + si(y) co(x) para todos os reais z,y.

4. co(xz +y) = co(z) co(y) — si(z) si(y) para todos os reais z, y.

Demonstracgdo.

1. Derivando termo a termo, obtemos: si’(z) = co(z) e co'(z) = —si(x).
Com isso, podemos concluir que si(z)? + co(z)? = 1 para todo z. De
fato, a funcdo f(z) = si(x)? + co(z)? possui derivada:
f'(z) = 2si(z) si’(z) + 2 co(x) co’ (z) = 2si(z) co(z) — 2 co(x)si(z) = 0.
Como f(0) =1, segue que f(z) =1 para todo z.
2. Observe que
si?(z) < si%(x) + co?(z) =1

Assim,
si(z) <1, e, portanto, |si(z) <1

O mesmo argumento mostra que |co(z)| < 1.

Funcdes trigonométricas
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3. e 4. Provamos as férmulas de adicao:

si(z +y) = si(z) co(y) + co(z) si(y),

co(z 4+ y) = co(x) co(y) — si(x)si(y).
Para demonstra-las, fixamos y e definimos as fungoes

f(x) =si(z +y) = (si(z) coy) + co(z) siy)) e
g(x) = co(z +y) — (co(x) co(y) — si(x) si(y))-

Temos que f'(z) = g(z) e ¢’(x) = —f(z), o que implica que (f(x)? +
g(z)?) = 0. Como f(0) = g(0) = 0, concluimos que f(z) = g(x) = 0 para
todo z, provando as férmulas de adigdo. O

11.62 Proposicao (Numero 7). A equacao co(x) = 0 possui
uma menor solucdo positiva. Esta solugdo é denotada por 7/2.

Demonstracdo. Precisaremos de dois passos para provar que co(z) =
0 possui uma menor solucao positiva.

No primeiro passo, mostraremos que existe pelo menos uma solugao
positiva da equacgao co(z) = 0. O Teorema do Valor Médio afirma que
se f é diferencidvel em (a,b) e continua em [a,b], existe ¢ em (a,b) tal
que

f) = fla) = (b —a)f'(c)

Aplicamos o Teorema do Valor Médio a fungdo seno. Existe um nu-
mero ¢ em (0,2) tal que

si(2) —si(0) = 2co(c)

Logo,

Em particular,

|co(e)] = PR <

Note que se |a| < 1, entdo a* < ;. Portanto,

co®(c) < (11.9)

o~ =

Agora mostramos que co(2¢) < 0. Temos
co(2¢) = co?(c) — si*(c) = co®(c) — (1 — co®(c)) = 2co*(c) — 1

Usando 11.9, temos

1
2602(0)1§2<4> —1<0.

Assim, a funcao co é estritamente negativa em 2c. Mas co(0) = 1. Logo
pelo Teorema do Valor Intermediario temos que existe d em (0, 2¢) tal
que cod = 0. Isso completa nosso primeiro passo.

Funcdes trigonométricas
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No segundo passo, mostramos que o conjunto de solugoes positivas
da equacgao co(z) = 0 tem um menor elemento. Seja

A={x>0:co(x)=0}

Como co(0) = 1 e co é continua, existe § > 0 tal que co(z) > 0 para
0 <z < 4. Logo A ndo possui elementos em [0,5). Como A é nao
vazio pelo primeiro passo, seu infimo satisfaz p > 6 > 0. Sabemos
que existe uma sequéncia a,, em A que converge para p. Pela nossa
definigdo de continuidade,

nl;rgo co(ay,) = co(p)
ja que a funcao co é continua em todo ponto. Mas coa, é 0 para todo
n > 0, entdo cop = 0 também. Ou seja, o infimo de A estd em A.
Nenhuma solucgdo positiva de co(z) = 0 pode ser menor que p (pela
definicdo de p). Além disso, p é uma solugdo. Assim, encontramos
um numero p que é a menor solugao positiva de co(z) = 0.

O

Como p = 7/2 é o primeiro zero positivo de co, temos co(z) > 0 para
0 <2< p. Assimsi’ =co > 0em (0,p), e si(p) > 0. Da identidade
si?(p) + co?(p) = 1, segue si(p) = 1. As férmulas de adigdo déao entdo
co(m) = —1, si(wr) = 0, co(2w) = 1 e si(2w) = 0. Aplicando novamente as
féormulas de adigcao, obtemos:

si(x +2m) =si(z) e co(x +27) =co(x) paratodoz e R.

Ou seja, as fungoes si(z) e co(z) sdo periddicas, com periodo 2.

Os resultados apresentados devem ser suficientes para mostrar ao
leitor como é possivel desenvolver a teoria das fungoes trigonomeétri-
cas a partir de séries de poténcias.

11.13 Exemplo de uma funcao nao
representavel por série de
poténcia

Nesta segdo retornamos a questdo inversa: dada uma funcao infinita-

mente diferencidvel em um intervalo aberto I e um ponto c € I, pode

f serrepresentada por uma série de poténcias em alguma vizinhanga
de ¢? Especificamente, existe um ¢ > 0 tal que

fz) =) an(e— o)
k=0

para todos z, |z —¢| < ¢, com a, = f*)(c)/k! para todos k =0,1,2,...? O
seguinte exemplo de Cauchy mostra que isso nem sempre é possivel.
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11.63 Exemplo. Seja f definida em R por

fla) = {01/ .
Como ili% e~/ = tliglo e~ =0, f é continua em 0. Para z 0,
() = 26;13/12
Quando z = 0, temos
7/(0) = lim f(h);f(O) ~ Jim e_;/hz _ tgr?oe% o

Assim,

, %e_l/f’:z, x #0
Fiw = {07 0

Por inducao, segue como acima que para cada n € N,

oy P(1/z)e"Y/7* 2 40
() {07 0

onde P é um polindomio de grau 3n. Esse detalhe é deixado como
exercicio ao leitor.

Assim, a fungdo f é infinitamente diferencidvel em R. Se existe R > 0
tal que f(z) = Y;o,arz" para |z| < R, entdo a;, = 0 para todos k.
Como consequéncia, f ndo pode ser representada por uma série de
poténcia que convirja para f em uma vizinhanca de 0.

Ex. 11.34 — Prove que a série de Taylor de f(z) = / e cos(t?x) dt
0

em ( converge apenas nesse ponto, ou seja, seu raio de convergéncia
é 0.

Fecho do capitulo

Hé& uma linha dnica por tras dos resultados deste capitulo. Conver-
géncia pontual é informacgao ponto a ponto; convergéncia uniforme
transforma essa informacao em controle global. Equicontinuidade
impede oscilagoes cada vez mais rdpidas e, com limitagao, produz
compacidade por Arzela-Ascoli. Separagao de pontos e estrutura al-
gébrica, por outro lado, produzem densidade por Stone-Weierstrass.
Séries de poténcias constituem o exemplo privilegiado em que essas
ideias de convergéncia, aproximacao e regularidade se encontram.

O capitulo termina, portanto, com uma distingdo que sera importante
muitas vezes adiante: uma funcdo pode ser extremamente regular
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e ainda assim nao ser analitica. Ser C>* é uma afirmacdo sobre a
existéncia de derivadas de todas as ordens; ser analitica é a afirma-
¢ao muito mais rigida de que a fungao é recuperada por sua série de
Taylor.
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Gabarito

2.9 (i) Limitada inferiormente por 2 e ilimitada superiormente. (ii)
Limitada inferiormente por —12 e ilimitada superiormente. (iii) Limi-
tada inferiormente por 1/2 e ilimitada superiormente. (iv) Positiva e
ilimitada superiormente; a razao entre termos sucessivos é (n +1)/2.
V) 0<a, <1. (vi) -1 < a, <1/8. (vii) Limitada inferiormente por 2 e
ilimitada superiormente. (viii) a, = 1/(n —1)!, logo 0 < a,, < 1. (ix) Por
inducao, v2 < a, < 2.

2.32 Por indugao, |s,41 — sn| < ¢" Y sy — s1|. Sem >n,

m—1

s — sn| < [s2—s1] Y ¢/ <

Jj=n

‘82 — 5 |qn—1

1—¢

)

que tende a zero. Logo (s,,) € de Cauchy e converge pela completude.

2.33 Escolha, por exemplo, aproximagoes decimais racionais r, de
V2 com |[r2 —2| < 1/n er, > 0. A sequéncia é de Cauchy em R, mas

nao pode convergir em Q, pois qualquer limite racional r satisfaria
2

re = 2.

2.34 Completude fornece um ponto entre o supremo dos extremos
esquerdos e o infimo dos direitos. Na reciproca, bissecte um inter-
valo entre um elemento do conjunto e uma cota superior; o ponto
comum dos intervalos encaixantes é o supremo. A hipdétese arquime-
diana garante que os comprimentos tendem a zero.

2.35 Em R((z)), o elemento positivo x € menor que 1/n para todo
n € N; portanto o corpo ndo é arquimediano. Essa infinitesimalidade
impede que a bissecdo usual, baseada em 27", controle toda distan-
cia positiva, precisamente o passo usado na reciproca do teorema.

2.36 (i) limsup = 1 e liminf = —1. (ii) limsup = 1 e liminf = —1. (iii)
ambos valem 1. (iv) limsup = 1 e liminf = —1. (V) limsup = 1 e liminf = 0,
pois toda cauda contém quadrados e nao quadrados.

2.37 supy>,(—ax) = —infy>, ai, inclusive com valores estendidos. To-
mando infimo em n, obtemos a primeira identidade; a segunda é ana-
loga.
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2.38 supy>,(ar +by) < M, +M,,. Tomando limites, obtemos a primeira
desigualdade; a segunda é andloga. Para desigualdade estrita, tome
an, =(—1)" e b, = —(—1)": o lado esquerdo vale 0 e o direito vale 2.

2.39 Da Prop. 2.53: L = limsupa, sse infinitas vezes a,, > L — ¢ mas
eventualmente a,, < L +¢. Logo L = sup{r : a,, > r infinitas vezes}.

2.40 =: pelo Teorema 2.40, toda subsequéncia convergente tem o
mesmo limite da sequéncia. Para a reciproca, se (a,) ndo convergir a
L, alguma subsequéncia permanece a distancia pelo menos ¢ > 0 de L.
Ela é limitada e, por Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia
convergente cujo limite é diferente de L, contradicao.

2.41 Como 1/(27) é irracional, as partes fracionarias de n/(27) sao
densas em [0,1]. Portanto, os restos de n» médulo 27 aproximam ar-
bitrariamente /2 e 37/2; dai existem subsequéncias de senn conver-
gindoalea —1. Como —1 <senn < 1, seguem os valores pedidos.

3.3 (2) implica (3), e (3) implica (1) pela definigdao. Se (1) vale, a
Proposigdo 3.11 e a independéncia do representante dao (2). O afas-
tamento uniforme é indispensavel: a sequéncia z,, = 1/n é positiva
em todos os indices, mas € nula e representa 0.

3.4 Para subtracao: ¢(p—q) =[p—q] = [p— 7] = p(p) — v(q) (verificacao
da boa-definigao analoga as operagoes). Inverso: parap # 0, p(p)~! =
[%] = (1/p). Como |p|=psep>0e|p|=—psep<0, apreservacao
da ordem e dos opostos da ¢(|p|) = |¢(p)].

3.7 Injetividade: «(r) = «(s) implica Q, = Q,, logo » = s. Preserva
ordem: r < s = Q, 2 Q, (definicdo reversa de ordem em R), logo
t(r) < u(s). Preserva soma: verificar que Q, + Qs = Q.5 pela definicao
da soma de cortes.

3.9 Seja H = (x4 X. Como A tem uma cota superior na ordem
reversa, H é nado vazio; ele é proéprio e fechado para cima. Se H nao
tem minimo, ja é o supremo. Se tem minimo A, substitua-o por H\ {h}.
Em ambos os casos o corte obtido esta contido em cada X e é o maior,
na ordem reversa, entre os cortes com essa propriedade; portanto é
sup A.

3.10 Pela prova do Teorema 3.26, ¢(r) = supg{p € Q : p < r}. Para
r = [q], esse conjunto é {p: p < ¢}; seu supremo na representagao por
cortes superiores € @,. Logo ¢([q]) = Q,.

4.44 A identidade segue de a, = Ax — Ax_1 € soma por partes:

n n—1
Z (Ak - Akfl)bk = Anbn - Amflbm + Z Ak(bk - bk+1)'
k=m k=m
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Se |Ax| < M, entao, paran > m,

n n—1
> arbi| < M|+ Mby| + MY [br — brsa-
k=m k=m

Como (b,,) ¢ monotona, a ultima soma telescopa e o lado direito tende
a zero quando m,n — co. Aplique Cauchy para séries.

4.45 Separe os termos positivos p; e os modulos dos negativos g;.
Convergéncia condicional implica

ij=+oo, qu:+oo, Dj,q; — 0.

Para obter soma L: some positivos até ultrapassar L; some negativos
até ficar abaixo de L; repita. As ultrapassagens sao limitadas pelo
altimo termo utilizado, que tende a zero. Logo as somas parciais
convergem para L. Para +oo, na etapa k some positivos até ultrapas-
sar k, depois acrescente apenas um préximo termo negativo. Como
os termos negativos tendem a zero, os niveis alcangados tendem a
infinito. O caso —oo é simétrico.

4.46 Para convergéncia absoluta,

N N n oo oo
S len £33 b < (zw) Sy
k=0 =0

n=0 n=0 k=0

Logo > |e,| converge. Para a soma, compare

com a soma dos termos ayb; no triangulo k+; < N. A contribuicdo da
regido complementar tende a zero por convergéncia absoluta. Por-
tanto a soma é AB.

4.47 Use o critério da integral. Na primeira:

d
u =logz, duz—x,
x

/007‘” :/mu*pdu
z(log x)P ’

que converge se, e somente se, p > 1. Na segunda, use primeiro
u = logz e depois v = log u:

oo d.’L' o0
/ = / v~ % dv.
xlog z(loglog x)4

Logo converge se, e somente se, ¢ > 1.

4.48 Se a série é absolutamente convergente, toda sub-série tam-
bém converge absolutamente. Reciprocamente, suponha que toda
sub-série convirja. Considere os indices positivos

P={n:a, >0}
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e negativos
N ={n:a, <0}.

As sub-séries correspondentes convergem por hipétese. Logo

Z a, < 00, Z (—an) < o0.

nepP neN
Portanto
Z|an| = Z an + Z(—an) < 0.
nepP neN

5.1 f(n) = 2n é bijecdo de N para pares. Logo {2,4,6,...} ~N.

5.2 Cada subconjunto finito é enumerado listando seus elementos:
escrever como funcao {ay,...,a,} — Nvia (ai,...,a,) — n+ posicao
na ordem. A quantidade de n-uplas em N" é enumeravel (Teorema
5.18). Uni&o sobre n é enumeravel.

5.3 A funcédo f(z) = a + (b — a)z é bijecdao de (0,1) em (a,b). Como
(0,1) ~ [0,1] ~ R (Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem
cardinalidade c.

5.4 A funcédo f(z) = a+ (b — a)z é bijecdo de (0,1) em (a,b). Como
(0,1) ~ [0,1] ~ R (Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem
cardinalidade «¢.

5.5 A funcdo f(x) = a + (b — a)z € bijecdo de (0,1) em (a,b). Como
(0,1) ~ [0,1] ~ R (Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem
cardinalidade .

5.6 A funcédo f(z) = a + (b — a)z € bijecdo de (0,1) em (a,b). Como
(0,1) ~ [0,1] ~ R (Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem
cardinalidade c.

5.7 A funcédo f(z) = a + (b — a)z é bijecao de (0,1) em (a,b). Como
(0,1) ~ [0,1] ~ R (Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem
cardinalidade c.

5.8 Os numeros algébricos sao enumeraveis (Teorema 5.24). Se [0, 1]
fosse enumeravel, todo subconjunto (em particular, os algébricos em
[0,1]) seria enumeravel. Mas [0,1] é ndo enumeravel, logo existem
numeros reais que ndo sao algébricos.

5.9 Os numeros algébricos sao enumeraveis (Teorema 5.24). Se [0, 1]
fosse enumerével, todo subconjunto (em particular, os algébricos em
[0,1]) seria enumeravel. Mas [0,1] € ndo enumeravel, logo existem
numeros reais que ndo sdo algébricos.
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6.1 Considere q(t) = ||z —ty||3 = ||=||3 — 2t{x,y) + t?||y||3 > 0 para todo ¢ €
R. Se y # 0, o minimo em ¢ é negativo se (z,y)? > ||z||3||ly||3, contradicdo.
Logo [(z,y)| < [lz]2]lyll2. Para |lu+ o3 = |ullf + 2(u,v) + [Jvll} < [Ju]3 +
2[ullzllvllz + lvl3 = (lull2 + llv]2)*.

10.28 Se f(xp) > 0, pela continuidade existe um intervalo I contendo
x9 € ¢ > 0 tal que f > c em I. Escolha g > 0, continua, ndo identica-
mente nula e com suporte em I. Entao

b
/f926/9>0,
a I

contradicdo. O caso f(zo) < 0 é analogo.

10.29 Primeiro prove para uma funcao degrau s, constante em uma
particdo finita. Em cada intervalo,

2 2
<= <=
n n

3

/ sen(nz) dx

/ cos(nx) dx

Logo o resultado vale para s. Dado ¢ > 0, aproxime f em integral por
uma funcao degrau s de modo que

/abf—s|<f-

[t = sysenna)| < [1 = <=

Combine com o caso degrau e faga n — occ.

Entao

10.30 Para o caso crescente, aplique o teorema de mudancga de va-
riavel ja provado:

B »(8) b
' (t) dt = ) dr = ) dr.
Af(w( D' (1) /W) /() /af()

Se ¢ é decrescente, p(a) =b e ¢(3) = a, logo

/ " Flolt)e! () at = / " fwyde = - /  fa)do

10.31 Se a = u — v, com u,v crescentes,

D olAal <> Au+ Y Av=u(b) - u(a) + v(b) - v(a).

Logo « tem variacao limitada. Reciprocamente, defina

V(z) = Vi (a),
e use
Viy) = V(z) 2 laly) —alz)]  (z<y).
Entao v -

sdo nao decrescentes e oo = u — v.
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10.32 a.)Se ws(z) < n, existe uma vizinhanga de z cuja oscilagdo é menor
que 7; pontos suficientemente préximos herdam essa propriedade. Portanto
o complemento de D,, é aberto.

b.)Escolha uma particao P com

> w(fi L)L <en.
A soma dos comprimentos dos intervalos de P com oscilagdo pelo menos n é
menor que . Todo ponto de D, fora dos pontos da particdo pertence ao in-
terior de um desses intervalos. Cubra separadamente os finitissimos pontos
da particao por intervalos de comprimento total arbitrariamente pequeno.
Logo D, tem medida zero.

c.)Como

e o]
Df - U Dl/m7
m=1
o conjunto de descontinuidades é unido enumeravel de conjuntos de medida
Zero.
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