
NÚMEROS REAIS E SEQUÊNCIAS UFABC

LISTA 3
Sequências

1 — Proveapartir dadefiniçãoque lim
n→∞

n− 1
n+ 1

= 1.

2 —
a Mostre que se an converge para a, então |an|

converge para |a|
Dica: use que ∥x | −|y|| ≤ |x − y|.

b É verdade que se |an| converge, então an

converge? Prove ou forneça um contrae-
xemplo.

3 — Seja an uma sequência de números reais, e L

um número real. Defina bn = |an − L|. Mostre que
an converge para L se, e somente se, bn converge
para 0.

4 — Considere uma sequência de termo geral an

e suponha que limn→+∞ an = a. Prove que

lim
n→+∞

a1 + a2 + . . .+ an

n
= a.

5 — Para cada uma das seguintes sequências
diga se ela é limitada superiormente e inferior-
mente. Prove suas afirmações:

a an = n2 + n

b an = n2 − 7n

c an =
n!
2n

6 — Prove que as seguintes sequências diver-
gem:

a n− 10000

b n!

c n3

d (−1)nn

e a1 = 1 an = n · an−1

7 — Prove que se (an) é decrescente e limitada
então an converge.

8 — Para cada uma das seguintes sequências
diga se ela é crescente, decrescente ou nenhuma
dessas duas. Prove suas afirmações:

a an = n2 + n

b an = n2 − 7n

c an =
1
n2

d an =
2n− 6
3n+ 4

e A sequência definida recursivamente por
a1 =
p

2 e an =
p

2an−1

9 — Prove por indução que se lim
n→∞

an = a então

lim
n→∞

(an)
k = ak,

para todo k ∈ N.
a Usando o exercício anterior, mostre que da-

dos p, q ∈ N, se lim
n→∞

an = a então

lim
n→∞

(an)
p
q = a

p
q .

b Mostre que dado α ∈ R, se lim
n→∞

an = a então

lim
n→∞

(an)
α = aα.

10 — Suponha que an seja uma sequência cres-
cente, bn seja uma sequência decrescente, e que
an ≤ bn para todo n≥ 1.

a Mostre que an e bn convergem.
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b Se, além das hipóteses anteriores, temos que
bn − an converge para 0, prove que an e bn

convergem para o mesmo limite.

11 — Prove que se (an) é decrescente e limitada
então an converge.

12 — Dê um exemplo de uma sequência não li-
mitada que não diverge para +∞ ou para −∞.

13 — Para sn a sequência de termo geral dado
abaixo, determine a convergência ou divergên-
cia da sequência (sn). Calcule, caso exista,
limn→+∞ sn.

a sn =
n4+3n+1

5n4+2

b sn =
p

n+ 1−
p

n

c sn =
�

1+ 2
n

�n

d sn =
∫ n

1
1
x d x

e sn =
∫ n

1
1
xα d x , onde α é um real dado

f sn =
∫ n

0 e−sx d x(s > 0)

g sn =
(−1)n
n+3

h sn =
(−1)nn
2n−1

i sn =
n2−2
n+1

j sn =
1−n
2n

k sn =
3n

n3+5

14 — Seja an uma sequência de números reais
que converge para L. Defina bn = an+k0

. Mostre
que bn também converge para L.

15 —
a Dê um exemplo de uma sequência con-

vergente (sn) de números positivos tal que

lim(sn+1/sn) = 1.
b Dê um exemplo de uma sequência con-

vergente (tn) de números positivos tal que
lim(tn+1/tn) = 1.

16 — Prove:

a Se lim sn = +∞ e k > 0, então lim ksn = +∞.
b Se lim sn = +∞ e k < 0, então lim ksn = −∞.
c lim sn = +∞ se, e somente se, lim(−sn) = −∞.
d Se lim sn = +∞ e se (tn) é uma sequência li-

mitada, então lim(sn + tn) = +∞.

17 — Mostre que se lim
n→∞

an = a, então lim
n→∞
|an| =

|a|

18 — Mostre que se an > 0, então lim
n→∞

an ≥ 0.

19 — Calcule lim
n→∞

n sen 1
n

20 — Mostre que, se uma sequência (an)
∞
n=1 não

é limitada superiormente, então existe uma sub-
sequência
�

akn

�∞
n=1 tal que limn→∞ akn

=∞. Um re-
sultado similar vale se a sequência não for limitada
inferiormente, mas −∞ substitui∞.

21 — Prove que toda sequência de Cauchy é li-
mitada.

22 — Dizemos que uma sequência (sn) é contra-
tiva se existe uma constante k com 0 < k < 1 tal
que |sn+2 − sn+1| ≤ k |sn+1 − sn| para todo n ∈ N. Prove
que toda sequência contrativa é uma sequência
de Cauchy e, portanto, é convergente.
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