NUMEROS REAIS E SEQUENCIAS

LISTA 3

Sequéncias

1 — Prove a partir da definigdo que lim n; = 1.
n—-oo n

2 —

[a] Mostre que se a, converge para a, entdo |a,|
converge para |al
Dica: use que ||x | —|y|| < |x—y|.

[b] E verdade que se |a,| converge, entdo a,
converge? Prove ou forneca um contrae-
xemplo.

3 — Seja a, uma sequéncia de numeros reqis, € L
um numero real. Defina b,, = |a,,—L|. Mostre que
a, converge para L se, e somente se, b, converge
para 0.

4 — Considere uma sequéncia de termo geral a,
e suponha que lim,,_,, -, a, = a. Prove que

. oaytay+...+a,
lim =a
n—+00 n

5 — Para cada uma das seguintes sequéncias
diga se ela é limitada superiormente e inferior-
mente. Prove suas afiimagades:

[a] a,=n?+n
[b] a,=n*—7n
an = b

6 — Prove que as seguintes sequéncias diver-

n—10000

n!

n3

[=] [=] [=]

[4] (=1)"n

[e] s=1la,=n-a,,

7 — Prove que se (a,) € decrescente e limitada
entdo a, converge.

8 — Para cada uma das seguintes sequéncias
diga se ela é crescente, decrescente ou nenhuma
dessas duas. Prove suas afirmagoes:

[a] a,=n?+n

E] a,=n“—7n
1

WG =3
2n—6

4l =53

[e] A sequéncia definida recursivamente por

a; =+v2ea,=+2a,

9 — Prove por indugdo que se lim a, =a entdo
n—-oo

lim (an)k = ak,
n—oo

para todo k € N.
[a] Usando o exercicio anterior, mostre que da-
dos p,q €N, se lirgo a, = a ent@o
n—

p
lim (a,)? =av
n—>o0

LYl

[b] Mostre que dado a €R, se lim a, =a enfGo
n—

lim (a,)* =a®.

n—oo

10 — Suponha que q, seja uma sequéncia cres-
cente, b,, seja uma sequéncia decrescente, e que
a, < b, para todon > 1.

[a] Mostre que q, € b, convergem.
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[b] Se, além das hipdteses anteriores, temos que
b, —a, converge para 0, prove que a, e b,
convergem para o mesmo limife.

11 — Prove que se (a,) € decrescente e limitada
entdo a, converge.

12 — D& um exemplo de uma sequéncia ndo li-
mitada que ndo diverge para +o0o ouU para —eo.

13 — Para s, a sequéncia de termo geral dado
abaixo, determine a convergéncia ou divergén-
cia da sequéncia (s,). Calcule, caso exista,
lim,,_, oo Sy

5] s =5

@ sp=vVn+1—4/n
S
Sy = fln %dx
sn= [, 2=dx, onde a é um real dado

Sp= f(:l e **dx(s > 0)
(_1)71
n+3

(=1)"n

(%)

Sn = p—1
2
_ n*=2
Sn =
1—n
Sn = om0

371
T n3+5

=15 ) B E
i

wn
=
|

14 — Seja a, uma sequéncia de numeros reaqis
que converge para L. Defina b, = a,.k,. Mostre
que b, tfambém converge para L.

15 —

[a] Dé um exemplo de uma sequéncia con-
vergente (s,) de ndmeros positivos tal que

lirn(sn+1/5n) =1
[b] D& um exemplo de uma sequéncia con-
vergente (t,) de ndmeros positivos tal que

lim(¢,41/¢,) = 1.

16 — Prove:
Se lims, = +o00 e k > 0, entdo limks,, = +00.
Se lims, = +o00 e k < 0, entdo limks,, = —oo.

lims, = +00 se, e somente se, lim(—s,) = —o0.

[&] [o] [=] [=]

Se lims,, = +o0 e se (t,) € uma sequéncia li-
mitada, entdo lim(s, + t,) = +00.

17 — Mostre que se lim a, = a, entdo lim |a,| =
n—oo n—oo

lal
18 — Mostre que se a,, > 0, entdo linolo a, > 0.
n—

1
n

19 — Calcule lim nsen
n—,oo

20 — Mostre que, se uma sequéncia (an)r‘fil ndo

é limitada superiormente, entdo existe uma sub-

sequéncia (a;, ) -, tal que lim,_,c a;, = 00. Um re-

sultado similar vale se a sequéncia ndo for limitada

inferiormente, mas —oo substitui co.

21 — Prove que toda sequéncia de Cauchy é li-
mitada.

22 — Dizemos que uma sequéncia (s,) € contro-
tiva se existe uma constante k com 0 < k < 1 fal
que |s,49 —Sp+1l < ksp41 —s,| para todo n € N. Prove
que toda sequéncia contrativa € uma sequéncia
de Cauchy e, portanto, &€ convergente.
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