NUMEROS REAIS E SEQUENCIAS

LISTA 1

Numeros Reais

Corpo

—

Mostre que num corpo valem:
—0=0.

11 =1.

Zero ndo admite reciproco.
Sea#0,entdob/a=b-a'.

[=]  [=][~] [=][=]

Sea#0,entdo (a) ' =a.

(—a)b =—(ab) € (—a)(—b) = ab.

H

(a/b)+(c/d)=(ad + bc)/(bd)se b#0ed#0

(a/b)(c/d) = (ac)/(bd)se b#0ed #0.

[=]

—(a—b)=—a+D.
Sea#0eb#0,entdo (ab)'=a'b !

[=] [-]

2 — Seja Q(v2) = {a + bv2|a,b € Q}. Dados
a+bv2 € Q(W2) e ¢ +dv2) € Q(v/2), definimos a

soma e o produto, respectivamente, como:

(a+bvV2)+(c+dvV2)E (a+c)+(b+d)V2
(a+bvV2)-(c+dv2) % (ac + 2bd) + (ad + bc)vV2 .

Mostre que Q(+v/2) € um corpo.

3 — Seja Q(i), cujos elementos sdo pares orde-
nados z = (x,y) de ndmeros racionais, pode ser
descrito como Q(i) = Q x Q, quando visto como
conjunto. As operagdes neste corpo sdo defini-
das da seguinte forma: a soma de dois elemen-
tfos (x,y) + (x',¥y") = (x + x',y + y') e o produto

(6, y)- (', y) = (xx’ —yy',x'y + xy’). O elemento
neutro da adi¢do € (0,0) e o neutro da multiplica-
¢do é (1,0). Mostre que Q(i) € um corpo.

Corpo Ordenado

4 — Mostre que num corpo ordenado completo
valem as seguintes afirmagoes:

[a] Ndo existe nenhum numero real x tal que
x>+1=0.

[=]

A soma de dois nimeros negativos € um nu-
mero negativo.

Se a > 0, entdo 1/a > 0, s€ a < 0, entdo
1/a < 0.

-]

Se0<a<b,ento0<bt<al

Sea<beb<c,entGoac<ec.

[~] [=] [=]

Para ndmeros reais a € b quaisquer tfem-se
a’?+b%>0. Se a e b ndo sdo ambos 0 , en-
t&o a? + b2 > 0.

Se x verifica 0 < x < h para fodo o ndmero
real positivo h, entdo x = 0.

5 — Mostre que Q(i) ndo € um corpo ordenado.

Indugdo

6 — Prove que 12422 +---+n% = ln(n+1)(2n+1)
para todo n € N.

7 — Prove que 13 +23 + ...
todo neN.

+n® = tn%(n+ 1)? para
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8— Proveque 13+23+---4+n®=(1+2+---+n)?
para todo n e N.

9 — Prove que

1 1 1 1
+ + o
1-2 2-3 3-4

n
+ = , paratodoneN
nin+1) n+1

10 — Prove que 1+r+r2+---+r" = 122 para todo
neN, quando r # 1.

Corpo ordenado completo

11 — Seja X ={i;neN}. Prove que infX =0.

12 —

[a] Se x e y sGO numeros reais quaisquer com
x < y, prove que existe pelo menos um nu-
mero real z tal que x <z < y.

Se x € um numero real arbitrdrio, prove que
existem infeiros m e n fais que m < x < n.

Se x > 0, prove que existe um inteiro positivo
ntalque 1/n < x.

Se x € um ndmero real arbitrdrio, prove que
existe um inteiro n Unico que verifica as desi-
gualdadesn < x <n+1. Este n € chamado a
parte inteira de x e representa-se por [x].

13 — Sejam X c R ndo-vazio, limitado superior-
mente, € ¢ um ndmero real. Tem-se ¢ < supX se,
0 somente se, para cada ¢ > 0 real dado pode-so
achar x € X tal que ¢ —¢ < X. Enuncie e demons-
fre um resulfado andlogo com infimo em vez de

supremo.

14 — Seja 1 =[0,1). Prove que supl = 1.

15 — Sejam A c B conjuntos ndo-vazios limitados
de nUdmeros reqis. Prove que infB < infA < supA <
supB.

16 — Dado A ¢ R ndo-vazio e limitado inferior-
mente, seja —A = {—x;x € A}. Prove que —A é li-
mitado superiormente e que sup (—A) = —infA.

17 — Seja A c R ndo-vazio e limitado. Dado ¢ > 0,
sejac-A={c-x;x € A}. Prove que c-A € limitado e
que sup(c-A) =c-supd, inf(c-A) = c-infA. Enuncie
e demonstre o que ocorre quando ¢ < 0.

* 18 — Seja X c R. Uma fungdo f : X — R é dita
ILimitada quando sua imagem f(X) c R € um con-
junto limitado. Neste caso define-se o sup f como
0 supremo do conjunto f(X).

[a] Prove que asoma de duas fungdes limitadas
f,g:X - Réuma fungdo limitada f+g: X —
R.

[b] Mostre que (f + g)(X) C f(X) + g(X)

Conclua que sup(f + g) < supf +supg € que
inf(f + g) = inff +infg.

[d] Considerando as fungdes f,g : [-1,+1] - R,
definidas por f(x) = x € g(x) = —x, mostre
que se pode fer sup(f + g) < supf +supg €
inf(f + g) > inff +infg.

19 — Sejam A e B conjuntos de ndmeros reais po-
sitivos. Definimos

A-B={x-y;x€Ae yeB}.

Prove que se A e B forem limitados entéo A- B € li-
mitado, sendo sup(A-B) = supA supB e inf(A-B) =
infA-infB.
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