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Observacoes

Essas notas correspondem aos apontamentos para o curso de Topologia mi-
nistrado em 2019. Essas notas foram escritas em tempo real e praticamente nao
revisadas, podendo dessa forma apresentar erros ou se¢des incompletas.

Nos ficariamos muito gratos se nos fossem enviadas sugestdes de melhorias ou
que nos fossem apontados erros porventura encontrados.

“Aos azuis, supressao de cinzas do mundo”



Notacao

Notacio Significado

A infimo

% supremo

T topologia

d(x,y) distancia

B(x;¢) bola aberta

B|x;¢] bola fechada

T4 topologia da métrica
7 (x) vizinhanca de x
P(X) partes de X

B base para a topologia
T(E) topologia gerada

A fecho de A

A° interior de A

fr(A) = 9(A) fronteira de A

A’ conjunto derivado de A
by {%} x, sequéncia

T, topologia inicial ou topologia fraca
Th topologia final

X/~ quociente

I topologia quociente



Introducao

Muitas propriedades estudadas em analise podem ser formuladas sem recorrer a
uma distancia. Para tratar de continuidade, convergéncia e vizinhancas, é possivel
trabalhar diretamente com conjuntos abertos. Essa estrutura constitui o ponto de
partida da topologia.

No plano euclidiano, medimos comprimentos e dngulos. Entretanto, muitos
argumentos sobre continuidade dependem apenas das relacdes entre os abertos,
e ndo dos valores das distancias. Identificar essa dependéncia permite passar da
geometria métrica a topologia e aplicar um mesmo argumento a espacos de naturezas
diferentes.

Essa generalizagdo exige atenc¢do as hipoteses. Em espacos topologicos gerais,
as sequéncias podem nao ser suficientes para descrever o fecho de um conjunto, e
propriedades familiares em R" podem deixar de valer. O estudo das demonstracdes
deve, portanto, esclarecer quais propriedades da estrutura sdo necessarias em cada
resultado.

Comecaremos pelos espagos métricos, nos quais as bolas descrevem vizinhangas
e a distancia permite formular convergéncia e continuidade. Estudaremos métricas
discretas, espacos de funcdes e outros exemplos que ampliam a intuicido adquirida
na geometria euclidiana. Desse modo, as no¢des topologicas serdo examinadas em
situagdes concretas antes de sua formulagdo abstrata.

Em seguida, trabalharemos diretamente com conjuntos abertos. Uma topologia
sobre um conjunto determina suas vizinhangas e permite definir interior, fecho, fron-
teira, convergéncia e continuidade. Um mesmo conjunto pode admitir topologias
distintas, com diferentes abertos e diferentes relagdes de convergéncia.

Estabelecida essa linguagem, estudaremos as funcdes continuas e os homeomor-
fismos, que expressam a equivaléncia entre estruturas topologicas. Construiremos
também novos espagos por meio de subespacos, produtos, quocientes e topologias
geradas por aplicacdes. Essas construcdes permitem obter exemplos a partir de

Xi



Sumario xii

espacos conhecidos e estudar as propriedades preservadas em cada caso.

Os axiomas de separagdo tratam da distingdo entre pontos e conjuntos por
abertos; as propriedades de enumerabilidade, da possibilidade de descrever uma
topologia por familias enumeraveis. A compacidade sera estudada por meio de co-
berturas abertas e subcoberturas finitas, e a conexidade, pela auséncia de separacdes
em abertos nio vazios. Regularidade e normalidade relacionardo a separacéo de
conjuntos a construgio de fun¢des continuas. Ao longo desse estudo, compararemos
as condicOes e as hipoteses necessarias a cada implicacéo.

O texto se destina a um primeiro contato com topologia geral. Pressupoe famili-
aridade com conjuntos, func¢des, sequéncias e demonstracdes de um curso inicial
de anélise; a algebra linear sera utilizada em exemplos ocasionais. A familiaridade
com a linguagem abstrata sera desenvolvida gradualmente, por meio da relacido
entre defini¢des, exemplos e demonstragdes.

E util examinar cada definicio na reta, em conjuntos finitos e nas topologias
discreta e indiscreta. Nos teoremas, a procura de contraexemplos apos a retirada
de uma hipétese ajuda a compreender sua necessidade. Nos exercicios, convém
identificar as hipoteses utilizadas em cada etapa do argumento. Esse trabalho com
exemplos e contraexemplos esclarece o alcance dos conceitos e dos resultados.

O estudo da topologia exige, assim, tanto o dominio das defini¢des quanto a
compreensdo de suas relacdes. A passagem entre formulacdes métricas e topologicas
permitira distinguir os argumentos que dependem de distancias daqueles que se
apoiam apenas em conjuntos abertos e vizinhancas.



CAPITULO

1

Espacos Metricos

1.1 Da distancia a estrutura

Em analise, a noc¢do de aproximacao depende dos objetos considerados. Para
numeros reais, a distancia é medida por |x — y|; para vetores, por uma norma;
para fungdes, pode ser medida pelo maior erro pontual ou por um erro médio.
Essas medidas tém propriedades comuns: pontos distintos tém distancia positiva, a
ordem dos pontos néo altera a distancia e a distincia direta ndo excede a soma das
distancias por um ponto intermediario.

Fréchet reuniu essas propriedades em 1906, ao introduzir os espagos métricos.
Essa formulacio permite estudar proximidade, abertura, continuidade e conver-
géncia sem recorrer a coordenadas, conservando as propriedades da distancia
necessarias a esses conceitos.

O ponto de partida pode ser visto na definicdo usual de continuidade. Para
f : I CR" - R™ escrevemos

lx—al<é = [f(x)-fl@l<e

O papel das normas nessa expressido é apenas medir duas distancias: uma no
dominio e outra no contradominio. Se X e Y admitirem funcdes distincia dy e dy, a
mesma condi¢io se escreve

dx(x,a) <6 = dy(f(x), f(a)) <e.

Para generalizar a continuidade dessa maneira, é necessario definir quais proprie-
dades uma funcéo distancia deve satisfazer.
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1.2 Métricas e primeiros exemplos

DEFINICAO 1.1 (METRICA) Seja X um conjunto. Uma métrica em X é

uma func¢io
d: XxX->R

tal que, para quaisquer x, y,z € X,

1. d(x,y) > 0;

2. d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y;
3. d(x,y) = d(y, x);

4. d(x,z) < d(x,y) +d(y, 2).

O par (X, d) é chamado espa¢o métrico. Quando a métrica ja estiver clara,
diremos apenas que X é um espa¢o métrico.

Os elementos de X serao chamados de pontos. Essa terminologia ¢ ttil mesmo
quando X é um conjunto de fun¢des, sequéncias ou outros objetos sem uma repre-
sentacdo geométrica imediata. A desigualdade do ultimo item é a desigualdade
triangular; ela formaliza a ideia de que passar por um ponto intermediario ndo
encurta o caminho direto.

Em algumas aplicacdes, a medida de distancia disponivel ndo distingue todos os
objetos. A nocdo de pseudométrica permite considerar essa situacao.

DEFINICAO 1.2 (PSEUDOMETRICA) Uma pseudométrica em X é uma
funcdo d : X x X — R néo negativa e simétrica, com

dix,x)=0 e d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)

para todos x, y,z € X. Nesse caso, (X,d) é um espaco pseudométrico.

Uma pseudométrica pode satisfazer d(x,y) = 0 para x # y. Essa é a Gnica
diferenca entre as duas defini¢des. Ao identificar pontos cuja distancia é zero,
obtém-se um espaco métrico; um exercicio ao fim da secéo tornaré essa passagem
precisa.
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ExEmPLO 1.3 (A METRICA DISCRETA) Em qualquer conjunto X, ponha

0, x=y,
ddisc(xa y) =
1, x=#y.

A desigualdade triangular é automatica: quando o lado esquerdo vale 1, ao menos
uma das duas parcelas do lado direito também vale 1. Essa métrica trata todos os
pares de pontos distintos da mesma maneira; ela retém a nogao de separacéo, mas
descarta qualquer escala intermediaria de proximidade.

ExEMPLO 1.4 (As METRICAS USUAIS EM R") Para 1 < p < oo, defina

n 1/p
dy(x,y) = (Z Jx; —y,~|P) ,
j=1

e, para p = oo,
dso(x,v) = max |x; — y;l.
oo (X, Y) 1S].Snl =yl
Sao as métricas associadas as normas ¢¥. Os casos p = 1, p = 2 e p = o corres-
pondem, respectivamente, a soma dos desvios coordenados, a distancia euclidiana
e ao maior desvio coordenado. Para 1 < p < oo, a desigualdade triangular é a
desigualdade de Minkowski.
No caso euclidiano ela também pode ser vista diretamente. Escrevendo u = a —c¢
e v = ¢ — b e usando Cauchy-Schwarz,
lu + VI3 = Tl + VI3 + 2¢u,v)
< Null3 + W13 + 2lul2vle = (lul; + Vo).

Como os dois lados sdo nio negativos, segue que dy(a,b) < dy(a,c) + dy(c,b).

ExemprLo 1.5 (SuBEsracos) Se (X,d) é métrico e S C X, a restricdo
dg : SxS— R, ds(x,y) = d(x,y),

continua satisfazendo todos os axiomas. Chamamos (S, ds) de subespaco métrico
de X. Assim, a distdncia usual em um circulo, em Q ou em um intervalo pode ser
entendida simplesmente como a distancia herdada do espaco ambiente.

<
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ExEmPLO 1.6 (DISTANCIAS ENTRE FUNCOES) Fixe a < b e denote por
%([a,b]) o conjunto das fung¢des limitadas f : [a,b] - R. O maior erro entre
duas funcdes define a métrica

doo(f. &) = sup{lf(x) — g(x)| : x € [a,b]},

chamada métrica do supremo. Aqui, cada funco é um ponto do espaco; a distancia
registra a pior discrepancia entre os dois graficos.

> <

=V
=

Como func¢des continuas em [a, b] sdo limitadas, C([a, b], R) é um subespago de
A([a, b]). Nesse subespago também podemos medir um erro médio: para 1 < p <

(e

5

b p
dp(f.8) = (J [f(x) — g(x)I? dx) .

Essas métricas ndo medem a mesma coisa que dy,; mais adiante veremos que essa
diferenca altera inclusive quais sequéncias de funcdes convergem.

ExEmpPLoO 1.7 (DIsTANCIA COMBINATORIA) Se G = (V, E) é um grafo conexo,
defina d(x, y) como o menor numero de arestas em um caminho que liga x a y. A
concatenagido de um caminho minimo de x a y com um caminho minimo de y a z
produz um percurso de x a z. Como a distancia é o menor comprimento possivel,

dg(x,z) < dg(x,y) + ds(y, 2).

As demais propriedades sdo imediatas. Essa é a distancia no grafo.
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g
®

s

@{_

ExEmPLO 1.8 (UMA GEOMETRIA NAO ARQUIMEDIANA) Escolha um primo
p. Para cada g € Q \ {0} existe um Unico inteiro r para o qual podemos escrever

— ¢
9=7r 3
comc,d € Z nio divisiveis por p. Embora ¢/d nio seja inico, o expoente r é. Ponha

gp=p~,  lol, =0,

e defina
dp(x,y) = lx = ylp

em Q. A desigualdade triangular decorre da estimativa mais forte

|x + y|p < max{lxlp’ |Y|p}-
Um exercicio desenvolvera essa verificacdo. O resultado é uma geometria em que
numeros sdo préoximos quando sua diferenca é divisivel por uma poténcia alta de p.

<

ExempPLo 1.9 (Duas pseunoMmETRICAS) No conjunto % ([a,b]) das func¢des
Riemann-integraveis, a expressao

b 1/2
do(f. &) = (J |f(®) - g(t)|2dt)
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é uma pseudométrica, mas ndo uma métrica. De fato, a funcéo f dada por f(a) = 1
e f(x) = 0 para x > a nao é nula, embora

b
J |f(HI?dt =0,

e, portanto, dy(f,0) = 0.
Outro exemplo aparece no conjunto F(X) de todas as fun¢des X — R. Fixado
Xg € X, a féormula

d(f. 8) = 1f(x0) — g(xo)|

compara somente o valor observado em x,. Duas funcdes que coincidam nesse
ponto ficam a distincia zero, ainda que sejam diferentes em todo o restante do
dominio.

1.2.1 Bolas e conjuntos abertos

DEFINICAO 1.10 (BoLAs) Sejam (X, d) um espago métrico, x € X er > 0.
A bola aberta e a bola fechada de centro x e raio r sdo, respectivamente,

B(x;r)={ye X : d(x,y) <r}, Blx;r] ={ye X : d(x,y) <r}.

Os adjetivos “aberta” e “fechada” serdo justificados em breve. Eles nio significam
que uma seja o complementar da outra: o complementar de B (x;r) é formado pelos
pontos a distdncia ao menos r de x.

N D

Figura 1.1: Bolas abertas em R? para as métricas ¢!, €2 e £,
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ExeEmPLO 1.11 (BoLAS NA METRICA DO SUPREMO)
No espaco %([a, b]), munido da métrica do supremo,

doo(f> 8) = sup{lf(x) — g(X)| = x € [a,b]},
temos g € B[ f;¢] exatamente quando
[f(x)—g(x)| <e para todo x € [a,b].
Para a bola aberta ha uma sutileza. A condicdo pontual
lf(x) —g(x)| <e para todo x € [a,b]

é necessaria, mas néo ¢é suficiente para funcoes apenas limitadas: os valores podem
permanecer abaixo de ¢ e ainda ter supremo ¢. Em [0, 1], por exemplo, tome f = 0,
e=1le

x, 0<x<1,

xX) =
g() 0, x=1.

Entéo |g(x)| < 1 para todo x, mas do(f, g) = 1.
Se f e g forem continuas, |f — g| atinge 0 maximo em [a, b]. Nesse caso,

gE€B(f;e) < |f(x)—gx)|<e paratodo x € [a,b].

A Figura 1.2 ilustra a faixa uniforme em torno de f.

>
>

Figura 1.2: Bola aberta na métrica L no espago das func¢des continuas.
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ProrosicAo 1.12 Dois pontos distintos de um espago métrico possuem
bolas abertas disjuntas ao seu redor. Mais precisamente, se x # y, existe

r > 0 tal que
B(x;r)NB(y;r) = @.

P—— @
v '

y

Figura 1.3: Dois pontos distintos x e y podem ser “separados” por bolas disjuntas.

Demonstracao. Tome r = d(x, y)/3. Se algum ponto z pertencesse as duas bolas,
entao

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < 2r < d(x,y),

uma contradicéo.
]

Esse argumento mostra que uma métrica permite separar pontos distintos por bo-
las disjuntas. Em uma pseudométrica, isso pode falhar: pontos distintos a distancia
zero pertencem exatamente as mesmas bolas.

DEFINICAO 1.13 (CONJUNTOS ABERTOS E FECHADOS) Seja (X,d)
um espago métrico. Um subconjunto U C X é aberto quando cada um de
seus pontos pode ser envolvido por uma bola inteiramente contida em U:
para todo a € U, existe r > 0 tal que

B(a;r) CU.

Um subconjunto F C X é fechado quando X \ F ¢é aberto.
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Figura 1.4: Em torno de cada ponto de um aberto cabe uma bola ainda contida nele.

Prorosicio 1.14

1. Toda bola aberta é aberta.

2. Toda bola fechada é fechada.

Demonstracao.
1. Se x € B(a;r), ainda resta a margem s = r — d(x,a) > 0. Para y € B(x;s),
d(y,a) <d(y,x) +d(x,a) <s+d(x,a)=r.
Logo, B(x;s) C B(a;r).

2. Se x & Bla;r], ponha s = d(x,a) —r > 0. Para y € B(x;s), a desigualdade
triangular escrita como d(x,a) < d(x,y) + d(y, a) fornece

d(y,a) >d(x,a) —s=r.

Assim, B(x;s) esta contida no complementar de Ba;r].

DEFINICAO 1.15 (CONJUNTO LIMITADO) Um subconjunto A de (X, d)
¢ limitado quando cabe em alguma bola: existem a € X e r > 0 tais que

A C B(a;r).

Uma fungéo f : Y — X é limitada quando f(Y) é limitado em X.

1.2.2 A topologia determinada pela métrica
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TeorReEMA 1.16 Os conjuntos abertos de um espago métrico (X, d) satis-
fazem:

1. @ e X sdo abertos;
2. intersecoes finitas de abertos sdo abertas;

3. unides arbitrarias de abertos sdo abertas.

Demonstracao. Os dois conjuntos extremos sdo abertos diretamente pela de-
finicdo: em @ ndo ha ponto a verificar, e qualquer bola em X esta contida em
X.

Se Uy, ..., U, sdo abertos e x € Uy N---NU,, escolhar; > 0 com B (x;7;) C U,. Entédo

B(x;min{ry,...,r,}) U N NU,.

Finalmente, se x € (J,_, Uj, entdo x € U;, para algum iy. Uma bola centrada em x e
contida em U também esta contida na uniéo.

ProrosicAo 1.17 Um subconjunto de X é aberto se, e somente se, pode
ser escrito como unido de bolas abertas.

Demonstracao. Uma unido de bolas abertas é aberta pela proposi¢édo anterior e
pelo teorema. Na direcéo oposta, se U é aberto, escolha para cada x € U um raio
ry > 0 com B(x;r,) C U. Entéo

U= U B(x;ry).

xeU

DEFINICAO 1.18 (ToPoLOGIA INDUZIDA) A familia de todos os abertos
de (X, d) é a topologia induzida por d; ela sera denotada por 7.

O Teorema 1.16 diz precisamente que J; é uma topologia. No capitulo seguinte
inverteremos o percurso: as trés propriedades dos abertos serao tomadas como
axiomas, mesmo quando nenhuma distancia tiver sido escolhida.
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1.2.3 Quando distancias diferentes geram os mesmos abertos

DEFINICAO 1.19 (METRICAS EQUIVALENTES) Duas métricas d; e d,
no mesmo conjunto X siao equivalentes quando

g, — G
Ja, = 74,

Equivaléncia ndo significa igualdade das distancias. Em Z, por exemplo, a métrica
usual e a métrica discreta induzem a mesma topologia. Para a primeira,

{m} = By (m; 1/2),

e, na métrica discreta, {m} = Bgjs.(m;1/2). Logo, em ambas, todo subconjunto é

aberto.

DEFINICAO 1.20 (COMPARACAO DE METRICAS) Dizemos que d; é
mais fina que d,, e escrevemos d; > d,, quando, para todo a € X e todo
r > 0, existe s > 0 tal que

By (a;s) € By, (a;r).

. , N &
Equivalentemente, todo aberto para d, é aberto para dy, isto é, 73, C T,

Portanto, as métricas sdo equivalentes exatamente quando

ExempPLo 1.21 A métrica discreta é mais fina que qualquer métrica no mesmo
conjunto: para 0 < s < 1, a bola discreta Byjs.(a; s) é apenas {a}.

ProrosicAo 1.22 Se existe uma constante ¢ > 0 tal que

dy(x,y) < cdy(x,y)

para todos x, y € X, entdo d; é mais fina do que d,.
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Demonstracao. Dada a bola de(a; r), a estimativa mostra que
By, (a;r/c) C Bg,(a;r).

Dizemos que d; e d, sdo Lipschitz-equivalentes quando existem h, k > 0 com
hdy(x, y) < di(x, y) < kdy(x, y)

para todos x,y € X.

CorOLARIO 1.23 Métricas Lipschitz-equivalentes induzem a mesma topo-
logia.

Demonstracdo. Cada uma das duas estimativas fornece uma das comparacdes
entre as métricas.

EXERcIcCIOS

Exercicio 1.1: Fixe x em um espago métrico (X, d).
1. Prove que y € B(x;r) se, e somente se, x € B(y;r).
2. Se 0 < r < s, mostre que B(x;r) C B(x;s).

3. A inclusdo precisa ser estrita quando r < s? Decida a questdo e exiba um
contraexemplo quando a resposta for negativa.

0

Exercicio 1.2: Sejaq : X x X — R uma fungdo simétrica que satisfaz g(x,x) = 0
e a desigualdade triangular. Sem supor previamente que g seja nao negativa, prove
que

qx,y)20  (x,y€X).
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Exercicio 1.3: Uma funcdo q : X x X — R satisfaz as condi¢des
a.) q(x,y) =0 se, e somente se, x = y;
b.) q(x,z) < q(z,y) + q(y, x) para todos x,y,z € X.

1. Mostre que essas duas condi¢des caracterizam as métricas em X. Em particular,
deduza delas a simetria, a ndo negatividade e a desigualdade triangular na forma

usual.

2. Verifique que, em X = R, a funcéo q(x, y) = x — y satisfaz a primeira condi¢do
e viola a segunda, enquanto ¢(x,y) = |x — y| + 1 satisfaz a segunda e viola a
primeira.

O

Exercicio 1.4: Seja #([a,b]) o conjunto das func¢des Riemann-integraveis em um
intervalo ndo degenerado [a, b]. Considere

b
d(f.g) = j f@) - gldx,  f.g € R((a.b]).

1. Determine qual axioma de métrica pode falhar e dé duas funcdes distintas a
distancia zero.

2. Defina f ~ g quando d(f, g) = 0. Prove que ~ é uma relagio de equivaléncia e
que

d((f1.[gh = d(f. &)

é uma métrica bem definida no conjunto quociente % ([a,b])/ ~.

Exercicio 1.5: A métrica p-adica. Seja p primo. Para g € Q \ {0}, denote por
vp(q) o tnico inteiro r tal que g = pc/d, com ¢,d € Z ndo divisiveis por p. Defina
vp(0) = +ooe

|q|p = p_vp(q)’ |0|P =0.

1. Prove que v,(xy) = v,(x) + vp(y) e conclua que |xy|, = [x[,|yl,.

2. Mostre que
vp(x + ) > min{vy(x), vy()}
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e que ha igualdade quando v, (x) # v,(y). Traduza esse resultado para o valor
absoluto p-adico.

3. Conclua que dy(x, y) = |x — y|, é uma métrica em Q.

4. Explique por que a construcdo, escrita dessa forma, ndo pode usar um inteiro
composto no lugar de p.

g

Exercicio 1.6:  Seja X # @ e seja B(X) o espago vetorial das fun¢oes limitadas
X — R. Verifique que
[flleo = sup{lf(0)l = x € X}

é uma norma. Indique em qual passo a hipétese de limitaco é usada.

Exercicio 1.7: Seja V um espaco vetorial real munido de uma norma | - |.

1. Prove que
d(x,y) =[x -yl x,yevV,

é uma métricaem V.

2. Verifique que essa métrica ¢ invariante por translacoes e homogénea:

dx+z,y+2)=d(x,y), d(Ax, Ay) = [Ald(x, y).
3. Dé uma métrica em um espaco vetorial real que nao possa provir de norma
alguma e justifique sua escolha.

4. Mostre a reciproca: se uma métrica em V satisfaz as duas identidades acima,
entdo

lx]l = d(x,0)

define uma norma cuja métrica induzida é a métrica original.
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Exercicio 1.8: Seja V um espaco vetorial real.

1. Partindo de um produto interno em V, prove que
]l = N (x, x)
¢ uma norma.
2. Deduza a identidade do paralelogramo

e + yI? + e = w17 = 2(lxl? + Iy1?).

3. Se X é um conjunto com pelo menos dois pontos, use duas fung¢des de suportes
disjuntos para mostrar que a norma do supremo em JB(X) ndo provém de um
produto interno.

4. Suponha que uma norma real satisfaca a identidade do paralelogramo. Mostre
que ela provém do produto interno dado pela formula de polarizacéo

1
(3 = (b + 317 = e = y1%).

5. Aplique o critério as trés normas de R™:

n 1/2 n
lacl, = (Z |x,-|2) ki =Yl xle = max |xl.
i=1 i=1 lsisn

Para n > 2, quais sdo induzidas por um produto interno?

Exercicio 1.9: Sejam d; e dy métricas em X, com topologias 77 e I,. Compare
as trés afirmacoes:

a.) existe ¢ > 0 tal que dy(x, y) < cd;(x, y) para todos x,y € X;
b.) paracadax € X er > 0, alguma bola By, (x;s) esta contida em By, (x;7);
C.) % C ’/1'

1. Prove que (a) implica (b) e que (b) e (c) sdo equivalentes.
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2. Partindo da métrica usual dy(x, y) = |x — y| em R, defina

3 dy(x, y)
di(x,y) = 1+dy(x,y)

Mostre que d; é uma métrica equivalente a d.

3. Prove que ndo existe ¢ > 0 para o qual d; < cd; em todo R. Isso mostra que
meétricas equivalentes ndo precisam ser Lipschitz-equivalentes.

0

Exercicio 1.10: Em R", denote por d; a métrica euclidiana e por d,, a métrica do
supremo. Prove que

doo(x’ y) S dZ(x’ y) S \/Edoo(x’y)>

e conclua que elas determinam os mesmos conjuntos abertos.

Exercicio 1.11: Seja (X, d) um espago métrico. Trunque as grandes distancias
definindo

d(x, y) = min{d(x, y), 1}.

1. Prove que d é uma métrica.
2. Mostre que d e d induzem a mesma topologia.

3. Compare a nog¢do de conjunto limitado nas duas métricas.

1.3 Continuidade

A continuidade néo exige a preservacio de distincias, mas o controle das varia-
¢Oes da imagem a partir das varia¢des no dominio. O raio escolhido no dominio
pode depender do ponto e da precisdo exigida no contradominio.
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DEFINICAO 1.24 (CONTINUIDADE EM UM PONTO) Sejam (X,dy) e
(Y,dy) espacos métricos. Uma fungdo f : X — Y é continuaema € X
quando, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todo x € X,

dx(x,a) <8 = d(f(), f@)<e.

DEFINICAO 1.25 (CONTINUIDADE) A fungio f : X — Y é continua
quando é continua em cada ponto de X.

Em termos de bolas, a continuidade em a significa que uma bola centrada em
a pode ser escolhida de modo que sua imagem esteja contida em qualquer bola
previamente fixada em torno de f(a). O resultado seguinte exprime essa condi¢ao

apenas em termos de abertos, sem mencionar os raios.

TeEorREMA 1.26 Sejam (X, dx) e (Y,dy) espacos métricose f : X - Y.

1. f é continua em a se, e somente se, para cada aberto V C Y com f(a) € V
existe um aberto U C X tal que

acU e f({U)CV.

2. f é continua se, e somente se, f (V) é aberto em X para todo aberto
Vcy.

Demonstracao. Suponha primeiro que f seja continua em a e que V seja aberto
com f(a) € V. Escolha ¢ > 0 de modo que

B(f(a);e)C V.
Pela continuidade, existe § > 0 para o qual
F(B(@:8)) C B(f(a)se) C V.

Tome U = B(a; ).
Na direcio contraria, aplique a condigio do item ao aberto V = B(f(a);¢). O
aberto correspondente U contém uma bola B (a; ), e entdo

f(B(a;6)) c f(U) c B(f(a);e).
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Isso é a definicdo de continuidade em a e prova o primeiro item.
Agora suponha que f seja continua em todos os pontos e fixe um aberto V. C Y.
Para cada a € f~1(V), o primeiro item fornece um aberto U, com

aeU,c fi(v).

Logo, f~1(V) = Uaef—l(v) U, é aberto.

Reciprocamente, se imagens inversas de abertos sdo abertas, entdo, para cada
a€ X ee>0,0conjunto f~1(B(f(a);¢)) é aberto e contém a. Ele contém alguma
bola B(a; ), isto é,

f(B(a;8)) c B(f(a);e).

Portanto, f é continua em todo ponto.

OBSERVACAO 1.27 Se as métricas do dominio e do contradominio forem
substituidas por métricas equivalentes, o conjunto de fun¢des continuas nio
se altera. A continuidade é, nesse sentido, uma propriedade topoldgica e nédo
uma propriedade da escala numérica escolhida para as distancias.

ProrosicAo 1.28 Sejam d; e d, métricas em X. Entdo d; é mais fina que
d, se, e somente se, a identidade

id : (X,d;) — (X,dy)

é continua.

Demonstracao. A condicido de continuidade da identidade em a é exatamente:
para todo r > 0, existe s > 0 tal que By (a;s) C By (a;1).

DEFINIGCAO 1.29 (APLICACAO LipscHITZ) Uma funcdo f : (X,dx) —
(Y,dy) é Lipschitz quando existe L > 0 tal que

dy(f(x), f(y)) < Ldx(x,y)  (x.y € X).
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ProrosicAo 1.30 Toda aplicacao Lipschitz é continua.

Demonstracao. Se L > 0, dado ¢ > 0, tome § = ¢/L. Quando L = 0, a funcéo é
constante e a conclusio é imediata.

EXERcIcCIOS

Exercicio 1.12: Verifique que a identidade de um espago métrico é continua. Em
seguida, se f : X > Yeg : Y — Z sdo continuas, prove que g » f é continua. Faca
a segunda parte tanto pela definicdo métrica quanto usando imagens inversas de

abertos.
O

Exercicio 1.13: Prove diretamente, sem usar sequéncias, que toda fun¢io cons-
tante entre dois espagos métricos é continua.

O

Exercicio 1.14: Se o dominio X possui a métrica discreta, mostre que toda fungéo
f + X = Y é continua, qualquer que seja o espaco métrico Y. Aplique o resultado
as duas identidades

1d : (JR, ddiSC) - (]R3| : D: ld : (]Ra | : |) - (]R: ddiSC):

e determine em quais pontos cada uma é continua.

Exercicio 1.15: No espaco C([0, 1]), compare a métrica integral

1
4(f.9)= | 1) - glax
0
com a métrica do supremo. Em cada uma delas, decida se a avaliacio

F:c(o.1) — R, F(f) = £(0),

é continua.
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Exercicio 1.16: Considere Q e {0, 1} com as métricas herdadas de R. Construa
uma funcio continua e sobrejetiva f : Q — {0, 1}. Por que a mesma construcio
nao fornece uma funcio continua de R em {0, 1}?

O
Exercicio 1.17:  No conjunto X = [0, 1]V, considere
do(x,y) = supla; =yl du(x.y) =Y 27]x — yl.
j21 j=1
Prove que a identidade
id : (X,dw) — (X.,d,,)
é Lipschitz, mas que a identidade na dire¢do contraria ndo é continua em 0 =
(0,0,...).
O

Exercicio 1.18: Mostre que a identidade de (X, d,,) em (X, d,,) do Exercicio 1.3 é
descontinua em todos os pontos, e ndo apenas na origem.

O

Exercicio 1.19: Defina f : Q — R por

0, g<vz,

flg) = L g5 E

Mostre que f é continua para as métricas usuais. Explique por que nido ha um

terceiro caso na defini¢io.
O
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Exercicio 1.20: Considere a funcao de Dirichlet

0, xeQ,

Do) = 1, x&0.

Prove pela defini¢do e-6 que D : R — R ndo é continua em ponto algum. Depois
determine o que ocorre com as restricbesde DaQeaR \ Q.

g

1.4 Sequéncias e Convergéncia

A convergéncia em um espaco métrico pode ser estudada por meio de distancias,
que sdo numeros reais. Isso permite formular limites em X sem supor que seus
pontos possam ser somados, ordenados ou descritos por coordenadas.

DEFINICAO 1.31 (SEQUENCIA) Uma sequéncia em X é uma funcio
x : IN = X. Denotaremos seu n-ésimo valor por x, e a sequéncia inteira por

(%)p>1 ouapenas (xy).

DEFINICAO 1.32 (CONVERGENCIA) Uma sequéncia (x,) em (X, d) con-
verge para x € X se, para todo € > 0, existe N € N tal que

n>N = d(x,x)<e.

Escrevemos x, — x ou x = lim,_, ., x;,.

Em outras palavras, x,, - x exatamente quando a sequéncia real d(x,, x) con-
verge para zero. A mesma condi¢do pode ser lida apenas com bolas.

ProrosicAo 1.33 Para uma sequéncia (x,) em X e um ponto x € X, sdo
equivalentes:

1. x, = x;
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2. cada bola aberta centrada em x contém todos os termos de (x;,) a partir
de algum indice;

3. para todom > 1, a bola B(x;1/m) contém todos os termos de (x;,) a partir
de algum indice.

Demonstracao. Os dois primeiros itens sdo equivalentes porque x, € B(x;¢)
significa d(x;, x) < e. O segundo implica o terceiro escolhendo os raios 1/m. Para a
reciproca, dado ¢ > 0, escolha m com 1/m < ¢ e use B(x;1/m) C B(x;e).

ProPosicAo 1.34 (UNICIDADE DO LIMITE) Toda sequéncia conver-
gente em um espaco métrico possui um unico limite.

Demonstracao. Se x;, = x e x;, — y, entéo, para qualquer ¢ > 0, existe um indice
a partir do qual
d(x,y) < d(x,x,) +d(x,,y) < 2.

Como isso vale para todo ¢, temos d(x, y) = 0 e, portanto, x = y.

Em espacos topologicos mais gerais, uma sequéncia pode ter mais de um limite.
A unicidade acima é uma consequéncia da separacgdo por bolas estabelecida na
Proposicao 1.12.

TEOREMA 1.35 (CRITERIO SEQUENCIAL DE CONTINUIDADE) Uma
funcdo f : (X,dy) — (Y,dy) é continua em a € X se, e somente se, toda
sequéncia (x;,) que converge para a satisfaz f(x,) = f(a).

Demonstracdo. Se f é continua em a, dado ¢ > 0 escolha § > 0 na defini¢éo de
continuidade. Como x,, = a, eventualmente dy(x,,a) < d, e entdo dy(f(x,), f(a)) <
€.

Para a reciproca, suponha que f nao seja continua em a. Existe ¢, > 0 tal que,
para cada n > 1, podemos escolher x,, € Bx(a; 1/n) com

dy(f(x), f(a)) 2 &.
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Entdo x,, — a, mas f(x,) ndo converge para f(a), contradizendo a hipdtese sequen-
cial.

EXERcIcCIOS
Exercicio 1.21: Escreva a negacao formal de x,, — x e prove que ela equivale a
existéncia de g, > 0 tal que, para todo N, algum n > N satisfaz

d(x,, x) > &.

Use esse critério para mostrar que, na reta usual, as sequéncias ((—1)") e (n) nao
convergem.

0

Exercicio 1.22: Prove que toda subsequéncia de uma sequéncia convergente
converge para o mesmo limite. Deduza que uma sequéncia que possui duas subse-

quéncias com limites distintos ndo pode convergir.
O

Exercicio 1.23: Caracterize completamente as sequéncias convergentes em um
espaco munido da métrica discreta.

0

Exercicio 1.24: Em [0, 1], considere novamente
(o)
dy(x,y) = Z 27|x; = yjl.
j=1

1. Verifique que a série converge e que d,, é uma métrica.
2. P éncia d tos x™ = (x™M)
. Para uma sequéncia de pontos x\"/ = (x;");>1, prove que
(n)
%

x™ — x em d, <= — x; para cada j.



1 Espacos Métricos 24

Exercicio 1.25: Considere
X={x=(x)€ [0,1]N Zx<oo

com a métrica

d(x,y) =Y Ix; =yl
i=1

1. Construa uma sequéncia em X que converge coordenada a coordenada para um
ponto de [0, 1]N que nio pertence a X.

2. Construa uma sequéncia em X que converge coordenada a coordenada para
0 € X, mas néo converge para 0 na métrica dj.

3. Compare os dois fendmenos com o Exercicio 1.4. Qual papel é desempenhado
pelos pesos 277?

O

Exercicio 1.26: Em [0, I]N, seja

deo(x, y) = sup |x; — yjl.
>1

Mostre que x(”) — x nessa métrica se, e somente se, as coordenadas convergem
uniformemente em j: para todo ¢ > 0, existe N tal que

n>N = |()—xj|<£ para todo j > 1.

Exercicio 1.27:  Dé um exemplo de uma sequéncia em [0, 1] que converge
em cada coordenada, mas ndo converge para a métrica do supremo. Identifique
exatamente onde falta uniformidade.

0

1.5 Vizinhancas

Na formulacdo da continuidade, as bolas podem ser substituidas por conjuntos
que contenham um aberto em torno do ponto. Esses conjuntos nio precisam
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ser bolas nem possuir uma forma geométrica particular. Isso motiva a noc¢do de
vizinhanca.

DEFINICAO 1.36 (VIZINHANCA) Seja (X, d) um espaco métrico e x € X.
Um conjunto V C X é uma vizinhanca de x quando contém alguma bola
centrada em x:

B(x;r)cV para algum r > 0.

A familia das vizinhangas de x sera denotada por 7.

Uma vizinhanga néo precisa ser aberta. Ela apenas precisa conter um aberto que
contenha x. Essa distin¢ao sera util quando a linguagem métrica for substituida
pela linguagem puramente topologica.

ProrosicAo 1.37 Para cada x € X, a familia 7/, possui as seguintes
propriedades:

1. se Ae 7, e AC B, entdo B 7;
2. se ABe 7,,entdio ANB e 7;

3. para cada A € 7, existe B C A, com x € B, tal que B ¢é vizinhanca de
todos os seus pontos.

Demonstracao. O primeiro item é imediato. Para o segundo, se B(x;r) C Ae
B(x;s) C B, entdo
B(x;min{r,s}) C AnB.

Para o terceiro, escolha uma bola aberta B centrada em x e contida em A. Como
B é aberto, todo ponto de B possui uma bola ainda contida em B; portanto, B é
vizinhancga de cada um de seus pontos.

ProprosicAo 1.38 Uma funcgdo f : X — Y é continua em a se, e somente
se, para toda vizinhanca V de f(a), aimagem inversa f~!(V) é uma vizinhanga
de a.



1 Espacos Métricos 26

Demonstracdo. Suponha que f seja continua em a. Se V contém uma bola B
centrada em f(a), a definicio de continuidade mostra que f~!(B) contém uma bola
centrada em a. Como f~1(B) C f~1(V), este tltimo conjunto é uma vizinhanca de
a.

Na dire¢do contraria, aplique a hipotese as bolas centradas em f(a). Suas imagens
inversas contém bolas centradas em a, que é exatamente a condicéo £-9.

DEFINICAO 1.39 (BASE DE VIZINHANCAS) Uma familia B C 7, é
uma base de vizinhancas de x quando toda vizinhanca V € 7/, contém
algum B € &. Equivalentemente,

7y =1V Cc X : BCV para algum B € %}.

Para cada x, as bolas {B(x;r) : r > 0} formam uma base de vizinhancas. A
familia enumeréavel
{B(x;1/m) : m > 1}

também é uma base. A possibilidade de usar apenas os raios 1/m fundamenta as
caracterizagdes por sequéncias nos espagos métricos.

ProrosicAo 1.40 Se % é uma base de vizinhancas de x, entdo x, — x se,
e somente se, cada B € # contém todos os termos da sequéncia a partir de
algum indice.

Demonstracao. Se x;, — x, a propriedade vale para toda vizinhanca de x, logo
também para os elementos da base. Reciprocamente, dada uma vizinhanga V' de x,
escolha B € & com B C V. Os termos eventualmente pertencem a B e, portanto, a
V.

PrROPOSICAO 1.41 Se A é uma base de vizinhancas de f(a), entdo f :
X — Y é continua em a se, e somente se, f _I(B) é uma vizinhanca de a para
todo B € 3.
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Demonstracido. A necessidade segue da Proposicdo 1.38. Para a suficiéncia, seja
V uma vizinhanga de f(a) e escolha B € % com B C V. Por hipétese, f~!(B) é uma
vizinhanca de a; como f~1(B) C f~1(V), também f~1(V) é uma vizinhanca de a.
Use agora a Proposicdo 1.38.

1.6 Produtos finitos de espacos métricos

Considere espacos métricos (M;, d;), com 1 <i < n, e escreva M = My x -+ x M,
Ha trés escolhas particularmente uteis para medir a distancia entre x = (xy, ..., x,,)
ey = (Vs Jn):

n
ds(x,y) = Y, di(x. 1),
i=1

dmax(x’ y) = 1rr<11a<)§1 di(xi’ yi)’

n 1/2
dy(x,y) = (Z di(xi’yi)z) .
i=1

Cada formula retne as distancias das coordenadas de uma maneira diferente. Como
o numero de fatores é finito, porém, as trés conduzem a mesma nog¢ao de proximi-

dade.

ProrosicAo 1.42 Asfungoes ds, dyax € dy sio métricas em M. Além disso,
para quaisquer x,y € M,

dmax(x’ Y) < dz(x, Y) < dZ(x’ .V) < ndmax(x’ )’)-

Em particular, as trés métricas sdo Lipschitz equivalentes.

Demonstracao. A positividade, a simetria e a separacdo de pontos seguem das
propriedades das métricas d;. A desigualdade triangular de dy, resulta da soma das
desigualdades coordenada a coordenada; para d,y, usamos

di(x;, y1) < di(%, z) + di(zi, i) < dimax(X, 2) + diax(z, )

e tomamos o maximo em i. Para dy, a desigualdade triangular em cada coordenada,
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seguida da desigualdade de Minkowski em R", fornece

n

1/2
dy(x,y) < (Z(di(xi, z) + di(zi:yi))z) < dy(x, 2) + do(2, ).

i=1

Resta comparar as formulas. Se a; = di(x;, ¥;), entdo

1/2
2
max a; < E a < E a; < nmax a;,
i 1 ( l) i 1 i 1

i

0 que prova as estimativas anunciadas.

- . k k
ProrosicAo 1.43 Uma sequéncia x(k) = (x§ ), x,g )) converge para
= (xl, ey xn) em qualquer uma das trés métricas anteriores se, e somente
se,

xl-(k) — % em (M, d), 1<i<n

Demonstracio. E suficiente trabalhar com d,,. Se dmax(x(k), x) — 0, entdo
k
A", 3) < (60, )

para cada i. Reciprocamente, dado ¢ > 0, a convergéncia da i-ésima coordenada

fornece um indice N; a partir do qual dl-(xi(k), x;) < €. Parak > max{Ny, ..., N,}}, todas
essas desigualdades valem ao mesmo tempo, e portanto dmax(x(k), x) < &.

EXERcIcCIOS

Exercicio 1.28: Sejam ay, ..., a, numeros positivos. Mostre que

n
d(x,y) = ), ad(x, %)
i=1

é uma métrica em M; x --- x M, e que ela é Lipschitz equivalente a dy, .
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Exercicio 1.29: Paral <i<n,sejam : My x - x M, = M; a projecao na i-ésima
coordenada.

1. Mostre que s; é Lipschitz quando o produto esta munido de dy .

,

2. Dado um espaco métrico Z, prove que uma fungio f : Z — M; x - x M, é
continua se, e somente se, cada funcéo coordenada 7; » f é continua.

O

Exercicio 1.30: Suponha a < b e denote por €([a,b]) o conjunto das funcdes
continuas de [a, b] em R. Considere

b
du(frg) = sup |f()—g@)| e d1<f,g)=j F() - gl d.

x€la,b]
1. Verifique que d,, e d; sdo métricas.
2. Mostre que a topologia de d, é estritamente mais fina que a topologia de d;.

g

Uma métrica fornece simultaneamente uma linguagem quantitativa e uma estru-
tura topolégica: com ela medimos distancias, mas também reconhecemos abertos,
continuidade e convergéncia. As comparacdes feitas ao longo do capitulo mostram,
contudo, que a parte topoldgica ndo registra todos os detalhes numéricos da distin-
cia. No capitulo seguinte, os conjuntos abertos passario a ser o dado inicial, sem
que seja preciso escolher antes uma métrica.



CAPITULO

2

Topologia

No capitulo anterior, a métrica permitiu definir proximidade, convergéncia e
continuidade. Estudaremos agora uma estrutura que permite formular essas noc¢des
sem escolher uma distancia: a estrutura de espaco topoldgico. Seu ponto de partida
é a familia dos subconjuntos considerados abertos.

Essa passagem para uma linguagem mais abstrata tomou forma entre o final do
século XIX e o inicio do século XX, em trabalhos de Fréchet, Hausdorff, Kuratowski
e Alexandroff, entre outros. Um marco foi o livro de Felix Hausdorff, Grundziige
der Mengenlehre, publicado em 1914.

Apos a definicio de espago topologico e os primeiros exemplos, estudaremos
a comparacio entre topologias e sua descricido por conjuntos fechados. Familias
de geradores, bases e sub-bases permitirdo determinar uma topologia sem listar
todos os seus abertos. As nocdes de fecho, interior e vizinhanca fornecerio outras
descricdes dessa estrutura, a partir das quais trataremos de acumulacéo, densidade
e convergéncia.

2.1 Definicao

A definicdo se apoia em dois resultados do capitulo anterior. Pelo Teorema 1.26,
a continuidade em espacos métricos pode ser formulada inteiramente em termos de
conjuntos abertos. Pelo Teorema 1.16, esses abertos satisfazem trés propriedades
que tomaremos como axiomas de uma topologia.

30
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DEFINICAO 2.1 (Espaco ToPOLOGICO)

Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma familia Ty C 9 (X) define
uma topologia no espaco X, ou que (X, Jx) é um espaco topologico,
quando Iy satisfaz:

1. @,XEF/”X.

2. A familia Ty é fechada por intersecéo finita:

ABeEIxy =ANnBe Jy.

3. A familia Ty é fechada por unido arbitraria:

AAEto/vx(AEA)ﬁ UAAE{C]X'
AEA

Os subconjuntos A C X tais que A € T sdo chamados abertos de (X, Tx).
Quando a topologia estiver clara pelo contexto, diremos simplesmente que
X é um espaco topologico.

OBSERVACAO 2.2 (SuTtiLEZzAs) Um espago topoldgico é, portanto, um
par (X, J"). Como ocorre com grupos ou espacos vetoriais, quando a estrutura
estiver clara pelo contexto usaremos apenas o simbolo X.

DEFINICAO 2.3 Seja (X, I ) um espago topologico e seja A C X. Dizemos
que A é fechadose X\ Ae J.

A topologia de um espaco métrico, definida em 1.18 é de fato, pela Proposicdo
1.16, uma topologia no sentido da Definicdo 2.1. Vejamos outros exemplos de
topologia.

2.1.1 Exemplos



2 Topologia 32

ExempPLo 2.4 (ToroLoGIA DA RETA) No conjunto dos niimeros reais R a
topologia usual é a topologia na qual um conjunto A é aberto se dado a € A existe
¢, tal que (a —g4,a+¢,) C A.

Nessa topologia os abertos serdo os conjuntos que podem ser escritos como

unido de intervalos.
O conjunto dos numeros reais R com essa topologia sera denotado por R | ou

simplesmente R.

o~ N
A
Q.
Y

Y

S |

Figura 2.1: Abertos em R na topologia usual.

ExEmPLO 2.5 (TOPOLOGIA ASSOCIADA A METRICA) Dado um espago métrico
(X, d), considere os abertos definidos em 1.13. Pela Proposigéo 1.16, esses conjuntos
formam uma topologia, chamada topologia induzida pela métrica e denotada

por J.

EXEMPLO 2.6 (TOPOLOGIAS NUM CONJUNTO COM DOIS ELEMENTOS)
Topologias possiveis em X = {a, b}

1. {®,{a, b}} (topologia trivial)

2. {@,{a},{a, b}} (topologia de Sierpinski)
3. {,{b}, {a, b}} (topologia de Sierpinski)
4. {@,{a}, {b},{a, b}} (topologia discreta)

A menos de permutar as letras, temos trés topologias distintas com dois elemen-

tos.
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— [y O O

Figura 2.2: O conjunto de todas as topologias possiveis no conjunto {a, b}

ExempLo 2.7 A menos de permutar os elementos, as topologias possiveis em
X ={a,b,c} sdo

1.

2.

3.

{®, X} (topologia trivial)
{©.{a}, X}

{©,{a, b}, X}

{@.{c}.{a. b}, X}

2. {ch {b. ¢}, X3

{@.{c}.{a.c},{b,c}, X}

- {2.{a}, {b}.{a, b}, X}
- {2, {b}. {ch.{a, b} {b,c}, X}

{@,{a}, {b},{c},{a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, X} (topologia discreta)

1 2 3 4
a p c |E|bc a p| c a bl c
6 7 8

a|ofel |la]s] al[o] e o] e

Figura 2.3: O conjunto de todas as topologias possiveis no conjunto {a, b, c}
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ExEMPLO 2.8 (ToPOLOGIA DISCRETA)

Dado um conjunto qualquer X, (X, 2 (X)) é um espaco topoldgico. Esta to-
pologia é induzida, por exemplo, pela métrica discreta mencionada no Exemplo
1.3.

Figura 2.4: Tlustracdo da topologia discreta para um conjunto com trés pontos.

Exercicio: Prove que, em um conjunto finito X, toda topologia induzida por uma
meétrica é a topologia discreta. g

ExEMPLO 2.9 (ToPOLOGIA DA CONTINUIDADE INFERIOR)
Considere os nameros reais R e a familia

T ={0,R}u{(a,o)| a €R}.

Neste caso, (R, 7) é um espaco topoldgico. Essa topologia nao é induzida por
uma métrica: quaisquer dois abertos nédo vazios se intersectam, o que contradiz a
Proposi¢do 1.12 quando o espago tem mais de um ponto. Esse espaco sera denotado
porR .

Do mesmo modo, existe a topologia da Continuidade Superior, dada por

T ={(—c0,a) | a € R}

Esse espaco sera denotado por R _,.
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ExeEmPLO 2.10 (ToroLoG1ia npo PonTo) Fixadoa € X, a topologia do ponto
¢ formada pelo vazio e por todos os subconjuntos de X que contém a. Isto é,

I, ={U c Xl|a e U} u{p} (2.1)

®

\/

Figura 2.5: Tlustracéo da topologia do ponto para um conjunto com trés pontos.

ExeEmpPLO 2.11 (ToroLOGIA INICIAL)

Seja X um conjunto e (Y, 7y) um espago topoldgico. Considere uma aplicagido
f : X - Y qualquer. Entdo (X, f~}(Jy)) é um espaco topoldgico. Essa topologia
sera estudada detalhadamente na se¢éo 4.2

ExeEmprLo 2.12 (TororLogia CoriniTa) A topologia cofinita pode ser
definida em qualquer conjunto X: seus abertos sdo o vazio e os subconjuntos
cujo complemento é finito. Equivalentemente, seus fechados sdo X e todos os
subconjuntos finitos. Simbolicamente,

T ={ACX|A=0ouX\ Abé finita}.
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ExempLo 2.13 (Torporocia RELaTiva) A topologia relativa ou induzida
num subespaco S de um espago topoldgico X é o conjunto das interse¢des de S com
os abertos de X. Essa topologia sera estudada detalhadamente na secéo 4.1

DEFINICAO 2.14 (AXIOMAS DE SEPARACAO) Seja (X, T ) um espago
topologico.

B Um espacgo X é Kolmogorov ou T se para cada par de pontos existe um
aberto de um dos dois pontos (sem especificar qual) que ndo contém o
outro.

B Um espaco X é Fréchet ou T; se dados dois pontos x e y, existe um aberto
7 que néo contém y e existe também um aberto 7), que nédo contém x.

B Finalmente, diz-se que X é Hausdorff ou T, se dados x, y € X existe um
aberto A € 7 de x e um aberto B € 7, de y tais que AN B = Q.

Espaco Ty Espaco T4
// \\\ // \\\(/ \\\
/ \ /7 7\ \

/ \ / [ \
Ay, Zie Y5 Ayl Tie L1 eT2 1A
\ / \ [N /

N /// N /\ / ///

T € A $2¢A1 T €A1 1o € Ay

331¢A2 $2¢A1

Figura 2.6: Espacos Topologicos T e T

~ — - ~ -

xr1 € A1 Tg € A2
Al N A2 = @
Figura 2.7: Espacos Topologicos T,

A formulacéo topologica da continuidade é exatamente a sugerida pelo Teorema
1.26:
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DEFINICAO 2.15 (FuUNcAo CoNTINUA) Seja f: X — Y, sendo X eY
espacos topologicos. Diremos que f é continua num ponto a € X se para
todo aberto V de Y contendo f(a), existe um aberto U de X contendo a tal
que f(U)CV.

Diremos que f é continua se for continua em todos os pontos de X.

DEFINICAO 2.16 Diz-se que um espaco topoldgico (X, J) é metrizavel
se existir alguma métricad : X x X — R, tal que 7 = {abertos de (X, d)}.

ExeEmPLO 2.17 (ToPOLOGIA TRIVIAL)

Dado um conjunto qualquer X, com a topologia trivial (X, {®, X}). Se o conjunto
X tiver mais do que um elemento, a topologia trivial ndo é induzida por uma métrica,
pois néo satisfaz a Proposicao 1.12.

EXERcIcCIOS

Exercicio 2.1: Dado o intervalo [—1, 1], considere 7 a cole¢do de seus subconjuntos
que ou nao contém {0} ou contém (—1, 1). Mostre que 7 é uma topologia sobre [—1, 1].
O

Exercicio 2.2: Em cada um dos itens abaixo, mostre que 7 é uma topologia sobre
X:

1. X ={0,1}
r = {o,{0}, X}

2. X conjunto ndo-enumeravel
r={@}U{AC X : X\ A ¢é enumeravel}

3. X=N
r={{meN: m<n}:neN}U{N}

4. X =N
T={ACN: 0€ A}U{p}
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Exercicio 2.3: Seja X um conjunto infinito. Considere 7 uma topologia sobre
X para a qual todos os subconjuntos infinitos de X sao abertos. Mostre que 7 é a

topologia discreta sobre X.
O

Exercicio 2.4: Sejam (X, d) um espaco métrico, a € X e r > 0. Mostre que By[a,r]
e{x € X : d(x,a) = r} sdo fechados em (X, 7).
O

Exercicio 2.5: Seja X um espaco topologico. Dizemos que A € X é G5 em X se
existe {Uj, : n € N} uma familia de subconjuntos abertos de X tal que A =) _ Up-

Mostre que se X é metrizavel entdo todo subconjunto fechado de X é Gg.
O

2.2 Comparando Topologias

Duas topologias definidas no mesmo conjunto podem conter quantidades dife-
rentes de abertos. Essa comparacéo por inclusdo tem uma interpretagdo imediata
em termos de continuidade: quanto mais fina é a topologia do dominio, mais facil é
uma funcio ser continua; quanto mais fina é a topologia do contradominio, mais

dificil.

DEFINICAO 2.18

Se (X, 77) e (X, T,) sdo duas topologias no mesmo conjunto X e 77 C I,
entdo dizemos que I, é mais forte ou mais fina que ;. Também dizemos
que J; € mais fraca que J,. Podemos também dizer que J; ¢ menor que
J5, ou que I, é maior que J;.




2 Topologia 39

ExEmMmPLO 2.19

1. Atopologia trivial {@, {a, b}} é mais fraca que topologia de Sierpinski {@, {b}, {a, b}}
que ¢é mais fraca que a topologia discreta {@, {a}, {b}, {a, b}} em a, b.

2. A topologia de Sierpinski {@, {a}, {a, b}} ndo é comparavel com a topologia de
Sierpinski {@, {b}, {a, b}}

3. A topologia trivial é a topologia mais fraca/menor em qualquer conjunto X.

4. A topologia discreta é a topologia mais fina/forte/maior em qualquer conjunto
X.

1 [ O OO

Figura 2.8: A topologia 1 é mais fraca que 2 que é mais fraca que 4. A topologia 1

é mais fraca que 3 que é mais fraca que 4. As topologias 2 e 3 ndo sdo
comparaveis

ProrosicAo 2.20
Seja X um conjunto qualquer, e 7, (4 € A) uma familia de topologias em X.
Entdo Iy = (2, 72 € uma topologia em X.

Demonstracao. Basta verificar que Jy satisfaz os axiomas listados na Definicao
2.1. Por exemplo,

A BeIxy=Yie A, ANBe T

= AnBe ()7, =9x.
AEA

A relagdo mais forte que define uma ordem parcial na familia das topologias de
um conjunto X:

T(X)={Ix c P (X)| Ty étopologia},
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Existe um elemento mdximo dentre todas as topologias de X. E o conjunto das
partes de X, & (X), que ¢é a topologia mais forte que pode ser definida em X. Por
outro lado, {®, X} é a topologia mais fraca em 7 (X).

A Proposicido 2.20 mostra que dada uma familia de topologias 7) (1 € A), existe
a maior topologia que é menor que todas as 7. Essa topologia T é o infimo das 7.
Escrevemos

Is=1inf{T, | L€ A}.

ProprosicAo 2.21 Seja X um conjunto munido de duas topologias 77 e
T, entdo a aplicacdo identidade é continua se, e somente se, 7, C J7.

EXERcCICIOS

Exercicio 2.6:  Sejam X um conjunto infinito e x1, x, € X distintos. Mostre que

7 {ACX :x; ¢ AAU{AC X : X\ A é finito}
n = {ACX :x¢& AJU{AC X : X\ A é finito}

sdo topologias incomparaveis sobre X (isto é, 7; e 7, sdo topologias sobre X, mas
nem 77 é mais fina que 7, nem 7, é mais fina que 7).

O

Exercicio 2.7: Sejam X um conjunto nio vazio e {7;};c; uma cole¢do de topologias
sobre X. Mostre que N;c;7; é uma topologia em X, mas U;c7; ndo é necessariamente
uma topologia em X.

0

Exercicio 2.8: Mostre que a topologia usual é mais fina do que a topologia de
Zariski Z.
O
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Exercicio 2.9: Seja X um conjunto infinito. Seja 7 a topologia cofinita sobre X.
Mostre que 7 é a menor (no sentido da inclusédo) topologia T; sobre X — ou seja,
mostre que (X, 7) é T} e que se o é uma outra topologia sobre X tal que (X,0) é T,
entdo 7 C 0).

g

Exercicio 2.10: Mostre que ndo existe uma topologia sobre X que é a menor
topologia T, sobre X. [Sugestdo: Fixe x1, x, € X distintos e sejam 7 e 7y, respecti-
vamente, as topologias apresentadas no Exercicio 4 da Lista 2. Mostre que (X, 7;) e
(X, 1) sdo Ty, mas que (X, 7; N 13) nédo é Ty.]

g

Exercicio 2.11: Sejam X um conjunto munido da topologia cofinitae Y C X.
Sejam 7, e 7y, respectivamente, a topologia cofinita em Y e a topologia de subespaco
em Y induzida pela topologia de X. Compare 7, e 7, com respeito a inclusio ().

g

2.3 Conjuntos Fechados

Os conjuntos fechados fornecem uma descricdo equivalente da topologia. Muitas
propriedades sdo mais naturais nessa linguagem, sobretudo as que envolvem fecho
e pontos de acumulacgo.

As propriedades de ser aberto e de ser fechado ndo sdo mutuamente excluden-
tes. Existem conjuntos que sdo simultaneamente abertos e fechados, assim como
conjuntos que néo satisfazem nenhuma dessas condi¢des.

DEFINICAO 2.22 (FECHADO) Um subconjunto F de um espaco topologico
X é fechado se seu complemento X \ F for aberto.

Geralmente, denotaremos os conjuntos fechados com as letras F ou H.
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ExEmMmpPLO 2.23

E No conjunto dos nimeros reais R um intervalo fechado [a, b] é fechado na
topologia usual pois seu complementar é aberto

E Na topologia de Sierpinski os abertos sdo {®, {a}, {a, b}}, consequentemente
os fechados sdo {@, {b}, {a, b}

Na topologia discreta todo conjunto é aberto e consequentemente todo con-
junto é fechado.

ExEMPLO 2.24 (FECHADOS EM R?)

Figura 2.10: Abertos e fechados da topologia de Sierpinski

PRrROPOSICAO 2.25 (PROPRIEDADES DE FECHADO) Dado um espago
topologico X entdo

1. O vazio e o espaco todo sdo fechados.
2. A intersecéo arbitraria de fechados é fechada.

3. A unido finita de fechados é fechada.
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Demonstracao. Vamos caso por caso.

1. X é fechado porque X \ X = @ é aberto.
Além disso, @ é fechado porque X \ @ = X é aberto.

2. (" F € fechado porque, aplicando as leis de De Morgan temos que
X\ (ﬂ F,~) = Jx\F
i€l i€l
é aberto por ser uma unido arbitraria de abertos.

3. U?:l F; é fechado, para isso tome o complementar e veja que ele é aberto porque
é uma intersecio finita de abertos.

X\(UFi):ﬂX\Fi
i=1

i=1

Com isso terminamos a demonstracao.

m
L
Srm
Q =t
Y

Figura 2.11: A uniéo finita de intervalos fechados é um fechado de R na topologia
usual.

OBSERVACAO 2.26 (ABERTO E FECHADO AO MESMO TEMPO) O
Lema 2.25 mostra imediatamente que @ e X sdo simultaneamente abertos e
fechados.

Um conjunto que é simultaneamente aberto e fechado é chamado clopen.
Esses conjuntos terdo papel central no estudo da conexidade.
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ExemprLo 2.27 Na topologia discreta todo conjunto é aberto, logo todo conjunto
¢ fechado e assim todo conjunto é clopen.

PrROPOSICAO 2.28 (DEFININDO A TOPOLOGIA POR FECHADOS)
Dado um conjunto X e uma familia & C P(X) que satisfaz

1. O vazio e o espago todo estdo em F.
2. A intersecdo arbitraria de conjuntos em F estd em F.
3. A unido finita de conjuntos em F esta em F.

Entédo a familia 7 = {X \ F : F € ¥} é uma topologia cujos fechados sao
exatamente os elementos de F.

Demonstracao. Como X, € %, seus complementos @ e X pertencem a 7. Se
U = X\ F € 7, entéo, pelas leis de De Morgan,

UJu=x\NEe7.
i€l i€l
pois & é fechada por interse¢des arbitrarias. Analogamente, para Fi, ..., F, € &,

n

(YX\F)=x\[JFeg.
j=1

J=1
Logo I ¢é uma topologia. Pela propria definigao, seus complementos de abertos,
isto é, seus fechados, sio exatamente os elementos de & .
[

ExemPLO 2.29 (ToPoLOGIA DE ZARISKI) Seja R[xy,...,x,] o anel dos poli-
noémios em n variaveis com coeficientes reais. Para cada conjunto de polindémios
I C R[xy,...,x,], defina

V() ={x eR" : p(x) = 0 para todo p € I}.

A familia
F ={V() : I CR[xy,...,x,]}

satisfaz as trés condi¢des da Proposicédo 2.28. De fato,

o=V({1), R'=V({o}.
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Além disso, se I, J sdo familias de polindmiose I ] ={fg : f €, g € J}, entdo

vDHuv() =vUD,

pois um ponto anula todos os produtos fg se, e somente se, anula todos os po-
linémios de I ou todos os polindmios de J. Finalmente, para qualquer familia

(V) = V( U Ia).

acA aEeA

(Ia)aeA’

Portanto os conjuntos V(I) sdo os fechados de uma topologia em R". Essa topologia
é denominada topologia de Zariski; seus abertos sdo os complementos R" \ V(I).

ExXERcIcCIOS

Exercicio 2.12: Supondo n = 1 no exemplo anterior, mostre que a topologia de
Zariski em R coincide com a topologia cofinita.

O

Exercicio 2.13: Sejam X um conjunto nfo vazio e d uma métrica sobre X.

1. Paraa € X er > 0 arbitrarios, mostre que By(a,r) C Byla,r].

2. Mostre, através de um exemplo, que a igualdade By(a,r) = Byla,r] ndo é neces-
sariamente verdadeira.

g

2.4 Topologia Gerada

Uma topologia pode ser apresentada pela familia de todos os seus abertos ou por
uma colecdo de subconjuntos a partir da qual os abertos sejam obtidos. A segunda
descricao é frequentemente mais conveniente: uma familia menor de conjuntos
pode determinar uma topologia cuja descri¢do completa seria pouco pratica.

A construcao deve respeitar as operacgdes exigidas pelos axiomas. Além dos
conjuntos inicialmente escolhidos, a topologia precisa conter o vazio e o espaco
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todo, e ser estavel por unides arbitrarias e interse¢des finitas. Procuramos a menor
topologia que satisfaca essas exigéncias e contenha a familia prescrita.

A partir de uma familia de geradores, consideraremos intersec¢oes finitas e, em
seguida, unides dos conjuntos obtidos. Esse procedimento conduz as no¢des de base
e sub-base, que permitem descrever uma topologia por familias de subconjuntos
com propriedades especificas.

DEFINICAO 2.30 (TOPOLOGIA GERADA) Seja X um conjunto e seja
§ C P(X). A topologia gerada por §, denotada por

T(S),

¢ a intersecdo de todas as topologias sobre X que contém &'. Equivalente-
mente, é a menor topologia sobre X na qual todos os elementos de & séo
abertos.

A definicéo faz sentido porque a familia das topologias que contém & nunca é
vazia: a topologia discreta 9(X) sempre pertence a ela. Além disso, a intersec¢éo de
uma familia de topologias é novamente uma topologia. Assim, a intersecdo usada
na definicdo é precisamente o menor elemento, com respeito a incluséo, entre todas
as topologias que tornam os elementos de & abertos.

E 1til notar o carater universal dessa construgdo. Para provar que um conjunto
é aberto em 7 (&), podemos produzi-lo usando as operacdes topoldgicas a partir
dos geradores. Para provar que I (&) esta contida em alguma topologia 7/, ndo
precisamos descrever todos os seus abertos: basta verificar que I contém a familia
§. Essa ideia sera usada repetidamente.

Exempro 2.31 Se X ={a,b} e & = {{a}}, entédo
T(S) =1{o.{a}. {a, b}}.

De fato, qualquer topologia que contenha {a} ja precisa conter @ e X. Esses trés
conjuntos, por sua vez, ja formam uma topologia, de modo que nenhuma incluséo
adicional é forcada. Esse exemplo simples mostra que a geracdo ndo significa
necessariamente produzir uma familia complicada: as vezes os proprios axiomas
encerram o processo imediatamente.
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ExEMPLO 2.32 (INTERVALOS SOBREPOSTOS) Em X = [—1,1], considere
como geradores os intervalos relativos dos tipos [-1,b) e (a,1], coma < 0 < b.
Intersectando um conjunto de cada tipo obtemos

[_l’b) N (as 1] = (a, b),

de modo que os intervalos abertos que atravessam o ponto 0 aparecem sem terem
sido incluidos explicitamente na familia inicial.

A partir dessas intersecdes, as unioes arbitrarias produzem todos os demais
abertos da topologia gerada. Em particular, além de @ e X, surgem intervalos dos
tipos

[-1.b).,  (ab),  (al],

coma < 0 < b, e também unides desses conjuntos. O exemplo é pequeno, mas
expde 0 mecanismo que aparecera em construgdes muito maiores: os geradores
fornecem as pecas elementares e os axiomas determinam como elas podem ser
combinadas.

<

A notacdo pode ser lida literalmente: gerar uma topologia é aplicar o menor
fechamento possivel pelas operagdes permitidas nos axiomas. A palavra “menor” é
essencial. Se duas topologias tornam abertos todos os elementos de &, a topologia
gerada esti contida em ambas; ela retém exatamente a informacio topologica
forcada por & e nada além disso.

PROPOSICAO 2.33 (PROPRIEDADES DA TOPOLOGIA GERADA) Sejam
8, D C P(X)eseja I uma topologia sobre X. Entéo:

1. $ CIT(S);
2. se § C D, entio T(S8) C T(D);

3. & CT se, e somente se, 7(S§)C T ;

b=
g %

I)=9;
5.5 § CT CI(S), entao T = T(S);

6. para uma familia ($))ep,

9<9‘(&,1),/1 e A> = T(S,AE ).
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Demonstracdo. O primeiro item faz parte da propria construcdo: a topologia
gerada é escolhida entre as topologias que contém &
Para o segundo, suponha & C 9. A topologia 7 (D) contém §; pela minimali-
dade de T(&'), segue que
T(S) C T(D).

No terceiro item, se & C 7, entdo J ¢é uma das topologias consideradas na
intersecio que define 7 (S§'); logo 7(S8') € F . Areciproca decorre do primeiro item.
O quarto item é o caso particular em que os geradores ja formam uma topologia. O
quinto é um principio de sanduiche:

SCT CIT(S)

implica, pelo terceiro item, 7(S§) C 7, e portanto igualdade.
Resta o dltimo item. Ponha

s=]Jasn

AEA

Como cada &) esta contida em T (§'), o terceiro item fornece
T(S) CT(S) (AeA).

Consequentemente, a topologia gerada pela familia formada por todas as (&)
esta contida em T (§).

Para a inclusdo oposta, cada gerador pertencente a alguma &) ja pertence a
T (S)). Assim, a topologia do lado esquerdo contém toda a unido &. Pela minima-
lidade da topologia gerada por &, ela contém T (§). As duas inclusdes provam a
igualdade.

2.5 Bases

Em uma familia de geradores, as intersecdes finitas também precisam ser consi-
deradas antes de tomar unides. Para uma base, essa etapa ja esté incorporada as
propriedades da familia: todo aberto pode ser escrito como unido de elementos da
base.

Em argumentos locais, é frequente precisar de um elemento da base contido em
um aberto U e que contenha um ponto x dado. A propriedade de base garante a
existéncia de B com x € B C U. Em espagos métricos, a escolha de uma bola contida
no aberto é um exemplo desse procedimento.
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DEFINICAO 2.34 (BASE) Seja (X, ) um espaco topologico. Uma familia
B C I éuma base de I quando, para todo U € T, existe uma subfamilia
PBy C B tal que

v= [ B

BE%U

Adotamos a convencio de que a unido da familia vazia é @.

ExEmMmpPLO 2.35

1. Os intervalos abertos (g, b) formam uma base da topologia usual de R. De fato,
cada aberto usual é unido de intervalos abertos; localmente, dado x € U, podemos
escolher a < x < b com (a,b) CU.

2. Em um espago métrico, as bolas abertas formam uma base da topologia induzida
pela métrica. Aqui a afirmacdo é praticamente a definicdo de aberto métrico:
todo ponto de um aberto possui uma bola centrada nele e contida no aberto.

3. Em um espaco discreto, os singletons formam uma base. Como qualquer sub-
conjunto é a unido dos singletons de seus pontos, essa é a menor base possivel
em termos da informacio local que precisa ser registrada.

4. Toda topologia é, trivialmente, uma base para si mesma; basta representar um
aberto U como a unido da familia unitaria {U}. A observacio é correta, mas
pouco util: o interesse de uma base é justamente substituir a topologia inteira
por uma colec¢do mais manejavel.

<

A definicdo por unides admite uma caracterizacdo local: cada ponto de um aberto
deve pertencer a um elemento da base contido nesse aberto. Essa condigao evita
escrever explicitamente a unido. A proposicio seguinte retne as caracterizagdes
que utilizaremos.

PROPOSICAO 2.36 (CARACTERIZACOES DE UMA BASE) Seja(X,9)
um espaco topologico e B € P(X). Sao equivalentes:

1. % é umabase de T ;

2. as unides de subfamilias de 98 formam exatamente 7 ;
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3. BCT e paratodox eU € T, existe Be % com

x€BCU.

Nessas condigdes,

T = T(RB).

Demonstracao. A equivaléncia entre os dois primeiros itens é apenas uma mu-
danga de linguagem: dizer que A é base significa exatamente dizer que os abertos
de I sdo as unides de subfamilias de A.

Suponha o segundo item e tome x € U, com U € . Escrevendo

v= [ B
Be%By
algum elemento B € %y contém x. Como todos os elementos dessa subfamilia
aparecem na unido que forma U, temos B C U. Além disso, cada elemento de &
¢ uma unido de uma subfamilia unitaria de %, logo pertence a 7. Isso fornece o
terceiro item.
Agora suponha o terceiro item. Para cadaU € I e cada x € U, escolha B, € &

com x € B, CU. Entdo

U=|JB.

xeU
de modo que todo aberto de I é unido de elementos de %. Como B C 7, toda
unido de elementos de A é aberta. Assim vale o segundo item.
Por fim, como % C 7, temos T (%) C T . Pela caracteriza¢do por unides, a
topologia (%) contém todos os abertos de I, pois contém % e é fechada por

unides arbitrarias. Portanto
T = T(RB).

TEOREMA 2.37 (CRITERIO PARA CONSTRUIR UMA BASE) Se % C
P(X) cobre X e, para todo x € B; N By, com By, B, € A, existe B; € A tal
que

X € B3 C By N By,

entdo & é uma base para 7 (%). Equivalentemente, pode-se exigir que cada
intersecdo B; N B, seja uma unido de elementos de Z.
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Demonstracao. Seja % a familia de todas as unides de elementos de 98. O vazio
pertence a % como unido vazia, e X € % pela hipotese de cobertura. A familia é
fechada por unides arbitrarias por construcio.

SeU,Ve%execUnV,escolha Bj, B, € % com

XEBlgU, XEBng.
Pela hipotese existe By € 9% com x € B; € BN B, CUNV. Logo
unv=|JBe®:BcUNV}

e portanto U NV € %. Assim, % é uma topologia.

Ela contém %, e qualquer topologia que contenha 9 contém todas as suas
unides. Portanto % = T (%), e % é uma base da topologia que gera. A formulacdo
equivalente segue porque uma intersecdo é unido de elementos de % exatamente
quando todo ponto da interse¢do admite um refinamento basico contido nela.

|
O critério permite construir uma topologia verificando duas propriedades da
familia proposta: ela cobre o espaco e permite refinar interse¢des em torno de

cada ponto. Satisfeitas essas condicdes, os abertos sdo obtidos por unides de seus
elementos. Os exemplos seguintes aplicam esse procedimento.

ExeEmPLO 2.38 (FAMILIAS DE BASES NA RETA E NO PLANO) Em R, cada
uma das familias abaixo satisfaz o critério anterior:

B ={(a,b) : a< b},

By ={la,b) : a< b},

Bz = B U By,

By =1{(a,b] : a< b},

RBs ={(a,) : a e R},

B ={(—0,a) : a € R},

Ry ={(a,b) : a<b, a,be Q},
PBg ={la,b) : a<b, a,be Q},
Bg ={la,b] : a< b}

Essas familias ndo geram todas a mesma topologia; justamente por isso sdo bons
exemplos para comparar bases e topologias. A familia 9% produz a topologia usual,
e 9B produz a mesma topologia usando apenas extremos racionais. Ja %, fornece a
topologia de Sorgenfrey. A familia %9 contém todos os singletons, pois [a,a] = {a},
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e portanto gera a topologia discreta. Assim, cole¢des visualmente semelhantes de
intervalos podem codificar estruturas topologicas bastante diferentes.

Esse ponto merece atencdo: uma base nio é apenas uma familia conveniente de
conjuntos. Sua forma determina quais aproximacdes locais sdo permitidas. Alterar
um colchete, restringir extremos aos racionais ou substituir intervalos por raios
pode manter a topologia ou muda-la completamente.

Em RR?, exemplos tteis sio:

B1o ={(a,b)x(c,d) : a<b, c<d},

%11 = {discos abertos},

%15 = {tridngulos abertos},

Bz =1la,b) x[c,d) : a<b, c <d},

Ry ={la,b) x(c,d) : a<b, c<d},

B1s ={(a,b)x(¢,d) : a,b,c,d € Q, a<b, c<d}.

As familias By, B11, B2 € B1s geram a topologia usual do plano, embora usem
formas geométricas distintas. A razdo é local: em torno de cada ponto de qualquer
uma dessas figuras podemos inserir uma figura suficientemente pequena de outro
tipo. Ja as bases que usam intervalos semiabertos nas coordenadas produzem
topologias mais finas.

<

A reta de Sorgenfrey mostra que alterar os intervalos escolhidos como elementos
basicos pode modificar propriedades globais da topologia. A comparacdo com a
reta usual permitira examinar quais propriedades sdo preservadas e quais deixam
de valer.

ExEMPLO 2.39 (RETA DE SORGENFREY) A familia
B ={la,b) : a< b}

forma uma base de uma topologia em R, chamada topologia de Sorgenfrey ou
topologia do limite inferior.

Para verificar o critério de base, primeiro note que cada x € R pertence, por
exemplo, a [x,x + 1). Além disso, se dois elementos basicos tém intersecido nio
vazia, entao

[a,b) N [a’,b’) = [maxia,a’}, min{b, b’}),

que novamente é um intervalo do mesmo tipo. Assim, nesse caso nem sequer é
necessario decompor a interse¢do em varios elementos da base: a propria intersecéo,
quando néo vazia, ja é basica.
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A reta de Sorgenfrey sera usada varias vezes adiante porque sua topologia é
proxima da usual o bastante para preservar muita intuigao, mas diferente o bastante
para separar varias propriedades que coincidem em espacos métricos familiares.

EXEMPLO 2.40 (PROPRIEDADES DA RETA DE SORGENFREY) A reta de
Sorgenfrey possui as seguintes propriedades:

1. sua topologia é estritamente mais fina que a topologia usual. Para ver a incluséo,
dado um intervalo usual (a, b), escreva

@b)= [ [xb).

x€(a,b)

Logo todo intervalo aberto usual é aberto em Sorgenfrey, e 0 mesmo vale para
toda unido desses intervalos. A inclusio é propria porque [a, b) pertence a base
de Sorgenfrey e nao é aberto na topologia usual;

2. os intervalos bésicos [a, b) sdo clopen. De fato,
R \ [a5 b) = (_OO: a) ) [b: 00)

O primeiro raio é usualmente aberto e, portanto, também é aberto em Sorgenfrey.
Para o segundo,

[b.0) = (_J[b.b+n),

n>1

de modo que o complementar inteiro é aberto;
3. Q é denso. Todo elemento basico [a,b) contém o intervalo usual (a,b), que

contém um racional. Assim, todo aberto nio vazio encontra Q, e o espago é
separavel;

4. para cada a € R, a familia
{la,a+1/n) : n>1}

¢é uma base enumeravel de vizinhangas. Se a € [u,v), basta escolher n grande
o bastante para que a + 1/n < v. Portanto a reta de Sorgenfrey é primeiro
enumeravel.

Essas quatro propriedades serdo retomadas em capitulos posteriores. Em parti-
cular, veremos que algumas implicagdes familiares entre enumerabilidade, separa-
bilidade e propriedades de produto deixam de valer nesse espaco.
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<

No plano de Moore, a alteragéo da topologia ocorre junto a borda de um semi-
plano. Esse exemplo permite estudar o efeito de uma modificacdo local da base,
mantendo a topologia usual nos pontos interiores do semiplano.

ExEmMPLO 2.41 (PLANO DE MOORE) Seja
M={(x,y) €R?: y>0}

Para pontos (p,q) com g > 0, use como vizinhangas basicas discos euclidianos
suficientemente pequenos e contidos em M. Para um ponto (p,0) do eixo, use
conjuntos da forma

{(p.O}U{(x,y) : (x—pP+(y—e?<e},  e>0.

Esses conjuntos formam uma base para uma topologia em M, chamada topologia
do plano de Moore. Geometricamente, um ponto acima do eixo possui vizinhangas
ordinarias, enquanto um ponto do eixo possui vizinhancas que tocam o eixo apenas
nesse ponto e se abrem para o semiplano superior.

A condicdo de base pode ser verificada separando os casos. Duas vizinhancas de
pontos interiores comportam-se como discos usuais. Se o ponto considerado esta no
eixo, diminuimos o raio do disco tangente até que ele caiba na intersecdo dada. Por
fim, quando uma vizinhanca interior encontra uma vizinhanca tangente, qualquer
ponto da intersecdo esta acima do eixo e admite um disco euclidiano pequeno ainda
contido nela.

Fora do eixo horizontal néo aparece nenhuma diferenca em relacio a topologia
de subespaco herdada de R?: em torno de um ponto com segunda coordenada
positiva, os elementos basicos sdo exatamente discos suficientemente pequenos. A
modificacdo topoldgica esta concentrada na borda.

ProrosicAo 2.42 Se B é uma base de uma topologia 7 e I’ é outra
topologia no mesmo conjunto, entio

ITCIT" = BT
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Demonstraciao. Se I C I, entdo todo elemento de % C J pertence automati-
camente a I .

Reciprocamente, suponha % C 5. SejaU € I . Como A é base de T, existe
uma subfamilia By C % tal que

v=J B

BeRy,

Cada B € By é aberto em I’ por hipodtese; portanto a unido U também é aberta
emJ’. Logo T C T’

DEFINICAO 2.43 (SEGUNDO AXIOMA DE ENUMERABILIDADE) Um
espaco topologico é segundo enumeravel quando possui uma base enume-
ravel.

A definicdo pede uma unica familia enumeravel capaz de descrever todos os
abertos do espaco. Isso é muito mais forte do que exigir apenas bases locais enume-
raveis em cada ponto. A diferenca entre essas duas formas de enumerabilidade sera
estudada em um capitulo posterior; por enquanto, basta observar que a topologia
usual de R é segundo enumeravel porque os intervalos com extremos racionais
formam uma base enumeravel.

ExXERcicros

Exercicio 2.14: Sejam 7 e 7, topologias sobre um conjunto X e sejam 9% e %,
bases para 7y e 15, respectivamente. Mostre que sdo equivalentes:

1. para quaisquer x € X e B € %, com x € B, existe C € 3B tal que x € C C B;

2. 11 2 1.

Exercicio 2.15: Sejam X um conjunto infinito e x, € X. Mostre que
B={x}:xeX, x#+xU{ACX : xp € A, X\ Aé finito}

é base para
T={ACX :x5¢& AJU{AC X : X \ A é finito}.
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Exercicio 2.16: Considere, em IN, as topologias

n={meN:m<n}:neNU{N}

,={ACN :0e€ Alu{o}
1. Mostre que, se % é uma base para 7y, entdo %; 2 r; \ {®,N}.

2. Encontre uma base 9B, para 7, que esteja contida em qualquer base para 7,.

g

Exercicio 2.17: Considere a reta de Sorgenfrey.

1. Quais intervalos da reta sdo abertos e fechados nessa topologia?

2. Descreva os fechos de Q, de {1/n : n€ N}, de{—1/n : n € N} e de Z.

Exercicio 2.18: Considere o plano de Moore definido acima.

1. Prove que os conjuntos descritos formam uma base para uma topologia em M.
2. Prove que a topologia em M \ {(x,0) : x € R} é a topologia usual de subespaco.

3. Determine o fecho de A = Q x {1} e de B = Q x {0}.

Como contraponto aos dois exemplos anteriores, a reta de Michael parte da
topologia usual e torna os pontos irracionais isolados. O exercicio mostra que
duas modificagdes aparentemente pequenas da reta podem produzir topologias
mais finas que a usual e, ainda assim, incomparaveis entre si.

g
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Exercicio 2.19: Reta de Michael. Denote por 7 a topologia usual de R e considere
B =tuf{{x}: xeR\Q}

1. Mostre que & é base para uma topologia em R.

2. Mostre que as topologias da reta de Sorgenfrey e da reta de Michael sdo incom-
paraveis.

3. Verifique que a topologia da reta de Michael é mais fina que a usual e conclua
que ela é T,.

O

Exercicio 2.20: Seja X um espaco topologico e 9 uma base para X.

1. SeY é um espaco topologicoe f : Y — X, mostre que f é continua se, e somente
se, f"1(B) é aberto em Y para todo B € & \ {@}.

2. Se'Y é um espaco topologico e f : X — Y, mostre que f é aberta se, e somente
se, f(B) é aberto em Y para todo B € % \ {0}.

O

2.5.1 Forma da Topologia Gerada

Uma familia de geradores ndo precisa satisfazer a condicio local exigida de uma
base. O obstaculo é simples: se dois geradores se intersectam, a intersecio pode
néao ser unido de geradores da familia original. Antes de tomar unides arbitrarias,
precisamos entdo acrescentar as intersecdes finitas que os axiomas topoldgicos
forcam.

Esse é o papel de uma sub-base. Ela fornece as pecas mais elementares; as inter-
sec¢Oes finitas dessas pecas produzem uma base; por fim, as unides dos elementos
da base produzem a topologia. A cadeia conceitual é

sub-base — intersecdes finitas —> base — unides arbitrarias — topologia.

O proximo resultado torna essa descricdo precisa.
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DEFINICAO 2.44 (SUB-BASE) Seja (X, J) um espaco topoldgico. Uma
familia € C 9(X) é uma sub-base de I quando

T =€),

isto é, quando J € a menor topologia em que todo elemento de & ¢ aberto.

DEFINICAO 2.45 (BASE INDUZIDA POR UMA FAMILIA) Para § C
P(X), defina

BS)={ ) A: S CS, |8 <eoq,
AeS”

com a convencdo de que a intersecdo da familia vazia é X.
TEOREMA 2.46 (TOPOLOGIA GERADA POR UMA SUB-BASE) Se € ¢é
uma sub-base de (X, J), entdo B(€) é uma base de 7. Em particular,

7= B: B cB®)Y.
Be%’

Demonstracao. Denote por B = %(€) a familia das intersecoes finitas de ele-
mentos de €. Como toda topologia que contém € é fechada por intersecdes finitas,

temos
B CT(E).

Considere agora

%:{U B:%”QQE;.
BeR’

O vazio pertence a % como unido vazia, e X pertence a & por corresponder a
intersecdo da familia vazia. Logo X € %. A familia % é fechada por unides
arbitrarias por construcéo.

Para intersecoes, escreva

U:UA, V:UB,

Aed Be9
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com &, C %B. Entao

unv= |J (AnB).
(AB)EA*D
Como A e B sio intersecoes finitas de elementos de &, também A N B é uma
intersecdo finita de elementos de €; portanto AN B € 9. Segue queUNV € %.
Assim, % é uma topologia. Ela contém &, pois cada C € € é uma intersecdo
finita com um unico fator. Pela minimalidade,

T(E)CU.

A inclusdo oposta ja foi observada, porque todos os elementos de 9 e suas unioes
pertencem a topologia gerada. Portanto % = T (&), e & é uma base dessa topolo-
gia.

]

EXERcIcCIOS

Exercicio 2.21: Seja & uma familia de subconjuntos de X que néo cobre X, isto é,

X # US.

Ses

Na topologia gerada por &, mostre que existe x € X cuja tnica vizinhanca é o
proprio X, isto é, 7 = {X}. O

2.5.2 Topologia da Ordem

A ordem de um conjunto pode fornecer sua propria noc¢éo de proximidade. Na
reta real, por exemplo, os intervalos abertos sao simultaneamente objetos de ordem e
os blocos basicos da topologia usual. A mesma ideia funciona em qualquer conjunto
totalmente ordenado, embora nas extremidades seja preciso tratar separadamente a
existéncia de um primeiro ou de um ultimo elemento.

Seja X um conjunto com uma ordem total <. Isto significa que a relacéo é refle-
xiva, antissimétrica, transitiva e total: quaisquer dois pontos podem ser comparados.
Escrevemos x < y quando x < y e x # .

Para a < b, definimos como de costume

(a,b) ={x :a<x<b}l, (ab]l={x:a<x<b}

[a,b) ={x : a<x<b}, [ab]={x:a<x<b}
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DEFINICAO 2.47 (TOPOLOGIA DA ORDEM) Suponha que X tenha mais
de um elemento. Considere a familia formada por:

1. todos os intervalos (a, b);
2. os intervalos [ay, b) quando X possui um menor elemento a;

3. os intervalos (a, by] quando X possui um maior elemento b.

Essa familia é uma base; a topologia correspondente é a topologia da ordem.

Vejamos por que essa familia é realmente uma base. Primeiro, ela cobre X. Se
x nédo é uma extremidade do espaco ordenado, existem elementos a < x < b e
entdo x € (a,b). Se x é o menor elemento, usamos um intervalo [x, b); se é o maior,
usamos (a, x]. Nos casos em que um ponto possui apenas sucessor ou predecessor
imediato, os intervalos permitidos adaptam-se do mesmo modo.

A segunda condicéo é local. Se x pertence a interse¢io de dois elementos basicos,
escolhemos novos extremos dentro dos extremos que aparecem nas duas vizinhancas.
Quando x néo é extremo de X, isso fornece um intervalo aberto (c,d) com

xE(c,d)QBlﬂBz.

Se x coincide com o menor ou com o maior elemento, usamos respectivamente
um intervalo dos tipos [ay,d) ou (¢, by]. Portanto a condicdo de refinamento de
intersecdes é satisfeita.

ExEmPLO 2.48 A ordem usual de R induz exatamente a topologia usual. Como
a reta ndo possui primeiro nem ultimo elemento, a base da topologia da ordem
é formada apenas pelos intervalos (a,b), que ja conhecemos como uma base da
topologia euclidiana. Esse exemplo explica a escolha da defini¢do: ela generaliza
literalmente a construc¢io familiar da reta.

ExEMPLO 2.49 (ORDEM LEXICOGRAFICA) Em R x R, defina

(x,y) <(x".y")

quando x < x’, ou quando x = x” e y < y’. Com essa ordem, percorremos primeiro
a segunda coordenada mantendo a primeira fixa; somente depois passamos para a
proxima fibra vertical.
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A topologia da ordem lexicografica é gerada pelos intervalos abertos para essa
ordem. Se os dois extremos possuem a mesma primeira coordenada, um intervalo
lexicografico pode ficar inteiramente contido em uma unica reta vertical. Se as
primeiras coordenadas dos extremos sdo diferentes, o intervalo contém uma cauda
da primeira fibra, todas as fibras intermediarias e uma parte da fibra final.

Esse comportamento é muito diferente daquele da topologia produto usual de
RR?, cujos abertos bésicos sdo retangulos. O exemplo mostra que o mesmo conjunto
subjacente pode carregar topologias bastante distintas, dependendo da estrutura
usada para construir suas vizinhancas.

ExXERcIcCIOS

Exercicio 2.22: Sejam (X, Ty) e (Y, Iy) espacos topoldgicos disjuntos. Defina
em XUY
yXUy:{UUV U e Iy, VEP/”Y}.

Mostre que essa é uma topologia e que
Ix ={XnW : W e Ixu} Ty ={YnW : W e Ty}

Observe ainda que Ty y = (I x U Fy). O

2.6 Fecho e Interior

DEFINICAO 2.50 Seja X um espaco topoldgico, e seja A C X. Definimos o
fecho de A como o conjunto

Z:m{FCX : F éfechado e F D A}

E imediato da definicio que A é o menor subconjunto fechado de X que contém
A. Os pontos de A sdo chamados pontos aderentes a A.
A aplicagdo A — A ¢é denominada aplicacéo fecho.



2 Topologia 62

Exempro 2.51 Considere a topologia I = {X, ®,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}} em
X ={a,b,c,d, e} onde os subconjuntos fechados de X sdo {®, X, {b,c,d, e},{a, b, e}, {b, e}, {a}}
Assim,

B} = {b.e}{ach = X, {b.d} = be.d ¢}

Prorosicio 2.52 Seja X um espaco topologico. Entéo a aplicagio fecho
possui as seguintes propriedades:

[a] Ac A

b|A=4

[c]o=0.

4] AUB=AUB.

[e] Aéfechado se, e somente se, A = A.

Demonstracao.
E é obvio.
E Por E A C AE como A é um fechado contendo A, segue que A C A.
Como @ ¢ um fechado contendo @, segue que @ C @.

E Comecamos observando que A C B implica A C B.

Como A € A|JBe B c A|JB, segue que A ¢ A|JBe B c A|JB. Logo
A|JB c A|JB. Por outro lado A( JB é um fechado contendo A(J B. Logo
AlJBc A|B.

E A demonstracio ¢ direta.
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ExEMPLO 2.53 (QUADRADOS ABERTOS) Se consideramos os conjuntos

A :=(0,1)x(0,1) B :=(1,2)x(0,1)

em R? com a topologia usual, ¢é facil demonstrar que AN B = @ enquanto que
AnB={1}x][o0,1].

Figura 2.12: Na figura da esquerda vemos que A N B = @ enquanto que na direita
vemos que AN B = {1}x[0,1]

Podemos especificar uma topologia definindo uma aplicacdo fecho com as pro-
priedades da proposicédo anterior.

PROPOSICAO 2.54 Seja X um conjunto, e seja A € P(X) > A € P(X)
uma aplicacdo com as seguintes propriedades:

SejaF ={AcC X A= A}. Entdo & é a familia de fechados de uma
topologia 7 em X. A é o fecho de A para todo A C X.
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Demonstracio. E imediato que X € &. E assim segue de que @ € F

Pela Proposicéo 2.52 item E temos que a unido de dois subconjuntos de F
pertence aF .

Antes de demonstrar que qualquer intersecao de subconjuntos de F pertence a
&, provemos que A C B implica A C B.

Novamente pela Proposi¢do 2.52 item @ temos que :

AcB=B=A[J(B\A)=B=A4( J(B\A)= B> A,

Agora sejam A; € F para todoi € I. Entdo (),_; A; C A;, e portanto (),_; A; C

A; = A;paratodoi € I. Logo ﬂ A; C ﬂ Aj, e segue que ﬂ A eEF

i€l I
Assim F ¢ a familia de fechados para uma topologla em X. Finalmente

demonstraremos que A é o fecho de A com relacio a 7. Comecamos observando
que

ACF=Fparatodo F € F tal que F D A,

e portanto
Ac(YFeZ :FoA}L

Por outro lado segue da Proposicao 2.52 item (E) que Ae F e AD A. Conse-

quentemente
(fFeF :FoAlCA

E assim podemos concluir que A é o fecho de A.

DEFINICAO 2.55 Seja X um espaco topoldgico, e seja A C X. Chamaremos
de interior de A o conjunto

:U{UCX : U éabertoeU C A}.

Claramente A° é o maior subconjunto aberto de X que esta contido em A. As
vezes escreveremos A em lugar de A°.
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Prorosicio 2.56 Seja X um espaco topologico, e seja A C X. Entao

X\NA=(X\A)° e X\A°=(X\A).

Demonstracao. Por defini¢do,
A= ﬂ{F : Féfechadoe F D A}
Logo, pelas leis de De Morgan,

X\A=| JiX\F: Féfechadoe F 2 A}
=U{U : UéabertoeU C X \ A}
=(X\ A)°.

A segunda identidade é a primeira aplicada a X \ A.

ProrPoOsICAO 2.57
Seja X um espaco topoldgico. Entdo a aplicacdo interior tem as seguintes
propriedades:

[a] A°c A

[b] (A°)° = A°.
X°=X.

[d] (AnB)® = A°nB°.

E A é aberto se, e somente se, A = A°.

Demonstracao. Cada item é dual ao item correspondente da Proposi¢ao 2.52, por
complementacéo e pela Proposicdo 2.56. Por exemplo,

(ANB)’ =X\ (X\A)U(X\B)=A°nB°.

Os demais itens seguem do mesmo modo; alternativamente, decorrem diretamente
do fato de A° ser o maior aberto contido em A.
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ProPOSICAO 2.58 Seja X um conjunto, e seja A € P(X) > A° € P(X)
uma aplicacdo com as seguintes propriedades:

[a] A°cA

[b] (A%)° = A°.
X° = X.

[d] (AnB)° = A°nB°.

Sejag ={AC X : A= A°. Entdo I ¢é uma topologia em X. E A° é o
interior de A para todo A C X.

Demonstracao. Pelos axiomas dados, X € 9. A monotonicidade do operador
interior segue das propriedades: se A C B,entdo A= AN Be

A° = A°n B,
portanto A° C B®. Se U,V € 7, entio
UnV)°=U°nve=UnYV,

logoUNVedg.

Se (Upier € 7 eU = |J, U, entdo, para cada i, U; = U;® C U° pela monotonicidade.
Assim U C U°. Como sempre U° C U, obtemos U = U°, isto é,U € I . Além disso,
@° C @,logo @ € . Portanto I é uma topologia.

Finalmente, A° pertence a I pela idempoténcia e esta contido em A. SeU € I
e U C A, a monotonicidade fornece U = U° C A°. Logo A° é exatamente o maior
aberto contido em A.

EXERcCICIOS

Exercicio 2.23: Para cada um dos espacos topologicos apresentados nos Exercicios
2.1.1 e 2.2, determine o interior e o fecho de um subconjunto arbitrario A de X.

0
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Exercicio 2.24: Sejam 77 e 7, topologias sobre um conjunto X tais que 7; C 75 e
— —
seja A C X. Mostre que Int; (A) CInt, (A) e A 'A%
O

Exercicio 2.25: Sejam X um espago topologico, U € X e A um aberto de X.
Mostre que se ANU # @ entio ANU = @
O

2.7 Vizinhancas e Base de Vizinhancas de um Ponto

Assim como em espacgos métricos, a topologia permite falar em vizinhancas sem
mencionar distancias. Para cada ponto x, a familia de suas vizinhancas registra
toda a informacéao local relevante.

DEFINICAO 2.59

Seja (X, Tx) um espaco topologico. Dado x € X, uma vizinhanca aberta
de x é um aberto A € Jx que contém o ponto x. Uma vizinhanca de x é
qualquer conjunto que contenha uma vizinhanca aberta de x. Denotamos
por 7 a familia de todas as vizinhangcas de x.

Pela defini¢do acima temos que:
A € 7, se, e somente se, x € A°

Em um espaco topoldgico qualquer, as vizinhancas de um ponto possuem as
mesmas propriedades para o caso de espagos métricos que as descritas na Proposi¢ao
1.37.

ProrosiCcA0 2.60
Seja X um espaco topologico, e x € X um ponto de X. Entdo valem as
seguintes afirmacdes sobre a familia 7, de todas as vizinhancas de x:

1. x € Aparatodo A € 7,.

2. A intersecio de duas vizinhancas de x também é uma vizinhanca de x. Ou
seja, se A,Be 7., entdo AN B € 7.
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3. Se A € 7, entdo existe B C A tal que x € B, e B é vizinhanga de todos os
seus pontos.

4. Se Ae 7,e AC B, entao B € 7.

Demonstracao.

E Se A € 7, entdo x € A®° C A.

[b| Se A,B€ 7, entio x € AN B° = (AN B)°. Logo AN BE 7.

Dado A € 74, sejaC = A°. Se y € C, entdo C é uma vizinhanca aberta de y
contida em A, e portanto A € 7.

[d|Se Ae 7 e ACBC X, entdo x € A° C B°. Logo B € 7.

ProPoOSICAO 2.61
Seja X um espaco topologico. Um conjunto A C X é aberto se, e somente se,
for vizinhanga de todos os seus pontos.

Demonstracdo. Um conjunto aberto é vizinhanca de todos os seus pontos. Reci-
procamente, suponha que A C X seja vizinhanca de todos os seus pontos. Vamos
mostrar que A é aberto.

Por hipoétese, para todo a € A existe um aberto U, tal que a € U, C A. Logo,

A=,
acA

E como A é uma unido de abertos U,, temos que A é aberto.

DEFINICAO 2.62

B Seja (X, Ix) um espago topoldgico e x € X. Uma familia de vizinhancas
de x, B C 7, é chamada de base de vizinhancas ou base local de x
quando para toda vizinhanca V € 7, existir B€ 9% talque BC V.
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B Se todos os conjuntos de & forem abertos, ou seja, se B C Ty, entdo
diremos que % é uma base de vizinhancas abertas de x.

Reciprocamente, é possivel determinar uma topologia a partir das familias de
vizinhancas de seus pontos, desde que essas familias satisfacam as condicdes se-
guintes.

PropPoOsICA0 2.63 Seja X um conjunto nio vazio. Para todo x € X seja 7
uma familia néo vazia de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

E x € U para todo U € 7.
[b] SeU,V € 7, entaoUNV € 7.
E Dado U € 7, existe V € 7,V C U, tal que U € 7}, paratodo y € V.

E SeUe7,eUcCVCX, entaioV € 7,.

Seja
T ={UcC X : U € 7, para todo x € U}. Entdo I é uma topologia em X, e
7, € o sistema de vizinhancas de x em (X, J) para todo x € X.

Demonstracao. Primeiro demonstraremos que I ¢ uma topologia em X.

E imediato que @ € 7. Para demonstrar que X € 7, seja x € X, e sejaU € 7.
Como U C X, segue da Proposicdo 2.63 item E que X € 7. Logo X € 7.

Sejam U; € I paratodoi € I, e sejax € UUi' Entdo x € U, para algum i € I.

i€l
Como U; € 7, temos que U; € 7. Como Uj; C U Uj, pela Proposicéo 2.63 item E
i€l
temos que UUl € 7. E assim UUl eg.
i€l i€l

Sejam U,V € T, esejax e UNV.Entio U,V € 7, e segue da Proposicido 2.63
item@queUﬂVGWx. LogoUNVeTJ.

A seguir demonstraremos que toda vizinhanca de x pertence a 7. Seja U uma
vizinhanga de x. Entdo x € U°. Como U° € 7, segue que U° € 7. Como U° C U,
pela Proposi¢do 2.63 item @ podemos concluir que U € 7.

Finalmente demonstraremos que todo U € 7, é uma vizinhanga de x. Seja
U€ 7 esejaV ={y€eU :UE 7,}. Segue da Proposicdo 2.63 item E que
x€U,ecomoU € 7, temos que x € V.

A seguir veremos que V € 7. Dado y € V, temos que U € 7. Pela Proposi¢ao
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2.63 item ' temos que existe W € 7, W C U, tal que U € 7, para todo z € W.

Segue entdo da Proposicdo 2.63 item E que W C V. Segue do item @ dessa
proposicéo que V € 7),. LogoV € 7.

Como x € VeV € T, podemos concluir que x € U°. Logo U é uma vizinhanga
de x.

ExEMPLO 2.64

Seja X um espago topologico, seja x € X, e seja B, ={U € 7, : U é aberto
}. Entdo %, é uma base de vizinhancas de x.

E Seja X um espaco métrico, seja x € X, e seja
B, ={B(x;r) : r> 0}
Entdo 3B, é uma base de vizinhancas de x.
Seja X um espaco métrico, seja x € X, e seja
B, ={B[x;r] : r>0}

Entdo 9B, é uma base de vizinhancas de x.

ProprosicAo 2.65 Seja X um espaco topologico ndo vazio, e seja A, uma
base de vizinhancas de x, para todo x € X. Entéo:

E x €U paratodoU € A,.

@ Dados U,V € %B,, existe W € B, talque W CcUNV.

Dado U € AB,, existe V € %B,,V C U, tal que para todo y € V existe
We 3R, talque W CU.

E Um conjunto U C X é aberto se, e somente se, para todo x € U existe
VeRBytalqueV CU.
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Demonstracdo. O primeiro item segue porque todo elemento de 9%, é uma vizi-
nhanca de x. Para o segundo, se U,V € %,, entdo U NV é uma vizinhanca de x
pela Proposi¢éo 2.60; como 9B, € base local, existe W € B, comW CcUNV.

Para o terceiro, tome U € 9%,. Pela Proposigdo 2.60, existe uma vizinhanca
O C U de x que é vizinhanca de todos os seus pontos. EscolhaV € %, comV C O.
Para cada y € V, como U € uma vizinhanca de y, a base %, contém algum W C U.

Finalmente, se U é aberto e x € U, entdo U é uma vizinhanca de x e contém
algum elemento de AB,. Reciprocamente, se para cada x € U existe V,, € %, com
Vy C U, entdo U ¢ vizinhanca de cada um de seus pontos e, pela Proposicdo 2.61, é

aberto.

Reciprocamente temos:

ProPOSICAO0 2.66 Seja X um conjunto ndo vazio. Para todo x € X seja %,
uma familia ndo vazia de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

E x €U paratodoU € A,.

@ Dados U,V € %,, existe W € B, talque W CcUNV.

Dado U € AB,, existe V € AB,,V C U, tal que para todo y € V existe
We R, talque W CU.

Seja T ={U C X : para todo x € U existe V € B, tal que V C U}. Entdo I
é uma topologia em X e 93, é uma base de vizinhangas de x em (X, J) para
todo x € X.

Demonstracao. Para todo x € X seja
7,={UcCX :UD>DVparaalgumV € %,}.

E claro que as familias 7 verificam as propriedades E, E, e E da Propo-
sicdo 2.63, e que

I ={U Cc X : U € 7y para todo x € U}.

Pela Proposicdo 2.63  é uma topologia em X e 7 é o sistema de vizinhancas
de x em (X, ) para todo x € X. Segue que 9B, é uma base de vizinhancas de x
em (X, ) para todo x € X.
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A proposicdo seguinte caracteriza abertos, fechados, fecho de um conjunto e
interior de um conjunto em termos de bases de vizinhangas.

ProrosicAo 2.67 Seja X um espaco topoldgico ndo vazio, seja A C X, e
seja A, uma base de vizinhancas de x, para todo x € X. Entéo:

A é aberto se, e somente se, para todo x € A existe V € 9B, tal que
V C A.

E A é fechado se, e somente se, para todo x ¢ A, existe V € 3B, tal que
VNA=@g.

A={xeX :VNA=Q@paratodoV € B,}.

E A°={xe X : VC AparaalgumV € %,}.

Demonstracao.
E E exatamente o quarto item da Proposico 2.65.

E O conjunto A é fechado se, e somente se, X \ A é aberto. Aplicando o item
anterior a X \ A, obtemos a equivaléncia desejada.

Se x & A, entio, aplicando E ao fechado A, existe V € A, tal que VNA = g,
em particular, VN A = @.

Reciprocamente, suponha que exista V e B, talque VN A =@. Como V é
uma vizinhanca de x, temos x € V°. Além disso, AC X\ V C X\ V°. O
ultimo conjunto é fechado; logo

ACX\V°,

e portanto x & A.

E Pela Proposic¢do 2.56, X\ A® = (X\A). Se B denota o conjunto da direita em
E, entdo usando | ¢ |segue que
x¢ A° e x e (X\A) VN (X\A) = @ paratodo V € B,
<V ¢ AparatodoV € B, & x € B.
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DEFINICAO 2.68 (PRIMEIRO AXIOMA DE ENUMERABILIDADE)
Seja X um espaco topoldgico. Diremos que X satisfaz o primeiro axioma
de enumerabilidade se todo x € X admite uma base de vizinhancas %,
que é enumeravel. Nesse caso também dizemos que o espaco é primeiro
enumeravel.

Todo espago métrico satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

2.8 Pontos de acumulacao e conjuntos densos

Pontos de acumulacgio descrevem onde um conjunto se adensa localmente. A
nogao sera especialmente 1util no estudo de sequéncias; ao final da secéo, ela nos
levara naturalmente aos conjuntos densos.

DEFINICAO 2.69 (PONTO DE ACUMULACA0) Dado um conjunto A
num espago topolégico X, diz-se que um ponto x € X é um ponto de
acumulacao de A se para qualquer vizinhanca U, de x temos que

U \N{xhNnA=0

Vamos apresentar algumas terminologias para o conjunto de pontos de acumula-
¢ao.

DEFINICAO 2.70 (CoNJUNTO DERIVADO) O conjunto de pontos de
acumulacdo de um conjunto A é denominado conjunto derivado. Normal-
mente, denotaremos o conjunto derivado de A por A’.

OBSERVACAO 2.71 (VIZINHANCAS PERFURADAS) Quando conside-
ramos uma vizinhanca U, de um ponto x € X, as vezes (especialmente
quando falamos de pontos de acumulagéo), é ttil retirar o proprio ponto da
vizinhanca.

O conjunto U, \ {x} é geralmente denominado de vizinhanca perfurada de
X.




2 Topologia 74

Exempro 2.72 A familia I = {X, @,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}} define uma to-
pologia em X = {a,b,c,d,e}. Considere o subconjunto A = {a,b,c} de X. Observe
que b € X é um ponto de acumulagdo de A, pois os conjuntos abertos contendo b
sdo {b,c,d,e} e X, e cada um contém um ponto de A diferente de b, ou seja, c. Por
outro lado, o ponto a € X nao é um ponto de acumulagéo de A, pois o conjunto
aberto {a}, que contém a, ndo contém um ponto de A diferente de a. Similarmente,
os pontos d e e sdo pontos de acumulacdo de A e o ponto ¢ ndo é um ponto de
acumulacgdo de A. Assim, A” = {b,d, e}é o conjunto derivado de A.

ExempLo 2.73 Conjunto derivado de (0, 1) na topologia usual e na topologia de
limite inferior.

Na topologia usual de R, temos (0,1)" = [0, 1].

Na topologia de limite inferior de R, precisamos considerar os abertos da base
que contém x, isto é, x € [a,b). Se x € [a,b), entdo [x,b) C [a,b); portanto basta
considerar vizinhancas basicas da forma [x, b).

Se 0 < x < 1, entdo ((0,1) \ {x}) N [x,b) contém pontos de (x, min{1,b}) e,
portanto, é ndo vazio. Portanto, x é um ponto de acumulagido. Se x < 0, entao
x € [x,0) que ndo contém nenhum ponto em (0, 1). Similarmente, se x > 1, entdo
x € [x,x + 1) que ndo contém nenhum ponto em (0,1). Em ambos os casos, a
condicdo na defini¢éo de ponto de acumulacdo néo é satisfeita, de modo que x néo
é um ponto de acumulagio. Logo, obtemos que (0,1)" = [0, 1).

<

Uma propriedade interessante dos conjuntos derivados é apresentada no seguinte
lema.

ProPOsSICAO 2.74 (DEcOMPOSICAO DO FECHO)

A=AUA’
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Demonstracdo. A demonstracio é imediata, demonstraremos a contencdo dupla.

1. Vamos ver que todos os pontos A \ A estio em A’. Com efeito, dado um x ¢ A
e aderente a A, temos que para todas as vizinhangas U, de x

U NA#Q

Como x & A, temos (U, \ {x}) N A # @, cumprindo a defini¢do do ponto de
acumulacio.

2. Esta claro que A C A, entio resta apenas verificar que A’ C A. Se x € A, toda
vizinhanca de x contém um ponto de A diferente de x e, em particular, intersecta
A. Pela Proposicdo 2.67, temos x € A.

O resultado fornece a seguinte caracterizacio dos conjuntos fechados.

OBSERVACAO0 2.75 (AcuMULACAO E FECHADO) Um conjunto é fechado
se, e somente se, contém todos os seus pontos de acumula(;éo.
Esta é uma consequéncia direta da proposicdo 2.67 e do lema 2.74.

Deve-se notar que, claramente, essa decomposi¢io, em geral, ndo é uma particéo,
como mostra o exemplo simples a seguir.

EXEMPLO 2.76 (D1sco) Se considerarmos o disco D em R? com a topologia usual,
é facil mostrar que seus pontos de acumulacdo coincidem com seu fecho, e assim

D\DcCD (2.2)

Em geral, temos apenas que A\ A C A’.

DEFINICAO 2.77 (PONTOS ISOLADOS) Denominamos pontos isolados
de um conjunto A, todos os pontos de A que nio sdo pontos de acumulagio.
Ou seja, os pontos x € A que possuem uma vizinhanca que satisfaz

U, N A = {x}
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EXEMPLO 2.78 (TOPOLOGIA NAO DISCRETA EM UM CONJUNTO ENUME-
RAVEL INFINITO) Considere, em N, a familia

To={0,N}U{Q, : y e N}, Q,={ieN:i=00ui>y}

Essa familia é uma topologia. Todo aberto ndo vazio contém 0, de modo que o
espago néo é T;: por exemplo, ndo existe aberto que contenha 1 e exclua 0. Por
outro lado, ele é T, pois, dados m < n com m > 0, o aberto Q,, contém n e nao
contém m, e Q,, contém 0 e nao contém n.

Nenhum ponto é isolado. Com efeito, todo aberto nao vazio contém 0 e, para
cada y, o conjunto Qy contém infinitos naturais.

Q7106 |Q5 |Qa
8%
= R R R . .
91871654 3 2

Figura 2.13: Uma topologia Ty, ndo T; e ndo discreta em um conjunto enumeravel
infinito.

Passemos agora a nocdo de densidade.

DEFINICAO 2.79 (CONJUNTO DENSO) Dizemos que um conjunto A é
denso em um espaco topoldgico X se o fecho de A for todo o espago X. Ou
seja, se

A=X

A definicdo pelo fecho é conceitualmente simples, mas nem sempre é a forma
mais pratica de verificar densidade. A caracterizacdo seguinte sera usada com
frequéncia.
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PRrRoOPOSICAO 2.80 (CARACTERIZACAO DA DENSIDADE) As seguintes
afirmacdes sdo equivalentes:

1. A é denso.

2. Todo aberto U néo vazio contém algum ponto de A.

Demonstracao. Suponha primeiro que A seja denso e seja U um aberto ndo vazio.
Escolha x € U. Como x € A e U é uma vizinhanca de x, temos U N A # @.
Reciprocamente, suponha que todo aberto nédo vazio intercepte A. Sejax € X e
seja V uma vizinhangca de x. Existe um aberto U tal que x € U C V. Por hipétese,
UNA # @, eportanto também VN A # @. Logo x € A. Como x é arbitrario, A = X.

E natural perguntar quando um espaco possui um subconjunto denso enumeravel.
Essa propriedade é importante o bastante para receber um nome proprio.

DEFINICAO 2.81 (ESPACO TOPOLOGICO SEPARAVEL) Diz-se que um
espaco topologico X é separavel se tiver um subconjunto enumeréavel denso.

ExemprLo 2.82 (Espacos SEPARAVEIS) O primeiro exemplo é familiar; o
segundo mostra que separabilidade pode surgir por razdes bem diferentes da geo-
metria euclidiana.

1. Q" é um conjunto denso e enumeravel em R"” com a topologia usual. A nu-
merabilidade de Q" é uma consequéncia da numerabilidade de Q (o produto
de conjuntos enumeraveis é enumeravel). Além disso, a densidade pode ser
facilmente testada.

2. Dado qualquer conjunto X equipado com a topologia de um ponto a € X, o
espaco topologico (X, 7,) é separavel (note que {a} é denso e finito).

<4

Para finalizar esta secdo, apresentamos o conceito de fronteira de um conjunto.
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DEFINICAO 2.83 (FRONTEIRA DE UM CONJUNTO) Definimos a fron-
teira de um conjunto como os pontos aderentes ao conjunto que néo so
internos. Colocado de outra maneira

fr(A) = A\ A° (2.3)

vizinhancas

Figura 2.14: Interior, Exterior e Fronteira

E interessante ver que, como parece intuitivo, um conjunto e seu complemento
compartilham uma fronteira.

ProPOSICAO 2.84 (FRONTEIRA E COMPLEMENTACAO)

fr(X \ A) = 1r(A)

Demonstracao. Usando as identidades de dualidade entre fecho e interior,

fr(X N A) = X\ A\ (X \ A)°
= (X \ A9\ (X \ A)
= A\ A° = fr(A).

A fronteira de um conjunto também pode ser descrita como a intersecdo das
aderéncias do conjunto e de seu complementar.
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PROPOSICAO 2.85 (FRONTEIRA E ADERENCIA)

frlA)=AnX\ A

Demonstracao. Nos sabemos que
ANX\NA=AN(X\ A%

Assim, basta que AN (X\A°%) = Z\ A°, 0 que é evidente pela defini¢do de diferenga.

O interior, o exterior e a fronteira dependem da topologia

fr(S) =X topologia mais fraca = {0, X'}

fronteira grossa topologia fraca

fronteira fina topologia forte

fr(S)=10 topologia mais forte = P(X)

Figura 2.15: A influéncia da forca da topologia na espessura da fronteira.

ExXERcIcIOS

Exercicio 2.26: Considere, sobre um conjunto nido-enumeravel X, a topologia
co-enumeravel. Quais das afirmacdes a seguir sdo verdadeiras? Justifique.

1. D C X é denso em X se, e somente se, D é nio-enumeravel.
2. Todos os abertos nao vazios de X sio densos em X.

3. Se D C X é denso em X, entdao D é aberto em X.



2 Topologia 80

< ;S_’ = L
Cint(S) =10 fr(S) =X ext(S) =0 )
topologia T topologia
trivial | mais fraca
{0, x} l
|
|
|
R e Gt S X\S--r-mm--- >
|
topologia |
diSCI‘eta : topologia
P(x)L mais forte
int(S) =S r(S)=0 ext(S)=X\S
« S=9 >
- X >

Figura 2.16: Interior, limite e exterior de conjuntos incluindo as topologias extremais
discreta e trivial.

Exercicio 2.27: Sejam X um espaco topolégico e Dy, D, € X densos em X. Pode-se
afirmar que D; N D, é denso em X? E se Dy, além de denso, for aberto em X?
O

Exercicio 2.28: Sejam X um espago topologico e x € X. Mostre que x é ponto
isolado de X se, e somente se, {x} é aberto em X.

0

Exercicio 2.29: Sejam X um espago topologico e A contido em X. Mostre que
A° = @ se, e somente se, AC é denso em X.

g

Exercicio 2.30: Sejam X um espaco topologico e A C X. Dizemos que x € X
é ponto de fronteira de A se toda vizinhanca V de x em X satisfaz VN A = @ e
VN (X \ A) #@. O conjunto de todos os pontos de fronteira de A é denominado a
fronteira de A em X e é denotado por fr(A). Mostre que:
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1. fr(A)= AnX \ A.

2. A° = A\ fr(A)

3. A= AUfr(A)

4. A é aberto em X se, e somente se, fr(A) = A\ A

5. A é fechado em X se, e somente se, fr(A) = A\ (°A)

Exercicio 2.31: Sejam X um espago topologico, A,B C X e &/ # @. Complete
com C, D ou, se for o caso, =:

(AuByY ___ A UPB
(UAed A)o I UAEM A
(AnBY ___ A°NnP
(mAesz{_A)° I DAE_.QY A
AuB _ AUB
Usew A —— Useg 4
AnB __ AnNnB
ﬂAed A ﬂAegf K
O
Exercicio 2.32: Sejam X um espaco topologico e U C X. Mostre que:
LT =@y
2. (U =UC
3. U é denso em X se, e somente se, Ut possui interior vazio.
U

2.9 Sequéncias

Recordemos primeiro o conceito de sequéncia.
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DEFINICAO 2.86 (SEQUENCIA) Uma sequéncia em um espago X é uma
aplicacdo f : N — X. Escrevemos usualmente (x;,),>1, onde x, = f(n) é o
n-ésimo termo da sequéncia.

A nocdo central associada a sequéncias é a convergéncia.

DEFINICAO 2.87

Sejam (X, 7x) um espaco topologico e x,, € X uma sequéncia de pontos de
X. Dizemos que x, converge para x € X na topologia Iy, quando para toda
vizinhanca V' € 7, existir N € N tal que n > N = x;, € V. Denotamos tal

Tx
fato por x,, — x, ou simplesmente x,, — x.

OBSERVACAO 2.88 Como no caso métrico, para verificar se uma sequéncia
x, € X converge para x € X, basta verificar a condicido da Defini¢do 2.87
para uma base de vizinhancas de x.

ExEmPLO 2.89 Seja X um conjunto com pelo menos dois elementos, dotado da
topologia indiscreta. Seja (x,) uma sequéncia em X e x € X. Entdo x, converge
para x.

ExempLO 2.90 Uma sequéncia é eventualmente constante se existirem x € X e
N tais que n > N = x, = x. Dizemos que x é o valor eventual da sequéncia (note
que esse valor eventual é unico). Em qualquer espaco topoldgico, uma sequéncia
eventualmente constante converge para o seu valor eventual. No entanto, tal
sequéncia pode ter outros limites também, como no exemplo acima.
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Exercicio: Em um espaco topologico discreto X, uma sequéncia x, converge para
X se, e somente se, x;, é eventualmente constante e x é seu valor eventual. Ol

ExXERcIcCIOS

Exercicio 2.33: Sejam X um espago topologico e A C X. Mostre que A é um
subespaco fechado e discreto de X se, e somente se, A’ = @.

0

Fora do contexto métrico, uma sequéncia pode ter mais de um limite. H4 ainda
outra limitacdo: em espacos topologicos gerais, sequéncias podem néo caracterizar
o fecho de um conjunto. O primeiro axioma de enumerabilidade, estudado no
capitulo dedicado ao tema, permite recuperar essa caracterizagdo em uma classe
importante de espagos. Redes e filtros fornecerao, posteriormente, uma formulagao
valida no caso geral.

As nogdes de aberto, fechado, base, fecho e vizinhanga permitem, portanto,
trabalhar com uma estrutura topoldgica sem recorrer a uma distancia. Nos capitulos
seguintes, serdo utilizadas no estudo da continuidade, da separacio, da compacidade
e da conexidade.



CAPITULO

3

Funcoes Continuas

Os conjuntos abertos determinam a estrutura de um espaco topolégico. Uma
aplicacdo é continua quando a imagem inversa de cada aberto do contradominio é
aberta no dominio. Partiremos dessa formulacéo global e, em seguida, estudaremos
sua caracterizacéo local por vizinhancas de cada ponto.

3.1 Continuidade e imagens inversas

A identidade
f_1<U Ul) = U U, FIUnY) = LU N V)
A A

explica por que a imagem inversa é o operador natural na defini¢do: ela preserva
exatamente as operacdes que aparecem nos axiomas de uma topologia.

DEFINICAO 3.1 Sejam X eY espagos topologicos e f: X — Y. Dizemos
que f é continua quando a imagem inversa de todo aberto de Y é aberta em
X:

Vedy = f_l(V) e Jy.

Também diremos que f é continua em a € X quando, para cada aberto

84
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V C Y que contém f(a), existe um aberto U C X com
aeU e fO)cv.

Mais adiante verificaremos que a continuidade global equivale a continuidade
em todos os pontos.

NoTAc¢Ao 3.2 Denotaremos por C(X,Y) o conjunto das aplica¢des conti-
nuas de X em Y. Quando Y = R, escreveremos simplesmente C(X).

Figura 3.1: Continuidade: abertos do contradominio tém imagens inversas abertas.

A caracterizacdo por fechados é a forma dual da mesma condicéo, obtida por
complementacio.

Prorosicio 3.3 Paraumaaplicacdo f : X — Y entre espagos topologicos,
sdo equivalentes:

E f é continua;
E f~1(A) é aberto em X para todo aberto A de Y;
f~I(F) é fechado em X para todo fechado F de Y.
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Demonstracdo. Os dois primeiros itens sio a definicdo. Para comparar abertos e
fechados, use

N A) =X\ f7(A).
Assim, preservar abertos por imagem inversa é equivalente a preservar fechados.

OBSERVACAO 3.4 (IMPORTANCIA DAS TOPOLOGIAS) A continuidade
depende das topologias escolhidas. Se refinamos a topologia do dominio,
ha mais candidatos a abertos para as imagens inversas; se engrossamos
a topologia do contradominio, ha menos abertos a testar. Em ambos os
movimentos a continuidade se torna, em geral, mais facil de satisfazer.

OBSERVACAO 3.5 (CASOS EXTREMOS)

1. Se o dominio X é discreto, toda aplicacdo X — Y é continua.

2. Se o contradominio Y possui a topologia trivial, toda aplicacdo X — Y é
continua.

OBSERVACAO 3.6 (APLICACOES CONSTANTES E IDENTIDADE)

1. Toda aplicacao constante é continua: a imagem inversa de um aberto é X
ou @.

2. A identidade
id: (X, 9discreta) — (X, *(7trivial)

é continua e bijetiva. Se X tem mais de um ponto, sua inversa nio é
continua.

3.1.1 A leitura local

A condicao pontual da Defini¢ao 3.1 é a versdo local da condi¢io por imagens
inversas. Se f é continua e V é aberto com f(a) € V, podemos tomar U = f~1(V).
No sentido inverso, suponha f continua em cada ponto e fixe um aberto V C Y.
Para cada a € f~1(V), escolha um aberto U, com

aeU, C fi(v).
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Entao

f _1(V) = U Ua
acf~1(V)
é aberto. Portanto, f é continua se, e somente se, é continua em cada ponto.
O critério local pode ser verificado usando apenas elementos de bases de vizi-
nhangas.

ProPOsICA03.7 Sejaf: X — Y, esejam B, e B f(,) bases de vizinhancas
de a e f(a), respectivamente. Sdo equivalentes:

E f é continua em g;

@ para cada V € 7'(f(a)), existe U € 7(a) tal que f(U) C V;
para cada V € B (), existe U € B, tal que f(U) C V.

Demonstracao. Se f é continua em a e V é uma vizinhanca de f(a), escolha um
aberto V; com f(a) € V C V e depois um aberto Uy com a € Uy e f(Uy) C V. Isso
prova E:@

Para passar de E a , refine a vizinhanca do dominio por um elemento de

a

Finalmente, suponha E Dado um aberto V' 3 f(a), escolha Vy € 3B ¢(,) com
Vo €V, e depois Uy € B, com f(U,) C V. Como U, é uma vizinhanga, contém um
aberto U 3 a; entdo f(U) C V.

3.1.2 Composicao

A estabilidade por composi¢do pode ser vista tanto globalmente quanto local-
mente.

ProrosicAo 3.8 Se f: X =Y écontinuaemaeg: Y — Z é continua
em f(a), entdo g f é continua em a.
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Demonstracao. Dada uma vizinhanga W de g(f(a)), escolha uma vizinhanga V
de f(a) com g(V) C W e, em seguida, uma vizinhanca U de a com f(U) C V. Entdo

(g NU)CW.

]
Prorosicio 3.9 Sef: X > Yeg:Y — Zsdo continuas, entdo go f é
continua.
Demonstracao. Para todo aberto W C Z,
(g NI W) = fH(g ' (W)),
e as duas imagens inversas sucessivas sdo abertas.
|

3.2 Homeomorfismos e Homeomorfismos Locais

Uma aplicagdo continua pode identificar pontos distintos e, por isso, no precisa
preservar toda a estrutura topologica. Para expressar a equivaléncia entre dois
espacos, consideramos bijecdes nas quais tanto a aplicagdo quanto sua inversa sdo
continuas.

DEFINICAO 3.10 (HomMmEOMORFIsSMO) Um homeomorfismo f : X —
Y é uma bijecéo tal que f e f~! sio continuas. Quando existe tal aplicacio,
dizemos que X e Y sdo homeomorfos.

OBSERVACAO 3.11 (CONTINUIDADE DA INVERSA) Uma bijecdo con-
tinua néo precisa ser um homeomorfismo. A continuidade da inversa é o que
garante que a correspondéncia preserve a topologia nas duas diregoes.
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ExeEmPLO 3.12 (HOMEOMORFISMOS)

1. A identidade
id: (X, 7, discreta) - (X, =<7trivial)

¢ continua e bijetiva, mas nao é um homeomorfismo quando X tem mais de um
ponto.

2. Considere a lemniscata L C R? parametrizada por

t 13
H=—s ——]|.
o) (1+t4’1+t4)

A reta real ndo é homeomorfa a L. Ainda ndo dispomos das ferramentas formais
para provar isso, mas a geometria antecipa a conexidade: ao remover o ponto
O = (0,0), pequenas vizinhangas de O em L exibem quatro ramos, enquanto
pequenas vizinhancas de um ponto da reta exibem apenas dois.

Figura 3.2: A lemniscata antecipa um argumento local que sera formalizado por
conexidade.

3. Considere dois subconjuntos X,Y C R?, cada um formado por trés segmentos
que se encontram apenas num mesmo extremo. Emparelhe os trés segmentos de
X com os de Y e use interpolagao linear em cada par.

f|51

- 1/
Sl f|S2
S . %
2 s e\,
S, ’

Figura 3.3: Homeomorfismo construido segmento a segmento.

A parametrizacido do segmento com extremos a,b é

fab : [0,1] — R

t— (1—1t)a+th. (3.1)

Ela é um homeomorfismo de [0, 1] sobre [a, b]. Portanto um homeomorfismo de
[c,d] em [a,b] é fyp ° fcj Como as defini¢des coincidem no extremo comum, o
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lema da colagem permite unir as trés aplicacdes parciais; o mesmo vale para a
inversa.

3.2.1 Homeomorfismos locais

DEFINICAO 3.13 (HOMEOMORFISMO LOCAL) Uma aplicagdo f : X —
Y é um homeomorfismo local em x; se existe um aberto U 3 x tal que
f(U) é abertoem Y e

flu : U — fU)

¢ um homeomorfismo. Se isso vale para todo xy € X, dizemos que f é um
homeomorfismo local.

Todo homeomorfismo é um homeomorfismo local. A nogéao local permite com-
parar vizinhancas em espacos que nio precisam ser globalmente homeomorfos.

ExeEmPLO 3.14 (ESFERA E PLANO) A esfera
S ={xeR: |x|=1}

é localmente homeomorfa a RZ. Se p = (xo, ¥, z9) tem z; # 0, tome uma vizinhanca
U de p contida no hemisfério determinado pelo sinal de z,. A projecéo

Txy U— ”xy(U)a (x’ v, Z) = (xa J/)a
é um homeomorfismo, com inversa
(x,y) — (x,y, |Z—0|\/1 —x2 - y2>.
20

Se xy # 0, pode-se usar a projecdo no plano yz; os demais casos sdo analogos,
escolhendo uma coordenada nao nula.

3.2.2 Aplicacoes abertas, fechadas e mergulhos
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DEFINICAO 3.15 (APLICACOES ABERTAS, FECHADAS E MERGU-
LHOS) Sejam X e Y espacos topologicos.

E Uma aplicacdo f : X — Y é um homeomorfismo se é bijetiva e

f, f~1 sdo continuas.
@ f é aberta se leva abertos de X em abertos de Y.
f é fechada se leva fechados de X em fechados de Y.

E f é um mergulho se ¢ um homeomorfismo de X sobre o subespaco
f(X)cy.

Proprosicio 3.16 Se f : X — Y é uma bijecdo, sdo equivalentes:

E f € um homeomorfismo;
E f € continua e aberta;

f € continua e fechada.

Demonstracao. Se f é um homeomorfismo e U C X ¢ aberto, entdo

fO) =(H7W)

é aberto; 0 mesmo argumento com complementos mostra que f é fechada.

Reciprocamente, suponha f continua e aberta. Para todo aberto U C X,
(f"H7YU) = f(U) é aberto, logo f~! é continua. Se f é continua e fechada,
aplicamos o mesmo argumento aos fechados.

ExEmpPLO 3.17

1. Uma aplicacdo aberta que ndo é continua: tome X = (R, Jyeual), ¥ =
({a, b}, Tdiscreta) €
a, x>0,
fx) =
b, x<O.

Toda imagem de aberto ¢ aberta em Y, mas f~'({a}) = [0, ®) n#o é aberto. Como
Y é discreto, f também é fechada.
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2. Uma aplicacdo que néo é aberta nem fechada: se A tem ao menos dois elementos,
considere a identidade de (A, Tgiscreta) €m (A, Tirivial)-

3. Uma aplicagdo aberta que nao é fechada: tome X = ({a,b}, Tgiscreta), ¥ =
({a, b}, {2, {a},{a, b}}) e a aplicacdo constante com valor a.

4. Uma aplicacdo fechada que ndo é aberta: tome X = ({a,b}, Tgiscreta)s ¥ =

(R, Tysual) € defina f(a) = 0, f(b) = 1.

5. A identidade de um espago topolégico em si mesmo ¢é aberta e fechada.

POoOOee

EXERcIcCIOS

Exercicio 3.1: Seja (X, d) um espaco métrico.
1. Mostre que, para todo subconjunto ndo vazio A C X, a funcéo

d(-,A): X — R
x +— d(x,A)

é continua.

2. Sejam A, B C X fechados, ndo vazios e disjuntos. Mostre que a fungéo f: X —
[0, 1] dada por
d(x, A)

fO = D T de B

¢é continua.
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Exercicio 3.2: Sejam X e Y espacos topologicose f: X =Y.

1. Seja % uma familia de abertos de X tal que X = |J%. Mostre que, se f|y é
continua para todo U € %, entdo f é continua.

2. Sejam A e B fechados em X, com X = A U B. Mostre que, se f|4 e f|p sdo
continuas, entdo f é continua.

3. Conclua que, se # é uma familia finita de subconjuntos fechados de X, X = | %,
e f|r é continua para todo F € &, entdo f é continua.

4. Dé um contraexemplo mostrando que a hipotese de finitude nao pode ser omitida
no item anterior.

5. Dé um contraexemplo mostrando que a hipdtese de os conjuntos serem fechados
nao pode ser omitida no item (b).

g

Exercicio 3.3: Considere {0, 1} com a topologia trivial e a aplicagdo f : R — {0, 1}
definida por
0, xe€Q,

1, x&Q.

Mostre que f é sobrejetora, continua e aberta. Portanto, a imagem de um espaco

flo) =

metrizavel por uma aplicacdo continua e aberta ndo precisa sequer ser Tj. O que
acontece se substituirmos “aberta” por “fechada”?

O

Exercicio 3.4: Mostre que toda bola aberta de R” é homeomorfa a R™.

1. Mostre que quaisquer dois intervalos fechados e limitados de R com mais de um
ponto sdo homeomorfos.

2. Dé um contraexemplo mostrando que a palavra “limitados” ndo pode ser omitida
no item anterior.

0



CAPITULO

4

Construcoes de Espacos
Topologicos

Neste capitulo, construiremos espacos topoldgicos a partir de espagos conhecidos.
Estudaremos quatro operacdes: a passagem a subespacos, a formacéo de produtos,
a identificagcdo de pontos por quocientes e a formacdo de somas disjuntas. As
topologias dessas construcdes serdo caracterizadas pela continuidade de aplicacdes
associadas a cada uma delas.

As nocoes de topologia inicial e final fornecerdo uma formulacdo comum a essas
construcdes. Comecaremos pelos subespacos, cuja topologia é determinada pelos
abertos do espaco ambiente.

4.1 Subespacos

94
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DEFINICAO 4.1 Seja (X, T ) um espago topoldgico e S C X. A topologia
de subespaco em S é

Is={SnU :Ue T}

O espaco (S, Is) é chamado subespaco de X. Também usaremos a expressao
topologia induzida; seus elementos sdo os abertos relativos de S.

Um conjunto aberto em S ndo precisa ser aberto no espago ambiente: ele é a
intersecdo de S com algum aberto de X. O termo “relativo” indica essa distin¢éo,
que deve ser considerada ao comparar propriedades de um subespaco com as do
espaco ambiente.

ExEmPLO 4.2
E Z, com a topologia induzida por R, é um espago topologico discreto.
E Identificando R com o eixo horizontal R x {0}, obtemos um subespaco de R?.

Se S = [0, 1] recebe a topologia de subespago de R, entdo o proprio S é aberto
e fechado em S. Visto como subconjunto de R, porém, [0, 1] é fechado e néo
é aberto.

E Os nameros racionais Q, com a topologia induzida de R, ndo formam um
espaco discreto: por exemplo, {0} ndo é aberto em Q. Se a < b sdo racionais,
entdo (a,b) N Q é aberto em Q e [a,b] N Q é fechado. Se a < b sdo irracionais,
(a,b) N Q é simultaneamente aberto e fechado em Q.

Considere a topologia I = {X,®,{a},{c,d}.{a,c,d},{b,c,d,e}} em X =
{a,b,c,d,e} e o subconjunto S = {a,d, e} de X. Temos X NS =S, {a} NS = {a},
{a,c,d}nS={a,d}, NS =®,{c,d}nS ={d}, {b,c,d, e} NS = {d, e} Portanto,
topologia induzida no subespaco S é I = {S, @, {a}, {d},{a, d},{d, e}}.

Proprosicio 4.3 Seja S um subespaco de X. Entéo:

U é aberto em S se, e somente se, existe um aberto U’ C X tal que
U=SnU".
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Figura 4.1: O conjunto A é um aberto na topologia do subespaco no retangulo em
RZ

E F é fechado em S se, e somente se, existe um fechado F; C X tal que
F = S N Fl'

Se A C S, entdo

=8 —X
A =SNnA .

E Se x € S, um conjunto U C S é vizinhanca de x em S se, e somente se,
existe uma vizinhanca U’ de x em X tal que U = SN U".

Demonstracao. O primeiro item é a defini¢do da topologia de subespaco.
Para o segundo, tome complementos dentro de S. Se F é fechado em S, entdo
S\ F = SNU’ para algum aberto U’ de X; logo

F=Sn(X\U),
e X \ U’ é fechado em X. A reciproca segue pelo mesmo calculo.

Para o fecho, use a caracterizacdo por vizinhancas. Um ponto x € S pertence a

-5
A exatamente quando toda vizinhanca de x em S encontra A. Pelo item seguinte —
ou diretamente pela defini¢do de aberto relativo — essas vizinhangas sdo os recortes
por S das vizinhancas de x em X. Como A C S, isso equivale a dizer que toda
—X

vizinhanca de x em X encontra A, isto é, x € A . Portanto

—S —X
A =SnA .

Resta justificar a afirmacéo sobre vizinhangas. Se U’ é vizinhanca de x em X,
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escolha um aberto V comx € V' Cc U’. Entao SNV’ é abertoem S e
xeSNV' cSnU’,

de modo que SN U’ é vizinhanca de x em S.
Reciprocamente, sejaU vizinhanca de x em S. Existe um aberto relativoV = SNV’
com x € V c U, onde V’ é aberto em X. Defina

U’ =V uU\V).

Entdo x € V' Cc U’, portanto U’ é vizinhanca de x em X,e SNU’ =U.

OBSERVACAO 4.4 (PROPRIEDADES HEREDITARIAS) Uma proprie-
dade topoldgica é hereditaria quando passa do espaco para todos os seus
subespacos. Se essa passagem é garantida apenas para subespacos fechados,
dizemos que a propriedade é fracamente hereditaria.

OBSERVACAO 4.5 (PRIMEIRO E SEGUNDO ENUMERAVEIS SAO HERE-
DITARIOS) Todo subespago de um espaco primeiro enumeravel é primeiro
enumeravel; todo subespaco de um espago segundo enumeravel é segundo
enumeravel.

ProrosicAo 4.6 Sejam X eY espacos topologicos, e seja S um subespaco
de X. Se f: X — Y é continua, entdo a restricdo f [¢: S — Y é continua.

Demonstracdo. Para um abertoV CY,

(f )M V) =Sn fL().

A continuidade de f torna f~'(V) aberto em X; seu recorte por S é aberto na
topologia de subespaco. Logo f [ é continua.
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ExemprLo 4.7 (EsFErA UNITARIA) Dadon € N, a n-esfera de raio 1 é definida
como o subespaco do espaco euclidiano (n + 1) dimensional dos pontos que estdo a
distancia 1 de um ponto central. Assim,

§"={x e R"! : |x| = 1}.

A 0-esfera é um par de pontos, a 1-esfera é um circulo e a 2-esfera é a esfera usual.

A topologia de subespago também permite tratar a esfera sem criar uma estrutura
nova. Um primeiro fato geométrico importante é que a esfera, depois de retirado um
ponto, pode ser descrita por coordenadas euclidianas. Para isso usamos a projecao
estereografica. Se Q é um ponto de $” e H o hiperplano em R*™! definido pela
equacio x,.; = 0, entdo a projec¢ao estereografica de um ponto P € $" \ {0} é o
ponto P’ da intersecdo da reta QP com H.

Q

Em coordenadas cartesianas, se P = (xy, ..., X,41) e P’ = (Xj, ..., X,;,0), a projecéo
a partir do polo norte Q = (0, ...,0,1) é dada por

X

X = , i=1,...,n

1= Xp4q

Definindo
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sua inversa é dada por

E?> -1 2X;
Ty ¢ TR

(i=1,..,n)

As formulas acima mostram diretamente que a projegio estereografica e sua
inversa sdo continuas: seus denominadores nao se anulam nos respectivos dominios.
Portanto, S" \ {Q} é homeomorfa a R".

PrROPOSICA0 4.8 (LEMA DA COLAGEM) Sejam X e Y espacos topologicos.
Suponha X = S; U S,, onde S; e S, sdo ambos abertos ou ambos fechados. Se
as restricoes

fls:Si=Y,  fls:SH-Y

sdo continuas, entdo f : X — Y é continua.

Demonstracao. No caso aberto, dado V C Y aberto, cada conjunto (f [Si)_l(V) é
aberto em S; e, como §; é aberto em X, é também aberto em X. Como

= Is)7 WU (S 1) W),

a imagem inversa de todo aberto é aberta.

Se S; e S, sdo fechados, usamos a caracterizac¢do da continuidade por fechados.
Para F C Y fechado, cada (f [_gi)_l(F) é fechado em §; e, portanto, em X. Sua unido
finita é f~1(F), que é fechada. Assim f é continua nos dois casos.

PrROPOSICAO 4.9 Seja (X,T) um espago topologicoe A C X.
1. Com a topologia de subespaco, a inclusdoi : A — X é continua.

2. Se I’ é qualquer topologia em A paraaquali : A — X é continua, entdo
9A cT’.

Em particular, a topologia de subespaco é a menor topologia em A que torna
a inclusao continua.
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Demonstracao. ParaU € 7,
iIU)=ANU € Ty,

logo a inclusdo é continua. Se 5’ também torna i continua, entdo cada ANU =
i1(U), comU € T, pertence a ’. Como esses conjuntos sdo exatamente os
abertos de T4, segue que T4 C I .

PrRoPOSICA0 4.10 (PROPRIEDADE UNIVERSAL DO SUBES-
PAco) Sejam (X,Tx) e (Z,T,) espacos topologicos, A C X com a
topologia de subespaco ei : A — X a inclusdo. Para uma aplicacio
g:Z - A

gécontinna < iogécontinua.

iog
Z

Demonstracdo. Uma direcio é a estabilidade da continuidade por composicao.
Para a reciproca, suponha i g continua e tome um aberto relativo U C A. Escreva
U=ANnV =i"YV)com V aberto em X. Entio

g =g W) = (-0 (W),

que é aberto em Z. Portanto g é continua.

ExXERcIcCIOS

Exercicio 4.1: Sejam X um espaco topologico, S um subespaco de X e A C S.
Mostre que Intg(A) 2 S N Intx(A).
O
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Exercicio 4.2: Considere X = R? munido da topologia usual e S = A = {(x,y) €
R? : y = 0}. Mostre que Intg(A) = S e que Inty(A) = @
O

Exercicio 4.3: Seja X um espaco topologico. Mostre que se Y é um subespaco de
X e Z CY, entdo a topologia sobre Z induzida pela topologia de Y coincide com a
topologia sobre Z induzida pela topologia de X. 0

Exercicio 4.4: Sejam (X, 7 ) um espaco topoldgico, (Y, 7y) subespaco de X e U
um subconjunto de Y.

1. Mostre que o fecho de U em (Y, Jy) é a interse¢do de Y com o fecho de U em
(X,9).

2. Mostre que U C Y é densoem Y se e sé se U =Y em X.

Exercicio 4.5: Sejam (X, J) um espago topologico, (Y, 7y) subespaco de X e U
um subconjunto de Y.

1. Mostre que um ponto y € Y é ponto de acumulacdo de U em (Y, Jy) se, e somente
se, ¥ é ponto de acumulagio de U em (X, 7).

2. A propriedade analoga para pontos interiores é verdadeira? Justifique.

4.2 Topologias Inicial e Final

A topologia de subespacgo é um caso de uma construcio mais geral, na qual a
topologia é determinada pela continuidade de certas aplicagdes. Quando o conjunto
a topologizar é o dominio das aplicagdes, procuramos a topologia mais fraca que as
torne continuas. Quando ele é o contradominio, procuramos a topologia mais forte
com essa propriedade.

Essas construcdes recebem os nomes de topologia inicial e topologia final. A
primeira sera utilizada nos produtos; a segunda, nos quocientes e nas somas.
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4.2.1 Topologia Inicial

Comecemos com uma Unica aplicagdo
f X — (Ya 9Y)a

onde X é apenas um conjunto. Para que f seja continua, toda imagem inversa
fYU), com U € Jy, deve ser aberta em X. Isso sugere usar exatamente essas
imagens inversas.

ProPosicAo 4.11 A familia
I ={f'U) : U e Fy}

¢ uma topologia em X. Além disso, é a menor topologia em X que torna f
continua.

Demonstracio. Temos f~ (@) = @ e f1(Y) = X. Como imagens inversas
comutam com unides arbitrarias e intersecdes finitas,

f_l(U Ua) = Uf_l(Ua)’ f_l(U NnvV) = f_l(U) N f_l(V),

a familia f~1(Jy) é uma topologia. Se 7 é qualquer topologia em X para a qual f
é continua, entdo f~}(U) € 7 para todo U € Jy. Portanto f1(Fy) C 7.
]

Para uma familia de aplicacOes, reinem-se todas as imagens inversas e toma-se
a topologia que elas geram.

DEFINICAO 4.12 (TOPOLOGIA INICIAL) Seja
i X— W90, AEA

uma familia de aplicacdes. A topologia inicial induzida pela familia (f}))ep
¢ a topologia gerada pela sub-base

S={ff!U) : Le A, U T}

Equivalentemente, é a menor topologia em X que torna todas as aplicacoes
f3 continuas. Também é chamada topologia fraca.
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Uma aplicacio injetiva fornece um caso particularmente importante. Se f : ¥ —
X é injetiva e Y recebe a topologia inicial induzida por f, entdo f identifica Y com
o subespaco f(Y) C X.

DEFINICAO 4.13 (MERGULHO) Uma aplicacdo f : Y — X entre espa-
cos topologicos é um mergulho se f é um homeomorfismo de Y sobre o
subespago f(Y) de X.

PrRoPOSICAO 4.14 (CARACTERIZACAO DOS MERGULHOS) Se f : ¥ —
X é injetiva, entdo f é um mergulho se, e somente se, a topologia de Y é a
topologia inicial induzida por f.

Demonstracdao. Como f : Y — f(Y) é uma bijecdo, dizer que a topologia de Y é
induzida por f significa precisamente que

UCYéaberto < U= f"}(V)paraalgum aberto V C f(Y).

Isso equivale a dizer que f : Y — f(Y) e sua inversa sdo continuas.

4.2.2 Topologia Final

Consideremos agora uma aplicacio cujo contradominio sera topologizado. Seja
f : (X’ 9}() i Y:
onde Y ainda é apenas um conjunto. Queremos a topologia mais forte em Y para a
qual f seja continua. Um subconjunto U C Y pode ser declarado aberto exatamente
quando sua imagem inversa ja é aberta em X.
DEFINICAO 4.15 (ToPoLOGIA FINAL) Dada uma familia
fr i KT —Y, AeA

a topologia final induzida por (f;) é

Tinal ={U CY : f;1(U) € I) para todo A € A}.
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Ela é a maior topologia em Y que torna todas as aplicagdes fj continuas.

ProPOsICA0 4.16 Parauma unicaaplicacdo f : (X, Jx) — Y, atopologia
final é
gf={ucy: fFY(U) e Ik}

Demonstracao. A familia indicada contém @ e Y. As propriedades de imagem
inversa mostram que ela é fechada por unides arbitrarias e interse¢des finitas. Logo
¢ uma topologia. Qualquer topologia em Y que torne f continua s6 pode conter
conjuntos U cuja imagem inversa seja aberta; portanto esta contida nessa familia.

Quando f néo é sobrejetiva, a topologia final torna Y\ f(X) discreto e separa esse
conjunto de f(X). Nos exemplos mais importantes, especialmente nos quocientes,
trabalharemos com aplicages sobrejetivas.

4.2.3 Sub-bases e continuidade

A construcao inicial também fornece um critério util para verificar continuidade
quando a topologia do contradominio é dada por geradores.
PROPOSICAO 4.17 SeE C P(Y)e f : X > Y, entdo

TN@) = fH(T(E)).

Demonstracao. A imagem inversa comuta com unides arbitrarias e interse¢des
finitas. Portanto, aplicar f~! as unides de intersecdes finitas que geram I (&)
produz exatamente a topologia gerada por f~1(%).

ProrosicAio 4.18 Se atopologia de Y é gerada por uma sub-base €, entédo
uma aplicacdo f : X — Y é continua se, e somente se,

f71(C) é aberto em X paratodo C € €.
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Demonstracdo. Se f é continua, as imagens inversas dos elementos de € sdo
abertas. Reciprocamente, se isso vale para todos os elementos de €, a proposicao
anterior mostra que as imagens inversas de todos os abertos de Y pertencem a
topologia gerada por essas imagens inversas; portanto sdo abertas em X.

4.2.4 Propriedades Universais

As propriedades universais das topologias inicial e final fornecem critérios de
continuidade expressos por composicdes de aplicagdes. Com eles, ndo é necessario
descrever novamente todos os abertos a cada verificacéo.

T (4.1)

S

Dizemos que o diagrama 4.1 comuta quando cea =d » b.

PROPOSICAO 4.19 (PROPRIEDADE UNIVERSAL DA TOPOLOGIA INI-
ciaL) Se X recebe a topologia inicial induzida por f : X — Y, entéo, para
toda aplicacdo g : Z — X,

g écontinua <  fogécontinua.

Além disso, a topologia inicial é a inica topologia em X com essa propriedade
e para a qual f é continua.

Demonstracao. Se g é continua, a continuidade de f - g segue pela composicao.
Reciprocamente, todo aberto da topologia inicial tem a forma f~!(U), com U aberto
emY,e

U = (fo ) MU,

Logo a continuidade de f o g implica a de g. A unicidade segue aplicando essa
equivaléncia a identidade entre duas possiveis topologias em X.
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PROPOSICAO 4.20 (PROPRIEDADE UNIVERSAL DA TOPOLOGIA INI-
ciaL: FAMiLIA) Se X recebe a topologia inicial induzida por uma familia
fi + X = Y, entdo, para toda aplicacio g : Z — X,

g écontinua <=  fj g é continua paratodo A € A.

Demonstracio. E a Proposi¢do 4.18 aplicada a sub-base {f; ' (U)}. De fato,

g W) = (e NO).

PROPOSICAO 4.21 (PROPRIEDADE UNIVERSAL DA TOPOLOGIA FI-
nAL) SeY recebe a topologia final induzida por uma aplicagéo f : X =Y,
entdo, para toda aplicacio g : ¥ — Z,

g écontinua <« go fécontinua.

A topologia final é a tinica topologia em Y com essa propriedade e para a

qual f é continua.

Demonstracao. Uma direcio segue pela composigdo. Para a outra, se V é aberto
em Z e g o f é continua, entdo

e =(g-HIV)

é aberto em X. Pela definiciio da topologia final, g~ (V) é aberto em Y. A unicidade
segue novamente aplicando a propriedade a identidade.

4.2.5 Exemplos
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ExeMPLO 4.22 Seja (X, d) um espago métrico. Para cada x € X, considere

fr i X—>R fx() =d(x,y).

A topologia métrica é exatamente a topologia inicial induzida pela familia (f; ) ex-
Com efeito, cada f, é continua na topologia métrica, enquanto

B(x,r) = fi {((=e0,r)

mostra que as bolas abertas pertencem a topologia inicial.

ExeEmPLO 4.23 Considere o conjunto Z(R) das funcdes limitadas R — R. Para
cada ponto x do dominio ha uma aplicagio de avaliagao

Fe: ZR) — R, F(f) = f(x).

A topologia inicial produzida por toda a familia (F,),cg € justamente aquela em
que convergir significa convergir em cada ponto do dominio. Na Secdo 4.3 veremos
essa mesma estrutura como um caso de topologia produto.

ExeEmpro 4.24 Considere
f ‘R — Sl, f(t) — e27rit‘

A topologia inicial em R induzida pela topologia usual de S' é mais fraca que a
topologia usual de R: seus abertos sdo invariantes por translacdes inteiras. A
topologia final induzida por essa mesma aplicacdo, por outro lado, serd um dos
exemplos centrais da secdo de espacos quocientes.

ExXERcIcCIOS
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Exercicio 4.6: Seja f; : X — Y, uma familia de aplicacdes. Mostre diretamente
que a topologia gerada por todos os conjuntos f;l(U), com U aberto emY), é a
menor topologia que torna todas as f; continuas.

O

Exercicio 4.7: Considere um espaco topologico (X, J") e o espaco de Sierpinski S.
Seja F a familia de todas as aplicacdes continuas f : X — S. Mostre que a topologia
inicial em X induzida por F coincide com 7 .

g

Exercicio 4.8: Se I é uma topologia em R que possui exatamente as mesmas
funcdes continuas R — R que a topologia usual, mostre que I ¢ a topologia usual.
O

Exercicio 4.9: Seja X um conjunto e {f, : X — Ay}pey uma familia de fungdes.
Se T é a topologia inicial gerada por essa familia e Y € X, mostre que a topologia
de subespaco em Y ¢ a topologia inicial gerada pelas restri¢des f|y.

g

Exercicio 4.10: Descreva a topologia inicial em R gerada por cada uma das familias
abaixo, supondo os contradominios com a topologia usual.

1. A familia das func¢des constantes.
2. A aplicacdo identidade.
3. O conjunto de todas as fung¢des continuas para a topologia usual.

difficulty=1 O conjunto das fungdes reais limitadas e continuas para a topologia usual.
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4.3 Topologia Produto

A topologia produto é a topologia mais fraca que torna continuas as projecoes
sobre os fatores. Trata-se, portanto, da topologia inicial associada a essas proje-
cOes. Para dois fatores, os retangulos abertos fornecem uma descri¢ao concreta da
construcao.

4.3.1 Produto Finito

DEFINICAO 4.25 (ToPOoLOGIA DO PRODUTO DE DOIs EsPAcos)
Sejam (X, Tx) e (Y, Iy) espacos topologicos. No conjunto X xY, a topologia
produto é a topologia gerada pelos retangulos

UxV, UE?]X, Vegy.

O conjunto cartesiano equipado com essa topologia é o espaco produto.
Quando nao houver ambiguidade, também escreveremos Iy x Jy para
designa-la.

ExemPLO 4.26 Dado X = {a,b} com a topologia de Sierpinski {®, {a}, {a, b}}.
Entéo a topologia produto possui exatamente os seguintes abertos:

o, {@a)}, {axX, Xx{a, ({axX)uXxfa), XxX.

Essa topologia esta representada na figura 4.2.

(b,a) | (b,b)

(a,a)) (a,b)

Figura 4.2: Topologia produto de dois espacos de Sierpinski.

Definimos as projecdes candnicas em X e Y como:

Tx . XxY — X
(xy) = x
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my  XxY — Y
(xy) =y
As projecdes caracterizam a topologia produto. A proposicdo seguinte reune as
descri¢des equivalentes que serdo utilizadas adiante.

ExeEmMPLO 4.27 (CiLinprO) Considere o circulo unitario $! e o intervalo I =
[0,1]. Entdo o produto $! x [0,1] é o cilindro.

Figura 4.3: O cilindro é o produto de S! x [0,1]

ProrosicAo 4.28
Sejam X e Y espacos topologicos e seja r uma topologia qualquer em X x Y.
Entéo as condi¢des abaixo sdo equivalentes.

1. 7 coincide com a topologia produto.

2. Os conjuntos da forma A x B, com A € T e B € Jy, formam uma base
de 7.

3. Os conjuntos da forma AxY e X x B, com A € Iy e B € Jy, formam
uma sub-base de 7.

4. t é a topologia inicial determinada por 7y e 7y; isto é, a menor topologia
em X xY que torna as duas projecdes continuas.

5. Para qualquer espaco topologico Z e qualquer fungéo f : Z — X xY,
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a continuidade de f equivale a continuidade simultanea de suas duas
funcdes coordenadas my ° f e 7y © f.

Figura 4.4: Dois abertos da sub-base da topologia produto em azul e em laranja um
aberto da base que nao ¢é da sub-base.

A
X T
f 2=E ,
f>'<7'['1 < Iﬂé
v
X COIIIm - X xY
T

Figura 4.5: Uma aplicacdo com valores em X x Y é continua exatamente quando
suas duas componentes coordenadas sdo continuas.
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Demonstracao.

1. 2. 3.

Intersecdes finitas dos cilindros sub-basicos sio retdngulos, pois
UxY)N(XxV)=UxV.

Reciprocamente, todo retangulo basico aparece dessa forma.

3. e 4.

A continuidade de 7y forga a abertura de todos os conjuntos 7' (U) =U xY, e a
continuidade de 7y forca a abertura de 7y L(V) = X x V. Assim, qualquer topologia
que torne as projecoes continuas contém a sub-base do item anterior. A topologia
por ela gerada ja torna as proje¢des continuas e, portanto, é a menor com essa
propriedade.

4. < 5.
E um caso particular da Proposicdo 4.20.

OBSERVACAO 4.29 Uma aplicagdo f : Z — X xY é determinada pelas
fung¢des coordenadas

fx=nx-f, fr=nyef.

A propriedade universal diz que f é continua exatamente quando fx e fy
sdo continuas.

OBSERVACAO 4.30 (CONTINUIDADE SEPARADA NAO BASTA) A pro-
priedade universal anterior vale para aplicagdes com valores em um produto.
Ela ndo afirma que uma func¢io f : X xY — Z seja continua quando suas
duas se¢des sdo continuas. De fato, considere

fxy) 0, . (x,y) = (0,0),
x,y) =
y m, (x,y) # (0,0).

As secoes pelos eixos sdo identicamente nulas e, portanto, continuas. Entre-
tanto, f(1/n,1/n) = 1/2 para todo n, enquanto (1/n,1/n) — (0,0). Logo f
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nédo é continua na origem. O ponto é que variar uma coordenada de cada vez
nao controla aproximacdes simultaneas no produto.

OBSERVACAO 4.31 Para a topologia produto de dois espacos,
(xmyn) - (x’ y) = XX e Yy —) (4-2)

A equivaléncia decorre da descri¢do das vizinhancas basicas U x V. Em
espacos topologicos gerais, porém, sequéncias convergentes ndo determinam
necessariamente toda a topologia.

A construcio se estende a qualquer niimero finito de fatores, impondo a conti-
nuidade de todas as projecdes coordenadas.

DEFINICAO 4.32

Dada uma familia finita de espacos topoldgicos (Xl, 57X1): s (X,,, 9Xn), a
topologia produto em X; x --- x X}, é a menor topologia que torna continuas
as projec¢des coordenadas

77_"] X1><"'XX” —> X},
(X1 X)) 5

sdo continuas. O espaco produto (Xl, 9XI) X oo X (X,,, 9Xn), € o conjunto
X x - x X, dotado da topologia produto.

Os retangulos U; x --- x Uy, com U; aberto em Xj, formam uma base. Equivalente-
mente, uma aplicac¢do com valores no produto finito é continua se, e somente se,
cada uma de suas coordenadas é continua; é a mesma propriedade universal usada
no caso de dois fatores.

4.3.2 Produto Cartesiano Infinito

Antes de definir a topologia, fixemos a notacdo para produtos com um conjunto
arbitrario de indices.
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DEFINICAO 4.33 Se A é um conjunto e X um conjunto, uma familia (x)ep
de elementos de X é simplesmente uma funcido x : A — X; escrevemos
x3 = x(1). O conjunto de todas essas familias é denotado por X*.

DEFINICAO 4.34 Dada uma familia de conjuntos (Aj);ep, seu produto
cartesiano é

1_[,4/1 ={(x1)sen : x) € A, paratodo A € A}.
AEA

Equivalentemente, seus elementos sio as fungoes
x:A— U A
AEA

tais que x(1) € A, para todo A.

Se todos os fatores sdo iguais a um mesmo conjunto Y, escrevemos simplesmente

Y2, Assim,
YN = H Y
nelN

é o conjunto das sequéncias em Y, enquanto RR é o conjunto de todas as funcdes
reais de variavel real. Essa identificacdo entre fungdes e pontos de um produto sera
usada varias vezes.

4.3.3 Produto Infinito

Se cada X é um espaco topologico, a topologia produto sera definida pela
continuidade das proje¢des coordenadas. Como veremos, seus abertos basicos
impdem restri¢des em apenas finitas coordenadas.

DEFINICAO 4.35 (ToPoLOGIA PRODUTO) Dada uma familia de espagos
topologicos (X, 73))en, a topologia produto em

x=]]x

AEA
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¢ a topologia inicial induzida pelas projecoes
mor X — X, m ((x)a) = xy.

Equivalentemente, é a menor topologia em X que torna todas as projecoes
continuas.

ProrPosicAo 4.36 Os conjuntos
S(AU) = n; (), AeA, Ued,,

formam uma sub-base da topologia produto.

Isso é apenas a descricdo da topologia inicial pelas imagens inversas dos abertos
dos fatores. Intersecoes finitas desses cilindros fornecem uma base.

ProrosicAo 4.37 Uma base da topologia produto é formada pelos con-
juntos

n
— —1/717.

onde A4, ..., A, sdo indices distintos e U e 97,1]_. Em outras palavras, um aberto
basico restringe apenas um numero finito de coordenadas.

ExEmPLO 4.38 Em ]R]N,
R x (a,b) x Rx (c,d) x R x -

é um aberto basico: apenas duas coordenadas foram restringidas. Essa é a diferenca
essencial entre a topologia produto e a topologia da caixa, que veremos adiante.

<
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Proprosicio 4.39 SeY é um espaco topologico e

f:Y_’HXA’

AEA

entao

fécontinua << o fécontinua paratodo A € A.

Demonstracio. E exatamente a propriedade universal da topologia inicial, Propo-
sicao 4.20.

ProprosicAio 4.40 Cada projecdo candnica

Ty fol — X
AEA

¢é uma aplicacdo aberta.

Demonstracio. E suficiente verificar a imagem de um aberto basico
n
— -1
B=("\m'U).
J=1

Se B = @, ndo ha nada a provar. Se B # @ e y = A; para algum j, entdo 7,(B) = Uj;
se y ndo esta entre os indices restringidos, JTY(B) = X;. Em qualquer caso a imagem
é aberta. Como todo aberto é uniao de abertos basicos, Ty ¢é aberta.

|

Proprosicio 4.41 Suponha que a topologia de X seja a topologia inicial
induzida por uma familia

fAZX—>X/1, ALeEA.

Se S C X recebe a topologia de subespaco, entdo a topologia de S é a topologia
inicial induzida pelas restri¢des

fils + S — X).
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Demonstracdo. Uma base da topologia inicial de X é formada por intersecoes
finitas

(£, ©):
j=1

Intersectando esses conjuntos com S obtemos
n n
SN ﬂl £ = Q(ijk)—le),
j= j=

que é precisamente a base da topologia inicial em S induzida pelas restricdes.

DEFINICAO 4.42 Uma familia (f; : X — X}))ep separa pontos de X
quando, dados x # y, existe A tal que f)(x) = f1(y).

A familia (f)) determina uma unica aplicagio

e X — HXA, e(x) = (f2(x))ren

AEA

chamada aplicacio de avaliaciao.

ProrosicAo 4.43 A aplicacdo ¢ é um mergulho se, e somente se:

E a familia (f)) separa os pontos de X;

E a topologia de X ¢é a topologia inicial induzida pela familia (f;).

Demonstracao. Se ¢ é um mergulho, entio é injetiva, logo os f} = 7 ° ¢ separam
pontos. Além disso, a topologia de £(X) é a topologia inicial induzida pelas restri¢des
das projecoes, pela Proposicdo 4.41; transportando-a pelo homeomorfismo ¢ : X —
£(X), obtemos precisamente a topologia inicial induzida pelos f;.

Reciprocamente, se os fj separam pontos, ¢ é injetiva. Pela propriedade universal
do produto, ¢ é continua. Para provar que ¢ : X — &(X) é um homeomorfismo, é
suficiente verificar que uma base de X é levada em abertos de £(X). Se

U=£'T,
j=1
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entdo, usando a injetividade de ¢,

n
eU) = e(X) N ()73, ).
=1
que é aberto no subespaco £(X).

ExEMPLO 4.44 (REPRESENTACAO DECIMAL) Seja A ={0,1,...,9} com a
topologia discreta. Um ponto de AN é uma sequéncia de algarismos (g, a5, ... ), e
podemos associar a ela o nimero

f(@) =) a, 10 e o, 1].
n=0

A aplicagdo ndo ¢ injetiva, pois algumas expansdes decimais tém duas representa-
¢oes, como 0, 1000 -+ = 0,0999.....

Na topologia produto, (™) converge para a exatamente quando cada coorde-
nada estabiliza: para todo J, existe M tal que, se m > M, entdo os primeiros J

algarismos de a™ coincidem com os de a. Disso segue diretamente que f é continua.
Substituindo A por {0, 1} obtemos a verséo binaria da mesma construgao.

ExeEmPLO 4.45 (EsPAco DE FUNCOES) Se X é um conjunto e Y um espago
topoldgico, identificamos o conjunto das fun¢des X — Y com

YX=TJ]¥.

xeX

onde cada Y, é uma cépia de Y. Um aberto basico em torno de f € YX impde
condicOes apenas em um namero finito de pontos xi, ..., x,:

('), fe) €U
j=1

Fora dessas coordenadas, a funcio pode assumir valores arbitrarios. Essa é a
geometria da topologia da convergéncia pontual.
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X1 X2 X3

Figura 4.6: Um aberto basico da topologia produto no espago das funcdes X — Y.

PRrROPOSICAO 4.46 (CONVERGENCIA PONTUAL) Uma sequéncia (f,)
em YX, com a topologia produto, converge para f se, e somente se,

fu(x) — f(x)  paratodo x € X.

Demonstracao. Se f, — f no produto, a continuidade de cada projecdo =, da
fu(x) > f(x). Reciprocamente, seja

k
V=)' ©)
=1

uma vizinhanca basica de f. Para cada uma das finitas coordenadas Xj, a conver-
géncia f,(x;) — f(x;) fornece um indice a partir do qual f,(x;) € U;. Tomando o
maximo desses indices, obtemos f, € V para todo n suficientemente grande.

ExemPLO 4.47 Em X = [0, 1], considere as métricas

deo(x, y) = sup x5, — yp| e  dy(x,y)=sup P = 3hl y"',
n=0 n>0 n+1

A métrica d,, induz a topologia produto. De fato, para um raio ¢ > 0, a condigao
d,(x,a) < e

impoe |x,—a,| < (n+1)¢; como |x,—a,| < 1, apenas um numero finito de coordenadas
produz restri¢des néo triviais. Reciprocamente, dado um aberto basico que restringe
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apenas finitas coordenadas, escolhemos ¢ suficientemente pequeno para que uma
bola de d,, esteja contida nele.
Ja d induz uma topologia estritamente mais fina. Uma bola de raio ¢ < 1 exige
simultaneamente
lx, —a,| < e para todo n,

e portanto restringe infinitas coordenadas. Ela ndo é, em geral, aberta na topologia
produto: qualquer vizinhanca basica de a deixa alguma coordenada livre, permitindo
alterar essa coordenada por uma quantidade maior que ¢.

4.3.4 Topologia da Caixa

A topologia da caixa ¢ a alternativa em que permitimos restricdes em todas as
coordenadas ao mesmo tempo.

DEFINICAO 4.48 (TorPoLOGIA DA ca1xAa) Dada uma familia de espagos
topologicos (X3, 1), a topologia da caixa em [],_, X; ¢ a topologia
cuja base é formada pelos conjuntos

H U, U, € 9 para todo A
AEA

A topologia produto esta contida na topologia da caixa. Para produtos finitos
elas coincidem; em produtos infinitos, a inclusido pode ser estrita.

ExeEmpLo 4.49 Considere
f:R— RN, f(x) = (x,x,x,...).

Na topologia da caixa,

B=]](-272™

n>1

é aberto, mas f~1(B) = {0}. Logo f néo é continua para a topologia da caixa, embora
cada coordenada 7, ° f seja continua. Portanto, a topologia da caixa ndo possui a
propriedade universal que caracteriza a topologia produto.
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PROPOSICAO 4.50 (CONVERGENCIA DE SEQUENCIAS NA TOPOLOGIA
DA cArxA) Suponha que Y seja T;. Uma sequéncia (f,) em YX, com a
topologia da caixa, converge para f se, e somente se, existe um conjunto
finito F C X e um indice N tais que

fo(x) = f(x) paratodon > N e todo x ¢ F,

e, para cada x € F, temos f,(x) = f(x).

Demonstracao. Suponha primeiro que existam F e N com a propriedade indicada.
Uma vizinhanca em caixa de f impde uma condi¢do em cada coordenada; fora de
F aigualdade ja vale para n > N, e nas coordenadas de F tomamos o maximo dos
finitissimos indices de convergéncia necessarios.

Para a necessidade, suponha que néo existam tais F e N. Entdo podemos escolher
indices crescentes ny. e coordenadas distintas x; tais que f, (x) # f(x;). Como Y é
11, o conjunto

Uy, =Y \ {fu (0}

é uma vizinhanca aberta de f(x;). Tomando U, = Y nas demais coordenadas,
obtemos uma vizinhanga em caixa [], _, Uy de f que ndo contém nenhum dos
termos fy,, contradizendo f, — f.

EXERcCIcCIOS

Exercicio 4.11:  Seja (X)) ea uma familia de espagos topologicos e escolha um
subconjunto de indices I' C A. Escreva

=[x ¢ x=]]x

AEA Aer

Mostre que a aplicagio

Hrf XA g Xr
(x)ren = ()jer

é continua e aberta.
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Exercicio 4.12: Mantenha a notacio do Exercicio 4.3.4 e seja I uma particio do
conjunto de indices A. Mostre que a aplicacéo

f+ Xp = Il Xe
x = (IIr(0))peq

é um homeomorfismo.

4.4 Espacos Quocientes

Quocientes sdo a maneira topologica de colar pontos. O modelo mais simples é
o intervalo [0, 1]: se identificarmos as duas extremidades, obtemos um circulo. A
relacdo de equivaléncia registra quais pontos devem ser identificados; a topologia
quociente determina quais conjuntos permanecem abertos depois da colagem.

4.4.1 Relacoes de equivaléncia e a topologia quociente

NoTtacAo 4.51 Dada uma relagdo de equivaléncia ~ em um conjunto X,
denotamos por X/~ o conjunto das classes de equivaléncia e por

X — X/~ (x) = [x],

a projecao canénica.

Se X ja possui uma topologia, queremos que a projecio & seja continua. A
escolha candnica é usar no conjunto de classes a topologia final de 7.

DEFINICAO 4.52 (TOPOLOGIA QUOCIENTE) Se (X,J) é um espaco
topoldgico e ~ uma relagio de equivaléncia em X, a topologia quociente
em X/~ é

IJ.={UcX/~:a Y U)e T}

O espago (X /~, T_) é chamado espaco quociente.

Um conjunto de classes é aberto no quociente se, e somente se, a unido dessas
classes é aberta no espago original X. Assim, a abertura no quociente é verificada
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pela imagem inversa da proje¢io candnica.

ExEMPLO 4.53 (O CiRCULO A PARTIR DE UM INTERVALO) Em I = [0, 1],
considere a relacdo que identifica apenas as extremidades:

x~y < x=you{x,y}=1{0,1}

O quociente I/~ é o espaco obtido ao colar 0 e 1. Veremos abaixo que ele é homeo-
morfo a St

4.4.2 A propriedade universal

A propriedade universal da topologia quociente permite verificar a continuidade
de uma aplicacio definida nas classes de equivaléncia por meio de sua composicéo
com a projecdo candnica.

PROPOSICAO 4.54 (PROPRIEDADE UNIVERSAL DO QUOCIENTE) Se
7w X - X/~ éaprojecio candnica e f : X — Z é uma fungdo constante
em cada classe de equivaléncia, entdo existe uma tinica funcio

f:X/~—>Z

tal que

Ela é dada por

fxD = f(x).

Se X/~ recebe a topologia quociente, entdo

f é continua <  f é continua.
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Demonstracdo. A hipdtese de que f é constante nas classes garante que a formula
f([x]) = f(x) nio depende do representante escolhido. Como 7 ¢ sobrejetiva, essa
fatoracédo é unica. Por fim,
f=fem
e a equivaléncia de continuidade é exatamente a propriedade universal da topologia
final, Proposicao 4.21.
|

Nio se deve escrever uma expressdo do tipo f o 7~ !: em geral, a projecio 7 nio

é injetiva e 77! nio é uma funcio. A aplicacio f é definida diretamente nas classes
pela formula acima.

4.4.3 Aplicacdes quocientes

DEFINICAO 4.55 (APLICACAO QUOCIENTE) Uma aplicagio sobrejetiva
q : X — Y entre espacos topologicos é uma aplicacao quociente quando

UCYéaberto <= ¢ '(U)éabertoem X.

Equivalentemente, a topologia de Y é a topologia final induzida por gq.

Toda projecéo canonica 7 : X — X/~ é, por defini¢io, uma aplicacio quociente.

EXEMPLO 4.56 (A APLICACAO SINAL) Seja S = {+, —, 0} e considere

+, x>0,
s: R—>S, s(x)={—-, x<0,
0, x=0.

A topologia final induzida por s é
{®a 57 {+}> {_}’ {+7 _}}

Com essa topologia, s é uma aplica¢do quociente.

HEE

4

Toda aplicacéo sobrejetiva determina uma relacio de equivaléncia por suas fibras.
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ProPOSICAO 4.57 (QUOCIENTE PELAS FIBRAS) Seq : X —» Y é
sobrejetiva, defina
x~qy <= q(x)=q().

Entdo a aplicacio
q:X/~—Y,  q([x])=qx),

é uma bijecdo. Além disso, g é uma aplicagdo quociente se, e somente se, g é
um homeomorfismo quando X/~ recebe a topologia quociente.

Demonstracdo. A definicdo de ~, garante que g ¢ bem definida e injetiva; a
sobrejetividade de g garante a sobrejetividade de g. Como

qg=qer,
a propriedade universal mostra que ¢ é continua quando g é continua. Para a
inversa, um conjunto U C Y é aberto se, e somente se, q_l(U) é aberto em X
exatamente quando 7~ 1(§71(U)) ¢ aberto; isso equivale a g~}(U) ser aberto no
quociente. Portanto, se q é quociente, ¢ ¢ um homeomorfismo. Reciprocamente,

se g é um homeomorfismo, a mesma equivaléncia de abertos mostra que g é uma
aplicacdo quociente.

PROPOSICAO 4.58 (CRITERIOS SUFICIENTES) Seq : X —» Y éuma
aplicacdo continua e sobrejetiva, entdo cada uma das condicdes abaixo é
suficiente para que ¢ seja quociente:

1. q é aberta;

2. q é fechada.

Demonstracio. Suponha primeiro que g seja aberta e que g~ (U) seja aberto em
X. Pela sobrejetividade,

U =q(g” (U)).
logo U é aberto em Y. O argumento para aplicacdes fechadas é o mesmo, usando
complementos.
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4.4.4 Conjuntos saturados

DEFINICAO 4.59 (CONJUNTO SATURADO) Um subconjunto A C X é
saturado quando é unido de classes de equivaléncia. Equivalentemente,

7 1 (z(A)) = A.

PROPOSICAO 4.60 (CARACTERIZACAO POR ABERTOS SATURADOS)
Os abertos de X/~ sdo exatamente as imagens, pela proje¢do candnica, dos
abertos saturados de X:

I.={r(W) : WeT eW ésaturado}.

Demonstracdo. Se U é aberto no quociente, entdo 7~ 1(U) é aberto e saturado, e a

sobrejetividade de 7 da
x(z Y U)) =U.

Reciprocamente, se W ¢é aberto e saturado,
a1 (a(W)) =w
é aberto; logo (W) é aberto no quociente.
m

O mesmo argumento, usando complementos, mostra que os fechados do quoci-
ente sdo precisamente as imagens dos fechados saturados.

4.4.5 Exemplos geométricos

ExEmPLO 4.61 (O circuLro) Considere
qg:R—- S, q(t) = e¥™ = (cos 27t sen 27tt).

Temos
s~t << s—teZl.

A aplicacdo g é um homeomorfismo local e, em particular, uma aplicacgéo aberta;
como é sobrejetiva, é quociente. Portanto

R/Z = S'.
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A mesma geometria pode ser descrita usando apenas o intervalo [0, 1]. A aplica-
¢ao
qo : [0,1] = S, qo(t) = e*™,

identifica somente 0 e 1. Ela também é quociente: longe do ponto (1, 0) isso segue
da descri¢do local acima; em (1, 0), a abertura de g L(U) contém simultaneamente
um intervalo relativo junto de 0 e outro junto de 1, que juntos projetam em um arco
aberto em torno de (1,0). Assim

[0,1]/(0 ~ 1) = SL.

Esse é o modelo basico de uma colagem topologica: colar as extremidades de um
intervalo produz um circulo.

ExEmPLO 4.62 (O Tor0) O toro bidimensional pode ser visto como
T? = ' x SL.
Considere
q: R? - S' xS, q(x,y) = (cos 27x, sen 27x, cos 27y, sen 27y).
A relagio de equivaléncia associada é
x,y)~&y) <= x-x'€Zey—-y eZ
Como q é aberta e sobrejetiva,

R?/7? = T?.

Figura 4.7: llustragdo de um toro.
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O quadrado [0, 1]? fornece um modelo particularmente util. Identificamos os
lados opostos com a mesma orientacéo:

0.~y (%0~ (1),

O quociente resultante é homeomorfo a T2. O quadrado é, neste exemplo, um poli-
gono fundamental: uma regido simples cuja borda registra as colagens necessérias.
Nio precisamos de uma definicdo geral de “dominio fundamental” aqui; o conceito
serd usado apenas nesses modelos geométricos, onde a escolha é explicita.

\

Y.

Figura 4.8: Poligono fundamental do toro: lados opostos sédo identificados segundo
as setas.

EXEMPLO 4.63 (OUTROS QUOCIENTES GEOMETRICOS)

1. A esfera S? pode ser obtida a partir do disco fechado D? identificando todos os
pontos da borda em um tnico ponto. Também pode ser construida colando dois
discos ao longo de suas bordas.

Figura 4.9: Um esquema de identificacdo que produz a esfera.

2. O plano projetivo real RP? pode ser obtido do disco identificando cada ponto
da borda com o ponto antipodal. Equivalentemente, pode ser descrito como o
quociente de S? pela relacdo x ~ —x.
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A

Figura 4.10: Poligono fundamental do plano projetivo real.

3. A mesma linguagem de poligonos com lados identificados produz a banda de
Mobius e a garrafa de Klein. Esses exemplos mostram por que quocientes sdo
uma ferramenta geométrica tdo poderosa: espacgos aparentemente diferentes
podem ser construidos a partir de regides muito simples, desde que se registre
corretamente como suas bordas sao coladas.

ExXERcIcCIOS

Exercicio 4.13: O quociente de Kolmogorov de um espaco topologico é definido
como o quociente pela relacdo de indistinguibilidade topologica. Mostre que o quo-
ciente de Kolmogorov de qualquer espaco é T, e que todo espaco T é naturalmente
identificado com seu préprio quociente de Kolmogorov.

0

Exercicio 4.14: Verifique diretamente que a familia 7 da definicao de topologia
quociente é uma topologia em X /~.

g

Exercicio 4.15: Sejaq : X — Y uma aplicacdo quociente e g : Y — Z. Prove que
g ¢ continua se, e somente se, g ° q é continua.

g
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Exercicio 4.16: Quais sdo os quocientes de um espaco discreto? E de um espaco
com topologia trivial?

0

Exercicio 4.17: Descreva uma relagio de equivaléncia em R? cujo quociente seja
homeomorfo a um circulo.

O
Exercicio 4.18: Sejam X = [0,1] e
x~y < x=youx,yec(0,1).
Mostre que X/~ néo é T;.
O
Exercicio 4.19: Sejam X =Re
X~y << x=youx,y€EZ”Z.
Mostre que X/~ néo satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.
O

Exercicio 4.20: Sejaq : X — Y uma aplicacdo sobrejetiva.

1. Mostre que C C Y é fechado na topologia quociente se, e somente se, ¢~ 1(C) é
fechado em X.

2. Se Y ja possui uma topologia e g leva fechados em fechados, compare essa
topologia com a topologia quociente.

3. Mostre que, se g é continua, sobrejetiva e fechada, entdo é uma aplica¢do quoci-
ente.

4. Dé um exemplo de aplicacdo quociente que néo seja fechada.
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Exercicio 4.21: Mostre diretamente que o quociente do quadrado [0, 1]? pelas
identificacoes

(0’ Y) ~ (1,)’), (x’ 0) ~ (xa 1)

¢ homeomorfo a S x S, O

4.5 Soma de Espacos Topologicos

A soma, ou unifo disjunta, reine copias dos espacos mantendo-as distintas.
Mesmo que os conjuntos originais tenham elementos em comum, cada ponto da
soma é identificado também pelo espaco ao qual pertence. Essa distin¢do sera
expressa por meio de pares ordenados.

ExeEmMPLO 4.64 Se A; ={1,2,3} e Ay = {3, 4,5}, substituimos cada elemento por
um par que registra sua origem:

{1x A ={(1,1,(1,2),(1,3)}, {2} xA; ={(2,3),(2,4).(2,5)}.

Essas duas copias sdo disjuntas, embora A; e A, nio fossem.

DEFINICAO 4.65 (UNIAO DIsJUNTA) Dada uma familia de conjuntos
(X;);e1, sua uniao disjunta é

| X = Jdi < x.
iel iel
Para cada i, definimos a inclusdo candnica

i X — X% =G (43)
kel

Se cada X; possui uma topologia 7, a topologia natural na soma é a topologia
final induzida pelas inclusdes jj.
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Xy x {4}

X3 X {3}

Xy x {2}

Xp x {1}

Aberto
Figura 4.11: Soma de Espacos Topologicos

DEFINICAO 4.66 (TOPOLOGIA DA soMA) A topologia da soma em
||, X; é caracterizada por

U aberto << j L) é aberto em X; para todo i € I.
Equivalentemente, uma base é formada pelos conjuntos

{i}x U, Ued,.

PROPOSICAO 4.67 (PROPRIEDADE UNIVERSAL DA SOMA) Para todo
espaco topoldgico Z, uma aplicagio

g |%x—2z

iel
é continua se, e somente se, cada restricio
gohii X — 2

¢é continua.
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Demonstracio. E exatamente a propriedade universal da topologia final aplicada
a familia das inclusdes (j;)e;-

OBSERVACAO 4.68 (PROPRIEDADES DA sOMA) Paracadai € I, a copia
{i} x X; é simultaneamente aberta e fechada na soma. Além disso:

1. A C| ] X é aberto se, e somente se, A N ({i} x X;) é aberto em {i} x X; para
todo i;

2. a mesma caracterizacdo vale para conjuntos fechados;

3. cada incluséo j; é um mergulho aberto e fechado.

ExXERcIcCIOS

Exercicio 4.22: Prove que as inclusdes definidas em 4.3 sdo mergulhos abertos e

fechados. O

Exercicio 4.23: Mostre diretamente que a topologia da soma é a maior topologia
que torna todas as inclusdes j; continuas. U



CAPITULO

5

Axiomas de Separacao

As nogoes de continuidade, subespaco, produto e quociente ndo exigem que
pontos distintos possam ser distinguidos por abertos. Sem hipdteses adicionais,
podem ocorrer situagdes ausentes em espacos métricos: pontos distintos podem ter
as mesmas vizinhancas, sequéncias podem ter varios limites e conjuntos unitarios
podem néo ser fechados.

Os axiomas de separagdo estabelecem condicdes para distinguir pontos por aber-
tos. Partiremos da exigéncia de distinguir dois pontos e chegaremos a condicao
de Hausdorff, que exige vizinhancas disjuntas. Posteriormente, a separacio entre
pontos e fechados e entre pares de fechados levara as noc¢des de regularidade e
normalidade.

5.1 Separando pontos

DEFINICAO 5.1 (AXIOMAS DE SEPARACAO) Seja X um espago topolo-
gico.

1. X é Kolmogorov, ou Tj, se, dados x # y, existe um aberto que contém
um deles e ndo contém o outro.

2. X é Fréchet, ou Tj, se, dados x # y, existe um aberto U com x € U e
y €U, e existe um aberto VcomyeVex &V.

134
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3. X é Hausdorff, ou T, se, dados x # y, existem abertos disjuntos U, V tais
quexeUeyelV.

As condi¢des formam uma cadeia:

T2 :>T1 :>T0.

Cada passo acrescenta uma forma mais forte de distinguir pontos. Em um espaco

Ty, sabemos ao menos que dois pontos nio tém exatamente a mesma informacao

topoldgica. Em um espago T;, cada ponto pode ser excluido por uma vizinhanga do

outro. Em um espaco Hausdorff, os dois pontos podem ser isolados um do outro

simultaneamente.

ExEmMmPLO 5.2

1.

2.

Um espaco indiscreto com pelo menos dois pontos néo é Tj,.

O espaco de Sierpinski é T, mas néo é T.

. Todo espaco discreto é Hausdorff.

Todo espago métrico é Hausdorfl: se x # y, tome r < d(x, y)/2; entdo B(x,r) e
B(y,r) sao disjuntas.

. Um conjunto infinito com a topologia cofinita é T{, mas nao é Hausdorff. De

fato, pontos sdo fechados, mas dois abertos ndo vazios sempre se intersectam.

. A topologia de Zariski em R" é T e, para n > 1, ndo é Hausdorff.

A condicdo Ty pode ser caracterizada pelos fechos dos conjuntos unitarios.

ProrosicAio 5.3 Um espaco X é Tj se, e somente se,

X#Yy - @i@
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Demonstracdo. Suponha primeiro que X seja Tj) e sejam x # y. Sem perda de

generalidade, existe um aberto U comx € U e y ¢ U. Entdo x & @, pois U é uma

vizinhanga de x que nio encontra {y}. Como x € @ os dois fechos sdo distintos.

Reciprocamente, se X nio é Ty, existem x # y tais que todo aberto que contém

um deles contém também o outro. Assim, x € m eye @ Pela monotonicidade
do fecho, o o
xjciyy e {yjcin

logo os fechos coincidem.
Para Tj, a caracterizagdo é dada pelo fechamento dos conjuntos unitarios.

ProrosicAo 5.4 Para um espaco topologico X, sdo equivalentes:
1. X é Tl;
2. todo conjunto unitario {x} é fechado;

3. todo subconjunto A C X é intersecdo dos abertos que o contém.

Demonstracdo. Se X éT; e x € X, entdo, para cada y # x, existe um aberto Uy
que contém y e nao contém x. Logo

X\{x= U,

VEX

é aberto, e {x} é fechado.
Se pontos sdo fechados, entdo

A= X\ ),

x¢A

uma intersecdo de abertos que contém A.

Finalmente, aplicando o terceiro item a A = {x}, para cada y # x algum aberto
da intersecdo contém x e exclui y. Trocando os papéis de x e y obtemos a condicio
T;.

|

A condicdo Hausdorff esta ligada a resultados de unicidade. O primeiro exemplo
é o limite de uma sequéncia.
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ProrosicAo 5.5 Em um espaco Hausdorff, uma sequéncia converge para
no maximo um ponto.

Demonstracido. Suponha x, - x e x;, — y, com x # y. Escolha vizinhancas
abertas disjuntas U 3 x e V 3 y. A partir de certo indice, x;,, € U; a partir de outro,
X, € V. Para indices suficientemente grandes teriamos entdo x, € U NV = @,
absurdo.

O mesmo principio vale para func¢des: em contradominios Hausdorff, uma funcao
continua fica determinada por seus valores num conjunto denso.

Prorosicio 5.6 Sejam f,g : X — Y continuas, com Y Hausdorff. Se
existe um conjunto denso D C X tal que f|p = g|p, entdo f = g em todo X.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que f(x) # g(x) para algum x € X.
Escolha abertos disjuntos U = f(x) e V 3 g(x). O conjunto

w=f1lU)ng (V)

é aberto, contém x e, portanto, encontra D. Sed € W N D, entdo f(d) € U e
g(d) € V,mas f(d) = g(d), contradizendo U NV = @.

5.2 Comportamento sob construcoes

Os axiomas de separagao sdo propriedades topologicas e, portanto, sdo preserva-
dos por homeomorfismos. Resta examinar seu comportamento sob as construcdes
basicas do capitulo anterior.

5.2.1 Subespacos
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ProrosicAio 5.7 Todo subespaco de um espaco T; é T;, parai = 0, 1, 2.

Demonstracdo. Se S C X e dois pontos de S sdo separados em X pelos abertos
exigidos pelo axioma correspondente, as intersecoes desses abertos com S continuam
abertas em S e preservam as mesmas relacdes de incidéncia e disjuncéo.

5.2.2 Produtos

ProPosi¢cAo0 5.8 Se (Xj)jc; é uma familia ndo vazia de espacos T;, entdo
[1%
jeJ

éT;, parai =0,1,2.

Demonstracao. Se x # y no produto, existe uma coordenada j; tal que x;, # y;,.
Para Ty ou Tj, use nessa coordenada os abertos que distinguem os pontos e tome
suas imagens inversas pela projecéo ;.
No caso Hausdorft, escolha abertos disjuntos U,V C Xj, comx; EUey; €V.
Entao
n]gl(U) e ﬂjgl(V)
sdo abertos disjuntos do produto contendo, respectivamente, x e y.

A prova anterior mostra um principio simples da topologia produto: para separar
dois pontos, é suficiente usar uma coordenada em que eles diferem. Néo é necessario
restringir todas as coordenadas.

5.2.3 Somas
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ProrosicAio 5.9 Uma soma arbitraria de espagos T; é T;, para i = 0, 1, 2.

Demonstracao. Dois pontos que pertencem ao mesmo somando sdo separados
dentro dele e, como a inclusdo do somando é um mergulho aberto, os mesmos abertos
funcionam na soma. Se pertencem a somandos distintos, os proprios somandos sdo
abertos disjuntos.

5.2.4 Quocientes
A passagem a um quociente pode deixar de preservar os axiomas de separacao.

ExEmMPLO 5.10 (UM QUOCIENTE QUE DEIXA DE SER HAUSDORFF) Considere
R com a topologia usual e colapse todos os racionais a um tnico ponto. No quociente

R/Q, qualquer aberto ndo vazio contém o ponto [Q]: se um aberto do quociente

ndo o contivesse, sua imagem inversa seria um aberto ndo vazio de R disjunto de Q,

o que é impossivel pela densidade dos racionais. Assim, o quociente néo é T; e, em

particular, ndo é Hausdorff.

Mesmo T; pode se perder.

ExeEmPLO 5.11 (UM QUOCIENTE QUE DEIXA DE SER 1) Considere X =
{0, 1, 2} com a topologia
{®’ {2}’ {1’ 2}’ X}'

Esse espaco é Tj. Identifique entdo 0 ~ 2 e deixe 1 sozinho. Os Unicos abertos
saturados de X sdo @ e X; portanto o quociente tem dois pontos e topologia
indiscreta. Logo néo é Tj,.

<

Consequentemente, sem hipdteses adicionais, quocientes néo preservam nenhum
dos trés axiomas de separacéo considerados aqui.

5.2.5 Resumo

Subespacos Quocientes Produtos Somas

T Sim Nao Sim Sim
T Sim Nao Sim Sim
T Sim Nao Sim Sim
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A condicdo de Hausdorff também pode ser caracterizada pela topologia produto:
X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal

Ax ={(x,x) : x € X}

é fechada em X x X. A demonstracéo é proposta como exercicio.
ExXERcCICIOS

Exercicio 5.1: Prove que X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal Ay C X x X
é fechada.
O

Exercicio 5.2: Prove que X é T se, e somente se, para todo A C X, A é a intersecio

de todos os abertos que o contém.
O

Exercicio 5.3: Seja X um espago T} e x um ponto de acumulagio de A C X.

Mostre que toda vizinhanca de x contém infinitos pontos de A.
O

Exercicio 5.4: Sejam 7 C o topologias no mesmo conjunto X. Parai € {0, 1, 2},
determine quais das seguintes implicagoes sdo verdadeiras:

1. (X, 1) éT, = (X,0)éT;

2. (X,0)éT, = (X,7) éT,.

Exercicio 5.5: Seja
t={UCR:VxeU\Q3Ie>0talque (x —¢,x+e)NQ C U}

Determine, parai=0,1,2, se (R,7) é T;.
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Exercicio 5.6: Mostre que, se toda sequéncia em X possui no maximo um limite,
entdo X é T;. Mostre ainda que, se X é primeiro-enumeravel, essa condigdo implica
que X é Hausdorff.

O

Exercicio 5.7: Seja X um espaco T;. Mostre que, na topologia da caixa em xN,
toda sequéncia convergente é eventualmente constante.

O
Exercicio 5.8: Considere [0, 1] e a relacio
x~y<<=x=youx,yec(0,1).
Mostre que o quociente nao é T;.
O

Exercicio 5.9: Prove diretamente que produtos e somas arbitrarias de espacos T
sao Tj.
O

Exercicio 5.10: Prove diretamente que produtos e somas arbitrarias de espacgos Tj
sdo T7. O

A cadeia T, = T; = T, retine condicdes progressivamente mais fortes de
separacgdo, de Ty a T,. No capitulo seguinte, estudaremos outra propriedade das
familias de abertos: a possibilidade de descrever a topologia, local ou globalmente,
por familias enumeréaveis.



CAPITULO

6

Enumerabilidade

Os axiomas de separacio estabelecem condi¢des para distinguir pontos e con-
juntos por abertos. As propriedades de enumerabilidade tratam de outra questéo: a
existéncia de familias enumeraveis que permitam descrever a topologia do espaco
ou as vizinhangas de cada ponto.

O primeiro axioma de enumerabilidade é uma condicdo local: cada ponto possui
uma base enumeravel de vizinhancas. O segundo exige uma tnica base enumeravel
para todos os abertos do espaco. Compararemos essas condi¢des entre si e com
a separabilidade e a propriedade de Lindel6f. Ao final, estudaremos seu papel na
definicao de variedade topologica.

6.1 Axiomas de Enumerabilidade

Primeiro e segundo axiomas

DEFINICAO 6.1 Dizemos que um espaco topologico X é segundo-
enumeravel quando possui uma base enumeravel. Dizemos que X é
primeiro-enumeravel quando cada ponto x € X possui uma base enume-
ravel de vizinhangas.

O segundo axioma fornece uma descricdo enumeravel da topologia inteira; o
primeiro fornece apenas uma descricdo enumeravel da topologia vista a partir de

142
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cada ponto. Essa disting¢ao explica por que o segundo axioma é, em geral, muito
mais forte.

ExemprLo 6.2 (Espacos mETRICOS) Todo espago métrico é primeiro-
enumeravel. De fato, para cada x € X,

B(x,1) D B(x, 1) D B(x, l) D
2 3
forma uma base enumeravel de vizinhangas de x.
Esse é o motivo pelo qual, em espacos métricos, tantas propriedades locais
podem ser testadas por sequéncias. A se¢do sobre sequéncias mostra que o mesmo
mecanismo vale em todo espaco primeiro-enumeravel.

ExempLoO 6.3 Se X é finito, qualquer topologia em X é finita. Portanto, X é ao
mesmo tempo primeiro e segundo enumeravel.

ExempPLo 6.4 Um espago discreto é sempre primeiro-enumeravel: para cada
x € X, a familia {{x}} é uma base local. Ele é segundo-enumeravel exatamente
quando X é enumeravel.

ExEmPLO 6.5 O espaco R" com a topologia usual é segundo-enumeravel. Os
retangulos
(a1>b1) X X (an’bn)’ ai’bi € Q’

formam uma base enumeravel.

EXEMPLO 6.6 (A TOPOLOGIA DA CATXA) A topologia da caixa em RN nio é
primeiro-enumeravel. Seja 0 = (0,0, ...) e suponha, por absurdo, que Ay, A,, ... seja
uma base enumeravel de vizinhancas de 0. Para cada n, escolha um aberto basico
em caixa
G, = HUn,k com 0eC,CA,
k>1
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Podemos escolher 0 < g, < 1/4 de modo que (~¢,,¢,) C U, ,,. Considere entdo
& &
v=T] (__n, _n) _
n>1 22

Esse conjunto é uma vizinhanca de 0 na topologia da caixa. Entretanto, para cada n
existe um ponto de G, cuja n-ésima coordenada pertence a (¢,/2, &,) e cujas demais
coordenadas sdo nulas. Portanto A, ¢ V para todo n, contradizendo que (A,) fosse
uma base local.

Em particular, a topologia da caixa em RN também nio é segundo-enumerével.

<

A segunda enumerabilidade é formulada em termos de bases, mas pode igual-
mente ser descrita por sub-bases. Para familias infinitas, a passagem de uma
sub-base a base de intersecdes finitas ndo aumenta a cardinalidade.

Prorosicio 6.7 Seatopologia de X possui infinitos abertos, entdo existe
uma base de cardinalidade k se, e somente se, existe uma sub-base de cardi-
nalidade k. Em particular, X possui base enumeravel se, e somente se, possui
sub-base enumeravel.

Demonstracao. Toda base é uma sub-base. Reciprocamente, seja & uma sub-base.
Como a topologia possui infinitos abertos, & € infinita. A familia formada por X e
pelas intersec¢des finitas de elementos de & é uma base. Para cada n > 1, a familia
das interse¢des de n elementos de & tem cardinalidade no maximo |S|" = |§|, e
uma unido enumeravel dessas familias ainda tem cardinalidade |§'|. Logo a base
obtida tem a mesma cardinalidade da sub-base.

Uma base local enumeravel pode sempre ser reorganizada de forma decrescente;
essa forma sera usada repetidamente.

PropPosIiCAo0 6.8 Se x € X possui uma base enumeravel de vizinhangas,
entdo existe uma base local By, By, ... tal que

B, DBy D B; D,

Se a base original é finita, podemos tomar uma base local formada por um
Unico conjunto.




6 Enumerabilidade 145

Demonstracao. Se Bj, Bj, ... enumera uma base local infinita, faca

n
B, =()B;.
j=1

Cada B, é uma vizinhanca de x, a sequéncia é decrescente e, se V é uma vizinhanca
qualquer de x, algum By, esta contido em V; entdo B, C B}, C V. No caso finito, a
intersecdo de todos os elementos da base é ainda uma vizinhanca de x e, sozinha,
forma uma base local.

Separabilidade, c.c.c. e Lindelof

A separabilidade ja apareceu no estudo de conjuntos densos. Aqui ela é colocada
ao lado dos axiomas de enumerabilidade e da propriedade de Lindelof, formando
uma rede de implicacdes que reaparecera ao longo do livro.

DEFINICAO 6.9 (EsPACO SEPARAVEL) Um espago topoldgico X é sepa-
ravel quando possui um subconjunto enumeravel denso.

ExEMPLO 6.10 A reta de Sorgenfrey é separavel: Q é enumeravel e intercepta
todo aberto basico [a, b) nio vazio.

ExemPLO 6.11 O espago euclidiano R" é separavel, pois Q" é enumeravel e denso.
(\"

EXEMPLO 6.12 (UM ESPACO METRICO NAO SEPARAVEL) Considere em R? a
métrica
_ Vel =+l 1ol = lgl,

lp—ql.  lpl = lql.
Sep#0e0 <6 <|pl, entao By (p,5) esta contida no circulo de raio |p| cen-
trado na origem. Um conjunto denso precisa, portanto, interceptar cada um dos

d.(p.q)

nio enumeravelmente muitos circulos centrados na origem. Logo (R?,d,) nao é
separavel.
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Prorosicio 6.13 Todo espaco segundo-enumeravel é separavel.

Demonstracao. Se % = {Bj, B,, ...} é uma base enumeravel, descarte o elemento
vazio e escolha x,, € B,. O conjunto D = {x,, : n > 1} é enumeréavel. Se U é aberto
néo vazio, algum elemento da base B, satisfaz @ # B, C U, e entdo x,, € DN U.
Portanto D é denso.

Em espagos métricos, a reciproca também vale.

ProrosicAo 6.14 Um espaco métrico é separavel se, e somente se, é
segundo-enumeravel.

Demonstraciao. Uma das implicagdes é a proposicio anterior. Para a outra, seja
D C X um conjunto denso enumeravel. A familia

B ={B(a,r) : a€e D, r € Qs}

é enumeravel. Se U é aberto e x € U, escolha ¢ > 0 com B(x, ¢) C U. Pela densidade,
escolha a € D com d(a, x) < ¢/3 e depois um racional r tal que

d(a,x) <r<e—d(a,x).

Entdo x € B(a,r) C U. Logo % é uma base.

DEFINICAO 6.15 (CONDICAO DE CADEIA ENUMERAVEL) Dizemos
que X satisfaz a condicao de cadeia enumeravel, ou c.c.c., quando toda
familia de abertos néo vazios dois a dois disjuntos é enumeravel.
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Prorosicio 6.16 Todo espago separavel satisfaz a c.c.c.

Demonstracao. Seja D um subconjunto denso enumeravel e % uma familia de
abertos nio vazios dois a dois disjuntos. Para cada U € %, escolha xy € DN U.
Como os elementos de % sdo disjuntos, a aplicagdo U — xy; é injetiva. Portanto %
¢é enumeravel.

DEFINICAO 6.17 (LINDELOF) Um espago topologico X é Lindelof
quando toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura enumeravel.

DEFINICAO 6.18 (HEREDITARIAMENTE LINDELOF) Diremos que X
é hereditariamente Lindel6f — também chamado, em algumas referéncias,
fortemente Lindel6f — quando todo subespaco de X é Lindeldf.

Na propriedade de Lindel6f, exige-se uma subcobertura enumeravel. A compaci-
dade, que estudaremos no capitulo seguinte, exige uma subcobertura finita. Essa
diferenca conduz a propriedades distintas.

ExEMPLO 6.19 (LINDELOF NAO IMPLICA SEPARAVEL) Seja X um conjunto
nio enumeravel e escolha p ¢ X. Em Y = X U {p} declare todos os pontos de X
isolados e tome como vizinhangas abertas de p os conjuntos {p} U W para os quais
X \ W é enumeravel. Toda cobertura aberta contém um elemento que cobre p e
deixa de fora, no maximo, enumeravelmente muitos pontos; escolhendo um aberto
para cada um deles obtemos uma subcobertura enumeravel. Portanto Y é Lindelof.

Por outro lado, nenhum subconjunto enumeravel é denso, pois cada ponto de
X é isolado. Assim, Y ndo é separavel. O subespago X é discreto ndo enumeravel,
logo esse exemplo também mostra que a propriedade de Lindeldf néo é hereditaria.

EXERcCICIOS
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Exercicio 6.1: Mostre que, se (X, 7) é separavel, entdo {x € X : {x} € 7} é
enumeravel.

0

Exercicio 6.2: Seja X um conjunto ndo vazio com a topologia cofinita 7. Caracte-
rize, em termos de | X|, quando (X, 1) é:

1. primeiro-enumeravel;
2. segundo-enumeréavel;

3. separavel.

Exercicio 6.3: Repita o exercicio anterior para a topologia coenumeravel

o ={X\E:ECX, |El <X}u{o}

Exercicio 6.4: Sejam X separavel e Y C X. Mostre que Y é separavel em cada um
dos casos seguintes:

1. X é metrizavel;
2. Y é aberto em X;

3. X é segundo-enumeravel e Y é denso em X.

Exercicio 6.5: Dados X infinito e x; € X, considere a base
B={x}: x#=x}U{ACX : xg €A, X\ Aéfinito}.

Determine quais das propriedades deste capitulo o espaco resultante satisfaz.
O
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Exercicio 6.6: Quais axiomas de enumerabilidade a reta de Michael satisfaz?

g

Exercicio 6.7: Sejam t C ¢ duas topologias sobre o mesmo conjunto X. Investigue,
para o primeiro e o segundo axiomas de enumerabilidade, em quais dire¢des a
propriedade é preservada ao passar de 7 para o.

0

Exercicio 6.8: Seja X segundo-enumeravel e % uma base qualquer de X. Mostre
que existe uma subfamilia enumeravel B’ C B que ainda é base de X. U

6.2 Sequéncias

O primeiro axioma de enumerabilidade permite caracterizar fecho e continuidade
por meio de sequéncias. Essas caracterizacdes, validas em espacos métricos, podem
falhar em espacos topoldgicos arbitrarios.

PropPoOsSICAO 6.20 Se X é primeiro-enumeravel, A C X e x € X, entédo

x€A <« existe uma sequéncia (a,) C A coma, — x.

Demonstracao. Se a, — x, toda vizinhanca de x contém algum termo da sequén-
cia; logo x € A.

Reciprocamente, suponha x € A. Escolha uma base local decrescente V; D V, D
-~ em x. Como cada V,, intercepta A, escolha a, € ANV,. Se V é uma vizinhanca
de x, algum V) esta contido em V; paran > N temos a, € V,, C Vy C V. Portanto

a, — X.
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ProrPoOSICAO 6.21 Seja f : X — Y e suponha X primeiro-enumeravel.
Entdo sdo equivalentes:

1. f é continua;

2. para toda sequéncia x;, > x em X, temos f(x,) = f(x)emY.

Demonstracao. Se f é continua e V é uma vizinhanca de f(x), entdo existe uma
vizinhanga U de x tal que f(U) c V. Como x, — x, eventualmente x,, € U, e
portanto eventualmente f(x;,) € V.

Para a reciproca, suponha que f ndo seja continua. Existe um abertoV C Y e
um ponto

x € f~Y(V) \int f71(V).
Escolha uma base local decrescente B; O B, O -- em x. Como x nio é interior a
f~Y(V), cada B, contém um ponto x, & f~1(V). Entdo x, — x, mas f(x,) & V para
todo n, enquanto f(x) € V. Logo f(x,) ndo converge para f(x).
[

Sem a hipotese de primeiro enumeravel, a continuidade sequencial pode nio
implicar continuidade, como mostra o exemplo seguinte.

ProPOSICAO 6.22 Se X é primeiro-enumeravel e toda sequéncia em X
possui no maximo um limite, entdo X é Hausdorff.

Demonstracao. Suponha que X ndo seja Hausdorff. Existem pontos distintos
x,y € X tais que toda vizinhanca de x encontra toda vizinhanga de y. Escolha
bases locais decrescentes (U,) em x e (V;,) em y. Para cada n, escolha z, € U, N V,,.
Entdo z, — x e z, — y, contradizendo a unicidade do limite.

Para sequéncias, chamaremos x de ponto de aderéncia sequencial de (x;) quando,
para toda vizinhanca V de x e todo N, existen > N com x,, € V.



6 Enumerabilidade 151

ProOPOSICAO 6.23 Se X é primeiro-enumeravel, entdo x é ponto de aderén-
cia sequencial de (x;,) se, e somente se, alguma subsequéncia de (x;,,) converge
para x.

Demonstracdo. Se uma subsequéncia converge para x, entao toda vizinhanca de
x contém termos dessa subsequéncia com indices arbitrariamente grandes. Reci-
procamente, escolha uma base local decrescente B; D B, D --- em x. Indutivamente,
escolha ny > ng_; com x, € By. Entdo x,;, — x.

O resultado seguinte caracteriza as vizinhangas de um ponto que admite uma
base local enumeravel por meio das sequéncias convergentes para esse ponto.

ProPOSICAO 6.24 Se x € X possui base local enumeravel e V C X, entdo

V évizinhanca de x <= toda sequéncia x;, — x esta eventualmente em V.

Demonstracao. A implicacdo direta é a definicdo de convergéncia. Para a reci-
proca, suponha que V néo seja vizinhanca de x. Escolha uma base local decrescente
(B,) em x. Como nenhum B,, esta contido em V, podemos escolher x,, € B, \ V.
Entdo x;, = x, mas nenhum termo pertence a V.

EXERcIcCIOS

Exercicio 6.9: Decida se as afirmac¢des sdo verdadeiras ou falsas e justifique:

1. toda sequéncia em um espaco com a topologia trivial converge para todo ponto;

2. nenhuma sequéncia em um espago discreto converge.
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Exercicio 6.10: Descreva as sequéncias convergentes em Z com a topologia
cofinita.

0

Exercicio 6.11: Seja (X, d) um espag¢o métrico. Mostre diretamente que x, — x
na topologia métrica se, e somente se, d(x;,, x) — 0.

0

Exercicio 6.12: Sejam X,Y espagos topoldgicos. Mostre que (x;, y,) — (x,y) em
X xY se, e somente se, x, = x ey, = .

g

Exercicio 6.13: Seja X ndo enumeravel, x, € X, e considere a topologia gerada
pela base

B=A{x}: x£#x}U{AC X : xy € A, X\ Aéenumeravel}.
Se Y é T| e primeiro-enumeravel, prove que f : X — Y é continua se, e somente se,
xe X : fx) = f(x0)}

é enumeravel.

Exercicio 6.14: Mostre que RN com a topologia da caixa nio satisfaz o primeiro
nem o segundo axioma de enumerabilidade. O

6.3 Relacoes entre os Axiomas da Enumerabilidade

As propriedades estudadas até aqui ndo sdo versdes diferentes da mesma ideia.
Elas medem aspectos distintos do espaco e, fora de classes especiais, nenhuma delas
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deve ser confundida com outra. O quadro basico é

segundo-enumeravel = primeiro-enumeravel,
segundo-enumeravel = separavel,

segundo-enumeravel = Lindelof.
Em espacos métricos ha uma coincidéncia adicional importante:
separavel <<=  segundo-enumeravel <=  Lindelof.

Todo espago métrico é, independentemente dessas condi¢des, primeiro-enumeravel.

TEOREMA 6.25 (SEGUNDO ENUMERAVEL IMPLICA LINDELOF) Todo
espaco segundo-enumeravel é Lindel6f. Mais ainda: todo espaco segundo-
enumeravel é hereditariamente Lindelof.

Demonstracao. Seja % = {B;, By, ...} uma base e % uma cobertura aberta de X.
Para cada B, que esteja contido em algum elemento de %, escolha um U, € % com
B, C U,. A familia (U,) é enumeravel.

Ela cobre X: dado x € X, escolhaU € % com x € U e depois um elemento da
base B, com x € B, C U. Pela construgéo, algum U, foi escolhido contendo B,, logo
contém x.

Por fim, todo subespaco de um espaco segundo-enumeravel é segundo-
enumeravel; aplicando o argumento anterior a cada subespaco, obtemos a
afirmacéo hereditaria.

OBSERVACAO 6.26 (PRIMEIRO ENUMERAVEL NAO IMPLICA SE-
GUNDO ENUMERAVEL) Um conjunto ndo enumeravel com a topologia
discreta é primeiro-enumeravel, mas nao pode ser segundo-enumeravel:
qualquer base precisa conter cada singleton.




6 Enumerabilidade 154

EXEMPLO 6.27 (A RETA DE SORGENFREY NAO E SEGUNDO-ENUMERAVEL)
Se A fosse uma base enumeravel da reta de Sorgenfrey, para cada x € R escolheri-
amos B, € % com

X € B, C [x,x+1).

Como B, é aberto em Sorgenfrey e contém x, ele contém algum intervalo [x, x + ¢).
Em particular, x é o minimo de B,. Assim x — B, é injetiva, o que obrigaria 98 a
ser ndo enumeravel.

OBSERVACAO 6.28 (SEPARAVEL NAO IMPLICA SEGUNDO ENUME-
RAVEL) A reta de Sorgenfrey é separavel pelo Exemplo 6.10, mas nao é
segundo-enumeravel pelo exemplo anterior.

OBSERVACAO 6.29 A reta usual R é segundo-enumeravel e, portanto,
hereditariamente Lindelof.

A reta de Sorgenfrey fornece um exemplo mais sutil: ela é Lindelof, embora néao
seja segundo-enumeravel.

TEOREMA 6.30 (A RETA DE SORGENFREY E LINDELOF) A reta de
Sorgenfrey é Lindelof.

Demonstracao. Seja % uma cobertura aberta da reta de Sorgenfrey. Para cada
x € R, escolha U, € % e b, > x tais que

[x,by) C Uy.
Considere, agora na topologia usual de R, o aberto

G=[J.by)
x€R
Como a reta usual é Lindelof, existem x, x,, ... tais que

G = |G by)-

n>1
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Resta cobrir E = R\ G. Mostremos que E é enumeravel. Para cada x € E, escolha
um racional g, € (x,b,). Se x < y pertencem a E, entdo y ¢ (x,b,); portanto b, <y
e

Ge <bx <y <gqy.

Logo x + gy é injetiva em Q, e E é enumeravel.
A familia formada pelos U, e por um elemento de % contendo cada ponto de E
¢ uma subcobertura enumeravel de R.

Prorosicio 6.31 Se X é ndo enumeravel e possui a topologia cofinita,
entdo X ndo é primeiro-enumeravel.

Demonstracdo. Fixe a € X e suponha que Vi, Vs, ... seja uma base local em a, com
cada V,, aberto. Como X \ V,, é finito,

X\ﬂVn:U(X\Vn)

n>1 n>1

é enumeravel. Como X é ndo enumeravel, existe b # a em () V;,. O aberto X \ {b}
é uma vizinhanca de g, mas nenhum V), esta contido nele, contradigio.

Esse mesmo exemplo mostra que Lindeldf e separavel ndo implicam primeiro
enumeravel: a topologia cofinita em um conjunto ndo enumeravel é compacta, logo
Lindelof, e qualquer subconjunto infinito enumeravel é denso.

No caso métrico, as implicacdes ausentes reaparecem.

PROPOSICAO 6.32 Se (M,d) é separavel, entdo é segundo-enumeréavel.

Demonstracio. E a Proposicdo 6.14.
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PrROPOSICAO 6.33 Se (M,d) é Lindelof, entdo é segundo-enumeravel.

Demonstracao. Para cadan > 1, a familia {B(x,1/n) : x € M} cobre M. Escolha
uma subcobertura enumeravel 9, e faca

B =) By

n>1

A familia % é enumeravel. Se U é aberto e x € U, escolha ¢ > 0 com B(x,¢) CU e
ncom 2/n < e. Alguma bola B(a, 1/n) € 98, contém x; para y € B(a, 1/n),

d(y,x) < % <,

logo x € B(a,1/n) C U. Portanto & é uma base.

6.4 Comportamento Topolégico

As propriedades anteriores também diferem quanto ao comportamento sob as
construgdes do Capitulo 4. Algumas passam a subespacos, outras sao melhor pre-
servadas por imagens continuas, e produtos infinitos exigem hipoteses adicionais.

6.4.1 Subespacos

ProrosicAo 6.34 Primeiro e segundo enumerabilidade sdo propriedades
hereditarias.

Demonstracdo. SeY C X e (B,) é uma base local de x € Y em X, entdo (B, NY) é
uma base local em Y. Se &% é uma base enumeréavel de X, entao {BNY : B€ AB}é
uma base enumeréavel de Y.

Separabilidade ndo é hereditaria em geral. Se X é nao enumeravel e recebe a
topologia do ponto a, entdo {a} é denso, mas o subespago X \ {a} é discreto ndo
enumeravel.

Para subespacos abertos, porém, a separabilidade é preservada.
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PROPOSICAO 6.35 (SEPARABILIDADE EM ABERTOS) Se X é separavel
eY C X é aberto, entdo Y é separavel.

Demonstracdo. Se D é denso e enumeravel em X, entdo D N'Y é enumeravel.
Todo aberto néo vazio de Y é também aberto em X, pois Y é aberto; logo intercepta
D e, portanto, DNY. Assim DNY é densoem Y.

A propriedade de Lindel6f ndo é hereditaria: no exemplo do ponto especial
da Sec¢do 6.1, o espaco é Lindelof, mas seu subespago discreto nao enumeravel
nio possui essa propriedade. Para subespagos fechados, porém, a propriedade é
preservada.

ProPOsSICAO 6.36 (LINDELOF E FECHADOS) Todo subespaco fechado
de um espaco Lindel6f é Lindelof.

Demonstracao. SejaY C X fechado e {U,} uma cobertura aberta de Y. Para cada
a, escreva U, =Y NV, com V, aberto em X. Entao

Vo U{X\ Y}

é uma cobertura aberta de X. Escolha uma subcobertura enumeravel. Retirando
X \'Y, se necessario, os correspondentes U, formam uma subcobertura enumeravel
deY.

6.4.2 Quocientes

O primeiro e o segundo axiomas de enumerabilidade podem deixar de valer em
um quociente. No exemplo seguinte, a identificacdo de uma familia discreta infinita
de pontos produz um ponto que nido admite base local enumeravel.
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ExEMPLO 6.37 (UMA FLOR COM INFINITAS PETALAS) Em R com a topologia
usual, identifique todos os inteiros entre si e nenhum outro par de pontos. Denote
o0 quociente por Y e por p a classe de Z. Embora R seja segundo-enumeravel, Y nio
é primeiro-enumeravel.

Suponha que Ui, U, ... seja uma base local aberta em p. Os conjuntos W,, =
q~'(U,) sio abertos saturados contendo todos os inteiros. Para cada n > 1, escolha
0<¢g <1/4tal que

(n—¢g,n+¢e,) CW,.

Defina 6, = ¢,/2 paran > 1 e, para os inteiros ndo positivos, tome 8, = 1/8. O
conjunto

W= k- 8.k+8)
kez

é aberto, saturado e contém Z; logo V = g(W) é uma vizinhanca aberta de p.

Se (U,) fosse base, algum U, estaria contido em V. Mas o ponto t, = n + 3¢,/4
pertence a W,, = g !(U,) e nio pertence a W. Portanto U, ¢ V para todo n,
contradicao.

4

Separabilidade e Lindeldf, ao contrario, sdo preservadas por imagens continuas.
Por isso passam automaticamente a quocientes.

PROPOSICAO 6.38 (IMAGEM CONTINUA DE SEPARAVEL) Se X é sepa-
ravel e f : X — Y é continua, entdo f(X) é separavel.

Demonstracao. Se D C X é denso e enumeravel, entdo f(D) é enumeravel. Pela
continuidade,

f(X) = f(D) ¢ £(D),
onde o fecho é tomado em f(X). Portanto f(D) é denso em f(X).

PRrROPOSICAO 6.39 (IMAGEM CONTINUA DE LINDELOF) Se X é Lin-
delofe f : X — Y é continua, entdo f(X) é Lindelof.
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Demonstracao. Se {U,} é uma cobertura aberta de f(X), entio {f~!(U,)} é uma
cobertura aberta de X. Escolha uma subcobertura enumeravel. Os correspondentes
U, cobrem f(X).

6.4.3 Produtos Finitos

Produtos finitos preservam primeiro e segundo enumerabilidade. O mesmo vale
para separabilidade.

PrRoPOSICAO 6.40 (PRODUTOS E SEPARABILIDADE) Se Xj,..., X, sdo
separaveis, entdo X x --- x X, é separavel.

Demonstracido. Escolha densos enumeraveis D; C X;. O produto D; x - x D, é
enumeravel e intercepta todo aberto basico ndo vazio do produto; logo ¢ denso.

A propriedade de Lindelof ¢ diferente: mesmo o produto de dois espagos Lindelof
pode deixar de ser Lindelof.

ExEMPLO 6.41 (O PLANO DE SORGENFREY) A reta de Sorgenfrey ¢ Lindelof,
mas seu quadrado nao é. Considere a antidiagonal

D ={(x,—x) : xeR}.

Ela é fechada no plano de Sorgenfrey: se (a,b) € D, entdao a+ b # 0, e um retangulo
basico suficientemente pequeno [a,a + ¢) x [b,b + ¢) permanece de um mesmo lado
da equacio x + y = 0.

Além disso, D é discreta. Para (x,—x) € D,

[x,x + &) x [—x,—x + &)

intercepta D apenas em (x, —x). Portanto D é um subespaco fechado, discreto e
nio enumeravel. Se o plano de Sorgenfrey fosse Lindel6f, D seria Lindelof por ser
fechado; mas um espaco discreto ndo enumeravel nao é Lindeldf.
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6.4.4 Produtos Infinitos

Em produtos infinitos, os abertos basicos restringem apenas finitas coordena-
das. Para as propriedades de enumerabilidade, é necessario considerar também a
quantidade de fatores do produto.

PROPOSICAO 6.42 Seja{X; : i € [} uma familia ndo vazia de espagos T}
ndo triviais. Entdo
L1

iel

¢ primeiro-enumeravel se, e somente se, cada X; é primeiro-enumeravel e I é
enumeravel.

Demonstracdo. Suponha primeiro que o produto X seja primeiro-enumeravel. Fi-
xando pontos em todos os fatores exceto um, cada X; é homeomorfo a um subespago
de X; logo é primeiro-enumeravel.

Fixe a = (4;) € X e uma base local enumeravel (U,) em a. Refinando cada U, por
um aberto basico, podemos supor

Vo = ﬂ 7T]'_I(Vn,j) C Up,
J€

com J, finito. Se J = Un J, ndo fosse todo I, escolha k € I \ J e by # a;. Como X}
é Ty, existe um aberto Wy com q; € Wy e by & Wj.. A vizinhanca 7 1(W}) de a nao
contém nenhum V,;: para cada n, mantenha as coordenadas de a exceto a k-ésima e
substitua esta por b. O ponto obtido pertence a V,, e ndo pertence a (W), uma
contradicdo. Portanto I = J é enumeravel.

Reciprocamente, suponha I = IN e cada X, primeiro-enumeravel. Para cada n,
escolha uma base local enumeravel (B, ,,),;,>1 em a,. As interse¢des

N
m”n_l(Bn,mn)’ N,my,...,my €N,
n=1

formam uma base local enumeravel em a.
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PrROPOSICAO 6.43 Seja{X; : i € I} uma familia ndo vazia de espagos T}
ndo triviais. O produto [[._, X; é segundo-enumerével se, e somente se, cada
X; é segundo-enumeréavel e I é enumeravel.

Demonstracdo. Se o produto é segundo-enumeravel, é primeiro-enumeravel; pela
proposicdo anterior, I é enumeravel. Cada fator é homeomorfo a um subespaco do
produto, portanto é segundo-enumeravel.

Reciprocamente, para I enumeravel e bases enumeraveis 9%; nos fatores, os
cilindros basicos que restringem apenas finitas coordenadas usando elementos das
3B; formam uma base enumeravel do produto.

Para separabilidade, o quadro é diferente. Um produto pode ter ndo enumeravel-
mente muitos fatores e ainda assim possuir um subconjunto denso enumeravel; o
limite natural é a cardinalidade do continuo.

ProPOSICAO 6.44 (HEWITT-MARCZEWSKI-PONDICZERY) Seja
{X; : i € I} uma familia ndo vazia de espagos Hausdorff nio triviais. Entao

IIx
iel

é separavel se, e somente se, cada X; é separavel e |I| < |R|.

Demonstracao. Suponha o produto X separavel e seja D C X denso e enumeravel.
Cada fator X; = m;(X) é separavel por ser imagem continua de X.
Para cada i, escolha abertos néo vazios disjuntos U;, V; C X;. Defina

Dy = Dn o Y(U).

Se i # j, 0 aberto bésico 77 1(U;) N ﬂj_l(Vj) é nio vazio e, pela densidade, contém
algum d € D. Esse ponto pertence a D; e néo a D;. Logo i — D; é uma injecéo de [
em P(D), e

1| < 2% = |R|.

Reciprocamente, suponha que cada X; seja separavel e |I| < |R|. Identifique I
com um subconjunto de R e escolha, para cada i,

Dy = {x1, %2, .-}
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denso em X;.

Considere todos os dados finitos formados por intervalos abertos Ji, ..., J,, de
extremos racionais, dois a dois disjuntos, e nameros ny,...,n, € N. A cada dado
associe y = (y;) € X por

xi,nk’ le Jk’
Xi15 i¢J1 U"'U]m-

i
Ha apenas enumeravelmente muitos desses pontos; denote o conjunto deles por D.
Se
m
_ -1
U=()m')

k=1
¢ um aberto basico ndo vazio, escolha n com x;, , € Ug. Como os pontos iy, ..., ip,
sdo distintos, existem intervalos de extremos racionais Ji dois a dois disjuntos

contendo i. O ponto de D associado a esses dados pertence a U. Logo D é denso e
o produto é separavel.

6.4.5 Somas

Nas somas, a primeira enumerabilidade é preservada sem restricdo sobre o
numero de somandos, pois é uma propriedade local. Para as outras trés propriedades,
a quantidade de somandos néo vazios também deve ser considerada.

PROPOSICAO 6.45 (ENUMERABILIDADE EM SOMAS) Se X = |_|l.€I X,
com todos os X; nao vazios, entio:

1. X é primeiro-enumeravel se, e somente se, cada X; é primeiro-enumeravel;

2. X é segundo-enumeravel se, e somente se, cada X; é segundo-enumeravel
e I é enumeréavel;

3. X é separavel se, e somente se, cada X; é separavel e I é enumeravel;

4. X é Lindeldf se, e somente se, cada X; é Lindelof e I é enumeravel.
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Demonstracao. Cada X; aparece na soma como um subespaco aberto e fechado
homeomorfo ao fator original. As condi¢des necessarias sobre os fatores seguem
dessas inclusdes.

Para o primeiro item, uma base local em um ponto da soma é simplesmente a
imagem de uma base local no unico fator que contém esse ponto.

Para os demais itens, se I é enumeravel, a unido das bases ou dos subconjuntos
densos escolhidos em cada fator continua enumeravel; no caso Lindelof, reinem-
se as subcoberturas enumeraveis obtidas em cada componente. Reciprocamente,
uma base enumeravel, um subconjunto denso enumeravel ou uma subcobertura
enumeravel da cobertura {X; : i € I} s6 pode encontrar enumeravelmente muitos
componentes; como todos sdo ndo vazios e abertos, isso forga I a ser enumeravel.

ProPOSICAO 6.46 (LINDELOF E somAs) Em particular, toda soma
enumeravel de espacos Lindelof é Lindelof.

6.4.6 Tabela de comportamento topolégico

Para produtos finitos e somas finitas, o quadro pode ser resumido da seguinte
forma. As restri¢coes para produtos e somas infinitos foram descritas nas duas
subsecdes anteriores.

Subespaco Quociente Produto finito Soma finita

Primeiro enumeravel Sim Nao Sim Sim
Segundo enumeravel Sim Nio Sim Sim
Separavel Abertos Sim”* Sim Sim
Lindelof Fechados Sim* Nio Sim

Tabela 6.1: Comportamento das principais propriedades de enumerabilidade.

O simbolo * indica preservac¢do por imagem continua. A tabela nao diz que
separabilidade ou Lindelof sejam hereditarias apenas nesses casos; diz apenas
que abertos, respectivamente fechados, fornecem as hipoteses gerais simples que
estabelecemos acima.

ExXERcICIOS
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Exercicio 6.15: Mostre diretamente que um subespaco aberto de um espaco
separavel é separavel.

0

Exercicio 6.16: Mostre que (R \ Q)?, com a topologia induzida de R?, ¢ separavel.
O

Exercicio 6.17: Prove novamente, sem usar a proposicido do texto, que todo espaco

separéavel satisfaz a c.c.c.
O

Exercicio 6.18: Considere X = R e a relacdo
X~y << x=youx,y€EZ.

Mostre diretamente que X/~ néo satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.
O

Exercicio 6.19: Dé um exemplo de dois espagos Lindel6f cujo produto néo é
Lindelof e explique exatamente onde a demonstracao usual para produtos compactos
deixa de funcionar.

O

Exercicio 6.20: Prove a caracterizacio do segundo axioma de enumerabilidade para
produtos enumeraveis apresentada na Proposi¢ao 6.43 construindo explicitamente
uma base. O

6.5 Variedades Topologicas

As propriedades anteriores permitem definir uma classe importante de espagos
topologicos: as variedades. A condi¢do local exige que cada ponto tenha uma vizi-
nhanca homeomorfa a um aberto de R". Acrescentam-se as hipoteses de Hausdorff
e de segunda enumerabilidade, que controlam, respectivamente, a separacio entre
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pontos e a existéncia de uma base enumeravel para o espaco.

DEFINICAO 6.47 (CARTA LOCAL) Seja M um espago topologico. Uma
carta local de dimenséo n é um par (U, ¢) em que U C M é aberto e

¢ :U—pU)CR

é um homeomorfismo sobre um aberto de R". As coordenadas de ¢(p) sdo
chamadas coordenadas locais de p nessa carta.

DEFINICAO 6.48 (VARIEDADE TOPOLOGICA) Um espago topologico
M é uma variedade topologica de dimensio n quando:

1. todo ponto de M pertence ao dominio de uma carta local n-dimensional;

2. M é HausdorfT;

3. M é segundo-enumeravel.

As trés condicdes tém papéis diferentes. A primeira afirma que a geometria local
¢ euclidiana; Hausdorff garante uma separacdo minima entre pontos; o segundo
axioma de enumerabilidade controla o tamanho global do espaco. Sem a dltima
hipétese, por exemplo, uma uniao disjunta ndo enumeravel de copias de R" seria
Hausdorff e localmente euclidiana, mas ndo seria uma variedade na convencao
adotada aqui.

ExEMPLO 6.49
1. R* é uma variedade de dimenséo n.
2. Todo espaco discreto enumeravel é uma variedade de dimenséo 0.

3. Um espago discreto ndo enumeravel é Hausdorff e localmente euclidiano de
dimensédo 0, mas ndo é segundo-enumeravel; portanto nio é uma variedade
segundo a definicdo acima.

4. O circulo S é uma variedade de dimenso 1.
5. O toro e a garrafa de Klein sdo variedades de dimenséo 2.

6. A esfera S" é uma variedade de dimensio n; a projecio estereografica fornece
cartas explicitas.
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DEFINICAO 6.50 (ATLAS TOPOLOGICO) Um atlas topologico de di-
mensao n em M é uma familia de cartas (Uj, ¢;);c; cujos dominios cobrem

M:
M= Ju.
i€l
Se U; N U; # @, a aplicagdo

v =gio0; : 9UNT) — @UNT)

é um homeomorfismo entre abertos de R"” e recebe 0o nome de mudanca de
coordenadas.

PROPOSICAO 6.51 (PROPRIEDADE DE cocCICLO) As mudancas de coor-
denadas de um atlas satisfazem, sempre que as composi¢des estdo definidas,

@y = id, @ij = (Pj_il’ Pik °© Pkj = Gij-

Demonstracdo. As identidades sdo consequéncia direta das definicdes. Por exem-
plo,
@Giooc D)o (oeogr D =pop

O segundo axioma de enumerabilidade garante que se pode escolher uma familia
enumeravel de cartas cujos dominios cobrem a variedade.

PrOPOSICAO 6.52 (ATLAS ENUMERAVEL) Toda variedade topologica
admite um atlas enumeravel.
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Demonstracao. Seja & = {B;, By, ...} uma base enumeravel de M. Para cada B,
que esteja contido no dominio de alguma carta, escolha uma dessas cartas (U, ¢,,) e
restrinja-a a By:

‘Pn|Bn : By — @u(By).

Essa restrigdo ainda é uma carta, pois B, é aberto em U,,.

Esses dominios cobrem M. De fato, dado p € M, escolha uma carta (U, ¢)
contendo p e depois um elemento da base B, com p € B, C U. Portanto as cartas
escolhidas formam um atlas enumeravel.

Nas variedades, a segunda enumerabilidade garante, portanto, a existéncia de
um atlas enumeravel. O capitulo seguinte tratarad da compacidade, uma condicio
formulada pela existéncia de subcoberturas finitas em coberturas abertas.
ExXERcicIOs

Exercicio 6.21: Mostre que uma unido disjunta ndo enumeravel de copias de R" é

Hausdorff e localmente euclidiana, mas nio é segundo-enumeravel.
O

Exercicio 6.22: Mostre diretamente que todo espago discreto enumeravel é uma
variedade topolédgica de dimenséo 0.

0

Exercicio 6.23: Seja (U, ¢) uma carta de uma variedade M e V C U um aberto.
Mostre que (V, ¢|) também é uma carta. O



CAPITULO

7

Compacidade

No célculo, os intervalos fechados e limitados aparecem repetidamente como
dominios nos quais fendmenos globais podem ser controlados por informacéio local:
fungdes continuas atingem maximo e minimo, sequéncias possuem subsequéncias
convergentes e a continuidade passa a ser uniforme. Em R”, o teorema de Heine—
Borel resume esse comportamento dizendo que os compactos sido exatamente os
conjuntos fechados e limitados.

A condicao de ser limitado depende, porém, de uma distancia, que néo esta
disponivel em um espaco topologico geral. Para formular a compacidade apenas
em termos de abertos e obter uma propriedade preservada por homeomorfismos,
precisamos de outra definicéo.

A defini¢éo se baseia na existéncia de subcoberturas finitas: um espago é com-
pacto quando toda cobertura aberta admite uma subcobertura finita. Essa condi¢ao
permite recuperar resultados familiares da analise e estendé-los a espacos sem
métrica, nos quais as sequéncias podem néo ser suficientes para caracterizar as
propriedades topologicas.

Partiremos da reta e estudaremos as propriedades da compacidade que nao
dependem de uma métrica. Depois examinaremos suas caracterizagdes em espacos
métricos, por meio de sequéncias, completude e limitacéo total. Trataremos também
do teorema de Tychonoff, da compacidade local e da compactificac¢do de Alexandroff.

168
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7.1 Definicao e primeiros exemplos

Comecemos pela linguagem de coberturas.

DEFINICAO 7.1 (COBERTURA) Sejam (X, J ) um espago topologico e
A C X. Uma cobertura aberta de A é uma familia  C I tal que

ACUU.

e

Uma subcobertura de % é uma subfamilia 7" C % que ainda cobre A.

Quando nao houver risco de ambiguidade, diremos apenas cobertura. Se os con-
juntos da familia ndo forem necessariamente abertos, isso sera dito explicitamente.

ExEmPLO 7.2 Na reta real com a topologia usual, as familias
U, ={(n—2,n) : ne 7} Uy, ={(-n,n) : neN, n>1}
sdo coberturas abertas de R. Ja
U3 ={[n,0) : n€Z}

cobre R, mas ndo é uma cobertura por abertos.

ExeEmpro 7.3 As familias

Uy ={(x—0.1,x+01) : 0<x <1}

Us ={(x—0.1,x+0.1) : x €{0,0.1,0.2,...,1}}

cobrem [0, 1], e %5 é uma subcobertura finita de %,.
Por outro lado, se a, | 0, a familia

%6 = {(an,l] tn EN}

cobre (0, 1] na topologia relativa, mas nenhuma subfamilia finita o faz.
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ExeEmPLO 7.4 Para qualquer conjunto X, a familia de conjuntos unitarios
{{x} : x € X}

¢é uma cobertura de X. Ela é aberta se, e somente se, X estiver munido da topologia
discreta.

Exempro 7.5 Se (X,d) é um espaco métrico e ¢ > 0, entdo
{B(x,¢) : x € X}

é uma cobertura aberta de X.

Para um ponto fixo xg, a familia {B(xy,r) : r > 0} também cobre X: para cada
y € X, basta escolher r > d(x,y). A diferenca é que, nessa cobertura, o centro
permanece fixo e os raios variam.

ExeEmPLO 7.6 Em R?, fixe ¢ > 0 e considere
% ={B((m,n),e) : m,n € Z}.

Essa familia cobre o plano se, e somente se, ¢ > V2 /2. De fato, o ponto mais distante
dos vértices de uma célula unitaria é o centro dessa célula, cuja distancia a qualquer
vértice é /2/2.

ExEmPLO 7.7 A cobertura %, possui a subcobertura finita %s. Isso ilustra o
mecanismo da defini¢do, mas nao basta para provar que [0, 1] é compacto: para
isso, é preciso mostrar que toda cobertura aberta de [0, 1] admite uma subcobertura
finita. Essa diferenca entre “uma cobertura” e “todas as coberturas” sera usada
repetidamente.
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ExeEmMPLO 7.8 A cobertura %4 de (0, 1] ndo possui subcobertura finita. Em con-
traste, fixado 0 < € < 1, ao acrescentarmos um aberto da topologia relativa de (0, 1]
que cubra de uma s6 vez uma faixa proxima de 0, por exemplo

Uz = Us V{0, 0)},

uma subcobertura finita pode ser extraida: basta escolher n com g, < ¢ e usar (0, ¢)
juntamente com (ay, 1].

Chegamos a definicdo central do capitulo.

DEFINICAO 7.9 (COMPACIDADE) Seja X um espaco topolégico. Um
subconjunto K C X é compacto quando toda cobertura aberta de K admite
uma subcobertura finita.

Dizemos que X é um espaco compacto quando X, como subconjunto de si
mesmo, é compacto.

A definicdo ¢ intrinseca: K C X é compacto se, e somente se, K é compacto com
a topologia induzida.

ExEmPLO 7.10 (O INTERVALO (0,1)) Considere

w={(51)nza)

Essa familia cobre (0, 1), mas nenhuma subfamilia finita o cobre. Portanto, (0, 1)
nao é compacto.

ExempLo 7.11 O subespaco

1

K={0}U{— . neN, n21}

n
é compacto. De fato, seja % uma cobertura aberta de K e escolha Uy € % com
0 € Uy. Como 1/n — 0, todos os termos 1/n, exceto talvez uma quantidade finita,
pertencem a U,. Basta entdo escolher, para cada um dos pontos restantes, um
elemento da cobertura que o contenha.
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ExeEmpPLO 7.12 (Os rREATS) A reta R ndo é compacta. Por exemplo,
U={k-1k+1):keZ}

é uma cobertura aberta de R sem subcobertura finita.

Exemprro 7.13 (ConjunTo FINITO) Todo espaco topoldgico finito é compacto.
Se X = {x1,...,x,} € U cobre X, escolha, para cada x;, um aberto U; € % que
contenha x;. Entéo Uy, ..., U, formam uma subcobertura finita.

Note que a cobertura original pode muito bem ser infinita; o que a finitude de X
garante € a existéncia de uma subcobertura finita.

ExeEmprLo 7.14 (ToroLoGIA DISCRETA) Em um espaco discreto, os compactos
sdo exatamente os subconjuntos finitos. Com efeito, se A ¢ infinito, a cobertura

{{x} i x € A}

ndo possui subcobertura finita.

ExempLo 7.15 (ToroLoGIA INDISCRETA) Se X tem a topologia {@, X}, entio
todo subconjunto de X é compacto. Mais geralmente, se a topologia de X é finita,
qualquer cobertura aberta contém apenas finitos abertos distintos e, portanto,
admite subcobertura finita.

ExeMPLO 7.16 (ConjuNTO ILIMITADO) Se (X,d) é um espago métrico ilimi-
tado, entdo X ndo é compacto. Fixe a € X. A familia

{Bla,n) : n€N, n>1}

cobre X, mas nenhuma subfamilia finita o faz. Consequentemente, todo compacto
de um espago métrico é limitado.
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ExEMPLO 7.17 (INTERVALO FECHADO E LIMITADO) O intervalo [a,b] CR é
compacto.

Se a = b, o resultado é imediato. Suponha a < b e seja # uma cobertura aberta
de [a,b]. Defina

S ={x €[a,b] : [a,x] pode ser coberto por finitos elementos de %}.

O conjunto S é ndo vazio: escolha U € % contendo a; como U ¢ aberto na topologia
relativa, existe § > 0 tal que

[a,a+6)N[a,b] CU.

Diminuindo § se necessario, podemos supor a + 3 < b.
Seja ¢ = sup S. Escolha U, € % com ¢ € U,. Existe ¢ > 0 tal que

(c—ec+e)nfab] CU,.

Pela defini¢do de supremo, existe s € S com ¢ — ¢/2 < s < ¢. Uma subcobertura
finita de [a, s], juntamente com U,, cobre

[a, min{b, ¢ + £/2}].

Se ¢ < b, isso produz um ponto de S estritamente maior que c, contradi¢do. Logo
¢ = b; e, com essa mesma escolha de s e U, o intervalo coberto acima é precisamente
[a, b]. Portanto [a, b] admite uma subcobertura finita.

<

A definicéo por coberturas admite uma formulagdo equivalente por familias de
conjuntos fechados.

OBSERVACAO 7.18 (DEFINICAO ALTERNATIVA) Uma familia # de sub-
conjuntos tem a propriedade da intersecao finita quando toda subfamilia
finita %, C & satisfaz

(| F=o.

FeZ,

Pelas leis de De Morgan, dizer que toda cobertura aberta de X possui sub-
cobertura finita é equivalente a dizer que toda familia de fechados com a
propriedade da intersecao finita possui intersecdo total nao vazia.
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ProrosicAo 7.19 Um espaco topologico X é compacto se, e somente se,
toda familia & de fechados com a propriedade da intersegao finita satisfaz

ﬂFi@

Fe&

Se X possui base enumeravel, essas condi¢gdes sdo ainda equivalentes a
seguinte: toda sequéncia decrescente

FiDF,D -

de fechados nio vazios tem intersecio ndo vazia.

Demonstracao. A primeira equivaléncia é exatamente a dualidade por comple-
mentagdo descrita acima. Se X é compacto, toda sequéncia decrescente de fechados
ndo vazios tem a propriedade da intersec¢do finita e, portanto, intersecéo total ndo
vazia.

Para a reciproca adicional, suponha agora que X tenha base enumeravel e que
toda sequéncia decrescente de fechados nio vazios tenha interse¢do nio vazia.
Se X ndo fosse compacto, haveria uma cobertura aberta sem subcobertura finita.
Refinando-a por uma base enumeravel, obteriamos uma cobertura enumeravel
Uy, U, ... sem subcobertura finita. Entao

F,=X\ U u--ul,)

seria uma sequéncia decrescente de fechados ndo vazios com intersecdo vazia,
contradicao.

7.2 Primeiras propriedades fundamentais

A definicéo por coberturas permite estabelecer, em espacos topologicos gerais,
propriedades conhecidas dos intervalos fechados da reta. Comecaremos mostrando
que todo subespaco fechado de um compacto é compacto.
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ProrosicAio 7.20 Se K C X é compacto e F C K é fechado em K, entdo
F é compacto.

Demonstracido. Trabalhemos no subespaco K. Se % é uma cobertura aberta de F
na topologia de K, entio
% U{K \ F}

¢ uma cobertura aberta de K, pois F é fechado em K. Pela compacidade de K, existe
uma subcobertura finita. Retirando K \ F, se ele tiver sido escolhido, obtemos uma
subcobertura finita de F.

7.2.1 Compacidade na reta

O exemplo do intervalo [a, b] mostrou que a defini¢io abstrata recupera um dos
objetos compactos fundamentais da analise. Na reta, podemos ir além e caracterizar
completamente os subconjuntos compactos.

LEma 7.21 Todo subconjunto compacto K C R é fechado.

Demonstracdo. Se K = @, ndo ha nada a provar. Suponha K # @ e seja x ¢ K.
Para cada k € K, como R é Hausdorff, existem abertos disjuntos U, > ke V;. 2 x. A
familia {U; : k € K} cobre K; pela compacidade, existem ky, ..., k, tais que

K C Ukl U---u Ukn'

Entao
V= Vk1 - kan

¢ uma vizinhanca aberta de x disjunta de K. Logo R \ K ¢ aberto e K ¢ fechado.

ProrosicAio 7.22 Um subconjunto K C R é compacto se, e somente se, é
fechado e limitado.
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Demonstracdo. Se K é compacto, entdo é limitado, como ja vimos para compactos
meétricos, e fechado pelo lema anterior. Reciprocamente, se K é fechado e limitado,
existe M > 0 tal que K C [-M, M]. O intervalo [-M, M] é compacto e K é fechado
nele; portanto, K é compacto.

Na reta real, obtemos a caracterizacio:

K c Récompacto <<= K éfechado e limitado.

As propriedades seguintes serdo formuladas sem recorrer a limitacdo, que depende
de uma métrica.

7.2.2 Preservacao e produtos finitos

A propriedade que mais utilizaremos é a invariancia da compacidade por imagens
continuas. Ela explica, de uma s6 vez, por que a compacidade é preservada por
homeomorfismos e por que quocientes de espacos compactos continuam compactos.

ProrosicAo 7.23 (IMAGEM DE ComPAcCTO) Se K C X é compacto e
f :+ X = Y é continua, entdo f(K) é compacto.

Demonstracao. Se % é uma cobertura aberta de f(K), entdo
{7 : Uew}

é uma cobertura aberta de K. Escolha Uy, ..., U, € % cujas imagens inversas cubram
K. Entdo Uy, ..., U, cobrem f(K).

ExEMPLO 7.24 Se X = HEA X é compacto e todos os fatores sao ndo vazios,
entdo cada X é compacto, pois a projecio candnica

JZ';LZX—>X,1

é continua e sobrejetiva. Mais adiante provaremos a reciproca para produtos
arbitrarios.
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ProrosicAo 7.25 Se Xi,..., X, sdo espagos compactos, entdo o produto
finito
Xl X eee X Xi’l

é compacto na topologia produto.

Demonstracao. Basta tratar X xY. Se algum dos fatores é vazio, o produto é vazio
e o resultado é imediato. Suponha entéo X,Y # @ e seja % uma cobertura aberta de
X xY. Refinando cada elemento de % por abertos basicos, obtemos uma cobertura
7" formada por retdngulos A x B, cada um contido em algum elemento de %. Se
7" possuir uma subcobertura finita, escolhendo para cada um desses retangulos
um elemento de % que o contenha obtemos uma subcobertura finita da cobertura
original. Assim, podemos trabalhar com 7" e, para simplificar a notacédo, chama-la
novamente de %.

Fixe x € X. O subespago {x} x Y é homeomorfo a Y e, portanto, compacto. Logo
é coberto por finitos retingulos

Al XBI""’AmXBm eU.

Descartando eventuais retangulos que nao intersectem {x} x Y, podemos supor que
x € A; para todo i. O aberto

A=A NN Ap

contém x, e os mesmos retangulos cobrem A, x Y. A familia {A, : x € X} cobre X;
pela compacidade de X, finitos A, ,..., A bastam. Reunindo as correspondentes
familias finitas de retdngulos, obtemos uma subcobertura finita de X x Y.

7.3 Critérios de compacidade

Embora a defini¢do envolva todas as coberturas abertas, é suficiente verifica-la
para coberturas formadas por elementos de uma base. O teorema de Alexander
permitira, em seguida, trabalhar com uma sub-base.
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PropPosicAo 7.26 Se 9% é uma base de X, entdo X é compacto se, e
somente se, toda cobertura de X formada por elementos de 9 possui subco-
bertura finita.

Demonstracdo. A necessidade éimediata. Para a suficiéncia, seja % uma cobertura
aberta de X. Para cada U € %, escreva U como unido de elementos da base e
reuna todos esses elementos numa familia 7 C 9. Por hipotese, 7" possui uma
subcobertura finita By, ..., B,. Para cada B;, escolha U; € % com B; C U;. Entao
Ui,...,U, cobrem X.

O resultado seguinte vai um passo além: basta testar coberturas por elementos
de uma sub-base.

TEOREMA 7.27 (TEOREMA DA SUB-BASE DE ALEXANDER) Se § é
uma sub-base para a topologia de X, entdo X é compacto se, e somente se,
toda cobertura de X formada por elementos de & possui subcobertura finita.

Demonstracdo. S6 precisamos provar a suficiéncia. Suponha que toda cobertura
de X por elementos de & tenha subcobertura finita, mas que X nio seja compacto.

Considere o conjunto € das coberturas abertas de X que néao possuem subcober-
tura finita, ordenado por inclusio. Se {&};c; é uma cadeia em G, entéo |, &; ainda
néo possui subcobertura finita: uma subcobertura finita estaria contida em algum
elemento da cadeia. Pelo lema de Zorn, existe uma cobertura maximal ./ € G.

A familia ./ N & nao cobre X, pois, por hipotese, teria uma subcobertura finita.
Escolha

xe X\ Jns$).

Como 4 cobre X, existe U € M com x € U. Como & é sub-base, existem
Sty..., S, € & tais que
xesn--nSs,cU.

Nenhum S; pertence a .. Pela maximalidade de .#, cada familia .# U {S;} possui
uma subcobertura finita. Assim, para cada i, existem finitos elementos de ./ cuja
unido, junto com S;, cobre X.
Reunindo todos esses finitos elementos de ., obtemos uma familia finita & c /4
tal que
X\U%csln---mSnCU.
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Logo & U {U} é uma subcobertura finita de .#, contradigao.

Sobre o uso de escolha. A demonstracdo anterior utiliza o lema de Zorn na
passagem de coberturas por uma sub-base a coberturas arbitrarias. O uso de
principios de escolha reaparecera no teorema de Tychonoft. Sem discutir aqui sua
forca logica exata, indicaremos as etapas dos argumentos em que sio utilizados.

ExempLo 7.28 Para um conjunto linearmente ordenado nio vazio X com a
topologia da ordem, vale o critério classico: X é compacto se, e somente se, possui
primeiro e dltimo elementos e satisfaz a propriedade do supremo, isto é, todo
subconjunto néo vazio limitado superiormente possui supremo em X.

Na presenca de primeiro e dltimo elementos, a condi¢do equivalente para infimos
vem automaticamente. A hipotese sobre os extremos é essencial: a reta real possui a
propriedade do supremo para subconjuntos limitados, mas nio é compacta porque
nao possui primeiro nem ultimo elemento.

Uma demonstracdo pode ser obtida aplicando o teorema de Alexander a sub-base
formada pelos raios da topologia da ordem; deixamos os detalhes como exercicio.

ProrosicAo 7.29 Se X possui base enumeravel, entdo X é compacto se,
e somente se, para toda sequéncia crescente de abertos

U cU,C -, X=UUn,

n=1

existe N tal que Uy = X.

Demonstracao. Se X é compacto, uma subfamilia finita da cobertura {U,} basta;
como a sequéncia € crescente, o maior indice dessa subfamilia ja cobre X.

Reciprocamente, se X ndo é compacto e B = {By, By, ...} é uma base enumeravel,
refine uma cobertura sem subcobertura finita por elementos da base e enumere os
elementos necessarios como By, Byys oo Fazendo

Ui = By, U UB,,

obtemos uma sequéncia crescente cuja unido é X, mas nenhum Uy, é todo X.
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7.4 Compacidade, separacao e aplicacoes classicas

Em espacos Hausdorff, os subconjuntos compactos sdo fechados. A combinacéo
entre compacidade e separacdo permite, assim, estender parte das propriedades
conhecidas dos compactos da reta. Estudaremos essa relacio e, em seguida, conse-
quéncias da compacidade que recuperam teoremas classicos da analise.

Prorosicio 7.30 Se X é Hausdorft, todo subconjunto compacto de X
é fechado. Em particular, se X é compacto e Hausdorff, um subconjunto
K C X é compacto se, e somente se, é fechado.

Demonstracido. Se K = @, a afirmacéo é imediata. Suponha K # @, sejaa & K
e, para cada k € K, escolha abertos disjuntos Uy = k e V}. 3 a. Pela compacidade,
finitos Ukl, o Uk,, cobrem K. Entao

V= Vkl N ---ﬂan

¢ uma vizinhanca de a disjunta de K. Logo X \ K ¢é aberto.
A segunda afirmacédo combina esse fato com a Proposicgao 7.20.

ProPosICAO 7.31 (APLICACOES FECHADAS) Se X é compacto, Y é
Hausdorffe f : X — Y é continua, entdo f é uma aplicacio fechada.

Demonstracao. Se F C X é fechado, entdo F é compacto. A imagem f(F) é
compacta e, como Y é Hausdorft, é fechada.

Prorosicio 7.32 Se X é compacto, Y é Hausdorffe f : X - Y é uma
bijecdo continua, entdo f ¢ um homeomorfismo.
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Demonstracdo. Pela proposicido anterior, f é fechada. Como é bijetiva, isso
equivale a continuidade de f~1.

ExeEmPLO 7.33 Seja X compacto Hausdorff, Y um espaco topologico qualquer e
f + X — Y uma fungéo. Seu grafico é

Gr(f) ={(x, f(x)) : x € X} C X xY.
Entao
f écontinua <  Gr(f) é compacto.

Se f é continua, a aplicagdo x — (x, f(x)) é continua, e o grafico é imagem
continua do compacto X.
Reciprocamente, suponha Gr( f) compacto. A restricdo da primeira projecao

”XlGr(f) 1 Gr(f) — X

é uma bijecdo continua com dominio compacto e contradominio Hausdorff. Portanto
é um homeomorfismo. Como

feme (”X|Gr<f)>_l’

segue que f é continua.

PrROPOSICAO 7.34 (COMPACIDADE E SEPARACAO) Se X é Hausdorff,
K c X é compacto e a ¢ K, entdo existem abertos disjuntos U,V C X tais
que

aeU, KcV.

Demonstracao. Se K = @, basta tomar qualquer abertoU 3 ae V = @. Suponha
K # @. Para cada y € K, escolha abertos disjuntos U, 3 a eV}, 3 y. A familia
{Vy : y € K} cobre K. Escolha uma subcobertura Vs Vi € faca

U=Uy,n=nU,, V=V, U=UV,.

Entdioac U, KCcVeUNV =0Q.
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Figura 7.1: Um compacto e um ponto exterior podem ser separados em um espaco
Hausdorff.

ProPOSICAO 7.35 (ESPACOS COMPACTOS E NORMALIDADE) Se X
é Hausdorff e F,H C X sdo compactos disjuntos, entdo existem abertos
disjuntos U, V tais que F C U e H C V. Em particular, todo espaco compacto
Hausdorff é normal.

Demonstracido. Se F = @ ou H = @, a conclusao é imediata. Suponha ambos
néo vazios. Para cada x € F, a proposi¢do anterior separa o ponto x do compacto
H: existem abertos disjuntos U, 3 x e V, D H. Pela compacidade de F, escolha
X1, .. X, de modo que F C Uy U - U Uy . Entdo

U=U,U~UUy, V=Vyn-nVy

sdo os abertos desejados.

Se, além disso, X é compacto Hausdorff e F, H sdo fechados disjuntos, entdo
ambos sdo compactos. Aplicando o resultado anterior, obtemos a normalidade de
X.

[
Os resultados anteriores permitem deduzir duas consequéncias classicas da

analise. A primeira utiliza a preservagio da compacidade por imagens continuas; a
segunda trata dos pontos de acumulacéo de subconjuntos infinitos.

TEOREMA 7.36 (WEIERSTRASS) Se X é compacto e ndo vazioe f :
X — R é continua, entdo f atinge maximo e minimo.
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Demonstracao. A imagem f(X) é compacta em R e, portanto, fechada e limitada.
Logo sup f(X) e inf f(X) existem. Ambos pertencem ao fecho de f(X); como f(X)
é fechada, pertencem ao proprio f(X).

TEOREMA 7.37 (BOLZANO-WEIERSTRASS) Se X é compactoe A C X
¢ infinito, entdo A possui um ponto de acumulacdo em X.

Demonstracdo. Se A nio tivesse ponto de acumulacéo, cada x € X possuiria uma
vizinhanca aberta U, que encontraria A em no maximo um ponto. A cobertura
{U, : x € X} teria uma subcobertura finita le, o an, e entdo

n
Ac| JAanuy)
i=1

seria finito, contradicéo.

7.5 Nocodes proximas da compacidade

Ha propriedades proximas da compacidade que séo formuladas de outras manei-
ras. Algumas restringem as coberturas consideradas, outras utilizam sequéncias,
e outras exigem que o espaco seja uma unido de compactos. Estudaremos essas
condicdes e as relacdes entre elas.

OBSERVACAO 7.38 Fora da classe dos espagos métricos, essas propriedades
néo sdo simplesmente defini¢des alternativas da mesma noc¢do. Em particular,
compacidade e propriedades formuladas apenas com sequéncias podem se
separar. Esse é um dos primeiros lugares em que sequéncias mostram que,
embora sejam muito eficientes em espagos métricos, ndo detectam toda a
topologia de um espaco arbitrario.
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DEFINICAO 7.39 (VARIANTES DO CONCEITO DE COMPACI-
DADE) Um espaco topoldgico X é dito:

1. sequencialmente compacto se toda sequéncia em X possui uma subse-
quéncia convergente;

2. o-compacto se ¢ unido enumeravel de subespagos compactos;

3. enumeravelmente compacto se toda cobertura aberta enumeravel pos-
sui subcobertura finita;

4. Lindelof se toda cobertura aberta possui uma subcobertura enumeravel.

OBSERVACAO 7.40 (RELACOES ENTRE VARIANTES DE COMPACI-
DADE) As implica¢des basicas podem ser resumidas por

compacto = enumeravelmente compacto,
compacto = o-compacto = Lindelof,

sequencialmente compacto = enumeravelmente compacto.

Além disso,
enumeravelmente compacto + Lindel6f = compacto.

As duas primeiras linhas sdo imediatas: uma cobertura arbitraria de um
compacto ja possui subcobertura finita, e um compacto é, trivialmente, unido
enumeravel de compactos; por sua vez, uma unido enumeravel de compactos
é Lindel6f, cobrindo cada compacto por finitos elementos da cobertura e
tomando a unido dessas escolhas. Além disso, se um espago é simultanea-
mente Lindel6f e enumeravelmente compacto, toda cobertura aberta admite
primeiro uma subcobertura enumeravel e depois uma subcobertura finita.
A implicagdo menos imediata é a terceira. Se X tivesse uma cobertura enume-
ravel Uy, U,, ... sem subcobertura finita, poderiamos substituir essa cobertura
pela sequéncia crescente

V,=U,U-UU,

e escolher x, € V,. Nenhuma subsequéncia de (x;,) poderia convergir: se
, = X ex €V, entdo, como V,, € aberto, eventualmente x, €V, CV,
contradizendo a escolha de x, .

Xn o
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Nenhuma dessas setas deve ser lida como equivaléncia em espagos topologi-
cos arbitrarios. Por exemplo,

R = U[—n, n]

n=1

é o-compacto e Lindel6f, mas ndo é enumeravelmente compacto. Também
existem espacos compactos que nao sio sequencialmente compactos e espacos
sequencialmente compactos que néo sdo compactos.

Em espagos métricos, a situacdo melhora drasticamente: compacidade e
compacidade sequencial coincidem, como provaremos na Sec¢ao 7.8.

Redes e filtros permitem caracterizar a compacidade em espacos topologicos
gerais, ampliando o papel das sequéncias nos espacos métricos. Essa teoria sera
desenvolvida no capitulo seguinte. A distin¢éo relevante é que uma sequéncia tem
seus indices em N, o que pode ser insuficiente para caracterizar a convergéncia em
um espaco arbitrario.

7.6 Consequéncias métricas da compacidade

Antes de voltar a topologia geral, registremos duas consequéncias que exigem
uma métrica. Elas sdo familiares da analise e mostram como a compacidade converte
informagdes locais — raios que dependem do ponto — em um controle uniforme
sobre todo o espago.

Para um subconjunto nio vazio A de um espaco métrico, escrevemos

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A} € [0, 0],

permitindo o valor +co quando A é ilimitado. Adotamos ainda diam(®) = 0.

ProPOSICAO 7.41 (LEMA DO NUMERO DE LEBESGUE) Se (X,d) é
um espaco métrico compacto e % ¢é uma cobertura aberta de X, entédo existe
é > 0 tal que todo subconjunto A C X com

diam(A) < 6

esta contido em algum elemento de %. Em particular, para todo x € X, a
bola B(x, §/3) esta contida em algum elemento da cobertura.
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Demonstracao. Se X = @, qualquer § > 0 serve. Suponha, portanto, X # @.
Para cada x € X, escolha U, € % com x € U, e r,, > 0 tal que

B(x,2r,) C Uy.
As bolas B(x,ry,) cobrem X. Pela compacidade, existem x;, ..., x, tais que
n
X = U B(x;, rxi).
i=1
Faca

d = min r,. > 0.
1<i<n 7

Se A = @, ndo ha nada a provar. Suponha A # @, escolha a € A e um indice i com
a € B(x, rxl_). Para todo y € A,

d(y,x) < d(y,a) +d(a,x) <8 +ry < 2ry,

portanto A C B(x;, 2ry,) C Uy

DEFINICAO 7.42 (CONTINUIDADE UNIFORME) Sejam (X, dy) e (Y,dy)
espagos métricos. Uma fun¢io f : X — Y é uniformemente continua se,
para todo € > 0, existe § > 0 tal que

dx(x,x") <6 = dy(f(x). f(x") <¢

para quaisquer x,x” € X.

Na continuidade uniforme, um mesmo & deve satisfazer a condicéo para todos os
pontos do dominio; na continuidade pontual, sua escolha pode depender do ponto.

ProrosicAo 7.43 (HEINE-CANTOR) Se (X,dx) é compacto, (Y,dy) é
métrico e f : X — Y é continua, entdo f é uniformemente continua.
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Demonstracdo. Fixe ¢ > 0. Para cada x € X, pela continuidade, escolha r,, > 0 tal
que

dx(x,y) <ry = &(f(x), f(¥) <¢/2.

A familia {B(x,r,/2) : x € X} é uma cobertura aberta de X. Pelo lema do nimero
de Lebesgue, existe § > 0 tal que qualquer conjunto de diAmetro menor que § esta
contido em uma dessas bolas.

Se dx(z,z’) < §, o conjunto {z,z’} esta contido em B(x,r,/2) para algum x.
Assim,

dy(f(2), f(z")) < dy(f(2), f(x)) + dy(f(x), f(z)) <e.

7.7 Produtos e o teorema de Tychonoff

Retomemos o comportamento da compacidade nas construcdes topologicas.
Subespacos fechados, imagens continuas e somas finitas preservam essa proprie-
dade. Para produtos arbitrarios, a preservagio sera estabelecida pelo teorema de
Tychonoff.

7.7.1 Comportamento sob construcoes

B subespacos fechados de compactos sdo compactos;
B imagens continuas — em particular, quocientes — de compactos sdo compactas;
B somas finitas de compactos sdo compactas;

B produtos arbitrarios de compactos sdo compactos na topologia produto.

Subespaco Quociente Produto Soma finita

Compacidade  fechados sim sim sim

Tabela 7.1: Comportamento da compacidade nas constru¢des basicas.

7.7.2 Produto de compactos

O resultado para produtos arbitrarios é um dos teoremas centrais da topologia
geral.
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TEOREMA 7.44 (DE TYCHONOFF) Se {X)} ca é uma familia de espagos
topoldgicos nao vazios, entdo

[1x
AEA

é compacto na topologia produto se, e somente se, cada X é compacto.

Demonstracao. A necessidade ja foi observada: cada fator é imagem continua do
produto por uma projecdo candnica. A parte substancial é mostrar a reciproca.

Para a reciproca, suponha cada X compacto. Uma sub-base da topologia produto
é formada pelos conjuntos

n/{l(U), U C X, aberto.

Pelo Teorema da Sub-Base de Alexander, basta provar que toda cobertura por abertos
desse tipo possui subcobertura finita.

Suponha, por contradicdo, que % seja uma cobertura sub-basica sem subcober-
tura finita. Considere a familia de complementos

€ ={X\U:Ue%.

Cada membro de € é um cilindro fechado da forma n;l(F), e a inexisténcia de
subcobertura finita significa exatamente que € tem a propriedade da interse¢io
finita.

Para cada A, seja % a familia dos fechados F C X para os quais Jr;l(F) €.
Essa familia tem a propriedade da intersecdo finita: uma intersecéo finita vazia
em X produziria uma intersecéo finita vazia dos cilindros correspondentes em X,
contrariando a propriedade da intersecéo finita de €. Pela compacidade de X,

Se &) for vazia, entendemos sua interse¢do como o proprio X, que é ndo vazio por
hipotese. Escolha x) nessa interse¢do. Entdo o ponto x = (x),ep pertence a todo

xEﬂC.

Isso contradiz o fato de % cobrir o produto.

cilindro de €, isto é,
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Nota sobre escolha. A demonstracéo utiliza principios de escolha em duas etapas:
no lema de Zorn empregado no teorema de Alexander e na escolha simultanea dos
pontos x;. O argumento é realizado no quadro usual de ZFC. A for¢a logica das
diferentes versdes do teorema de Tychonoff pertence ao estudo dos fundamentos
da teoria dos conjuntos e nio sera desenvolvida aqui.

CoOROLARIO 7.45 Para todo conjunto de indices A, o cubo
[0,1]A

é compacto na topologia produto.

EXEMPLO 7.46 (REPRESENTACAO BINARIA) O espaco {0, 1} é compacto. A
aplicacdo que associa a uma sequéncia (a,) o nimero

o0
a
>
n=1

é sobrejetiva sobre [0,1] e é continua na topologia produto. De fato, se duas

|$

W]

sequéncias coincidem nas primeiras N coordenadas, as imagens diferem por no
méximo 27N, Assim, [0, 1] aparece novamente como imagem continua de um
compacto.

ExEMPLO 7.47 (CONVERGENCIA PONTO A PONTO) Fixe M > 0 e um conjunto
S. O conjunto de todas as fungdes

f S — [_MsM]

pode ser identificado com [—~M, M]°. A topologia produto é exatamente a topologia
da convergéncia ponto a ponto. Pelo teorema de Tychonoff, esse espaco de funcdes
¢é compacto.
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OBSERVACAO 7.48 (TEOREMA DE HEINE-BOREL) O teorema de
Heine—Borel em R" segue rapidamente dos resultados anteriores. Aqui néo
precisamos da forca completa de Tychonoff: o resultado para produtos finitos
ja é suficiente.
Primeiro,

[alsbl] R X [an’ bn]

é compacto por ser produto finito de intervalos compactos.

Agora seja K C R". Se K é compacto, entdo é fechado, pois R* é Hausdorff, e
é limitado, pois todo compacto métrico é limitado. Reciprocamente, se K é
fechado e limitado, existe R > 0 tal que

K C [-R,R]".

O cubo [—R, R]" é compacto e K é fechado nele; portanto, K é compacto.

Os intervalos compactos fornecem, por produtos finitos, os retaingulos compactos
de R™. O teorema de Tychonoff estende a preservagio da compacidade a produtos
com uma familia arbitraria de fatores.

ExXERcIcCIOS

Exercicio 7.1: Seja X um espaco topologico e (x,) uma sequéncia convergente
para x € X. Prove que
{x}ufx, : neN}

é compacto.

Exercicio 7.2: Seja X um conjunto.

1. Mostre que, na topologia cofinita, todo subconjunto de X é compacto.

2. Na topologia coenumeravel de um conjunto nao enumeravel, determine quais
subconjuntos sdo compactos.

g
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Exercicio 7.3: Se X é compacto, U C X é aberto e & é uma familia de fechados

com
ﬂ FcU,
Fe&

mostre que existe uma subfamilia finita %, C F tal que

ﬂ FcU.

Fe%,

Exercicio 7.4: Considere {0, 1}N com a topologia box. Mostre que esse espaco nio
é compacto.

O

Exercicio 7.5: Se Ky, K, C X sdo compactos:
1. prove que K; U K, é compacto;
2. prove que, se X é Hausdorff, entdo K; N K, é compacto;

3. dé um exemplo mostrando que a hipotese Hausdorff no item anterior ndo pode
simplesmente ser omitida.

O

Exercicio 7.6: Seja X um conjunto e sejam 7y, 7, topologias compactas Hausdorff
sobre X. Mostre que, se 77 C 7, entdo 7y = 7,. Conclua que duas topologias
compactas Hausdorff distintas sobre o mesmo conjunto sio incomparaveis.

g

Exercicio 7.7: Considere o subespaco % C {0, 1}R formado pelos pontos com
suporte enumeravel.

1. Mostre que X é denso em {0, 1}R e nio é compacto.

2. Mostre que toda sequéncia em ¥, esta contida em um subproduto com apenas
um conjunto enumeravel de coordenadas nio triviais. Conclua que X é sequen-
cialmente compacto e, portanto, enumeravelmente compacto.
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Exercicio 7.8: Mostre que todo subespaco fechado de um espaco sequencialmente
compacto é sequencialmente compacto.

0

Exercicio 7.9: Se f : X — Y é continua e sobrejetiva e X é sequencialmente
compacto, prove que Y é sequencialmente compacto.

g

Exercicio 7.10: Seja {X; : n € N} uma familia de espacos sequencialmente
compactos. Prove, por um argumento diagonal, que []
compacto na topologia produto.

1eN Xn € sequencialmente

0

Exercicio 7.11: Mostre que [0, 1]lo1l ¢ compacto, mas nao é sequencialmente
compacto. Para a segunda afirmacio, use que [0, 1] tem a mesma cardinalidade
que P(N): indexe coordenadas por subconjuntos A C IN e considere a sequéncia
x,(A) = 1sen € A e x,(A) = 0 caso contrario. Dada qualquer subsequéncia,
escolha uma coordenada A na qual seus valores alternem.

0

Exercicio 7.12: Prove que um espaco T; é enumeravelmente compacto se, e
somente se, todo subconjunto infinito enumeravel possui ponto de acumulagéo.

g

Exercicio 7.13: Seja (X,d) compacto e f : X — X uma isometria. Mostre
primeiro que f é necessariamente sobrejetiva e conclua que f é um homeomorfismo.
O
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7.8 Caracterizacdoes em espacos métricos

Em espagos métricos, a compacidade admite caracteriza¢des equivalentes por
coberturas, por subsequéncias convergentes e pela combinacdo de completude e
limitacéo total. Estudaremos essas equivaléncias, que em geral deixam de valer fora
da classe dos espacos métricos.

DEFINICAO 7.49 (SEQUENCIA DE CAUCHY E COMPLETUDE) Seja
(x,) uma sequéncia em um espago métrico (X,d). Dizemos que (x;,) é de
Cauchy se, para todo ¢ > 0, existe N tal que

mn>N = d(x,,x,) <e

O espaco X é completo quando toda sequéncia de Cauchy converge para
um ponto de X.

Toda sequéncia convergente é de Cauchy, em qualquer espaco métrico. A comple-
tude afirma que vale também a reciproca: em um espago completo, uma sequéncia
converge se, e somente se, é de Cauchy.

ExeEmPLO 7.50
1. R é completo com a métrica usual.

2. (0,1] ndo é completo com a métrica usual; por exemplo, 1/n é de Cauchy, mas
nao converge em (0, 1].

3. N, com a métrica induzida de R, é completo.

4. Q, com a métrica usual, ndo é completo.

<

Completude nao é uma propriedade topolégica: duas métricas que induzem a
mesma topologia podem ter comportamentos diferentes em relacio a sequéncias
de Cauchy.
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Exempro 7.51 O espago (0, 1] é homeomorfo a [1, ) pela aplicagdo x — 1/x.
Transportando a métrica usual de [1, o) para (0, 1], obtemos

1 l’
o .

d*(x’y) = y

A métrica d, induz a mesma topologia que a métrica usual em (0, 1], mas (0, 1], d,,)
é completo, enquanto (0, 1] com a métrica euclidiana nao é.

LEmA 7.52 Se (x,) é uma sequéncia de Cauchy em (X, d) e possui uma
subsequéncia (x,, ) convergente para x, entdo x, — x.

Demonstracao. Fixe ¢ > 0. Como (x,) é de Cauchy, existe N tal que
mn> N = d(x,,, x,) < ¢/2.
Escolha k com . > N e d(x,,,x) < &/2. Paran > N,

d(%x, x) < d(%y, %5,) + d(x5,, %) < e.

DEFINICAO 7.53 (LimiTACAO ToTrAaL) Um espago métrico (X, d) é to-
talmente limitado se, para todo ¢ > 0, existe um conjunto finito F C X tal
que

X =) B(x.9).

x€F

O conjunto F pode ser vazio quando X = @.

A limitac¢do total exige mais que a limitacdo: para cada raio positivo, o espaco
deve admitir uma cobertura finita por bolas desse raio. Essa exigéncia de finitude
permite relaciona-la a compacidade.
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LEma 7.54 Um espaco métrico é totalmente limitado se, e somente se, toda
sequéncia possui uma subsequéncia de Cauchy.

Demonstracdo. Suponha X totalmente limitado e seja (x;,) uma sequéncia. Cubra
X por finitas bolas de raio 271 uma delas contém infinitos termos da sequéncia.
Dentro desses termos, cubra novamente X por finitas bolas de raio 272 e escolha
uma que contenha infinitos termos. Prosseguindo, obtemos conjuntos infinitos de
indices

LD D

tais que os pontos x, com n € J; pertencem a uma mesma bola de raio 27%. Escolha
n, € I, comn; <ny < --. Se p,q >k, entdo np,ng € I, e portanto

d(xnp,an) < 217k,

Logo (x,,) € de Cauchy.
Reciprocamente, se X nao é totalmente limitado, existe ¢ > 0 tal que nenhuma
unido finita de bolas de raio ¢ cobre X. Escolha indutivamente

Xn+1 ¢ U B(X', 8)'

j=1

Entédo d(xj, x;) > € para j # k, e nenhuma subsequéncia pode ser de Cauchy.

Lema 7.55 Todo espaco métrico totalmente limitado possui base enumera-
vel.

Demonstracao. Para cadan > 1, escolha um conjunto finito S, C X tal que

X = || Bs.1/n).
seS,
Entio S = Un S, é enumeravel e denso. De fato, se U é aberto e a € U, escolhar > 0
com B(a,r) C U e n tdao grande que 1/n < r. Algum s € S, satisfaz d(a,s) < 1/n<r,
logoseU.
Um espaco métrico separavel possui base enumeravel: basta tomar bolas de raios
racionais centradas em um conjunto denso enumeréavel.
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LEmA 7.56 Se X possui base enumeravel, sdo equivalentes:

1. X ndo é compacto;

2. existe uma cobertura aberta enumeravel de X sem subcobertura finita;
3. existe uma sequéncia de abertos

Uclpcw, U=X, X=]JU.

n=1

Demonstracdo. Asimplicagdes (3)=(2)=(1) sdo imediatas. Para (1)=(2), refine
uma cobertura sem subcobertura finita por elementos de uma base enumeravel; a
subfamilia de elementos da base obtida é enumeravel e ainda ndo possui subcober-

tura finita. Enumerando-a como By, By, ... e definindo
U, =B, U-UB,,

obtemos (3).

PropPoOsICA0 7.57 Para um espago métrico (X,d), sdo equivalentes:
1. X é compacto;
2. toda sequéncia em X possui uma subsequéncia convergente;

3. X é completo e totalmente limitado.

Demonstracao. (3) = (2). Pela limitacéo total, toda sequéncia possui uma subse-
quéncia de Cauchy; pela completude, essa subsequéncia converge.

(2) = (3). Se X nao fosse completo, existiria uma sequéncia de Cauchy ndo
convergente. Pelo Lema 7.52, ela ndo poderia possuir subsequéncia convergente.
Se X nio fosse totalmente limitado, o Lema 7.54 forneceria uma sequéncia sem
subsequéncia de Cauchy, logo sem subsequéncia convergente.

(1) = (2). Seja (x;,) uma sequéncia e defina

Fy ={x, : n> N}
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Os conjuntos Fy sdo fechados, ndo vazios e decrescentes. Pela compacidade,

ﬂ Fy # @.
N=1

Escolha x nessa interse¢éo e ponha ny = 0. Para cada k > 1, como x € F, 41,
podemos escolher ny > ng_4 com

Xy, € B(x,1/k).

Entao x, — x.

(2) = (1). Pelo que ja provamos, (2) implica limitagao total; pelo lema anterior, X
possui base enumeravel. Se X nao fosse compacto, existiriam abertos U; C U, C -,
todos proprios, cuja unido é X. Escolha x, & Uj,. Se alguma subsequéncia x,_con-
vergisse para x, escolheriamos N com x € Uy. Como Uy é aberto, eventualmente
Xy, € Uy; mas, parang > N, temos Uy C Uy, e X, & Uy, contradicao.

|

A equivaléncia retne trés caracterizacdes da compacidade em espacos métricos.
Nesse contexto, basta que toda sequéncia admita uma subsequéncia convergente;
em espacos topoldgicos gerais, essa condi¢do pode néo caracterizar compacidade.
A equivaléncia também mostra que completude e limitacdo total devem ser consi-
deradas em conjunto: completude ou simples limitagao, isoladamente, ndo bastam.
ExXERcicros

Exercicio 7.14: Mostre que um subconjunto de R"” é totalmente limitado se, e
somente se, é limitado.

g

Exercicio 7.15: Mostre diretamente que todo espaco métrico totalmente limitado
é separavel.

O

Exercicio 7.16: Prove a versdo do lema do niimero de Lebesgue que afirma: se
(M, d) é compacto e {U,},ca é uma cobertura aberta, entdo existe r > 0 tal que,

para cada x € M, alguma bola B(x,r) esta contida em um U,,.
U
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Exercicio 7.17: Seja X = {1/n : n € N, n > 1}. Considere a métrica discreta
d; e a métrica d, induzida de R. Mostre que (X, d;) é completo e que (X, d,) nédo é
completo.

O

Exercicio 7.18: Seja
FIDF,D>--

uma sequéncia de fechados néo vazios em um espaco métrico completo e suponha
que
diam(F,) — 0.

Prove que ﬂn F, consiste em exatamente um ponto. Mostre também, por meio de
um exemplo, como a conclusio pode falhar em um espaco incompleto. O

7.9 Compacidade local

A compacidade é uma propriedade global, formulada por coberturas de todo o
espaco. Para uma verséao local, consideramos a existéncia de vizinhancas compactas
em torno de cada ponto. Essa condigio pode ser satisfeita mesmo quando o espaco
nao é compacto.

DEFINICAO 7.58 (COMPACIDADE LOCAL) Um espaco topoldgico X
é localmente compacto quando todo ponto x € X possui uma base de
vizinhancas compactas. Isto é, para toda vizinhanca W de x, existe uma
vizinhanca compacta K de x tal que

Kcw.

Ha duas convengdes frequentes na literatura: alguns autores chamam um espaco
de localmente compacto quando cada ponto possui ao menos uma vizinhanca com-
pacta. A definicdo adotada aqui, por bases de vizinhancas compactas, é ligeiramente
mais forte em espagos gerais. Em espagos Hausdorff, as duas convencdes coincidem,
como veremos na Proposicdo 7.60.
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ExEmPLO 7.59
1. R" é localmente compacto. Para cada x, as bolas fechadas
B(x,1/k), k>1,
formam uma base de vizinhancas compactas de x, pelo teorema de Heine-Borel.
Assim, compacidade local é estritamente mais fraca que compacidade: paran > 1,

R" é localmente compacto, mas ndo compacto.

2. Q, com a topologia induzida de R, ndo é localmente compacto. Suponha que K
fosse uma vizinhanca compacta de 0 em Q. Entéo existe ¢ > 0 tal que

(—e,6)NQ CK.

Escolha um irracional 6 € (—¢, ¢) e uma sequéncia de racionais g, — 0 contida
nesse intervalo. Como K ¢é compacto e métrico, alguma subsequéncia g, con-
verge em K para um ponto g € Q. Vista em R, a mesma subsequéncia converge
para 0; pela unicidade do limite em R, g = 0, contradicao.

<

Em espagos Hausdorff, a existéncia de uma vizinhanga compacta para cada
ponto implica a existéncia de uma base de vizinhancas compactas, como mostra a
proposi¢do seguinte.

ProPOSICAO 7.60 (COMPACIDADE LocAL E HAUSDORFF) Se X é
Hausdorff e x € X possui uma vizinhanca compacta, entdo x possui uma
base de vizinhangas compactas.

Demonstracao. Seja K uma vizinhancga compacta de x, e escolha um aberto O
com x € O C K. Tome uma vizinhancga aberta arbitraria W de x. O conjunto

C=K\W

é compacto e ndo contém x. Pela Proposicdo 7.34, existem abertos disjuntos V 3 x
e G D C. Substituindo V por V N O, podemos supor V C K.

Como G é aberto e VNG = @, também VNG = @. Além disso, K é fechado, pois
X é Hausdorff, logo V ¢ K. Como C C G, segue que

VCcK\CCW.

Assim, V é uma vizinhanga compacta de x contida em W.
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7.10 Comportamento da compacidade local

Uma propriedade local deve, idealmente, sobreviver as construgdes que preser-
vam a estrutura proxima de cada ponto. A compacidade local se comporta bem em
varias situagdes usuais:

B somas — inclusive arbitrarias — de espacos localmente compactos sdo localmente
compactas;

B produtos finitos de espacos localmente compactos sdo localmente compactos;

B seq : X — Y é uma identificacdo aberta e X é localmente compacto, entdo Y é
localmente compacto;

B subespacos localmente fechados de espacos localmente compactos sio localmente
compactos.

As trés primeiras afirmacdes seguem diretamente da definicdo. Numa soma,
cada ponto pertence a um somando aberto e fechado, de modo que uma vizinhanca
compacta no somando continua sendo uma vizinhanga compacta na soma. Num
produto finito, produtos de vizinhancas compactas formam vizinhancas compactas,
pela compacidade de produtos finitos.

Para o quociente, seja ¢ : X — Y uma identificacio aberta e fixe y € Y. Escolha
x € ¢~ }(y). Dada uma vizinhanca W de y, escolha um aberto O comy € O C W e
uma vizinhanca compacta K de x contida em g~1(0). Se V é aberto com x € V C K,
entdo q(V) é aberto, contém y e esta contido no compacto g(K) Cc O € W. Logo
q(K) é uma vizinhanga compacta de y.

A quarta afirmacdo sera demonstrada na subsecdo seguinte. Para quocientes,
a hipotese de abertura da identificacio é necessaria ao argumento: sem ela, a
compacidade local pode deixar de ser preservada.

ExempPLo 7.61 (IDENTIFICACAO FECHADA) Considere em R a relacdo de
equivaléncia que identifica todos os inteiros entre si e ndo faz nenhuma outra
identificacdo. Denote o quociente por Y = R/ ~ e por p o ponto correspondente a
Z.. Geometricamente, obtemos uma “rosa” com infinitas pétalas.

A projecao quociente g : R — Y é fechada. De fato, se F C R é fechado, sua
saturacio ¢~ 1(q(F)) é F quando FNZ = @, e é F U Z caso contrario; em ambos
os casos é fechada. Pela definicdo da topologia quociente, isso implica que g(F) é
fechado em Y.

Entretanto, Y néo é localmente compacto em p. Suponha que K fosse uma
vizinhanca compacta de p, e escolha um aberto U com p € U C K. O aberto
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saturado ¢~'(U) contém todos os inteiros. Para cada n € Z, escolha
t,eqg ' U)N(n—1/4,n+1/4), t, # n.

Os intervalos (n — 1/4,n + 1/4) sdo dois a dois disjuntos, de modo que os pontos
escolhidos ficam uniformemente separados entre células distintas.
O conjunto
A={q(t,) :neZ}cK

¢ infinito e ndo possui ponto de acumulagido. De fato, se y # p, escolha um
representante s € R\ Z de y. Como os pontos t, pertencem a intervalos dois a dois
separados, podemos escolher um intervalo aberto J em torno de s, disjunto de Z,
que encontre no maximo um dos t,. Como J ndo contém inteiros, ele é saturado
para a relacdo de equivaléncia; portanto ¢(J) é uma vizinhanga aberta de y que
encontra A em no maximo um ponto.

Para o ponto p, escolha, para cada n € Z, um numero

0<pp<lt,—n|

e ponha
W= pun+py).
nez
O conjunto W é aberto, saturado, contém todos os inteiros e nao contém nenhum
t,. Portanto g(W') é uma vizinhanga aberta de p disjunta de A. Assim A nédo possui
ponto de acumulacéo, contradizendo Bolzano-Weierstrass para o compacto K.

Subespago Quociente Produto finito  Soma
Compacidade local  localmente fechados identificacdes abertas sim sim

Tabela 7.2: Comportamento da compacidade local.

7.10.1 Subespacos localmente fechados
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DEFINICAO 7.62 (LocALMENTE FECHADO) Um subespacoY C X é
localmente fechado quando é aberto em seu fecho Y. Equivalentemente,
existe um aberto G C X tal que

Y=GnY.

PrRoOPOSICAO 7.63 (FECHADO E COMPACIDADE LOCAL) Se X é local-
mente compacto e F C X é fechado, entéo F é localmente compacto.

Demonstracao. Fixe x € F e seja W uma vizinhanga de x em F. Existe um aberto
O C X tal que
xeFNOCW.

Pela compacidade local de X, escolha uma vizinhan¢a compacta K de x em X
contida em O. Entdo F N K é uma vizinhanca de x em F, esta contida em W e é
compacta por ser fechada no compacto K.

PROPOSICAO 7.64 (ABERTO E COMPACIDADE LOCAL) Se X é local-
mente compacto e G C X é aberto, entido G é localmente compacto.

Demonstracao. Fixe x € G e seja W uma vizinhanca de x em G. Escolha um
aberto O C X tal que
xeONGCW.

Como G ¢é aberto, O N G é uma vizinhanca de x em X. Pela compacidade local de X,
existe uma vizinhanga compacta K de x com

KconaG.

Vista como subconjunto de G, a mesma K continua compacta e esta contida em W.
Logo G ¢ localmente compacto.
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OBSERVACAO 7.65 (INTERSECOES MISTAS) Se X é localmente com-
pacto, G C X é aberto e F C X é fechado, entdo GN F é localmente compacto:
primeiro passe ao aberto G, depois ao fechado G N F dentro de G.

ProrosicAo 7.66 Um subconjunto Y C X é localmente fechado se, e
somente se, pode ser escrito como

Y=GnNF,

com G aberto e F fechado em X.

Demonstracao. SeY é localmente fechado, por definicdo existe aberto G tal que
Y =GnY,eY éfechado.
Reciprocamente, se Y = GN F com G aberto e F fechado, entdo Y C F, e portanto

YCGNYCGNF=Y.

LogoY=Gn Y, isto &, Y é aberto em seu fecho.

PrROPOSICAO 7.67 (CARACTERIZACAO DA HERANCA) Se X é Haus-
dorff e Y C X é localmente compacto, entdo Y é localmente fechado em
X.

Demonstracio. Fixe y € Y. Como Y ¢é localmente compacto, existe uma vizi-
nhanca compacta K C Y de y. Escolha um aberto W C X tal que

yewWnYcKk.

O compacto K, visto como subconjunto de X, é fechado porque X é Hausdorff.
Afirmamos que
wnYcwnYcKk.

A segunda incluséo é imediata, pois K é fechado e contém W NY. Para a primeira,
se z € WNY, toda vizinhanca V de z encontra Y; como W também é vizinhanca de
z, VN W encontra Y, isto é, V encontra WNY. Logoze WNY.
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Portanto W N'Y é uma vizinhanca de y em Y contida em Y. Como isso vale para
todo y €Y, o conjunto Y é abertoem Y.

7.11 Compactificacao de Alexandroff

A compacidade local ndo implica compacidade do espaco. Isso conduz a uma
questdo distinta: quando é possivel realizar o espaco como subespaco denso de um
espaco compacto? A nocdo de compactificagdo formaliza essa questéo.

Para espagos Hausdorff localmente compactos e ndo compactos, a construgio
de Alexandroff obtém uma compactificacdo acrescentando um tnico ponto. As
vizinhancas desse ponto serdo definidas a partir dos compactos do espago original.

DEFINICAO 7.68 (ComPACTIFICACAO) Uma compactificacio de um
espaco X é um espaco compacto Y que contém uma cépia homeomorfa e
densa de X.

A condi¢do de densidade exige que todo aberto ndo vazio do espaco maior
intersecte X. Assim, ndo ha regides abertas nao vazias disjuntas do espaco que esta
sendo compactificado.

ExEMPLO 7.69 (FECHO DENTRO DE UM COMPACTO) Suponha que X esteja

—K
mergulhado em um compacto K. Seu fecho X  é compacto e contém X densamente.
Portanto, ao estudar compactificacées dentro de um compacto dado, podemos
sempre substituir K pelo fecho de X.

A construgdo seguinte acrescenta um unico ponto ao espaco.

DEFINICAO 7.70 (COMPACTIFICACAO DE ALEXANDROFF) Seja X
um espaco Hausdorff, localmente compacto e ndo compacto. Escolha um
ponto o & X e defina

X* = X U {oo}.

A topologia de Alexandroff em X* é formada por:

1. todos os abertos de X;
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2. os conjuntos que contém oo e siao da forma
{0} U (X \ K),

onde K C X é compacto.

OBSERVACAO 7.71 Como X é Hausdorff, todo compacto K C X é fechado.
Assim, se U C X é aberto e contém oo, entdo

UnX=X\K

é aberto em X.

Prorosicio 7.72 A familia descrita na defini¢do anterior é uma topologia
em X

Demonstracao. O vazio é aberto por pertencer a topologia de X, e X* é aberto
porque seu complemento é o compacto vazio.

Para unides arbitrarias, se nenhum dos abertos contém oo, nada h4 a provar.
Suponha entdo que algum U, contenha co. Para os indices i com oo € Uj, escreva

X*\U; = K,
com K; compacto em X. Os demais U; sdo abertos de X. Assim,
x*\UUl:(ﬂ Ki)ﬂ N &x\y)).
i ooel; 00$U]»

Esse conjunto ¢ fechado em X e esta contido no compacto K; . Portanto é compacto,
e a unido | J,Uj é aberta em X™.

Para interse¢des finitas, ha trés casos. A interse¢do de dois abertos de X é aberta
em X.SeU = X* \ K contém o0 e V C X é aberto, entdo

UNnV=V\K
¢é aberto em X. Finalmente,

(X* N KD N(X*\Kp) = X"\ (K; UKy),
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e Ky U K, é compacto.

ProPOsICAO 7.73 (ConsISTENCIA) O espaco X* é uma compactificacio
de X.

Demonstracao. A topologiarelativa de X em X* é exatamente a topologia original,
logo a inclusdo X — X* é um mergulho.
Para provar que X* é compacto, seja % uma cobertura aberta. Algum U,, € %
contém co. Seu complemento
K = X"\ Us

é compacto em X. Os demais elementos da cobertura cobrem K; além disso, a
interse¢éo de cada um deles com X é aberta em X, pela observacéo anterior. Portanto
essas intersecdes formam uma cobertura aberta de K em X, da qual podemos
extrair uma subcobertura finita. Juntando os correspondentes elementos de % a
U, obtemos uma subcobertura finita de X*.

Por fim, X é denso em X*. Todo aberto ndo vazio contido em X obviamente
encontra X. Se U contém o e nio encontrasse X, teriamos U = {co} e, portanto,
X = X*\ U seria compacto, contrariando a hipdtese.

PROPOSICAO 7.74 (ALEXANDROFF E HAUSDORFF) O espaco X* é
Hausdorff.

Demonstracido. Dois pontos de X podem ser separados porque X é Hausdorf.
Resta separar x € X de co. Pela compacidade local e pela Proposicdo 7.60, escolha
uma vizinhanca compacta K de x e um aberto V tal que

xeV cKk.

Entdo V e X* \ K sdo abertos disjuntos contendo, respectivamente, x e co.
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OBSERVACAO 7.75 (COMPACTIFICACOES DEGENERADAS) A hipotese
de que X nio seja compacto evita uma degeneragio. Se X ja fosse compacto,
o conjunto {0} = X™* \ X seria aberto. Nesse caso, X néo seria denso em X*,
e a construcgio deixaria de ser uma compactificagio no sentido adotado aqui.

DEFINICAO 7.76 (COMPACTIFICACAO POR UM PONTO) Seja X Haus-
dorff, localmente compacto e ndo compacto. Uma compactificacio por um
ponto de X é uma compactificacdo Hausdorff Y com a seguinte propriedade:
existem um mergulho f : X — Y e um ponto w ¢ f(X) tais que

Y = f(X) u{w}.

PROPOSICAO 7.77 (CARACTERIZACAO DAS COMPACTIFICACOES POR
um ponTO) Nas condicdes acima, a densidade pode ser omitida da definigao.
Basta exigir que Y seja compacto Hausdorff, que f : X — f(X) seja um
homeomorfismo e que

Y = f(X) U {o}

A densidade de f(X) segue automaticamente.

Demonstragao. Se f(X) nao fosse denso, o Gnico ponto possivel fora de seu fecho
seria w, e entdo {w} seria aberto. Logo f(X) seria fechado em Y, portanto compacto.
Como f é um homeomorfismo, X seria compacto, contradi¢ao.

TeorEMA 7.78 (UnicipaDE) Toda compactificacdo por um ponto de
um espago Hausdorff, localmente compacto e ndo compacto é homeomorfa a
compactificagio de Alexandroff.
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Demonstragao. Se Y = f(X) U {w} é uma compactificacdo por um ponto, defina
h:Y— X h@)=c,  h(f(x)=x

A aplicagdo h é bijetiva. Como Y é compacto e X™ é Hausdorff, basta provar que h é
continua.
Se U C X* é aberto e ndo contém oo, entdo

hHU) = F(U),

que é aberto em f(X); como f(X) =Y \ {w} é aberto em Y (o singleton {w} é fechado
em um espaco Hausdorff), f(U) é aberto em Y.
Se o e U, escrevaU = X* \ K com K C X compacto. Entdo

Y U) =Y\ f(K).

O conjunto f(K) é compacto e, como Y é Hausdorff, é fechado. Logo h™(U) é
aberto.

ProrosicAo 7.79 Um espaco X é Hausdorff e localmente compacto se, e
somente se, ¢ homeomorfo a um subespaco aberto de algum espaco compacto
Hausdorff.

Demonstracao. Se X é compacto, tome o préprio X. Se X nao é compacto, sua
compactificacéo de Alexandroff X é compacta Hausdorff e X é aberto em X*.

Reciprocamente, suponha X aberto em um compacto Hausdorff K. O espaco K
é localmente compacto: ele proprio é uma vizinhanga compacta de cada ponto, e a
Proposi¢ao 7.60 fornece uma base de vizinhancas compactas. Pela Proposicdo 7.64,
o aberto X é localmente compacto. A propriedade Hausdorff é hereditaria para
subespagos.

ExEmMPLO 7.80 (COMPACTIFICACOES)
1. A projecio estereografica mostra que
R* =S, (R =S"
2. Como (0,1) = R, temos
(0,1)* = S'.

Em particular, (0, 1)* ndo é homeomorfo a [0, 1].
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3. Temos
(0,1]* = [0,1] e [0,1)" = [0,1].

Embora (0, 1] e [0, 1) sejam homeomorfos entre si por reflexdo, o ponto impor-
tante é que a compactificacio acrescenta exatamente o extremo ausente.

4. Se
X=1J0,1/2)u(1/2,1],

entdo os dois “lados” do ponto removido sdo ligados pelo Gnico ponto acrescen-
tado na compactificagio, e X* é homeomorfo a [0, 1].

ExXERcIcCIOS

Exercicio 7.19: Mostre explicitamente que (0, 1]* e [0, 1)* sdo homeomorfos a
[0,1].
Il

Exercicio 7.20: Calcule a compactificacido de Alexandroff do espaco discreto IN.
Mostre que ela é homeomorfa ao subespago

foyuf{t/n:n>1}CR.

Exercicio 7.21: Seja X Hausdorff e K C X um compacto ndo vazio. Mostre
que o quociente X /K, obtido colapsando K a um ponto, é Hausdorff. Suponha
agora que X seja compacto e que K tenha interior vazio. Mostre que X /K é uma
compactificagdo por um ponto de X \ K.

O

Exercicio 7.22: Mostre que RN, com a topologia produto, nio é localmente
compacto. Mais geralmente, prove o seguinte critério: se {X;};c; é uma familia de
espacos Hausdorff ndo vazios, entdo [[,_; X; é localmente compacto se, e somente
se, cada X; é localmente compacto e todos, exceto finitos deles, sio compactos. [
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A definicdo de compacidade por coberturas abertas recupera, na reta, o teorema
de Heine—Borel e resultados classicos da analise. Em espacos Hausdorff, relaciona-
se ao fechamento dos compactos; em espacos métricos, admite caracterizacdes por
sequéncias, completude e limitacéo total. O teorema de Tychonoff estabelece sua
preservacdo por produtos arbitrarios.

A compacidade local e a compactificacio de Alexandroff permitem ainda estudar
espagos que ndo sido compactos. Sob as hipoteses indicadas, a adi¢do de um ponto
os realiza como subespacos densos de espacos compactos.



CAPITULO

8

Redes, filtros e ultrafiltros

Em espacos métricos, as sequéncias caracterizam o fecho e a continuidade; além
disso, em um espago compacto, toda sequéncia possui uma subsequéncia conver-
gente. Essas caracterizacOes ndo se estendem, em geral, a espagos topologicos
arbitrarios. A estrutura enumeravel dos indices de uma sequéncia pode ser in-
suficiente para descrever todas as condi¢des impostas pelas vizinhangas de um
ponto.

Redes e filtros permitem formular essas propriedades no caso geral. Uma rede
substitui o conjunto de indices IN por um conjunto dirigido. Um filtro considera fa-
milias de conjuntos, abstraindo a nogao de pertencer a um conjunto a partir de certo
indice. As duas linguagens sdo equivalentes para o estudo da convergéncia, mas ofe-
recem formulacdes diferentes: redes conservam a descrigdo por pontos indexados,
enquanto filtros permitem trabalhar diretamente com familias de subconjuntos.

Estudaremos essas duas linguagens e, em seguida, os filtros maximais, chamados
ultrafiltros. Suas propriedades de convergéncia fornecerdao uma segunda demonstra-
¢éo do teorema de Tychonoff. A prova do Capitulo 7 utiliza o teorema da sub-base
de Alexander; a nova demonstracéo sera baseada nos ultrafiltros e em suas imagens
pelas projecdes coordenadas.

211
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8.1 Por que sequéncias nao bastam

Antes de ampliar a nocdo de sequéncia, vejamos concretamente o que ela deixa
de detectar.

PrRoPOSICAO 8.1 (UM FECHO INVISIVEL AS SEQUENCIAS) Sejalum
conjunto ndo enumeravel e considere

X ={0,1¥

com a topologia produto, sendo {0, 1} discreto. Denote por p o ponto cons-
tantemente igual a 1 e seja

Az{xEX 2 {iel: x(i)zl}éﬁnito}.

Entdo p € A, mas nenhuma sequéncia de pontos de A converge para p.

Demonstracao. Uma vizinhanca basica de p exige que apenas um numero finito
de coordenadas, digamos as coordenadas de um conjunto F C I, sejam iguais a 1. O
ponto xg definido por

1, ie€F,

0, i&F,
pertence a A e a vizinhanca dada. Portanto, toda vizinhanca de p encontra A, e
assim p € A.
Por outro lado, seja (x;,) uma sequéncia em A. O conjunto

J=Jliel: x0)=1

nelN

xp(i) =

é enumeravel, pois é reunido enumeravel de conjuntos finitos. Como I ndo é
enumeravel, existe ip € I \ J. Logo x,(iy) = 0 para todo n, e a sequéncia ndo pode
convergir para p, cuja coordenada iy vale 1.

O exemplo mostra que nenhuma sequéncia em A converge para p. Para aproximar
esse ponto, utilizaremos os subconjuntos finitos de I como indices, ordenados pela
inclusdo. A nogéo de rede permite trabalhar com esse conjunto de indices sem
exigir uma enumeracdo.
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8.2 Redes

8.2.1 Conjuntos dirigidos

DEFINICAO 8.2 (CONJUNTO DIRIGIDO) Um conjunto dirigido é um
conjunto ndo vazio D munido de uma relagio < tal que:

1. d < d paratodod € D;
2. sed<eeeX f,entdod <X f;
3. para quaisquer d,e € D, existe f € Dtalqued X fee < f.

Nao exigimos antissimetria: dois indices diferentes podem satisfazer d < e e
e=<d.

O simbolo d < e deve ser lido como “e ocorre depois de d”. A terceira condi¢do

afirma que duas exigéncias finitas podem ser atendidas em um mesmo estagio

posterior. Por indu¢éo, o mesmo vale para qualquer familia finita de indices.

ExEMPLO 8.3 (CONJUNTOS DIRIGIDOS)

1.

Todo conjunto néo vazio totalmente ordenado é dirigido: entre dois elementos,
o maior deles é um majorante comum. Em particular, N, Z e R, com a ordem
usual, sao dirigidos.

. O conjunto

Fin(I) = {F C I : F é finito},

ordenado por incluséo, é dirigido: F U G sucede simultaneamente a F e a G.

. Se x pertence a um espago topologico X, a familia ./'(x) de todas as vizinhangas

de x torna-se dirigida pela inclusio reversa:
UV <= VcCcU.
Passar a um indice posterior significa, portanto, passar a uma vizinhanga menor.
Para descrever t — 0%, podemos usar (0, ) com a relagéo
st = t<s.

Nessa direcdo, os indices posteriores estao mais proximos de zero.

. Se D e E sdo dirigidos, entdo D x E é dirigido pela ordem coordenada.
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DEFINICAO 8.4 (REDE) Seja X um conjunto. Uma rede em X é uma
funcéo

x: D— X,
em que D é um conjunto dirigido. Escrevemos x; em lugar de x(d) e denota-

mos a rede por (x7)4ep-

Toda sequéncia é uma rede, mas o conjunto de indices de uma rede pode ser
nao enumeravel e ndo precisa ter uma ordem linear. Os indices podem, assim, ser
associados as condi¢des de vizinhanga que se deseja satisfazer.

DEFINICAO 8.5 (EVENTUALMENTE E FREQUENTEMENTE) Seja
(x7)gep uma rede em X e seja A C X.

1. A rede esta eventualmente em A se existe dy € D tal que x; € A sempre
que d > dy.

2. A rede esta frequentemente em A se, para todo dy € D, existe d > d tal
que x; € A.

As duas nocdes sdo complementares: (x;) ndo esta eventualmente em A se, e

somente se, estd frequentemente em X \ A.

DEFINICAO 8.6 (CONVERGENCIA DE REDES) Uma rede (x;) ep em
um espaco topologico X converge para x € X se esta eventualmente em
toda vizinhanca de x. Escrevemos

X4 — X.

Um ponto x é um ponto de aderéncia da rede se ela est4 frequentemente

em toda vizinhanca de x.

Todo limite é um ponto de aderéncia, mas a reciproca nio vale em geral. Para
sequéncias em espagos primeiro enumeraveis, essa distingao reproduz a diferenca
familiar entre limite da sequéncia e limite de uma subsequéncia. Sem hipdteses de
enumerabilidade, o instrumento adequado sera uma sub-rede.
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ExemPLO 8.7 (REDE PROCURADA) Retomemos a Proposicdo 8.1. Para cada
F € Fin(I), seja xr a fungdo indicadora de F. A rede (xf)frerin(n), dirigida pela
inclusdo, converge para o ponto p constantemente igual a 1.

De fato, uma vizinhanca basica de p fixa o valor 1 em um conjunto finito F,
de coordenadas. Se F 2 F,, entdo xp pertence a essa vizinhanga. A rede percorre
exatamente a informacéo finita que uma vizinhanca do produto consegue observar.

8.2.2 Fecho, continuidade e separacao

As redes restauram, em espacos gerais, as caracterizagdes familiares por sequén-
cias.

TEOREMA 8.8 (CARACTERIZACAO DO FECHO POR REDES) Sejam
A C X ex € X. Entdo

x €A < existe umarede em A que converge para x.

Demonstracao. Se uma rede em A converge para x, toda vizinhanca de x contém
algum termo da rede; logo encontra A, e x € A.
Reciprocamente, suponha x € A. Considere

D={U,a) : Ue N(x),acUn A}
e ordene D declarando
U,a)x(V,b) <= VCU.

O conjunto D é dirigido: dados (U, a) e (V,b), a vizinhanga U NV encontra A, e
qualquer c € ANU NV produz um majorante (U NV, c). A rede y,) = a esta
contida em A. Se W é uma vizinhanca de x, escolha a € A N W; todos os termos
posteriores a (W, a) pertencem a W. Portanto, yy q) = X.

n
Em espacos primeiro enumeraveis, a rede do teorema pode ser substituida por

uma sequéncia. O resultado seguinte recupera, em particular, a caracterizacdo por
sequéncias valida nos espacos métricos.
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COROLARIO 8.9 Se x possui uma base enumeravel de vizinhancas e x € A,
entdo existe uma sequéncia em A que converge para Xx.

Demonstracido. Se (U,),>; ¢ uma base local enumeravel, substitua-a por
V,=Un-nU,

Entdo (V,) continua sendo uma base local e V,,;; C V,,. Escolha a, € ANV, Toda
vizinhanca de x contém algum Vy e, paran > N, temos a, € V,, C V. Logo a,, — x.

TEOREMA 8.10 (CONTINUIDADE POR REDES) Para uma funcio
f: X — Y entre espagos topologicos, sao equivalentes:

1. f é continua;

2. para toda rede (xz) em X e todo x € X,

xg—x = fla) = fx).

Demonstracao. Suponha f continua e x; — x. Se V é uma vizinhanca de f(x),
entdo f~!(V) é uma vizinhan¢a de x. Eventualmente x; € f~!(V) e, portanto,
eventualmente f(x;) € V.

Para a reciproca, suponha que f nao seja continua em algum ponto x. Existe
uma vizinhanca V de f(x) tal que, para toda U € .//'(x), hd um ponto a € U com
f(a) ¢ V. Considere

D={U,a) : Ue N(x),acU, f(a) &€V},

ordenado pela inclusio reversa das primeiras coordenadas. Esse conjunto é dirigido:
dados (U, a) e (W, b), existe c € UNW tal que f(c) € V,e (UNW,c) sucede aos dois
indices. A rede x(y 4) = a converge para x, mas nenhum de seus termos ¢ levado a
V. Assim, f(x q)) ndo converge para f(x).
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TEOREMA 8.11 (SEPARACAO DE HAUSDORFF POR REDES) Um es-
paco topoldgico X é Hausdorff se, e somente se, toda rede em X possui no
maximo um limite.

Demonstracdo. Suponha X Hausdorff e que uma rede (x;) converja para pontos
distintos x e y. Escolha vizinhancas disjuntas U de x e V de y. A rede esta eventu-
almente em U e eventualmente em V; como o conjunto de indices é dirigido, ela
esta eventualmente em U N'V = @, uma contradicéo.

Reciprocamente, suponha que X néo seja Hausdorff. Existem pontos distintos
x,y € X tais que U NV = @ para todas as vizinhancas U de x e V de y. Seja

D={U,V,z) : Ue N(x), VeN(y),zeUnV}

com
U,V,2)<(U",V',z2") < U CUeV’'CV.

Esse conjunto é dirigido. De fato, dados (U,V,z) e (U’,V’,z"), os conjuntos U N U’
e V NV’ sdo vizinhangas de x e y, respectivamente. Logo existe

weUnU)NV NV,

e (UNU’, VNV’ w)éum majorante comum. Além disso, depois de um indice
cuja primeira coordenada é U, € ./ (x), todos os termos pertencem a Uy; 0 mesmo
vale para as segundas coordenadas e as vizinhancas de y. Logo a rede zy y ;) = 2
converge simultaneamente para x e para y.

ProPoOsICA0 8.12 (CONVERGENCIA NO PRODUTO) Seja X = HEIX,-
com a topologia produto. Uma rede (x;) em X converge para x se, e somente
se,

mi(xg) — m(x) para todoi € I.
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Demonstracido. Se x; — x, a convergéncia de cada rede coordenada segue da
continuidade de ;.

Suponha agora que todas as redes coordenadas convergem. Toda vizinhanca de
x contém uma vizinhanca basica da forma

ieF
em que F C ] é finito e U; é uma vizinhanga de 7;(x). Para cada i € F, existe d; a
partir do qual 7;(xy) € Uj. Se F é nio vazio, escolha um indice d,, posterior a todos
os d;; se F é vazio, qualquer indice serve. Entdo x; € W para todo d > dy. Logo
Xy = X.

Na topologia produto, uma vizinhanga béasica impde condi¢des em apenas finitas
coordenadas. A propriedade de direcdo permite reunir essas condicoes em um
indice a partir do qual todas sdo satisfeitas.

8.3 Sub-redes e pontos de aderéncia

Uma subsequéncia é obtida escolhendo indices cada vez maiores. Para redes, a
mesma ideia exige duas condi¢des: os novos indices devem respeitar a direcao e
devem alcangar estagios arbitrariamente tardios da rede original.

DEFINICAO 8.13 (SUB-REDE) Seja (x7) ep uma rede. Uma sub-rede de
(xg) é uma rede da forma (x,())ecr, em que E ¢é dirigido e

¢: E—D
é crescente e cofinal, isto é:
1. e; < ey implica g(e;) < ¢(ey);
2. para todo d € D, existe e € E tal que d < ¢(e).

Como ¢ é crescente, a segunda condi¢do equivale a afirmar que, para todo
d € D, existe ¢y € E tal que d < ¢(e) sempre que e > ¢.

Quando D = E = NN, toda fungéo estritamente crescente ¢ : IN — N produz a
subsequéncia usual. A definicdo permite, contudo, que uma sub-rede repita termos
ou use um conjunto de indices inteiramente diferente.
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Prorosicio 8.14 Toda sub-rede de uma rede convergente converge para
o mesmo limite.

Demonstracdo. Suponha x; — x e seja (xq,(e))eeE uma sub-rede. Dada uma
vizinhanga U de x, escolha d; tal que x; € U para d > d. Pela cofinalidade, existe e
com ¢(ey) = dy. Se e > ey, o crescimento de ¢ fornece ¢(e) > ¢(ey) > dy, e portanto
Xp(e) EU.

TEOREMA 8.15 (ADERENCIA E SUB-REDES) Um ponto x é ponto de
aderéncia de uma rede (x;) ep se, e somente se, alguma sub-rede de (x;)
converge para Xx.

Demonstracgdo. Suponha que (x,(¢))eck Seja uma sub-rede convergente para x.
Dados uma vizinhan¢a U de x e um indice d; € D, escolha ¢, € E com ¢(e)) > dj e
escolha e; € E a partir do qual x,(,) € U. Um indice e posterior a ¢, e ¢; satisfaz

ple)=dy e xye) €U.

Logo a rede original esta frequentemente em U.
Reciprocamente, suponha que x seja ponto de aderéncia de (xy). Defina

E={d,U) : de D, Ue N (x), xg €U}

e ordene E por
dU)<(V) <= d=<eeVCU.

Esse conjunto ¢ dirigido. De fato, dados (d,U) e (e, V), escolha ¢ > d,e. Como x é
ponto de aderéncia, existe f > ¢ com xf € U N V;entao (f,UNYV) sucede aos dois
indices dados.

Afuncio¢: E — D, ¢(d,U) = d, é crescente e cofinal; para a cofinalidade, basta
observar que (d, X) € E para todo d € D. A rede (x,(4)) converge para x: dada
W € J(x), escolha dy com x4 € W. Todo indice posterior a (dy, W) possui segunda
coordenada contida em W, e seu termo pertence a essa segunda coordenada.

]
O teorema relaciona pontos de aderéncia de uma rede a limites de suas sub-redes.

Ele estende, a espagos gerais, a caracterizacdo por subsequéncias convergentes
utilizada nos espagos métricos.
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8.4 Filtros

Redes descrevem aproximacao por meio de termos. Filtros registram somente
os conjuntos que contém todos os termos suficientemente tardios. Ao descartar
a ordem especifica dos indices, retém exatamente a informacéo relevante para a
convergéncia.

8.4.1 Filtros e bases de filtros

DEFINICAO 8.16 (FILTRO) Seja X um conjunto. Um filtro em X é uma
familia & C P(X) tal que:

1. o¢gFeXeEF,
2. se A,Be %,entdio AN B € %;

3.seAe FeACBC X,entaoBe %.

Os axiomas de filtro exigem estabilidade por intersecdes finitas e por passagem a
conjuntos maiores. Assim, duas condi¢des representadas por elementos de # podem
ser consideradas simultaneamente. A exclusio de @ impede que essa interse¢do
seja vazia e que o filtro contenha todos os subconjuntos de X.

DEFINICAO 8.17 (BASE DE FILTRO) Uma familia nio vazia & C P(X)
é uma base de filtro se:

1. todo B € & é nao vazio;
2. para quaisquer Bj, By € A, existe By € % com B3 C By N B,.

O filtro gerado por &% é

(B)={AC X : BC Aparaalgum B € &#}.

As duas condigdes garantem que (%) é realmente um filtro. Como % é nio
vazia, o conjunto X pertence ao filtro gerado; a primeira condic¢éo exclui o conjunto
vazio. A segunda fornece, dentro da intersecdo de dois elementos do filtro gerado,
um novo elemento de 3. A estabilidade sob passagem a conjuntos maiores decorre
da propria definicéo.
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ExeEmPLO 8.18 (FILTROS FUNDAMENTAIS)
1. Se C C X é ndo vazio, entao
Fe={ACX :CCA}
é o filtro principal gerado por C. Quando C = {x}, escrevemos Z,.

2. Se X é infinito, a familia dos subconjuntos com complemento finito é o filtro de
Fréchet em X.

3. Para x em um espaco topoldgico X, a familia ./'(x) de todas as vizinhancas de x
é um filtro, chamado filtro de vizinhancas de x. Toda base local em x é uma
base para esse filtro.

4. Se (x7)gep € uma rede, os conjuntos
Tg, ={xq : d = dy}, dy € D,

formam uma base de filtro. Seus elementos sio as caudas da rede.

DEFINICAO 8.19 (CONVERGENCIA E ADERENCIA DE FILTROS) Seja
X um espaco topologico. Um filtro # em X converge para x, e escrevemos
F — x, quando

N(x)C F.
O ponto x é um ponto de aderéncia de # quando
UNA+9® paratodosU € #(x)e Ae F.
Equivalentemente,

x € ﬂZ.

AeF

Um filtro convergente para x tem x como ponto de aderéncia, pois U, A € F
implicaU N A € & e, portanto, U N A # @. A reciproca pode falhar: aderéncia
afirma apenas que os elementos do filtro passam arbitrariamente perto de x, ndo
que todas as vizinhangas de x ja pertencam ao filtro.

Se & C @, dizemos que & é mais fino que &, ou que & refina . Um
refinamento declara como grandes ao menos todos os conjuntos que ja pertenciam
ao filtro original.
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ProOPOSICAO 8.20 (REFINAMENTO CONVERGENTE) Um ponto x é
ponto de aderéncia de um filtro F se, e somente se, existe um filtro & 2 F
que converge para X.

Demonstracao. Se & 2 F converge para x, entdo # (x) C &. ParaU € J(x) e
Ae F, temosU,A e &, logoU N A # @. Assim, x é aderente a F.
Reciprocamente, suponha x aderente a #. A familia

B=UNA:UeN(x), Ae F}

é uma base de filtro. De fato, seus elementos sdo ndo vazios pela aderéncia de x,
e a intersecdo de U; N A; com U, N A, € 0 elemento da mesma forma obtido com
UnU,e AjNA,. Além disso, tomando U = X ou A = X, vemos que o filtro gerado
contém & e J/(x); portanto, converge para x.

8.4.2 Imagens e produtos

DEFINICAO 8.21 (FILTRO IMAGEM) Se f: X —» Y e & é um filtro em
X, o filtro imagem de & por f é

f.F ={BCY : f1(B) e FL

As propriedades de filtro seguem das identidades f~1(Y) = X, f"{(@) = 0 e
fY(An B) = f~1(A) n f~1(B), juntamente com a preservacio de inclusdes por
imagens inversas. A definicdo, além de ndo exigir que f seja sobrejetiva, interage
diretamente com a continuidade.

PropPosicAo 8.22 (CONTINUIDADE POR FILTROS) Uma funcgio
f: X — Y é continua se, e somente se, para todo x € X e todo filtro
F em X,

F-o>x = f.F > f(x).
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Demonstragio. Se f é continua e V é uma vizinhanca de f(x), entdo f~1(V) é

uma vizinhanca de x. De # — x segue f~1(V) € F,isto ¢,V € f,.F.
Reciprocamente, aplique a hipdtese ao filtro .4/ (x). Para toda vizinhanga V de
f(x), a convergéncia de ../ (x) implica f~1(V) € ' (x). Logo f é continua em x.
[

ProPOSICAO 8.23 (CONVERGENCIA DE FILTROS NO PRODUTO) Seja
X = Hl. < Xi com a topologia produto. Um filtro & em X converge para x
se, e somente se,

() F — m(x) paratodoi € I.

Demonstracido. A necessidade segue da continuidade das projecdes. Para a reci-
proca, considere uma vizinhanca basica

w ="\ (W)

ieF
de x, com F finito. Como U; € (), %, temos 7, '(U) € F paratodoi € F. A
estabilidade por intersecdes finitas fornece W € &% . Toda vizinhanca de x contém
uma vizinhanga bésica desse tipo e, pela terceira propriedade dos filtros, também
pertence a &.

8.4.3 A equivaléncia entre redes e filtros

Toda rede determina um filtro sem perda da informacéo assintotica.

DEFINICAO 8.24 (FILTRO DE EVENTUALIDADE) O filtro de eventua-
lidade de uma rede (xy)ep é

Fx) = {A C X : (xg) esta eventualmente em A}.

Equivalentemente, € o filtro gerado pelas caudas T .

As caudas formam uma base de filtro: duas delas contém uma terceira, iniciada
depois dos dois indices correspondentes. Portanto, a familia acima é de fato um
filtro.
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PrROPOSICAO 8.25 Para uma rede (x;) em X e um ponto x € X:
1. x4 — x se, e somente se, 9(xd) — x;

2. x é ponto de aderéncia de (x;) se, e somente se, é ponto de aderéncia de
Fx):

Demonstracdo. Para a primeira afirmacgdo, F(,,) — x significa que toda vizi-
nhanca de x contém uma cauda da rede, isto é, que (xy) esta eventualmente em
cada uma dessas vizinhancas. Essa é precisamente a defini¢do de x; — x.

Para a segunda, suponha que a rede esteja frequentemente em toda vizinhanca
U de x. Se A € F(,), existe dy a partir do qual x; € A. Escolhendo d > dy com
xg € U, obtemos x; € U N A. Logo x é aderente ao filtro.

Reciprocamente, cada cauda Ty, pertence ao filtro de eventualidade. Se x ¢é
aderente a esse filtro, entdo U N Ty # @ para toda vizinhan¢a U e todo dy. Isso
significa precisamente que a rede esta frequentemente em U.

]

A passagem inversa também ¢é possivel, e pode ser feita de modo que o filtro de
eventualidade obtido seja exatamente o filtro inicial.

PRrRoOPOSICAO 8.26 (REDE ASSOCIADA A UM FILTRO) Se & é um filtro
em X, existe uma rede (x;) em X tal que

Fo) = F-

Demonstracao. Considere
Dg ={(A,a) : A€ F, ae€ A}

com a relacio
(A,a) < (B,b) < BCA.

O conjunto é dirigido: se (A, a) e (B, b) sdo dados, escolha c € AN B; entdo (AN B,¢)
sucede aos dois. Defina x4 4) = a.

Se C € #, escolha ¢ € C. Todo termo posterior a (C, c¢) pertence a C, de modo
que C € F(y)).

Por outro lado, suponha que a rede esteja eventualmente em C. Existe (A, a)
tal que todo termo posterior a esse indice pertence a C. Se houvesse b € A\ C,
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o indice (A, b) seria posterior a (A, a), mas seu termo seria b ¢ C. Logo A C C e,
como A € &, concluimos C € &.

Redes e filtros fornecem, portanto, descri¢cdes equivalentes da convergéncia e da
aderéncia. Os resultados de uma linguagem podem ser formulados na outra, o que
permite escolher a mais conveniente em cada demonstragao.

8.5 Ultrafiltros e redes universais

8.5.1 Ultrafiltros

DEFINICAO 8.27 (ULTRAFILTRO) Um ultrafiltro em X é um filtro
maximal para a inclusdo: se % C F e # é um filtro em X, entdo F = %.

O ultrafiltro #, = {A C X : x € A} é chamado ultrafiltro principal em x.
Um ultrafiltro que néo é principal é chamado livre.

A maximalidade admite a seguinte caracterizacdo: para cada subconjunto de X,
o ultrafiltro contém esse conjunto ou seu complementar.

TEOREMA 8.28 (DICHOTOMIA DOS ULTRAFILTROS) Um filtro % em
X é ultrafiltro se, e somente se, para todo A C X,

AeEU ou X\Ae%.

As duas alternativas nunca ocorrem simultaneamente.

Demonstracao. Suponha primeiro que % seja maximal e que A & %. A familia
% U {A} nao pode ter a propriedade da intersecéo finita; caso contrério, geraria
um filtro proprio contendo estritamente ?%. Logo existe F € % talque FN A = @.
Como F C X \ A, segueque X \ A %.

Reciprocamente, suponha que a dicotomia valha e que % C %, com % um filtro.
Se Ae F \ %, entdo X \ A € U e, portanto, A, X \ A € F. Isso obrigaria @ € &,
uma contradicdo. Logo néo existe tal Ae F = %.

Por fim, A e X \ A néo podem pertencer simultaneamente a um filtro, pois sua
intersecao € vazia.
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CoROLARIO 8.29 Se X = A; U - U A, é uma particdo finita e # é um
ultrafiltro em X, entéo exatamente um dos conjuntos A; pertence a % .

Demonstracdo. Ao menos um pertence: caso contrario, todos os complementos
X\ Aj pertenceriam a %, e a interse¢ao desses complementos seria vazia. Dois
membros distintos da parti¢io ndo podem ambos pertencer ao filtro, pois sdo
disjuntos.

A existéncia de ultrafiltros que refinam um filtro dado sera demonstrada por
uma aplicacdo do lema de Zorn.

TEOREMA 8.30 (LEMA DO ULTRAFILTRO) Todo filtro em um conjunto
X esta contido em algum ultrafiltro em X.

Demonstracao. Seja & a familia dos filtros em X que contém um filtro dado &,
ordenada pela inclusdo. A familia é nao vazia, pois contém .
Se € C & é uma cadeia ndo vazia, entdo

v=|J 7
HEC

é um filtro. De fato, dois de seus elementos pertencem a dois filtros da cadeia; um
desses filtros contém o outro e, portanto, contém a intersecdo dos dois elementos.
Além disso, X € T e@ & . Se Aec e ACBC X, algum # € € contém A;
como # ¢ filtro, também contém B. Logo B € &. Assim, ¥ ¢ uma cota superior de
€ em P.

A cadeia vazia também possui cota superior, por exemplo o proprio filtro F.
Portanto, toda cadeia de 9 possui cota superior em 2.

Pelo lema de Zorn, 9 possui um elemento maximal. Esse elemento é um ultra-
filtro que contém F.
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OBSERVACAO 8.31 (ONDE ENTRA A ESCOLHA) O lema do ultrafiltro é
um principio de escolha: ele ndo é demonstravel, em geral, apenas a partir
dos axiomas de Zermelo—Fraenkel, embora seja mais fraco que o axioma da
escolha completo. No quadro usual de ZFC, o argumento acima é legitimo.
Voltaremos a esse ponto na prova de Tychonoff, para que a dependéncia
logica nao fique escondida.

ExempPLO 8.32 (ULTRAFILTROS LIVRES) Se X ¢é infinito, o filtro de Fréchet
esta contido em algum ultrafiltro 7. Esse ultrafiltro ndo pode ser principal. De fato,
se fosse principal em x, conteria {x}; mas o filtro de Fréchet, também contido em %,
contém X \ {x}. Isso é impossivel em um filtro.

Portanto, uma vez admitido o lema do ultrafiltro, todo conjunto infinito admite
ultrafiltros livres.

PrRoOPOSICAO 8.33 (IMAGEM DE ULTRAFILTRO) Se % é um ultrafiltro
emXef: X —Y, entdo f,% é um ultrafiltroem Y.

Demonstracio. Para B C Y, a dicotomia aplicada a f~!(B) fornece
B eU ou fUY\B=X\f'Be¥%.

Logo B€ f,% ouY \ B € f,%. Pelo Teorema 8.28, f,% é ultrafiltro.

PrROPOSICAO 8.34 (ADERENCIA E CONVERGENCIA) Para um ultrafil-
tro 2 em um espaco topoldgico X e um ponto x € X, sdo equivalentes:

1. U — x;

2. x é ponto de aderéncia de %.
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Demonstracdo. Ja sabemos que convergéncia implica aderéncia para qualquer
filtro. Suponha, reciprocamente, que x seja aderente a %. Se alguma vizinhanca V'
de x ndo pertencesse a %, a dicotomia daria X \ V € %. Mas entdo

Vn(X\V)=0,

contrariando a aderéncia de x. Portanto, /4 (x) C %, isto é, % — x.

8.5.2 Redes universais

Na linguagem das redes, a condi¢do correspondente a maximalidade de um filtro
sera expressa pela eventualidade em cada subconjunto ou em seu complementar.

DEFINICAO 8.35 (REDE UNIVERSAL) Uma rede (x3)jep em X é uma
rede universal, ou uma ultrarede, se, para todo A C X, ela est4 eventual-
mente em A ou eventualmente em X \ A.

ProrosicAo 8.36 Uma rede é universal se, e somente se, seu filtro de
eventualidade é um ultrafiltro.

Demonstracao. Pela definicdo do filtro de eventualidade,

A€ F,,) < (xg)estd eventualmente em A.
Assim, a condicdo de rede universal coincide exatamente com a dicotomia do
Teorema 8.28.

O lema do ultrafiltro também pode ser formulado em termos de sub-redes.

TEOREMA 8.37 (EXISTENCIA DE SUB-REDE UNIVERSAL) Toda rede
possui uma sub-rede universal.
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Demonstragao. Seja (x;) ep uma rede. No proprio conjunto D, considere o filtro
das caudas, gerado pelos conjuntos

Ydy={deD :dxd}

Pelo lema do ultrafiltro, esse filtro esta contido em um ultrafiltro 7” sobre D.
Defina
E={d A) : A7, de A}

e ordene E por
(d,A)<(e,B) < d=<eeBCA

O conjunto E é dirigido. Com efeito, dados (d, A) e (e, B), escolha ¢ > d,e. O
conjunto
C=AnBn(To)

pertence a 7" e é ndo vazio. Se f € C, entédo (f, C) sucede aos dois indices dados.
A funcédo ¢ : E — D, dada por ¢(d, A) = d, é crescente. E também cofinal, pois

Tdy €7 e(dy, 1 dy) € E para todo dy € D. Logo (xy(e))ecE ¢ uma sub-rede de (xg).
Para provar que ela é universal, fixe C C X e ponha

H={deD: x;eC}

Como 7 é ultrafiltro, H € 7 ou D \ H € 7. No primeiro caso, escolhad € H.
Depois do indice (d, H), a primeira coordenada de todo indice posterior pertence a
H; logo a sub-rede esta eventualmente em C. No segundo caso, 0 mesmo argumento,
aplicado a D \ H, mostra que ela esta eventualmente em X \ C.

8.6 Compacidade revisitada

No Capitulo 7, a compacidade foi definida por coberturas abertas e relacionada
a propriedade da intersecdo finita. Redes e ultrafiltros condensam essas duas
formulacdes em critérios de convergéncia.

TEOREMA 8.38 (CARACTERIZACOES DA COMPACIDADE) Para um
espaco topoldgico X, sdo equivalentes:

1. X é compacto;
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2. toda rede em X possui um ponto de aderéncia;
3. toda rede em X possui uma sub-rede convergente;
4. todo ultrafiltro em X converge;

5. toda rede universal em X converge.

Demonstracao. (1) = (2). Se (x;)4ep € uma rede, denote sua cauda a partir de d
por
Ty={x, : e>d}

A familia de fechados (T;)zep tem a propriedade da intersecio finita: dada uma
familia finita de caudas, uma cauda iniciada depois de todos os indices esta contida
na interse¢do delas. Pela compacidade, existe

xe Tz

Toda vizinhanca de x encontra toda cauda, logo x é ponto de aderéncia da rede.

(2) = (1). Se X = @, a conclusio é imediata. Suponha X # @. Seja € uma
familia de fechados com a propriedade da intersecéo finita. Podemos supor € # @.
Considere o conjunto dirigido

D={(&.,x): &C@éfinitaexe [ | Ch
Ce&

com a relacao
&)X,y = &ECxZ.

Esse conjunto é dirigido: a unido de duas primeiras coordenadas ¢ finita e, pela
propriedade da intersecéo finita, a interse¢io dos fechados nela registrados contém
um ponto. A rede X(g ) = x possui, por hipétese, um ponto de aderéncia p.

Fixe Cy € €. A partir de qualquer indice cuja primeira coordenada contenha C,,
todos os termos pertencem a Cy. Como p é ponto de aderéncia, toda vizinhanca de
p encontra Cy. Portanto p € Cy = C,. Isso vale para todo Cy € €, e assim (€ # @.
Pela caracterizacdo por fechados, X é compacto.

A equivaléncia entre (2) e (3) é exatamente o Teorema 8.15.

(1) = (4). Se % é um ultrafiltro, a familia

{A: Ae U}
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tem a propriedade da intersecdo finita: para Ay, ..., A, € %, o conjunto A;N--NA,
pertence ao filtro, é néo vazio e esta contido em A; N--- N A,. Pela compacidade, ha
um ponto x € ﬂAE% A. Logo x é aderente a % e, pela Proposicéo 8.34, % — x.

(4) = (1). Se X = @, ndo ha o que provar. Suponha X # @. Se € é uma familia
de fechados com a propriedade da intersecéo finita, a familia

B = ﬂC : & C € é finitag,
Ce&

na qual a intersecdo da familia vazia é X, forma uma base de filtro. Pelo lema
do ultrafiltro, o filtro gerado por essa base esta contido em um ultrafiltro %. Por
hipotese,  — x para algum x € X. Se C € &, entdo C € %. Toda vizinhanca de x
também pertence a % e, por isso, encontra C. Assim, x € C = C. Concluimos que
x € ()€ e que X é compacto.

(4) = (5). Ofiltro de eventualidade de uma rede universal é ultrafiltro, pela Pro-
posicdo 8.36. Se esse filtro converge, a propria rede converge, pela Proposicdo 8.25.

(5) = (4). Dado um ultrafiltro %, tome a rede associada a ele na Proposicio 8.26.
Seu filtro de eventualidade é %, logo a rede é universal. Por hipétese, ela converge;
portanto, % converge.

CoRrROLARIO 8.39 Se X é compacto e Hausdorff, todo ultrafiltro em X
converge para exatamente um ponto.

Demonstracdo. A existéncia do limite segue da compacidade. A unicidade segue
da propriedade de Hausdorff, aplicada a rede associada ao ultrafiltro.

Em espacos métricos, a compacidade pode ser caracterizada pela existéncia de
uma subsequéncia convergente para cada sequéncia. Nos espacos gerais, essa
caracterizacdo é substituida pela existéncia de sub-redes convergentes ou, equiva-
lentemente, pela convergéncia de todos os ultrafiltros.

8.7 Uma segunda prova do teorema de Tychonoff

A prova do Capitulo 7 utiliza uma cobertura por abertos sub-basicos. Na de-
monstracdo seguinte, consideraremos um ultrafiltro no produto e suas imagens
pelas projecdes coordenadas.
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TEOREMA 8.40 (TYCHONOFF: PROVA POR ULTRAFILTROS) Se (X))ics
¢é uma familia de espagos compactos, entdo

x=]]x
i€l

é compacto na topologia produto.

Demonstracdo. Se algum fator é vazio, entdo X é vazio e, portanto, compacto.
Suponha que todos os fatores sejam néo vazios.
Seja % um ultrafiltro em X. Para cada i € I, considere o ultrafiltro imagem

U = (m)U ={AC X : ﬁi_l(A) E U

Ele é de fato um ultrafiltro pela Proposi¢do 8.33. Como X; é compacto, o Teorema 8.38
fornece um ponto x; € X; tal que

%i —> Xj.

Escolha simultaneamente um desses limites em cada coordenada e escreva x =
(x);e; € X. Pela Proposicio 8.23, das convergéncias (1), % — x; para todo i segue

U — x

na topologia produto.
Portanto, todo ultrafiltro em X converge. Novamente pelo Teorema 8.38, o
espaco X é compacto.

A etapa central da demonstracdo pode ser expressa da seguinte forma. Se

W= (5"
ieF
é uma vizinhanca bésica de x, entio V; € %, para cadai € F. Logo 7, '(V;) € % e,
como F é finito, W € . A conclusao utiliza duas propriedades: as vizinhancas
basicas do produto restringem finitas coordenadas e o ultrafiltro é estavel por
intersec¢des finitas.
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OBSERVACAO 8.41 (ESCOLHA E AS DUAS PROVAS) A demonstragio
usa o lema do ultrafiltro e, quando os fatores nao sao Hausdorff, escolhe
simultaneamente um limite para cada ultrafiltro coordenado. Embora o lema
do ultrafiltro seja mais fraco que o axioma da escolha completo, essa selecio
simultanea constitui uma aplicacdo adicional de escolha. Para fatores com-
pactos Hausdorft, os limites coordenados sdo tinicos e essa escolha adicional
desaparece.

No quadro usual de ZFC, todas essas escolhas estdo disponiveis. A prova
anterior, via sub-base de Alexander, também recorre a principios de escolha.
As duas demonstra¢des nio eliminam essa dependéncia; apenas a organizam
de modos conceitualmente diferentes.

As duas provas de Tychonoff utilizam condicoes finitas de maneiras distintas.
Na primeira, elas aparecem nos cilindros sub-bésicos e nas intersecdes de fecha-
dos. Na segunda, aparecem nos axiomas de filtro e nas vizinhancas basicas do
produto. Em ambos os casos, a compacidade permite concluir a existéncia a partir
da compatibilidade dessas condi¢des finitas.

O exemplo inicial mostrou um ponto do fecho que nao é limite de nenhuma
sequéncia no conjunto considerado. A substituicio dos indices em IN por conjuntos
dirigidos permitiu caracterizar fecho, continuidade e compacidade em espacos gerais.
A prova de Tychonoff por ultrafiltros aplica essa formulagdo da convergéncia a
produtos arbitrarios de compactos.

ExXERcicIos

Exercicio 8.1: Mostre que, em um conjunto dirigido, toda familia finita de indices
possui um majorante comum.

g

Exercicio 8.2: Seja D um conjunto dirigido cuja relacdo néo seja antissimétrica.
Definad ~ e quando d < e e e <X d. Prove que ~ é uma relag¢do de equivaléncia e
que a relacdo induzida em D/~ é uma ordem parcial dirigida.

g
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Exercicio 8.3: Para cada F € Fin(IN), seja xp € R definido por

1
——, k€eF,
xF(k): k+1
0, k &F.

Ordene Fin(IN) por inclusao. Determine o limite de (xr) na topologia produto e
mostre que a mesma rede nao converge para esse limite na topologia da caixa.

O

Exercicio 8.4: Prove diretamente, usando redes, que:

1. o fecho de um conjunto é fechado;

2. uma funcdo f: X — Y é continua se, e somente se, f(A) C f(A) para todo
ACX;

3. a composicao de funcdes continuas preserva limites de redes.

Exercicio 8.5: Mostre que a composicdo de duas fungdes crescentes e cofinais
entre conjuntos dirigidos é crescente e cofinal. Conclua que uma sub-rede de uma
sub-rede é uma sub-rede da rede original.

g

Exercicio 8.6: Considere X = RN,

1. Mostre que a sequéncia x;,, dada por x,,(k) = 1 se k = ne x,(k) = 0 caso contrério,
converge coordenadamente para zero.

2. Conclua que x, — 0 na topologia produto.

3. Mostre que a mesma sequéncia ndo converge para zero na topologia da caixa.
Explique por que a Proposigao 8.12 ndo contradiz esse fato.

O
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Exercicio 8.7: Seja (x7)4ep uma rede convergente e suponha que D possua um
subconjunto cofinal enumeravel. Construa uma sequéncia crescente e cofinal (d,)
em D e conclua que (x; ) é uma sub-rede sequencial convergente. Mostre que a
primeira enumerabilidade do espaco, por si s, ndo garante esse resultado: em um
espago com um Unico ponto, considere uma rede constante indexada por Fin(I),
com I nao enumeravel.

g

Exercicio 8.8: Verifique que a familia dos conjuntos coenumeraveis de um conjunto
nio enumeravel é um filtro. Compare-a com o filtro de Fréchet.
O

Exercicio 8.9: Seja 9B uma familia ndo vazia de subconjuntos de X. Mostre que
B é base de filtro se, e somente se, seus elementos sdo ndo vazios e toda interse¢io
finita de elementos de % contém algum elemento de %.

g

Exercicio 8.10: Seja f: X — Y e seja F um filtro em X. Mostre que (g f).F =
g+(foF) paratoda funcdo g: Y — Z.
O

Exercicio 8.11: Prove que um ultrafiltro % é principal se, e somente se, con-
tém algum conjunto finito. Conclua que todo ultrafiltro em um conjunto finito é
principal.

g

Exercicio 8.12: Seja X infinito. Use o lema do ultrafiltro para provar que existe
um ultrafiltro em X que contém todos os subconjuntos cofinitos de X e nio contém
nenhum subconjunto finito.

0
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Exercicio 8.13: Seja % um ultrafiltro e sejam Ay, ..., A, C X taisque A;U---UA,, €

%. Prove que A; € % para algum j.
O

Exercicio 8.14: Mostre que uma rede universal que possui um ponto de aderéncia
converge para esse ponto. Deduza novamente a implicagdo “compacto = toda rede
universal converge”.

O

Exercicio 8.15: Prove que um espaco X é compacto e Hausdorff se, e somente se,
todo ultrafiltro em X converge para exatamente um ponto.

0

Exercicio 8.16: Seja K compacto, Y Hausdorff e f: K — Y continua. Use
ultrafiltros para provar que f é uma aplicacio fechada.

0

Exercicio 8.17: Refaca a prova do teorema de Tychonoff trabalhando apenas
com redes universais: tome uma rede universal no produto, projete-a em cada
coordenada e use a Proposicéo 8.12.

0

Exercicio 8.18: Considere uma familia (X;),c; de espagos compactos Hausdorft.
Explique por que, na prova do Teorema 8.40, cada ultrafiltro coordenado possui um
unico limite. Discuta qual escolha ainda foi usada para obter o ultrafiltro inicial no
argumento de caracterizacdo da compacidade. U



CAPITULO

9

Conexidade

A conexidade é uma propriedade global: um espaco conexo nio admite uma
decomposicdo em dois abertos disjuntos e ndo vazios. Estudaremos sua preser-
vacdo por aplicacdes continuas e seu uso para distinguir espacos que podem ter
propriedades locais semelhantes.

Comecaremos por trés maneiras equivalentes de reconhecer uma separagao:
por abertos disjuntos, por conjuntos simultaneamente abertos e fechados e por
aplicagdes para um espaco discreto de dois pontos. S6 depois aplicaremos essa
linguagem a reta. Em seguida estudaremos componentes, produtos e quocientes, e
entdo passaremos a conexidade por caminhos e as versdes locais dessas nogoes.

9.1 Conjuntos conexos

DEFINICAO 9.1 (CoNEXIDADE) Um espaco topologico X é conexo
quando ndo existem abertos nao vazios U,V C X tais que

X=UUV, unv=o.

Se tais abertos existem, dizemos que X é desconexo. Um subconjunto A C X
é conexo quando é conexo com a topologia de subespaco.

Um par (U,V) como acima é chamado, as vezes, de uma separagdo de X. A

237
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defini¢do admite uma forma equivalente que sera usada repetidamente.

PROPOSICAO 9.2 (CARACTERIZACOES DA CONEXIDADE) Para um
espaco topologico X, sdo equivalentes:

1. X é conexo;

2. os Unicos subconjuntos simultaneamente abertos e fechados de X sdo @ e
X;

3. toda aplicacdo continua f : X — {0,1}, onde {0, 1} tem a topologia
discreta, é constante.

Demonstracdo. Se X = UUV é uma separacio, entdaoU = X\V é simultaneamente
aberto e fechado e néo é trivial. Reciprocamente, se A é aberto e fechado, nao vazio
e distinto de X, entdo

X=AUu(X\ A

é uma separacao.

Para a terceira condicdo, se A é um clopen néo trivial, sua funcdo indicadora
14 : X — {0, 1} é continua e nédo constante. Reciprocamente, se f : X — {0,1} é
continua e nio constante, os conjuntos f~1(0) e f~!(1) formam uma separacio de
X.

ExEmPLO 9.3 Um espaco discreto com pelo menos dois pontos é desconexo. O
espago de Sierpinski, por outro lado, é conexo: nenhum de seus subconjuntos
unitarios é ao mesmo tempo aberto e fechado.

9.2 Conexidade e continuidade

A conexidade é preservada por imagens continuas. Embora uma aplicacdo
continua possa identificar pontos, a imagem de um espaco conexo ndo admite uma
separacdo em dois abertos relativos disjuntos e nio vazios.
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TEOREMA 9.4 (IMAGEM CONTINUA DE CONEXO) Se f : X » Y é
continua e A C X é conexo, entdo f(A) é conexo.

Demonstracao. Restringindo f, basta tratar o caso em que f : X — Y é sobre-
jetiva e X é conexo. Se Y tivesse um clopen nio trivial C, entdo f~!(C) seria um
clopen nio trivial de X, contradicio.

9.3 Intervalos e a reta

Na reta, um conjunto é conexo exatamente quando contém todos os pontos
entre quaisquer dois de seus elementos. Essa propriedade permitira caracterizar os
subconjuntos conexos como intervalos.

TroreEmMA 9.5 Todo intervalo I C R é conexo.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que I = UUYV seja uma separacdo. Escolha
a € U eb € V;trocando os nomes se necessario, suponha a < b. Considere

S=Un/a,b]

esejac = supS. Como I é um intervalo,c € I,logoceUouceV.

Se c € U, a abertura relativa de U fornece pontos de U imediatamente a direita
de ¢, contradizendo que ¢ seja uma cota superior de S. Se ¢ € V, a abertura relativa
de V fornece uma vizinhanga de ¢ em I contida em V. Pela defini¢do de supremo,
porém, ha pontos de S C U arbitrariamente proximos de ¢ pela esquerda, novamente
uma contradicao.

ProrosicAo 9.6 Um subconjunto A C R é conexo se, e somente se, é um
intervalo.
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Demonstracao. Ja provamos uma diregdo. Para a outra, suponha que A nio seja
um intervalo. Entao existem a,b € Aec & A coma < ¢ < b. Os conjuntos

An(—oo,c) e AN (c,0)

sdo abertos relativos, disjuntos, néo vazios e cobrem A. Logo A é desconexo.

ExempPLo 9.7 Nenhum subconjunto de Q com mais de um ponto é conexo. De
fato, dados a < b no subconjunto, escolha um irracional ¢ entre eles e repita a
separagdo anterior. Em particular, Q é totalmente desconexo: suas componentes
conexas sao pontos.

4

Combinando a conexidade dos intervalos com a preservacgdo por imagens conti-
nuas, obtemos o teorema do valor intermediario.

COROLARIO 9.8 (TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO) Se I CR
é um intervalo e f : I — R é continua, entdo f(I) é um intervalo. Em
particular, se a < b e y esta entre f(a) e f(b), existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = y.

9.4 Unides, fechos e componentes

Ha duas operagdes que permitem obter conjuntos conexos a partir de outros: a
unifo de uma familia com um ponto comum e a passagem ao fecho. A primeira
sera utilizada também na defini¢do de componente conexa.

TEOREMA 9.9 (UNIAO DE CONEX0S COM PONTO cOoMUM) Se (Cj)iea
é uma familia de subconjuntos conexos de X e

ﬂCAiQ,

entdo [, C; é conexo.
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Demonstracao. Tome p € ﬂA C, e suponha que C = U)L C, admita uma separacio
C =UUV. O ponto comum pertence a uma das partes; suponha p € U. Para cada

)Ly
C= (C)L N U) U (C/l N V).

Esses dois conjuntos sdo abertos relativos em C; e sdo disjuntos. Como p € C; NU,
a conexidade de Cj forca C; NV = @. Isso vale para todo A, logo V = @, contradicao.

Na demonstragio, a presenca de um ponto comum impede que os conjuntos da
familia pertencam a lados distintos de uma separacdo. Existem variantes baseadas
em intersecdes sucessivas, mas utilizaremos apenas a versao estabelecida acima.

PROPOSICAO 9.10 Se C C X é conexo e
CccDcC,

entdo D é conexo. Em particular, C é conexo.

Demonstracdo. Suponha que D = U UV seja uma separagdo. Como C é conexo,
ele esté inteiramente contido em um dos dois conjuntos, digamos C € U. Como V
é aberto em D e nio encontra C, também néo pode encontrar CNnD.MasDcC E,
logo V = @, contradigéo.

9.4.1 Componentes conexas

DEFINICAO 9.11 (COMPONENTE CONEXA) A componente conexa de
x € X é aunido de todos os subconjuntos conexos de X que contém x.

A proposicdo anterior mostra que essa unido ¢ conexa, pois todos os conjuntos
que a formam contém x. Assim, a componente de x é o maior subconjunto conexo
de X que contém esse ponto.
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ProrosicAo 9.12 As componentes conexas de X formam uma parti¢do
de X. Além disso, toda componente conexa é fechada.

Demonstracao. Se as componentes Cy e Cy, se intersectam, entdo C,, UC,, é conexo.
Pela maximalidade, C, = C,. Logo componentes distintas séo disjuntas e, como
cada ponto pertence a sua componente, elas particionam X.

Por outro lado, C, é conexo e contém x. Pela maximalidade de C,., temos C,, = Cy,
logo C, é fechada.

Componentes nido precisam ser abertas. Em Q, por exemplo, elas sdo singletons,
que nao sdo abertos na topologia usual relativa.

9.5 Produtos, quocientes e somas

ProrosicAo 9.13 Uma imagem continua de um espago conexo é conexa.
Em particular, todo quociente de um espago conexo é conexo.

A afirmacio para quocientes decorre do teorema anterior. Para produtos, a
conexidade também é preservada, sem restricdo sobre a quantidade de fatores.

TEOREMA 9.14 (PRODUTOS DE CONEXO0S) Se (X)) e € uma familia
nio vazia de espacos nao vazios, entdo

[1%
AEA

é conexo se, e somente se, cada X é conexo.

Demonstracao. Se o produto é conexo, cada fator é conexo por ser imagem
continua do produto por uma projecao.

Reciprocamente, suponha todos os fatores conexos e fixe a = (a;) no produto.
Para cada subconjunto finito F C A, seja Xf o conjunto dos pontos que podem
diferir de a apenas nas coordenadas de F. Entdo X é homeomorfo ao produto finito
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1, X3, logo é conexo. Todos os Xr contém a, portanto

D= |J X
FCA, F finito

¢é conexo.

O conjunto D é denso no produto: um aberto basico restringe apenas finitissimas
coordenadas, e podemos escolher nelas um ponto adequado, mantendo as demais
coordenadas iguais s de a. Como o fecho de um conexo é conexo, D = [] X; é
conexo.

As somas tém o comportamento oposto.

Prorosicio 9.15 Uma soma disjunta de espagos nao vazios é conexa se,
e somente se, ha apenas um somando e esse somando é conexo.

Demonstracdo. Cada somando é aberto e fechado na soma. Assim, se ha pelo
menos dois somandos nio vazios, qualquer um deles é um clopen néo trivial.

‘Subespagos Quocientes Produtos Somas

Conexo ‘ Nao Sim Sim Nao

9.6 Conexidade por caminhos

A conexidade exclui separagdes por abertos. A conexidade por caminhos exige
que quaisquer dois pontos possam ser ligados por uma aplicacdo continua de um
intervalo.

DEFINICAO 9.16 (CAMINHO) Um caminho em X é uma aplicacdo conti-
nua
y : [0,1] - X.

Se y(0) = x e y(1) = y, dizemos que y liga x a y.
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DEFINICAO 9.17 (CONEXIDADE POR CAMINHOS) Um espago X é
conexo por caminhos se, dados x, y € X, existe um caminho que liga x a y.

Dois caminhos podem ser colados quando o final do primeiro coincide com o
inicio do segundo.

PrROPOSICAO 9.18 (CONCATENACAO) Sey ligaxayenliga yaz, entdo
t 0

(y *m@) = 1

7 2

é um caminho de x a z.

Demonstracdo. As duas formulas sdo continuas em seus intervalos de definigao e
coincidem em ¢t = 1/2, onde ambas assumem o valor y. O lema da colagem garante
a continuidade da concatenacéo.

|
A existéncia de caminhos define uma relac¢do de equivaléncia: dois pontos sdo

equivalentes quando podem ser ligados por um caminho. Suas classes sdo as
componentes conexas por caminhos.

ExEmPLO 9.19 O espaco R" é conexo por caminhos: o segmento

y(®) =1 —-tx+ty

liga x ay.

ExeEmPLO 9.20 Sen > 2 e E C R" é enumeravel, entdo R" \ E é conexo por
caminhos. Dados x,y & E, escolha z fora da unido das retas que passam por x
e algum ponto de E, das retas que passam por y e algum ponto de E, e da reta
que passa por x e y. Essa é uma unido enumeravel de retas e ndo cobre R". Os
segmentos [x, z] e [z, y] evitam E; sua concatenacédo fornece o caminho desejado.
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Prorosicio 9.21 Todo espago conexo por caminhos é conexo.

Demonstracao. Fixe x; € X. Para cada x € X, escolha um caminho y, de x, a x.
A imagem y,([0, 1]) é conexa, pois é imagem continua do intervalo. Todas essas
imagens contém x; e sua unido é X. Pelo lema do ponto comum, X é conexo.

A reciproca nao vale, como mostra o exemplo da curva seno do topélogo.

EXEMPLO 9.22 (A CURVA SENO DO TOPOLOGO) Considere

S = {(x sen%) x> 0} u(fo}x[-1,1]) c RR?.

A primeira parte é a imagem continua de (0, ) e, portanto, é conexa. O conjunto S
é exatamente seu fecho, logo também é conexo.

Entretanto, S ndo é conexo por caminhos. Suponha que y(¢) = (u(t), v(¢)) ligue
um ponto do segmento vertical a um ponto da curva. Seja

ty = max{t : u(t) = 0}.

Parat > t, suficientemente proximo de t,, temos u(t) > 0, enquanto u(t) — 0 quando
t | ty. Pela propriedade do valor intermediario de u, em intervalos arbitrariamente
pequenos a direita de #, a funcdo u assume valores x para os quais sen(1/x) = 1e

também valores para os quais sen(1/x) = —1. Assim existem sequéncias s,,t, | £
com

v(s,) =1, v(t,) = —1.
A continuidade de v em ¢, exigiria simultaneamente v(f;) = 1 e v(t;) = —1, absurdo.

<

Nesse exemplo ha uma tnica componente conexa, mas duas componentes cone-
xas por caminhos: a curva oscilante e o segmento vertical. A componente dada pela
curva ndo € fechada. Isso mostra uma diferenca importante: componentes conexas
sao sempre fechadas; componentes por caminhos, nao.
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ExempPLo 9.23 (Espaco PENTE) Seja K ={1/n : n > 1} e considere
P2 = ((031] X{O})U(KX [0’1])3 Pl = {O}X(O’lL

com P = P; UP,. O conjunto P, é conexo e P, C P C P,, logo P é conexo. Por outro
lado, um ponto de P; néo pode ser ligado por caminho a um ponto de P,: qualquer
tentativa de alcancar a base teria de atravessar o ponto ausente (0,0). Portanto P
néo é conexo por caminhos.

<4

O lema do ponto comum continua valido com “conexo” substituido por “conexo
por caminhos”.

PrOPOSICAO 9.24 Se (Cy)en € uma familia de subconjuntos conexos por
caminhos e (), C; # @, entdo | J, C; é conexo por caminhos.

Demonstracao. Escolha p na interse¢éo. Dados x, y na unido, existem indices A e
pcomx € Cy ey € Cy. Dentro de C) ha um caminho de x a p, e dentro de C,, ha
um caminho de p a y. A concatenacio desses caminhos permanece na unifo e liga
xay.

ProrosicAo 9.25 Um produto arbitrario de espacos nédo vazios é conexo
por caminhos se, e somente se, cada fator é conexo por caminhos.

Demonstracdao. Uma direcdo segue das proje¢des. Para a outra, dados x = (x;) e
y = (y1), escolha para cada A um caminho y; : [0,1] = X de x) a y;. A aplicagdo

y(®) = (1®))rea

é continua pela propriedade universal da topologia produto e liga x a y.

9.7 Conexidade local

A conexidade do espaco ndo garante a existéncia de vizinhancas conexas ar-
bitrariamente pequenas. Para exigir essa propriedade em torno de cada ponto,
introduzimos a nocdo de conexidade local.
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DEFINICAO 9.26 (CONEXIDADE LOCAL) Um espaco X é localmente
conexo se todo ponto possui uma base de vizinhancas abertas e conexas.
E localmente conexo por caminhos se todo ponto possui uma base de
vizinhancas abertas e conexas por caminhos.

Todo espaco localmente conexo por caminhos é localmente conexo. A reciproca
nio é verdadeira em geral.

A caracterizacéo seguinte transforma uma defini¢do local numa afirmacao sobre
componentes.

ProrosicAo 9.27 Um espago X é localmente conexo se, e somente se,
toda componente conexa de todo aberto U C X é aberta em X.

Demonstracao. Suponha X localmente conexo e seja C uma componente de um
aberto U. Para x € C, escolha uma vizinhanca aberta conexa Vcomx € V C U.
Como V encontra C, a maximalidade da componente implica V. C C. Logo C é
aberta.

Reciprocamente, dado x € U aberto, tome a componente C de U que contém x.
Por hipoétese, C é aberta; sendo conexa e contida em U, ela fornece a vizinhanca
basica desejada.

A mesma caracterizagio vale para conexidade local por caminhos.

ProrosicAo 9.28 Um espago X é localmente conexo por caminhos se,
e somente se, as componentes conexas por caminhos de todo aberto sio
abertas.

COROLARIO 9.29 Se X é localmente conexo por caminhos, entdo todo
aberto conexo de X é conexo por caminhos. Em particular, se X é conexo e
localmente conexo por caminhos, entdo X é conexo por caminhos.
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Demonstracdo. As componentes por caminhos de um aberto sio abertas. Se o
aberto é conexo, ele ndo pode ser unido de duas ou mais componentes abertas
disjuntas; portanto ha uma tGnica componente por caminhos.

9.7.1 Comportamento topologico

Subespacos arbitrarios ndo preservam conexidade local. Por exemplo, {0}u{1/n :
n > 1} C R nédo é localmente conexo em 0, embora R seja. Subespagos abertos,
porém, preservam tanto conexidade local quanto conexidade local por caminhos.
A conexidade local também é preservada por quocientes.

PropPOSICAO 9.30 Seq : X — Y é uma aplicacdo quociente e X é local-
mente conexo, entdo Y é localmente conexo. O mesmo vale para conexidade
local por caminhos.

Demonstracio. SejaU C Y aberto. Entio g~ (U) é aberto em X. Suponha primeiro
X localmente conexo e seja C uma componente conexa de U. Cada componente de
g 1(U) é aberta. A imagem de uma dessas componentes por q é conexa e, portanto,
est4 contida em uma componente de U. Assim g~!(C) é unido de componentes de
g 1(U), logo é aberto. Como q é quociente, C ¢ aberto. Pela caracterizagio anterior,
Y é localmente conexo.

O mesmo argumento, substituindo componentes conexas por componentes
conexas por caminhos, prova a segunda afirmacéo.

Produtos finitos preservam conexidade local e conexidade local por caminhos.
Para produtos infinitos, essa conclusido pode falhar.

ExempLo 9.31 Cada espaco discreto {0, 1} é localmente conexo e localmente
conexo por caminhos. Entretanto,

fo.3N
com a topologia produto néo é localmente conexo: todo aberto basico deixa infinitas
coordenadas livres e, por isso, é desconexo. Esse é o espago de Cantor.
<

Somas arbitrarias preservam as duas propriedades locais, pois cada somando é
um subespaco aberto e fechado.
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Subespacos Quocientes Produtos Somas

Localmente conexo abertos Sim finitos Sim
Localmente conexo
por caminhos abertos Sim finitos Sim
ExERcicIOS

Exercicio 9.1: Sejam 7; C 7, topologias no mesmo conjunto X. Determine quais
implica¢des entre conexidade de (X, 1) e de (X, 15) sdo validas.

0

Exercicio 9.2: Seja (A;);er uma familia de subconjuntos conexos de X tal que
A; N Aj # @ para todos i, j. Mostre que Ul. A; é conexo.
O

Exercicio 9.3: Se C C X é conexo e encontra tanto A quanto X \ A, mostre que C
encontra a fronteira de A.
O

Exercicio 9.4: Mostre que um conjunto infinito com a topologia cofinita é conexo.

g

Exercicio 9.5: Mostre que toda funcdo continua f : R — N, com N discreto, é
constante.
O

Exercicio 9.6: Se A C X é aberto, fechado, conexo e ndo vazio, mostre que A é
uma componente conexa de X.

O
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Exercicio 9.7: Use pontos de corte para mostrar que (0, 1) e (0, 1] ndo sio homeo-
morfos.

0

Exercicio 9.8: Mostre que nenhum subconjunto de R é homeomorfo a S'.

Exercicio 9.9: Paran > 1, mostre que R e R” ndo sdo homeomorfos. Sugestdo:
remova um ponto e compare a conexidade do que resta.
O

Exercicio 9.10: Se f : [0,1] — [0, 1] é continua, mostre que f possui um ponto
fixo.

0

Exercicio 9.11: Se f : S! — R é continua, mostre que existe x € S! tal que

f&x) = f(=x).
U

Exercicio 9.12: Prove que a imagem continua e sobrejetiva de um espaco conexo
por caminhos é conexa por caminhos.
g

Exercicio 9.13: Mostre que o fecho de um conjunto conexo por caminhos pode
deixar de ser conexo por caminhos.

O

Exercicio 9.14: Prove que Hl. X; é conexo por caminhos se, e somente se, cada X;
é conexo por caminhos.

O
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Exercicio 9.15: Sejan > 1e A C R" enumeravel. Mostre que R"” \ A é conexo por
caminhos.

0

Exercicio 9.16: Mostre que um conjunto infinito enumeravel com a topologia
cofinita é conexo, mas no é conexo por caminhos. 0

Conexidade, conexidade por caminhos e suas versoes locais sdo condigdes distin-
tas. A primeira exclui separacdes do espago por abertos; a segunda exige caminhos
entre quaisquer dois pontos; as condi¢des locais exigem bases de vizinhancas com
essas propriedades. A curva seno do topdlogo e o espaco pente mostram diferencas
entre essas nocoes, que serdo utilizadas posteriormente no estudo de espagos com
estrutura geométrica e algébrica.



CAPITULO

10

Espacos Regulares e
Normais

Os axiomas Ty, T; e T, estabelecem condi¢des para distinguir pontos por abertos.
Regularidade e normalidade tratam da separagéo entre um ponto e um fechado que
nio o contém e entre dois fechados disjuntos, respectivamente.

O estudo dessas condi¢des conduzira a construcido de fungdes continuas que sepa-
ram conjuntos. O lema de Urysohn e o teorema de extensdo de Tietze estabelecerdo
essa relacdo para espacos normais. A separacdo de pontos e fechados por fungdes
continuas levara, em seguida, aos espagos de Tychonoff e & compactificagao de
Stone-Cech.

10.1 Espacos regulares

DEFINICAO 10.1 (REGULARIDADE) Um espago topoldgico X é regular
se, dados um fechado F C X e um ponto x ¢ F, existem abertos disjuntos
U,V C X tais que

FcU, xevV.

Dizemos que X é T3 quando é regular e T;.

A condi¢do T} ndo faz parte da defini¢do de regularidade adotada aqui. Essa

252
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convencao separa duas ideias distintas: regularidade controla a separacio entre
pontos e fechados; T; garante que os proprios pontos sejam fechados.

ExeEmpPLO 10.2
1. Todo espaco discreto é T5.
2. Todo espago métrico é Ts.

3. Um espaco indiscreto é regular, mas, se possui mais de um ponto, néo é T e
portanto nao é Ts.

4. O espago de Sierpinski nao é regular.

4

A regularidade pode ser caracterizada pela existéncia, dentro de uma vizinhanca
aberta dada, de outra vizinhanca cujo fecho ainda esteja contido na primeira.

ProPOSICAO 10.3 (CARACTERIZACOES DA REGULARIDADE) Para
um espaco topologico X, sdo equivalentes:

1. X éregular;

2. se x € U e U é aberto, existe um aberto V tal que

xeVcCVcU;

3. todo ponto possui uma base de vizinhancas fechadas.

Demonstracao. Suponha X regular e tome x € U aberto. O conjunto F = X \ U
é fechado e ndo contém x. Escolha abertos disjuntos V > x e W D F. Como
VNnW =@, temos

xeVcVcX\WcU.

Isso prova a segunda condiciio. Ela implica a terceira, pois os fechamentos V assim
obtidos sao vizinhancas fechadas que refinam qualquer vizinhanca aberta de x.

Reciprocamente, seja F fechado e x ¢ F. Pela terceira condicdo, existe uma
vizinhanca fechada K de x contida em X \ F. Escolha um aberto V comx € V C K.
Entdo V e X \ K sdo abertos disjuntos, contendo respectivamente x e F.
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Prorosicio 10.4 Todo subespago de um espaco regular é regular. Conse-
quentemente, todo subespaco de um espaco T3 é Ts.

Demonstracao. Se S C X, A é fechadoemSe x € S\ A, escreva A = SN F com F
fechado em X. Como x ¢ F, aregularidade de X fornece abertos disjuntos U, V com
FcUexeV. Asintersecdes U NS e V NS sdo abertos disjuntos em S, contendo
respectivamente A e x.

ProrosicAo 10.5 Um produto arbitrario de espagos regulares é regular.
Portanto, um produto arbitrario de espagos T3 é T5.

Demonstragao. Seja X = []._; X;, suponha cada X; regular e tome um aberto U
que contém x = (x;). Escolha um aberto basico

xeB=(\m\(U)cU,
JjeJ
com ] finito. Para cada j € J, pela regularidade de X, escolha um aberto Vj com
x; €V;CV;CU,.

Entao
V= ﬂ 7 (V)

jej
é aberto, contém x e satisfaz V C B C U. Pela caracterizacdo anterior, o produto é
regular.

10.2 Espacos normais

Regularidade separa um ponto de um fechado. Normalidade pede a mesma
possibilidade para dois fechados.
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DEFINICAO 10.6 (NORMALIDADE) Um espaco topoldgico X é normal
se, dados fechados disjuntos A, B C X, existem abertos disjuntos U,V tais
que

AcCU, BcV.

Dizemos que X é T, quando é normal e T;.

Exempro 10.7 Todo espaco métrico é normal. Se A e B sdo fechados disjuntos,
as fungdes x — d(x, A) e x — d(x, B) sdo continuas, e os conjuntos

U={x:d(x, A) <d(x,B)}, V ={x : d(x,B) <d(x, A)}

sdo abertos disjuntos contendo, respectivamente, A e B. Assim todo espago métrico
éTy.

ExEmpLoO 10.8 Todo espaco compacto Hausdorft é normal. De fato, o capitulo de
compacidade mostrou que um ponto e um compacto disjunto podem ser separados
por abertos; uma segunda aplicacdo da compacidade separa entdo dois compactos
disjuntos. Como, em um compacto Hausdorff, os fechados sdo compactos, obtemos
normalidade.

A normalidade também possui uma forma de encolhimento.

PrROPOSICAO 10.9 (CARACTERIZACAO DA NORMALIDADE) Um es-
paco X é normal se, e somente se, sempre que F C U, com F fechado e U
aberto, existe um aberto V tal que

FcVcVcU.
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Demonstracdo. Se X é normal, separe os fechados F e X \ U por abertos disjuntos
V e W. Entdo
FCVcVCX\WcU.

Reciprocamente, dados fechados disjuntos F, G, aplique a hipétese a F € X \ G.
Obtenha um aberto Vcom F c V c V € X \ G. Entdo V e X \ V sdo abertos
disjuntos contendo F e G.

ExEmPLoO 10.10 (A RETA DE SORGENFREY) A reta de Sorgenfrey é normal.
Se A e B sao fechados disjuntos, para cada a € A escolha a’ > a de modo que
[a,a’) N B = @, e para cada b € B escolha b’ > b com [b,b’) N A = @. Entdo

U=|Jlaa) v=[]Jbb)

aeA beB

sdo abertos contendo A e B. Se a < b, a condicéo [a,a’) N B = @ forca a’ < b; se
b < a, analogamente b’ < a. Logo os intervalos usados na construcgio de U e V séo
sempre disjuntos,e U NV = @.

N

Normalidade néo é hereditaria para subespagos arbitrarios, mas é para subespagos

fechados.

Prorosicio 10.11 Todo subespaco fechado de um espago normal é nor-
mal. Em particular, todo subespago fechado de um espaco Ty é Ty.

Demonstracao. Se S é fechado em X e A, B sdo fechados disjuntos em S, entdo A
e B também sdo fechados em X. Separe-os em X por abertos disjuntos e intersecte
esses abertos com S.

A normalidade é preservada pelas aplica¢des que satisfazem as hipoteses da
proposi¢do seguinte.
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ProrosicAo 10.12 Se f : X — Y é continua, fechada e sobrejetiva e X é
normal, entdo Y é normal.

Demonstracio. Sejam A, B C Y fechados disjuntos. Os conjuntos f~1(A) e f~!(B)
sdo fechados disjuntos em X. Escolha abertos disjuntos U,V que os contenham.
Defina
U =Y\ f(X\U), V' =Y\ f(X\V).
Como f é fechada, U” e V’ sdo abertos. Além disso, A C U’ e B C V’. Finalmente,
FYU) cUe f1(V") CV,de modo que U’ NV’ = @ pela sobrejetividade de f.
]

A propriedade de Lindel6f permite deduzir a normalidade a partir da regularidade.

TEOREMA 10.13 (REGULAR + LINDELOF IMPLICA NORMAL) Todo
espaco regular e Lindel6f é normal.

Demonstracdo. Sejam A, B fechados disjuntos. Pela regularidade, para cadaa € A
existe um aberto U, tal que

acU, U,NnB=0.

Como A é fechado em um espaco Lindel6f, é Lindelof. Escolha uma subcobertura
enumeravel Up,Us, ... de A. Do mesmo modo, escolha abertos V7, Vs, ... cobrindo B
comV,NA=0q.

Defina
v=J (Un NU V_k),
n>1 k<n
v=_J (Vn NG @)
n>1 k<n

Cada termo das unides é aberto. Como os fechos V_k nao encontram A, temos A C U;
analogamente, BC V.

Se um ponto pertencesse simultaneamente ao termo de indice n da primeira
unifo e ao termo de indice m da segunda, entdo, se n < m, o segundo termo o

excluiria por pertencer a U,; se m < n, o primeiro o excluiria por pertencer a V,,,.
PortantoU NV = @.
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10.3 O lema de Urysohn

O lema de Urysohn reforca a separacdo por abertos: em um espago normal, dois
fechados disjuntos podem ser distinguidos por uma funcéo continua com valores
em [0, 1] que assume os valores 0 e 1 sobre eles.

TEOREMA 10.14 (LEMA DE UrRysoHN) Um espaco topoldgico X é nor-
mal se, e somente se, para quaisquer fechados disjuntos A, B C X existe uma

funcédo continua
fiX o0

tal que fl4 =0e flg=1.

Demonstracao. Suponha primeiro X normal. Seja D o conjunto dos niimeros
diadicos de [0, 1]. Construiremos abertos (U, ),cp tais que

Acly, UclU (r<s), U =X\B.
Pela caracterizacdo da normalidade, escolha primeiro U, com
AcUycUyc X\ B=Uj.

Tendo construido os abertos nos diadicos de denominador 2", insira entre cada par
consecutivo r < s um aberto U,y /, satisfazendo

Ur C Upts)/2 C Uprrs)/2 C Us.

Isso é possivel novamente pela normalidade.
Defina
f&x)=inf(fre D : x €U} u{1}).

Como A C U, temos f = 0 em A. Como B nio encontra nenhum U, com r < 1,
temos f =1 em B.
Resta verificar a continuidade. Para a € (0, 1],

{x: f(x)<a}= UU,,
r<a
que é aberto. Para b € [0, 1),

fx: fG) > b= J(X\ D).

r>b
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que também é aberto. Esses conjuntos formam uma sub-base da topologia de [0, 1],
logo f é continua.
Reciprocamente, se tal funcdo existe para todo par de fechados disjuntos, tome

U=f10,1/3), V=F12/31]).

S0 abertos disjuntos contendo A e B. Portanto X é normal.

O lema de Urysohn transforma separacdo topoldégica em uma coordenada real.
Essa ideia aparecera novamente na completa regularidade e na compactificacdo de
Stone-Cech.

10.3.1 O lema de Jones

Uma consequéncia do lema de Urysohn fornece um obstaculo a normalidade.

ProprPosicAo 10.15 (LEMA DE JONES) Se X é separavel e normal e
D c X é fechado e discreto, entdo

2Dl < 9%

Em particular, |D| < 2%.

Demonstracdo. Para cada E C D, os conjuntos E e D \ E sio fechados e disjuntos
em X. Pelo lema de Urysohn, existe fg : X — [0,1] com fg(E) = {0} e fg(D\E) =
{1}. Assim, E — fg é injetiva e

2Pl < lo(X, R)|.

Se S C X é denso e enumeravel, uma funcio continua real é determinada por
sua restrigdo a S, pois R é Hausdorff. Logo

IC(X,R)| < IR = 2%,

A primeira desigualdade segue. Se |D| > 2% entdo, pelo teorema de Cantor, PARIBS
2% contradicio.
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ExEMPLO 10.16 (O PLANO DE SORGENFREY NAO E NORMAL) O plano de
Sorgenfrey $ x § é separavel: Q? é denso. A antidiagonal

D={(x,—x) : x e R}

é fechada e discreta na topologia produto de Sorgenfrey, e possui cardinalidade do
continuo. Pelo lema de Jones, o plano de Sorgenfrey nao pode ser normal.
Assim, mesmo o produto de dois espacos normais pode deixar de ser normal.

10.4 O teorema de extensao de Tietze

Urysohn prescreve dois valores, 0 e 1, em dois fechados. O teorema de Tietze
substitui esses dois valores por uma funcéo continua arbitraria definida em um
fechado e mostra que ela pode ser estendida ao espago todo.

A prova parte do seguinte lema de aproximacao.

LEMA 10.17 (APROXIMACAO) Se X énormal, A C X éfechadoeh : A —
R é continua com |h| < M, entdo existe uma fung¢io continua g : X — R tal

que
<2
=3
(¢}
|h—g|£% em A.

Demonstracao. Os conjuntos

A_={xe€ A : h(x)<-M/3}, A ={xe A : h(x)>M/3}
sdo fechados em X e disjuntos. Pelo lema de Urysohn, existe u : X — [0, 1] com
u=0emA_eu=1emA,. Faca

g= %(Zu —1).

Entdo |g| < M/3. Em A_ e A,, a escolha de g reduz o erro para no maximo 2M/3;
no conjunto restante, |h| < M/3 e |g| < M/3, de modo que a mesma estimativa vale.
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TEOREMA 10.18 (TEOREMA DE EXTENSAO DE TIETZE) Se X é normal,
A C X éfechadoe f : A — R é continua, entdo existe uma funcéo continua
F: X —> Rtalque Fl4 = f.

Se f(A) C [-M, M], a extensdo pode ser escolhida com F(X) C [-M, M].

Demonstracao. Suponha primeiro |f| < 1. Aplique o lema anterior a f e obtenha

8o com || gollee < 1/3 €
If —&l<2/3 emA

Aplique o lema novamente ao residuo f — gy|4, depois ao novo residuo, e assim por
diante. Obtemos func¢des continuas g, : X — R tais que

1/2\"
<Z(Z
gl < 5 (3)

n 2 n+1
- <|= A.
‘f 2,8 < (3) em
k=0
A série ) g, converge uniformemente em X. Portanto
F= Z &n
n=0

é continua. Em A, o erro tende a zero, logo F|4 = f. Além disso,

— 12\
F<Xs(5) -t

n=0

Escalando, obtemos o resultado para func¢des com imagem em [—M, M].
Para uma fungéo real arbitraria, escolha um homeomorfismo ¢ : R — (—1,1)
e aplique a parte anterior a ¢ o f. Obtenha H : X — [—1,1] estendendo ¢ - f. O
fechado
C={x:|H)I=1}

é disjunto de A. Pelo lema de Urysohn, existe u : X — [0,1] comu =1em A e
u=0emC. Entdo G = uH satisfaz |G| < 1 em todo X e G|4 = ¢ » f. Assim

F:(p_loG

é a extensdo desejada.
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O teorema de Tietze e o lema de Urysohn séo, de fato, duas faces da normalidade.
Se toda fungao continua definida num fechado e com valores em [0, 1] puder ser
estendida, aplique essa propriedade a func¢io definida em A U B que vale 0 em
um fechado A e 1 no outro fechado B. A extensio recupera o lema de Urysohn e,
portanto, a normalidade.

10.5 Espacos completamente regulares

Normalidade separa dois fechados por uma funcio. Para muitas construcdes,
principalmente produtos e compactificagdes, é suficiente pedir a separacdo de um
ponto e um fechado.

DEFINICAO 10.19 (COMPLETA REGULARIDADE) Um espaco X é com-
pletamente regular se, para todo fechado F C X e todo x & F, existe uma
funcdo continua f : X — [0, 1] tal que

fx)=1, flr=0.

Um espaco é de Tychonoff, ou T,1,seé completamente regular e T;.
2

ProrosicAo 10.20 Todo espago T, é de Tychonoft.

Demonstracao. Se X é Ty, entdo é T; e normal. Dado um fechado F e um ponto
x & F, o singleton {x} é fechado. O lema de Urysohn aplicado a F e {x} fornece uma
fungéo continua f : X — [0,1] com f|p = 0e f(x) = 1. Logo X é completamente
regular e T7.

Prorosicio 10.21 Todo espaco completamente regular é regular. Por-
tanto todo espaco de Tychonoff é T;.
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Demonstracao. Se F é fechado e x € F, escolha f : X — [0,1] com f(F)=0e
f(x) = 1. Os abertos

fH(l0,1/3)) e f71((2/3.1])

separam F e x.

ProrosicAo 10.22 Subespacos de espagos completamente regulares sio
completamente regulares. Em particular, subespacos de espacos de Tychonoff
sao de Tychonoft.

Demonstracdo. Se S C X, F é fechadoem Se x € S\ F, escreva F = SN H com
H fechado em X e x ¢ H. Uma funcdo que separa x de H em X, restrita a S, separa
x de F.

ProrosicAio 10.23 Um produto arbitrario de espagos completamente re-
gulares é completamente regular. Consequentemente, um produto arbitrario
de espacos de Tychonoff é de Tychonoft.

Demonstracao. Seja X = Hi X;, seja A C X fechado e x ¢ A. Escolha um aberto
bésico
xeW =7 '(U)c X\ A,
jeJ

com J finito. Para cada j € J, escolha uma funcdo continua g; : X; — [0, 1] tal que
gi(x) =1, gi(X;\Up =0.

Entdo
8= H(gj ° ”j)
j€J
é continua, vale 1 em x e vale 0 em A, pois todo ponto de A deixa de pertencer a W
em pelo menos uma das coordenadas de J.
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CoroLARIO 10.24 Todo espaco localmente compacto Hausdorff é de Ty-
chonoff.

Demonstracdo. Pelo capitulo de compacidade, um espago localmente compacto
Hausdorft é homeomorfo a um subespago aberto de um compacto Hausdorff. Com-
pactos Hausdorff sdo Ty, portanto de Tychonoff, e a propriedade de Tychonoff é
hereditaria.

10.5.1 Funcdes como coordenadas

A completa regularidade pode ser lida de outra maneira: existem funcdes conti-
nuas reais suficientes para reconstruir a topologia. Em um espaco de Tychonoff,
para cada aberto U e cada x € U existe f : X — [0, 1] continua tal que

f=1, FIX\U) = {o}.

Assim, os conjuntos da forma f~!((1/2,1]) refinam todos os abertos do espaco.

TEOREMA 10.25 (TEOREMA DE IMERSAO DE TYCHONOFF) Seja
€ =C(X,[0,1])

a familia de todas as funcdes continuas de X em [0, 1]. Um espaco X é de
Tychonoff se, e somente se, a aplicagio de avaliagdo

ex : X —[0,1]%,  ex(x) = (f()sep

¢ um mergulho.

Demonstracdo. Se X é de Tychonoff, as func¢des de € separam pontos: se x # y, 0
conjunto {y} é fechado e existe f € € com f(x) = 1e f(y) = 0. Logo ex é injetiva.
A propriedade universal do produto mostra que ey é continua.

Além disso, se U é aberto e x € U, a completa regularidade fornece f € € com
f(x)=1e f(X \U) = 0. Entao

x € f1((1/2,1])) cU.
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Portanto a topologia de X é exatamente a topologia inicial gerada pelas coordenadas
de ex. Isso diz que ex é um homeomorfismo de X sobre sua imagem.

Reciprocamente, [0,1]% ¢é de Tychonoff e a propriedade de Tychonoff é heredi-
taria para subespagos. Logo qualquer espaco homeomorfo a um subespago desse
cubo é de Tychonoff.

10.6 Comportamento topolégico

As propriedades estudadas neste capitulo tém comportamentos diferentes sob as
construgdes basicas.

Subespacos  Quocientes Produtos Somas
Regular Sim Nio em geral Sim Sim
Tychonoff Sim Nao em geral Sim Sim
Normal fechados  N&o em geral Niaoem geral Sim

Para normalidade, ha duas ressalvas. Imagens continuas, fechadas e sobrejetivas
preservam normalidade, como vimos. Produtos, por outro lado, podem falhar ja
para dois fatores, como mostra o plano de Sorgenfrey.

10.7 Compactificacio de Stone-Cech

A compactificagdo de Alexandroff é obtida acrescentando um ponto, cujas vizi-
nhancas sdo determinadas pelos compactos do espaco original. A compactificagao
de Stone-Cech sera caracterizada por uma propriedade de extensio: toda aplicacio
continua do espa¢o em um compacto Hausdorff deve admitir uma extensio continua
a compactificacéo.

Se X é de Tychonoff, seja novamente

€ =C(X,[0,1])
e considere o mergulho de avaliagio

ex : X — [0,1]%.
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DEFINICAO 10.26 (COMPACTIFICACAO DE STONE-CECH) Para um
espaco de Tychonoff X, definimos

BX = ex(X) c [0,1]%.

Identificando X com ex(X), chamamos X de compactificacao de Stone—
Cech de X.

Pelo teorema de Tychonoff, o cubo [0,1]% é compacto Hausdorff. Logo X,
sendo fechado nesse cubo, também é compacto Hausdorff. Por defini¢do, X é denso
em fX.

O resultado central é a propriedade universal.

TEOREMA 10.27 (PROPRIEDADE UNIVERSAL DE STONE—CECH) Se
X é de Tychonoff, K é compacto Hausdorffe f : X — K ¢é continua, entédo
existe uma Unica funcio continua

Fipx—K

tal que

flx= 1.

Demonstracao. Como K é compacto Hausdorff, é de Tychonoff. Seja
2 =C(K,[0,1])
e considere o mergulho
ex - K— [0,1]2.

Para cada g € 9, a composigdo g o f pertence a C(X, [0, 1]) = €. Portanto ela é
uma das coordenadas usadas na defini¢do de X e se estende naturalmente a uma
fungio continua -
gof: pX —[0,1]
pela projecéo correspondente do cubo.
Reunindo essas coordenadas, obtemos uma aplica¢do continua

F:pX—>[0,1]2, F(z)= (@(z))geg.
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Em X, temos
Flx =ex- f.

Como K é compacto e o cubo é Hausdorff, ex(K) é fechado. Assim,

F(BX) c F(X) = ex(f(X)) C eg(K).

Podemos entao definir

]?= eI_<l oF.
Ela é continua e estende f.

A unicidade segue da densidade de X em SX: duas aplicacdes continuas de fX
em um espac¢o Hausdorff que coincidem em um conjunto denso coincidem em todo
0 espago.

CoroLARIO 10.28 Toda funcao continua limitada f : X — R admite uma
Unica extensdo continua a fX.

Demonstracao. A imagem de f esta contida em algum intervalo compacto
[-M, M]. Aplique a propriedade universal com K = [-M, M].

A propriedade universal caracteriza fX a menos de homeomorfismo: se outra
compactificagdo de X possui a mesma propriedade de extensdo para compactos
Hausdorfl, as extensoes das identidades produzem homeomorfismos inversos entre
as duas compactificacdes.

ExXERcicIOs

Exercicio 10.1: Prove diretamente que todo espaco métrico é Ty.
Exercicio 10.2: Mostre que o espaco de Sierpinski é normal, mas néo é regular

nem Hausdorf.

g
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Exercicio 10.3: Seja X normal. Dados fechados disjuntos A, B C X, prove que
existem abertos U, V tais que

AcU, BcCV, Uunv=o.

Exercicio 10.4: Mostre que o limite uniforme de fun¢oes continuas reais é conti-
nuo.

g

Exercicio 10.5: Se f,g : X — R sdo continuas, mostre que max{ f, g} e min{f, g}
sdo continuas.

O

Exercicio 10.6: Mostre que a versao do lema de Urysohn com valores constantes

a # f é equivalente a versdo com valores 0 e 1.
O

Exercicio 10.7: Sejam 7 C o topologias no mesmo conjunto. Investigue se
regularidade e normalidade passam de (X, 7) para (X, o) ou na dire¢ao contraria.

g

Exercicio 10.8: Se []; X; é normal, mostre que cada fator X; é normal.

Exercicio 10.9: O espaco RN com a topologia produto é normal? Justifique.
O
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Exercicio 10.10: Dé uma prova direta do lema de Urysohn para espagos métricos
usando

_ d(x, A)
FO) = S T de By

Exercicio 10.11: Mostre diretamente que o teorema de Tietze implica o lema de
Urysohn.
O

Exercicio 10.12: Prove que todo espaco regular e segundo-enumeravel é normal.

0

Exercicio 10.13: Mostre que o produto de dois espagos Lindel6f pode nao ser
Lindelof, usando a reta de Sorgenfrey.
O

Exercicio 10.14: Mostre que todo compacto Hausdorff é de Tychonoff de duas
maneiras: primeiro via T e Urysohn; depois via a compactificagdo de Alexandroff
aplicada a um subespaco aberto adequado.

0

Exercicio 10.15: Dizemos que X é perfeitamente normal se é normal e todo
fechado é Gs. Prove que isso equivale a dizer que todo aberto é unido enumeravel de
fechados cujos interiores o recobrem. Compare essa condi¢do com metrizabilidade.

0

As funcoes continuas relacionam os axiomas de separacgdo as construgdes estu-
dadas neste capitulo. Nos espacgos de Tychonoff, a separagio de pontos e fechados
por essas funcdes permite realizar um mergulho em um cubo. A compactificacao
de Stone-Cech é obtida tomando o fecho da imagem de avaliacio e é caracterizada
pela extensdo de aplica¢des continuas com valores em compactos Hausdorff.



CAPITULO

11

Espacos Metrizaveis

Nos primeiros capitulos, uma métrica apareceu como uma maneira de produzir
uma topologia. Neste capitulo fazemos a pergunta inversa: dada uma topologia,
quando ela pode ser descrita por alguma distancia?

O principal resultado sera o Teorema de Metrizacdo de Urysohn. Sob as hipdteses
de separacdo e enumerabilidade indicadas adiante, func¢des continuas com valores
em [0, 1] permitirdo construir um mergulho no cubo de Hilbert, que é um espago
métrico.

O percurso sera

regularidade + segunda enumerabilidade = normalidade = coordenadas continuas enume:

Cada uma dessas setas ja apareceu, em alguma forma, nos capitulos anteriores. O
objetivo aqui é reuni-las numa tnica demonstragao.

11.1 Métricas compativeis

DEFINICAO 11.1 (EsPACO METRIZAVEL) Seja (X, 7) um espaco topo-
logico. Dizemos que X é metrizavel quando existe uma métrica d em X tal
que a topologia induzida por d coincide com 7. Nesse caso, dizemos que d é
compativel com a topologia de X.

270
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Uma topologia metrizavel quase nunca determina uma tnica métrica. Mesmo
quando uma métrica ja esta disponivel, é util substitui-la por outra com propriedades
mais convenientes sem alterar os abertos.

PrROPOSICAO 11.2 (TRUNCAMENTO DE UMA METRICA) Sed é uma
métrica em X, entdo

d(x, y) = min{1,d(x, y)}

também é uma métrica, é limitada por 1 e induz a mesma topologia que d.

Demonstracdo. As propriedades de simetria, positividade e separacio de pontos
sdo imediatas. Para a desigualdade triangular basta observar que, para a,b > 0,

min{1, a + b} < min{1, a} + min{1, b}.
Logo
d(x,z) < min{1, d(x, y)+d(y,2)} < d(x, y) + &'(y, z).

Se 0 <r <1, entao
By(x,r) = By(x,r).

Portanto as duas métricas possuem as mesmas vizinhancas suficientemente peque-
nas em cada ponto e, consequentemente, induzem a mesma topologia.

11.2 O que uma métrica forca

A metrizabilidade impd&e fortes restri¢oes de separagido e de comportamento
local. Todo espaco métrico é Hausdorfl, regular, normal e primeiro enumeravel.
Esses resultados ja foram demonstrados nos capitulos anteriores. Para a metrizagio
de Urysohn, porém, a relacio entre separabilidade, segunda enumerabilidade e a
propriedade de Lindeldf sera especialmente importante.

TEOREMA 11.3 (ENUMERABILIDADE EM ESPACOS METRICOS) Se X
€ um espaco métrico, sao equivalentes:

1. X é separavel;

2. X é segundo enumeravel;
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3. X é Lindelof.

Demonstracdo. Suponha primeiro que X seja separavel e seja D C X um conjunto
enumeréavel e denso. A familia

%’z{B(q,r):qED,rEQ,r>O}

¢ enumeravel. Mostremos que ela é uma base. Se x € U e U ¢ aberto, escolha
¢ > 0 tal que B(x,¢) C U. Pela densidade de D, existe ¢ € D com d(x,q) < ¢/3.
Escolhendo r € Q de modo que

2€

dx,q) <r< 3

temos
x € B(g,r) C B(x,¢) C U.

Logo X é segundo enumeravel.

Agora suponha que B = {By, B,, ...} seja uma base enumeravel e seja % uma
cobertura aberta de X. Considere os elementos B, da base que estdo contidos em
algum membro de 7. Para cada um deles escolha um aberto U, € % com B, C U,,.
A familia dos U, escolhidos é enumeravel e ainda cobre X, pois todo ponto pertence
a algum elemento basico contido em um membro da cobertura. Assim X é Lindelof.

Finalmente, suponha X Lindel6f. Para cada n > 1, a familia

{B(x, 1/n) : x € X}

¢ uma cobertura aberta. Escolha uma subcobertura enumeravel e denote por D, o
conjunto de seus centros. Entéo

D= )b,

n>1

é enumeravel. Dado um aberto nio vazio U, escolha x € U e ¢ > 0 com B(x,¢) C U.
Tome n com 2/n < ¢. Como as bolas de raio 1/n centradas em D,, cobrem X, existe
q € D, tal que x € B(q, 1/n). Entdo d(x,q) < 1/n < ¢, e portanto g € U. Logo D é
denso.

]
A equivaléncia do teorema depende da hipotese de metrizabilidade. Fora dessa

classe, as trés propriedades nio sido, em geral, equivalentes, como mostram os
contraexemplos examinados ao final do capitulo.
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11.3 Produtos enumeraveis e o cubo de Hilbert

A prova de Urysohn produzira uma sequéncia de fun¢des continuas

fl’fz"'- X — [0,1]

Para trata-las como coordenadas, precisamos saber que um produto enumeravel de
espacos métricos continua sendo metrizavel.

TEOREMA 11.4 (PRODUTO ENUMERAVEL DE ESPACOS METRIZA-
vEls) Se (X,,d,) é um espago métrico para cada n > 1, entdo a topologia

x=]]x

n>1

produto em

é metrizavel.

Demonstracao. Pela Proposicdo 11.2, podemos substituir cada d, por

Pu(x, y) = min{1,d,(x, y)}.
Defina, para x = (x,) e y = (3),

D(x, y) = Z 2_npn(xn, yn)-
n=1

A série converge, pois cada termo é no maximo 27". A positividade, a simetria e a
separacdo de pontos sdo imediatas, e a desigualdade triangular segue termo a termo.
Portanto D é uma métrica.

Resta comparar as topologias. Para cada k,

P i) < 2KD(x, y),

logo a projecédo m : (X, D) — X é continua. Como a topologia produto é a menor
topologia que torna todas as projecdes continuas, ela esta contida na topologia
induzida por D.
Reciprocamente, fixe x € X e ¢ > 0. Escolha N tal que
PIERES %
n>N
Para cada 1 < n < N, escolha 8, > 0 tal que 279, < ¢/(2N) e §, < 1. O conjunto

B, (x,,6,), n<N,
V= HVn’ Vo= G 0n)
nS1 X, n>N,
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¢é uma vizinhanca béasica de x na topologia produto. Se y € V, entdo

N
LR S
D(x,y) < Z 2N+ Z 27" < e
n=1 n>N

Assim V C Bp(x, ¢), e as duas topologias coincidem.

DeFINICAO 11.5 (CuBo DE HILBERT) O espago
x =[0,1]N,

munido da topologia produto, é chamado cubo de Hilbert.

Pelo teorema anterior, uma métrica compativel com # é

dyg(x, y) = Z 2_nlxn - Ynl'

n=1

Prorosicio 11.6 O cubo de Hilbert é separavel e segundo enumeravel.

Demonstragao. Considere o conjunto D das sequéncias (gy,) tais que ¢, € QN[0, 1]
para todo n e g, = 0 a partir de algum indice. Esse conjunto é enumeravel. Toda
vizinhanga basica no produto restringe apenas um nimero finito de coordenadas;
escolhendo valores racionais nessas coordenadas obtemos um elemento de D dentro
da vizinhanca. Logo D é denso.

Como # é métrico, o Teorema 11.3 implica que # é segundo enumeravel.

11.4 De uma base enumeravel a coordenadas
enumeraveis

No capitulo anterior vimos que espacos de Tychonoff possuem fungdes continuas
reais suficientes para separar pontos de fechados e, por meio da aplicacdo de
avaliagdo, podem ser mergulhados em um cubo [0, l]I . Para obter uma métrica, o
ponto decisivo é reduzir o conjunto de coordenadas a uma familia enumeravel.
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Seja X um espaco regular, T; e segundo enumeravel, e fixe uma base
P ={By, By, ...}.
Considere o conjunto de pares
P ={Gi,j) e N? : B;C B}}.

Ele é enumeravel.

LEmA 11.7 (PARES QUE REFINAM QUALQUER VIZINHANCA) Para
todo aberto U C X e todo x € U, existem indices i, j tais que

x € B, CB CB;CU.

Demonstracdo. Escolha primeiro B; € % com
x€eB;cU.
Pela regularidade, existe um aberto V tal que
x€EVCVCB,
Escolha entdo B; € 9 com x € B; C V. Assim
xEB CBCVCBCU.

Como X é segundo enumeravel, é Lindelof. Pelo resultado do capitulo anterior,
um espaco regular e Lindel6f é normal. Podemos, portanto, aplicar o Lema de
Urysohn.

Para cada (i, j) € &, escolha uma func¢io continua

fij : X —[0,1]

tal que

fi=1 emB, fii=0 em X\ B,
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Proprosicio 11.8 (UMA FAMILIA ENUMERAVEL DE COORDENA-
pas) A familia {f;; : (i, /) € 9} é enumeravel e possui a seguinte proprie-
dade: se U é aberto e x € U, existe uma funcido f da familia tal que

xe f71((1/2,1]) cU.

Em particular, essas func¢des separam pontos.

Demonstracao. A enumerabilidade decorre de & C IN2. Dados x € U, escolha i, j
pelo Lema 11.7. Como x € B;, temos ﬁj(x) = 1. Além disso,

fi'((1/2,1]) c B c U,

pois f;; vale zero fora de B,.

Se x # y, aplique a propriedade ao aberto U = X \ {y}, que contém x porque X
¢ T;. Obtemos uma fungao f com f(x) > 1/2 e f(y) = 0. Logo a familia separa
pontos.

Enumere essa familia como fi, f5, ... e defina

F:X—> %, F(x) = (fl(x), fz(x),...).

ProPosicAo 11.9 (MERGULHO NO cUBO DE HILBERT) A aplicacdo
F é um mergulho topolégico de X no cubo de Hilbert.

Demonstracdo. Cada coordenada de F é continua; pela propriedade universal
da topologia produto, F é continua. A Proposi¢do 11.8 mostra que as coordenadas
separam pontos, portanto F é injetiva.

Resta verificar que a topologia de X coincide com a topologia induzida por F. Se
U é aberto e x € U, escolha f, tal que

x € f,1((1/2,1]) c U.

O conjunto
W,={zeX : z,>1/2}

é aberto em # e
x € F{(w,) cU.
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Logo todo aberto de X é aberto para a topologia inicial determinada por F. A
inclusdo oposta segue da continuidade de F. Assim F é um homeomorfismo de X
sobre o subespago F(X) C 7.

11.5 O Teorema de Metrizacao de Urysohn

Os resultados anteriores permitem agora demonstrar o teorema de metrizacao.

TEOREMA 11.10 (TEOREMA DE METRIZACAO DE URYSOHN) Para
um espago topoldgico Ty, sdo equivalentes:

1. X é metrizavel e separavel;
2. X éregular e segundo enumeravel;

3. X é homeomorfo a um subespaco do cubo de Hilbert [0, 1]N.

Demonstracdo. Suponha primeiro que X seja metrizavel e separavel. Espacos
métricos sdo regulares e Ty; pelo Teorema 11.3, a separabilidade implica a segunda
enumerabilidade. Logo (1) implica (2).

A implicacdo (2) = (3) é precisamente a Proposi¢do 11.9.

Finalmente, suponha (3). O cubo de Hilbert é metrizavel; portanto todo seu
subespaco é metrizavel, pela restri¢io da métrica. Além disso, o cubo de Hilbert é
segundo enumeréavel pela Proposi¢io 11.6, e essa propriedade é hereditaria para su-
bespacos. Assim X é métrico e segundo enumeravel. Novamente pelo Teorema 11.3,
X é separavel. Logo (3) implica (1).

COROLARIO 11.11 (FORMA USUAL DO TEOREMA DE URYSOHN)
Todo espaco regular, T; e segundo enumeravel é metrizavel.
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Demonstracdo. Pelo Teorema 11.10, tal espago é homeomorfo a um subespaco do
cubo de Hilbert, que é métrico.

A construcéo utilizada na prova permite também escrever explicitamente uma
métrica compativel com a topologia.

COROLARIO 11.12 (UMA METRICA CONSTRUIDA PELAS COORDE-
nAaDAS) Sob as hipoteses do Corolario 11.11, escolha as fung¢des fi, fa, ...
da Proposicao 11.8. Entdo

d(x,y) = Y, 27" o) = f))
n=1

¢ uma métrica compativel com a topologia de X.

Demonstracdo. Essa é exatamente a métrica do cubo de Hilbert restrita a F(X) e
transportada para X pelo mergulho F.

11.6 O cubo de Hilbert como espaco universal

O teorema anterior admite uma leitura geométrica particularmente util:

espacos métricos separaveis = subespacos de [0, 1], a menos de homeomorfismo.

Assim, dentro da classe separavel, ndo precisamos procurar um espaco ambiente
novo para cada exemplo. O mesmo cubo contém, como subespagos, todos eles.

CoroLARIO 11.13 Todo espaco compacto, Hausdorff e segundo enumera-
vel é homeomorfo a um subespaco compacto, portanto fechado, do cubo de
Hilbert.
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Demonstracao. Espacos compactos Hausdorff sdo regulares. O Teorema de Ury-
sohn fornece um mergulho em #°. A imagem é compacta e, como # é Hausdorff,
¢ fechada.

A segunda enumerabilidade é justamente o mecanismo que reduz o ntimero de
coordenadas. Sem ela, o teorema de imersao de Tychonoff ainda pode fornecer um
mergulho em [0, 1]1, mas o conjunto de indices I pode ser ndo enumeravel; nesse
caso, o produto deixa de se comportar como um espacgo métrico.

11.7 Fronteiras da metrizabilidade

Os exemplos seguintes mostram por que as hipoteses do teorema néo podem ser
retiradas em geral.

ExEmMPLO 11.14 (UM ESPACO METRIZAVEL QUE NAO £ SEGUNDO ENUME-
RAVEL) Se X é um conjunto ndo enumeravel com a topologia discreta, entdo

dey) =" 77
1, x#y
é uma métrica compativel. Entretanto, qualquer base da topologia discreta deve
conter todos os singletons {x}; portanto nenhuma base pode ser enumeravel.
Isso ndo contradiz Urysohn. O teorema caracteriza os espacos metrizaveis e
separaveis, e ndo todos os espacos metrizaveis.

ExEmpPro 11.15 (A RETA DE SORGENFREY) Na reta de Sorgenfrey, os inter-
valos [a, b) formam uma base. O espaco é separavel: Q é denso, pois todo intervalo
basico ndo vazio contém um racional.

Por outro lado, a reta de Sorgenfrey néo é segundo enumeravel. Se 9 fosse uma
base enumeravel, para cada x € R poderiamos escolher B, € % com

X € B, C [x,x+1).

Entdo x é o menor elemento de B, de modo que x — B, é injetiva. Isso é impossivel
porque R é ndo enumeravel.

Se a reta de Sorgenfrey fosse metrizavel, sua separabilidade implicaria, pelo
Teorema 11.3, a segunda enumerabilidade. Portanto ela ndo é metrizavel.
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ProrPosicAo 11.16 (UM PRODUTO COM COORDENADAS DEMAIS) Se
I é ndo enumeravel, entéo [0, l]I , com a topologia produto, nao é primeiro
enumeravel. Em particular, ndo é metrizavel.

Demonstracao. Fixe x € |0, 1]1 e suponha que Uj,Us,... seja uma base local
enumeravel em x. Para cada n, escolha uma vizinhanca basica V,, tal que

xeV,cl,.

Cada V,, restringe apenas um conjunto finito F, C I de coordenadas. Logo

F=|JF,

n>1

é enumeravel. Escolhaie I \ F.
Tome um aberto proprio O C [0, 1] que contenha x; e considere

w = 10).

Como (U,) é uma base local, existe n com U, C W, e portanto V,, C W. Masi & F,,
de modo que V,, ndo impde restricdo alguma a coordenada i. Podemos alterar apenas
essa coordenada para um valor fora de O e obter um ponto de V,, que néo pertence
a W, contradicéo.

Espacos métricos sdo primeiro enumeraveis, logo [0, 1]/ nio é metrizavel.

A diferenca em relagido ao cubo de Hilbert esta na enumerabilidade. Para produ-
tos enumeraveis, as métricas dos fatores podem ser combinadas em uma métrica
compativel com a topologia produto. No produto nao enumeravel considerado
acima, a auséncia de uma base local enumeravel impede a metrizabilidade.

OBSERVACAO 11.17 (CRITERIOS MAIS GERAIS) Existem teoremas
de metrizacdo mais gerais, entre eles os critérios de Nagata—Smirnov e de
Bing. Suas demonstragdes exigem uma teoria de familias localmente finitas
e discretas que ndo sera desenvolvida aqui. Por isso nao os incluimos como
teoremas sem prova: o papel deste capitulo é levar até o fim, com todas as
etapas visiveis, o critério de Urysohn.
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Exercicios
1. Mostre diretamente que todo subespaco de um espaco metrizavel é metrizavel.
2. Seja (X, d) um espago métrico. Mostre que

d(x,y)

p(x,y) = T1d(xy)

¢ uma métrica limitada compativel com a mesma topologia.
3. Em RN, escreva explicitamente uma métrica que induza a topologia produto.

4. Mostre diretamente, sem usar o Teorema 11.3, que o cubo de Hilbert possui uma
base enumeravel.

5. Seja X compacto, Hausdorff e segundo enumeravel. Mostre que existe uma
sequéncia de funcoes f, : X — [0,1] que separa pontos e que a aplicacdo
x = (f4(x))p>1 identifica X com um subconjunto fechado do cubo de Hilbert.

6. Mostre que um quociente de um espaco metrizavel pode deixar de ser Hausdorff
e conclua que a metrizabilidade néo é preservada por quocientes arbitrarios.
Vocé pode reutilizar um dos exemplos do capitulo sobre axiomas de separacéo.

7. Generalize a Proposicdo 11.16: suponha que (X;);c; seja uma familia de espagos
e que, para ndo enumeravelmente muitos indices, X; possua pelo menos dois
pontos e um desses pontos admita uma vizinhanca propria. Mostre que o produto
nao é primeiro enumeravel em pontos adequados.

8. Prove que todo espaco compacto, Hausdorff e com base enumeravel é metrizavel.



CAPITULO

12

Espacos Metricos
Completos

Metrizabilidade e completude sdo propriedades distintas. A primeira exige a
existéncia de uma métrica que induza a topologia dada. A segunda se refere a uma
métrica escolhida e exige que toda sequéncia de Cauchy tenha limite no espaco.

Essa distingao é essencial. O intervalo (0, 1) com a métrica usual ndo é completo,
embora seja homeomorfo a R e, portanto, admita uma métrica compativel com-
pleta. Depois de estudar completamentos, veremos duas consequéncias centrais da
completude: o Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Teorema de Baire.

12.1 Sequéncias de Cauchy e completude

DEFINICAO 12.1 (SEQUENCIA DE CAUCHY) Seja (X,d) um espaco
métrico. Uma sequéncia (x;) é de Cauchy quando, para todo ¢ > 0, existe N
tal que

mn>N = d(x, x,)<e.

282
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DEFINICAO 12.2 (Espaco coMPLETO) Um espago métrico (X, d) é com-
pleto quando toda sequéncia de Cauchy em X converge para um ponto de
X.

Toda sequéncia convergente é de Cauchy. A reciproca caracteriza precisamente
a completude.

ProrosicAo 12.3 Toda sequéncia de Cauchy em um espaco métrico é
limitada.

Demonstracao. Se (x;,) é de Cauchy, existe N tal que
m,n > N = d(x,, x,) < 1.

Em particular, para n > N temos d(x,, xy) < 1. Os termos anteriores a xy sdo
finitos em numero. Logo toda a sequéncia esta contida em alguma bola centrada
em xy.

Prorosicio 12.4 Se A é um subespaco de um espaco métrico (X, d),
entdo:

1. se X é completo e A é fechado, entdo A é completo;

2. se A é completo, entdo A é fechado em X.

Demonstracgao. Se (a,) é de Cauchy em A, entdo também é de Cauchy em X. Pela
completude de X, existe x € X com a, = x. Como A é fechado, x € A.

Reciprocamente, suponha A completo e seja x € A. Para cadan > 1, escolha
a, € A com d(ay, x) < 1/n. Entdo a, — x em X, logo (a,) é de Cauchy em A. Pela
completude de A, existe a € A com g, — a. A unicidade do limite em espacos
métricos da x = a € A.
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DEFINICAO 12.5 (COMPLETAMENTE METRIZAVEL) Um espac¢o topo-
logico é completamente metrizavel quando admite alguma métrica compativel
que seja completa.

ExeEmpro 12.6 O intervalo (0, 1) com a métrica usual ndo é completo. Entretanto,
a aplicacdo

h:(0,1) —R, h(x) = log

5

1—x

é um homeomorfismo. A métrica

p(x,y) = |h(x) — h(y)I

é compativel com a topologia usual de (0, 1) e é completa, pois h é uma isometria
de ((0,1), p) sobre R.

i3

O exemplo mostra que a completude de uma métrica ndo é determinada apenas
pela topologia que ela induz. A existéncia de alguma métrica compativel completa,
por outro lado, é uma propriedade topologica.

12.2 Completamento

DEFINICAO 12.7 (COMPLETAMENTO) Um completamento de um espago
métrico (X, d) é um espago métrico completo (2 , 3) juntamente com uma
isometria

1: X— X

cuja imagem ¢é densa.

A construcdo é analoga a passagem dos racionais aos reais: pontos ausentes sao
representados por sequéncias de Cauchy:.

Seja € o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em X. Para (x,), () € €,
defina

() ~ () <= d(x ) — 0.

E imediato verificar que ~ é uma relagio de equivaléncia.
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LeEma 12.8 Se(x,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em X, entdo a sequéncia
real d(x,, y,) converge.

Demonstracao. Pela desigualdade triangular,

|d(xn: yn) - d(xm’ Ym)| < d(xn’ xm) + d(yn’ Ym)-

O lado direito tende a zero quando m,n — 0. Logo (d(x;,, ¥,)) é uma sequéncia de
Cauchy em R, que é completo.

Defina
X=¢/~

e. para classes € = [(x,)] e n = [(o1)],

d(&,n) = lim d(x,, yp)-
n—oo
Prorosicio 12.9 A funcio d esta bem definida e é uma métrica em X.

Demonstracao. O Lema 12.8 garante a existéncia do limite. Se (x,;,) ~ (x,) e
(3n) ~ (), entdo

|dCens y) — A, yi)| < d(a 55 + Ay, 1) — 0,

logo o valor do limite ndo depende dos representantes.
As propriedades de simetria e desigualdade triangular passam ao limite. Além
disso,

d([Ge)], [ = 0

se, e somente se, d(x,, y,) — 0, isto é, se, e somente se, as duas sequéncias represen-
tam a mesma classe.

Para x € X, seja i(x) a classe da sequéncia constante (x, x, ...).
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TEoOREMA 12.10 (EXISTENCIA DO COMPLETAMENTO) Todo espaco
meétrico possui um completamento.

Demonstracao. A aplicacdo: : X — X é isométrica, pois
d((x). () = d(x. y).
Mostremos primeiro que ((X) é densa. Seja & = [(x;,)] € X. Para cada N
d((xy), ) = lim d(xy, x,).

Como (x,) é de Cauchy, esse valor tende a zero quando N — co.
Resta provar que Xé completo. Seja (&,,) uma sequéncia de Cauchy em X. Pela
densidade de 1(X), escolha x;,, € X de modo que

(), &) < 27,
Entéo (x;,) é de Cauchy em X, pois
(. %) < 27 + d(G, £) + 27
Seja & = [(x,)] € X. Como
A1), £) = lim d(m, %),
o lado direito tende a zero quando m — oco. Portanto
A&, ) < d(Ea 1)) + A1), ) —> 0.

Logo Xé completo.

TEOREMA 12.11 (UNICIDADE DO COMPLETAMENTO) Se (Y,1) e (Z,))
sdo dois completamentos de X, existe uma tnica isometria sobrejetiva

T:Y—Z

talque T o1 = .
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Demonstracao. Dado y €Y, escolha uma sequéncia (x,) em X tal que i(x;,) — y.
Como 1 é isométrica, (x,) é de Cauchy em X; portanto (j(x;,)) é de Cauchy em Z e
possui limite. Defina
T(y) = lim jCx,).
Se outra sequéncia (x;) satisfaz i(x;,) — y, entdo d(x,, x;,) — 0, e daid;(j(x,), )(x;)) —
0. Logo T esta bem definida.
Passando ao limite nas igualdades

dZ(J(xn)a ](un)) = dY(l(xn)’ l(un)),

vemos que T preserva distancias. Em particular, € injetiva. Sua imagem é completa e,
portanto, fechada em Z pela Proposicédo 12.4; ela contém o conjunto denso j(X), logo
étodo Z. A condi¢do T -1 = j determina T num conjunto denso e, por continuidade,
garante a unicidade.

12.3 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

A demonstra¢io do teorema de Banach fornece, além da existéncia e da unicidade
do ponto fixo, um processo iterativo que converge para ele.

DEFINICAO 12.12 (CONTRACAO) Umaaplicacio T : X — X num espago
meétrico é uma contragao se existe g € [0, 1) tal que

d(Tx,Ty) < qd(x,y)

para todos x,y € X.

TEOREMA 12.13 (TEOREMA DO PonTO F1xo DE BANACH) Se (X,d)
é completoe T : X — X é uma contracdo, entdo T possui um Unico ponto
fixo p. Para qualquer x; € X, a sequéncia iterativa

Xna1 = T(x,)

converge para p. Além disso,

n

q
l—q

d(%,, p) < d(x1, xp).
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Demonstracao. Pela propriedade de contracio,

d(Xn41, %) < q"d(xy, xp).

Se m > n, a desigualdade triangular fornece

m—1 0

qn
d (%, x) < Z d(Xe41, x) < d(3x1, %) Z qk = 1—d(x1,x0).
k= k= -9
n n
Logo (x,) é de Cauchy. Pela completude, existe p € X com x;, » p. Como uma
contracdo é Lipschitz, é continua, e portanto

T(p) =T (limx,) = lim T(x,) = limx,,; = p.
Se p e r sdo pontos fixos,

d(p,r) =d(Tp,Tr) < qd(p,r),

o que, como g < 1, implica d(p,r) = 0. Assim o ponto fixo é nico.
Fazendo m — oo na estimativa anterior obtemos

n

q

d(xp p) < 5 -

d(x1, x0).
]

ExempLo 12.14 (A EQuUAcA0 x = cosx) Considere T(x) = cosx em [0,1].
Temos T([0,1]) C [0,1] e

|T’(x)| = |senx| < senl < 1.

Pelo teorema do valor médio, T é uma contragdo. Portanto existe um unico p € [0, 1]
tal que p = cos p, e as iteracdes

Xpp1 = COS Xy,

convergem para esse ponto a partir de qualquer x, € [0, 1].

12.3.1 Uma aplicacao a equacdes diferenciais

O mesmo mecanismo transforma uma equagéo diferencial em uma equacéo de
ponto fixo.
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ProrosicAo 12.15 Se K é compacto e Y é um espaco métrico completo,
entdo C(K,Y), munido da métrica do supremo

doo(f, &) = supd(f(t), g(t)),
teK

é completo.

Demonstracao. Se (f,) é de Cauchy para d.,, entdo, para cada t € K, a sequéncia
(fu(t)) é de Cauchy em Y e possui um limite f(t). Dado ¢ > 0, escolha N tal que

mn>N = do(f, fu) <e
Fixando n > N e fazendo m — oo, obtemos

d(fa(®), f(1) <&

uniformemente em t. Logo f,, — f uniformemente. O limite uniforme de func¢oes
continuas é continuo, de modo que f € C(K,Y) e dw(fy, f) — 0.

TEOREMA 12.16 (EXISTENCIA E UNICIDADE LOCAL PARA EDOs)
Considere o problema

Y®) =Fty®).  yto) =,
onde F é continua no retangulo
R=[ty—aty+alx[y—by +0bl]
e satisfaz, para alguma constante L,
|F(t,u) — F(t,v)| < Llu — |

em R. Entdo existe h > 0 para o qual o problema possui uma unica solucéo
em [to —h, ty + h]
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Demonstracao. Como R é compacto e F é continua, existe

M= m F(t, y)|.
(t,yggRl )l

Escolha i > 0 com
h<a, hM < b, hL < 1.

No espago completo

C([to —h, o + h], ]R)

considere o subconjunto fechado

=10 : lo -yl < b}

Defina ,

To)) = 30 + J F(s, o(s)) ds.

)

A escolha de h garante que T(2") € 2. Além disso,

ITe — Tyl < AL — Ylco-

Logo T é uma contracgao. Pelo Teorema 12.13, existe uma unica ¢ € & tal que
T¢ = ¢. Pela regra fundamental do calculo, essa identidade integral é equivalente
ao problema diferencial.

A prova revela o conteudo algoritmico do resultado: as iteracdes

t
ouer (D) = 30 + J F(s. gn(s)) ds

ty

sdo as aproximacdes sucessivas de Picard e convergem para a solucdo.

12.4 O teorema de intersecao de Cantor

A completude também pode ser reconhecida por conjuntos fechados encaixados.
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DEFINICAO 12.17 (DIAMETRO) Se A é um subconjunto néo vazio de um
espago métrico, definimos

diam(A) = sup{d(x,y) : x,y € A},

admitindo o valor +oo.

TEOREMA 12.18 (TEOREMA DE INTERSECAO DE CANTOR) Se (X,d)
é completo e
FFOFEDFED--

é uma sequéncia de fechados néo vazios tal que
diam(F,)) — 0,

entao

(V5

n>1

consiste em exatamente um ponto.

Demonstracao. Escolha x, € F,. Se m > n, entdo x,, x;,, € F,, logo
d(x,,, x,) < diam(F,).

Portanto (x,) é de Cauchy e converge, pela completude, para algum x € X.

Para cada n, todos os termos x;,, com m > n pertencem a F,. Como F, é fechado,
x € F,. Logo x pertence a intersecao.

Se x, y pertencem a intersecdo, entdo, para todo n,

d(x,y) < diam(F,).

Fazendo n — oo, obtemos d(x, y) = 0, portanto x = y.

12.5 Categoria de Baire

O Teorema de Baire estabelece uma consequéncia topologica da completude. Sua
formulacéo utiliza conjuntos cujo fecho tem interior vazio e unides enumeraveis
desses conjuntos. Introduziremos primeiro essas nocdes.
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DEFINICAO 12.19 (CONJUNTO DENSO EM LUGAR NENHUM) Um
subconjunto A C X é denso em lugar nenhum quando

int(A) = @.

DEFINICAO 12.20 (CONJUNTO MAGRO) Um subconjunto M C X é ma-
gro ou de primeira categoria quando pode ser escrito como unido enumeravel
de conjuntos densos em lugar nenhum.

DEFINICAO 12.21 (EsPAco DE BAIRE) Um espago topoldgico X é um
espago de Baire quando toda intersecdo enumeravel de abertos densos é densa
em X.

TEOREMA 12.22 (TEOREMA DE CATEGORIA DE BAIRE) Todo espaco
métrico completo é um espaco de Baire.

Demonstracido. Sejam G;,G,, ... abertos densos em X e seja U um aberto ndo

vazio. Mostraremos que
Un(\G, = o.
n>1

Como G é denso, U N Gy é aberto nio vazio. Escolha uma bola fechada
B(xy,r) cUNG
com 0 < r; < 1. Suponha escolhida B(x,,7,). Como G, é denso,
B(x1, 1) N Gy
é aberto nao vazio. Escolha
B(%p41:T41) C B(x3. 1) N Gag

com 0 < rypq < 274D,
Temos, assim, uma sequéncia encaixada de bolas fechadas

B(361,”1) o E(xz,rz) 2
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cujos didmetros tendem a zero. Pelo Teorema 12.18, existe um dnico ponto x na
interse¢do. Como a primeira bola esta contida em U e a n-ésima bola est4 contida
em G,, segue que
xeUn()G.
n>1

Como U era um aberto néo vazio arbitrario, a interse¢io é densa.

CorOLARIO 12.23 Um espaco métrico completo ndo vazio nao é magro
em si mesmo.

Demonstracao. Se

x=[JA,

n>1

com cada A, denso em lugar nenhum, entéo

Gi=X\A4,
é aberto e denso. Pelo Teorema de Baire, () G, ¢ denso e, em particular, ndo vazio.
Mas
NG =x\Ja cx\J4a =0
n>1 n>1 n>1
contradicao.

CoRrROLARIO 12.24 O conjunto dos nimeros reais ndo é enumeravel.

Demonstracao. Se

R = {x;, %, ..},
entao
R = U{xn}
n>1

Cada singleton é fechado e tem interior vazio, logo é denso em lugar nenhum. Isso
contradiz o Corolario 12.23, pois R com a métrica usual é completo.
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OBSERVACAO 12.25 A forca do Teorema de Baire néo esta apenas nessa
aplicagdo elementar. Em analise funcional, ele é o mecanismo por tras de
resultados como os teoremas da aplicagido aberta, do grafico fechado e da
limitacdo uniforme. Aqui, porém, sua funcdo é mais basica: mostrar que
completude possui consequéncias topologicas globais que nio aparecem na
definicdo por sequéncias de Cauchy.

Exercicios

1. Mostre que Q, com a métrica usual, ndo é completo e identifique seu completa-
mento.

2. Mostre que R", com qualquer uma das métricas usuais dy, dy, d,, é completo.

3. Seja (X, d) completo e seja A C X fechado. Dé uma segunda prova de que A é
completo usando o Teorema de Intersecdo de Cantor.

4. Mostre que o produto de uma familia finita de espacos métricos completos,
munido da métrica do maximo, é completo.

5. Mostre que o produto enumeravel de espacos métricos completos, munido da
métrica

D(x5 y) = Z 2" min{l, dn(xn, yn)},

n>1

é completo.

6. SejaT : X — X uma contracgdo de razdo q < 1 em um espaco completo. Mostre
que

A p) < - G5 1)
para as iteracdes de Banach.
7. Use o Teorema de Banach para provar que a equacdo
x=e¢7*
possui uma tnica solugéo em [0, 1].

8. No Teorema 12.16, explique exatamente onde entram a completude do espaco de
fungdes e a condicdo de Lipschitz.
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9.

10.

11.

Prove a reciproca do Teorema de Intersecio de Cantor: se toda sequéncia decres-
cente de fechados néo vazios com didmetros tendendo a zero possui interse¢ao
ndo vazia, entdo o espaco métrico é completo.

Mostre que todo aberto de um espago métrico completo é um espaco de Baire
com a topologia relativa.

Mostre que Q é magro em si mesmo. Isso entra em conflito com o fato de Q ser
denso em R? Explique.



CAPITULO

13

Grupo Fundamental e
Espacos de Recobrimento

Os capitulos anteriores trataram de propriedades como compacidade, conexi-
dade e separacdo, formuladas diretamente em termos topologicos. Neste capitulo,
estudaremos um invariante algébrico: um grupo associado ao espago por meio das
classes de homotopia de lacos.

O grupo fundamental permite estudar deformagdes de lagos que mantém fixo o
ponto base. Os espagos de recobrimento fornecem um método para calcular esse
grupo: lacos no espaco de base podem ser levantados a caminhos no espago de
recobrimento. No exemplo

p: R — Sl, p(t) — eZHit’

um laco no circulo é levantado a um caminho na reta. Fixado o ponto inicial do
levantamento, sua extremidade determina o niimero de voltas do laco.
A ordem dos resultados sera

homotopia de caminhos —> 7m; —> recobrimentos — levantamentos — ;,(S!) = Z.

Terminaremos com o célculo do grupo fundamental do espaco projetivo real. Esses
calculos apresentam métodos basicos da topologia algébrica.

296
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13.1 Homotopia e caminhos

Denotaremos por
I=10,1]

o intervalo unitario.

DEFINICAO 13.1 (HomoToPIA) Sejam X eY espacos topologicose f, g :
X — Y continuas. Uma homotopia de f em g é uma aplicagio continua

H: XxI—Y
tal que
H(x,0) = f(x),  H(x,1) = g(x)

para todo x € X.
Nesse caso escrevemos

f=g

Para cada s € I, a aplicagdo
Hy(x) = H(x,s)

é continua. Assim, uma homotopia pode ser vista como uma deformagio continua
da aplicacdo f na aplicacido g. A palavra “continua” é essencial: ndo basta ter uma
colecdo arbitraria de aplicagdes H.

ProrosicAo 13.2 A relacdo de homotopia entre aplicagdes X — Y é uma
relacdo de equivaléncia.

Demonstracao. A reflexividade é dada por
H(x,s) = f(x).
Se H é uma homotopia de f em g, entdo
H(x,s) = H(x,1—5s)

¢ uma homotopia de g em f.
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Para a transitividade, sejam H uma homotopia de f em g e K uma homotopia de
g em h. Defina
.9 H(x, 2s), 0
L(x,s) =
K(x,2s — 1), %
As duas expressoes coincidem em s = 1/2, onde ambas valem g(x). O lema da
colagem garante a continuidade de L.

DEFINICAO 13.3 (NUL-HOMOTOPIA E ESPACOS CONTRATEIS) Uma
aplicacdo continua f : X — Y é nul-homotopica se é homotoépica a uma
aplicagdo constante.

Um espaco X é contratil se a identidade

dy : X > X

¢ nul-homotopica.

ExeEmPLO 13.4 Se X C R" é estrelado em relacdo a a € X, entdo
H(x,s)=(1—s)x+sa

¢ uma homotopia entre idy e a aplicacdo constante x +— a. Portanto todo conjunto
estrelado — em particular, todo conjunto convexo — é contratil.

<

Para o grupo fundamental, precisamos de uma forma mais rigida de homotopia.

DEFINICAO 13.5 (HOMOTOPIA RELATIVA) Se AC Xe f,g: X Y,
uma homotopia H entre f e g é relativa a A se

H(a,s) = f(a) = ga)

paratodoa € Aetodos e I.
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DEFINICAO 13.6 (HOMOTOPIA COM EXTREMOS FIX08) Dois caminhos
a,f : I - X com os mesmos extremos sio homotopicos com extremos
fixos se sio homotodpicos relativamente ao conjunto {0, 1}.

Escreveremos

a =t .

13.1.1 Concatenacao e inversao

Se @ é um caminho de x a y, seu caminho inverso é

a(t) = a(1 —1t),

que vaide y a x.
Se ¢ vaide x a y e f vai de y a z, a concatenacao é

B a(2t), 0
S

A concatenagio nio € literalmente associativa como operacdo sobre caminhos
parametrizados. As duas expressdes

(axp)*y e a*x(fxy)

percorrem os mesmos trechos, mas com velocidades diferentes. A associatividade
aparecera depois de passarmos a classes de homotopia.

LEmA 13.7 (REPARAMETRIZACAO) Se @ : I —» X é um caminho e
¢ : I — I é continua, com

9(0) =0, o(1) =1,

entao

doP =ef .
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Demonstracido. Defina

H(t,s) = 0{((1 — st + S(p(t)).

O argumento de o permanece em I, e os extremos t = 0 e t = 1 ficam fixos durante
toda a deformacio.

ProrosicAo 13.8 Se as concatenacdes abaixo estiverem definidas, entdo:

(a* ) xy =esax(fxy),

Cy * X =f O, OC*Cy =ef X,

A * A =of Cys O * A =of Cy,

onde ¢, denota o caminho constante em x.

Demonstracdo. Para a associatividade, considere o caminho § que percorre a, f e
¥, nessa ordem, reservando um terco do intervalo para cada trecho. Tanto (& * ) *y
quanto « * (ff * y) sdo reparametrizacdes de § que preservam 0 e 1. O Lema 13.7
mostra que ambos sdo homotépicos a § com extremos fixos.
As identidades envolvendo ¢, e ¢, seguem do mesmo lema: concatenar um
caminho constante apenas introduz um intervalo de espera no inicio ou no fim.
Para a identidade com o inverso, suponha que & va de x a y. A homotopia

a(Zt(l - s)),
a(2(1 -1)(1 -s)),

I/\

: %
H(tss) = l 1
2

comeca em @ * & e termina no caminho constante c,.. As duas expressdes coincidem
emt = 1/2, e os extremos permanecem em x durante toda a homotopia. A outra
identidade é obtida aplicando o mesmo argumento a a.
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PrROPOSICAO 13.9 (COMPATIBILIDADE COM HOMOTOPIA) Se
~ ’ ~ ’
o =ef @, B=ef,
e as concatenacoes estdo definidas, entdo

axf=ca’xf.

Demonstracao. Se H e K sdo as duas homotopias, defina

As duas partes coincidem em ¢t = 1/2, e o lema da colagem conclui a prova.

13.2 O grupo fundamental

Fixe um ponto x, € X.

DEFINICAO 13.10 (LaAco) Um laco baseado em x; é um caminho
a:1—->X

tal que
a(0) = a(1) = xp.

Denotaremos por [¢] a classe de homotopia com extremos fixos de um laco.
DEFINICAO 13.11 (GRUPO FUNDAMENTAL) O grupo fundamental
de X baseado em x é

m(X,x9) = {[a] : a é um lago baseado em x;},

com produto

[a][B] = [e = .
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TEOREMA 13.12 A operagéo anterior estd bem definida e torna 7; (X, xy)
um grupo. O elemento neutro ¢ [c, ] e

le]™" = [a].

Demonstracao. A boa defini¢do segue da Proposicao 13.9. A associatividade, a
unidade e a existéncia de inversos seguem, respectivamente, das trés identidades
da Proposigao 13.8.

|

A concatenagdo de caminhos néo satisfaz, antes da passagem ao quociente, as
identidades de grupo. Essas identidades valem para as classes de homotopia com
extremos fixos, como foi estabelecido na demonstragio.

DEFINICAO 13.13 (SIMPLESMENTE CONEX0) Um espaco X é simples-
mente conexo se é conexo por caminhos e

m (X, x) = {1}

para algum ponto base xj.

Em um espaco conexo por caminhos, o ponto base néo altera a classe de isomor-
fismo do grupo.

ProPosicA0 13.14 (MUDANCA DE PONTO BASE) Se A é um caminho
de xj a xq, entdo
®) : m(X,x) — m(X,x),

definida por B
D) ([a]) = [A*a=A],

é um isomorfismo.
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Demonstracdo. A aplicacio estd bem definida e é um homomorfismo pelas pro-
priedades da concatenagdo. Sua inversa é @3, pois os trechos A x A e A x A séo
homotopicos a caminhos constantes.

Por isso escrevemos frequentemente 7;(X) quando X é conexo por caminhos e
o ponto base nio é relevante.

13.2.1 Aplicacoes continuas e invariancia

Uma aplicacdo continua entre espagos pontuados induz um homomorfismo entre
seus grupos fundamentais.

TEOREMA 13.15 Se
[ X x) — (Y, %)
é continua e f(xy) = yp, entdo
fi + m(X, %) — m(Y, ), flla]) = [f e al,

é um homomorfismo.
Além disso,

(idX)* = idr[l(X,xo)

(g°f)*=g*°f*-

Demonstracao. Se a = f§, entdo uma homotopia entre eles pode ser composta
com f, produzindo uma homotopia com extremos fixos entre f e e f o f. Assim
f. estd bem definida.

Também

felaxp)=(feoa)=(fp)

o que prova que f, ¢ um homomorfismo. As demais identidades seguem diretamente
da definicéo.
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COROLARIO 13.16 (INVARIANCIA POR HOMEOMORFISMO) Se f :
X — Y é um homeomorfismo e x; € X, entdo

fi + m(X,x0) — m (Y, f(xp))

é um isomorfismo.

Demonstracao. De fato,

(f_l)* ° f* = (idX)*

f* ° (f_l)* = (ldY)*

CoRrROLARIO 13.17 Todo espaco contratil é simplesmente conexo.

Demonstracao. Se
H:XxI—->X

contrai X ao ponto a, entdo o caminho
s+ H(x,s)

liga cada x € X a a. Logo X é conexo por caminhos.

Fixe xy € X e escreva
A(s) = H(xo, 5),

um caminho de x; a a. Se @ é um laco baseado em x, considere
K(t,s) = H(a(t), s).
A borda desse quadrado é, a menos de reparametrizacio, o lago
Awas )

baseado em a. Como o préprio quadrado fornece um preenchimento dessa borda,
esse lago é nul-homotdpico. Portanto

@)([a]) = 1.

Como @, é um isomorfismo pela Proposicdo 13.14, segue que [a] = 1.
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ProPOSICAO 13.18 (GRUPO FUNDAMENTAL DE UM PRODUTO) Para
espacos pontuados (X, xp) e (Y, yp),

m(X x Y, (x0, %)) = m (X, x0) x 1 (Y, yp)-

Demonstracao. As projecdes my : X xY - X eny : X xY — Y induzem

Y([yD = ([mx oyl [y o y]).

Na direc¢éo oposta, defina

O([al. [ = [t — (a(®), f1)].

Homotopias nas duas coordenadas produzem uma homotopia no produto, de modo
que O esta bem definida. As duas aplicac¢des preservam concatenacio e sdo inversas
uma da outra.

13.2.2 Esferas de dimensao pelo menos dois

O circulo fornecera um exemplo de grupo fundamental néo trivial. Demonstrare-
mos primeiro que as esferas de dimensio pelo menos dois tém grupo fundamental
trivial.

TEOREMA 13.19 Paratodon > 2,

ﬂl(Sn) = 0.

Demonstracio. Veja $" como a esfera unitaria de R*"! com o produto interno
euclidiano. Seja @ : I — §" um laco. Como « é uniformemente continua, podemos
escolher uma particéo

0=ty <t; < <tp,=1

tdo fina que, para cada j, a imagem de [tj_;, ;] esteja contida no hemisfério aberto
Hy={ues": (ua(tj_)) >0}
Em cada subintervalo, ligue a(t;_;) a a(t;) pelo arco

ﬂ(t) _ (1 - T)O((tj_l) + ra(t]-) - r— tj—l

I(1 = ra(ti—y) +rat)l’ t—tj1
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O denominador nio se anula porque os extremos pertencem ao mesmo hemisfério
aberto. Os arcos se colam e formam um laco f.

Além disso, para cada t € [tj_y,t;], os pontos a(t) e B(t) pertencem ao mesmo
hemisfério H; e, portanto, néo sdo antipodais. Assim

(1 —s)a(t) + sp@®)
11 = )a(®) + sp)]

estd bem definida em cada subintervalo. Essas formulas concordam nos pontos t; e
fornecem uma homotopia com extremos fixos entre « e f.

K(t,s) =

A imagem de f esta contida em uma uniao finita de grandes circulos. Cada um
deles é a intersecéo de $” com um subespaco linear proprio de R*!. Uma unido
finita de subespacos lineares proprios nao cobre R**!; logo existe

ae "\ pU).
A projecdo estereografica identifica
§"\ {a} = R".

Nesse espaco, f é nul-homotopico pela interpolagio linear. Como a =¢ f, o lago &
também é nul-homotdpico.

13.3 Espacos de recobrimento

A defini¢do seguinte abstrai exatamente o comportamento da aplicagio

R — §$1.

DEFINICAO 13.20 (APLICACAO DE RECOBRIMENTO) Uma aplicagio
continua e sobrejetiva
p:X—X

¢ uma aplicacao de recobrimento se, para todo x € X, existe um aberto
U > x tal que

p@) =]

AEA
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onde cada V) é aberto em X e
ply, : V) —U

é um homeomorfismo.
Nesse caso, X é um espaco de recobrimento de X.

O aberto U é dito distinguido, e os conjuntos V} sdo as folhas do recobrimento
sobre U.

T
v ]

A definicao diz que, localmente no espago de base, o recobrimento é apenas uma

colecdo disjunta de cépias do mesmo aberto.

ProrosicAo 13.21 Toda aplicacdo de recobrimento ¢ um homeomorfismo
local e uma aplicacio aberta.

Demonstracio. Dado % € X, escolha um aberto distinguido U contendo p(X) e a
folha V que contém x. Entdo
pr V-oU

é um homeomorfismo. Logo p é um homeomorfismo local.
Se A C X é aberto e X € A, entao

p(ANV)

é uma vizinhanca aberta de p(x) contida em p(A). Portanto p(A) é aberto.
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DEFINICAO 13.22 (FIBRA) Se x € X, o conjunto

pH(x)

¢ a fibra sobre x.

PrOPOSICAO 13.23 Cada fibra é um subespaco discreto de X. Além disso,
a funcéo
x — [p71(x))

¢é localmente constante. Se X é conexo, todas as fibras tém a mesma cardina-
lidade.

Demonstracio. Se X € p~!(x) e V é uma folha sobre um aberto distinguido U > x,

entao
Vnplix) ={z},

pois ply é injetiva. Logo a fibra é discreta.
Sobre um mesmo aberto distinguido U, cada ponto possui exatamente um ponto
da fibra em cada folha. Portanto a cardinalidade da fibra é constante em U.

13.3.1 Exemplos

ExEMPLO 13.24 (A RETA SOBRE O CIRCULO) A aplicacio
p: R — Sl, p(t) — eZm‘t’

é um recobrimento de infinitas folhas.

Todo ponto do circulo possui um arco aberto pequeno o bastante para admitir
uma determinacédo continua do argumento. A imagem inversa desse arco é uma
unido disjunta de intervalos, e cada intervalo se projeta homeomorficamente sobre

O arco.
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ExEMPLO 13.25 (RECOBRIMENTOS FINITOS DO CIiRCULO) Param > 1,
Pm 8T — 8L pu(2) =2,

é um recobrimento de m folhas.

ExeEmpPLo 13.26 (Espaco PROJETIVO REAL) A aplica¢do quociente
q:8"—P,  q(x)=|[x],

identifica pontos antipodais. Ela é um recobrimento de duas folhas.

Nem todo homeomorfismo local é um recobrimento.

ExeEmPLoO 13.27 A aplicacdo
p:(0,2) —sl,  p(t) =€,

é um homeomorfismo local, mas nio é um recobrimento. Perto de 1 € $!, as
componentes de p~(U) préximas de 0 e de 2 nio se projetam sobre todo o arco U.

13.4 Levantamento de caminhos

DEFINICAO 13.28 (LEVANTAMENTO) Se
p:X—->X

é continuae f : Y — X é continua, um levantamento de f através de p é
uma aplicacio continua

tal que

Para caminhos, aplicacdes de recobrimento garantem existéncia e unicidade
depois de escolhido o ponto inicial.
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TEOREMA 13.29 (LEVANTAMENTO DE CAMINHOS) Seja
p: X-X
uma aplicacio de recobrimento, seja  : I — X um caminho e escolha
%) € p~'(a(0)).

Entio existe um Unico caminho

tal que
pea=a e a(0) = %.

Demonstracdo. Asimagens inversas, por «, dos abertos distinguidos formam uma
cobertura aberta de I. Pelo lema do nimero de Lebesgue para coberturas abertas
de um intervalo compacto, existe uma particio

O:t0<t1<"'<tm:1

tdo fina que, para cada j,
a([tji—1. 4]

esta contido em algum aberto distinguido U;.
No primeiro intervalo, escolha a folha V; que contém %, e defina

a(t) = (plv,) ™' (a(®)).

Indutivamente, ao chegar a t;_;, existe uma tnica folha V; sobre U; que contém
a(tj—1), e usamos a mesma formula com V;. O lema da colagem fornece um caminho
continuo em todo o intervalo.

Para a unicidade, sejam &; e &, dois levantamentos com o mesmo ponto inicial.

O conjunto
A={tel &) =a@)}

é ndo vazio. Se t € A, escolha uma vizinhanca distinguida U de «(t) e a folha V que
contém o valor comum dos dois levantamentos. Para s suficientemente préximo de
t, ambos permanecem em V e sdo dados por

(phy) ™ (a())-
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Logo A é aberto.

Set & A, os dois valores pertencem a folhas distintas sobre alguma vizinhanca
distinguida de a(t). Pela continuidade dos levantamentos, eles permanecem nessas
folhas distintas para s proximo de t. Portanto I \ A também é aberto. Como I é
conexo,

A=1L

A demonstracéo estabelece também a unicidade: fixado o ponto inicial, o caminho
levantado fica inteiramente determinado.

CoROLARIO 13.30 (UNICIDADE DE LEVANTAMENTOS) SeY é conexo
e
fg:v-X

sdo levantamentos da mesma aplicac¢do f : Y — X, entdo a igualdade
&) = &Go)

em algum ponto y, € Y implica

Demonstracao. Seja
A={yeY: f(y) =&}

Em torno de um ponto de A, os dois levantamentos caem na mesma folha de uma
vizinhanga distinguida de f(y) e sdo dados pela mesma inversa local de p; logo
A é aberto. Em torno de um ponto fora de A, os dois valores pertencem a folhas
distintas e continuam separados em uma vizinhanga; portanto Y \ A também é
aberto. Como Y é conexo e A é ndo vazio, A =Y.

13.5 Levantamento de homotopias

Para que o ponto final de um levantamento dependa apenas da classe de homo-
topia do caminho, precisamos levantar familias continuas de caminhos.
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TEOREMA 13.31 (LEVANTAMENTO DE HOMOTOPIAS) Se

p: X-X
é um recobrimento,
H:YxI—> X
é uma homotopia e
f:Y> X

é um levantamento de
Hy(y) = H(y,0),

entdo existe uma unica homotopia

~

H:YxI—>X

tal que
peH=H e H(,0)=f(y)

Demonstracao. Para cada y €Y, levante o caminho
t — H(y,t)

a partir de f(y). Isso define uma tnica candidata H(y, t).
Resta verificar a continuidade conjunta. Fixe y; € Y. A imagem compacta

H({yo}x 1)

pode ser percorrida em finitos trechos, cada um contido em um aberto distinguido.
Assim, para alguma particao

0=ty <t <- <ty=1,
ha abertos distinguidos U; tais que
H({yo} x [tj—1, 4] C U;.

Pela continuidade de H e pela compacidade de cada intervalo fechado, podemos
escolher uma vizinhanca N de y, tal que

H(N x [ti_1,]) € U;
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para todo j. Encolhendo N se necessario, a continuidade de fgarante ainda que
f(N) esteja na mesma folha de p~'(U;) que contém f(y;).
No primeiro trecho, portanto,

H(y.t) = (ply,)"(H(y.1))

para uma folha fixa V;. No extremo ¢{, a imagem de N cai continuamente em uma
unica folha sobre U, depois de um novo encolhimento de N. Repetindo o argumento
finitas vezes, obtemos, em cada faixa N x [tj,l, tj], uma expressao continua dada pela
inversa de uma folha fixa. As expressdes coincidem nos extremos pela unicidade
do levantamento e, pelo lema da colagem, H é continua em N x I.

Como y foi arbitrario, a continuidade vale em todo Y x I.

A unicidade segue, para cada y, da unicidade do levantamento do caminho
t— H(y,t).

CorOLARIO 13.32 Sea,f : I — X sdo homotdpicos com extremos fixos
e seus levantamentos &, f comecam no mesmo ponto, entdo terminam no
mesmo ponto:

a(1) = p(1).

Demonstracido. Levante uma homotopia com extremos fixos entre o e . As
bordas verticais da homotopia levantada permanecem em fibras. Como fibras sao
discretas e I é conexo, essas bordas sdo constantes.

Esse corolario permite relacionar o levantamento de caminhos as classes de
homotopia que definem o grupo fundamental.

13.6 Recobrimentos e o grupo fundamental

Fixe um recobrimento pontuado

p: (5(’5(0) — (X, x0).
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TreorEMA 13.33 O homomorfismo induzido
p* : ﬂl(j?: 5&0) — ﬂl(X’ xO)

¢ injetivo.

Demonstracao. Suponha
p(la]) = 1.

Entéo o laco p o & é homotopico, com extremos fixos, ao laco constante em xj.
Levante essa homotopia comegando em &.

A borda esquerda da homotopia levantada projeta no caminho constante em x;
e comeca em X; pela unicidade, ela permanece constantemente em X,. Assim, no
instante final, obtemos um levantamento do lago constante comecando em x,. Pela
unicidade, esse levantamento é o proprio lago constante. As duas bordas verticais
permanecem fixas, de modo que a homotopia levantada é uma homotopia com
extremos fixos. Logo & é nul-homotopico e

[a] = 1.

COROLARIO 13.34 (QUANDO UM LACO LEVANTA A UM LACO) Sea é
um lago baseado em x; e & é seu levantamento com

a(0) = X,

entao
5{(1) = 5("0

se, e somente se,
[0(] € P*(ﬂl(X, 7%0))




13 Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento 315

Demonstracao. Se @ é um laco, entdo

la] = p.([aD.

Reciprocamente, suponha

la] = p.([BD)

para algum laco ﬂ~ baseado em X;. Os caminhos « e p o /); sdo homotopicos com
extremos fixos. Seus levantamentos a partir de X terminam no mesmo ponto pelo
Corolario 13.32. Como f é fechado, @ também é.

13.7 O grupo fundamental do circulo

Voltamos agora ao recobrimento
p:R— S, p(t) = e?mt,

Escolha 1 € $!' como ponto base. Se a é um laco baseado em 1, seja & seu
levantamento comec¢ando em 0. Como

a(l) =1,
temos

a(1) e p~l(1) = Z.

DEFINICAO 13.35 (NUMERO DE VOLTAS) Definimos

w(la]) = a(D).

ProrosicAo 13.36 A aplicacdo
w:mL1) -2z

esta bem definida e é um homomorfismo.




13 Grupo Fundamental e Espacos de Recobrimento 316

Demonstracdo. Se a e ff sio homotdpicos com extremos fixos, seus levantamentos
comecando em 0 terminam no mesmo ponto pelo Corolario 13.32. Logo w depende

apenas da classe [«].
Se
w(leD=m,  w([B]) =n,

o levantamento de f que comeca em m é
t— m+ ().
Portanto o levantamento de « * f§ comecando em 0 termina em m + n. Assim

w([al[p]) = w(la]) + w([AD.

TEOREMA 13.37 (GRUPO FUNDAMENTAL DO CiRCULO) A aplicacdo
w:mGLl) —Z

é um isomorfismo. Portanto

m(Sh) = Z.

Demonstracao. Para cadan € Z, considere
O{n(t) — p2rint

Seu levantamento comecando em 0 é

a,(t) = nt,
logo
w([a,]) =n.
Portanto w é sobrejetiva.
Se
w([a]) =0,

o levantamento & comeca e termina em 0. Como R é convexo, a homotopia linear

H(t,s) = (1 —s)a(t)
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contrai @ ao laco constante e mantém os dois extremos em 0. Compondo com p,
obtemos uma nul-homotopia de & com extremos fixos. Assim

[a] =1,
e w é injetiva.
|

O isomorfismo associa a cada classe de lacos no circulo seu niimero de voltas. A
concatenacéo de lacos corresponde a soma dos inteiros associados.

13.7.1 Uma aplicacao: o disco nao retrai sobre o circulo

TEoOREMA 13.38 (TEOREMA DA NAO RETRACAO0) Nio existe retracdo
continua
r:D?—§!

da incluséo
7 e @ = DY

Demonstracao. Se existisse uma retragéo, teriamos
rei= idgl .
Aplicando o grupo fundamental,

ry © i* = idﬂ-l($1) .

Mas
Yl (DZ) = 0,

pois o disco é contratil. Logo i, é o homomorfismo nulo, e 7, i, também seria nulo.
Isso contradiz
m((sH) = Z.
| |

Esse é o primeiro exemplo em que um invariante algébrico fornece uma obstrucéo
concreta a existéncia de uma aplicacdo continua.

13.8 O grupo fundamental do espaco projetivo

O método de levantamento de caminhos permite também calcular o grupo fun-
damental do espaco projetivo real.
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TEoOREMA 13.39 Paran > 2,

\nl(JP") = Z/zz.\

Demonstracao. Considere o recobrimento de duas folhas
q:8"->P",  g(x)=[x].

Fixe x) € $" e use [xy] como ponto base em P".
Se « é um laco em IP" baseado em [x;], seu levantamento & comecando em x;
termina necessariamente em um dos dois pontos da fibra:

a(1) € {xp, =%}

Pelo levantamento de homotopias, esse ponto final depende apenas da classe [«].
Defina

0, a(1) = x,

1, &(1) = —Xp-

A aplicacio estd bem definida pelo levantamento de homotopias.

Ela é um homomorfismo. Se f é o levantamento de § que comeca em X, ento
o levantamento de f que comeca em —x; é —ﬁ: pois a transformacgdo antipodal
comuta com ¢g. Assim, ao levantar « * 5, o segundo trecho preserva ou troca a folha
exatamente como o levantamento de f a partir de x,. Consequentemente,

e([allpD) = e([al) + ([f])  (mod 2).

Ele é sobrejetivo: escolha um caminho em $" de x, até —xp; sua projecéo é um
lago cujo levantamento termina em —x;.

Resta mostrar que o ntcleo é trivial. Se o levantamento de a termina em xy,
entdo ele é um laco em $". Como n > 2,

T (Sn) =0

pelo Teorema 13.19. Logo & é nul-homotdpico, e sua projecao @ também é. Portanto
¢ é injetiva.
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13.9 Daqui em diante: topologia algébrica

A teoria de recobrimentos prossegue em varias direcdes. Sob hipodteses locais
naturais, pode-se construir um recobrimento universal e classificar os recobrimentos
conexos por subgrupos do grupo fundamental. Transformacdes de deck, acdes sobre
fibras e o teorema de Seifert-van Kampen pertencem a continuacio natural da
teoria.

Os resultados desenvolvidos neste capitulo relacionam as seguintes nocoes:

lacos — 7m; — levantamentos — obstrucdes topologicas.

O grupo fundamental néo determina toda a topologia do espaco:
m($%) =0

e $2 nio é contratil. Os exemplos estudados mostram, porém, que ele distingue o
circulo de um ponto, impede uma retragio do disco sobre sua fronteira e distingue a
esfera do espaco projetivo. Esses resultados ilustram o uso de invariantes algébricos
no estudo de problemas topoldgicos.

13.10 Exercicios

ExXERcIcCIOS

Exercicio 13.1: Verifique diretamente que homotopia relativa a um subconjunto é
uma relagéo de equivaléncia.

0

Exercicio 13.2: Complete os detalhes da Proposicao 13.8, escrevendo homotopias
explicitas para
Cx * O =ef X

O{*Cy =ef A
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Exercicio 13.3: Mostre que

Exercicio 13.4: Prove que a mudanca de ponto base da Proposicdo 13.14 é um
homomorfismo.

O

Exercicio 13.5: Use a Proposi¢do 13.18 para mostrar que todo produto finito de
espacos simplesmente conexos é simplesmente conexo.

g
Exercicio 13.6: Complete os detalhes da prova de que
77.'1(5”) = 0, n> 2,
justificando a aproximacéo do laco por uma cadeia finita de arcos geodésicos.
|
Exercicio 13.7: Verifique que
P S =SS pua) =",
é um recobrimento de m folhas.
0

Exercicio 13.8: Mostre diretamente que a fibra de uma aplicacao de recobrimento
¢ discreta.

g
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Exercicio 13.9: Analise por que
(0,2) —> $1, t > e,

é um homeomorfismo local mas ndo um recobrimento.

Exercicio 13.10: Complete os detalhes da prova da unicidade do levantamento
de caminhos, mostrando que o conjunto de coincidéncia e seu complemento sdo
abertos.

0

Exercicio 13.11: Seja
a(t) = eZm‘(aHb).

Determine explicitamente seu levantamento para R depois de escolhido o ponto
inicial.

g

Exercicio 13.12: Mostre que o nimero de voltas satisfaz

w(la]) = —w([al).

Exercicio 13.13: Para
fu 181 8L fa(2) =",
determine o homomorfismo
(frx + m(8Y) = my(8h)

sob a identificacao
m((8H) = Z.
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Exercicio 13.14: Use
ACRIEY/

e a Proposi¢do 13.18 para mostrar que

m (8t x $1) = 72,

Exercicio 13.15: Use o Teorema 13.38 para provar o teorema do ponto fixo de
Brouwer no disco: toda aplicacdo continua

f:D2—>D2

possui um ponto fixo.

O
Exercicio 13.16: No recobrimento antipodal
q:S"— P
descreva explicitamente a classe néo trivial de
i (P™), n>2.
O

Exercicio 13.17: Mostre que o cilindro
$txI

tem o mesmo grupo fundamental do circulo.
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Exercicio 13.18: Mostre que o anel
A={xeR?:1<|x| <2}
é homeomorfo a $! x I e conclua que

7T (A) =Z.

Exercicio 13.19: Explique por que o grupo fundamental nio pode distinguir $?
de um ponto, embora esses espagos ndo sejam homeomorfos.

O

As classes de homotopia de lacos definem o grupo fundamental. O levanta-
mento de caminhos em recobrimentos permite estudar essas classes por meio das
extremidades dos caminhos levantados. No circulo, esse procedimento fornece o
isomorfismo com o grupo dos inteiros, expresso pelo nimero de voltas.

A associagdo entre deformacdes continuas e estruturas algébricas, utilizada
nesses calculos, é um dos métodos basicos da topologia algébrica.
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