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CAPITULO

Introducao

Héa fenomenos para os quais um modelo deterministico descreve com grande
precisdo o que sera observado. Fixadas as condic¢oes iniciais, a lei da gravitacéo,

por exemplo, determina a posigéo e a velocidade de um corpo em queda.

Em outras situagdes, a previsdo individual deixa de ser uma linguagem razoa-
vel. Néo sabemos quantas particulas um material radioativo emitira no préximo
intervalo de tempo. Mesmo o lancamento de uma moeda, deterministico em prin-
cipio, depende de condi¢des iniciais que nido controlamos na pratica. Ainda assim,
ambos os fendmenos exibem regularidades que podem ser descritas por uma lei
probabilistica. E nesse ponto — quando o resultado isolado escapa, mas o conjunto

dos resultados conserva estrutura — que comeca a probabilidade.

Para construir um modelo desse tipo, supomos que o resultado do experimento
é desconhecido, mas que seus resultados possiveis sdo conhecidos. O conjunto

desses resultados é o espaco amostral, geralmente denotado por Q.
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Para o lancamento de uma moeda, podemos tomar Q = {cara,coroa} ou, de

modo equivalente, Q = {0,1}, com 0 representando cara e 1, coroa.

Para modelar o nimero de pessoas que entram em uma agéncia bancaria ao

longo do dia, podemos tomar Q = {0,1,2,3,...}.

Considere o experimento de lancar um dardo em um alvo circular de raio r > 0.
Neste caso podemos definir o espaco amostral como qualquer circulo de raio r,
como por exemplo

Q={(xy) : x* +y* <r}.

Para o sorteio uniforme de um nimero em [0,1], tomamos Q = [0,1].

Em geral, a pergunta néo é qual resultado ocorreu, mas se ele possui certa pro-
priedade. Ao retirar uma carta de um baralho, por exemplo, podemos querer saber
apenas se ela é vermelha. Uma propriedade desse tipo corresponde a um subcon-

junto de Q: o conjunto dos resultados que a satisfaz.

Chamaremos de eventos os subconjuntos de Q aos quais o modelo permite atri-
buir probabilidade. A ressalva é importante: como veremos em breve, nem todo

subconjunto podera receber uma probabilidade.

1.0.1. Afinal, o que pedimos de uma probabilidade?

Uma probabilidade deve atribuir a cada evento A um numero P(A) € [0,1], com
P(Q) = 1. Além disso, se dois eventos disjuntos A e B ndo podem ocorrer simulta-

neamente, é natural exigir que

P[AUB] =P[A] +P[B].

Em espagos finitos, essa propriedade se estende por inducédo a qualquer uniéo fi-

nita. Em espacos gerais, porém, precisamos controlar também unides enumeraveis.
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Se Aj,A,, ... sdo eventos disjuntos dois a dois, exigimos

P[UAk] = > P[A].
k=1 k=1

Essa propriedade é a o-aditividade. Sua forga ficara clara ao longo do texto: ela é

a ponte entre operagdes finitas e fendmenos definidos por passagem ao limite.

Provisoriamente, portanto, uma probabilidade é uma funcio P definida sobre

uma familia de eventos e tal que

[1|P[Q] =1

se A1, Ag, ... C Q sdo eventos disjuntos, entdo
P[UAk] = Y P[A.
k=1 k=1

Nem sempre podemos atribuir probabilidades

Tentemos agora construir um modelo para uma situacdo aparentemente simples:

o sorteio uniforme de um ponto no intervalo [0,1).

X

~

Que condi¢des esse modelo deveria satisfazer? Atribuir probabilidades apenas aos
pontos ndo basta: cada ponto devera ter probabilidade zero, embora o intervalo
inteiro tenha probabilidade um. Precisamos, portanto, atribuir probabilidades a

subconjuntos A C [0,1).

~

Para expressar a uniformidade, pedimos invariancia por translacdes modulo 1. Se

insistirmos em medir todos os subconjuntos, procuraremos uma fungao p : 2([0,1)) —

[0,1] que satisfaca:
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(1] p(0.1) = 15

para toda sequéncia de conjuntos disjuntos A;,A,, ...,
o(Uan) = 3 s
n=1 n=1

seja uniforme, isto ¢, invariante por translagdes modulo 1: se A@b := {dec(x +
b) : x € A}, entdo u(A & b) = u(A).

Uma funcéo nédo negativa e o-aditiva serd chamada de medida; os conjuntos
aos quais ela pode ser aplicada serdo os conjuntos mensuraveis. Essas defini¢des

serdo precisadas no Capitulo 2.

As trés exigéncias acima parecem modestas. Juntas, porém, pedem demais: tal

modelo nio existe.

Teorema 1.2 — Conjunto de Vitali

Seja p uma medida finita e nio nula, definida em uma o-algebra % de sub-
conjuntos de T = [0,1), e suponha que A € & implique A®b € F e
u(A®b) = u(A) paratodob € T. Entdo F = P(T). Mais precisamente, todo

conjunto de representantes das classes de T/(Q mod 1) é ndo p-mensuravel.

Demonstracdao. Em T, considere a relacdo de equivaléncia
x~y < x—-ye€Q (mod1).
Pelo axioma da escolha, existe um conjunto V. C T que contém exatamente um

representante de cada classe de equivaléncia. Esse é um conjunto de Vitali.

Seja D = Q N [0,1). A familia (V & q)4ep € enumerével, disjunta duas a duas e
sua unido é T. De fato, todo x € T é equivalente a um tnico v € V, de modo que
x =v®qparaalgumq € D. Se v ® q; = » ® gy, entdo v; ~ 1; pela escolha de

um unico representante, v; = v,, e portanto q; = g, em T.

Suponha, por absurdo, que V € %. Pela invariancia, todos os conjuntos V @ g
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sdo mensuraveis e tém a mesma medida. A o-aditividade fornece
0<pu(T) =Y pVeq =Y uV).
qeD qeD

Se u(V) = 0, o lado direito é 0; se (V) > 0, ele é infinito. As duas possibilidades

contradizem 0 < p(T) < co. Logo V & &, como queriamos.

niimero niao enume-

ravel de elementos

0 V2 T e

namero

enfumeravel|
de elementos

N = —

Conjunto de Vitali

A necessidade de algebras

O exemplo de Vitali mostra que pedimos demais. Para escapar da contradicio,

alguma das exigéncias deve ser abandonada:

[ a |a sigma aditividade (U:lozl An) = 2:’21 u(A,) para conjuntos disjuntos;
E a invarincia por translacéo;

0 Axioma da Escolha;

Eou que todos os subconjuntos sejam mensuraveis.

A o-aditividade é 1til demais para ser descartada. A invariancia por translagdes
néo é necessaria em todo modelo, mas é inseparavel da ideia de uniformidade neste

exemplo. E o axioma da escolha... ¢ o axioma da escolha.

Aceitaremos, entfo, que alguns subconjuntos nido sdo mensuraveis. Em troca,
preservamos a nog¢io de probabilidade numa familia ampla de eventos, estavel pe-

las operagdes de conjuntos de que precisaremos.



1.3.

1. Introducao 6

Algebras, o-algebras e outras classes

Fixado o espaco amostral Q, denotaremos por # a familia dos eventos aos quais
podemos atribuir probabilidade. O exemplo de Vitali mostrou que, em geral, #

nio pode conter todos os subconjuntos de Q.

Essa familia deve, contudo, ser estavel pelas opera¢des naturais entre eventos.
Se podemos perguntar se A ou B ocorreu, devemos também poder perguntar se A
nao ocorreu e se ocorreu ao menos um dos dois. Comecemos pela estrutura finita

correspondente.

Definicdao 1.3 —
Uma familia ndo vazia de eventos & contendo Q é denominada algebra se

é fechada em relacao

ao complementar
AeF = AeF

a unido finita

ABe%#% = AuUuBe %.

Essas duas condicoes também garantem o fechamento por intersecdes finitas:
ABeEF == ANnBe .
De fato, pela Lei de De Morgan (A N B)* = A° U B€. Logo, AN B = (A U B°)".

Exemplo 1.4 — Algebra Trivial.

Seja F = {@, Q}. Essa é a algebra trivial e é a menor algebra possivel.
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No outro extremo, # = P(Q). Essa é a maior algebra possivel.

A primeira algebra distingue pouco; a segunda, no caso dos reais, distingue de-

mais. A estrutura util costuma estar entre esses extremos.

Considere Q = R. Queremos que todos os intervalos estejam na algebra. Por causa
das propriedades da Definicdo 1.3, temos que a menor algebra & que contém os
intervalos sera:

% = {unido finita de intervalos em R}.

Dado um conjunto qualquer Q, uma cole¢éo de conjuntos nio vazios e dois a dois
disjuntos & = {P,P,,...,P,} é dita uma particdo se Q = Uj_;P;. Nesse caso os

conjuntos P;,P,, ...,P, sdo ditos tomos da particdo.
Nesse caso a familia gerada por todas as combinac¢des de 4tomos é uma algebra
(P = {U P Jcil,.. ,n}}
JjeJ
Temos também que | f(PP)| = 2".

Se @ for outra particdo, dizemos que @ refina & se, para cada P € &, existem

Qy,...Qy € @ de modo que

P=Q1UQU--UQy,
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Figura 1.1.: Uma particdo de Q

A algebra gerada pelos intervalos contém apenas unides finitas de intervalos.
Isso é pouco para a probabilidade: ndo permite descrever limites de eventos. Ad-

mitir unides arbitrarias, por outro lado, seria demais, pois todo subconjunto dos

A=t

xX€A
O compromisso é admitir unides enumeraveis. Este serd o primeiro dogma da

reais é unido de seus pontos:

teoria da probabilidade.

Definicao 1.8 — o-algebra
Uma familia ndo vazia # de eventos é denominada de o-algebra se é fe-

chada em relacao

ao complementar

a unido enumeravel

A Ay .. eF = | A e

n=1

Dado Q e ¥ uma o-algebra de Q, dizemos que (Q,%) é um espago mensuravel.
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Se voltarmos aos nossos exemplos, quais sdo o-algebras? Os Exemplos 1.4, 1.5

1.7 sdo, mas a algebra de Borel apresentada no Exemplo 1.6 néo é.
EA familia {@, A, A, Q} é uma o-algebra simples gerada pelo subconjunto A.

EA familia dos subconjuntos de X que sdo enumeréaveis ou cujos complementos

sdo enumeraveis é uma o-algebra.

Considere Q@ = R. A menor o-algebra que contém todos os intervalos existe,

como mostraremos na Secdo 1.5.1.

Essa o-algebra é denominada o-algebra de Borel. Veremos que ela néo contém

todos os subconjuntos de R, conforme exigia o exemplo de Vitali.

Existem 22" subconjuntos de R. Os conjuntos de Borel sio somente 2%. A pa-
lavra “somente” pede aqui alguma familiaridade com o infinito. A diferenca entre
essas cardinalidades garante a existéncia de subconjuntos ndo borelianos. A de-

monstracdo desse fato é apresentada na Segéo 2.5

Seja (Q, F) um espago mensuravel e D C Q um subespaco. A o-algebra do subes-
paco é definida como:
Fp={END : E€ F}

Em espacos enumeraveis, podemos em geral tomar o conjunto das partes como

o-algebra; a dificuldade aparece sobretudo nos espacos ndo enumeraveis.

Um pouco mais sobre eventos

Uma o-algebra organiza as perguntas que o modelo permite fazer. Se A € #,

dizer que A ocorreu significa simplesmente que o resultado observado pertence a
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A. Essa traducdo entre operacdes de conjuntos e afirmacdes sobre o experimento

serd usada continuamente.
Neste contexto, dados eventos A, B € ¥ também dizemos que
0O A ndo ocorreu ou ndo foi observado para nos referirmos a AS;
O ocorreu ou observamos A ou B para nos referirmos a A U B;
O ocorreram ou observamos A e B para nos referirmos a A N B.
Analogamente, dada uma sequéncia de eventos Ay, Ay, ... € F
O Uzozl Ay é o mesmo que ocorreu A, para algumn > 1;

O ﬂzozl Ay é 0 mesmo que ocorreu A, para todon > 1;

Consideremos o experimento de lancar infinitas moedas. Representaremos coroas

por 0 e caras por 1, de modo que o espaco amostral é
Q =1{0,1}* = {(a,a2,a3,...) : a €{0,1},k > 1}.
Assim, o evento Ay = {observamos cara no k-ésimo langamento} é dado por
A ={(a,ay,..) €Q : aq =1}

Deste modo, valem as seguintes descrigdes.

n , . .
| Uk:l Ak € 0 mesmo que ocorreu ao menos uma cara nosn primeiros langamen—

tos;
n , . .
O ﬂk:l Ay € 0 mesmo que ocorreu cara em todos osn primeiros langamentos,
00 ,
O Uk:l Ay é 0o mesmo que ocorreu ao menos uma cara;

o ,
0 (_; Ax é 0 mesmo que ocorreu cara em todos os langamentos;

O fechamento enumeravel das o-algebras permite ainda descrever eventos que

dependem do comportamento de uma sequéncia inteira.



1. Introducao 11

Definicao 1.12 — Limite Superior e Inferior

Suponha que & ¢é uma o-algebra. E considere A, A,,... C Q.

Entdo o limite superior é o conjunto definido como

limsup A, := ﬂ UAk

n=1k=n

={weQ :VnIk>ntal que w € Ay}

={w € Q : w pertence a infinitos A,}

Por outro lado, o limite inferior é o conjunto definido como

liminf A, :=_J (") Ak

n=1k=n

={weQ:3ntalqueVk >n, e A}

={w € Q : w pertencem a todos A, exceto por um numero finito deles}

Heuristica 1.13 — Retornos semanais

Denote por A, o conjunto das pessoas que visitaram uma biblioteca na n-
ésima semana. Algumas aparecem apenas nas primeiras semanas; outras
retornam infinitas vezes, mas com intervalos; outras, a partir de certo mo-

mento, passam a comparecer toda semana. Entao

O lim sup A, retine quem retorna em infinitas semanas;

O liminf A, redne quem, depois de alguma semana, nio volta a faltar.

A diferenca entre os dois limites é a diferenca entre voltar sempre e, depois

de algum instante, estar sempre presente.

Sempre é verdade que liminf A, C limsup A, e quando estes conjuntos coinci-

dem, dizemos que o limite existe:
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Figura 1.2.: Sequéncia crescente de eventos e sua unido.

Definicao 1.14 —
Se limsup A, = liminf A, = A, entdo dizemos que A, converge para A e

escrevemos A, — A ou que A = lim A,, e nesse caso

A =lim A, =limsup A, = liminf A,

Exemplo 1.15 —.
-+ = B com B um subconjunto

SejaAl :A3:A5:"':A6A2:A4:A6
B.

proprio de A. Entdo limsup A, = A eliminf A,

Definicdao 1.16 — Eventos nao crescentes e nao decrescentes
A sequéncia de eventos Ay, A,, ... é dita ndo crescente se A; 2 A; 2 Az 2
---. Nesse caso escreveremos que A, | .

De modo analogo, a sequéncia de eventos Ay, A,, ... é dita ndo decrescente

se Ay € A, C A3 C ---. Nesse caso escreveremos que A, 1.
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Proposicao 1.17 —

Se A, 1, entdo A, converge, e nesse caso temos que
lim A, = | J A, = A.
n=1
Denotaremos tal fato por limf A, = A (ou A, 1 A).
n

Se A, |, entdo A, converge, e nesse caso temos que

lim A, = (| A, = A.
n=1

Denotaremos tal fato por lim| A, = A (ou 4, | A).
n

Demonstracado. Denotaremos por A = limsup A, e por B = liminf A,. Clara-

mente B C A.

Suponha que os conjuntos A, sido nio decrescentes, ou seja, A, C A,, ;. Seja
x € Aesejal, ={ne N : x € A,}. O conjunto I, C IN é nio vazio e infinito.
Seja ny € L. o menor desses naturais. Se x € Ap, entdo x € A,Vn > ny. Logo, o

conjunto dos A; em que x néo esta é finito e, portanto, x € B. Assim, A C B.

Suponha que os conjuntos A, sejam néo crescentes, A,;; C A,. Sejax € A =
ﬂ:o:l Uzo:n Ag. Para cada n, U;o:n Ay = A, por serem nio crescentes, entdo A =
ﬂ:’:l Ap,. Em particular, x € A, para todo n; logo x € B e, consequentemente,

ACB.

Classes de Conjuntos

Construir um modelo probabilistico exige escolher uma o-algebra e uma medida.
A medida vira no préximo capitulo. Nesta se¢io reunimos ferramentas para reco-

nhecer e construir a o-algebra.
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Definicao 1.18 — A-sistema

Uma familia de eventos & C P(Q) é denominada A-sistema se

[1]QeF

[2][AeF = A€ F

[3]A1 Ay e F = AEZF.
—_—— -
disjuntos

Na defini¢éo acima, a condicdo Q € F garante que a classe & nio seja vazia.

Proposicao 1.19 —
Um A-sistema & é fechado em relagao a diferencas proprias. Isto é, se A,B €

Y eBC A, entaio A\ Be &Z.

Demonstracao. Como A,B € &, também A®,B¢ € Z. A inclusdo B C A implica

que A€ e B sao disjuntos. Logo A°U B € <. Tomando novamente o complemento,

A\B=(A°UB) e Z.

Definicdo 1.20 — r-sistema
Uma familia ndo vazia de eventos & C P(Q) é denominada r-sistema se
A BeE P = AnBe P
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Definicao 1.21 — Classe Monédtona

Uma familia nio vazia de eventos /4 C P(Q) é uma classe monoétona se
[1]ALAy..ell e Ayt A— Ac M

[2]A, Ay .. EMe AL A— AE M.

As classes mondtonas servirdo para reconhecer o-algebras a partir de propri-
edades de fechamento mais simples. Toda o-algebra é uma classe monétona; os
resultados a seguir esclarecem quais condicoes adicionais permitem percorrer o

caminho inverso.

Temos a seguinte relacdo entre as classes de conjuntos

Teorema1.22 —oc=A+nx=M + f

Sao equivalentes as seguintes afirmacoes:
& é uma o-algebra
F € uma algebra e classe mondtona

F é um A-sistema e um z-sistema.

No titulo, f abrevia field (algebra de conjuntos), e o sinal + significa que as
duas propriedades sdo exigidas simultaneamente. Assim, o teorema diz que ser o-
algebra equivale tanto a ser A-sistema e 7-sistema quanto a ser classe mondtona e

algebra.

Demonstracao. Toda o-algebra é, ao mesmo tempo, uma algebra e uma classe

monotona; também é um A-sistema e um sz-sistema. Assim, basta provar que cada

uma das condi¢des | 2 | e[ 3 |implica [ 1].

De| 3| para[ 1] Suponha que & seja um A-sistema e um r-sistema. A definicéo

de A-sistema ja fornece Q € F e o fechamento por complementos. Resta obter o
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fechamento por unides enumeraveis que nio sejam necessariamente disjuntas.
Dados Ay,A,,... € #, defina
Bi=A;,  Be=AN\|JA=An[ A5 k>2
j<k j<k
Como & ¢é fechada por complementos e por intersecdes finitas, cada By pertence

a F. Além disso, os By sdo disjuntos dois a dois e

00 0
B =] A
k=1 k=1
O fechamento do A-sistema por unides enumeraveis disjuntas mostra, portanto,
que |, Ax € F. Logo & ¢é uma o-algebra.

De| 2] para[ 1] Suponha agora que & seja uma algebra e uma classe monétona.

Se A(,A,, ... € F, entdo as unides finitas
n
So =) A
k=1

pertencem a algebra F e satisfazem S, 1 Uzozl Ag. Pelo fechamento da classe
monétona por limites crescentes, | J, Ay € &. Assim, # é uma o-algebra, e as trés

condigdes sdo equivalentes.

1.5.1. Classes Geradas

Proposicao 1.23 —

Seja Q um conjunto qualquer, e ¥ (4 € A) uma familia de o-algebras em Q.

Entdo (),_, %, é uma o-algebra.
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Demonstracao. Denote F = ﬂAeA F,. Como Q pertence a toda F), temos Q €
F.Se A € F,entdo A € F) para todo A; portanto A® € F) para todo 4, isto é,
A€ € &. Finalmente, se A,A,,... € #, entdo, para cada A,

[s¢]

A, € F) paratodon = U A, € F).
n=1

Assim, U:’:l A, pertence a intersecdo de todas as F). Os trés axiomas de o-algebra
estdo verificados. [l
Do mesmo modo podemos provar que:
O interseccéo de algebras é algebra.
O interseccdo de classe monotona é classe mondtona
O interseccdo de A-sistema é A-sistema

Essas observacgdes nos permitem fazer as seguintes defini¢des

Definicao 1.24 —

Seja € uma familia arbitraria de subconjuntos de Q.

Definimos a o-algebra gerada por € como

o(B) := N F
& é o-algebra
€ CF

Definimos a algebra gerada por € como

& := (| &
F é algebra
€ CF

Definimos a classe monoétona gerada por € como

M(E) = N M
A é classe mondtona
6 C M




1. Introducao 18

[ 4| Definimos o A-sistema gerado por % como

NE) := N &
£ é um A-sistema
€ CZ

Assim, 0(®) é a menor o-algebra que contém €. A defini¢do é implicita: em
geral nao dispomos de uma lista simples de todos os seus elementos. Ela contém
tudo o que as operagdes enumeraveis de complemento, unifo e interse¢io obrigam
a incluir — e, em exemplos importantes, essa descricdo é mais util do que uma

tentativa de enumerar os conjuntos resultantes.

Para um exemplo simples, considere o conjunto Q = {1, 2, 3,4}. Ento, a 0-algebra

gerada pelo subconjunto unitario {1} é {®, {1}, {2, 3,4},{1, 2, 3,4}}.

Dado Q = R. Entéo, a o-algebra gerada pelo subconjuntos finitos pode ser des-

crita como:

| a |conjuntos finitos
E conjuntos enumeraveis

conjuntos cujo complementar é enumeravel ou finito.

Essa é a o-algebra dos conjuntos enumeraveis ou co-enumeraveis.

O proximo principio retine um argumento recorrente: identificar os conjuntos

que possuem a propriedade desejada e estudar a classe que eles formam.
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Teorema 1.27 — Principio dos Bons Conjuntos

Dado € e & duas familia de subconjuntos de Q. Se

E%C?;

@ g é uma o-algebra

Entio o(€) C €.

Demonstracao. A demonstracao é imediata do fato que:

o(€) := ﬂ F

& é uma o-algebra
€ CF

O

¢é a menor o-algebra que contém €.

A geracio de o-algebras é compativel com a restri¢do a subespacos de Q.

Teorema 1.28 — Geradores Restringidos
Dados Q um espa¢o amostral e € uma classe de subconjuntos de Q. Se Q, C
Q entao

o*(% N QO> = 0(%) N Q.

—_—_—— ==

o-algebra  o-algebra
em Q, em Q
Demonstracao.

Provaremos inicialmente que o(% N Q) C a(€) N Q

Essa implicacdo segue facilmente por Principio dos Bons Conjuntos ja que € N

Qo Co(E)n Qg ea(F)N Qy é uma o-algebra.
Agora mostraremos que o(&) N Q) C a(& N Q)

Observe que essa inclusdo é equivalente a afirmagéio de que, para cada A € o(%),
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ANQy € (€ N Q). Para demonstrar esse fato seja
G :={ACQ: AnQye (€ nNQyk

Sera suficiente demonstrar os quatro itens a seguir e, finalmente, utilizar Principio
dos Bons Conjuntos para concluir que o(€) C .

necg

Ae%=>AmQ()€%nQ()CO'<C€on>.

0nQeg

Q()CQ:QﬂQO:QOeO'(%ﬂQ())
pois uma o-algebra em Q; deve conter Q

= Qey.

DA€ — A€ @

Observe que A denota o complementar com respeito a Q. Assim
A€l = AnQyed(€nQ
S QO—AOQO EO’<%HQ()>
—_—
complemento em Q,
— Qo N (AU Qf) € o(E N Q)
—

=ANQ,
== A‘e @.

DAl,Az,... el — UkAk ey

AlaA2>"' ISR Ak N QO S O'<Cg N Qo>, vk
— | Ak n Q) € o(& n Q)
k

— (UAk) NQy € (€ N Q)
k

=UA]<E?.
k
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Teorema 1.29 — Teorema da Classe Monétona de Halmos

Se F, é uma algebra entdo M (F,) = o(Fg).

Demonstracao. Escreva /4 = M (%,). Faremos a prova em trés passos.

1. A inclusdo imediata. Como o(%) é uma classe mondtona que contém F, a
minimalidade de ./Z da
ﬂ c O'<e9:0>.

2. Fechamento por complementos. Considere
D2={ACQ: A°e M}

Se A, € DeA, 1 A entio A5 € M e A5 | A% logo A € M, isto é, A € D.
O caso A, | A é analogo, com os complementos crescendo. Portanto, & é uma
classe monétona. Como % é uma algebra, A € % implica A® € F, C M ; assim,

Fo € D. Pela minimalidade, # C 9, e M ¢é fechada por complementos.
3. Fechamento por unides finitas. Fixe B € % e defina
Dp={ACQ: AUBE M}

Se A, T A, entdo A, UB T AUB;se A, | A, entdo A, UB | AU B. Isso mostra

que g é uma classe monétona. Além disso, Fy C D, pois A,B € Fy implica

AUB e %, C M. Mais uma vez pela minimalidade, # C 2g. Concluimos que

Ae M, BeFy, — AUBeUM.

Precisamos agora permitir que também o segundo conjunto pertenca a .#. Para

isso, considere
&={BCQ: AUBe ./ paratodo A € M}.

Para cada A € ./, as identidades do paragrafo anterior mostram que a condigio

AUB € M é preservada quando B, T Bou B, | B. Logo & é uma classe monétona.
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A conclusdo destacada acima mostra que F; C &; pela minimalidade, # C &.
Portanto, A,B € ./ implica AUB e /.

Como Q € Fy C M, os passos 2 e 3 mostram que .# é uma algebra. Ela ja é
uma classe monotona; pelo Teorema 1.22, ela é uma o-algebra. Como contém F,

contém também o(%), o que prova a outra incluséo.

Teorema 1.30 — 7 — A de Dynkin

Se & é um r-sistema entdo () = o(P).

Demonstracao. Escreva & = (). Como toda o-algebra é um A-sistema,
& C o(P).
Resta provar a incluséo inversa. Para cada A C Q, defina

€4={BCQ: AnBe %}

Fixe A€ &P. Temos Q € G4, pois A=ANQ e Z. Se Be &y, entédo
ANB*=A\(ANnB) e %,

pela propriedade de diferencas proprias. Portanto B¢ € € 4. Se B;,By, ... sdo disjun-

tos e pertencem a &4, entdo os conjuntos A N B, também séo disjuntos e

Anl B, = JAnB)e 2.
n=1 n=1

Logo &4 é um A-sistema. Como & é um 7-sistema, & C & ,; pela minimalidade,

L C G,

Considere agora
577={f1g;Q L C gk}

A classe # é um A-sistema. Com efeito, Q € #. Se A € # e B € &, entdo
ANBe Ze
A°NB=B\(ANnB) e %,
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de modo que A® € . Finalmente, se A{,A,, ... sdo disjuntos e pertencem a %,

entdo, para cada B € &, os conjuntos A, N B sdo disjuntos e

(UAn>mB:U(Ant)e$.
n=1 n=1

Assim, |, A, € Z.

O paragrafo anterior mostrou que & C #’; portanto & C #. Se AB € Z,
segue que B € Gy, isto ¢, ANB € &. Logo &£ é também um 7-sistema. Pelo
Teorema 1.22, & é uma o-algebra que contém 2. Consequentemente, 0(%) C Z,

concluindo a demonstragéo.

O seguinte teorema é uma consequéncia direta dos Teoremas 1.27 e 1.30.

Teorema 1.31 — Principio dos Bons Conjuntos 2

Dados & e & duas sub-colecdes de subconjuntos de Q. Se

E@C?;

E P é uma r-sistema;

€ é uma A-sistema

entdo o(P) C &.

Demonstracao. Como & é um A-sistema que contém 2, a minimalidade da A(2) C
€. Pelo Teorema -4 de Dynkin, A{%) = 6(P). Logo 0(P) C &.

o-algebra de Borel
As o-algebras de Borel permeiam a teoria da medida e a probabilidade. Seu trago

distintivo é admitir muitos geradores equivalentes: abertos, fechados, bolas, re-

tangulos ou cilindros. A liberdade de escolher o gerador adequado simplifica de-
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monstraces e construcdes; em (0,1]%, por exemplo, retangulos serdo a linguagem

natural para construir a medida de Lebesgue.

Definicdo 1.32 — Espaco Métrico

O par (Q,d), no qual Q é um conjunto e d é uma funcéo
d: QxQ — [0,00)

é dito espaco métrico se

d(x,y) >0
[2]d(xy)=0 & x=y
d(x,y) = d(y.x)

@ d(x,y) < d(x,z) +d(z,y)

Definicdao 1.33 — Aberto

Dado Q um espago métrico com métricad : Q x Q — [0,00]. Um conjunto
A C Q é dito aberto se para cada x € A, existir € > 0 tal que a bola aberta
{y € Q : d(x,y) < €} esta inteiramente contida em A.

Definicao 1.34 — o-algebra de Borel %(Q)
A o-algebra de Borel Q (com respeito a métrica d), denotada por &(Q), é

definida como a o-algebra gerada pelos conjuntos abertos.

A definicdo se aplica, em particular, as o-algebras de Borel BRY) e B((0,1]9).

Para uma classe € de subconjuntos de Q, usaremos a notacéo

lo, :=={CNQy: CeFL
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Teorema 1.35 — Restricdo de Borel

Se Q é um espago métrico e Q, C Q tem a métrica induzida, entdo a o-algebra

de Borel de Q satisfaz
B(Q) = B(Qg,-
Se, além disso, Qy € B(Q), entdo

%(Qo) = {B (S %(Q) 5 B g Qo}

Demonstracao. Comegaremos mostrando que B(€)) = B(Q)lq,-

Considere

& := subconjuntos abertos de Q

&, := subconjuntos abertos de Q
Do curso de topologia vocé deve se lembrar que:
& = Zlg,
Logo

B(Q) = (%) = G<f|§20>

= 0(9)lq,
= B(Dla,s

onde a segunda igualdade é o Teorema dos Geradores Restringidos.

Agora suponha Q) € B(Q). Se B FB(Q) e B C Q, entdo B = BN Q, pertence
ao traco. Reciprocamente, se B = Bn Qp, com B € B(Q), entdo B € B(Q), pois

tanto B quanto Q sdo borelianos, e claramente B C Q.

Por retdngulo em RY entenderemos um produto de d intervalos; por cilindro co-
ordenado, um conjunto da forma 7r]71(I) ={xe Rl : xj € I}, onde I C R é um

intervalo.
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Teorema 1.36 — Geradores da o-algebra de Borel

%(]Rd) = g((—00,¢1] x -+ X (—00,¢4] : —00 < ¢ < oo>

o(bolas abertas de le>

o(subconjuntos abertos de ]Rd>

o(subconjuntos compactos de ]Rd>

o(retangulos le>

(
{
{
6<subconjuntos fechados de ]Rd>
{
{
(

o(cilindros ]Rd>

S((0,1]) = a(ABo((0,1]))
=0<(ab] g 0§a§b§1>

o((ab) : 0<a<b<1>

o ab] O<a<b<1>

Il
Q

o subconjuntos abertos de (0, 1]>

(
(I
((0,a] : 0<a<1)
{
= a(subconjuntos fechados de (0, 1]>

%((0,1]%) = BRY) n (0,1)¢
={Be B[R?) : Bc (0,1]%}
= o((ap.by] x - x (ag.bg] : 0 < a < b < 1)

= o(By((0,1]%)).

onde %’0((0,1]d) i= f((al,bl] X x(agbgl + 0 <aq < b < 1> é a algebra de
Borel em (0,1].

A parte mais importante do teorema acima é que %((0,1]¢) = 0(9(5’0((0,1]‘1)).
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Esta caracterizacdo permite construir probabilidades em @0((0,1]d), entdo utilizar
o Teorema da Extensdo de Carathéodory para estender essas probabilidades para

um modelo de probabilidade total em 8((0,1]%).
Demonstracao. Denote por # a familia dos ortantes inferiores
(—o0,¢1] % -+ x (—00,¢4], €15 g ER.

Cada elemento de # é fechado, logo o(#') C % (RY). Para a inclusdo inversa, fixe
j€{1,....d} ec € R. O semiespago coordenado inferior pode ser escrito como

oo
{xeR? : xj<c}= U{xele i xj<c e x;<mparai#j}
m=1
Portanto, todos esses semiespagos pertencem a o(#’). Diferencas e interse¢des

finitas dao
d
(a,b1] x -+ x (ag.bg] = ﬂ({x txp <bi\{x : x; < aj}).
j=1

Os retangulos semiabertos desse tipo geram todos os retangulos abertos e, como
os retangulos abertos com extremos racionais formam uma base enumeravel da
topologia euclidiana, geram % (R?). Assim, o(%) = B(R?).

As bolas abertas também formam uma base: mais precisamente, as bolas com
centro em QY e raio racional formam uma base enumeravel. Logo todo aberto é
unifo enumeravel dessas bolas. Como toda bola aberta é boreliana, segue que as
bolas abertas geram B(R?). Por definicio, o mesmo vale para a familia de todos
os abertos. Os fechados geram a mesma o-algebra, pois sdo exatamente os comple-

mentos dos abertos.

Todo compacto de R? é fechado, de modo que a o-algebra gerada pelos compac-

tos esta contida em B (RY). Reciprocamente, se F é fechado, entdo

F= U (Fn [—m,m]d),
m=1

e cada conjunto da unido é compacto. Portanto os compactos geram todos os fe-

chados e, consequentemente, toda a o-algebra de Borel.
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Todo retdngulo é boreliano, enquanto os retdngulos abertos com extremos racio-
nais formam uma base enumerével; portanto os retangulos também geram 8 (R%).
Todo cilindro coordenado é boreliano, pois a projegdo x; € continua. Reciproca-
mente, todo retangulo é uma intersecéo finita de cilindros coordenados. Isso prova

também a igualdade relativa aos cilindros.

Passemos a S = (0,1]. Pelo Teorema da Restri¢do de Borel e pelo caso unidimen-

sional ja demonstrado, %(S) é gerada pelos conjuntos (0,c], 0 < ¢ < 1. Como
(ab] = (0,b] \ (0.a],

a familia dos intervalos semiabertos (a,b], 0 < a < b < 1, gera a mesma o-algebra.
A algebra B((S) é, por definicio, a algebra gerada por esses intervalos; aplicar
primeiro um nimero finito de operacdes e depois operacdes enumeraveis nio muda

a o-algebra gerada. Logo a(%B(S)) = AB(S).

Os abertos de S geram JB(S) por definicio, e os fechados geram a mesma classe
por complementacdo. Para conferir diretamente as duas familias de intervalos que
aparecem no enunciado, fixe 0 < ¢ < 1. Escolha sequéncias a, | 0 e b, | ¢ com
0<a, <c<b, <1 Entdo

(0] = ﬂ(o’bn) = ﬂ U(am’bn)-
n=1

n=1m=1
Descartando os poucos pares com a,, > b, todos os intervalos da tltima expressio
tém extremos estritamente entre 0 e 1. Assim, esses intervalos abertos geram (O,C].

Por outro lado,

Ocl= |J [1/ngl,

n:1/n<c
de modo que os intervalos fechados com extremos interiores também geram (0,c].
Como todos os intervalos mencionados sdo borelianos, ficam provadas todas as
igualdades relativas a S.
]d

Finalmente, tome S; = (0,1]%. Pelo Teorema da Restricio de Borel,

B(Ss) = BRY)s,.

Como S; é boreliano, esse traco é também {B € % (RY) : BC S;}. Intersectando os

ortantes inferiores com Sy, vemos que B(S,) é gerada pelos retangulos (0,b;] x -+ x
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(0,b4]. Diferencas finitas em cada coordenada mostram que ela é igualmente gerada
por todos os retangulos (ay,b;] x -+ x (ag,b4] do enunciado. A algebra gerada por

esses retangulos é B (Sy), e portanto sua o-algebra gerada é novamente B(Sy).

A o-algebra de Borel é vasta, mas ndo contém todos os subconjuntos de R. Exibir
diretamente um nao boreliano nio é simples; a medida de Lebesgue fornecera uma

maneira eficiente de provar que eles existem.

Conjuntos enumeraveis, co-enumeraveis (i.e. complementos de conjuntos enume-
raveis), e conjuntos perfeitos de (0,1] estao em 98((0,1]). Em particular, o conjunto

de numeros irracionais de (0,1] é um conjunto de Borel.

A mesma construcéo define a o-algebra de Borel em qualquer espago topologico.

Nesse contexto é interessante o seguinte teorema. Um isomorfismo de espacos

mensuraveis é uma bijecdo mensuravel cuja inversa também é mensuravel.

Teorema 1.38 — Classificacdo dos espacos de Borel poloneses
Seja Q um espago polonés, isto é, um espaco cuja topologia é induzida por
alguma métrica completa e separavel. Entdo o espaco mensuravel (Q,%(Q))

¢ isomorfo a exatamente um dos seguintes tipos:
Eum espaco finito, se Q ¢é finito;
@Z, se Q é infinito enumeravel;

]R, se Q é ndo enumeravel.
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Demonstracao. Se Q é finito ou enumeravel, todo subconjunto de Q é uma uniéo
enumeravel de singletons fechados e, portanto, é boreliano. Nesses dois casos,
qualquer bijecdo com um conjunto finito da mesma cardinalidade ou com Z, res-

pectivamente, ¢ um isomorfismo mensuravel.

Suponha agora que Q seja ndo enumeravel. Usaremos o seguinte lema de Lusin-
Souslin: se X e Y sdo espacos poloneses e f : X — Y é uma funcéo boreliana inje-
tiva, entdo f(X) é borelianoemY e f : X — f(X) é um isomorfismo mensuravel.
O mesmo resultado vale quando X é um subconjunto boreliano de um espaco po-
lonés. Esse lema garante, em particular, que imagens de borelianos por aplicacdes

borelianas injetivas sdo borelianas.

Primeiro construiremos uma injegéo boreliana de Q@ em R. Seja (U,),,>; uma base

enumeravel da topologia de Q e defina
— N
O(x) = (1y,(0) 5, € 0.1,
Cada coordenada de ® é boreliana e a base separa pontos, logo ® é boreliana e
injetiva. A aplicacao
— 24
(an)nzl —> Z 3_nn
n=1
é uma injecdo continua do espaco de Cantor {0,1}N em [0,1]. Sua composicio com
® fornece a injecido desejada.

Construiremos agora uma injecdo boreliana de R em Q. Considere
C = {x € Q : toda vizinhanca aberta de x é ndo enumeravel}.

O complementar de C é a unido dos elementos enumeraveis da base (U,); portanto
é aberto e enumeravel. Assim, C é fechado, ndo vazio e sem pontos isolados. Como
é um subespaco fechado de um espago completamente metrizavel, C é completa-

mente metrizavel.

Construindo recursivamente, dentro de cada aberto relativo nao vazio de C, dois
abertos relativos com fechos disjuntos e didmetros menores que 27" no nivel n,

obtemos conjuntos (Vy)se(o 1}<n tais que

vso U Vs1 cv, Vso N Vsl =@, diam(V;) < 2 lsl,
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A completude implica que, para cada sequéncia « € {0,1}, a interseciio dos fechos
Va|n contém um unico ponto. A aplicacdo que associa a a esse ponto é continua
e injetiva. Por outro lado, compondo um homeomorfismo de R em (0,1) com a
expansdo binaria escolhida de modo a néo terminar em uma cauda infinita de alga-
rismos 1, obtemos uma injecdo boreliana de R em {0,1}N. Logo existe uma injegéo

boreliana g : R — Q.

Para concluir, aplicamos a versdo boreliana do argumento de Cantor-Schréder—Bernstein.
Se f: Q—>Reg: R— Qsio as injecdes construidas, ponha

oo

Ag=Q\g®), Ay =g(f(4)). A=[]JA.

n=0

Pelo lema de Lusin-Souslin, todos esses conjuntos siao borelianos. A funcdo

hx) = f(x), xEA,

g lx), x¢A

¢ a bijecdo usual do argumento de Cantor-Schroder-Bernstein. As duas partes
sdo borelianas, assim como as partes correspondentes de sua inversa; logo h é um
isomorfismo entre (Q,%B(Q)) e (R,%(R)).

EXERcIcCIOS

Ex. 1.1 — Sejam &/ e /5 duas algebras de subconjuntos do mesmo conjunto Q.

Prove que &/; N 9/ também é uma algebra de subconjuntos de Q.

Ex. 1.2 — Considere Q = (0,1] e a familia
n
ﬂz{@}U{U(ai,bi] n>1,0<ag<bh<1,

i=1

e os intervalos (g;,b;] sdo dois a dois disjuntos}.
Prove que &/ é uma algebra de subconjuntos de Q.
Ex. 1.3 — Prove que a familia

o ={ACQ : Aéfinito ou A° é finito}

é uma algebra de subconjuntos de Q.
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Ex. 1.4 — Suponha que Q seja infinito. Mostre que a algebra
o ={ACQ : Aéfinito ou A° é finito}

nao é uma o-algebra. Construa explicitamente uma sequéncia (4,),>; em & cuja

unifo nio pertence a &.

Ex. 1.5 — Suponha que Q seja infinito e ndo enumeravel. Prove que
F ={ACQ : Aéenumeravel ou A° é enumeravel}

é uma o-algebra de subconjuntos de Q.

Ex. 1.6 — Sejam (A,),>; conjuntos de Q.

1. Suponhaque A, 1 A, istoé, A; C Ay C e A={J, A, Proveque

liminf A, = limsup A, = (_] A, = A.
e n—oo n=1

2. Suponhaque A, | A istoé, A; 2 Ay 2 e A=), A, Proveque

liminf A, = limsup A, = m A, = A

n—oo
n—oo n=1

Ex. 1.7 — Conjunto de Cantor. Seja C C [0,1] o conjunto de Cantor. Prove que
C é fechado e, portanto, boreliano. Em seguida, usando representacdes na base 3,

construa uma injecio de {0,1}N em C e conclua que C nio é enumeravel.

Ex. 1.8 — Prove o Principio dos Bons Conjuntos: se € € & C P(Q) e & é uma
o-algebra, entdo
o()C .

Indique precisamente onde é usada a minimalidade de o(%).

Ex. 1.9 — Conjunto de Vitali no plano. Seja & uma o-algebra de subconjun-
tos de R? que contém os borelianos, e seja y uma medida nio nula em (R2,%),

invariante por translacdes, tal que

0 < p([0,1]?) < oo.
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Adapte a construcio de Vitali, usando translacdes por vetores de Q?, para provar

que existe um conjunto V C [0,1]? que nao pertence a F.

Ex. 1.10 — Prove novamente o Teorema da Classe Mondtona de Halmos 1.29. Mais

precisamente, dada uma algebra %, escreva M = M{Fy) e:

1. prove primeiro que / C o(F);

2. mostre, por um argumento de classe monétona, que A € . implica A° €
M
3. use duas vezes o mesmo tipo de argumento para provar que A,B € /A

implica AUB € M

4. conclua, pelo Teorema 1.22, que J{Fy) = o{Fy).

Ex. 1.11 — Considere as propriedades seguintes para uma familia & C 2(Q):

(/11) Qe g;
A) Ae¥ = A€ Z;
(A)ier € & dois a dois disjuntos,
(%) I néo vazio, finito ou enumeravel — U A e
iel
(1) ABe X ACB— B\ AeY%,;
(A4) ABeZ AnB=¢p=— AUBe Y,
(A5) A MAA e —=AcY;
X)) AlA A e = Ac L.
Prove as afirmagdes abaixo.
1. & éum A-sistema se, e somente se, satisfaz (1), (15) e (43).
2. Todo A-sistema satisfaz também (A4), (As) e (Ag).
3. &£ éum A-sistema se, e somente se, satisfaz (1), (13) e (A¢).

4. Se & é ndo vazia e satisfaz (15) e (13), entdo & é um A-sistema.
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Ex. 1.12 — Seja @ = & C P(Q). Defina

€ = U{A® : Ae A},

n
54 :=§ﬂCj : nzl,Cje%p},
Jj=1

U -

n
% Ij:n21,IjEf§.
j=1

Prove que a algebra gerada por & é %, isto é,
fdy=2.

Ao longo da prova, explique como @ e Q aparecem em %.

Ex. 1.13 — Seja S = (0,1] e
HBy(S) = flab] :0<a<b< ).

Usando o exercicio anterior, prove que todo elemento de %B,(S) pode ser escrito
como unido finita de intervalos semiabertos (a;,b;]. Mostre ainda que essa repre-

sentagdo pode ser escolhida com os intervalos dois a dois disjuntos.

Ex. 1.14 —Um dado lancado até o primeiro seis. Um dado equilibrado é lancado
repetidamente até aparecer a face 6. O experimento deve contemplar também a
possibilidade de que isso nunca ocorra. Descreva um espaco amostral que registre
exatamente a trajetoria observada: uma palavra finita terminada em 6, quando
o primeiro 6 aparece, ou uma trajetdria infinita, quando ele nunca aparece. Néo

atribua probabilidades ainda; essa etapa sera retomada no capitulo seguinte.

Ex. 1.15 — Trés modelos de ocupacao. Distribua k particulas por n células distin-
guiveis. Descreva o espacgo de configuracdes e calcule sua cardinalidade em cada

um dos modelos:

1.  Maxwell-Boltzmann: particulas distinguiveis e ocupacio multipla permi-
tida;

2. Bose-Einstein: particulas indistinguiveis e ocupacio multipla permitida;
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3.  Fermi-Dirac: particulas indistinguiveis e no maximo uma particula por cé-

lula. No ultimo caso, trate separadamente a possibilidade k > n.

Ex. 1.16 — Trés espacos amostrais para uma urna colorida. Uma urna contém
N = n; + -+ + n, bolas fisicamente distintas, das quais n; tém a cor i. Retiram-se

k < N bolas sem reposicio.

1. Descreva e conte os resultados quando se registra a ordem e a identidade

das bolas.
2. Faca o mesmo quando se registram as identidades, mas nio a ordem.

3.  Se somente as quantidades retiradas de cada cor sio registradas, descreva
o espago de resultados e determine a probabilidade de cada vetor de conta-

gens sob amostragem uniforme.



CAPITULO

Medidas de Probabilidade

No capitulo anterior vimos por que nem todo subconjunto pode receber uma pro-
babilidade. Agora invertemos a pergunta: dada uma atribuicdo de massa em uma

familia simples de conjuntos, quando ela determina uma medida de probabilidade?

O caminho passa por trés niveis. Comecaremos com probabilidades finitamente
aditivas, identificaremos as condicoes que as transformam em pré-medidas e usa-
remos o Teorema de Extensdo de Carathéodory para obter medidas nas o-algebras
geradas. A dificuldade néo esta em distribuir massa finitamente; comeca quando

os limites entram em cena.

Ao final, aplicaremos esse mecanismo a constru¢do de modelos fundamentais,

entre eles a medida de Lebesgue e o espaco de infinitos lancamentos de uma moeda.

36
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Definicao 2.1 — Probabilidade Finitamente Aditiva

Se Fy é uma algebra em Q, entdo P : F, — [0,1] é dita uma probabilidade

finitamente aditiva ou atribuicio de probabilidade em % se

[1]P[Q] =1

P[A U B] = P[A] + P[B] para todos os conjuntos A, B € %, disjuntos.

A aditividade finita é o primeiro nivel da constru¢do. Em uma éalgebra, pode-
mos exigir também aditividade enumeravel sempre que a unifo ainda pertenca a

algebra.

Definicdo 2.2 — Pré-Medida de Probabilidade
Se %, é uma algebra em Q, entdo P : &, — [0,1] é dita uma pré-medida

de probabilidade em % se

[1]P(@) =1

P(U;Zo:1 Ap) = Zzozl P(A) para todos conjuntos disjuntos Aj, A, ... €
F, tais que Uzozl A €.

Definicdo 2.3 —

Uma medida em (Q, %) é uma aplicacdo p : F — [0, +o0] que satisfaz:

[1]u@) =0

para toda sequéncia de eventos disjuntos Ay, A,, ... € F, temos que

" (U An) =) u(Ay).
n=1 n=1

Essa propriedade é denominada de o — aditividade.
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Se nas Defini¢des 2.1 e 2.2 removermos a hipdtese P(QQ) = 1, obtemos uma
medida finitamente aditiva e uma pré-medida, respectivamente. No caso geral,
quando permitimos valores em [0,00], incluimos na defini¢do de pré-medida a con-

dicdo py(®) = 0. Para pré-medidas de probabilidade essa condigao é automatica.

Definicdo 2.4 —

Se P é uma medida em (Q, %) tal que P(Q) = 1, entdo P é denominada de
medida de probabilidade.

Nesse caso a tripla (Q, %, P) é denominada de espaco de probabilidade.

A definicdo é abstrata, mas inclui os experimentos aleatorios mais familiares:
lancamentos de moedas e dados, sorteios em urnas e muitos outros. Em cada caso,
o que muda é o espago amostral e a familia de eventos; a medida de probabilidade

é aregra que atribui massa a esses eventos.

A representacio seguinte explicita os trés ingredientes do modelo: o espago

amostral Q, a -algebra & e a medida P.

{HH}

{TT}

{HT,HH,TH}

{TH,HT,TT} /

{HH,TT}

{HT,TH}

Y \ o

0 0.25 0.5 0.75

Figura 2.1.: Relacéo entre o espago amostral, o-algebra e a medida de probabilidade.
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Definicao 2.5 — Medidas Finitas e o-finitas

Dado (Q, % ,u) um espago de medida.
[a]Se p(Q) < oo entdo p ¢ dita medida finita;
@Se u(Q) = oo entdo y é dita medida infinita;

[ ¢ |Se existem conjuntos em F Ay,A,, ... tais que Q = Ure; Ak € p(Ag) < o0

entdo p é dita medida o-finita

Note que toda medida de probabilidade é o-finita.

Exemplo 2.6 — Espacos de Probabilidade Discretos.

Seja Q um conjunto enumeravel, isto €, finito ou infinito enumeravel. Seja F o
conjunto de todos os subconjuntos de Q e seja uma funcdo p : Q — [0,1] satisfa-
zendo Zweg p(w) = 1. Definimos entio

P(A)= ) plw)com p(w)>0e Y plw)=1.
wEA weQ

Esta é a medida de probabilidade mais geral que podemos construir neste espaco.

1
al onde |Q| denota o numero de
pontos em Q, temos o que se denomina espaco de probabilidade finito equiprovavel.

Quando Q é um conjunto finito, e p(w) =

Muitos modelos dos cursos introdutdrios sdo casos particulares dessa constru-

céo.
Exemplo 2.7 —.
Seja Q = N U {0} e dado A > 0 e definida p : Q — [0,1] por
2k
— A
p(k) =e F

Como
. oA
Zp(k)ze Zﬁze et =1,
k=0 k=0 ™
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a medida

P(A) = ) p(k),

keA
¢ uma medida de probabilidade em (Q,%(Q)).

Exemplo 2.8 — Lancamento de Moedas.

Vamos considerar o experimento de langar n moedas. Representando coroa por 0 e

cara por 1, podemos definir o espago amostral por
Q={0,1}"={w=(ay,ay,....,a,) : a. €{0,1},k=1,...,n}

Dado w = (a4, ay, ...,a,) € Q, defina N(w) = a; + - + a, (N(w) representa o total

de 1’ s em w)

Fixe agora g € (0, 1) e defina
p) = gN@(1 - g N,

Fica como exercicio mostrar que

Y, pl@) =1,

[AI=9)

e portanto pode ser usada para definir um espaco de probabilidade.

As primeiras consequéncias da defini¢éo serdo usadas ao longo de todo o texto.

Proposicao 2.9 — Propriedades da Probabilidade

P(A) = 1 — P(A).
A C Bimplica P(A) < P(B). (monotonicidade)

Dados eventos A e B entdo P(A U B) < P(A) + P(B) (sub-aditividade)
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[4]P <U;°:1 An> < 2;0:1 P(A,) (o-sub-aditividade)
P[A U B] = P[A] + P[B] — P[A n B]; (Inclusio-exclusio)

[6|P(A2B) > max {P(A — B),P(B — A)}

Demonstracao.
Q = AU AC. Logo, P(Q) = P(A) + P(A®). Agora basta utilizar que P(Q) = 1.
Use a decomposicdo B= AU (B\ A).

3 |Note que A U B pode ser escrito como A U (B \ A). Logo, pela monotonicidade
q p g0, p
da probabilidade, temos que P(A U B) = P(A) + P(B\ A) < P(A) + P(B).

[4|Defina B; = Aj e B, = A, \ UZ: Ay paran > 2. Os eventos B, sdo disjuntos,
B, € Ay e, B, =, An. Pela o-aditividade e pela monotonicidade,

P(O Ay) = i P(B,) < i P(A,).
n=1 n=1 n=1

A decomposicio disjunta AUB = (A\ B) U(B\ A) U(ANB) e as decomposi¢des

correspondentes de A e B fornecem
P(AuU B) =P(A) + P(B) — P(A N B).
[6]Como AsB=(A\ B)U(B\ A),
P(AxB) = P(A\ B) + P(B\ A),

e essa soma é maior ou igual a cada uma das duas parcelas.

Continuidade das Medidas de Probabilidade

A o-aditividade também pode ser lida como compatibilidade com limites de se-
quéncias monotonas de eventos. Essa forma de continuidade sera uma de nossas

ferramentas principais.
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Teorema 2.10 — Continuidade da Probabilidade

Dado uma sequéncia de eventos Aj, A,, ... € . Entdo
Se A, 1 A, entdo P(A,) T P(A) quando n — oo.

Se A, | A, entdo P(A,) | P(A) quando n — oo.

Demonstracao. Comecemos pela continuidade por baixo. Dada uma sequéncia

crescente A; C Ay C -, defina B; = A e,parak > 2, By = Ap \ Ap_1.

Os conjuntos B, sdo disjuntos e Ui:l By = Aj para todo j > 1. Além disso,

A= LJ‘Bk
k=1

Portanto, pela aditividade finita e pela o-aditividade,
n o]
P(A,) = > P(By) 1t Y P(By) = P(A).
k=1 k=1

Para a continuidade por cima, se A, | A, entdo A5 1 AC. Pela primeira parte,

P(A,) = 1 - P(AS) | 1— P(A°) = P(A).

Teorema 2.11 —

Dado Aj, A,, ... uma sequéncia de eventos. Entdo

P(liminf A,) < liminfP(A,) < limsup P(A,) < P(limsup A,).

Se A, — A entdo P(A,) — P(A) quando n — co.
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Demonstracdo. Defina

By=()Am e G={]JAn
m=n m=n

Entdo B, 1 liminf, A,, G, | limsup, A, e B, € A, € C,. Pela monotonicidade e

pela continuidade da probabilidade,

P(B,) < P(Ay) < P(Gy),

P(B,) — P(liminf A,), P(C,) — P(limsup A,).
n n
Tomando limite inferior e limite superior na primeira desigualdade, obtemos

P(liminf A,) < liminfP(A,) < limsup P(A4,) < P(limsup A,).
n n

n n

Se A, — A, entdo liminf, A, = limsup A, = A, e as desigualdades anteriores
implicam P(A,) — P(A). O

Teorema 2.12 — Caracterizacdes da o-aditividade

Dado P : %, — [0,1] uma probabilidade finitamente aditiva numa algebra

Fo- Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes
P ¢ uma pré-medida de probabilidade;

P é continua por baixo. Isto é dados Aq, A, ... € Fge A, T A € Fy entdo
P(A,) 1 P(A);

P é continua por cima. Isto é dados Ay, A,, ... € Fye A, | A € F; entdo
P(Ap) | P(A);

@ Continua por cima em @. Isto é dados Ay, A,,... € Fye A, | @ entdo
P(A,) L 0.
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Demonstracao. Ja provamos que 1. = 2. e é imediato que 3. = 4.

(4 = 3.) Suponha que P é continua por cima em @ e que Ay, A,,... € Fy e
Ayl Ae &,

Al A=A, -Al D
= P[A,] — P[A] =P[A, — A] | 0, pelo item 4.
= P[A;] | P[A]

( 2. & 3) Para provar esse fato basta observar que A, T A < A; | A®e que
P[A] =1-P[A"].

(2. = 1) Suponha que Aj,A,, ... sejam disjuntos em F; e que A = UZOZI A €
Fo. Os conjuntos S, = Uzzl Ay pertencem a algebra e satisfazem S, 7 A. Pela

continuidade por baixo e pela aditividade finita,
n 00
P(A) = lim P(S,) = lim ) P(A) = . P(A).

Logo P é uma pré-medida de probabilidade.

Lema 2.13 — Aproximacao por uma algebra

Seja (Q,% ,P) um espago de probabilidade e seja &/ C & uma algebra tal que
o(d) = . Paratodo E € F e todo ¢ > 0, existe A € & tal que

P(Er A)<e.

Demonstracao. Considere a familia
M ={E e F : paratodoe >0 existe A€ o comP(E » A) < &}.
Claramente o C M. Se E € M e A € o aproxima E, entio
ECn A =Enr A,

logo / é fechada por complementos.
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Se E,E;,... € M e E = szl E;, ponha EN) = U]J\il E;. Pela continuidade por
baixo, P(E \ E)) — 0. Dado ¢ > 0, escolha N tal que P(E \ EN)) < ¢/2 e, para
1 <j < N, escolha A€ o com

€
ComoA=UN Aed
=14 € %

N
ExACENENM)U| JE - A,
j=1

e, portanto, P(E 2 A) < ¢. Assim ./ é uma o-algebra que contém o/. Consequen-
temente, = o(A) C M.

Teorema 2.14 — Unicidade de Medidas

Dado & uma familia de subconjuntos de Q. Se y e v sdo duas medidas em
(Q,0(%)) que concordam em P, e P é um r-sistema, entio elas concordam

em toda a o-algebra gerada desde que valha uma das condi¢des seguintes:

1 |1 e v sao medidas de probabilidade;
H p

existem D, € & tais que D, T Q e u(D,) = v(D,) < oo para todo n.

Demonstracao. No caso de probabilidades, defina
G :={Aed(P): u(A) =v(A}

Como p(Q) =v(Q) = 1, aclasse € contém Q. Se A € &, entdo p(A®) = 1—pu(A) =
1 — v(A) = v(A®). Finalmente, se Aj,A,,... € & sio disjuntos, a o-aditividade de
ambas as medidas mostra que sua unido pertence a &. Portanto & é um A-sistema

que contém 2. Pelo Teorema 7—A de Dynkin, 6(%) C €.

No segundo caso, fixe n e considere as medidas finitas p,(A) = p(A N D,) e
v (A) = v(AND,). Elas tém a mesma massa total e concordam em %, pois AND, €

P. A demonstracdo do paragrafo anterior vale para medidas finitas com a mesma
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massa total (se essa massa for positiva, basta normaliza-las; se for nula, ambas séo
identicamente nulas). Assim u(A N D,) = v(A N D,) para todo A € 0(%). Como
D, 1 Q, a continuidade por baixo fornece u(A) = v(A). O

Definicao 2.15 — Medida nula e p-negligenciavel
Dado (Q,%, i) um espago de medida. Entéo

EUm conjunto A € & é dito de medida nula se u(A) = 0.

@Um conjunto A € P(Q) é dito p-negligenciavel se existe um conjunto

u-nulo B e & tal que A C B.

Definicao 2.16 — Espacos Completos
Um espaco de medida (Q, #, p) é dito completo se todos os conjuntos -

negligenciaveis pertencem a & .

Todo espago de medida pode ser completado.

Teorema 2.17 — O completamento (Q, F Ji)

Sejam (Q,%, p) um espaco de medida e .4, a familia dos conjuntos -
negligenciaveis.

Entao
E§ i=o(F, N)={FUN : FEF N e N}

@A funcio 7 em F definida por i(FUN) = y(F) paraFE F e N € A, &

a Unica extensao de y para uma medida em (Q, F);
O espaco de medida (Q, %, i) é completo.

A tripla (Q, 2 1) é denominada completamento de (Q, F, p).
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Demonstracao. A familia .4}, ¢ um o-ideal: todo subconjunto de um conjunto
negligenciavel é negligenciavel e, se N; C Z; € F com p(Z;) = 0, entdo U]Nj c
U; Zj e n(U; Z)) = 0.

Seja® ={FUN : F € #, N € J,}. Essa classe contém F e ./, e ¢ fechada
por unides enumeraveis. Para verificar complementos, escreva N € Z € & com
u(Z) = 0; entédo

(FUN)Y* =(F\2)U(F n(Z\N)),

onde o primeiro conjunto pertence a F e o segundo é negligenciavel. Logo € é

uma o-algebra e, pela minimalidade da o-4lgebra gerada, F = o(F M) = 6.

A defini¢do de i independe da representacdo. De fato, se FUN = G U M, com
N e M negligenciaveis, entdo F\ G € M e G\ F C N. Esses dois conjuntos tém
medida zero, e portanto u(F) = p(G).

Para provar a o-aditividade, sejam E; = F; U N; disjuntos. As intersecdes F; N F},
i # j, sdo negligenciaveis. Defina G; = Fy e G; = F; \ U, <J.F,- para j > 2. Entéo
os G; sdo disjuntos, u(G;) = u(F;), e Uj E; difere de Uj G; apenas por um conjunto

negligenciavel. Consequentemente,
A(Us) =uJc) = X uGp = Fue
J J J J

Além disso, (F) = u(F) para F € F.

SeE=FUN € % e Ji(E) = 0, entdio u(F) = 0; logo todo subconjunto de E é
negligenciavel e pertence a %. Assim o espaco completado é completo. Por fim,
qualquer extensdo de ya & deve atribuir medida zero a cada N € ., u € portanto,

deve atribuir a F U N o valor p(F). Isso prova a unicidade.

Teorema de Extensao de Carathéodory

O Teorema de Extensdo de Carathéodory transforma uma pré-medida definida
numa algebra %, em uma medida na o-algebra gerada por ela. E a ponte que
permite comegar com comprimentos de intervalos e terminar com a medida de

Lebesgue nos borelianos.
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Seguiremos a construgio em trés etapas: associar uma medida exterior a funcéo
inicial, identificar os conjuntos mensuraveis para essa medida exterior e restringi-
la a eles. A exposicdo sera feita para probabilidades e medidas finitas; o caso o-

finito exige apenas os cuidados indicados nos enunciados.

2.2.1. Medidas Exteriores

Partimos de uma funcéo de conjuntos P definida apenas em uma familia &/. Para
atribuir um custo a um conjunto arbitrario, cobrimo-lo por elementos de &/ e toma-
mos o menor custo total possivel. A férmula funciona para quase toda fun¢io néo
negativa; as hipoteses de aditividade entram depois, quando queremos recuperar

a funcéo original e obter uma medida.

Definicdo 2.18 — Funcao Exterior Induzida

Considere &/ uma familia qualquer de subconjuntos de um espaco Q, e
P: o — [0,00] ser uma funcio de conjunto ndo-negativa. Suponha @ € o
e P(@) =0.

A funcao exterior induzida por P é a funcio:

P*(E) = inf{z P(A,) | Ay, A,,... € of cobrem E},

n=1

definida para todos os conjuntos E C Q.
As propriedades basicas de P* motivam a defini¢éo seguinte.

Definicdo 2.19 — Medida Exterior

Uma fungio Q : P(Q) — [0, 0] é uma medida exterior se:

Q(®) = 0.

Monotonicidade Q(E) < Q(F) quando E C F C Q.

3] Subaditividade enumeravel Se Ej,Ep,.. C Q, entio Q(U, E,) <
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Figura 2.2.: Medida externa

(dl,b]]
taZst]
as.bs]
fa4,b4]
O—
(as.bs]
z%”’e]
C——
(a7.b7]
ag,bs]
O—

Figura 2.3.: Os intervalos (ay,b;], ...,(ag,bg] cobrem U. A extremidade esquerda é
aberta e a direita é fechada.

Y, Q(Ey.
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Teorema 2.20 — Propriedades da Funcao Exterior Induzida

A funcéo exterior induzida P* é uma medida exterior satisfazendo P*(A) <

P(A) para todo A € .

Demonstracao. A coberturavaziada P*(@) = 0, e toda cobertura de um conjunto
também cobre seus subconjuntos, o que prova a monotonicidade. Para A € &, o

proprio conjunto A é uma cobertura admissivel; logo P*(A) < P(A).

Apropriedade 3 é demonstrada por argumentos de aproximagio. Se ), P*(E,) =
+00, a desigualdade é automatica. Suponha, portanto, que essa soma seja finita. Seja
e > 0. Para cada E,, pela definicdo de P*, existem conjuntos {A,, ,,},, C & cobrindo

E,, com
N £
2 P(Ay) SPHE) + o
m

Todos os conjuntos A, ,, juntos cobrem Un E,, entdo temos
P*(U En) < Z P(An,m) = Z Z P(An,m) < Z P*(En) te.
n n,m n m n
Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, temos P*(, E,) < 3. P*(Ey,).

Precisamos agora identificar um dominio no qual Q = P* seja o-aditiva. Em ge-
ral, precisaremos restringir o dominio, mas isso ndo basta: a familia resultante deve

ser uma o-algebra suficientemente ampla para o modelo que queremos construir.

O critério de Carathéodory fornece essa escolha de dominio para Q:

Definicdo 2.21 — Conjuntos Mensuraveis para a Medida Exterior

Seja Q : P(Q) — [0, 0] uma medida exterior. Entdo
M={Be P(Q)|QBNE)+Q(B°NE)=Q(E) paratodoE C Q}

é a familia de conjuntos mensuraveis para a medida exterior Q.

Aplicando a subaditividade de Q, a seguinte defini¢io é equivalente:

M={Be P(Q)|QBNE)+Q(B°NE)<Q(E) paratodoE C Q}.
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Heuristica 2.22 — [1]

Suponha que Q* seja uma medida externa finita em Q

Podemos definir uma "medida interna”Q,. em Q por
Q..(A) = Q*(Q) — Q*(A9)

Se a medida externa Q*, for induzida a partir de uma medida o-aditiva defi-
nida em alguma algebra de conjuntos de Q, entdo um subconjunto de Q sera
mensuravel no sentido de Carathéodory se e somente se sua medida externa
e medida interna concordarem, veja o Exercicio 2.2.

A partir deste ponto de vista, a construcdo da medida (bem como da o-
algebra de conjuntos mensuraveis) é apenas uma generalizacao da constru-
cdo natural da integral de Riemann em R - vocé tenta aproximar a area de
um conjunto limitado E usando retdngulos finitos e o conjunto é "mensu-
ravel no sentido de Riemann”se a melhor aproximacio externa de sua area
concorda com a melhor aproximagéio interna de sua area.

O ponto fundamental aqui é que o conceito de area interna é redundante
e poderia ser definido em termos da area externa, como feito acima. Se a
funcao é limitada, considere um retangulo contendo o conjunto abaixo dessa
funcdo e defina a medida interna como a medida externa do complemento

do conjunto em relagio a este retangulo.

A
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A construgdo de Carathéodory nao exige que Q seja finita. O argumento
acima serve como motivacdo; a definicdo, porém, alcanga também o caso

geral.

A denominacéo “conjunto mensuravel” é justificada pelo seguinte resultado so-
bre

Teorema 2.23 —

A familia .# é uma o-algebra.

Demonstraciao. E imediato a partir da definicio que .# é fechado em relagio
ao complementar, e que @ € . Primeiro demostramos que . é fechado sob

intersecdes finitas e, portanto, sob unido finita. Considere A, B € ./ entio:

Q((ANB)NE)+Q((AnB)F NE) (2.1)
=Q(ANBNE)+Q((ANBNE)U(ANB*NE)U(A°NB°NE)) (2.2)
<QANBNE)+Q(ANBNE)+Q(ANB*NE)+Q(A“NB*NE) (2.3)
=Q(BNE)+Q(B°NE), peladefiniciode Ae .#Z (2.4)
= Q(E), pela definicdo de B € ./ . (2.5)

Portanto, ANB € /.

Agora temos que demostrar que se By, By, ... € #, entdo Un B, € 4. Podemos
assumir que os conjuntos B, sdo disjuntos, caso contrario, considere em vez B;, =
B, \ (Bl Uy Bn—l)-

Para conveniéncia de notagao, seja:

N 00
Dy=|JB,est, Dy1Dw=|]JB,.
n=1

n=1

Precisamos também do seguinte fato

N N
Q(UBnmE) =Y Q(B,NE), paratodoECQeN=1.2,....
n=1 n=1
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que pode ser demonstrado por inducéo direta. O caso inicial N = 1 é trivial. Para
N>1,

Q(Dy NE) = Q(Dy-1 N (Dy NE)) +Q(Dy_; N (Dy N E)) (2.6)

= Q(Dy-1 N E) + Q(By NE) (2.7)

= i Q(B,NE), por hipétese de inducio. (2.8)

=1
Assim

Q(E) = Q(Dy N E) + Q(D§, N E) (2.9)

= i Q(B, N E) +Q(D§ NE) (2.10)

=1

M=

> » QB,NE)+Q(DS, NE), pormonotonicidade. (2.11)

1

n

Tomando N — oo, obtemos
Q(E) > " Q(B, N E) + Q(D% NE) > QDo N E) + Q(DS N E) .
n=1

Mas isso implica D,, = U:;l B, € M.

Teorema 2.24 — Aditividade Enumeravel da Medida Exterior

Dado uma medida exterior Q, entao Q é o-aditivaem .#.Isso é, se By, B, ... €
M forem disjuntos, entdo Q(J, B,) = 3. Q(By).

Demonstracao. O caso finito Q(UnN:1 B, = ZnNzl Q(B,) ja foi provado, bastando
substituir E = Q na equacio.

Por monotonicidade, ZnNzl Q(B,) < Q(U::):1 B,).Fazendo N — oo temos z;ozl Q(B,) <
QU By).

A desigualdade na outra direcao esta implicita na subaditividade.

Resumimos o que obtivemos até agora
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Corolario 2.25 — Teorema de Carathéodory

Se Q for uma medida exterior (2.19), entéo a restricao de Q para os conjuntos

mensuraveis ./ (2.21) produz uma medida em ./ .

Demonstracao. Pelo Teorema 2.23, ./ é uma o-algebra. Pelo Teorema 2.24, a

restri¢io de Q a ./ é o-aditiva; como Q(@) = 0, essa restri¢do é uma medida. [

2.2.2. Definindo uma Medida por Extensao

A medida exterior ja esta definida em todos os subconjuntos de 2, mas néo é aditiva
em todos eles. O critério de Carathéodory seleciona exatamente a o-algebra na qual

essa aditividade reaparece.

Teorema 2.26 — Teorema de Extensao de Carathéodory

Seja py : Fy — [0, + co] uma pré-medida numa algebra F; de subconjuntos
de Q. Entdo existe uma medida py em (%) cuja restrigdo a F, € . Se i é
o-finita, isto é, se existem D, € & tais que Q = {J, ., D, e pp(D,) < o, essa
extensdo é tnica. Em particular, toda pré-medida de probabilidade possui

uma Unica extensdo para uma medida de probabilidade em o(F).

Demonstracao. Considere a medida exterior y* induzida por yy. A prova tem

trés passos.

1. Os conjuntos da algebra inicial sdo mensuraveis para pi*. Fixe A € Fy,e E C Q.

Pela subaditividade de y*, sempre temos
J(B) < (B 0 A) + p*(E 1 A°),

Para obter a desigualdade inversa, se p*(E) = +o0 ndo ha nada a provar. Supo-
nha, entdo, que p*(E) < oo. Dado ¢ > 0, escolha By,B,,... € %, que cubram E e

satisfacam
> Ho(B) < p*(E) +e.
n
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As familias (A N B,), e (A° N B,), cobrem, respectivamente, AN E e AN E. Além
disso, todos esses conjuntos pertencem a %,. Para todo C € %, a cobertura for-
mada pelo proprio C mostra, diretamente da defini¢do de p*, que p*(C) < pp(0O).

Portanto, sem usar ainda a igualdade que sera provada no passo seguinte,

W*(ANE) + p*(A° N E) < p*(A N UBn) + p*(AC nlJ B,,) (2.12)
<Y p(ANBY+ Y p*(A°NB,) (2.13)
<Y m(ANB)+ Y (AN By) (2.14)

= Z Uo(B,), pelaaditividade finita de g,  (2.15)
n
< p*(E)+e. (2.16)

Como ¢ é arbitrario, obtemos a desigualdade inversa e, assim, A satisfaz o critério
de Carathéodory. Logo %, esta contida na o-algebra .# dos conjuntos mensuraveis

para p*; como  é uma o-algebra,
o(Fy) C M.
Consequentemente, y* restrita a 0(%) ja é uma medida.
2. A medida construida prolonga . Fixe A € % e considere uma cobertura arbi-

traria de A por By,B,, ... € %,. Disjuntifique essa cobertura dentro de A, definindo

n—1
Gi=AnB; e G,=(AnB)\|JB. n>2
j=1
Os conjuntos G, pertencem a F, sdo disjuntos, tém unifo A e satisfazem G, C B,,.

Como fy é uma pré-medida e a unido A pertence a F,
po(A) = Y 1o(G) < Y, po(By).
n n

Tomando o infimo sobre todas as coberturas, obtemos yi5(A) < p*(A). A cobertura
(A,0,2,...) fornece a desigualdade contraria. Portanto p*(A) = py(A) em Fy, e a

medida do passo 1 é a extensédo procurada.



2.3.

2. Medidas de Probabilidade 56

3. Unicidade no caso o-finito. Substituindo D, por H,, = U;.lzl D;, podemos supor
que H, 1T Q e py(H,) < oo para todo n. Se p1 e v sédo duas extensdes, fixe n e defina,

para E € o(F),
.un(E) = ,U(E N Hn)’ va(E) = v(E N Hy).

Essas sdo medidas finitas com a mesma massa total piy(H,;). Elas concordam em ),

pois, para A € %, também AN H, € F; e

/’ln(A) = /’lO(A N Hn) = Vn(A)

Pelo Teorema 2.14, p, e v, concordam em toda o(Z%,). Portanto, para cada E €
0<90>5
u(E N Hy) = v(E N Hy), n>1.

Como E N H, 1 E, a continuidade por baixo fornece p(E) = v(E). No caso de
uma pré-medida de probabilidade, basta tomar H; = Q; além disso, a extensdo

construida tem massa total p(Q) = p(Q) = 1.

Classes Compactas

Para mostrar que uma funcéo finitamente aditiva é uma pré-medida, precisamos
controlar uma condi¢do enumeravel. A nocio de classe compacta foi concebida
precisamente para realizar essa passagem: uma interse¢do enumeravel vazia de
conjuntos da classe ja é detectada por uma subfamilia finita. Depois de aproximar-
mos os conjuntos da algebra por elementos da classe compacta, a aditividade finita
basta para controlar os erros dessa subfamilia finita. Assim, obtemos continuidade
no vazio, portanto uma pré-medida, e s6 entdo aplicamos o Teorema de Extensdo
de Carathéodory. A classe compacta é, desse modo, o mecanismo que torna ve-
rificavel a hipdtese necessaria para a extensdo, e ndo uma simples reformulacdo

daquele teorema.
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Definicao 2.27 — Classe Compacta

Dizemos que uma familia & C 9(Q2) é uma classe compacta se, para toda

sequéncia (C,),>1 de elementos de F# tal que

(o]

(G =o.

n=1
existe m € N para o qual C; n-- NG, = @.

Equivalentemente, toda subfamilia enumeravel de % com intersecdo vazia

possui uma subfamilia finita com intersecdo vazia.

Adicionar @ a uma classe compacta preserva essa propriedade. Por isso, quando

for conveniente, suporemos sem perda de generalidade que @ € %'

A familia dos conjuntos compactos de um espago métrico é uma classe compacta.
De fato, suponha, por contradicdo, que (C,),>1 seja uma sequéncia de compactos

para a qual toda intersecéo finita seja ndo vazia. Defina

n

B,=( G
j=1

e escolha x, € B,,. Como x;, € C; para todo n e C; é compacto, a sequéncia possui
uma subsequéncia (x,, )¢>1 que converge para algum x € C;. Fixado r > 1, temos
Xy, € G, sempre que ng > r. Como G, é fechado, x € G;.. Portanto x € () ., G, uma

contradicio.

O mesmo resultado vale, mais geralmente, em qualquer espaco topoldgico de
Hausdorff, sem que o espaco ambiente precise ser compacto. Com efeito, seja
(Cy)n>1 uma sequéncia de compactos tal que

(G =0
n>1
Se C; = @, a concluséo é imediata. Caso contrario, fixe C;. Num espago de Haus-

dorff, cada compacto G, é fechado; logo

{Cl\cn : UZZ}



2. Medidas de Probabilidade 58

é uma cobertura por abertos relativos do compacto C;. Extraindo uma subcober-

tura finita, existem ny, ... ,np > 2 tais que

k
o =JeNa).
j=1

Consequentemente,
CGNnG,N-NG, =0.
O conjunto C; deve ser incluido nessa subfamilia finita. E a compacidade de C;, e

ndo a do espago ambiente, que produz a subcobertura finita.

A estabilidade das classes compactas sob essas duas operacdes é tratada no Exer-

cicio 2.19, ao final do capitulo.

Teorema 2.29 — Teorema de Extensao Compacta
Seja pu : Fy — [0, + co] uma funcio finitamente aditiva numa algebra %, de
subconjuntos de Q, com p(@) = 0, e seja H C FP(Q) uma classe compacta
que contém @. Suponha que, para cada A € F, e cada e > 0, existam C € F
e B € # tais que

BCCCA e uA\B)<e (2.17)

Entdo p é uma pré-medida em .

Em particular, se & C F; e u(Q) < oo, basta supor que, para cada A € F,,

H(A) = sup{u(C) : Ce H eC C Al (2.18)

Demonstracao. Comecemos pela hipétese (2.17), que néo exige que p seja finita.
Seja (A,),>1 uma sequéncia em %, tal que A, | @, e fixe ¢ > 0. Para cada n, escolha

C, € & e B, € %, de modo que
£
B,CC,CA, e p(An\Bn)<2—n.

Como

(NG A=
n>1 n>1
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a compacidade da classe fornece m > 1 tal que C; N ---NG,, = @. Como B; C G,
também B; N - N B,, = @. Para todo n > m, o encaixe dos conjuntos A, implica

m

An e J@An\ B) €[4\ By.
i=1

i=1
Pela monotonicidade e pela subaditividade finita,

m

m
HA) < 3 HANB) < > <e

i=1
Logo u(A;) | 0. Este é exatamente o ponto em que a classe compacta converte a

intersecio enumeravel vazia num controle finito dos erros.
Para concluir diretamente, sem pressupor que y seja uma probabilidade, sejam

Ei,E,, ... € %, disjuntos, com E = U].21 Ej € %, e defina

R, =E\ | JE;.
Entdo R, | @, de modo que p(R,) — 0, e a aditividade finita da

n
p(E) = " p(Ep) + p(Ry).
j=1
Se algum E; tem medida infinita, a igualdade enumeravel é imediata. Caso contra-
rio, p(R,) < oo para n suficientemente grande; a igualdade anterior mostra entiao

que u(E) < oo, e, fazendo n — oo, obtemos
p(E) = )" u(E;).
j=1

Portanto p é uma pré-medida.

Finalmente, suponha p(Q) < oo e (2.18). Entdo u(A) < oo para todo A € .
Dado ¢ > 0, podemos escolher C € %, C C A, tal que p(C) > p(A) — e. Tomando

B = C e usando a aditividade finita,
HANC) = p(A) — p(C) < &,

o que reduz o caso finito a primeira parte da demonstracéo.
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Observacao 2.30 — Pré-medidas gerais e pré-medidas de probabili-

dade

A finitude nao é usada no argumento de classe compacta quando se assume
diretamente a aproximacio por sanduiche e o controle residual de (2.17).
Ela é usada somente para deduzir esse controle, no caso # C %, a partir
da identidade pelo supremo (2.18): é preciso que u(A) < oo para escrever
U(AN\ C) = p(A) — u(C). Se u(A) = oo, a igualdade pelo supremo, sozinha,
néo controla a medida do residuo, pois envolveria a expressdo indeterminada
00 — 0o,

Para uma probabilidade, y(Q) = 1, e portanto a finitude é automatica: a
formulagio pelo supremo é suficiente quando # C ;. Para uma funcio
finitamente aditiva geral, ha duas alternativas precisas: supor que p seja
finita e usar essa regularidade interna, ou manter a generalidade e exigir
diretamente (2.17). Em ambos os casos, a classe compacta prova primeiro
que y é uma pré-medida. O Teorema de Extensdo de Carathéodory fornece
entdo uma medida em o(%); no caso geral, a unicidade requer o-finitude,

enquanto no caso de probabilidade ela é automatica.

Aplicacoes
2.4.1. Teorema dos Niimeros Normais de Borel

Construiremos agora a medida de Lebesgue em (0,1]. O mesmo modelo descre-
vera tanto a escolha uniforme de um nimero quanto uma sequéncia infinita de

lancamentos de moeda. O argumento segue um roteiro que reaparecera no livro:

Construcao de Probabilidades

E]Comegaremos construindo uma probabilidade finitamente aditiva. Essa

construcdo em geral é simples e intuitiva.

EProvaremos a o-aditividade. Em alguns casos pode ser mais facil provar a
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condi¢do equivalente de continuidade no vazio. Em outros provar a condi-

¢éo do Teorema da Extensdo Compacta.

Usaremos o Teorema de Extensdo de Carathéodory para obter um espaco
de probabilidade.

Comecaremos construindo uma probabilidade finitamente aditiva nos intervalos.

Essa funcéo atribui a cada intervalo seu comprimento.

Definicao 2.31 — Algebra de Borel

Seja %By((0,1]) a algebra de Borel, isto é a familia formada por unides finitas

(possivelmente vazia) de intervalos da forma (a,b] C (0,1].

Definicao 2.32 —

Se A € B(((0,1]) possui uma representagio disjunta
m
A = U (aj,bj],
=1

defina -
P(A) = ) (b —ap,
j=1

e defina P(®) = 0.

Teorema 2.33 —

A funcéo P esta bem definida e é uma probabilidade finitamente aditiva em
HBo((0.1]).
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Demonstracao. Considere duas decomposic¢des finitas de um mesmo conjunto A
em intervalos semiabertos disjuntos. Ordene todos os extremos que aparecem nas
duas decomposi¢des, acrescentando 0 e 1 se necessario: 0 =t; < t; < - <t, = 1.
Em cada atomo (#._1, ], a funcio indicadora de A é constante. Portanto qualquer
uma das duas decomposi¢des atribui a A a soma de # — f;_; exatamente sobre os

mesmos atomos. As duas somas coincidem, e P esta bem definida.

O mesmo refinamento mostra que, se A e B sdo disjuntos, os atomos que com-
pdem A U B sdo a unido disjunta dos atomos que compdem A e dos que compdem
B. Logo P(A U B) = P(A) + P(B). Finalmente, P((0,1]) = 1, de modo que P é uma

probabilidade finitamente aditiva.

Podemos ver um nimero real w € (0,1] como a realiza¢io do lancamento de uma
moeda infinitas vezes. Para isso considere a expansio binaria desse nimero. Nos
pontos diadicos, que admitem duas expansdes, adotaremos a expansdo que nao
é eventualmente nula; em particular, representamos 1 por 0,111.... Dessa forma
© € (0,1] determina uma sequéncia de digitos em {0,1}, omitindo-se o digito

inicial antes da virgula.

Nosso primeiro resultado sera sobre a distribuicdo de digitos 0 e 1 num nimero
qualquer w € (0,1]. Para realizar essa contagem faremos inicialmente uma conver-
sdo dos digitos dessa sequéncia. Converteremos os 0 — —1 obtendo a sequéncia

de funcdes de Rademacher z;.

Definicao 2.34 —
Para todo niimero w € (0,1], a funcdo di(w) denotard o k-ésimo digito da
representacdo de w. Seja zi(w) := 2d(w) — 1 e

n
sp(w) 1= Z zi(w) = excesso de 1’s nos n primeiros digitos.
k=1
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Observacao 2.35 —

A sequencia s,(w) definida acima pode ser vista como um passeio aleatério
simétrico nos pontos de coordenadas inteiras da reta, isto é, em Z, que co-
meca em 0 e a cada passo move para a direita ou esquerda, +1 ou -1, com
probabilidade igual. Este passeio pode ser ilustrado da seguinte maneira.
Um ponto é colocado no zero e uma moeda justa é jogada. Se sair cara, o
marcador é movido uma unidade para a direita e se sair coroa o marcador é

movido uma unidade para a esquerda.

/NG AN A A AN AN,

JULL

Figura 2.4.: Fun¢oes de Rademacher z.

Provaremos que

lim P[{a) € (0,1] : |excesso de 1’s nos n primeiros digitos| > ns}] =0.

n—o0o
Na expressdo acima, o limite esta fora da probabilidade. Como veremos, o evento
dentro da probabilidade pertence a algebra de Borel; portanto, a expresséo faz sen-

tido com o que desenvolvemos até este ponto.
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Teorema 2.36 — Lei Fraca de Bernoulli

Para todo ¢ > 0,

lim P {a) € (0,1] : |sy(w)/n| > 5}] = 0.

n—oo

Demonstracao. Qualquer evento baseado nos valores z{(w), ..., z,(w) pode ser

-1
descrito como uma unido disjunta de intervalos diadicos da forma kzn %]
Logo {a) € (0,1] : |s,(w)/n| > E} € %,((0,1]).

Nesta prova, a integral de uma funcéo constante em intervalos de %,((0,1]) de-
nota simplesmente a soma dos valores constantes multiplicados pelos comprimen-
tos correspondentes. Cada intervalo diddico de nivel i — 1 se divide em dois no
nivel i. Logo z; toma valor +1 em metade do intervalo e valor —1 na outra metade.
Se i < j, entdo, em cada intervalo diadico de nivel j — 1, z; é constante, enquanto
zj vale —1 numa metade e +1 na outra. O produto zz;, portanto, tem integral zero

em cada um desses intervalos, e

1 1 quandok =j
J z(w)zj(w) dw =
0 0 quandok = j.

1 1 n
Isso implica que J s2(w)dw = Z zi(w)zj(w) dew = n e logo
0 0 k,j=1

1
n= J 2w do > J 2(w) do
0 |s,/n|>e
> J n’e? do = nZEZP[Isn/nI >¢].
Isn/nl>e

Logo P[|s,,/n| > e] < 1/(ne?) — 0 quando n — oo.

Dado uma base, b um niimero normal ¢ um nimero real cujos algarismos apa-

recem todos com a mesma frequéncia, ou seja, cuja sequéncia infinita de digitos
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Normalldade de 50 numeros

0.6 07
|

Médias Parciais
05

03

o 5000 10000 15000 20000

Index

Figura 2.5.: Dado uma base, um niimero normal é um nimero real cujos algarismos

aparecem todos com a mesma frequéncia.

na base b é distribuida uniformemente no sentido de que cada um dos valores al-
garismos tem a mesma frequéncia 1/b. Também significa que nenhum algarismo,
ou combinacio (finita) de algarismos, ocorre com mais frequéncia do que qualquer
outra. No que se segue trataremos apenas de numeros normais na base 2, mas os

argumentos podem ser adaptados facilmente para outras bases.

Definicao 2.37 —
O conjunto dos nimeros simplesmente normais na base 2 em (0,1] é

definido como
N; :={w e (0,1] : lim s,(w)/n = 0}
' i 1
={we (0,1] : nh_)ngo - kzz‘i di(w) = E}

Seu complemento sera denotado por A; := (0,1] \ Nj.
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Provaremos que os nimeros anormais formam um conjunto negligenciavel.

Definicdao 2.38 — Conjunto Negligenciavel
Um subconjunto B C (0,1] é dito negligenciavel se para todo ¢ > 0, existem

subconjuntos By, By, ... de B,((0,1]) tal que

(o)

BcUBk e ZP[Bk]Sf.
k=1

O préximo teorema também é conhecido como a Lei Forte dos Grandes Numeros

para o Lancamento de Moedas

Teorema 2.39 — Lei forte para a frequéncia dos algarismos

O conjunto A; dos nimeros que nio sio simplesmente normais na base 2 é

negligenciavel.

Demonstracao.
Comecaremos notando as seguintes inclusdes:

Dado & | 0 quando k — co. Entdo

{w skjc(;o ) < g para k suficientemente grande }
Clw: lilzn Skjc(zw) =0}
Clo: 1im 29 _ g

Para justificar a tltima inclusio, se k? < n < (k + 1)?, entdo

Iso]  Isg2l n—Kk%® sl 2k +1
i ARy gainil < K2

n Sk TR S e T TR

Logo a convergéncia ao longo dos quadrados implica a convergéncia da sequéncia

inteira.
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Agora por (1.) temos que

Ay =Nf C{w: ‘ %) > & para infinitos k}
Skz(a))
- U{ > ¢}, paratodo j
k=j\
= :Bk

onde B, € %B,((0,1]). Da demonstracio da Lei Fraca,

1 1
PB. | — = —
[By] < R
se tomarmos & := k~ /% Logo zzozl P[B;] < o0 e assim z];.o:j P[B] — 0 quando

j — oo. Portanto A; é negligenciavel. 4

Definicdo 2.40 — Niumero normal na base 2

Fixe r > 1 e considere uma palavra
u=(uy,....,u) €{0,1}.

Defina
N,(uw) =#{1 <j<n : (dj(), ... djtr—1(®)) = u}.

Dizemos que w é normal na base 2 se, para todo r > 1 e toda palavra

u e {0,1},
Nn(u»w)

n

— 277,

Denotaremos por N o conjunto dos nimeros normais e por A = (0,1]\ N o

conjunto dos nimeros anormais.
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Teorema 2.41 — Teorema dos Nimeros Normais de Borel

O conjunto A dos nimeros anormais na base 2 é negligenciavel.

Demonstracao. Fixe r > 1, uma palavra u € {0,1}" e uma classe de residuos
t € {1,...,r}. Param > 0, seja Y,;,(w) a indicadora do evento em que a palavra u
comeca na posicéo £ +mr. Esses eventos dependem de blocos disjuntos de r digitos.

Pela definicdo de P nos intervalos diadicos,
P(Y,=1)=2" e PY,=1Y,=1)=2"" (m=q).

— n—1 . .
Escrevendo p =27 e S, =), Y, a mesma soma finita usada na prova da Lei
m=0

Fraca da .
J (Sy —np)*dw = np(1 — p).
0
Consequentemente,
Sn p(l - P)
—_— — > < —.
P( n p‘_g>_ ne?

Aplicando o argumento dos indices quadrados do Teorema 2.39, concluimos que o

conjunto em que S,/n ndo converge para p é negligenciavel.

A unifo enumeravel de conjuntos negligenciaveis é negligenciavel: dada uma
lista (E;) e n > 0, cubra E; por elementos da algebra com soma de medidas menor
que 1/2/ e retina todas essas coberturas. Podemos, portanto, excluir simultanea-

mente os conjuntos excepcionais correspondentes a todos os trios (7,u,?).

Fora dessa unido excepcional, para cada palavra u as frequéncias ao longo das
r classes de posi¢cdes moddulo r convergem todas para 27". Somando as classes e
desprezando no maximo r — 1 posi¢des na extremidade, obtemos N, (u,w)/n — 27".

Isso vale para toda palavra finita, e portanto @ € N. Logo A € negligenciavel.

E até aqui que a aditividade finita nos leva. Para “passar o limite para dentro” e
concluir que os nimeros anormais formam um conjunto de medida nula, precisa-

mos da aditividade enumeravel.

A extensdo a uma medida de probabilidade comeca, portanto, pela verificagido

da continuidade.
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Teorema 2.42 —

A aplicacdo P : 3B(((0,1]) — [0,1] definida pela Definigdo 2.32 é uma pré-
medida de probabilidade.

Demonstracao. Seja # afamilia formada por @ e pelas unides finitas de interva-
los fechados contidos em (0,1]. Cada elemento de # é compacto em R; portanto,

pelo exemplo da Secdo 2.3, & é uma classe compacta.

Fixe A € B,((0,1]) e e > 0, e escreva A = U] 1(a;.b;]. Escolha nimeros 0 < §; <
b; — a; tais que Zj J; < € e defina

m

C=Jlaj+5b] e B= U(a,+5b

j=1

Entio B € By((0,1]),C€ ¥, BCCC Ae

m
P(A\B)= ) § <e.
j=1
O Teorema de Extensdo Compacta, aplicado a esse sanduiche, mostra que P é uma
pré-medida. Em termos da estratégia da prova, se A, | @, os compactos C, tém
intersecdo vazia e uma subfamilia finita — incluindo o primeiro compacto quando
ele é o compacto fixado — ja tem intersecéo vazia. Os conjuntos B, permitem entdo

medir, por aditividade finita, o erro dessa subfamilia finita.

Teorema 2.43 — Medida de Lebesgue
Dado P : 3B,((0,1]) — [0,1] como na Defini¢do 2.32. Entao

P admite uma dnica extensdo para uma medida de probabilidade em
2((0,1]) (também denotada P);

P é a unica medida em 9((0,1]) que satisfaz P[(0,x]] = x para todo
X € (0,1];
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Demonstracao.
0 Demonstracédo do item 2.43.1

O Teorema de Extensdo de Carathéodory com o Teorema 2.42 mostra que existe
uma Unica extensio P : %,((0,1]) — [0,1] para P : ZB((0,1]) — [0,1] como
B((0,1]) = o(Bo((0,1])-

0 Demonstragio do item 2.43.2

Esse item segue do Teorema de Unicidade de medida pois %((0,1]) = o((0,x] : x €
(0,1]) e {(0,x] : x € (0,1]} é uma r-sistema.

Como corolario da construcido da medida de Lebesgue temos que o conjunto
dos niimeros normais tem probabilidade 1 e surpreendentemente temos que a o-
algebra de Borel néo é o conjunto das partes! Isso ocorre pois existe uma medida
de probabilidade néo trivial e invariante na o- algebra de Borel o que sabemos pela

construcdo do conjunto de Vitali ndo ocorre no conjunto das partes.

Corolario 2.44 —

Dado P : 3B,((0,1]) — [0,1] como na Definicdo 2.32. Entéo

N € %((0,1]) e P[N] = 1 onde N é o conjunto dos niimeros normais em
(0,1];

[2]%0((0,1]) € B((0,1]) & AB((0,1]) € P(Q). Conjuntos em HB((0,1]) séo
denominados Borel mensuraveis. Conjunto em Z((0,1]) sdo denomi-

nados Lebesgue mensuraveis.
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Demonstracao.
0 Demonstracédo do item 2.44.1

Para cada palavra finita u, o evento {|N,(u,w)/n — 27l < 1 /m} depende de um

1}
< =
m

é boreliano. Intersectando sobre a familia enumeravel de palavras finitas, conclui-

numero finito de digitos e pertence a %,((0,1]). Assim,

{a) : Mﬁz—lulzz ﬁ@ﬁ{w : ‘M—Z‘M

m=1 j=1n=j

mos que N e N€ pertencem a %((0,1]).

Pelo Teorema 2.41, N é negligenciavel. Isto é, dado ¢ > 0, existem B, €
%((0,1]) tais que N© C U:’:l B, e Z:’:l P(B,) < ¢. Pela subaditividade,

oo

P(N) < P(U B,,) < i P(B,) < e.
n=1

Como ¢ é arbitrario, P(N¢) = 0e P(N) = 1.
0 Demonstracdo do item 2.44.2

Ainclusdo %y((0,1]) € %((0,1]) é propria porque todo singleton é boreliano, en-
quanto nenhum singleton é unifo finita de intervalos semiabertos ndo degenerados.
A Proposicéo 2.55, junto com o Teorema da cardinalidade dos borelianos provado
adiante, mostra que A((0,1]) € m: todo subconjunto de um conjunto de
Cantor de medida zero é Lebesgue mensuravel, mas nem todos esses subconjuntos

podem ser borelianos.

Para a ultima inclusdo, usaremos a invariincia por translacdes da medida de
Lebesgue, demonstrada adiante no Teorema 2.48. Essa invariincia passa a comple-
tacdo: se E = BU N, com B boreliano e N contido em um boreliano nulo, entao
E+ x = (B+ x) U(N + x) continua Lebesgue mensuravel e tem a mesma medida.
A translagdo mddulo 1 em (0,1] é obtida cortando o conjunto no ponto de quebra e
transladando as duas partes da maneira usual; portanto a medida completada em
(0,1] também é invariante por essa operacdo. O Teorema de Vitali do Capitulo 1

mostra entdo que essa medida nio pode estar definida em todo 9((0,1]). Logo

#((0.1]) € 2((0.1]).
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Qual a diferencga entre a lei fraca e a lei forte de grandes nimeros?

s
Lei Fraca: lim P(‘;"‘ < 5) =1, paratodo ¢ > 0;

n—>00
Lei Forte : P( lim 2 = O) =1
n—oo n
A lei fraca fixa o n e analisa o conjunto dos s,(w)/n sobre w € (0,1]. Em particular,
alei fraca diz que para grandes valores de n torna-se cada vez mais raro encontrar
’s que satisfazem |s,(w)/n| > ¢. Por outro lado, a lei forte fixa cada w € (0,1] e analisa
os conjuntos dos s,(w)/n sobre n. Em particular para quase todo w, s,(w)/n — 0

quando n — oo.

2.4.2. Moedas Il - Medida de Probabilidade em {0, 1}*

Construiremos o mesmo experimento diretamente no espaco das sequéncias. Para
infinitos langamentos de moedas honestas, queremos que cada configuracio possi-

vel dos primeiros n resultados tenha probabilidade 27".

O espaco amostral para esta experiéncia é o conjunto {0, 1}* de todas as sequén-

cias infinitas de zeros e uns.
w = (wg,09,...) w; €1{0,1}

Como ja discutimos, de modo geral pode néo ser possivel atribuir uma probabi-
lidade a todo subconjunto do espaco amostral. Assim nossa abordagem sera um
pouco mais cuidadosa. Comecgaremos criando uma algebra de subconjuntos, atri-
buiremos probabilidades finitas aos conjuntos que pertencem a esta algebra e, em
seguida, estenderemos para uma medida de probabilidade na ¢ algebra gerada por

essa algebra.

Algebras determinadas pelos primeiros lancamentos

Considere #, a colecido de eventos cuja ocorréncia pode ser decidida olhando ape-
nas para os resultados dos primeiros lancamentos. Por exemplo, o evento {w|w; =

1 e wy = wy} pertence a F¢ (e deste modo pertence a F; para todo k > 6).
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Seja B um subconjunto arbitrario de {0, 1}*. Considere o conjunto
A ={w e {0,1}*|(wy, wy, ..., w,) € B}.
Podemos expressar A C {0, 1}** na forma
A = Bx{0,1}.

(Isto é toda sequéncia em A pode ser vista como um par que consiste numa sequén-
cia de tamanho n que pertence a B, seguida de uma sequéncia infinita arbitraria.

Nesse caso B é dito base do cilindro A.)

Os elementos de &, sdo precisamente os cilindros dessa forma. A representacio

também permite verificar que %, é uma o-algebra.

O Exercicio 2.20, ao final do capitulo, formaliza a verificacido de que %, é uma

o-algebra.

Cada o-algebra &%, descreve apenas os primeiros n lancamentos. Para reunir os
eventos que podem ser decididos apds algum nimero finito de langamentos, sem

fixar esse nimero de antemao para toda a familia, definimos

[o¢]
Fo = Zu.

n=1
a colecdo dos conjuntos que pertencem a F, para algum n. Assim, A € %, quando
sua ocorréncia pode ser decidida apds um numero fixo de lancamentos, que de-

pende do evento.

Seja A, = {w|lw, = 1}, o evento que o n-ésimo lance resulta em 1. Observamos
que A, € F,.Seja A = U;O:l Ap, que é o evento que existe pelo menos um 1 na
sequéncia de lancamentos infinitos. O evento A nio pertence a #,, para qualquer
n. (Intuitivamente, tendo observado uma sequéncia de n zeros isso nao nos permite

decidir se havera um 1 subsequente ou nio.)

O exemplo anterior mostra que %, ndo é uma c-algebra. Por outro lado, pode-

mos mostrar que %, é uma algebra.
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A estrutura algébrica de %, é verificada no Exercicio 2.21, ao final do capitulo.

Queremos atribuir probabilidades a todos os eventos em #,, para cada n. Preci-
samos, portanto, de uma o-algebra que contenha ;. A escolha natural é a menor
possivel: ela inclui os eventos que dependem de um ntimero finito de coordenadas
e apenas os subconjuntos de {0,1}* exigidos pelas opera¢des da teoria. Tomamos,

assim, F como a o-algebra gerada por .

2.4.2.1. Definindo a medida de Probabilidade

Comecamos definindo uma funcéo finitamente aditiva P na algebra %, que satis-

faz Py({0, 1}*°) = 1. Isso sera realizado da seguinte forma. Todo conjunto A em %,
|B|

2_n .
Observe que desta forma ao evento que nos primeiros n langcamentos ocorre uma

é da forma B x {0, 1}*°, para algum B C {0, 1}". Entdo, definimos Py(A) =

sequéncia particular {w, w,, ..., wy,}, é atribuida a probabilidade 1/2". Em particular,
todas as sequéncias possiveis de comprimento fixo sdo atribuidas a mesma proba-

bilidade, conforme desejado.

A definicdo deve independer da representagido: o mesmo conjunto A pode per-
tencer a &, para varios valores de n. Precisamos verificar que essas escolhas ddo o
mesmo valor a Py(A). Na verdade, suponha que A € ,,, que implica que A € F,,

para n > m. Neste caso,
A =Bx{0,1}* = Cx{0,1}>,

onde B C {0,1}" e C C {0,1}™. Assim, B = Cx{0,1}" ™ e |B| = |C| - 2"™. Uma
aplicacdo da defini¢do produz Py(A) = |B|/2", e outra produz Py(A) = |C|/2™.

Como |B| = |C| - 2" ™, ambos produzem o mesmo valor.

A contagem fornece Py(Q2) = 1 e mostra que P, é finitamente aditiva. Na to-
pologia produto discreta, Q = {0,1}*° é um espago compacto de Hausdorff, e cada
elemento de %, é um cilindro fechado, portanto compacto. Pelo exemplo da Se-
¢do 2.3, Fy é uma classe compacta. Além disso, como o proprio A participa do
supremo,

Py(A) = sup{Py(C) : Ce Fy e C C AL
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Logo o Teorema de Extensdo Compacta mostra que P é uma pré-medida. Apli-
cando em seguida o Teorema de Extensao de Carathéodory, concluimos que existe
uma unica medida de probabilidade em &, a o-algebra gerada por %;, que con-
corda com Py em &%. Esta medida de probabilidade atribui a mesma probabilidade,

1/2", a cada sequéncia possivel de comprimento n, conforme desejado.

Os dois modelos de langamentos de moedas que construimos sio equivalentes.

2.4.3. Medida de Lebesgue em R?

Para todo i = (if, ...,ig) € Z% seja (i,i + 1] o cubo unitario em R? transladado por i
ou seja

(Li+ 1] = (g, 17 + 1] x - x (igig + 1].

Esses conjuntos particionam o espaco,

RY = | JGi+1],
iezd
e assim R? pode ser decomposto como uniiio enumeravel de cubos unitérios disjun-
tos. Seja %’Oi’iﬂ] a algebra das unides finitas de retangulos semiabertos disjuntos
contidos em (i,i + 1], e seja B((iL,i+1]) = a(%gi’iﬂ]} a o-algebra de Borel relativa
desse cubo. Denote por P; a medida de probabilidade uniforme em JB((i,i+ 1]) que

atribui o volume euclidiano aos retangulos, isto é,

d
P;((a1.by] x - x (ag.bal) = [ (b — ar)
k=1

sempre que (ag,b; ] x -+ x (ag,bg] € (L,i+ 1].

A construcio de P; repete, em dimensio d, o argumento usado em (0,1]. Numa
unido disjunta de retangulos, define-se primeiro a soma dos volumes. Um refina-
mento por todos os hiperplanos coordenados que contém suas faces mostra que
a soma nio depende da decomposicio e é finitamente aditiva. Unides finitas de
caixas fechadas formam uma classe compacta e, recuando ligeiramente cada face
esquerda, obtemos o sanduiche da condigio (2.17). O Teorema de Extensido Com-
pacta fornece a pré-medida; o Teorema de Extensdo de Carathéodory fornece entéo

a unica medida de probabilidade P; na o-algebra relativa de Borel.
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Para A € B(R?), defina

p(A) := > Py(Gi+1]n A). (2.19)

i€zd

Agora provaremos que ,uii? é uma medida em (R?, B(R?)).

Teorema 2.46 — Medida de Lebesgue
,u:'l? é uma medida em (R?,%Z(RY)).

Demonstracao. Demonstraremos que,ufl% satisfaz os trés axiomas (i), (ii) e (iii):
0 (i) 4, (A) € [0,00] : Trivial.
O (ii) ,u?f(@) = 0 : Imediato pois Pj((i,i+ 1] n @) = 0.
0 (iii) o-aditividade: Suponha A;,A,, ... € B(RY) sdo disjuntos. Entio

,,gf(IQAk) :Egz;dp((l 1+1]QUA )
)

Il
—~
C8
-

+

=

D

S
=~

iezd k=1

Pi((l i+1]n A
iezd

1 (Ar)
1

k

NgK

k
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Teorema 2.47 —

,ufl? é a tinica medida em (R, % (RY)) que atribui o volume euclidiano padrao

aos retingulos semiabertos limitados, isto é,

d
pE ((agby] x -+ x (agbal) = [ (o — )
k=1

para —oo < g < b < .

Demonstracao. Seja v outra medida com a propriedade do enunciado e seja & o
n-sistema formado por @ e pelos retangulos semiabertos limitados. Entdo %(R%) =
o(P), e as duas medidas concordam em Z. Além disso, os cubos D, = (—n,n]?

pertencem a 9, crescem para ]Rd e satisfazem
— 4 — d
V(Dn) - /{g’(Dn) - (2n) < oo,

A versao o-finita do Teorema 2.14 implica v = /{dy em B(RY).

Teorema 2.48 —

Para todo A € B(R%) e x € R?, o conjunto A+ x :={a+x : a € A}esta
em B(R?) e

L (A +x) = p,(A)

Demonstracdo. A translacio 7,(y) = y + x é um homeomorfismo de R¢, com
inversa 7_,. Portanto leva borelianos em borelianos. Defina p,(A) = ,uf.lf(A + x).
Como a translacdo preserva unides disjuntas, p, é uma medida em B(R?). Para
cada retangulo semiaberto limitado R, o transladado R + x é outro retangulo com
os mesmos comprimentos laterais; logo p,(R) = pfcf(R). Pela unicidade provada

no Teorema 2.47, as duas medidas coincidem em toda a o-algebra de Borel.
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Teorema 2.49 —

Se T : R? — R? ¢ linear e nio singular, entio A € B(R?) implica que
TA :={T(a) : ac A} € B(RY) e

1L (TA) = | det T|ut, (A).

Demonstracdao. Como T é um homeomorfismo, leva borelianos em borelianos.
Usaremos primeiro o seguinte fato geométrico: se R é um retdngulo semiaberto
limitado, entdo

p%(TR) = | det T| 4, (R). (2.20)

Eis uma justificativa compativel com a construgio anterior. A fronteira do parale-
lepipedo TR esta contida numa unido finita de hiperplanos afins, que tém medida
nula pela Proposicdo 2.51. Considere as unides finitas I, e O,, dos cubos da ma-
lha 2-m74 que, respectivamente, estdo contidos em TR e encontram TR. Entéo
I, C TR C O,,, e O, \ I, fica contido numa vizinhanca de raio vd 27™ da fronteira,
dentro de um conjunto limitado fixo. Pela continuidade por cima e pela nulidade
da fronteira, p(Op, \ I,,) — 0. As medidas de I, e O,, sdo as somas dos volumes
dos cubos que os compdem; essas sdo precisamente as somas interna e externa de
Jordan. Neste ponto usamos um resultado classico da Algebra Linear: o volume
euclidiano de um paralelepipedo obtido pela transformacéo linear T é | det T| vezes
o volume do paralelepipedo original. Assim, o limite comum das somas de Jordan
é|detT| ,ufl?(R), e (2.20) segue. Essa relacdo determinante-volume é tomada aqui

como resultado prévio de Algebra Linear.

Defina agora

d
A) = ——, A e B[R?).
v(A) et T| (RY)
A bijetividade de T mostra que v é uma medida. Pela equacéo (2.20), ela con-
corda com ,ug, em todos os retingulos semiabertos limitados. A unicidade do Teo-

rema 2.47 dav = ,ufl?, que é a identidade desejada.



2. Medidas de Probabilidade 79

Teorema 2.50 —

Dado (Q, #,u) uma medida o-finita. Entdo & néo pode conter uma familia

de conjuntos disjuntos ndo enumeréaveis de p-medida positiva

Demonstracao. Seja {B; : i € ¥} uma familia disjunta com p(B;) > 0. Escolha
Ag € F tais que Q = | J; Ay e p(Ag) < 0. Parakym > 1, defina

em = {ie s : p(AxNB)>1/m}.

Esse conjunto é finito: se contivesse N indices distintos, a aditividade finita daria
U(Ar) > N/m, o que é impossivel para N arbitrariamente grande. Portanto [, =
{i - p(AxnB)>0}= U:nozl I m € enumeravel.

Para cada i € .7, a o-subaditividade e B; = |, (Ax N B;) mostram que algum k
satisfaz p(Ag N B;) > 0; caso contrario, u(B;) = 0. Logo ¥ = |J, &k, uma unido

enumeréavel de conjuntos enumeraveis.

Proposicao 2.51 —
Se 0 < k < d, entdo todo subespaco afim k-dimensional de R? tem medida

de Lebesgue nula.

Demonstracao. Escreva A = a+V, onde V é um subespaco linear de dimenséo k <
d, e escolha v ¢ V. Os conjuntos A + tv, t € R, sdo fechados, dois a dois disjuntos
e tém todos a mesma medida, pela invariancia por translacdo. Como a medida de
Lebesgue é o-finita, o Teorema 2.50 impede que essa familia ndo enumeravel seja

formada por conjuntos de medida positiva. Logo ,ufl?(A) =0.
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Definicao 2.52 — Conjuntos mensuraveis de Borel versus Lebesgue
Dado (]Rd,gg(]Rd),pfl?) o completamento de (RY, 95’(]Rd),,ufl?). Se A € B(RY)
entio A é dito Borel mensuravel. Se A € B (R9) entio A ¢ dito Lebesgue

mensuravel.

Borelianos: como se formam e quantos sao?

Nesta secdo opcional estudaremos a estrutura e a cardinalidade dos conjuntos bo-
relianos e dos conjuntos mensuraveis de Lebesgue. Os resultados néo serdo usados

no restante do texto.

Comecaremos com uma descri¢io elementar dos abertos e fechados.

Proposicao 2.53 —

0 Todo subconjunto aberto de R é uma unido enumeravel de intervalos

abertos e, portanto, é boreliano.

0 Todo subconjunto fechado de R é boreliano.

Demonstracao. Se U C R é aberto, para cada x € U existem racionais p, < x <
gy tais que (py,qx) S U. Logo U é a unido dos intervalos (p,q), com extremos
racionais, que estdo contidos em U. Essa familia é enumeravel. Como intervalos
abertos geram JB(R), segue que U é boreliano. Se F é fechado, entdo F = R\ F¢, e

a segunda afirmacéo decorre da primeira.

Conjunto de Cantor Para construir o conjunto Cantor, comecamos com o in-
tervalo unitario: Cy = [0, 1]. Em seguida, removemos o terco médio desse intervalo,

deixando uma unido de dois intervalos fechados:

c, =[0,1/3]u[2/3,1]
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Em seguida, removemos o terco médio de cada um desses intervalos, deixando uma

unido de quatro intervalos fechados:
G =1[01/91uU[2/9.1/3]u[2/3,7/9] U [8/9.1]

Procedendo desta maneira, obtemos uma sequéncia encaixante Cy > C; D Cy D -
de conjuntos fechados, onde C,, é a unido de 2" intervalos fechados, como ilustrado

na Figura 2.6. Entdo a intersecao
c=(\G
n

é o conjunto de Cantor.

Figura 2.6.: As primeiras etapas da constru¢io do conjunto de Cantor.

Proposicao 2.54 —

O conjunto de Cantor C tem as seguintes propriedades:
C é fechado, e logo é um Boreliano.

C é ndo enumeravel. De fato, |C| = |R|.

u(C) = 0.

Demonstragdo. Como C =) G, e cada G, é fechado, C é fechado. A aplicagdo
— 24,
@1 — Y, 3—nn
n=1

é uma bijecao de {0,1}N sobre C; logo |C| = [{0,1}N] = |R|. Finalmente, C, é a uniéo
de 2" intervalos de comprimento 37", e portanto

0 < jg(C) < pp(Cy) = (%)

Fazendo n — oo, obtemos po(C) = 0.
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Proposicao 2.55 — Cardinalidade dos conjuntos mensuraveis
Seja £ a colecdo de todos os subconjuntos Lebesgue mensuraveis de R. En-
tao

|Z| = [PR)].

Demonstracao. Claramente |Z| < |2(R)|. Como o conjunto de Cantor C tem
medida de Lebesgue nula, todo subconjunto de C é Lebesgue mensuréavel, isto é,
P(C) € &. Como |C| = |R|, temos |2(C)| = |2(R)| e, portanto, |2(R)| < |Z|. O

teorema de Cantor-Bernstein conclui a igualdade. O

Definicdao 2.56 — Hierarquia Finita de Borel

A hierarquia finita do Borel consiste em duas sequéncias 3, e II,, de subcon-

juntos de % definidos da seguinte forma:

0O X, é a colecdo de todos os conjuntos abertos em R e I1; é a colegio de

todos os conjuntos fechados em R.

0O Para cadan > 1, a colecdo 3, consiste de todas as unides enumera-
veis de conjuntos de IT,, e a colegdo IT,,, ; consiste de todas as interse-

cOes enumeréaveis de conjuntos de %,,.

Exemplo 2.57 —.

Assim, cada conjunto em X3 pode ser escrito como
U () Un
meN nelN
para conjuntos abertos Uy, , e cada conjunto em II3 pode ser escrito como
() U
meN nelN

para conjuntos fechados F,, ,.
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Obtemos, portanto, %1 C %, %; C I1,,IT; C 3, e II; C II,. E além disso, todas as

quatro inclusées sao proprias.

Teorema 2.58 — Propriedades de %, e IT,

Para cada n € N, as seguintes afirmacdes sio validas.

Para todo S C R, temos S € 3, se e somente se S¢ € II,,.

z:n c zn-f-l’zn c Hn+1an c Zn-ﬁ-l’ € Hn c 1—In-k—l-

Além disso, todas as inclusdes sdo proprias.

Demonstracao. A primeira afirmacéo segue por inducéo das leis de De Morgan.
Para as inclusdes, observe inicialmente que, em R, todo aberto é uma unido enu-

meravel de fechados: se U é aberto, tome, por exemplo,

F, ={x €[-mm] : d(x,U) > 1/m}, U= U Fp.

m=1
Logo ¥; C %,; tomando complementos, IT; C IT,. As inclusdes cruzadas seguem
repetindo o mesmo conjunto numa unido ou interse¢do enumeravel. A inducdo

nas defini¢des de %, ; e IT,,; fornece todas as inclusdes do item 2.

Registramos também por que nenhuma delas é uma igualdade. No espaco de
Baire /' = NN existe, para cada n, um conjunto universal U, € %,(/# x #): cada
conjunto de 3,(/) é uma se¢do (U,),. Para n = 1, basta enumerar os cilindros
basicos e usar as coordenadas de x para indicar quais entram na unifo. Passar de
n para n + 1 consiste em tomar complementos e unides enumeraveis; uma Unica
sequéncia de naturais codifica uma sequéncia enumeravel de parametros, pois /" =

AN Essa é uma inducio explicita da propriedade universal.

O conjunto diagonal
Dy=fxe : (xx) & Uy}

pertence a II,, mas ndo a %,: se D, = (Uy,), para algum y, terfamos y € D, se e

somente se y ¢ D,. Portanto %, # II,. Como // é homeomorfo ao conjunto dos
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irracionais, uma subclasse G5 de R, a igualdade de qualquer uma das inclusdes em
R forcaria a igualdade correspondente nas classes relativas de //". A contradicao
diagonal, juntamente com as inclusdes ja provadas e a passagem aos complementos,

mostra que as quatro inclusdes sdo proprias.

Se B C R for boreliano e pertencer a algum nivel finito, sua classificacao de
Borel finita é o menor n tal que B € ¥, UII,. Assim, conjuntos abertos ou fechados

tém classificacdo no maximo 1.

Nem todo boreliano tem classificacdo finita. A hierarquia prossegue pelos ordi-
nais contaveis. Para um sucessor « + 1, define-se ¥, por unides enumeraveis de
conjuntos de IT,, e IT,; por complementacdo. Se A é um ordinal limite contavel,
>, é formada pelas unides enumeraveis de conjuntos que pertencem a classes I1,
com o < A, e novamente I, é a classe dos complementos. A mesma construcio
universal e diagonal usada acima mostra que a hierarquia é propria em cada nivel

contavel; em particular, existem borelianos de classificacdo nao finita. Além disso,

BR) = | %= | I,

1<a<w, 1<a<w;

onde w; € o primeiro ordinal ndo contavel.

Teorema 2.59 — Cardinalidade da o-algebra de Borel

Seja & a o-algebra de Borel em R. Entdo |%| = |R|.

Demonstracao. Como todo singleton é fechado, a aplicagdo x — {x} injeta R em
% (R); portanto |R| < |ZB(R)|. Para a desigualdade contraria, fixe uma base enu-
meravel de intervalos com extremos racionais. Todo boreliano pode ser descrito
por um c6digo: uma arvore bem fundada e enumeravel cujas folhas sdo elementos
da base e cujos vértices registram complementos ou unides enumeraveis. Essas
arvores podem ser vistas como subconjuntos de N<N com rétulos naturais. Ha no

méximo 2% = |R| cédigos desse tipo. Logo |ZB(R)| < |R|, e a igualdade segue.
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Proposicao 2.60 —

A cardinalidade da colegdo de conjuntos Lebesgue mensuraveis é igual a

| (R).

Demonstracao. Esta é precisamente a Proposi¢do 2.55. U

Como essa cardinalidade é maior que a cardinalidade da o-algebra de Borel, ob-

temos o seguinte corolario.

Corolario 2.61 —

Existe um conjunto mensuravel de Lebesgue que ndo é um conjunto de Borel.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.59, existem |R| borelianos. Pela Proposicéo 2.55,
existem | 2(R)| conjuntos Lebesgue mensuraveis. O teorema de Cantor da |2(R)| >

|R|, e portanto nem todo conjunto Lebesgue mensuravel pode ser boreliano. [

Medidas em Espacos Métricos

Em espacgos métricos separaveis e completos, a topologia permite aproximar con-
juntos mensuraveis por abertos e compactos. Essa regularidade sera util sempre

que precisarmos controlar medidas por objetos geometricamente mais simples.

Definicdo 2.62 — Espaco polonés
Um espago métrico é polonés se é separavel e admite uma métrica completa

que gera sua topologia.
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Definicao 2.63 — Regularidade e tightness

Seja S um espaco métrico e seja u uma medida finita em 93(S). Dizemos que

u é regular se, para todo A € B(S),
u(A) = inf{u(U) : A CU,U aberto} = sup{u(F) : F C A, F fechado}.

Uma medida de probabilidade y é tight se, para todo ¢ > 0, existe um com-
pacto K C S tal que u(K) > 1 — . Quando a aproximacdo interna na igual-
dade anterior pode ser feita por compactos, a medida é também chamada de
medida de Radon.

Teorema 2.64 — Regularidade de medidas em espacos poloneses

Toda medida de probabilidade boreliana num espaco polonés é regular, tight
e de Radon.

Demonstracao. Seja(S,d) polonés e escolha um conjunto enumeravel denso. Para
cadan > 1, as bolas de raio 27" centradas nesse conjunto cobrem S. Como u(S) = 1,
uma unifo finita dessas bolas, denotada por U,, pode ser escolhida de modo que
u(U,) > 1 —¢/2"*1. Seja F, a unido das bolas fechadas com os mesmos centros e
raios e defina K = () F,. Entdo

p(K)>1- ) p(F) > 1-e.

n=1
O conjunto K é fechado em um espago completo e, para cada n, pode ser coberto
por um numero finito de bolas de raio 27". Logo é completo e totalmente limitado,

portanto compacto. Isso prova a tightness.

Provemos agora a regularidade. Se F é fechado, os abertos U, = {x : d(x,F) <
1/n} decrescem para F. Pela continuidade por cima da medida finita, u(U,) | p(F);
logo todo fechado é regular por fora. A finitude mostra, por complementacio, que

todo aberto é regular por dentro por conjuntos fechados.

Seja X a classe dos borelianos que sdo regulares por fora por abertos e por dentro
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por fechados. Ela contém abertos e fechados e é fechada por complementos. Se
A E R, escolha abertos Uj 2 Ajcom ,u(Uj\AJ-) < £/2/; entdo Uj U daregularidade
externa para Uj Aj. Para a regularidade interna, escolha primeiro m de modo que
,u(Uj Aj) - ,u(U;.n:1 Aj) < /2 e aproxime cada Aj, j < m, por um fechado; a unido
finita desses fechados d4 o aproximante desejado. Assim &% é uma o-algebra que

contém os abertos, e portanto & = J5(S).

Finalmente, dado A € 9B(S), escolha um fechado F C A com u(A\ F) < ¢/2 e,
pela tightness, um compacto K com p(K€) < €/2. O conjunto F N K é compacto,
esta contido em A e satisfaz (A \ (F N K)) < e. Logo a regularidade interna pode

ser feita por compactos.
ExXERcicros

Ex. 2.1 — O primeiro seis: construcio da probabilidade. Retome o espaco
amostral Q do Exercicio 1.14. Denote por W o conjunto das palavras finitas que

terminam no primeiro 6 e, para todo A C Q, defina

P(A)= Y &M,

weANW

onde |w| é o comprimento da palavra w.
1. Prove que P é uma medida de probabilidade em (Q,2(Q)).

2. Se T é o instante do primeiro 6, com T = oo nas trajetérias infinitas, deter-

mine a lei de T e prove que T < oo quase certamente.

Ex. 2.2 — Seja yp uma pré-medida numa algebra & de subconjuntos de X, com
X € o e pp(X) < oo, e seja p* a medida exterior induzida por . Prove que um

conjunto E C X é mensuravel no sentido de Carathéodory se, e somente se,

pH(E) + p*(E) = po(X),
onde o complemento é tomado em X.

Ex. 2.3 — Medida de Lebesgue—Stieltjes Considere a algebra

dy = f((=a] : a€R)
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de subconjuntos de R, e seja P uma probabilidade finitamente aditiva em &/,. De-
fina

F(x) = P((—ox]), xeR
Prove que P é uma pré-medida em & se, e somente se, F é nido decrescente, conti-

nua a direita e satisfaz

lim F(x) =0, lim F(x)=1.
X—+00

X—>—00
Conclua que, nessas condi¢des, P possui uma Unica extensio a uma probabilidade

em %(R).

Ex. 2.4 — Subaditividade enumeravel. Se (4,),>; é uma sequéncia de eventos,

prove que
P (U An) < Y P(A,).
n=1 n=1

Ex. 2.5 — Continuidade da probabilidade. Sejam A;,A,,... eventos. Prove as

afirmacoes abaixo.
1.  Se A, 1 A, entdo P(A,) 1 P(A).

2. Se A, | A, entio P(A,) | P(A).

P(liminf A,) < liminfP(A,) < limsup P(A,) < P(limsup A,).
n—o0

n—oo

4.  Se A, — A no sentido de que liminf A, = limsup A, = A, entdo P(4,) —
P(A).

Ex. 2.6 — Um precursor do primeiro lema de Borel-Cantelli. Se (A,),>; ¢
uma sequéncia de eventos e
P(A,iv) = 1,

prove que

D P(A,) = .
n=1

Faca a prova usando apenas subaditividade enumeravel e continuidade da probabi-

lidade.
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Ex. 2.7 — Considere um espaco de probabilidade cujo espaco amostral é R. Use a

continuidade da probabilidade para provar que

L.
P([0,00)) = lim P([0,n]);

lim P([n,00)) = 0.
n—oo
Ex. 2.8 — Uma condicao insuficiente. Sejam

Q =1{1,2,3,4}, o ={{1,2}{1,3}}.
1. Mostre que o(f) = P(Q).

2. Construa duas probabilidades distintas P; e P, em 2(Q) tais que
P,(E) = P,(E) paratodo E € .

Este exercicio mostra que a coincidéncia em uma familia geradora nédo basta
para garantir a igualdade de duas medidas. Compare-o com o Teorema de

Unicidade de Medidas, no qual a familia geradora é um 7-sistema.

Ex. 2.9 — Desigualdades de Bonferroni. Dados eventos Ay, ...,A,, defina, para
1<j<n,
Si= ), P4, n-nA).

1<i; <-<ij<n

Prove que, para 1 < k <n,

n k
P (U Al-) < Z(—1)J—1sj se k é impar,
i=1

j=1

(UA) Z( 1)~ 15 se k é par.

j=1
Se a preguica estiver particularmente forte, os casos k = 2 e k = 3 ja contém a ideia

central.
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Ex. 2.10 — Problema do Pareamento Ao final do dia, n pais chegam a uma
escola para buscar seus n filhos. Suponha que as criangas sejam entregues se-
gundo uma permutacio uniforme das n criancas entre os n pais. Use a féormula

de inclusdo—exclusdo para provar que a probabilidade de pelo menos um pai rece-

ber o proprio filho é
n

(_l)kil _ 1 1 n—1 1

k; Tty VT

Mostre que essa probabilidade converge para 1 —e~! quando n — oo.

Ex. 2.11 — Escolha um ponto uniformemente no interior de um tridngulo equila-
tero. Qual é a probabilidade de que sua distancia ao centro do triangulo seja menor

do que sua distancia a borda? Justifique geometricamente o valor obtido.

Ex. 2.12 — Agulha de Buffon. Um plano é dividido por retas paralelas consecuti-
vas, separadas por uma distancia d > 0. Uma agulha de comprimento d é lancada

a0 acaso sobre o plano.

1. Modele precisamente o experimento por meio da distancia do centro da
agulha a reta mais proxima e do 4ngulo que a agulha forma com as retas.

Especifique o espaco amostral e a medida de probabilidade.

2. Prove que a probabilidade de a agulha interceptar alguma das retas é 2/.

Conclua que a probabilidade de nao haver intersegio é 1 —2/7x.

Ex. 2.13 — Fixe uma base inteira b > 2. Expresse, por meio de unides e intersecdes
enumeraveis de eventos determinados por um nimero finito de digitos, o conjunto
dos numeros de (0,1] normais na base b. Conclua que tanto o conjunto dos niime-
ros normais quanto o dos nimeros nao normais na base b pertencem a 9((0,1]).

Mostre também que o conjunto dos nimeros absolutamente normais é boreliano.

Ex. 2.14 — Prove que todo subconjunto enumeravel, todo subconjunto coenume-
ravel e todo subconjunto perfeito de (0,1] é boreliano. Conclua, em particular, que

o conjunto dos irracionais de (0,1] é boreliano.

Ex. 2.15 — Seja (Q,d) um espago métrico. Recorde que Q é separdvel quando possui

um subconjunto enumeravel e denso.



2. Medidas de Probabilidade 91

1.

Mostre que
o(bolas abertas de Q) C B(Q).

Se Q é separavel, prove a inclusdo inversa e conclua que as bolas abertas
geram HB(Q).

Mostre que Q é denso em R com a métrica usual.

Conclua que o(bolas abertas de R) = B(R).

Ex. 2.16 — Sejam p; e yu, medidas em o ().

1.

Suponha que #; seja uma algebra, que ambas as medidas sejam o-finitas
em ¥, e que
1 (A) < 1 (A) para todo A € F,. (2.21)

Prove que a mesma desigualdade vale para todo A € o(%).

Dica. Trate primeiro o caso em que py + ps € finita e use aproximacio em
diferenca simétrica por elementos da algebra. Depois localize o argumento

numa exaustdo de medida finita.

Construa contraexemplos mostrando que a conclusio pode falhar nas situ-

agdes abaixo:
a)) Fo é uma algebra, mas as medidas néo sdo o-finitas em F;

b)) as medidas sdo finitas, mas F, é apenas um r-sistema gerador, e néo

uma algebra.

Ex. 2.17 — Principio de Littlewood. Seja %, uma algebra, e seja ; uma medida

o-finita em %, definida em o(%;).

1.

Dados B € o(%) e ¢ > 0, prove que existem conjuntos dois a dois disjuntos

ALA,, ... € F tais que

BC OA,,, p((QAn)\B)gg.

n=1

Se, além disso, u(B) < oo, prove que existe A € F; tal que u(A » B) < e.
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3.  Dé um exemplo mostrando que a conclusio do item anterior pode falhar

quando p(B) = co.

Ex. 2.18 — Seja [ um conjunto arbitrario e f : I — [0,00]. Defina

Zf(i) 1= supIZ JIOE Hgléﬁnito}.

iel i€eH

Prove as afirmacdes abaixo.

1. Sel= Uk ck Ik € uma particdo de I em conjuntos néo vazios, entédo
INIOEDY (Z f(i)> :
i€l keK \i€l

onde a soma sobre K é entendida pela mesma definicéo.

2. Sel é enumeravel e I = {iy,iy, ...}, entdo

2 S = lim 3 fGy).
m=1

i€l

3. Mostre que
pA) = Y fl@,  Acl,

acA
define uma medida em (I,%(1)).

—~
Ex. 2.19 — Se % é uma classe compacta, denote por % a menor familia de subcon-
juntos de Q que contém F e é fechada sob unides finitas e interse¢des enumeraveis.

—~
Prove que # também é uma classe compacta.

—~
Dica. Mostre primeiro que todo elemento de # é uma interse¢ao enumeravel de
unides finitas de elementos de %'; depois use a arvore finitamente ramificada das

escolhas possiveis.

Ex. 2.20 — No espaco Q = {0,1}N, seja &, a familia dos eventos cuja ocorrén-
cia é determinada pelas primeiras n coordenadas. Prove que &%, é uma o-algebra,
identificando-a com a familia das imagens inversas de subconjuntos de {0,1}" pela

projecdo nas primeiras n coordenadas.
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Ex. 2.21 — Com a notacéo do exercicio anterior, prove que
Fo=J %
n>1
é uma algebra. Explique também por que esse argumento ndo prova fechamento

sob unides enumeraveis.

Ex. 2.22 — Probabilidade enumeravel-coenumeravel. Seja Q um conjunto néo
enumeravel e defina
) ) ) ) 0, A enumeravel,
F ={ACQ : Aéenumeravel ou A° é enumeravel}, P(A) =
1, A€ enumeravel.
Prove que & é uma o-algebra e que P é uma medida de probabilidade bem definida

em F.



CAPITULO

3

Independéncia

Dois eventos sdo independentes quando conhecer a ocorréncia de um deles néo
altera a probabilidade do outro. Antes de transformar essa ideia em uma definicéo,
precisamos formalizar o efeito de uma informacéo parcial sobre o modelo probabi-

listico.

Suponha que observamos um evento B, com P(B) > 0. Os resultados fora de B
deixam de ser possiveis. Dentro de B, porém, queremos preservar as proporgoes
anteriores: se ANB era duas vezes mais provavel que CN B, essa razdo nao deve mu-
dar apenas porque descobrimos que B ocorreu. Isso nos leva a restringir o espaco

a B e renormalizar a massa restante.

Definicao 3.1 — Probabilidade condicional
Dado um espaco de probabilidade (Q,% ,P) e eventos A,B € &, com P(B) >
0, a probabilidade condicional de A dado B é

P(AN B)

P(A | B) = 0]

94
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A definicdo satisfaz exatamente as propriedades sugeridas pela interpretagio

anterior:
P(B|B) =1,
e,se ACe FeP(CNB)>0,

P(A|B) P(ANB)
P(C|B) P(CNnB)’

Assim, condicionar em B preserva as propor¢des internas e transforma B no novo

evento certo.

A probabilidade condicional é, de fato, uma nova probabilidade no espaco amos-

tral B. O proximo resultado formaliza essa interpretagéo.

Teorema 3.2 —

Dado um espaco de probabilidade (Q,%,P) e B€ % com P(B) > 0, defina a
o-algebra traco
Fg={ANB: Aec F}

Entao
(B.F5.P(- | B))

€ um espaco de probabilidade.

Demonstracdo. A familia g contém B = QN B. Se D = AN B € Fp, entdo seu

complemento relativo a B é
B\D=A°NnBe 3.

Além disso, se D, = A, N B € Fp, entdo
D= (UA,,)mBeng.
n>1 n>1

Logo, #p é uma o-algebra em B.

Para D € %, ponha

Pp(D) = %
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Como D C B, essa expressdo coincide com P(D | B). Temos Pg(B) = 1. Se

D;,D,, ... € Fg sdo dois a dois disjuntos, entdo

1
Pg (g Dn) = @ r; P(D,) = Z P3(Dp).

n>1

Portanto, Pg é uma probabilidade em (B,Fp).

Uma inspecdo automatica pode terminar antes do prazo ou, se a analise nio for
concluida antecipadamente, permanecer ativa até o tempo maximo de 40 minutos.

Seja T sua duragdo. Suponha que
t
P(T<t)=— 0 <t <40.
(r<n=1, osts<

Sabendo que a inspecéo ainda estd em andamento apds 30 minutos, qual é a proba-

bilidade de ela permanecer ativa até os 40 minutos?

Seja F = {T = 40} o evento de a inspecio atingir o tempo maximo. Como

40 2
P(T<40)= — = =
(T' < 40) 60 3’
temos
2 1
P(F)=1—-=—.
(F) 3°3
Por outro lado,
30 1
P(T>30)=1-P(T'<30)=1—— = —.
(T230)=1-P(T<30)=1-> =

Como F C {T > 30},
P(F) 1/3 2

O modelo possui, portanto, uma parte continua antes de 40 minutos e uma massa
de probabilidade no préprio tempo méaximo: toda inspecdo que nio termina antes

do limite fica acumulada em T = 40.

A regra seguinte é uma das maneiras mais uteis de desfazer um condicionamento.
Se o espaco é dividido em casos mutuamente exclusivos, calculamos a probabili-

dade de A em cada caso e depois fazemos a média ponderada desses valores.



3. Independéncia

Teorema 3.4 — Lei da probabilidade total

Se {By,B,, ...} € uma parti¢io enumeravel de Q por eventos de probabilidade

positiva, entdo, para todo A € &,

P(A) = ) P(A| B)P(B).

i>1

Demonstracdao. Como {B;};>; é uma particdo de Q,

A:AmQ:Am(UBi):U(AﬂBi).

i>1 i>1

Essa unido é disjunta. Pela o-aditividade,

P(A)= ) P(ANB).

i>1

Por definicéo de probabilidade condicional,
P(AN B) = P(A| B)P(B),
e portanto
P(A) = ) P(A|B)P(B).
i>1
A mesma identidade de intersecdo pode ser lida na dire¢éo oposta:
P(AN B) =P(A | B)P(B) = P(B| A)P(A).

Essa observagio fornece a formula de Bayes.
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Teorema 3.5 — Formula de Bayes
Se A,Be %, com P(A) > 0 e P(B) > 0, entdo

P(A | B)P(B)

P(B| A) = e

Demonstracao. Pela definicdo de probabilidade condicional,
P(AN B) =P(A | B)P(B) = P(B| A)P(A).
Basta dividir por P(A).

Quando as hipoteses possiveis formam uma particio, a lei da probabilidade total

substitui o denominador por uma soma explicita.

Teorema 3.6 — Formula de Bayes para uma particao
Se Ay, ..., A, formam uma parti¢do de Q, P(4;) > 0 paratodoi,e B € &F
satisfaz P(B) > 0, entdo
P(A)P(B| A)
Y P(A)P(B| 4))

P(A; | B) =

Demonstracao. Pela defini¢do de probabilidade condicional,
P(B)P(4; | B) = P(A; N B) = P(A)P(B | Ay).
Por outro lado, a lei da probabilidade total aplicada a B da

P(B) = ) P(B| A)P(A)).
j=1

Substituindo essa expressdo no denominador, obtemos a férmula.
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Independéncia

Agora podemos voltar a pergunta que motivou o capitulo. Quando a informagio

de que B ocorreu nao muda a probabilidade de A, temos
P(A | B) = P(A).

Essa é a leitura mais intuitiva de independéncia, embora ainda nio seja a melhor

definicao formal.

Definicao 3.7 — Eventos independentes — definicao provisoria

Em um espago de probabilidade (Q,% ,P), sejam A,B € & com P(A) > 0 e

P(B) > 0. Dizemos provisoriamente que A e B sdo independentes quando

P(A | B) = P(A).

A aparente assimetria é apenas notacional. Se P(A | B) = P(A) > 0, entédo

P(AnB) _P(A|B)P(B)

P(B[A) = P(A)  P(A)

- P(B).

Além disso,
P(A|B)=P(A) < P(AnB)=P(AP(B).

A igualdade a direita continua fazendo sentido mesmo quando um dos eventos
tem probabilidade zero e torna a simetria explicita. Por isso, ela é adotada como

definicao.

Definicdo 3.8 — Eventos independentes

Dois eventos A,B € F sido independentes quando

P(A N B) = P(A)P(B).
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Proposicao 3.9 —

Um evento A é independente dele mesmo se, e somente se,

P(A) € {0,1}.

Demonstracao. A independéncia de A consigo mesmo equivale a
P(A) =P(AN A) = P(A).

Como 0 < P(A) < 1, isso ocorre exatamente para P(A) = 0 ou P(A) = 1.

Considere dois dados justos e

Q={G,)) : ije{1,....6}},
com os 36 resultados equiprovaveis. Defina

A = {o primeiro dado mostra 2} = {(2,j) : j = 1,...,6},
B = {0 segundo dado mostra 4} = {(i,4) : i = 1,...,6},
C={asomaé7}={(j)eQ: :i+j=7}

Temos
P(A) = P(B) = P(C) = %

P(AﬂB):P(AmC)zP(Br\C):%

Logo, cada par é independente.
Entretanto, os trés eventos nio sio independentes como familia. De fato, AN B
forca a soma a ser 6, de modo que

P(C| AnB) =0 = P(C).
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A independéncia de cada par ndo impede, portanto, uma dependéncia que sé apa-

rece quando os trés eventos sao considerados juntos.

O exemplo mostra que, para uma colecdo de eventos, devemos exigir a fatoracéo
em toda subcolecdo finita, ndo apenas em cada par. A igualdade para a intersecéo

de todos os eventos também n3o é suficiente, como mostra o Exercicio 3.2.

Definicao 3.11 — Familia de eventos independentes

Uma familia {A;}rex € & é independente se, para todo subconjunto finito

P ( N Ah> = [T Pcan.

heH heH

nao vazio H C K,

Exemplo 3.12 — Dois lancamentos de uma moeda.

Lance uma moeda justa duas vezes. Seja A o evento “o primeiro lancamento é cara”

e B o evento “o segundo lancamento é coroa”. Entao
1 1
P(A)=PB) =5  PANB=_,

e, portanto, A e B sdo independentes.

Exemplo 3.13 — Amostragem com e sem reposicao.

Uma urna contém cinco bolas brancas e cinco pretas. Retiramos duas bolas.

Se a retirada é feita sem reposicéo, sejam
A = {a primeira bola é branca}, B = {a segunda bola é branca}.

Temos P(B) = 1/2, por simetria, mas

P(B|A):%.
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Logo, A e B nio sido independentes.

Com reposi¢éo, a composi¢cdo da urna volta a ser a mesma antes da segunda
retirada. Nesse caso,
1
P(B| 4)=P(B) = -,

e os dois eventos sdo independentes.

A independéncia também pode fazer parte da propria construc¢io de um modelo.

O exemplo seguinte mostra isso no caso classico de infinitas moedas.

Queremos construir um espacgo de probabilidade para uma sequéncia infinita de

lancamentos independentes de uma moeda justa. Tome
Q={o,1}N,

onde 1 representa cara e 0, coroa. Paran > 1, seja &, a o-algebra dos eventos

determinados pelas primeiras n coordenadas, e ponha
Fo=\JF F=o(F).
n>1

A familia %, é uma algebra.

Para ¢ = (¢, ...,&,) € {0,1}", defina o cilindro
Cle)={weQ:w=¢,k=1,...,n}k.

Se os lancamentos devem ser justos e independentes, a probabilidade desse cilindro

é necessariamente
Py(C(e)) = 27"

Essas massas sdo consistentes quando um cilindro é descrito em niveis diferentes,
pois

2—)’! — 2—(n+1) + 2—(n+1).
Por aditividade finita, elas determinam uma probabilidade finitamente aditiva P

em F.
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A construcéo por classes compactas do capitulo anterior mostra que Py é uma
pré-medida. O teorema de extensdo de Carathéodory fornece, portanto, uma tinica

probabilidade P em & que estende essas massas cilindricas.

Agora, se

He={o : o =1},

entdo P(H;) = 1/2. Para indices distintos iy, ... i,
,
P(H, n-nH)=2"=]]PH),
j=1

de modo que os langamentos sio independentes. A independéncia, portanto, ndo
foi usada circularmente para definir a medida: ela é uma consequéncia das proba-

bilidades cilindricas com que a medida foi construida.

A independéncia de uma familia finita estende-se de maneira natural a uma in-

tersecdo enumeravel.

Proposicao 3.15 —
Se Ei,E,, ... sdo eventos independentes, entdo
P (ﬂ E,-) =[] »e.
i>1 i>1

onde o produto infinito € o limite dos produtos parciais.

Demonstracao. Os eventos

m:ﬂa

n
=1

formam uma sequéncia decrescente. Pela continuidade da probabilidade por cima,

n
POW@):EQPayﬁiggIlma)
1=

i>1
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Também podemos complementar qualquer nimero finito de eventos sem des-

truir a independéncia.

Proposicao 3.16 —

Se {E; : i € I} é uma familia de eventos independentes e, para cada i € I,
Fi E {EisEic},

entdo {F, : i € [} é independente.

Demonstracao. Basta verificar a identidade de independéncia em uma subfamilia
finita. Fixe indices distintos iy, ... ,i,. Partimos de E; oo ,Ein e substituimos, um a um,

os eventos que devem ser complementados.

Suponha que todos os fatores, exceto talvez o primeiro, ja tenham sido escolhidos
como evento ou complemento, e denote por D a intersecdo desses n—1 fatores. Pela
hipétese de inducdo,

P(E, n D) = P(E; )P(D).

Consequentemente,
P(E{ n D) = P(D) — P(E; N D) = (1 - P(E;))P(D).

Isso substitui E; por seu complemento preservando a fatoracéo. Repetindo o argu-

mento, obtemos a identidade para qualquer escolha de complementos.

A independéncia pode até transformar um problema de teoria dos numeros em

um calculo probabilistico.

Teorema 3.17 — Formula dos niimeros primos de Euler

(s) Z H 1— p—s’

n>1 peP

Paras > 1,

onde P denota o conjunto dos nimeros primos.
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Demonstracao. Como s > 1, a série que define {(s) converge. Em Q = N, defina

1
(sIns

P({n}) =
Para k > 1, seja
E. ={n €N : k divide n}.

Entao

1 —s
P(Ek):ZW:k .

=1

Se py,...,py sd0 primos distintos,

Epy 0N Ep = Eppop
e, portanto,

r r
— —S _
P(E, N0 Ep) =[] p;° = [T P(E,).
Jj=1 Jj=1

Logo, os eventos E,, p € P, sdo independentes.

O tunico inteiro positivo néo divisivel por nenhum primo é 1. Pela proposicio

anterior e pela formula para interse¢des enumeraveis,
1 —
7o - P :P(ﬂ Eg) =[]a-».
s peEP pEP

Tomando reciprocos, obtemos a formula.

Para trabalhar com informacio gerada por colegdes inteiras de eventos, preci-
samos de uma versdo da independéncia que ndo dependa de escolher um unico

evento por indice.

Definicao 3.18 — Familias independentes

Dada uma familia &/, C &, k € K, dizemos que {y}rex é uma familia de

classes independentes se, para todo subconjunto finito nio vazio H € K
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e toda escolha A, € o, k € H,

P ( N Ak> = [ Pcap.

keH keH

Teorema 3.19 —

Sejam {</} };ck familias de subconjuntos de F.

Se oy C By C F para todo k e {%B} ek € independente, entdo { }rek

¢ independente.

A familia {/} };ck € independente se, e somente se,

{ U {Q ek
¢ independente.

Se o, ... .4, contém Q, entdo sdo independentes se, e somente se,

P (ﬂ Ak) = ]rcan
k=1 k=1

para toda escolha A, € .

Demonstracao. A primeira afirmacio é imediata: qualquer escolha feita nas o/

também é admissivel nas %y.

Acrescentar Q néo altera nenhuma identidade, pois AN Q = AeP(Q) = 1. A

reciproca segue da primeira afirmacéo.

Na terceira afirmacéo, a identidade exibida para todos os n indices implica as
identidades de qualquer subcolecéo: basta escolher A; = Q nos indices que deseja-

mos omitir. A implicagdo contraria faz parte da definicéo.

A mesma nocdo aplica-se diretamente a o-algebras.
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Definicao 3.20 — o-algebras independentes

Uma familia de sub-o-algebras {G;}rcx de F é independente se, para todo
subconjunto finito néo vazio H C K e toda escolha G, € &, k € H,

P ( N Gk> =[] PGo.

keH keH

O proximo resultado é a ferramenta que permite passar da independéncia de

geradores a independéncia da informacéo que eles geram.

Teorema 3.21 — Independéncia das o-algebras geradas

Suponha que {9/ }rck seja uma familia independente e que cada &} seja um

m-sistema. Entao
{o <'97k>}keK

¢ uma familia de o-algebras independentes.

Demonstracao. Pelo resultado anterior, podemos substituir cada o/ por &/ U{Q}.
As familias continuam independentes, continuam sendo 7-sistemas e agora contém
Q.

Considere primeiro apenas m indices, renomeados como 1,... m. Fixe A € .ij,

j < m, e defina

m—1 m—1
D= {B EF : P(Bm N Aj) =P(B) [ [ P4y
j=1 j=1

A independéncia original mostra que &, € &. Vamos verificar que & é um A-

sistema.
Primeiro, como as classes sdo independentes,
m—1 m—1
e(Na)-TTre
j=1 j=1

de modo que Q € 9.
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Agora suponha B € 9. Escrevendo

m—1
DO = ﬂ A],
j=1
temos
P(B° N Dy) = P(Dy) — P(B N Dy).
Como Be 9,
m—1
P(BN Dy) = P(B) [ [ P(4)).
j=1
enquanto
m—1
P(Dy) = [ [ P4.
j=1
Portanto,
m—1
P(B° N Dy) = P(B) [ [ P4,
j=1
eB €.

Finalmente, se By,B,, ... € & sio dois a dois disjuntos, entio

P ((U B,,) n D0> = ) P(B, N Dy)

n>1 n>1

e, como cada B, € 9,

m—1
> P(B,N D) = (Z P(Bn)) [Try.

n>1 n>1

j=1

Pela disjuncao,
D, P(B,) =P (U Bn) :
n>1 n>1

logo | J, B, € 2. Assim, @ é um A-sistema.

Pelo teorema -1,

o(dy) € D.

Portanto, podemos substituir a tltima classe por sua o-algebra gerada sem perder

a independéncia.
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Repetindo o mesmo argumento uma classe de cada vez, substituimos todas as &/;
por o{&;). Como a definicio de independéncia envolve apenas subcolegdes finitas,

o argumento se aplica a um conjunto de indices K arbitrario.

Proposicao 3.22 —
Se {Ar : k € K} é uma familia de eventos independentes e I,] C K séo
disjuntos, entio

o(Ar 1 kel) e o(Ar ke ]))

sdo independentes.

Demonstracao. Considere os 7m-sistemas
G = ﬂAi:HQIﬁnito;, %]zzﬂAj:ngﬁnitog,
i€H jeL
com a convencio de que a intersecéo vazia é Q. Se
C=()A€%. D=()4¢€%,

i€H jeL

entdo, como I N J = @,
P(CnD)=[]P@) [P, =PCPD)
ieH JEL

Logo, €] e € sdo independentes. O teorema anterior fornece a independéncia das

o-algebras que elas geram.
Lei 0-1 de Kolmogorov e lemas de Borel-Cantelli
Dada uma sequéncia de eventos Aj,A,, ..., ha perguntas que niao dependem de ne-

nhum trecho inicial da sequéncia. Elas sdo determinadas apenas pelo que acontece

arbitrariamente longe.
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Definicao 3.23 — o-algebra caudal

A o-algebra caudal da sequéncia A{,A,, ... é

T = ﬂ 0(AnAnt1,Ant2, )
n>1

Seus elementos sdo chamados de eventos caudais.

Se o indice representa o tempo, 0(A,,Api1, ...) contém a informacédo disponivel
depois de descartarmos os primeiros n — 1 eventos. A intersecio sobre todos os n

retém apenas o que ndo depende de nenhum inicio finito.

Em uma sequéncia infinita de langamentos de moeda, seja H, o evento “o n-ésimo

lancamento é cara”. Sdo eventos caudais, por exemplo:
O ocorrerem infinitas caras;
0O ocorrerem apenas finitas coroas;
O ocorrerem infinitas caras nos lan¢amentos pares;
O aparecerem infinitas vezes blocos de 100 caras consecutivas.

Alterar um nimero finito de lancamentos nio muda nenhum desses eventos.

Teorema 3.25 — Lei 0-1 de Kolmogorov

Se A{,A,, ... sdo eventos independentes e I é sua o-algebra caudal, entdo
todo A € I satisfaz
P(A) € {0,1}.
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Demonstracao. Fixe A € J. Para cada n, a proposicdo anterior mostra que
O'<A1,...,An_1> € O'<An,An+1,...>

sdo independentes. Como A pertence a segunda o-algebra, toda subfamilia finita
de
ALAy, A

¢ independente: basta escolher n maior que todos os indices finitos envolvidos.
Logo, a familia {A{,A,, ...,A} é independente. Aplicando novamente a proposi-
¢do anterior, concluimos que
0(A1,As,..) e o(A)
sdo independentes. Mas

A€ T Co(A,Ay...) e A€da(A).

Portanto, A é independente de si mesmo. Pela proposicéo anterior sobre autoinde-
pendéncia, P(A) € {0,1}.

Corolario 3.26 — Lei 0-1 para o-algebras independentes

Se (G,)n>1 € uma sequéncia de o-algebras independentes e

T =Gt -,

n>1

entdo todo A € T satisfaz P(A) € {0,1}.

Demonstracao. Sel,] C IN sdo disjuntos, considere as classes formadas por inter-
secdes finitas de eventos pertencentes as &;, i € I, e, respectivamente, as ?j, je J.
Pela independéncia da familia (&), essas duas classes sdo n-sistemas independen-
tes; pelo Teorema 3.21, as o-algebras que elas geram também sdo independentes.

Em particular,
O-<gl""’?n—l> € U(gn,?n+1,...>
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sdo independentes para todo n.

Fixe A € . Entdo A é independente de cada (%}, ...,&,_;). Essas o-algebras
crescem com n, € sua unido é um z-sistema que gera 0(%;,%,,...). Para A fixo, a

classe
D,={Be % : P(An B) = P(A)P(B)}

é um A-sistema. Como ela contém aquela unido, o teorema 7-A mostra que A é
independente de toda 0(¥%,,%,,...). Como A € I C 0(¥%,,%,,...), segue que A é
independente de si mesmo; logo P(A) € {0,1}.

Para formular os lemas de Borel-Cantelli, precisamos distinguir dois tipos de

comportamento assintoético.

Definicdo 3.27 — Limite superior e inferior de eventos
Para eventos A{,As, ..., definimos
limsup A, = ﬂ U A,
W=29 m>1n>m
o evento em que A, ocorre infinitas vezes, e
liminf A, = () [ An
n—oo
m2>1n>m
o evento em que, a partir de algum indice, todos os A, ocorrem.

Escreveremos A, i.v. para lim sup A,. Para o liminf, preferimos a descricéo

n—oo
“eventualmente sempre”, evitando confundi-la com a abreviagdo “q.s” de “quase

seguramente” usada em outros capitulos.

Teorema 3.28 — Primeiro lema de Borel-Cantelli
Se E|,Ey,...€E F e

Y P(Ey) < o,

n>1
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entao
P(E, iv.) = 0.

Demonstracao. Pela defini¢do de limite superior,
{E,iv.} =limsupE, = ﬂ U E,.
n—0c0 N>1n>N

Assim, para todo N,

{Eyivic | ) E.

n>N
Pela subaditividade,

P(E, iv.) < P(U En) < > P(Ey.

n>N n>N

Como asérie ), P(E,) converge, sua cauda tende a zero. Fazendo N — oo, obtemos

P(E, iv.) = 0.

O lema seguinte compara as probabilidades dos limites superior e inferior com

os limites das probabilidades individuais.

Teorema 3.29 — Lema de Fatou para conjuntos

Para E;,E,,... € &,

P <lim infE,,) < lim infP(E,) < lim sup P(E,) < P <lim sup En) .
n—o0

=C9 n—oo n—oo
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Demonstracdo. Defina
By=()E  Gi=|JE
k>n k>n

Entao
B, 1 liminfE,, C, | limsup E,,.
n—oo

n—oo

Como B, € E; € C, para todo k > n,
P(B,) < infP(E;),  supP(E) < P(Cy).
k2n k>n

A continuidade da probabilidade por baixo e por cima fornece as duas desigualda-

des extremas. A desigualdade central vale para toda sequéncia real.

O primeiro lema de Borel-Cantelli diz mais do que “probabilidades pequenas”:
a hipétese relevante é a somabilidade. Quando ); P(E,) < oo, com probabilidade

um apenas um namero finito dos eventos E, ocorre.
A relacdo com os complementos fica transparente pela lei de De Morgan:
c C
(lim sup E,,) = ( N U E,,) = {J (") B = liminf E.
n—0co N>1n>N N>1n2N e

Portanto, dizer que E, ocorre apenas finitas vezes é o mesmo que dizer que, a partir

de algum indice, todos os complementos Ej, ocorrem.

Considere um passeio em Z que comeca em 0 e, a cada passo, vai uma unidade
para a direita com probabilidade p € (0,1) e uma unidade para a esquerda com

probabilidade 1 — p.

A construcéo de cilindros usada para as infinitas moedas, agora com pesos p e
1— p, fornece um espaco de probabilidade no qual os incrementos w;,ws, ... € {—1,1}

sdo independentes e
P(wp =1) = p, Plop =—-1)=1-p.

Defina
50:0, Sn=w1+---+a)n.
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Para retornar a origem no instante 2n, o passeio deve dar exatamente n passos
. . (2 « o
para a direita e n para a esquerda. Ha (:) ordenacdes possiveis desses passos e,

pela independéncia, cada uma tem probabilidade p™(1 — p)". Portanto,
2n\ .
P(Syp=0)=| |p"1—p)"

A férmula de Stirling,
n\n
l~ Z
n! 27mn ( . ) ,

2n\  (2n)! &
n| )2  Jmn

(4p(1 - p))"
=

Para aplicar Borel-Cantelli, basta uma cota mais simples. Como
2n
S 4”5
n

P(Sy, = 0) < (4p(1 - p))".

Sep+#1/2,entdor :=4p(1—p)<1l,e

da

e, consequentemente,

P(Sy, = 0) ~

temos

ZP(SZnZO)SZr”<00.

n>1 n>1

Pelo primeiro lema de Borel-Cantelli, o passeio retorna a origem apenas um na-

mero finito de vezes, quase certamente.
No caso simétrico p = 1/2,
PGS, = 0) = [ )4
2n — - n \/ﬁ’

e portanto

> P(S;, = 0) = o0,

n>1
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Isso, sozinho, ndo prova recorréncia: os eventos {S,, = 0} ndo sio independentes,

de modo que o segundo lema de Borel-Cantelli ndo pode ser aplicado diretamente.
A independéncia é exatamente a hipotese que fornece a reciproca do primeiro
lema.

Teorema 3.31 — Segundo lema de Borel-Cantelli

Se Ei,E,, ... € F sdo independentes e

Z P(En) = o,
n>1

entao
P(E,iv.) = 1.

Demonstracao. Queremos mostrar que o complemento do evento “E, ocorre in-

finitas vezes” tem probabilidade zero. Pela lei de De Morgan,
C
(£, iv) = ( NuU E) - UNE
N>1n>N N>1n>N
Portanto, basta provar que, para cada N,

P(ﬂ Ef,):o

n>N

Como os E, sdo independentes, seus complementos também sio. Pela formula

para interse¢des enumeraveis,

P ( N E,‘;) = [T -PEY).
n>N n>N
Usando1—x <e ¥ para0 < x <1,

[T(1-PE) < exp (— > P(E,,>).

n>N n>N
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Como ) P(E,) = oo, toda cauda dessa série também diverge. Consequentemente,

P(ﬂ E,Cl) =0 para todo N.

n>N

Por continuidade por baixo,

P(U ﬂE,ﬁ):o.

N>1n>N

Esse evento é {E, i.v.}, e portanto

P(E,iv.) = 1.

Assim, para uma sequéncia de eventos independentes,
Oa Z P(En) < 0,
n

P(E,iv.) =
1, Y P(E,) = oo.

A primeira linha ndo precisa da hipotese de independéncia; a segunda, sim.

Em lancamentos independentes de uma moeda justa, seja
A, = {o n-ésimo lancamento é cara}.
Os eventos A, sdo independentes e P(A4,) = 1/2. Logo,

Z P(A;) = oo,

n>1

e o segundo lema de Borel-Cantelli da
P(A,iv) =1

Assim, quase certamente aparecem infinitas caras. Aplicando o mesmo argumento

aos complementos A, obtemos também infinitas coroas.

O Exercicio 3.13 propde uma aplicacdo direta desse argumento a blocos disjuntos

de lancamentos.
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Aplicacoes

Sequéncias de caras

Em uma sequéncia infinita de moedas, qualquer comprimento fixo de caras conse-
cutivas reaparece infinitas vezes. Uma pergunta mais interessante é saber como o

maior comprimento observado pode crescer com o tempo.

Seja £(n) o numero de caras consecutivas que termina no n-ésimo lancamento,

com £(n) = 0 quando o n-ésimo resultado é coroa. Para todo inteiro fixo k,
P(t(n) > kiv) =1

Se permitimos que o comprimento exigido dependa de n, surge uma escala critica:

log, n.

Teorema 3.33 —

Para todo ¢ > 0,

P(t(n)>(1+¢) log, n iv.)=0.

P(e(n) > log,niv.) = 1.

Demonstracao. Para a primeira afirmacao, fixe ¢ > 0 e ponha
Iy = [(1 +¢)log, n] .

Se r, < n, o evento {€(n) > r,} exige cara nos ultimos r,, lancamentos e, portanto,

tem probabilidade 27". Se r, > n, o evento é vazio. Em ambos os casos,
P(t(n)>(1+¢) log, n) < n—(1+e),

A série do lado direito converge; o primeiro lema de Borel-Cantelli conclui a pri-

meira parte.
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Para a segunda afirmacdo, os eventos naturais se sobrepdem e nio sio indepen-

dentes. Vamos extrair deles uma familia de blocos disjuntos.

Para m > 2, considere
I, ={2m+1,.. 2"

Divida os primeiros termos de I, em

2m
N. =
m [m+1J

blocos disjuntos de comprimento m + 1. Seja E,, o evento de que ao menos um

desses blocos seja formado apenas por caras. Faixas diferentes usam langamentos
disjuntos, logo os eventos E,, sdo independentes. Dentro de uma faixa, os blocos
também sdo independentes, e
Ny
P(E,) =1—(1-27(mD)™,
Para m suficientemente grande,

zm—l

> .
™= m+1

Usandol —u<e “el—e ™ >x/2para0 < x <1, obtemos

P(E,) > m

Logo,
> P(E,,) = .
m

Pelo segundo lema de Borel-Cantelli, E,,, ocorre para infinitos valores de m, quase

certamente.

Quando E,, ocorre, existe um bloco de m + 1 caras que termina em algum n <
2m+1 Portanto,

t(n) >m+1 2 log, n.

Isso prova a segunda afirmacéo.

Teorema do macaco infinito

Substitua a moeda por escolhas independentes e uniformes em um alfabeto finito.

O infinito ndo melhora a datilografia; ele apenas torna inevitavel cada bloco finito.
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Teorema 3.34 — Teorema do macaco infinito

Considere uma sequéncia de escolhas independentes e uniformes em um
alfabeto finito. Quase certamente, toda palavra finita aparece na sequéncia

infinitas vezes.

Demonstracao. Considere um alfabeto com g simbolos e fixe uma palavra
w=(wy,...,w)
de comprimento r. Para j > 1, seja E; o evento de que o bloco de posicdes

G-—Dr+1,..jr

coincide com w. Os eventos E; dependem de blocos disjuntos e sdo independentes,
com
P(E) =q".
Logo,
> P(E) = o,
J
e o segundo lema de Borel-Cantelli mostra que w ocorre infinitas vezes com pro-

babilidade 1.

Ha apenas um conjunto enumeravel de palavras finitas sobre um alfabeto finito.
Enumerando-as como w) w(®, .. e escrevendo Gy, para o evento de que w*) apa-

rece infinitas vezes, temos P(Gy) = 1 para todo k. Assim,

P(ﬂck)=1—P(UG,§)=1.

k>1 k>1

Teoria de percolacao

Considere a rede quadrada

G=(V.E), V =72,
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em que E é o conjunto das arestas entre vizinhos mais proximos. Na percolaciao
de elos, cada aresta é declarada aberta, independentemente, com probabilidade
p. A pergunta fisica é simples: se um fluido puder passar apenas pelas ligacdes

abertas, serd possivel atravessar a rede indefinidamente?
Usaremos a seguinte terminologia:
O os vértices sio chamados de sitios e as arestas, de elos;
O um elo com estado 1 é aberto; com estado 0, é fechado;
O o subgrafo formado pelos elos abertos é o subgrafo aberto;
O as componentes conexas do subgrafo aberto sdo os clusters abertos.

Ha também um modelo de percolagao de sitios, no qual sdo os vértices que re-
cebem estados aleatérios. Nesta secdo trabalharemos apenas com percolacdo de

elos.

O teorema de Harris—Kesten, que citamos sem prova, afirma que para a percola-
cio de elos em Z? a probabilidade critica é

_1
pe=15

Para p > 1/2, existe um cluster aberto infinito quase certamente; para p < 1/2,
ndo existe. A demonstragdo completa exige ferramentas de percolacdo planar que
estdo fora do escopo destas notas. Nosso objetivo aqui é construir rigorosamente

o modelo e provar a dicotomia 0-1 em torno do parametro critico.

Construcao da medida de percolacao
Defina
Q = {0,1}£.
Uma configuracio w € Q associa a cada aresta e € E um estado w, € {0,1}.
Para F C E finito e o € {0,1}f, defina o cilindro
C(Fo) ={w € Q : wf = oy paratodo f € F}.

Se
Ni(o) =[{f €F : op =1},
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a independéncia desejada das arestas forca
Po(C(F,0)) = pM©@)(1 - p)lFI=Ni(o),

Se F, é a algebra gerada pelos cilindros, essa prescricdo é consistente: ao adici-
onar uma coordenada livre, as duas extensdes possiveis tém massas cuja soma é

multiplicada por
p+(A-p)=1

Logo, por somas sobre unides finitas disjuntas de cilindros, obtemos uma probabi-

lidade finitamente aditiva Py em ;.

Equipe Q com a topologia produto das copias discretas de {0,1}. Pelo teorema de
Tychonoff, Q é compacto. Cada cilindro é aberto e fechado e, portanto, compacto.

Como os elementos de F; sdo unides finitas de cilindros, também sdo compactos.

Se D, € %y e D, | @, apropriedade da intersecio finita para compactos implica

que algum Dy ja é vazio. Logo,
PO(Dn) — 0.

A continuidade no vazio transforma a aditividade finita de Py em o-aditividade na
algebra: Py é uma pré-medida. O teorema de extensiao de Carathéodory fornece

entdo uma unica probabilidade P, em
F =0(F)

com essas probabilidades cilindricas.

A tripla (Q,%,P,) é o modelo de percolagio de elos de parametro p em 7% A
mesma construcdo funciona em qualquer grafo com conjunto enumeréavel de ares-

tas.

Probabilidade critica

Para um sitio x, denote por C, o cluster aberto que contém x e defina

6x(p) = Pp(|cx| = 00).
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Proposicao 3.35 —

Existe p, € [0,1] tal que, para todo sitio x,

Ox(p) =0 sep<p, O.(p) >0 sep>p,.

O enunciado néo afirma o que ocorre em p = p,.

Demonstracao. Primeiro mostramos que, para p > 0, a positividade de 6,(p) nao
depende do sitio. Fixe um caminho y de y a x, com m arestas, e condicione as arestas
fora de y. O evento {|C) | = oo} é crescente em relagio aos estados das arestas de y.
Se ele ocorre para alguma configuragio dessas arestas, continua ocorrendo quando
todas sdo abertas. Como a configuracio totalmente aberta em y tem probabilidade
condicional p™,

P,(|Cy| = oo, y aberta) > p™0,(p).

Nesse evento, x esta ligado a y, logo |C,| = co. Portanto,

0x(p) = p"6,(p).

Trocando x e y, concluimos que, para cada p > 0, ou todas as 6,(p) séo nulas, ou

todas séo positivas.

Agora construimos simultaneamente os modelos de todos os parametros. Asso-
cie a cada aresta e uma marca independente U, ~ Uni[0,1] e declare e aberta no
nivel p quando U, < p. Se p; < po, toda aresta aberta no nivel p; também esta

aberta no nivel p,. Consequentemente,

pr— 0(p)

¢ nao decrescente.
Fixe x; e ponha
pe = inf{p € [0,1] : O, (p) > O}
Temos 0, (0) = 0 e 0, (1) = 1. Pela monotonicidade, p < p. implica 6, (p) = 0,
enquanto p > p. implica 0, (p) > 0. A primeira parte da prova estende essas

conclusdes a todo sitio x.
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Mostrar diretamente que 0 < p, < 1 exige argumentos adicionais. Para Z2, o

teorema de Harris—Kesten citado acima fornece o valor exato p, = 1/2.
A construc¢io simultanea por marcas uniformes é um exemplo de acoplamento;

voltaremos a essa técnica no Capitulo 9.

Resta relacionar a positividade de 6,(p) com a existéncia, em toda a rede, de

algum cluster infinito.

Teorema 3.36 —
Seja

I = {existe um cluster aberto infinito}.
Entao

P,(I)=0 sep<p, P,(I)=1 sep>p.

Demonstracao. Comecamos pela mensurabilidade. Para um sitio x, o evento
{IC,] = oo} é a intersecdo, sobre r > 1, dos eventos “existe um caminho aberto
de comprimento r partindo de x”. Cada um desses eventos é uma unifo enumera-
vel de eventos cilindricos. Como Z2 é localmente finita, a existéncia de caminhos

arbitrariamente longos equivale a infinitude de C,. Assim,

I= [ J{Gl=x}eZ.

x€Z?

Mostremos agora que I é caudal. Enumere as arestas como

E = {eo,el, }

e defina

A ={o : 0, =1}

Os eventos Ay sdo independentes e

zo/T = O'<A0,A1, >
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Para n > 1, retire as arestas e, ...,e,_; € denote por I, o evento de que o subgrafo

restante contém uma componente infinita. Entao

In S O'<An5An+l’ >

Retirar um ndmero finito de arestas néo altera a existéncia de uma componente
infinita. De fato, cada aresta removida pode aumentar em no maximo uma unidade
o numero de componentes de uma componente dada; apds retirar n arestas, uma
componente infinita é dividida em no maximo n + 1 componentes, e pelo menos
uma delas continua infinita. A incluséo inversa é imediata. Logo I = I, para todo

n, e portanto I é um evento caudal.

Pela lei 0-1 de Kolmogorov,
P,(I) € {0,1}
Se p < p,, entdo 0,(p) = 0 para todo x, e
P, (< ) Oup)=0.

xXEZ?

Se p > p,, entdo, para qualquer sitio x,
P,(I) 2 0.(p) > 0.
A dicotomia 0-1 obriga P,(I) = 1.

A independéncia, introduzida como uma relacéo entre informagio e probabili-
dade, passou de eventos a familias e o-algebras. Dela extraimos consequéncias para
sequéncias inteiras: leis 0—1 para eventos caudais e critérios de Borel-Cantelli para
ocorréncias infinitas. Na percolacéo, essas ferramentas se encontram para descre-

ver um fendémeno global a partir de escolhas locais.

EXERcCIcIOS

Ex. 3.1 — Seja Q = {1,2,...,9}, com todos os pontos de probabilidade 1/9, e consi-
dere
A = {1’2’3}’ B = {1’4’5}’ C = {2’4’6}'
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Mostre que A, B e C sio independentes dois a dois, mas que a familia {A,B,C} ndo

é independente.

Ex. 3.2 — Construa trés eventos A, B e C que ndo formem uma familia indepen-

dente, embora satisfagcam
P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C).

Sua construgéo deve exibir explicitamente ao menos um par que nio seja indepen-

dente.

Ex. 3.3 — Seja Ay, ..., A, uma familia independente de eventos. Prove que, para
qualquer escolha
Bl E{AUAIC}: = 1,...,”,

a familia By, ...,B, é independente. Em particular, AS,...,A$ sdo independentes.

Ex. 3.4 — Fixe um inteiro k > 2. Construa um espaco de probabilidade e k eventos,
cada um com probabilidade 1/2, tais que toda subfamilia com no méximo k — 1
eventos seja independente, mas a familia completa néo seja. Escolha um espaco

amostral com o menor nimero possivel de pontos e justifique essa minimalidade.

Ex. 3.5 — Uma urna contém inicialmente uma bola preta e m > 1 bolas brancas. A
cada etapa, retira-se uma bola uniformemente. Se ela for preta, ela é simplesmente
recolocada; se for branca, ela é recolocada juntamente com uma nova bola branca.

Seja A,, o evento de que a bola preta nio seja retirada nas primeiras n etapas.
1. Calcule P(A,) e mostre que ), . P(A,) = co.
2. Determine P(A,, i.v.).

3. Explique por que o exemplo mostra que a independéncia ndo pode ser omi-

tida da reciproca fornecida pelo segundo lema de Borel-Cantelli.

Ex. 3.6 — Sejam A{,A,, ... subconjuntos borelianos de [0,1] € A a medida de Lebes-
gue. Suponha que exista 5 > 0 tal que A(A,,) > n para todo n. Prove que
Allim sup A,) > 1.
n—oo

Conclua que algum ponto de [0,1] pertence a infinitos conjuntos A,,.
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Ex. 3.7 — Para k = 1,...,n, seja 94 uma particdo enumeravel de Q formada por

eventos. Prove que as o-algebras
AP, .., o P)
sdo independentes se, e somente se,
n n
P (ﬂ Ak) =[P
k=1 k=1
para toda escolha de uma célula A, € %A, k =1, ... n.

Ex. 3.8 — Sejam /4, ... o, m-sistemas contidos em & e suponha que

n n
P (ﬂ Ak) = H P(Ay) para toda escolha Ay € . (3.1)
k=1 k=1
1. Déum exemplo mostrando que, sem hipoteses adicionais, (3.1) ndo garante

a independéncia das o-algebras o (o).

2. Suponha agora que, para cada k, o espaco Q seja unido enumeravel de ele-

mentos de /. Prove que o(&f;), ..., (o) sdo independentes.

Dica. Fixe todas as coordenadas menos uma, passe primeiro a unides finitas

usando inclusdo—-excluséo e depois use o Teorema 7—-A.

Ex. 3.9 — Seja (Ap,),>1 uma sequéncia de eventos e defina

N(w) = 14 (o).
n=1

Prove diretamente que
P(4,iv.) <1

se, e somente se, existe um evento B com P(B) > 0 e um inteiro r > 0 tais que

N <rem B. Deduza a equivaléncia

(o)
P(A,iv)=1 < Z P(A, | B) = o para todo B com P(B) > 0.
n=1
Ex. 3.10 — Medida de Lebesgue. Construa a medida de Lebesgue em R a partir
da pré-medida comprimento na algebra das unides finitas de intervalos semiaber-
tos. Na etapa em que é preciso provar a continuidade no vazio, use o Teorema de

Extensdo Compacta e explicite a classe compacta escolhida.



3. Independéncia 128

Ex. 3.11 — Infinitas moedas I. Seja Q = {0,13N e, para &y, ...,&, € {0,1}, defina o
cilindro

Coleg,ngy) ={0 €Q Wy =¢,...,00p = &}

Seja F a algebra das unides finitas desses cilindros. Fixe p € [0,1] e prescreva
Pp(cn(gl’ ,é‘n)) = pzi:l fi(1 - p)n_zizl &,

1.  Mostre que essa prescricio é consistente quando um mesmo cilindro é re-
presentado em niveis diferentes e que sua extensdo por aditividade finita

esta bem definida em .

2. Equipe Q com a topologia produto discreta. Mostre que Q é compacto e
que os elementos de F sdo abertos e fechados. Use o Teorema de Extenséo

Compacta para concluir que P, é uma pré-medida em ;.

3. Aplique o Teorema de Extenséo de Carathéodory para provar que P, possui

uma Unica extensio a o(%).

4. Mostre que as proje¢des coordenadas
X, (w) = wy, n>1,
formam uma sequéncia i.i.d. de variaveis de Bernoulli de parametro p.

Ex. 3.12 — Percolacio de elos. Seja G = (V,E) um grafo infinito e Q = {0,1}F,
onde w, = 1 significa que a aresta e esta aberta. Para F C E finito e 7 € {0,1},
defina

C(Fr)={weQ : w, =1, para todo e € F}.

Seja F, a algebra dos cilindros e prescreva
P,CEN= ] » [l A-p. pelo1l
eeF:7,=1 e€F:1,=0
1. Mostre que a prescricdo é consistente e se estende de maneira unica a uma

probabilidade finitamente aditiva em .

2. Use cilindros com base compacta e o Teorema de Extensdo Compacta para

mostrar que essa funcdo é uma pré-medida.
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3.  Conclua, pelo Teorema de Extensio de Carathéodory, que existe uma tnica

probabilidade em o(%) com as probabilidades cilindricas acima.

Ex. 3.13 — Em uma sequéncia infinita de lan¢camentos independentes de uma mo-

eda justa, seja
B,, = {os lancamentos n,n + 1,...,n + 99 sdo caras}.

Calcule P(B, i.v.). Como os blocos consecutivos se sobrepdem, comece por uma

subsequéncia de blocos disjuntos.

Ex. 3.14 — Raio de convergéncia de uma série aleatodria. Sejam Z,,Z;, ... vari-

aveis aleatorias reais e considere a série de poténcias

Z Z,2".
n=0
Com as convengdes 1/0 = o0 e 1/c0 = 0, defina

-1
R= <lim sup |Zn|1/”> .

n—o0
1. Prove que R, com valores em [0,00], é uma variavel aleatdria e coincide com

o raio de convergéncia da série.

2. Suponha agora que os Z, sejam independentes. Prove que existe r € [0,00]

tal que R = r quase certamente.



4.1.

CAPITULO

4

Variaveis Aleatorias

Até aqui, os resultados de um experimento permaneceram no espaco abstrato Q.
Para calcular com eles, precisamos transforméa-los em nimeros, vetores ou outros
objetos conhecidos. Uma variavel aleatdria realiza essa traducgéo. A exigéncia de
mensurabilidade garante que, ao formularmos uma pergunta sobre seu valor, a

resposta corresponda a um evento do modelo.

Funcoes Mensuraveis

Uma funcéo entre espacos mensuraveis deve respeitar as familias de conjuntos que

escolhemos observar. Essa compatibilidade é expressa pelas pré-imagens.

130
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Definicao 4.1 —
Dados (Qq, #1) e (Qy, F5) espagos mensuraveis, uma fungao f : Q; — Q, é
dita #; — F»-mensuravel ou simplesmente mensuravel se a pré-imagem

de todo conjunto mensuravel é mensuravel. Ou seja, se

A€e 92 e f_l(A) E ‘9:1'

Q%) (Qy,F2)

\- J .

Figura 4.1.: A mensurabilidade exige que a pré-imagem f~!(A) de cada conjunto

mensuravel A € F; pertenca a F.

Observacao 4.2 —

0 Dado uma funcao f : Q; — Q, que é ¥, — F,—mensuravel entio

se 1 C F{ claramente f é #] — %, — mensuravel.

O O mesmo ndo ocorre se aumentarmos a o-algebra do contradomi-
nio. Por exemplo, a identidade de R em R, embora continua, néo é
%’(]R)—m-mensurével: a pré-imagem de um conjunto Lebesgue
mensuravel ndo boreliano é o proprio conjunto. Em contraste, toda

funcado continua R — R é B(R)-AB(R)-mensuravel.

A familia das fun¢des mensuraveis é ampla: para fungdes reais, por exemplo, a
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continuidade é suficiente. Verificar diretamente a pré-imagem de todo conjunto
mensuravel, contudo, seria impraticavel. O resultado seguinte permite trabalhar

apenas com uma familia geradora.

Teorema 4.3 —

Considere uma fungao f : (Q,F) — (Q,F), e I C F tal que
F, = o{d). Nestas condicoes, se f1(A) € F para todo A € &, entdo

f é mensuravel. Ou seja, se
Aced = f YA eF.

entao
Acold) = fl(A)eR,

Demonstracio. Considere & := {A € o(of) : f1(A) € %} Iremos demons-
trar que & = o().

Sabemos que & C & C o(f). Além disso temos que o(f) é a o-algebra minimal

contendo &. Assim, basta demonstrar que & é uma o-algebra.
[1]Temos Q, € &, pois f1(Qy) = Q; € F,.
Demonstraremos que se A€ & = A€ &.

Para isso observe que f~1(A€) = (f~1(A))".

Demonstraremos que se Aj, A,, ... € &, entdo U:;l A, € &. Mas

1 (U An) =J @
n n=1

Logo, & é uma o-algebrae of C & C o(), o que implica & = ().
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Corolario 4.4 —

Sejam (Q, ) um espaco mensuravel e f : Q — R uma funcéo real. Nestas

condicdes sdo equivalentes as seguintes afirmativas:
E féF — B(R) mensuravel (mensuravel a Borel);
[b[fweQ: f(w) <x}=f1((—o,x]) € F paratodo x €R;
{a) €Q: f(w) < x}= f1((~o0,x)) € F para todo x € R;
E{a) €Q: f(w)>x}= f([x,+)) € F para todo x € R;

E]{w €Q : f(w)>x}= f1((x,+)) € F para todo x € R;

Demonstracao. Basta lembrar que

BR) = o({(—e0,x] : x €R})
=o({(-o0,x) : x €R})
= o({[x,+o) : x R}
o{{(x,+o0) : x €R})

O

Os exemplos seguintes mostram como a mensurabilidade aparece nas constru-

¢Oes mais simples.

Exemplo 4.5 — Funcao Indicadora de um Evento.

Dado um espa¢o mensuravel (Q, ) e A € #, a fungéo indicadora de A, geral-

mente denotada por 14 ou por I{A} é definida por:

1 , weA

1 =
a@) 0 . wé¢A
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Agora, dado B € %(R) note que

@ , 0,1¢ B;
Q , 0,1€B;
A , 0¢BeleB;
A° , 1¢Be0€B.

1,'(B) =

E portanto, 1 4 é uma fun¢do mensuravel.

Podemos modificar o exemplo anterior de modo a criar uma funcgéo ¢ cuja ima-

gem seja um conjunto finito {ay, ..., a,}.

Para isso tomemos uma particio A;, Ay, ..., A, € F de Q e defina
n
Ew) =), alz ().
k=1

Neste caso, tomando os a;’s distintos, teriamos que Ay = £~ !({a;}) e a mensura-

bilidade de & pode ser verificada observando que

B = | AeF

k: akEB

onde a unido acima ¢ vazia se {k : aq; € B} = @.

A proxima proposigao amplia a colecdo de exemplos ao relacionar continuidade

e mensurabilidade.
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Proposicao 4.7 — Mensurabilidade de aplicacoes continuas
Seja (Qq,d;) e (Q,,d,) espagos métricos e seja f : Q; — Q, uma aplicacdo

continua. Entdo f é B(Q;) — $B(Q,)-mensuravel.

Demonstracio. Da continuidade de f, sabemos que f~1(U) é aberto em Q; sem-
pre que U é aberto em Q,. Como os abertos geram 93(Q,), o Teorema 4.3 mostra

que f é B(Q;)-RB(Qy)-mensuravel.

Além de reconhecer fun¢des mensuraveis, precisamos saber como combina-las.

O proéximo resultado trata da composigao.

Proposicao 4.8 —
Dadas fun¢des mensuraveis g : Q; — Qye f : Qy — Q. Entdo a composi-

cdo f o g é mensuravel.

Demonstracao. Para todo conjunto mensuravel A do espaco de chegada de f,

(fo) 1A =g 1(f U(A).

Como f é mensuravel, f~!(A) é mensuravel no espago intermediario; como g é

mensuravel, a pré-imagem desse conjunto por g é mensuravel no espaco inicial.

Se f : (Q,F) - (R", B(R")) é uma funcio mensuravel, tal que

f(@) = (fiw), .., fa(@)),

com fy : Q - Rk =1,...,n, entdo fi é uma funcio mensuravel, para cada k =
1,...,n.
Para ver isso tome a projecdo candnica 7, : R" — R dada por m(xq, ..., x,) = X

e note que
77 ((—00,x]) = RE1 x (—oo,x] x R"F € B(RY),
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e, pelo corolario 4.4, m. é mensuravel.

Para ver que f é mensuravel basta notar que f = 7 ° f, e o resultado segue da

proposicdo 4.8.

Variaveis Aleatorias

Uma variavel aleatoria representa uma quantidade associada a um experimento.
Ao lancar um dado duas vezes, podemos observar o primeiro resultado, o segundo
ou a soma dos dois. Cada escolha define uma variavel aleatoria sobre o mesmo

espago amostral.

Formalmente, definimos uma variavel aleatoria como uma funcéo real mensura-

vel quando colocamos em R a o-algebra de Borel B(R).

Definicao 4.10 —

Uma variavel aleatoria é uma fun¢do mensuravel que toma valores em R

E:(QF) > (R AB(R)).

Observacao 4.11 —

Em muitas aplicacgdes, interessa a distribuicao dos valores de uma variavel
aleatoria, enquanto a descri¢do particular do espaco amostral fica em se-
gundo plano. A funcdo continua sendo mensuravel; muda o aspecto que

colocamos em evidéncia.

No caso em que o espago de chegada é R", a funcio mensuravel ¢ é denomi-
nada vetor aleatorio. Neste caso é comum denotarmos X = (Xj,...,X,), onde

cada X,k = 1,...,n é uma variavel aleatoria, como vimos no exemplo 4.9.
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O primeiro exemplo que consideraremos é o lancamento de moeda. Nesse caso,te-

mos que o espago amostral é Q = {H,T} e F = P(Q).

Considere a variavel aleatoria

E:Q—-R

definida como:
&(H) =1,
&n)=o.

As funcgdes simples da se¢éo anterior recebem, no contexto probabilistico, a de-

nominacdo seguinte.

Definicdao 4.13 — Variavel Aleatodria Simples

Seja (Q, F) um espago mensuravel. Uma aplicacio X : Q — R é dita
variavel aleatéria simples se houver um n € N e conjuntos mensuraveis
mutuamente disjuntos Aj,...,A, € %, assim como um conjunto finito

{ap,k=1,...,n} CR, tal que

n
XE= Z ak]lAk.
k=1

E importante observar que uma variavel aleatéria simples pode ser expressa de
varias maneiras diferentes, bastando para isso que escolhamos diferentes conjuntos
mensuraveis mutuamente disjuntos. Além disso, para transformar Ay, ..., A, € F
em uma parti¢do, como usamos no exemplo de funcédo simples, basta fazer A, =

(Ug=1 AL e @y = 0. Com isso teremos

n n
X = Zak]lAk = ZakllAk.
k=1 k=0
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Retomamos agora o resultado da secdo anterior na notagio de variaveis aleato-

rias.

Teorema 4.14 —

Considere a funcdo & : Q — R no espaco de probabilidade (Q,%,P). Entao
& é uma variavel aleatdria se, e somente se, {0 : &(w) < a} € F para todo

aeR.

Demonstracao. A implicacdo direta segue da definicdo. Para a reciproca, use o

Teorema 4.3 e a identidade
AB[R) = 0({(—00,(1] ta€ ]R}>
Com efeito, £~ 1((—o0,a]) = {0 : £(w) < a} € F por hipotese.

Adotaremos uma notagdo que permite formular os eventos diretamente em ter-

mos dos valores das variaveis.

Para uma variavel aleatoria ¢ e um boreliano A € %(R), escreveremos:
{feA ={v: &) e A} =1(A).
Do mesmo modo, para a,b € R,
{{<at :={0: &o) <a} =& ((~ooa)),

>0} i={w: §w)> b} = £, +o0)),
b<i<d:={o:b<iw <da="(ba)),
e assim por diante.

Para variaveis aleatorias X, Y, faremos

{XeAYeB={Xe Aln{y € B.

A notacéo destaca os valores de &, mas continua designando eventos no espago

amostral. O dominio fica implicito, ndo desaparece.
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Funcoes de Variaveis Aleatorias

Depois de construir variaveis aleatérias, queremos combina-las sem abandonar a
mensurabilidade. Vetores, somas, produtos, maximos e composi¢des com funcdes

borelianas preservam a estrutura necessaria.

Proposicao 4.15 —
Se &, ..., &, sdo variaveis aleatorias reais, entdo (&, ..., &,) é um vetor aleato-

r10.

Demonstracao. Utilizando o Teorema 4.3, basta verificar a mensurabilidade do
mapa

w = (§(@), ..., &(w))

em uma classe de geradores da o-algebra de Borel em R" como por exemplo os

geradores
{(=00,a1] x (=00, ap] x -+ x (=00, 0] : a1,ay, ..., € R}
Para esse fim consideraremos as pré-imagens:

{(gl’ :gn) € (_Oosal] X (—00, a2] X e X (—00, an]}
= {51 € (—oo’ al]’ "'affn € (—oo, an]}

= ()& € (—o0,q ]} = (& < g
k=1 k=1

Logo, cada conjunto {& < a} é mensuravel (pois & é uma variavel aleatoria ), e

suas intersecc¢des sdo mensuraveis pelas propriedades de o-algebra.
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Teorema 4.16 — Funcdes de Variaveis Aleatdrias

Dadas variaveis aleatorias reais &,...,&, e f : R* — R uma fun¢do mensu-

ravel. Entdo, f(&,...,&,) é a variavel aleatoria real.

Demonstracao. A funcéo f(¢,...,&,) é composicdo de duas fungdes mensuraveis:

O a funcao

o > (§(),..., &)

é mensuravel por 4.15.

O a funcao

(15 ey %) > f15 e s %)
é mensuravel por hipotese .

Como a composi¢ido de fungdes mensuraveis é mensuravel temos o resultado
desejado. Ol

Exemplo 4.17 —.

Como corolario do Teorema anterior temos que se ¢ é a variavel aleatéria, entdo:

o &2
0 sen(¢)

0 e

sdo variaveis aleatdrias.

Se &, ..., &, sdo variaveis aleatorias, entdo:
oG+t

SRR 4

sdo variaveis aleatorias.
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Teorema 4.18 — Limites de Variaveis Aleatorias

Se 1.6, ... sdo varidveis aleatérias, entdo sup, &, inf, &, limsup &, e
liminf, &, sdo mensuraveis sempre que tomem valores reais. Em particu-
lar, se &,(w) converge para um limite real {(w) para todo w, entdo & é uma

variavel aleatoria.

Demonstracao. Paratodoa € R,

[51;10 6 <af - fjl{én <}

logo o supremo é mensuravel. De modo anélogo,

o0
{infgn < a} - i <ah
n n=1
e o Corolario 4.4 mostra que o infimo é mensuravel. Finalmente,
limsup &, = infsup &, liminf&, = sup inf &,
n—00 n k>n n—oco n k>n

de modo que ambos sdo mensuraveis pelas duas primeiras partes. Quando o li-
mite pontual real existe, ele coincide com o limite superior e com o limite inferior,

portanto também é mensuravel.

Se &,&, ... sdo variaveis aleatérias e a série converge pontualmente para um

valor real, entdo
o0
> b
n=1
também o é.

Esse fato é verdadeiro porque as somas parciais sdo variaveis aleatdrias e a soma
é seu limite pontual. Se, além disso, &, > 0 para todo n, a soma também é o supremo

das somas parciais.
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Variaveis Aleatdrias Geram o-algebras

Uma variavel aleatdria nio registra necessariamente toda a informaco do experi-
mento. Nesta secdo identificaremos precisamente a informacdo que pode ser recu-

perada a partir de seus valores.

Comecemos com um exemplo simples.

Considere o exemplo do lancamento de uma moeda n vezes, de maneira indepen-
dente. Como de costume, tomamos o espaco amostral Q = {0, 1}" (“0” represen-
tando coroa e “1” representando cara), e o munimos com a o-algebra 2, uma vez
que o espaco é finito.

Seja entdo a variavel aleatoria N = niimero de caras observadas. Explicitamente,
N : Q — R é dada por

N(w) = Z -
k=1

Esta variavel s6 enxerga o nimero de caras, e portanto nio carrega consigo
nenhuma informacéo sobre quais lancamentos tais caras foram observadas ou se

existem ou ndo lancamentos consecutivos de cara.
Assim, se soubermos que N = 3, por exemplo, sabemos apenas que o resultado
estd no evento
{N=3l={weQ: Nw)=3}={weQ: v+ +wv,=3}
e nada mais.

Qualquer evento cuja ocorréncia possa ser decidida conhecendo apenas N tem
a forma {N € A}, com A € %(R). Neste caso,

NeAy= ) IN=k
keAN{1,...,n}

e portanto toda informacéo dada por N pode ser vista como unido de eventos {N =
k}.
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E interessante observar que a familia {{N € A} : A € B(R)}, que coleciona
toda a informagao contida na variavel N, é de fato uma o-algebra. Com efeito,
ela contém Q = N™1(R) e, como pré-imagens preservam complementos e unides

enumeraveis,
N71(A9)=N"1(A¥, NI (U Aj) = N"1(4).
J J
Com isso estamos prontos para a préxima defini¢do.

Definicao 4.21 —
Dada uma variavel aleatoria ¢ definida em um espa¢o mensuravel (Q,%),

definimos a o-algebra gerada por &, e denotamos por (&), como a familia

a(€) :={71(A) : Ae BR)}
={{teA}: Ac BR)}

Analogamente, dado um vetor aleatério X = (Xi, Xy, ..., X,,), a o-algebra

gerada por X1, X, ..., X, é a familia

o(Xq,..., X,) := o(X)
={X"1(A) : Ac BR")}
={(X;,...,X,) € A} : Ae BR")}

Como comentamos anteriormente, o(£) pode ser vista como a o-algebra que
carrega toda a informacéo encapsulada pela variavel aleatéria &. Além disso, o (&)

é a menor o-algebra de subconjuntos de Q) para a qual &£ é mensuravel.

O préximo resultado permite obter a o-algebra gerada por uma variavel a partir

de uma familia geradora de borelianos.
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Proposicao 4.22 —
Seja & uma variavel aleatoria e o/ C Z(R) tal que B(R) = o(f). Nestas

condic¢oes

o(§) =ol{if € A} : Ae d}).

O mesmo vale se £ é um vetor aleatério e & C B(R") tal que B(R") = o(H).

Demonstracdo. Defina

F=c{{teAl: Aed}), e
¢ ={Ae BR) : {{€ Ale F}.

Observe que & C & C B(R). A classe & contém R, pois {£ € R} = Q € F. Se
A € @, entdo
{fe A ={e A e F;

e, seAj € g, entido
J

Logo, & é uma o-algebra que contém &/, donde & = JB(R). Isso prova a primeira

= U{§ EA}eF.
J
afirmacéo. O argumento para vetores é idéntico, substituindo R por R™. O

Corolario 4.23 —

Se X = (X, Xy, ..., X,), entdo

O-<X1""’Xn> = O'<{X1 E Al,...,Xn E An} : Al,...,An E :%(]R)}>
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Demonstracdo. Basta notar que JB(R") é gerada por {A; x -+ x A, : Ap €
HB(R),k =1,...,n} e que

{X1eA,.... X, €Al ={Xe€ A xx AL}

Dados Q = {0,1}N e w = (wy,wy, ...) € Q, considere a variavel aleatéria &, : Q — R
definida por &,(w) = w, e seja F, = o(&,....&,)-

Calcule explicitamente #; e #;

Solucao: Como & s6 toma dois valores 0 ou 1, o(&;) é gerado por

Gl =Ar={w: 0 =0} e
'{1) =By ={w : 0 = 1} = Af
LOgO 'G/Tl = {Q: o, Ala A(l:}
De modo analogo, 0(&,) é gerado por
D =A;={0: w0, =0} e
{1 =B ={o: 0 =1} = A
Assim (&) ={Q, @, Ay, AS}
Os quatro atomos de F; sdo
AiNAy,, AiNAS A{NA, AjnAS

Logo, , é a familia de todas as unides desses quatro atomos e possui 2¢ = 16
elementos. Essa descricdo inclui, em particular, os dois eventos de paridade que
faltariam numa lista formada apenas por linhas, colunas, &tomos e complementos

de 4tomos.
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Proposicao 4.25 — Lema de fatoracao

Dados ¢ uma variavel aleatoria em Q, 0(¢) a o-algebra gerada por & e y uma
variavel aleatéria em Q. Entdo 1 é mensuravel com respeito a o(&) se e so-

mente se existe uma funcéo mensuravel f : R — R tal que n = f(&).

Demonstracao. Sen = f(¢) paraalguma fung¢io boreliana f, entdo & é 0(&)-AB(R)-

mensuravel por defini¢cdo. A composicdo f o £ é, portanto, o(&)-mensuravel.

Reciprocamente, suponha que 7 seja o(£)-mensuravel. Considere a bijecdo con-
tinua
1 1
h:R— (0,1), h(t) = 3 + — arctant,
T

e ponha Z = h(n). Paran > 1, defina a aproximacao diadica
Z, =2""2"Z|.

Ela assume apenas os valores k27", 0 < k < 2". Cada conjunto A, :={Z, = k27"}
pertence a o(&); logo, pela definicdo dessa o-algebra, existe B;; € %(R) tal que
An,k = 'f_l(B;,,k)‘

Podemos tornar esses borelianos disjuntos sem alterar suas pré-imagens: ponha
B, = B, e parak > 1,

Bk =B \ U B;.
j<k

De fato, as pré-imagens A, ja sdo disjuntas. A funcio boreliana
2"—1
ga(x) = ) k2 "p (%)
k=0

satisfaz g,(§) = Z,. Como Z, — Z, a funcéo boreliana g := limsup g, satisfaz

g(&) = Z e toma valores em (0,1) sobre £(Q2). Finalmente, defina

h_l(g(x)), 0<glx)<1,

0, caso contrario.

fl) =

A funcio f é boreliana e, para todo w € Q, f(é(w)) = n(w).
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A o-algebra gerada retine a informacéo registrada pela variavel. Para trabalhar
no espaco de seus valores, falta transportar também a probabilidade. O espaco

original pode sair de cena; suas probabilidades, néo.

Variaveis Aleatorias Induzem Medidas de
Probabilidade em R

Seja & uma variavel aleatéria real. Para todo A € %(R), defina
P;(A) :=P(f € A) = P(¢71(4)).

Essa fungédo é uma probabilidade em (R,%(RR)). De fato, P¢(R) = P(Q) = 1 e, para

borelianos disjuntos A;,As, ...,
P; (U An) =P (U f—l(An)> = Y P(E(Ay) = ) P(Ay).

A probabilidade Py é denominada distribuicéo de ¢.

Na teoria da medida, o objeto central é o estudo dos espagos de medida (Q, &F, ).
Na teoria da probabilidade, em muitas situacdes tentamos esquecer rapidamente

os espacgos da medida e discutir as distribui¢des.

Falaremos mais sobre distribui¢des no Capitulo 6.

Independéncia de Variaveis Aleatoérias

A independéncia de variaveis aleatdrias significa que a informacéo produzida por
uma delas no altera as probabilidades associadas as demais. Formalmente, isso se

traduz na independéncia das o-algebras que elas geram.
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Definicao 4.26 — Variaveis aleatorias independentes

As variaveis aleatorias &, ... &, sdo ditas independentes se

P € By,....5 € B)) = P(§ € By) - - P(§; € By)

para todos os conjuntos de Borel By, ..., B, em R.

Exemplo 4.27 — Construindo duas moedas independentes.

Dado o espaco amostral de uma moeda Q = {1,0}, considere Q; = QxQ, munido
da o-algebra das partes e da probabilidade uniforme. Ou seja, para v = (w,w;) €
Qq, vale P({w}) = 1/4.

Considere as variaveis aleatorias:
E(wy,02) =

n(wy,0z) = wy

As variaveis ¢ e 17 sdo independentes.

Teorema 4.28 —

As variaveis aleatoérias &,...,&, sdo independentes se e somente se

(&), ...0(&,) sdo independentes.

Demonstracido. Para cada k, a familia

(&) = {{& € B} - B € B(R)}

é precisamente a o-algebra gerada por &. Assim, a identidade que define a in-
dependéncia dessas o-algebras, aplicada a uma escolha {& € By} de cada uma, é

exatamente a identidade da Definicdo 4.26. Isso prova as duas implicagdes. 0

Como consequéncia do Teorema anterior temos que:
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Proposicao 4.29 —

As variaveis aleatorias &, ... &, sdo independentes se e somente se

P < x1,.0 8 <) = P(§ < xp) - - P(§ < )

para todo xq, ..., x, € R.

Demonstracao. A implicacdo direta é imediata, tomando By = (—0,x;| na defi-

nicdo de independéncia.

Para a reciproca, suponha a identidade do enunciado. Para cada k, defina
Sy 2={{§k < x}: xE]R}.

Cada ) é um r-sistema. A hipotese também implica as identidades de indepen-
déncia para qualquer subcolecdo dos indices. De fato, para omitir os indices fora

de H C {1,...,n}, substitua seus limiares por t e faga t — o0; a continuidade por

p ( (& < xk}) = [] PG < x0).

keH keH
Portanto, as familias &/ sdo independentes. Como

baixo fornece

o(Ay) = o(&)s

o teorema sobre 7-sistemas independentes do capitulo anterior mostra que o(&), ..., 0(&,)
sdo independentes. Pelo teorema precedente, as variaveis aleatorias sdo indepen-

dentes.

Proposicao 4.30 —

Dadas fungdes { fi}i_, mensuraveis, Se &, ... &, sdo variaveis aleatorias inde-

pendentes, entdo fi(£)), ..., f,(&,) sdo independentes.



4. Variaveis Aleatorias 150

Demonstracao. Paraborelianos By, ...,B,, amensurabilidade de cada fi da f,~ (B e
% (R). Além disso,
{fe(&) € B} = {& € f (B}

Pela independéncia das &,
P(fl('gl) € Bl’ ’fn(gn) € Bn)
n n
=[] PG < ') = [ T P(@) € Bo),
k=1 k=1
que é a identidade desejada.

Como consequéncia da tltima proposi¢do temos que se &, sdo independentes,

entio £2,n* sio independentes.

Teorema 4.31 — Lei 0-1 de Kolmogorov para Variaveis Aleatorias

Suponha que (¢, : n € IN) é uma sequéncia de variaveis aleatérias indepen-
dentes. Entdo a o-algebra caudal I de (0(§,) : n € IN) contém somente
eventos de probabilidade 0 ou 1.

Mais ainda, toda variavel aleatoria mensuravel com respeito a  é constante

quase certamente.

Demonstracao. Aplicando o Teorema 4.28 a cada subcolecio finita, vemos que
as o-algebras 0(§,), n > 1, sdo independentes. A primeira afirmacio é, portanto,

exatamente a Lei 0-1 de Kolmogorov aplicada a essa sequéncia de o-algebras.

Seja agora n uma variavel aleatéria I -mensuréavel. Para todo y € R, o evento

{n < y} pertence a T; logo,
F(y) :=P(n<y) €{0.1}.

Como F(y) — 0 quando y — —oo e F(y) — 1 quando y — oo, 0 nimero
c:=inflye R : F(y) =1}

é real. Pela monotonicidade de F, temos F(y) = 0O paray < ce F(y) = 1 paray > c.

Escolhendo sequéncias racionais que se aproximam de ¢ pelos dois lados e usando
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continuidade da probabilidade,
P(n<c)=0, P(n>c)=0.

Consequentemente, P(n = ¢) = 1.

EXERcIcCIOS

Ex. 4.1 — Sejam (Q,F), (5,8) e (T,9) espagos mensuraveis. Prove que a composi-

¢do de duas funcdes mensuraveis
f@QF)>(6SS),  g:(858)—~>(T.9)
é mensuravel.

Ex. 4.2 — Operacdes com variaveis aleatdrias. Se X e Y sdo variaveis aleatdrias

reais no mesmo espaco de probabilidade (Q,% ,P), prove que também sio variaveis

aleatorias:
Lo X
2. X+Y;
3. XY;
4. max{X,)Y}
5. min{X,Y}.

Ex. 4.3 — Seja X uma variavel aleatoria tal que P(X > 0) > 0. Prove que existe

& > 0 para o qual P(X > §) > 0.

Ex. 4.4 — Amostragem de uma variavel exponencial. Seja U ~ U(0,1) e fixe
A > 0. Encontre uma fun¢do mensuravel g : (0,1) — [0,00) tal que X = g(U) tenha

distribuicdo Exp(A). Prove sua afirmacéo calculando a funcéo de distribuigdo de X.

Ex. 4.5 — A propriedade de falta de memoéria. Diremos que uma variavel alea-

toria real ndo negativa X possui a propriedade de falta de memoria quando

P(X>s+t|X>s)=P(X >1)
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para todos s,t > 0 para os quais P(X > s) > 0.

1. Mostre que essa identidade é equivalente a
PX>u|X>s)=P(X>u-—s), 0<s<u.
em todos os casos em que P(X > s) > 0.

2. Prove que toda variavel com distribuicdo exponencial possui a propriedade

de falta de memoria.

3. Reciprocamente, suponha que X seja finita quase certamente, ndo degene-
rada e tenha a propriedade de falta de memoria. Prove que X ~ Exp(A)

para algum A > 0.

Dica. Para G(t) = P(X > t), obtenha G(s + t) = G(s)G(t). Resolva primeiro
a equacdo nos racionais ndo negativos e use a monotonicidade de G para

passar aos reais.

Ex. 4.6 — Seja X uma variavel aleat6ria independente de si mesma, isto é, suponha

que o(X) seja independente de o(X). Prove que X é constante quase certamente.

Ex. 4.7 — Fixe €,0 > 0 e seja (X;);>; uma sequéncia de variaveis aleatérias nao

negativas e independentes tal que
P(X;>8)>¢ para todoi > 1.

Prove que

Z X; = o0 quase certamente.

Ex. 4.8 — Se X e Y sdo independentes, prove que cada uma das familias
{XtY*}, Xty {X=Y*}, XY}
¢ independente.

Ex. 4.9 — Variaveis mensuraveis numa particio enumeravel. Seja (E,);>;

uma parti¢do enumeravel de Q em conjuntos nao vazios e ponha # = o(E, : n >

1.
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1.  Prove que

97:{UEH:I§]N§.

nel

2. Caracterize todas as funcoes X : (Q.F) — (R,%B(R)) mensuraveis.



5.1.

CAPITULO

Integral de Lebesgue

Integral de Lebesgue

A integral de Lebesgue é definida em um espaco de medida arbitrario (Q,% ,u). Néo
suporemos que u(Q) seja finita. Quando a finitude da medida for necesséria, ela
aparecera explicitamente no enunciado; no caso de medidas de probabilidade, essa

hipétese é automaticamente satisfeita.

Quando permitirmos fung¢des com valores em [0,00], esse conjunto sera munido
da o-algebra gerada pelos intervalos (a,00], a > 0. Equivalentemente, trata-se da
o-algebra de Borel da reta estendida, restrita a [0,00]. Assim, f : Q — [0,00] é
mensuravel se, e somente se, {f > a} € F para todo a > 0. Na aritmética de [0,00]

adotaremos ainda as convencoes

0-00=00-0=0, a-c0o=oc0 paraa>0.

A integral de Riemann organiza a soma particionando o dominio. Num espaco

abstrato, essa geometria pode nio existir. Lebesgue desloca a aproximacio para os

154
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valores da funcfo. A construcdo avanca por camadas, comecando pelas funcdes

simples e chegando as funcdes mensuraveis gerais.

Se f é simples e ndo negativa, escrevemos

n
f= aly,
k=1

para alguma particdo mensuravel Q = UZ:l Ay, com g > 0, e definimos

[ 7 du= 3 awucan.
k=1

Essa soma assume valores em [0,00]. Para uma funcéo simples com valores reais,
a mesma féormula é usada sempre que a parte positiva ou a parte negativa tiver
integral finita; em particular, ela é sempre bem definida para func¢des simples inte-
graveis. Essa ressalva evita a forma indeterminada co — co quando a medida néo é

finita. Dois infinitos néo se cancelam por cortesia da notagio.

Para uma funcdo mensuravel ndo negativa f, tomamos o supremo das integrais

das funcdes simples que aproximam f por baixo:
|7 du= s 9 o
0<p<f

onde ¢ percorre as func¢des simples ndo negativas. Se essa integral for finita, dire-
mos que f é integravel.

Finalmente, para uma fun¢do mensuravel geral, separamos suas partes positiva
e negativa,

f=f-f.

onde f* = max(f,0) e f~ = max(—f,0), e integramos cada parte. Assim, a cons-

trucdo inteira se apoia no primeiro caso: fun¢des simples ndo negativas.

A construgdo exige primeiro uma verificagao: a integral de uma funcao simples

deve depender da funcéo, nio da representacéo escolhida.
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Proposicao 5.1 —
Dadas duas representacdes de uma func¢ao simples néo negativa f por parti-

¢Oes mensuraveis,

n m
fzz;ai]lAi € f: ZlbjllBj
i= Jj=

entao

; au(A;) = Zl b;u(B;)
= Jj=

Demonstracao. Os conjuntos A; N B; formam um refinamento comum das duas
parti¢des. Se A; N B; # @, entdo f(x) = @; = b; nesse conjunto. Se a intersecio
¢é vazia, sua medida é zero, de modo que o termo correspondente também nio

contribui. Portanto,

D an(A) =Y Y a(A;n B) (5.1)
i=1 i=1 j=1
= > ) bju(A;nB) (5.2)
j=1i=1

~.
||

As igualdades valem também quando o valor comum é 400, pois todos os termos
sdo ndo negativos. Para fun¢des simples integraveis, aplica-se o mesmo argumento

separadamente as partes positiva e negativa. U

Proposicao 5.2 — Aproximacao por Fun¢oes Simples

Toda funcdo mensuravel nido negativa f: Q — [0,00] é o limite pontual
de uma sequéncia monodtona crescente de funcdes simples nio negativas.
Reciprocamente, o limite pontual de uma sequéncia monétona crescente de

funcoes simples é mensuravel.




5. Integral de Lebesgue 157

(A) (B) Aq, . LA,

Figura 5.1.: Partes positiva e negativa de uma funcéao e representagio de uma fun-

¢do simples numa particdo finita. Adaptado de [26].

Demonstracao.

Considere f uma funcdo mensuravel nao negativa definida sobre o espaco
de medida (Q, #, ). Para cada n € IN, subdivida [0,00] em 221 1 1 intervalos, 22"

dos quais tém comprimento 27". Para cada n, considere

k-1 k
he= |5 )

parak = 1,2,...,2%" e I 20y 1 = [2", 0].

Observe que, para n fixo, os conjuntos I, ;. sdo disjuntos e cobrem a reta real nao

negativa.

Agora, defina os conjuntos mensuraveis
Ang = f 1) parak =1,.2,...,2°" + 1.

Entéo as funcdes simples
2241

k—1
fn: Z an lAn,k

k=1
satisfazem 0 < f,, < f,11 < f. De fato, elas sdo o arredondamento diadico de f por

baixo, truncado na altura 2"; nos pontos em que f é finita,

fo= (272" f]) A 2",
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Para f(x) < oo, vale 0 < f(x) — fu(x) < 27" tdo logo f(x) < 2" se f(x) = oo,
entdo f,(x) = 2". Logo f,, T f pontualmente. Se f for limitada, a convergéncia é

uniforme.

[ =]J4 provamos que o limite de func¢des mensuraveis é mensuravel.

Ou seja, a classe das fun¢des mensuraveis é o fecho por limites pontuais das

funcoes simples.

Adaptando a aproximacéo anterior, obtemos:

Proposicao 5.3 — Aproximacao Uniforme por Fungoes Simples
Sejam A € F e f: A — [0,00) uma fun¢do mensuravel e limitada, consi-
derando em A a o-algebra traco. Para todo ¢ > 0 existem funcdes simples

mensuraveis ¢, e . em A tais que:
¢.(x) < f(x) < Yp(x) para todo x € A.

0 < Yp(x) — Pe(x) < € para todo x € A.

Demonstracao. Escolha N € N tal que f < Ne em A e ponha
Ar={xe€ A : ke/2< f(x) <(k+1)e/2}, k=0,..,2N —1.

Esses conjuntos sdo mensuraveis e formam uma particdo de A. Defina

2N-1 2N-1
ke (k+1)e
hm Y s we xS,

Em cada Ag, a primeira fung¢io é o extremo inferior e a segunda o extremo superior

do intervalo correspondente. Assim, ¢, < f < e — . = €/2 < e.



5. Integral de Lebesgue 159

Lema 5.4 — Passagem ao limite para aproximacées simples

Se0<s, 71 fecadas, é simples, entdo

v aut [ 1 o

Demonstracao. Pela monotonicidade que decorre diretamente da defini¢cdo por
supremo, & := lim, [s, dy existe e satisfaz @ < [ f dy. Para a desigualdade

inversa, fixe uma funcéo simples 0 < s < f e 0 < ¢ < 1. Os conjuntos
Eyp = {sy > cs}

crescem para Q. Com efeito, se s(x) = 0 a afirmacéo é imediata; se s(x) > 0, entdo
cs(x) < s(x) < f(x) e s,(x) 1 f(x). Como s é simples, a continuidade por baixo de

, aplicada a cada conjunto de nivel de s, da

n

aZlich s dyzcjs dp.
E,

Fazendo ¢ 1 1 e tomando o supremo sobre todas as fungdes simples 0 < s < f,

obtemos a > [ f du. O

| ~ ~ [ A~ N
@) ®) ]
© ] ) j

Figura 5.2.: Refinamentos sucessivos de aproximacdes simples por baixo. Adaptado
de [26].
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Definicao 5.5 — Integravel

[ 1|Dizemos que f é integravel se |f| é integravel. Equivalentemente, se

ambas as fun¢des f* e f~ sdo integraveis. E nesse caso definimos

[ 7= ]r du=]r an

Dizemos que f é quase integravel se pelo menos uma das fungdes f* e

f~ é integravel. E nesse caso também definimos
[ 7 a=]r du=]r an

A integral em um conjunto mensuravel A C Q é definida como

Lf du=Lf-11A dp.

5.2. Propriedades da integral de Lebesgue

As propriedades da integral seguem a mesma arquitetura de sua definicéo:

Estratégia dos trés passos

O primeiro, demonstramos a propriedade para funcdes simples;

O depois, passamos as fun¢des mensuraveis nao negativas por aproxima-

¢do mondtona;

O por fim, tratamos funcdes integraveis separando suas partes positiva e

negativa.
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Proposicao 5.6 — Propriedades da integral

Sejam f e g funcdes integraveis e a,b € R. Entéo:
(Monotonicidade.) Se f < g em quase todo ponto, entio J f dpy <

Jg dp.

Se f = g em quase todo ponto, entdo as integrais sdo iguais.

[3](Linearidade.) J(af +bg) dy = a.[f dp + bjg dp.

[ 7] < i o

Demonstracao. Comecemos pela linearidade para funcdes néo negativas. Para

fungbes simples ela segue do refinamento comum das parti¢cdes. De fato, se ¢ =
24l Y= Zj bj 1p,, entdo

L o du+ J Y dp = Z ap(A;) + Z iH(B)) (5.4)
= Z Z aiu(A; N By) + Z Z iu(Bj N Ay) (5.5)
= Z‘ ;(a,- + b)) p(A N Bj) (5.6)
o KL 657)

Se f.g > 0eab > 0, tome fun¢des simples f, T feg, T g Entdoaf,+bg, 1 af +bg.

Pelo lema de passagem ao limite para aproximacgdes simples,
J(af+bg) du = limj(afn +bg,) dy = ajf du +ng dp.
n

Agora sejam f e g integraveis e escreva
af +bg=u—v,
onde

u=atff+a fT+bTgt+b g, v=a'f~+a ff+btg +b g".
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As funcdes u e v sdo nio negativas e integraveis. Como (af + bg)* +v = (af +

bg)™ + u, a linearidade ja provada para fun¢des nio negativas fornece
J(af+bg) dp = Ju d,u—Jv d,u=aJ,f d,u—Fng dp.

Precisamos ainda registrar por que conjuntos nulos nio afetam a integral. Se

N e F e u(N) = 0, entéo, para toda fungio niao negativa h,

JhﬂN d}l =0.

Com efeito, toda funcgido simples abaixo de hly se anula fora de N e, portanto,
tem integral zero. Aplicando isso a h™ e h™, vemos que uma funcio integravel e

qualquer modificagdo mensuravel sua em N tém a mesma integral.

Para a monotonicidade, podemos assim modificar f e g no conjunto nulo excep-
cional e supor que f < g em todo ponto. A funcdo g— f é ndo negativa e integravel;

pela linearidade,
OSJ(g—f) dp = Jg du—ff du.

A igualdade quase certa implica as duas desigualdades e, portanto, a igualdade das

integrais. Finalmente, de —|f| < f < |f| e da monotonicidade obtemos

—Jlfl dusjf dusjm dy,

0 que prova a ultima afirmacéo.

Teorema 5.7 —

Sejam (Q,% 1) um espaco de medida e f,g: Q — [0,00] fun¢des mensura-

veis. Entao:

J f dp < oo entdo f < oo p-q.c.
Q
J fdp=0< f=0pq.c.

Q

[3]Se f =g p-q.c. entéoj fdp= J g du.
Q Q
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Demonstracao. Seja I = {f = oo}. Para todon > 1,nl; < f e, portanto,

nu(I) < Jf dp.

Se a integral é finita, segue que p(I) = 0, 0 que prova o primeiro item.

Se f = 0 quase certamente, toda funcdo simples 0 < s < f se anula fora de

um conjunto nulo e tem integral zero. Pela defini¢io por supremo, [ f du = 0.

Reciprocamente, se a integral é zero, entdo, para A, = {f > 1/n},

OS%H(An):J%ﬂAn d,uSJf du =0.

Como {f >0} = ., Ap, temos f = 0 quase certamente.

Por fim, se f = g fora de um conjunto nulo N, entdo fl1nec = glye. As integrais
de f1y e gly sdo zero pelo argumento do paragrafo anterior. A aditividade para
funcdes ndo negativas conclui que [ f dy = [ g dy, inclusive quando o valor

comum ¢ infinito. O

Observagio. Uma consequéncia do Teorema ??, item | 2 |, aplicada as partes posi-
tiva e negativa, é que, para qualquer funcao f : Q — R cuja integral esteja definida,
temos a liberdade de mudar os valores de f(w) num conjunto p-negligenciavel sem

alterar o valor da integral, desde que a funcéo resultante seja mensuravel.

Definicao 5.8 — Integravel
Seja (Q, F, ;1) um espago de medida. Entdo (i) denota o conjunto de

funcées f : Q — R que sdo mensuraveis % com : frduy < we
Q

I [ dp < eo;
Q

Em conjuntos de medida finita, a mensurabilidade é a Unica condicéo adicional

necessaria para que uma funcéo limitada seja integravel.
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Teorema 5.9 —
Sejam A € &, com p(A) < o, e f: A — Ruma funcéo limitada. Entéo f é
Lebesgue integravel sobre A se e somente se f é mensuravel para a c-algebra

traco em A.

Demonstracao. Peladefini¢do adotada, toda funcido integravel é mensuravel. Para
a reciproca, suponha que f seja mensuravel e escolna M < oo tal que |f| < M em

A. Entao
[ 171w < dapca) <
A

e, portanto, f é integravel. E exatamente nesta estimativa que se usa a finitude de

U(A); ndo é necessario supor que o espaco de medida seja completo. O

Comparando a Integral de Lebesgue e de Riemann

As integrais de Riemann e Lebesgue nido competem pelo mesmo territério: a se-
gunda amplia a primeira e se comporta melhor sob limites. Para tornar essa relagao
precisa, comegamos recordando quais fung¢oes limitadas sdo integraveis no sentido

de Riemann.
Teorema 5.10 — Critério de Lebesgue

Uma funcao limitada num intervalo compacto [a,b] é Riemann integravel
se e somente se o conjunto de seus pontos de descontinuidade tem medida

nula.
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Demonstragao. Para x € [a,b], defina a oscilacdo de f em x por

wf(x)=inf| sup f()- inf fO).
f 6>0 yelab] ye€la,b]
ly—x|<6 [y—x|<d
A funcéo f é descontinua em x exatamente quando a)f(x) > 0. Além disso, cada
conjunto D,, = {x : wp(x)>1/ m} é fechado: se wf(x) < 1/m, alguma vizinhanca
de x tem oscilagdo menor que 1/m, e 0 mesmo vale numa vizinhanca menor de

cada ponto préximo de x. Logo o conjunto de descontinuidades é D =, ., Dp.

Suponha primeiro que f seja Riemann integravel. Dado n > 0, existe uma parti-
¢do P para a qual a diferenca entre as somas superior e inferior é menor que n/m.
Salvo pelos finitos pontos da particdo, D, esta contido na unido dos subintervalos

J de P nos quais a oscilagdo de f é pelo menos 1/m. Portanto,

o< Y Ul<m Y ose (Ul <.

osc;(f)>1/m Jep
Assim, A(D,,) = 0 para todo m e, por unido enumeravel, A(D) = 0.

Reciprocamente, suponha que A(D) = 0. Seja |f| < M e fixen > 0. Ocasoa =bé
imediato; suponha a < b. Pela regularidade exterior da medida de Lebesgue, existe

um aberto G D D tal que
n
4M+1)
O compacto K = [a,b] \ G é formado apenas por pontos de continuidade. Para cada
x € K, escolhar, > 0 de modo que |f(y)— f(x)| < n/(8(b—a)) quando |y —x| < 2r.

Extraia uma subcobertura finita dos intervalos de centro x e raio ry, e escolha § > 0

AMG) <

menor que todos esses raios. Assim, todo intervalo de comprimento menor que §
que encontra K tem oscilacdo menor que 1/(4(b — a)). Escolha uma particdo de
malha menor que §. Nos subintervalos que encontram K, a contribuicdo a dife-
renga entre as somas de Darboux é menor que n/4. Os demais estdo contidos em
G e contribuem, ao todo, menos que 2MA(G) < n/2. Logo a diferenca entre as
somas superior e inferior é menor que 7. Pelo critério de Darboux, f é Riemann

integravel. O]
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Teorema 5.11 —

Dada uma funcéo limitada f : [a,b] — R, se f é Riemann integravel, entdo

f € Lebesgue integravel, e ambas as integrais coincidem.

Demonstracao. Denote por D o conjunto de descontinuidades de f. Pelo critério
anterior, A(D) = 0. A restricdo de f a [a,b] \ D é continua e, portanto, mensuravel
na o-algebra traco. Como a medida de Lebesgue é completa, qualquer subconjunto
de D é mensuravel. Segue que f é Lebesgue mensuravel. Por ser limitada e estar de-

finida num intervalo de medida finita, ela é Lebesgue integravel pelo Teorema 5.9.

Se I é sua integral de Riemann, para cada n existem funcdes escada ¢, e i, tais

que
b b
on < f <Yn J Pp(x) dx — 1, J Up(x) dx — L.
a a

Para fungdes escada, as integrais de Riemann e de Lebesgue coincidem. Pela mo-

notonicidade da integral de Lebesgue,
b b b
J. @n d/lSJ f dASJ U dA.
a a a
Fazendo n — oo e usando o teorema do confronto, obtemos jf fdi=1 O

Exemplo 5.12 —.

Considere em [0,1] a fungéo indicadora dos racionais f = 1gn[g;]- Como Q ¢é
enumeravel, A(Q N [0,1]) = 0. Logo J f dA =0e f é Lebesgue integravel.

Mas f nao é Riemann integravel, pois o supremo em cada subintervalo de qual-

quer particdo é 1 e o infimo é 0.
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Lema 5.13 — Regularidade da medida de Lebesgue completada

Se E C R é Lebesgue mensuravel e A(E) < oo, entdo, para todo ¢ > 0, existe

um compacto K C E tal que A(E\ K) < ¢.

Demonstracao. Pela definicdo da completagido, podemos escrever E = B U N,
onde B é boreliano, B C E, e N est4 contido em um boreliano de medida zero. Logo
A(B) = A(E). Se A(B) = 0, basta tomar K = @. Caso contrario, a medida

_MCnB)

MO =g CEBM,

¢é uma probabilidade boreliana em R. Pela regularidade das probabilidades borelia-
nas em espacos poloneses, demonstrada no Capitulo 2, existe compacto K ¢ BC E
com v(B\ K) < ¢/A(B), isto é, A(E\ K) < e. O

Teorema 5.14 — Teorema de Lusin

Sejam A C R um conjunto Lebesgue mensuravel, com A(A) < co,e f: A —
R uma funcdo Lebesgue mensuravel. Entdo, para todo ¢ > 0, existe um
conjunto compacto K C A com A(A\K) < ¢, tal que a restricio de fa K é

continua.

Demonstracao. Seja {V,},cn uma enumeracio dos intervalos abertos com extre-
mos racionais. Para cada n, os conjuntos mensuraveis f~1(V,) e A\ f~1(V,) tém

medida finita. Pelo lema anterior, existem compactos
K,C f'(Vy) e KjCAN (V)
tais que
_ £ _ , €
AfTHOINK) < 5z MANFTHODNK) < 2

Seja

K =) (K, UK;).
n=1
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Cada K, U K;, é compacto; logo K, sendo um fechado contido no primeiro deles,

também é compacto. Além disso,

MANK) < Y AAN (K, UKD) <e.

n=1

Resta provar a continuidade. Fixe x € K e um aberto V que contenha f(x).
Escolha V,, tal que f(x) € V, ¢ V. Como x € f~1(V,), temos x & K, e, pois
x € K C K, UK}, necessariamente x € Kj,. O conjuntoU = K\K}, é uma vizinhanca
aberta de x em K. Se y € U, entdo y € K, novamente porque K C K, U Kj;
portanto, f(y) € V, C V. Assim f|g é continua. O

Integracao e Limites
Uma das razdes para introduzir a integral de Lebesgue é sua estabilidade sob passa-

gens ao limite. Os trés teoremas desta se¢do distinguem as hipdteses que permitem

trocar limite e integral. A ordem importa: cada resultado prepara o seguinte.

Teorema 5.15 — Teorema da Convergéncia Mondétona

Se f,: Q — [0,00] sdo mensuraveis e f, T f, entdo an dy — Jf dp.

Demonstracao. Como an du < an+1 dy, existe @ € [0, o] tal que
lim an dy=«a
n—o00

Como f, < f para todo n, temos que J.f” du < J.f dyu para todo n. Logo a <

f dp. Seja s uma funcdo simples mensuravel tal que 0 < s < f e seja ¢ uma

constante tal que 0 < ¢ < 1 e defina

Ep ={x : fu(x) > cs(x)}.
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j
M V;
(A) ®B) E, ={f, >cs}

Figura 5.3.: A esquerda, uma sequéncia crescente aproximando f; a direita, os con-
juntos usados na demonstracido do Teorema da Convergéncia Mono6-
tona. Adaptado de [26].

Cada conjunto E, é mensuravel, E; C E; C -+ e Q = |, E,. Para ver a tltima
igualdade, tome x € Q. Se s(x) = 0, entdo x € E;. Se s(x) > 0, entdo cs(x) < s(x) <
f(x) e, como f(x) 1 f(x), temos x € E, para algum n. Além disso,

jfnduzj fndchf ¢ dg
Q E, E,

para todo n. Como s assume apenas um numero finito de valores, a continuidade

por baixo da medida em cada conjunto de nivel de s mostra que JE sdpt[s du

Fazendo n — oo, obtemos a > CJ s dp. Como isso vale para todo ¢ < 1, temos
Q

a> J sdy
para toda funcéao simples s < f. Logo, temos
a> J fdu
Q

Isso prova a desigualdade inversa. O
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Proposicao 5.16 —

Seja f : Q — [0, o] uma aplicagdo mensuravel. Entao:
f = 0 quase certamente se e somente se fQ fdu=o0.

Se fQ f dp < oo, entdo f < oo quase certamente.

Demonstracao. Asduasafirmagoes jaforam provadas, respectivamente, nos itens

e do Teorema ??; note que aquele argumento vale para toda medida, sem

hipétese de finitude. O

Lema 5.17 — Lema de Fatou

Se f, : Q — [0,00] sd0 mensuraveis, entdo

Jlim inf f, dp <lim infj fn dp
n n

Demonstragao. Defina gi(x) = infi5; fi(x). Entdo g < f; paratodoi > ke,

portanto,
dp <inf | f; dp.
Jgk p < inf J fidp
Além disso, 0 < g7 < gy < -+, cada gi é mensuravel e g 1 liminf, f,. Pelo Teorema

da Convergéncia Monoétona,

Jliminffn dy = lim Jgk dy < lim infjﬁ dy = lim infjfn dp.
n k—oo0 k—o0 i>k n—oo
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Definicao 5.18 — Convergéncia quase todo ponto

Dizemos que f, — f em quase todo ponto ou quase certamente (q.c.) se

pQo : folw) » flw)}) =0.

Teorema 5.19 — Teorema da Convergéncia Dominada

Se f, e f sdo mensuraveis, f, = f q.c., |f,] < g q.c. paratodon,e g > 0¢é

integravel, entdo

[ 5aus |5 aw

Demonstracao. Alterando as fun¢des num unico conjunto nulo, podemos supor
que a convergéncia e todas as dominacdes valham em todo ponto. Assim |f| < g,
de modo que f € L'(p), e |f, — f| < 2g. Podemos aplicar o Lema de Fatou para a
fun¢io 2g — |f,, — f| e obter que

[ 2 au<tmint [ g ~15, - 10 au
Q n—eoJo

:J 2gdy+liminf(—J | f — fl dy)
Q n—eo Q

~ | 2gdu-timsup | 1~ f1n
Q Q

n—oo

Como J. 2g dp é finita podemos subtrai-la
Q

timsup [ 17, - fl du <0
Q

n—sco
E assim
lim L o= fldu=0
Finalmente,
[ 5 du=[ 7 auf< 111 au—o
e, portanto,

hmj fndu=j fdu
n—e Jg Q
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Espacos &£7

Estudaremos agora os espacos de fung¢des integraveis e as normas que permitem

medir a qualidade das aproximacdes.

Definicao 5.20 —

0 Dado um espaco de medida (Q,F,pu) e 1 < p < oo, definimos
ZLP(Q,F, ) como o espago das classes de equivaléncia das funcdes

mensuraveis tais que

j|f|f’ i) < s

sob a relagao de equivaléncia de igualdade quase certa.

0O Para qualquer elemento f € £P(Q, &, i) definimos a p-norma como

111, = ([ 17 d(u)>l/p-

0 Definimos Z*(Q,% ,p1) como o espago das classes de equivaléncia das

funcdes mensuraveis essencialmente limitadas. Sua norma é

Ifll., :=esssup|f(w)| =inf{M >0 : |f| < M quase certamente}.
weQ

Mostraremos que FP(Q, F, i) é um espaco de Banach: sua norma satisfaz a
desigualdade triangular e toda sequéncia de Cauchy converge. Comecamos pela

desigualdade triangular.
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Lema 5.21 — Desigualdade de Holder
Sel<p<oo,q=p/(p—1), f€LP(u)ehe Li(y), entio fh € L'(n) e

j (£ du < 11, MAl,.

Demonstracao. A desigualdade de Young
uv < — + —, u,v 20,
r 9

segue da convexidade de t — tP/p ou, equivalentemente, do calculo elementar do
minimo do lado direito menos uv. Se uma das normas é zero, a conclusio segue do

Teorema ??. Caso contréario, aplique Young a

|f] Al
u= —_ V= —
11, Il

e integre. Como 1/p + 1/q = 1, obtemos

Ilfhldu<1fﬂ [,

1
1£lplklg = 2 ) 11 qJ |n)d p

1
J’__
q

Proposicao 5.22 — Desigualdade de Minkowski
Dadas f, g € ZLP(Q, F, ) entdo

O f+geLPQF,p)

o 1f +gl, <111, + gl
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Demonstracao. Como |f+g| < |f|+|gl, basta provar a desigualdade para fun¢des

nio negativas. De fato,

If +gl, <71+ gll,

O caso p = 1 segue imediatamente da linearidade da integral.

Para 1 < p < oo, primeiro demonstraremos que f + g € LP(Q, F, p) :
(f + P <2P71(fP + gP).

e, portanto, |[f + gly < 2P7I(IfIF + [gIF) < e

Para provar a desigualdade triangular, note que podemos supor que | f + g 0> 0
caso contrario, a desigualdade triangular segue da positividade da norma. Escreve-

mos

If + gl = | (f 4 97 ) = | £+ 977 dd+ [ aF + 0 d)

Agora podemos aplicar a desigualdade de Holder, provada no Lema 5.21, a cada
termo do lado direito e usar o fato de que i +l=1¢ equivalente a p = (p — 1)q
q

para ver que

1

[ 55+ 0t ai < ([ 77 ) ([ + 0027 ) =111, 11+ 212/
Aplicando este argumento ao termo [ g(f + g)?~! d(p) temos

If + gl < (Uf1,, + gl ) - 1f + g2/

dividindo por || f + g||§/ 7 ¢ usando que p— £ = 1 podemos concluir que || f + g » S
q
1£1, + el .

As demais propriedades de norma sdo imediatas: a homogeneidade vem da line-
aridade da integral, e | f], = 0 implica f = 0 quase certamente pelo Teorema ??.

Juntamente com Minkowski, isso mostra que L é um espaco vetorial normado.
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Proposicao 5.23 — Completude de &?

Para 1 < p < o0, 0 espago vetorial normado ZP(Q, F, p1) é completo.

Demonstracio. Seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy em Z?(Q,% ,u). Escolha re-

cursivamente 1 < ny < ny < --- de modo que, para cada j > 1,
I fn = fullp < 277 sempre que myn > n;.

Em particular, | fnj+1 - fn,|| » < 27/, Para

N
Gn = Z |fnj+1 - fnj|s
j=1

a desigualdade de Minkowski fornece

N N
IGNp < D oy, = Flp < D 27 <1
j=1 j=1

oo A . ’ . .
Como Gy 1 G := ), i=1 | fa,, = Jn;l; 0 Teorema da Convergéncia Monétona implica
Gl p < 1. Em particular, G < oo quase certamente. Fora de um conjunto nulo, a
série dos incrementos converge absolutamente; logo ( fnj) ¢ uma sequéncia de Cau-
chy em R. Defina f como seu limite nesse conjunto e como zero no complementar.

A funcéo f é mensuravel.

Resta voltar da subsequéncia a sequéncia original. Dado ¢ > 0, escolha N tal que
I fm = ful p < € sempre que m,n > N. Paran > N, o lema de Fatou e a convergéncia

fnj — f quase certamente dao
— p < liminf — p < gP
|f = fallp <liminff, — fullp < P
J—>0

Assim f— f;, € #P,donde f € £, e a mesma estimativa mostra que | f, — ], — 0.
Portanto Z? é completo. O

Sabemos que fun¢des mensuraveis podem ser aproximadas pontualmente por
funcdes simples. Para os espacos Z?, essa aproximacio pode ser feita também na

norma.
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Lema 5.24 —

Para 1 < p < oo, as fungdes simples integraveis sdo densas em ZLP(Q,F ,p).

Demonstragdo. Seja primeiro f > 0 em ZP. Pelo teorema de aproximagio por

fungdes simples, existem funcdes simples 0 <'s, 1 f. Como 0 < f —s, < f,

|f = sal? < [fIP,

e o lado direito é integravel. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, | f — sn||p —

0.

Para f real arbitraria, aplique o argumento a f* e f~: escolha funcdes simples
g € hy tais que | f* — gn”p —>0elf - hn||p — 0. Entdo g, — h, é simples e, pela
desigualdade de Minkowski,

1f = G = Rl < [£* = gal ) +1F~ = all, — 0.
Il

A construcéo a partir de funcdes simples forneceu teoremas de passagem ao
limite e espacos L? completos. Essa combinacdo explica o papel da integral de

Lebesgue na probabilidade: os limites ndo entram como um remendo posterior;

participam da construcdo desde o inicio.

EXERcicIOS

Ex. 5.1 — Seja C C [0,1] o conjunto de Cantor e seja A a medida de Lebesgue.

Calcule

J x2 dA(x).
c
Indique qual propriedade de C torna o calculo imediato.

Ex. 5.2 — Seja u € L(R) e defina
Uu@) = J u(x) cos(xt) dx, teR.
R

Use o Teorema da Convergéncia Dominada para provar que U é continua em todo

ponto de R.
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Ex. 5.3 — Seja (X,#,11) um espaco de medida e sejam A,A,,... € F. Prove que
U ( U ﬂ An) < liminf p(A,).
N=1n=N e

Reescreva o conjunto do lado esquerdo como lim inf A,, e identifique o teorema de

convergéncia usado na prova.

Ex. 5.4 — Seja f : X — [0,00] mensuravel. Paran > 1, defina

o=@ 2 ) An,

adotando a convencio f,(x) = n quando f(x) = co. Prove que cada f, é simples e
mensuravel e que

o<1 f pontualmente.

Explique por que essa construcao fornece a aproximacao por fun¢oes simples usada

na definicdo da integral de Lebesgue.
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CAPITULO

6

Distribuicoes

Distribuicao de uma Variavel Aleatoéria

Em muitos problemas, o espaco amostral serve de bastidor. O que observamos é
o valor de uma variavel aleatoria e as probabilidades com que ela visita diferen-
tes regides da reta. Num modelo epidémico, por exemplo, interessam o numero
de infectados e o numero de recuperados; os detalhes de QQ podem permanecer
invisiveis.

A distribuicio registra exatamente essa informacio e permite, quando possivel,
deixar o espaco de probabilidade subjacente em segundo plano. Seja £ uma variavel

aleatoria definida em (Q,% ,P). Entdo

[1]PE eR) = PQ) = 1;
se Ay, Ay, ... € B(R) sdo disjuntos entio £1(A;),E71(A,), ... € F também sio

disjuntos, pois as pré-imagens preservam intersecoes, e

P (5—1 (U A)) =P (U 5—1<An>) = Y PEI(AY).
n=1 n=1 n=1

178
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Essas propriedades mostram que A — P(¢ € A) é uma probabilidade na reta.

Definicao 6.1 — Distribuicao de uma Variavel Aleatéria

Se & for uma variavel aleatoria definida em um espaco de probabilidade

(Q, #,P), entdo ¢ induz uma medida de probabilidade Pé: em R definida por
P:(A) = P(¢71(A)) = P € A), (6.1)

para A € B(R).
Esta medida de probabilidade Py é denominada distribuicao de ¢.

Na Equagio (6.1), toda a estrutura especifica de Q desaparece. Permanece uma
probabilidade na reta, suficiente para responder a qualquer pergunta que dependa

apenas do valor de &.

De maneira analoga podemos definir a distribuicdo de um vetor aleatorio

Definicdao 6.2 — Distribuicao de Vetores Aleatorios

Se & for um vetor aleatério, entdo ¢ induz uma medida de probabilidade P¢

em R" definida tomando a pré-imagem de cada conjunto de Borel A C R" :
P(A) = P("1(4)) = P € A). (6.2)

Esta medida de probabilidade Py ¢ denominada distribuicao do vetor ¢.
Se & = (&,...,&) é um vetor aleatério, entdo as distribuicdes de cada uma
das variaveis aleatorias &, parai = 1,...,n, sdo chamadas de distribuicdes

marginais de &.

A distribuicdo ndo determina a variavel aleatoria ponto a ponto. Duas variaveis

podem estar relacionadas de maneiras muito diferentes e ainda ter a mesma lei.
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Exemplo 6.3 —.

Considere o experimento de lancar uma moeda nao viciada, e tome como espaco
amostral o conjunto Q = {H,T}, onde H representa cara e T representa coroa.

Tomamos P como a medida de probabilidade equiprovavel em Q.
Podemos agora definir a variavel aleatéria é(H) = 1,&(T) = 0.

Note que P(6 = 1) =P(¢ =0) = % e para A € B(R) temos

P(E € 4) = 314(0) + 314(1).

Em particular, essa probabilidade é 1/2 se exatamente um dos pontos 0,1 pertence

a A, é 1 se ambos pertencem a A e é 0 se nenhum deles pertence a A.
Por outro lado poderiamos definir a variavel aleatoria n(H) = 0,5(T) = 1.

As variaveis nunca coincidem (de fato £ = 1 —p), mas £ e  possuem a mesma

distribuigdo.

O exemplo distingue duas nog¢des de igualdade que usaremos repetidamente.

Definicao 6.4 — Equivaléncias de Variaveis Aleatorias

Dizemos que as variaveis aleatorias & e 1 sdo iguais quase certamente,

fato que denotaremos por
q.c.
&=
se P(E #n) =0.

Dizemos que as variaveis aleatorias & e 1y sdo iguais em distribuiciao, fato

que denotaremos por
d
&=n,

se eles tiverem a mesma distribui¢do. Equivalentemente,

P(¢é € A) = P(n € A) para todo A de Borel.
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q.c. . d , -, .
Observe que se ¢ = 5, entdo ¢ = 1, mas a reciproca ndo é verdadeira. De fato,

se & L 1, entdo
PleA)=PleAi=n=PheAi=n=PhHeA.

d
Por outro lado, podemos ter £ = 1 sem que ¢ e 1 estejam definidas em um mesmo

espaco de probabilidade.

Exemplo 6.5 —.

Seja agora P a medida de Lebesgue em Q = [0,1], e defina é(w) = w e p(w) = 1 — w.
Note que para x € R

)] ;sex <0
{<xt={wel01]:w<xt=9[0,x] ;se0<x<1;,
[0,1] ;s sex>1
.
() ; se x < 0;

m<xt={wel0l]:1-w<x}=q[1-x1] ;se0<x<1;-

[0,1] ;sex>1
Segue que para x € [0,1]
Py((—oox]) = P(§ < x) = x = P(n < x) = Py((—o0.x]),

e portanto
P((—00, x]) = Py (o0, x]),
para todo x € R.

Agora, como {(—c0, x] : x € R} é um r-sistema que gera % (R), entdo P; =P,

No exemplo anterior comparamos a distribuicdo de duas variaveis aleatorias
olhando apenas para as probabilidades em intervalos do tipo (—, x|, x € R. Para

tanto argumentamos que
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a classe & = {(—o0, x| : x € R} é m-sistema;
A (R) é gerada por tais intervalos.

Com isso pudemos concluir que duas medidas de probabilidade em (R, (R)) que

coincidam em & sdo de fato a mesma medida.

Isso demonstra o seguinte resultado.

Teorema 6.6 —

Sejam & uma variavel aleatéria definida em (Q,%,P;) e n uma variavel ale-

atoria definida em (Q,,%,,P,). Entdo € = 1 se, e somente se,
P(( <x)=Py(n<x) para todo x € R.

De maneira equivalente, a distribuicéo P¢ de £ esta completamente determi-

nada pelos valores de P;(¢ < x),x € R.

Demonstracao. Se ¢ e n tém a mesma distribuicdo, a igualdade nos intervalos
(—o0,x] é imediata. Reciprocamente, suponha que essas igualdades valham para

todo x € R. As probabilidades induzidas Py e P, coincidem no 7-sistema
P ={(—o0,x] : x €R},

que gera B(R). Pelo Teorema de Unicidade de Medidas (Teorema 2.14), elas coin-
d
cidem em % (R). Portanto, & = 7. O

Esse resultado permite registrar uma distribui¢ao por meio da funcéo que intro-

duziremos a seguir.

A Funcao Distribuicao
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Definicao 6.7 — Funcao de distribuicao

A funcao de distribuicio F : R — [0,1] de uma variavel aleatoria & é
definida como
F(x) :=P(¢ < x), xR

O teorema 6.6 nos garante que a funcéao de distribuicdo determina unicamente a
distribuigdo de &.
A funcao de distribuicio comprime a lei de £ numa tdnica funcdo real. O es-

paco Q desaparece da notagio, mas nédo a informagao probabilistica: F determina

completamente a distribuigéo.

Exemplo 6.8 —.

Seja ¢ = nimero de H em dois lancamentos independentes de uma moeda justa.

Entao temos .
0, com probabilidade -

&=4 1, com probabilidade -
2, com probabilidade "

Entéo, podemos criar a funcgéo de distribui¢do. Esta funcdo apresentara desconti-

nuidades do tipo salto nos pontos 0, 1 e 2.

0, x<0
=pEso=] ¢, 0D
- Z+E’ x €[1,2)
i+%+i, x € [2,+00)
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F(x)

1w

'S

Y
=

Figura 6.1.: Distribui¢do do Exemplo 6.8.

Exemplo 6.9 —.

Considere o experimento de sortear ao acaso um ponto na bola unitaria B = {(a, b) :

a® + b? < 1} em R?, e defina £ como a distancia ao centro da bola.

Para modelar este problema podemos considerar P(-) = p(-)/x, onde p é a me-
dida de Lebesgue em B. Ou seja, a probabilidade de sortearmos um ponto em uma

regidao A € JB(B) é proporcional a area de A. Mais especificamente

- 58,

Agora, note que &(a,b) = Va? + b? e portanto para x € [0,1]

P(£ < x)=P((ab) : a® +b> < x%}) = ”sz = x2,

e portanto

0 ,x <0
F(x)=1x? ,0<x<1.

1 ,x2>1
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Teorema 6.10 — Propriedades da Funcao de Distribuicao

A funcéo de distribuicdo F(x) de uma variavel aleatoria £ possui as seguintes

propriedades:
F é ndo decrescente e 0 < F(x) < 1.
F(x) — 0 quando x - —o0 e F(x) — 1 quando x — +oo.

F é continua a direita, ou seja
lim F(y) = F(x).
Yy=xy
[4|F possui limites & esquerda em todos os pontos. Além disso,

F(x7) := lim F(y) =P(¢ < x).
y—ox~

Em particular,

P(¢ = x) = F(x) — F(x7).

F possui no maximo nimero enumeravel de descontinuidades.

Uma fungio F que é continua a direita e possui limites a esquerda em todos os

pontos é dita cadlag, do francés continue a droite, limites a gauche.

Demonstracao.

Se x < y, entdo {£ < x} C {¢ < y}, de onde F(x) < F(y). Ascotas 0 < F < 1

decorrem dos axiomas da probabilidade.

2 |Como {¢ < —n} | @ e {¢ <n} 1 Q,acontinuidade da probabilidade por cima e
p p
por baixo da
F(—n) — 0, F(n) — 1.

A monotonicidade estende esses limites de sequéncias inteiras para x — —o e

X — —+o00.

Se x,, | x, entdo {¢ < x,} | {¢ < x}. Pela continuidade por cima da probabilidade,
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F(x,) — F(x). Para uma sequéncia arbitraria y, > x com y, — x, ponha

z, = sup;,, Y- Entdo z, | x e, pela monotonicidade,

F(x) < F(y) < F(z).

Como F(z,) — F(x), segue que F(y,) = F(x). Logo F é continua a direita.

Se x,, T x, com x,, < x, entdo {¢ < x,} 1 {€ < x}. Pela continuidade por baixo,
F(x™) = lim F(x,) = P(¢ < x).
n—>oo

A monotonicidade mostra que o valor independe da sequéncia escolhida. Como

{¢ < x} é a unido disjunta de {¢ < x} e {£ = x},
P(¢ = x) = F(x) — F(x™).

Pela continuidade a direita, toda descontinuidade de F é um salto positivo. Para
m > 1, ponha
D, ={x : F(x)— F(x™) > 1/m}.

Se x; < -+ < x; pertencem a D,,, entdo, pela monotonicidade,

3|~

< Y (F(xp) - F(x;)) < 1.
j=1

Portanto, D, possui no maximo m pontos. O conjunto de descontinuidades é

U D,, e, assim, é no maximo enumeravel.
m>1"—"m

Proposicao 6.11 —
Se a < b, entdo P(¢ € (a,b]) = F(b) — F(a).
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Demonstracao. Como {¢ < b} é a unido disjunta de {¢ < a} e {a < & < b},
F(b) = F(a) +Pla< & <)),

0 que prova a identidade. O

Definicao 6.12 —

Uma fungdo F : R — [0, 1] tal que

F é nao-decrescente;

F é continua pela direita;

xlin;_ F(x) existe para todo a € R (possui limite pela esquerda);
lim F(x)=1e xl_i)rg()F(x) =0.

X—+00

é chamada de candidata a funcédo de distribuicdo de probabilidade.

As condicOes anteriores também sido suficientes. A demonstracio fara mais do
que garantir existéncia: permitira construir variaveis com distribuicdes prescritas
num mesmo espaco de probabilidade. Essa escolha comum sera util para comparar

sequéncias de variaveis.

Dada uma funcdo F com as propriedades acima, construiremos uma variavel
aleatéria X num espaco de probabilidade (Q, #, P) tal que P(X < x) = F(x), para
todo x e R.

Uma maneira interessante seria definir a variavel X como uma funcao de alguma
variavel aleatéria cuja distribuicdo seja conhecida. Tomemos, por exemplo, uma
variavel U ~ Uniforme(0,1), e tentemos escrever X = F*(U) para alguma funcéo
F* :(0,1) > R

Para escolher F*, lembre que o que gostariamos é que P(X < x) = P(F*(U) <
x) = F(x).

Para isso note primeiro que, como F(x) € [0,1], entao P(U < F(x)) = F(x). Ou
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seja, queremos F* tal que
P(F*(U) < x) = P(U < F(x)).

Ou ainda, que F*(u) < x & u < F(x).

Se F fosse inversivel, poderiamos fazer F* = F ~1 e, como F é crescente teriamos
que
F*(u) < x & F(F*(u)) < F(x) & u < F(x).

Em geral F ndo ¢ inversivel, mas as consideracdes acima nos mostram que a
chave para conseguir o que queremos ainda esta em, de algum modo, “inverter” a

funcéo distribuicdo F : R — [0,1].

Como F é ndo decrescente, as dificuldades para uma inversao classica se concen-

tram em dois tipos de comportamento:
intervalos (a,b) onde a funcio é constante;
pontos de descontinuidade de F.

Néao precisamos, porém, de uma inversa classica. Basta uma funcdo F* : (0,1) —
R que preserve a equivaléncia entre as desigualdades: F*(w) < x se, e s0 se, F(x) >
.

Uma maneira de resolver esse problema é tentar definir F* de modo que
se F é inversivel em (a,b) entdo queremos que F*(w) = F~ () em F((a,b));
se F(x) = w para todo a < x < b, entdo F* é descontinua em w;
se F(x) é descontinua em x = x; com w; = lim F(x) < F(x;) = w,, entdo

X=X,
F*(w) = xp para o € (w;,w).

Essas ideias sdo melhor visualizadas na Figura 6.2.

Existem diversas formas de definir uma fun¢do F* com tais propriedades, e a

seguir apresentaremos uma das mais comuns.
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F(x)
A
F F*(u)

»

> X > U

Figura 6.2.: Uma funcéo de distribuicdo e sua inversa generalizada. Um salto de F
produz um trecho constante em F*, enquanto um trecho constante de

F produz um salto em F*.

Definicao 6.13 —
Dada uma candidata a func¢io de distribuicdo F : R — [0,1], definimos a

inversa generalizada de F como a funcéo F* : (0,1) —» R dada por

F*(w) = inf{x € R : F(x) > w}.

Apesar de ndo ser a inversa de F, F* ainda herda algumas propriedades de F.

Proposicao 6.14 — Propriedades da Inversa Generalizada

Se F é uma candidata a func¢io de distribuicdo e u € (0,1), defina
F*(u) := inf{x € R : F(x) > u}.

A inversa generalizada satisfaz:

[1]F*(u) = sup{x € R : F(x) < u};

F* é nao decrescente;
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se 0 < F(x) < 1, entdo F*(F(x)) < x;

F(F*(w)) > u;

F*(u) < x se e somente se u < F(x).

Demonstracao. Para u € (0,1), o conjunto A, = {x : F(x) > u} é ndo vazio e
limitado inferiormente, em virtude dos limites de F em #oo. Portanto, F*(u) é um

numero real.

Pela monotonicidade de F, o complemento de A, é B, = {x : F(x) < u}, e todo
elemento de B, é menor que todo elemento de A,. Se a = inf A, entdo x < a
implica x € B, enquanto x > a implica que existe z € A, com z < x e, pela

monotonicidade, x € A,. Logo sup B, = a = infA,,.
Se u; < uy, entdo A, C A, , de modo que F*(u;) < F*(uy).
O ponto x pertence a AF(x) ; portanto, o infimo desse conjunto é menor ou igual

aXx.

[4]Ponha a = F*(u). Para cada n, escolha y, € A, coma < y, < a+ 1/n e defina
X, = min{yy, ...,y,}. Entdo x, | a, pois a < x,, <y, < a+1/n. Pela continuidade
de F a direita,

F(a) = lirrln F(x,) > u.

Se F*(u) < x, o item anterior e a monotonicidade ddo u < F(F*(u)) < F(x).
Reciprocamente, se u < F(x), entdo x € A, e, por defini¢do, F*(u) < x.

O

Com isso, dada uma variavel aleatoria U definida em um espago de probabili-

dade (Q, #, P), e uniformemente distribuida no intervalo (0,1), podemos definir a

variavel aleatoria
X = F*(U),

e perceber que para x € R temos F(x) € [0,1], e portanto

P(X < x) =P(F*(U) < x) = P(U < F(x)) = F(x)
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onde na tultima igualdade usamos que a probabilidade que a uniforme seja menor
queyéyie, PU<Ly)=y

Mostramos assim o seguinte resultado.

Proposicao 6.15 — Distribuicao prescrita
Dada uma candidata a func¢io de distribuicdo F : R — [0,1], existe uma
variavel aleatoria X, definida em algum espago de probabilidade (Q,#,P),

tal que
P(X < x) = F(x) para todo x € R.

Demonstracao. Tome Q = (0,1), # = %B((0,1)), P = A1) e U(w) = . Pelo
item 5 da Proposi¢éo 6.14,

fue(0,1) : F*(w) < x} = (0,F(x)] n(0,1),

que é boreliano. Portanto, F* é Borel mensuravel e X = F*(U) é uma variavel

aleatoria. Novamente pelo mesmo item,
{X <x}={F"(U) <x} ={U < F(x)}.
Como U é uniforme em (0,1),
P(X < x) = P(U < F(x)) = F(x)
para todo x € R. O

Portanto, toda candidata a funcio de distribuicdo é efetivamente a funcdo de
distribui¢do de alguma variavel aleatoria. A partir deste ponto, podemos usar sim-

plesmente a expressao funcao de distribui¢ao para funcdes com essas propriedades.

Resta examinar as descontinuidades de func¢des ndo decrescentes, como F e F*.
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Proposicao 6.16 —

Se f : I — R é uma funcéo ndo decrescente definida em um intervalo I C R,
entdo o conjunto D formado pelos pontos de descontinuidade de f é no
maximo enumeravel.

O mesmo resultado vale para f ndo-crescente.

Demonstracao. Suponha primeiro que f seja ndo decrescente. Em todo ponto

interior a de I, os limites laterais
f(a=) =1lim f(x) e f(a+)=1lim f(x)
xta xla

existem. Se a € Dy é interior a I, entdo f(a—) < f(a+); logo o intervalo I, =
(f(a—),f(a+)) é ndo vazio.

Se a; < ay, entdo f(a;+) < f(az—), de modo que I, e I,, sdo disjuntos. Escolha
um racional r(a) € I, para cada ponto de descontinuidade interior. O mapaa +— r(a)
é injetivo e toma valores em Q; portanto had no maximo um nimero enumeravel
desses pontos. Os extremos de I, quando pertencem a I, acrescentam no maximo

dois pontos.

Para uma funcdo néo crescente, aplique o resultado a —f. O

Corolario 6.17 —

Dadas uma funcéo de distribuicéo F e sua inversa generalizada F*, os conjun-

tos de pontos de descontinuidade de F e de F* sdo, no maximo, enumeraveis.

Demonstracdo. As funcdes F e F* sdo ndo decrescentes; basta aplicar a proposi-

¢do anterior a cada uma delas. O

Encerramos a secéo fixando a terminologia para variaveis com a mesma distri-

buicio.
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Definicao 6.18 — Variaveis Aleatdrias ldenticamente Distribuidas

Duas variaveis aleatorias & e n sdo ditas identicamente distribuidas se

P(£ <x)=P(yp<x) paratodoxeR.

Tipos de Distribuicoes

Definicdo 6.19 —

Uma funcao de distribuicédo F é dita

discreta se existem um conjunto enumeréavel de nimeros reais {x;} e

massas pontuais p; > 0, com Zj pj = 1, tais que

F(x) = Z pj paratodox € R

X <x

continua se for continua para todo x.

absolutamente continua se existe uma funcio f nio negativa Lebes-

gue integravel tal que

b
F(b) — F(a) = J f(x)dx para todoa < b

singular continua se F é continua e F’ existe e é igual a 0 em quase

todo ponto, com respeito a medida de Lebesgue.

Temos o seguinte Teorema de decomposigio
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Teorema 6.20 — Decomposicao de Distribuicao

Toda funcao de distribui¢do pode ser decomposta em uma combinacao con-
vexa de trés tipos puros, discretas, absolutamente continuas, e continuas

singulares. Assim, se F é uma funcéo de distribuicéo, entdo
F = aF,. + pF; + yF,,

ondea,fy>0ea+f+y=1.

X
0O Fu(x) = f(y) dy, com f = F/. em quase todo ponto;

—00
0 F; é uma funcao de saltos com no maximo um nimero enumeravel de

saltos;

O F; é singular continua.

Componentes com coeficiente zero podem ser omitidas.

Demonstracao. Pelo Teorema 6.21, demonstrado a seguir, existem § € [0,1] e

funcoes de distribuicdo Fj; e F,, respectivamente discreta e continua, tais que
F =6F;+(1-9)F,.

Pelo Teorema 6.22, também demonstrado abaixo, existemr,s > 0, comr+s =1, e
fungodes de distribuicio F,. e F, respectivamente absolutamente continua e singular

continua, tais que F, = rF,. + sF;. Portanto,
F=(1—-98)rF,; +6F; + (1 —)sF.
Os trés coeficientes sdo ndo negativos e somam 1, como desejado. 0

Comecaremos provando que toda distribui¢do pode ser decomposta como soma

de uma discreta e uma continua.
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Teorema 6.21 —

Toda funcéo de distribui¢do pode ser decomposta em uma combinacio con-
vexa de uma discreta e uma continua. Assim, se F é uma funcéo de distribu-
icdo, entdo

F = aF, + pF;

ondea,f>0ea+ f=1.

Demonstracao. Seja v a medida de probabilidade cuja funcéo de distribuicéo é F.
Ja provamos que F possui no maximo um niimero enumeravel de saltos; enumere

seus pontos como {x;};>1 e defina
p; = F(x) — F(x) = v({g)).
A série 2]. pj € no maximo 1. A féormula

A= > p.  AcB®),
JixEA
define uma medida finita e discreta. Além disso, v; < v: para um conjunto A e um

subconjunto finito J dos indices com Xj € A,

>p=v (U{x,-}) < v(A),
JjeJ jeJ
e basta fazer os subconjuntos finitos crescerem. Logo v, := v — v; é também uma

medida finita e positiva.

Ponha f = v;(R) e @« = v,(R) = 1 — . Se f > 0, normalize v;/f e denote sua
fungéo de distribuicdo por Fy; se f = 0, escolha qualquer funcéo de distribuicdo
discreta para F;. Analogamente, se @ > 0, normalize v,/ e denote sua funcéo de
distribui¢do por F.. A medida v, ndo possui atomos, pois retiramos precisamente

todas as massas pontuais de v. Assim,

) _
o

Fc(x) - Fc(x_) =
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quando «a > 0; pela continuidade a direita, F, é continua. Se ¢ = 0, escolha qualquer

funcdo de distribuicdo continua para F,. Finalmente,
F(x) = v((—oo,x]) = aF.(x) + pFy(x),

ea+f=1 O

Teorema 6.22 —

Toda fungdo de distribuicio continua pode ser decomposta em uma com-
binagéo convexa de uma absolutamente continua e uma continua singular.

Assim, se F é uma funcéo de distribui¢do continua, entio
F = aF,. + BF;

onde @,f > 0 e a + f = 1. Componentes com coeficiente zero podem ser

omitidas.

Para a demonstragio desse teorema usaremos a seguinte ferramenta de anélise

real.

Teorema de diferenciaciao para funcdes mondtonas. Se G é nio decres-

cente em [a,b], entdo G’ existe e é ndo negativa quase certamente, e

b
J. G’'(x) dx < G(b) — G(a).
a

Além disso, se g é integravel em R, a funcdo x — ffoo g(y) dy é absolutamente

continua em intervalos compactos e tem derivada g quase certamente.

Esse é um resultado avancado de anélise real, baseado no lema de cobertura
de Vitali e no Teorema Fundamental do Calculo de Lebesgue. Usaremos esse

resultado sem demonstracéo.
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Demonstracao. Aplique o teorema de diferenciacio a F em cada intervalo com-
pacto e defina g = F’ nos pontos em que a derivada existe, tomando g = 0 no

conjunto excepcional. Entdo g > 0 e, paraa < b,

b
j ¢(3) dy < F(b) - F(a).

Em particular, fazendo a = —n, b = n e usando o Teorema da Convergéncia Mono6-

tona, vemos que g é integravelem Re a : = J]R g dA < 1. Ponha

X
G(x) = J g(y) dy, H(x) = F(x) — G(x), f=1-a.
A funcio G é continua e nao decrescente. A desigualdade acima mostra que, se
a<b,

b
HO) - 1@ = F0) - @) - [ 40) dy 20
a
Como F é continua, H também é continua. Além disso,
G(=0) = H(=0) =0,  G(+)=a,  H(+eo)=p.
Se a > 0, afuncio F,, = G/a é uma funcio de distribuicio absolutamente continua.
Se > 0, a funcéo F, = H/f é uma funcéo de distribui¢do continua e

F' -G’ -
F = —5-8_ 0 quase certamente;

p B

logo ela é singular continua. Desse modo, F = aF,. + fF;. Quando um coeficiente

é zero, a componente correspondente é simplesmente omitida. O

6.3.1. Distribuicdes Discretas

Seja & uma variavel aleatdoria com a funcédo de distribuicdo F (com probabilidade
induzida P).
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Definicao 6.23 —
A distribuicédo de ¢ (e & em si) é dita discreta se existir um conjunto enume-

ravel S tal que
PeS) =1

Podemos enumerar o conjunto S, escrevendo S = {xq, xy, ...}, € definimos p; :=

P(¢ = x;). Entdo temos

FG)= ). P

k: xq<x
e esta é uma soma sobre um conjunto enumeravel. Estes p; as vezes sdo denomi-

nados massas pontuais.
Massa de um ponto em zero:
P(E=0)=1.
Portanto, a func¢ao de distribuicio F é:

0 ,x<0
1 ,x>0

F(x) =

A distribuicao correspondente é a medida de Dirac no 0.

Qualquer variavel aleatoria simples é discreta. Uma variavel aleatoria simples

¢ uma variavel aleatoria que toma um numero finito de valores.

Uma distribuicdo discreta ndo precisa manter seus atomos afastados: podemos
tomar S = Q e atribuir massas positivas que somem 1, por exemplo, pp =
1 , L RV .
57> ap0s enumerar os racionais. A distribuicéo é discreta; o conjunto de seus

atomos ndo tem a mesma obrigacio.

Algumas Distribuicoes Discretas
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Distribuicio Notacao Funcéo de Probabilidade | Dominio
Um ponto 8, pla)=1 {a}
Uniforme Discreta | Unif{x;,...,x,} | p(x) = i {x1,00%,}
Bernoulli Be(p) p(0)=q, p(1)=p {0,1}
Binomial Bin(n,p) p(k) = (Z)pkq"_k k=0,1,...n
Geométrica Ge(p) p(k) = pqg~ keN
Primeiro Sucesso | Po(p) p(k) = pgc? ke N*
Poisson Po(m) plk) = e’mrz—: keN

A distribui¢io uniforme discreta assume os valores xy, ... x, e p(x;) = % Aquie
nas linhas seguintes, ¢ = 1 — p. A distribuicdo Be(p) descreve o resultado de um
experimento de lancamento de moeda (nio necessariamente honesta), e a distri-
buicédo Bin(n,p) descreve o nimero de sucessos em n lancamentos. A distribuicao
Ge(p) descreve o numero de fracassos antes do primeiro sucesso e a distribuigao

Po(p) o nimero de lancamentos necessarios para ter sucesso uma vez.

A distribuicao de Poisson surge como o limite da distribuicdo binomial quando

n—-oep—>0enp— A

Teorema 6.24 — Teorema Limite de Poisson

Se p, € [0,1] e np, = A > 0, entéo, para cada k € N fixo,

n _ Ak
(k)p’rf(l —p)" e

Demonstracao. Para n suficientemente grande, temos n > k e p, < 1, e entéo

(1 - pn)n(l - pn)_k~

n nk _nn—1)-(n—k+1) (np,)k
(k)p’,:(l —p) K = . T

Os dois primeiros fatores convergem, respectivamente, para 1 e A /k!, e o tltimo

converge para 1. Como p, — 0,

)_log(l - Pn) .

nlog(l - pn) = _("pn
Dn
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com a razdo interpretada por continuidade quando p, = 0. Logo (1 — p,)" — ¢4,

e o produto dos quatro limites da a conclusao. Quando k = 0, usa-se a convengao

A% = 1, inclusive para A = 0. O

6.3.2. Distribuicoes Absolutamente Continuas

A distribuigdo de ¢ (e &) é absolutamente continua se existir uma funcéo f, de-

nominada densidade de ¢, tal que

F(x) = Jx f(y)dy para cadax.

Claramente, é necessario que f > 0 e que

J_Oo f(x)dx =1.

[0,00)

U = (ab]

Figura 6.3.: A probabilidade de um intervalo é a area sob a densidade nesse inter-

valo.

O Em particular, se f for continua, entdo

F'(x) = f(x),
ou seja, é a derivada de uma funcéo de distribuigao.

O Entéo, podemos dizer

b
PG € @b = FO) - F@) = | fw)dx.
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O Alternativamente, podemos comecar com uma fungio f tal que

f=0 e Jw f(x)dx =1,

e definir a funcdo de distribuicédo pela formula

F(x) = j £ dy.

Exemplo 6.25 — XKCD.

Alice secretamente escolhe dois ntimeros reais diferentes por um processo desco-
nhecido e os coloca em dois envelopes. Bob escolhe um dos dois envelopes alea-
toriamente (com um langamento de uma moeda justa) e mostra o nimero desse
envelope. Agora vocé deve adivinhar se o nimero no outro envelope fechado é

maior ou menor que o que vocé viu.

Existe uma estratégia que lhe dé uma chance melhor do que 50% de adivinhar
corretamente, nao importando o procedimento que Alice usasse para escolher seus
numeros?

Solucio:

Antes de abrir qualquer envelope, vocé escolhe um nimero r de forma aleato-
ria, independentemente da escolha de Bob, usando uma distribuicdo absolutamente
continua que dé probabilidade positiva a todo intervalo aberto; a distribui¢do nor-

mal padrido é um exemplo. Vamos chamar de x o nimero do envelope aberto por
Bob.

A estratégia agora é: ser < x, entdo vocé prevé que o nimero oculto y é menor

que x; Caso contrario, vocé adivinha que y é maior do que x.

Para ver por que a estratégia é vencedora, denote os dois nimeros de Alice por

a < beponhae="P(a<r<b)> 0. Existem trés casos:

0O Ser < a, a regra sempre prevé que o numero oculto é menor. Ela acerta

exatamente quando Bob mostra b, o que ocorre com probabilidade 1/2.

O Ser > b, a regra sempre prevé que o numero oculto é maior. Ela acerta

exatamente quando Bob mostra a, novamente com probabilidade 1/2.
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O Se a <r < b, aregra acerta qualquer que seja o envelope mostrado.

Portanto, a probabilidade de vitéria é

1+¢
2

1 1
S(1—e)4e= > -
p-e)+e 2

O naimero auxiliar no precisa adivinhar os de Alice: basta ter uma chance po-

sitiva de cair entre eles.

Distribuicio Uniforme Continua Uma variavel aleatéria continua & é uni-

forme no intervalo [a,b], para a < b, se sua f.d.p. é

) = lea’ se x € [a,b]

0 caso contrario
e denotamos esse fato por & ~ Uniforme([a,b]).

Nesse caso, a probabilidade de & estar num subintervalo de [a,b] é proporcional

ao comprimento de tal subintervalo; de fato, paraa < y < z < b,

| z -
P(ygfgz)=J b—adx:b—z'
y

Distribuicao Exponencial Uma variavel aleatdria continua ¢ é exponencial

com parametro A > 0, e denotamos esse fato por

& ~ Exponencial(1)

se sua funcido de densidade é

le™™  sex>0
Je(x) =

0 caso contrario.

A funcio de distribuicéo é
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E0) 0, £ <0,
et) =
1—e*/u, t>0.

Portanto, P(¢ > a) = e @ paraa > 0.

Distribuicio Normal A variavel aleatéria & possui distribui¢io normal com
parametros y1 e o2, abreviado por & ~ A (y; 0), se sua funcdo densidade de proba-
bilidade é dada por

_(xfy)z
(x) = e 22 xeR
K=
Em particular, a distribui¢do normal padrao .#/(0; 1) tem densidade
1 2
p(x) = —e*/2
or

6.3.3. Distribuicoes Singulares

Distribuiciao uniforme no conjunto de Cantor Seja % a familia das unides

finitas de intervalos compactos disjuntos de [0,1]. Para A = U:Zl [a;,b;] € K, defina

o= 54252

i=1

Em cada componente, ® remove o terco central. Portanto,

2

A@(A)) = (§)n ACA). 6.3)

Paran > 0, defina C, = ®"([0,1]). Os conjuntos C, sdo compactos, C,,; C C, e
MC,) = (2/3)". O conjunto de Cantor é

c=(\Gu

n=0

Pela continuidade por cima da medida de Lebesgue, A(C) = lim,, A(G,) = 0.
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Observacao 6.26 —

Geometricamente, come¢amos removendo (1/3,2/3) de [0,1] e, em seguida,

removemos o terco central de cada intervalo remanescente. Assim,

G = [0,1],
Cy=1[0,1/3]u[2/3,1],
C, = [0,1/9] U [2/9.1/3] U [2/3.7/9] U [8/9.1].

Equivalentemente, usando uma das duas expansdes ternarias nos pontos que

as possuem,
)

C= xe[O,l]:x:Z

i=1

a.
3—2, a; € {0,2}¢.

Figura 6.4.: As quatro primeiras etapas da construcdo do conjunto de Cantor.

Agora construiremos uma funcéo de distribui¢do que cresce sobre o conjunto de

Cantor e permanece constante nos intervalos removidos. Defina

3

=) 160, Ew-= jm h® d,

e seja v, a probabilidade com densidade f,. Se .%, denota a colecdo dos 2" intervalos

componentes de C,, entdo cada J € .%, tem comprimento 37" e

W= (3) 5 =2

Mais geralmente, para k > 0,

Vapk(J) = (%)mk MGk nJ) = (%)Hk 37" (;)k =2,
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Fixados x € R e k > 0, todos os componentes de .7, inteiramente a esquerda
de x ddao a mesma contribui¢io a F,(x) e F,,;(x). Ha no maximo um componente
de nivel n cortado pelo ponto x, e a massa que cada uma das duas probabilidades

atribui a esse componente é no maximo 27". Consequentemente,

sup |Fpyr(x) — Fy(x)] < 2l
€R

X

Logo (F,) é uniformemente de Cauchy. Seu limite uniforme F é continuo, nio
decrescente, vale 0 a esquerda de 0 e vale 1 a direita de 1; portanto, é uma funcdo

de distribuicéo.

A
1 F

Figura 6.5.: Aproximacio de terceira ordem da fungido de Cantor; os refinamentos

convergem uniformemente para a funcéo singular continua.

Cada componente de [0,1] \ C foi removida em alguma etapa. A partir dessa
etapa, todas as fungdes F, sdo constantes nessa componente, e 0 mesmo vale para
F. Como A(C) = 0, segue que F’ = 0 quase certamente. Assim, F é uma funcio de
distribuicéo singular continua. Ela ndo pode ter densidade: se F(x) = ffoo h(t) dt,

entdo h = F/ = 0 quase certamente, o que contradiz JJR h dA=1.

A construcéo probabilistica correspondente, por lancamentos de moedas, é de-

senvolvida no Exercicio 6.6, ao final do capitulo.
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Outros exemplos selvagens Exemplo 6.27 —Uma densidade uniforme nos

irracionais.

A funcéo

G0 = 1, x€[0,1]\0,

0, caso contrario,

¢ uma densidade. Como ela coincide quase certamente com 11}, a distribuigdo
correspondente é simplesmente a uniforme em [0,1]. Este exemplo ilustra que uma

densidade s6 é determinada quase certamente.

Exemplo 6.28 —.

Dada uma enumeracao {ry }¢>; dos racionais, defina a funcao de massa

Como 220:1 1/k* = 7% /6, temos 3, _p p(x) = 1; portanto, p define uma distri-

buicéao discreta concentrada em Q.

EXERcicIOS

Ex. 6.1 — Variaveis aleatorias discretas independentes. Sejam X e Y variaveis

aleatorias independentes com valores inteiros.

1. Prove que, paratodon € Z,

P(X+Y=n)= Y P(X=kP{Y =n-k).
kez

2. Se X ~ Poisson(A) e Y ~ Poisson(y), determine a distribuigdo de X +Y.

3.  Se X ~ Binomial(n,p) e Y ~ Binomial(m,p), determine a distribuicdo de
X+Y.
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Ex. 6.2 — A lei de uma variavel aleatoria. Seja X : (Q,%,P) — R uma variavel
aleatoria. Para A € B(R), defina

Px(A)=P(X € A)=P({w € Q : X(w) € A}).

Prove diretamente que Px é uma medida de probabilidade em (R,%(R)).

Ex. 6.3 — Seja F : R — [0,1] uma funcdo nio decrescente, continua a direita e tal
que

lim F(x) =0, lim F(x)=1.
X—>+00

X—>—00
Construa explicitamente um espaco de probabilidade e uma variavel aleatoria X

cuja fungdo de distribuicéo seja F.

Dica. Tome uma variavel uniforme U em (0,1) e use uma inversa generalizada
de F.

Ex. 6.4 — Sejam Y;,Y,, ... variaveis aleatérias independentes, com
1
e defina .
U= Z Z_kYk.
k=1
1. Mostre que a série converge para um valor em [0,1].

2. Paral, = 22:1 27y, calcule a funcdo de distribuicio de U, nos pontos

diadicos.

3. Passando ao limite, prove que U possui distribuigdo uniforme em [0,1]. Ex-
plique por que a dupla representacdo binaria dos racionais diaddicos nio

altera a conclusao.

Ex. 6.5 — Escreva
X=X"-X", Y=Y"-Y".

Prove, usando apenas transformacdes mensuraveis, que

d d d
X=Y = X'=Y" e X =Y.
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*Ex. 6.6 — Outra construcio da distribuicio de Cantor. Sejam Y;,Y,, ... como

no exercicio da expansio binaria e defina
[o¢]

2Y,

Y= 5
n=1

1. Prove que Y toma valores no conjunto de Cantor e que sua funcéo de dis-

tribui¢do Fy é continua.

2. Mostre que Fy é constante em cada componente conexa de [0,1]\ C, onde C
é o conjunto de Cantor. Conclua que Fy(x) = 0 para Lebesgue-quase todo

X.

3.  Seja py aleideY e A a medida de Lebesgue. Prove que py e A sdo mu-

tuamente singulares, isto é, encontre um boreliano A tal que A(A) = 0 e
py (A€) = 0.

Ex. 6.7 — Recorde que uma variavel aleatoria Y é estocasticamente maior do que X
quando
P(X<x)>P(Y <x) para todo x € R.

Prove que essa relacio vale se, e somente se, existem variaveis X* e Y™, definidas
no mesmo espaco de probabilidade, tais que

d

* * d * *
X X, Y*=Y, X" <Y® quase certamente.

Dica. Para uma das implicacdes, use o mesmo uniforme nas inversas generaliza-
das das duas funcdes de distribuicéo.

Ex. 6.8 — Convencdes para a inversa generalizada. Seja F uma funcio de dis-
tribuicdo e, para t € (0,1), defina

F{l(t) = sup{y €R : F(y) <t}, E;1(t) = inf{y € R : F(y) >},

F'(1) = infly e R : F(y) > 1}, F'(t) = sup{y €R : F(y) <t}.

Prove que F{ ! = F; ! e que F;! = F; . Dé um exemplo de funcio de distribuigéo
e de t € (0,1) para os quais F 1(t) = F3 1(¢).



CAPITULO

7

Valor Esperado

Uma distribuicdo contém toda a informacéo probabilistica sobre uma variavel,
mas frequentemente precisamos resumi-la. A esperanca realiza a redugido mais
elementar: associa a varidvel uma média ponderada de seus valores ou, geome-
tricamente, o centro de massa de sua distribui¢io. Como todo resumo, ela é 1til

justamente porque esquece quase tudo.
Considere, para motivar a defini¢do, uma variavel simples
n
X = Z ag -1 Ap>
k=1

com Aj,A,, ..., A, disjuntos. Entdo a média ponderada m(X) dos valores que X

assume é

m(X) =Y aP(A) = J X dP.
k=1

Isso conduz a defini¢ao geral.

209
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Definicao 7.1 — Valor Esperado ou Esperanca

Se ¢ é uma variavel aleatéria definida em (Q, #,P), seu valor esperado,

esperanca ou média é definido como

Ele] i | eap

Q

Usaremos aqui a mesma nomenclatura das integrais de Lebesgue. Diremos que
X é integravel se E|X| < oo, 0 que equivale a E[X1] < co e E[X ] < . Mais
geralmente, a esperanca de X esta bem definida, possivelmente como +oc0 ou —oo,
se ao menos uma das quantidades E[X*] e E[X ] for finita; nesse caso, dizemos

que X é quase integravel.

A defini¢ao recupera imediatamente o calculo para variaveis simples.

Exemplo 7.2 — Variaveis Aleatdrias Simples.

Seja X uma variavel aleatoéria dada por
n
X = ar - 14,

k=1

com Ay,A, ..., A, disjuntos. Entdo
n
E[X] = JX dP = ) a P(A).
k=1

Se além disso, os valores aj,...,ar € R sdo distintos, entdo A, = X '({a}) =
{X=ale

E[X] =) P(X =q).
k=1

O caso particular das indicadoras estabelece uma ligacao direta entre esperanca

e probabilidade.
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Exemplo 7.3 — A Esperanca da Funcao Indicadora.

Seja 14 a indicadora de um evento A € %#. Como 1, é uma variavel aleatoria

simples, seu valor esperado é dado por

E[14] = P(A).

Definida pela integral de Lebesgue, a esperanca herda as propriedades seguintes.

Teorema 7.4 —

Suponha que &, sejam variaveis aleatorias integraveis. Entdo

(Linearidade) E[aé + bn] = aE[¢] + DE[n] para quaisquer ntimeros reais
a,b.

Se X = b € R, constante, entdo E[X] = b (escrevemos também que
E[b] = b).

[3]Se & > 0 entdo E[£] > 0.
[ 4](Monotonicidade) Se ¢ > n entdo E[£] > E[].

[ 5](Desigualdade triangular) [E[£]| < E[|¢]]

[6]Se 0 < & 1 ¢ entdo E[¢] = lim,_,« E[&,], admitindo-se o valor +co.

Demonstracao. Como E[¢] = fQ§ dP, a linearidade para func¢des integraveis,
a positividade, a monotonicidade, a desigualdade triangular e a convergéncia mo-
noétona sdo exatamente as propriedades da integral de Lebesgue demonstradas no
capitulo anterior. Para explicitar o inico ponto especifico de uma probabilidade,
se X = b,entdo X =blg e

E[b] =bP(Q) = b.
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Exemplo 7.5 —.

Suponha que uma esfera seja colorida de modo que 90% de sua area seja vermelha e
10% seja azul, com a regifo vermelha mensuravel. Fixe um cubo inscrito e escolha
ao acaso uma rotac¢do do cubo segundo a probabilidade uniforme — a medida de
Haar normalizada — em SO(3). Para cada vértice v; do cubo, sua imagem pela

rotacéo é entdo uniformemente distribuida na esfera.

Seja & aindicadora de que o i-ésimo vértice cai na regido vermelha. Entao E[§] =
0,9 paratodoie N = & + -+ & é o namero de vértices vermelhos. Por linearidade

da esperanca,
8

E[N]= ) E[§]=8-09=72
i=1

Se toda rotagéo tivesse no maximo sete vértices vermelhos, teriamos N < 7 quase
certamente e, portanto, E[N] < 7, uma contradi¢do. Logo existe uma rotacdo para

a qual os oito vértices estdo em pontos vermelhos da esfera.

Esse é um exemplo da utilizagéo de técnicas probabilisticas para provar fatos de-

terministicos. Observe que néo exigimos que as variaveis & sejam independentes.

Temos também a seguinte caracterizacdo do operador esperanca.

Teorema 7.6 — Caracterizacao da Esperanca

A esperanca é o tnico operador linear T : Z1(Q,% ,P) — R que satisfaz:
O continuidade na norma de Z1: se |&, — £]; — 0, entdo T(&,) — T(&);

0 relagdo com a probabilidade: T(1,) = P(A) para todo A € F.
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Demonstracao. O operador & — fQ§ dP é linear, [E[¢]| < |€]; e E[14] = P(A);

portanto, possui as propriedades anunciadas.

Reciprocamente, seja T um operador com essas propriedades. Se s = ijl ajly,

é simples, a linearidade e a condigao sobre indicadoras ddo
m
T(s) = ), a;P(A;) = E[s].
j=1

As funcdes simples sdo densas em Z!: para & € #1, escolha simples s, com s, —

&y — 0. Pela continuidade de T e pela estimativa [E[s, — &]| < ||s, — &l1,
T(¢) = lim T(s,) = lim E[s,] = E[¢].
n n
Isso prova a unicidade. U

Fixaremos agora a terminologia para propriedades que valem fora de um evento

de probabilidade zero.

Definicao 7.7 —
Dado um espaco de probabilidade (Q, #, P), diremos que uma afirmativa A

ocorre quase certamente se
P({w € Q : w satisfaz a afirmativa A}) = 1.

Denotaremos isso por “A ocorre q.c.”.
Em particular, dadas duas variaveis aleatorias X,Y definidas em Q, temos
que X =Y qc.,se P(X =Y)=1. Ouaindaque X <Y qcseP(X <Y)=1.

Integrais de Lebesgue ignoram eventos de medida nula, e isso é mostrado no

seguinte resultado.
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Proposicao 7.8 —

Dadas variaveis aleatérias X e Y, vale que

Se X = 0 g.c entdo E[X] = 0;

Se X =Y g.c e X é integravel ou E[X] = +oo, entdo E[Y] = E[X];

Se X <Y g.c. e Y é integravel, entdo E[X] < E[Y] (E[X] pode ser —) .

[4]Se X > 0 e E[X] =0, entdo X = 0 g.c..

Demonstracao.

Como X = X~ = 0 quase certamente, ambas as integrais sdo nulas e, portanto,
E[X]=0.

Da igualdade quase certa seguem X* = Y* e X~ = Y~ quase certamente. As

integrais das partes positiva e negativa coincidem; logo a existéncia e o valor

da esperanca de Y sdo os mesmos que os de X.

Defina

X* = Xﬂ{xgy} + Y]l{x>y}.
Entdo X* = X quase certamente e X* <Y em todo ponto. Além disso, (X*)* <
Y*, de modo que a parte positiva de X* é integravel. Por monotonicidade,
E[X] = E[X*] < E[Y], admitindo-se o valor —oo.
[4]|Dado € > 0, defina Y, = €lx>e) € observe que Y, < X para todo € > 0. Segue

que

eP(X > €) = E[Y,] <E[X] = 0,
e portanto P(X > ¢) = 0 para todo € > 0.

Como {X > 0} = {J,.,{X > 1/n}, concluimos que P(X > 0) = 0. Como X > 0,

segue que X = 0 quase certamente.
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Calculando a Esperanca

A esperanca depende apenas da distribuicdo da variavel. Demonstraremos esse
fato seguindo novamente a construcdo em trés passos: funcoes simples, funcoes

nio negativas e funcdes integraveis.

Tome agora uma variavel aleatoria X qualquer, e ¢ : R — R uma funcéo men-

suravel e simples e ndo-negativa, dada por

n
$(x) = Y alg, (x),
k=1
Aq,...,A, € B(R) disjuntos.

Temos assim que

n n
$) =Y gla (X) = ) glxea,
k=1 k=1
que é uma variavel aleatéria simples.

Segue que
ELS00] = Y, arP(X € 40 = Y. arPx(40) = | 46) dPx(x)
k=1 k=1 R

Dada agora uma funcdo ¢ : R — R mensuravel e ndo negativa, tome uma
sequencia nio-decrescente de funcdes simples e mensuraveis ¢, : R - R,n > 1,

ndo-negativas e tais que ¢,(x) 1 ¢(x), para todo x € R.

Pelos mesmos argumentos anteriores, ¢,(X),n > 1 é uma sequéncia de variaveis

aleatdrias simples e ndo-negativas, tais que ¢,(X) 1 ¢(X).

Segue do Teorema da Convergéncia Monoétona, que

E[p(X)] = lim E[¢,(X)] = lim j dn() dPx () = j 0(x) dPx ().
n—oo n—eo Jp R

Dada agora uma funcdo ¢ : R — R mensuravel, podemos escrever ¢ = ¢p* —¢~,

e aplicando o que descobrimos até agora, vemos que

E[o(X)] = E[¢*(X)] - E[p~(X)] = L o dPy - L o dPy = quo dPy.

Com isso mostramos que
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Teorema 7.9 — Teorema da Mudanca de Variaveis

Dada uma variavel aleatéria X definida em um espago de probabilidade
(Q, #,P) com distribuicdo Py, e uma fungdo mensuravel ¢ : R — R, en-
tao

E[p(X)] = L o(x) dPx ().

Ou seja, se qualquer um dos lados da equacio acima estiver bem definido, o
outro também esté e a igualdade vale.

Em particular

E[X] = J x dPx(x)
R

Demonstracao. Para uma fung¢io simples ndo negativa ¢ = Zrk":l a14,, a defini-

¢ao da distribuicao induzida da

ELp(0] = Y, aiP(X € 4) = . aPx(40) = | ¢ dPx.
k=1 k=1 R

Se ¢ > 0 é mensuravel, escolha funcdes simples ¢, 1 ¢ e aplique a Convergén-
cia Mono6tona aos dois lados. Para uma fungdo mensuravel arbitraria, aplique o
caso nio negativo a ¢ e ¢~ . Isso também mostra que um lado esta bem definido

exatamente quando o outro esta. A escolha ¢(x) = x fornece a ultima formula. []

Uma consequéncia direta do resultado anterior é a seguinte.

Corolario 7.10 — Distribuiciao determina a esperanca

d
Se & é integravel e £ = 1, entdo n é integravel e E[¢] = E[n].



7. Valor Esperado 217

Demonstracao. As distribui¢des induzidas sdo iguais. Aplicando o Teorema 7.9
as fungdes x — |x| e x — x, obtemos, respectivamente, a integrabilidade de y e a

igualdade das esperancas. O

A dependéncia apenas da distribuigio explica as formulas usuais para variaveis

discretas e absolutamente continuas. Vamos deduzi-las.

7.1.1. Variaveis Aleatorias Discretas

Uma variavel aleatdria discreta concentra sua distribui¢do num conjunto enume-

ravel de valores. Assim, existe um conjunto S = {x1,x,,...} tal que P(X € §) = 1.
Com isso, temos que a distribui¢io Py é totalmente definida pelos valores de
P({x}) = P(X = xp).
De fato, para qualquer A € B(R)
Py(A) = Y, Px({xd.

k: xkEA

Perceba também que
oo
X = Z Xk ]lAk’
k=1
onde A, ={X =x}e ZF.
Comecemos pelo caso X > 0, com x; > 0 para todo k > 1. As variaveis

n

X, = Z X ]lAk,
k=1

sdo simples e portanto
n n
E[X,] = ) % P(AD) = ) % P(X = x0).
k=1 k=1

Além disso, temos que X,, T X e o Teorema da Convergéncia Mon6tona nos diz

que

E[X] = lim E[X,] = )" x P(X = x).
k=1

n—oo

O caso com sinal sera obtido separando as partes positiva e negativa.
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Proposicao 7.11 —

Para uma variavel aleatéria discreta X nio negativa ou integravel, assu-

mindo valores em {x},xy, ...}, temos

E[X] =) xP(X = xp), (7.1)
k=1

de modo que a série a direita é absolutamente convergente sempre que X

for integravel.

~ . . . n
Demonstracao. Se X > 0, as variaveis simples X, = Zkzlxk]l{X:xk} crescem
para X quase certamente; a Convergéncia Monétona fornece a formula. Se X é
integravel, aplique esse caso a X* e X~ e subtraia. Além disso, aplica-lo a |X]

mostra que

D Ix[P(X = x) = E|X] < oo,
k=1

7.1.2. Variaveis Absolutamente Continuas

Vamos recordar que uma variavel aleatoria é absolutamente continua se existe uma
funcio mensuravel f : R — R*, conhecida como func¢io densidade de probabi-

lidade de X (ou simplesmente densidade de X) tal que
Px() = P(X € 4) = | ) d
A

onde a integral a direita é a integral de Lebesgue (feita em relacdo a medida de

Lebesgue da reta).

Para calcular E[¢(X)], precisamos primeiro avaliar

j o(x) AP (x).
R
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Para isso, tome primeiro uma funcéo simples

$(x) = Y ala,
k=1

e note que

M=

j 6(x) dPx(x) = 3" aePx(Ay)
R

o~
Il
—_

Il
M =

o JA £G) du

o~
Il

1

Il
M=

o | 14,070 dy

1

> @l () f(x) dp

k=1

$p(x0) f(x) dx.

s

Tomando uma sequéncia de fun¢des simples ¢,,n > 1 ndo negativas, com ¢, 1

¢ > 0, concluimos pelo Teorema da Convergéncia Monétona que
[ #0) dPx) = tim [ 4, aPxo) = tim [ 070 v = [ o)1) e
R " JR " JR R

E separando uma fun¢io mensuravel ¢ em parte positiva e negativa, concluimos

o seguinte resultado.

Proposicao 7.12 —

Para uma variavel aleatéria absolutamente continua X com func¢éo densi-
dade de probabilidade f : R - R* e uma fungiio mensuravel ¢ : R — R,

vale

E[o(X)] = L ) ez (7.2

onde um lado da equacéo esta bem definido se, e somente se, o outro também

esta.




7.2.

7. Valor Esperado 220

Demonstracao. Pelo Teorema 7.9, E[p(X)] = f]Rq) dPy. Para fungdes simples
nio negativas, a identidade [ ¢ dPy = [¢f dA segue diretamente de Px(A) =
| 4 J dA. Aaproxima¢ao monotona estende a identidade a toda ¢ > 0 mensuravel;

a decomposi¢ido em partes positiva e negativa conclui o caso geral. U

Funcoes de Vetores Aleatdrios

O mesmo principio vale em dimensao maior. Dado um vetor aleatério X = (X, ...,X,,)
e uma func¢do mensuravel ¢ : R" — R, queremos calcular E[¢(X)] usando apenas

a distribuicdo conjunta de X.

Vamos olhar primeiro para a distribuicdo Py do vetor aleatério X. Lembre-se
que, de modo analogo a variaveis aleatorias, Py é uma medida de probabilidade
em (R",%(R")) dada por

Py(A) = P((X},....X,) € A),

para A € B(R").

De posse da distribuicdo Py podemos recuperar as distribuicdes marginais

das variaveis X}, fazendo

Py (B) = P(Xi € B)
=P(Xx € B, X;ER;j#k)
=P((X,,....X,) € RE=1 x Bx R"k)
= Py (RF1 x Bx R"F),

A relagdo entre Py e as marginais Py, pode ser complicada, e em geral precisa-
mos de informacdes adicionais sobre o vetor para descrevé-la com mais precisio.
Uma situacdo em que essa relacdo assume uma forma simples é aquela em que

Xi, ..., X, sdo independentes. Deixaremos os detalhes para a lista de exercicios.

O argumento do Teorema 7.9 fornece sua versdo vetorial.
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Teorema 7.13 —

Dado um vetor aleatério X = (X, ...,X,) definido em um espaco de probabi-
lidade (Q, #, P) com distribui¢do Py, e uma fungao mensuravel ¢ : R" — R,
entao

Elo(Xi,....X,)] = J o(x1, ... %) dPx (1, ... %)

Ou seja, se qualquer um dos lados da equacéo acima estiver bem definido, o

outro também esta e a igualdade vale.

Demonstracao. O argumento é o mesmo do Teorema 7.9, agora para a medida

imagem Py em R". Para ¢ = Z;n:l ajlz, simples e ndo negativa,

E[p(X)] = Y aP(X € Aj)) = ) aPx(A)) = J ¢ dPy.
j=1 j=1 R

A Convergéncia Monétona trata funcdes nio negativas, e a decomposicio em par-

tes positiva e negativa trata o caso geral. U

No caso em que as variaveis X, ..., X, sao discretas, assumindo valores em con-
juntos enumeraveis Sy, ... ,S,, 0 vetor também é discreto e assume valores em Sy x---x
S,. A variavel (X, ...,X,) assume o valor ¢(xy, ... ,x,) no evento {X; = x1,..., X, =

X}

Vale entdo o seguinte resultado.

Proposicao 7.14 —

Dadas variaveis aleatorias Xj,..., X, discretas assumindo valores em

Si, ---»Sy,, respectivamente, e uma fun¢do mensuravel ¢ : R* — R, entéo

Elo(Xi,....X,)] = Z Z o(x1, ... . %) P(X = x1,...,X, = %),

XES;  x%,ES,

sempre que um dos lados estiver bem definido.
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Demonstracao. Aplique o Teorema 7.13 a distribuigéo discreta do vetor X. Sua
massa no ponto (xi, ...,x,) é precisamente P(X; = xq,...,X,, = x,,). A férmula segue
diretamente para fun¢des nio negativas por aproximacido monédtona das somas

finitas e, depois, para funcdes com sinal pela decomposicéo positiva e negativa. [

O caso onde X{, ..., X, sdo absolutamente continuas é um pouco mais complicado,
pois ndo garante que o vetor X seja absolutamente continuo. Ou seja, a existéncia
de densidades fi,...,f,;, : R = R nfo garante a existéncia de uma funcdo densidade
f : R* > R" tal que

Px(A) =P((Xy,....X,) € A)

=J FOeps o) (e )
A

:J J LaCx1s e sx) f1s e s) doxg -+ dxyy,
R R

para A € B(R"), onde A, é a medida de Lebesgue em R".

Observacao 7.15 —
Quando X = (Xj, ...,X,) é um vetor aleatorio absolutamente continuo, tam-
bém é usual dizer que as variaveis Xj,...,X, sdo conjuntamente absoluta-

mente continuas.

Nio vamos entrar em maiores detalhes sobre esse tipo de vetor, mas podemos

mostrar que

Proposicao 7.16 —
Para um vetor aleatorio absolutamente continuo X com func¢ido densidade

de probabilidade f : R* — R* e uma fun¢fio mensuravel ¢ : R" — R, vale

Elo(0)] - |

J O(x1, e %) (X1, oo s%) doxg -+ dxyy, (7.3)
R R

onde um lado da equacéo esta bem definido se, e somente se, o outro também

esta.
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Demonstracao. Como Py(A) = IA f dA,, a mesma prova do caso unidimensio-

nal d&

j o dPy = L () f() din()

primeiro para func¢des simples ndo negativas, depois para fungdes mensuraveis
nao negativas e, por fim, para funcdes com sinal. Combine essa identidade com o
Teorema 7.13. U

Variancia, Covariancia e Momentos de uma Variavel

Aleatoria

A esperanca localiza o centro de uma distribuicdo, mas nédo informa como a massa

se espalha ao redor dele. O exemplo seguinte torna visivel essa perda.

Exemplo 7.17 —.

Tome X e Y variaveis aleatorias discretas tais que

P(X =—1)=P(X =1) = %

P(Y = —100) = P(Y = —50) = P(Y = 50) = P(Y = 100) = i

Calculando, encontramos que E[X]| = E[Y] = 0, mas a variavel aleatoria Y

assume valores muito mais dispersos em torno da média.

A variancia mede essa dispersdo por meio da distincia quadratica a média. Os

momentos e a covaridncia ampliam a mesma ideia.
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Definicao 7.18 — Momentos, variancia e covariancia

Se £ é uma variavel aleatéria em (Q,% ,P):

0 Dadon e N*e & € Z™(P),

=

¢l

mp :=E[EF], M, :=E[IEF],  k=1,..,

sdo denominados, respectivamente, o k-ésimo momento e o k-ésimo

momento absoluto de ¢.

0 Se & € Z%(P), entio

Var[¢] :=E[(§ — E[¢§])’]

é a variancia de £&. O numero o := /Var[¢] é denominado desvio

padrio de &.

O Se &,n € Z%(P), definimos a covariancia por

Cov[én] :=E[( - E[ZD(n - E[n])]

As variaveis & e iy sdo ditas néo correlacionadas se Cov[&,n] = 0.

O Se & e nnio sdo quase certamente constantes, seu coeficiente de cor-

relacio é
Cov(£.n)

0¢0p

p&n) =

A expressdo da variancia deve ser lida como uma distdncia quadratica média
a esperanca. Para cada resultado w, o desvio £é(w) — E[¢] indica quanto o valor
observado ficou acima ou abaixo do centro. Se simplesmente fizéssemos a média
desses desvios, os positivos e negativos se cancelariam. Ao eleva-los ao quadrado,
todos passam a contribuir positivamente e os afastamentos maiores recebem peso

maior.

Assim, variancia pequena significa que a distribuicdo esta fortemente concen-

trada em torno da média, enquanto variancia grande indica maior dispersao. Como
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o quadrado também eleva ao quadrado a unidade de medida, o desvio padrio
Var[¢] costuma ser mais facil de interpretar: ele mede a dispersdo na mesma

unidade de ¢.

Proposicao 7.19 — Propriedades da Variancia e Covariancia

Dadas &,7 € Z%(P), temos:

[1]Var[£] >0
[2]Varl] = E[£?] - E[¢]*
[3]Var[£] = 0 < & = E[¢] quase certamente.

E]A aplicacio f : R — R, x —> E[({ — x)?] tem um minimo em E[£] com
f(E[£]) = Var[¢].

Var[a& + b] = a® Var[€] para a,b € R.

6] Covl&n] = E[¢n] — E[{]E[n].

Var[¢ + 7] = Var[€] + Var[p] + 2 Cov[& n].
Cov[££] = Var[¢].

Demonstracao.

Segue da definicio, pois (¢ — E[£])? > 0.
2 |Segue da linearidade da esperanca. De fato
g P

Var[¢] = E[(¢ — E[¢])?]
= E[£?] - 2E[¢]* + E[£]
= E[¢%] - E[¢]%

Se Var[¢] = 0, a variavel nio negativa (¢ — E[¢])? tem esperanca nula; logo é

nula quase certamente. A reciproca ¢ imediata.
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A identidade
E[(£ — x)?] = Var[£] + (x — E[¢])?

mostra que o minimo ¢é atingido em x = E[¢] e vale Var[¢].
Como aé + b — E[af + b] = a(¢ — E[£]), temos Var[a& + b] = a® Var[&].

[6|Segue da linearidade da esperanca que

Cov[&.n] = E[(¢ — E[¢])(n — E[n])]
= E[¢n] - E[£]E[n].

Segue da linearidade da esperanca e dos itens anteriores que

Var(¢ + n) = E[¢%] + E[r] + 2E[£n] — E[£]* - E[n]* — 2E[¢]E[7]
= Var[&] + Var[n] + 2 Cov[£ n].

Segue direto da definicdo.
O

O item IE] nos fornece uma descri¢do geométrica: imagine que queremos mini-
mizar o erro quadratico médio de uma estimativa x da variavel X. Nesse caso a
estimativa que minimiza esse erro é a esperanca e a variancia é o menor valor do

erro quadratico médio.

Exemplo 7.20 —.

Seja X € Z2(P) com Var[X] > 0O esejaY = aX + b, com a # 0. Temos entio
E[Y] = aE[X] + b e Var[Y] = a? Var[ X].

Da mesma forma temos que Cov[X,Y] = E[(X —E[X])(aX +b— (aE[X] +b))] =
aVar[X].
Segue que

1; a>0
_aVar[X] sinal(a) =

p(X.Y) = :
a?(Var[X])2 -1; a<o



7. Valor Esperado 227

A covaridncia a correlacio servem para medir o “nivel de correlagio” entre as
variaveis. Nesse exemplo vimos que se Y = aX + b entdo Cov[X,Y] tem o mesmo

sinal de a e p(X,Y) é 1 ou —1, de acordo com o sinal de a.

Teorema 7.21 — Independéncia e produto de esperancas

Sejam &, variaveis aleatérias independentes e integraveis. Entdo &n é inte-

gravel e
E[én] = E[£]E[7].

Em particular, se é,n € & 2(P), entao elas ndo sio correlacionadas.

Demonstracao. Assuma primeiro que ¢ e i sejam simples, com valores x, ... ,.x,

€ ¥1,....Ym. Entao

E[én] = Z Z xyPlE = x.n = yj]

i=1 j=1

I
M3
M=

xyPl€ = x|P[n=y] (pela independéncia)

i=1 j=1
= (Z xP[¢ = Xi]) (Z yiPln = )’j])
i=1 j=1
= E[£]E[n].

Se £n > 0, escolha funcdes simples &, 1 & e i, T 1, obtidas por transformagoes
mensuraveis separadas. A independéncia é preservada e &1, T . Pela Conver-

géncia Monotona,

E[y] = lmE[&,] = lim (& JE(7,] = BIEJEL]

Aplicando esse caso a |€] e |5, obtemos E|¢n| = E|¢| E|| < oo. Por fim, decomponha
£ e n em partes positiva e negativa e use a linearidade. Se ambas pertencem a Z?,

a férmula da covariancia da Cov[¢,g] = 0. O
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Vimos assim que variaveis aleatorias independentes tém covaridncia nula, quando
possuem segundo momento finito. A reciproca nao é verdadeira, como mostra o

Exercicio 7.20, ao final do capitulo.

Uma outra consequéncia importante é sobre a varidncia da soma de variaveis

independentes.

Corolario 7.22 —

Se X;,....X, €& 2(P) sao variaveis aleatorias independentes, entdo

Var[X; + - + X,,] = Var[X;] + -+ + Var[X,,].

Demonstracao. Paran = 2 temos

Var[X; + X;] = Var[X;] + Var[X,] + 2 Cov[ X1,X;] = Var[X;] + Var[X;].

Os demais casos seguem por inducéo, pois X; + -+ + X,,_; é independente de
X O

Proposicao 7.23 —
A aplicacio Cov : ZL?(P) x Z?(P) — R é uma forma simétrica bilinear

positiva semidefinida e Cov|[&, 5] = 0 se n é constante quase certamente.

Demonstracdo. Se X = X —E[X] eY =Y — E[Y], entdo Cov[X,Y] = E[XY]. A
linearidade em cada entrada e a simetria seguem da linearidade da esperanga e do

produto. Além disso,
Cov[X,X] = E[X?] = Var[X] > 0,

de modo que a forma ¢é positiva semidefinida. Se Y = ¢ quase certamente, entdo

Y = 0 quase certamente e Cov[X,Y] = 0. O
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Proposicao 7.24 — Desigualdade de Cauchy-Schwarz
Se &,n € Z?(P), entdo

Cov[¢,n]? < Var[£] Var[p].

A igualdade é valida se, e somente se, existirem a, b,c € R, nao todas nulas,

e taisque aé +bnp+c =0 q.c.

Demonstracao. A desigualdade de Cauchy-Schwarz é verdadeira para qualquer
forma bilinear positiva semidefinita e, portanto, em particular para a covariancia.

Ainda assim, faremos uma demonstracio aqui para deixar o texto mais completo e
auto-contido.
Se Var[n] = 0, entdo 5 é constante quase certamente e ambos os lados da desigual-
dade sdo zero. Além disso, n — E[n] = 0 ja fornece a dependéncia afim anunciada.
Suponha agora Var[n] > 0 e ponha 6 = — Cov[&,n]/ Var[n].
Temos assim 6 Var[n] = — Cov[£,y], e portanto
0 < Var[¢ + 0] Var[n]
= (Var[&] + 20 Cov[é&, ] + 6% Var[n]) Var[n]
= Var[¢] Var[n] — Cov[¢&, ).

A igualdade ocorre se, e somente se, Var[£ +6n] = 0, isto é, se £ + 0n é constante
quase certamente. Isso equivale a existéncia de a,b,c € R, ndo todos nulos, tais que

at + by + ¢ = 0 quase certamente. A reciproca também segue dessa caracterizagao,

trocando as variaveis se necessario. L]

Corolario 7.25 —

Dadas variaveis ndo constantes X,Y € Z2(P), entio
lp(X.Y) <1,

com igualdade se, e somente se, existirem constantes a,b,c € R, ndo todas
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nulas, tais que aX + bY + ¢ = 0 quase certamente.

Demonstracao. Divida a desigualdade de Cauchy-Schwarz por Var[ X] Var[Y] >

0 e use sua caracterizagéo do caso de igualdade. U

Integracao com respeito a Distribuicao

Uma funcédo de distribuicdo determina uma probabilidade em R. Integrar em re-
lacdo a essa probabilidade conduz as integrais de Lebesgue—Stieltjes; aqui, elas
serdo sobretudo uma linguagem para calcular esperancas sem retornar ao espago

amostral.

Proposicao 7.26 — Medida de Lebesgue-Stieltjes

Dada uma fungéo de distribui¢do F em R, existe uma tnica probabilidade Pp
em (R,%(R)) tal que
Pr((ab]) = F(b) — F(a)

para todo a < b.

Demonstracao. PelaProposigio 6.15, existe uma variavel aleatéria X cuja fungao

de distribuicdo é F. Sua distribui¢do Py satisfaz
Px((ab]) =P(a< X <b) = F(b) — F(a),

0 que prova a existéncia. Se duas probabilidades possuem essa propriedade, elas
coincidem no 7-sistema dos intervalos (—o0,b]| (tomando o limite a — —o0) e, pelo

teorema de unicidade de medidas, coincidem em % (R). O
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Definicao 7.27 — Integracao com respeito a distribuicao
Dada F uma fungéo de distribuicio em R. Para toda funcio g € ZL!(Pr)

definimos a integral de g com respeito a F

Erlg] = L gGOAE()

onde estamos considerando g como uma variavel aleatéria no espaco de pro-

babilidade (R,%(R),Pf).

Proposicao 7.28 —

Se (p1)i>1 sdo niimeros nio negativos com ). p; = 1 e

F(t) = Z Pilgp<sys

i1

entdo, para toda funcdo mensuravel g > 0,

Erlel = | 2dr =3 pa®

Demonstracao. Primeiro suponha que g = Z;":l bj1 B, é simples e néo negativa.

Entao
Erlg] = ébjPF(B» = j_ilbj Z pilp(5) (74)
=D.p 2 bj15,(8) (7.5)
= Z pi;Eti) (7.6)

Para g > 0 mensuravel, tome funcdes simples g, T g e aplique duas vezes o

Teorema da Convergéncia Mondtona:

Er[g] = lim Ep[g,] = nh_{{.lo Z pign(t) = Z pig(t)

n—oo
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Proposicao 7.29 —

Suponha que F é absolutamente continua com densidade f. Entdo, para toda

funcdo mensuravel g > 0,

[o¢]

Erls] = j gdF = j ¢ f()dx

R

Demonstracao. Primeiro suponha que g = Z;"zl bj1 B, é simples e nio negativa.

Entao
Er[g] = ), bPr(B) = ijj fx) dx (7.7)
j=1 j=1 7B
_ ijj FGO15(x) dx (7.8)
j=1 " oo
—o0 j=1
= J F(x)g(x)dx (7.10)

Para g > 0 mensuravel, aproxime g por funcdes simples nio negativas e use o

Teorema da Convergéncia Monétona dos dois lados. O

Utilizando as Proposi¢des 7.28 e 7.29 podemos integrar com respeito a uma dis-

tribui¢do que seja combinacdo de uma discreta e uma absolutamente continua.
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Teorema 7.30 — Mudanca de Variaveis

Dada uma variavel aleatoria ¢ e sua fungéo de distribuigdo Fy, entdo
£le] = | xdr)
R
e de modo mais geral,
Elg®)] - | s@)dr)
R

para toda funcdo mensuravel g : R — R, sempre que qualquer um dos lados

esteja bem definido.

Demonstracao. A medida de Lebesgue-Stieltjes PF§ ¢ a distribuicdo P, pois am-

bas tém funcéo de distribuicéo Fy. Portanto, o Teorema 7.9 da

Elg(®)] = Lg dp; = j}R £(x) dF).

Tomando g(x) = x, obtemos a primeira identidade. O

Exemplo 7.31 —.
Se & ~ #(0;1) entdo E(¢) = 0.
De fato,
1

E[¢] = E J_mxe_xZ/z dx =0,

pois o integrando ¢ uma funcdo impar e integravel.
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Exemplo 7.32 —.

Se ¢ ~ Exp(1) entdo
n!

E[&"] = J x"Ae M dx = -
0 A

onde a ultima igualdade segue por n integracdes por partes.

Desigualdades de Markov e Chebyshev

As desigualdades de Markov e Chebyshev convertem informacao sobre momentos
em controle das caudas de uma distribuigdo. Sdo estimativas simples e universais:

pedem pouco, e por isso também prometem pouco.

Teorema 7.33 — Desigualdade de Markov

Dada uma variavel aleatoria & > 0, vale que

E[{]

P >1) < — pana todot > 0. (7.11)

Em particular, dada uma variavel aleatéria & qualquer

P > 1) < @

Demonstracao. Comecamos definindo n : = f1gz>y, € observando que 7 < & pon-

tualmente.

Assim sendo temos
E[¢] 2 E[n] = E[tlg>p] = tP(£ > 1),
concluindo o resultado. O

A simplicidade da cota tem um preco: ela pode estar longe do valor exato. Apli-

car Markov a outras fun¢des da variavel permite refina-la.
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Teorema 7.34 — Desigualdade de Chebyshev
Dadas uma variavel aleatéria £ > 0 e uma constante p > 0, vale

E[¢P]
P(>1t) < 7

para todo t > 0. (7.12)

Em particular

p(el > 1) < HEF]

para uma variavel aleatoria ¢ qualquer.

Demonstracao. Basta reduzir o enunciado a desigualdade de Markov: P(¢ > t) =

E[s”’ |
P(EP > tP) < , pela desigualdade de Markov. O

Para que a cota seja informativa, precisamos de ¢ € ZP(P). Ainda assim, ela

evidencia um fato mais forte sobre a cauda.

Se X € ZP(P) para todo p > 0, entdo tPP(|X| > t) — 0 para cada p > 0: basta

aplicar a desigualdade com um expoente g > p.

Assim, nessa forma da desigualdade, exigimos um momento de ordem p de ¢,

mas obtemos um controle mais forte para a cauda.

Uma formulacgio ainda mais flexivel é obtida substituindo a poténcia por uma

func¢io nio decrescente.

Teorema 7.35 — Desigualdade de Markov estendida

Se ¢ : [0,00) = [0,00) é ndo decrescente, ¢ é uma variavel aleatéria e t > 0

satisfaz ¢(t) > 0, entédo

Elp(eD]

P(lE]>1) < o0
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Demonstracao. No evento {|¢| > t}, a monotonicidade da ¢(|&]) > ¢(t). Assim,

o1z < e(IED.

Tomando esperangas e dividindo por ¢(t) > 0, obtemos o resultado. O

Outra aplicagdo interessante da desigualdade de Markov é no estudo de como
os valores de uma variavel aleatoria se dispersam ao redor da média, e como os
diversos momentos centrais, e em particular a variancia, informam esse comporta-

mento.

O corolario abaixo ¢ geralmente apresentado na literatura como sendo a propria

desigualdade de Chebyshev, e trata exatamente deste assunto.

Corolario 7.36 — Variancia

Suponha que ¢ tenha média p e variancia 0 < o < co. Entéio

1
P(|& — yl >to) < -z bara qualquer ¢ > 0, (7.13)

ou ainda )
P(E—pl>1) < (;—2 para qualquer ¢ > 0. (7.14)

Demonstracao. Use a desigualdade de Chebyshev para a variavel aleatoria |¢ —

pl > 0, com expoente p = 2. Como E|¢ — p|? = o2,

1

2
P(E— 4l 210) < oy =

Exemplo 7.37 —.

Dada uma variavel aleatéria & com variancia 0 < 02 < oo e média y € R, entdo

P(p—\/§-0<§<,u+\/§~o):1—P(|§—,u|2\/§-0)21—%:%.
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Ou seja, £ esta a uma distdncia menor que v/2 - o de sua média, com probabilidade

> 1
2

Exemplo 7.38 —.

Considere o experimento de lancar uma moeda de maneira sequencial e indepen-
dente. Para cada n > 1, defina X, como a indicadora de que observamos cara no
n-ésimo lancamento. Suponha que em um lancamento da moeda, a probabilidade

de observar cara é p € (0,1).

Com isso temos que as variaveis Xj, Xs, ... sdo independentes com E[X,| = p e
Var[X,] = p(1 - p).

Queremos medir a proporcio de caras observadas em n langamentos, e para isso
definiremos S, = X; + - + X,,. Isto é, S, é o total de caras observadas em n langa-

mentos.

Segue assim que
E[S,] = np,

e, como Xj, ..., X, sdo independentes,
Var(S,) =np(1 - p).
Tome agora € > 0 pequeno e note que
d

Concluimos assim que

Var(S,) _ p(1—p)
n2e? nez

%—p‘>6>:P(|Sn—np|>ne)§

d

quando n — oo, para todo € > 0.

ope) -
n p| =€ ’
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Desigualdade Maximal de Kolmogorov

Para somas de variaveis independentes, ndo basta controlar apenas o valor final:
muitas vezes queremos saber se alguma soma parcial se afastou demais da origem.
A desigualdade maximal de Kolmogorov fornece esse controle sem pagar um fator

adicional pelo nimero de instantes observados.

Teorema 7.39 —

Seja (&,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes, definidas
no mesmo espago de probabilidade, com esperanca 0 e variancia finita. Seja

S, = 22:1 & Entdo para A > 0,

) < Var(S,)

P ( max |Sk| > A P

1<k<n

Demonstracao.

Comece observando que o evento {max;<x<p [Sk| > A} é a unido disjunta dos
eventos
A ={IS[ > A ISl < Aparaj<khk=1,..,n

Observe também que, para cada k = 1,...,n, temos S, — Sg = &q + - + &, que é

independente da o-algebra gerada por &, ...,&. Em particular, é independente de
Si1 Ay

Além disso, E[S, — S¢] = 0 e, pela independéncia,
E[Sk(Sy — SK)1a,] = E[Sk14,1E[S, — S] = 0.
Além disso, dentro do evento Ay vale que /1_2513 > 1, de modo que 14, <
)L_ZS,f ]lAk’ e

P(Ay) < A72E[S21, ]
S ATZE[(S + Sy — S0,
= A_ZE[(S]( + Sn - Sk)zl]‘Ak]’
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onde a dltima igualdade decorre do termo misto nulo calculado acima.

Portanto,
P(Ap) < A%E[Si14,].

Somando sobre os eventos disjuntos Ag, encontramos

P (121]?2(” Skl > A) <A?E [Sr%]l{maxlgkgn |Sk|2/1}] < /1_2E[Sr21]-

O resultado é concluido quando vemos que Var(S,) = E[S?] — E[S,]? = E[S?].

O

7.7. Desigualdade de Jensen, Holder e Minkowski

Nesta secéo apresentaremos trés desigualdades fundamentais. A desigualdade de
Jensen relaciona fun¢des convexas e esperanca; as desigualdades de Holder e Min-
kowski controlam produtos e somas em espagos LP. Antes, recordaremos alguns

conceitos de analise real.

Definicao 7.40 —

Uma fungdo ¢ : R — R é convexa se para todo ab € Re a € [0,1] vale que
plaa+ (1 —a)b) < ap(a) + (1 — a)p((b).

Geometricamente, isso se traduz como o grafico da fungéo, no intervalo [a,b],

estar abaixo da reta secante ao grafico nos pontos (a,p(a)) e (b,p(b)).

A

Funcoes como |x|, x? e e** sdo exemplos classicos de funcoes convexas.

Um resultado importante sobre fungdes convexas, e que utilizaremos na demons-

tracdo do resultado principal, é o seguinte.



7. Valor Esperado 240

Proposicao 7.41 —

Se ¢ : R — R é convexa, entdo, dado f; € R, o mapa

sy P — o)
t—ty

5

definido em R \ {t,}, é ndo decrescente.

Demonstracao. Set; < s <t,escrevas = at + (1 — a)ty, com o = (s —ty)/(t — ty).

Pela convexidade,
o(s) — o(ty) < o(t) — o(tp)
s—ty —  t—ty

O caso s <t <t é obtido escrevendo t como combinacédo convexa de s e ;. Final-
mente, se s < t; < t, escreva f, como combinacgio convexa de s e t; a desigualdade

resultante é
9(s) — 9(ty) _ () — o(to)
s—ty T t—ty

Isso cobre todas as posi¢des possiveis. U

Proposicao 7.42 — Desigualdade de Jensen

Se & é integravel e ¢ : R — R é convexa, entdo E[¢(¢)] esta bem definida

em (—o0,00] e

¢(E[¢]) < E[p(D)].

Demonstracdo. Ponhat, = E[£]. Pela proposi¢éo anterior, existe m € R entre as

inclinacOes secantes a esquerda e a direita de t,. Assim,
() > o(ty) + m(t — t;) para todo t € R.

Essa reta de suporte mostra também que a parte negativa de ¢(¢) é dominada por

uma funcéo integravel; logo sua esperanca esta bem definida. Tomando esperangas

na desigualdade,

E[p(D)] = (i) + m(E[£] - 1)) = (E[£]).
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O
Terminamos com uma aplicacdo bastante importante da desigualdade de Jensen.

Exemplo 7.43 —.

Seja X uma variavel aleatdria e sejam 0 < p < g. Vamos mostrar que X € Z9(P)
implica X € ZP(P).

Como q/p > 1, a funcio ¢p(x) = x9/P é convexa em [0,00). Ndo podemos aplicar
Jensen diretamente a | X|?, pois sua integrabilidade é precisamente o que queremos
provar. Para M > 0, defina

Yy = |XIP A M.

A variavel Yy, é limitada e, portanto, integravel. Pela desigualdade de Jensen,
E[Yy]7/? < E[v{{"] < E[|x]7].

Portanto,
E[Y)/] < E[|X]9]7/4.

Como Yy, 1 |X|P quando M — oo, 0 Teorema da Convergéncia Monotona fornece
E[|X|P] < E[|X[9]P/4 < co.

Logo X € P(P).

Proposicao 7.44 — Desigualdade de Holder
Se p,g € [1,00] sdo expoentes conjugados, 1/p + 1/q = 1, & € LP(P) e
n € Z9(P), entdo

E[1En1] < 11 pInlq-
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Demonstracao. Nos casos (p,q) = (1,0) e (0,1), a desigualdade segue direta-
mente de |£7] < [n]elé] € de sua versdo simétrica. Suponha 1 < p,g < co. Se uma
das normas ¢ zero, o resultado ¢ imediato. Caso contrario, ponha U = [¢[/[¢], e

V = [nl/lnl¢- Pela desigualdade de Young, uv < u? /p +v1/q, temos

E[UV]S%E[UP]JréE[Vq]: Lo

=

Multiplicando pelas duas normas, obtemos a concluséo. O

Proposicao 7.45 — Desigualdade de Minkowski
Se f,.g € LP(P)e 1< p< o, entido

If +&lp < 151, + lgl,-

Demonstracao. Para p = 1, integre |f + g| < |f| + |g|- Para p = oo, tome o
supremo essencial nessa mesma desigualdade. Suponha 1 < p < co. A estimativa
|f + gl < 2P71(|f|P + |g|") mostra primeiro que f + g € ZP. Se ||f + gl, = 0, ndo

ha o que provar. Caso contrario, Holder, com conjugado ¢ = p/(p — 1), fornece

If + gl < j fIIf + gt dp+ j gl1f + g/P! dp
Q Q

<Uflp +lglpllf +glP7],

= (Ifllp + IgIISf + glh "

Dividindo pelo ultimo fator, obtemos a desigualdade. O

/Funcoes Geradoras de Probabilidade

Considere uma variavel aleatdria &, tomando valores nos naturais. Seja p, = P(¢ =

r).
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Definicao 7.46 — Funcao Geradora de Probabilidade
A funcao geradora de probabilidade de ¢ é definida como

p(2) =E[Z] = Y PE =12 = py+ prz+ ppz® +-, <1
r=0

Observamos que funcdo geradora de probabilidade é uma série de poténcia e

converge absolutamente para |z| < 1, pois
p@I< Y. pl 1<) pr=1.
r r

A funcéo geradora retne as probabilidades nos coeficientes de uma série. Sua uti-
lidade aparece quando operacdes sobre variaveis se traduzem em operacoes algé-

bricas sobre essas func¢oes.

Exemplo 7.47 —.

Considere um dado justo. Entdo p, = 1/6 parar = 1,---, 6. assim

p(z) =E[Z] = %(z+zz+m+26): %2(11—_2:)'

Exemplo 7.48 —.

Neste exemplo, calculamos a fungéo geradora de probabilidade para a distribuigao

de Poisson de parametro a. Com base na defini¢éo, temos:

I i .
p(z) = z(:) ‘ j!a 2/ (7.15)
]:
S .
=y 65—?2)1 (7.16)
=
_e? - e % (az)
T eaz ;) j! (7.17)

= (=D (7.18)
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Teorema 7.49 —

A distribuicdo de & é determinada exclusivamente pela sua funcdo geradora
de probabilidade.

Demonstracao. No interior do intervalo de convergéncia, podemos diferenciar a

série termo a termo. Assim,

dn
T P@ 7 n!py.
Logo p, = p™(0)/n! para todo n > 0, e recuperamos toda a distribuicio. O

Teorema 7.50 — Lema de Abel

E[¢] = lim p’(2),
z11
admitindo-se o valor +c0. Se p’ possui extensdo continua a 1, entdo E[¢] =

p’(1).

Demonstracao. Para 0 < z < 1, a diferenciagéo termo a termo da

(o8]

p'(2) = Z rprzril-

r=1
Quando z 1 1, cada parcela cresce para rp,. Pelo Teorema da Convergéncia Mono-
tona aplicado a medida de contagem em IN,

[s¢]

lim p'(2) = > rp = E[E].

r=1

A ultima afirmacéo é imediata da continuidade em 1. Il
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Teorema 7.51 —

E[E(E - 1] = lim p"(2),

admitindo-se o valor +oo.

Demonstracao. Para 0 <z < 1,

[ee]

@)= Y- 1p2

r=2
As parcelas sdo nao negativas e crescem quando z 1 1. A Convergéncia Monétona

fornece
(o]

lim p”(2) = D r(r = Dpy = E[EE - D]

r=2

Exemplo 7.52 —.

Considere a distribuicdo de Poisson. Entdo

pr=PE=r)= e

Entao -
_ _ Lor oA _ 22 _ (-1
p(z) = E[Z¢] = zolzrﬁﬂtre = eMeA = M),
Temos d
E[¢]= —/CD =2
dz z=1
e
_ @ e 52
E[{(¢-1)]= N .
z=1
assim

Var(¢) = E[£2] —E[]2 = 22+ A— A2 = A,



7. Valor Esperado 246

Teorema 7.53 —

Suponha que &, &, -+, &, sejam variaveis aleatorias independentes com fun-
coes geradoras de probabilidade py, ps, -+, p,. Entao, a funcdo geradora de
probabilidade de & + & + -+ + &, € p1(2)po(2) -+ pp(2).

Demonstracao.

E[z5t 4] = E[z5 - 2%] = E[z49] - E[z5] = P1(2) - po(2).

Exemplo 7.54 —.

Se & e iy forem variaveis aleatorias de Poisson independentes com parametros A, y

respectivamente, entdao

E[t511] = E[#|E[¢7] = eAt-Der(t—1) = ((A+p)(t-1)

Portanto, & + 1 ~ P(A + p).
Também podemos fazé-lo diretamente:
r r
PE+n=r)=) PE=in=r—i)=) PE=0)P(n=r—i,
i=0 i=0

mas é muito mais complicado.

Somas de um numero aleatdrio de termos

As fungdes geradoras também permitem estudar somas cujo nimero de parcelas é
aleatorio. Numa seguradora, por exemplo, tanto o nimero de pedidos de indeniza-
¢éo quanto o valor de cada pedido podem variar. A soma retne as duas fontes de

aleatoriedade.
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Exemplo 7.55 —.

Sejam &, ... variaveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas e com
valores em IN, com fungéo geradora p(z) = E[z4]. Seja N, também com valores
em IN, independente de todas as & e com funcio geradora h. Para S = & + -+ + &y
(com S = 0 quando N = 0), temos

E[z5] = E[z517+N]
= Ey[Eg[z5++ | N]]

assumindo fixoN

= Z P(N = n)E[Z§l+§2+"'+§n]

n=0

= Z P(N = n)E[z5]E[z%] - E[25]

n=0

= > P(N = n)(E[z])"
n=0

= ), P(N =n)p(z)"
n=0
= h(p(2))
como h(x) = Z:’:o P(N = n)x™.
assim

EIS] = +-h(p(2))

z=1

=h(p(1))p’(1)
=E[N]E[£]

Para calcular a variancia, use o fato de que

d2
E[S(S = D] = h(p(=)

z=1

Se N e ¢ possuem segundos momentos finitos, a diferenciacdo em z = 1 fornece

Var(S) = E[N] Var(&) + E[£]? Var(N).
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/Processos de Ramificacao

Originalmente, processos de ramifica¢des foram considerados por Galton e Wat-
son nos anos de 1870 quando estes procuravam um modelo quantitativo para o
fendmeno do desaparecimento de sobrenomes, mesmo no cenario de uma popu-
lacdo crescente. O modelo é construido sob a suposicdo de que cada homem em
uma dada familia tem a probabilidade p; de ter k filhos e que o sobrenome de fa-
milia é passado aos filhos, entdo desejamos determinar a probabilidade que apds n

geracdes um individuo ndo tenha descendentes homens.

Vamos fazer perguntas como o nimero esperado de individuos em uma geragio

especifica e a probabilidade de extincéo.

Considere &y, &, -+, onde &, é o numero de individuos na geracdo n-ésima. Assu-

mimos o seguinte:

[1]&H =1

Cada individuo vive por uma unidade de tempo e produz k descendentes com

probabilidade py.

Os nimeros de descendentes de individuos distintos e de gera¢des distintas sdo

independentes. Assim,

Gt =M+ M+ 1

onde as variaveis 7; sdo independentes, identicamente distribuidas como ¢ e

independentes da historia até a geracio n.

—®
[«

1L
Tl ogn L
0oooan

Figura 7.1.: Realizacdo de um processo de ramificagio; esquema baseado em [14].
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A funcio geradora transforma a recorréncia do processo de ramificacio numa

relagéo de composicdo. Seja F(z) a funcio geradora de probabilidade de 1. Entéo

F(z) =E["] =E[Z4] = ) p2F.
k=0

Definimos
F,(z) = E[z5], Fy(2) = z.

O principal teorema dos processos de ramificacdo que provaremos nesta segao é

Teorema 7.56 —

Para0<z<1,

Fo1(2) = Fy(F(2)) = F(Fy(2)) = FH (),

Demonstracao. Condicionando no tamanho da geracdo n e usando a independén-

cia das descendéncias,
Fupa(2) = Y. P(&, = KE[27H7 | £, = k|
k=0
= Y P(&, = k)F(2)* = F,(F(2)).
k=0
Como F, é a identidade, a recorréncia mostra por inducdo que F,, = F°". Portanto,

FyoF=Ft) = FoF, O

Teorema 7.57 —

Suponha que
E[5] =) kpe=p

Var() = Y (k- ppe = 0% < .
k=0
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Entao
Elg]=p"  Var(§) =" A+ pt o+ pmh.

Demonstracao. Condicionalmente a §,_; = k, a variavel &, é soma de k cOpias
independentes de &;. Logo sua média condicional é kp e sua variancia condicional

é ko®. Em particular,
E[&] = pE[& 1],

e a condigdo inicial & = 1 da E[&,] = "

Usando E[£2 | ,_; = k] = ko? + k?1i? e somando sobre k, obtemos
E[5] = o’E[§i1] + 1°EL5 ]
Portanto, escrevendo V,, = Var(§,),
V, = p?V,_q + o2y, Vo =0.
Uma inducédo nessa recorréncia fornece

Vo= A+ g+ -+ Y.

Probabilidade de Extincao

Considere A, = {§, = 0}, o evento de que a populagio ja esteja extinta na n-ésima

geracdo. Seja q a probabilidade de extingéo eventual e

A=

(G

A, = {a extin¢lo ocorre eventualmente}.
1

3
I

Como A; € A, C A3 C -, sabemos que
q =P(A) = lim P(A,) = lim P(§, = 0).
n—oo n—o0

Como
P(&, = 0) = F,(0),
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e F é continua em [0,1], temos
F(q) = F ( lim Fn(0)> — lim F(E,(0)) = lim E,,1(0) = .
n—oo n—oo n—oo

assim
F(q) =q.

Alternativamente, usando a lei da probabilidade total
q= Y P( = k)P(extingdo | & = k) = ). prg* = F(g),
k k

onde a segunda igualdade vem do fato de que, para que toda a populacéo se extin-

gua, cada populag¢io individual deve se extinguir.

Isso significa que para encontrar a probabilidade de extin¢do, precisamos encon-

trar um ponto fixo de F.

Teorema 7.58 —
A probabilidade de extin¢do q é a menor solu¢do em [0,1] da equagédo F(s) = s.

Escreva p = E[£].
[1]Sepu<1eP(§ =1)<1,entioq = 1.

Se,u> 1, entdo g < 1.

[3|No caso degenerado P(¢; = 1) = 1, temos g = 0.

Demonstracao. Ja vimos que F(q) = g. Se a € [0,1] é qualquer outro ponto fixo,
entdo Fy(0) = 0 < « e, pela monotonicidade de F, F,,1(0) = F(F,(0)) < F(a) = a.
Portanto,
q = lim F,(0) < «a,
n—o0
e q é o menor ponto fixo.

A funcdo G(s) = F(s) — s é convexa, G(1) = 0e F/(1-) = p. Seu < 1,a
convexidade d4, para s < 1,

F(1) — F(s)
— S

. <F(-)=p<1,
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de modo que F(s) > s. Se houvesse igualdade para algum s < 1, a convexidade e
a igualdade das inclina¢des forcariam F(t) = t em [s,1]; pela identidade de séries
de poténcias, isso significaria F(¢) = ¢ em todo (—1,1), isto é, P(¢; = 1) = 1. Fora

desse caso degenerado, ndo ha ponto fixo abaixo de 1, e portanto g = 1.

Se p > 1, entdo G’(1—) > 0 e, consequentemente, G(s) < 0 para s < 1 suficien-
temente proximo de 1. Como G(0) = F(0) > 0, a continuidade fornece um ponto
fixo em [0,1); logo o menor deles satisfaz ¢ < 1. Finalmente, no caso degenerado
P(& = 1) = 1, temos F(s) = s para todo s; cada individuo tem exatamente um

descendente e a populagido nunca se extingue, de modo que g = 0. O

7.10. /Funcoes Geradoras de Momento

Definicdao 7.59 —

A funcao geradora de momentos de ¢ é
Mg(t) = E[?],

desde que essa esperanca seja finita para todo t em algum intervalo (—h,h),

com h > 0.

Para variaveis discretas ou absolutamente continuas temos que

eXip(x: se ¢ é discreta,
PR O N
IJR e* f(x) dx se & é absolutamente continua.

Exemplo 7.60 — .

A distribuicdo degenerada de probabilidade é a distribuicio associada a uma
variavel aleatdria discreta exibindo certeza do resultado. Se ¢ for um variavel alea-
torio degenerada, entdo & = ¢ com probabilidade 1. A fung¢io geradora de momento

da variavel aleatoria degenerada é particularmente simples:

Z et = e,
X;=cC
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Teorema 7.61 —

Se Mg € finita em (—h,h), entdo é infinitamente diferenciavel nesse intervalo

e,paran>lelt| <h,

0 )£ 50) - 2(0%),

Demonstracgao. Fixet com [t| < h e escolha § > 0 tal que [t| + 25 < h. Existe G, s

tal que |x|* < Cn,565|x|. Para s numa vizinhanga suficientemente pequena de ¢,
|x|"es* < Cn(g(e(t+25)x + e(t—25)x).

O lado direito € integravel pela hipotese sobre My. O teorema de diferenciacéo
sob o sinal de integral, obtido da Convergéncia Dominada, pode entéo ser aplicado

sucessivamente e fornece a féormula. O

Teorema 7.62 —

Se & e n sdo independentes e suas funcdes geradoras de momentos sdo finitas

num intervalo comum em torno de 0, entdao

Mg (8) = M(©M,(0)

nesse intervalo.

Demonstracao.
Mgy (t) = ]E[et(§+77)]
= ]E[etfet”]
= ]E[etf] E[e]

= Mg(t)M,](t).
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Teorema 7.63 —

A funcio geradora de momento determina de forma tinica a distribuicdo de

probabilidade.

Demonstracao. Suponha que duas distribuicdes p e v tenham a mesma funcéo

geradora num intervalo (—h,h). Para z € C com |Re z| < h, as fungdes
L@ = & g, L= @ aw
R R

sdo analiticas. A justificativa é a mesma dominacéo exponencial usada no teorema
anterior. Como coincidem no intervalo real (—h,h), o teorema da identidade para
fungdes analiticas mostra que coincidem em toda a faixa | Re z| < h. Em particular,
L,(it) = L,(it) para todo t € R: as fungdes caracteristicas sdo iguais. Pelo Teorema

da Unicidade de Fourier (Teorema 12.13), p = v. O

Teorema 7.64 — FGM da distribuicao normal
Se { ~ N (u,0?), entio

2t2
Mg (t) = exp (,ut + GT) .

Demonstracao.

My (t) = E[e®]

_ 1 J T e /200 gy

202 J_ o
1 © —(x% = 2ux + 1% — 26%x
= J exp ( ( a 2/1 )) dx
202 J_ oo 20

Completando o quadrado:
x? = 2ux + i — 20%tx = x% = 2(p + o?t)x + 1P
= (x—(u+02))? = (u+ %) + pi?

= (x — (u+ c?t))? — a*t? — 2u0°t.
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Entéo voltando ao calculo da fun¢io geradora de momento

o - ((x —(u+ %)) —o*t? - 2u02t)
My(t) = d
év( ) ;—2”0_2 J_m exp ( 202 X
4,2 2 00 2:)2
1“4+ 2 t —(x — + ot
= ! exp g 2;10' J exp (= (u+070)) dx
2702 20 e 202
olt? + 2/1(72t
=exp| ———
P 202
= exp (ut + %1% /2)

Teorema 7.65 —

Se & ~ N(u,02), e & ~ N(pp,02) e { e & sdo independentes, entdo
GO+ 8 ~ N + pp, 02 + 2). Ou seja, a soma de variaveis aleatorias nor-
mais independentes é uma variavel aleatoria normal cuja média é a soma

dos médias e cuja variancia é a soma das variancias.

Demonstracao. Calculamos a fungio geradora de momento da soma usando o

teorema sobre somas de variaveis aleatérias independentes.

M§1+§2(t) = M§1 (t)Mgz(t)
= exp(uit + o2t%/2) exp(uyt + o2t? /2)
= exp((py + pt + (of + 0)?/2)

Essa é a fungio geradora de momentos de ¥ (y; + jip,02 + 02); pela unicidade, as

distribuicoes coincidem. O
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/Entropia

Informacao

Gostariamos de desenvolver uma medida da informacao que obtemos de observar
a ocorréncia de um evento de probabilidade p. Nossa primeira reducdo sera ig-
norar quaisquer caracteristicas especificas do evento e apenas observar se ou nao
aconteceu. Assim, pensamos no evento como a observacido de um simbolo cuja

probabilidade de ocorréncia é p.

A abordagem que vamos adotar é axiomatica: Queremos que a medida de infor-

macéo I(p) tenha as seguintes propriedades

Definicao 7.66 — Informacao
Uma medida de informagéo é uma fungéo I : (0,1] — [0,00) com as seguintes

propriedades:

A informacédo é uma quantidade nao negativa: I(p) > 0.

Se um evento tiver probabilidade 1, ndo obtemos informacdes da ocor-

réncia do evento: I(1) = 0.

Se ocorrerem dois eventos independentes (cuja probabilidade conjunta
é o produto de suas probabilidades individuais), entdo a informacao que
obtemos ao observar os eventos é a soma das duas informacoes: I(p; -

po) = I(py) + I(py). (Esta é a propriedade fundamental)

[4]A medida de informacéo depende continuamente da probabilidade.

Essas propriedades determinam a forma de I. De fato, defina J(x) = I(e™) para

x > 0. Entdo J é continua, ndo negativa e
Jx+y)=I(e™e™) = J(x)+ J().

A equacio aditiva continua em [0,00) implica J(x) = cx para alguma constante



7. Valor Esperado 257

¢ 2 0. Logo
I(p) = —clog p.

Se a informacdo nao for identicamente nula, entdo ¢ > 0 e podemos escolher uma

base b > 1 de modo que

I(p) = log,(1/p) = —log, p.
A escolha da base determina apenas a unidade de informacao.

Normalmente, pensamos em termos de log,(p).

Exemplo 7.67 —.

Por exemplo, lan¢ar uma moeda justa uma vez nos dara eventos H e T com proba-
bilidade 1/2 e, portanto, um tnico langamento de uma moeda nos da —log,(1/2) =

1 bit de informacao.

Lancando uma moeda justa n vezes temos —log,((1/2)") = log,(2") = n -

log,(2) = n bits de informago.

Assim, obtemos que n langamentos de uma moeda justa nos fornece n bits de
informacao, e leva n digitos binarios para especificar. Que estas duas medidas sao

as mesmas nos assegura que fizemos uma boa escolha de definicido de informagao.

Entropia

Suponha agora que temos n simbolos {a;,ay, ..., a,} e que alguma fonte esta nos
fornecendo um fluxo desses simbolos. Suponha ainda que a fonte emite os sim-
bolos com probabilidades {p;, pa, ..., p,}, respectivamente. Por enquanto, também

assumiremos que os simbolos sdo emitidos de forma independente

Qual é a quantidade média de informagdo que obtemos de cada simbolo que

vemos no fluxo?

O que realmente queremos aqui é uma média ponderada. Se observarmos o sim-

bolo g;, nds obteremos log(1/p;) informagéo dessa observagio particular. A longo
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prazo, digamos N de observacdes, veremos aproximadamente N - p; ocorréncias do

simbolo g;. Assim, apés N observacdes obteremos a informacéo total I de

1= (N-p)-log(1/p).
i=1

Mas, entdo, a média de informacdes que obtemos por simbolo observado sera
n
I/N =(1/N) Y (N - p;)-log(1/p)
, i=1
=Y pi-log(1/p)
i=1

Adotamos a convencio de que 0 - log(1/0) vale 0, correspondente ao limite da

expressao quando a probabilidade tende a zero.

Isso nos leva a seguinte definigéo.

Definicao 7.68 —
Seja uma distribui¢ao de probabilidade P = {py, ps, ..., py}. Definimos en-

tropia da distribuicédo P por:

H(P) = 3, pi-log(1/p).

i=1

Para uma variavel discreta X com P(X = g;) = p;, escreva p(a;) = p;. Entdo essa

defini¢do pode ser escrita como
1
H(X) = E[lo —] .

Héa uma nocgéao analoga para uma distribuicdo absolutamente continua com den-
sidade f, chamada entropia diferencial:

h(f) = jR £ log -

fx)

quando a integral estd bem definida. Apesar da semelhanca formal, a entropia

dx,

diferencial pode ser negativa e muda sob transformacoes de escala; por isso néo

deve ser confundida com a entropia discreta.
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Em outras palavras, a entropia de uma distribuicio de probabilidade é o valor

esperado da informacao da distribuicéo.

Teorema 7.69 — Desigualdade de Gibbs

Considere as distribui¢des de probabilidade, P = {p;, ps,...,pn} € O =
{01.92, - . qn}, onde p;,q; > 0 e 3, p; = X, ¢; = 1. Entdo

— Y pilogg > - pilogp;

com as convencgdes 0log0 = 0 e —p;logg; = +o0 se p; > 0 = g;. A igualdade

ocorre se, e somente se, p; = g; para todo i.

Demonstracao. Se existe i com p; > 0 = g;, o lado esquerdo é infinito e a desi-
gualdade é imediata. Caso contrario, omitimos os indices com p; = 0 e usamos

logx <x—-1:

>, Pi10g<2>£ > pi<%—1>

i :Pi>0 t lpl>0

= > g-1<0.

i:p>0

Isso equivale a desigualdade anunciada. A igualdade em logx < x — 1 ocorre
apenas quando x = 1; portanto, ela exige ¢; = p; para todo indice com p; > 0.
Como ambas as familias somam 1, também néo pode haver massa de Q fora desse

suporte, e p; = ¢; para todo i. 0

A desigualdade de Gibbs permite identificar a distribui¢do de maior entropia
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entre n resultados possiveis. Para uma distribuicdo P = {py, ps, ..., P}, temos

H(P) —log(n) = ), pilog(1/p;) —log(n)

i=1

= iZn;,pi log(1/p;) — log(n) lZn; D
= i,pi log(1/p1) — Zn; pilog(n)
= IZH; pi(log(1/p;) — log(n))

= Z; pilog(1/p;) +log(1/m))
<0,

. 1 . R . .
com igualdade somente quando p; = - para todos i. A distribui¢do uniforme maxi-
n
miza, portanto, a informa¢do média por observagao: sem resultados favorecidos, a

surpresa fica mais bem distribuida.

EXERcicIOS

Ex. 7.1 — Seja X uma variavel aleatéria discreta com valores distintos xj,xy, ....

Suponha que

e P(X = ) < oo
k=1
Prove, a partir da definicdo da integral de Lebesgue, que

E[X] =) xP(X = x). (7.19)
k=1

Ex. 7.2 — Construa variaveis aleatorias X,Y : [0,1] — R, no espaco com medida

de Lebesgue, tais que
1
P(X>Y)> > E[X] < E[Y].

Calcule explicitamente as duas probabilidades e as duas esperangas.
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Ex. 7.3 — Prove que, para toda fungéo boreliana g : R —» R,

d d
E=n = gl =g
Compare com os casos concretos g(x) = x* e g(x) = x~ estudados no Capitulo 6.

Ex. 7.4 — Seja X;,X, ... uma sequéncia de variaveis aleatorias mutuamente inde-

pendentes. Prove que as o-algebras
U(Xl,Xg,XS, ) € O'(Xz,X4,X6, )
sdo independentes.

Ex. 7.5 — Sejam X;,Xy, ... variaveis aleatorias i.i.d., com média y1 e variancia 6% < oo.

Seja N uma variavel aleatoria com valores em IN;), independente da sequéncia, com
E[N] =m, Var(N) = v < oo,

Defina
N o)

S=),% =) XNz,
i=1 i=1
com a convencéo de que a soma vazia vale zero. Calcule E[S] e Var(S).

Ex. 7.6 — Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz: se X,Y € L?(P), entio

[E[XY]| < VE[XZ]E[Y?].

Prove também que ha igualdade se, e somente se, X e Y sao linearmente dependen-

tes como elementos de L?(P).

Ex. 7.7 — Sejam X e Z variaveis aleatorias independentes, ambas com distribuicao

normal padrao. Para a,b € R, ndo ambos nulos, defina
Y=aX +bZ.
1.  Calcule Corr(X,Y).
2. Verifique diretamente que | Corr(X,Y)| < 1.

3. Determine as condi¢Oes necessarias e suficientes sobre a e b para que Corr(X,Y) =
1.
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4. Faga o mesmo para Corr(X,Y) = —1.

Ex. 7.8 — Problema do Pareamento Suponha que n > 2 pessoas deixem seus
chapéus no vestiario e, ao final, os chapéus sejam devolvidos segundo uma per-
mutacdo uniforme. Seja X o numero de pessoas que recebem o proprio chapéu.
Calcule E[X] e Var(X).

Ex. 7.9 — Seja X uma variavel aleatdria real. Prove que

E|X|=00 = ZP(|X| >n) = oo.

n=0

Mostre, de fato, as desigualdades que relacionam a série acima com E|X]|.

Ex. 7.10 — Seja X uma variavel aleatoria real. Prove que, para todo ¢ > 0, existe

uma variavel aleatoria limitada X, tal que
P(X # X,) <e.

Faca a construcéo por truncamento e indique uma cota deterministica para | X;|.

Ex. 7.11 — Coletor de cupons. Cada pacote contém, de maneira independente,
uma figurinha escolhida uniformemente entre n tipos. Determine o nimero espe-

rado de pacotes necessarios para obter ao menos uma figurinha de cada tipo.

Ex. 7.12 — Seja X uma variavel aleatéria com valores em INj;, e segundo momento

finito. Sua funcéo geradora de probabilidades é

Gx(s) =E[sX] = Y P(X =i)¢’, 0<s<1.
i=0

Justifique as derivacdes em s = 1 pela esquerda e prove que
Var(X) = G¥(1) + G4 (1) — G (1)
Desigualdades

Ex. 7.13 — Uma moeda justa é lancada independentemente n vezes, e S, denota

o nimero de caras. Use a desigualdade de Chebyshev para provar que, para todo
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e>0,
limP(

n—oo

S, 1
o _|<e)=1.
n 2‘ g)

Ex. 7.14 — Digitos binarios e funcio geradora exponencial. Para w € [0,1),
seja di(w) € {0,1} o k-ésimo digito de sua expansio binaria; nos racionais diadicos,

escolha a expansio que termina em zeros. Defina

2(0) =2 (0) =1, () = Y z(w).
k=1

Com respeito a medida de Lebesgue, prove que

1

Mo =

0

t —t\"
(@) dgy = (e +26 ) ., teR (7.20)

Diferenciando em t = 0, conclua que

1 1
J. sp(w) do =0, J sy(©)? dw =n.
0 0

Dica. Divida [0,1) nos intervalos diadicos [k/2",(k + 1)/2"), 0 < k < 2"

Ex. 7.15 — Cota exponencial para os digitos binarios. Com a notacéo do exer-

cicio anterior, prove que, para todo ¢ > 0,

Sn

P(l;

Dica. Use (7.20), o argumento exponencial de Markov e

> g) < 272, (7.21)

eX+e ™ 2
Tgex/z, x €R.

Ex. 7.16 — Demonstracio probabilistica do Teorema de Weierstrass. Se f :
[0,1] — R é continua, use a desigualdade de Chebyshev e a continuidade uniforme

de f para provar que

> 7(%) (Z)xku 0k — £

uniformemente em x € [0,1].
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Dica. Para cada x, tome S, ~ Binomial(n,x) e escreva o polindmio acima como
E[f(S,/n)]. Separe os eventos {|S,,/n—x| < 8} e {|S,/n—x| > 6} usando uma escolha

de 6 que néo dependa de x.

Ex. 7.17 — Otimalidade da desigualdade de Chebyshev. Fixet > 1,y € Re

o > 0. Construa uma variavel aleatéria X com média y e variancia o2 tal que
1
P(|X —,U| > tCT) = t_2
Ex. 7.18 — Seja X uma variavel aleatoria nao negativa com E[X] < oo, e defina
X, =X An.
1.  Déum exemplo para o qual E[X?] = co.

2. Prove que, para todo p > 2,
> nPE[X?] < oo
n=1

3. Prove que a conclusdo continua valida no caso-limite p = 2.

Dica para o dltimo item. Para cada x > 0, estime )’ ., n~2(xAn)? separando

os indicesn < xen > x.

Ex. 7.19 — Sejam Xj, ..., X,, variaveis aleatorias reais independentes e S, = Xj +

-+ + Xi.. Prove a desigualdade de Etemadi: para todo t > 0,

P(max 1S, > t) <3 max P(S,| > t/3).
1<k<n 1<k<n

Dica. Parar > 0, considere os eventos disjuntos de primeira passagem
A~={max Si| < 3r, |S; 23r}, j=1,...,n
j 1Sk<j| k| | ]l J

Use aindependéncia de A; e S,—S; e trate separadamente o caso em que maxy P(|S| >
r)>1/3.

Ex. 7.20 — Dé um exemplo de variaveis aleatoérias limitadas e dependentes X e Y
tais que Cov(X,Y) = 0. Calcule a covariancia e mostre diretamente que as variaveis

ndo sdo independentes.
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Dica. Tome uma variavel X centrada e procure Y que seja nula sempre que
X #0.



CAPITULO

8

Medida Produto

Para estudar duas ou mais grandezas simultaneamente, precisamos medir sub-
conjuntos de um produto de espacos. A medida produto realiza essa construcéo, e
os teoremas de Tonelli e Fubini mostram quando uma integral em varias variaveis
pode ser calculada por integrais sucessivas. A ordem de integracéo parece apenas

tipografica; sem as hipoteses corretas, nao é.

Definicao 8.1 —
Dados (Q1,%7) e (Q,,%3) espagos mensuraveis, definimos a o-algebra pro-
duto ¥, ® F, como a o-algebra gerada pela colec¢do dos retingulos mensu-

raveis:

g1®g2:6<{A><B g Ae?l,Begz})

Nesse caso também diremos que o produto dos espacos mensuraveis (Q, #,) e
(Q,y, F4) é o espaco mensuravel (Qq x Qy, F1 @ Fy).

266
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B AxB

oV
—

A

Figura 8.1.: Retangulo mensuravel em #; ® %,.

As projecdes oferecem outra descri¢do da o-algebra produto. Ao produto carte-

siano Q x Q, dos conjuntos Q e Q, associamos as aplicagdes
]Tl:leQZ_)Ql’ 77.'23Q1XQ2—>Q2.

Podemos fazer uso dessas aplicagdes para construir a o-algebra produto. Dados
dois espagos mensuraveis (Q, #1) e (Qy, F5), podemos formar uma colegio de

subconjuntos em Q; x Q, puxando de # :
i (F) ={nry(E) : E€ 1} ={ExQ, : E€ Fq}

A familia 77 (%) é uma o-algebra, pois a imagem inversa preserva complementos

e unides enumeraveis.

Podemos fazer a mesma construcio para a projecdo no segundo espaco.

Teorema 8.2 — Produto finito de o-algebras

A o-algebra produto é a o-algebra gerada pelas imagens inversas das duas

projecoes:
F1® Fy = o{my (F1) U 5 (F2))-
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Demonstracao. Para A € &, e B€ %,
Ax B =n71(A) Ny }(B).

Logo todo retangulo mensuravel pertence a o-algebra do lado direito. Reciproca-
mente, 77; {(A) = Ax Q, e 7, 1(B) = Q; x B sdo retingulos mensuraveis. Portanto,
cada uma das duas familias geradoras esta contida em % ® F,, o que prova as

duas inclusdes. O

Suponha que E C Q; xQ,.Dado x € Q; e y € Q,, definimos a x-se¢io EX C Q,
e a y-se¢do EY C Q; de E como

EV={x€Q; : (x,y) € E}

B ={yeQ: (x,y) € E}

Conforme indicado na préxima proposi¢io, todas as se¢cdes de um conjunto men-

suravel sio mensuraveis.

Proposicao 8.3 —
Se (Q, F) e (Qy, F5) sdo espagos mensuraveis e E € F; @ F,, entdo EX €

F, paratodo x € Q; e EY € # paratodo y € Q,.

Demonstracao. Provaremos apenas para a se¢io EY; a demonstra¢io para a se¢do

E* é analoga.

Considere a familia # = {E € ¥, ® #, : EY € #;}. Mostraremos que ./ é uma
o-algebra contendo os retangulos mensuraveis e logo deve ser #; ® F,, e isso é

suficiente para demonstrar a proposicao.

O Suponha que E = A x B é um retdngulo mensuravel. Entdo EY = A quando

y € Be EY = @ quando y € B. Em ambos os casos EY € %,logo E € /.
0@Y={xeQ:(xy)ec}=0e¢c F,assim A contém @.

0 SeEy, Ey, ... € M, entio (JE,) = |JE) € %;.Logo M éfechado em relacio

a unido enumeravel.
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0OSeEe€M,eF=Eentio F¥ ={x € Q : (x,y) &€ E} = Q; \ EY € #,. Logo

A é fechada sob complementacio.

Proposicao 8.4 —

Suponha que R™, R" estejam equipados com suas o-algebras Borel
BR™), B(R") e seja R™" = R™ x R". Entéo

BER™) = BR™) @ B(RY).

Demonstracao. Cadaretangulo AxB, com A € B(R™) e B € B(R"), é boreliano
em R™" pois
AxB=n71(A)nn;1(B)

e as proje¢des coordenadas sdo continuas. Isso prova B(R™)® B(R") C B(R™").

Na direcdo contraria, escolha bases enumeraveis de abertos em R™ e R". Os
produtos de elementos dessas bases formam uma base enumeravel da topologia
de R™*". Todo aberto de R™*" é, portanto, uniio enumeravel desses retangulos e
pertence a B(R™) @ B(R™). Como os abertos geram a o-algebra de Borel, segue a

inclusdo oposta. U

Suponha que (Qq, ) e (Qy, F3) sejam espagos mensuraveis. A intersecdo de

retangulos mensuraveis é um retangulo mensuravel
(AxB)N(CxD)=(ANC)x(BND),
e o complemento de um retangulo mensuravel é uma uniéo finita de retangulos
(AxB) = (A°x B) U (A x B°) U (A€ x B°).

Assim, a familia de unides finitas de retangulos mensuraveis em Q; xQ, forma uma
algebra, que denotamos por %. Esta algebra nao ¢, em geral, uma o-algebra, mas

gera a mesma o-algebra produto que os retingulos mensuraveis.
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Teorema 8.5 — Existéncia da medida produto

Dados espacos de medida o-finitos (Q1,F1, 1) € (Qq,F, 1), existe uma tnica

medida p em F ® F, satisfazendo
H(A x B) = p(A)pz(B), A€ F,Be F.

Diremos que p é a medida produto de y; e u,. E sera denotada por py ® py.

Demonstracao. Seja F; a algebra das unides finitas disjuntas de retingulos men-

suraveis. Para E € %, defina

wo®) = | (B dpy o).
Q
Como E é uniio finita de retangulos, a func¢do x > uy(E*) é mensuravel e simples;

em particular, a defini¢do faz sentido. Para um retangulo,

(A x B) = j Ly GOs(B) duy(x) = pr (Ao (B).
Q

Se (E;) é uma sequéncia disjunta em ; cuja unido E ainda pertence a F, entio,
para cada x, as secdes Ef sdo disjuntas e E¥ = J, Ey. Pela aditividade de i, e pela

Convergéncia Mondtona,

w® = | 3 B din) = 3. (o)
k=1 k=1

Logo pig € uma pré-medida, e o Teorema de Extensdo de Carathéodory fornece uma

medida p em o(F)) = F, @ F,.

Para a unicidade, escolha U; 1 Qq e V; 1 Q, com 3 (U)),p2(V}) < 0. Os retangulos
Uj x V; crescem para o espaco produto e tém medida finita. Assim, o segundo caso
do Teorema de Unicidade de Medidas 2.14, aplicado ao n-sistema dos retdngulos,

mostra que a extensao é Unica. U
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Corolario 8.6 — Produto finito de medidas

Sejam (Qj,g‘f'j,pj), 1 < j < n, espacos de medida o-finitos. Existe uma tnica
medida o-finita

1 ® - ®

na o-algebra produto #; ® -+ ® %,, definida por iteracdo, tal que
n
(11 ® = @ p)( Ay x -+ x Ap) = [ [ (A
j=1

para todo retangulo mensuravel A; x---x A,. Sob a identificacdo natural dos

produtos cartesianos, essa medida nao depende da parentizacdo dos fatores.

Demonstracao. Itere o teorema anterior. O produto de duas medidas o-finitas é
o-finito, pois produtos dos conjuntos de uma exaustdo por conjuntos de medida
finita fornecem uma exaustido do espaco produto. Assim a construcdo pode ser

repetida um nimero finito de vezes.

As diferentes parentizacdes produzem medidas na mesma o-algebra: todas as
o-algebras iteradas sdo geradas pelos retangulos A; x - x A,. Além disso, todas
as medidas obtidas atribuem a cada retangulo o valor Hj #i(A;j). A unicidade no
m-sistema dos retangulos, usando a o-finitude, mostra que essas medidas coinci-
dem. U

Teorema 8.7 — Mensurabilidade de Fun¢ées com Variavel Fixa
Sejam (Q x Qy, F1 ® F) e (Z, M) espagos mensuraveis.
Se f: QxQ, — Z é mensuravel, entdo as fungdes ¥V : Q; - Z, f¥: Qy —

Z obtidas fixando uma variavel também sio mensuraveis.
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Demonstracao. Provaremos apenas para f”. Seja I” : Q; — Qq x Q, a aplicacio
de inclusdo I”(x) = (x,y). Dado E € F; ® F,, por 8.3 (IY)"}(E) = EY € %, logo

IY é uma funcdo mensuravel. Mas f¥ = f o 7. O

Areas de Secoes Transversais

Um conjunto no espaco produto pode ser examinado fixando uma coordenada. As
medidas dessas se¢Oes desempenham o papel abstrato de areas transversais e serdo

o integrando na formula da medida produto.

Teorema 8.8 — Mensurabilidade das areas das secoes

Sejam (Qq, F1, p), (Qq, F2,v) espagos de medida o-finitos. Se E € F; @ F,
0O v(EX) é uma funcido mensuravel de x € Q;.

0 u(EY) é uma funcdo mensuravel de y € Q,.

Demonstracao. Provaremos a mensurabilidade de y — u(EY); a outra afirmagio

segue trocando os fatores. Suponha primeiro que p(Q;) < oo e ponha
M ={E € F ® Fy : p(EY) é uma funcio mensuravel de y}.

M éigual & F| ® Fo, pois:

0 Se E = A x B é um retangulo mensuravel, entdo p(EY) = u(A)1g(y), que é
mensuravel. Se E é uma unido finita disjunta de retingulos mensuraveis E;,

entdo u(EY) = 2}. ,u(EJy ), que também é mensuravel.

Entdo . contém a algebra das unides finita disjuntas de retingulos mensu-

raveis.

O Se E, sdo conjuntos crescentes em ./, entdo ,u((Un E)) = (uxn E) =
lim p(Ey) é mensuravel, e logo U, En € .
n—o00

De modo analogo, se E,, sdo conjuntos decrescentes em .#, entdo a continu-
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idade por cima da
u((()EwY) = lim u(ER).
n n
Aqui se usa a finitude de p(Q9).

O Assim . é uma classe monotona contendo a algebra das unides finitas de
retingulos mensuraveis. Pelo Teorema da Classe Monétona (1.29), # =
F1 Q@ Fy.

No caso o-finito, escolha Q; ,, T ©Q; com (€ ,,) < o0 e reaplique o argumento a

medida finita y1,(F) = p(F N Q4 ,). Entao
H(EY) = lim p,(EY),
n—o00

que é mensuravel como limite de fun¢des mensuréaveis. U

Integrais Iteradas

Construimos a medida produto por extensio de Carathéodory e sabemos quanto
ela vale nos retangulos. As se¢des permitem agora calcula-la em conjuntos men-

suraveis gerais por uma formula integral explicita.

Teorema 8.9 — Formula integral da medida produto

Sejam (Qq, F1, 1) e (Qy, F5,v) espagos de medida o-finitos. Para todo E €
(,u®v)(E):J J 1g dv d,u:J J 1g dy dv.
x€Q, JyeQ, yEQ, Jxe0;
—_—

7
v(E¥) H(EY)
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Demonstracao. Denote por A{(E) a primeira integral iterada e por A;(E) a se-
gunda. Essas integrais existem pelo Teorema 8.8. As medidas 1, e 4, sdo o-aditivas
pelo Teorema da Convergéncia Monotona logo ambas sdo medidas em % @ F.

Mais ainda se E = A x B, entdo expandindo as duas integrais temos A,(E) =
H(AW(B) = 2o(E).

As trés medidas sdo o-finitas e coincidem no z-sistema dos retangulos. Pelo
Teorema de Unicidade de Medidas 2.14, ; = Ay = 1 ® v em toda F; ® F. O

Teorema 8.10 — Fubini
Sejam (Qq, 1, 1) e (Qy, F,,v) espagos de medida o-finitos. Se £ : Q;xQy —

R é i ® v-integravel, entdo as se¢des sao integraveis quase em toda parte e

JQ gy = LEQ [ LEQ ) dv]dp - LEQ “Q Exy) d,,] av.

Demonstracao. Para ¢ = 1, a afirmacéo é o Teorema 8.9. Por linearidade, ela
vale para funcdes simples ndo negativas. Se ¢ > 0 é mensuravel, escolha s, 1 &

simples. Para cada variavel fixa, s,(x,") T é(x,); duas aplicacdes da Convergéncia

jgdoz@v):le(L

e, por simetria, a igualdade na outra ordem. Esse é o conteiido de Tonelli para

Mondtona dio

&(xy) dV(y)) dp(x),

2

funcdes ndo negativas.

Agora aplique o caso ndo negativo a |£|. Como [ [£] d(u®v) < o, a fungio x —
[ 1E(x,y)| dv(y) é finita para p-quase todo x. Logo as se¢des de ¢ sdo integraveis
fora de um conjunto nulo. Aplicando a formula ji provada a ¢+ e £~ e subtraindo,

obtemos a primeira integral iterada. O argumento simétrico fornece a segunda. [



8. Medida Produto 275

Teorema 8.11 — Tonelli

Sejam (Qq,F1,1) e (Q9,F3,v) espacos de medida o-finitos.

Se f: Q; xQy — [0,00] é F ® Fy-mensuravel, entdo as funcdes

x HJ flxy) dv(y), yr— | flxy) du(x)
Q, Q

Sa0 mensuraveis e

L o f d(uev) = JQ ( L fxy) dv(y)) dp(x) = L (IQ fGxy) d,u(x)) dv(y),

com valores em [0,00].

Se g : QyxQ,; — R émensuravel, entdo g é y®v-integravel se e somente

LU

Equivalentemente, a mesma condicdo pode ser escrita com a ordem das

se
lgCxp)l dV(y)) dp(x) < co.

2

integrais invertida.

Demonstracao. Para funcoes simples nio negativas, a mensurabilidade das inte-
grais parciais segue do Teorema 8.8, e as igualdades seguem da linearidade e do
Teorema 8.9. Para f > 0 mensuravel, tome fun¢des simples s, T f. As integrais
parciais de s, crescem para as integrais parciais de f; logo estas sdo mensuraveis.
Aplicando a Convergéncia Mondtona no espago produto e em cada integral iterada,

obtemos as duas igualdades do primeiro item.

Aplicando o primeiro item a |g], temos

j gl d(u@v)=j ( J 18Gey) dv<y>) du(),
Q,xQ, o, \Jo,

e analogamente na ordem inversa. Portanto, qualquer uma dessas quantidades é

finita se e somente se g é integravel. U
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Corolario 8.12 — Representacao por camadas

Se (E,&,p) é um espaco de medida o-finito, f : E — [0,00] é mensuravel e

r > 0, entao

(o¢]

JEf’ dy = rJ T u(f > t) dt,

0
com a igualdade entendida em [0,00]. Em particular,

L £ du= Lm W(f > 1) d,

e, se 0 < f <1, a integral externa pode ser restrita a [0,1].

Demonstracido. Paratodo x € E,

[o¢]

f) = J, rtr_lll{f(x)>t} de.
0

O conjunto {(x,t) : f(x) >t} é mensuravel, pois
{x): f>8= | {f>gx09.
q€0s

Logo o integrando no lado direito é mensuravel e ndo negativo. Tonelli permite

integrar primeiro em x ou em ¢, produzindo a férmula. O

Resumidamente, se uma integral dupla é absolutamente convergente, entdo é

valido mudar a ordem de integracéo.

Exemplo 8.13 —.

Se £ ndo é ndo-negativa, a hipotese de convergéncia absoluta é crucial para mudar

a ordem de integracéo.

Um contraexemplo elementar é a sequéncia duplamente indexada a,, , = (-m)" /n!,

param > 1en > 0. Somando primeiro em n, obtemos ), = ¢~ e, portanto,

n>0 am,n

> Yana= Y= g

m>1n>0 m>1
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Para cada n fixo, entretanto, os termos a,, , nem sequer tendem a zero quando
m — oo, de modo que a soma na ordem inversa ndo existe. A série dupla nao é

absolutamente convergente.

Distribuicao Conjunta

A medida produto volta agora a probabilidade. Para um vetor aleatério, a distribu-
icdo conjunta registra simultaneamente as coordenadas e, ao contrario das margi-

nais isoladas, conserva a dependéncia entre elas.

Definicdo 8.14 — Distribuiciao conjunta
Se & = (&, ...,&) for um vetor aleatorio definido em (Q,#,P), entédo ¢ induz

uma medida de probabilidade P; em R", dada, para A € %(R"), por

P:(A) = P({71(A) = P(£ € A). (8.1)

Essa medida é denominada distribuicio conjunta de &.

Definicao 8.15 — Funcao de Distribuicao Conjunta
Se & = (&, ...,&,) for um vetor aleatério, sua fun¢io de distribui¢do conjunta
é

Fe(xy, %) = P(& < 1508 < x5).

A partir da defini¢do da independéncia vemos que a func¢éo de distribuicdo con-

junta fatora como o produto de fungdes de distribuigao.

Feg,,... ) (%15 es %) = Fg (1) X -+ X Fg (%),
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Teorema 8.16 —

As variaveis aleatorias &, ... ,&, sdo independentes se e somente se sua distri-

buigao conjunta satisfaz

Sp=l el

Demonstracao. Se as variaveis sdo independentes, entdo, para quaisquer A; €
AR,
n
Pr(Ayx - x Ay) =P € Ay, € Ay) = [ [ Pr(Ap.
k=1
As duas probabilidades coincidem no 7-sistema dos retangulos; pelo Teorema de
Unicidade de Medidas 2.14, coincidem em toda B (R™).

Reciprocamente, se a distribui¢do conjunta é a medida produto, a mesma identi-
dade vale para todo retangulo boreliano. Essa identidade é exatamente a definicio

de independéncia de &, ... ,&,. U

Assim, a independéncia equivale a dizer que a lei conjunta é o produto das leis
marginais; as variaveis ndo precisam estar originalmente definidas num espaco

produto.

Extensiao de Kolmogorov em RY

Para construir conjuntamente uma sequéncia de variaveis aleatorias, precisamos
de um espaco no qual todas possam ser observadas. Passamos, por isso, dos pro-
dutos finitos aos produtos infinitos, que também servirdo de espaco amostral para

processos estocasticos.

Nessa se¢éo nos concentraremos na construcio de medidas no espaco ]R]N, onde
todas as ideias centrais sdo apresentadas. Posteriormente, na Seco 8.8, o argu-

mento que apresentaremos sera generalizado para produtos mais gerais.

Para provar o Teorema de Extensdo de Kolmogorov, seguiremos os passos de

Bochner[10, 2]. Antes de entrarmos diretamente nos espacos produto, apresenta-
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remos algumas defini¢des e resultados que preparam essa construgao.

Considere entdo um conjunto Q e uma sequéncia crescente {F,},; de o-algebras

em Q. E para cada n, seja i, uma medida de probabilidade na o-algebra %,.

Definicao 8.17 —
Diremos que a sequéncia {(%, i,)},—; ¢ Kolmogorov consistente se sem-

pre que m < n temos Fp, C Fp € il = fiy-

Dado of = U:ozl F, uma extensio da sequéncia de probabilidades {y,},>; é

uma medida y em o(&/) satisfazendo p, = plg .

Teorema 8.18 — Extensao de Bochner

Dado {(#,, #,)}~; uma sequéncia Kolmogorov consistente. Suponha que

existe uma classe compacta # C U:;l Fy, de Q tal que
ta(A) = sup{p,(C) : Ce FnF,eCC AL

Entdo existe uma unica extensio de Kolmogorov para a o-algebra

O_<U;0:1 Fn)-

Demonstracao.

Defina y na algebra of = U:;l Fn por u(E) = p,(E) para E € F,. A condigéo de
consisténcia de Kolmogorov garante que p esta bem definida. Também ¢é simples
ver que (@) =0e u(Q) = 1.

A aditividade finita de y é direta. Se A; € o, parai = 1,...,r, existe m tal que

A; € F,, para todos esses indices; basta entdo usar a aditividade de p,,.

Para concluir a demonstragio, observamos que se A € ¢/, entdo existe n tal que
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Ae F,e

H(A) = pa(A)
=sup{u(C) : Ce I NnF,eCcC A}
<sup{u(C) : Ce X eCcC A}

< u(A).

Assim, pelo Teorema de Extensdo Compacta 2.29, p é uma pré-medida. O Teo-

rema de Extensdo de Carathéodory fornece entdo uma extensdo a uma probabili-

dade em o(&/); como a pré-medida é finita, essa extensao é Unica. O

Com essas ferramentas, voltamos a construcéo de medidas de probabilidade em
]R]N:{((/Jl,wz,...) : wiE]R,iE]N}.
O primeiro passo é eleger uma o-algebra onde definiremos nossa medida. Consi-

]R]N

W ¢ L

Figura 8.2.: Representacio visual de RN,

dere a classe dos cilindros retangulares de dimenséo finita:

Definicao 8.19 —

Definimos

€ ={{w : v € (ab]parai=1,...k} : k€N, —o0o < g <b; < oo}
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A o-algebra produto em RN é

BR®N : = 5(%).

1 2 3 4 5 6

Figura 8.3.: Representacio visual de um cilindro em RY. Em azul um ponto do

cilindro.

Observacao 8.20 —

Esta é, de fato, a o-algebra com a qual trabalhamos intuitivamente nos cursos
mais basicos de probabilidade. Lembre, por exemplo, que quando queremos
estudar o “lancamento de infinitas moedas”, sempre descrevemos os even-
tos de interesse a partir de eventos que dependem do resultado de finitos

langamentos. Mesmo eventos do tipo A = {observamos cara infinitas vezes}

=AU
k=1n=k

com A, = {observamos cara na n-ésima jogada}.

€ escrito como

Para aplicar o Teorema 8.18, fixaremos uma notagdo para os cilindros. Dado

B C R", denotaremos por B x RN

o conjunto:
BxRN"" = {(w;, wy, ...) tais que (wy, ... w,) € B}

Se A € €, entio existem n € N e B € B(R") tais que A = Bx RN,
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Considere agora a sequéncia encaixante de o-algebras:
F, ={AxRN™ . A e BRM}.
Sem <neBe BRM), entdo
BxRN"™ = (BxR™™) xRN € F,

de modo que #,, C F,,e A = U:’:l F, € uma algebra, com € C .

Proposicao 8.21 —
o{d) = o(E).

Demonstracao. Como ¢ C &, temos imediatamente o(%) C o(<f). Para ver a
inclusdo contraria, dado n > 1, faca @, = {A € B(R") : AxRN"" € ¢(&)}. Como

&, é uma c-algebra contendo os retangulos do tipo

n
[ Tabel c vy,
k=1
entdo &, = B(R"). Segue que F, C 0(€) paratodon>1e

o(d) C o(6).

Teorema 8.22 — Extensio de Kolmogorov em RN

Dadas medidas de probabilidade P,, em (R",%(R")) tais que

Pn+1((al9b1] X X (anabn] x ]R) = Pn((alabl] X oo X (anabn])s

para todo n > 1 e todos os intervalos indicados, existe uma tinica medida de
probabilidade P em (RN, (R)®*N) com

Plo : o € (4;,b;],1 <i<n}=Pp((ag, by] x -+ x (an, by ]).
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Demonstracao.

Para comecar, dado n > 1 defina a medida de probabilidade Q, em (R",%(R"))
por

On(A) = Ppi1(AxR).

Como Q, coincide com P, no 7-sistema dos retangulos szl(ak,bk], o Teorema
de Unicidade de Medidas 2.14 mostra que ambas coincidem em toda % (R"). Logo,
paratodon>1e A € B(R"),

P,11(AxR) = Py(A),

e por inducdo
Pn+m(A x R™) = Pn(A)

Com a notacio introduzida anteriormente, defina a medida y, em (RN, %,) por
pin(Bx RN"") = P,,(B).
Sem <neD e %B(R™), entdo
(D x RN=™) = P, (D x R*"™™) = P,,,(D) = p1,,(D x RN-™),

Concluimos que {(F,,1,)},>1 € Kolmogorov consistente.

Considere agora as classes de cilindros

Hy ={K xRN K € B(R") compacto} e F = U K.
n>1
Observe que, se C € #,, e D € #,,, comm < n, entdo CN D € F,,.

Afirmamos que classe # é compacta, o que provaremos no lema a seguir.

Dado agora um conjunto A € & entio A = D x RN com D € B(R"), para
algum n > 1. Pela regularidade interior das probabilidades de Borel em R”, para

todo € > 0 existe um compacto K C D tal que
pn(AN (K x RN"™)) = P,(D\ K) <.

Em particular,
pin(A) < pi(K x RN™) 4 ¢,



8. Medida Produto 284

Consequentemente
U (A) = sup{p,(C) : Ce FnF,eCC Al

e o teorema segue do Teorema 8.18.

O

Dado A € & ndo vazio, definimos dim(A) := minfn > 1 : A € F,}, e
dim (RN) = 0.
Se A,Ay € of e A; N Ay # @, entdo dim (A; N Ay) < max{dim (A;),dim (A,)}.

De fato,sem <ne A; = By xRN A, = B, x RN entio

(By x RN"™) 1 (B, x RN"") = ((B; x R* ™) N B,) x RN"" € & |

Lema 8.23 —

A classe % definida na demonstracdo anterior como

H, ={K xRN K € B(R") compacto} e K = U F,y.

n>1

é compacta.

Demonstragio. Considere uma sequéncia (G);>; em % e suponha que

m
B, ::mCii(D para todom > 1.
i=1
Para cada i, escolha r; tal que G; € %, e defina d,, = max{r,... ,,}. Como os
cilindros de menor nivel sio fechados e algum dos cilindros que formam B,, tem

base compacta em R, existe um compacto ndao vazio Ly, C R% tal que
By, = Ly, x RN=n,

A sequéncia (dy,)p>1 € nao decrescente. Distinguimos os mesmos dois casos suge-

ridos pelos niveis dos cilindros.
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Se (d,;) é limitada, existe d e existe my tais que d,, = d para m > my. Nesse caso
os compactos nio vazios L,, C R? sdo decrescentes. A compacidade de Ly, implica

ﬂmZmo L,, # @, e portanto

G= () Bmz(ﬂ Lm>><JR]N‘d;t(Z>.

(o]
=1 m=my m=m,

1

Suponha agora que d,,, = o0. Escolha x(m e B,, para cada m. Fixada a coorde-
nada j, tome m; tal que dmj > j. Param > mj, temos x(m e B, C Bm]_; assim, a
j-ésima coordenada de x(™ pertence, a partir de m;, a projecdo compacta ﬁj(Lmj).
Extraimos sucessivamente uma subsequéncia na qual a primeira coordenada con-
verge, depois uma subsequéncia desta na qual a segunda coordenada converge, e
assim por diante. O procedimento diagonal fornece uma subsequéncia (y(f))ezl de

(x(m))m21 que converge coordenada a coordenada para algum y € RN,

Fixe p > 1. A partir de certo indice, y([) € B,. Escrevendo B, = L, x RN,
as primeiras d,, coordenadas de y(e) convergem para as de y. Como L, é fechado,

y € By, Isso vale para todo p, logo

NS ﬂ BP = mCl
p=1 i=1

Em ambos os casos, a propriedade da intersecéo finita implica que a intersecéo

enumeravel é nio vazia. Pela contrapositiva, # é uma classe compacta.

Existéncia de Variaveis Aleatodrias Independentes

O produto de medidas ndo apenas descreve independéncia: ele permite construi-
la. As proje¢des coordenadas do espaco produto terdo as leis prescritas e serdo

independentes por definicdo da medida.
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Teorema 8.24 —

Dadas probabilidades Py, ..., P, em R, entdo existem variaveis aleatorias in-

dependentes &, ..., &, com distribuicdes Py, ..., Py,

Demonstracao. Considere o espaco de probabilidade
QFP)=R',BRP;Q-QP,)

e defina &(xi,...,x;,) = x;. As proje¢des coordenadas sio mensuraveis. Para
Aq, ..., A, € BR),

P(5 € Ay fy € Ay) = (P ® + ® P)(A; x -+ x A,) = [ | Prl4p).
k=1

Logo &, ...,& sdo independentes e a distribuicdo de & é Py. U

Podemos generalizar o resultado anterior para sequéncias de variaveis aleatorias

iid.

Teorema 8.25 — Sequéncias de variaveis i.i.d.

Seja F uma distribui¢do em R, entdo existe uma sequéncia de variaveis alea-

torias independentes &, ..., &,, ... com distribui¢éo F.

Demonstracdo. Para cadan > 1, seja P, = F®" em R". Essas probabilidades sio
consistentes, pois
P, 1(AxR) = FE"(A)F(R) = Py(A)

para todo A € B(R"). Pelo Teorema de Extensdo de Kolmogorov, existe uma
probabilidade P em (RN, %(R)®N) com essas marginais. Defina &(w) = wg. As

proje¢des sdo mensuraveis e, para Ay, ..., A, € B(R),

P € Ay, 5 € Ay = [ [ FAp.
k=1

Logo as coordenadas sdo independentes e cada uma tem distribuicgéo F. O
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Agora vamos traduzir a teoria desenvolvida até aqui para densidades. Uma fun-

cdo mensuravel f : R — [0,00) é uma densidade de ¢ se
P e A)= J f(x) dx para todo A € B(R).
A

Necessariamente IIR f dx =1, e a densidade é determinada apenas quase em toda
parte. Do mesmo modo, uma densidade conjunta de & = (&, ...,&,) é uma funcio

mensuravel f: R" — [0,00) tal que

P(fe A) = J f(x) dx para todo A € B(R").
A

Teorema 8.26 —

Sejam &, ... &, variaveis aleatorias com densidades marginais fi, ..., f; e den-

sidade conjunta f. Entdo &, ... &, sdo independentes se e somente se

f(xp, ) = [ ] £
=1

para quase todo (xi, ... ,x;) € R™.

Para passar de identidades de integrais a identidades pontuais entre densidades,

usaremos a seguinte ferramenta de analise real.

Teorema 8.27 — Teorema de Diferenciacao de Lebesgue

Se f € L(R), entdo
X+€
im0 = 1)

para quase todo x € R.
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Demonstracao. E o cason = 1 da versdo multidimensional enunciada a seguir. |

Teorema 8.28 — Diferenciacao de Lebesgue em R"

Se f € LI(R") e Q.(x) = H?zl[xi,xi + €], entdo

elo €

lim — f £6) dy = £()
O.(x)

para quase todo x € R™.

Demonstracao. A prova analitica parte da desigualdade maximal fraca (1,1) de
Hardy-Littlewood. Para g € C,(R"), a média sobre Q.(x) converge uniformemente
a g(x) em compactos. Dado f € L!, aproxime-o em L! por tais fungdes g. A de-
sigualdade maximal controla, por uma constante vezes |f — g|;/t, a medida do
conjunto onde o limite superior das médias de |f — g| excede t. Fazendo primeiro
|f—gli — 0edepoist | 0, obtém-se a convergéncia quase em toda parte. Essa fer-
ramenta classica, cuja prova completa pertence a analise real, pode ser consultada
em [17]. O

Prova do Teorema 8.26. Suponha primeiro que as variaveis sejam independentes.

Para x = (xy, ... ,x,) e € > 0, a independéncia da

1
- f(y) dy
€
Q(x)

n
1
e—nHP(xl'Sfini-ﬁ‘E)
i=1

I1 (EJ | 1iGw) dyz-)-

i=1

Pelos dois teoremas de diferenciacéo, o lado esquerdo converge a f(x) para quase
todo x, e cada fator do lado direito converge a fi(x;) fora de um conjunto nulo.
Pelo Teorema de Fubini, a unido dos conjuntos excepcionais coordenados ainda

tem medida de Lebesgue nula em R". Logo f(x) = [[, fi(x;) quase em toda parte.

Reciprocamente, suponha essa fatoragéo. Para Ay, ..., A, € %B(R), Fubini-Tonelli
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fornece
n
PGedbica)=| ]G ax
Ax-xAy i=1
n n
~[1] #e) an=[Tre e
i=1 A i=1
Essa é a definicdo de independéncia. g

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 8.29 — Distribuicao Uniforme.

Sejam & e n variaveis aleatorias independentes, distribuidas uniformemente em

[0,1]. Assim, a densidade de & e 1y é dada pela fungio de densidade

1, xelo1]

0, caso contrario.

-]

Portanto, a densidade conjuntade £ en é

1, se(x,y)e€[0,1]x[0,1]

0, caso contrario.

o(x,y) = {

Exemplo 8.30 — Distribuicao Gaussiana em R".

Também denominada de distribuicado normal multivariada. A densidade de cada

coordenada & é dada pela gaussiana padrao unidimensional

flx) = \/%e‘xz/z,x €R
JT

e as coordenadas sdo independentes, entdo a densidade de (¢, ..., &,) é

_ ! I
qo(xl,---,xn)—(zﬂ)n/z eXP( > )

onde |x|? = x? + - + x2.
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Faremos agora uma demonstracéo alternativa da afirmacéo de que para variaveis
independentes a esperanca do produto é o produto das esperancas. Compare essa

demonstragdo com a demonstracio do Teorema 7.21.

Teorema 8.31 —

Sejam &, € Z1(P) independentes. Entdo (£5) € ZL1(P) e

E[¢n] = E[£] < E[n].

Demonstracgdo. A distribui¢do conjunta de (£,7) é Py ® P,. Por Tonelli,

Elé] = LZ xy] d(P; @ P,)(x.y) = ( L " dPg(x)> ( L ¥ dP,]<y>) <o,

Portanto &7 é integravel e Fubini pode ser aplicado:

E[én] = Lz <y d(P; ® P,)(xy) = ( Lx dPg(x)> ( Ly dP,7<y>) _ E[Z]E[]

O

Convolucao e Soma de Variaveis Aleatorias

Independentes

Se conhecemos apenas as distribui¢des de & e 7, a distribui¢do de & + n ndo esta
determinada, embora sua esperanca esteja, quando existe. Para ver isso, tome uma
variavel simétrica &, isto é, & = —£. Um exemplo é o resultado de uma moeda

honesta, com cara representada por 1 e coroa por —1.

As somas & + & e & 4+ (&) tém parcelas com as mesmas distribui¢des, mas a
primeira é 2¢ e a segunda é identicamente nula. Portanto, é preciso conhecer a
distribuicdo conjunta dos somandos. Sob independéncia, ela é o produto das mar-

ginais e podemos calcular a lei da soma.
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Teorema 8.32 —

Se & e iy sdo variaveis aleatorias independentes com funcoes de distribuigio

F e G, respectivamente, entdo a funcao de distribuicdo de & + 1 é

H(z) = J F(z—y) dG(y) = J’ G(z — x) dF(x).
R R

Demonstracao. Pela independéncia, a distribui¢do conjunta de (£,7) é Py ® P,,.

Tonelli aplicado a indicadora do semiplano {(x,y) : x +y < z} da
H(z) = ( peiyze) (P © ()

( Lix<z—y} dpg(x)> dPry(y)

(
- ER (=~ ) dP,(y) —j F(z - y) dG(y).

J

Trocando a ordem de integracdo, obtemos H(z) = IJR G(z — x) dF(x). O

Corolario 8.33 —

Se & e 5 sdo independentes e tém densidades f e g, respectivamente, entéo

& + n tem densidade

hz) = j}R flz=)20) dy.

A integral anterior é denotada por h = f x g e é conhecida como convolucao

de feg.
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Demonstracao. A funcio h é mensuravel e ndo negativa, por Tonelli. Para todo

A € B(R), novamente por Tonelli e pela mudanca de variavel z = x + y,
[ h e | | ta@se-1g0) az o
A R /R

- j j LaGe + ) fGg(y) dx dy
R R
=P +neA).

Logo h é uma densidade de ¢ + 7. Tomando A = R, vemos também que JJR h=1.[]

Exemplo 8.34 —.
Sejam ¢ e n variaveis aleatérias uniformes independentes em [0,1]. A densidade de

E+né
h(x) = j 0.1(x — )10 (3) dv.
R

O integrando vale 1 exatamente quando max(0,x — 1) < y < min(1,x). Portanto,
X, 0<x<1,
h(x)=12—-x, 1<x<2,

0, caso contrario.

A convolucio também permite suavizar funcdes. Veremos como usa-la para

aproximar func¢des continuas por funcoes suaves.

Definicdo 8.35 — Funcdes Teste

Uma funcio é dita funcao teste ou suave de suporte compacto, denotada

por f € C.°(R) se f é de classe C* e seu suporte

supp(f) :={x € R : f(x) = 0} = f~1(R\ {0}).

€ um conjunto compacto.

Para comecar, estabelecemos a existéncia de uma funcio teste em [—1,1].
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Lema 8.36 —

A funcéo

) = e x| <1

0 x| >1

pertence a C.°(R) e tem suporte [—1,1].

Demonstracao. No intervalo (—1,1), a funcéo é suave. Uma induc¢io usando as
regras do produto e da cadeia mostra que, para cada m > 0, existem um polindmio

P,, e um inteiro N, > 0 tais que

Fm(x) = _ P exp <_

(1—x2)N

Para todo N > 0, tNe=1/t 5 quando t | 0. Tomandot = 1 — x2, concluimos

), x| < 1.

1—x?

que f(’”)(x) — 0 quando x — =1 pelo interior. Como f é identicamente nula fora
[—1,1], todas as derivadas se prolongam continuamente por zero nos dois extremos.

Logo f € C°(R); como f > 0 em (—1,1), seu suporte é [—1,1]. O

Normalizando a fung¢éo do lema anterior por sua integral, obtemos uma fungao

p >0 em C°(R), com suporte em [—1,1] e integral igual a 1.

Lema 8.37 —
Seja p > 0 uma fungdo em C.°(R), com suporte em [—1,1] e jRp = 1. Se

£: R > Ré continua, defina
i) =n j plnx — YIf(y) dy.
Entdo f,, € C°(R), h
£0) = it j M =~ IF() dy,

e f, — f uniformemente em conjuntos compactos. Se f é limitada, entdo

I falloo < 1 fllo-
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Demonstracao. Ponha p,(u) = np(nu). Seu suporte esta contido em [—1/n,1/n],

e

£ = j pulx = ) dy.

Dai supp(f,,) € [-n—1/n,n+ 1/n]. Como f é integravel em intervalos compactos,
a Convergéncia Dominada permite diferenciar sob o sinal de integral, para cada n

fixo. Iterando,

£ = J

—n

A~ D f(G) dy = j P (nCx — ) () dy.

O mesmo argumento mostra que essas derivadas sdo continuas; portanto f, €
C(R).

Seja K C R compacto. A funcido f é uniformemente continua no compacto
{y : d(y,K) < 1}. Dado € > 0, escolha § > 0 tal que |f(y) — f(x)| < € quando x € K,
d(y,K) < 1e|x—y| < 8. Paran suficientemente grande, 1/n < § e [x—1/n,x+1/n] C

[—n,n] para todo x € K. Usando f pn = 1, obtemos, uniformemente em x € K,
)= F@I < [ e = DI - G0l dy < e

Por fim, se f é limitada,

G < 1l j pux—9) dy < [l

o que conclui a prova. U

8.6.1. Testando Convergéncia com Funcgdes Suaves

Lema 8.38 —

d
Sejam (&,),>1 e & variaveis aleatorias reais. Entao &, — & se e somente se

lim E[f(6)] = E[f(&)]

para toda f € C°(R).




8. Medida Produto 295

d
Demonstracao. Se§, — & e F,,F sdo as respectivas funcdes de distribuicéo, entao
F,(t) — F(t) em todo ponto de continuidade de F, portanto quase em toda parte.
Para f € C°(R),
f@=-| row
X

Por Fubini,

EU%H=—Lf@&@dL

Como |F,| < 1e f’ tem suporte compacto, a Convergéncia Dominada dA E[ f(&,)] —
E[f(©)].

Reciprocamente, suponha a convergéncia das esperancas para toda funcao teste.
Primeiro obteremos controle uniforme das caudas. Para R > 0, escolha 3 € C.°(R)
tal que

1[-Rr/2,r/2] S YR < 1[_RR]-

Entao
lim sup P(|£,| > R) < 1 — E[yx(&)] < P(|¢| > R/2).

n—oo

O ultimo termo tende a zero quando R — oo.
Seja agora g uma fungdo continua limitada e ponha M = | g|e. O caso M = 0 é
trivial. Dado € > 0, escolha R de modo que

£ £
P(J£] > R) < Tenl’ P(|&,| > R) < Toil

para todo n suficientemente grande. Pelo lema dos molificadores, existe g €

C°(R) com | gilleo < M e SUP| <R lgr(x) — g(x)| < /8 para k grande. Fixado tal k e

tomando depois n grande,

[E[g(&)] — E[g(D]l < Elg — gkl(&) + [E[g1(&)] — E[gi (D]l + Elgi — £1()

<eé.

Logo as esperancas convergem para toda g continua e limitada.

Por fim, seja x um ponto de continuidade de F. Para § > 0, escolha fungdes

continuas gy, gg : R — [0,1] com

g5 < Lcwx] < &5
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tais que g5 = 1 em (—oo,x — ] e zero em [x,00), enquanto gg = 1em (—o0,x] e zero
em [x +J,00). A convergéncia ja provada para func¢des continuas limitadas implica
E[g5 (©)] < lim inf F,(x) < lim sup F,(x) < E[g5 (£)].
n n
Fazendo § | 0 e usando a continuidade de F em x, os extremos convergem a F(x).

d
Portanto F,(x) — F(x) e & — &. O
Aplicacoes
Encerramos o capitulo com duas aplicagdes em que a estrutura produto é menos

visivel, mas decisiva: simetrias de sequéncias independentes e passagem ao limite

em distribuicdes.
8.7.1. Lei 0 — 1 de Hewitt-Savage
Definicao 8.39 —

Uma bijecdo 7 : N — IN é uma permutacao finita se existe N, tal que

n(n) = n para todo n > Nj.

Se & = (1,6, ...) é uma sequéncia de variaveis aleatorias, escrevemos

T:& = (&r(1)&n(2)s )

Um evento A = {¢ € B} € 0(§,,&, ...) é simétrico se {¢ € B} = {T,¢ € B} para toda

permutacéo finita 7. Os eventos simétricos formam a o-algebra permutavel &.

Teorema 8.40 — Lei 0-1 de Hewitt-Savage

Se (&,)n>1 € uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identica-

mente distribuidas, entiao

P(A) € {0,1} paratodo A € &.
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Demonstracao. Fixe A € & e ¢ > 0. A algebra dos eventos que dependem de um

nimero finito de coordenadas gera o(&;,&, ...). Pelo Lema 2.13, existe um evento

Ceoa(,...5) tal que
P(AAC)<e¢

para algum n. Seja 7 a permutagdo que troca os blocos {1,...,n} e {n +1,...,2n} e
fixa os demais indices, e ponha C’ = {T;¢ € D} quando C = {¢ € D}.

Como a sequéncia é i.i.d., sua lei é invariante por x; como A é simétrico,
PArC)=P(AaC)<e e P(C)=P().

Além disso, C depende das primeiras n coordenadas e C” das n coordenadas seguin-

tes, logo sdo independentes. Portanto
P(CNC’) =P(C)>%.

Como
P(A2(CNC))<PArC)+P(AaC’)< 2,

temos [P(A) — P(C)?| < 2¢ e |[P(C) — P(A)| < ¢. Fazendo ¢ | 0, obtemos P(A) =
P(A)?, isto é, P(A) € {0,1}. O

8.7.2. Passeios Aleatodrios

Se (&);>1 € uma sequéncia de vetores aleatorios i.i.d. em RY, entéio

é um passeio aleatorio em R?
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Teorema 8.41 —

Se S, ¢ um passeio aleatorio em R, entdo, quase certamente, exatamente uma

das seguintes alternativas ocorre:
0 S, = 0 para todo n;
oS, = oo
o S, = —oo;

O liminf, S, = —eo e limsup, S, = .

Demonstracao. Uma permutacgio finita dos incrementos néo altera S, para todo
n suficientemente grande. Logo os eventos {limsup, S, < t} e {liminf, S, <t} sdo
simétricos. Pela Lei 0-1 de Hewitt-Savage, as variaveis aleatorias estendidas

L =limsupS§,, ¢ = liminf S,
n n

sdo constantes quase certamente; denote essas constantes também porLt e [—o0,00].

Considere o passeio deslocado S, = &+ +&,, 1. Ele tem a mesma lei que (S,), de
modo que limsup, S; = L e liminf, §; = ¢ quase certamente. Como Sy = & + 5,
se L é finito entdo L = & + L, e se £ é finito entdo £ = & + £. Em qualquer desses
casos, &, = 0 quase certamente e, pela distribuicio idéntica, S, = 0 para todo n

quase certamente.
Fora desse caso degenerado, L e { pertencem a {—oo,00}. Como ¢ < L, restam so-
mente (£,L) = (00,00), (—00, — 00) ou (—00,00), que correspondem as trés alternativas

restantes. [l



8.8.

8. Medida Produto 299

/Extensao de Kolmogorov geral

Nesta secdo generalizamos o Teorema de Extensdo de Kolmogorov para produtos

arbitrarios. Queremos construir uma medida no espaco

QA = HQO{

aEA

associado a uma familia de espacos {(Q,,% )} ca, todos ndo vazios. Seus elemen-

tos sdo x4 = (%) gea-

De modo correspondente, temos as aplicagdes de projecdo nas coordenadas 7g :
Qa — Qp, que leva x4 para xg. Também podemos definir a composta de tais apli-

cacdes de projecdo de coordenadas.

Por exemplo, dados B C A, podemos definir a projecdo parcial 7g : Q4 — Qg de
modo natural. Mais geralmente se C C B C A, podemos definir 7o, g : Qg — Q.
Entéo temos as leis de composicéo

TD«C ° TC«+B = 7ID«B

seDcCcCCBCA.

Podemos definir a g-algebra puxada por cada coordenada:
71';(955/;) 1= {ﬂ'ﬂ_l(E) :Ee ‘%jﬁ}>

e entdo a o-algebra produto
‘%A = ®‘%ﬁ = O'<U ﬂ;(‘%jﬁ)>
peA peA

Esta é a menor o-algebra que torna mensuraveis todas as proje¢des 7z e, mais

geralmente, todas as projecdes g para B finito.

Todo evento do produto depende, de fato, de no maximo uma quantidade enu-

meravel de coordenadas. Para justificar essa afirmacéo, considere

M ={ng'(Ep) : B C Aenumerével, Eg € Bp}.
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A familia / contém os cilindros coordenados que geram 98 4 e é fechada por com-
plementos. Se E, = n3'(D,) € ./, entio B = \U, By é enumeravel. Escrevendo

pn = Qp — Qp para a projec¢ao natural,
Ey = 75" (P (D),

e, portanto,

J B = 5" (U p,:l(Dn)) €.

n

Logo /# ¢é uma o-algebra e B4 C . A inclusdo oposta vale porque cada 7p é

mensuravel para a o-algebra produto. Assim /# = 3B 4.

Em particular, se E € 3B 4, existem um conjunto enumeravel B C A e Eg € Bp
tais que E = ﬂgl(EB). Se f: Qu — [0,00] é mensuravel, aplique esse fato aos
eventos {f > g}, ¢ € Qx, e tome a unido dos conjuntos de coordenadas assim
obtidos. H4, portanto, um tnico conjunto enumeravel B C A que determina simul-
taneamente todos esses eventos. Se dois pontos de Q4 tém a mesma projecio em
Qp, eles pertencem aos mesmos eventos {f > g} para todo racional ¢ > 0 e, por
isso, tém o mesmo valor de f. Como os fatores sdo nao vazios, g é sobrejetora;
podemos entdo definir fg : Qg — [0,00] por fg(7p(x)) = f(x). As pré-imagens

{fB > ¢} sdo mensuraveis para todo g € Qx¢, logo fg é mensuravel e
f=fponp

As projecdes coordenadas tornam-se, assim, uma familia de variaveis aleatorias
definida num tnico espaco mensuravel. Se u4 é uma probabilidade em 9 4, sua

marginal em Qg, para B C A, é
p(Ep) = (np)+Ha(Ep) = pa(ng ' (Ep)),
para Eg € Bp. Essas marginais satisfazem

(TcB)«HB = Hc

sempre que C C B C A.
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Teorema 8.42 — Extensao de Kolmogorov

Seja {(Qy,PBy)}aeca uma familia de espacos de Borel Hausdorff néo vazios.
Para cada subconjunto finito B C A, seja pg uma probabilidade interior-

mente regular em Qp, equipado com a topologia produto. Suponha que

(B« MB = e

sempre que C C B C A, com B e C finitos. Entéo existe uma tnica probabili-

dade p14 em 3B 4 que satisfaz (7). s = up para todo B C A finito.

Demonstracao. Seja & a algebra dos cilindros de dimenséo finita:
Ay ={n5(E) : B C Afinito, E € Bp}.
Defina
pio(rg ' (E)) = pp(E).

Essa defini¢do independe da representacdo. De fato, duas representagdes podem
ser levadas ao conjunto finito comum de coordenadas D = B U C, e a compati-
bilidade das marginais mostra que ambas recebem o mesmo valor. Pelo mesmo
procedimento de levar uma colecéo finita de cilindros a um conjunto comum de

coordenadas, vemos que j é uma probabilidade finitamente aditiva em &/,.

Considere a familia de cilindros com base compacta
K ={n5'(K) : B C Afinito, K C Qp compacto}.
A regularidade interior de cada pp dé, para E = 75 (Ep) € o,

Uo(E) = sup{yy(C) : Ce H,C C E}

Verifiquemos cuidadosamente que % é uma classe compacta. Se G, = 73" (K,)
possui a propriedade da intersegéo finita, ponha J = (J By, que é enumeravel.

Para cada a € J, escolha um indice n(a) com a € By, e defina

Lo = Mgy B, (Kn()-
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Cada L, ¢ compacto e ndo vazio. Pelo Teorema de Tychonoff, L = [] . ] L, é

compacto. Para cada n, o conjunto
D,={x€L: np . j(x) €Ky}

é fechado em L, pois K, é compacto e Qp é Hausdorff. A familia (D) tem a propri-
edade da intersecdo finita: para uma colecdo finita de indices, acrescente também,
para cada coordenada que ela envolve, os cilindros Cy,); a propriedade da interse-
c¢éo finita dos G, fornece as coordenadas necessarias em L, e as demais podem ser
escolhidas arbitrariamente. Pela compacidade de L, (), D, # @. Estendendo um

ponto dessa intersecdo as coordenadas de A \ J, obtemos

(G = 0.
n=1

Portanto % é uma classe compacta.

Este é o ponto decisivo da construcio: a classe compacta converte uma interse-
¢do enumeravel vazia de aproximantes numa intersecio finita ja vazia. Assim, a

aditividade finita de y basta para controlar sua continuidade no vazio.

O Teorema de Extensdo Compacta 2.29 transforma agora a aditividade finita de
Ho em continuidade no vazio e, portanto, em c-aditividade na algebra &/: 1 é
uma pré-medida. O Teorema de Extensdo de Carathéodory fornece uma extensdo
a o(dy) = Ba. Como 1p(Q4) = 1, a extensdo é Gnica. Por construgdo, suas

marginais finitas sdo exatamente as probabilidades pp. O

Proposicao 8.43 — Formula das caudas

Se X é uma variavel aleatoria ndo negativa, sem hipétese de integrabilidade,

entao -
E[X] :J P(X >1t) dt,
0

com a igualdade entendida em [0,00].
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Demonstracao. Para cada o,

X(w) =J Lix(w)>t} dt.
0

O integrando é ndo negativo. Pelo Teorema de Tonelli,

EX :J E[l{x>y] dt :J P(X >1t) dt.
0 0

EXERcicIOS

Produto

Seja E C Qg x Q. Para x € Qq, defina a x-se¢do de E por

EX={yeQ, : (x,y) € E}.

Ex. 8.1 — Sejam E,F C Q; x Q, e x € Q. Prove que
1. (EnF)*=E*nF%

2. (E9* = (E¥)%, tomando os complementos, respectivamente, em Q; x Q, e

em QZ;
3. (Unzl En)x = UnZl Erjlc

Ex. 8.2 — Se (Q,F1,111) e (Q9,F3,112) sdo espacos de medida o-finitos, prove que a
medida produto j; ® p, também é o-finita. Construa explicitamente uma exaustio

do espaco produto por retangulos de medida finita.

Ex. 8.3 — Prove que, para todo inteiro d > 1,

d
BRY) = (X) BR).
i=1

Faga as duas inclusdes: use a continuidade das proje¢des numa dire¢éo e uma base

enumeravel de retdngulos abertos na outra.
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Ex. 8.4 — Uma prova alternativa da existéncia da medida produto. Sejam
e J, probabilidades borelianas em R™ e R", respectivamente. Na algebra das unioes
finitas disjuntas de retdngulos borelianos, considere a funcdo finitamente aditiva
determinada por

Ho(A x B) = py (A)pz(B).
Use a regularidade interior das probabilidades borelianas e a classe dos compactos
de R™" para verificar as hipoteses do Teorema de Extensio Compacta. Conclua,

pelo Teorema de Carathéodory, a existéncia de py ® .

Ex. 8.5 — Construcio quantilica de uma sequéncia i.i.d. O teorema de exis-
téncia de sequéncias i.i.d. deste capitulo garante que, dada uma funcéo de distri-
buicdo F em R, existe uma sequéncia infinita de variaveis independentes com essa
distribuicdo. Dé uma construgéao alternativa e explicita usando uma sequéncia de

uniformes e a inversa generalizada de F.

Ex. 8.6 — Sejam ¢ e n independentes, com

Je(x) = ae™*1[g 00)(x), a >0,

en ~ U(0,1). Determine a densidade de Z = £ + 5, apresentando-a separadamente

nos intervalos 2 < 0,0<z<1lez>1.

Ex. 8.7 — Independéncia probabilistica e independéncia linear. Seja V um
espaco vetorial de dimenséo finita sobre um corpo finito Fy, seja & uniforme em V
e seja

() VxV T,
uma forma bilinear nao degenerada. Dados vetores ndo nulos vy, ...,v, € V, prove

que as variaveis aleatorias
<§,V1>, :<§’Vn>

sdo independentes se, e somente se, vy, ...,V, sdo linearmente independentes.
Dica. Estude a imagem da transformagéo linear

T:V—TFg, T(x) = ((x,v), .0 {2, 9)).

Ex. 8.8 — Distribuicao do produto. Sejam ¢ e  variaveis aleatorias independen-

tes e estritamente positivas, com funcdes de distribui¢io F e G, respectivamente.
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1. Se H ¢ a funcéo de distribuicdo de &, prove que, para z > 0,
z

H(z) = J( . F(;) dG(y).

2. Aplique a féormula quando ¢ e n sdo independentes e uniformes em (0,1).

Determine a funcédo de distribui¢do e uma densidade de 7.

Ex. 8.9 — Infinitas moedas e o intervalo unitario. Considere

oo

— N ~ \ %

com a o-algebra produto e a probabilidade produto de moedas justas. Seja E o

conjunto das sequéncias que sdo eventualmente iguais a 1.
1. Prove que E é enumeravel e tem probabilidade zero.

2. Prove que a restricio ® : Q \ E — [0,1) é uma bijecdo e que sua inversa

tem coordenadas
di(x) = |2Fx] — 2| 2K 1x], x € [0,1).

Conclua que a bije¢do e sua inversa sdo mensuraveis.

3. Mostre, primeiro nos intervalos diadicos, que a imagem da medida produto
por @ é a medida de Lebesgue. Conclua que os dois espacos sdo isomorfos

como espacos de probabilidade depois de retirar conjuntos nulos.

Ex. 8.10 — Uma identidade de janelas deslizantes. Seja X uma variavel aleato-

ria real e fixe a > 0. Use Tonelli para provar que

JP(x<X<x+a) dx = a
R



CAPITULO

9

Acoplamento

Comparar as distribui¢oes de duas variaveis aleatoérias nem sempre permite com-
parar diretamente seus valores. Se elas vivem em espacos amostrais diferentes, ex-
pressdes como &(w) — n(w) sequer estdo definidas: ndo ha, a principio, um mesmo

resultado w no qual possamos observar as duas variaveis.

O acoplamento contorna essa dificuldade construindo cépias das varidveis num
espaco de probabilidade comum. As distribuicdes marginais permanecem inalte-
radas, mas a dependéncia entre as copias pode ser escolhida de acordo com o pro-
blema. Essa liberdade permite ordenar duas variaveis, fazer duas trajetérias se
encontrarem ou estimar a diferenca entre distribuicdes pela probabilidade de desa-

cordo entre as copias.

Comecemos com duas moedas cujas probabilidades de sucesso sdo ger,com 0 <
g <r < 1. Se as lancarmos independentemente, a primeira pode produzir sucesso
e a segunda, fracasso. Entretanto, escolhendo uma dnica variavel U ~ Uni[0,1] e

definindo
£ = Ly<gp n =1y}

306
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obtemos as distribuicdes desejadas e, a0 mesmo tempo, a relagdo ¢ < 5 em todo

resultado. Cada moeda conserva sua lei; a novidade esta na companhia.

Construcdes conjuntas

Definicao 9.1 — Acoplamento

Sejam p e v medidas de probabilidade num mesmo espaco mensuravel (E,&).

0 Um acoplamento de ; e v é uma medida de probabilidade /i em (E x

E,& ® &) cujas marginais sdo y e v:

ot =p fromyt =v,

onde ﬂl(x’.‘)/) =Xxe 71'2(x>J’) =)

0O Um acoplamento de variaveis aleatorias £ e 7, ambas com valores
em (E,&), é um par (é’ ;i) definido num mesmo espago de probabilidade

e tal que

A~ d o d
&§=¢, n=n.

Denotaremos por €(y,v) o conjunto dos acoplamentos de y e v. A medida pro-
duto p ® v sempre pertence a esse conjunto e corresponde ao acoplamento inde-
pendente. Se y = v, ha também o acoplamento diagonal: escolha Z com distribu-
icdo u e tome (Z,Z). Esses dois extremos mostram que as marginais nao determi-
nam a distribuicdo conjunta. A independéncia é uma escolha, ndo uma clausula da

defini¢do.
Exemplo 9.2 — Duas moedas, dois acoplamentos.

Sejam & e n variaveis de Bernoulli com pardmetros 0 < g < r < 1. No acoplamento
independente, com as linhas indexadas pelo valor da primeira variavel e as colunas

pelo valor da segunda, a distribuicdo conjunta é

((1 —(1-r) (1 —q)r)
q(1—r) o )
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Nesse caso, o evento {¢ = 1,7 = 0} tem probabilidade g(1 —r) > 0 quando 0 < q <
r<l.

No acoplamento construido na abertura do capitulo,

£ =Ly<gh n =1y

1-r r—q
0 q '

Agora & < n sempre. Por isso, essa construcdo é chamada de acoplamento mo-

a distribuigdo conjunta é

noétono.

A mesma distribui¢do conjunta admite outra construgdo. Tome variaveis inde-
pendentes & ~ Be(q) e { ~ Be((r —q)/(1 —q)) e fagany = & Vv {. Entéao ny ~ Be(r)

e & < ng. O mecanismo é diferente, mas o acoplamento é o mesmo em lei.

Figura 9.1.: O mesmo uniforme produz duas moedas ordenadas. O desacordo

ocorre exatamente quando g < U <r.

Exemplo 9.3 — Acoplamentos discretos como matrizes.

Se E é enumeravel, um acoplamento de probabilidades y e v pode ser representado

por uma matriz ndo negativa

Q(x.y) = P = x5 = y), x,y € E.

As condicdes sobre as marginais tornam-se

D006y = p(fxd), D, QCey) = vy

yEE x€E
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Reciprocamente, toda matriz ndo negativa com essas somas marginais define um
acoplamento. Assim, construir um acoplamento discreto significa distribuir massa

numa tabela sem alterar as somas de suas linhas e colunas.

Acoplamento de processos

Para comparar processos, é preciso preservar mais do que a distribuicdo em cada

instante: a dependéncia temporal também faz parte de sua lei.

Definicao 9.4 — Acoplamento de processos

Sejam X = (X;);er € Y = (Y;)er processos com valores em (E, &), possivel-
mente definidos em espacgos de probabilidade diferentes. Um acoplamento
de X e Y é um par de processos ()? ,i’\) definido num mesmo espaco de pro-

babilidade tal que

L(Ker) = L(Ker), L(@rer) = Z(Wrer)

no espaco de trajetorias (ET,&®7T). Equivalentemente, os processos acopla-

dos devem possuir todas as distribuicdes finito-dimensionais corretas.

o d
Exigir apenas X; = X; para cada ¢ ndo ¢ suficiente. Por exemplo, sejam X; e X;
moedas justas independentes e seja Y, = Y; = Z, onde Z é uma moeda justa. Em

) d
cada instante, X; = Y;, mas
1
P(XO = Xl) = 5, P(YO = Yl) = 1

As marginais unidimensionais coincidem, mas néo registram que um dos processos
lanca uma nova moeda e o outro repete a primeira. As leis das trajetorias sdo

diferentes.
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Exemplo 9.5 — Passeios aleatorios ordenados em Z.

Para p € [0,1], seja S(p) = (Sp(p))n>0 0 passeio aleatério iniciado em 0, com proba-
bilidade p de saltar para a direita. Escolha uma sequéncia i.i.d. (Uj);>; de variaveis

uniformes em [0,1] e, para cada p € [0,1], defina
R n
Bi(p) = Lyy<pys Su(p) = Z(ZBi(P) - 1).
i=1

Para cada p, o processo ﬁ(p) possui a lei do passeio de parametro p. Além disso, se

0<g<r<1,entdo
Bi(q) < Bi(r) para todo i, e, portanto, Su(q) < S,(r) para todo n.

Uma unica sequéncia de uniformes acopla simultaneamente toda a familia de pas-

seios e ordena suas trajetorias.

Variacao total

A escolha da dependéncia s6 sera util a comparacgio se pudermos relaciona-la a
uma quantidade que dependa apenas das marginais. A distincia de variagio total

fornece essa ligacao.
Definicao 9.6 — Distancia de variacao total
Para probabilidades y e v num espaco mensuravel (E,&), definimos
dry(pv) := sup |p(A) —v(A)|.
Ae&

Essa normaliza¢io faz com que 0 < dpy(p,v) < 1.

No Capitulo 13, veremos que p — v é uma medida com sinal e que

lu —vI(E) = 2dry(p.v).
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As caracterizac¢des de que precisamos aqui admitem provas diretas, sem recorrer a

teoria de medidas com sinal.

Proposicao 9.7 — Formula discreta

Se E ¢é finito ou enumeravel, munido de & = 2E, e 1,V sdo probabilidades em

E, entao

drv(p) = 3 3 @) - vl

xEE

Demonstracao. Escreva a, = pu({x}) —v({x}) e A, = {x € E : a, > 0}. Como

zxax:()’
Z Ay = — Z ax=%Z|ax|-

xEA, XEA, x€E
Para todo A C E,
pA)-v(A) =Y a, < Y ay,

x€A XEA,
e a cota é atingida em A = A, . Aplicando o mesmo argumento a v — y, obtemos a

formula. O

Proposicao 9.8 — Caracterizacao dual

Sejam 1 e v probabilidades em (E,&). Entdo

Lfdu—jEfdv Lfdu—Lfdv

onde os supremos percorrem as funcdes mensuraveis sujeitas as restricdes

1
= — sup

If1<1

dry(p,v) = sup
0<f<1

bl

indicadas.
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Demonstracao. Se 0 < f < 1, a representacdo por camadas do Corolario 8.12 da

Lfd/l—Lfdv= Jol[,u(f>t)—v(f>t)] dt.

O valor absoluto dessa expressao é no maximo dyy(,v). Por outro lado, tomando
f = 14 e aproximando o supremo sobre A, obtemos a igualdade no primeiro su-

premo.

Se |f| <1, entdo g = (f + 1)/2 satisfaz 0 < g < 1. Como p(E) = v(E) =1,

[ o a(f o)

Isso prova a segunda igualdade. O
A defini¢io por eventos fornece a desigualdade triangular:

dry(pv) < dry(p.p) + dry(p.v)

para quaisquer probabilidades p, v e p.
A desigualdade de acoplamento

Proposicao 9.9 — Desigualdade de acoplamento

Sejam p e v probabilidades em (E, &) e seja (g,ﬁ) um acoplamento para o qual

o evento {¢ # 7} seja mensuravel. Entio

dry(py) < P(E # 7).
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Demonstracao. Paratodo A € &,
WA —v(A) =P € Afj ¢ A)~P(j € AL ¢ A)
<P( # 7).
Trocando y e v, obtemos a mesma cota para v(A) — u(A). Basta tomar o supremo

sobre A. O

O lado direito depende do acoplamento; o esquerdo, apenas das marginais. Pode-
mos, portanto, escolher as copias de modo a reduzir a probabilidade de desacordo,

sem mudar as distribui¢des que queremos comparar.

Corolario 9.10 —

Nas condi¢des da proposigao, se f : E — R é mensuravel e limitada, entio

[Ef(E) - Ef@)| < 2] fl, PE = 7).

Demonstracio. As variaveis f(¢) e f(f}) coincidem quando & = 7. Logo,

[Ef(E) —Ef()| <E|f©) - ()| < 21Ifl, PE = ).

Exemplo 9.11 — Perturbacao Poisson.
Sejam A; > A5 > 0. Escolha variaveis independentes
n~Po(lp),  Z~Pold— ),
e deﬁna52 =1+ Z. Entéo 5 ~Po(Ay) e
dry(Po(21),Po(Jp)) < P(Z > 0) = 1 —e k) < Ay — 2.

Nao foi preciso subtrair as duas fun¢des de massa: o desacordo fica restrito a ocor-
réncia de um termo adicional ndo nulo. A estimativa traduz essa observacdo em

controle da distancia de variacéo total.
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9.5. Acoplamentos maximais

A desigualdade de acoplamento fornece uma cota para qualquer construcio con-
junta. Cabe perguntar se alguma escolha atinge a propria distancia de variacédo

total.

Definicao 9.12 — Acoplamento maximal
Um acoplamento (f 1) de e v é maximal se

P(E # 1)) = dry(pv).

Ele maximiza a probabilidade de as duas copias coincidirem.

O adjetivo se refere a coincidéncia: é o desacordo que queremos minimizar.

Teorema 9.13 — Caso discreto
Se E é finito ou enumeravel, munido de € = 2E, e 1,v sdo probabilidades em

E, existe um acoplamento maximal. Em particular,

inf [l ) =d V).
ﬁel%n(y,v)u({(x y) : x = y}) = dry(py)

Demonstracao. Escreva p(x) = u({x}), v(x) = v({x}) e ponha
a= Z (u(x) A v(x)).
x€E
Pela Proposi¢éo 9.7,

drv(p) = 3 3 W) — vl = 1-a

x€E

Se a = 1, entdo p = v e 0 acoplamento diagonal resolve o problema. Suponha
a < 1e defina

) — () Av(x) () — ) A ()
Yp(x) - 1—a s }/V(X) = 1—a .
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Quando a > 0, defina também

G A V)

Yo(x) = 2

Escolha B ~ Be(a). Se B = 1, escolha W com distribuicéo y, e fagaf =n=W.Se
B =0,escolhalU ~y, eV ~y,, independentemente, e faca (é’,ﬁ) = (U,V). Quando

a = 0, usamos apenas a segunda etapa.

As distribuicdes residuais possuem suportes disjuntos: y,(x) > 0 implica p(x) >
v(x), enquanto y,(x) > 0 implica v(x) > u(x). Portanto, na segunda etapa, U # V

quase certamente. Além disso, para todo x € E,

ayp(x) + (1 —a)y,(x) = p(x),  ay(x) + (1 = )y, (x) = v(x),

com a interpretacdo evidente quando a = 0. Assim, as marginais estdo corretas e

P #17) =P(B=0)=1-a=dry(u).

A desigualdade de acoplamento mostra que nenhuma construcdo pode produzir

uma probabilidade de desacordo menor. U

No exemplo das moedas, o acoplamento monétono da Figura 9.1 satisfaz

P(¢ = n) =r —q = dry(Be(q), Be(r)).

Portanto, ele é simultaneamente mondtono e maximal. Essas propriedades néo se
confundem: uma ordena as copias; a outra maximiza a probabilidade de coincidén-

cia. Para essas moedas, a mesma construcao faz as duas coisas.

Corolario 9.14 — Critério de convergéncia
Se E é finito ou enumeravel, entao
drv(pp.p) — 0

se, e somente se, para cada n existem variaveis (X;,,Y,) num mesmo espaco

de probabilidade, com leis i, e p, tais que

P(X, #Y,) — 0.
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Os espacos de probabilidade podem depender de n.

Demonstracao. Se os acoplamentos existem, a desigualdade de acoplamento for-
nece a convergéncia em variagao total. Reciprocamente, escolha para cada n um

acoplamento maximal e aplique o Teorema 9.13. O

Uma familia inteira no mesmo espaco: percolacao

A mesma ideia permite comparar, num Unico espago, toda uma familia de modelos.

Retomemos a percolagio de elos discutida na Se¢éo 3.3.

Seja G = (V,E;) um grafo com conjunto enumeravel de arestas. No espaco
[0,1]%6, escolha variaveis independentes (U,),e E»> todas uniformes em [0,1]. Para

cada p € [0,1], defina a configuracéo

wp(e) = Ly <pps e € Eg.

Uma aresta esta aberta na configuracéo Wp precisamente quando sua marca uni-

forme ndo excede p.

Uma propriedade A C {0,1}f¢ é chamada crescente se
wEA w<low = o €A,

onde a ordem entre configuracdes é coordenada a coordenada.

Proposicao 9.15 — Percolacao acoplada

Para cada p, a configuracéo w;, possui a lei da percolacao de elos de parame-

tro p. Além disso, para toda realizacdo das marcas,
p<qg = wp<ay simultaneamente para todos p,q € [0,1].
Consequentemente, se A é um evento mensuravel crescente, entio

pr— Pp(A)
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é uma funcao niao decrescente.

Demonstracédo. Para p fixado, as variaveis w,(e) sio independentes e

P(op(e) = 1) = P(U, < p) = p.
Logo, w,, possui a lei produto da percolagéo de parametro p.

Se p < q, entéo, para todo u € [0,1],

Lucpy < Tjuzgy-

Aplicando essa desigualdade a cada marca U, obtemos w), < «;. A afirmacéo vale
ponto a ponto no espaco das marcas e, portanto, simultaneamente para todos os

pares p < q. Finalmente, se A é crescente,

L et < Lineap
e a desigualdade entre as probabilidades segue ao tomar esperancas. O

o—
= aberta em wp

@ === --== acrescentada em Wq

fechada em o

Figura 9.2.: No acoplamento simultaneo, a configuracdo de parametro g > p é ob-
tida acrescentando arestas a configuracio de pardmetro p; nenhuma

aresta aberta precisa ser fechada.

O evento de que dois vértices estejam ligados por um caminho aberto é crescente.
Também é crescente o evento de que o cluster aberto de um vértice x seja infinito.

Portanto,
Gx(P) = Pp(|cx| = o)
é ndo decrescente em p, como foi usado na construcéo da probabilidade critica na

Secdo 3.3. A comparagio entre probabilidades decorre agora de uma inclusao entre

configuracdes construidas no mesmo espaco.
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O acoplamento preserva cada modelo e escolhe como eles serdo observados jun-
tos. Neste exemplo, essa escolha transforma a ordem entre os parametros numa

ordem entre as proprias configuragdes.

ExXERcicIOS

Acoplamentos

Ex. 9.1 — Sejam X ~ Be(q) e Y ~ Be(r),com0 < g <r < 1.

1. Mostre que todo acoplamento de X e Y é determinado pelo valora = P(X =
LY =1).

2. Determine o intervalo de valores possiveis de a.

3.  Identifique nesse intervalo os acoplamentos independente e monoétono, este

ultimo caracterizado por X < Y quase certamente. Qual deles minimiza

P(X # Y)? Calcule esse minimo.

Ex. 9.2 — Sejam X,,X; moedas justas independentes e seja Yy =Y; = Z, onde Z é

uma moeda justa.
d
1. Verifique que X; = Y; parat = 0,1.

2. Mostre que os vetores (X, X;) e (Yy,Y1) ndo possuem a mesma lei. Explique
por que marginais unidimensionais corretas niao bastam na defini¢do de

acoplamento de processos.

Ex. 9.3 — Sejam p e v probabilidades num espago mensuravel E, seja (X,Y) um
acoplamento de y eveseja f : E — S mensuravel. Mostre que (f(X),f(Y)) é um

acoplamento das medidas-imagem de p e v por f. Deduza que

dry(pe f~hve f71) < dry(pv)

quando E é finito ou enumeravel. Prove também a desigualdade diretamente, a

partir da definicdo por supremo, sem a hipotese de enumerabilidade.

Ex. 9.4 — Parai = 1,...,n, seja (X,,Y;) um acoplamento de y; e v;, e suponha que
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esses pares sejam independentes.

1.  Mostre que
n
P((Xy,.... %) # (Y1,...Y,)) < ) P(X; = Y)).
i=1
2. Usando acoplamentos maximais, prove, para espacos finitos ou enumera-

veis,
n

n n
dry <® 1 () Vi) <Y drv(pw).
i=1 i=1

i=1

Ex. 9.5 — Use o acoplamento de variaveis de Poisson construido no capitulo para

provar que, se A,,A > 0e A, = A, entdo

dTv(PO(/ln), PO(A)) — 0.

Ex. 9.6 — No acoplamento simultianeo da percolacdo de elos num grafo localmente

finito G, fixe vértices x e y e denote por C, o aglomerado aberto de x.
1. Mostre diretamente que o evento {x «— y} é crescente.

2. Paran > 1, seja A, o evento de que x esteja ligado por um caminho aberto

a algum vértice a distancia pelo menos n. Mostre que A, é crescente e que

{Cil = o0} = () An

n>1

num grafo localmente finito.

3. Conclua novamente que p — 0,(p) é ndo decrescente.
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CAPITULO

10

Modos de Convergéncia

Em probabilidade, dizer que &, se aproxima de ¢ ainda néo é dizer o bastante: é
preciso escolher o que significa aproximar. Neste capitulo apresentaremos e com-
pararemos as no¢des mais usuais de convergéncia de variaveis aleatorias. A fini-
tude da medida sera usada, por exemplo, na inclusdo 9 C Z? paraq > p e na
passagem da convergéncia quase certa para a convergéncia em probabilidade; em

espacgos de medida infinita, essas afirmacgdes exigem hipéteses adicionais.

Convergéncias Deterministicas
Comecamos pelas no¢des deterministicas, que comparam funcdes sem usar a me-

dida. Como j4 sdo conhecidas de outros contextos, recordaremos apenas as defini-

cOes, alguns exemplos e as diferencas que serdo importantes adiante.

320
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10.1.1. Convergéncia Pontual

Seja Q um conjunto e &, : Q@ — Ruma sequéncia de fun¢des com o mesmo dominio

Q. Dizemos que &,(x) converge pontualmente para uma funcio & : Q — R se:

lim §,(x) = £(x),

para todo x € Q.

Figura 10.1.: A sequéncia{,},.; converge pontualmente para a fungéo constante 0.
Assim, para quaisquer x,y,z € Q, temos lim, &,(x) = 0, lim, &,(y) = 0

e lim, &,(z) = 0.

Exemplo 10.1 —.

) 1 se 0<x<1/n
Para n € N definimos &,(x) =

0 caso contrario

Essa sequéncia converge pontualmente para a fungio constante zero.
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10.1.2. Convergeéncia Uniforme
A distancia uniforme entre duas fungoes & e 1 é definida como
I& = nl,, = sup [£(x) = n(x)l-
x€Q
Essa distincia mede o afastamento maximo de ¢ e 1; quando o supremo ¢é infinito,

entendemos |£ — ]|, como uma distancia estendida.

Uma sequéncia de fungdes {,};,~; converge uniformemente para ¢ se lim, e [, — [, =
0. Isso significa ndo s6 que lim, &,(x) = &(x) para cada x € Q, mas também que
a aproximacdo é uniforme em todo o dominio: dado ¢ > 0, um mesmo indice n,

serve para todos os pontos x € Q.
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Exemplo 10.2 —.

Se &,(x) = 1/n para todo x € [0, 1], entdo a sequéncia {&,},~; converge para zero

uniformemente em [0, 1].

Exemplo 10.3 —.

) 1 se 0<x<1/n
Para n € N definimos &,(x) =

0 caso contrario

Essa sequéncia converge pontualmente para a fungdo constante zero, mas néo

uniformemente, pois [&,], = 1 para todo n.

Convergéncia em Espacos de Probabilidade

Passamos agora as convergéncias que usam a estrutura mensuravel e a probabili-
dade. O conjunto excepcional deixa de ser apenas um defeito: seu tamanho passa

a fazer parte da definicéo.

10.2.1. Convergéncia em Distribuicao

A convergéncia em distribuicio é a mais fraca entre as que estudaremos. Ela com-
para apenas as leis de &, com a lei de £, por meio de suas funcdes de distribuigdo. O
espaco amostral fica fora de cena: as variaveis nem sequer precisam estar definidas

no mesmo espaco de probabilidade.
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Definicao 10.4 — Convergéncia em Distribuicao
Uma sequéncia de variaveis aleatorias {£,},-;, converge em distribuicao

para uma variavel aleatoria &, fato denotado por §, — &, se
lim Fg (x) = Fz(x),

para todo x tal que F(x) é continua.

Exemplo 10.5 —.

A exigéncia de que apenas os pontos de continuidade de Fy sejam considerados

na definicdo acima é, de fato, essencial.

Para ver isso, tome uma sequéncia {X,;n > 1} de variaveis aleatorias, definidas
em um mesmo espago de probabilidade (Q,%,P), e tais que X,(w) = i para todo
w € Q. Tal sequéncia converge para 0 de todos os modos que vimos até agora
— pontualmente e uniformemente — e também dos modos que descreveremos a

seguir: quase certamente, em &? (para qualquer p > 1) e em probabilidade.

Além disso, temos

1
,sex < —;
Fx,(x) = P(X, < x) = "
1 ,sex>-
n
e para a variavel X = 0 temos
,sex <O0;
Fx(x) =P(X <x) =
1 ,sex2>0

Observe que para x < 0
lim Fx (x) = 0 = Fx(x),
n

eparax >0
lim Fx (x) = 1 = Fx(x),
n
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mas para x = 0 temos

hmFXn(O) =0+#1= Fx(O)
n

Mas como x = 0 é ponto de descontinuidade de Fy, entao ainda podemos afirmar

que X, — 0.

Ao trabalhar com variaveis aleatorias que tomam valores inteiros, o seguinte

teorema é frequentemente util.

Teorema 10.6 —

Considere a sequéncia {&,},"; e a variavel aleatoria £. Suponha que £ e &,
sejam ndo negativas e tomem valores inteiros.

Entdo §, — ¢ se e somente se

lim P(§, =k) =P =k), k=012,...
n—oo

Demonstracao.
Como ¢ toma valores inteiros, sua funcéo de distribuigéo Fy € continua em todo
d
x € R\ {0,1,2,..}. Se § — &, entdo
lim Fg (x) = Fz(x), x €R\{0,1,2,...}.
n—oo -
Assim, para k = 0,1,2, ---, temos
. . 1 1
Jim P, =10 = Jim |1 (k4 5) = F (k=)
lim £y (k+ 3 )~ tim e (k- 2)
n—oo N 2 n—oo N 2
1 1 . d
F <k+§)—F§ (k—a) (pois & = &)
=P =k).

Para provar a reciproca, suponha que

lim P(§, =k) =P =k), k=012,...
n—o0
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Se x < 0, entéo Fy (x) = F(x) = 0. Se x > 0, temos

lim F; (x) = lim P(§, < x)
n—oo M n—oo

x]
= lim ) P(&, =k),
n—o0
k=0
onde |x] denota o maior inteiro menor ou igual a x. Como, para x fixo, a soma é

finita, podemos trocar o limite com a soma e obtemos
x]

lim Fy (x) = ). lim P(§, = k)
k:() n—>00

[x]
=Y PE=k)
k=0

= P(¢ < x) = F(x).

Teorema 10.7 — Aproximacao de Poisson para a binomial

Seja {&,},>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias tal que

A
§n~Bin(n,;>, parane N,n > A,

onde A > 0 é constante. Entdo &, converge em distribuicdo para uma variavel

aleatoria com distribui¢do Po(A).

Demonstracao. Pelo teorema anterior, basta mostrar que, para cada k = 0,1,2, ...,
e Mk
k!

lim P(§, = k) =
n—o0

Temos
k n—k
. v e (MY (A A
,}Ln;l’@n—k)—,}f;(k)(n) (1-3)

—k
ks "—'(i>< _i>n
=4 hm e e\

_ A [n(n—1)...(n—k+1)](1_&>n(1_&>_k.

k’! n—oo nk n n
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Para k fixo, temos

lim nn—1)n-2)..n—-k+1) .

n—oo nk

J) —k
lim <1 — —) =1,
n—oo n

n
lim (1 - &> =e A
n—oo n

>

Logo
-1k
lim PG, = k) =
que € a func¢io de probabilidade de Po(A). O

10.2.2. Convergéncia em Probabilidade

Na convergéncia em probabilidade, ndo exigimos proximidade em cada ponto; exi-
gimos que a probabilidade de um afastamento fixo desapareca. No contexto da

Teoria da Medida, essa nogao é chamada de convergéncia em medida.

Definicdo 10.8 — Convergéncia em Probabilidade

Uma sequéncia de variaveis aleatérias {£,},>; converge em probabilidade

para a variavel aleatoria & se
Ve >0 P(|§ —¢&| >¢e)— 0quandon — oo.

¥
Denotaremos tal fato por &, — &.

A sequéncia pode continuar errando, mas a regido em que o erro é maior do que

¢ deve tornar-se improvavel.
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Exemplo 10.9 —.

P
Dado &, ~ Exp(n), entdo & — 0.

Pois
lim P(|&, — 0| > €) = lim P(§, > ¢) (pois &, >0)
n—>oo n—>oo
= lim e (pois &, ~ Exp(n))
n—oo
=0, para todo € > 0.
21 —A1=1/2
— =1
15 | I
S
= 1
0.5
0

Figura 10.2.: Densidades exponenciais de pardmetros 1/2, 1 e 2.

Exemplo 10.10 —.

Seja & uma variavel aleatéria e &, = & + 1, com

1 a2
Elp] = Varlp] = —,

P
onde o > 0 é uma constante. Entdo §, — ¢&.

Pela desigualdade triangular para n,, — E[n,] + E[,], temos

1
|’7n| < |’7n - E[Un“ + ;
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Entio, para todo € > 0 e todo n > 1/¢, temos

P(l5 — ¢l > €) = P(lp| > €)
< P<|’7n —E[n,]l + % 2 6)

=P (I~ Elnll 2 - 1)
_ Varln,]

)

(Chebyshev)

P
Logo g, — ¢

10.2.3. Convergéncia Quase Certa
Na convergéncia quase certa, recuperamos a convergéncia pontual, permitindo
apenas que ela falhe em um conjunto de probabilidade nula.

Comecaremos com uma leve adaptagdo do exemplo 10.1, onde tinhamos uma

sequéncia convergindo pontualmente.

Exemplo 10.11 —.

Tome Q = [0,1], munido da o-algebra de Borel, e seja P a medida de Lebesgue em
[0,1]. Paran > 1, defina

§n(a))=1 se 0<w<1/n

0 caso contrario

Observe que, se w € (0,1], entdo &,(w) = 0 para todo n > 1/w, de modo que
&(w) — 0.

No entanto, vale também que &,(0) = 1 para todo n > 0, de modo que

{o €10,1] : & ()70} = {0},
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Pszﬁgg@»=@)=mmJD=L

Dizemos assim que &, — 0 quase certamente, quando n — oo.

Definicdo 10.12 — Convergéncia Quase Certa

Sejam ¢ uma variavel aleatoria e {&,},>; uma sequéncia de variaveis aleato-
rias definidas no mesmo espago de probabilidade. Dizemos que &, converge

o, gC
quase certamente para ¢, isto é, §, — & se

P(fim g =5) =1

ou, equivalentemente, se

PQweQ:kgg@ﬂzﬂ@D:L

A convergéncia quase certa é uma convergéncia pontual em um conjunto de pro-
babilidade 1: temos &,(w) — ¢é(w) para quase todo w, isto é, exceto possivelmente

em um conjunto de probabilidade nula.

s S~
E N T
b TN TN
A Ve A Ve

Figura 10.3.: As regides onde ¢, se afasta de zero se estreitam em torno de um con-

junto finito; fora desse conjunto, &,(w) — 0.
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Exemplo 10.13 —.

1 se x€Q
Em Q = [0,1], com a medida de Lebesgue, paran > 1 definimos &,(x) =

1/n  caso contrario

Essa sequéncia nao converge pontualmente para a func¢io constante zero, pois
vale 1 em todo racional para todo n, mas converge quase certamente para zero

porque Q N [0,1] tem medida de Lebesgue nula.

Heuristica 10.14 — math.exchange

Considere um homem que joga trés moedas todas as manhés. Todas as tar-
des, ele doa um real para uma instituicdo de caridade para cada cara que
aparecer nos lancamentos. Porém, a primeira vez que o resultado for trés
coroas ele ird parar de doar permanentemente.

Seja {&,},~; o montante didrio que a instituicdo de caridade recebeu dele.
Podemos ter quase certeza de que um dia esse valor sera zero e permanecera
zero para sempre depois disso, ou seja, temos que &, 2, 0

Em qualquer prazo finito, porém, ainda ha probabilidade positiva de que
as doacdes continuem. A convergéncia quase certa ndo fornece uma data

marcada para o ultimo pagamento.

Teorema 10.15 — Critério de Convergéncia Quase Certa

. PR 29 ~ qg.c.
Sejam (&,),>1 e & variaveis aleatorias. Entdo &, — £ se, e somente se, para

todo € > 0,
P(l&, —él>€e iv.)=0.

Equivalentemente, basta verificar essa condi¢do parae = 1/k, k = 1,2, ....
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Demonstracao. Para k,n

> 1, ponha Ay, = {|§ — &| > 1/k}. Pela definicdo de
convergéncia de sequéncias reais,

o0 o0 o0

(&AL = U MU A= U{Ak,, iv}.

=1n=1m=n

Se &, — & quase certamente, o evento a esquerda tem probabilidade zero; logo cada
evento {Ay, iv.}tem probabilidade zero. Reciprocamente, se todos esses eventos
tém probabilidade zero, sua unido enumeravel também tem probabilidade zero, e

portanto &, — & quase certamente.

Por fim, a condic¢do para todos os € > 0 implica imediatamente a condigao para
€ = 1/k. Para a reciproca, dado € > 0, escolha k com 1/k < € e use {|§, — &| > €} C
Agp- U

Teorema 10.16 —

Considere as variaveis aleatorias (&,),>1 e £. Se, para todo € > 0, tivermos

ZP(|§,,—§| >e) < oo,

n=1

q.c.
entdo §, — &

Demonstragﬁo Para cada k > 1, aplique o primeiro lema de Borel-Cantelli aos
eventosA = {|&,—¢1 > 1/k}. Ahipotese fornece ), P(A(k)) < oo, logo P(Ag,k) iv.) =
0. Fora da unido desses eventos-limite, para todo k temos eventualmente |§, — &| <
1/k; logo &, — &. Portanto, &, s, £ O
Exemplo 10.17 —.

Considere uma sequéncia {&,,n = 1,2,3, ---} tal que

— com probabilidade %

! com probabilidade %
n
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q.c.
Entdo §, — 0.

Pelo teorema anterior basta mostrar que

Z P(|&,] > €) < oo.
n=1

Observe que |&,| = 1/n. Logo, |&,| > € se e somente se n < 1/¢. Logo temos

. 11/e]
D P(EI>e) < Y P& >€)
n=1 n=1

<|1/€] < 0.

Exemplo 10.18 — Corcovas deslizantes.

Considere Q = [0,1] com a medida de Lebesgue. Para cada m > 2, particione [0,1]
em m intervalos mensuraveis disjuntos I, 1, ...,I, ,, cada um com medida 1/m, e

enumere em blocos as fun¢des indicadoras

]1[2,1,]112’2, ]113,1, ,]113!3,

Denote a sequéncia resultante por (,). Em cada bloco, temos P(§, = 1) = 1/m;
portanto, ao avangarmos pelos blocos, P(|&,| > €) — 0 para todo 0 < € < 1. Assim,

&, — 0 em probabilidade.

Por outro lado, em cada bloco e para cada w € [0,1], exatamente uma das in-
dicadoras vale 1 em w e as demais valem 0. Logo (&,(w)) assume os valores 0 e 1

infinitas vezes e ndo converge em nenhum ponto.

10.2.4. Convergénciaem £7

A convergéncia em &P controla o tamanho médio do erro, medido pela poténcia

p-
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Definicao 10.19 —
Fixe p > 0. Uma sequéncia de variaveis aleatorias {£,}7; converge em Z?

para a variavel aleatoria & se

I £l — 0 quandon - 0.
Em outras palavras

El§, — £|P — 0 quando n — co.

Para 0 < p < 1, a expressio |X], = (E|X|P)}/P nfo é uma norma, mas a

mesma notacéo de convergéncia continua sendo ttil.

Exemplo 10.20 —.

1

n

PP
Seja X, ~ Uni (O, ) Entdo X;, — 0 para todo p > 1.

A densidade de X, é dada por

fx,(x) =

0 caso contrario

Entao

1

E(X, —0P) = Jn xPn dx
0
1

= W — 0, para todo p > 1.
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Proposicao 10.21 —

1 P
Se0<p<g<we§, — & entdo § — &

Demonstracao. Se p = g, ndo ha o que provar. Suponha p < geponhar =gq/p >
1, com expoente conjugado r’. Aplicando Hélder a |§, — é|P - 1 e usando P(Q) = 1,

obtemos
ElE, - &7 < (BlE, - &7 (B17)7" = (Blg, - )P/

Logo
I, = £l < 1& — Elg — 0.

Exemplo 10.22 —.

Considere uma sequéncia {X} tal que

n? com probabilidade !
n

X, =
0 com probabilidade 1 — !

n

Mostre que
o X, LA 0.
0 X, ndo converge em &P para qualquer p > 1.

p
O Para mostrar que X;, — 0, podemos escrever, para qualquer € > 0

lim P(an| > 6) = lim P(X, = n?)
n—oo

n—oo

I
e

. p
Assim X, — 0.
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O Para qualquer p > 1, podemos escrever

1
lim E (|X,|P) = lim (n2P—)
n—oo n—oo n

= lim n2rP~1
n—oo

=00 (pois p > 1).

Portanto, X,, ndo converge em Z? para qualquer p > 1. Em particular, em-

bora X, — 0, o valor esperado de X,, ndo converge para 0.

10.3. Comparando os Modos de Convergéncia
As nogoes anteriores ndo formam apenas uma lista: ha uma hierarquia entre elas,

embora algumas implica¢des dependam de hipoteses adicionais. As relagdes prin-

cipais estdo resumidas no diagrama:

7 ol

dominacio

em Z1

q.c. P d
— D -

Figura 10.4.: Relacdo entre os modos de convergéncia em espacos de probabilidade.

Convergéncia quase certa implica convergéncia em probabilidade
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Teorema 10.23 — Convergéncia q.c. e em Probabilidade

Dados §, e & variaveis aleatérias.

& — & q.c. implica &, — ¢ em probabilidade.

Se & — & em probabilidade, entdo existe uma subsequéncia &, — &

quase certamente.

Demonstracao.

[1]Suponha & — £ q.c. e fixe e > 0. Ponha A, = {|§, — | > e} e By = U,sn An-
Entdo By | limsup Aj,, cuja probabilidade é zero pelo Teorema 10.15. Como

P(B;) < 1 < o0, a continuidade da probabilidade por cima da P(By) | 0. Para
n> N, A, C By;logo P(A,) — 0.

Concluimos portanto que &, — ¢ em probabilidade.

Suponha &, — ¢ em probabilidade. Queremos encontrar uma subsequéncia que

converge quase certamente.

Pela convergéncia em probabilidade, podemos escolher recursivamente n; <

ny < -+ de modo que
Plg, 8> 7)<2% k=12

Como ), 27F < o0, 0 primeiro lema de Borel-Cantelli mostra que &, — &l >
1/k ocorre apenas finitas vezes, quase certamente. Portanto, §, — ¢ quase

certamente.

Convergéncia em Z? implica convergéncia em Probabilidade



10. Modos de Convergéncia 338

Proposicao 10.24 —

P P
& — Eimplica g, — &.

Demonstracao. Usando a desigualdade de Markov, temos, para todo € > 0,

Elgn B glp 0.

P(§, — & > €) < P(§, — &P > ) < =5

U

Vimos que se a sequéncia &, converge em Z? para ¢ entéo a sequéncia também

converge em probabilidade, porém a reciproca nem sempre é verdadeira.

Teorema 10.25 — Convergéncia dominada em probabilidade
P
Se p > 0, & — €& e existe uma variavel aleatoria ndo negativa n € Z? tal
»

&
que |&,| < n quase certamente para todo n > 1, entdo &, — £.

Demonstracao.

Toda subsequéncia (&, ) possui, pela parte anterior, uma subsubsequéncia (fnkj)
que converge para ¢ quase certamente. Ao passar ao limite nessa subsubsequéncia,

obtemos |é] < n quase certamente. Consequentemente,

6y, = §1P < (&g, | +1EDP < 2P

O lado direito é integravel e o lado esquerdo converge quase certamente para zero.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, E|§, — £[7 — 0.
]

Assim, toda subsequéncia da sequéncia numérica a, = E|§, — £|P possui uma
subsubsequéncia convergente a zero. Se a, ndo convergisse a zero, haveria uma
subsequéncia limitada inferiormente por alguma constante positiva, uma contradi-

¢do. Logo a, — 0.
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Teorema 10.26 — Lema de Scheffé para variaveis nao negativas
: PR 2.9 ~ g g P s
Sejam (&,) e & variaveis aleatorias ndo negativas e integraveis. Se &, — & e
1

E[Z,] — E[£], entdo &, —— £

Demonstracao. Decompondo nos conjuntos {§, < £} e {&, > &},

E|&, — & = E[(£ - &)1 <5y + E[(&, — Oz 5]
= 2E[(§ - &)1z <] +El&] - E[E].

Além disso, 0 < (& — &)1z <3 < & e esse termo converge quase certamente para
zero. A convergéncia dominada e a hipdtese sobre as esperangas mostram que os

dois termos da tltima expressdo tendem a zero. 0

Convergéncia em Probabilidade implica Convergéncia em

Distribuicao

Teorema 10.27 —

Se uma sequéncia de variaveis aleatdrias &, converge em probabilidade para

uma variavel aleatéria &, entdo &, também converge em distribuicédo para &.

Demonstracao. Tome € > 0 e note que, como &, i &, entdo
lim P(&, ~ ¢ > €) = 0.
Fixado também § > 0, existe ny > 1 tal que
P(5, — &1 > €) <6,

para todo n > ny,.

Se§ <xel§ —& <e entdo ¢ < x + €. Logo, paran > ny,

P, <x)<PE<x+e)+0.
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Concluimos assim que

limsupP(§, < x) <P(E < x+e),

n

para todo € > 0.

De modo analogo, se ¢ < x —e€ e |§, — &| < e, entdo &, < x. Portanto,

Pl <x—-¢e)<P( <x)+6.

Segue entdo que para todo € > 0,

P(f <x—-¢)<liminfP(§, < x) <limsupP(§, < x) <P(E < x+e).

n

Tomando x como ponto de continuidade de Fg e fazendo € | 0, encontramos
limP(&, < x) = P(¢ < x),
n

concluindo o resultado. O

10.4. Teorema de Representacao de Skorokhod

A convergéncia em distribuicdo compara leis, ndo trajetorias, e por isso ndo exige
que as variaveis estejam no mesmo espago. O Teorema de Representacio de Sko-
rokhod mostra até onde podemos inverter essa fraqueza: em um espago adequado,

¢ possivel realizar copias com as mesmas leis que convergem quase certamente.
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Teorema 10.28 — Teorema de Representacao de Skorokhod

d
Suponha que & — . Entdo existem variaveis aleatorias &, com a mesma
distribui¢do que &, e uma variavel aleatoria ¢’ com a mesma distribuicdo que
&, tais que
, ac
& — &

Demonstracao. Sejam F, e F as funcdes de distribuicéo de §, e £, respectivamente.
Em (0,1), munido da medida de Lebesgue, considere a variavel uniforme U(u) = u
e defina
L=FKEU) e ¢=F(Q),
d
onde as estrelas denotam as inversas generalizadas. Pela Proposi¢do 6.15, &, = &,
d

el =¢&

Resta provar a convergéncia quase certa. Fixe u € (0,1) em que F* é continua
e fixe ¢ > 0. Como uma fun¢ido mondtona possui no maximo uma quantidade
enumeravel de descontinuidades, podemos escolher um ponto de continuidade x_
de F tal que

F*(u) — e < x_ < F*(u).

Pela caracterizacio F*(u) < x < u < F(x), a desigualdade x_ < F*(u) implica
F(x_) < u. Como F,(x_) — F(x_), temos F,(x_) < u para todo n suficientemente

grande e, novamente pela mesma caracterizagéo,
Fr(u) > x_ > F*(u) —¢.
Dai, liminf,, F; (u) > F*(u).

Para obter a desigualdade oposta, a continuidade de F* em u permite escolher
u’ € (u,1) tao proximo de u que F*(u”) < F*(u) + ¢/2. Escolha entdo um ponto de
continuidade x, de F no intervalo

F(w) < xp < F*(u) +e.

Como F*(u’) < x, temos u’ < F(x,). Portanto, F,(x;) — F(x;) e, como u’ > u,

vale F,(x,) > u para todo n suficientemente grande. Segue que

Fi(u) < xy < F*(u) + ¢,
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e assim limsup, F;(u) < F*(w). Concluimos que F;(u) — F*(u) em todo ponto de

continuidade de F*.

Pelo Corolario 6.17, o conjunto D« das descontinuidades de F* é no méximo

enumeravel. Como U é uniforme, P(U € Dp+) = 0. Logo
& =F;(U) — F*(U) =& quase certamente,

como queriamos. U

Principio de Selecao de Helly

O Principio de Selecdo de Helly fornece uma forma de compacidade para funcgoes
de distribuicdo, mas exige uma ressalva: o limite obtido pode perder massa no

infinito e, portanto, néo ser ele proprio uma funcéo de distribuicéo.

Teorema 10.29 — Principio de Selecao de Helly

Seja (F,) uma sequéncia de fun¢des de distribui¢do. Entdo existem uma sub-
sequeéncia (F, ) e uma funcéo limitada, continua a direita e ndo decrescente

F tais que

Fy (x) — F(x) em todo ponto de continuidade x de F.

Demonstracdo. Enumere os racionais como Q = {q;,g», ...}. Como cada sequéncia
(F4(qj))n>1 toma valores em [0,1], aplicacdes sucessivas de Bolzano-Weierstrass e o
argumento diagonal fornecem uma subsequéncia (Fy, ) para a qual Fy, (q) converge

para todo g € Q. Escreva
G(q) = ;}1_{30 F.(q9, q€Q.

A monotonicidade das fung¢des Fy, implica que G € ndo decrescente.

Defina, para x € R,

F(x) = inf{G(q) : ¢ € Q, q > x}.
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E imediato que F toma valores em [0,1] e é ndo decrescente. Além disso, se L =
infy>x F(y), entdo L > F(x). Reciprocamente, dado ¢ > 0, escolha g € Q, ¢ > x, tal
que G(g) < F(x)+¢ e depois escolha y com x < y < g. Como o racional g participa
do infimo que define F(y),

L<F(y) <G(q) < F(x) + «.
Logo L = F(x), o que prova a continuidade a direita de F.

Resta provar a convergéncia. Fixe x € R e ¢ > 0. Pela definicdo de F(x), existe
q € Q. q > x, tal que G(q) < F(x) + ¢/2. Para k suficientemente grande, F, (¢) <

F(x) + ¢ e, pela monotonicidade,
F, (x) < F, (@) <F(x) +e.
Portanto, lim sup,_ Fy, (x) < F(x).

Suponha agora que x seja ponto de continuidade de F. Escolha r < x de modo

que F(r) > F(x) — ¢/2 e um racional g com r < g < x. Da definicdo de F(r),
G(q) > F(r) > F(x) — ¢/ 2.

Para k suficientemente grande, F, (q) > F(x) — ¢ e, novamente pela monotonici-
dade,
F, () > Fy (@) > F(x) — =

Assim, liminfy F, (x) > F(x). As duas estimativas provam que F, (x) — F(x) em

todo ponto de continuidade de F. O

O principio de selecao de Helly diz que, dada (F,),>1, alguma subsequéncia F, (x)
converge para uma funcdo F(x) em todos os pontos de continuidade de F. A funcéo
limite é ndo decrescente e continua a direita, mas ainda pode nédo ser uma funcéo

de distribuicéo.
Falta garantir que

lim F(x)=1 e lim F(x)=0.
X——00

X—>00
O principio de Helly, sozinho, ndo garante essas duas igualdades: a medida que n
cresce, pode haver massa de probabilidade escapando para +co ou para —co, como

mostra o exemplo abaixo.
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Exemplo 10.30 —.

Dada uma variavel aleatdéria U uniformemente distribuida em [0,1] e constantes

d,e>0comd + € < 1, defina

Xy = —n-1yesy 1 Liysi—ebs

paran > 1.

Note que para todo t > 0 temos que

lim P(X, >t)=PU>1-¢€)=¢, e
n—oo
lim P(X, < —t) = P(U < §) =6,
n—oo
de modo que quando n — oo uma “massa” de probabilidade € esta sendo perdida
em +oco e § em —oo.

Como consequéncia, temos

. 1) , para x < 0;
lim Fy (x) =
n—0co 1—€ ,parax >0,
que é uma fungio ndo-decrescente e continua pela direita, mas ndo é uma funcdo

distribuigdo.

Uma forma de resolver esse problema é garantir que a massa de probabilidade
fique quase toda contida em um intervalo limitado, uniformemente ao longo da
sequéncia. Isto é, para todo € > 0 devem existir a,b € R tais que P(a < X,, < b) >
1 — ¢ paratodon > 1.

Esta propriedade é denominada tightness e esta precisamente definida abaixo.
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Definicao 10.31 — Tightness

Diremos que uma familia {5 : i € I} de medidas de probabilidade em
(R,AB(R)) é tight se, para todo € > 0, existe um intervalo compacto [a,b]
tal que

w(lab]) >1—¢€ para todoi € I.

Analogamente, uma familia {X; : i € I} de variaveis aleatérias é tight se
a familia de suas distribui¢des {Px. : i € I} é tight. Usaremos a mesma

terminologia para a familia correspondente de funcdes de distribuigéo.

Proposicao 10.32 — Convergéncia em distribuicdo implica tightness

d
Se X,, — X, entdo a familia {X,, : n > 1} é tight.

Demonstracao. Fixe ¢ > 0 e escreva F, e F para as fung¢des de distribui¢ao de X,

e X. Escolha pontos de continuidade a < b de F tais que
£ €
F(a) < Z, F(b)>1—z
Como F,(a) = F(a) e F,(b) — F(b), para todo n suficientemente grande,
Pla< X, <b)=F,(b)—F(a) >1—¢.

Restam apenas finitos indices. Para cada um deles, a continuidade por baixo em
{IXjl < M} 1 Q permite escolher um intervalo compacto que contenha massa maior
que 1 — ¢. Tome entdo um tnico intervalo compacto que contenha todos esses

intervalos e também [a,b]. Esse intervalo funciona simultaneamente para todo n.[]



10. Modos de Convergéncia 346

Teorema 10.33 — Teorema de Prokhorov em R

Se (P,) é uma sequéncia tight de medidas de probabilidade em (R,%(R)),
entdo existem uma subsequéncia (Pnk) e uma medida de probabilidade P

tais que P, converge fracamente para P.

Demonstracao. Seja F,(x) = P,((—,x]). Pelo principio de selecio de Helly,
existem uma subsequéncia (F, ) e uma fun¢do F : R — [0,1], ndo decrescente e

continua a direita, tais que F, (x) — F(x) em todo ponto de continuidade de F.

Fixe ¢ > 0. Pela tightness, existe [ag,by] tal que P,([ag,by]) > 1 — ¢ para todo
n. Como F possui no maximo uma quantidade enumeravel de descontinuidades,

podemos escolher pontos de continuidade a < gy e b > by. Entéo

F(b) — F(a) = ;}Lrg(Fnk(b) - Fnk(a)) = ;}5& P, ((ab]) > 1-e.
SeL_ :=lim,, o F(x)eL; :=lim, o F(x), segue que L, —L_ > 1 —¢. Como
isso vale paratodoe >0e 0 < L_ <L, <1, necessariamente L_ =0e L, = 1.

Portanto, F é uma funcéo de distribuicdo. Pela Proposicdo 6.15, existe uma vari-
avel aleatoria X com funcéo de distribuicio F; seja P a lei de X. A convergéncia

obtida nos pontos de continuidade de F é precisamente P, = P. 0

Assim, tomando X uma variavel aleatoria com funcéo distribui¢ido F, mostramos

o seguinte resultado.

Proposicao 10.34 —

Se (X;,)n>1 € uma sequéncia tight de variaveis aleatorias, entdo existem uma

d
subsequéncia (ny) e uma variavel aleatoria X tais que X, — X.
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Demonstracdo. A familia das distribui¢des (Py ) é tight. Pelo teorema ante-
rior, alguma subsequéncia (PXnk) converge fracamente para uma medida de pro-
babilidade P. No espac¢o canonico (R,ZB(R),P), a aplicagdo identidade define uma

variavel aleatéria X com lei P. Pela definicdo de convergéncia em distribuigéo,

d
Xy, — X 0

Exemplo 10.35 —.

Sejam X,X, ... variaveis aleatérias independentes, identicamente distribuidas e

integraveis, e ponha S, = Xj + -+ + X,. Pela desigualdade triangular,
n
E|S,| < ) E|Xj| = nE[X;].
j=1
A desigualdade de Markov fornece, para todo t > 0,

Sn

P<n

O tltimo termo tende a zero quando t — oo, uniformemente em n. Logo (S,/n),>1

>Ogﬁﬁgﬁﬂ
nt l

é tight e, pela proposicdo anterior, possui uma subsequéncia convergente em dis-

tribuigéo.

A tightness impede que a massa escape e garante limites ao menos ao longo de
subsequéncias. Para obter a convergéncia da sequéncia inteira, resta mostrar que

todas as subsequéncias convergentes conduzem ao mesmo limite.

Proposicao 10.36 — Critério de unicidade
Seja (X,),>1 uma sequéncia tight. Suponha que existe uma variavel aleatéria
X tal que toda subsequéncia de (X,,) que converge em distribui¢cdo tem como

d
limite X. Entdo X, — X.




10. Modos de Convergéncia 348

Demonstracao. Denote por F a func¢io de distribuicdo de X e por F, a de Xj,. Se
X, ndo convergisse em distribuicao para X, existiriam um ponto de continuidade

x de F, uma constante € > 0 e uma subsequéncia (ny) tais que
|Fp (x) = F(x)| > €  paratodo k.

A subsequéncia (X, ) continua tight. Pela Proposi¢do 10.34, ela possui uma sub-
subsequéncia convergente em distribuicdo; pela hipotese, seu limite ¢ X. Logo

F, (x) = F(x), contradizendo a desigualdade anterior. O

Os modos de convergéncia nio formam uma Unica cadeia, mas cumprem pa-
péis distintos. A convergéncia quase certa controla trajetorias; a convergéncia em
probabilidade controla conjuntos excepcionais; a convergéncia em L acrescenta
controle de tamanho; e a convergéncia em distribuicdo retém apenas as leis. Sko-
rokhod permite, sob hipoteses adequadas, representar a dltima por convergéncia
quase certa, enquanto Helly e a tightness fornecem os limites por subsequéncias.
Saber que um limite pode ser extraido é metade do argumento; identifica-lo é a

outra metade.

ExXERcicIOS

Ex. 10.1 — Seja (&,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias tal que

§n~Ge<&>, n>A,

n
onde A > 0 e Ge(p) conta o numero de fracassos antes do primeiro sucesso. Defina
Nn = &/n. Calcule P(r, > x) e mostre que r,, converge em distribui¢do para uma

variavel exponencial de taxa A.

Ex. 10.2 — Sejam (&,) e (1,) duas sequéncias de variaveis aleatorias definidas no

mesmo espacgo de probabilidade. Suponha que
P P
b—¢& € M — 1
P
Prove que §, +n, — &+1.
Ex. 10.3 — Considere uma sequéncia (&,) tal que
n, com probabilidade 1/ n?,

§n =
0, com probabilidade 1 —1/ n.
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Mostre que:

P
1. & —0.

2. & —Opara0<r<2.

3. nio converge para zero em <" parar > 2.
n

q.c.
4. § —0.

Ex. 10.4 — Suponha que &, — & parar > 1. Mostre que

E|&[" — E[[".

P
Ex. 10.5 — Suponha que &, — £ e 5, — ¢, onde ¢ é constante. Prove que
d
Mnén — €.

Ex. 10.6 — Prove o Teorema da Aplicagdo Continua para a convergéncia em pro-

babilidade: se g : R — R é continua, entéo

P P
Gh—8& = g&)— gl

Ex. 10.7 — Seja (&,) uma sequéncia de variaveis aleatorias mutuamente indepen-
dentes que converge em probabilidade para £&. Mostre que ¢ é constante quase

certamente.

Dica. Escolha duas subsequéncias com indices disjuntos. Seus pares permane-
cem independentes, mas convergem em probabilidade para (¢,£). Conclua que duas

copias independentes com a lei de & sdo iguais quase certamente.

2
Ex. 10.8 — Prove que, se §, — &, entdo

Var(,) — Var(é).
Ex. 10.9 — Mostre diretamente que a convergéncia em &? implica convergéncia

em probabilidade para todo p > 0. Dé um contraexemplo para a reciproca, por

exemplo quando p = 1.
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Ex. 10.10 — Considere variaveis aleatdrias &,&,... com funcdes de distribuicio
d
F,F,,.... Suponha que §, — & e que a funcéo de distribuicdo F de & seja continua.

Prove que F, — F uniformemente, isto é,

|Fy = Flloo == sup [F,(x) — F(x)| — 0.

x€R

Ex. 10.11 — Considere variaveis aleatorias de valores inteiros £;,&, ... € uma va-
riavel aleatoria ¢ também de valores inteiros. Mostre que &, — & se, e somente
se,

P, =k) — P(¢ =k) para todo k € Z.

Na volta, justifique por que a massa ndo pode escapar para o infinito.

Ex. 10.12 — Considere variaveis aleatérias independentes &,&, ..., uniformemente

distribuidas em [0,1], e defina Z, = maxy<, &.
1.  Prove que Z, — 1 em probabilidade.

2. Prove que Z, — 1 quase certamente.

Ex. 10.13 — Da hipergeométrica a binomial. Para cadan > 5, uma urna contém
nbolas azuis e n bolas vermelhas. Retiram-se dez bolas, sem reposigéo, e X, denota

o nimero de bolas azuis retiradas. Determine a lei de X, e prove que

d
X, — Binomial(10,1/2).



CAPITULO

11

Teoremas-limite

Repetir um experimento néo elimina o acaso de cada observacio, mas pode es-

tabilizar sua média. Esse é o conteido das leis dos grandes niimeros. Para somas
Si=Xi+-+X,

de variaveis aleatorias independentes com média comum i, estudaremos condigoes
sob as quais

N

2y

n

As flutuagdes individuais ndo desaparecem; tornam-se pequenas na escala da mé-
dia.

As versdes fraca e forte diferem pelo modo de convergéncia e pelas hipoteses
exigidas. Comecaremos pelo controle da varidncia e passaremos a convergéncia
quase certa. Duas aplica¢des encerram o capitulo: a integracdo de Monte Carlo e

a aproximacdo por polindmios de Bernstein.

351
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11.1. Lei fraca dos grandes niimeros

A lei fraca afirma a convergéncia de S,/n em probabilidade. Com variancias uni-
formemente limitadas, obtemos primeiro a convergéncia em Z?; a desigualdade

de Chebyshev fornece entdo a convergéncia em probabilidade.

Teorema 11.1 — Lei Fraca dos Grandes Naumeros

Sejam &, &, ... variaveis aleatorias independentes com E[&. ] = p e Var(§) <

¢ < oo, para todo k > 1. Nestas condi¢des, se S, = & + & + -+ + &,, entédo

S e

Sy @
n o

Demonstracao. Basta mostrar que

R

A convergéncia em probabilidade seguira da convergéncia em #?2, pela desigual-

dade de Chebysheyv.

S
Pela linearidade da esperanca, E [7"] = p. A independéncia permite somar as

variancias:

E [(i—" - ,u)z] = Var (i—") = %Var(sn)

- niz(Var(Sﬂ) + oo+ Var(§,))

A
|

[
|
l

(=)

0

A demonstracio fornece uma taxa O(n~!) para o erro quadratico médio e, por

Chebyshev, para a probabilidade de um desvio fixo. A estimativa ainda nédo é soma-
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vel em n: para concluir convergéncia quase certa por Borel-Cantelli, precisaremos

de outro argumento.

Observacao 11.2 —

A demonstragido permanece valida para variaveis aleatorias & nio necessa-
riamente independentes, desde que sejam duas a duas ndo correlacionadas.
De fato, a independéncia foi usada apenas para escrever a variancia da soma

como a soma das variincias.

A mesma ideia se estende a vetores aleatorios de dimenséo finita.

Teorema 11.3 — Lei fraca dos grandes nimeros para vetores

Sejam £ £ vetores aleatérios i.i.d. com valores em R? e E[€()]2 < oo.

Entao

L3 60 2, gy
i=1

Demonstracio. Escreva£® = (f(i), ,fy)). Cada sequéncia de coordenadas M 2

satisfaz as hipoteses do Teorema 11.1; logo, para todo j,
L0 P b
j 1
i=1

Para a norma do maximo e qualquer ¢ > 0, a probabilidade de que o vetor se afaste
de sua média por mais de ¢ é limitada pela soma das d probabilidades correspon-

dentes as coordenadas. Como d é finito, essa soma tende a zero. O

O caso dos ensaios de Bernoulli antecede historicamente as versdes gerais. Nele,
a média amostral é a frequéncia relativa de sucessos, e a lei dos grandes nimeros

d4 uma forma precisa a interpretacio frequentista da probabilidade.

j ’j 5 ees
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Teorema 11.4 — Lei dos Grandes Nimeros de Bernoulli

Seja S,, o nimero de sucessos em n ensaios independentes, cada um com pro-

babilidade de sucesso p. Entdo S, tem distribuicdo binomial com pardmetros
(n.p)e

i_)p

n

em probabilidade, quando n — co.

Demonstracao. Se & é a indicadora de sucesso no k-ésimo ensaio, entio as vari-

aveis & sdo independentes, S, = Zzzl &, El&] = peVar(§) = p(1 —p) < 1/4.
Basta aplicar o Teorema 11.1. U

Exemplo 11.5 —.

Ao langar uma moeda equilibrada n vezes, a proporcéo de caras converge em pro-

babilidade para 1/2. Em particular,
P(0,49n < nimero de caras < 0,51n) — 1.

Isso néo obriga a moeda a compensar um excesso anterior de caras. A moeda nao
contrai dividas: a lei controla a propor¢ao acumulada, nao a previsdo do proéximo

langamento.

Podemos dispensar a hipotese de variancia finita se, em contrapartida, supuser-
mos que as variaveis aleatorias & sdo identicamente distribuidas. A ferramenta
sera o método de truncamento de Markov: primeiro controlamos variaveis limita-

das e depois estimamos a contribui¢io das caudas.

Mais adiante, um exercicio apresenta uma extensdo para somas independentes

nao necessariamente identicamente distribuidas.
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Teorema 11.6 — Método de Truncamento de Markov

Considere ¢ uma variavel aleatoria, com média finita. Considere M > 1 o
nivel de truncamento.
Defina
£ selfl<M
HERS {

=¢-1 .
0. self> M} & Lggemy

Entao
0 |LE1M] < M pontualmente, e ||£]Y] < |¢]
0 [EIM — & pontualmente quando M — oo,
O A variavel [ﬂM possui todos 0s momentos finitos.

0 Pelo Teorema da Convergéncia Dominada E[|£]M] — E[¢] quando

M — oco. Mais ainda,

E|[£1M — & — 0 quando M — oo (11.1)

Demonstracao. As duas desigualdades do primeiro item seguem diretamente da
defini¢do. Para cada ponto em que ¢ assume um valor real, quando M ultrapassa
|é| o truncamento coincide com &; dai a convergéncia pontual. Além disso, para
todor > 0,

E[IEM] < M™ < .

Por fim, ||£1M] < |€] e |£]M — &; como & é integravel, o Teorema da Convergéncia
Dominada d4 a convergéncia das esperancas. Aplicando-o também a |[£]M — &| =
|§|1{|§|>M}’ obtemos (11.1). U
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Corolario 11.7 —

Dada uma variavel aleatoéria integravel &,

E [|§| . 1{|§|>M}] — 0 quando M — co.

Demonstracao. Pela defini¢do do truncamento,

& = 1EMM] = E11g8p5 03-

A conclusao é exatamente (11.1). O

Teorema 11.8 — Lei Fraca dos Grandes Nameros

Sejam &, &, ... variaveis aleatorias independentes identicamente distribuidas
com E[&] = pu para todo k.
Considere S, = & + & + - + &,.
Entao
Sn
— >
n H

em probabilidade (quando n — o).

Demonstracdo. Dado M > 1, considere
n
M M M
&0 = aggan S0 =y g™,
k=1

As variaveis §,§M) continuam i.i.d. e
var(g™) < BIEM)2] < M2,
Pelo Teorema 11.1,
g 2 B,

Em particular, por Cauchy-Schwarz,

(M)
n "~ nr M)
— —E[5")

E

— 0.
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Pela desigualdade triangular e pela distribui¢io comum,

(M)

S
E ‘7" ~Elg ] <B\Z— - B[EM)])| + 2Bl - )

Portanto, para todo M fixo,

S
limsup E ‘7" - ,u‘ < 2El§ — §1(M)|.

n—>00

Fazendo M — oo e usando (11.1), concluimos na verdade que S,/n — pem Z! e,

portanto, em probabilidade. 0

11.2. Lei forte dos grandes numeros

Na lei fraca, o conjunto em que a média se afasta de p pode mudar com n; exigimos
apenas que sua probabilidade tenda a zero. A lei forte afirma algo sobre a sequéncia

inteira: para variaveis i.i.d. integraveis,
> > Hqc
p .C.

Comecaremos pelo caso de quarto momento finito. A estimativa resultante sera
somavel, o que permitira aplicar Borel-Cantelli; depois removeremos essa hipotese

adicional.

Teorema 11.9 — Lei Forte dos Grandes Niimeros - |

Sejam &, &, ... variaveis aleatorias i.i.d. com esperanca y e assuma E [5(,3] <

co. Entao, S, = & + & + - + &, satisfaz

= - /1 quase certamente.
n
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Demonstracdao. Comecemos pelo caso p = 0. O caso geral segue ao aplicar esse

caso as variaveis centradas & — y, que ainda sdo i.i.d. e tém quarto momento finito.

Na expansao

E[Si]= ) E[&§&4],

1<i,jkt<n
todo termo em que algum indice aparece uma unica vez é nulo, por independéncia
e pelo fato de E[£] = 0. Restam os n termos com os quatro indices iguais e, para
cada par de indices distintos, as seis ordenacoes que os fazem aparecer duas vezes

cada. Portanto,

n
E[S:] = nE[&] + 6(2)E[§12§22].
Como a independéncia da E[§12§22 | = (E[§12 D? < E[ff], existe C < oo tal que
E[S}] < 3Cn?.

Consequentemente, pela desigualdade de Markov aplicada a S;,

< 3C
> ¢ _m.

Sn

P<n

A série do lado direito é convergente. Pelo primeiro lema de Borel-Cantelli, para

cadam>1,
Sn

P(n

Fora da unido enumeravel desses eventos nulos, para cada m existe um indice a

1. .
> — infinitas vezes | = 0.
m

partir do qual |S,/n| < 1/m. Portanto S,/n — 0 quase certamente. O

O resultado se estende a vetores de dimenséo finita pela aplicacio do caso escalar

a cada coordenada.

Teorema 11.10 — Lei Forte dos Grandes Niimeros

Sejam gD £ vetores aleatérios i.i.d. com valores em R? e EJ¢W|?* < oo

Entao n
13 0 2% ey,
=
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Demonstracao. Cada coordenada satisfaz a versdo escalar precedente. Como ha
apenas d coordenadas, a intersecao dos d eventos de probabilidade um em que as
convergéncias coordenada a coordenada ocorrem ainda tem probabilidade um. Em
dimensao finita, convergéncia coordenada a coordenada equivale a convergéncia

em qualquer norma. U

Proposicao 11.11 — Esperanca Finita é Necessaria

Sejam &;,&,, ... variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribui-

das, com E|&j| = co. Entdo S, = & + & + - + &, satisfaz

$
P (;” convergir em ]R) = 0.

Demonstracao. A féormula das caudas para |¢;| implica

Z P(|&] > n) = eo.
n=1

Como as varidveis sdo identicamente distribuidas, a mesma série é ), P(|&,[ > n).
Os eventos {|&,| > n} sdo independentes; portanto, o segundo lema de Borel-
Cantelli da

P(|&,| > n infinitas vezes) = 1.

Por outro lado, se S, /n convergisse em um ponto w, entdo

G _ S _n=18- o
n n n n—1

Isso é incompativel com |&,|/n > 1 infinitas vezes. Logo o evento de convergéncia
esta contido no complementar de um evento de probabilidade um e, portanto, tem

probabilidade zero. O
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Teorema 11.12 — Lei Forte dos Grandes Niimeros de Kolmogorov

Sejam &;,&,, ... variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribui-

das, com E|j| < oo e u = E[&]. Entéo, para S, = & + - + &,

S
= - [ quase certamente.
n

Demonstracao. Combinaremos o truncamento com o controle das médias ao

longo de uma subsequéncia geométrica.

Passo 1: reducdo ao caso ndo negativo. Suponha primeiro que & > 0. Ao final, o
caso geral seguira de & = f,j —&. , pois as partes positiva e negativa sdo integraveis

e cada uma forma uma sequéncia i.i.d.

Passo 2: truncamento. Defina
n
Vi = & 1gg <hps T,= ) Y
k=1

Pela representacio por camadas do Corolario 8.12,

SRk 8= Y PE >0 < | PG> 0d =Bl <.
k=1 k=1 0

O primeiro lema de Borel-Cantelli mostra que Y} = & para todo k suficientemente

grande, quase certamente. Assim, (S, — T,,)/n — 0 quase certamente.

Os truncamentos Y; sdo independentes, mas seus niveis de corte variam com
k, de modo que ja nio sdo identicamente distribuidos. Suas médias e varidncias
devem, por isso, conservar esse indice. Como 0 < Y < k, a mesma representacio
por camadas, agora com r = 2, da

Var(Yy) < E[Y?] = J 2t P(Yy > t) dt
0

< J 2t P(&§ > )1y dt.
0

Por Tonelli,
o Var(Yy) e 1
k=1 0 k>t
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De fato, a soma interna é limitada por uma constante para 0 <t < 1 e por 2/t para

t > 1; a ultima integral é, portanto, dominada por uma constante mais 4E[¢ ].

Passo 3: uma subsequéncia geométrica. Fixe « > 1 e ponha m; = |a’]. Descartar
um numero finito de termos permite supor que (mj) é estritamente crescente e que

m; > a’/2. Se R, = T, — E[T,,], entdo Chebyshev, a independéncia e Tonelli ddo

Z P(|Rm | >em;) < = Z Z Var(Yy)
Jj j k<m]

[s¢]

Z Var(Yy) Y, —

k=1 ]m>k

Z Var(Yk)

pois a soma geométrica interna é no maximo C,/k%. Aplicando Borel-Cantelli a
e =1/r,r € N, obtemos

:

]
— —> 0 quase certamente.
m;

J

Além disso, Vg — &lly = E[& 1, 543] — 0. Como E[&] = p, segue que E[Yi] — pe,
pelo lema de Cesaro,
E[T;, ]
m;
Concluimos que ij /mj — p quase certamente.

_)/1'

Passo 4: preenchimento das lacunas. Como T,, é crescente, se m; < n < mjyq,

entao
Iy Ty e T
mj+1 m] ~n m] mj+1 ’
Como mj,1/m; — @, segue que, quase certamente,

T, T,
fa < liminf 2 < lim sup Lz ap.
a n n " n

Repetindo o argumento para a sequéncia enumeravel ¢, = 1+1/r e fazendor — oo,

obtemos T,,/n — p quase certamente. Pelo Passo 2, 0 mesmo vale para S, /n.

Finalmente, para variaveis de sinal arbitrario, aplicamos o caso ndo negativo

separadamente a fk’L e § e subtraimos os limites. U
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Integracao de Monte Carlo

Considere uma funcéo integravel f : [0,1] - R. Queremos aproximar numerica-

1 . , S
mente JO f(x)dx; a escolha do intervalo [0,1] é apenas uma normalizagéo.
Uma abordagem deterministica usa pontos equidistantes xy, ... X, e a aproxima-

cao

1 1 &

[ s@ar=23 s

0 k=1
Para fungdes regulares, essa é a ideia das somas de Riemann. Para uma funcao
apenas integravel, porém, os valores numa malha prescrita podem néo represen-

tar bem a integral. O método de Monte Carlo substitui a malha fixa por pontos

aleatorios: sejam Uy,Us, ... variaveis aleatdrias i.i.d. uniformes em [0,1] e defina
1 n
Iy =~ Z FU).
n
k=1
O acaso entra na escolha dos pontos, ndo no valor da integral que procuramos.

Teorema 11.13 — Integracao de Monte-Carlo

Se f : [0,1] — R é Borel-mensuravel e integravel, entdo

1
I, e J f(x)dx.

0

Em particular, a convergéncia também ocorre em probabilidade.

Demonstracao. As variaveis f(Uy) sdo i.i.d. e integraveis. Como U tem distribu-

icdo uniforme,
1
BLA@0) = | fG)dx
0

A conclusio segue da Lei Forte dos Grandes Numeros de Kolmogorov. U

A integrabilidade basta para garantir a convergéncia desse método de compu-
tagdo cientifica. Quantificar o erro é outra questdo: hipdteses adicionais, como

variancia finita, permitem obter estimativas para amostras de tamanho finito.
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Polindmios de Bernstein e o teorema de Weierstrass

As leis dos grandes numeros também permitem demonstrar um resultado intei-
ramente deterministico. A interpretacdo dos polindmios de Bernstein como es-
perancas de fun¢des de variaveis binomiais conduz a uma prova do Teorema de

Weierstrass. Esta secdo é adaptada de [23].

Polindmios de Bernstein

Os polinémios de Bernstein sao definidos por

by,j(x) = (?)xj(l —x)",
paraj=0,1,...,n.
O Os polindémios b, j formam uma familia de n + 1 polinémios de grau no ma-
ximo n.
O Para 0 < j < n, o maximo de b, ; em [0,1] ¢ atingido unicamente em j/n.

O A familia by, ... b, , ¢ uma base do espaco dos polinémios de grau no ma-

ximo n.

O Eles satisfazem a simetria by, j(x) = by, ,j(1 — x), a positividade b, j(x) > 0

em [0,1] e a normalizacdo Z;;O by j(x) = 1.

Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Associemos agora esses polindmios a uma funcéo continua f : [0,1]¢ — C, defi-
nindo
i ig d (n\
B x) = (—1—> k(1 — x )k
A0 = X fpey ) L -
<ifyenig<n k=1

O teorema afirma que esses polindmios aproximam f uniformemente.

A estrutura dos polinémios torna-se mais clara com a interpretacdo probabilis-
tica

Blf10 = |7(2)].
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Figura 11.1.: Polindmios de Bernstein b&j, j =0,..,8. A curva tracejada destaca

bs 5. Para cada x, a soma das nove curvas é 1.

flx)

errolx)

Figura 11.2.: Aproximagdes de Bernstein com n = 10 (a esquerda) e n = 50 (a di-

reita), produzidas pelo cddigo de simulacido que acompanha as notas.

onde as coordenadas de S, sdo independentes e
Skn ~ Bin(n,x), 1<k<d.

A lei dos grandes nimeros sugere a concentragdo de S,,/n perto de x. Para passar
dessa observacio a convergéncia uniforme, precisamos de uma estimativa que néo

dependa de x. A desigualdade de Chebyshev fornecera justamente esse controle.



11. Teoremas-limite 365

Teorema 11.14 — Teorema de Aproximacao de Weierstrass

Sejamd > 1le f : [0,1]9 - € uma funcéo continua. Defina
i i d n
_ 1 d i _;
=3, s( BT
0<iy,....ig<n k=1

paran > 1ex = (xy,...,x7) € [0,1]% Entdo B,[f] — f uniformemente em
[0,1]%.

Demonstracdo. Fixe x = (x,...,x;) € [0,1]9. Para1 < k< de 1< j < n, sejam

& variaveis independentes de Bernoulli com parametro x;. Ponha

n
Sin =& Sp=(SipSin)-
j=1

A independéncia e a férmula da distribui¢do binomial mostram, pela defini¢do da

esperanca, que

BlfI0 =E[f(2)].

Use a norma do maximo em R?. Como
[S S x.(1—x 1
k,n Var( k,n) _ k( k) <

E|—|=x, < —,
k n n 4n

| n
a desigualdade da unido e a desigualdade de Chebyshev déo, para todo § > 0,

d
S, Skn d
— — > < _— = > < —=.
P( . x”oo_(S)_kZ::lP< p xk_5>_4n52

Essa cota ndo depende de x.

Seja M = maxycg 3¢ | f(y)l- Dado € > 0, a continuidade uniforme de f fornece
& > 0 tal que |f(y) — f(xX)| < ¢/2 sempre que |y — x| < J. Separando a esperanca

conforme esse evento e seu complementar, obtemos

B.L160 -~ 09 < B (32) - )

> x 25)
n [e¢]

IN

o

€
2
€
2
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Para n suficientemente grande, o dltimo termo é menor que ¢/2, uniformemente
em x. Logo |B,[f] — fle — 0. O

A prova introduz variaveis aleatorias para construir uma aproximacio determi-

nistica. Depois de tomada a esperanga, o acaso ja fez seu trabalho.

Uma extensao da Lei Forte: Kolmogorov e Kronecker

A Lei Forte apresentada no texto trata sobretudo de sequéncias i.i.d. Ha uma ex-
tensao simples e util para somas de variaveis independentes que néo precisam ter
a mesma distribui¢do. Ela repousa em trés ferramentas que também voltardo a

aparecer, em linguagem de martingalas, no Capitulo 15.

Teorema 11.15 — Desigualdade maximal de Kolmogorov
Sejam Xj,...,X, variaveis aleatorias independentes, centradas e com se-
gundo momento finito, e ponha S, = X; + --- + X. Entao, para todo r > 0,

Var(S,) 1 “

P( S| > )< = L Y var(x).
lrg]ggnlkl_r <— rzlc; ar(Xj)

Demonstracao. Seja Ay o evento em que k é o primeiro indice para o qual [Sg| > r.
Os eventos Ay sdo disjuntos e Ay depende apenas de Xi,...,X;. Como S, — S é

independente de A e de S, e tem média zero,
E[S214,] = E[S{1a, ] + P(ADE[(S, — So)*] > r*P(Ap).
Somando em k e usando a disjuncéo,
r2p @;5 15| > r) < E[S2] = Var(s,),

pois os incrementos sdo independentes e centrados. U
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Teorema 11.16 — Critério de convergéncia de Kolmogorov

Se X1,Xy, ... sdo independentes, centradas, tém segundo momento finito e
(o]
Z Var(X}) < oo,
k=1

entdo a série Zk>1 X converge quase certamente.

Demonstragdo. Escreva S, = ), Xi. Param < n, a desigualdade maximal

aplicada a cauda fornece

P(max |S; — S, |>r> iz Z Var(Xp).

<
m<j<n k=m+1

Fazendo n — oo e usando continuidade da probabilidade,

(sup S; — Sl > r) < = Z Var(X) — 0.
j>m k>m

Se C,,(r) = {supj >m 15 — Sel > r}, entéo Gy (r) C {sup — S| > r/2}; portanto

| .
j=>m
P(C,,(r)) = 0. Como C,,(r) decresce em m, segue que, para cada r > 0, quase toda

trajetoria é eventualmente r-Cauchy. Intersectando sobre r € Q, (S,) é Cauchy

quase certamente e, portanto, converge. U

Lema 11.17 — Lema de Kronecker, na forma usada aqui

Se a série ), | x/k converge, entdo

n
1
— x — 0.
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Demonstracao. Ponha T, = zzzl x¢/k e Ty = 0. Como x = k(T — Ty._;), uma

soma por partes da
1 n 1 n—1
;ZXk =TH_EZT’<'
k=1 k=1
Se T,, — T, a média de Cesaro a direita também converge a T; a diferenca, portanto,

tende a zero. O
ExERcicIos

Ex. 11.1 — Truncamento. Seja £ uma variavel aleatéria integravel. Para M > 0,

defina
£ = E1ggenny.
Prove que:
O |§(M)| <Me |§(M)| < |¢| pontualmente;
o &M ¢ quase certamente quando M — oo;
O para cada M fixo, §(M) possui momentos de todas as ordens;
] E[§(M)] — E[¢] quando M — oo,
Indique explicitamente qual fun¢do domina a sequéncia no tltimo item.

Ex. 11.2 — Sejam &,,&, ... variaveis aleatorias i.i.d. com distribuicdo N(0,1). Prove

que
g4+
(§1 _ 1)2 + o4 (ffn — 1)2

converge quase certamente e determine o limite.

Ex. 11.3 — Sejam &,&,, ... variaveis aleatorias i.i.d. com distribui¢do uniforme em

(0,1). Prove que a média geométrica

n 1/n
k=1
converge quase certamente e determine o limite.

Dica. Aplique a Lei Forte dos Grandes Numeros a log &, logé,, ... e verifique

antes a integrabilidade.
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Ex. 11.4 — Lei Fraca por funcées geradoras de momentos. Sejam &,&, ... va-

riaveis aleatorias i.i.d., com E|£;| < oo, e suponha que
Mg(s) = E[e%1]
seja finita para s € [—c,c], onde ¢ > 0. Defina En =n"! 22:1 & e u=E[&].
1. Prove que, para todo s € [—c.c],

Mé;n(s) = [Mg (%)]n —s eH,

2. Reconhega o limite como a fun¢io geradora de momentos da constante y e

- P
conclua que §, — p.

Dica. Mostre que Mg(u) = 1+ uE[£] + o(u) quando u — 0.
Ex. 11.5 — Sejam &;,&,, ... variaveis aleatorias independentes com
E[5]=0,  of = Var(o) < .
Para S, = Zzzl &, prove que

O S .C.
Z_k<oo N _nq_>0_
n

Dica. Aplique o Teorema 11.16 a série ), &/k e depois o Lema 11.17.

Ex. 11.6 — Seja &,&, ... uma sequéncia i.i.d. com

P(G = 0) = P(5 = 2) = 5,

e defina .
&
zZ=Y =+
k=1
1. Prove que a série converge e que Z pertence ao conjunto de Cantor quase
certamente.
2. Prove que Z possui a distribuicdo de Cantor.

3. Calcule E[Z] e Var(Z) justificando a troca entre soma e esperanca.
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Ex. 11.7 — Integracao de Monte Carlo. Seja f : [0,1] — [0,1] continua. Consi-

dere &,¢1,8,¢, ... independentes e uniformes em [0,1] e defina

M = e @y
1. Mostre que 11,1y, ... sdo i.i.d. de Bernoulli e calcule E[z;].

2. Use a Lei Forte dos Grandes Numeros para concluir que

S

n 1
Z n — J f(x) dx quase certamente.
i=1 0



CAPITULO

12

Teorema do Limite Central

Nos capitulos anteriores vimos que, se X1,Xy, ... sdo variaveis aleatorias indepen-

dentes e identicamente distribuidas, com média comum g = E[X;] finita, entdo
1w qc
-3 (X —p) — 0.
" 1;1( )

Escrevendo S, = Xj + --- + Xj,, a Lei Forte dos Grandes Ntimeros afirma que o erro
Sp — ny é pequeno quando comparado com n. Ela ndo diz, porém, em qual escala

ainda podemos enxergar as flutuagdes desse erro.

Suponha agora que
0 < 02 = Var(X;) < oo.

Pela independéncia,

S — 2
(B 222
an

an

Se desejamos uma escala na qual a varidncia ndo desapareca nem exploda, a escolha
natural é a, = \/n. A pergunta deixa entdo de ser se a média converge e passa a
ser:

qual é a distribuicdo das flutuacdes de ordem Jn?

371
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O Teorema do Limite Central responde que, depois da normalizacdo adequada,
essas flutuagdes convergem para uma distribuicdo normal. O aspecto mais surpre-
endente é a universalidade: a forma do limite nido depende da distribuicdo comum

das parcelas, desde que a variancia seja finita.

Para demonstrar esse resultado, transformaremos distribuicdes em funcoes. So-
mas de variaveis independentes se tornardo produtos dessas fung¢des, e um pro-
blema de convergéncia de medidas se tornara um problema de convergéncia pon-

tual. As funcdes que realizam essa passagem sdo as funcdes caracteristicas.

Funcoes caracteristicas

12.1.1. Por que introduzir nGimeros complexos?

Os momentos de uma variavel aleatéria guardam muita informacéo sobre sua dis-

tribuicdo. Seria tentador empacota-los numa série

(o)
> E[X™]m,
m=0
mas essa série raramente converge. A fun¢io geradora de momentos melhora a
situacdo ao introduzir os fatores m!:
()
E[X™
E[eX] =) ELX i,

|
m—0 m.

sempre que as trocas de soma e esperanca sio legitimas. Ainda assim, E[¢/X] pode

ser infinita para todo t # 0.

A saida ¢é substituir ¢ por it. Como
"] = 1,

a nova esperanca existe para toda variavel aleatoria, sem qualquer hipétese sobre
momentos. Neste caso, passar aos complexos é justamente o que simplifica as

coisas.
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12.1.2. Uma breve passagem pelas integrais complexas

Identificaremos C com R2, munido de sua o-algebra de Borel. Assim, uma fungao

f + Q — C é mensuravel se, e somente se,
f=g+ih,

com g,h : Q — R mensuraveis. Dizemos que f é integravel quando | f| é integravel

J fd,uzj gd,u+iJ h dp.
Q Q Q

e definimos

Proposicao 12.1 —

Sejam f e g fun¢des complexas integraveis e sejam a,b € C. Entéo:
af +bg é integravel e

J(af+bg) dp:aJ'f dp+bjg dy;

W=J? dy;

Uf du‘ Sjlfl dp.

Demonstracao. As duas primeiras propriedades seguem diretamente da defini-
cdo em termos das partes real e imaginéria. Para a terceira, ponha z = [ f du. Se

z = 0, ndo ha o que provar. Caso contrario, tome & = z/|z|. Entdo || = 1 e

/2] = Re(az) = j Re(af) dy < j af| du = j Al dp
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Proposicao 12.2 — Extensoes complexas dos teoremas de integracao

Valem as seguintes extensdes.

Convergéncia Dominada. Se f, : Q — C sdo mensuraveis, f, = f
quase certamente e existe g € L!(p) tal que |f,| < g quase certamente

para todo n, entdo f é integravel e
[ 5|1 e

[2|Fubini. Se (Q;,% 1) e (Q,%,,v) sdo o-finitos e f : Q; xQy — Cé
mensuravel com

Ifl d(p ®v) < oo,
QxQ,

entdo as se¢des sdo integraveis quase em toda parte e as duas integrais

iteradas coincidem com a integral de f no produto.

Produto de esperancas. Se Z e W sido variaveis aleatorias complexas

independentes e integraveis, entdo ZW ¢ integravel e

E[ZW] = E[Z] E[W].

Demonstracao. Para o primeiro item, aplique a Convergéncia Dominada real as
partes real e imaginaria, observando que |Re f,|Im f,| < g. O segundo item segue

da mesma decomposi¢do e do Teorema de Fubini real, pois |Re f|,|Im f| < |f].

Para o terceiro, |Z| e |W| sdo variaveis reais independentes e integraveis. Pelo

Teorema 8.31,
E|ZW| = E|Z|E|W| < oo.

Escreva Z = Z; +iZy e W = W +iW,. Cada Z; é independente de cada Wy, e o

mesmo resultado real aplicado aos quatro produtos fornece

E[(Zl + lZz)(Wl + le)] = (EZl + lEZZ)(EWI + lEWz)
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12.1.3. Definicao e primeiras propriedades
A integracao complexa permite agora definir a funcéo caracteristica e estudar suas

primeiras propriedades.

Definicao 12.3 — Funcao caracteristica

Dada uma variavel aleatéria real X, sua funcao caracteristica é a fungao

¢x : R — C definida por
Px(t) = E[e'X] = E[cos(tX)] + iE[sen(tX)].

Equivalentemente, se Py denota a distribuicio de X,

dx(t) = j]R ¢ Py ( dx).

Se X possui densidade fy, a Gltima expressiao assume a forma

o) = j 6 () d.

R

Observe que a defini¢do nio exige a existéncia de uma densidade.

Definicdo 12.4 — Transformada de Fourier de uma medida

Se u é uma medida de probabilidade em R, definimos
)= | e dn).
R

Assim, ¢y = I;;\(

Como a funcéo caracteristica depende apenas da distribuicéo,
d
X=Y Eand ¢X = ¢Y

Mais adiante provaremos a reciproca: a fungéo caracteristica determina completa-

mente a distribuicéo.
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T Fourier
problema probabilistico urie problema transformado
!
!
!
|
caminho dificil céalculo
v
distribui¢do procurada — limite das transformadas
unicidade

Proposicao 12.5 — Propriedades elementares

Sejam X e Y variaveis aleatorias reais.
ng(O) =1e|px(t) < 1paratodot € R;
dx(=1) = fx(O);

paraab € R,

Bax+5(t) = € px (at);
E] se X e Y sdo independentes, entdo

Px+y (@) = px )Py ()

¢x € uniformemente continua em R.

Demonstracao. Os dois primeiros itens seguem de

et X] = 1, eitX = gitX

Para a transformacéo afim,

baxsp(®) = E[eit(aX+b)] — eith[ei(at)X] — eitb¢X(at).

Se X e Y sdo independentes, também sdo independentes /X e ¢#Y; portanto,

$x+y(t) = E[¢"Xe"] = E[¢"X]E[¢"] = ¢x (D)gy (1)
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Finalmente, para st € R,
[$x(0) = x ()] < E[leX — X[] = E[|el¢-9X — 1]

Quando t —s — 0, o integrando converge pontualmente para zero e é limitado por
2. O Teorema da Convergéncia Dominada mostra que o ultimo termo tende a zero.

Como ele depende apenas de t — s, a continuidade é uniforme. U

Exemplo 12.6 — Distribuicdo de Bernoulli.

Se X ~ Bernoulli(p), entdo

Px(t) = P(X = 1) + P(X = 0) = 1 + p(e? — 1).

Exemplo 12.7 — Distribuicao binomial.

Se X1, ..., X, sdo independentes, cada qual com distribui¢io Bernoulli(p), entdo X =

Xi + -+ X, ~ Bin(n,p) e

ox(® = [ [ ox® = [1+ p(e" = D",
j=1

12.1.4. Momentos e derivadas

A exponencial complexa também codifica momentos: quando podemos derivar sob

o sinal de esperanca, suas derivadas em zero os recuperam.
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Proposicao 12.8 — Derivacao sob o sinal de esperanca

Seja I € R um intervalo aberto e seja f : I x Q — C. Suponha que:
para cadat € I, a fun¢io f(t,-) é mensuravel;
para quase todo w, a funcéo t — f(t,w) é continuamente diferenciavel;
f(ty,) é integravel para algum ¢, € I;
[ 4| existe uma variavel aleatoria nfio negativa e integravel Y tal que
|0 f(t.)| < Y(w)
para todo t € I e quase todo w.
Entdo F(t) = E[ f(t,))] é diferenciavel em I e

F'(t) = E[o, f(t.)].

Demonstracao. Parat € I, o Teorema Fundamental do Célculo e a hipotese de

dominacio dao

f(t.0) = flto,0)] < [t = tp]Y ().
Portanto, f(t,) é integravel para todo t € I.

Fixe t € I. Para h suficientemente pequeno,

_ 1
f(t+h,wz ftw) _ J'O o, f(t + rhw) dr.

O quociente converge pontualmente para d; f(t,0) e seu médulo é limitado por Y(w).

O resultado segue do Teorema da Convergéncia Dominada. O
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Proposicao 12.9 — Momentos e derivadas

Seja X uma variavel aleatoria tal que E[|X|™] < co. Entdo ¢y possui deriva-

das continuas até a ordem m e, para j = 1, ...,m,
$P(t) = VE[XIetX],

Em particular,
$(0) = FE[X].

Demonstracio. Para j < m, temos E[|X|/] < . Aplicando repetidamente a

Proposicio 12.8 a f(t,w) = ¢*X(©), obtemos
& ux oy i~ .
yelt = (@xye't, XYt =XV

Isso fornece a férmula das derivadas. Sua continuidade segue novamente do Teo-

rema da Convergéncia Dominada. 0

Exemplo 12.10 — A funcao caracteristica da normal.

Seja Z ~ N(0,1). Pela proposicéo anterior,

¢ (t) = LJV xeltxe=x"/2 dy.

e
Como q
-x%/2 _ _ @ —x?/2
xe dxe ,

uma integracdo por partes, com termo de fronteira nulo, fornece

¢7(t) = —t7 (1)

A condicdo inicial ¢(0) = 1 determina a solucéo:

b (1) = /2,
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Exemplo 12.11 — Normal com média e variancia arbitrarias.

Se X = u+o0Z,com Z ~ N(0,1), entdo

¢x(t) = ez (ot) = exp (itu - ?) :

12.1.5. Unicidade de Fourier

Provaremos agora que a funcéo caracteristica ndo perde informacio: duas medidas
de probabilidade com a mesma transformada de Fourier sao iguais. A Gaussiana

desempenhara o papel de um filtro de regularizagéo.

Para € > 0, escreva

(x) = ! ex —x—z
pe _6\/5 p 262 .

Lema 12.12 — Identidade gaussiana de Fourier
Paratodoe >0ex €R,

1

D 242
Pe(x) = — J eTitxem€ /2 gy,
€ 2 I

Demonstracao. Fazendo u = et e usando o calculo da funcao caracteristica da

normal padrio,

1 eTitx =€t /2 g — R emiulx/€)g—u?/2 gy,
21 Jp 2re Jp
)
eVar
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Teorema 12.13 — Teorema da unicidade de Fourier

Se 11 e v sdo medidas de probabilidade em R e fi(t) = ¥(t) para todo t € R,

entdo u = v. Equivalentemente,

dx=¢y = XiY.

Demonstracao. Para e > 0, defina
pue) = | pex =) ay)
R

Essa é a densidade da convolucio de 4 com uma normal N(0,e?). Pelo lema anterior

e pelo Teorema de Fubini,

1

Py,e(x) — E e—itxe—eZtZ/Z (J. eity /1( dy)) dt
R R

1 i .
= e*ltxefeztz/zu(t) dt.
T Jr

A aplicacédo de Fubini é legitima porque e €t/2 ¢ integravel. Se i = 7, concluimos
que

Pue = Pre para todo € > 0.

Seja G ~ N(0,1). Para toda funcio continua limitada f, o Teorema da Conver-

géncia Dominada fornece

j j Fx + €2) i d)Pg( dz) —>J FGo) ()
R R R

quando € | 0. O mesmo vale para v. Como as duas convoluc¢des tém a mesma

densidade para cada €, segue que

[7au=]ra

para toda func¢io continua limitada f. Aproximando indicadoras de intervalos nos

pontos de continuidade das funcdes de distribui¢do, concluimos que y = v. O
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12.1.6. Outra rota para a unicidade

A prova anterior regulariza as medidas por meio de Gaussianas. Ha uma segunda
rota, baseada na densidade dos polinédmios trigonométricos. Ela explicita por que
conhecer as integrais de todas as fungdes x — €'* acaba determinando as integrais

de fun¢des muito mais gerais.

Recordemos a forma do Teorema de Stone-Weierstrass complexo que sera usada:
se K é compacto de Hausdorff e o C C(K;C) é uma algebra que contém as cons-
tantes, separa pontos e é fechada por conjugacio, entdo of é densa em C(K; C) para
a norma uniforme. O resultado seguinte é precisamente essa forma geral aplicada

ao circulo.

Corolario 12.14 — Stone-Weierstrass para funcoes periodicas

Fixe T > 0. O espaco dos polinémios trigonométricos
I = spang {ez”ikx/T t ke Z}

¢ denso, para a norma uniforme, no espaco das fungdes complexas, continuas

e T-periddicas.

Demonstracao. Identifique as func¢des continuas e T-periédicas em R com as fun-
¢des continuas no circulo compacto R/TZ. A classe I1 é uma algebra complexa

que contém as constantes. Ela também é fechada por conjugacio, pois

e2mikx /T — p=2mikx/T
Além disso, separa pontos do circulo: se x —y ¢ TZ, entdo
eZm'x/T + e2m’y/T.

A forma complexa do Teorema de Stone-Weierstrass enunciada acima implica, por-
tanto, que 7 é densa na norma uniforme no espago das fung¢des continuas sobre

R/TZ, isto é, no espaco das funcdes continuas e T-periddicas. O

Com esse teorema, obtemos outra demonstracdo da unicidade. Suponha que
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j=vetome f € C/(R). Dado § > 0, escolha M téo grande que
supp(f) € (=M, M) e p([-M.M]) +v([-M.M]) < 6.

A restri¢do de f a [-M,M] possui uma extensdo continua 2M-periddica f, pois f
se anula numa vizinhanga dos extremos. Pelo teorema, existem p; € Iy tais que
pj — f uniformemente.

irkx/M

Cada p; é combinacéo linear de funcdes e . A igualdade das funcoes carac-

teristicas implica, portanto,

Passando ao limite uniforme,

Como f = ?em [-M,M],

Jrafre

Fazendo 6 | 0, obtemos, para toda f € C.(R),

< flloo (H(UI=MMI) +v([-MM]9)) < [ flS.

Jf dp = Jf dv. (12.1)

Novamente, concluimos que y = v.

12.1.7. Convergéncia de funcdes caracteristicas

O ultimo passo antes do Teorema do Limite Central é transformar convergéncia
pontual de funcdes caracteristicas em convergéncia em distribuigao. Primeiro pre-

cisamos garantir que a massa das distribuicdes néo escape para o infinito.
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Proposicao 12.15 —
Seja (X,)n>1 uma sequéncia de variaveis aleatorias, com fungdes caracteristi-
cas ¢,. Suponha que existem t, > 0 e uma funcdo g : (—ty,tg) — C, continua

em 0, tais que
Pu(t) — g(t) para todo t € (—tp,ly).

Entéo a familia (X),),>; ¢ tight.

Demonstracao. Como ¢,(0) = 1, temos g(0) = 1. Fixe > 0. Pela continuidade

de g em zero, podemos escolher a € (0.t;) tal que
n
[1—-g(®)] < 1 para |t| < a.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

%La(l —Regy(t)) dt — 1 J a(l —Re g(t)) dt.

a

O modulo do limite é menor que n/2. Logo, para algum ny,

a
%J (1-Reg, @) dt <n sen > n.
—a

Por Fubini,

r (1-Redo(t) di =E [ J " (1= cos(tX,)) dt]

_ouE [1 B sen(aan|)]
alX;|

Na expressdo acima, o quociente é interpretado como 1 quando X,, = 0. No evento

{|Xn| Z z/a}7
X, 1
_ sen(alX,)) S
alXy| alXy|

1
> -

2
Consequentemente,

r (1—=Re@, (1)) dt > aP(|X,| >2/a).
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Assim,
P(X,| >2/a) <n paran > ny.

Restam apenas as variaveis Xj,...,X, 1. Como a familia ¢ finita, existe b tal

que
P(|X,| > by) <n (1 <n<ny).

Tomando b = max{2/a,by}, obtemos
P(X,|>b)<n para todon > 1.

Portanto, (X,),> é tight. O

Teorema 12.16 — Teorema da continuidade de Lévy

Sejam X7,X,, ... variaveis aleatorias com fungdes caracteristicas ¢y,ps, ...
d ~
Se X;, — X, entdo

Pu(t) — Px (@) para todot € R.

Reciprocamente, se ¢,(t) — g(t) para todot € R e g é continua em 0,

entdo existe uma variavel aleatoria X tal que g = ¢x e

X, — X.

d
Demonstracao. Suponha primeiro que X;, — X. Pelo Teorema de Representacgéo
de Skorokhod, existem variaveis Y, e Y, definidas num mesmo espaco, tais que

d d e

Y,=X, Y=X Y, —Y.

Para cada t € R, temos e'» — ¥ quase certamente e |¢/¥n| = 1. Pelo Teorema da

Convergéncia Dominada,

$n(t) = E["] — E[¢""] = ¢ (1).
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Para a reciproca, a Proposi¢do 12.15 mostra que (X,) é tight. Pela Proposi-
¢do 10.34, alguma subsequéncia (X, ) converge em distribui¢cdo para uma variavel

X. Pela primeira parte,
P () —> Px(2).
Como também ¢, (t) — g(t), segue que g = Py.

Agora tome uma subsequéncia arbitraria de (X,,). Ela continua tight e, pela Pro-
posi¢do 10.34, possui uma subsubsequéncia que converge em distribui¢io para al-
guma variavel Y. Pela primeira parte, ¢y = g = ¢x; o Teorema da Unicidade de
Fourier implica Y = X. Assim, toda subsequéncia possui uma subsubsequéncia

com limite X, e o critério da Proposicdo 10.36 fornece X, — X. O

O Teorema do Limite Central

As pecas estdo agora reunidas: independéncia transforma somas em produtos de

funcdes caracteristicas, e a expansao perto da origem identifica o limite.

Teorema 12.17 — Teorema do Limite Central

Sejam X;,X,, ... variaveis aleatorias independentes e identicamente distribu-

idas, com
E[X;] = p, 0 < Var(X;) = 02 < co.
Entédo
ST NO1), S, =X 4+ X,
o\n
Equivalentemente,
Jn (% _ y) 2, N@O,6?).
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Demonstracido. Defina

Entéo as variaveis Yy sdo i.i.d., com média zero e varidncia um. Seja ¢ sua funcao

caracteristica. Pela Proposigdo 12.9,
$0) =1, §(O)=iE[r]=0,  ¢"(0)=-E[f]=-1.

Portanto, quando u — 0,
2

) =1- ”7 + o(u?). (12.2)

Fixe t € R. Pela independéncia,
ot
n t) = -
b15r v ® E¢<J_)

2 n
= (1 L + 0(1)) — /2,
2n n

O limite é a fungéo caracteristica de N(0,1). O Teorema da Continuidade de Lévy

conclui a demonstracéo. Il

Observacao 12.18 —

Se 0% = 0, entdo X; = 1 quase certamente e S, — ny = 0 quase certamente.

Nesse caso, a versdo ndo normalizada do teorema possui o limite degenerado

N(0,0).

TLC para arranjos triangulares

A hipétese de que todas as parcelas tenham a mesma distribui¢do néo é o verdadeiro
motivo para o aparecimento da normal. O ponto essencial é que nenhuma parcela

isolada domine a soma. Os arranjos triangulares tornam essa ideia precisa.
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Definicao 12.19 — Arranjo triangular

Um arranjo triangular é uma familia
Xk 1 1<k<k,n>1}

A linha n é formada pelas variaveis X, 1, ..., X, x . Exigiremos independéncia

dentro de cada linha, mas nao entre linhas diferentes.

Lema 12.20 — Produtos infinitesimais

Para cada n, sejam z, 1, ...z, € C. Suponha que

max |z,

Ky Ky
— 0, Fea o = % z, k|2 — 0.
1<k<k, kZ:; n.k ];1| n,kl

Entao

Ky
H(l + 2z, k) — €~
k=1

Demonstracao. Paran grande, todos os z,  pertencem a um disco no qual pode-

mos usar o ramo principal do logaritmo. Uniformemente nesse disco,
log(1 +w) = w + O(|w?).

Logo,
kn kn kn
Z log(l + Zn,k) = Z Znk + o (Z |Zn,k|2> -z
k=1 k=1 k=1

Basta exponenciar. U
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Teorema 12.21 — Teorema de Lindeberg—Feller

Para cada n, sejam X, 1,...,X; s variaveis aleatorias independentes, centra-

das e com variancias finitas. Defina

k

g = Z Var(X, ;) > 0.
k=1

Suponha que, para todo € > 0, vale a condic¢ao de Lindeberg

k
1 n
2 R [Xf,k1{|xn,k|>esn}] — 0.
n k=1

Entao .
1 & d
=3 X — N(0.1).
Sn k=1

Demonstracao. Ponha
Xn,k
Yn,k = P Ynk = E[Yfzk}
n

Entao
k,
Z ok = 1
k=1

e a condi¢ao de Lindeberg se escreve
ky
Ln(€) = Y B [ty o] — 0
k=1

Primeiro observamos que nenhuma parcela pode conservar uma fragio positiva

da variancia total. De fato, para todo € > 0,

2
max v, <e“+L,(€).
1<k<k, n.k n()

Tomando o limite superior em n e depois fazendo € | 0, obtemos

max v, — 0.
1<kek, "k
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Fixet € R e escreva )

Rw)=e*—1—iu+ 1%
O resto integral de Taylor fornece

RGw) < 2.

Além disso,
2

u
IR(w)| < 2+ |u| + Ex
Como E[Y, ;] = 0, a funcao caracteristica de Y, ;. satisfaz

¢n ) =1~ 2 Vnk + 1y, k@), rn,k(t) = E[R(tYn,k)]-

Para € > 0, separamos a esperanca nos eventos {|Y, x| < e} e {[Y, x| > €}. Com

2 |
Ct,(—? = 6—2 + z + o
obtemos
o |t|
3 Irar(®] < 25 Z (YL, <et]
k=1
kn
+Ce Y E[Y2 gy, 0]
k=1
Itl3
+ Cie L,(e).

Para € fixo, o segundo termo tende a zero. Fazendo depois € | 0, concluimos que

ky
Z |rn,k(t)| — 0.
k=1
Defina
t2
Znk = _Evn,k + rn,k(t)-
Entao
k, 2
_) t
z _
nk 2

k=1
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— 0.

max |z,
1<k<k, ™

Aqui usamos maxy [, k()| < X [k (t)]. Além disso,

kn tZ kn kn t2 kn
Z |Zn,k < E Z Vn,k + Z |rn,k(t)| = E + Z |rn,k(t)|'
k=1 k=1 k=1 k=1

O lado direito tende a t?/2, de modo que a soma a esquerda permanece limitada.

Consequentemente,
kfl kﬂ
2
E z < | max |z E Znkl — 0.
= | nk <1Sk£kn | n,k|> = | n,kl

Pelo Lema 12.20 e pela independéncia dentro de cada linha,

kn
bsin v, (O = H P (1)
kn
= H(l +z,8) — e /2,
k=1

O Teorema da Continuidade de Lévy encerra a prova. O

A condicdo de Lindeberg possui uma interpretacdo concreta: depois da normali-
zacdo pela varidncia total, a contribuicido quadratica das parcelas excepcionalmente
grandes deve desaparecer. Nao é necessario que as parcelas tenham a mesma distri-
bui¢do; é necessario que nenhuma delas carregue sozinha uma parte macroscopica

da flutuacao.

Corolario 12.22 — Condicao de Lyapunov
Nas hipoéteses de independéncia e centraliza¢do do teorema anterior, supo-
nha que, para algum § > 0,

k,
1 n

-3 D E[IXx
Sn k=1

2+5] — 0.
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Entao
k

| 2 d
=3 X — N(0.1).
Sn k=1

Demonstracao. No evento {|X, | > €s,},

2 |Xn,k|2+5
Xnk S/
G
Portanto, a expressdo de Lindeberg é limitada por
1 &
L S EX),
edsit? k=1
que tende a zero. O

Exemplo 12.23 — Somas de Bernoulli ndo identicamente distribuidas.

Paracadan, sejam By, 1, ... B, variaveis independentes, com By, . ~ Bernoulli(p, ),

e suponha que
k

3% = Z pn,k(l - pn,k) — 0.
k=1

Como |B, — ppxl < 1, para cada € > 0 o indicador da condi¢do de Lindeberg é

identicamente nulo quando €s,, > 1. Logo,
Y Buk = Pi)
k=1\Pnk Pk

\/Zl]in:l pn,k(l - Pn,k)

A soma possui distribui¢do de Poisson—binomial; ndo é preciso que os parametros

d
— N(0,1).

Dn sejam iguais.

O TLC classico reaparece como caso particular. Basta tomar X, = X; — g,

1 < k < n. Nesse caso sg =nole, para todo € > 0,

n
]; E [(Xk - H)21{|Xk—y|>esn}] = ﬁE [(Xl - H)21{|x1_y|>eg\/ﬁ}]

é”ml —

— 0
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pelo Teorema da Convergéncia Dominada.
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EXERcicIOS

Funcoes caracteristicas

Ex. 12.1 — Demonstre as formulas da tabela abaixo.

Distribuicdo ‘ Funcéo caracteristica

Binomial(n,p) [(1- p).—i— pet ]
Poisson(A) M=)
N(u ) gpt=a’t*/2

Ex. 12.2 — Se ¢ e 5y sdo variaveis aleatdrias independentes, prove que

$en®) = (D) (tER).

Ex. 12.3 — Se X = aY + b, com a,b € R, prove que

x () = ey (ar).

Ex. 12.4 — Sejam Xj, ..., X, variaveis aleatorias independentes, cada uma com dis-
tribuicdo de Poisson de pardmetro A. Use funcdes caracteristicas para determinar

a distribuicao de Xj + -+ + Xj,.

Ex. 12.5 — O objetivo deste exercicio é provar a Lei Fraca dos Grandes Numeros
usando funcdes caracteristicas. Sejam &;,&, ... variaveis aleatodrias i.i.d., suponha

que E[|&]|] < oo e escreva

Sp=6++&, p=E[&]

1. Mostre que, se ¢ € a funcdo caracteristica de £, entdo
t n
ds,m® =6 (5 )] -

2. Mostre que
3
$(t) = 1+ ipt +r(t), Q 50

quando t — 0.
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3.  Conclua que

bs /n(t) = [1 + iu% " r(%)]n gt

4. Use o Teorema da Continuidade de Lévy e o fato de que convergéncia em
distribuicdo para uma constante implica convergéncia em probabilidade
para concluir que

P
— U

3|

Teorema do Limite Central

Ex. 12.6 — Vocé convidou 64 pessoas para uma festa. O nimero de sanduiches
consumidos por cada convidado assume os valores 0, 1 e 2 com probabilidades 1/4,
1/2 e 1/4, respectivamente, e os consumos sdo independentes. Usando a aproxi-
macao normal e a correcdo de continuidade, determine o menor namero inteiro de
sanduiches que deve ser preparado para que a probabilidade aproximada de nao
haver escassez seja de pelo menos 95%. Registre a média, a varidncia e o ponto da

correcédo de continuidade usados no célculo.
Ex. 12.7 — Use o Teorema do Limite Central para mostrar que

n k
n 1
lim Y e = -
ngrolokzoe k! 2

Ex. 12.8 — Suponha que a funcio geradora de momentos Mz(s) = E[e%] seja finita

para s em alguma vizinhanca de zero. Prove que, para cada s € R fixo,

tim [y ()] = eFlel.

n—o0
Sugestdo: calcule

lim nlog M (%) .

n—oo

Ex. 12.9 — Sejam &;,&,, ... variaveis aleatorias i.i.d., com

E[&] =4, Var(§) = o% > 0,
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e suponha que My, seja finita numa vizinhanca de zero. Defina

B+t

on

Mostre, usando uma expanséo de segunda ordem de log Mz )/, em zero, que,

Zn

para todo s € R fixo,
Mz (s) — es’/2,

Conclua o Teorema do Limite Central sob a hipétese adicional de existéncia da

fungio geradora de momentos numa vizinhanca de zero.

Arranjos triangulares

Ex. 12.10 — Para cada n, sejam X, 1, ..., X i, varidveis aleatorias independentes e
centradas. Suponha que

kn
| Xkl < M quase certamente, para todos n.k, s2 = Z Var(X, x) — oo.
k=1

Verifique diretamente a condicdo de Lindeberg e conclua que
1 & d
— Xnk — N(0,1).
Sn =1
Ex. 12.11 — Sejam X;,X, ... variaveis aleatorias i.i.d., centradas, com varidncia um.
Para cada n, sejam a1, ... .anx € R tais que

Ky

2

a:,. =1, max |a — 0.
s e Jan

Use o Teorema de Lindeberg—Feller para provar que
k, d
Z an } X — N(0,1).
k=1
Ex. 12.12 — Para cada n, sejam B, ;, ... ,B, . variaveis independentes, com B, ~
Bernoulli(p, x). Suponha que
k,

Z pn,k(1 - pn,k) — 0.
k=1
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Defina
k, k,
m, = Z Pnk> Srzl = Z pn,k(l - Pn,k)-
k=1 k=1
Prove que

k,
anzl By —my
Sn

d
— N(0,1)
verificando diretamente a condicdo de Lindeberg.

Ex. 12.13 — Oscila¢des das somas parciais na escala /n. Sejam X;,X,, ... varia-
veis aleatérias i.i.d., centradas, com 0 < Var(X;) = 02 < oo, eponha$, = X;+-+X,.
Prove que

. Sn . o5
limsup—= =+0 e liminf—= = -0 quase certamente.

n—oo n n—oo n



CAPITULO

13

Medidas com sinal e o

teorema de
Radon-Nikodym

Ao reunir conjuntos disjuntos, uma medida positiva soma contribui¢des néo ne-
gativas. Diferencas de probabilidades e integrais de fun¢des que mudam de sinal
exigem uma noc¢ao mais ampla. A aditividade enumeravel continua sendo central,

mas agora precisamos evitar a expressdo indeterminada co — co.

Comecaremos pela decomposi¢do de Hahn, que separa o espaco em partes posi-
tiva e negativa. Essa separacdo dara a decomposicdo de Jordan da propria medida.
A comparacdo com uma medida de referéncia levara, depois, as nocdes de conti-
nuidade absoluta e singularidade e ao teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym. Ao

final, veremos como esse resultado prepara a construcdo da esperanca condicional.

398
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13.1. Medidas com sinal

Definicdo 13.1 — Medida com sinal

Seja (Q,%) um espago mensuravel. Uma funcgio
v: F —> [—o0,00]
é uma medida com sinal se:
V(@) = 0;
no maximo um dos valores +co0 e —co pertence a imagem de v;

para toda sequéncia (E,),>; de conjuntos mensuraveis dois a dois disjun-

()= 5

n=1 n=1

tos,

A série do altimo item é entendida em [—oo,00]. A segunda condicdo impede
que nela apareca a forma indeterminada co — co. Se a unido tiver medida

finita, a série converge absolutamente.

Quando v(E) € R para todo E € &, dizemos que v é uma medida com sinal

finita. E esse o caso que aparece com mais frequéncia em probabilidade.

Exemplo 13.2 — Densidade com sinal.

Sege LI(Q,g,y), entdo

v(E)ZJgd/FJ g" du—J g du  EE€F,
E E E

define uma medida com sinal finita. As regides onde g é positiva e negativa ante-

cipam a decomposi¢ido de Hahn.
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Exemplo 13.3 — Diferenca de medidas.

Se 11 e pp sdo medidas finitas em (Q,%), entdo

V(E) = iy (E) — p2(E)

é uma medida com sinal finita. A hipotese de finitude evita que essa diferenca seja

00 — 00,

13.1.1. Conjuntos positivos, negativos e nulos

O sinal de v(E) ndo descreve necessariamente o sinal da medida dentro de E: contri-
buigdes positivas e negativas podem se cancelar. Para localizar o sinal, precisamos

considerar todos os subconjuntos mensuraveis de E.

Definicao 13.4 —

Seja v uma medida com sinal e seja E € &.
O E é positivo para v se v(A) > 0 para todo A € ¥ com A C E.
O E é negativo para v se v(A) < 0 paratodo A € & com A C E.

0O E é nulo para v se v(A) = 0 para todo A € & com A C E.

Um conjunto nulo para v é ao mesmo tempo positivo e negativo. Essa nog¢éo é
mais forte que a igualdade v(E) = 0: um saldo zero pode esconder cancelamentos.
Se E é positivo, a restri¢io A — v(A) aos subconjuntos mensuraveis de E é uma

medida positiva.
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Lema 13.5 —

Todo subconjunto mensuravel de um conjunto positivo é positivo. Além
disso, uma unido enumeravel de conjuntos positivos é positiva. As afirma-

cOes analogas valem para conjuntos negativos e nulos.

Demonstracado. A primeira afirmacio segue diretamente da definicdo. Para a

segunda, sejam Ej,E, ... positivos e disjuntifiquemos a unifo:
Fi=E, F=E\|JE (m>2).
j<n

Entéo os F, sio disjuntos, F, C E, e | J, F, = U, E,. Se BC |, E, é mensuravel,

B= U(B NE,)
n=1

é uma unido disjunta. Como BN F, C E,,,

[o¢]

v(B)= Y V(BN F,)>0.

n=1

Logo a unido é positiva. Aplicar o mesmo argumento a —v prova a afirmacao sobre

conjuntos negativos; a afirmacéo sobre nulos segue das duas anteriores. 0

O lema seguinte fornece o mecanismo da decomposicéo de Hahn: enquanto hou-
ver um subconjunto de medida negativa, retiramos uma parte desse tipo. O nome
descreve a estratégia. Este Pac-Man tem uma dieta seletiva: so retira conjuntos de

medida negativa, de modo que a medida do que resta aumenta.

Lema 13.6 — Lema do Pac-Man

Se E€e F e 0 < v(E) < oo, entdo existe um conjunto positivo P C E tal que
v(P) > 0.
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Demonstracao. Se E ja é positivo, tomamos P = E. Caso contrario, ponha R, = E.
Enquanto R;_; néo for positivo, existe um subconjunto mensuravel de Ry_; com
medida negativa. Seja n; o menor inteiro positivo para o qual se pode escolher
Ni C Ry satisfazendo
V(N < =,
Mk
e defina R = Ri._1\ Ni. Se o procedimento terminar, o conjunto residual é positivo

e, como apenas retiramos conjuntos de medida negativa, tem medida maior que
v(E).

Suponha, portanto, que a construcdo seja infinita. Os conjuntos N sdo dois a
dois disjuntos e a sequéncia (n;) é ndo decrescente, pois os residuos diminuem. A

aditividade enumeravel da

v (U Nk) = Z V(Ng).
k=1 k=1

O lado direito ndo pode ser —co: de outro modo, a decomposicdo disjunta de E entre
essa unido e seu complemento seria incompativel com 0 < v(E) < co. Como todos

os termos sdao negativos,

it (o)

1
Z [v(Ni)l < o e, portanto, Z ~ < oo
k=1 k=1 "k

Em particular, n — oo.

Defina .
P=E\|JN.
k=1
Temos v(P) > v(E) > 0. Resta provar que P é positivo. Se existisse um conjunto
mensuravel A C P com v(A) < 0, poderiamos escolher m > 1 tal que v(A) < —1/m.
Para todo k, o conjunto A esta contido em Ry_;; pela minimalidade de ny, teriamos

n < m. Isso contradiz np — co. Logo P é positivo. 0

13.1.2. Decomposicao de Hahn

O lema extrai um conjunto positivo de um conjunto de medida positiva. Usaremos

essa extracdo para dividir todo o espaco em uma regido positiva e outra negativa.
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Teorema 13.7 — Decomposicao de Hahn

Se v é uma medida com sinal em (Q,%), existem conjuntos mensuraveis
disjuntos P e N tais que
Q=PUN,

com P positivo e N negativo para v.

Demonstracao. E suficiente tratar o caso em que v nunca assume o valor +oo. De
fato, se esse ndo for o caso, a medida —v nunca assume +oco; uma decomposicio para
—v fornece uma decomposicédo para v apos trocarmos os papéis das partes positiva

e negativa.

Considere

a = sup{v(A) : A€ F e A é positivo}.

A classe nao é vazia, pois contém @. Além disso, @ < co. Se o supremo fosse infinito,
poderiamos escolher conjuntos positivos P, com v(P,) > n. Pelo Lema 13.5, a unido
\U, P seria positiva e teria medida a0 menos n para todo n, obrigando v a assumir

o valor +oo.

Escolha agora conjuntos positivos P, tais que
1
v(P,) >a— -
n
e ponha P = J, P,. O conjunto P é positivo. Como P \ P, também ¢é positivo,
1
v(P)>v(P,) > a— .

Pela defini¢éo de @, também v(P) < «; logo v(P) = a.

Seja N = Q \ P. Se N nao fosse negativo, existiria E € N mensuravel com
v(E) > 0. Como v nio assume +oo, essa medida seria finita. O Lema 13.6 forneceria

um conjunto positivo A C E com v(A) > 0. Entdo P U A seria positivo e
v(PUA) =v(P)+v(A) > «a,

contradizendo a defini¢do de . Portanto N é negativo. O
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retirada das partes negativas decomposicio de Hahn
Do ®g ’
P N
P=E\U, N positivo |/ negativo

residuo positivo

Figura 13.1.: A esquerda, o mecanismo do Lema do Pac-Man: retiram-se partes
negativas até restar um conjunto positivo. A direita, Q = PUN é uma
decomposicio de Hahn. A figura é esquematica: “positivo” significa
que todo subconjunto mensuravel de P tem medida nio negativa, e

analogamente para N.

A decomposicdo de Hahn admite alguma liberdade: conjuntos nulos podem mu-

dar de lado. A proposi¢io seguinte mostra que essa é toda a ambiguidade.

Proposicao 13.8 — Unicidade de Hahn
Se (P,N) e (P’,N’) sdo duas decomposicoes de Hahn para v, entdo P o P’ =

N 2 N’ é nulo para v.

Demonstracao. O conjunto P N N’ é subconjunto de um conjunto positivo e de

um conjunto negativo; portanto é nulo. O mesmo vale para P’ N N. Como
PArP =(PnN)U(P'NnN),

o0 lema sobre unides de conjuntos nulos conclui a prova. 0

Decomposicao de Jordan e variacao total

Hahn separa o espaco; Jordan decompde a medida. Basta restringir a medida as
duas partes de Hahn e trocar o sinal na parte negativa. A singularidade mutua

distinguira essa decomposicdo de uma diferenca arbitraria de medidas positivas.
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Definicao 13.9 — Medidas mutuamente singulares

Duas medidas positivas ou com sinal y e v sio mutuamente singulares, e
escrevemos i L v, se existe E € & tal que E€ é nulo para p e E é nulo para

v. Em outras palavras, as duas medidas podem ser concentradas em partes

disjuntas de Q.

Exemplo 13.10 —.

A medida de contagem restrita a IN C R e a medida de Lebesgue em R sdo mutua-
mente singulares: a primeira esta concentrada em IN, enquanto a segunda atribui

medida zero a esse conjunto.

Teorema 13.11 — Decomposicao de Jordan

Toda medida com sinal v pode ser escrita de modo tnico na forma
v=vt—v,

em que v' e v~ sdo medidas positivas mutuamente singulares.

Demonstracao. Seja (P,N) uma decomposi¢ao de Hahn e defina, para E € &,
vi(E) =v(ENP), v (E) = —v(ENN).

As restrigdes sdo medidas positivas, estdo concentradas respectivamente em P e N,

e a aditividade de v fornece

v(E) = vT(E) — v (E).

Para a unicidade, suponha que v = p* — =, com p* 1 p~. Escolha uma par-
ticio (P/,N’) tal que y~ seja nula em P’ e u* seja nula em N’. Para A C P/,
v(A) = p*(A) > 0; para A C N’, v(A) = —u(A) < 0. Logo (P/,N’) também é
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uma decomposic¢io de Hahn. Pela Proposicdo 13.8, ela difere de (P,N) apenas por

conjuntos nulos. Assim, para todo E € &,
u(E)y=v(EnP’)=v(EN P) =v*(E),
e, analogamente, y~(E) = v~ (E). O

A variagdo total soma as duas partes sem permitir que uma cancele a outra.

Definicao 13.12 — Variacao total

A variacao total de v é a medida positiva

v =vt +v.

Proposicao 13.13 — Partes de Jordan
Para todo E € &,

v (E) = sup{v(A) : Ae F, AC E},
v (E)=—inf{v(A) : Ae F, AC E},

W(E)= sup ()|

E=\J1E; j=1

onde o supremo percorre as particdes mensuraveis finitas de E.

Demonstracao. Se (P,N) é uma decomposicdo de Hahn e A C E, entdo
v(A) =v(ANP)+v(ANN) <v(EnP) =vH(E).

A igualdade é atingida por A = EN P. A féormula para v~ segue do mesmo argu-

mento aplicado a —v.

Para qualquer parti¢io finita de E,

D ED < D (vHE) + v (E)) = I(E).
J J
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A parti¢do E = (EN P) U (E N N) realiza a igualdade. O

Podemos agora relacionar essa medida a distancia de variacédo total usada no
capitulo de acoplamento. O fator dois decorre de que a diferenca entre duas proba-

bilidades tem massa total zero: suas partes positiva e negativa tém a mesma massa.

Corolario 13.14 — Variacao total de uma diferenca de probabilidades

Se y1 e v sdo probabilidades em (0, %) e p = u — v, entdo

|l = vI(Q) = |pl(Q) = 2drv(p.v).

Demonstracao. Como p(Q) = 0, temos p(A®) = —p(A) para todo A € F. Por-
tanto
sup |p(A)l = sup p(A) = — inf p(A).
AeTF AeTF AeF
Pela Proposi¢éo 13.13,
pr(Q) =dry(py),  p (Q) = dry(py).

Somando as duas partes de Jordan obtemos a identidade. O

Uma funcio mensuravel f ¢ integravel em relagio a v quando f € L!(|[v]). Nesse

Jf dv=Jf dv+—Jf dv.

Nao hé indeterminacéo, pois as duas integrais sio finitas, e

Jro

A integracdo em relacdo a uma medida com sinal se reduz, portanto, a integracéo

caso definimos

< J Lf] dlv. (13.1)
ja construida para as duas partes positivas de Jordan.

Continuidade absoluta e singularidade

Passemos a comparagdo com uma medida de referéncia. A continuidade absoluta

exige que seus conjuntos nulos também sejam nulos para a medida comparada. A
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singularidade, por sua vez, permite concentrar as duas medidas em partes disjuntas

do espaco.

Definicdo 13.15 — Continuidade absoluta
Se p é uma medida positiva e v é uma medida positiva ou com sinal no mesmo
espaco mensuravel, dizemos que v é absolutamente continua em relacédo

a [, e escrevemos
V<L L,

se u(E) = 0 implica que E é nulo para v.

Para uma medida positiva, basta exigir v(E) = 0. Para uma medida com sinal, a
formulagido com conjuntos nulos explicita que a condigio vale também para todos

os subconjuntos mensuraveis de E, ndo apenas para o saldo total.

Observacao 13.16 —

Continuidade absoluta e singularidade nao sdo negacdes uma da outra. Uma
medida pode ter uma parte absolutamente continua e outra singular em re-
lacdo a mesma medida de referéncia. O teorema de decomposi¢do a seguir

dara uma forma precisa a essa separacao.

Lema 13.17 —

Sev K pev L u entdo v é identicamente nula.

Demonstracao. Escolha S € & tal que p(S) = 0 e v esteja concentrada em S.
Pela continuidade absoluta, S é nulo para v; fora de S, a medida ja era nula pela

singularidade. Logo v(E) = 0 para todo E € &. O
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Decomposicao de Lebesgue—Radon-Nikodym

Sob as hipoteses do proximo teorema, a parte absolutamente continua admite uma
densidade em relacdo a medida de referéncia. A parte restante é singular. Come-

caremos com medidas finitas e depois passaremos ao caso o-finito.

Teorema 13.18 — Lebesgue-Radon-Nikodym: caso finito

Se p e v sdo medidas positivas finitas em (Q,% ), existem uma func¢do men-

suravel f > 0 e uma medida positiva v, tais que
v(E) = J f du+ v(E), Ee F,
I

e v, L u. A funcio f é Uinica py-quase certamente e a medida v, é Unica.
S S

Demonstracao. Considere a classe
Z = {h > 0 mensuravel : J' h dp < v(E) paratodo E € &
E

e defina

a = sup Jh dp.
hex

A fungio nula pertence a Z e, tomando E = Q, vemos que 0 < a < v(Q) < oo,

A classe # é fechada por maximos finitos. De fato, para h.k € #, basta decom-
por cada E entre E N {h > k} e E N {h < k} para obter

J (hv k) du <v(E).
E
Escolha h, € % com [ h, du — a e ponha
gn=h V- Vh,, f = lim g,
n—oo

Pelo teorema da convergéncia monétona, f € # e

If dp =a.
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Defina a medida positiva
AME) =wWE) — J f dp.
E

Mostraremos que A L p. Para cada m > 1, aplique o Teorema de Hahn a medida

com sinal A — m™ !y e escolha uma decomposicio (P,,,N,,,). Como P,, é positivo,
1
ap(Eum) <AMENP,) (Ee ).

Além disso, para todo E € &,
J (f+ l]lpm> dng f du+ AMENP,)
E m E
< J f du+ A(E) = v(E).
E

Consequentemente, f +m !1p pertence a #. Pela maximalidade de f,
+ ! u(Py,) <
a+ — a,
m "

e portanto u(P,,) = 0.

Se S = Um21 P,,, entdo u(S) = 0. Para E C S°, temos E C N, para todom, e a

negatividade de N, fornece
osaw)slu@)
m

Fazendo m — oo, obtemos A(E) = 0. Logo A esta concentrada no conjunto p-nulo

S, isto é, A L pu. Tomamos v; = A.

Resta a unicidade. Se
v=fl+vs=gu+s
sao duas decomposi¢oes, entdo a medida com sinal (f — g)u = V5 — v é absoluta-
mente continua em relacdo a p. Ela também é singular: se v e ¥ estdo concentra-
das, respectivamente, nos conjuntos p-nulos S e 5, entdo V; — v, estd concentrada
em S U S, que ainda é p-nulo. Pelo Lema 13.17, essa medida é nula. Logo f = g

j-quase certamente e v, = V. U

A medida
w(®)=| f
E
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¢é a parte absolutamente continua de v, e v; é sua parte singular. A funcio

v

F==u

é a derivada de Radon-Nikodym. A ordem importa: f é a densidade de v, em

relacdo a y1, ndo o contrario.

Corolario 13.19 — Radon-Nikodym finito

Se y e v sio medidas positivas finitas e v < p1, existe uma fungdo mensuravel

f >0, Gnica p-quase certamente, tal que

v(E) = JEf dg, Ee Z. (13.2)

Demonstracao. Nadecomposicdo do teorema, a parte singular vy = v—v, também

é absolutamente continua em relagio a p. Pelo Lema 13.17, v, = 0. U

A equagio (13.2) tem a forma de um Teorema Fundamental do Calculo: recupe-
ramos a medida integrando sua densidade. A continuidade absoluta é a hipotese

que permite essa recuperacdo sem uma parcela singular.
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Teorema 13.20 — Radon-Nikodym o-finito

Se u e v sdo medidas positivas o-finitas em (Q,%), entdo existem, de modo

unico, medidas positivas v, e v, tais que
V=V, +v, Vo K U, Vs L p.

Além disso, existe uma fungdo mensuravel f > 0, Gnica py-quase certamente,

para a qual
w(®)= | f du
5

Se v é uma medida com sinal cuja variagéo total |v| é o-finita, a mesma con-
clusdo vale com f real e v, uma medida com sinal singular. Em particular, se

v é finita e v < p, entdo f € L(p) e

v(E) = Lf dp.

Demonstracao. Pela o-finitude, escolha coberturas mensuraveis
a- Jan-Us,
m>1 n>1

tais que p(A,) < o e v(B,) < oco. Os conjuntos A, N B, formam uma familia
enumeravel que cobre Q e tém medida finita para ambas as medidas. Enumerando

essa familia e disjuntificando-a, obtemos uma particio mensuravel

Q = Ups1Ex

tal que p(Eg) < o e v(Eg) < oo para todo k. Aplicamos o caso finito as restri¢des

de p e vacada Eg. As densidades locais podem ser coladas na funcéo

f=> filg.
k=1

e aunido dos suportes singulares locais ainda é y-nula. Isso produz a decomposicio

global; a unicidade segue do Lema 13.17.
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Para uma medida com sinal, aplicamos o resultado as partes v e v~ da decom-
posicdo de Jordan e subtraimos as respectivas decomposicdes. Se v ¢ finita e abso-

lutamente continua, a parte singular é nula e [ |f] dyp = [v|(Q) < 0. O

13.4.1. Exemplos e uma ponte para a esperanca condicional

Exemplo 13.21 — Uma medida mista.

Em R, seja
v(E) = J (14 x?) dx + 38(E),
E
onde ¢ é a massa de Dirac em 0. Em relacdo a medida de Lebesgue A,

dv,
dA

(x) =1+ x2, Vs = 3.

A parte singular esta concentrada num tnico ponto. Nao podemos incorpora-la a
densidade mudando apenas o valor desta em 0: a integral de Lebesgue ndo percebe

essa alteragéo.

3(30
(14 x?) dx +
X = X
parte absolutamente continua parte singular

Figura 13.2.: A decomposicdo da medida mista do exemplo. A éarea representa a
densidade em relag¢do a medida de Lebesgue; a seta vertical representa

massa concentrada em {0}, nao o valor de uma densidade.
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Exemplo 13.22 — Espaco discreto.

Num espago enumeravel, suponha que p({x}) > 0 em todos os pontos. Toda medida
v é absolutamente continua em relacdo a y e
dv v({x})
9T W
H p({x})
Se p e v sdo probabilidades, essa razao é o fator que transforma os pesos da primeira

lei nos da segunda, ponto a ponto.

A construcdo da esperanca condicional d4 uma aplicacgao direta do teorema. Seja
X € LY(Q,%,P) e seja € C F uma o-algebra. Defina, para A € &,

W(A) = E[X14].

Entdo v é uma medida com sinal finita em (Q,€) e v < P|¢. Pelo Teorema de
Radon-Nikodym, existe uma funcéo integravel e &-mensuravel Y, inica P-quase

certamente, tal que
E[X]lA] = E[Y]lA], Aeg@.

E essa funcao que, no capitulo seguinte, chamaremos de esperanca condicional de

X dada & e denotaremos por
Y =E[X | €]

A existéncia e a unicidade quase certa da esperanca condicional decorrem, por-
tanto, do Teorema de Radon-Nikodym. A restricdo a & incorpora a informacéo
disponivel; a densidade Y preserva as integrais que essa informacdo permite obser-

var.

ExeRrcicros
Ex. 13.1 — Seja (Q,% 1) um espaco de medida e f € L'(y). Defina
v(A)=J.fdy, Ae ZF.
A

Prove que v é uma medida com sinal finita. Encontre uma decomposi¢ao de Hahn,

sua decomposicio de Jordan e a medida de variagéo total |v].
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Ex. 13.2 — Seja Q = {1,... ,n} e sejam ay, ... ,a, € R. Para
A=Y a  ACQ
€A

determine explicitamente:
1.  uma decomposicio de Hahn de Q;
2.  asmedidasvtev;

3. |v|[(A) para cada A C Q.

Ex. 13.3 — Se y e ji sdo medidas finitas no mesmo espago mensuravel, prove que

vV = y; — iy ¢ uma medida com sinal e que

Wl < gy + pa.

Tomando p = p; + s, escreva a decomposicido de Jordan de v em termos das

derivadas de Radon-Nikodym de i e yy com respeito a p.

Ex. 13.4 — Se (P,N) e (P’,N’) sdo duas decomposi¢des de Hahn da mesma medida
com sinal v, prove que P~ P’ e N 2 N’ sdo |v|-nulos. Conclua que as partes positiva

e negativa da decomposicéo de Jordan sdo unicas.

Ex. 13.5 — Seja v uma medida com sinal finita. Prove que, para todo A € #,

m m

[VI(A) = sup Z WAl :m>1, A= |_|Aj, AeFo.
j=1

J=1

Mostre também que |[v(A)| < |[v|(A).

Ex. 13.6 — Sejam A, v e y medidas o-finitas tais que A < v < p. Prove a regra da
cadeia
dA  dA dv
T,u = o T,u pH-quase certamente.
Especifique versdes das derivadas para as quais o produto esta definido.
Ex. 13.7 — Sejam P e Q probabilidades no mesmo espaco mensuravel, com Q < P,

e escreva Z = dQ/ dP.

1. ProvequeZ >0eEp[Z]=1.
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2. Para toda variavel X > 0, prove a formula de mudanca de medida

Eo[X] = Ep[XZ].

3.  Estenda a identidade as variaveis Q-integraveis, indicando a condigio cor-

respondente em termos de P e Z.
Ex. 13.8 — Em R, defina
,U=/1+50, V=2/1+350+51,

onde A é a medida de Lebesgue. Determine a decomposicéo de Lebesgue v = v, +vg

relativa a p e calcule dv,/ dp.



CAPITULO

14

Esperanca Condicional

Uma sub-c-algebra & C F representa informacdo parcial: determina quais
eventos a informacdo disponivel permite distinguir. Se & é integravel, queremos
substitui-la por uma variavel 7 que use apenas essa informacéao e preserve as mé-

dias sobre os eventos observaveis. Isso significa exigir
J fdP=J ndP paratodo G &.
G G

A variavel n pode ser vista como uma versao desfocada de ¢: néo reproduz todos
os seus valores, mas conserva a integral sobre cada evento de €. Em #?, veremos
que ela é também a melhor aproximacio de ¢ baseada em &, no sentido do erro

quadratico médio.

417
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Definicao 14.1 —
Seja (,%,P) um espaco de probabilidade, seja ¢ integravel e seja & C F
uma sub-o-algebra. Uma esperanca condicional de ¢ dada &, denotada

por E[¢ | €], é uma variavel aleatdria integravel 5 tal que:
n é &-mensuravel;

para todoG e &,
J &dpP :J ndP.
G G

Primeiro verificaremos que essas condi¢des determinam a esperanga condicional

a menos de conjuntos de probabilidade zero.

Teorema 14.2 —

A esperanca condicional de uma variavel aleatdria integravel ¢, se existir, é

unica quase certamente.

Demonstracao. Suponha que 1 e n’ satisfacam as propriedades da esperanga con-

dicional. Pela segunda propriedade da definicéo,

J nszJ n’ dP paratodo A€ &.
A A

Logo, IA(n—r]’) dP = Oparatodo A € &. Parae > 0, considere A, = {n—n’ > ¢} € &.

Entao
0 :J (n—n")dP > P(A,) - €.
Ac

Portanto, P(A,) = 0 para todo ¢ > 0. Como

{n—n>0}= UAl/n’

n=1

a subaditividade enumeravel implica

P(n—n">0)=0.
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Da mesma forma, trocando 7 e 1/, obtemos P(’ —n > 0) = 0. Logo, n = n’ quase

certamente.

O

A existéncia geral sera demonstrada na secdo seguinte. Antes disso, vejamos
como construir a variavel condicional quando a informacéo disponivel é dada por

uma parti¢do.
Exemplo 14.3 —.
Seja G um evento tal que 0 < P(G) < 1 e seja & = 0(G) = {0,G,G*,Q2}. Entio,

E[¢|G], seweG

E[{]Z](0) = E[£[G¢], seweE G

= n(w)

onde E[¢ | G] = E[¢15]/P(G). A variavel aleatéria definida acima é uma esperanca

condicional.

Demonstracao. A variavel n é €-mensuravel, porque {w : n(w) € B} esti em &

para todo conjunto de Borel B em R.

Pela definicdo das médias condicionadas aos eventos,

chszqudP

Lgdpzjchp.

As identidades para @ e Q seguem dessas duas por aditividade. Logo, a igualdade

das integrais vale para todo elemento de . O

A mesma construgéo vale para uma particdo enumeravel: em cada parte, toma-

mos a média correspondente.
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Exemplo 14.4 —.

Considere (Q,%,P) e uma variavel aleatéria integravel . Seja & = {Ay : k > 1}
uma particdo enumeravel de Q, com P(Ag) > 0 para todo k, e seja 0(P) a o-algebra

por ela gerada.

Entdo uma versdo da esperanca condicional é constante em cada elemento da

parti¢do e dada por

E[¢ | o(P)] = ) EIE | Aplia,.

k>1

A Figura 14.1 ilustra essa constru¢ao no caso unidimensional.

Heuristica 14.5 —

Suponha que £ seja o saldo de uma conta no fim do dia, mas que a informacéo
disponivel revele apenas a faixa em que ele caiu. A esperanca condicional
atribui, em cada faixa, a média compativel com a informacédo observada. Ela
néo recupera o saldo exato nem altera a média em qualquer unido de faixas

conhecidas. Faz médias, nao adivinhacoes.

14.1. Existéncia e unicidade da esperanca condicional

14.1.1. Existéncia em Z?

Em Z?, a existéncia tem uma interpretacio geométrica: condicionar é projetar

sobre o subespaco das variaveis &-mensuraveis.
No espaco de Hilbert ZLAQ, F,P), anorma é
€2 = (B[ED!/2.
Ela é induzida pelo produto interno

(&.m = E[én.
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—— quartos
~ - --- metades
74 x
1/4 1/2 3/4 1

Figura 14.1.: No espaco [0,1] com medida de Lebesgue, as esperancas condicionais
de £(x) = x? dadas pelas parti¢des em quartos e em metades sio as

médias de ¢ em cada atomo.

Lema 14.6 —
Z%Q, € P) éum subespaco fechado de ZLUALF P).

Demonstracio. Seja (X;) uma sequéncia em Z?(Q,%,P) que converge em Z2

para X € Z%(Q,% ,P). Escolha uma subsequéncia (Xp,) tal que
2 o ok
o, — X[} <2

Para todo ¢ > 0, a desigualdade de Markov da

o0 [on]
1 2
P(X,, — X|>6) < 216, = X, < eo.
k=1 k=1
Pelo primeiro lema de Borel-Cantelli, X;, — X quase certamente. Como cada X;, ¢
& -mensuravel, a variavel X = lim sup, Xy, também é €-mensuravel e satisfaz X =
X quase certamente. Assim, a classe de equivaléncia de X pertence a & 2(Q,?,P),

que ¢é, portanto, fechada. O
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Projecéo usando produto interno

H = Z%(Q,%,P) ;

% PgE := Proj, ¢

Teorema 14.7 — Esperanca condicional como projecao em &?

Seja (Q,% ,P) um espaco de probabilidade e seja & C F uma sub-o-algebra.
Seja
Py : LXQ.F P) — L*(Q,E.P)

a projecgao ortogonal, cuja existéncia é garantida pelo Lema 14.6. Entao, para
qualquer ¢ € LULF P),

E[f | ¥]=Pgt

quase certamente.

Demonstracio. Ponha n = P ¢. Por definicio, n € Z%(Q,%,P) e, portanto, pos-

sui uma versao ¥-mensuravel e integravel.

Para G € €, a indicadora 1 pertence a £%(Q,%,P). Como £ — 1 é ortogonal a

esse subespaco,
0= (¢ nicy= | cap- | nap.
G G

Logo, n satisfaz a defini¢do de E[¢ | €]. A unicidade quase certa segue do Teo-
rema 14.2. U
14.1.2. Existéncia em &£

Para variaveis apenas integraveis, ndo podemos recorrer diretamente a geometria

de £?. O Teorema de Radon-Nikodym substitui a projeciio e fornece a construcio
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em Z1.

Teorema 14.8 —

A esperanca condicional de uma variavel aleatéria integravel ¢ existe e é

Unica quase certamente.

Demonstracao. Suponha primeiro ¢ > 0. No espago mensuravel (Q,%), consi-

dere as medidas finitas

u="Plg, v(A)=J &EdP, Ae@.
A

A medida v é finita porque & é integravel, e v < p: se P(A) = 0, entédo JA EdP = 0.

Pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe uma fun¢do &-mensuravel f > 0 tal que
v(A) = J fdp paratodo A€ &.
A

Além disso, [ fdP = v(Q) = Ef < co. Portanto, f ¢ integravel e satisfaz as duas

propriedades da esperanca condicional.

Para ¢ arbitraria, escreva £ = £© — . Pelo caso ndo negativo, existem

N+ = E[§+ | €],
n-=E[{ [Z]

A variavel n = n, —n_ é ¥-mensuravel e integravel. Para todo A € &,

JAqu: JAq+dP—JAn_dP:JA§+dP—JA§_dP:L§dP.

Isso prova a existéncia. A unicidade é o contedo do Teorema 14.2. U

Os casos extremos esclarecem o papel da informacéo; a particdo permite ver os

casos intermediarios.
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Exemplo 14.9 —.

Para a o-algebra trivial & = {@,Q}, toda variavel ¥-mensuravel é constante

quase certamente. Nesse caso,

E[{| 9] =EL.

Com efeito, para A = Q,
I (E{)szJ EdpP
A A

e ambos os lados sdo iguais a E¢; para A = @, ambos sdo zero.
Para a informacdo completa & = &,
E[¢[Z]=¢.
A propria variavel ¢ satisfaz as duas condigoes da definicdo: com toda a infor-

macdo, nao resta nada a estimar.
Suponha que Q = |—|k>1 Qp seja uma particdo enumeravel com P(Q;) > 0, e
tome & = 0(Q,Q5,...). Entéo,

E[{1g, ]
P(Qy)

E[] 1) =Y

k>1

1o, ().

Essa fungdo é &-mensuravel. Se A = | | _, Q¢ € ¥, a aditividade da integral

mostra que sua integral em A é

ZH&M=LMR

kel

verificando a segunda condigao da definicéo.
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Esperanca Condicional em Relacao a uma Variavel

Aleatdria

Observar uma variavel aleatoria significa conhecer os eventos que ela permite dis-
tinguir. Por isso, condicionar em uma variavel é condicionar na o-algebra por ela

gerada.
Definicao 14.10 —
Dadas duas variaveis aleatorias & e 1, com & integravel, definimos

E[¢ [ n] :=E[f | o(n)],

onde
o(m) ={n"'(B) : Be BR)}.

Exemplo 14.11 —.

Suponha que n tome os valores yj, ...,y,, todos com probabilidade positiva. Entao

o(n) = o(Qy,...,Q,), onde Qi = {n = y}. Logo,

E[{ | n)(w) =E[{|n=w] parawe Q.

Propriedades da Esperanca Condicional

As propriedades seguintes decorrem das duas condi¢des da definicdo e da unici-
dade quase certa. Em cada caso, a estratégia sera verificar a mensurabilidade e a

igualdade das integrais nos eventos de <.
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Proposicao 14.12 — Linearidade

Se & e 5 sdo integraveis e a,b € R, entao
Ela +bn| ¢] = aE[{ | €]+ bE[n | ¥]

quase certamente.

Demonstracao. A variavel aE[¢ | €] + bE[n | €] é &-mensuravel e integravel.
Além disso, para todo A € &,

J(aE§|?]+bE[n|?)dP—aJ [£]%] dP+bJ E[n| €].dP

= J dP+bJ n.dP

= J (a& + bn),dP.
A

Portanto, ela satisfaz a defini¢ao de E[a¢ + bn | €]; a unicidade quase certa conclui

a prova. U

Corolario 14.13 —
A aplicacio X — E[X | €] é um operador linear de Z(Q,%,P) em
21,2 .P).

Demonstracao. A Proposicdo anterior fornece a linearidade. A existéncia, a in-
tegrabilidade e a &-mensurabilidade da imagem seguem do Teorema 14.8 e da de-

finicao. O

A esperanca associa um numero a cada variavel integravel: é um funcional linear.
A esperancga condicional associa outra variavel aleatoria, mensuravel em relacdo a

informacéo disponivel: é um operador linear.
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Proposicao 14.14 — Monotonicidade

Se & e n sdo integraveis e £ < n quase certamente, entdo
E[{|Z]<E[n|¥]

quase certamente.

Demonstracao. Paratodo A € &,

J E[£]€] dP = ( £ dP
A

JA

IN

( ndP
Ja

= [ E[n|€] dP
Ja

Ponha Z = E[p | €] — E[¢ | €]. A variavel Z é &-mensuravel e IAZdP >0
para todo A € &. Se {Z < 0} tivesse probabilidade positiva, algum conjunto
{Z < —1/m} também teria probabilidade positiva, e a integral de Z nesse conjunto

seria estritamente negativa, uma contradi¢do. Logo, Z > 0 quase certamente. [

Corolario 14.15 —

Se & é integravel, entdo
[ELE | €| <EllE] | ¢]

quase certamente.
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Demonstracao. Como ¢ < [é] e —¢ < |€], a monotonicidade e a linearidade dao
E[{| ] <E[lllZ],  -E[f|Z]<E[]]Z]

As duas desigualdades equivalem a concluséo. 0

Teorema 14.16 — Jensen condicional

SeYelle ¢ : R — R é convexa, com ¢(Y) € Ll entdo
o(E[Y | €]) <E[p(Y) | €]

quase certamente.

Demonstracdo. Uma funcio convexa real é o supremo de uma familia enumera-
vel de minorantes afins. Para ver isso, escolha uma reta de suporte em cada ponto
racional. Se g € Q converge para x, a convexidade mantém limitadas as inclina-
¢Oes dessas retas em qualquer intervalo compacto que contenha x no interior; pela
continuidade de ¢, os valores das retas em x convergem para ¢(x). Logo o supremo

enumeravel dessas retas coincide com ¢ em todo ponto.

Escreva os minorantes como £;(x) = a;x + b;. Pela linearidade e pela monotoni-

cidade da esperanca condicional,
t(ELY | 2]) =El;(Y) | ] <Elo(Y) | @]
para todo j. Tomando o supremo sobre j, obtemos a desigualdade. O

A convergéncia dominada também admite uma versao condicional.

Teorema 14.17 — Teorema da Convergéncia Dominada

Suponha que &, — & quase certamente e que |§,| < 1 quase certamente para

todo n, onde 7 é integravel. Entéo,

E[& | €] — E[¢ | €] quase certamente.
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Demonstracao. Como [¢| < 1 quase certamente, & é integravel. Defina

Z, = sup & — £|.
k>n

Entdo 0 < Z, < 2ne Z, | 0 quase certamente. Pela linearidade, pelo corolario da

monotonicidade e pela propria monotonicidade,

[El&, | €1 -El[¢ | ]| = [E[§, - ¢ 1 Z]]
<E[l& ¢l #]
<E[Z,|Z].

Pela monotonicidade, e modificando todas as versdes numa dnica unido enumera-
vel de conjuntos nulos, podemos escolher W,, = E[Z, | €] de modo que W,, | W

quase certamente, com W > 0. Para todo n,
0<EW <EW, =EZ,.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, EZ, — 0. Logo, EW = 0 e W = 0 quase

certamente. A estimativa anterior conclui a prova. U
Um fator ja conhecido a partir de & pode ser retirado da esperanga condicional,

sob as condic¢des de integrabilidade do enunciado seguinte.

Proposicao 14.18 — Retirada do que é conhecido

Se 1 é integravel, £ é ¥-mensuravel e &7 é integravel, entdo
E[én| @] =¢Eln| 7]

quase certamente.
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Demonstracao. Primeiro suponha que ¢ = 1p para algum B € &. Para todo
AEZ,

L FE[y | €] dP = LQBE[” | %1dP = LmBndP _ L £y dp.

Por linearidade, a identidade vale quando ¢ é &€-mensuravel simples.

Suponha agora ¢ > 0 e n > 0. Tome funcdes simples &-mensuraveis §, T €. A
identidade ja provada para ¢, e o Teorema da Convergéncia Monodtona, aplicado

aos dois lados, ddo, paratodo A € @,

| eemiziar= | e
A A
Aplicando esse caso a [¢] e ||, com A = Q, obtemos

E[E[E(nl | ©)] = Ell]Inl] <

Como [E[n | €]| < E[lgl | €], o produto éE[n | €] é integravel. Finalmente,
decompondo & e y em partes positiva e negativa e usando a linearidade, a identidade
integral vale para toda A € €. Como ¢E[n | €] é €-mensuravel, esse produto é
uma versdo de E[én | 1. O

Usaremos essa propriedade no estudo de martingalas, ao separar o que ja é co-

nhecido da informacdo que ainda sera observada.

Esperanca Condicional como Projecao

As identidades seguintes descrevem o condicionamento sucessivo em duas infor-
macOes encaixadas. Em qualquer ordem, a informacéo menos detalhada determina

o resultado final.
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Proposicao 14.19 — Suavizacao/Elevacao

Se & é integravel e & C &, C F, entdo
[1JE[E[¢ | %,]] %] =E[¢ | %,);
[2|E[E[¢ | %] | ©1] = E[¢ | €],

quase certamente.

Demonstracdo. Seja & C &,.

Avariaveln = E[¢ | &;] é &;-mensuravel e, portanto, também é &,-mensuravel.
Como uma variavel integravel mensuravel em relacéo a algebra condicionante

é sua propria esperanca condicional,

E[1%,] =

Mostraremos que E[€ | &;] é a esperanca condicional de E[¢ | &,] dada &;.
a)Por definicdo, E[¢ | €;] é €;-mensuravel.

b)Para A € &, queremos mostrar que
J E[¢ | €. ]dP :J E[¢ | ©,]dP. (14.1)
A A

Como A € & C &,, a definicdo de esperanca condicional mostra que

ambos os lados de (14.1) sdo iguais a

L £ dP.

Isso prova o segundo item.
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Corolario 14.20 —

Se £ é integravel, entdo
E[E[f | Z]| €] =E[f | ¥]

quase certamente.

Demonstracao. Aplique o primeiro item da proposi¢io com &} = &, =¢. [

Portanto, a esperanca condicional P : ¢ — E[¢ | €] é uma projecio linear: P? =
P. Sua imagem ¢ Z1(Q,%,P), o subespaco das classes que possuem representante

€ -mensuravel.

Em Z?, essa projecdo é ortogonal: o erro nio tem componente em nenhuma

direcdo representada por uma variavel baseada na informacéao de &.

Proposicao 14.21 — Ortogonalidade
Seé e LUQF P), entio

£—E[¢| €] L 22Q,%.P).
Isto é, para todo { € ZAQ,2.P),

E[{({-El£]|9])] =0.

Demonstracio. Como { € ¥? e £ € £?, os produtos envolvidos sdo integraveis.
Pela Proposicéo 14.18,

E[¢|¥]=(E[f| %]
Tomando esperangas e usando a definicdo de esperanca condicional no evento Q,
obtemos

E[¢¢] = E[CE[¢ | #]],

que ¢é a identidade desejada. 0
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Teorema 14.22 — A esperanca condicional é o melhor estimador

Seé e ZAQ,F P), entdo, para todan € LAQ,E.P),

E[(¢ ~E[£ | £])°] <E[¢ - 1)) (142

Demonstracio. Ponha Z = E[¢ | €] e = Z — n € L*(Q,%,P). Entdo

E-n=¢-2)+¢

Pela Proposicao 14.21, o produto cruzado tem esperanca zero. Portanto, a identi-

dade de Pitagoras da

E[(£ —n)*] = E[(¢ - 2)*] + E[{*] + 2E[{ (¢ — 2)]
= E[(¢ - 2)*] + E[{?]
> E[(¢ - 2)*],
que é (14.2). O

O termo melhor tem aqui um sentido preciso: entre os estimadores quadrado-
integraveis que usam apenas a informacao de &, a esperanca condicional minimiza

o erro quadratico médio.

Corolario 14.23 —

Em Z?(Q,% P), a aplicacio & — E[¢ | €] é a projecdo ortogonal sobre o
subespaco £%(Q,%,P).

Demonstracao. A imagem é &-mensuravel, e a Proposicdo 14.21 mostra que o
erro é ortogonal ao subespaco. Essas duas propriedades caracterizam unicamente

a projecao ortogonal, em acordo com o Teorema 14.7. 0

Nos célculos condicionais com variaveis normais, a seguinte independéncia sera

util.
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Proposicao 14.24 — Soma e diferenca de normais independentes

Se X e Y sdo independentes, ambos com distribui¢do N(0,1), entdo
S=X+Y e D=X-Y

sdo independentes e ambos tém distribuicdo N(0,2).

Demonstracao. A densidade conjunta de (X,Y) é

1 x2+y2
ﬁeXp{_ 5 }

Faca a mudanca linear

s=x+y, d=x—-1y,

cuja inversa é x = (s + d)/2, y = (s — d)/2 e cujo jacobiano inverso tem mdodulo
1/2. Como
5  st+d?

=—

x*+y

a densidade conjunta de (S,D) é

1 s + d? 1 2 1 2
- — — s/a ) 2 —d°/4
1 exp{ 1 } ( 1 e )( T e )

Ela fatora no produto de duas densidades N(0,2), o que prova simultaneamente as

distribui¢des marginais e a independéncia. O
ExeRrcicros

Ex. 14.1 — Seja & = o(Ay,...,Ap), onde Ay, ..., A, formam uma parti¢io mensu-
ravel de Q e P(A;) > 0 para todo j. Se X € L', prove que
2 E[X1, ]

E[X|¥¢] = Z‘; TAJ')IAj quase certamente.
]:

Ex. 14.2 — Se Y assume os valores distintos y;,ys,... e P(Y = yj) > 0, prove que,
para X € L},

E[X|Y]=g(), g0y =E[X[Y =yl
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Explique como a férmula deve ser interpretada nos valores y que tém probabilidade

ZEero.

Ex. 14.3 — Seja X € L! e seja & C F uma o-algebra independente de o(X). Prove
que

E[X | €] = E[X] quase certamente.

Ex. 14.4 — Sejam &; C &, C F e X € L!. Prove a propriedade da torre
E[E[X | %] | %] = E[X | %],
Dé um exemplo mostrando que, em geral, E[E[X | €] | €,] ndo recupera X.

Ex. 14.5 — Sejam Xj,...,X, variaveis de Bernoulli i.i.d. de pardmetro pe S, =

Xj + -+ + X,,. Use a simetria entre as coordenadas para provar que

S
E[X, | S,] = 7” quase certamente, k =1,...,n.

Ex. 14.6 — Seja X € L? e ¥ C F. Prove a decomposicdo da variancia
Var(X) = E[Var(X | ©)] + Var(E[X | &]),

onde

Var(X | €) =E[(X - E[X | €])* | Z].

Ex. 14.7 — Prove que a esperanca condicional é uma contracio:
1.  seX €Ll entio |[E[X | Z]l; < IX]y;

2. se X € L? entdo |[E[X | ]|, < |X],. Indique em cada item se vocé esta

usando Jensen condicional ou a interpretacdo como projecao.

Ex. 14.8 — Sejam X e Y independentes, ambos com distribui¢do N(0,1), e ponha
S=X+Y.

1.  Prove que

E[XIS]=§.

Dica. Mostre que X —S/2 = (X —Y)/2 é independente de S.
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2. Calcule o erro quadratico médio de S/2 como estimador de X e compare-o

com o erro do estimador constante 0.

Ex. 14.9 — Seja A € F,com 0 < P(A) < 1,e & = o(A). Para X € L, prove que
E[X | Z] =E[X | A]l14 + E[X | A°]1 4.

Use essa formula para calcular uma esperancga condicional concreta de sua escolha

num espago amostral finito.
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CAPITULO

15

Martingalas

Uma martingala nio adivinha o futuro. Sua propriedade é outra: dada a in-
formacéo disponivel em cada instante, a esperanca condicional do proéximo valor
coincide com o valor presente. Essa é a formulacio matematica de um jogo justo.
Para estuda-la, precisaremos descrever a informacédo que se acumula, as decisdes de
interromper a observagio e o comportamento das trajetorias no limite. Filtragdes,

tempos de parada e teoremas de convergéncia dardo forma a essas ideias.

Neste capitulo, todos os processos sdo indexados por Ny = {0,1,2, ...} e definidos

em um espaco de probabilidade (Q,% ,P).

Informacao ao longo do tempo

437



15. Martingalas 438

Definicao 15.1 — Processo estocastico

Se (S,>) é um espago mensuravel, um processo estocastico com espaco de

estados S é uma familia
X = (X0

de variaveis aleatorias X;, : Q — S. Para w € Q fixo, a aplicacdo n — X,(w)

é uma trajetoria ou caminho do processo.

Na maior parte do capitulo, S = R. O indice n representa o tempo: X, é o valor

observado no instante n.

Definicao 15.2 — Filtracao

Uma filtracao é uma sequéncia crescente de sub-o-algebras de #,
FoCF CFyC - CF.

O par (Q.F (F,)n>0,P) é chamado de espaco de probabilidade filtrado.

Interpretamos %, como a informacio disponivel até o instante n. A inclusao
entre essas familias expressa que a informacéo ja adquirida continua disponivel

nos instantes seguintes.

Definicao 15.3 — Processo adaptado
Um processo X = (X,)>0 ¢ adaptado a filtracdo (F,) se X, é F,-

mensuravel para todo n.

A menor filtracdo a qual X é adaptado é sua filtracao natural,
FX = 0(Xp,....X,).

Podemos trabalhar com uma filtracdo maior, que contenha, além da historia de
X, outras informacoes reveladas até o tempo n. A filtragio escolhida faz parte do

modelo: as esperancas condicionais serdo calculadas em relaco a ela.
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Martingalas, submartingalas e supermartingalas

A linguagem das filtracdes permite distinguir um jogo justo daqueles que apre-
sentam, condicionalmente a informacio disponivel, uma tendéncia favoravel ou

desfavoravel.

Definicao 15.4 — Martingala
Um processo real X = (X;,),>0, adaptado a (%), é uma martingala se X, €

L' para todon e
E[X 11 | Fnl = X, sk

Ele é uma submartingala se
E[Xn+1 | 97’1] 2 Xn g.s.,

e uma supermartingala se a desigualdade ¢é invertida.

A tendéncia de crescimento ou decrescimento se refere a esperanca condicional,
ndo a cada trajetoria. O processo X é uma martingala se, e somente se, é simulta-
neamente uma submartingala e uma supermartingala. Além disso, X é uma super-
martingala se, e somente se, —X é uma submartingala. O prefixo super, portanto,

nao promete ganhos maiores.

Proposicao 15.5 — Propriedade de varios passos

Se X é uma martingala e 0 < m < n, entdo
E[X, | #,.] = X, q.s.

Para submartingalas, o lado esquerdo é maior ou igual a X,;; para supermar-

tingalas, é menor ou igual a Xj,.
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Demonstracdo. No caso de uma martingala, a propriedade da torre fornece
E[Xn | gm] = E[E[X, | 97”_1] | Fml = E[Xn—l | gm]

A repeticao desse argumento termina em X,,. No caso de uma submartingala, a mo-
notonicidade da esperanca condicional substitui cada igualdade por uma desigual-
dade no sentido correto. O caso das supermartingalas segue aplicando o resultado
a—X. U

Tomando esperancas, obtemos
EX, = EX,

para martingalas. Para submartingalas, (EXj,) é crescente; para supermartingalas,
decrescente. A reciproca ndo é verdadeira: a igualdade das esperancas ndo substi-

tui a condigéo relativa a informacéo de cada instante.

Teorema 15.6 — Jensen para martingalas

Se X é uma martingala, ¢ : R — R é convexa e ¢(X,) € L! para todo n,
entdo (¢(X;))n>0 € uma submartingala.
Mais geralmente, se X é uma submartingala e ¢ é convexa e ndo decrescente,

entdo (¢(X,)) é uma submartingala sempre que os termos forem integraveis.

Demonstracao. Pelo Teorema de Jensen condicional 14.16,

E[¢(Xn+1) | gn] 2> @(E[Xn-kl | ,97”])

Se X é uma martingala, o ultimo membro é ¢(X,). Se X é uma submartingala,

usamos também que ¢ é ndo decrescente. O

Em particular, se X é uma martingala e os termos envolvidos sdo integraveis,

entdo (|X,|) e (|X,|P), para p > 1, sdo submartingalas.
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Exemplos fundamentais

Somas centradas, produtos normalizados e esperancas condicionais fornecem trés
maneiras recorrentes de construir martingalas. O passeio aleatorio permite vé-las

em acgao.
Exemplo 15.7 — Somas de variaveis independentes.

Se Y1,Y5, ... sdo independentes, integraveis e EY; = 0, entdo
n
S=0,  S=) Y%
k=1

é uma martingala para %, = o(Yy,....Y;,). De fato,

E[Sn+l | gn] =S5+ E[Yn+1 | egn] =5

Exemplo 15.8 — Produtos.

Se Y1,Y,, ... sdo independentes, integraveis e EY, = 1, e se todo produto abaixo é

integravel, entdo
n
My=1, M,=]]%
k=1
é uma martingala para a filtracdo natural das variaveis Yy, pois

E[J\/In-i—l | gn] = MnE[Yn+1] = M,.
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Exemplo 15.9 — Esperancas condicionais.

Se Z € L, entio
M, =E[Z | F,]
é uma martingala. A propriedade da torre é exatamente a propriedade de martin-

gala:
E[]\/In+1 | 97,1] = E[Z | 9«'”] = M,.

Exemplo 15.10 — Passeio aleatdrio simples.

Se Y1,Y,, ... sdo independentes e P(Y;, = 1) = P(Yy = —1) = 1/2, o passeio S, =
Y; + -+ +Y, é uma martingala. Também sdo martingalas

exp(6,)

(cosh9)n’ OeR

S2—n

Para a primeira, basta usar E[Y,,; | %,] = 0e Y2, | = 1. Para a segunda, E[e?Yn+1] =

cosh 6.

Estratégias previsiveis e processos parados

Uma estratégia s6 pode usar a informacéo disponivel antes de cada aposta. A pre-
visibilidade registra essa restri¢do: o que se conhece de anteméo é a aposta, nao o

ganho.

Definicao 15.11 — Processo previsivel

Um processo H = (H,),>; é previsivel se H, é %, _;-mensuravel para todo
n > 1. Sua transformada discreta de X é

n

(H-X)y= Y H(Xe—Xe),  (H-X)p=0.
k=1
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Nessa interpretacio, X — Xj._; € o ganho unitario no passo k, e Hy, a aposta esco-
lhida antes de esse ganho ser revelado. A transformada soma os ganhos produzidos

pela estratégia.

Proposicao 15.12 — Transformada de martingala

Se X é uma martingala e H é previsivel e limitado, entdo (H - X),, ¢ uma mar-
tingala. Se X é uma submartingala e H é previsivel, limitado e ndo negativo,

entdo a transformada é uma submartingala.

Demonstracao. Escrevendo AXy = Xi — Xj_1, temos
E[HAXi | Fp—1] = HE[AX | Fpeq .

O ultimo membro é zero no caso de uma martingala e é ndo negativo no caso de

uma submartingala com Hy > 0. A limitacdo de H garante a integrabilidade. [

Definicao 15.13 — Tempo de parada

Uma variavel aleatoria
T : Q— Ny U {0}

é um tempo de parada em relacio a (%) se

{r<ntex, para todo n > 0.

A decisio de parar no instante n deve depender somente da informacao disponi-
vel até n. Como {r = n} = {r < n} \ {r < n— 1}, a definicdo é equivalente a exigir

{r = n} € &, para todo n.
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Exemplo 15.14 —.

Todo tempo deterministico 7 = m é um tempo de parada.

Se X é adaptado e B C R é boreliano, entao
g =inf{n >0 : X, € B}

é um tempo de parada, pois {rg < n} = UZZO{Xk € Ble F,.

Em geral, o dltimo instante em que X visita B ndo é um tempo de parada: saber

que uma visita ¢é a ultima exige olhar o futuro.

Para um tempo de parada 7, definimos o processo parado
Xg = Xn/\’l" n 2 0.

Se 7 = o0, convencionamos n A 7 = n. A identidade fundamental é

n
Xone = Xo+ ) Lo (X — Xy (15.1)
k=1
Como {r > k} = {r < k — 1}° € F_4, os indicadores formam uma estratégia

previsivel: mantemos os incrementos até a parada e descartamos os seguintes.

- barreira

Figura 15.1.: A trajetéria original aparece em cinza. Depois de 7, o processo parado

X7, em vinho, permanece em X;.
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Teorema 15.15 — Processo parado

Se X é uma martingala e 7 é um tempo de parada, entdo X* = (X;n)p>0 €

uma martingala. O mesmo vale para submartingalas e supermartingalas.

Demonstracao. A identidade (15.1) escreve X* — X, como a transformada de
X pela estratégia previsivel H = I{;>k}, que toma valores em {0,1}. A Proposi-
¢éo 15.12 conclui a demonstragédo nos casos de martingalas e submartingalas. O

caso das supermartingalas segue por simetria. U

15.5. O teorema da parada de Doob

O processo parado conserva a propriedade de martingala em cada tempo determi-
nistico. Para comparar diretamente os valores em dois tempos de parada, precisa-

mos descrever a informacao disponivel nesses instantes aleatorios.

Definicao 15.16 — Informacao em um tempo de parada

Para um tempo de parada 7, definimos

F,={Ae F : An{r <n} € F, paratodon > 0}.

Essa colecdo é uma o-algebra. De fato, Q € F, e as identidades

Acﬂ{rgn}={fgn}\(Aﬂ{f§n})

(U Aj) n{r<np=J(4n{r<n})

j>1 j>1

mostram que &; é fechada por complementos e unides enumeraveis.

Seoc <teAe F,entio

Aﬂ{rﬁn}z(Aﬂ{agn})ﬂ{rﬁn}egn,
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logo #, C . Finalmente, se X é adaptado e C C R é boreliano, entéo

X, eCr<onfr<n=|J{r=kn{X e} e,
k=0

Assim, X, é F-mensuravel no evento {r < oo}.

Teorema 15.17 — Amostragem opcional limitada

Se X é uma submartingala e 0 < 7 < N séo tempos de parada, entdo
X <E[X: | F5]  gs.

Se X é uma martingala, ha igualdade; se é uma supermartingala, a desigual-

dade é invertida.

Demonstracao. Como o e 7 sdo limitados, as variaveis X;; e X; sdo integraveis.

Além disso,
N

Xr— X5 = Z ]1{0'<k£r}(xk - Xk—l)‘
k=1
Se A € F,, entio An{o < k <t} € F_;. Logo, para uma submartingala,

M=

E[14(X; — X)) = ), E[Tanock<nElXe — Xio1 | Fi1]]

=
Il

1
>

(=}

Essa desigualdade, vélida para todo A € %, caracteriza X, < E[X, | #,]. No caso
de uma martingala, todos os termos sdo zero. O caso das supermartingalas segue
de —X. O

Corolario 15.18 — Parada de Doob limitada

Se X é uma martingala e < N é um tempo de parada, entio
EX; = EX,.

Para uma submartingala, EX; > EXj; para uma supermartingala, EX; <
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EX,.

Demonstracao. Aplique o Teorema 15.17 aos tempos de paradac = 0 e 7, e depois

tome esperancas. Para uma martingala,
XO = E[XT | ‘%0] Sl EXO = E)Cr

Nos casos de submartingala e supermartingala, a mesma operagao preserva o sen-

tido da desigualdade correspondente. U

Com tempos limitados, ndo foi necessaria uma passagem ao limite. Para estender
o resultado a tempos de parada nio limitados, precisamos justificar a passagem
de X;,, a X; também nas esperancas. A integrabilidade uniforme fornece esse

controle.

Definicdo 15.19 — Integrabilidade uniforme

Uma familia {Z : i € I} C L' é uniformemente integravel se

lim supE[|Zi|]1{|Zi|>K}] =0.
K—oo et

Lema 15.20 — Critérios uteis

Uma familia dominada por uma variavel integravel é uniformemente inte-

gravel. Além disso, se para algum p > 1

sup E|Z|P < oo,
iel

entdo {Z; : i € I} é uniformemente integravel.
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Demonstracio. Se |Z| <Y € L!, entdo

1z z>ky < Yiy>ky,
e o lado direito tem esperanca tendendo a zero. No segundo caso,

Zyz15k3 < K'P|ZP.

Lema 15.21 — Lema de Vitali

Se Z, — Z q.s. e afamilia {Z, : n > 1} é uniformemente integravel, entdo
ZelleZ,—» Zem L.

Demonstracgdo. A integrabilidade uniforme implica sup, E[Z,| < co. Com efeito,

escolhendo K tdo grande que
S;‘PE[|Zn|ﬂ{|zn|>K}] <1,
temos, para todo n,
E|Z,| < K +E[|Z,/1g7 53] <K +1.

Pelo lema de Fatou, Z € L'. Seja px(x) = (=K) Vv (x A K). Por convergéncia
dominada,
Elog(Z,) —og(2) — 0 (n—> o).

Além disso,
|1Zy — ok (Zy)| < |Zn|]l{|Zn|>K}’

e vale a desigualdade analoga para Z. Fazendo primeiro n — oo e depois K — oo,
obtemos E|Z, — Z| — 0. O
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Teorema 15.22 — Parada de Doob

Seja X uma martingala e seja 7 < o @.s. Se a familia

{Xean 1 n >0}
¢ uniformemente integravel, entao
EX, = EX,.
Em particular, a conclusio vale em cada uma das situa¢des seguintes:
existe Y € L! tal que |X;,,| <Y para todo n;
os incrementos satisfazem |X,, — X,,_;| < C q.s. e Er < oo,

Para submartingalas e supermartingalas, sob a mesma integrabilidade uni-

forme, valem respectivamente as desigualdades EX; > EX; e EX; < EX|,.

Demonstracao. Pelo Corolario 15.18, EX; ,, = EX paratodon. Como 7 < o q.s.,
temos X;», = X; q.s. O Lema 15.21 transforma essa convergéncia em convergén-
cia em L!, e portanto podemos passar ao limite nas esperancas. Para submartinga-
las e supermartingalas, fazemos a mesma passagem ao limite nas desigualdades da

versao limitada.

A primeira condicdo particular implica integrabilidade uniforme pelo Lema 15.20.

Sob a segunda,

TAn
Xepnl < 1X0l + D 1XG = Xieq| < [Xp] + C,
k=1
e o ultimo membro ¢ integravel. 0

As hipdteses nio sdo ornamento. Parar em tempo finito quase certamente nio

basta para preservar a esperanca, como mostra o exemplo seguinte.
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Exemplo 15.23 — Uma hipétese indispensavel.
Seja S um passeio aleatdrio simples, com Sy = 0, e ponha
r=inffln>0:S, =1}
Entdo 7 < o0 q.s., mas Er = co. Como S; =1,
ES, =1+ 0=ES;

logo, a conclusio do teorema da parada falha.

Para justificar as duas afirmacdes sobre 7, introduzimos uma segunda barreira.
Paraa > 1, seja
,=inf{n>0: 5, €{-all}

Em blocos de a + 1 passos existe uma probabilidade positiva, uniforme em relacao
ao ponto interior inicial, de atingir uma das duas barreiras. Assim, 7, tem cauda

geométrica e Ez, < co. Aplicando o teorema da parada a S,,,
0=ES, =P(S, =1)—aP(5;, = —a),

de onde

a
P(S, =1 = ——.

Esses eventos crescem para {7 < oo}; portanto P(r < o) = 1. Além disso,
|S,%,\Ta —(nA Ta)l < max{a®,1} + 1,.

Logo, a familia parada de S?—n ¢ dominada por uma variavel integravel, e o teorema
da parada fornece

Er, =ESZ =a.

Como 7, < 7, segue que Er > a para todo a, e portanto Er = oo.

Com duas barreiras fixas, as condi¢des de integrabilidade voltam a valer. A
mesma estratégia de prova determina tanto a probabilidade de saida por cada lado

quanto o tempo médio até a saida.
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Exemplo 15.24 — Ruina do jogador.
Para inteiros a,b > 1, seja
r=inf{fn >0 : S, € {—a,b}}.

Como no exemplo anterior, 7 tem cauda geométrica e esperanca finita. Se p =
P(S; = b), a parada de S, fornece

a
a+b

0=>bp—a(l-p), logo p=
Como a familia parada de S? — n é dominada por max{a?,b’} + 7, uma segunda

aplicagdo do teorema fornece

_Fc2_2_4 p b _
ET_EST_ba+b+aa+b ab.

Desigualdades e convergéncia de Doob

A desigualdade maximal controla a probabilidade de uma trajetéria atingir um ni-
vel até certo instante. Para estudar a convergéncia, controlaremos também suas

oscilacdes, contando os cruzamentos de um intervalo.

Teorema 15.25 — Desigualdade maximal de Doob

Se X = (X )o<k<n € uma submartingala nao negativa e 1 > 0, entao

AP( max Xi > A) < E[ X, Umasg, 2] <EX

Em particular, se M é uma martingala,

)g EIMnI'

P( max |My| > A gl

0<k<n
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Demonstracdo. Seja A = {maxo<x<, Xy > A} e seja T o primeiro instante em
{0, ...,n} no qual X7 > A, com a convencdo T = n em A€. O evento A pertence a Fr.

Pela amostragem opcional entre T e n,
AP(A) <E[X714] <E[X,14] < EX,.
Para uma martingala M, aplicamos a primeira parte a submartingala (|Mg|). U

Para formular a desigualdade de cruzamentos, escrevemos x~ = max{—x,0}. Fi-
xados a < b, um cruzamento ascendente completo de [a,b] ocorre quando a traje-
toria visita primeiro (—0,a| e, depois, [b,o0). Seja U,[a,b] o nimero méaximo de tais

cruzamentos disjuntos realizados até o instante n.

Figura 15.2.: Trés cruzamentos ascendentes completos de [a,b], destacados em vi-
nho. Uma nova contagem comeca quando a trajetéria retorna a

(—c0,a] e termina ao alcancar novamente [b,00).

Teorema 15.26 — Desigualdade de cruzamentos de Doob

Se (Xi)o<k<n € uma supermartingala, entao

(b — @)EU,[a,b] < E[(X, —a)"].
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Demonstracao. Considere a estratégia que compra uma unidade imediatamente
depois de a trajetoria estar em (—co,a] e a conserva até a primeira visita a [b,00);
entdo repete a operacdo. A posi¢do H; € {0,1} mantida no passo k é previsivel.
Cada operagio completa produz ao menos b — a. Se ao final resta uma posicdo

aberta, sua perda é no maximo (X, — a)~. Portanto, trajetoria por trajetoria,
(H-X)y 2 (b= a)Uplab] — (X, —a)".

Como X é uma supermartingala e H > 0, a transformada é uma supermartingala
iniciada em zero; logo sua esperanca é menor ou igual a zero. Tomando esperangas

na desigualdade anterior, obtemos o resultado. O

Se o limite inferior de uma trajetéria é menor que seu limite superior, ela atra-
vessa repetidamente algum intervalo entre os dois. A desigualdade anterior permi-
tira excluir essa oscilagdo. O controle uniforme das esperancas absolutas também

impedira que o limite seja infinito.
Teorema 15.27 — Convergéncia de Doob
Se X = (X,)p>0 € uma supermartingala e
sup E|X,| < oo,
n>0
entdo existe uma variavel aleatoria finita X, tal que

Xn — Xoo q.s.

O mesmo resultado vale para submartingalas.

Demonstracao. Para racionais a < b, a desigualdade de cruzamentos implica

E[(X,—a)"] _ sup, EIX|+al
< .
b—a b—a

EU,[ab] <

Como Uy[a,b] cresce com n, o numero total de cruzamentos de [a,b] é finito q.s.

Se liminf X, < limsup Xj,, existem racionais a < b estritamente entre esses dois
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limites, e entdo ocorrem infinitos cruzamentos de [a,b], uma contradi¢do. Logo X,

possui limite no espaco estendido q.s.
Pelo lema de Fatou,
E[lim inf|X,|| < liminfE|X,| < oo,
n—o0 n—oo

de modo que o limite é finito q.s. Para submartingalas, aplicamos o resultado a
—X. U

Corolario 15.28 — Supermartingalas nao negativas

Toda supermartingala ndo negativa converge q.s. para uma variavel aleato-

ria finita.

Demonstracao. Como X, > 0 e (EX),) é decrescente, sup, E[X,| =EX, <oco. []

A convergéncia quase certa nio garante a convergéncia em L!. Para controlar
também as esperancas, voltamos a integrabilidade uniforme. O lema seguinte sera

usado para verificar essa condi¢do em familias de esperangas condicionais.

Lema 15.29 — Continuidade absoluta da integral

Se Z € L'(P), entio, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que
P(A)<d = E[lZ]Ix]<e

paratodo A € F.

Demonstracao. Escolha K > 0 tal que

£
E[|Z|1yz5k3] < 2

0 que é possivel pela Convergéncia Dominada. Ponha § = ¢/(2K). Se P(A) < 4,
entdo
E[|Z|14] < KP(A) + E[|Z|1{|Z|>K}] <e.
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Teorema 15.30 — Convergéncia em L!

Para uma martingala M = (M,),>0, sdo equivalentes:
a familia {M,, : n > 0} é uniformemente integravel;
existe M, € L' tal que M,, > M, q.s. e em L};

existe M,, € L! tal que

M, = E[My, | F,] qg.s. para todo n.

Demonstracdo. Suponha primeiro que a familia é uniformemente integravel. Em
particular, ela ¢ limitada em L!. Pelo Teorema 15.27, M, — M, q.s.; o Lema 15.21

fornece a convergéncia em L.

Se vale a segunda afirmacdo, entdo, param > n, M,, = E[M,, | #,]. A contracio

da esperanca condicional em L! permite fazer m — oo, dando M, = E[M,, | F,].

Finalmente, a familia de todas as esperancas condicionais de uma variavel fixa

Z € L' é uniformemente integravel. De fato, paraY = E[Z | €] e A = {|Y| > K},

E|Z|
< —.
P(A) < X

Além disso, por Jensen condicional, |Y| < E[|Z| | €]. Como A € &,
E[[Y[14] <E[E[|Z] | ©]14] = E[|Z]|14].

Como a primeira desigualdade torna P(A) uniformemente pequena quando K —

00, 0 Lema 15.29 conclui a demonstracio. O

No exemplo das esperancas condicionais, o crescimento da informacdo permite
identificar o limite: ele é a esperanca de Z condicionada a toda a informacéo reu-

nida pela filtracio.
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Corolario 15.31 — Teorema ascendente de Lévy

SeZe€ L, Fy 1t Foo € Foo = O'(Un F,), entdo
E[Z | #,] — E[Z | Fl

q.s. eem L1,

Demonstracao. A martingala M,, = E[Z | &,] é uniformemente integravel pelo
teorema anterior. Seu limite M, satisfaz E[M14] = E[Z14] paratodo A € |, F,.
Um argumento de classe monétona estende a identidade a A € F,, identificando

M =E[Z | Fsl. O

Decomposicio de Doob: o caso discreto de

Doob-Meyer

Podemos separar os incrementos de um processo em sua média condicional e no
desvio em relagdo a ela. Somando essas duas parcelas, obtemos uma parte previsi-

vel e uma martingala. Para uma submartingala, a parte previsivel sera crescente.

Definicao 15.32 — Previsibilidade em zero

Um processo adaptado A = (A,),>( é previsivel se Ay é Fj-mensuravel e

A, é F,_1-mensuravel paran > 1.

Teorema 15.33 — Decomposicao de Doob

Se X = (X,;)u>0 € um processo adaptado e integravel, entdo existe uma tnica
decomposicio
X, =M, + A,
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em que M é uma martingala e A é previsivel, integravel e A, = 0. Explicita-

mente,

n
Ay = > E[X — Xy | Fieal,
k=1
n
M, =X+ Y. (X —E[ X | Far).
k=1

Além disso, X é uma submartingala se, e somente se, A é crescente; e X é

uma supermartingala se, e somente se, A é decrescente.

Demonstracao. A formulamostraque Ay = 0eque A,—A,_; é F,_;-mensuravel.

Como
E[Mn - M, | gn—l] = E[Xn - Xn1 | *O}n—l] - (An - An—l) =0,

M é uma martingala. Se X = M+A = M+ A sdo duas decomposi¢oes normalizadas,
entio M — M = A — A é ao mesmo tempo uma martingala e um processo previ-
sivel iniciado em zero. Seus incrementos sdo F,_;-mensuraveis e tém esperanca

condicional zero; portanto sdo nulos q.s. Isso prova a unicidade.

Por fim,
Ap—Ap1 = E[Xn — X1 | ‘O}n—lL

que é ndo negativo exatamente quando X é uma submartingala, e nio positivo

exatamente quando X é uma supermartingala. U

A decomposicao distingue a flutuacdo de média condicional nula da tendéncia
previsivel acumulada. Para uma submartingala, essa tendéncia é crescente. Ao
longo do capitulo, a mesma atenc¢io a informacao disponivel permitiu definir es-
tratégias, escolher tempos de parada e estudar a convergéncia. Em cada caso, as

hipéteses dizem até onde a ideia de jogo justo pode ser usada.

ExXERcIcIOS

Ex. 15.1 — Seja (%,)p>0 uma filtracio e seja Z € L!. Prove diretamente, usando a
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propriedade da torre, que
M, =E[Z | #], n20,

é uma martingala. Prove também que ela é uniformemente integravel e identifique

seu limite, tanto quase certamente quanto em L, tomando %, = O'<Un>0 Fn).

Ex. 15.2 — Sejam &,,&,, ... variaveis i.i.d. com E[£] = 0 e Var(§) = 02 < 0. Para
S, =&+ +§&,adote Sy = 0 e tome F, = 0(&,...,&,), com Fy = {®,Q}. Prove que

(Sn)n20 € (Sr21 - mfz)nzo
sdo martingalas.

Ex. 15.3 — Sejam &,,&,, ... variaveis i.i.d., defina Sy = 0, S, = & + -+ + &, e tome a
filtracdo natural. Suponha que m(0) = E[¢%1] < oo para algum 0 € R. Prove que

o5,
M = ——, n>0,
" mO)n

¢ uma martingala. Explique o que ocorre quando m(6) = 0.

Ex. 15.4 — Seja M = (M,) uma martingala em relacdo a uma filtragdo (%,) e
seja H = (H,),>; um processo previsivel e limitado em relagdo a mesma filtracao.
Defina "
(H- M), = Y He(My — My_y).
k=1
Prove diretamente que (H - M), é uma martingala. Interprete o resultado como a
impossibilidade de criar ganho médio positivo por uma estratégia de apostas que

usa apenas a informacio passada.

Ex. 15.5 — Seja (S,) um passeio aleatorio simples iniciado em Sy = 0, munido de

sua filtra¢do natural %, = (S, ...,S,,).

1. Prove que para cada inteiroa > 1, 7, = infin > 0 : S, > a} é um tempo de
parada.
2. Fixe N e considere

p=sup{0<n< N :§5, =0}
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com p = 0 se o conjunto estiver vazio. Mostre que, em geral, p ndo é um

tempo de parada.

Ex. 15.6 — Ruina do jogador por amostragem opcional. Seja (S,) um passeio

aleatorio simples iniciado em 0, e sejam a,b > 1. Para
r=inf{n >0 : S, € {—a,b}},

use a amostragem opcional, aplicada primeiro a r A N, para calcular P(S; = b). Em

seguida, aplique o mesmo procedimento a4 martingala S2 — n para mostrar que
E[r] = ab.

Justifique cuidadosamente as hipoteses que permitem cada passagem ao limite.

Esse argumento também é frequentemente chamado de parada opcional.

Ex. 15.7 — Considere langamentos independentes de uma moeda justa. Seja F, a

informacdo gerada pelos primeiros n lancamentos e defina

f— n . . ~
M, =2 ]l{os n primeiros langcamentos sio caras}-

Prove que (M,) é uma martingala ndo negativa com E[M,] = 1 para todo n, mas
n

M, — 0 quase certamente. Conclua que a familia {M,, : 0} ndo é uniforme-

mente integravel e que a convergéncia nio ocorre em L.

Ex. 15.8 — Sejam &,,&,, ... variaveis i.i.d. centradas, com Var(¢;) = 0% < o0, e defina
Sp =&+ +&eF, =0(&,...5). Calcule a decomposicido de Doob da submar-
tingala X, = S2. Identifique explicitamente a parte martingala e o compensador

previsivel crescente.

Ex. 15.9 —Seja S, = & + - +§&,, onde os incrementos sdo independentes, centrados
e tém varidncia comum o2 < co. Use a desigualdade maximal de Doob aplicada a
submartingala S,g para provar que, para todo r > 0,
2
no
P(max S| > r) < —.
1<k<n r?

Compare o resultado com a desigualdade maximal de Kolmogorov apresentada no
Capitulo 11.



CAPITULO

16

Definicao e primeiras
propriedades do

movimento browniano

Uma trajetoria browniana retine duas propriedades que, a primeira vista, pare-
cem mal acomodadas na mesma funcéo. Ela é continua: néo ha saltos. Ao mesmo
tempo, oscila em todas as escalas e ndo admite tangente em ponto algum. A quan-
tidade que concilia esses dois fatos é a escala vh: num intervalo de duracio h, um
incremento tipico tem ordem vh, muito maior do que a ordem linear h exigida pela

diferenciabilidade.

Neste capitulo construimos o processo a partir de variadveis gaussianas indepen-
dentes e tornamos essa intuicdo precisa. A construcdo e as demonstracdes centrais
seguem a estratégia de Paul Lévy, na forma apresentada por Morters e Peres: pri-
meiro se define o processo nos pontos diadicos, depois se completa a trajetoria por

interpolacdo e convergéncia uniforme. A mesma decomposicdo em escalas sera

460
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usada para medir a regularidade das trajetorias.

Ao longo do capitulo, (Q,%,P) denota um espago de probabilidade. Escreve-
mos ./ (p1,0%) para a distribui¢do normal de média y e variancia o?. A Figura 16.1
antecipa o objeto que construiremos: trés realiza¢es da mesma lei, continuas e

visivelmente irregulares.

B(1)

Figura 16.1.: Trés aproximacdes de trajetorias brownianas numa malha diadica. A

lei é a mesma; a geometria de cada realizacéo é irrepetivel.

A construcao de Paul Lévy

16.1.1. Definicao e primeiras consequéncias

Definicao 16.1 — Movimento browniano

Um processo estocastico real B = (B(t));>o ¢ um movimento browniano

iniciado em x € R se:
B(0) = x quase certamente;

seus incrementos sdo independentes: sempre que 0 < fy < t; < -+ < 1,

as variaveis
B(t;) — B(ty), ... ,B(t,) — B(t,—1)

sdo independentes;
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paraO£s<t,

B(t) — B(s) ~ /(0,;t — s);
[4]|quase certamente, a aplicacéo t — B(t) é continua.

Quando x = 0, dizemos que B é um movimento browniano padrio.

As trés primeiras condi¢des descrevem o processo em qualquer colecdo finita de
tempos. A quarta fala da trajetéria inteira e ndo pode ser descartada. O exemplo

seguinte isola essa diferenca.

Exemplo 16.2 — As distribuicdes finito-dimensionais nao veem tudo.

Seja B um movimento browniano e seja U, independente de B, uniforme em [0,1].
Defina

- Bt)+1, t=U,
B(t) =
B(t), t#U.

Para tempos deterministicos tq, ... ,t,, a probabilidade de U coincidir com algum
é zero. Assim, (B(ty), ...,B(t,)) tem a mesma distribuicéio que (B(%),...,B(t,;)). En-
tretanto, quase toda trajetoria de B é descontinua em U. Portanto, conhecer todas
as distribui¢des finito-dimensionais nio determina, por si so, a regularidade das

trajetorias.

Recordemos dois fatos sobre vetores gaussianos. Um vetor aleatorio é gaussiano
quando toda combinagdo linear de suas coordenadas tem distribui¢io normal. A
lei de um vetor gaussiano é determinada por seu vetor de médias e por sua ma-
triz de covaridncias; além disso, coordenadas gaussianas ndo correlacionadas sdo

independentes. Esses fatos serdo usados repetidamente.
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Proposicao 16.3 — Caracterizacao gaussiana

Um processo gaussiano centrado X = (X(#));>( ¢ um movimento browniano

padrio, desde que tenha trajetdrias continuas e

Cov(X(s),X()) =sAt, st > 0.

Demonstracao. Para 0 <t; <t; < - <t o vetor dos incrementos é gaussiano e

centrado. Se i < j, entdo
Cov(X(t) — X(t-1).X(t) — X(t;-1))
=G AL — G A) — Gy A )+ (o Atjo1) = 0.
Logo os incrementos sio independentes. A mesma identidade da
Var(X(4) — X(6-1)) = 4 — ti-1.
Por fim, Var(X(0)) = 0, de modo que X(0) = 0 quase certamente. A continuidade

completa as quatro condi¢des da definicéo. O

Reciprocamente, todo movimento browniano padrio é um processo gaussiano
centrado com essa covariancia. De fato, qualquer vetor de valores (B(t;), ... ,B(t,))
¢ uma transformacio linear do vetor de incrementos gaussianos independentes.

Além disso, para s < t,
Cov(B(s),B(t)) = Cov(B(s),B(s)) = s,

pois B(t)— B(s) é independente de B(s). Assim, entre processos continuos, a fun¢io

de covariancia s A t caracteriza completamente a lei browniana.

16.1.2. Construcao nos pontos diadicos

Nao é imediato que as quatro exigéncias da defini¢do sejam compativeis. A conti-
nuidade impde simultaneamente condi¢des a uma familia ndo enumeravel de va-
riaveis aleatorias. A construcdo de Lévy resolve o problema de maneira concreta:

acrescenta-se uma escala diadica por vez e controla-se o erro que ela produz.
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Paran > 0, seja

Dn:{gzogkgzn}, D= D,

Considere uma familia (Z;)4ep\jo; de varidveis aleatdrias independentes, todas
com distribui¢do .#/(0,1). Comeg¢amos com B(0) = 0 e B(1) = Z;. Suponha que os

valores de B ja tenham sido definidos em D,_;. Para cada ponto novod € D,\ D,_1,

defina
B(d—-2"")+B(d+2™") N

: 2~(nD/27, (16.1)

B(d) =

A primeira parcela é o valor dado pela interpolagio linear dos dois extremos. A
segunda é uma perturbacdo gaussiana independente, exatamente na escala neces-

saria.

Lema 16.4 — Incrementos na malha diadica

Para cada n > 0, os incrementos
B(k2™) — B((k — 1)27™™), k=1,..,2"

sdo independentes e tém distribui¢ao /4(0,27").

Demonstracado. A afirmacéo vale em Dy. Suponha que valha em D,_; e consi-
dere um intervalo [a,b] dessa malha, de comprimento 2_(”_1), com ponto médio d.
Ponha

Y =B(®b)-Ba), Z=2; o=20/2

Pela hipétese de inducédo, Y ~ A (0,27("71)); além disso, Y e Z sdo independentes.
A definicao (16.1) fornece

Y Y
B(d) — B(a) = 5 02, B(b) — B(d) = 3 —0Z.
Cada uma dessas variaveis é centrada e tem variancia

! o~(n=1) 4 52 — g1
4
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Sua covariancia é

i 2=(=1) _ 52 =,

Como o par é gaussiano, os dois novos incrementos sdo independentes. Em intervalos-
pais distintos, usamos incrementos antigos independentes e variaveis Z; distintas.
Portanto, todos os incrementos da nova malha sdo independentes, concluindo a

inducéo. O

A figura representa uma Unica etapa da constru¢io. O novo valor é a interpola-

¢éo dos extremos acrescida de uma flutuacdo independente.
B(d)
©od+2™

d-27"

Figura 16.2.: Correcédo do ponto médio na construcéo de Lévy.

16.1.3. Da malha diadica a trajetoria continua

Escrevamos a construcio como uma série de fun¢des continuas. Seja Fy(t) = tZ;.

Para n > 1, defina F, nos pontos de D,, por

o~mtD/27  de D \D,_;,
Fn(d): d n n—1
0, d e D,_q,

e estenda F, linearmente entre pontos consecutivos de D,,. Essas sdo fun¢des-tenda

aleatorias. Por indu¢do em n, a propria defini¢do nos da

Bd) =) F(d). deD, (16.2)
j=0
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Teorema 16.5 — Existéncia de Wiener

Existe um movimento browniano padrao.

Demonstracao. Construiremos primeiro o processo em [0,1]. Fixe ¢ > {/2log 2.

Para uma normal padrdo Z e u > 0, usaremos a estimativa
P(|Z| > u) < 274/,

Como ha no maximo 2" + 1 pontos em D, segue que

Z P( max |Zy| > c\/ﬁ>
n=1

deD,\D,_,

(o]
< 322"+ 1)e 2 < oo,
n=1
Pelo lema de Borel-Cantelli, quase certamente existe um indice aleatorio N tal que,

paran > N ed € D, \ D,_1, |Z;] < ¢y/n. Consequentemente,
|Fplleo < cin2=(D/2) n> N, (16.3)

A série numérica no lado direito é convergente. O teste de Weierstrass mostra que,

quase certamente, a série
o0
B(t) = ) Fy(t)
n=0
converge uniformemente em [0,1]. Seu limite é continuo e, por (16.2), coincide com
os valores ja construidos em D.

Resta verificar as distribui¢cdes dos incrementos. Dados 0 < t; < - < t,. < 1,
escolha, para cada m, pontos diddicos %y, < - < t.,, que convergem para os

tempos correspondentes. A continuidade implica

B(t;) — B(ti—1) = nli_fgo(B(ti,m) — B(ti_1.m))-

Pelo Lema 16.4, para cada m o vetor a direita é gaussiano centrado, com matriz de

covariancias diagonal. Asvariancias convergem parat;—t;_;. Pela convergéncia das
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fungbes caracteristicas, o vetor limite é gaussiano com coordenadas independentes

e

B(t;) — B(ti—1) ~ V(0. — ti_1).
Temos, portanto, um movimento browniano em [0,1].

Para estender a construgao, tome copias independentes B® BD, . desse pro-
cesso. Se k = |t], defina
k-1
w(t) =Y BY)+BOE - k),
j=0
com a soma vazia interpretada como zero. As pegas se encontram nos extremos,
por isso W ¢é continuo. Os incrementos que atravessam numeros inteiros se de-
compdem em somas de incrementos gaussianos independentes; logo tém a lei e
a independéncia requeridas. Assim, W é um movimento browniano padrdo em
[0,00). U

Observacao 16.6 — O que a construcao realmente produz

A prova nio apenas mostra que o movimento browniano existe. Ela fornece
a representacdo de Lévy-Ciesielski: uma trajetéria é uma soma uniforme
de funcdes-tenda independentes, organizadas por escala. Os niveis baixos
descrevem o contorno largo; os niveis altos acrescentam oscilacdes cada vez

menores e cada vez mais numerosas.

16.1.4. Invariancias elementares

A escala Vt ja esta inscrita na variancia dos incrementos. A proposicio seguinte

diz que ampliar o espaco por a exige ampliar o tempo por a?.
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Proposicao 16.7 — Invariancia de escala

Se B é um movimento browniano padréo e a > 0, entdo
1o 2
X(t) = =B(a“t), >0,
a

também é um movimento browniano padrao.

Demonstracao. A continuidade e a independéncia dos incrementos sdo preserva-

das pela mudanca de escala. Para 0 <s <,
X(0) - X() = = (B@*t) - B(as)) ~ #/(04 ).

O

Outra simetria troca o comportamento préximo de zero pelo comportamento em

tempos grandes.

Teorema 16.8 — Inversao temporal

Se B é um movimento browniano padrao, entdo o processo

0, t=0,
X@) =
tB(1/t), t>0,

¢ um movimento browniano padréo.

Demonstracao. O processo X é gaussiano e centrado. Para 0 < s <t,
1 1
Cov(X(s),X(t)) = st Cov(B(1/s),B(1/t)) = st (; A ?> =s.

Assim, suas distribui¢des finito-dimensionais coincidem com as do movimento

browniano. Suas trajetorias sdo continuas em (0,00). Falta apenas o ponto zero.

Restrito aos racionais positivos, X tem a mesma lei que um movimento brow-

niano restrito aos racionais. Como esse tltimo converge a zero ao longo dos ra-
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cionais quando t | 0, o mesmo ocorre com X, quase certamente. A continui-
dade de X em (0,00) transforma esse limite racional no limite completo. Portanto,

X() — 0= X(0) quando ¢ | 0 e a caracterizacdo gaussiana conclui a prova. O

Corolario 16.9 — Lei dos grandes niimeros para o movimento brow-
niano

Quase certamente,
. B@)
lim —= =

t—oo I

0.

Demonstracao. Pela inversiao temporal, X(u) = uB(1/u) é um movimento brow-

niano continuo em zero. Fazendo u = 1/t,

@ = X(1/t) — X(0) = 0.

Propriedades de continuidade

A definicdo garante continuidade, mas ainda néo diz quéo rapidamente uma traje-
toria pode oscilar. Em [0,1], considere

wg(h) = sup |B(t +h)— B(t)|, 0<h<1.
0<t<1-h

Uma funcio ¢(h) | 0 que domina wg(h) para h pequeno é chamada de médulo de
continuidade. A construcéo por escalas fornece um médulo deterministico, valido

para quase toda trajetoria.
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Teorema 16.10 — Estimativa superior do médulo

Existe uma constante deterministica C > 0 tal que, quase certamente, para

todo h > 0 suficientemente pequeno,

wp(h) < Cyhlog(1/h).

Demonstracdao. Retomemos a série B = ), _ F, da construcdo de Lévy. Como

n>0
F, é linear em cada intervalo de comprimento 27" e se anula nos extremos de cada
tenda,

IFileo < 2" YE, o

nos pontos em que a derivada existe. Pela estimativa (16.3), quase certamente existe

N tal que, paran > N,
|Ealo < cVn2™™/2, |Efle < 222,

apds aumentar ¢ por uma constante absoluta.

Fixe tt + h € [0,1] e escolha ¢ de modo que 2~(*1) < h < 27¢. Separando as

escalas mais largas e mais finas do que A, obtemos

|B(t + h) — B(t)|<Z|F(t+h) F,(t)| + Z |Ey(t + h) — E,(2)|

n=£{+1

<h2||F'||m+z 3 1

n=£{+1

A contribuicdo dos niveis n < N é O, (h). Nas duas somas restantes, o maior termo

estd na escala £; comparacdes com séries geométricas dao

hZ\/—Z"/2+ Z Jn2 /2 < cpe2t2,

n=_0+1

Como 27 é comparavel a h e £ é comparavel a log(1/h), o tltimo membro é no

méaximo Ci/hlog(1/h). Por fim, O, (h) = o(\/hlog(1/h)). A constante final pode

ser escolhida deterministicamente; apenas o limiar a partir do qual a estimativa

vale depende da trajetoria. O
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A ordem obtida é correta. O proximo resultado mostra que néo se pode remover

o fator logaritmico nem substituir sua constante por uma arbitrariamente pequena.

Teorema 16.11 — Estimativa inferior do médulo

Sec < \/E, entdo, quase certamente, para todoe > O existem 0 < h < ¢ce

t € [0,1 — h] tais que

|B(t + h) — B(t)| > cy/hlog(1/h).

Demonstracdo. Podemos supor ¢ > 0. Para inteirosn > 1e 0 < k < [€"],

considere

Agn = {B((k + De™) — Blke ™) > eme /2],
Para n fixo, esses eventos sdo independentes. Se Z é normal padréo,
pn i =P(Ary,) = P(Z > cin).

Uma estimativa inferior usual para a cauda gaussiana fornece
2

o€ n/2

1++n

com uma constante C > 0. Como c?/2 < 1, e"p, — . Logo

Pn2C

le"]—1
k=0

Fixe ¢ > 0. O evento em que nenhum incremento com 0 < h < ¢ ultrapassa a
barreira do enunciado esta contido, para todo n suficientemente grande, no evento
exibido acima. Sua probabilidade é, portanto, zero. Intersectando os eventos de
probabilidade um correspondentes a ¢ = 1/m, m > 1, obtemos incrementos desse

tamanho em escalas arbitrariamente pequenas. O

O valor exato da constante é um dos resultados classicos de Lévy. Incluimos a
prova porque ela também ensina uma técnica recorrente: controlar primeiro uma

familia esparsa de intervalos e depois aproximar todos os demais.
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Teorema 16.12 — Moédulo de continuidade de Lévy

Quase certamente,

wp(h)

limsuyp —————=1

nio  2hlog(1/h)

Para a estimativa superior, precisaremos de duas observacdes. Fixe m > 1 e

ponha
1 m—1
pu=fplmo1)
" m m

Denote por A,(m) a familia dos intervalos contidos em [0,1] da forma

[(k —1+b)27"9 (k + b)27*] abe A, k>1.

Lema 16.13 — Controle na familia esparsa

Fixados m > 1 e ¢ > /2, quase certamente existe n tal que, paran > n; e

[s.t] € Ay(m),
IB(t) — B(s)| < c. /(t _ 9l ﬁ

Demonstracao. A familia A,(m) tem no maximo C,,2" intervalos, e o compri-

mento ¢ de cada um deles pertence a [27",27""1). Pela estimativa superior da cauda

normal,

P (IB(t) - B(s)| > e\/qlog(1/q))
=P (|Z| > cxllog(l/q)) < ZqCZ/2 <con’/2,

A probabilidade de alguma viola¢do em A, (m) é, portanto, no maximo

Cr/nzn(l—cz/fz).

Como ¢ > /2, essa expressio é somavel em n. Borel-Cantelli conclui a prova. [
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Lema 16.14 — Aproximacao de intervalos

Para todo > 0 existe m > 1 tal que, para qualquer intervalo [s,t] C [0,1],

existe [sp.to] € [, Ap(m) com

ls —sol <nlt—s), |t —to]l <yt —s).

Demonstracdo. Escolha m tio grande que m™! + 21/m _ 1 <p Ponhat=t-se

escolha n com 27" < £ < 27"*! Existe a € A,, tal que
q - 2—n+a S L < 21/mq

Os numeros (k — 1 + b)g, comk € N e b € A,,, formam uma malha de passo g/m.
Tome sy como o maior desses numeros que ndo excede s e ponha ty = sy +¢. Entdo
[so,t] pertence a familia indicada, esta contido em [0,1] e satisfaz t, < t. Além
disso,

OSS—SO <

£
m

SIQ

0<t—t0—(s—so)+({’—q)<<m +21/m _ >E<17{Z.

Demonstracio do Teorema 16.12. O Teorema 16.11, com ¢ 1 V2, da

lim sup o
hlo  2hlog(1/h)

Provemos a desigualdade oposta. Fixe ¢ > /2 e escolha ¢, € (v/2,c). Tome 7 > 0

> 1.

pequeno e depois m como no Lema 16.14. Para um intervalo pequeno [s,t] C [0,1],

escolha a aproximacéo [sy,ty]. Pela desigualdade triangular,
[B(t) — B(s)| < |B(t) — B(to)| + |B(to) — B(so)| + |B(sp) — B(s)I.

O termo central é controlado pelo Lema 16.13, com constante ¢,. Os dois termos

das extremidades sao controlados pelo Teorema 16.10. Se £ =t —s e § < pt, entdo

8log(1/5) \/ 10g(1/,7)>

Jelog(1/6) " log(1/0) )
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Além disso, (t) — sy)/t — 1 uniformemente quando 1 | 0. Primeiro escolhendo 5

suficientemente pequeno e depois ¢ suficientemente pequeno, obtemos

IB(t) — B(s)| < c\[tlog(1/%).

Como ¢ > /2 era arbitrario, o limsup normalizado por

J2hlog(1/h)

€ no maximo um. L]

Definicao 16.15 — Continuidade de Holder

Uma fungdo f : [0,00) —> R é localmente Holder de expoente ¢ > 0 em

t se existem C,0 > 0 tais que
If(s) = f®I < Cls —t|*

sempre que s > 0 e s —t| < 4.

Corolario 16.16 — Regularidade abaixo de 1/2

Para todo 0 < @ < 1/2, quase certamente a trajetoria browniana é local-

mente Holder de expoente & em todos os tempos.

Demonstracao. Para h pequeno,

Jilog(/h) = o(h®),  a< %

O Teorema 16.10 fornece, portanto, o controle Holder uniforme em [0,1]. Aplicando-
0 aos processos transladados B(k +t) — B(k), 0 < t < 1, obtemos o mesmo controle
em cada bloco [k,k + 1]. Se dois tempos proximos estiverem em blocos consecu-
tivos, inserimos o inteiro comum entre eles e usamos a desigualdade triangular; a
constante é no maximo a soma das constantes dos dois blocos. Assim, o controle

vale em todo compacto. A intersecdo sobre k € IN ainda tem probabilidade um. [
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O expoente critico é 1/2. A trajetoria é Holder para todo expoente menor do que
ele e, como veremos a seguir, nao pode ser localmente Hélder com expoente maior
do que 1/2 em ponto algum. No proprio expoente critico ha tempos excepcionais,

mas eles sdo raros; sua analise exige ferramentas mais finas.

Nao diferenciabilidade

A continuidade browniana nio deve ser confundida com suavidade. Um primeiro
sinal da irregularidade é simples: nenhuma trajetoria tipica permanece monétona
durante um intervalo, por menor que ele seja. A Figura 16.3 sugere o fenémeno
que as provas tornardo preciso: ampliar a curva revela novas oscilacoes, ndo uma

tangente.

intervalo de comprimento 1 comprimento 1/4 comprimento 1/16

Figura 16.3.: AmpliacOes sucessivas de uma mesma aproximacio browniana, com
os eixos reescalados. A trajetéria muda de escala, mas nio se torna

lisa.

Proposicao 16.17 — Auséncia de intervalos monoétonos

Quase certamente, ndo existe intervalo ndo degenerado no qual a trajetoria

browniana seja mondtona.
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Demonstracao. Fixe a < b e divida [a,b] em n subintervalos de mesmo compri-
mento. Se a trajetéria for crescente em [a,b], os n incrementos da partigdo serdo
nio negativos; se for decrescente, serdo ndo positivos. Como esses incrementos

sdo independentes, simétricos e ndo se anulam,
P(B é monétono em [a,b]) < 217

Fazendo n — oo, essa probabilidade é zero. Agora tome a unido sobre os intervalos
com extremos racionais. Todo intervalo ndo degenerado contém um subintervalo

racional nao degenerado, e monotonicidade passa a subintervalos. O

Para estudar derivadas, usaremos a inversdo temporal. Precisamos antes de uma

forma elementar de oscilacdo em tempos grandes.

Lema 16.18 — Lei zero-um de Hewitt-Savage
Se (X,,);>1 € uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e identi-
camente distribuidas, todo evento A € o(X},X>, ...) invariante por permuta-

¢oes finitas das coordenadas satisfaz P(A) € {0,1}.

Demonstracio. E exatamente a Lei zero—um de Hewitt-Savage demonstrada no

Teorema 8.40, aplicada a sequéncia (X,). O

Proposicao 16.19 — Oscilacdes em tempos inteiros

Quase certamente,

lim sup Bn) = oo, lim inf Bn) =
n—oo n

n—oo n
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Demonstracao. Fixe ¢ > 0 e ponha
A, = {B(n) > cy/n para infinitos n}.
Pela desigualdade de Fatou e pela invariancia de escala,

P(A,) > limsup P(B(n) > cyn) = P(B(1) > ¢) > 0.

n—oo
Escreva X; = B(j)—B(j—1). A sequéncia (X;) éi.i.d., e uma permutacio finita altera
as somas parciais apenas em um numero finito de indices. Logo A, é permutavel.
Pelo Lema 16.18, P(A.) = 1. Intersectando esses eventos para ¢ € IN, obtemos a

primeira igualdade. A segunda segue aplicando o mesmo argumento a —B. O

Para uma funcédo f, definimos as derivadas superiores e inferiores a direita no

sentido de Dini por

NiRIEI0)

h) —
M, D, f(t) = lir}rlll})n 7

D f(¢) = lim sup
hlo

Teorema 16.20 — Um tempo fixo

Fixe t > 0. Quase certamente,
D*B(t) = +oo, D, B(t) = —co.

Em particular, B ndo é diferenciavel em t.

Demonstracao. Comecemos em ¢ = 0. Pelo Teorema 16.8, X(h) = hB(1/h) é um

movimento browniano. Ao longo de h = 1/n,

X(1/n) — X(0)
1/n

A Proposicio 16.19 afirma que B(n)/+/n é ilimitado tanto acima quanto abaixo; em

= B(n).

particular, o limsup dos quocientes exibidos é +co e o liminf é —co. O resultado
vale, portanto, no zero para o movimento browniano X. Como todo movimento
browniano padrio tem a mesma lei no espaco de trajetérias continuas, a mesma

afirmacdo vale no zero para B.
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Parat > 0, o processo
X(s) = B(t +s) — B(t), s>0,

é novamente um movimento browniano padrdo. Os quocientes diferenciais de X

em zero sdo exatamente os quocientes a direita de B em t. 0

Observacao 16.21 — A ordem dos quantificadores

O teorema anterior afirma que, para cada ¢t fixado, a probabilidade de dife-
renciabilidade em t é zero. Isso ainda nao prova que, com probabilidade um,
nido ha nenhum tempo de diferenciabilidade: a unido nao enumeravel dos
conjuntos excepcionais pode ter probabilidade positiva.

Ainda assim, Fubini ja fornece uma conclusio intermediaria. Em qualquer
intervalo [0,T], se D(B) é o conjunto dos tempos em que a trajetoria é dife-

renciavel, entao

T
E[Leb(D(B))] = J P(B é diferenciavel em t) dt = 0.
0

Logo D(B) tem medida de Lebesgue zero quase certamente. O proximo teo-

rema elimina também os possiveis tempos excepcionais.

Teorema 16.22 — Paley-Wiener-Zygmund

Quase certamente, a trajetoria do movimento browniano néo é diferenciavel

em ponto algum. Mais precisamente, quase certamente, para todo ¢t > 0,
D*B(t) = +o0 ou D, B(t) = —oo,

possivelmente ambas as alternativas.
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Demonstracao. Basta trabalhar em [0,1] e depois tomar uma intersecdo enume-

ravel de eventos de probabilidade um. Suponha que exista t, € [0,1] para o qual
—oco < D, B(ty) < DT B(t) < +oo.

Pela continuidade e pela limitacdo da trajetéria em [0,2], existe um inteiro M > 1
tal que
|B(t, + h) — B(ty)| < Mh, 0<h<1. (16.4)

Fixe n e seja k o indice da célula diadica de ordem n que contém f;:
ty € [(k—1)27"k27"].
Para j = 1,2,3, a desigualdade triangular e (16.4) dao
[B((k + j)27™") = B((k +j— 1)27™")| < M(2j + 1)27" < 7TM27™.

Denote por Q, ;. 0 evento em que essas trés desigualdades ocorrem. Os trés incre-
mentos sao independentes e cada um tem a distribuicao de 27"/27 com Z normal

padrdo. Como a densidade normal é limitada,
P(Qi) < C(TM)? 273%/2,

Ha no maximo 2" + 1 escolhas relevantes de k. Logo

P (U Qn’k) < Cpy27/2,
k

e essa série é convergente. Pelo lema de Borel-Cantelli, quase certamente apenas
um numero finito desses eventos ocorre. Isso contradiz a existéncia de t satisfa-
zendo (16.4), pois sua célula produziria um evento Q, j para todo n suficientemente

grande.

Tomando a unido enumeravel sobre M, concluimos que néo existe t, com as duas
derivadas de Dini finitas. Se D" B(t) ndo for +co e D, B(t) ndo for —co, ambas serio
finitas, caso ja excluido. Isso prova a afirmacdo mais forte e, em particular, a ndo

diferenciabilidade em todos os pontos. O
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Corolario 16.23 — O limiar Holder é exato

Se @ > 1/2, entdo, quase certamente, a trajetoria browniana nio é local-

mente Holder de expoente & em ponto algum.

Demonstracao. Na prova do Teorema 16.22, substitua a hipotese linear por
|B(ty + h) — B(ty)| < Mh*.

Escolha um inteiro r tal que r(a—1/2) > 1 e examine os r incrementos diadicos ime-

diatamente a direita da célula que contém #,. Cada um fica limitado por C,M27*".

-n/2

Depois de o normalizarmos por seu desvio padrao 27/, a estimativa de pequena

bola para a normal da
P(os r incrementos sdo pequenos) < CM,,Z_”V(“_l/ 2),

A unido sobre as O(2") células é limitada por C M,VZ_”(r(“_l/ 2)-1 uma série conver-

gente. Borel-Cantelli e a unido enumeravel sobre M concluem a prova. O

16.3.1. Variacao quadratica e variacao total

A auséncia de derivada tem uma assinatura ainda mais concreta. A variacdo total
da trajetdria é infinita, mas a soma dos quadrados de seus incrementos converge

para o tempo transcorrido.

Definicdo 16.24 — Variacao total

Para uma funcéo f : [0,T] — R, sua variacio total em [0,T] é

k
VA(T) =sup Y. [f(t) — f(ti-1)).

=1

onde o supremo percorre todas as particoes 7 : 0 =1y <t; < - <t =T.
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Lema 16.25 — Uma simetria quadratica

Se X e Z sio independentes, simétricas e pertencem a £?2, entio

E[(X +2)? | X?+Z%] = X? + Z2.

Demonstracao. A transformacio (X,Z) — (X, — Z) preserva a lei conjunta e

mantém X2 + Z2 inalterado. Assim, para toda fungio mensuréavel limitada g,
E[XZg(X? + Z%)] = —E[XZg(X? + Z?)],
de onde E[XZ | X? + Z?] = 0. Basta agora expandir (X + Z)?. O

O lema anterior condiciona apenas na soma quadratica produzida por uma divi-
sdo. Para a variacdo quadratica, precisaremos saber que a mesma simetria continua

valida depois de observar todas as subdivisdes posteriores.

Lema 16.26 — Simetria preservada pelos refinamentos
Suponha que cada partigdo 7; seja obtida de 7;_; acrescentando um unico
ponto e defina

Q= Y (B®)-B@? % =0(QjQj1.-).

[a,b]eﬂj

Entao

EQi-11%) =0,

Demonstracao. Se o novo ponto s divide [u,v] € Tj_1, escreva
X = B(s) — B(u), Z = B(v) — B(s).
Os demais termos ndo mudam, e portanto
Qj—1=0Q; +2XZ.

Resta provar que E(XZ | §;) = 0.
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Para N > j, ponha Z; N = 0(Q;,....On). Considere o vetor dos incrementos
brownianos determinados pela particdo mp. Trocar o sinal de todos os incremen-
tos contidos em [u,s] preserva a lei conjunta desse vetor, pois suas coordenadas sdo
gaussianas centradas e independentes. A transformacéao troca X por —X, mantém
Z e preserva cada soma quadratica Qj, ...,Qn: como todas essas parti¢des contém s,
nenhum de seus intervalos cruza o ponto onde os sinais foram trocados. Mais pre-
cisamente, cada incremento de uma dessas parti¢des contido em [u,s] muda apenas
de sinal, enquanto os demais permanecem inalterados; portanto, todos os quadra-
dos que formam Q;, ... ,Qn sdo preservados. Assim, para toda funcdo mensuravel
limitada A,

E[XZh(Q....Qn)] = ~E[XZh(Q;.... Qv)].
eE(XZ | #;N) = 0.

As o-algebras #j y sdo crescentes e CT(UNZJ. x;, N) = gj. A convergéncia das
esperancas condicionais em L' fornece, portanto, E(XZ | g;) = 0. A identidade

desejada segue da expanséo de Q;_;. U

Teorema 16.27 — Variacao quadratica

Se (m,) é uma sequéncia encaixada de parti¢des deterministicas de [0,T], com

malha || — 0, entdo, quase certamente,
> (Bw)-Bw)? —T.
[uvlen,

Consequentemente, a trajetéria browniana tem variagio total infinita em

todo intervalo ndo degenerado.

Demonstracao. Acrescentar particdes intermediarias nao altera o problema. Po-

demos, pois, supor que cada passo insere um tnico ponto. Defina

Oun= Y. (BW)-Bw)? G =0(Q0Q0ns1.-).

[uv]er,

A sequéncia (%) é decrescente. Pelo Lema 16.26,

E(Qn—l | ?n) = On-
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Portanto, (Q,,%,) é um martingal reverso. Recordemos por que o teorema de con-
vergéncia se aplica: para cada N, a sequéncia finita Qn,On_1,.--,Qp, com as o-
algebras na ordem inversa, é uma martingala usual. Aplicando a desigualdade de
cruzamentos a ela e a seu oposto, obtemos, uniformemente em N, cotas para os
cruzamentos ascendentes e descendentes de qualquer intervalo racional pela se-
quéncia Qp,...,Qn- Essas cotas dependem apenas de sup, E|Q,| = T e, portanto,
nao crescem com o horizonte N. Fazendo N — oo, 0 mesmo argumento usado na
prova do Teorema de Convergéncia de Doob mostra que (Q,) possui limite quase

certamente.

Se os comprimentos dos intervalos de 7, sdo Aty ... ,Atk(n), entdo os incrementos

sdo independentes e

EQ,= Y A =T, Var(Q,) = 2 ) (At)? < 2T|m,| — 0.
j j

Logo Q, — T em Z?. O limite quase certo do martingal reverso s6 pode ser T.
Fixe agora 0 < a < 1/2. Pelo Corolario 16.16, quase certamente existe uma
constante aleatoria Cr tal que, para n grande,

max [B(v) — B(u)| < Crlm,|".

[uv]en,

Consequentemente,

Qr < ( max 1B)~B@I) Y 1Bw) - Bw)

[uv]en,
< Crlm|® ) [B(v) - B(u).
[uv]er,
Como Q, > T > 0 e |m,|* — 0, as somas de varia¢des ao longo de 7, tendem a

infinito. Portanto, Vg(T) = co.

Finalmente, aplique o argumento, com uma sequéncia fixa de parti¢cdes, a cada
intervalo [a,b] com extremos racionais. Ha apenas uma quantidade enumeravel
desses intervalos, de modo que, quase certamente, todos eles tém variacéo infi-
nita simultaneamente. Todo intervalo nio degenerado contém um subintervalo
racional nio degenerado; logo a variacdo total é infinita em todo intervalo ndo

degenerado. O
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Esses resultados ddo uma boa descricdo local das trajetorias. Em intervalos de
comprimento h, a oscilagdo méaxima é da ordem de \/W; isso garante conti-
nuidade, mas esta longe do comportamento linear que a diferenciabilidade exigiria.
Ao mesmo tempo, a variacio total é infinita e a varia¢do quadratica coincide com

o tempo. E esse contraste que estara por tras do calculo estocéstico.

EXERcicIOS

Ex. 16.1 — Seja B um movimento browniano padrao.
1. Prove que E[B(s)B(t)] = s At para s,t > 0.
2. Para0 <t < - <t, determine a matriz de covariancias do vetor (B(t,), ... ,B(t,)).

3. Use essa matriz e a gaussianidade para recuperar a independéncia dos in-

crementos em intervalos disjuntos.

Ex. 16.2 — Na construg¢io de Lévy, considere um intervalo diadico [a,b] de compri-
mento 2~ e seu ponto médio d. Supondo conhecidos B(a) e B(b) e tomando

Zj ~ N(0,1) independente desses valores, mostre que a escolha

B(d) = w + 2—(n+1)/22d

é exatamente a distribuicdo condicional do valor browniano no ponto médio. Cal-

cule a média e a variancia condicionais.

Ex. 16.3 — Com a notacéo das fung¢des-tenda F, da construgio de Lévy, prove que,

para todo ¢ > /2log 2,

I, Jleo < ey 2~ (n+1)/2

para todo n suficientemente grande, quase certamente. Conclua que ) F, con-

verge uniformemente em [0,1].
Ex. 16.4 — Seja B um movimento browniano padrio e fixe a > 0.
1. Verifique diretamente, pelas distribuicdes finito-dimensionais, que
B(t) = a~'B(d?)

é novamente um movimento browniano padrio.
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2. Parat > 0, defina E(t) = tB(1/t) e §(0) = 0. Calcule sua covariancia
e explique por que a continuidade em 0 é o unico ponto adicional a ser

verificado na inversdo temporal.

Ex. 16.5 — Ponte browniana. Para 0 <t < 1, defina

() = B(t) — tB(1).

1. Mostre que f é um processo gaussiano centrado e calcule
Cov(p(s).p(1)).

2. Prove que p(0) = p(1) = 0 e explique por que f nio é um movimento

browniano.

3. Mostre que f e B(1) sdo independentes.

Ex. 16.6 — Fixe 0 < < 1/2. Use o médulo de continuidade de Lévy para provar
que, em todo intervalo compacto, uma trajetoria browniana é Hoélder-continua de
ordem « quase certamente. Mostre também por que o mesmo argumento falha no

expoente critico @ = 1/2.

Ex. 16.7 — Fixe T > 0. Para a particdo uniforme
T
T, = {0,;, ,T} ,

defina

n 2
_ kT (k—1)T
o= 2 (0(5)-+(557))
Calcule E[Q,] e Var(Q,) e conclua que Q, — T em L?. Compare essa conclusio

com o teorema quase certo para parti¢des encaixadas.

Ex. 16.8 — Prove que toda funcio continua de variagao total finita possui variagao
quadratica nula ao longo de qualquer sequéncia de parti¢des cuja malha tende a
zero. Use esse fato e a variacdo quadratica browniana para obter novamente que

as trajetorias de B tém variacdo total infinita em todo intervalo ndo degenerado.
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Ex. 16.9 — Para cada tempo deterministico ¢, o teorema de nao diferenciabilidade

em tempo fixo fornece
P(B é diferenciavel em t) = 0.

Explique por que néo se pode concluir a ndo diferenciabilidade simultanea em to-
dos os tempos tomando simplesmente uma unifo nao enumeravel de eventos nulos.
Identifique o argumento adicional do teorema de Paley-Wiener-Zygmund que su-

pera essa dificuldade.



APENDICE

A

Historia da medida e da

probabilidade

A probabilidade nasceu ao menos duas vezes. Na primeira, no século XVII, apare-
ceu como uma aritmética do futuro: como dividir uma aposta interrompida, quanto
vale uma chance, que preco é justo pagar por um risco? Na segunda, no inicio do
século XX, reapareceu como uma teoria de medida: antes de calcular a probabili-
dade de um evento, tornou-se necessario dizer com precisdo o que sdo o espaco de

resultados, os eventos e a propria probabilidade.

Entre esses dois nascimentos, a pergunta mudou. De inicio, queria-se saber
quanto. Mais tarde, foi preciso perguntar o que pode ser medido e quais operacoes
preservam essa medida. A passagem de uma pergunta a outra ndo apagou o cal-
culo classico; deu-lhe uma linguagem capaz de tratar limites, variaveis continuas

e trajetorias inteiras.

487
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jogos, seguros calculo de
e decisdes probabilidades
~
espaco de
probabilidade
/
comprimento, area teoria da
e integracao medida

processos
estocasticos

Este capitulo ndo pretende oferecer uma historia exaustiva, nem transformar o

desenvolvimento da area numa procissdo de nomes e datas. Seu fio condutor é a
formacdo da linguagem usada neste livro. A primeira versdo deste texto nasceu de
uma tradugio de um ensaio de Maurice Sion sobre a histéria da teoria da medida
no século XX. A presente reescrita conserva essa divida e amplia o foco para a

histéria da probabilidade; para panoramas mais extensos, veja [34, 35].

O primeiro nascimento: calcular o acaso

Jogos de azar, seguros, anuidades e decisdes sob incerteza sdo muito anteriores a
teoria matematica da probabilidade. Durante séculos, porém, os calculos perma-
neceram locais: uma contagem para este jogo, uma regra pratica para aquele con-
trato. Em meados do século X VI, Girolamo Cardano ja comparava casos favoraveis
e casos possiveis em problemas com dados. Seu tratado sobre jogos foi publicado

apenas postumamente, em 1663, e ndo chegou a organizar uma teoria geral.

Em 1654, a correspondéncia entre Blaise Pascal e Pierre de Fermat inaugurou
a probabilidade matematica. Um dos problemas discutidos era o problema dos
pontos: se uma partida é interrompida antes de haver vencedor, como dividir ho-
nestamente o prémio? A pontuacdo ja obtida nio basta. E preciso enumerar os
futuros possiveis e pesar o valor presente de cada jogador pelas chances de vitoria

que ainda possui.

Essa mudanca de perspectiva é pequena apenas em aparéncia. Pascal e Fermat
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transformaram uma disputa sobre dinheiro numa pergunta acerca da estrutura do
futuro. Seus métodos eram diferentes — Pascal explorava uma recorréncia, Fermat
enumerava continuacdes possiveis — mas conduziam a mesma divisdo. Em 1657,
Christiaan Huygens publicou o primeiro tratado impresso dedicado ao céalculo de

probabilidades e colocou a esperanca matematica no centro do assunto.

Ao mesmo tempo, outra tradi¢cdo tomava forma fora das mesas de jogo. Em 1662,
John Graunt analisou registros de mortalidade de Londres, procurando regularida-
des em dados coletivos. De um lado havia a combinatéria dos casos possiveis; de
outro, frequéncias observadas em populacdes reais. Grande parte da historia poste-
rior da probabilidade pode ser lida como a tentativa de explicar por que essas duas

linguagens conversam.

Frequéncias, erros e leis-limite

O primeiro resultado geral a aproximar probabilidade teérica e frequéncia obser-
vada apareceu na obra de Jakob Bernoulli. Publicado postumamente em 1713, o
Ars Conjectandi contém uma forma da Lei dos Grandes Numeros. Na notagido
atual, se X1,X,... sdo ensaios de Bernoulli independentes, com P(X; = 1) = p,

e S, = Xj + - + X, entdo, para todo € > 0,

?(

A afirmacdo néo define p como uma frequéncia observada. Ela diz algo mais deli-

w i) =
—_— H.
npe

cado: partindo de um modelo com parametro p, as frequéncias tendem a se con-
centrar perto desse parametro. A teoria passava a produzir regularidade a partir

da repetigéo do acaso.

No século XVIII, Abraham de Moivre descobriu que a distribuicio binomial, de-
pois de centralizada e reescalada, podia ser aproximada pela curva normal. Laplace
ampliou essa ideia e reuniu, em sua Théorie analytique des probabilités, de 1812, téc-
nicas combinatorias, funcdes geradoras, inferéncia e aproximacoes assintoticas. A
normal deixou de ser apenas uma férmula ligada a um problema especifico e co-

mecou a revelar uma forma universal das flutuacoes.
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Durante o século XIX, Poisson, Chebyshev e Markov, entre outros, deram as leis
dos grandes nimeros hipéteses e demonstracdes cada vez mais gerais. No inicio do
século XX, Lyapunov formulou uma versido ampla do Teorema do Limite Central.
Essa linhagem chega diretamente aos capitulos de leis-limite deste livro. Média,
variancia, independéncia e normalizacdo ja formavam uma teoria poderosa antes

da axiomatizacdo moderna.

Mas o sucesso dos célculos escondia uma fragilidade. O que significava, em ge-
ral, atribuir probabilidade a um subconjunto infinito de resultados? Como integrar
uma variavel aleatéria sem supor que ela possuisse uma densidade bem compor-
tada? E o que justificava trocar limite e esperanc¢a nas demonstragdes? As respos-
tas exigiriam uma teoria que, a primeira vista, ndo havia sido criada para falar de

acaso.

Medir o que nao é um intervalo

A nocédo de medida nasceu de problemas de comprimento, area, volume e integra-
¢do. No calculo de Newton e Leibniz, a integral ligava a area sob um grafico a
operacéo inversa da diferenciacdo. No século XIX, as séries de Fourier e o estudo
da equacéo do calor for¢aram os analistas a considerar funcdes e convergéncias

mais irregulares do que as admitidas pelo calculo elementar.

A integral de Riemann organizou de modo rigoroso uma parte importante dessa
teoria. Ainda assim, sequéncias de fungoes integraveis podiam convergir para fun-
cOes problematicas, limites ndo podiam ser trocados livremente com integrais, e
conjuntos definidos analiticamente escapavam da geometria intuitiva de interva-
los e retangulos. Néo faltavam apenas técnicas de calculo; faltava uma nogéo mais

flexivel de tamanho.

Em 1898, Emile Borel estendeu o comprimento dos intervalos a uma classe muito
maior de subconjuntos da reta. A novidade decisiva era a aditividade enumeravel:

se Ay,A,, ... sdo disjuntos, entio

H U Ap) = ZP(An)-
n=1 n=1
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A familia obtida a partir dos abertos por complementos e unides enumeraveis é
hoje chamada de o-4lgebra de Borel. E importante separar os dois nomes: uma
o-algebra é qualquer familia de conjuntos fechada por essas operacdes; ela é de

Borel quando é gerada pelos abertos de um espaco topoldgico.

Henri Lebesgue deu o passo seguinte. Em sua tese de 1902, construiu uma nocéo
de medida mais ampla e uma integral adaptada a ela. Em vez de controlar uma
funcdo apenas por particdes do eixo horizontal, sua teoria permitia organizar o
dominio segundo os valores assumidos pela funcdo. Conjuntos de medida zero
passaram a registrar excecdes que podiam ser ignoradas pela integral sem serem

apagadas da matematica.

A nova linguagem produziu teoremas de convergéncia com hipoteses simples e
fortes conclusodes. O Teorema da Convergéncia Dominada, em sua forma moderna,
afirma que, se f, — f quase sempre e existe g € L! tal que |f,| < g para todo n,

entao an s J’f o

A fung¢io dominante ndo é um detalhe técnico dispensavel: é justamente o que
impede que massa relevante fuja para regides cada vez menores ou mais distantes.
A teoria tornou precisas as condicdes sob as quais as operagdes que os analistas

desejavam fazer eram de fato legitimas.

Nos anos seguintes, Carathéodory abstraiu a construgdo por medida exterior.
Radon relacionou medidas e funcionais lineares, enquanto Daniell mostrou que a
integral também podia ser tomada como ponto de partida. O teorema de Radon-
Nikodym permitiu representar uma medida em relacdo a outra por meio de uma
densidade. O objeto ja néo precisava viver apenas na reta: podia ser definido em

espacos abstratos, exatamente onde a probabilidade logo precisaria dele.

O segundo nascimento: probabilidade como medida

Na virada do século XX, problemas probabilisticos ja exigiam espag¢os muito maio-
res do que conjuntos finitos de resultados. Em 1900, Louis Bachelier usou um mo-

delo continuo para descrever flutuacdes de precos. Poucos anos depois, Einstein



A.5.

A. Histéria da medida e da probabilidade 492

e Smoluchowski explicaram estatisticamente o movimento erratico de particulas
suspensas num fluido, observado por Robert Brown no século XIX. Markov, por
sua vez, iniciou o estudo de sequéncias de variaveis dependentes que hoje levam

Seu nome.

Esses exemplos mudavam a natureza do resultado aleatorio. O resultado de um
lancamento de dado é um ndmero; o resultado de um movimento ao longo do
tempo é uma trajetoria inteira. Dizer “a particula permanece nesta regido até o
instante ¢” significa atribuir probabilidade a um conjunto de funcdes. A geometria

elementar dos casos favoraveis ja ndo alcangava esse espaco.

Em 1923, Norbert Wiener construiu rigorosamente uma medida no espaco das
fungbes continuas para descrever o movimento browniano. A medida de Wiener
mostrou que a teoria de Lebesgue podia sustentar probabilidades em dimensdo
infinita. Néo se tratava apenas de calcular a distribuicdo da posi¢cdo em um instante:

a propria curva aleatdria tornava-se o objeto observado.

Essa construcdo ndo surgiu isolada. Borel ja havia usado ideias de medida em
probabilidade; os trabalhos de Fréchet e Daniell haviam ampliado o cenario abs-
trato; e o sexto problema de Hilbert pedira uma axiomatizacio matematica das
teorias fisicas, mencionando explicitamente o calculo de probabilidades. Ao ini-
cio da década de 1930, muitas pecas estavam disponiveis. Faltava reuni-las num
sistema pequeno o bastante para servir de fundamento e amplo o bastante para

acomodar os exemplos.

A sintese de Kolmogorov

Em 1933, Andrei Kolmogorov publicou os Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung. O livro ndo inventou a teoria da medida nem apagou as tradigdes an-
teriores da probabilidade. Sua forca foi reconhecer que elas se encaixavam. Na

formulacdo moderna, um modelo probabilistico é uma trinca

(QF.P),
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em que Q é o espaco de resultados, & é uma o-algebra de eventos e P é uma medida

de probabilidade, isto é,

P(Q) =1 e P(U A,,) =Y P(4,)
n=1 n=1

para toda sequéncia de eventos dois a dois disjuntos.

O vocabulario da probabilidade passou entido a ser uma leitura particular do

vocabulério da medida:

teoria da medida probabilidade

espago mensuravel (Q,7) experimento e seus eventos

medida finita com massa total 1 | probabilidade P

fun¢do mensuravel variavel aleatoria

imagem de uma medida distribui¢do de uma variavel
integral [ X dP esperanca E[ X]

medida produto experimentos independentes
derivada de Radon-Nikodym densidade e esperanca condicional

A aditividade enumeravel permitia passar de eventos finitos para eventos defi-
nidos por limites. A integracdo de Lebesgue permitia tratar variaveis sem densi-
dade, esperangas infinitas e convergéncias quase certas. Os teoremas de extensao
permitiam construir uma lei em espacgos de sequéncias ou trajetorias a partir de

distribuicoes finito-dimensionais compativeis.

Os axiomas, entretanto, ndo dizem por que um modelo descreve bem um fend-
meno, nem resolvem sozinhos o significado filosofico da palavra “probabilidade”.
Eles separam duas tarefas que antes apareciam misturadas: construir uma teoria
matematica coerente e justificar sua relacdo com a experiéncia. Essa separagio foi
uma virtude, ndo uma fuga. Depois dela, modelos frequentistas, bayesianos, fisicos

ou combinatdrios puderam compartilhar a mesma gramatica matematica.

Processos, condicionamento e martingalas

Com os fundamentos disponiveis, a probabilidade deixou de ser apenas uma teoria

de distribuicdes isoladas e passou a estudar sistemas que evoluem. Um processo
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estocastico é uma familia (X;);c7 de variaveis aleatérias definida num mesmo es-
paco de probabilidade. Dependendo da pergunta, podemos observa-lo por suas
distribui¢des finito-dimensionais, por suas trajetorias ou pela informacdo acumu-

lada ao longo do tempo.

Paul Lévy desenvolveu profundamente as leis estaveis, o movimento browniano
e os processos com incrementos independentes. Jean Ville e Joseph Doob deram
a ideia de jogo justo sua forma moderna por meio das martingalas. Uma filtracdo

(%) registra a informacao disponivel até o instante ¢, e a condi¢ao
E[X, | #] = X, s<t,

diz que, conhecendo o passado, néo existe ganho médio previsivel. O antigo vo-
cabulério das apostas retornou, agora dentro da teoria abstrata que ele ajudara a
iniciar.

Também a esperancga condicional ganhou uma defini¢cio que ndo depende de
densidades ou parti¢des finitas: ela pode ser construida como uma derivada de
Radon-Nikodym. Tempos de parada formalizaram a decisdo de observar um pro-
cesso até que algo aconteca. O calculo de Ito, criado na década de 1940, tornou
possivel integrar em relacdo ao movimento browniano e abriu um novo ramo da

anélise.

O problema dos pontos e os tempos de parada tratam, em épocas e linguagens
muito diferentes, de uma questéo aparentada: o que se pode dizer quando um jogo
ou processo € interrompido antes de terminar? Nao ha uma linha direta entre as
duas teorias, mas a comparacao ajuda a reconhecer a persisténcia de certas pergun-

tas probabilisticas.

A linguagem que ficou

A ordem adotada neste livro ndo é a ordem histérica. Aqui comegamos por o-
algebras e medidas, passamos pela integral e pelas variaveis aleatérias e s6 depois
chegamos aos teoremas-limite, ao condicionamento e as martingalas. Na historia,
muitas dessas ideias apareceram na direcdo contraria: calculos e problemas con-

cretos vieram antes da linguagem que hoje usamos para justifica-los.



A. Histéria da medida e da probabilidade 495

A teoria da medida néo foi apenas uma mudanca de nomes. Ela tornou possiveis
perguntas que antes sequer cabiam no vocabulario: probabilidades de conjuntos
de trajetorias, convergéncia de leis, condicionamento por informacdo e compor-
tamento assintético de processos inteiros. Também néo eliminou a intuicdo dos

jogos, das frequéncias ou dos fendmenos fisicos; deu-lhe uma casa comum.

O acaso nao ficou menos acaso. Tornou-se um objeto sobre o qual se podia

integrar.
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Respostas dos Exercicios

1.1 Como Q pertence as duas algebras, pertence a interse¢do. Se A € /1 N 9y,
entdo A pertence a ambas; se A,B pertencem a interse¢do, o mesmo vale para

A U B. Portanto a intersec¢io satisfaz os trés axiomas de algebra.

1.2 Temos Q = (0,1] € &/. Para uma colecio finita de intervalos, ordene todos os
seus extremos. As células determinadas por esses extremos sdo intervalos semia-
bertos disjuntos; tanto uma unido quanto o complemento em (0,1] sdo unides de

algumas dessas células. Isso prova o fechamento por unido finita e complemento.

1.3 @ é finito. O complemento troca conjuntos finitos por cofinitos. Para unides,
finito U finito é finito; se ao menos um dos conjuntos é cofinito, o complemento da

unido esta contido num conjunto finito e, portanto, é finito.

1.4 Escolha pontos distintos x;,xy, ... em Q e ponha A, = {x3,x4, ... ,Xp,}. Cada A,
é finito. A unido A = {xy; : k > 1} é infinita e seu complemento contém todos os

Xok_1, logo também é infinito. Assim A & of.

1.5 @ é enumeravel e o complemento troca as duas alternativas da definicdo. Se
A =, A, e algum A, é coenumeravel, entdo A® C A}, é enumeravel. Caso con-

trario, todos os A,, sdo enumeraveis e sua unido enumeravel também o é.

1.6 Se A, 1T A, todo ponto de A pertence a algum Ay e, pela monotonicidade, a
todos os A, comn > N; pontos fora de A ndo pertencem a nenhum termo. Logo os
limites inferior e superior sdo A. Para A, | A, um ponto de A pertence a todos os
termos, enquanto um ponto fora de A fica fora a partir de algum indice. A mesma

concluséo segue.

1.7 Se C, é a unido dos 2" intervalos que restam na etapa n, entdo C = ﬂn Cus
cada G, é fechado, logo C é fechado e boreliano. Para (g,) € {0,1}Y, defina ®(¢) =
2.n>1 26,37 A expansio usa apenas os algarismos ternérios 0 e 2, portanto ®(¢) €
C. No primeiro indice em que duas sequéncias diferem, o termo principal domina

a cauda; assim @ é injetiva. Como {0,1}]N é ndo enumeravel, C também é.
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1.8 & é uma o-algebra que contém . Por definicdo, (%) é a intersecio de todas
as o-algebras que contém %’; em particular, esta contida em . E exatamente nessa

ultima inclusdo que se usa a minimalidade.

1.9 Em [0,1]%, declare x ~ y quando x — y € Q? e escolha um representante de
cada classe, formando V. Os conjuntos V +q, ¢ € Q?, sdo dois a dois disjuntos. Para
q € Q% N [~1,1]% sua unido contém [0,1]? e esta contida em [~1,2]%. Se V fosse
mensuravel, invariancia daria a todos os transladados medida p(V). Se pu(V) = 0,
a unido teria medida zero; se u(V) > 0, teria medida infinita. Ambos contradizem
0 < p([0,1]%) < u([-1,2]%) < oo, pois o quadrado maior é coberto por finitos

transladados do quadrado unitario.

1.10 Como o{%,) é uma classe mono6tona contendo %, a minimalidade da ./ C
o(Fy). A classe {A : A° € M} é mondtona e contém Fy, logo contém . Fixe
entdo A e aplique duas vezes o mesmo artificio a classe dos B para os quais AUB €
A : primeiro para A € F,, depois para A € . Obtemos fechamento por unides
finitas. Pelo Teorema 1.22, ./ é uma o-algebra e contém o(F); as duas inclusdes

dio a igualdade.

1.11 De (A1) e (1}) segue A° = Q \ A € Z; junto com (13), isso é a defini¢do
de A-sistema. Reciprocamente, se A C B, entdo B\ A = (B° U A)°, usando unido

disjunta e complementos.

Num A-sistema, (14) é o caso finito de (A3). Para A, 1 A, escreva A = A; U
|_|n>2(An \ A,_1); complementos dao o caso decrescente. Se valem (4),(15),(4¢),
obtemos complementos e unides finitas disjuntas; por complementacdo, também
limites crescentes, e as unides parciais fornecem (A3). Por fim, se & # @ satisfaz
(A2) e (A3), escolha A € &: de AL A® = Q segue (4;).

1.12 Cada elemento de & pertence a @ C .7 C %. Fixe A € of: entdao AN A® =
Qe S eAUA® =Q e . Distribuindo intersecdes sobre unides, % é fechada
por intersecdes finitas (o fecho por unides finitas é imediato da defini¢do); por De
Morgan, o complemento de uma unido de intersecdes de literais é novamente uma

unifo finita de interse¢des de literais. Logo % é uma algebra contendo </, de modo
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que f(&f) C . A inclusédo oposta vale porque toda algebra que contém &/ contém

os complementos e todas as intersec¢des e unides finitas usadas na definigao de %.

1.13 Uma combinagio booleana finita envolve apenas finitos extremos. Ordenando-
os, eles particionam (0,1] em células semiabertas da forma (cj_y,¢;]. Em cada célula,
todos os intervalos geradores tém funcéao indicadora constante; logo o conjunto é
a unido das células que satisfazem a combinagdo. Elas sdo disjuntas, e células adja-

centes podem ainda ser fundidas.

1.14 Um espaco adequado é a unido disjunta
Q= |({1...5  xfeh) uin, .. 5N
n>1
A primeira parcela retine as trajetorias finitas: antes do dltimo simbolo s6 podem
aparecer as faces 1,...,5, e o ultimo simbolo é o primeiro 6. A segunda parcela

reune precisamente as trajetorias infinitas sem nenhuma ocorréncia de 6.

1.15 No modelo de Maxwell-Boltzmann, uma configuragéo é uma funcdo de {1, ... .k}

em {1,...,n}; ha nk configura¢des. No modelo de Bose—Einstein, ela é um vetor

(%1, ... %,) € NG com 3, x; = k; estrelas e barras da n+£_1). No modelo de Fermi-

Dirac, exige-se ainda x; € {0,1}; ha (Z) configuracdes se k < n e nenhuma se k > n.

1.16 Se Bé o conjunto das bolas, os resultados ordenados sdo as injegdes de {1, ... ,k}
em B, em numero N!/(N — k)!. Sem a ordem, sdo os subconjuntos de B com k

elementos, em nimero (I,f) Registrando apenas as cores, 0 espago é
(x1,..%) €N = le =k, 0<x <n.
i

A fibra do vetor x contém [, (z’) amostras nio ordenadas; portanto
1
n;
Hl xi)
-
()
2.1 Ha 5" ! palavras de comprimento n em W, logo

P(Q) =) 5"l =1

n>1

P(X; =x1,....X =x.) =
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A aditividade enumeravel segue da reordenacgio de uma série de termos néo nega-
tivos. Além disso,

pr=m=sen=(3 L pasm=(2)

O conjunto {T = oo} = Q \ W nao contém palavras finitas e, portanto, tem proba-

bilidade zero.

2.2 Se E é mensuravel, aplique o critério de Carathéodory a X e use p*(X) = py(X).
Para a volta, introduza a medida interior 1, (E) = po(X)— p*(E®). A igualdade dada
diz p,(E) = p*(E). Pela construcdo da medida exterior a partir da algebra, escolha
conjuntos mensuraveis G, 2 E com p*(G,) | p*(E) e ponha G = (1| G,. Entdo
p(G\ E) = p*"(G) — u.(E) = 0. Logo E difere de um conjunto Carathéodory-

mensuravel por um conjunto de medida exterior nula e também é mensuravel.

2.3 Se P é pré-medida, monotonicidade da que F é crescente; continuidade da
medida para (—oo,x + 1/n] | (—oo,x] da continuidade a direita, e os limites se-
guem das exaustdes de R pelas semirretas. Reciprocamente, em intervalos ponha
P((a,b]) = F(b)—F(a), com as formulas analogas para intervalos ilimitados. As con-
digdes sobre F garantem ndo negatividade, massa total um e continuidade no vazio;
apoés disjuntar uma unido finita de intervalos, isso prova a aditividade enumeravel
sempre que a unifo ainda pertence a algebra. Assim P é pré-medida. Carathéodory

fornece a extenséo, Gnica porque P é finita e &, gera B(R).

2.4 Disjunte a unido, pondo B; = Ay e B, = A, \ U;_, A Entdo B, C A,
e U,B, = U, Ap Pela aditividade enumerével e monotonicidade, P(U, A,) =

Y, P(B) < Y. P(A,).

2.5 No caso crescente, disjunte como no exercicio anterior e use aditividade enu-
meravel. No caso decrescente, aplique o primeiro resultado aos complementos e
use P(4,) = 1 — P(Ap). Para o item (c), ponha B, = (), Ax € G; = U, Ak, de
modo que B, 1 liminfA, e C, | limsup A,. De B, € A, C C, e dos dois itens
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anteriores segue
P(liminf A,) = limP(B,) < liminf P(A,),
n n

lim sup P(4,) < lim P(C,) = P(lim sup A,).
n

n

Se os dois limites de conjuntos coincidem com A, as trés quantidades intermedia-

rias ficam espremidas entre P(A) e P(A).

2.6 Provaremos a contrapositiva. Suponha que ), P(A,) < o e ponha

By = An

n>N

Pela subaditividade,

P(By) < Y. P(4,) — 0.
n>N

Como By | limsup, A, ={A, i.v.}, a continuidade por cima fornece
P(A, iv.)) = P(limsup A,) = Al[im P(By) = 0.
n —00

Logo, se P(A, i.v.) = 1, a série das probabilidades ndo pode convergir.

2.7 Os conjuntos [0,n] crescem para [0,00), logo a primeira igualdade é a continu-
idade por baixo. Ja [n,00) decresce para o vazio; como a probabilidade é finita, a

continuidade por cima da limite zero.

2.8 As intersecoes e diferencas de {1,2} e {1,3} isolam os quatro pontos, logo a o-
algebra gerada é P(Q). Tome P; com massas (1/4,1/4,1/4,1/4) e P, com massas
(1/10,2/5,2/5,1/10). Ambas atribuem 1/2 a cada conjunto de &/, mas, por exemplo,
Pi({1}) = 1/4 # 1/10 = P,({1}).

2.9 Para J C {1,...,n}, seja E] o evento em que ocorrem exatamente os A; com

i € J. Os Ej formam uma particéo finita e

Si= > (';')P(E]).

J{1,...n}
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k (N N-1
_1y-1 1 (1)
le(l) (}) 1(1)(k),

interpretando o coeficiente binomial como zero quando N < k. Portanto, a soma

Para N > 1,

a esquerda é maior ou igual a 1 para k impar e menor ou igual a 1 para k par.
Somando sobre a particdo e observando que | J. 4; = | | 120 Ep> obtemos as duas

desigualdades.

2.10 Se A; é o evento de o pai i receber seu filho, entdo a intersecio de quaisquer

k desses eventos tem probabilidade (n — k)!/n!. Inclusdo—exclusao da

P(QA,-) Z( Dk 1( )(n_k)‘ Z( :

-1

)kl

A série exponencial mostra que o limite é 1 —e

2.11 Ser é o inraio e 0 € [—x/3,7/3] é 0 4ngulo em torno da normal a face mais

proxima, a condigao radial é 0 < p < r/(1+ cos0). Por simetria, a area favoravel é

3 ZJ”“ do

2" /3 (1 +cos0)2’

Como a integral vale 10/(9v/3) e a area do triangulo vale 3v/3 7?2, a probabilidade é
5/27.

2.12 Por simetria, tome como espago amostral Q = (0,d/2) x (0,7/2), com a me-
dida uniforme de densidade 4/(7d). As coordenadas X e © representam, respecti-
vamente, a distancia do centro a reta mais préxima e o 4ngulo agudo com as retas.

Ha intersecdo exatamente quando X < (d/2) sen ©. Logo

/2
P(interse¢io) = % J g senf df = %
0

O complemento tem probabilidade 1 — 2/7.

2.13 Para uma palavra w de comprimento k, seja N,,(x,n) o nimero de suas ocor-

réncias entre as primeiras n posi¢des. Cada evento que fixa N,,(x,n) depende de
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finitos digitos. O conjunto dos normais na base b é

000U Qe <)

k>1 wel0,..b—1}k m>1 N>1 n>N

Logo é boreliano, assim como seu complemento. Os absolutamente normais for-

mam a intersec¢do, sobre b > 2, desses conjuntos borelianos.

2.14 Singletons sdo fechados; portanto todo conjunto enumeravel é uma unido
enumeravel de fechados, e todo coenumeravel é o complemento de tal unido. Em R,
um conjunto perfeito é fechado por defini¢io, logo boreliano. Finalmente, (0,1]\ Q

¢é coenumeravel em (0,1].

2.15 Toda bola aberta é aberta, logo a o-algebra que elas geram esta em ZB(Q).
Se D é enumeravel e denso, cada aberto U é a unido das bolas B(q,r) com q € D,
r € Qs e B(g,y) C U; a unido é enumeravel. Assim todo aberto pertence a o-
algebra das bolas. Em R, entre a < b existe um racional: escolhan comn(b—a) > 1

e um inteiro entre na e nb. Logo Q é denso e a conclusio se aplica.

2.16 No caso finito, ponha p = y; + . Todo conjunto da o-algebra gerada pode
ser aproximado em diferenca simétrica, para p, por elementos de # (a classe dos
conjuntos aproximaveis é uma classe monétona que contém a algebra). Se F, € %
e p(F,2A) — 0, entdo p;(F,) — 14(A); passe ao limite na desigualdade. No caso o-
finito, faca isso nas partes de uma exaustao comum por conjuntos de #, de medida

finita e depois use convergéncia monétona.

Sem o-finitude, em R tome a 4lgebra das unides finitas de intervalos semiabertos
(a,b], admitindo intervalos ilimitados, e as medidas de contagem em R e em R \ Q.
Elas valem 0 no vazio e o em todo elemento nio vazio da algebra, mas em {0} a

primeira vale 1 e a segunda, 0.

Para o segundo caso, em Q = {1,2,3,4} use o 7-sistema {Q,{1},{1,2},{1,3}}, que gera

P(Q). Se g e pp tém, respectivamente, as massas

(1/4,1/4,1/4,1/4) e (7/20,1/51/5,1/4),

entdo p; < pp no z-sistema, mas p;({2}) > p({23).
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2.17 Escolha uma exaustio por conjuntos da algebra nos quais p é finita e disjunte-
a. Em cada peca, a caracterizacdo de Carathéodory fornece uma cobertura de B
por elementos de %, com excesso menor que £2°%; disjuntando todos os termos

obtemos A, e, por aditividade, excesso total no maximo e.

Se p(B) < oo, escolha N tal que p(B\ Un <N An) < ¢/2 e faga a primeira constru-

cdo com excesso ¢/2. Entdo A =, .\ A, € F satisfaz p(AsB) < e.

Para mostrar a necessidade da finitude, use Lebesgue em R e a algebra das
unides finitas de intervalos semiabertos, admitindo intervalos ilimitados. Para
B = Uiezl2k.2k + 1), tanto B quanto B® ocupam comprimento infinito nas cau-
das, enquanto todo elemento da algebra é eventualmente constante em cada cauda.

Logo A(AaB) = o para todo A € .

2.18 Para toda escolha finita de indices em I, agrupe-os pelas células I; isso da
“<”. Para “>”, escolha finitas células e, dentro de cada uma, uma soma finita ar-
bitrariamente proxima do respectivo supremo. Se I = {iy,iy, ...}, as somas parciais
sdo crescentes e majoram toda soma finita a partir de algum indice, provando a
segunda férmula. Finalmente, se A = [ | A,, aplique a primeira identidade a parti-
cdo de A pelos Ap: p(A) = 3 ZaeAn f(a) = X, u(Ay). Também (@) = 0, logo

é medida.

2.19 Seja D a classe dos conjuntos () Uy, com cada U, uma unio finita de ele-
mentos de % A distributividade mostra que & contém % e é fechada pelas duas

operagdes; logo H=9.

Dada uma sequéncia em & com a propriedade da intersecdo finita, enumere
todas as unides finitas de uma representacdo de seus termos. As escolhas de um
elemento de # em cada unido que mantém a propriedade da intersecao finita for-
mam uma arvore finitamente ramificada com n6s em todos os niveis. Para justificar
o passo usado do lema de Konig, parta da raiz e escolha sucessivamente um filho
que tenha descendentes em niveis arbitrariamente altos; tal filho existe porque ha
apenas finitos filhos. As escolhas formam um ramo infinito. A compacidade de &
did um ponto comum aos conjuntos desse ramo e, portanto, a todos os conjuntos

da sequéncia original.
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2.20 Se m, : Q — {0,1}" é a projecio, entdo
Fn =1y '(B) : BC{0,1}"}.

Imagens inversas preservam o espaco total, complementos e unides enumeraveis.

Como P({0,1}") é uma o-algebra, F, também é.

2.21 As familias sdo crescentes: F, C F,,;. O espaco total pertence a todas elas
e A € F,, implica A® € #,,. Se A € F,, e B € F,, ambos pertencem a Fpax(m n}»
que também contém A U B. Isso da uma algebra. Numa unido enumeravel, porém,
os niveis necessarios podem ser ilimitados, e ndo ha em geral um unico &%, que

contenha todos os termos.

2.22 A ndo enumerabilidade de Q torna as duas alternativas disjuntas. Comple-
mentos apenas as trocam. Numa uniao enumeravel, se todos os termos sdo enume-
raveis, a unido é enumeravel; se algum é coenumeravel, o complemento da unido

¢ enumeravel. Logo & é uma o-algebra.

Para conjuntos disjuntos (A;), no maximo um pode ser coenumeravel. Se ne-
nhum o é, tanto P(Uj Aj) quanto Zj P(A;) valem zero. Se A; é coenumerével,
todos os outros estdo contidos em seu complemento e sdo enumeraveis; ambos os

lados valem um. Assim P é enumeravelmente aditiva e P(Q) = 1.

3.1 Cada evento tem probabilidade 1/3. Além disso, AN B = {1}, AnC = {2} e
BN C = {4}, todos de probabilidade 1/9 = (1/3)?. Porém AN BN C = @, cuja
probabilidade é diferente de (1/3)3.

3.2 No espaco equiprovavel Q = {1,...,8}, tome A = B = {1,2,3,4} e C = {1,5,6,7}.
Os trés eventos tém probabilidade 1/2e ANBNC = {1},logo P(ANBNC) =1/8 =
P(A)P(B)P(C). Entretanto, P(A N B) = 1/2 # 1/4 = P(A)P(B).

3.3 Para subconjuntos disjuntos de indices I, ], inclusdo—exclusdo da

P (ﬂ An() A;?) =y (—1)'K'P( N Al-) =[P [Ja-ry).

iel jej KcJ ieluK iel jeJ

Essa é exatamente a condicdo de independéncia para qualquer escolha dos B;.
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3.4 Tome Q = {x € {0,1) : x; + -+ x = 0 (mod 2)} com lei uniforme e
A; = {x : x = 1}. Quaisquer k — 1 coordenadas sdo uniformes em {0,131, por-
tanto as subfamilias proprias sdo independentes e cada A; tem probabilidade 1/2;
a paridade torna a familia completa dependente. Ha 2€~! pontos. A minimalidade
segue porque as 251 configuracdes de quaisquer k — 1 eventos tém probabilidade

2=(=1) 59 e, portanto, exigem ao menos um ponto cada.

3.5 Em A,, todas as primeiras n retiradas foram brancas. Na etapa j + 1 ham + j

bolas brancas e uma preta, logo

n—1

P(An)=H m+j m

j_0m+j+1 T m+n

A série diverge. Como A, | {a preta nunca é retirada}, P(A, i.v.) = lim, m/(m +
n) = 0. Portanto divergéncia da soma, sem independéncia, ndo implica ocorréncia

infinita quase certa.

3.6 Ponha By = | . A, Entdo By | limsup A, e A(By) > A(Ay) > 1. Como
A([0,1]) < oo, continuidade por cima da A(limsup A,) = limy A(By) > 1. Em

particular o limsup néo é vazio, e qualquer de seus pontos pertence a infinitos A,,.

3.7 Anecessidade é imediata. Para a suficiéncia, todo E; € 0(%) é unido de células
da particdo. As interse¢des correspondentes as diferentes escolhas de células sdo
disjuntas; pela aditividade enumeravel e pela distributividade do produto sobre

séries de termos ndo negativos,
P (ﬂ Ek) = Y [Ir@a0=1] D, pa0=]]PE.
k ACE K K ACE k

Logo as o-algebras sdo independentes.

3.8 Para a primeira parte use Q = {1,...,8} equiprovavel, A; = A, = {1,2,3,4} e
As ={1,5,6,7}, e ponha of = {Ai}. A identidade tripla vale, mas as duas primeiras

o-algebras ndo sdo independentes.
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Sob a hipodtese de cobertura, fixe as demais coordenadas. Inclusdo-excluséio es-
tende a identidade a unides finitas disjuntas de elementos de um 7-sistema; a co-
bertura enumeravel e continuidade por baixo permitem inserir Q. A classe dos
conjuntos da primeira coordenada para os quais a identidade vale é entdo um A-
sistema contendo o/;. O Teorema 7-A a amplia para o(&/;). Repita coordenada

por coordenada para obter a independéncia das n o-algebras.

3.9 {N < oo} = (limsup A,)°. Se esse evento tem probabilidade positiva, como
{N < oo} = | N < r}, algum B = {N < r} tem probabilidade positiva. A

reciproca é imediata, pois B C {N < oo}.

Para a segunda equivaléncia, lembre que P(- | B) é ela mesma uma probabilidade.
Se ), P(A, | B) < oo para algum B com P(B) > 0, o primeiro lema de Borel-
Cantelli aplicado a P(- | B) da P(limsup A,, | B) = 0 e portanto P(limsup A,) <
1 — P(B) < 1. Reciprocamente, se P(limsup A,) < 1, tome B = {N < r} como
acima e particione B pelos conjuntos Bg em que ocorrem exatamente os indices de
um conjunto finito S, necessariamente com |S| < r. Como P(A,NBg) = 0 paran & S,
aaditividade da }, P(A,NB) =} (|S|P(Bs) < rP(B),isto é, ), P(A,|B) <r < co.

3.10 Na algebra &/ das unides finitas disjuntas de intervalos semiabertos, defina €
pela soma dos comprimentos; refinamentos por extremos mostram que ela é bem
definida e finitamente aditiva. Restrinja primeiro a um intervalo compacto [—m,m].
A classe & dos compactos desse intervalo é compacta: a propriedade da interse¢io
finita, junto com compacidade, implica interse¢ao total ndo vazia. Encolhendo ligei-
ramente cada componente de A € &/, obtemos a aproximacio interior exigida pelo
Teorema de Extensao Compacta; logo € é pré-medida em cada restri¢do. Fazendo
m 1 oo conclui-se a pré-medida em R. Carathéodory a estende a o(/) = B(R); a

extensdo é a medida de Lebesgue e é tnica pela o-finitude.

3.11 Refinar um cilindro de nivel n para o nivel n + 1 multiplica seus pesos por p
e 1 — p, cuja soma é um; por inducdo, a prescri¢do independe do nivel. Refinando
simultaneamente finitos cilindros, define-se de modo nico uma probabilidade fi-

nitamente aditiva na algebra.
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O espago produto é compacto (ou use diagonaliza¢do com a métrica produto).
Cilindros séo clopen; suas unides finitas sdo compactas. A propria algebra é, por-
tanto, uma classe compacta e satisfaz a aproximacéo interior. O Teorema de Ex-
tensdo Compacta da a pré-medida e Carathéodory, a tinica extensao. Finalmente,

para indices distintos e valores ¢,

.
P,(X; =e,...% =&) =] ] p7(1-p)'",
j=1

0 que prova que as coordenadas sdo i.i.d. Bernoulli(p).

3.12 Dados finitos cilindros, refine todos para o cilindro determinado pela unido
de suas bases. Somar sobre as configuracdes das novas arestas usa p+ (1 —p) = 1,

provando consisténcia e aditividade finita.

Com a topologia produto em {0,1}f, os cilindros sio clopen. A base de cada
cilindro é um produto finito, portanto compacta; Tychonoff mostra que o espaco
produto e esses cilindros sdo compactos. A algebra dos cilindros é assim uma classe
compacta e satisfaz a aproximacio interior. O Teorema de Extensdo Compacta
torna a funcdo uma pré-medida. Como sua massa total é um, Carathéodory fornece

uma extensao Unica a o-algebra gerada.

3.13 Oseventos Byggr. 1, kK > 0, dependem de blocos disjuntos, sdo independentes e
tém probabilidade 271%°. A soma dessas probabilidades diverge. Pelo segundo lema
de Borel-Cantelli, Bjyors1 Ocorre infinitas vezes quase certamente; logo também

B, ocorre infinitas vezes e P(B, i.v.) = 1.

3.14 Cada |Z,|'/" é mensuravel, e supremos e infimos enumeraveis mostram que
seu limite superior também o é. A férmula de Cauchy-Hadamard identifica R com

o raio de convergéncia.

Alterar finitos coeficientes ndo muda o limite superior; portanto R é mensuravel
em relagdo a o-algebra caudal dos Z,. Para cada racional ¢, o evento {R < ¢} é
caudal e, pela lei 0-1 de Kolmogorov, tem probabilidade zero ou um. Esses eventos
crescentes determinam um unico limiar r; usando racionais que se aproximam de

r por ambos os lados, conclui-se que R = r quase certamente.
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4.1 ParaA € 7,(go )" 1(A) = f1(g7(A)). Como g7'(A) € § e f é mensuravel,

essa imagem inversa pertence a % .

4.2 O mapa (X,Y) : Q — R? é mensuravel, pois as pré-imagens de retangulos
sao intersecdes de eventos mensuraveis. Componha-o com as fung¢des continuas
(x,y) = x +y, xy, max{x,y} e min{x,y}. Para o primeiro item, componha X com a

funcio continua x — |x|.

4.3 Como {X >0} = .,

babilidade zero, sua unido também teria. Logo algum § = 1/n satisfaz a conclusio.

{X > 1/n}, se todos os eventos da unido tivessem pro-

4.4 Tome g(u) = —A"'logu. Para x > 0,
P(g(U)<x)=PU > e"lx) =1— e—/lx’

e a probabilidade é zero para x < 0. Essa é a funcéo de distribui¢do exponencial de

taxa A.

4.5 No primeiro item ponha ¢t = u — s; a volta é a mesma substituicdo. Para uma

exponencial, a razio P(X > s +t)/P(X > s) = e prova a propriedade.

Na reciproca, a ndo degenerescéncia, junto com o caso s = 0, implica P(X >
0) = 1. Para G(t) = P(X > t), a hipdtese da G(s +t) = G(s)G(t). Como X é
finita, G(¢) | 0. Se G(1) = 1, entdo G(n) = 1 para todo n; se G(1) = 0, entdo
G(1/n) = 0, contradizendo G(1/n) T P(X > 0) = 1. Portanto 0 < G(1) < 1.
Pondo A = —log G(1) > 0, a equacio da G(q) = e "9 para todo racional g > 0. A
monotonicidade e aproximagdes racionais por ambos os lados estendem a formula

atodorealt > 0.

4.6 Para todo boreliano B, o evento {X € B} é independente de si mesmo; logo
sua probabilidade p satisfaz p = p? e pertence a {0,1}. Em particular a funcdo de
distribuicdo de X s6 assume 0 e 1. Se ¢ = inf{x : P(X < x) = 1}, continuidade a

direita e limites da funcio de distribui¢do dao P(X =¢) = 1.

4.7 Os eventos A; = {X; > 6} sdo independentes e ), P(A;) = co. Pelo segundo
lema de Borel-Cantelli, infinitos A; ocorrem quase certamente. Em cada um deles

X; > J; como os termos sdo nio negativos, as somas parciais tendem a infinito.



Respostas dos Exercicios 509

4.8 As partes positiva e negativa sio transformacdes borelianas: Xt = max(X,0)
e X~ = max(—X,0). Transformacdes mensuraveis separadas preservam indepen-

déncia; aplique esse fato a cada um dos quatro pares.

4.9 A familia de todas as unides de células contém os E, e é uma o-algebra; pela
minimalidade, ela é &. Se uma funcdo mensuravel assumisse dois valores distintos
numa mesma célula, um racional entre eles produziria um conjunto {X < ¢} €
F que cortaria essa célula, o que é impossivel. Logo X é constante em cada E,.

Reciprocamente, escolhidos ¢, € R, a funcéo

X = Zc”]lEn

n>1

é mensuravel, pois a imagem inversa de cada boreliano é uma unido das células

correspondentes.

5.1 O conjunto de Cantor tem medida de Lebesgue zero. Como x? é limitada em

[0,1], sua integral sobre um conjunto nulo é nula: fc x2 dl=o.

5.2 Set, — t, entdo u(x) cos(xt,) — u(x) cos(xt) pontualmente e |u(x) cos(xt,)| <
lu(x)| € L. Pela Convergéncia Dominada, U(t,) — U(t).

5.3 Ponha By = () .y An- Entdo By 1 liminf A, e, para todon > N, pu(By) <
p(Ay); logo u(By) < inf,>n pu(A,). Pela continuidade por baixo da medida (equi-

valentemente, Convergéncia Monotona aplicada a 1, ),

u(liminf A,) = li}{]n u(By) < lij{]n nlél]g u(A,) = lirr}l inf u(A,).

5.4 f, assume apenas os valores k27", 0 < k < n2", e n; suas fibras sdo pré-imagens
de intervalos por f, logo ¢ simples e mensuravel. A desigualdade 2=("+D|2n+1x| >
27"|2"x], junto com o aumento do truncamento, da f, < f,41 < f. Se f(x) < 0,0
erro de arredondamento é menor que 27" quando n > f(x); se f(x) = oo, f,(x) = n.
Portanto f, 1 f. Assim [ f = lim, [ f, pela Convergéncia Monétona, que é a

aproximagcao canonica por simples.
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6.1 Os eventos {X = k,Y = n — k} sdo disjuntos e cobrem {X + Y = n}; a indepen-
déncia da

P(X+Y=n)= Y P(X=KkP{Y =n-k).
kez

Substituindo as massas de Poisson e usando o bindmio de Newton, obtemos

P(X+Y=r)= =

logo X +Y ~ Poisson(A + p1). Para as binomiais, a identidade de Vandermonde (ou

a interpretacdo como soma de ensaios de Bernoulli) d4 X +Y ~ Binomial(n + m,p).

6.2 Como X é mensuravel, Py(A) esta definida para todo boreliano. Além disso,

Px(@) = 0 e Px(R) = 1. Se A; sdo disjuntos, também o sdo X_I(Aj) e

Py <|_| Aj) =P (|_| X—l(Aj)) = ) Px(A)).
J J J
Logo Px é uma probabilidade.

6.3 No espaco ((0,1),%,4), tome U(u) = u e
X=FYU), F'v)=inf{x: F(x) > vk

Essa inversa é crescente, logo mensuravel, e {F"}(U) < x} = {U < F(x)} (a conti-
nuidade a direita resolve os pontos de salto). Portanto P(X < x) = P(U < F(x)) =
F(x).

6.4 A série converge absolutamente e fica entre 0 e ), | 27k = 1. Cada uma das
2" configuragdes iniciais tem probabilidade 27", de modo que U,, assume os valores

i27"i=0,..,2" — 1, todos com massa 27", e
P(U,<i2™)=(@+127",  i=0,..2"-1

Como 0 <U —U, <27 "eoevento U — U, = 27" (todos os digitos seguintes iguais

a 1) tem probabilidade zero, segue que, para j = 0,...,2",

PU< 2™ =PU, <(G-1)27")=j2"
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Passando ao limite e aproximando qualquer x € [0,1] por diadicos, P(U < x) = x.
As duas expansodes de um diadico correspondem a uma cauda eventualmente toda
0 ou toda 1; cada evento tem probabilidade zero, por isso a ambiguidade nao altera
a lei.

+

6.5 As funcdes g, (x) = x™ = max{x,0} e g_(x) = x~ = max{—x,0} sdo continuas.

Para todo boreliano B,

P(g.(X) € B) = P(X € gz'(B)) = P(Y € g:'(B)) = P(g.(Y) € B).

6.6 A série converge absolutamente e sua expansdo ternaria usa somente 0 e 2,
logo Y € C. Para todo y, o evento {Y = y} fixa uma sequéncia infinita de digitos
(no maximo duas nas ambiguidades) e tem probabilidade zero; portanto Fy ndo tem
saltos e é continua. Em cada intervalo removido na construcdo de C ndo ha massa,
de modo que Fy é constante; como [0,1] \ C tem medida de Lebesgue um, Fy = 0
quase em toda parte. Por fim, escolha A = C: A(C) = 0e py(C) =P(Y ¢ C) =0,

provando singularidade mutua.

6.7 Se existe o acoplamento ordenado, entdo {Y* < x} C {X* < x} e, portanto,
Fx(x) > Fy(x). Reciprocamente, tome um tnico U ~ U(0,1) e ponha X* = F)}l(U),
Y* = F'(U). A desigualdade entre as fungdes de distribuicio implica Fy'(u) <

—1 ~ . . ..
Fy " (u) para todo u, e a construgéo por quantis preserva as leis marginais.

6.8 Para um conjunto nio vazio S; = {y : F(y) > t}, monotonicidade e continui-
dade a direita mostram que sua extremidade esquerda é simultaneamente inf'S; e
sup{y : F(y) < t}; logo F;! = F;1. Aplicando o mesmo argumento a {F > t}
obtém-se F; ! = F; L.

Se X é Bernoulli(1/2) em {0,1} e t = 1/2, entdo F{'(t) = F; }(t) = 0, enquanto
Elt)=F®=1

7.1 Escreva X* = Y, x{lix—y3 € X~ = X, % Ix—y}. Por Convergéncia Mo-
nétona, E[XT] = h xgP(X = x;). A hipétese torna ambas as somas finitas;

subtraindo-as resulta a formula pedida.
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7.2 Em [0,1], ponha (X.Y) = (1,0) em [0,3/4] e (X,Y) = (0,4) em (3/4,1]. Entéo
P(X >Y) =3/4, enquanto E[X] = 3/4 < 1 = E[Y].

7.3 Para todo boreliano B,

P(g(¢) € B)=P(¢ € g }(B)) = P(n € g }(B)) = P(g(n) € B),

pois g71(B) ¢é boreliano. Isso prova a afirmacio para qualquer transformacio bore-

liana e contém, em particular, os exemplos do Capitulo 6.

7.4 Eventos que dependem de finitas coordenadas impares sdo independentes de
eventos que dependem de finitas coordenadas pares. Essas duas familias de cilin-
dros sdo 7m-sistemas e geram as o-algebras exibidas. Duas aplicacdes do Teorema

m—A estendem a identidade de produto as o-algebras geradas.

7.5 Decomponha pela particdo {N = n}, lembrando que N ¢é independente da se-
quéncia. Para cada n fixo, E[Xj + - + X, ] = nu e E[(X] + - + X,,)?] = no? + n?1i2.

Somando,

E[S]= ) P(N=mnu=my,  E[S?] = ) P(N = n)(no*+n’*) = c*E[N]+*E[N?].

n=>0 n=>0
Portanto
Var(S) = o%m + ,uz(E[Nz] — m2) = mo? + v

7.6 Paratodot € R, 0 < E[(X —tY)?] = E[X?] — 2tE[XY] + t?E[Y?]. Se E[Y?] > 0,
o discriminante ndo pode ser positivo, o que da a desigualdade; o caso Y = 0
é imediato. Ha igualdade exatamente quando o minimo quadratico é zero, isto
é, quando X = (E[XY]/E[Y?])Y quase certamente. Incluindo o caso nulo, isso

equivale 4 dependéncia linear em L.

7.7 Cov(X,Y) = a, Var(X) = 1 e Var(Y) = a? + b?, logo
a

JaZ+ b2

Seu médulo é no méximo um porque a? < a? + b?. A correlagio é 1 se, e somente

Corr(X)Y) =

se,b=0ea>0;é—1se esomentese,b=0ea<0.
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7.8 Escreva X = Z,’-lzl L, onde [; indica um ponto fixo. Entdo E, = 1/n e, parai # j,
E[L;] = 1/[n(n — 1)]. Assim

EX =1, VarX=nl<1—l>+n(n—1)<;—l>=1
n n n(n—1) n?

7.9 Ponha Z = |X|. Pontualmente, o niimero de inteiros n > 1 comn < Z é

[Z] —1 < Z e o niimero de inteirosn > 0 comn < Z é [Z] > Z, isto é,
Dz S Z <Y iz
n>1 n>0

Tomando esperancas e trocando soma com esperanca pela Convergéncia Mono-

tona (os termos sdo ndo negativos),
Y P(Z>n)<EZ< Y P(Z>n).
n=1 n=0

Se E|X| = oo, a desigualdade da direita forca a divergéncia da série que comeca em
n=0.

7.10 Como {|X| > M} | @, escolha M com P(|X| > M) < ¢ e defina X, = (—M) v
(X A M). Entéo |X,| < Me X, = X em {|X| < M}, de modo que P(X # X,) < e.

7.11 Depois de obter k tipos, a probabilidade de o pacote seguinte trazer um tipo
novo é (n—k)/n. O tempo de espera correspondente é geométrico de médian/(n—k).

Somando parak =0,...,n — 1,

7.12 Para 0 < s < 1, derive termo a termo. Quando s 1T 1, os termos sdo nio
negativos e a Convergéncia Monoétona da Gy (1-) = EX e G¥(1-) = E[X(X - 1)];
ambos sdo finitos pela hipotese de segundo momento. Como E[X?] = E[X(X —
1)] + EX, subtraimos (EX)? e obtemos a férmula.

7.13 E(S,/n) = 1/2 e Var(S,/n) = 1/(4n). Portanto, por Chebyshev,

1
P(S,/n—1/2|>¢) < — — 0.
4ne?
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7.14 Nos 2" intervalos diadicos, os vetores (d, ...,d,) percorrem {0,1}* com pesos

27" (os extremos ndo importam). Assim

M,@)=27" Z ezt +z,) — (et + e_t)n.

2
21502y €{—1,1}

Como a soma é finita, podemos derivar: M;,(0) = 0 e M;/(0) = n, que sdo, respecti-

vamente, as duas integrais pedidas.

7.15 Parat > 0, Markov e (7.20) ddo

P(s, > ne) < e ™M, (t) < exp{n(t?/2 — te)}.

—ne?/2

O minimo ocorre emt = ¢ e vale e . Aplique o mesmo argumento a —s, e use

a subaditividade.

7.16 Se S, ~ Binomial(n,x), o polinémio é B, f(x) = E[f(S,/n)]. Dado ¢ > 0, a
continuidade uniforme fornece § > 0 tal que |u — x| < § implica |f(u) — f(x)| < e.

Se M = | f|loo, entéo, uniformemente em x,

B, f(x) = fGO| < & + 2MP(IS, /n — x| > ) < ¢ + %z,

pois Var(S,/n) = x(1 — x)/n < 1/(4n). Tome n — o e depois ¢ | 0.

7.17 Defina X = i +to e X = ji —to, cada um com probabilidade 1/(2t%), e X = p

com probabilidade 1-1/ t2. Por simetria, EX = 4; além disso, Var X = t2?(1/1%) =

o2, e o evento indicado ocorre exatamente nos dois valores extremos.

7.18 Um exemplo é P(X = k) = {(3)"'k™3, k > 1: o primeiro momento ¢é finito e
o segundo diverge. Para p > 2, (X A n)? < nX, logo

Y nPE[XF]<EX ) n! P < oo
n n

Para p = 2, troque soma e esperanca pela Convergéncia Monétona (os termos séo

nao negativos) e use a separacao sugerida: com uma constante universal C,

2
ZM < |x] + x? Zn_z <C(+ x).
n>1 n n>x

Integrando, a soma continua finita porque X € L!.
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7.19 Ponha p = maxy<, P(IS| > r). Se p > 1/3, a cota é trivial. Suponha p < 1/3.
Pela desigualdade triangular,

P(|S, — Sj| >2r) < P(S,| >r)+ P(|Sj| >r)<2p.
Como Aj depende de Xj, ... Xje ¢ independente de S, — Sj,
(1-2p) D P(A)) < D P(A}IS, = Sj| < 2r) < P(S,| > 1) < p.
J J

Assim P(maxy<, [S¢| > 3r) = 2}. P(A;) < 3p. Tomer =t/3.

7.20 Num espaco equiprovavel de trés pontos, tome X = —1,0,1 e Y = Iix_g}.
Entdo EX = 0 e XY = 0 sempre, logo Cov(X,Y) = 0. As variaveis sdo dependentes,
poisP(Y =1) =1/3, mas P(Y = 1| X = 0) = 1. Ambas séo limitadas.

8.1 Cada identidade segue testando um ponto y: por exemplo, y € (E N F)* se,
e somente se, (x,y) € E e (x,y) € F, isto é, y € E* n FX. O mesmo argumento,

€ » <« : »
trocando “e” por complemento ou por “existe n”, prova as outras duas.

8.2 Escolha A, T Qq e B,, T Qy com p;(Ap),12(B,,) < oo. Os retangulos A, x B,
cobrem o produto e tém medida p;(A,)p2(By,) < co. Enumerando os pares (n,m)

obtemos uma cobertura enumeravel por conjuntos de medida finita.

8.3 As projecdes coordenadas sdo continuas; portanto seus cilindros borelianos
sdo borelianos e ), B(R) C B(RY). Reciprocamente, retdngulos abertos com
extremos racionais pertencem ao produto de o-algebras e formam uma base enu-
meravel de R%. Todo aberto é unido de uma subfamilia dessa base, logo pertence

ao produto; portanto ele contém a o-algebra boreliana.

8.4 Refinamentos por retdngulos mostram primeiro que p, é bem definida e finita-
mente aditiva. Se E = |_|;:1 Aj x Bj, a regularidade interior permite escolher com-
pactos K; C A, L; C B; com perda total arbitrariamente pequena; K = UJ. KjxL;
é compacto, esta em E e aproxima i(E) por dentro. Os compactos de R™*" for-
mam uma classe compacta. O Teorema de Extensdo Compacta da a pré-medida, e

Carathéodory a estende & B(R™™), preservando p(A x B) = p;(A)p(B).
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8.5 Em ((0,1)N 1®8N) sejam Uj as projegdes e defina & = F_l(Uj), onde F~1(u) =
inf{x : F(x) > u}. As projecdes sao i.i.d. uniformes; transformacoes coordenada a
coordenada preservam a independéncia, e a construcdo por quantis da funcgéo de
distribuicdo F a cada ;. Assim obtemos diretamente uma construcéo alternativa

ao argumento de existéncia do texto.

8.6 Pela convolugio,

1

f4(2) = j e @Iy, dy,
0

Logo
0, z <0,
J72(z) =1 -, 0<z<1,

e—a(z—l) —e2 z>1.

8.7 Como ¢ é uniforme, T(¢) é uniforme em ImT. Suas coordenadas sdo inde-
pendentes e uniformes em F, exatamente quando ImT = Fg, isto ¢, quando T ¢
sobrejetora. Pela ndo degenerescéncia da forma, uma relagéo entre os funcionais
x +— (x,v;) equivale & mesma relacdo linear entre os v;. Assim rankT = n se, e

somente se, vy, ...,V, sdo linearmente independentes.

8.8 Condicionando em 1 = y e usando a independéncia,

Pty < 2) = j P(E < 2/y) dG(y) = j F(z/y) dG().

No caso uniforme, para 0 < z < 1,

H(Z)ZJZI dy+J1

0

dy = z(1 — log 2).

<IN

Além disso, H(z) = 0 para z < 0 e H(z) = 1 para z > 1; derivando no intervalo

(0,1), obtemos a densidade h(z) = —log z ali e zero fora dele.

8.9 Para cada instante a partir do qual todos os digitos valem 1, ha apenas finitos

prefixos; logo E é enumeravel. Cada sequéncia tem probabilidade zero, portanto
P(E) = 0.
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As tnicas ambiguidades da expansio binaria sdo as expansdes que terminam
em zeros e as correspondentes que terminam em uns. Retirar E escolhe a primeira
convencao e elimina também a expanséo de 1, produzindo uma bije¢éo sobre [0,1).
A férmula dos di. fornece seus digitos e mostra que a inversa é mensuravel; a men-

surabilidade de ® segue das somas parciais.

Fixados os primeiros n digitos, o cilindro tem probabilidade 27" e, fora de E,
corresponde ao intervalo diadico semiaberto de comprimento 27". A igualdade das
medidas nesses intervalos estende-se a o-algebra de Borel pelo teorema da classe
monotona. Assim @ preserva medida e é um isomorfismo bimensuravel modulo os

conjuntos nulos E e {1}.

8.10 Por Tonelli,

JP(x<X<x+a) dx =E
R

J ]l{x<X<x+a} dx] .
R

Para X(w) = y, a condicdo equivale a y —a < x < y; esse intervalo tem compri-

mento a. A variavel dentro da esperanca é, portanto, identicamente igual a a.

9.1 A tabela conjunta é
P(1,1) =a, P(1,00=qgq-a, P0O1)=r—-a P00 =1-qg-r+a.

Logo max{0,q + r — 1} < a < g. O acoplamento independente tem a = gr; o
mondtono, a = q. Como P(X # Y) = g+r—2a, o minimo é atingido pelo mondtono

evaler —gq.

9.2 Cada uma das quatro variaveis é Bernoulli(1/2), logo as marginais em cada
tempo coincidem. Porém (X,,X;) é uniforme nos quatro pares de {0,1}%, enquanto
(Yy,Y;) vale (0,0) ou (1,1), cada um com probabilidade 1/2. Um acoplamento de pro-
cessos deve preservar alei do vetor inteiro (todas as distribuicdes finito-dimensionais),

nio apenas cada marginal temporal.

9.3 As marginais de (f(X),f(Y)) sdo as imagens de y e v, portanto ele é o aco-

plamento afirmado. Em espago enumeravel, escolha um acoplamento maximal de
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(X,Y); entdo

drv(fapfov) <P(f(X) = f(Y)) < P(X #Y) = dpy(pv).

Diretamente, para todo mensuravel B C S, |(fs1)(B) — (fav)(B)| = |u(f~'B) —
v(f~1B)| < dry(p,v); tome o supremo.

9.4 Se os vetores diferem, alguma coordenada difere; a cota da unido d4 a pri-
meira desigualdade. Escolha acoplamentos maximais independentes, para os quais
P(X; # Y;) = drv(i,v;). A desigualdade de acoplamento aplicada aos vetores, se-

guida da primeira parte, fornece a segunda formula.

9.5 Suponha, por simetria, A, > A. Tome X ~ Po(A) e, independentemente, Z, ~
Po(A, — A);entdo Y, = X + Z, ~ Po(4,) e

drv(ZLX).ZL(X) <P(Z,>0) =1—e M),

Com |A,, — A| a mesma cota vale nos dois casos e tende a zero.

9.6 Abrir arestas adicionais preserva qualquer caminho aberto, logo {x < y}e cada
A, séo crescentes. Se C, é infinito, ele alcanga distancia arbitrariamente grande.
Reciprocamente, num grafo localmente finito cada bola de raio finito tem finitos
vértices; portanto alcancar todas as distancias forca C, a ser infinito. Assim {|Cy| =
oo} = 1), Ap. No acoplamento por uniformes, a configuragdo em p esté contida na

de g quando p < g; a probabilidade do evento crescente nao pode diminuir, logo

0x(p) < 0.(9).

10.1 Para x > 0,
Ax.

5

p) |nx]+1
P >0 = (1-2)

para x < 0 a cauda vale um. Portanto as funcdes de distribuicdo convergem em

He_

todos os pontos para a da exponencial de taxa A.

10.2 Pela desigualdade triangular e pela uniéo,

P(l(gn + ’7n) - (§ + ’7)| > 5) < P(|§n - §| > 5/2) + P(lﬂn - ’7| > 5/2) — 0.
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10.3 Para 0 < ¢ < n, P(|&,| > ¢) = n=2 — 0. Além disso, E|&,[” = n" 2, que tende
a zero exatamente para r < 2 (vale um parar = 2 e diverge para r > 2). Por fim,
2 P& #0)=3 n~2 < oo; Borel-Cantelli implica que apenas finitos &, sdo nio

nulos, quase certamente.

10.4 A desigualdade triangular reversa em L" fornece

g — 1€l < g, — &, — o.

Elevando a poténcia r, obtemos a convergéncia dos momentos.

10.5 A convergéncia em distribuicéo torna (&,) tight. Para M > 0,

P(|(7, — ©)énl > &) < P(|&] > M) + P(|n, — | > ¢/M).

Escolha primeiro M grande e depois n grande: o termo de erro D, = (n, — ¢)&,
converge em probabilidade para zero. Por mudanca de escala nas funcgoes de dis-
tribuigdo, c&, — c&. Para concluir, escreva 1,8, = c&, + D, e tome x ponto de
continuidade de F.z e § > 0 com x + § também pontos de continuidade (eles séo

densos). Entédo
P(,én < x) S P(c§y < x+6)+P(IDy| > 6),  P(nuéy < x) 2 Pcgy < x=6)—P(|Dy| > 9).

Tomando lim sup e liminf e depois 6 | 0, a continuidade de F;z em x da P(7,§, <
x) = Fe(x).

10.6 Dado ¢ > 0, escolha K com P(|¢| > K) < ¢. A continuidade uniforme de g em
[-K —1,K + 1] fornece 0 < § < 1 tal que |x — y| < § implica |g(x) — g(y)| < € nesse

compacto. Logo

P(1g(6) — ()] > &) < P(I£] > K) + P(|, — & > 6),

e o limite superior é no maximo ¢; faca ¢ | 0.

10.7 Escolha indices disjuntos ng,my. Entdo (&, .6, ) —p (£.£). Por outro lado,
cada par tem lei y, ® pp, e as marginais convergem fracamente para a lei y de
&; logo a lei-limite do par é p ® p. Portanto duas copias independentes XY ~ pu
satisfazem X =Y quase certamente. Para todo boreliano A, isso implica 0 = P(X €

AY & A) = u(A)(1—p(A)); assim p s6 assume valores 0 e 1 e é uma massa de Dirac.



Respostas dos Exercicios 520

10.8 Convergéncia em L? implica convergéncia das normas L? e também em L!,
pois [|Y]; < |Y],. Logo E[£2] — E[£?] e E[&,] — E[&]. Passe ao limite em Var(,) =
E[£}] - E[5]%

10.9 Por Markov,
P(|&, — &| > ) < e PE|E, — &P — 0.

A reciproca falha para &, = n com probabilidade 1/n e 0 caso contrario: & —p 0,

mas E|£,| = 1, logo nio ha convergéncia em L.

10.10 Dado ¢ > 0, escolha a < b com F(a) < ¢ e F(b) > 1 — ¢. Pela continuidade
uniforme de F em [a,b], escolha uma parti¢do a = x; < - < x,, = b tal que
F(xj)— F(xj_1) < &. A convergéncia pontual nos finitos x; torna |F,(x;) — F(x;)| < e.
Monotonicidade, espremendo F,(x) entre os valores nos extremos da célula, da
|F,(x)— F(x)| < 2¢ em [a,b]; as caudas ddo a mesma cota fora. Logo a convergéncia

¢é uniforme.

10.11 Se &, —4 &, os pontos k + 1/2 sdo continuidades de Fy e
P&, = k) = Fy(k +1/2) - Fy(k —1/2) = P(§ = k).

Na volta, dado ¢ > 0, escolha K com P(|(] < K) > 1 —¢. A convergéncia das
finitas massas em [—K,K] implica P(|&,| < K) > 1 — 2¢ para n grande; logo ndo ha
fuga de massa. Somando as massas até | x| e controlando as duas caudas, obtemos

F,(x) — F(x) em todo ponto de continuidade de F.

10.12 Para0 < ¢ < 1, P(Z, < 1—¢) = (1 —¢)" — 0, 0 que prova convergéncia
em probabilidade. Além disso, Z, é crescente e limitada por 1, logo converge quase
certamente para algum Z < 1. Por continuidade por cima, P(Z < 1—¢) = lim,,(1 -

)" = 0. Intersectando sobre ¢ = 1/m, concluimos Z = 1 quase certamente.

10.13 Para k =0,...,10, a contagem de subconjuntos da

(1) Co-e)

P(Xn = k) = T
Gio
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Equivalentemente, usando fatoriais decrescentes,

_ _ 10 (n)k(")lo—k N 10y
P(X, =k)= (k )—(2n)10 (k )2 10,

Como o suporte finito é comum a todas as variaveis, a convergéncia das massas

prova a convergéncia em distribuicéo.

11.1 As duas cotas sdo imediatas da definicdo. Para cada valor finito de ¢, §(M) =¢
quando M > ||, logo ha convergéncia quase certa. Como |§(M)| < M, todos os seus
momentos sdo finitos. Finalmente, |§(M)| < |¢] € L' e a Convergéncia Dominada
da E[§(M)] — E[£]; a funcdo dominante é |£].

11.2 Pela Lei Forte, n™! Yi<n g >Eil=1en! Zieen@ — 12 > E(E -172=2
quase certamente. O denominador é entdo positivo para n grande, e o quociente

converge a 1/2.

11.3 Ellogé| = [ -

o —logx dx =1eElogé = —1. Pela Lei Forte,

n n
1 1
“log[Té =~ > logg — -1
k=1 k=1

quase certamente. Pela continuidade da exponencial, a média geométrica converge

ae L.

11.4 Independéncia da ME (s) = [Mg(s/n)]". A diferenciabilidade em zero fornece
Mg(u) = 1+ pu + o(w); porr’lcanto
nlog Mg(s/n) — sp e MS; (s) — €.

Essa é a funcdo geradora de momentos da constante p. Para concluir, use a cota

exponencial de Markov diretamente: para t € (0,c], a independéncia da
P(gn >+ E) < e—tn(,u+£)M§(t)n — [e—t(,u+g)M§(t)] n’

e de Mg(t) = 1+ pt + o(t) segue e_t(/’+€)M§(t) =1—te+o(t),que é < 1parat >0
pequeno. Logo a probabilidade decai geometricamente em n. Aplicando o mesmo

a —& controla-se a cauda inferior, e portanto En — L.



Respostas dos Exercicios 522

11.5 As variaveis & /k sdo independentes, centradas, e a soma de suas variancias
€ 0',? /k? < oo. Pelo Teorema 11.16, a série 2k &/k converge quase certamente.

O Lema 11.17 implica entdo n™! 22:1 & = S,/n — 0 quase certamente.

11.6 A série é dominada por ). 2/ 3k = 1esua expansdo ternaria usa somente
0e 2, logo Z € C. Os digitos sdo independentes e equiprovaveis, o que produz

precisamente a distribuicdo de Cantor. Por Tonelli,

E7 = ZEéfk 23 k_

k>1 k>1
Como Var(§) = 1 e os termos sdo independentes, VarZ = 3, ., 372k = 1/8; a

série converge em L2, justificando essa passagem.

11.7 Cada 5; é funcédo apenas do par independente (&,¢;), logo as variaveis sdo i.i.d.

Além disso, condicionando em &,

1
P(7, = 1) = E[P(q < f(&) | &)] = ELF()] j G0 dx.
0

Assim sdo Bernoulli com esse pardmetro, e a Lei Forte aplicada as n; fornece a

convergéncia exibida.

12.1 Uma Bernoulli(p) tem funcio caracteristica (1 — p) + pe'; somando n copias

independentes, obtemos a poténcia indicada. Para Poisson,

— it
Z eztk /1 —e Ae/le’ ]

k>0

Se Z ~ N(0,1), completar o quadrado na integral gaussiana da ¢,(t) = et/ 2. como

p+0Z ~ N(u,0?), a formula afim produz e =2 ‘2.

12.2 Pela independéncia,
$g (D) = B[] = B[ |E[€"] = (1) (1).

12.3 Diretamente, ¢y (t) = E[¢!(@Y+D)] = (tDE[¢H@)Y] = (itb g, (qr).
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12.4 O produto das fung¢des caracteristicas é

n

[ T expiace" — D} = expfna(e” - 1)},

J=1

que caracteriza a distribui¢ao Poisson(nAl).

12.5 Independéncia e a regra de escala ddo ¢s /,(t) = [¢(t/n)]". Além disso,

eitgl -1
t

Gté _ 1
t

— i,

<&,

de modo que a Convergéncia Dominada fornece ¢(t) = 1+iut+o(t). Logo nlog ¢(t/n) —

iut e gs 1,(t) — et Por Lévy, S,/n —4 p1; como o limite é constante, a convergén-

cia é em probabilidade.

12.6 Para um convidado, EX = 1 e VarX = 1/2. Assim o total tem média 64,

varidncia 32 e desvio v32. Com m sanduiches, a correcéo de continuidade da

p(sgm)zq)(w»

V32
Como zj 95 = 1.6449, precisamos de m + 0.5 > 64 + 1.6449y/32 = 73.305. O menor
inteiro é (para m = 72 a aproximacio fica abaixo de 95%).

12.7 Se N, ~ Poisson(n), a soma é P(N,, < n). Escreva N, como soma de n

Poisson(1) independentes. Pelo TLC, (N,, — n)/y/n —4 N(0,1); como zero é ponto
de continuidade da normal, P(N,, < n) — ®(0) = 1/2.

12.8 A existéncia da f.g.m. numa vizinhanca de zero implica My(u) = 1+uE& +o(w).

Assim

nlog Mg(s/n) = nlog (1 + % + o(n_1)> —> sE&.

Exponenciando obtemos o limite pedido.

12.9 PonhaY = (¢ — p)/o. EntaioEY = 0,EY?2 =1 e

u2
log My (u) = - + o(u?).



Respostas dos Exercicios 524

Por independéncia,

2 2
log My (s) = nlog My(s/n) = % +0o(1) — %
Logo Mz (s) — ¢s’/2 numa vizinhanca de zero. Para passar disso a convergéncia
em distribuicdo, repita a mesma expansio de segunda ordem com a fungéio carac-
teristica — ela requer apenas EY? < oo e da ¢z (s) = [y(s/m]" — e /2 — e
aplique o Teorema da Continuidade de Lévy 12.16, obtendo Z, —; N(0,1).

12.10 Para todo ¢ > 0, como s,, — oo, eventualmente ¢s, > M. Entao

1
g ; E [an,kll{|xn,k|>€sn}] =0.

A condicdo de Lindeberg esta satisfeita; como a varidncia da soma normalizada é

um, Lindeberg—Feller fornece o limite normal padrao.

12.11 Considere o arranjo Y, ;. = a, ;X Ele é centrado e a soma das variancias é

) a’, = 1. Se aj; = maxy |a, x|, entdo a soma de Lindeberg é majorada por
2 2 _ 2
2 B Yo ] = B X ea ] — 0

Lindeberg—Feller conclui a convergéncia.

12.12 Ponha X, = B, — pnk- Entdo | X, x| < 1, 3, Var(X, ) = s2 — oo e, para
cada e > 0, | X, x| < es, para todo k e todo n suficientemente grande. A soma de
Lindeberg é, portanto, eventualmente zero. Lindeberg—Feller da s, 2 Xnk —d

N(0,1), que é a expressao do enunciado.

12.13 Para M > 0, o evento {limsup  S,/\n > M} é caudal: retirar finitos termos

altera S, /+/n por uma quantidade que tende a zero. Pelo teorema do limite central,
P(S,/\n > M) — P(N(0,06%) > M) > 0.

Logo a desigualdade de Fatou para eventos da probabilidade positiva ao evento
caudal acima; pela lei 0-1 de Kolmogorov, sua probabilidade é um. Intersectando
sobre M € IN, obtemos o limite superior infinito. Aplicando o mesmo argumento

a —Xj,, obtemos o limite inferior igual a —oo.
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13.1 Aditividade enumeravel segue de Convergéncia Dominada aplicada as somas
de indicadoras disjuntas, e [V(Q)] < [ |f] du < co. Tome P = {f > 0}e N = {f < 0}.

Entao

ww=Lﬁmu ﬂM=Lf¢u wm=bﬂw

13.2 Uma decomposicido é P ={i : @; > 0}, N = {i : @; < 0}. Para todo A,
A=Y a . v =) a, b)) =) al
i€A i€A i€A

Os indices com g; = 0 podem ser postos em qualquer uma das duas partes.

13.3 A diferenca de duas medidas finitas é uma medida com sinal. Para qualquer

parti¢io A = |—|j Aj, zj v(A)l < Zj(yl(Aj) + 13(A;)) = p(A); tomando o supremo,
[v| < p. Se h; = dy;/ dp, entdo v(A) = fA(hl —hy) dpe

v = (hy —hy)*p, v™ = (hy —hy)"p.

13.4 P N N’ é simultaneamente positivo e negativo: toda parte mensuravel tem
medida zero. Logo é |v|-nulo; o mesmo vale para N N P’. Como PaP’ C (PN
N’)U (N N P’), essa diferenca é nula, e analogamente para NaN’. As férmulas
vT(A) = (AN P)ev (A) = —v(A N N) ndo mudam ao trocar a decomposicio,

provando a unicidade.

13.5 Para qualquer particdo,
YA < T (A +v(A)) = M(A.
J i

Se (P,N) é uma decomposicdo de Hahn, a particio A = (AN P) L (A N N) atinge
a igualdade, pois seus termos somam v*(A) + v~ (A). A particio trivial {A} da
imediatamente |v(A)| < [v|(A).

13.6 Escolha versdes mensuraveis ndo negativas f = dA/ dve g = dv/ dy,

tornando-as finitas fora de conjuntos nulos e definindo f = 0 onde sua versdo nao
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estiver determinada. Como esse conjunto é v-nulo, g = 0 nele p-quase certamente.
Para todo A,

MA) = Lf dv = JAfg dpu.

Pela unicidade de Radon-Nikodym, fg = dA/ du p-quase certamente.

13.7 Por Radon-Nikodym, Z > 0 P-q.c. e EpZ = Q(Q) = 1. Para uma indicadora,
Epla = Q(A) = | 4 Z dP; linearidade, Convergéncia Mondtona e decomposicao
em partes positiva e negativa estendem a formula a todo X > 0. Para X com sinal,

ela vale exatamente quando Ep(]X|Z) < oo, condicio equivalente a X € L'(Q).

13.8 Como §; estd concentrada em {1} e p({1}) = 0, ela é singular em relacio a p.
Ja 24 + 38y < p. Portanto

v, = 24+ 36, v =9y,
e uma versao da densidade é

dv,
() = 2 () + 31y ().

14.1 O lado direito é €-mensuravel. Se G € &, entdo G é unido de algumas células

Aj,ea integral do lado direito sobre G é

E[X14 ]

—LP(A) = E[X15].
AJZQ:G P(A) (A;) = E[X15]

Isso caracteriza a esperanca condicional.
14.2 g(Y) é o(Y)-mensuravel. Para cada atomo {Y = y;},
[ st ap = gopper = 3 = BLx3yoy )
{Y=y}
Somando dtomos obtemos a identidade para todo evento de o(Y). Nos valores que

Y assume com probabilidade zero, g pode ser definida arbitrariamente, pois isso

nao altera g(Y) quase certamente.
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14.3 A constante EX é ¥-mensuravel. Para G € &, a independéncia de G e X (pri-
meiro para simples e depois por aproximacéo) da E[X15] = EXP(G) = IG EX dP.

A caracterizacio da esperanca condicional conclui.

14.4 Y = E[X | ©,] é integravel. ParaG € & C &, JGY dP = fGX dP; logo
E[Y | €] = E[X | &]. Para a reciproca, tome &; = {9,Q}, & = o(X) e X
integravel ndo constante. Entdao E[E[X | &;] | &,] = EX # X.

14.5 Condicionado a S, = m, todas as configura¢des com m sucessos tém a mesma
probabilidade. Por simetria, P(Xg = 1 | S, = m) = m/n; portanto E[X}. | S, =
m] = m/n. Equivalentemente, as n esperancas condicionais sdo iguais e sua soma
¢ E[S, [ Sp] = Sy

14.6 Ponha M = E[X | €]. Como X —EX = (X — M) + (M — EX), ao elevar ao
quadrado o termo cruzado tem esperanca zero: E[(X — M)(M — EX)] = E[(M —
EX)E[X — M | €]] = 0. Logo Var X = E[(X — M)?] + E[(M — EX)?], que sdo os

dois termos exibidos.

14.7 Em L! bastam a linearidade e a positividade da esperanga condicional: de

E[X | €] =E[X" | €] —E[X | €], com as duas parcelas nio negativas, segue
[E[X | ]| <E[X* | €]+ E[X" | €] = E[|X]| Z],

e integrando obtemos |[E[X | €][; < | X];. (E a desigualdade de Jensen condicional
aplicada a ||, aqui obtida diretamente.) Em L? usa-se a interpretacéo como projecio:
como E[- | €] é a projecio ortogonal sobre L?(%), a decomposicio X = E[X |
@]+ (X —E[X | €]) é ortogonal e o teorema de Pitagoras da

IXI3 = [ELX | €[ + |X ~EIX | Z][% > [E[X | Z][-.

14.8 PonhaU = X-Y eV = X+Y = S. Como X eY sdo independentes e normais
padrio, a densidade conjunta de (X,Y) é

1 x? + y2
fry(y) =5 eXP{— 5 }
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A transformacéio inversa é

X = 5 y= 5

cujo jacobiano tem médulo 1/2. Além disso, x> + y? = (u? + v?)/2. Pela formula

de mudanca de variaveis,
1 u? 4+ v? 1 2 1 2
(uv) = —ex {— } = ( e ¥ /4) (—e_" /4).
T B S W Vi

Portanto U e V sdo independentes, ambos com distribui¢do N(0,2). Em particular,
(X —-Y)/2=U/2 é independente de S = V e tem média zero. Como

X = S ﬂ,
2 2
segue que
S
E[X |$]=">.
Finalmente,
E[(X — S/2)?] = Var<X ; Y) = i(VarX +VarY) = %

enquanto o estimador constante 0 tem erro quadratico E[X?] = 1.

14.9 As variaveis ¥-mensuraveis sdo constantes em A e em A°. Impor a igual-
dade das integrais sobre esses dois atomos determina as constantes como E[X | A]
e E[X | Af]. Por exemplo, em Q = {1,2,3,4} equiprovavel, tome A = {1,2} e
X(1),...,X(4) = (1,3,0,2). Entio E[X | 0(A)] = 214 + 11 4.

15.1 M, é F,-mensuravel, integravel e, pela torre, E[M,; | #,| = E[Z | #,] = M,,.
A familia das esperancas condicionais de uma tnica variavel L! é uniformemente
integravel: aproxime Z em L! por uma variavel limitada e use a contracio condi-
cional em L!. Pelo Teorema de Convergéncia de Doob e pela propriedade caracte-
rizadora,

M, — E|Z | Fo]

quase certamente e em L',
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15.2 Como &, é independente de #, e centrada, E[S,,; | #,] = S,. Além disso,
E[S2y | Ful = SF + 28,ElGys1 | Fl + EE4] = SF + 0%,

o que fornece a segunda propriedade ap6s subtrair (n + 1)o7,

15.3 Independéncia do novo incremento da

0s,

E[Mps1 | Fnl = WE[E

egnﬁ—l] = Mn.
Integrabilidade e adaptacio sio imediatas. Como %1 > 0 quase certamente, sua
esperancga, quando finita, é estritamente positiva; portanto o caso m(f) = 0 nédo

pode ocorrer.

15.4 Cada soma é adaptada e integravel, pois H é previsivel e limitado. Como Hy

é Fy._1-mensuravel,
E[Hp(My — My—1) | F—1] = HRE[My = My—y | F—1] = 0.

Logo as somas parciais formam uma martingala. Assim qualquer aposta baseada
apenas no passado multiplica um incremento de média condicional zero e nio cria

ganho esperado.

15.5 Temos {7, < n} = {max<y<, Sk > a} € F,, logo 7, é tempo de parada. Para
n < N, decidir {p < n} exige saber se havera uma visita a zero entre n+1 e N. Duas
trajetorias com o mesmo prefixo até n podem diferir por um retorno posterior a

zero; portanto esse evento nio pertence, em geral, a F,.

15.6 Aplique primeiro o Teorema de Amostragem Opcional Limitada a7 A N. O
processo parado S,y fica entre —a e b. Além disso, em cada bloco de a+b passos ha
uma probabilidade positiva, uniforme no ponto inicial, de atingir uma das barreiras;
portanto 7 < oo quase certamente. Logo a passagem N — oo ¢é justificada por
convergéncia dominada. Se p = P(S; = b), entdo 0 = ES;, = bp —a(1 — p) e
p=a/(a+b).
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Para S2 — n, a amostragem no tempo limitado 7 A N da E[STZA Nl =E[tAN]. O
lado esquerdo é dominado por max{a?,b?}; convergéncia dominada a esquerda e
monétona a direita mostram que Er = ES? < co. Assim

_2_ @ o b _
Er—ba+b+aa+b ab.

15.7 Se H, é o evento das primeiras n caras, entdo
E[Myyq | Fnl = 2" 11 (1/2) = My, EM, = 2"27" = 1.

Quase toda sequéncia apresenta uma coroa em tempo finito; depois disso M, = 0,
logo M,, — 0 quase certamente. Se a familia fosse uniformemente integravel, essa
convergéncia implicaria convergéncia em L! e, portanto, EM, — 0, contradizendo
EM, = 1.

15.8 Como E[S? — S2_, | F,_1] = 02, 0 compensador ¢ A, = no? (com Ay = 0).

Logo a decomposicao é
S2=M,+ A, M, = S? —no?,

onde M é martingala e A é previsivel, crescente e inicia em zero.

15.9 Sf é uma submartingala ndo negativa. A desigualdade maximal de Doob for-
nece _
P <maxS,§ > r2> < %
k<n r

Independéncia e centramento dio E[S?] = no?

, e 0 evento a esquerda é exatamente
{maxy., [Sk| > r}. Assim recuperamos, neste caso, a desigualdade maximal de Kol-

mogorov por uma rota mais geral.

16.1 Paras < t, escreva B(t) = B(s)+[B(t)— B(s)]; o incremento é independente de
B(s) e centrado, logo E[B(s)B(t)] = E[B(s)?] = s. Assim a matriz é % =t At In-
crementos sobre intervalos disjuntos sdo combinagdes lineares do vetor gaussiano
e tém covariancia zero, calculada com essa formula. Um vetor gaussiano com cova-
ridncias cruzadas nulas tem blocos independentes, recuperando a independéncia

dos incrementos.
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16.2 Ponha £ = b —a = 2~ 1. Condicionados os extremos, as duas metades
devem somar B(b) — B(a) e, antes do condicionamento, sio normais independentes
N(0,¢/2). A primeira metade, condicionada a soma, tem média [B(b) — B(a)]/2 e

variancia €£/4. Portanto

EIB() | B@.50)] = XD var(a) | BaBv) = 20,

que d4 exatamente o coeficiente do Z; exibido.

16.3 No nivel n ha no méaximo 2" coeficientes normais padréo. Pela cauda gaussi-
ana e uniao,
2
P (m]?x | Z x| > c\/ﬁ) < ontlemen/2,

A série converge quando c?/2 > log 2; Borel-Cantelli d4 a cota maxima eventual-
mente. Como cada tenda tem altura 2~ 1)/ 2|Zn,k| e os suportes no mesmo nivel
sdo disjuntos, [Fyle < cvn 2~(1+1)/2 " A soma dessas cotas converge, e o teste de

Weierstrass da convergéncia uniforme.

16.4 Bé gaussiano centrado, continuo, e
Cov(B(s),B(t)) = a~%(a®s A a’t) = s A L.
Logo tem as leis finito-dimensionais brownianas. Para 0 < s <,
Cov(B(s),B(t)) = st(1/s A1/t) =s = s AL

O processo é gaussiano centrado e é continuo em (0,00); resta apenas tB(1/t) — 0
emt | 0, equivalente a B(u)/u — 0 quando u — oo, que segue da lei forte para os

incrementos e do controle entre tempos inteiros.

16.5 Como transformacéo linear de um processo gaussiano,  é gaussiano e cen-

trado. Para st € [0,1],

Cov(f(s),p(t)) = s At —st.

Além disso, f(0) = p(1) = 0; em particular sua variadncia no tempo um é zero,
portanto ndo é browniano. Finalmente, Cov(f(¢),B(1)) = t —t = 0 para todo t.

Gaussianidade conjunta implica independéncia entre o processo f e B(1).
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16.6 O moddulo de Lévy fornece, para h pequeno em um compacto, |B(t+h)—B(t)| <

Cy/hlog(1/h) quase certamente. Como
Jhlog(1/h)

ho

quando ¢ < 1/2, obtém-se uma cota de Holder. Para « = 1/2, o quociente é

= h'/2=2 flog(1/h) — 0

Jlog(1/h), que diverge; por isso o argumento néo fecha no expoente critico.

16.7 Os incrementos sio independentes N(0,T/n). Se Z ~ N(0,v), entdo EZ% = v
e Var(Z?) = 2v2. Portanto

,  2T?
EQ, =T, Var(Q,) = n2(T/n)* = o
Logo E[(Q, — T)?] — 0. Isso da convergéncia em L? para as parti¢des uniformes;
o teorema para particdes encaixadas reforca a conclusio para convergéncia quase

certa.

16.8 Para uma funcéo continua f de variacdo total V < oo,

> (F6) = f@)? < max ()~ V.

[uv]er
Uniforme continuidade faz o maximo tender a zero com a malha, logo a variacio
quadrética é nula. A variagdo quadratica browniana em [0,T] é T > 0 quase cer-
tamente; portanto uma trajetéria browniana ndo pode ter variacdo total finita em
nenhum intervalo nio degenerado (aplique o fato a intervalos com extremos raci-

onais e use inclusio).

16.9 Uma unido nio enumeravel de eventos nulos pode ter probabilidade positiva
ou um; a subaditividade s6 controla unides enumeraveis. Paley-Wiener-Zygmund
substitui os tempos arbitrarios por uma hierarquia enumeravel de intervalos dia-
dicos: se houvesse derivada finita em algum ponto, os incrementos em todos os
intervalos suficientemente pequenos que o contém obedeceriam a uma cota linear.
Estimativas gaussianas uniformes sobre cada nivel tornam as probabilidades des-
ses eventos somaveis; Borel-Cantelli exclui-os simultaneamente. A discretizacdo

multiescala enumeravel é o passo que falta ao argumento ponto a ponto.



Bibliografia

[1]

2]

Mark (https://mathoverflow.net/users/7392/mark). Demystifying the Carathé-
odory Approach to Measurability. MathOverflow. Disponivelem https: //
mathoverflow.net/q/34029. Versao de 2010-07-31.

Charalambos D Aliprantis e Kim Border. Infinite Dimensional Analysis: A
Hitchhiker’s Guide. Springer Science & Business Media, 2006.

Robert Ash. Real Analysis and Probability. Vol. 6. Academic Press, 1972, p. 70.

Robert G Bartle. The elements of integration and Lebesgue measure. John Wi-
ley & Sons, 2014.

Andrej Bauer. Why do roots of polynomials tend to have absolute value close
to 1? MathOverflow https: //mathoverflow.net/q/182412.
2014.

Heinz Bauer e R... B. Burckel. Probability theory and elements of measure

theory. Academic Press London, 1981.

V Bentkus et al. Limit theorems of probability theory. Springer Science &
Business Media, 2013.

Patrick Billingsley. Convergence of probability measures. John Wiley & Sons,
2013.

Patrick Billingsley. Probability and measure. John Wiley & Sons, 2008.

533


https://mathoverflow.net/q/34029
https://mathoverflow.net/q/34029
https://mathoverflow.net/q/182412

Bibliografia 534

(10]

(11]

(12]

[13]

(14]

(17]

(18]

[19]

(20]

Salomon Bochner. Harmonic analysis and the theory of probability. Courier

Corporation, 2013.

Vladimir I Bogachev. Measure theory. Vol. 1. Springer Science & Business
Media, 2007.

Leo Breiman. Probability. 1992.

Marek Capinski e Peter E Kopp. Measure, integral and probability. Springer
Science & Business Media, 2013.

Jair Donadelli. Processos de Ramifica¢do. https://anotacoesdeaula.

wordpress.com. 2016.

Rick Durrett. Probability: theory and examples. Cambridge university press,
2010.

Terrence L Fine. Theories of probability: An examination of foundations. Aca-
demic Press, 2014.

Gerald B Folland. Real analysis: modern techniques and their applications.
John Wiley & Sons, 2013.

Geoffrey Grimmett e Dominic Welsh. Probability: an introduction. Oxford
University Press, 2014.

Allan Gut. Probability: a graduate course. Springer Science & Business Media,
2012.

Frank den Hollander. “Probability theory: The coupling method”. Em: Lectu-
res Notes-Mathematical Institute, Leiden University (2012).

Alan Karr. Probability. Springer Science & Business Media, 1992.

Achim Klenke. Probability theory: a comprehensive course. Springer Science
& Business Media, 2013.

Emmanuel Kowalski. “Bernstein polynomials and Brownian motion”. Em:

American Mathematical Monthly 113.10 (2006), pp. 865-886.

Emmanuel Lesigne. Heads or tails: An introduction to limit theorems in proba-
bility. Vol. 28. American Mathematical Soc., 2005.

KR Parthasarathy. CONVERGENCE OF PROBABILITY MEASURES. 1970.


https://anotacoesdeaula.wordpress.com
https://anotacoesdeaula.wordpress.com

Bibliografia 535

[26]

(27]

(28]

[29]

(32]
(33]

[34]

(35]

Marcus Pivato. “Analysis, Measure, and Probability: A visual introduction”.
Em: (2003).

David Pollard. A user’s guide to measure theoretic probability. Vol. 8. Cam-
bridge University Press, 2002.

Sidney I Resnick. A probability path. Springer Science & Business Media,
2013.

Jeffrey S Rosenthal. A first look at rigorous probability theory. World Scientific
Publishing Co Inc, 2006.

Halsey Lawrence Royden e Patrick Fitzpatrick. Real analysis. Vol. 198. 8. Mac-
millan New York, 1988.

Luis A Santal6. Integral geometry and geometric probability. Cambridge uni-
versity press, 2004.

Klaus D Schmidt. “The Cantor set in probability theory”. Em: (1991).
Albert N Shiryaev. Probability. Springer-Verlag, New York, 1996.

Maurice Sion. “HISTORY on MEASURE THEORY IN THE TWENTIETH
CENTURY”. Em: (1990).

Jan Von Plato. Creating modern probability: Its mathematics, physics and phi-
losophy in historical perspective. Cambridge University Press, 1994.



	Observações
	Agradecimentos
	Notação
	Introdução
	Nem sempre podemos atribuir probabilidades
	A necessidade de álgebras
	Álgebras, sigma-álgebras e outras classes
	Um pouco mais sobre eventos
	Classes de Conjuntos
	Sigma-álgebra de Borel

	Medidas de Probabilidade
	Continuidade das Medidas de Probabilidade
	Teorema de Extensão de Carathéodory
	Classes Compactas
	Aplicações
	Borelianos: como se formam e quantos são?
	Medidas em Espaços Métricos

	Independência
	Independência
	Lei 0–1 de Kolmogorov e lemas de Borel–Cantelli
	Aplicações

	Variáveis Aleatórias
	Funções Mensuráveis
	Variáveis Aleatórias
	Funções de Variáveis Aleatórias
	Variáveis Aleatórias Geram sigma-álgebras
	Variáveis Aleatórias Induzem Medidas de Probabilidade em R
	Independência de Variáveis Aleatórias

	Integral de Lebesgue
	Integral de Lebesgue
	Propriedades da integral de Lebesgue
	Comparando a Integral de Lebesgue e de Riemann
	Integração e Limites
	Espaços Lp

	Distribuições
	Distribuição de uma Variável Aleatória
	A Função Distribuição
	Tipos de Distribuições

	Valor Esperado
	Calculando a Esperança
	Funções de Vetores Aleatórios
	Variância, Covariância e Momentos de uma Variável Aleatória
	Integração com respeito à Distribuição
	Desigualdades de Markov e Chebyshev
	Desigualdade Maximal de Kolmogorov
	Desigualdade de Jensen, Hölder e Minkowski
	Funções Geradoras de Probabilidade
	Processos de Ramificação
	Funções Geradoras de Momento
	Entropia

	Medida Produto
	Áreas de Seções Transversais
	Integrais Iteradas
	Distribuição Conjunta
	Extensão de Kolmogorov em sequências
	Existência de Variáveis Aleatórias Independentes
	Convolução e Soma de Variáveis Aleatórias Independentes
	Aplicações
	Extensão de Kolmogorov geral

	Acoplamento
	Construções conjuntas
	Acoplamento de processos
	Variação total
	A desigualdade de acoplamento
	Acoplamentos maximais
	Uma família inteira no mesmo espaço: percolação

	Modos de Convergência
	Convergências Determinísticas
	Convergência em Espaços de Probabilidade
	Comparando os Modos de Convergência
	Teorema de Representação de Skorokhod
	Princípio de Seleção de Helly

	Teoremas-limite
	Lei fraca dos grandes números
	Lei forte dos grandes números
	Integração de Monte Carlo
	Polinômios de Bernstein e o teorema de Weierstrass

	Teorema do Limite Central
	Funções características
	O Teorema do Limite Central
	TLC para arranjos triangulares

	Medidas com sinal e o teorema de Radon–Nikodým
	Medidas com sinal
	Decomposição de Jordan e variação total
	Continuidade absoluta e singularidade
	Decomposição de Lebesgue–Radon–Nikodým

	Esperança Condicional
	Existência e unicidade da esperança condicional
	Esperança Condicional em Relação a uma Variável Aleatória
	Propriedades da Esperança Condicional
	Esperança Condicional como Projeção

	Martingalas
	Informação ao longo do tempo
	Martingalas, submartingalas e supermartingalas
	Exemplos fundamentais
	Estratégias previsíveis e processos parados
	O teorema da parada de Doob
	Desigualdades e convergência de Doob
	Decomposição de Doob: o caso discreto de Doob–Meyer

	Movimento browniano
	A construção de Paul Lévy
	Propriedades de continuidade
	Não diferenciabilidade

	História da medida e da probabilidade
	O primeiro nascimento: calcular o acaso
	Frequências, erros e leis-limite
	Medir o que não é um intervalo
	O segundo nascimento: probabilidade como medida
	A síntese de Kolmogorov
	Processos, condicionamento e martingalas
	A linguagem que ficou


