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Motivacao

A percolacio estuda fendmenos de conectividade em redes aleatorias. Sua formu-
lacéo foi motivada pelo transporte de fluidos em meios porosos, como o escoamento
de 6leo ou gas em formagdes rochosas e a passagem da agua pelo p6 de café. O
modelo foi introduzido por Broadbent e Hammersley na década de 1950.

O termo percolagdo designa a passagem de um fluido por uma rede de poros
e canais microscopicos. Em uma descri¢do simplificada, cada canal pode estar
aberto ou fechado a passagem do fluido. No modelo mais basico, os estados dos
canais sdo independentes: cada um esta aberto com probabilidade p e fechado com
probabilidade 1 — p.

A conectividade do meio depende de como esses canais se organizam. Em uma
rede infinita, a questéo é saber se existe um caminho infinito de elos abertos. A
variacdo de p pode produzir uma transicao de fase: um valor critico p, separa o
regime sem componentes infinitas daquele em que elas podem ocorrer.

Essa combinacéo de uma regra local simples com uma mudanca no compor-
tamento global fez da percolagdo um modelo importante na fisica estatistica, na
probabilidade e na combinatéria. A mesma descricdo também permite estudar
fenémenos como:

B propagacao de epidemias, em que individuos infectados podem transmitir a
doenca apenas a vizinhos conectados;

B condutividade elétrica em materiais compostos, em que a corrente pode
fluir apenas quando existe uma rede conectada de elementos condutores;

B propagacao de informacdes ou falhas em redes, como redes sociais e sistemas
de telecomunicacao.



Motivagao vi

Percolacao de elos na rede hipercubica Z¢

Para representar os canais do meio poroso, usamos inicialmente os elos de um
reticulado hipercabico d-dimensional. Essa escolha permite formular o modelo e
suas principais questdes em uma geometria familiar.

Definicio do modelo
Considere a rede hiperctibica Z:
B os sitios sdo os pontos de coordenadas inteiras em Zd;
B os elos conectam sitios vizinhos, isto ¢, pares (x,y) tais que |x — y|l; = 1;
B cada elo esta aberto com probabilidade p e fechado com probabilidade 1 — p;

B os estados dos elos sdo independentes entre si.

Conectividade e transicao de fase

Chamamos de componente aberta (também chamada de cluster) o conjunto de
sitios conectados por elos abertos. A funcédo de percolagao é definida por

0(p) = P,(IC| = o), (1)

onde C é a componente aberta que contém a origem.
A distincdo entre os regimes se expressa por meio de um valor critico p,:

B se p < p,, entdo O(p) = 0, isto é, ndo ha percolacio;

B se p > p., entdo O(p) > 0, isto é, existe uma componente infinita com probabili-
dade positiva;

B no ponto critico p = p,, 0 comportamento exige uma analise mais delicada e
depende da dimensdo d.

Estudaremos esses regimes em Z? e em classes mais gerais de grafos, examinando
como a geometria do grafo se reflete nas propriedades da percolagéo.
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CAPITULO

1

Grafos

Este capitulo retine apenas a linguagem de teoria dos grafos usada ao longo
do livro. O objetivo ndo é desenvolver a teoria em geral, mas fixar notagio para
distancia, crescimento, simetrias e grafos de Cayley.

1.1 Grafos, caminhos e distancia

Um grafo é um par G = (V,E), onde V = V(G) é o conjunto de vértices e E = E(G)
¢ um conjunto de pares ndo ordenados de vértices. Se {x,y} € E, escrevemos x ~ y
e dizemos que x e y sdo adjacentes.

O grau de x, denotado por deg(x), é o numero de seus vizinhos. Dizemos que
G é localmente finito se todo vértice tem grau finito e d-regular se todo vértice
tem grau d. Salvo indicacdo em contrario, todos os grafos deste livro sdo infinitos,
conexos e localmente finitos.

Exemplo 1.1 — A rede 74,

O grafo 7% tem conjunto de vértices 7% e uma aresta entre x e y quando

d
Z I — yl = 1.
i=1

Ele é infinito, conexo e 2d-regular.
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Definicao 1.1

Um caminho é uma sequéncia (xp,x1, ... ,%;) tal que x; ~ x;, 1 para todo i. Seu
comprimento é n. Um caminho é simples ou autoevitante quando nao repete
vértices. Um ciclo é um caminho finito fechado sem repeticdes, exceto pelo
vértice inicial/final.

A distancia de grafo é
dg(x,y) = inf{n : existe um caminho de comprimento n de x a y}.

Como trabalharemos com grafos conexos, ds(x,y) < oo para quaisquer x,y.
Para r > 0, definimos a bola e a esfera

B(xr) ={y : dg(xy) <}, S(er) ={y @ dg(x.y) =1}
Se A C V, sua fronteira externa de vértices é
dA={y¢ A : dx € Acomx ~ y},
e sua fronteira de arestas é
I A={{xy}€E:x€ A y¢& Al

Um subgrafo H de G possui V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Se A c V(G), o
subgrafo induzido por A contém todos os vértices de A e todas as arestas de G
com os dois extremos em A.

1.2 Arvores e crescimento

Um grafo sem ciclos é uma floresta; uma floresta conexa é uma arvore. Em
uma arvore existe um tnico caminho simples entre dois vértices.

Quando distinguimos um vértice o, chamado raiz, cada vértice x # o tem um
unico vizinho mais proximo de o, seu pai; os vizinhos mais distantes de o sdo seus
filhos. A arvore infinita d-regular sera denotada por T.

O crescimento de um grafo é medido pelo volume das bolas. Fixado o0 € V(G),
escrevemos

Vi (r) = [B(o.r)l.

Em grafos transitivos, a ordem de crescimento ndo depende da escolha de o.



1 Grafos 3

Dizemos que G tem crescimento subexponencial se

hmw:o

r—00

e crescimento polinomial de grau no maximo D se existe C < oo tal que
|B(o,r)] < C(1 + r)P

para todo r. Em particular, Z¢ tem crescimento polinomial de ordem d, enquanto
T4, para d > 3, tem crescimento exponencial.

Essas no¢oes aparecem quando se converte decaimento de probabilidades de
conexdo em somabilidade espacial.

1.3 Grafos de Cayley

Seja I’ um grupo e seja S C I' um conjunto finito de geradores. Podemos substituir
S por SU S~ e, portanto, supor S simétrico.

Definicdo 1.2
O grafo de Cayley Cay(T,S) tem conjunto de vértices I' e uma aresta entre g
egsparacadageTleseS.

A distancia da identidade e a g coincide com o menor comprimento de uma
palavra em S que representa g; essa quantidade é a norma de palavra |g|s.

Exemplo 1.2.
B ParaT=7%¢S = {*ey,..., * ¢4}, obtemos a rede usual 74,

m O grafo de Cayley do grupo livre em k geradores, usando os geradores e seus
inversos, é a arvore regular de grau 2k.

B A arvore regular de grau d também pode ser realizada como grafo de Cayley do
produto livre de d copias de Z./27Z.

1.4 Automorfismos e grafos transitivos

Um automorfismo de G é uma bije¢do ¢ : V(G) — V(G) que preserva adjacén-
cias. O conjunto de todos os automorfismos forma o grupo Aut(G).



1 Grafos 4

Definicdo 1.3
O grafo G é transitivo se, para quaisquer x,y € V(G), existe ¢ € Aut(G) tal
que p(x) = y.

Em um grafo transitivo, todos os vértices tém o mesmo grau e qualquer quanti-
dade definida apenas pela geometria enraizada do grafo é independente da raiz.

Proposicao 1.1

Todo grafo de Cayley é transitivo.

Demonstragdo. Se x,y,g € T, defina
0x (&) = yx'g.
Essa aplicacdo ¢ bijetiva e satisfaz ¢, ,,(x) = y. Se h = gs com s € S, entéo
Pxy (M) = yx7gs = 0r , (8)s,

logo adjacéncias sdo preservadas. Portanto ¢, , ¢ um automorfismo do grafo de
Cayley. ]

A reciproca é falsa: existem grafos transitivos que nio sio grafos de Cayley. Para
os argumentos deste livro, a propriedade importante sera a transitividade em si, e
ndo uma representacio especifica por geradores.

1.5 Quase-isometrias

A escolha do conjunto finito de geradores muda as distancias em um grafo de
Cayley, mas ndo muda sua geometria em grande escala. A linguagem adequada
para essa afirmacéo é a de quase-isometria.

Definicao 1.4
Sejam (G,dg) e (H,dy) grafos conexos. Uma aplicacido f : G — H é uma
quase-isometria se existem constantes A > 1,C > 0 e D > 0 tais que

2do(xy) ~ € < dg(f(,f) < Mdg(ey) +C
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imagem de f.

Teorema 1.2

geradores, entdo Cay(T,S) e Cay(I',T) sdo quase-isométricos.

Demonstragdo. Considere a identidade em I'. Como S é finito, existe
L = max|s|p < oco.
seS

Escreva
g—lh =1 Sp, n= ds(g’h)’ sj c S.

Pela desigualdade triangular para a norma de palavra,
n
lg Al < Z Isjlr < nL = Lds(g,h).
j=1

Como |gthlp = dr(g,h), segue que

dr(g,h) < Lds(g,h).

Trocando S e T, existe L’ < oo tal que

ds(g.h) < L'dr(g.h).

Tomando
A =max{L,L'},

obtemos .
Ids(g,h) < dr(g.h) < Ads(g,h).

para todos x,y € G, e todo vértice de H esta a distancia no maximo D da

Se I' é um grupo finitamente gerado e S,T sdo dois conjuntos finitos de

Logo a identidade é uma quase-isometria com C = 0 e, como ¢é sobrejetiva, com

D=0.



CAPITULO

2

Percolacao

Seja G = (V,E) um grafo infinito, conexo e localmente finito. Como as bolas
finitas em torno de um vértice esgotam V, tanto V quanto E sdo enumeraveis. Na
percolacao de elos de Bernoulli com parametro p € [0,1], cada aresta é declarada
aberta com probabilidade p e fechada com probabilidade 1 — p, independentemente
das demais. O objeto resultante é um subgrafo aleatério de G, e nosso interesse
principal sera compreender suas propriedades de conectividade.

O modelo foi introduzido por Broadbent e Hammersley em 1957. Apesar da
simplicidade da definicéo, ele apresenta uma transigéo de fase: ao variar p, passa-se
de um regime sem componentes infinitas para outro em que componentes infinitas
podem ocorrer.

2.1 O modelo de Bernoulli
O espago de configuracdes é
Q ={0,1}f.

Para w € Q e e € E, dizemos que e esta aberta quando w(e) = 1 e fechada quando
w(e) = 0.
Se FC Eéfinitoeoc € {O,I}F, o cilindro determinado por (F,0) é

C(F,0) ={w € Q : w(e) = a(e) para todo e € F}.
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Denotamos por F a algebra dos eventos cilindricos e por
F =0o(%)

a o-algebra produto. A medida produto P, é caracterizada por

P,CFoN= ] » [T C-»
ecF ecF
ole)=1 o(e)=0

Equivalentemente, sob P, as variaveis (w(e)).cp sdo independentes e tém distri-
buicdo de Bernoulli com pardmetro p. A tripla (Q,% P) sera nosso espaco de
probabilidade.

Dada w € Q, escrevemos G, para o subgrafo de G com conjunto de vértices V e
conjunto de arestas abertas

E(w)={e€E : w(e) =1}
Para x € V, denotamos por €(x) = 6,(x) a componente de x em G,,. Escrevemos
xXoy

quando x e y pertencem a mesma componente aberta. Para A,B C V, o evento
A < Bsignifica que existema € A e b € B com a < b. Finalmente,

X <> 00

denota o evento |€(x)| = .

Exercicio 2.1

Mostre que, para cada x € V, o evento {x <> oo} é mensuravel. Sugestdo: escreva-o
como uma intersecdo enumeravel de eventos que dependem apenas de uma bola
finita em torno de x.

2.2 Eventos caudais e a lei 0-1

A existéncia de uma componente infinita é um evento global: modificar um
numero finito de arestas nao altera sua ocorréncia. A linguagem adequada para
formalizar essa observacéo é a de eventos caudais.

Se (Ap)y>1 € uma sequéncia de eventos, definimos sua o-algebra caudal por

T =\ o(AnAni1...)-
n>1

Os eventos de I sdo chamados eventos caudais.
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Teorema 2.1 — Lei 0-1 de Kolmogorov

Se Aj,A,, ... sdo eventos independentes e A pertence a o-algebra caudal
associada, entdo
P(A) € {0,1}.

Demonstragao. Para cada n, o evento A pertence a 0(A,;1,Ap42,...) € portanto, é
independente de o(Ay, ...,A;). Como

o(AA,,..) = G<U o(Aq, ... ,An)) ,
n>1

um argumento padréo de classe monoétona mostra que A é independente de toda a
o-algebra 0(A,A,,...). Mas A pertence a essa o-algebra. Logo, A é independente
de si mesmo e

P(A) =P(AN A) = P(A).

Portanto, P(A) é 0 ou 1. ]

No espaco de percolacdo, para F C E finito, escrevemos
Fr=o(w(e) : e € F) e TIr=oc(w(e) : e¢ F).
A o-algebra caudal das arestas é

*%dge = ﬂ TF.
FCE, F finito

Assim, um evento é caudal quando seu valor ndo pode ser alterado modificando
apenas um numero finito de arestas.
A aproximacio por eventos cilindricos sera usada varias vezes neste livro.

Teorema 2.2

Seja (Q,% ,P) um espago de probabilidade e seja & C % uma algebra que
gera & . Para todo B € & e todo € > 0, existe A € o/ tal que

P(AxB) < e.




2 Percolacao 9

Demonstragao. Seja 4 a classe dos conjuntos B € & que podem ser aproximados,
em diferenca simétrica, por elementos de &/ com erro arbitrariamente pequeno.
Claramente &/ C /# e 4 é fechada por complementos.

Suponha agora que B, T B com B,, € /. Pela continuidade da medida, para todo
¢ > 0 existe n tal que P(B\ B,) < ¢/2. Escolhendo A € & com P(AxB,) < ¢/2,
obtemos P(A2B) < ¢. Logo B € .. A estabilidade por intersecdes decrescentes
segue tomando complementos. Portanto ./ é uma classe mondtona que contém a
algebra /. Pelo teorema da classe monoétona,

F =0(d) M,
e a inclusdo oposta é imediata. ]

Considere o evento
I ={w : G, contém uma componente infinita}.

Ele é mensuravel, pois, sendo V enumeravel,

I= U{x < oo},
x€V
Mais importante, I é caudal. De fato, suponha que duas configuracdes w e 5 coin-
cidam fora de um conjunto finito F C E. Se w possui uma componente infinita C,
remover as arestas de F de C produz apenas um nimero finito de componentes;
pelo menos uma delas continua infinita. Abrir depois algumas arestas de F nao
pode destruir essa componente. Logo, n também possui uma componente infinita.
Trocando os papéis de w e 1, obtemos a equivaléncia.

Teorema 2.3

Para todo grafo infinito, conexo e localmente finito G, defina
05(p) = P(I) = P(existe uma componente infinita).

Entao
Os(p) € {0,1} para todo p € [0,1].
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Demonstracao. Enumere E = {ej,e,,...}. As varidveis coordenadas w(e;) sdo inde-
pendentes e, como acabamos de mostrar, I pertence a o-algebra caudal dessas
coordenadas. A conclusdo segue da lei 0-1 de Kolmogorov. ]

2.3 Acoplamento monoétono e parametro critico

E 1til construir simultaneamente as percolacdes para todos os valores de p. Seja
(Up)ecp uma familia de variaveis independentes, uniformes em [0,1], e defina

a)p(e) = 1{Ue$P}'
Para cada p, a configuracdo w,, tem distribuicdo P,. Além disso,
pPsq = wp<wy

coordenada a coordenada.
Um evento A C Q é crescente se

weEA w<np = neaA

E decrescente quando seu complementar é crescente.

Lema 2.4

Se A é crescente e B é decrescente, entdo, para p < g,

P,(A) SPA),  Py(B) 2 Py(B)

Demonstragao. No acoplamento acima, wp < wg- Assim, wp € A implica wg € A,
enquanto w; € B implica @, € B. Tomando probabilidades, obtemos as duas

desigualdades. ]

O evento I é crescente. Portanto, p — Og(p) é ndo decrescente. Como Os(p) s6
assume os valores 0 e 1, existe um tnico limiar entre os dois regimes.
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Definicido 2.1

Definimos o parametro critico de G por

P(G) = sup{p : ©5(p) = 0} = inf{p : Og(p) = 1}.

Como G é infinito e conexo, ©5(0) = 0 e ©g(1) = 1. Consequentemente,

O5(p) =0 se p < p(G), Og(p) =1 sep> p(G).

Nada nessa definicdo determina o comportamento exatamente em p = p.(G). A
percolagio critica é um dos temas centrais da teoria, e seu comportamento depende
fortemente da geometria do grafo.

Exercicio 2.2

Mostre diretamente que p.(Z) = 1.

2.4 Invariancia e ergodicidade

Em grafos com muitas simetrias, a lei 0-1 também pode ser vista como uma
consequéncia da ergodicidade.
Se ¢ € Aut(G) e w € Q, definimos

(pw)(e) = w(pe).
Para um evento A € &, escrevemos
pA ={pw : w € A}.

Dizemos que A é invariante se pA = A paratodo ¢ € Aut(G). A medida de Bernoulli
P, é invariante sob automorfismos, pois os estados das arestas sio i.i.d.

Denote por Fay(G) a o-algebra dos eventos invariantes. Dizemos que P, €
Aut(G)-ergédica se

A€ e = Py(A)ef01}
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Proposicao 2.5 — Ergodicidade da percolacao

Suponha que G seja conexo e localmente finito e que toda 6rbita de vértices
sob Aut(G) seja infinita. Entdo P, é Aut(G)-ergodica.

Demonstracdo. Seja A um evento invariante e fixe ¢ > 0. Pelo Teorema 2.2, existe
um evento cilindrico B, dependente apenas de um conjunto finito de arestas F, tal
que

P,(AsB) <e.

Se F = @, entdo B é constante e a estimativa abaixo é imediata. Podemos,
portanto, supor F # @. Escolha um vértice x incidente a alguma aresta de F e seja
K o conjunto finito dos extremos das arestas de F. Como a orbita de x é infinita e
G é localmente finito, ela é ndo limitada. Logo existe ¢ € Aut(G) tal que

dist(px,K) > diam(K) + 1.

Como automorfismos preservam distancias, isso implica ¢F N F = @. Portanto, os
eventos B e ¢pB dependem de conjuntos disjuntos de coordenadas e sdo independen-
tes.

Além disso, A = pA e P, (¢B) = P,(B). Usando

(C1 N Dy)a(Cy N Dy) € (CyaCy) U (DyaDy),
obtemos
IP,(AN @A) —P,(BN@B)| < P,(AsB) + P,(pAsgB) < 2e.
Por outro lado,

|Pp(B)2 - Pp(A)2| = |Pp(B) - Pp(A)| (Pp(B) + Pp(A))
< 2P,(A2B) < 2e.

Como A = @A e B e ¢B sio independentes,

[P,(A) — P,(A)] = [P,(A N @A) — P,(A)
< |P,(A N @A) —P,(BNgB)| +|P,(B)* — P,(A)|
< 4e.

Como ¢ ¢ arbitréario, PP(A) = Pp(A)Z. ]
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Exercicio 2.3

Mostre que o evento I de existéncia de uma componente infinita é invariante sob
Aut(G). Conclua que, em um grafo transitivo infinito, a Proposicdo 2.5 fornece
outra prova do Teorema 2.3.

2.5 Desigualdade de Harris

A monotonicidade também produz correlagio positiva. O resultado seguinte é a
forma da desigualdade FKG de que precisaremos. No contexto de medidas produto
de Bernoulli, ela é usualmente chamada de desigualdade de Harris.

Uma fungéo f : Q — R é crescente quando

w<n = flw)< f).

Antes da prova, registramos uma forma conveniente da aproximacao por infor-
macao finita. Enumere E = {e,e,, ...} e defina

F, = o(wley), ... w(e,)).

Lema 2.6 — Aproximacao por informacao finita
Se X € L(P,) e
X = Ep[X | Fal,
entdo X, > X em L2, Além disso, se X é crescente, cada X, é crescente como
funcao das primeiras n coordenadas.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.2, indicadores de eventos cilindricos sdo densos,
em L?, entre indicadores de eventos mensuraveis. Por aproximacio por funcdes
simples, as variaveis que dependem de um nimero finito de coordenadas sdo densas
em L*(P)).

Fixe € > 0 e escolha uma variavel Y, mensuravel com respeito a %y para algum
N, tal que |X — Y|, < e. Paran > N, temos E,[Y | #,] =Y. Pela contracéo da
esperanca condicional em L2,

1% = Xllo <IEL[X =Y [ Fpllz + Y — X2 < 2e.

Isso prova a convergéncia.
Se X é crescente, fixar as primeiras n coordenadas e fazer a média sobre as
restantes preserva a ordem coordenada a coordenada. Logo, X), também é crescente.
[
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Proposicao 2.7 — Desigualdade de Harris

Se A e B sao eventos crescentes, entao
PP(A N B) > PP(A)PP(B).

Mais geralmente, se f e g sdo funcdes mensuraveis, limitadas e crescentes,
entdo

Ep[fg] 2 Ep[f]Ep[g]-

Demonstrag¢ao. Comecamos com o caso em que f e g dependem apenas de n arestas.
A prova é por inducdo em n.
Paran =1,

E,lfgl = pf(Dg1) + (1 = p) f(0)g(0),
enquanto

Eplfl=pf(M)+0Q-p)f(0),  Eplgl=pg(1)+(1—p)g0).

Subtraindo e fatorando,

E,[fg]l —EplfIE,[g] = p(1 — p)(f(1) = f(0))(g(1) — g(0)) >0,

pois f e g sdo crescentes.
Suponha o resultado valido para n — 1 coordenadas. Condicione nos primeiros
n — 1 estados e aplique o caso de uma coordenada a ultima. Se

F=Elf o) olen D, &=Eplgloler) ..ol ],
entdo
Eplfegl 2 Ep[f gl

As funcdes f e g sio crescentes nas primeiras n — 1 coordenadas. Pela hipotese de
inducéo,

E,[f &1 2 EplfIEp[g] = E,[fIE,[g]- (2.1)
Isso prova o caso finito.

Para o caso geral, defina

Th=Eplf [ Al & =Eplg | FAl

Pelo lema anterior, f, e g, sdo crescentes, dependem apenas de n coordenadas e
convergem em L? para f e g, respectivamente. Pelo caso finito,

Ep[fngnl = Epl fulEplgal-
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Tomando limites, obtemos a desigualdade desejada. A versdo para eventos segue
aplicando o resultadoa f =14 e g = 1p. |

Corolario 2.8

Se Ay, ..., Ay sdo eventos crescentes, entao

k k
Pp( AJ) > [P, (4.
j=1 =1

A mesma afirmacao vale para eventos decrescentes.

Demonstragao. A primeira afirmacéo segue por inducéo. Para eventos decrescentes,
aplique a desigualdade de Harris as fungdes —1 A; O, equivalentemente, troque
aberta por fechada. |

2.6 A componente de um vértice

Para x € V, definimos a funcdo de percolagdo enraizada

06x(p) = Pp(x © ).

Se G é transitivo, esse valor ndo depende de x, e escrevemos simplesmente 65(p).
A funcédo p = 0g(p) é ndo decrescente. A relacio entre ¢; , e a probabilidade
global O é especialmente simples em grafos conexos.

Teorema 2.9

Seja G um grafo infinito, conexo e localmente finito. Para cada p € [0,1], as
seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

L 66(p) =1;
2. existe x € V tal que 0 ,(p) > 0;

3. paratodo x € V, 65 (p) > 0.
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Demonstragao. Como

I=U{z<—><><>}

zeV

e V é enumeravel, ©5(p) = 1 implica que existe z com 6 ,(p) > 0.

Fixe agora x € V. Se 0 ,(p) > 0, entdo necessariamente p > 0. Escolha um
caminho simples entre x e z com m arestas. Se todas essas arestas estiverem abertas,
entdo x < z; pela independéncia,

P,(x ©z)2p™>0.
Os eventos {x <> z} e {z & oo} sdo crescentes. Pela desigualdade de Harris,
QG,x(p) 2> Pp(x ©z,Z < ) > Pp(x © 2) QG,z(p) > 0.

Logo, (2) implica (3).
Finalmente, (3) implica (2), e se 05 x(p) > 0 para algum x, entdo ©5(p) > 0. Pelo
Teorema 2.3, O5(p) = 1. ]

Corolario 2.10
Para todo x € V,
pc(G) = Sup{P : QG,x(p) = 0} = inf{P : QG,x(p) > O}-

Em particular, o pardmetro critico ndo depende da escolha da raiz.

2.7 Grafos unidimensionais

O caso de Z sugere uma classe de grafos que podem ser separados do infinito
por cortes de tamanho uniformemente limitado.

Definicdo 2.2 — Conjunto de corte

Seja o € V. Um conjunto finito de arestas A C E é um conjunto de corte para o
se a componente de o no grafo G \ A é finita. Equivalentemente, todo caminho
infinito simples iniciado em o utiliza alguma aresta de A.

Em Z, tomando o = 0, podemos escolher

A, = {{n,n +1}4{-n,—n—- 1}}, n>0.
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Os conjuntos A, sdo dois a dois disjuntos, sdo conjuntos de corte para 0 e tém
cardinalidade 2.

Definicdo 2.3 — Grafo unidimensional

Um grafo infinito e conexo G é chamado unidimensional se existem um vértice
0o € V e uma sequéncia (A,),>; de conjuntos de corte para o, dois a dois
disjuntos, tais que

sup |A,| < oo.

n

Figura 2.1: Grafo escada.

Exercicios

Exercicio 2.4

Mostre que o grafo escada Z x {0,1} é unidimensional.

Exercicio 2.5

Seja G um grupo finitamente gerado e suponha que H < G tenha indice finito e
seja isomorfo a Z. Mostre que qualquer grafo de Cayley de G é unidimensional.

Teorema 2.11

Se G é unidimensional, entao

PC(G) =1

Demonstragdo. Sejam o e (A,) como na defini¢do, e escolha M < oo tal que |A,| < M
para todo n. Para p < 1, denote por &, o evento de que todas as arestas de A,, estdo
fechadas. Entdo

Py(&,) =(1-p)H > -pM>o.

Como os conjuntos A, sio dois a dois disjuntos, os eventos &), sdo independentes.



2 Percolacao 18

Assim,

Pp(}Q %15) = HPP(%@

k=1
n
= H(l - Pp(%k))
k=1
<(1-(1-p")' —o.
Como os eventos ﬂzzl &) decrescem com n, pela continuidade da probabilidade,

(m gk) im (m i) <o

k>1

Portanto, quase certamente algum &, ocorre. Quando isso acontece, todas as arestas
de um conjunto de corte para o estdo fechadas, e entdo |€(0)| < 0. Logo,

0c.o(p) =0 para todo p < 1.

Pelo corolario anterior, p.(G) = 1. ]



CAPITULO

3

Transicao de fase em Z*

3.1 Cota inferior por caminhos autoevitantes
O objetivo deste capitulo é provar que
0< p(zh) <1 para todo d > 2.

Comecaremos com uma contagem de caminhos autoevitantes para obter a cota
inferior e, em seguida, usaremos o argumento de Peierls por conjuntos de corte
para obter uma cota superior.

Teorema 3.1

Seja G um grafo infinito e conexo com graus uniformemente limitados por
D. Entéo,

1
p(G) > -1

19
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Demonstrag¢ao. Um caminho autoevitante em um grafo G, com inicio em um vértice
x, € um caminho y que satisfaz

Yo=x e y;#yjparatodoi# ],

ou seja, cada vértice é visitado no maximo uma vez. Denotemos por S, o conjunto
de todos os caminhos autoevitantes de comprimento n iniciados em x e defina

Hn = 1Sl
Introduzimos, entdo, o ntiimero de crescimento

. 1/n
pu=limsup ' .
n—o0
Seja D o grau maximo de G. Apds o primeiro passo, que pode ser realizado de D
formas, um caminho autoevitante ndo pode retroceder imediatamente, restando no

maximo D — 1 escolhas em cada etapa subsequente. Assim, temos
fn < D(D - 1)" 1.
Tomando raizes n-ésimas,
llrlz/n <DVn(p— 1D/ _, p_q,

e portanto
p<D-1

Assim, basta mostrar que p,(G) > p~!. Para isso, note que, para qualquer
caminho y € S, o fato de y ser autoevitante garante que ele utiliza n arestas
distintas, de modo que

P,ly C ()] = o

Consequentemente, a probabilidade de que exista pelo menos um caminho y € S,
totalmente aberto na componente conexa de x é limitada por

Pp[ay €S, ycC %(x)] < Z; P,ly C GGl = p p"
Ye n

Seja E, o evento de que existe um caminho aberto autoevitante de comprimento
n iniciado em x. Os eventos (E,) sdo decrescentes. Como G é localmente finito,
uma componente infinita de x contém um caminho autoevitante infinito; reciproca-
mente, se existem caminhos autoevitantes abertos de comprimentos arbitrariamente
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grandes, o lema de Konig aplicado a arvore dos caminhos simples finitos fornece
um caminho aberto infinito. Portanto

{x<—>00}:ﬂEn.

n>1

Pela continuidade da probabilidade para sequéncias decrescentes,

Pp[x ¢ o] = nlggo P,(E,) < limsup p,p".

n—oo

Se p = 0, o lado direito é obviamente zero. Se 0 < p < !, escolha p tal que

up < p<1l.

Pela definicao de limite superior, para n suficientemente grande,

1
,Un/nP <p
e, portanto,
ppp" < pt— 0.
Logo
05x(p) =0 paratodo p < T
e assim )
>u > ——.
pc(G) 2 2 D1
[
Exemplo 3.1.

Seja T; a arvore d-regular. A contagem de caminhos autoevitantes fornece a

. . 1 . . 1
estimativa p.(Ty) > =t Mais adiante veremos que, de fato, p.(Ty) = =g

3.2 Cota superior via conjuntos de corte

Fixe um grafo infinito, conexo e localmente finito G e um vértice x € V(G).
Um conjunto finito de arestas II é um conjunto de corte de x para o infinito se a
componente de x em G \ II é finita. Dizemos que II é minimal quando nenhum
subconjunto proprio de IT ainda é um conjunto de corte.
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Exercicio 3.1

Mostre que todo conjunto de corte finito contém um conjunto de corte minimal.

Proposicao 3.2

Para uma configuracéo de percolagido em G,

X <> 00

se e somente se todo conjunto de corte minimal finito de x contém pelo
menos uma aresta aberta.

Demonstragao. Suponha primeiro que % (x) seja finita. Como G é localmente finito,

sua fronteira de arestas
3, 6(x) ={yz} €E: y € €(x), z & €(x)}

é finita. Ela é um conjunto de corte de x, e todas as suas arestas sdo fechadas.
Escolhendo dentro dela um subconjunto minimal que ainda seja um corte, obtemos
um conjunto de corte minimal inteiramente fechado.

Reciprocamente, se € (x) é infinita, a local finitude e o lema de Konig fornecem
um caminho aberto autoevitante infinito iniciado em x. Todo conjunto de corte de
x deve intersectar esse caminho e, portanto, contém uma aresta aberta. [ |

A proposicao anterior fornece a forma classica do argumento de Peierls.

Proposicao 3.3

Fixe x € V(G) e denote por C,(x) o conjunto dos conjuntos de corte minimais
de x com cardinalidade n. Suponha que |C,(x)| < co para todon > 1 e que
existam ny e M > 1 tais que

|C, (%) < M" para todo n > ny.

Entao s
pG) < ——.
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Demonstragao. Fixe p > (M — 1)/M, de modo que M(1 — p) < 1. Se IT € C,(x),
a probabilidade de todas as arestas de II estarem fechadas é (1 — p)". Logo, para
N > ny,

P,(3n > N, 3 € Cy(x) : Il estd inteiramente fechada) < Z [M(1 - p)]™.
n>N

Escolha N de modo que o lado direito seja no maximo 1/2 e denote o evento acima
por A.
Como C,(x) é finito para 1 < n < N, o conjunto

F=|J) |J o
1<n<N TIEC,(x)

é finito. Seja B o evento de que todas as arestas de F estdo abertas. Entdo PP(B) > 0.
Os eventos B e A° sdo crescentes; pela desigualdade de Harris,

P,(B N AS) > Po(B)P(AS) > %PP(B) > 0.

Em BN A° néo existe conjunto de corte minimal inteiramente fechado: os cortes
de tamanho no maximo N encontram F, cujas arestas estdo abertas, e os cortes
maiores sdo excluidos por A°. Pela Proposicdo 3.2, x <> co. Assim 05 ,(p) > 0,
e o capitulo anterior implica p,(G) < p. Fazendo p | (M — 1)/M, obtemos a
conclusao. ]

Percolacao uniforme e contagem de cortes minimais

Em um grafo néo transitivo, a existéncia de percolagéo a partir de algum vértice
nao fornece, em geral, uma cota positiva uniforme sobre todos os vértices. Para
formular o teorema de contagem de cortes minimais, definimos

9* := inf 6,
G(P) v 1 ©) G,v(P)
eo par&metro critico uniforme

pe(G) :=inf{p € [0,1] : 65(p) > 0}.

Sempre p.(G) < p(G). Se G é quase-transitivo, isto é, se Aut(G) possui apenas um
numero finito de 6rbitas de vértices, entao

P2 (G) = p(G).
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De fato, para p > p.(G) o capitulo anterior mostra que 65 ,(p) > 0 para todo vértice
v; como essa probabilidade é constante em cada Orbita e ha apenas finitas drbitas,
seu infimo é estritamente positivo.

Parav € V(G) e n > 1, seja Q,(v) o conjunto dos conjuntos de corte minimais de
v com cardinalidade n e defina

1/n
G := sup |0, k(G) :=supgn .
veV(G) n>1
Permitimos g,, = co. Por exemplo, em Z ha infinitos cortes minimais de tamanho 2
para uma raiz fixa.

Para um conjunto S C V(G), definimos sua fronteira exposta por

0o0S 1= {{a,b} €E:aeS bé¢s, bpertence a uma componente infinita de G \ S}.

Lema 3.4

Se S é finito e conexo e u € S, entdo dy,S é um conjunto de corte minimal de
u para o infinito.

Demonstragdo. Todo caminho infinito simples iniciado em u visita S apenas um
numero finito de vezes. Na ultima saida de S, ele atravessa uma aresta de 9.,S.
Portanto 9,5 é um conjunto de corte.

Se e = {a,b} € 9,5, com a € S, existe um caminho em S de u até a e existe
um caminho infinito iniciado em b que permanece em G \ S. Concatenando esses
caminhos com e, obtemos um caminho infinito a partir de u que nao usa nenhuma
outra aresta de d,,S. Logo, a remocao de qualquer aresta de 9., S destroi a propriedade
de corte, provando a minimalidade. |

Proposicao 3.5

Seja IT um conjunto de corte minimal de u e seja A a componente de u em
G \ II. Denote por

B={ae A:3b¢ Acom{ab}ll}
o conjunto dos extremos internos das arestas de II. Se
BCSCA,

entao
0s0S =11
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Demonstrag¢ao. Como II é um conjunto de corte, A é finito e conexo. Toda aresta
de 9, A pertence a I1, pois A é uma componente de G \ II. Pelo Lema 3.4, d,A é um
conjunto de corte minimal de u, e

00oA C 9,A C 1L

A minimalidade de IT forca
OooA = 0,A =1L

See={ab} €Il,coma € A, entdo a € B C S e b possui um caminho infinito em
G\ ACGN\S. Logo e € 0S5, e portanto II C 9,,S.

Reciprocamente, seja e = {a,b} € 9,5, coma € S C A. See ¢ II, entdo b € A,
pois A é uma componente de G \ II. Um caminho infinito iniciado em b e contido
em G \ S teria de sair do conjunto finito A por alguma aresta de 9,A = II. O
extremo dessa aresta que pertence a A estd em B C S, uma contradicido. Assim
e € I1, concluindo a igualdade. ]

Proposicao 3.6

Seja G = (V,E) um grafo finito e conexo, e seja P uma medida de percolacdo
positivamente associada em G. Seja B C V, e suponha que existam 0,p € (0,1]
tais que

P(u < B) >0 para todou €V,

P(e esta aberta) > p paratodae € E.

Entéo, para todo o € V,

P(ﬂ{oeb}) >cBl ci= (%0>

beB

3/0

Demonstragao. Ponhan = |B| e a = pf/2. Chamaremos uma sequéncia de vértices
X115 eee s Xk

de encadeada quando x; = o e, para cada i > 2,
0
a<P(x o {x,...x.1}) < > (3.1)
Como V é finito, existe uma sequéncia encadeada maximal. Fixe uma delas e escreva

X ={x1, ... %}
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Primeiro mostramos que

Plu+o X)>

NSRS

paratodou V. (3.2)

De fato, seja
WZ{uEV : P(u(—)X)zg}.

Temos X C W. Se W = V, a conexidade de G fornece uma aresta {u,v} comu € W
ev & W. Como os eventos

{{u,v} esta aberta} e {u < X}

sdo crescentes, a associa¢do positiva implica

P(v & X) > P({uv} aberta, u < X) > pg —a

Por outro lado, v ¢ W da P(v < X) < 6/2. Portanto v poderia ser acrescentado ao
fim da sequéncia encadeada, contrariando sua maximalidade. Isso prova (3.2).

Para limitar o tamanho de X, ponha X; = {x,...,x;} e seja N; o numero de
componentes abertas da configuracdo que intersectam simultaneamente X; e B.
Parai > 2,

Ni = Nio1 = 1508, 5o X} 2 Lo — lxox, )
Logo
E(N; = Ni-1) 2 P(x; © B) = P(x; < X;1)

>0-

RSt
Y

Como EN; = P(o < B) > 6, somando de i = 2 até k obtemos

k
EN; =EN; + > E(N;— Ni_p) > 0+ (k - 1)2.
i=2

Como Ni < n,
0 0
nZENk29+(k—1)5 2](5,
e portanto
2n
k< —. 3.3
<3 (33)
Considere

k
o =Y © X1}

i=2
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Se of ocorre, todos os vértices de X pertencem a componente de o. Pela associacio

positiva,
k

i=2

Considere também

B = ()b X}
beB
Por (3.2) e associa¢io positiva,
n
= (2).

Os eventos &/ e 9B sdo crescentes. Portanto, pela associacio positiva,
0 n
P(d N B) > P(d)P(B) > a*"/b (§> :

Se os dois eventos ocorrem, todo vértice de B esti conectado a 0. Assim,

P (ﬂ{o © b}) > g?n/? <§>"

beB

Comoa=pf/2<0/2<1e1/0>1,

N>

> al/t

5

e portanto

a2n/f <§>n > a3/t — on

Teorema 3.7 — Easo-Severo-Tassion

Para todo grafo infinito, conexo e localmente finito G,

pi(G)<1 <= k(G)< oo

Este é o teorema de contagem de cortes minimais de Easo, Severo e Tassion;
veja (Easo et al. 2025). Para grafos quase-transitivos, como p; = p,, recuperamos a
formulacio

p(G) <1 <= «k(G)<oo.
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Demonstragdo. Suponha primeiro que x(G) < co. Escolha K < oo tal que
|0, (v)] < K" para todov € V(G),n > 1.

Se @ (v) é finita, o Lema 3.4 mostra que do, € (v) é um conjunto de corte minimal de
v, inteiramente formado por arestas fechadas. Portanto

P, <) < Y 10,01 - p)* < YK - p)I.

n>1 n>1

A cota é uniforme em v e tende a zero quando p 1 1. Para algum p < 1 ela é menor

que 1/2, de modo que
1
ir‘}pr(v “ 00) > 5

Logo p:(G) < 1.
Reciprocamente, suponha p;(G) < 1. Existem p < 1 e 6 > 0 tais que

P,(v e 00)>0 para todo v € V(G).

Fixe 0 € V(G) e IT € Q,(0). Seja A a componente de 0 em G \ Il e B o conjunto dos
extremos internos de II. Para u € A, todo caminho aberto infinito iniciado em u
deve encontrar B antes de atravessar II; logo

P,(u 4 B) > 0.

Aplicando a Proposicéo 3.6 a percolacdo de Bernoulli restrita ao subgrafo induzido

por A, obtemos, com
3/0

0
=(5)
2
que o evento & de todos os vértices de B estarem ligados a o dentro de A satisfaz

P,(&) > cBl > ¢n,

Se F é o evento de todas as arestas de I1 estarem fechadas, entdo & depende apenas
das arestas com ambos os extremos em A, enquanto & depende das arestas de II.
Pela igualdade IT = 9, A estabelecida na prova da Proposicéo 3.5, esses conjuntos de
arestas sdo disjuntos. Portanto

P,(ENF)=P,(E)PH(F) = [c(1 - p)]"
Em & N %, a componente C de o satisfaz B C C C A. Pela Proposicao 3.5,

0ooC = IL
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Os eventos {0,,C = IT}, IT € Q,(0), sdo disjuntos. Assim,

1> ) Pp(0.C =10 >1Q,(0)[c(1 — p)]I".

1€Q,(0)
Logo
1
< K" K=——
00) < K, =
uniformemente em o e n. Portanto x(G) < co. ]

3.3 Dualidade

Como Z2 é um subgrafo de Z4 para todo d > 2,

p(Z) < p(Z?).

Assim, para obter uma cota superior uniforme para p,(Z%), basta trabalhar no plano.
Considere a imersdo usual de Z?2. Seu grafo dual é a rede deslocada
Z R
2’2

A cada aresta primal e corresponde a unica aresta dual é que a cruza. Dada uma
configuracio w, definimos

w(é) =1 - wle).

Consequentemente, se » tem lei de percolacdo de Bernoulli com parametro p,
entdo & tem lei de percolacio de Bernoulli com pardmetro 1 — p no grafo dual. Esta
correspondéncia de configuragdes, por si s6, ndo determina os pardmetros criticos; a
identidade exata p,(Z?) = 1/2 sera provada mais adiante, no capitulo de percolacio
planar.

Definicao 3.1

Um poligono autoevitante no grafo dual ¢ um caminho fechado finito

Y = (os oY) Y0 = Yo

que néo repete nenhum outro vértice. Dizemos que y envolve a origem quando
0 pertence a componente limitada de R? \ y.
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Figura 3.1: Grafo planar e seu grafo dual.

Proposicao 3.8

Um conjunto finito de arestas IT é um conjunto de corte minimal de 0 para o
infinito em Z? se e somente se

f={:ecI}

—
é o conjunto de arestas de um poligono autoevitante em Z2 que envolve a
origem.

Demonstragao. Suponha primeiro que I seja um conjunto de corte minimal e seja
A a componente finita de 0 em 72\ 1L Seguindo, no grafo dual, a fronteira que
separa A da componente infinita de 72 \ A, obtemos um circuito dual contido
em I1 que envolve a origem. Eliminando eventuais lacos do circuito, obtemos um
poligono autoevitante y C i que ainda envolve a origem. As arestas primais duais
a y formam, pelo teorema da curva de Jordan, um conjunto de corte de 0 contido
em II. Pela minimalidade de II, esse subconjunto deve ser o proprio II. Logo = Y-

Reciprocamente, suponha que i seja um poligono autoevitante que envolve a
origem. Pelo teorema da curva de Jordan, qualquer caminho primal de 0 ao infinito
deve cruzar o poligono dual e, portanto, atravessar uma aresta de I1. Assim IT é um
conjunto de corte. Escolha um subconjunto minimal IT” C IT que ainda seja um corte.
Pela primeira parte da prova, I é um poligono autoevitante que envolve a origem
e esta contido no poligono fl. Um ciclo simples ndo contém propriamente outro
ciclo simples como subconjunto de suas arestas; portanto I =Tlell’ =1L |
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Figura 3.2: Um conjunto de corte minimal de 0 e seu poligono autoevitante dual.

Corolario 3.9
Para todo d > 2,

1 d
57— S P(Z) <

[SSRIN )

Demonstracdo. A cota inferior segue do primeiro teorema do capitulo, pois Z¢ tem
grau 2d.

Para a cota superior, fixamos a origem em Z? e denotamos por C,(0) os cortes
minimais de tamanho n. Pela Proposi¢do 3.8, cada elemento de C,,(0) corresponde a
um poligono autoevitante dual de comprimento n que envolve a origem.

Se w e h sdo, respectivamente, as amplitudes horizontal e vertical da caixa
retangular minima que contém tal poligono, entdo o fato de o poligono envolver
a origem implica que essa caixa também contém a origem. Além disso, para um
caminho fechado na rede quadrada,

2w+ 2h < n.

Em particular, todos os vértices do poligono estdo a distancia { no maximo n/2 + 1
da origem. H4, portanto, no maximo (2n + 3)? escolhas possiveis para um vértice
inicial do poligono.

A partir de um vértice fixo da rede dual, ha no méaximo

4 . 3?’[—1
caminhos autoevitantes de comprimento n. Assim

IC,(0)] < 4(2n + 3)? 3771,
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Tomando raizes n-ésimas,

2 l/n
IC,(0)V/" < 3 (@) — 3.

Portanto, para todo ¢ > 0, existe ny(¢) tal que
IC,(0)] < (3+ &) para n > ny(e).

A Proposicéo 3.3, com M = 3 + ¢, fornece

24¢
34+¢

p(Z?) <
Fazendo ¢ | 0, obtemos pc(Zz) < 2/3. Finalmente,

p(Z%) < p(Z?)

parad > 2. |

Exercicios

Exercicio 3.2

Suponha que IT ndo intercepte as arestas contidas na caixa
{z€Z? : |zlw <n}.

Prove que [[I| > n. Assim, II deve conter pelo menos uma aresta que esteja a
distancia, no méaximo, n da origem.

Exercicio 3.3
Relacio entre p.(G) e pc(a)

No presente exercicio, utilizamos a notacdo A i C para indicar que A e C
estdo conectados por um caminho usando vértices em B apenas. Consideramos
percolagdo de Bernoulli em uma rede planar G embutida de tal forma que Z? atue
transitivamente sobre G. Ndo assumimos simetria da rede.

Chamamos as partes esquerda, direita, superior e inferior de um retangulo de
Esquerda, Direita, Topo e Base. Além disso, H(n,k) e V(n,k) sdo os eventos nos
quais [0,n] x [0,k] é cruzado horizontalmente e verticalmente por caminhos abertos.

Passo 1 Use o Lema de Borel-Cantelli e o Teorema a seguir:
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Teorema 3.10 — Decaimento exponencial no diametro

Para todo p < p, existe uma constante c,, > 0 tal que, para todo n > 1,
P,[0 © 9A,] < exp(—cyn).
Além disso, existe ¢ > 0 tal que, para p > p,,

0(p) > c(p — pe)-

para provar que, para p < p.(G), existe um nimero finito de circuitos abertos
envolvendo um dado vértice de G. Deduzimos que:

p(G) + p(G) < 1.

Queremos provar a reciproca utilizando um argumento por contradigio. A partir
de agora, assumimos que tanto p > p.(G) quanto p* > pc(é).

Passo 2 Para s > 0 e x € Z2, definimos S, = x + [0,s]%. Prove que, para qualquer
retangulo R, existe x = x(R) € R N Z2 tal que existem vizinhos x’ e x” de x em Z?
satisfazendo:

R R
P,[S, «— Base] > P,[S, «— Topo],
R R L
P,[S, «— Esquerda] > P,[S, «— Direita],
R R
P,[Sy < Topo] > P,[S «— Base],
R L R
P,[Sy» < Direita] > P,[S,~» <> Esquerda].

Passo 3 Seja H =R, xR, ¢_ ={0} xR,, ¢, = {0} xR_et=¢_ut,. Prove que
existe x = x(m) com primeira coordenada igual a m satisfazendo:

H H
Pp[Sx — ]2 Pp[Sx — ],
H H
Py[Sci01) < &1 S PplSeio1) < &4l
Passo 4 Utilizando o truque da raiz quadrada, deduza que:

H
Py[Sy <> €] 21— [P,[Sx~1]
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H
P,[Sci(o1) <= €1 21— [PplSxi(o,n) 1]

Passo 5 Usando o fato de que ha uma componente infinita Gnico quase certa-
mente, prove que a probabilidade de que {0} x [0,1] esteja conectado ao infinito
tende a 0.

Passo 6 Prove que a distincia entre x(R) e a fronteira de R necessariamente
tende a infinito quando min{n,k} — oo.

Passo 7 Utilizando x(R), prove que:

max{P,[V(nk)|,P,[H(nk + D]} > 1

min{P,[V(nk).P,[H(nk)]} — 0

quando min{k,n} — co. Dica: use o truque da raiz quadrada e o critério de unicidade
cOmo nos passos anteriores.

Passo 8 Considerando o maior inteiro k tal que P,[V(n,k)] > P,[H(n,k)], chegue
a uma contradicdo. Deduzimos, entéo, que:

p(G) + p(G) > 1.



CAPITULO

4

Percolacao em arvores

4.1 Processo de Galton-Watson

O processo de Galton-Watson surgiu do problema da sobrevivéncia de sobreno-
mes ao longo das geracoes, estudado por Francis Galton e Henry William Watson no
século XIX. Nesse modelo, cada individuo produz, independentemente dos demais,
um numero aleatoério de descendentes segundo uma distribuicéo fixa.

Partimos de um unico individuo, que constitui a geracao inicial. Seus filhos
formam a primeira geracio; os filhos destes, a segunda, e assim sucessivamente. A
repeticdo da mesma regra de descendéncia produz uma arvore genealdgica aleatoria.

Em vez de acompanhar toda a arvore, consideramos o tamanho da populacao
em cada geracdo. Isso permite estudar a probabilidade de extincdo: sob a hipotese
nédo degenerada usual, a populagio se extingue quase certamente quando o nimero
médio de descendentes por individuo é menor ou igual a 1; quando essa média é
maior que 1, a sobrevivéncia tem probabilidade positiva.

Na percolacdo em arvores, a explora¢do da componente aberta pode ser des-
crita por esse processo de ramificacdo. O critério de extincao fornecera, assim, o
parametro critico.

35
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Definicido 4.1

Seja y uma distribuicio em IN, ou seja, u : IN — [0,1] tal que ), p(n) =1. O
processo de Galton-Watson com distribuicao de descendéncia y, também
denotado por GW , é a seguinte cadeia de Markov (Z,), sobre IN:

Seja (X x)jkenw uma familia de variaveis aleatérias i.i.d. com distribuicao .

1. Na geracdo n = 0, definimos Z;, = 1, isto é, iniciamos com um tnico
individuo.

2. Dado Z,, definimos:

Zny1 i = Z Xn+1 k

onde X, i representa o niumero de descendentes do k-ésimo individuo na
geracgao n.

Escrevemos ainda p; = u(k), k > 0, para a probabilidade de um individuo ter
exatamente k descendentes.

Critério de extincao

Seja m o nimero médio de descendentes por individuo,

E[X ] Z kP

k>0
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e seja g a probabilidade de extin¢do. O comportamento do processo depende de m e
do caso degenerado p; = 1:

Teorema 4.1

B Sem < 1, entdo g = 1, ou seja, a extingdo ocorre quase certamente.
® Sem > 1, entao g < 1.

B Sem=1ep; #1,entaoqg=1.

Demonstracdo. Considere a fungio geradora da distribuicdo de descendéncia,
f(s) = E[sXu1] = Z sk, 0<s< 1.
k>0
Seja
n = P(Zn =0).
Como o estado 0 é absorvente, g, é também a probabilidade de o processo ter
se extinguido até a geracdo n. Condicionando no nimero k de descendentes do

individuo inicial, a extin¢do até a geracdo n + 1 ocorre exatamente quando cada
uma das k linhagens se extingue até a geracéo n. Pela independéncia das linhagens,

Gue1 = Y, Pkl = (@), qo=0.
k>0

Assim, (qy,)y, é crescente e converge para a probabilidade de extincio g. Pela conti-
nuidade de f,
q=f(q).

Além disso, se s € [0,1] satisfaz f(s) = s, entdo
9 =0<s, Gn < 5= Gny1 = f(qn) < f(8) =s.

Por inducéo, g, < s para todo n; logo g < s. Portanto, g ¢ o menor ponto fixo de f
em [0,1].
A funcio f é convexa, satisfaz f(1) =1e

ffA=)=m
(com o valor +co permitido). Se m < 1, a convexidade fornece, para 0 < s < 1,

fls)> fF()+ F/A=)s—1) =1+ m(s—1).
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Comos—1<0em<1,
l+m(s—1)>1+(s—1) =s.

Logo f(s) > s para todo s < 1, o inico ponto fixo é 1 e g = 1.

Se m = 1, a convexidade fornece f(s) > s em [0,1]. Se houvesse igualdade em
algum s < 1, a convexidade e a igualdade também em 1 forcariam f a coincidir com
a reta identidade em todo o intervalo [s,1] e, por analiticidade em (0,1), em todo
(0,1); isso equivale ao caso degenerado p; = 1. Portanto, quando p; # 1, temos
novamente f(s) > s paratodos < 1e, assim, g = 1.

Finalmente, suponha m > 1. Entéo, para s < 1 suficientemente proximo de 1,

f(s) <s.

Como f(0) = py > 0, a continuidade fornece um ponto fixo em [0,1); se py = 0, o
proprio 0 ja é ponto fixo. Como g é o menor ponto fixo, segue que q < 1. |

Exemplo 4.1 — Distribuicao binomial.

Se os individuos geram descendentes segundo uma distribui¢do binomial X ~
Bin(d, p), entdo a média é m = dp. O ponto critico ocorre quando m = 1, ou seja,

pc:E'

Para p < p. ocorre extingdo quase certa; para p > p., ha probabilidade positiva de
sobrevivéncia. No ponto critico, vale a ressalva do caso degenerado p; = 1.

4

O processo de Galton-Watson também ¢ usado em biologia populacional e epide-
miologia. Para a percolacdo, o exemplo binomial permite descrever a componente
aberta em arvores regulares.

4.2 Percolacao em arvores regulares

Considere d > 3 e seja T; a arvore infinita d-regular: todo vértice possui exata-
mente d vizinhos. Fixe uma raiz o. A escolha da raiz nao altera o grafo; ela serve
apenas para orientar as arestas em direcéo ao infinito.

Se x1, ... X4 sdo os vizinhos de o0, a remogao de o decompde T; em d subarvores
disjuntas Ty, ... ,T;, onde T; contém x;j. Vista como 4rvore enraizada em x;, cada T;
possui exatamente d — 1 filhos por vértice.
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E preciso distinguir a raiz dos demais vértices: a componente de o na arvore
d-regular néo é, desde a geracéo inicial, um processo de Galton-Watson homogéneo
com distribui¢do Bin(d — 1,p), pois a raiz possui d vizinhos. Em cada ramo T;, porém,
o processo de descendéncia é Galton—Watson com essa distribuigio.

Proposicao 4.2

Fixe j € {1,....d}. Condicionalmente a abertura da aresta {o,x;}, o nimero
de vértices da componente de o em sucessivas geragdes dentro de T; ¢ um
processo de Galton-Watson com distribuicdo de descendéncia

Bin(d — 1,p).

Os processos associados aos diferentes ramos sio independentes.

Demonstragdo. Cada vértice de T; possui d — 1 vizinhos mais distantes de o. As
arestas que ligam um vértice a esses descendentes sdo independentes e abertas com
probabilidade p. Assim, o numero de descendentes abertos de cada individuo tem
distribui¢ao Bin(d — 1,p), independentemente dos demais. Ramos distintos usam
conjuntos disjuntos de arestas, o que fornece a independéncia. |

Teorema 4.3

Para d > 3, na percolacéo por elos em T,

1
p(Ty) = i_1

Além disso,

Orio(75) =0

e, portanto, ndo existe componente infinita no ponto critico quase certamente.

emonstragdo. Em cada ramo T;, a sobrevivéncia além de x; é governada por um
D t E d T; b 1ém de x; d
processo de Galton-Watson com média

m = p(d — 1).

Se p < 1/(d — 1), esse processo se extingue quase certamente. Como hé apenas d

ramos,
P,(0 < o) = 0.
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Logo

1
pe(Ty) 2 -1

Se p > 1/(d — 1), o processo de Galton-Watson em cada ramo sobrevive com
probabilidade positiva. A aresta {o,x;} estd aberta com probabilidade p > 0, inde-
pendentemente da configuracio no restante de T;. Portanto, para qualquer j,

PP({o,xj} aberta e o ramo T; sobrevive) = pP,(T; sobrevive) > 0,

o que implica Oy, ,(p) > 0. Assim

Pc(Td) < d+1

No ponto critico p = 1/(d—1), amédia do processo é 1 e a distribuicio Bin(d—1,p)
nao ¢ degenerada em 1 para d > 3. Pelo critério de extin¢do de Galton-Watson,
todos os ramos se extinguem quase certamente; portanto 6y d,o(pc) =0.

Por transitividade de Ty, todo vértice tem a mesma probabilidade de pertencer a
uma componente infinita; no ponto critico essa probabilidade é zero. Como Ty é
enumeréavel, a probabilidade de existir alguma componente infinita é no maximo a
soma, sobre os vértices, dessas probabilidades, e portanto é zero. ]



CAPITULO

5

Ferramentas
probabilisticas

A desigualdade de van den Berg—Kesten e a formula de Russo permitem estudar
dois aspectos das conexdes abertas. A primeira controla ocorréncias disjuntas
de eventos crescentes; a segunda relaciona a variacdo de uma esperanga com as
influéncias das arestas.

5.1 Desigualdade BK

Fixe um conjunto finito de arestas F C E(G) e escreva Qp = {0,1}f. ParaK c Fe
w € QF, denotamos por

Cox =11 € QF : nlg = wlx}

o cilindro determinado por w em K.
Dizemos que K certifica um evento A C Q na configura¢do w quando C, g C A.

M
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Definicdo 5.1

Dados eventos A,B C Qp, sua ocorréncia disjunta é

AeB={w:3KLCF,KNL=0,C,x CAC,yC B}

Para eventos de conexdo, A o B significa que as duas ocorréncias podem ser
realizadas por conjuntos disjuntos de arestas. Por exemplo, se A e B especificam
duas conexdes em um subgrafo finito, entdo A - B exige caminhos abertos disjuntos
em arestas que certifiquem essas conexoes.

Teorema 5.1 — Desigualdade BK

Se A e B sdo eventos crescentes que dependem apenas das arestas de um
conjunto finito F, entdo

P (A B) < P,(A)P,(B).

A prova por indu¢do em |F| usa a seguinte descri¢io de A o B em termos de
configuracdes com suportes disjuntos.

Para configuragdes w,n € Qp com suportes disjuntos, escrevemos w + 1 para a
configuracéo cuja coordenada em e é w(e) + n(e).

Lema 5.2

Se A e B sao crescentes, entao

AeB={w+n : supp(w) Nsupp(n) = @, w € A, n € B}.

Demonstragao. Suponha primeiro que £ € A » B e escolha certificados disjuntos
K,L C F. Defina

0, ecL, n(e) = &), eel,

w(e) = Ee), eé¢ L, 0, eé L.

Entdo & = w + n e os suportes sdo disjuntos. Como K N L = @, a configuragio w

coincide com & em K, logo w € C,;K C A; do mesmo modo, n € Cg’L C B.
Reciprocamente, suponha ¢ = w + n com suportes disjuntos, w € Aen € B.

Tome K = supp(w) e L = supp(n7). Se uma configuracdo coincide com w em K, ela
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é maior ou igual a w; como A é crescente, K certifica A. Analogamente, L certifica
B. Logo{ € A-B. |

Prova da desigualdade BK. O caso |F| < 1 é imediato. Suponha o resultado conhe-
cido para |F|—1 arestas e escolha e € F. Ponha F” = F\ {e}. Para um evento C C Qp
e j € {0,1}, defina sua secdo

Ci={we€Qp : wj, €C},

onde w;, é obtida acrescentando a coordenada e com valor j.
Se C é crescente, entdo C; C C; e ambas as secOes sdo crescentes. Escreva
D = A~ B. Do Lema 5.2 obtemos

DOCAOOBO

Dy € (Ag > By) U (A; ° By).
Além disso, como Ay C A; e By C By,
Dy € (A By) N (A; ° By), Dy C A; By
Pela hipdtese de indugéo,
Pp(DO) < Pp(AO)Pp(BO); Pp(Dl) < Pp(Al)Pp(Bl)-
Para a estimativa cruzada, ponha
E:AOOBl, H:A1°Bo.
As inclusdes acima ddo Dy C EN H e D; C E U H. Portanto,

P,(Dy) +P,(Dy) <P,(ENH)+P,(EUH)
= P,(E) + P ,(H)
< Pp(AO)Pp(Bl) + Pp(Al)Pp(BO),

onde a ultima desigualdade usa novamente a hipétese de inducéo.
Usando

Pp(A) =Q1- p)Pp(AO) + pPp(Al)
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e a formula analoga para B, expandimos o produto e aplicamos as trés estimativas

anteriores:

P,(A)P,(B) = (1 — p)°P,(Ag)P,(By)
+ p(1 = p)[P,(Ag)P,(By) + P (AP ,(By)]
+ p°P (AP y(By)
> (1= p)*P,(Dy) + p(1 = p)[P,(Dy) + P,(Dy)] + p°P,(Dy)
= [(1 = p)* + p(1 — p)|Pp(Dy) + [p(1 — p) + p*| P p(Dy)
= (1= p)Py(Do) + pPp(D1)
=P,(D).

Passagem para grafos infinitos. A desigualdade se estende a eventos de cone-
x40 que possuem testemunhos finitos — por exemplo, {x <> y} ou{A < B} com A e
B finitos. Para isso, escolhe-se uma exaustio por subgrafos finitos G; C G, C - e
restringem-se os caminhos a G,,. Os eventos assim obtidos crescem para o evento de
conexdo original, e o mesmo vale para a ocorréncia disjunta. Aplicando BK em cada
G, e passando ao limite por continuidade crescente da probabilidade, obtemos a de-
sigualdade correspondente no grafo infinito. Eventos sem testemunho finito, como
{x © oo}, exigem uma aproximagcio especifica antes de aplicar esse argumento.

5.2 Formula de Russo

Seja X : Qp — R uma variavel aleatoria. Para e € F, defina
an(w) = X(wl,e) - X(wo,e)‘

A quantidade E ,[9,X] ¢é a influéncia da aresta e sobre X.

Teorema 5.3 — Formula de Russo-Margulis

Se X depende apenas de um conjunto finito F de arestas, entao

d
%EP[X] = > E,[9.X].

ecF
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Demonstracéo. E ttil permitir parametros distintos em cada aresta. Escreva F =
{er,....ent e, parap = (p1,....pn), s€ja P,a medida produto com

Pp(a)(e]) = 1) = p]

Defina f(p) = Ep[X].

Fixe j e condicione nos estados de todas as arestas exceto ¢;. Para cada configu-
racdo das demais coordenadas, a esperanca condicional de X é uma funcéo afim de
Py

PjX(wl,ej) +(1- pj)X(wo,ej)-

Logo
L (p) = Eyla, X1
ap; €

Aplicando a regra da cadeia a diagonal p; = - = p, = p,

d 5 of ‘

—Ep[X] = —f( ) = (psp) = ) Eple X],

T fp P Zapjp P j;pe,
que ¢é a formula desejada. ]

Para um evento A, dizemos que e é pivotal na configuracdo w quando mudar
apenas o estado de e altera a ocorréncia de A. Equivalentemente,

eépivotalpara A =  1x(w1,) # 14(wg,).

Lema 5.4

Se A é crescente, entdo
9 1a(w) = 1 ¢ pivotal para A}(w)~
Consequentemente,

E,;[9,14] = P (e ¢ pivotal para A).
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Demonstracdo. Como A é crescente,

1a(w;,) > 14(wg)-

A diferenca entre os dois indicadores é, portanto, 1 exatamente quando forcar e a
aberta faz A ocorrer e forcar e a fechada faz A falhar, isto é, exatamente quando e é
pivotal. ]

Teorema 5.5 — Formula de Russo para eventos crescentes

Se A é crescente e depende apenas de um conjunto finito F de arestas, entdo

d .
%PP(A) = Z P, (e é pivotal para A).

ecF

Demonstragao. Aplique a formula de Russo-Margulisa X = 14 euseoLema5.4. m



CAPITULO

6

Nimero de componentes
infinitas

Uma questdo basica da teoria da percolacdo é saber quantas componentes infi-
nitas podem coexistir. Em 7%, Aizenman, Kesten e Newman provaram em 1987
que, quando existe uma componente infinita, ela é quase certamente tnica. Bur-
ton e Keane deram depois um argumento particularmente simples, baseado em
ergodicidade, modificagdes locais e amenabilidade.

Neste capitulo apresentamos essa prova em duas etapas. Primeiro mostraremos
que, em um grafo transitivo, o nimero de componentes infinitas s6 pode ser

0, 1, ou o

quase certamente. Em seguida, mostraremos que a alternativa oo é impossivel em
grafos amenaveis.

6.1 Modificacoes locais e a lei 0,1,00

Usaremos repetidamente o fato de que, para p € (0,1), qualquer modificagao de
um numero finito de arestas tem probabilidade estritamente positiva.
Seja F C E(G) finito e seja i € {0,1}F. Para w € {0,1}£(9), definimos

nle), ec€F,

a),],p(e) - w(e), e¢F.

47
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Quando n = 1 oun = 0, escrevemos w; p € w F-

Lema 6.1 — Energia finita

Seja p € (0,1), F C E(G) finito e 5 € {0,1}F. Se A é um evento com P,(A) >0,
entdo o conjunto de configuracdes obtidas a partir de configuracdes de A
forcando os estados de F a serem n também tem probabilidade positiva.

Demonstragio. Particione A de acordo com os 27! possiveis estados das arestas de
F. Existe £ € {0,1} tal que

P,(An{olp=¢&}) > 0.

Dentro de um cilindro, a medida produto se decompde entre as coordenadas de
F e as coordenadas fora de F. Substituir o padréo ¢ pelo padrdo n multiplica o
peso das coordenadas de F por um fator estritamente positivo, pois 0 < p < 1.
Portanto, a imagem desse subconjunto pela modificagdo w — «, p tem probabilidade
positiva. [ ]

Esse pequeno lema é a forma de propriedade de energia finita de que precisaremos.
Seja N = N(w) o numero de componentes infinitas da configuracéo aberta.

Lema 6.2
Seja G um grafo infinito, conexo e transitivo. Para a percolacio de Bernoulli
em G e p € (0,1), existe

k, € {0,1,00}

tal que
P,(N =k,) =1

Demonstragao. O numero N é invariante por automorfismos de G. Pela ergodici-
dade da percolagao de Bernoulli em grafos transitivos, existe

kp €{0,1,2,... .00}

tal que N = k,, quase certamente.
Resta excluir 2 < k;, < oo. Fixe 0 € V(G) e denote por N, o niimero de compo-
nentes infinitas que intersectam a bola B(o,r). Como as bolas exaurem o grafo,

N, TN,
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e, portanto,
{N, > 2} 1{N > 2}.

Se 2 <k, < o, entdo N > 2 quase certamente e, pela continuidade crescente da
probabilidade,
P,(N, >2) —P,(N>2)=1

Em particular, existe r tal que
P,(N, >2) > 0.

A bola B(o,r) é conexa. Considere o conjunto finito F, das arestas com ambas
as extremidades em B(o,r). Se declararmos todas as arestas de F, abertas, todas
as componentes infinitas que intersectam B(o,r) passam a pertencer a uma unica
componente aberta. Assim, em qualquer configuragido com N, > 2, essa modificacio
reduz o numero total de componentes infinitas em pelo menos uma unidade.

Pelo lema de energia finita, a configuracdo modificada ocorre com probabilidade
positiva. Teriamos, portanto,

P,(N <k,-1)>0,

em contradi¢do com N = k;, quase certamente. Logo, nenhum valor finito maior
que 1 é possivel. |

6.2 Amenabilidade

A unicidade da componente infinita esta intimamente ligada a possibilidade de
encontrar grandes conjuntos com fronteira pequena.

Definicao 6.1
Seja G um grafo localmente finito e S C V(G) finito e ndo vazio. A fronteira
externa de S é

dS={y &S : existex € Scomx ~ y}.

A constante isoperimétrica de G é

56 - s
ScV(G) NE
S finito, conexo
S#®

Dizemos que G é amenavel quando ®(G) = 0.
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Equivalentemente, com essa convencédo, G é amenéavel se existe uma sequéncia
de conjuntos finitos, conexos e ndo vazios (S,), tal que

1955
|nl

Uma sequéncia com essa propriedade é chamada de sequéncia de Folner.

A interpretacdo geométrica é simples: em um grafo amenavel existem regides
finitas cujo volume é muito maior que sua fronteira. Em um grafo ndo amenavel,
ao contrario, toda regido finita possui uma fronteira proporcional ao volume.

Exercicios

Exercicio 6.1

Seja S C T, finito e conexo, com |S| > 2. Mostre que
0S| = (d — 2)|S| + 2.
Deduza que ®(Ty) =d — 2.

Exercicio 6.2

Mostre que Z¢ é amenével.

6.3 Pontos de trifurcacao

O argumento de Burton-Keane transforma a hipétese de infinitas componentes
infinitas em uma densidade positiva de pontos com trés bragos infinitos.

Definicao 6.2

Seja w uma configuracdo e x € V(G). Dizemos que x é um ponto de trifur-
cagdo se x pertence a uma componente aberta infinita e, ao remover x dessa
componente, restam pelo menos trés componentes conexas infinitas.
Denotaremos por T(x) o evento de que x é um ponto de trifurcagio.

A figura mental é a de um vértice do qual partem pelo menos trés bragos abertos
que seguem para o infinito e que ndo podem ser conectados entre si sem passar
novamente pelo vértice.

O primeiro lema mostra por que esses pontos aparecem quando hé infinitas
componentes infinitas.
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Lema 6.3

Seja G infinito, conexo e transitivo e seja p € (0,1). Se
N =00 P,)-q.c,

entao
P,(T(0)) >0

para todo vértice o € V(G).

Demonstragao. Fixe o € V(G). Como o numero de componentes infinitas que
intersectam B(o,r) cresce para N = oo, existe r tal que o evento

A = {B(o,r) intersecta pelo menos trés componentes infinitas}

tem probabilidade positiva.

Escreva K = B(o,r). Em cada configuragio de A, cada uma dessas componentes
possui, apds a remocéo de K, uma componente infinita ligada a K por alguma aresta
aberta da fronteira. Como K é finito e localmente finito, sua fronteira de arestas é
finita e ha apenas finitas triplas possiveis dessas arestas. O evento A é a unido dos
eventos em que alguma dessas triplas liga K a trés componentes infinitas distintas
fora de K. Como P,(A) > 0, a0 menos uma dessas triplas determina um subevento
de probabilidade positiva. Assim, existem trés arestas fixas

el- = {al-,b,-}, a,- (S K, bi ¢ K, i= 1,2,3,
e um subevento A” C A, de probabilidade positiva, tal que:
B as trés arestas e;,e,e3 estdo abertas;

B para cada i, o vértice b; pertence a uma componente aberta infinita do subgrafo
induzido por V(G) \ K;

B essas trés componentes infinitas sdo distintas.

Escolha uma arvore geradora do subgrafo induzido por K. Acrescente a ela as trés
arestas ¢; e considere a subarvore minima Q que contém b;,by,b3. Essa arvore possui
um unico vértice de ramificacido v € K no qual se encontram os trés caminhos que
levam a by,by,bs.

Agora modificamos apenas as arestas que tém pelo menos uma extremidade
em K: declaramos abertas as arestas de Q e fechadas todas as demais. Fora desse
conjunto finito, a configuracdo permanece inalterada. Apods essa modificacéo, os
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trés bracos de Q ligam v as trés componentes infinitas distintas localizadas fora de
K, e nenhuma outra aresta incidente a K pode reconecta-las. Consequentemente, a
remocdo de v deixa pelo menos trés componentes abertas infinitas.
Pelo lema de energia finita, o evento obtido por essa modificagdo tem probabili-
dade positiva. Portanto,
P,(T(v))>0

para algum v € K. Pela transitividade e invariancia da medida de Bernoulli, a
probabilidade de ser ponto de trifurcacio é a mesma em todos os vértices, e assim

P,(T(0)) > 0.

Precisamos agora da parte combinatoria do argumento.

Lema 6.4 — Contagem de trifurcacées

Para toda configuracgao de percolagao e todo conjunto finito S C V(G),

#{x € S : x é ponto de trifurcacdo} < |3S|.

Demonstracdo. Fixe uma componente aberta infinita C que contenha pelo menos
um ponto de trifurcacéo de S, e escreva

Tc ={x €CNS : x é ponto de trifurcacao}.

Usaremos o seguinte fato elementar de teoria de grafos.

Fato combinatorio. Se H é um grafo conexo e localmente finito e T é um conjunto
finito ndo vazio de vértices tal que, para cadat € T, o grafo H \ {t} possui pelo menos
trés componentes infinitas, entdo H \ T possui pelo menos |T| + 2 componentes
infinitas.

Vamos justificar esse fato com um pouco mais de detalhe. Cadat € T é um
ponto de articulacido de H. Considere a drvore bloco—corte de H: seus vértices sdo os
pontos de articulacdo e os blocos maximais de H, e ligamos um ponto de articulacdo
a cada bloco que o contém. Para um grafo conexo, essa estrutura é uma arvore.

Remova dessa arvore os vértices correspondentes aos elementos de T. Como
T é finito e H é localmente finito, cada elemento de T tem grau finito na arvore
bloco-corte; logo surgem apenas finitas componentes. Contraia cada uma delas a
um Unico vértice e mantenha os vértices de T. Obtemos uma arvore finita Q.
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Um vértice contraido de Q sera chamado infinito quando a parte correspondente
de H \ T contém infinitos vértices. Para cadat € T, as pelo menos trés componen-
tes infinitas de H \ {t} determinam trés direcdes distintas na arvore bloco—corte.
Remover os demais vértices do conjunto finito T ndo pode tornar finitas todas as
componentes contidas em uma dessas dire¢des; em cada dire¢do resta ao menos
uma componente infinita de H \ T. Portanto, em Q, de cada vértice t € T partem
pelo menos trés ramos que contém vértices infinitos.

Agora tome a menor subarvore Q,, de Q que contém todos os vértices infinitos.
Equivalentemente, remova sucessivamente de Q as folhas que ndo séo infinitas.
Nenhum dos trés ramos infinitos que partem de um vértice de T é eliminado; assim,
todo vértice de T tem grau pelo menos 3 em Q,,. Todas as folhas de Q., sdo vértices
infinitos.

Seja L o numero de folhas de Q. e seja m o nimero de vértices de grau pelo
menos 3. Para uma arvore finita,

> (deg(v) —2) = -2.
veV(Qw)

As folhas contribuem —1 cada uma, os vértices de grau 2 contribuem 0 e cada um
dos m vértices de grau pelo menos 3 contribui ao menos 1. Portanto,

—2>—-L+m,

e assim
L>m+2.

Como todo vértice de T tem grau pelo menos 3, temos m > |T|. Logo Q. possui pelo
menos |T| + 2 folhas infinitas. Elas correspondem a componentes infinitas distintas
de H \ T, provando o fato combinatoério.

Aplicando o fatoa H = C e T = T, concluimos que

C\ Tr

possui pelo menos |T¢| + 2 componentes infinitas.
Cada uma dessas componentes contém um vértice distinto de C N 9S. De fato, se
a componente ja comeca fora de S, ela contém um vizinho externo de algum ponto
de To C S. Caso contrario, ela contém um vértice de S e, por ser infinita, algum
caminho aberto nela precisa sair de S; o primeiro vértice apods a saida pertence a
dS. Componentes distintas sdo disjuntas e, portanto, fornecem vértices de fronteira
distintos. Logo,
ITel +2 < |CNnas|.
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Somando sobre as diferentes componentes abertas infinitas C que contém pontos
de trifurcacdo em S, os conjuntos C N dS sdo disjuntos. Consequentemente,

> ITel <o,
C

como queriamos. ]

6.4 Teorema de Burton-Keane

Estamos prontos para excluir a possibilidade de infinitas componentes infinitas
em grafos amenaveis.

Teorema 6.5 — Burton—-Keane

Seja G um grafo infinito, conexo, transitivo e amenavel. Para todo p € [0,1],
o numero N de componentes infinitas da percolagido de Bernoulli satisfaz

N € {0,1} P,-q.c.

Em particular, sempre que existe uma componente infinita, ela é quase certa-
mente Unica.

Demonstragao. Os casos p = 0 e p = 1 sdo imediatos. Suponha p € (0,1).
Pelo Lema 6.2,
N € {0,1,00} Pp—q.c.

Resta excluir N = co.
Suponha, por absurdo, que N = co quase certamente. Pelo Lema 6.3,

t, :=Py(T(0)) > 0.

Por transitividade, essa probabilidade independe de o.
Se S C V(G) é finito, denote por

o(8) = ) i)

xeSs

o nimero de pontos de trifurcacdo em S. Pela invariancia,

E,[2(S)] = IS]t,.
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Por outro lado, o Lema 6.4 fornece, configuracdo por configuracio,
7(S) < 18S|.

Tomando expectativas,
S| tp = EP[T(S)] < 19S|.

Dividindo por S|,
;< oSl
sl
Como G é amenavel, escolha uma sequéncia de Folner (S,),. Fazendo n — oo,

t, < @ — 0
P sl ’
contradizendo t, > 0.
Portanto N # oo quase certamente. A lei 0,1,00 conclui que N € {0,1} quase

certamente. [ |

Ideia da prova. O argumento pode ser resumido em uma tensao entre volume e
fronteira. Se houvesse infinitas componentes infinitas, a energia finita permitiria
produzir pontos de trifurcacdo com densidade positiva. Em uma regido grande,
portanto, esperariamos um numero de trifurcacdes proporcional ao volume. Mas
cada trifurcacdo exige novos bracos que escapam da regido, e o nimero desses
bragos é controlado pela fronteira. Em um grafo amenéavel, a fronteira é desprezivel
em relacdo ao volume, e as duas estimativas sdo incompativeis.



CAPITULO

7

Regime subcritico

Neste capitulo estudamos o regime p < p.. O ponto central é a nitidez da
transigao de fase: abaixo do parametro critico, a componente de um vértice tem
tamanho médio finito e as conexdes a grandes distancias decaem exponencialmente.

Ha duas etapas conceitualmente distintas. Primeiro mostramos que a finitude da
susceptibilidade implica decaimento exponencial. Depois discutimos o teorema de
Menshikov e Aizenman-Barsky, segundo o qual a susceptibilidade é finita para todo
p < p.. Uma prova moderna e mais curta da mesma conclusio sera apresentada no
capitulo seguinte, pelo método de Duminil-Copin e Tassion.

7.1 Susceptibilidade e decaimento exponencial
Fixe um grafo infinito, conexo e localmente finito G. Para x € V(G), escrevemos
Sp(x) = B(x,n) \ B(x,n— 1)
para a esfera de raio n centrada em x.

Definicao 7.1

Para p € [0,1], definimos a susceptibilidade no vértice x por

XG,x(P) = Ep“%(x)” .

56
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Se G é transitivo, essa quantidade independe de x; nesse caso escrevemos
simplesmente ys(p), ou y(p) quando o grafo estiver claro.

A susceptibilidade pode ser infinita. Se p > p.(G), entdo P,[x <> o] > 0 para
todo x, e portanto yg ,(p) = co.

A conexdo entre susceptibilidade e decaimento espacial é dada pelo lema seguinte,
frequentemente atribuido ao argumento de Hammersley:.

Lema 7.1

Suponha que G seja transitivo. Se y(p) < oo, entdo existem constantes
c=c(p)>0eC =C(p) < o tais que

Pp[x © S,,(x)] < Ce™m

para todo x € V(G) e todo n > 0.

Demonstragdo. Pela transitividade,

am = Ep[|€(x) N Sp(x)]]

nao depende de x. Como

Zam:)((p)<°°>

m>0
podemos escolher m > 1 tal que a,,, =: a < 1.
Se x < S, m(x), existe um caminho aberto simples que parte de x e alcanca
Spem(x). Seja y o primeiro vértice desse caminho em S,,(x). Os dois trechos do
caminho, antes e depois de y, fornecem ocorréncia disjunta dos eventos

xeoy e {ye SOl

Logo, pela desigualdade BK,

Pp[x < Sn+m(x)] < Z Pp[x <yl Pp[y < Sn(Y)]
YESm(x)

=a, Pp[x o S,(x)],

onde usamos novamente a transitividade na dltima igualdade.
Iterando,
Pp[x o Sy(x)] < aln/ml
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Isso ja é decaimento exponencial. Por exemplo, tomando ¢ = —m™! log & e ajustando
uma constante C para os primeiros m valores de n, obtemos a forma anunciada. =

Assim, para provar decaimento exponencial em todo o regime subcritico basta
mostrar que
x(p) < oo para todo p < p..

E exatamente esse o contetido do teorema de sharpness.

7.2 Sharpness: os pontos criticos pr e p,
Suponha agora que G seja transitivo. Definimos
pr = pr(G) :=inf{p € [0,1] : y(p) = oo}.

Como y(p) = oo para p > p,, temos imediatamente pr < p,.

Teorema 7.2 — Menshikov-Aizenman-Barsky

Se G é um grafo transitivo e localmente finito, entdo

pr(G) = p(G).

Equivalentemente, para todo p < p.(G),

x(p) = E,[[€(0)l] < co.

Combinando o Teorema 7.2 com o Lema 7.1, obtemos imediatamente:

Corolario 7.3

Para todo p < p.(G), existem c(p) > 0 e C(p) < oo tais que

Pp[o PR Sn(o)] < C(p)e_c(P)".

O resultado foi obtido independentemente por Menshikov e por Aizenman-—
Barsky. O argumento de Menshikov parte de uma estimativa subexponencial sufici-
entemente forte e fecha um procedimento de bootstrap. O método de Aizenman-—
Barsky introduz um campo auxiliar de vértices “verdes” e transforma o problema
em desigualdades diferenciais. E essa segunda prova que apresentamos a seguir.
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Leitura avancada. A demonstracido abaixo é substancialmente mais técnica que
o restante do capitulo. Para uma primeira leitura, é perfeitamente razoavel aceitar
o Teorema 7.2 e seguir para o argumento de Duminil-Copin-Tassion no capitulo
seguinte.

7.3 O campo fantasma e a magnetizacao

Fixe um vértice o € V(G) e denote por D o grau de G. Além da percolacio de
elos com parametro p, colorimos cada vértice de verde, independentemente dos
demais e das arestas, com probabilidade ¢ € (0,1). Denotamos por I' o conjunto
aleatorio de vértices verdes e por P, a medida produto correspondente.

Parar > 1, seja B, = B(o,r). Escrevemos %,(x) para a componente de x na

percolacéo restrita ao subgrafo induzido por B,; se x & B,, tomamos %,(x) = @. Em

particular,
%ﬁr = %ﬁr(o)-

Essa truncacgéo ¢ importante: todos os eventos envolvendo 6, dependem apenas
de um numero finito de arestas, e portanto a formula de Russo pode ser aplicada
diretamente.

Definicao 7.2
Definimos a magnetizac¢do em volume finito e sua versao infinita por
M (p,e) =P, [, NT = @],

M(pe) = P,,[(0) T = @].

Definimos ainda
x(pe) = Epe [|Cg(0)| 1{%(0)01“:@}] :

Representacao pelo vértice fantasma. E util representar as cores verdes acres-
centando um vértice auxiliar g e, para cada vértice v, uma aresta fantasma {v,g},
aberta com probabilidade ¢, independentemente das arestas de G e das demais
arestas fantasma. Entao

Gx)NT+Q < xog

no grafo aumentado correspondente. A prova da desigualdade BK do capitulo
anterior é coordenada a coordenada e vale, sem alteragio, para medidas produto
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com parametros distintos em coordenadas distintas. Assim, podemos aplica-la ao
produto em que as arestas ordinarias tém parametro p e as arestas fantasma tém
parametro ¢.

Observe que

M(p,0) = 06(p),

no sentido do limite ¢ | 0. De fato, condicionando no tamanho da componente,

M(p.e) = 1= P,llB(0)| = n](1 - &),

n>1

com a convencéo de que (1 —¢)* = 0. Analogamente,

My (pe) =1~ Z Pp[|<gr| =n](1-o)"
n>1
Portanto,

oM _ x(pe)
E(P,f) - 1—¢ .

Exercicios

Exercicio 7.1

Mostre que

oM, e
— () = 3 PylIG, | =nln(1 -y 1.
€ n>1

Exercicio 7.2

Mostre que
oM,

o€

Py ellE NIl = 1] = e—(p.e).

Lema 7.4 — Passagem ao volume infinito
Fixe p,e € (0,1). Entdo
M.(p.e) T M(p.e),

e M(p.e) é diferenciavel em p e em ¢, com

oM, oM oM, oM
> =, —_— —.
ap ap o¢ o¢
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Demonstragao. Ponhaq =1—¢, X, = |6,| e X =|%(0)|. Os eventos que definem M,
crescem para o evento que define M. Mais precisamente, se a componente completa
de o encontra um vértice verde mas 6, ndo encontra nenhum, entdo 6, alcanca
S,(0) e todos os seus vértices sdo ndo verdes. Consequentemente,

OSM—Mqur+1,

de modo que a convergéncia é, inclusive, uniforme em p.
Para a derivada em ¢, temos

oM,
o€

= E,[X.q* ]

Se X < oo, entdo X, = X para todo r suficientemente grande; se X = oo, entdo
X, — 00 e X,.q% 1 — 0. Como

supng™ ! < oo,
n>1

o teorema da convergéncia dominada fornece

oM,
oe

oM
oe

— Ep[Xq" Mixew] =

Resta a derivada em p. Na representacéo pelo vértice fantasma, seja I.(e) o evento
de que a aresta ordinaria e seja pivotal para {o <> g} dentro de B,, e seja I(e) o evento
pivotal correspondente no grafo inteiro. Pela formula de Russo em volume finito,

oM,
5p = Z P,.((e).

Para cada aresta fixa e, como os eventos de conexdo ao vértice fantasma crescem
com r, temos
11e) — 11(¢) quase certamente.

O ponto delicado é justificar que, ao aumentar o volume, a soma das influéncias
nao perde massa em arestas cada vez mais distantes. Como a pivotalidade de e ndo
depende do estado da prépria aresta,

(1= p)Pp(I(e)) = P, (I(e), e fechada).

Se e esta fechada e é pivotal, entdo o ainda néo esta ligado ao vértice fantasma; logo
a componente 6, nio contém vértices verdes. Além disso, uma das extremidades
de e pertence a 6,. Se e ¢ Bp_, essa componente alcanca distancia pelo menos
R — 1 de o e, portanto,

X =1€l>R



7 Regime subcritico 62

Fixada uma configuracdo das arestas ordinarias, ha no maximo DX, arestas
incidentes a 6,. Assim, o nimero de arestas fechadas e pivotais com e ¢ Bg_; é no
maximo

DX, 1¢x >y i, nr=0}-
Condicionando agora em 6, a probabilidade de nenhum de seus X, vértices ser
verde é ¢*r. Consequentemente,

(1-p) Y P, () < DEy[Xq% 1y p]

e:eZBp_;

< Dsupng".
n>R

A cota ndo depende de r e seu lado direito tende a zero quando R — co. A mesma
estimativa, obtida do mesmo modo, vale para as influéncias no volume infinito.

Agora a passagem ao limite das somas fica explicita. Dado > 0, escolha R de
modo que as duas caudas, finita e infinita, sejam menores que 8. Dentro de Bg_; ha
apenas um numero finito de arestas; para cada uma delas,

P, .((e) — P, (I(e)).

Logo a soma sobre as arestas de Bg_; converge termo a termo, enquanto as duas
caudas permanecem uniformemente pequenas. Portanto

Y P, () — Y. P, ().

e a série do lado direito é convergente.
A forma contavel da formula de Russo, obtida por truncacéo da férmula finita
quando a soma das influéncias é finita, fornece

oM
i Z P, (I(e)).

Isso conclui também a convergéncia das derivadas em p. |

7.4 As desigualdades diferenciais de Aizenman-Barsky

Para x € B,, seja
Ay ={6(x)NT = o}.

Se x € B,, entdo B,(0) C B,,(x); pela transitividade,

Pp,e(Ax) < M2r(p’£)‘
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Lema 7.5
Para todor > 1,

M
P, 16 NI >2] < MF + pMZ,a—pr.

Demonstragao. Escrevemos A o B para ocorréncia disjunta, no sentido da desigual-
dade BK.

Primeiro considere o evento A, o A,: existem duas conexdes abertas, disjuntas
em arestas, de o a vértices verdes. Pela desigualdade BK,

Pp,E[Ao 0 Aol < [\/Ir2

Resta tratar configuragdes em que |6, NT| > 2, mas A, o A, ndo ocorre. Trabalhe
no grafo finito aumentado por g. Ha pelo menos duas arestas fantasma abertas
ligadas a vértices distintos da componente de 0. Como néo existem dois caminhos
o—g disjuntos em arestas, o teorema de Menger, na versdo para arestas, mostra
que existe uma aresta aberta cuja remocéo separa o de g. Essa aresta ndo pode ser
fantasma, pois ha pelo menos duas arestas fantasma abertas.

Escolha, entre as arestas pivotais que aparecem em um caminho aberto de o a g,
a ultima antes de chegar a g, e escreva-a como e = {x,y}, com x do lado de 0. Ao
remover e, a componente de o ndo contém vértices verdes. Além disso, existem
dois caminhos de y a g disjuntos em arestas: caso contrario, Menger produziria
outra aresta de corte entre y e g, que seria uma aresta pivotal situada depois de e,
contradizendo a escolha de e. Em termos do campo verde, do lado de y ocorrem,
portanto, duas conexdes disjuntas a vértices verdes distintos.

Para tornar a contagem compativel com Russo, force e a estar fechada e denote
por 6, . a componente de o em B,. Defina

Bx:y = {x € <-gf',e’ y ¢ (gr’e, (-gr’e n F = Q)}

Defina ainda A(ye) como o evento de que y esteja ligado a I' no grafo em que e foi

removida. Os eventos By, e Ag,e) néo dependem do estado original de e, e

Be, N AY

é exatamente o evento de que e seja pivotal para A,, com orientagdo de x para y.
Condicione agora em 6,, = C. No complemento de C, a desigualdade BK e a

estimativa P(Ag,e)) < M,, dao

P,e[Bey 0 (AY e A)] < My, P, [B,, n AY].
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Somando sobre as arestas orientadas e usando a féormula de Russo,

oM,
ap

3 P, [Beyn (A e A)] < My,
(x,y)

Na configuracéo original a aresta separadora e deve estar aberta. Como o evento
no lado direito da definicdo acima independe do estado de e, aparece um fator p.
Consequentemente,

oM,
Pp’g“%r n F| 22, (AO ° Ao)c] < pMZra_Pr.

Somando os dois casos, obtemos a desigualdade desejada. [

Lema 7.6
Para todor > 1,

oM, oM
(1-p) 2p

<D(1- e)MZ,a—E’.

Demonstragdo. Pela formula de Russo,

aM,
apr = Z P, [e esta fechada e é pivotal para A,].
e

(1-p)

Quando uma aresta fechada e = {x,y} é pivotal, podemos orienta-la de modo que
X € 6, ey & 6,. Necessariamente 6, N I' = @, enquanto y se conecta a um vértice
verde fora de 6.

Condicionando em 6, = C, a probabilidade dessa conexao a partir de y é, por mo-
notonicidade e transitividade, no maximo M,,. Como cada vértice de C é incidente
a no maximo D arestas, obtemos

oM,
(1- P) apr < DMy, Ep,e [|%r| 1{%,(?2(2)}]
_ oM,
= D(l S)Mzr oe

Passando ao limite r — oo, obtemos as duas desigualdades fundamentais.
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Lema 7.7
Para p,e € (0,1),
oM oM
M < e— + M? + pM—,
¢ ap

oM

oM

Demonstragao. Temos a decomposi¢io
M, =P[|6, nT| = 1]+ P[|6, nT| > 2].

O primeiro termo é
oM,

E b
oe
e o segundo é controlado pelo Lema 7.5. O Lema 7.4 permite passar ao limite. A

segunda desigualdade segue da mesma forma a partir do Lema 7.6. |

7.5 Prova do teorema de Aizenman-Barsky

Prova do Teorema 7.2. Fixe
P < q < pG).
Para todo s € [p,q],

M(s.e) < M(q.e) — b6(@) =0 (¢10).

Escolha > 0 de modo que
M(se) <

NS

paratodoss € [pgle0 <e<n.
Além disso,

Mise) =2 5 pfi@I=11=( -9 2 (-9 >0

Logo, para cada s € [p,q], a fungdo ¢ — M(s,¢) é estritamente crescente em (0,7).
Como M(s,0) =0e

oM b

= > (1=

R COR Gl e
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temos M(s,7) > n(1 — q)P. Fixe
Xp = %min{l,q(l —¢Pi>o.

A inversa f; de ¢ = M(s,¢) esté, portanto, definida em [0,x], uniformemente em
s € [p.q], e satisfaz
fix)=¢ <= M(se)=x.

Pela regra da funcéo inversa,
oM
RM(se)—=(se) = 1,
L
de modo que, para 0 < x < xy,

R <-9P.

Usando a segunda desigualdade do Lema 7.7 na primeira, obtemos, uniforme-
mente em s € [p,q],

oM D
M<Zo(e+CM?) + M2, C o= 2
oe 1—¢q

Escrevendo x = M(s,¢) e ¢ = fy(x), essa desigualdade equivale a

fi(x) + Cx? a2

X — ’
f(x)
Portanto, )
1 X
L -2 <cs
O lado esquerdo é exatamente
4 (59)
dx\ x )’

Como f{ é uniformemente limitado, existe uma constante C; < oo, dependente
apenas de g e de D, tal que

4 (59

dx \ x q

(0 < x < xp).
Suponha, por contradi¢io, que

x(p) = oo
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Como p < p,, a componente de o é finita quase certamente, e portanto

x(pe)t x(p)=oc0  (el0).

Consequentemente,
(0) =
0= )((p 6)
Integrando a desigualdade anterior entre y e x, e depois fazendo y | 0, obtemos
(x)
Jo < Ggx,
x
ou seja,

fp(x) < quz.
Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos M(p,e) < xp, e portanto f,(M(p.e)) = e.

£
M(pe) > JC:q

Em particular, para ¢ > 0 fixo e ¢’ suficientemente pequeno,

) log(M(q,e)/M(pe”)) 1
| < -
H?,fglp log(e/¢”) 2

Voltamos agora a primeira desigualdade do Lema 7.7. Ela pode ser reescrita como

Assim,

d 10
<= -— - D).
0< > log M + gap(pM p)
Integramos essa desigualdade no retangulo

[pglx[eel, 0<é <e<n.

Como M é crescente nas duas variaveis,

ogJ log MG
P

M(s.e )
L r qM(q:) —q — pM(pE) + p

3
<(g-pl gM((q’ + (qM(g.e) — pM(p.e’) + p - q)log—.

d¢

Dividindo por log(e/¢”) e fazendo ¢” | 0, obtemos

1
0< E(CI—P)+CIM(CI,€)+P_%
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pois M(p,0) = O5(p) = 0. Assim,

Y

M(q.€) >
(g.€) > 2

Finalmente, fazendo ¢ | 0, chegamos a

g-pr
> — =
(o) 2 T3 >0,

contradizendo g < p,.
Logo y(p) < co. Como p < p, era arbitrario, concluimos que pr > p.. Junta-
mente com a desigualdade trivial pr < p,, isso prova pr = p,. |

Conclusao. O contetdo essencial do capitulo pode ser resumido em uma cadeia
curta de implicacdes:

p<p. = x(p)<oo = P,loe 5(0)]< C(p)e=<pdn,

O primeiro passo é a sharpness da transicio de fase; o segundo é o argumento de
Hammersley. No proximo capitulo veremos uma prova alternativa da primeira
implicagéo, baseada na quantidade ¢,(S), que evita o campo fantasma.



CAPITULO

8

O argumento de
Duminil-Copin e Tassion

A prova de Duminil-Copin e Tassion para a nitidez da transicdo de fase na perco-
lacdo de Bernoulli se baseia em um critério de fronteira. Para cada conjunto finito,
o argumento considera uma quantidade que mede o fluxo esperado de conexdes
através de sua fronteira. A condicdo de que esse fluxo seja menor que um caracteriza
o regime subcritico.

Ao longo deste capitulo, G = (V,E) é um grafo infinito, conexo, localmente finito
e transitivo, e 0 € V é um vértice fixo. Consideramos percolagao de elos de Bernoulli
com parametro p.

8.1 O critério de fronteira

SeS CVex,y€S, escrevemos

S
X<y

quando existe um caminho aberto de x a y cujos vértices pertencem a S. Para

conjuntos A,B C S, a notacdo A < B tem o significado analogo.
Para S C V, definimos a fronteira orientada de arestas por

2.S={(xy) :x€S,y¢S x~y}

69
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Cada aresta que cruza a fronteira de S aparece exatamente uma vez nessa orientacéo.
Se S é finito e contém o, definimos

S
pp(S)=1p Z Pp[o o x|.
(x,y)€0,S

Assim, ¢,,(5) é o numero esperado de arestas abertas que saem de S e cuja extremi-

dade interna esta conectada a o por um caminho aberto inteiramente contido em
S.
Parar > 0, seja B, = B(o,r) e defina a susceptibilidade truncada por

x(r,p) = Z Pp[o RS x].

X€EB,

A truncacio se aplica apenas a soma sobre os vértices de B,; a conexdo continua
sendo tomada no grafo inteiro.
Exercicio 8.1

Mostre que, para todo p € [0,1],

lim x(r.p) = x(p) = E,[I€(0)]].

A decomposi¢do de um caminho em sua primeira saida de um conjunto finito
permite relacionar as conexdes internas as conexdes que alcancam o exterior. O
lema seguinte expressa essa relagio.

Lema 8.1

Sejam z € S C V, com S finito, e sejam A,B C V taisquez € A, BC Ae
BNS = @. Entédo

A S A
Pp[z<—>B] < Z pPP[zex]Pp[yeB].
(x’}/)eaes

A
Demonstragdo. Suponha que z <> B. Escolha um caminho aberto simples
Z = X(,X1, .- X €E B

contido em A, e seja k o primeiro indice tal que x;,; & S. Entéo

S A
z © X, {x, %41} esta aberta, Xer1 © B.
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Os trés eventos podem ser testemunhados por conjuntos disjuntos de arestas,
usando respectivamente o trecho inicial do caminho, a aresta de saida e o trecho
final. Portanto,

{z g B} C U ({z <i x} o {{x,y} aberta} o {y <1—4> B})
(x,y)€0,S

A desigualdade de BK e a independéncia do estado da aresta {x,y} ddo o resultado. =

Lema 8.2

Suponha que exista um conjunto finito S 3 o tal que ¢,(S) < 1. Entdo

151 -
x(p) < = PG

Demonstracao. Para u € V(G), defina

H.(u) = Z P,lu < v], H = sup H,(u).
veB, ueV(G)

Como B, é finito, H < |B,| < o0, e
x(r,p) = H.(0) < H.

Fixe u € V(G) e escolha um automorfismo ¢, tal que ,,(0) = u. Parav € B, \ ¢4,S,
aplique o Lema 8.1 com raiz u, conjunto 1,5, A = V(G) e B = {v}. Obtemos

N
P,luov]< Z pPp[u © x]Pp[y o).
(x.9)E9(VS)

Somando em v € B, \ ¥,S e usando a transitividade,

VS
> Pluevis Y pPu<s x]H(y)
veB\Y,S (x,9)€0,(¥.S)

< pp(SH.

A contribuigio dos vértices de B, N 1,S é no maximo |S|. Portanto
H () < 18] + 0, ().

Tomando o supremo em u,

HE < 18]+ pp(S)H,
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e, como ¢,(S) < 1,

. N
H < ——.
' 1- (Pp(s)
Assim
x(r,p) < L
1- (Pp(s)
Fazendo r — oo e usando o Exercicio 8.1, obtemos
N
(p) < ————.
P 1- ‘/’p(s)

8.2 Um parametro critico alternativo

Defina
qc = sup{p €[0,1] : existe S 3 o finito com ¢,(S) < 1}.

Para cada S finito, p — ¢,,(S) é continua e nido decrescente. Consequentemente,
o conjunto

Q= {p : 35 3 o finito com ¢,(S) < 1}

é um intervalo inicial de [0,1]. Em particular, todo p < g, pertence a @.
Se p < g., o Lema 8.2 implica y(p) < o. Pelo Lema 7.1, existe c¢(p) > 0 tal que

Pp[o PR Sn(o)] < C(p)e_c(p)”.

Em particular, 5(p) = 0. Logo
9c < Pe-

A desigualdade oposta sera obtida por uma estimativa diferencial para probabili-
dades de conexdo em volume finito.

8.3 A desigualdade diferencial

Parar > 1, escreva
Br
A, ={o < S(0)}

O evento A, depende apenas das arestas com as duas extremidades em B,.
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Lema 8.3
Para todo r > 1 e todo p € (0,1),

p< D> nf gy(S)(1-Py(4)).

(p)

Demonstragdo. Seja E, o conjunto das arestas com ambas as extremidades em B,.
Para uma configuracio em E,, defina

B,
S ={x€B, : x» S(o)}

No evento A, temoso € §.
Como A, é crescente e depende de um nimero finito de arestas, a formula de

Russo da d
p(A )= Z P (e é pivotal).

e€E,
Para um evento crescente, condicionado a e ser pivotal, AS ocorre exatamente
quando e esta fechada. Como a pivotalidade nao depende do estado da propria
aresta,
(A) = > P (e é pivotal Af).
P, (A, p(e € pivota
P P e€E,
Fixe agora S C B, como € S. No evento {§ = S}, uma aresta (x,y) € 9,5 é pivotal
para A, precisamente quando
S
0 < X.
Com efeito, todo y € B, \ S esta conectado a 5,(0), enquanto toda aresta da fronteira
de S esta fechada sempre que sua extremidade interna pertence a componente de
o em S. Além disso, o evento {§ = S} é determinado pelas arestas que nio tém as

duas extremidades em S, ao passo que {o <> x} depende apenas das arestas internas
a S. Esses eventos sdo, portanto, independentes.
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Decompondo segundo os possiveis valores de &', obtemos

d 1 S
@Pp(Ar)z—l_ Z Z Pp[oex,é’=5]

OESCB, (x,y)eaes
1 S
“1-p D, PSS =5 ), Pyloey]
0ESCB, (x,y)€0,S
1

L (S)P,(S = S)
p(1-p) OE;B ep>) T

1
m ooty £ @p(SP (A7),

que ¢ a desigualdade desejada. ]

Teorema 8.4 — Duminil-Copin-Tassion

Para a percolagdo de Bernoulli em G, vale g. = p.. Além disso:

1. paratodo p < p,, existem c¢(p) > 0 e C(p) < oo tais que

Pp[o VRN Sn(o)] < C(p)e_c(p)";

2. paratodo p > p.,
PP

%6(P) 2 2oy

Demonstragdo. Ja vimos que g, < p.. Fixe agora p > q.. Para todot > g, e todo
conjunto finito S 3 o, temos ¢;(S) > 1. Portanto, pelo Lema 8.3,

d 1
Ept(Ar) > m(l —Py(4).
Escrevendo f,(t) = 1 — P;(A,),

d 1
- < -
dt log £:(t) < t(1—1)
Integre entre q e p, onde q. < g < p:
fr(p) _J” dt P9
%5 q

(-1 Sq(i—p)

Como f,(q) <1,
q(1-p)
p(1—¢q)

F(p) <
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Fazendo q | q,
P—q
P,(A)> ——.
P( r) p(l - CIC)

Finalmente, fazendo r — o,

pP—q
0 > ——=>0.
G(p) p(l - QC)

Logo p, < q., e portanto p, = q.. A mesma desigualdade, agora com g, = p., da o

segundo item.

Para o primeiro item, se p < p. = ¢, entdo p € @, de modo que existe S 3 o finito
com ¢,(S) < 1. O Lema 8.2 fornece y(p) < 0, e 0 Lema 7.1 fornece o decaimento
exponencial. |

8.4 A susceptibilidade no ponto critico

O critério de fronteira também permite provar a divergéncia da susceptibilidade
no ponto critico.

Proposicao 8.5
Temos

X(Pc) = ©0.

Consequentemente,

p<p. = x(p) <o

Demonstragdo. Como g, = p., nenhum conjunto finito S 3 o satisfaz ¢, (S) < 1.
De fato, se p. < 1 e tal conjunto existisse, a continuidade de p — ¢,(S) daria a
mesma desigualdade para algum p > p,., contradizendo a defini¢do de g.. Se p. = 1,
considere a componente K de o no subgrafo induzido por S. Como K é finitae G
é infinito e conexo, existe uma aresta (x,y) comx € K e y ¢ K. Em p = 1, temos

S
0 < x, e portanto ¢;(S) > 1.
Logo, para todo r,
‘Ppc(Br) 21
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Se D é o grau de G, entdo

00 = Z 1< Z(ppc(Br)

r>0 r>0
B,
=p), D, Pploex
r20 (x,y)€9,B,
<D Z Ppc(o < x) =D x(pe)-

xeV

Na ultima desigualdade usamos que, se (x,y) € 9,B,, entdo d(o,x) = r, que cada x
participa de no maximo D arestas de saida e que

B,
Ppc[o PRS x] <P, (0o x).

Portanto y(p.) = oo.
A equivaléncia final segue do teorema anterior e do fato de que y(p) = oo para

P> P .



CAPITULO

9

Percolacao planar

A geometria planar permite traduzir auséncia de conexdes abertas em existéncia
de barreiras duais. Nesta secdo formalizamos essa correspondéncia e a usamos para
identificar o ponto critico da percolacio por elos em Z?2.

9.1 Dualidade

Seja G um grafo plano, isto é, um grafo planar com uma imerséo fixa no plano.
O grafo dual G possui um vértice para cada face de G e uma aresta dual € cruzando
cada aresta primal e. Para uma configuragio o € {O,I}E(G), definimos a configuracdo
dual por

w(é) =1—wle).

Assim, uma aresta dual esta aberta exatamente quando a aresta primal correspon-
dente esta fechada.

Antes da dualidade probabilistica, isolamos o fato geométrico que a sustenta.

Lema 9.1 — Fronteiras primais e ciclos duais

Seja G um grafo plano finito e conexo e seja C C V(G). Denote por

0.0 ={f : f €a,C}

o conjunto das arestas duais que cruzam a fronteira de arestas de C. Entdo

77
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cada vértice do subgrafo dual formado por (3,C)* tem grau par. Consequen-
temente, (9,C)” se decompde em ciclos e toda aresta dual de (9,C)* pertence
a algum desses ciclos.

Demonstragao. Fixe uma face F de G e percorra sua fronteira uma vez. Cada vez
que atravessamos uma aresta de 9,C, passamos de um vértice de C para um vértice
fora de C, ou vice-versa. Como o percurso termina no mesmo lado em que comecou,
o numero dessas mudangas é par. No dual, isso diz exatamente que o vértice
correspondente a face F é incidente a um niimero par de arestas de (9,C)*, contando
multiplicidades quando necessario.

Portanto, todas as componentes do subgrafo dual formado por (9,C)* tém todos
os graus pares. Como o grafo é finito, cada uma admite um circuito e pode ser
decomposta em ciclos; em particular, cada uma de suas arestas pertence a um
ciclo. ]

A forma elementar da dualidade que sera usada adiante é a seguinte.

Proposicao 9.2

Seja G um grafo plano finito e conexo e seja e = {x,y} € E(G). Denote por
é = {x,y} a aresta dual correspondente. Para toda configuracio w, exatamente
uma das alternativas ocorre:

1. existe um caminho primal aberto de x a y em G \ {e};

2. existe um caminho dual aberto de X a y em G\ {e}.

Demonstragao. Considere a componente aberta C de x no grafo G \ {e}. Se y € C,
vale a primeira alternativa. Suponha entdo y € C. Nesse caso,

e € 9,C.

Além disso, toda aresta de 9,C diferente de e esta fechada: se f = {u,v} # e, com
ue Cev & C, estivesse aberta, entdo v também poderia ser alcancado a partir de x
em G \ {e}, contradizendo a definicdo de C.

Se as duas faces adjacentes a e coincidem, entdo X = j e a segunda alternativa
vale pelo caminho de comprimento zero. Suponha, portanto, x # j. Pelo Lema 9.1,
a aresta € pertence a um ciclo dual formado por arestas que cruzam 9,C. Removendo
é desse ciclo, obtemos um caminho dual de x a y que evita é. Todas as suas arestas
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cruzam arestas de 9,C \ {e} e, portanto, sdo duais de arestas primais fechadas. Logo
o caminho dual é aberto.

Resta ver que as duas alternativas ndo podem ocorrer simultaneamente. Suponha
que exista um caminho primal aberto simples P de x a y evitando e. A unido de
P com e é um ciclo primal simples. As duas faces adjacentes a e ficam em lados
opostos desse ciclo. Assim, qualquer caminho dual de X a y que evite é precisa
cruzar alguma aresta de P. Mas uma aresta dual aberta cruza uma aresta primal
fechada, enquanto todas as arestas de P sdo abertas. Isso é impossivel. ]

A prova contém a ideia que reaparecera em todo o capitulo: uma fronteira primal
funciona como uma barreira dual. Quando uma conex3o primal falha, procuramos
a interface que separa o conjunto alcancavel de seu alvo; as arestas dessa interface
sao fechadas e, vistas no dual, formam uma conexio aberta.

9.2 Cruzamentos em Z?

Seja
R=[ad]x[bb]nZ?
um retangulo. Denotamos suas faces oeste, leste, norte e sul por dy R, dgR, INR e
dsR. Escrevemos

H(R) = {owR <> 95R}

para o evento de cruzamento primal aberto da esquerda para a direita.

A S . =5 11
O retangulo dual R é obtido na rede deslocada 72 = 72 + (5,5), com as arestas

duais que cruzam as arestas de R. Denotamos por V*(R) o evento de existéncia de
um cruzamento dual aberto de cima para baixo.

Proposicao 9.3

Para toda configuracgéo w, exatamente um dos eventos H(R) e V*(I/K’\) ocorre.

Demonstragdo. Se H(R) ocorre, qualquer caminho dual de cima para baixo deve
cruzar o caminho primal horizontal. No ponto de cruzamento, a aresta dual cor-
responde justamente a aresta primal atravessada. Como os estados primal e dual
sdo opostos, os dois caminhos néo podem ser simultaneamente abertos. Portanto
V*(ﬁ) nio ocorre.

Suponha agora que H(R) néo ocorre. Seja C C R o conjunto dos vértices que
podem ser alcancados a partir de 9y, R por caminhos abertos contidos em R. Como
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permitimos caminhos de comprimento zero, toda a face oeste pertence a C; por
outro lado,
CNIgR = 0.

Toda aresta de R com um extremo em C e outro em R \ C é fechada.

Vejamos por que essas arestas contém uma barreira de norte a sul. Imagine
percorrer a interface que separa C da componente do complemento ligada a face
leste. Na borda norte, passamos de uma regiéio ligada ao oeste para uma regido ligada
ao leste; 0 mesmo ocorre na borda sul. A interface nio pode terminar no interior
do retangulo: em torno de cada face interior, as arestas da fronteira entram e saem
em numero par, exatamente como no Lema 9.1. Portanto, uma das componentes
duais dessa interface comeca na borda norte e termina na borda sul.

Essa componente cruza apenas arestas da fronteira de C, que sao fechadas no
primal. As arestas duais correspondentes sdo, portanto, abertas, e obtemos um
cruzamento dual aberto de cima para baixo. Logo V*(R) ocorre. |

A igualdade de probabilidades no ponto autodual requer escolher um retangulo
cuja geometria seja preservada, ap6s rotacdo, pela passagem ao dual. Para

R, = [0,n+ 1] x [0,n] N Z2,

o retangulo dual associado a um cruzamento vertical é, apés uma rotagio de /2 e
uma translacio, congruente a R,,. Assim, em p = 1/2,

P1/o[H(Rp)] = Py o[V (Ry)].
Como os dois eventos sdo complementares pela Proposi¢ao 9.3, concluimos que
1
Py /2[H(R,)] = > para todon > 1. (9.1)

Observe que essa conclusao nao vale, em geral, para um retangulo arbitrario: a
igualdade 1/2 depende da congruéncia entre o retingulo primal e o dual rotacionado.

9.3 A cota superior para o parametro critico

O argumento a seguir usa a nitidez da transi¢éo de fase ja provada no capitulo
sobre o regime subcritico. Ele fornece uma demonstracao curta da metade dificil da
identidade de Harris-Kesten.
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Teorema 9.4

Para a percolacio por elos em Z2,

1
pc(Zz) < 5

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que 1/2 < p.(Z?). Entio p = 1/2 esta
no regime subcritico. Pelo decaimento exponencial, existem C,c > 0 tais que,

uniformemente em x,
Py/; [x & Sp(x)] < Cemom.

Se H(R,) ocorre, algum x € dyR, esta ligado a face leste. Como a distancia
entre as duas faces verticais é n + 1, esse vértice satisfaz

x < Sn+1(x)~

Portanto, usando |9y R,| = n + 1,

1 —c\n
3= Py/o[H(R,)] < Z Pyjpx © Sp1(x)] < (n+ 1)Cee D).

xE&WR,,

O lado direito tende a zero, uma contradi¢éo. Logo p.(Z?) < 1/2. ]

9.4 O argumento de Zhang no ponto autodual

A outra metade do teorema usa unicidade da componente infinita e a geometria
planar. A apresentagio abaixo segue a forma usual do argumento de Zhang; para a
geometria dos cruzamentos primal-dual e esta versdo do argumento, veja também
(Yadin s.d.; Grimmett e Grimmett 1999).

Teorema 9.5

Para a percolacio por elos em Z2,

922(%) =0.

Consequentemente,

1
p(Z%) > o
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Demonstragao. Suponha, por absurdo, que 672(1/2) > 0. Pela lei 0-1, existe entdo
quase certamente alguma componente infinita primal; pelo Teorema de Burton-
Keane, ela é quase certamente tnica. Como, em p = 1/2, a configura¢io dual tem
novamente a lei da percolac¢io de Bernoulli com pardmetro 1/2, existe também
quase certamente uma Unica componente infinita dual.
Paran > 1, seja
Q, = [-n.n]? nZ2.
O evento {Q, < oo} cresce, quando n — oo, para o evento de existéncia de uma

componente infinita. Portanto

Py/2(Qp ¢ ) — 1.

Escolha n tdo grande que

1
P1/2(Qp & 00) > 1— 2.

Denote por Ay, Ag,AN,As 0s eventos de que, respectivamente, as faces oeste,
leste, norte e sul de Q, estejam ligadas ao infinito por um caminho primal aberto
que, depois do ultimo vértice em Q,, permanece fora da caixa. Se Q, esta ligado
ao infinito, tome um caminho aberto simples até o infinito e considere sua tltima
visita a Q,; ela ocorre em uma das quatro faces. Assim,

{Qn > W}:AWuAEUANUAs.
Consequentemente,
{0, > oo} = A}, N AL N A N AG.

Os quatro eventos do lado direito sdo decrescentes. Pela desigualdade de Harris e
pela simetria da rede,

1 =Py /5(Qp © ) 2 H P1/2(AD) = Py/p(Aj)*.
DE{W,EN.S}
Logo
7
P1/5(Ap) > 1— (1-Py/5(Q, & 00))1/4 >3

para cada direcéo D.
Faca agora a mesma construgéo no retangulo dual correspondente. Escreva Ay
e AS para os eventos de existéncia de bracos duais abertos, respectivamente das
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faces norte e sul para o infinito, permanecendo fora da caixa dual depois da tltima
visita. Pela autodualidade e pelas simetrias de Z?2,

LT o7
Py /2(AN) > 3’ Py /2(AS) > 3

Portanto, pela desigualdade da uniio,

1 1
Py Az Ay a9 21-4- L= Lo

Resta entender a geometria desse evento. Ha dois bragos primais infinitos, um
saindo a oeste e outro a leste, e dois bragos duais infinitos, um saindo ao norte e
outro ao sul. Suponha que os dois bracos primais pertencam a mesma componente
infinita. Podemos entéo liga-los por um caminho primal aberto finito. Eliminando
lagos e aparando os trechos anteriores as primeiras intersecdes, obtemos uma curva
primal simples que vai ao infinito para oeste e para leste. Acrescentando o ponto
no infinito, essa curva se transforma numa curva de Jordan na esfera; portanto ela
separa as direcdes norte e sul.

Assim, um caminho dual que unisse os bracos norte e sul teria de cruzar essa
curva primal. Mas uma aresta dual aberta s6 cruza uma aresta primal fechada, de
modo que tal cruzamento é impossivel. Logo, se os dois bragos primais pertencem a
mesma componente infinita, os dois bracos duais pertencem a componentes infinitas
distintas. Pela mesma argumentacéo com primal e dual trocados, no evento acima
hé necessariamente ou pelo menos duas componentes infinitas primais ou pelo
menos duas componentes infinitas duais.

Ambas as alternativas tém probabilidade zero pelo Teorema de Burton-Keane,
aplicado a rede primal e a rede dual. Isso contradiz a probabilidade positiva obtida
acima. Portanto

0,:(1/2) = 0.

Combinando os dois teoremas obtemos o resultado de Harris—Kesten:

w3 oofl)=s




CAPITULO

10

Transporte de massa

O principio de transporte de massa é uma ferramenta para explorar simetrias
em grafos transitivos. A ideia é simples: cada vértice envia certa quantidade de
massa aos demais, segundo uma regra compativel com as simetrias do grafo. Em
situacdes unimodulares, a massa total esperada enviada por um vértice coincide
com a massa total esperada recebida por ele.

Para formular esse principio com precisdo, comecamos recordando algumas
nogdes sobre acdes de grupos.

10.1 Acoes, Orbitas e estabilizadores
Seja I' um grupo que atua em um conjunto X. Escrevemos
I'xX — X, (gx)— g x,

com

(gh)-x=g-(h-x) e Ir-x = x.

Para x € X, definimos a drbita de x por
I'x={g-x:gel}
e o estabilizador de x por

I,={gel:g-x=x}

84
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A acdo é chamada transitiva quando I'x = X para todo x € X.
Se S C T, usaremos ainda a notacio

Sx={g-x:g€S}

A partir de agora, suponha que X seja um grafo localmente finito e que I' <
Aut(X). Como os automorfismos preservam distincias, para quaisquer x,y € X,

Iy C{z e X : dist(x,z) = dist(x,y)}.

Em particular, ',y é finito.
Para x,y € X, defina também

Iny={g€Tl:g-x=y}

Esse conjunto pode ser vazio; quando nio é, ele é simultaneamente uma classe
lateral a esquerda de I'y e uma classe lateral a direita de T,

Lema 10.1
Suponha que I' atue em X. Se T, , # @ e g €Ty ), entdo

I‘x,y =gl = ryg-
Além disso, para todo z € X,

|rx,yz| = [Tyz| = |ry(gz)|-

Demonstragao. Se h € Ty, entdo g 'h € Ty, de modo que h € gI',. Reciproca-
mente, se k € T',, entdo gk € I‘x,y. Logo,

l—‘x,y = grx~
Analogamente, hg™! € I, para todo h € I'y ), e obtemos
l"x,y = Fyg.

Da primeira identidade,
1—‘x,yz = g(rxz)>

e a aplicagdo u — gu € uma bijecdo entre I'yz e I'y , z. Portanto,

|rx,y2| = [Tyzl.
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ComoT), = gT'y g1, temos também
I'y(g2) = g(T'y2),

0 que prova a segunda igualdade. |

Exercicio 10.1
Mostre que
ITxyl = [Ty : TN ry]'

Deduza que, se todos os estabilizadores I',. sdo finitos, entdo
Tyl = [Ty x|

sempre que x e y pertencem a mesma Orbita.

10.2 Funcodes invariantes

Uma funcéio
f P X xX — [0,00]

é chamada invariante sob a acdo de I se

flgx.gy) = f(x,y)

paratodos geTlex,y € X.

Interpretaremos f(x,y) como a quantidade de massa enviada por x para y. A
invaridncia significa que essa regra néo distingue posi¢des que sdo equivalentes
pelas simetrias do grafo.

O resultado geral envolve um fator de correcido que mede a possivel assimetria
entre estabilizadores.

Teorema 10.2 — Principio geral de transporte de massa

Suponha que T’ < Aut(X), com X localmente finito, e seja
f: XxX—[0,00]
uma fungdo invariante. Entdo, para quaisquer a,b € X,

r.,b
Y flax)= ), f(y,b)m

x€lb y€la |rb y |
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As duas somas podem assumir o valor +oco.

A tUnica parte menos imediata da prova é a troca dos indices da soma. Vale
isola-la.

Lema 10.3 — Reindexacao das orbitas
Fixeab € X. Paraz € The y € Iq,

y €T, pa = zeTlqb.
Além disso, sempre que essas condi¢des valem,

T pal = [Tpyl.

Demonstragdo. Se y € T',pa, existe g €T tal que

gz =b, ga=y.
Aplicando g™, obtemos

gly=a  glbh=z

isto é, z € I'), ;b. A implicacéo inversa ¢ a mesma conta com g e g ! trocados.
Para a cardinalidade, escolha g como acima. Pelo Lema 10.1,

U pal = Czal = [Fp(ga)l = [Tpyl-
]

Prova do Teorema 10.2. Fixe a,b € X. Para z € I'b, o conjunto I',;, é ndo vazio. Se
g €T, entdo, pela invariancia de f,

f(az) = f(ga.gb) = f(gab).

Portanto, f(y,b) tem o mesmo valor para todo y € T, a. Podemos distribuir o
termo f(a,z) uniformemente sobre esse conjunto:

1

f@a) =g

Y, fGb).

yel“z,ba
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Somando em z € T'b,

Y f@)= Y = 3 S

zel'b zeTh 1" 2.b |yEFZ,ba

Agora aparece a reindexagao. Pelo Lema 10.3, o par (z,y) contribui para a soma
acima exatamente quando

yeTla e z€T)qb

Como todos os termos sdo nio negativos, podemos trocar a ordem das somas por

Tonelli: .
Y f@z) =) fob) D, o

zelb y€la z€l, b

Fixado y, o mesmo lema mostra que o denominador néo depende do z que aparece
na soma:

T2 pal = [Tpyl.

Por outro lado, o Lema 10.1 da
|Fy,ab| = |ryb|-

Ha, portanto, exatamente IFyb| parcelas, cada uma igual a 1/|[,y|. Assim,

1 |ryb|

T Cepal [Tyl
e obtemos b
> flax)= ) f(y,b)ﬁ-
xel'b y€la by

10.3 Unimodularidade

O fator que aparece no principio geral desaparece quando a a¢do nio distingue,
em termos de cardinalidade de orbitas de estabilizadores, o sentido x — y do sentido
y— X
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Definicdo 10.1
Suponha que I' < Aut(X). Dizemos que a agio de I sobre X é unimodular se
Iyl = |Tyx]

para todos x,y € X que pertencem a mesma Orbita.
Um grafo transitivo X é chamado unimodular quando a a¢do natural de Aut(X)
sobre X é unimodular.

Quando a acdo é transitiva e unimodular, o principio geral assume a forma mais
familiar.

Corolario 10.4

Suponha que T' < Aut(X) atue transitivamente e de forma unimodular em X.

Se
f: XxX—[0,00]

é invariante, entdo, para todo o € X,

Y flox) =) f(xo).

xeX xeX

Demonstragao. Como a agéo é transitiva, ['o = X. Aplicando o Teorema 10.2 com
a = b = o, obtemos

[Cxol
> flox)= ). f(x0) |rx i
xeX xeX oX
Pela unimodularidade, o quociente é igual a 1. |

O reciproco também é verdadeiro: para acdes transitivas, a identidade de trans-
porte de massa caracteriza a unimodularidade.

Teorema 10.5 — Principio de transporte de massa

Suponha que T' < Aut(X) atue transitivamente em X. Entéo a acdo é unimo-
dular se e somente se, para toda fun¢éo invariante

i XxX —[0,00]
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e todo 0 € X, vale

Y flox) =) f(xo).

xeX xeX

Demonstragao. A implicacao direta é o Corolario 10.4.
Para a reciproca, suponha que a identidade de transporte de massa valha para
toda funcéo invariante. Fixe a,b € X e considere a 6rbita diagonal do par (a,b):

I'(ab) = {(ga,gb) : g T}

Defina
FGY) = Yy y)er@b)-

A funcdo f é invariante. Aplicando a identidade de transporte de massa no vértice
a, temos

> fay) =), f(xa).

yeX xeX

O lado esquerdo conta precisamente os vértices da orbita I';b, portanto é igual a
ITabl.
Por outro lado, f(x,a) = 1 se e somente se existe g € T tal que

ga=x e gb=a.

Logo, os possiveis valores de x formam o conjunto I', ;a. Como a acdo ¢é transitiva,
I'yq # @, e pelo Lema 10.1,

ITpqal = [Tpal.
Consequentemente,
ICgbl = [Tpal.
Como a e b sdo arbitrarios, a acdo é unimodular. ]

10.4 Forma aleatdria do principio

Nas aplica¢des probabilisticas, a quantidade de massa enviada depende da propria
configuracdo aleatoria. Essa é a forma que sera usada no capitulo seguinte.

Suponha que Q seja uma configuragéo aleatoria cuja distribuigdo é invariante
sob uma acéo transitiva e unimodular de I em X. Seja

F: XxXxQ—[0,00]
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uma regra de transporte satisfazendo a equivariancia

F(gx,gy.gw) = F(x,y,0)

para todo g €T
Defina

f(xy) = E[F(x,y.Q)].

Pela invariancia da lei de Q, a funcédo f ¢ invariante. Portanto, pelo Teorema 10.5 e
pelo teorema de Tonelli,

E| Y Floy.Q)

yeX

=E [ > F(x,o,Q)] .

xeX

Em palavras: a massa esperada enviada pela origem é igual a massa esperada
recebida pela origem. Essa formulacido permite transformar propriedades globais de
uma configuracéo aleatéria em identidades locais, e sera a principal ferramenta do
proximo capitulo.



CAPITULO

11

Aplicacoes do transporte
de massa

11.1 Percolacao invariante

A percolacdo invariante estende os modelos de elos e de sitios, preservando as
simetrias do grafo, mas permitindo dependéncias entre os estados das arestas ou
dos vértices.

A exigéncia é que a distribuicido da configuracdo permaneca a mesma quando
aplicamos um automorfismo do grafo. A percolacido de Bernoulli (ou i.i.d.) é um
caso particular: cada aresta ou vértice é declarado aberto com probabilidade p,
independentemente dos demais. A invaridncia, porém, ndo exige independéncia;
ela admite tanto dependéncias locais quanto correlagdes de longo alcance.

Definicao 11.1 — Percolacao invariante

Seja G um grafo. Seja P uma medida de probabilidade em algum dos conjuntos
2V(G) 2E(G) oy 2VIGIVEG), Seja Q o subconjunto aleatdrio associado (isto
é, a configuracio aleatdria correspondente). Dizemos que P (ou Q) é uma
percola¢io invariante se P é invariante sob a acdo de Aut(G); ou seja, se para
todo ¢ € Aut(G), a medida de probabilidade P o ¢! coincide com P. Em outras
palavras, ¢ Q e Q tém a mesma distribui¢ao.

92
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Quando desejamos distinguir entre os casos 2V(©) 2EG) oy 2V(GOVEG) acima,
diremos que P (ou Q) é uma percolagao invariante de sitios (resp. elos, resp. mista).

Exercicio Seja G um grafo de Cayley. Mostre que tanto a percolacéo de sitios
quanto a de elos em G sdo percolagdes invariantes.

Exemplo 11.1.

Pode Q consistir, quase certamente, em um tnico vértice? Se G é transitivo, nao
existe percolacio invariante tal que |Q| = 1 quase certamente.

De fato, se houvesse uma medida P tal, entdo P[Q = {x}] seria constante inde-
pendentemente de x (pela transitividade). Portanto,

1= Y PQ={x}] =) p=w

X

Exemplo 11.2.

Seja G transitivo. Pode Q ser, quase certamente, um conjunto finito e nio vazio
de vértices? Isto é, existe uma percola¢io invariante Q tal que 0 < |Q| < co quase
certamente?

Se houvesse tal medida P, entido definimos @’ escolhendo-se inicialmente Q
segundo P e, em seguida, escolhendo-se uniformemente um vértice x de Q, e
fixando Q" = {x}. Isto é,

1ieq}
(9]

P[Q = {x}|(Q)] =

Afirmamos que Q" é uma percolagio invariante, o que contradiz o exemplo
anterior.
De fato, seja ¢ € Aut(G). Entéo,

Ly ixeqt  Lxepo}
18] lp Q|

Pl = {x}|(Q)] = P[@ ={p"'x}|(Q)] = = Pl = {x}|(p)].

Como Q e ¢ Q tém a mesma distribuicdo, isso mostra que Q’ é invariante.
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Exemplo 11.3.
Se G é transitivo, entdo o nimero de componentes finitas em uma percolacdo
invariante Q deve ser 0 ou co quase certamente.

Com efeito, suponha que N denote o nimero de componentes finitas, e que
P[0 < N < 0] > 0. Entdo, definimos Q' como a unido de todas as componentes
finitas; a medida P[Q’ € -|(0 < N < )] é uma percolacéo invariante para a qual
P[|Q| <o | 0< N <oo] =1.

Exemplo 11.4.

Seja IP uma percolagio invariante e seja ¥ o conjunto (aleatorio) de todos pontos de
“r-trifurcagdo”. Entdo, ¥ também é uma percolagio invariante. Portanto, |¥| € {0, oo}
quase certamente.

Proposicao 11.1

Seja P uma percolagio invariante em algum grafo de Cayley G. Para qualquer
x € G, a componente de x, denotada por €(x), contém ou 0 ou infinitos
pontos de trifurcacio.

Demonstracdo. Para cada configuracio w € {0,1}V(G) e x,y € G, definimos

0, sea componente de x em w contiver 0 ou infinitos pontos r-trifurcacio;

Flx,yw) = §1 L
—, caso contrario,

onde N é o nimero de pontos r-trifurca¢io na componente de x. Mais precisamente,
se a componente de x contém exatamente N pontos r-trifurcacgao, definimos

, se y éponto de trifurcagio;
F(x,y0) = N
0, caso contrario.

Observamos que F(¢x, ¢y, ¢ @) = F(x,y,0) para ¢ € Aut(G). Assim, definindo
f(x,y) := E[ F(x,y,Q) ], temos que f é uma fungio invariante. Pelo principio de

transporte de massa,
> flox) = ) f(xo).
X X

Por definicéo, Zx F(o,x,0) é igual a 0 ou 1. Portanto, Zx flox) < 1.
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Denote por A o evento de que o é um ponto r-trifurcagio e sua componente possui
um nimero positivo e finito de pontos r-trifurcacdo. Para toda configuracio w € A,

P 1
a componente de o ¢ infinita e, para qualquer x nessa componente, F(x,0,0) = e
Logo ), F(x,0,w) = o0 em A. Se P(A) > 0, teriamos

1> Zf(x,o) > IE[ZF(x,o,w) IA] = oo,

contradicdo. Assim, para cada vértice o,
]P(o é trifurcacéo e sua componente contém apenas finitas trifurca(;f)es) =0.

Como V(G) é enumeravel, a unido desses eventos sobre todos os vértices também
tem probabilidade zero. Se alguma componente possuisse um ntimero positivo e
finito de pontos de trifurcagdo, um desses pontos pertenceria justamente a essa
unifo. Logo, quase certamente, cada componente contém ou nenhum ponto de
trifurcagdo ou infinitos pontos de trifurcagio. ]

11.2 Percolacao critica em grupos nao amenaveis

Recordemos a defini¢ao de ®(G), a constante de Cheeger do grafo G, e que G é
amenavel se e somente se ®(G) = 0.

O teorema de Benjamini, Lyons, Peres e Schramm descreve a percolacdo no
ponto critico para a classe de grafos a seguir.

Teorema 11.2

Se G é um grafo ndo amenavel unimodular e transitivo, entdo 6(p.) = 0.

A prova sera dividida em duas etapas: primeiro mostramos que o numero de
componentes infinitas em p, ndo pode ser 1; em seguida, que ndo pode ser co.
Trataremos da percolagédo por elos; o caso de sitios é analogo.

11.3 Exclusdao de uma componente infinita tnica: k, # 1
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Lema 11.3

Seja Q uma percolacio invariante em um grafo unimodular e transitivo G de
modo que todas as componentes de Q sejam finitas. Entao,

E[deg,(x)] < deg, —®(G).

Consequentemente, se {Q,}, é uma familia de configuragdes de percolagio
invariante tal que lim,_,, P[Q.(e) = 1] = 1 para toda aresta e, e se G é
nio amenavel, entdo existe ¢ > 0 para o qual Q, possui uma componente
infinita com probabilidade positiva. Se, além disso, a lei de Q, é ergodica,
essa probabilidade é um.

Demonstracdo. Seja S finito, conexo e néo vazio. Como G é transitivo, ele é regular;
denotemos seu grau por deg,. Contando, para cada vértice de S, as arestas que
permanecem dentro de S, obtemos

Y., degy(x) = deg;[S| — [8.S].
xE€S

Cada vértice de 9S é extremo exterior de pelo menos uma aresta de 9,S. Portanto
10:S| > 0S| > ®(G)IS],

e assim

Z degy(x) < deg, —(G).

xeS

1
N
Como todas as componentes de Q sdo finitas, defina-se

deg,(x)
F(x,y.Q) = ol L xoy (em Q)}-

Assim, definimos f(x,y) := IE[F (x,y,Q)], que é uma fungéo invariante. Pelo princi-
pio de transporte de massa,

E[deg,(0)] = Y f(xy) = Y fyx) = E[@ Y degQ(y)] < deg, — ®(G),
y y yex
pois cada C(x) é finita e conexa.
Se G néo for amenavel, entio ®(G) > 0. Fixe um vértice x. Como ele possui
apenas finitos vizinhos e, para cada aresta e incidente a x, temos P[Q,(e) = 1] — 1,
podemos escolher ¢ tdo pequeno que

P[Q:(x ~ y) = 1] > 1 — deg,! ®(G)



11 Aplicacoes do transporte de massa 97

para todo vizinho y de x. Segue que

]E[degQE(x)] = Y P[Qx~y)=1] > deg; — ¥(G).
y~x

Se todas as componentes de Q, fossem finitas quase certamente, a primeira parte
daria a desigualdade oposta. Logo €, possui uma componente infinita com pro-
babilidade positiva; sob ergodicidade, o evento de existéncia de uma componente
infinita é invariante e, portanto, tem probabilidade um. ]

Teorema 11.4

Seja G um grafo ndo amenével unimodular e transitivo. Seja k;, o niimero de
componentes infinitas na percolacédo de elos em G com parametro p.. Entao
Plk, =1]=0.

Demonstracdo. Considere o acoplamento natural das configuracoes de percolagao
(Qp)pe[o,l]- Suponha, por contradicdo, que em p. exista quase certamente uma
Unica componente infinita, que denotaremos por €. A hipdtese é invariante
e, pela ergodicidade da percolagdo de Bernoulli, essa é precisamente a situacio
correspondente a k;, = 1.

Para cada vértice x € V(G), defina

c(x) ={z € G : dg(x,2) = dg(x,6)}.

O conjunto ¢(x) é ndo vazio. Além disso, esta contido numa esfera finita em torno
de x; pela local finitude de G, é finito. A construgio é equivariante: aplicar um
automorfismo a configuracéo leva c(x) em c(¢x).

Para 0 < ¢ < p,, definimos a configuracdo H, declarando aberta uma aresta
e = {x,y} se, e somente se,

1. dg(x,6w) < € edg(y,6n0) < 7L
2. todos os vértices de c(x) U ¢(y) pertencem a uma mesma componente de Q,, .

Como o acoplamento natural e a regra x — c(x) sdo equivariantes, H, é uma
percolacdo invariante.
Usaremos as seguintes propriedades de H,.

1. Monotonicidade. Se ¢ > § > 0, entdo p, — ¢ < p, — d e a condicdo de distancia
para H, é mais restritiva. Logo
H, < H;y.
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2. Cada aresta aparece quando ¢ | 0. Fixe e = {x,y}. O conjunto c¢(x) U c(y) é finito e
esta contido na componente conexa 6,, de QPC' Podemos, portanto, escolher uma
colecdo finita de caminhos abertos em Q,, que conecta todos esses vértices. No
acoplamento natural, uma aresta f pertence a Q;, quando U(f) < p.; como os
rétulos tém distribuigdo continua, quase certamente nenhum dos rétulos da colegao
finita é exatamente p.. Assim, existe n(e) > 0 tal que todos esses caminhos ja estao
abertos em Q, _, sempre que 0 < ¢ < 1)(e). Reduzindo ainda mais ¢, a condi¢io de
distancia também ¢é satisfeita. Portanto

H.(e) 11 quase certamente quando ¢ | 0,
e, por convergéncia dominada,
P[H.(e) = 1] — 1.

Pelo Lema 11.3, para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno, H, possui uma
componente infinita com probabilidade positiva. Fixe, numa configuracio desse
evento, um caminho simples infinito

X0>X1,X2, .-

formado por arestas de H,.

3. Um caminho infinito em H, produz uma componente infinita abaixo de p,. Ponha

U= U c(x;p).

=0

Esse conjunto é infinito. De fato, se U fosse finito, cada x; estaria a distancia menor
que ™! de algum vértice de U; todos os x; pertenceriam entéo a unido finita de bolas
de raio [¢7!] centradas nos vértices de U. Essa unido ¢ finita pela local finitude, em
contradi¢do com o fato de o caminho (x;) ser simples e infinito.

Por outro lado, se xj ~ xj;; € uma aresta de H,, a definicdo garante que c(x;) U
c(xj;1) esté contido em uma tnica componente de Q p—e- Encadeando essa afirmacéo
ao longo do caminho, todo o conjunto U pertence a uma mesma componente de
Qp —e. Como U € infinito, essa componente ¢ infinita.

Obtivemos, com probabilidade positiva, uma componente infinita para o para-
metro p, — ¢ < p,, contradizendo a defini¢éo de p,. Logo

Pk, =1) = 0.
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Legenda: ,

- em H,
——— Aresta fora de H,

Figura 11.1: Exemplo esquematico da configuragdo H,: em azul a componente Q;
em vermelho, conexdes adicionais em H,.

11.4 Exclusao de infinitas componentes infinitas: k, # oo

Recordemos a definicdo de um ponto r-trifurcacio x; esse evento é denotado
por ¥,(x). Temos ¥,(x) = {M, > 3} onde M, = (N,)o, E(B(x,r)) € Nr é 0 ntimero de
componentes infinitas que intersectam a bola de raio r; ou seja, ¥,(x) é o evento de
que, ao tornar todas as arestas em B(x,r) a estarem fechadas, existam ao menos 3
caminhos infinitos a partir de B(x,r). Tal evento é independente de F (p(x ).

Lema 11.5
Seja Q uma percolagao invariante em um grafo unimodular e transitivo G.
Entéao, se
P[#1(x).[6a(x)] = =| > 0,
segue que

E[dego(x) | (1G] = )] > 2

Demonstragao. Defina R(x,y,Q) como o indicador do evento de que exista um ca-
minho simples infinito da forma (x = xp, y = xy, X3, X3, ...) com Q(x;, ~ x,,1) = 1
para todo n. Defina

2 R(x,y,Q2), se R(y,x,Q) =0,

R(x,y,Q), caso contrario.

F(x,y.Q) = {

Ou seja, F(x,y,Q) = 1 se é possivel ir ao infinito a partir de x em duas direcdes,
com uma delas passando por y; se é possivel ir ao infinito via y porém sé existe uma
direcdo, entdo F(x,y,Q) = 2. A regra atribui pesos distintos as duas possibilidades
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de prolongamento de um caminho até o infinito.
A funcdo F é invariante e, consequentemente, f(x,y) := E[F(x,y,Q)] é invariante.
Note que

FGey. Q) + F(yx.Q) = 210(x-y)=1} 1j&,(x)l=co}-

Logo,
Y |FGy.9) + FyxQ)| = 2 degy() 1, (oj=eo)
y

O Principio de Transporte de Massa implica
1
Hdeg () gyoiot] = 5 L[FCe+f00)] = Y fGxy) = H Y, FlxpQ)].
y y y

Sempre que |Fo(x)| = o e x é um ponto de trifurcagéo, obtemos zy F(x,y,Q) > 3.
Além disso, para qualquer x com |€q(x)| = oo, deve existir a0 menos um caminho
de x até o infinito, de modo que Zy F(x,y,Q) > 2. Portanto,

E[degg(x) 1{|%Q<x)|=oo}] =), E[F (6.7, 1w, (), |%Q(x)\:oo}]
y

+ E[F(x,y,Q) Loy, (x)e, I%Q(x)lzoo}]
> 3P[¥(x), [Bo(x)| = o]

+ 2P[¥;(x), [Go(x)| = o]
= 2P[[€q(x)l = ] + P[¥(x)|Ea(x)| = ]
> 2P[|Go(x)| = oo].

Portanto,
Hdeg (o) | (Bl =] > 2
Além disso,
E[deg (x) - L1 (x)=cot]
Eldego ()| Ca(0] = ] = ——pfie s
Substituindo:
Eldego(0) - iyl
P[|Ca(x)] = o] ’
portanto,

E[deg,(x) | [Co(x)| = oo] > 2.
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Medida produto condicional: percolacao invariante e Bernoulli

Seja G = (V,E) um grafo localmente finito. Considere:

® Uma medida de percolagio invariante y sobre {O,I}E, ou seja, w € {O,l}E é uma
configuracéo aleatoria onde cada aresta esta aberta (w(e) = 1) ou fechada (w(e) =
0);

B Para cada configuracdo w ~ p, as componentes abertas (componentes conexas
do subgrafo induzido por w) sdo denotadas por {&;(w)};c], onde I é um conjunto
(aleatério) de indices.

Sobre essa configuracdo, definimos uma segunda percolacdo de Bernoulli com
parametro p € [0,1], restrita ds arestas abertas de .

Definicdo 11.2 — Percolacao invariante e Bernoulli

Seja v a medida de probabilidade associada a uma percolagio invariante.
Para cada realizagdo w da percolacdo invariante, definimos uma configuracéo
de percolagio invariante + Bernoulli, o’ € {0,1}F por:

B Arestas e € w: abertas com probabilidade p € [0,1], independentemente
entre si;

B Arestas e ¢ w: fixadas como fechadas, ou seja, w’(e) = 0 com probabilidade
1.

A medida de percolagao invariante + Bernoulli resultante é a medida produto
condicional P sobre o’ € {0,1}f dada por:

P = [ Py [ 0)dv(e)

onde P,(- | ®) é a medida produto de Bernoulli com pardmetro p, condicionada
a configuragao w, ou seja,

Py | 0) = [] 7@ - p)='@ . TT so(e’(e).

ecw e¢w

onde
1, sen(e) =0;

0, caso contrario.

So(e’(e)) =
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Lema 11.6

Seja Q uma percolagio invariante em um grafo unimodular e transitivo
G. Suponha que todas as componentes de Q sejam arvores (possivelmente
finitas) quase certamente. Entéo, se

]P[‘I’l(x), x < 00] >0,

segue que, quase certamente, existe alguma componente € de Q tal que a
percolacdo de elos de Bernoulli em & satisfaca p, < 1.

Demonstragao. Vimos que se P[¥{(x), x <> oo] > 0, entdo
m :ZE[degQ(x) | (x & 00)] > 2.

Escolhemos p < 1 suficientemente préoximo de 1 para que m p > 2. Essa escolha
usa a desigualdade estrita m > 2, e ndo apenas m > 2.
Seja Q’ a percolagio de elos de Bernoulli de parametro p sobre Q. Entdo

E[deg,, (x) | (Ga()| = )] = Y P[Q(x ~ ) = 1|(|Gax)| = )] p
y~x
E[deg,(x) | (Bax)|=)] p = mp > 2.

Nessa construgio, cada aresta de Q tem probabilidade p de permanecer em Q.

Para comparar esse grau médio com o de uma componente finita, usamos a
identidade |E(T)| = |T| — 1 para uma arvore finita T. Portanto,

2|T| > 2|E(D)| = ) 1oy = Y, deg(x).
x,yeT x€T
Se todas as componentes de Q’ sdo arvores finitas quase certamente, considera-
mos a funcédo de transporte F(x, y, Q) definida por

deg,, (x)
F(x,,Q) := Co@l Lyecy (0} - Hico(x)l=cops

que representa a quantidade de massa que o vértice x envia a y, normalizada pelo
tamanho de sua componente em Q’, e condicionada ao fato de x pertencer a uma
componente infinita de Q.

O Principio de Transporte de Massa iguala a massa total esperada enviada a
massa total esperada recebida:

E[deg, (x) - 1y (x)|=c0}] = E

ZF(y, x,Q)
y
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A massa recebida em x pode ser escrita como

deg,,, (y) 1
DEex D= Y el = ey D, de8o () ey (ol
y yECQ/(x) |CQ;(X)| |CQ/(X)| yECQ/(x)
Portanto,
1
Eldegq () o=l = E| iy 20 deBo,(0)- Loy(oees |-
A yeCa ()

Como, por hipdtese, todas as componentes de Q’ sdo arvores finitas, para cada
componente C temos
ﬁ Z deg,,, (y) < 2,
yeC
e, portanto,
]E[degQ,(x) i, (x)|=o0}] < 2 - P[|Co(x)] = oo].

Por outro lado, o calculo do grau médio forneceu
E[deg,, (x) - 1fjc,(x)=c0}] = mp - P[|Co(x)| = o],
e, pela escolha de p, temos mp > 2. Portanto,
mp - P[|Ca(x)] = c0] > 2 P[|Co(x)| = eo],

o que leva a uma contradicéo.

Logo a hipotese de que todas as componentes de Q’ sdo finitas ndo pode ser
verdadeira. Assim, Q’ contém quase certamente uma componente infinita, o que
mostra que p, < 1 para alguma componente € C Q.

]



11 Aplicagbes do transporte de massa 104

Definimos a floresta geradora minima livre & de Q como o subconjunto de
arestas e € Q que ndo pertencem a nenhum ciclo de Q no qual e recebe o maior
valor atribuido entre as arestas do ciclo.

Definicao 11.3
Seja (), 0 acoplamento natural de percolacéo de elos construido a partir das
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas U(e),. Para
cada p, definimos a floresta geradora minima livre (FGM) ¥ = &, do
seguinte modo:

F(x~y) =1+ Q,(x ~y)=1eV caminho finito y : x —> y,y C Q,,
3j,0<j <yl =1 :UQ; ~ yje1) 2U(x ~ y).

A floresta geradora minima livre de um grafo G com pesos aleatorios conti-
nuos U(e) € [0,1] atribuidos as arestas pode ser construida removendo-se de cada
ciclo simples a aresta com o maior rétulo. Isso produz, com probabilidade 1, uma
floresta livre de ciclos.

Exercicio 11.1

Mostre que FGM ¢é uma percolagio invariante.

Lema 11.7

Seja G um grafo transitivo e & = %, para p. = p(G). Entdo, quase
certamente, para todo x, a componente €% (x) de x em F é uma arvore
que abrange €, (x).

Em particular, se x é um ponto de trifurcacdo em uma componente infinita
de Q, , entdo ele também é um ponto de trifurcacéo em uma arvore infinita

o
em ‘/'Pc'

Demonstragdo. E suficiente provar que para qualquer x ~ y € Qy,, temos y © x
em FGM.

Fixe x ~y € Q,. Sejau = U(x ~ y). Mostraremos que, se x < y em FGM,
entdo a componente €,(x) em Q, é infinita.

Assuma que y < x em FGM. Como x ~ y ¢ &, deve existir um caminho simples
a : x — y contido em 6,(x), ou seja, com « aberto em Q,,.

Se « for aberto em FGM, entdo x < y em FGM, contradizendo nossa suposicéo.
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Portanto, deve existir uma aresta ¢y ~ ;1 que ndo pertence a FGM. No entanto,
pela definicéo, isso proporciona um caminho simples y : o — o tal que

max Ul(y; ~yj < Ul ~ o <u
02y I-1 ()’] )’]+1) ( t Jz+1) =
(ja que a € aberta em Q,). Logo, E(a Uy) \ {a ~ o1} € aberto em Q,, e, portanto,

contém um caminho simples  : x — y que também ¢é aberto em Q,,.
Numa floresta ha um unico caminho simples entre quaisquer dois vértices da

mesma componente conexa. Se a interse¢do y Na contivesse um vértice ; diferente
dos extremos, haveria dois caminhos distintos em F.,, ligando ¢; a @;: um subcami-
nho de « e um de y, formando um ciclo — impossivel em F_,,. Logo y Na = {o;,®41}-

Como « é simples, a concatenacio indicada nio repete vértices, portanto f é

simples.
De fato,

B = (X0, ooy 0 = Y05 o5 Vy| = 1> o> Aa])s

o que implica || = |a| + [y| = 1 > |a.

Por indugéo, isso implica que, para qualquer k, hd um caminho @ : x — y tal
que « esta aberto em Q,, e |a| > k. Logo, | E(€,(x))| > k para todo k, o que significa
|(gu(x)| = 0o.

Mas como &F C QP’ na verdade temos:
Ca(x) € Co,(x),

temos uma contradicéo.
Concluimos que, se x ~ y € Q, e x < y em FGM, entdo |6,(x)| = o, para
u=U(x ~ y). Como U(x ~ y) # p. quase certamente, temos

]P[x~yEQpC e x v yemFGM| < P[Tu< p,, [€,(x)| =] = 0.

Logo, mostramos que quase certamente, para qualquer x ~ y € QPC’ também
x <> y em FGM. Isso implica, por um exercicio abaixo, que €% (x) seja uma arvore
que abrange &, (x), para qualquer x, quase certamente.

Finalmente, se x ¢ um ponto de trifurcacdo em Q, , entdo |6}, (x)| = o0, e remover
as arestas adjacentes a x dividiria €, (x) em pelo menos 3 componentes infinitas. Se
T(x) for a arvore que abrange €, (x) em FGM, entdo remover as arestas adjacentes
a x também dividira T(x) em 3 componentes infinitas. ]
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Exercicio 11.2

Mostre que, se para qualquer x ~ y € Q,, temos x < y em F,, entdo para cada
componente conexa 6,(x) em Q,, a componente ‘ggp(x) de x em F, € uma arvore
que abrange €,(x).

Exercicio 11.3

Mostre que
]P[Elu <pe i |G| = oo] = 0.

Teorema 11.8

Seja G um grafo ndo amenavel, unimodular e transitivo. Seja k;, o niimero de
componentes infinitas na percolacio de elos em G com parametro p.. Entéo,

]P[kpc = 00] = 0.

Demonstragdo. Suponha, por contradicéo, que P[k,, = oo] > 0.
Fixe r > 0. Defina o evento:

¥, (x) := {existem pelo menos trés componentes infinitas de Q,, conectadas a 9B(x.r)
por caminhos abertos em B(x,r)}.
Como assumimos k;, = oo temos que p, < 1, entdo existe r tal que P[¥,(x)] > 0.

Entdo, se conectarmos quaisquer trés componentes infinitas a partir de dB(x,r)
por caminhos abertos dentro de B(x,r), obtemos

IP[EIy € B(x,r) : ¥1(y),y © o | ‘I/r(x)] > q>0.
Pela transitividade, isso vale para qualquer vértice, e em particular
]P[‘Pl(x),x « 00] > 0.

Seja agora & = F,, como no Lema 11.7. Aplicando o Lema 11.7, temos que,
com probabilidade positiva, x é um ponto de trifurcacdo em uma arvore infinita da
floresta geradora minima livre &, C Q,, .

Em seguida, pelo Lema 11.6, segue que &, contém quase certamente alguma

subarvore € C Q, tal que
() < 1.
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No entanto, como € C 6’, onde ¢’ é uma componente de Qpc’ segue que:
p(€’) < p(€) <1,

Entretanto,

pc(%’) =1

Para ver isso suponha, por contradicdo, que
P(€") < 1.

Entao existe algum p < 1 tal que a percolagdo de Bernoulli com parametro p sobre
@’ possui uma componente infinita com probabilidade positiva.
Contudo, como &’ € Q, , isso implica que Q,, percolaria com parametro p - p,
menor que p,, o que contradiz a definicdo do limiar critico p,.
Portanto,
Plk,, = o] = 0.



11 Aplicacoes do transporte de massa 108

Lema 11.9 — Florestas na percolacao

Seja Q um processo de percolagio I'-invariante em um grafo G. Se, com
probabilidade positiva, existe uma componente de Q com pelo menos trés
fins entdo (em um espaco de probabilidade ampliado) existe uma floresta
aleatéria F C Q tal que a distribuicdo do par (#, Q) é I'-invariante e, com
probabilidade positiva, alguma componente de & possui ao menos trés fins.

Demonstracdo. Atribuimos variaveis aleatérias independentes com distribuicao
uniforme em [0,1] as arestas (independentemente da configuracio Q). Definimos a
floresta geradora minima livre & de Q como o subconjunto de arestas e € Q que
nao pertencem a nenhum ciclo de Q no qual e recebe o maior valor atribuido entre
as arestas do ciclo.

Nio ha ciclos em &, pois, em qualquer ciclo de Q, a aresta de maior rétulo
é removida. Além disso, toda componente de F contida em uma componente
infinita de Q é quase certamente infinita. Para ver isso, suponha que K seja uma
componente finita de # contida numa componente infinita de Q. Existe entdo ao
menos uma aresta aberta de QQ com um extremo em K e outro fora de K. Escolha,
entre todas essas arestas, aquela de menor rétulo, digamos e.

A aresta e ndo pode ser excluida da floresta. De fato, qualquer ciclo de Q que
contenha e precisa sair de K por e e voltar a K por outra aresta f da mesma fronteira.
Pela escolha de e e pela continuidade dos rotulos, quase certamente U(f) > U(e).
Portanto e ndo é a aresta de maior rétulo desse ciclo. Como isso vale para todo
ciclo que contém e, a definicdo da floresta geradora minima livre forca e € &F,
contradizendo o fato de K ser uma componente de & . Logo, cada vértice de uma
componente infinita de Q pertence a alguma arvore infinita de .

Suponha agora que a componente Co(x) tem, com probabilidade positiva, ao
menos trés fins. Fixe uma arvore finita T que contém x tal que, com probabilidade
positiva, T C Cq(x) e Cq(x) \ V(T) possui ao menos trés componentes infinitas.
Com probabilidade positiva, ocorrem simultaneamente os seguintes eventos:

1. T C Co(x);
2. Cq(x) \ V(T) possui ao menos trés componentes infinitas;

1
3. todas as arestas de T recebem valores menores que >

4. todas as arestas incidentes a V(T), mas nao pertencentes a T, recebem valores

. 1
mailores que 5

Sob esse evento, T C &, e T pertence a uma arvore de & com ao menos trés fins. =
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