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Prefacio

Essas notas correspondem aos apontamentos para os cursos de Introducéo a To-
pologia Algébrica e Topologia Algébrica do Programa de Pés-graduacdo em Ma-
tematica da Universidade Federal do ABC. Essas notas ainda estdo incompletas e
podem apresentar erros ou sec¢des incompletas.

Ficariamos muito gratos se nos fossem enviadas sugestdes de melhorias ou que

nos fossem apontados erros porventura encontrados.
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T Conceitos basicos

1.1. Operacoes em Espacos Topoldgicos

1.1.1. Uniao por um Ponto

Sejam (X, z¢) e (Y, yo) espagos topoldgicos com pontos marcados, a uniao por
um ponto, ou o produto cunha, denotado por X VY, é o espaco quociente da unido

disjunta de X e Y pela identificagdo xg ~ yo, i.e.
XVY=(XUY)/~,

onde dois pontos distintos de X LI'Y sdo equivalentes se, e somente se, ambos sdo
os pontos base de X ou Y.

Esse espaco é munido de inclusdes naturaisiy : X — XVY ety : Y — XVY
que sdo aplica¢des com ponto marcado e tais que qualquer aplicagdo f : X VY —
Z fornece um par de aplicagdes foix : X = Z, foiy : Y — Z.

Além disso, a partir de qualquer par de aplicacdes com ponto marcado fx :
X = Zefy:Y — Z, podemos construir uma aplicacdo fx U fy : X UY — Z
que preserva a relacdo de equivaléncia ~, ou seja, se z ~ 2/, entdo (fx U fy) (z) =
(fx U fy) (2'). Portanto, existe uma aplica¢do correspondente X VY — Z que
denotamos por fx V fy.
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Exemplo 1.1.

Se X =Y = [0,1], com 0 como ponto base, entdo X V Y é homeomorfo ao
intervalo fechado [—1, 1] cujo ponto base estd no meio, em 0, por exemplo. A

figura a seguir representa este produto cunha e explica de onde vem o simbolo V.

N

<
Exemplo 1.2.
A figura do espaco oito apresentada na Figura 1.1 é homeomorfa a S' v S!.
<
X
Figura 1.1.: Oito
Exemplo 1.3.
O espago R/Z é um produto cunha de um nimero enumeravel de circulos.
<

1.1.2. Cone e Suspensao

Dado um espago topologico X, frequentemente é 1til considerar o cone C'X em

X, ou seja, o espago quociente
CX =X x[0,1]/X x {0}.

O cone de X é contratil, ja que a aplicacdo F' : CX x [0,1] — CX definida
por F'((x,s),t) = (z, st) é uma homotopia da aplicacdo identidade em C'X para
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Figura 1.2.: R/Z

a aplicagdo constante. Vale ressaltar que, no entanto, esse espaco também contém
uma copia de X, ja que o subconjunto X x {1} é homeomorfo a X.

Também podemos formar a suspensio ou o cone duplo > X de X, definido
como o quociente de X x [0, 1] pela relacdo que identifica o subconjunto X x {0}
para um ponto, e o subconjunto X x {1} para um ponto diferente. Esse espaco pode
ser pensado como duas copias de C'X unidas pela copia candénica de X contida em

cada uma delas.
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Seja X a esfera S!, entio 2 X é homeomorfo 4 esfera S2.

Exemplo 1.4.

<
] T~
Nl | |
LT | T
N L
LT T~
~ | L

Da mesma forma, XS™ é homeomorfo a S* 11, para todo n ndo negativo, mesmo

no cason = 0.

1.2. Variedades

Uma variedade topologica é um espaco topoldgico que se parece localmente com

um subconjunto aberto de R".
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Sejam (M, M) um espaco topologico e U C M um subconjunto aberto. Um
homeomorfismo

z:U—z(U)CR"

num subconjunto aberto z(U) C R”™ é dito uma carta local n-dimensional para
(M, M). As n-uplas z(p) = (z*(p), ... 2™(p)) € R", parap € U, sdo chamadas

de coordenadas locais de p € M em relacdo a carta local (U, x).

Se pudermos encontrar uma carta local n-dimensional em torno de cada ponto
de M, obteremos uma variedade topologica. Por varias razdes, é util exigir duas
propriedades adicionais sobre a topologia de (M, M): que seja segundo enume-
ravel e de Hausdorff.

Variedade Topolédgica. Seja (M, M) um espaco topoldgico. Entdo (M, M) é
uma variedade topologica de dimensdo n se as trés propriedades a seguir sdo

satisfeitas:

1. paracadap € M, existe uma carta local n-dimensional (U, z) de (M, M) com

peU;
2. (M, M) satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade;

3. (M, M) é de Hausdorff.

1. R™ é obviamente uma variedade topoldogica n-dimensional. Nesse caso, preci-

samos de uma Unica carta para cobrir todo o espaco: id : R™ — R"™.

2. Podemos provar que a esfera unitaria n-dimensional

S"={z eR"™ |||z = 1}



1. Conceitos basicos 6

é uma variedade topologica n-dimensional.

Para o pontoz = (1, 0,---, 0) € S™, o conjunto {(z1, -+, x,) € S™| x1 >
0} é uma vizinhanca com as propriedades requeridas, como vemos pela projecao
ortogonal no hiperplano coordenado em R™*! definida por #; = 0. Para qual-
quer outro ponto x € S™, ha uma rotagéo levando x para o ponto (1, 0,---, 0).
Tal rota¢do é um homeomorfismo de S™ e, portanto, x também possui a carta

requerida.
3. Qualquer espago discreto é uma variedade topoldgica 0-dimensional.
4. A esfera S é uma variedade topolégica 1-dimensional.

5. Otoro e a garrafa de Klein sao variedades topologicas 2-dimensionais (falaremos

mais sobre esses exemplos em breve).

6. Se M ¢é uma variedade topoldgica n-dimensional, entdo qualquer subconjunto
aberto de M também é uma variedade topologica n-dimensional. A demonstra-

¢do desse fato é imediata.

Seja M é uma variedade topologica de dimensdo m e seja /N é uma variedade
topoldgica de dimensao n, entdo o espago produto M x N é uma variedade topo-
logica de dimensao m + n.

A proposicdo decorre do fato de que, dados abertos U,, C R™ e U, C R", o
produto U,, x U, é um aberto em R"*",

Em geral, as variedades topologicas podem ser equipadas com alguma estrutura
adicional. Uma classe importante de variedades é a classe formada por varieda-
des diferenciaveis (ou suaves). Uma variedade suave é uma variedade topologica
munida de uma estrutura diferenciavel. Mais precisamente, um atlas suave para
(M, M) é uma familia {(U,, T ) }aca de cartas locais n-dimensionais que tam-

bém satisfaz a condicdo de compatibilidade: as aplicacdes
—1 .
TRox, xa(Ua N Ug) — xg(Ua N Ug)

sdo suaves (C°°-diferenciavel), para todos «, 5 € A (essa condicdo é vazia se U, N
Ug = 0).
Variedade Suave. Seja (M, M) uma variedade topoldgica n-dimensional. Di-

zemos que (M, M) é uma variedade suave de dimensdo n se admite um atlas
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Rn N

Figura 1.3.: As cartas de uma variedade diferenciavel satisfazem as condicdo de

compatibilidade.

diferenciavel maximal com relaco a condicdo de compatibilidade acima.

Exemplos de variedades suaves sdo: o espaco euclidiano R", a esfera n-
dimensional S", o espaco projetivo real RP". Para mais detalhes, veja (Lee, J.,
2010).
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1.2.1. Superficies

Uma variedade bidimensional é denominada superficie. O exemplo mais sim-

ples de uma superficie compacta é a esfera unitaria 5% = {(x,y, ) | 22 +y*+2% =

1}.
Outro exemplo importante de superficie é o toro. O toro pode ser definido pre-

cisamente do modo a seguir. Seja X o quadrado unitario fechado no plano R? :
{(z,y) eR*|0<z<1,0<y<1}.

Entéo, um toro é qualquer espaco homeomorfo ao espago quociente de X obtido

identificando-se os lados opostos do quadrado de acordo com as seguintes regras:
(0,y) ~(L,y), para 0<y<1,

(x,0) ~ (x,1), para 0<zx<1.

E conveniente representar simbolicamente como essas colagens sio feitas atra-
vés de um diagrama como na Figura 1.4. Os lados a serem identificados sdo mar-
cados com a mesma letra do alfabeto, e as identificacdes devem ser feitas de forma

que as dire¢des indicadas pelas setas coincidam.

| @ @
Figura 1.4.: Construcéo do toro
Nosso proximo exemplo de uma superficie compacta é o plano projetivo. Este
é uma superficie compacta que nio é homeomorfa a nenhum subconjunto de R?,
0 que torna a sua visualizacdo um pouco mais dificil. O espago quociente da 2-
esfera, S?, obtido pela identificacio de cada par de pontos diametralmente opostos

é chamado de plano projetivo. Também nos referiremos a qualquer espago ho-

meomorfo a este espaco quociente como plano projetivo.
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Seja H = {(z,y,7) € S*|z < 0} o hemisfério inferior fechado de S*. E claro
que, para cada par de pontos diametralmente opostos em S?, pelo menos um ponto
estd em H. Se ambos os pontos estdo em H, entdo eles estdo no equador, que é a
fronteira de H. Assim, poderiamos também ter definido o plano projetivo como
o espago quociente de H obtido identificando pontos diametralmente opostos na

fronteira de H. Como H é obviamente homeomorfo ao disco unitario fechado F?,
E? = {(z,y) e R* | 2 +y* < 1},

o espaco quociente de £ obtido pela identificacio de pontos diametralmente opos-
tos na fronteira é um plano projetivo. Isso pode ser visualizado projetando o he-
misfério superior de S? em R?.

Podemos ainda substituir £? por qualquer espaco homeomorfo, por exemplo,
um quadrado. Assim, um plano projetivo é obtido identificando-se os lados opostos
de um quadrado conforme indicado na Figura 1.5.

b

Figura 1.5.: Construgéo de um plano projetivo

Uma garrafa de Klein é qualquer espago homeomorfo a superficie obtida ao
identificar os lados de um quadrado unitario como na Figura 1.6.

Um diagrama planar é um poligono com 2n arestas no qual pares de arestas sdo
identificados com a mesma letra e com uma orientacdo. Na topologia quociente, as
arestas com os mesmos rotulos sdo identificadas ou coladas.

Os diagramas planares da esfera, do toro, da garrafa de Klein e do plano proje-

tivo, ddo origem as seguintes palavras:
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A

A

.

-
Ll

LIGEE

Figura 1.6.: Construcdo de uma garrafa de Klein a partir de um quadrado.

Superficie Palavra
Toro aba='b~!
Garrafa de Klein aba~'b
Esfera aa~?
Plano projetivo abab

Tabela 1.1.: Representacio por palavras a partir do diagrama planar.

Soma Conexa Sejam S; e S duas superficies disjuntas. A soma conexa de

S1 e S, denotada por S1#S53, é obtida removendo um pequeno disco em cada

superficie e, em seguida, colando as duas superficies ao longo do bordo dos discos.

Mais precisamente, escolhemos os subconjuntos Dy C 51 e Dy C S5 de modo que

Dy e Dy sejam homeomorfos a R2. Seja S o complemento do interior de D; em

Si, parat = 1 e 2. Escolha um homeomorfismo h do bordo de D1 no bordo de Ds.
Definimos S1#S2 como o espago quociente de S{ U S’ obtido identificando-se os

pontos z e h(x), para todos os pontos = no bordo de D;.

Figura 1.7.: Soma conexa de duas superficies

Nao é dificil provar que S1#.S52 é uma superficie. Pode-se provar rigorosamente
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que o tipo topologico de S7# 52 nao depende da escolha dos discos D; e Dy ou
da escolha do homeomorfismo h. Além disso, fica claro, pela nossa definic¢éo, que
nao ha distingdo entre S1#52 e S2#.S51, ou seja, a operacdo é comutativa. Nao é
dificil ver que as superficies (S1#52)#S53 e S1#(S2#53) sdo homeomorfas. Isso
significa que podemos falar sobre a soma conexa de varias superficies sem qualquer
ambiguidade. Vale ressaltar que a esfera bidimensional S? ¢ o elemento neutro da

soma conexa:
(S*#8) = (S#5%) = S,

para qualquer superficie S.
Classificacio das Superficies Compactas. Qualquer superficie compacta é ho-
meomorfa ou a esfera, ou a uma soma conexa de toros, ou a uma soma conexa de

planos projetivos.

B A soma conexa de g toros sera denotada por
Yy = T24 - .- #T2, parag € N.
—_———
g vezes
Para g = 0 definimos ¥y := S?. Desta maneira obtemos um monoide isomorfo
aN, pois Xg#Xy ~ X,y
B A soma conexa de g espacos projetivos sera denotada por
P, = RP?# - . . #RP?, para g € N.
——
g vezes

Para ¢ = 0 definimos Py := S?. Novamente, obtemos um monoide isomorfo a

N.

Superficies X,

A superficie ¥, ¢ um toro generalizado, com g "buracos".
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O numero g ¢ dito género da superficie >, e coincide com o nimero méaximo
de circulos mergulhados na superficie que podem ser removidos sem tornar a su-
perficie desconexa. Por exemplo, na esfera, um corte ao longo de qualquer circulo
divide a superficie em duas componentes e assim a esfera tem género 0. Por ou-
tro lado, num toro podemos cortar ao longo de um circulo vertical ou horizontal
de modo que a superficie resultante ainda é conexa, mas nio é possivel fazer um
segundo corte, logo o toro tem género 1.

Observamos que uma superficie S#T? ¢ homeomorfa a que se obtém acrescen-

tando um cilindro a S da seguinte maneira:
® escolhemos dois discos Dy, Do C S tais que D1 N Doy = ();
B removemos o interior dos discos;

B identificamos os bordos de D1 e Dy com os bordos do cilindro.

Repetindo a construcio anterior, por inducio, temos que X, ¢ homeomorfa a uma
esfera na qual foram colados ¢ cilindros.

Podemos também descrever estas superficies através de um diagrama planar.
Como ja descrevemos a esfera e o toro através de diagramas, passemos a descricdo
das superficies de género maior. A soma conexa de dois toros pode ser descrita da
seguinte maneira. Removemos um disco contendo um vértice qualquer nos dois

retdngulos que representam os toros.



1. Conceitos basicos 13

N dwyl
Y

Y Oy
Y, Qv

Sy
[S\2

b
\
7
a
b d d T
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a C e
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4 b
(& (& ¢
<
b d d
b
\
7
< AQ
(&
ct ;
3 b
C
<
d

Assim, obtemos o diagrama planar que é um octagono cujos lados devem ser

quocientados conforme as identificacdes representadas pela palavra

aba ' tede 1 d T
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A técnica apresentada anteriormente pode ser repetida de modo a descrever a
superficie ¥, pelo diagrama planar que ¢ o poligono de 4g lados com as colagens
dadas pela palavra

—1;—-1 —1;—1
arbraj "b] ‘-'agbgag bg .

Superficies P,
A soma conexa de dois planos projetivos pode ser descrita de maneira analoga a
realizada anteriormente: removemos um disco contendo um dos vértices nos dois

discos que representam os planos projetivos.
a b
a b
E observamos que os diagramas anteriores sdo equivalentes aos seguintes:
a b
c c
a
Finalmente, identificamos os bordos dos dois discos removidos, ou seja, as ares-

tas nomeadas de c.
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4o

QM

Dessa forma, obtemos o diagrama planar dado por um retangulo quocientado

conforme as identificacdes indicadas e representado pela palavra

aabb.

De maneira analoga, a superficie P, pode ser representada pelo diagrama planar

dado pelo poligono de 2¢ lados e com colagens dado pela palavra:

aiaq - - agag.
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2 Homotopia

Embora o conceito de homeomorfismo seja a nogéo natural de equivaléncia em
topologia, em diversas circunstancias se revela mais util e ou mais pratico estu-
dar propriedades invariantes por deformacoes nao necessariamente bijetivas, que
"mantém a forma" do espaco, mesmo que "esmagando” ou "esticando" algumas par-
tes.

Por exemplo, o anel circular
A={(z,y) eR*|1/2 < 2? +4> <2}

nao é homeomorfo ao circulo unitario S, todavia "tem a mesma forma", pois é
possivel contrair continuamente A a S'. Uma forma de visualizar essa contracio
é contrair A de ambos os lados ao longo das dire¢des radiais, ou seja, ao longo das

semirretas de R? que partem da origem. Veja Figura 2.1.

Figura 2.1.: O anel circular e o circulo sao homotopicos.

Para exprimir esta ideia formalmente, é necessario introduzir o conceito de ho-
motopia.
Neste capitulo, trataremos das no¢des basicas sobre homotopia, que serdo fun-

damentais para a construcdo do grupo fundamental de um espaco topoldgico. Além

17
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disso, em todos os resultados e defini¢des, o intervalo fechado [0, 1] sera denotado

por 1.

2.1. Aplicacoes Homotdpicas

Homotopia. Sejam X e Y espagos topoldgicos, uma homotopia de X para YV
é uma aplicacdo continua H : X x [0,1] — Y. Normalmente, escreveremos
Hi(x) == H(x,t).

Definimos abaixo a relagcdo de homotopia entre fungdes.
Funcdes Homotopicas. Sejam f,g : X — Y aplicacdes continuas entre espa-
¢os topoldgicos. Dizemos que f e g sdo aplicacdes homotdpicas se existir uma

homotopia H : X x [0,1] — Y que verifica
H(z,0) = f(x), H(z,1) = g(x), paratodo x € X.

Nesse caso, dizemos que H é uma homotopia entre f e g.
Se f e g sdo aplicacdes homotopicas, escrevemos f ~ g, ou ainda, H : f ~ g,
em que H denota uma homotopia entre f e g.

Intuitivamente, podemos pensar na homotopia como um processo de defor-
magao continua da aplicacdo f na aplicacdo g. De fato, veja que uma homotopia
H : X x I — Y é uma familia continua de aplica¢des continuas H; : X — Y,
Hi(x) := H(x,t), parametrizada pelo intervalo I = [0, 1]. Nesse sentido, se H é
uma homotopia entre f e g com Hy = f e H; = g, entdo a familia (H;);c; comeca

em f e termina em g.

Exemplo 2.1.

Sejam X = S! e Y = R2 Considere f : S! — R? o mergulho canénico de S!
em R? ie. f(z,y) = (7,9),eg:S! — R? a fungio constante com valor (0,0).
As fungdes f e g sdo homotopicas, sendo H(x,t) := (1 — ¢) f(x) uma homotopia

entre elas.
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Y
g9(z) = H(x,1)
3\
H
XxI | >
J
S AN
f(z) = H(x,0)
(a) Homotopia entre duas fungdes. (b) Duas fun¢des homotopicas.

Figura 2.2.: Homotopia entre fun¢des

Exemplo 2.2.

Sejam f,g : X — Y funcdes constantes com imagens p, ¢ € Y, respectivamente.
Entdo f e g sdo homotodpicas se, e somente se, p e ¢ pertencem a mesma compo-
nente conexa por caminhos de Y. De fato, se & : I — Y é um caminho em Y
ligando p a ¢ (ou seja, a(0) = p e a(l) = q), a aplicagdo H : X x [ — Y, dada
por H(x,t) = «(t), é uma homotopia entre f e g. Reciprocamente, se H é uma
homotopia entre f e g, entdo para qualquer 2o € X fixado, a(t) .= H(zo,t) define
um caminho que liga p a q.

<

Vale ressaltar o papel fundamental que o contradominio exerce quando se trata

de homotopias. Como vemos nos proximo exemplo.
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Exemplo 2.3 — Funcdes nao homotopicas.

As fungdes f,g : R — R dadas por f(x) = 1 e g(x) = —1, para todo z €
R, sdo homotopicas, como verificamos no exemplo anterior. Se restringirmos o
contradominio para R \ {0}, entdo f,g : R — R\ {0} dadas por f(z) = 1e
g(z) = —1, para todo x € R, ndo sdo homotopicas, ja que 1 e —1 pertencem a

componentes conexas distintas de R \ {0}.

<

No caso particular em que Y é um subconjunto convexo de R”, podemos mos-
trar que quaisquer duas aplica¢des continuas f, g : X — Y sdo homotodpicas.
Convexo. Um subconjunto D C R" é dito convexo se, dados z,y € D quaisquer,
o segmento de reta ligando = a y esta contido em D, ou seja, se (1 —t)x +ty € D,
para todo ¢ € [0, 1].

~— =

Figura 2.3.: Exemplos de conjunto convexo e de conjunto ndo convexo

Exemplo 2.4 — Homotopia em convexo.

Considere Y C R" um subconjunto convexo de R". Entdo quaisquer duas aplica-
¢oes continuas f, g : X — Y sdo homotodpicas.

De fato, considere a aplicacdo H : X x [ — Y dada por
H(x,t) = (1 —1)f(x) + tg(x).

Veja que H esta bem definida, pois Y é convexo, logo (1 — t)f(x) + tg(x) € Y
para quaisquer x € X et € I. Além disso,
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Portanto, H é uma homotopia entre f e g. Veja Figura 2.4.

Figura 2.4.: Homotopia linear

A homotopia definida desta maneira é chamada de homotopia linear, e é
surpreendentemente Gtil considerando sua simplicidade. Vale a pena notar que,
quando bem definida, é sempre homotopia (por ser uma composicao de funcgoes
continuas).

Note que se Y for um conjunto estrelado ao invés de convexo no exemplo acima,
a mesma propriedade é verificada e a demonstracdo é totalmente analoga.

A seguir, apresentamos condi¢des suficientes para que duas aplicagdes sejam
homotopicas na esfera.

Homotopias naesferaS”. Sejam f,g: X — S” func¢des continuas satisfazendo
f(z) # —g(z), para todo = € X, ou seja, f(z) e g(x) ndo sdo pontos antipodais.
Entdo, f ~ g.

Demonstragao. Defina a aplicacdo H : X x I — S" como a projecao da interpola-
¢ao linear na esfera:
o) - 1=01@) + tgla)
(L =)f(z) + tg(2)|
Por defini¢do, a imagem H (x,t) esta sempre em S™. Portanto, basta verificar que
H esta bem definida.

Com efeito, as imagens de f e g sdo pontos da esfera unitaria e, portanto, sdo

vetores de norma 1. Se f(z) e g(x) ndo sdo pontos antipodais, entdo existem duas

opgoes:

B f(z) = g(z),mascomot > 0,1—t > 0 é impossivel que (1—t) f (x)+tg(x) = 0.
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B f(x) e g(z) sdo linearmente independentes, entdo nenhuma combinacio linear

deles com coeficientes diferentes de zero podem somar 0.

Assim, H estad bem definida. Claramente H é continua, pois é a soma, produto e

quociente de aplica¢des continuas. Entdo, H é uma homotopia entre f e g.

Figura 2.5.: Homotopia entre duas fun¢des dada pela projecio da interpolacéo li-

near na esfera.

Seja f : S™ — S™ uma funcio continua.

1. Se f ndo possui pontos fixos (ou seja, se f(x) # x, para todo x € S™), entdo f

é homotopica a aplicagéo antipoda g : S" — S", g(z) = —=.

2. Se f satisfaz f(x) # —ux, para todo z € S™, entdo f é homotopica a aplicacdo
identidade id : S” — S", id(z) = =.

Aplicacio Homotopicamente Nula. Uma aplicacdo continua f : X — Y é dita
homotopicamente nula se f é homotopica a alguma aplicacio constante de X
emY.

Homotopias na esfera S". Seja f : X — S" uma funcéo continua que nao é

sobrejetora, entdo f é homotopicamente nula.

Demonstragao. Como f : X — S" ndo é sobrejetora, existe a tal que —a ¢ f(X).
Considere a funcédo constante g : X — S", g(z) = a, para todo z € X. Pela

Proposi¢do 2.1, f ~ g. Logo, f é homotopicamente nula. ]
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Exemplo 2.5 — Homotopicamente nula em convexo.
Considere Y um subconjunto convexo de R™. Neste caso, qualquer aplicacéo con-
tinua f : X — Y é homotopicamente nula. Veja o Exemplo 2.4.

<

Uma propriedade crucial de homotopia é que ela induzem uma relagio de equi-
valéncia, como apresentamos a seguir. Equivaléncia. Sejam X e Y espacos topo-
logicos. A relacdo de homotopia f~g é uma relagdo de equivaléncia no conjunto

das func¢des continuas de X em Y.
Demonstracdo. Vamos provar que a relagdo ~ é reflexiva, simétrica e transitiva:

1. Dada uma fungéo continua f : X — Y, aaplicacdo H : X x I — Y, dada por

H(z,t) = f(z), é uma homotopia entre f e f. Logo, ~ é reflexiva.

2. Dadas fungdes continuas f,g : X — Y e relacionadas por uma homotopia
H : f ~ g, considere a aplicacdo F' : X x I — Y definida por F'(z,t) :=
H(x,1—t). Veja que F' é uma homotopia entre g e f. Logo, ~ é simétrica.

3. Dadas funcdes continuas f,g,h : X — Y relacionadas por homotopias F' :
f~g, G:g=>~h,definimos H: X x [ — Y por

F. = F(x,2t telo,
H(.’I,',t) — Qt(l‘) (:U7 )7 set € [1) 2] )
Gor—1(z) = G(z,2t — 1), sete [5,1].
Note que H estd bem definida e é continua pelo Lema da Colagem. Assim, H é
uma homotopia entre f e h, ou seja, H : f ~ h. Logo, ~ é transitiva.

Para visualizarmos o que esta acontecendo com a homotopia definida na de-
monstracdo do item 3 da proposi¢io anterior, podemos considerar o caso particular

em que X = [0, 1]. Veja a Figura 2.6.

2.1.1. Equivaléncia Homotopica

Voltando ao exemplo do inicio do capitulo. Nesse exemplo, temos que o anel
circular
A={(z,y) eR*|1/2 < z? + 4> <2}
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~

%

Figura 2.6.: Composi¢do de homotopias

"tem a mesma forma" de S!, no sentido que podemos contrair continuamente A a

S' ao longo das diregdes radiais. Veja Figura 2.7.

Figura 2.7.: O anel circular e o circulo sdo homotoépicos.

Esse exemplo motiva a seguinte definicédo:

Sejam X um espaco topoldgico e A um subespaco de X.

a. Uma aplicagdo continua 7 : X — A é dita uma retracio de X em A se 7| W=
id 4. Em outras palavras, uma retrag¢do é uma aplicacdo sobrejetorar : X — A

tal que 72 = r. Nesse caso, dizemos que A é um retrato de X.

b. Uma aplicagéo continua r : X — A é dita um retrato por deformacao de X
em A se r é uma retragioeior ~ idx, em que i : A — X é a inclusdo. Nesse

caso, dizemos que A é um retrato por deformacio de X.

Equivalentemente, A é um retrato por deformac¢do de X se existe homotopia
continua H: X x [ — X tal que, paratodox € X ea € A,

H(z,0) =z, H(z,1)€e A, e H(a,1)=a.
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Se, além disso, H(a,t) = a, paratodoa € Aet € I, entdo dizemos que A é um
retrato de deformacio forte de X.
Exemplo 2.6 — S™ é um retrato de deformacio de R"™!\ {0} .

Considere a retragdo dada pela projecio radial:
r: RPN {0} — S"

|zl

Sejai : S — R™*! i(x) = 2, a inclusio . Claramente, r 0 i = idgn. Além disso, a
aplicacio continua H : R"*1\ {0} x I — R"*1\ {0}, definida por

x
H(z,t)=tex+ (1 —t)—,
||
¢ uma homotopia entre ¢ o 7 € idgn+1(o}- Logo, i o r = idgn+n(gy. Veja ainda
que H(a,t) = a, paratodoa € S" ! et € I. Portanto, S* ! é um retrato de

deformacéo forte de R™ \ {0}.

Figura 2.8.: A esfera unitaria S” tem o mesmo tipo de homotopia que R"*1\ {0}.

Veremos mais adiante que a esfera S”~! nio é um retrato de deformacio da

bola fechada que a tem como bordo, B™.
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Exemplo 2.7.

O circulo unitério (S') pode ser visto como retrato de deformacéo de varios espacos

topologicos. A Figura 2.9 mostra alguns exemplos de tais espagos.

) -

Faixa de Mobius Disco menos um ponto

Cilindro Toro sélido

N
e

Circulo

Figura 2.9.: Retratos por deformacio.

Um dos principais problemas com o conceito de retracdo por deformagio é que
ele ndo constitui uma relagdo de equivaléncia. No entanto, as retra¢des por de-
formacéo podem ser vistas como um caso particular de uma classe mais ampla de
transformagdes conhecidas como equivaléncias homotopicas. O conceito de equi-
valéncia homotopica desempenha um papel fundamental na Topologia Algébrica.
Equivaléncia homotopica. Dados espacos topoldégicos X e Y, uma aplicagio
continua f : X — Y é dita uma equivaléncia homotopica se existirg : ¥ — X
continua tal que

gof~idy e fog~idy.

Nesse caso, dizemos que g é a inversa homotopica de f e que os espacos X e Y
possuem o mesmo tipo de homotopia.
Quando X e Y tém o mesmo tipo de homotopia, escrevemos X =~ Y para

denotar tal fato.
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Veja que a relacdo de equivaléncia homotopica (ou tipo de homotopia) é uma

relacdo de equivaléncia entre espacos topologicos, ou seja,
X ~X, XY =Y ~X, XY Y~/ =X~Z7.

Se A C X é um retrato por deformacdo de X, entdo A é homotopicamente

equivalente a X, ou seja, A e X tém o mesmo tipo de homotopia.

Demonstracdo. Considere uma retracdo r : X — Aeainclusio? : A — X.
Entdo i o 7 ~ idx e, por hipdtese, 7 0 ¢ = id4 . Consequentemente, A e X sdo

homotopicamente equivalentes. ]

Em outras palavras, todo retrato por deformacio (ou ainda, todo retrato por
deformagao forte) é uma equivaléncia homotopica. De fato temos que dois espacos
sao homotopicamente equivalentes se, e somente se, ambos forem homeomorfos a
retratos por deformacgio de um espago maior (Fox, 1943).

Claramente, todo homeomorfismo é uma equivaléncia homotdpica. No entanto,

a reciproca néo é verdadeira, como visto nos exemplos a seguir.

Exemplo 2.8.

a. Um espaco convexo X tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto.

b. A esfera unitaria S” tem o mesmo tipo de homotopia que R"*1\ {0}. De fato,
S™ é um retrato de deformacio de R"*1\ {0} como provamos no Exemplo 2.6.

A retracdo dada pela projecéo radial

r: R\ {0} —» 8"
X

T .
|||

é uma equivaléncia homotopica com inversa homotopica dada pela incusio
i:S"*— R

c. Seja B"+1 bola unitaria fechada centrada na origem de R™ !, Bn+1\ {0} tem
o mesmo tipo de homotopia de S™. Basta aplicar um argumento semelhante ao

item anterior.
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d. A esfera S"~! tem o mesmo tipo de homotopia que S™ \ {p, ¢}, em que p e ¢
sdo os polos norte e sul, respectivamente. De fato, S” \ {p} é homeomorfo a
R™ via a projecdo estereografica. Logo, S" \ {p, ¢} é homeomorfo a R" \ {0}.
Pelo item (b), segue que

S"\ {p,q} ~R"\ {0} ~S""1.

Figura 2.10.: A projecéo estereografica é um homeomorfismo entre S” \ {p, ¢} e

R\ {0}.

Exemplo 2.9.
O toro T? menos um ponto tem o mesmo tipo de homotopia de S' v S! (“figura
0ito”).

q

Um dos grande problemas em teoria da homotopia é decidir quando dois es-
pacos possuem o mesmo tipo de homotopia. Em Topologia Algébrica, definimos

invariantes homotopicos que nos auxiliam nessa questdo.

2.1.2. Espacos Contrateis

Contratil. Um espaco topologico X ¢é dito contratil se tem o mesmo tipo de
homotopia de um ponto.

O resultado a seguir fornece uma caracterizacio de espacos contrateis.

Um espaco topologico X é contratil se, e somente se, idx é homotdpica a uma

aplicagdo constante.
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S
E= co

Figura 2.11.: O toro menos um ponto tem o mesmo tipo de homotopia de S' v S.

Demonstragao. (=) Seja f : X — {p} uma equivaléncia homotdpica entre X e
um ponto p e seja g : {p} — X a inversa homotopica. Entéo, go f ~ idx, em que
g o f é uma aplicagio constante.

(«<=) Se idx é homotopicamente nula, entdo existe uma funcgéo constante g : X —
X, g(x) = ¢, que é homotdpica a idy. Tome Y = {c}, e considere a inclusdo
it Y — X e aaplicacdo constante f : X — Y, temos que f oi = idy e
tof =g ~idx.Logo, X é homotopicamente equivalente a um ponto, ou seja,

contratil. ]
Todo espago contratil é conexo por caminhos.

Demonstragdo. Seja X um espacgo contratil e seja H uma homotopia entre idx e
a aplicacdo constante x — p, para todo x € X e para p € X fixado. Entéo, para
cada ponto = € X, a correspondéncia t — H(x,t) define um caminho ligando x

anp. [

Convexos e estrelados siao contrateis. Pelo Exemplo 2.5, sabemos que todas
as aplicagdes que tem como contradominio um espago convexo ou estrelado sao
homotopicamente nulas, portanto, é claro que qualquer convexo ou estrelado é
contratil.

Se X ou Y é contratil, entdo qualquer aplicagao continua f : X — Y é homo-

topica a uma aplicacao constante.
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Demonstragao. Suponha que X é contratil e seja H : X x I — X uma homotopia
entre idx e uma aplicacio constante ¢ : X — X. Dada uma funcéo continua
f: X =Y, foH:X xI—Y éumahomotopia entre f e a aplicacdo constante
foc

Por outro lado, suponha que Y é contratil e seja H : Y X I — Y uma homotopia
entre idy e uma aplicacdo constante ¢ : Y — Y. Dada uma funcdo continua
f: X — Y, aplicagdo F' : X x I — Y dada por F(x,t) = H(f(x),t) é uma

homotopia entre f e uma aplicacdo constante c o f. ]

Sejam X e Y espacos topologicos.

a. Se X é contratil e Y é conexo por caminhos, entao duas aplicacdes continuas

quaisquer f, g : X — Y sdo homotdpicas.

b. Se Y é contratil, entdo, para qualquer X, duas aplica¢des continuas quaisquer

fy9: X — Y sdo homotopicas.

Uma pergunta que surge é se S" é contratil. Nossa intuicdo diz que ndo. A de-
monstracao desse fato ndo é simples, mas a Topologia Algébrica nos da ferramentas

apropriadas para responder tal pergunta, o que sera feito no Capitulo 3.

2.2. Homotopia Relativa

As vezes, nos interessa que a homotopia entre duas fun¢des mantenha algum
conjunto invariante.
Homotopia. Sejam X e Y espacos topoldogicos e A C X um subespaco. Uma
homotopia H : X x [0,1] — Y de X paraY é dita uma homotopia relativa para
A (ourel A) se

H(a,t) = H(a,0), Va € A, Vt € [0, 1],

ie. Hy(a) = H¢(a), para todo a € A e para todos t € [0, 1].

Definimos abaixo o conceito de homotopia relativa entre funcdes.
Funcdes Homotopicas relativamente a um subespaco. Dadas aplicagdes con-
tinuas f,g : X — Y. Dizemos que f e g sdo aplicacdes homotdpicas relativa-

mente a um subespaco A C X se existir uma homotopia H : X x [0,1] » Y
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que verifica

H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x), paratodo x € X

H(a,t) = f(a) = g(a), paraquaisquer a € A e t € I.
Nesse caso, dizemos que H é uma homotopia relativa entre f e g.

Y

E -l
C d xr

A

Figura 2.12.: Homotopia relativa.

Se f e g sdo aplicagcdes homotopicas relativamente a A, escrevemos f ~
g (rel A),ouainda H : f ~ g (rel A), em que H denota uma homotopia relativa
entre f e g.
Exemplo 2.10.
A aplicacdo identidade idgnoy : R™\ {0} —> R™\ {0} é homotodpica a aplicacio
r: R™"\ {0} — R™\{0}, dada por r(z) = ” ik
De fato, H : R"\ {0} x I — R™\{0} definida por

relativamente ao subespaco ™!,

H(z,t) = (1 - )x+tw

fornece tal homotopia relativa, como vimos no Exemplo 2.6.
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Exemplo 2.11.

Considere X = [0,1], Y = R?\ {0}. Sejam f : X — Y eg: X — Y as funcoes
que parametrizam o semicirculo superior e inferior de S!, respectivamente, dadas
por

f(x) = (cos(mx),sen(mz)) e g(x) = (cos(mx), —sen(mwz)).

Seja A = {0, 1}. Neste caso, f e g ndo sdo homotopicas relativamente a A, embora
sejam homotopicas. Isso ocorre pois qualquer homotopia que deixe fixo os pontos

0 e 1 teria que passar pela origem. Veja Figura 2.13.

Figura 2.13.: f ndo é homotopica a g relativamente a A.

Sendo assim, se tomarmos Y = R2, entdo f e g sio homotdpicas relativamente
a A.

2.3. Homotopia de Caminhos

Um caso particular muito importante de homotopia é a homotopia de caminhos.
Um caminho em X é uma aplica¢éo continua o : J — X, definida em um inter-
valo compacto J = [sg, s1]. Se a(sg) = «(s1), dizemos que o caminho é fechado,
ou ainda, lago com base em x(, onde xy = (sp) = a(s1). Sem perda de genera-

lidade, podemos assumir que .J é o intervalo I = [0, 1].
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Exemplo 2.12.

Dado um espago topoldgico X e um ponto xg € X, a aplicagio

€xo i L — X

L= eq,(t) := x

é um caminho continuo em X, denominado caminho constante.

Exemplo 2.13.

Dado um caminho o : I — X, podemos considerar o caminho inverso o~ ! :
I — X definido por a~!(¢) = a(1 —t). Note que o ponto inicial de ! é o ponto
final de v e o ponto final de ! é o ponto inicial de ov. Sejaj : I — I, j(s) = 1—s.

1

Entdo,a™ =aoj.

<

Como o intervalo I é contratil, qualquer caminho o : I — X é homotopico a
uma aplicacdo constante. Sendo assim, a Teoria de Homotopia é mais relevante no
contexto de caminhos quando consideramos que os extremos dos caminhos sejam
mantidos fixos durante toda a homotopia.

Homotopia de caminhos com extremidades fixas. Dizemos que dois cami-
nhos «, 5 : [0,1] — X sdo homotdpicos com extremidades fixas se forem
homotdpicos relativos ao conjunto 91 = {0, 1}, ou seja, se v ~ 3 (rel {0,1}).

Em outras palavras, dois caminhos «, 8 : I — X sdo ditos caminhos ho-
motdpicos se possuem as mesmas extremidades, isto é, «(0) = [(0) = zg e
a(l) = B(1) = x1, e se existe uma aplicagdo continua H : [ x [ — X tal

que, quaisquer que sejam s,t € I, temos

H(s,0) = a(s), H(s,1)=B(s),
H(O,t)Z.ZCo, H(l,t)le.

Usaremos a notacdo o = /3 para denotar caminhos homotépicos com extremos
fixos.
Em particular, dois caminhos fechados o, 5 : I — X, com «(0) = 3(0) = x¢ =

a(l) = (1), sdo caminhos homotdpicos quando existe uma aplicacdo continua
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Figura 2.14.: Homotopia entre caminhos com extremidades fixas.

H : I x I — X tal que, quaisquer que sejam s,? € I, temos

H(S7O) = 04(8), H(Sa 1) = B(s),
H(0,t) = zo, H(1,t) = xo.

Figura 2.15.: Homotopia de caminhos fechados

No préoximo exemplo, mostramos como a homotopia linear produz homotopias

relativas.

Exemplo 2.14.

Em R", qualquer par de caminhos cujas extremidades coincidem sdo homotopicos
com extremos fixos. De fato, dados dois caminhos «, 3 : I — R que possuem as
mesmas extremidades, isto é, «(0) = £(0) = zp e (1) = 5(1) = x1, como R™ é

convexo, a homotopia linear H : [ x I — R" dada por

H(s,t) = (1 = t)a(s) +5(s),
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estd bem definida. Além disso:

{ H(s,0) = a(s), H(s,1) = B(s):
H(0,t) =xz9, H(1,t) =x1.
Segue que H : o ~ (3 (rel OI).

Mais geralmente, em qualquer espaco X homeomorfo a R", quaisquer dois ca-
minhos cujas extremidades coincidam sdo homotopicos com extremos fixos.

De fato, sejam «,  caminhos em X. Fixado um homeomorfismo h : X — R",
temos que a = h oo, b = h o 3 sdo caminhos em R". Como a e b possuem as
mesmas extremidades e estdo em R"”, eles sdo homotdpicos com extremos fixos.
Agora, dada uma homotopia relativa H : I x I — R", verifica-se que ho H é uma
homotopia entre « e /3 relativamente a 01.

N

Homotopia livre entre caminhos fechados. Dois caminhos fechados «, 5 :
[0,1] — X sdo ditos livremente homotopicos se existir uma homotopia H entre
ae [ tal que Hy,(s) = H(s,tp) é um caminho fechado para todo g € I.

Em outras palavras, dois caminhos fechados o, 5 : I — X séo livremente
homotoépicos quando existe uma aplicagdo continua H : I x I — X tal que,

quaisquer que sejam s,t € I, temos
H(s,0) = a(s), H(s,1)=p(s), H(0,t)=H(1,1).

A homotopia de caminhos e homotopia livre também induzem relacoes de equi-
valéncias, como apresentamos a seguir. Equivaléncia. Seja X um espaco topolé-

gico.

a. A relacdo de homotopia de caminhos a~f (rel 0I) é uma relacio de equiva-

léncia no conjunto dos caminhos em X com mesmos pontos iniciais e finais.

b. A relacdo de homotopia livre é uma relagdo de equivaléncia no conjunto dos

caminhos fechados em X com base em um mesmo ponto.

A demonstragdo desse resultado segue os mesmos passos feitos na Proposicdo
2.1 e é deixada a cargo do leitor.

O produto de caminhos formaliza o conceito de "unir" dois caminhos, de modo
que obtemos um novo caminho que percorre inicialmente o primeiro e posterior-

mente o segundo.
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Produto ou Justaposi¢io da caminhos. Dados «, 3 : [0,1] — X caminhos,
tais que a(1) = 5(0), denominamos justaposicao, concatenaciao ou produto

de caminhos, de o e 3 como sendo o caminho definido por:

a(2s), ses € [0,3]
1

(ax*B)(s) = { B(2s—1), sesc¢€ [%7 ]

Veja que o caminho a * (3 estd bem definido, pois (1) = 5(0). Além disso, a3

é um caminho continuo em X.

Figura 2.16.: Justaposi¢do de caminhos ou caminho produto af.

A justaposicdo de caminhos induz uma operacéo *, o produto de caminhos.

Claramente, o conjunto dos caminhos em um espaco topoldgico, munido do
produto de caminhos e inverso de caminhos, ndo satisfaz nenhum dos axiomas
de grupo. De fato, o produto « * 3 nem sempre esta definido, a associatividade
(ax B) %y = a* (5 *y) ndo é vélida e ndo existe elemento neutro para o produto
. No entanto, a seguir, mostraremos que tais propriedades de grupos sio satisfeitas
a menos de homotopia com extremos fixos e de caminhos com (1) = 3(0).

Por questio de simplicidade, usaremos a notacio o = [ para denotar caminhos
homotépicos com extremos fixos.

Propriedades de . A operagdo * satisfaz as seguintes propriedades:

1. (Associatividade modulo homotopias com extremos fixos.) Dados caminhos
a, B, tais que (1) = B(0) e 5(1) = v(0), entdo

(a*B)xy = ax(B*7).

2. (Elementos neutro a esquerda e a direita moédulo homotopias com extremos fi-

x0s) Dado um caminho o em X com a(0) = zp e (1) = x1, temos que
erg ¥ = e a*ey =q,

em que e,, denota o caminho constante igual a x;.



2. Homotopia 37

3. (Elemento inverso a esquerda e a direita médulo homotopias com extremo fixos)
Dado um caminho o em X com extremos com «(0) = zg e (1) = z1, temos
que

1

-1

- ~Y Ia)
a*xa " =ey e o ka=eg,

em que o' é o caminho dado por a1 (¢) = a(1 —t).
Demonstragao. A demonstracdo de cada uma dessas afirmacdes baseia-se simples-
mente em construir cada homotopia.

1. Note que os dois caminhos (« * 3) xy e «a * (3 * 7) diferem apenas por uma
reparametrizagao:

a(4s), se0<s< 1 a(2s),
((asP)rn)(s) =4 Blds—1), sej<s<g  (ax(B+7))(s) ={ Blds - 2),
7(2s—1), se3<s<l1 v(4s — 3),

Para construir uma homotopia entre esses caminhos, faremos uso do diagrama
apresentado na Figura 2.17.

(0,1) (1/2,1) (3/4,1) (1,1)
a 5 [ 7

<t+1
(

(0, t)

-t
1,1
(51)
e B ¥

1/4,0) (1/2,0) (0,1)

(0,0)

Figura 2.17.: Diagrama para a homotopia entre (v x 3) x v e «a * (8 * 7).

Intuitivamente, alteramos ligeiramente a parametrizacdo em cada passo t € I,
de modo que cada caminho H; compartilhe a imagem com os caminhos origi-

nais, mas alterando a velocidade com a qual cada trecho é percorrido.
Formalmente, considere a seguinte homotopia de caminhos com extremos fixos:
4s 1+t
(6 (m) s se 0 S S S e
— 1+¢ 241
H(s,t) = 4 B(ds — (1 +1)), seiff <s<
P (B52H), set<s<a

se

se

se
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A aplicacdo H é continua, pelo Lema da Colagem, H(s,0) = (a * ) * (s),

H(s,1) = ax (B *xv)(s) e H(0,t) = «(0) e H(1,t) = (1) que fornece a
homotopia desejada entre (o * 5) * y e a * (5 % ).

. Dado um caminho «a, com «(0) = xg e (1) = 1, temos que

(enyra)(s) = { Col2) sl e(aren,)(s) = { o(2e),
2

<t<
<t<

o= NI

a(2s—1), se e (25 — 1),

72}
[¢]

72}

(¢]
o~ O

IAIA

~

Para construir uma homotopia entre os caminhos e, * a e o (respectivamente,

o ¥ ez, e « ), usamos os diagrama da Figura 2.18.

(0,1) (1,1) (0,1) (1,1)
@]

() ()

2
(0,t) (1,¢t) (0, )

(1,t)

€x0 (07

@ €zl

(0,0) (1/2,0) (0,1) (0,0) (1/2,0) 0,1)

Figura 2.18.: Diagrama para as homotopias para elementos neutros.

As homotopias correspondentes aos diagramas séo:

x0, se
H(s,t) = o (2s+t—1) se
1+ )

25 1+t
a<ﬁ>, se 0 <s< 5

H(s,t) = * o
x1, se 5 <s< 1

1t
2
1

o
IN
IN

s
L<s

ofT
m

O leitor pode verificar que as homotopias descritas acima satisfazem as propri-
edades desejadas.

3. Dado um caminho o em X com extremos com «(0) = zg e a(1) = x1, temos
que

2 <t<1i 2 <t<i
(asa’)(s) = a(2s), se(l)_ _21 _ a(2s), se?_ _21
(25 -1), se5<t<; (2—-25), se5<t<3
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Geometricamente, a~ !

e « viajam "na mesma velocidade", mas em direc¢des

opostas. Entio, o+ o~ ! vai de a(0) a (1) e retorna pelo mesmo caminho para

a(0). Portanto, a homotopia de que vamos considerar é a que "traz o ponto de

retorno cada vez mais perto", e no final é uma constante.
Considere o diagrama apresentado na Figura 2.19.

(0,1) (1,1) (0,1)

€z0 -1 [e]

(0, ) (1,t) (0,t)

(0,0) (1/2,0) (0,1) (0,0) (1/2,0)

Figura 2.20.: Diagrama para a homotopia entre v x o~ ! e e,,.

Neste caso, a homotopia desejada é:

a(2s), seOSsg%
H(s,t) =< a(l—1), se%gsg%
al(2s-1), selft<s<1

x € invariante por homotopia com extremos fixos. Dados

1, 1)

(1,1)

(0, 1)

caminhos

a,B,d, 8 em X, tais que (1) = 5(0) e @/(1) = B/(0). Assuma que @ = o’ e

3 = /3. Entio:

Laxf=adx*f;
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Demonstragao. A demonstracgio consiste em construir as respectivas homotopias.

1. Por hipotese, existem homotopias F' : a« ~ o’ e G : § ~ 3’ com extremos fixos.

Defina a aplicacdo H : I x I — X por

His.t) F(2s,t), se 0 <
s,t) =
G(2s—1,t), sei<s

Temos que F'(1,t) = G(0,t) = a(1) = 5(0), H estd bem definida. Além disso,
H ¢ continua, pois as restricoes H|(071/2)X1 e H|(1/2,1)><I sdo continuas. Segue

que H é uma homotopia de caminhos entre o * 3 e o/ * /3.

2. Considere L : [ x I — X dada por L(s,t) = F(1 — s,t). Veja que L estd bem

definida e L é uma homotopia de caminhos entre o' e (/).

Em uma homotopia o = 5 * +, é permitido ao ponto final de 8 (origem de 7)
mover-se durante o processo de homotopia. Os extremos de (3 * v (iguais aos de )
é que devem permanecer fixos.

Dado um caminho « : I — X em um espago topologico X, vamos denotar por
[a] a classe de homotopia (com extremos fixos) de «, ou seja, o conjunto de todos
os caminhos em X com mesmos extremos que « e que sdo homotodpicos a « via
uma homotopia que mantém os extremos fixos.

O produto de caminhos * se estende para as classes de homotopia. Mais especi-

ficamente, dados caminhos « e f em X com «(1) = $(0), definimos

[][8] = [a + ].

Veja que o produto entre as classes de homotopia esta bem definido, pela Proposi-

¢do 2.3. Também podemos definir a classe inversa de [a] como sendo [a 1],
o] ™! = [a71],

que esta bem definido pela Proposigio 2.3.
Denote por II(X) o conjunto das classes de homotopia (com extremos fixos)
de caminhos em um espago topoldgico X, munido a lei de composicéo (produto)

definido acima. Note que esse produto sé estd bem definido quando (1) = 5(0).
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Além disso, [a][a™!] = [ex,] € [a7][a] = [ex,], em que 2o = a(0) e 71 = «a(1).
Portanto, o elemento neutro nio é tnico. Assim, II(X) munido desse produto

forma um grupoéide, chamado grupoide fundamental de X.

Exercicios

Ex. 1 — Mostre que a composicdo de caminhos satisfaz a seguinte propriedade de

cancelamento: Se fy - go ~ f1 - g1 € go >~ g1 entdo fy ~ f1.

Ex. 2 — Seja X um espaco topologico. Mostre que duas fun¢des continuas f, g :

X — R", comn > 1, sdo sempre homotodpicas.

Ex.3— Sejam f, f': X - Y eg,g : Y — Z aplicacdes continuas entre espacos
topologicos. Mostre que se f ~ f'e g~ ¢/, entdo go f ~ ¢ o f'.

Ex. 4 — Mostre que se n é impar, entdo a aplicagdo antipoda f : S — S", f(z) =

—x, é homotopica a aplicacdo identidade id : S™ — S, id(z) = x.

Ex. 5 — (Relacdo entre homotopia e campos de vetores) Um campo vetorial con-
tinuo em S™ é uma aplicacio continua V : S® — R"*! tal que o produto interno
(x,V(z)) = 0, paratodo x € S". Mostre que se existir um campo vetorial continuo
ndo nulo em S” (i.e. V(z) # 0,Vz € S"), entéo a aplica¢do antipoda f : S — S"

é homotopica a identidade.

Ex. 6 — Mostre que uma aplicacdo continua f : S® — X estende-se continua-
., . —ntl , ;.
mente para a bola fechada unitaria B se, e somente se, f é homotodpica a uma

constante.

Ex. 7 — Mostre que a retracdo de um espago contratil é contratil.

Ex. 8 — Mostre que Y C X é um retrato de X se, e somente se, toda aplicagao

continua f : Y — Z admite extensdo continua f : X — Z.

Ex. 9 — Mostre que todo retrato por deformacéo de um espago X é um retrato de

X. Dé exemplo em que a reciproca é falsa.

Ex. 10 — Mostre que A é um retrato por deformacéo de X se, e somente se, existe
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homotopia continua H: X x I — X tal que, paratodox € X ea € A,

H(z,0) =z, H(z,1)€e A, e H(a,1)=a.

Ex. 11 — Mostre que se X é contratil, entdo o produto cartesiano X X Y tem o
mesmo tipo de homotopia que Y, ie. X X Y ~ Y. Em particular, se X e Y sdo

contrateis, entao X X Y é contratil.

Ex. 12 — Sejam X e Y espacos que tém o mesmo tipo de homotopia, Entdo X é

conexo (por caminho) se, e somente se, Y for conexo (por caminho).

Ex. 13 — Se f : X — Y é uma equivaléncia de homotopia, entdo X — {zo} tem
o mesmo tipo de homotopia que Y — {f (z9)} ?

Ex. 14 — Sejam { X }ren € {Y)}rca familias arbitrarias de espacos topologicos
tais que X e Y, tém o mesmo tipo de homotopia, para cada A € A. Mostre que
[IxXx ¢ I
A€A AEA

tém o mesmo tipo de homotopia.

Ex. 15 — Seja E = {(0,0,2) € R? | 2 € R} o eixo 2 de R?. Mostre que R3 \ E

tem o mesmo tipo de homotopia do circulo S*.

Ex. 16 — Mostre que a faixa de Mobius tem o mesmo tipo de homotopia do cilindro

S! x I mas ndo é homeomorfo a ele.

Ex. 17 — Considere os seguintes espacos: X é o espaco obtido de S? colando o
polo norte com o polo sul; Y = R3\ S!, em que S = {(z,9,0) € R3 | 22 + ¢% =
1}; Z é a unido de um toro de revolugdo com um disco cujo bordo é o menor dos

paralelos do toro. Mostre que X, Y e Z tém o mesmo tipo de homotopia.

Ex. 18 — Sejam «, 8 : I — X caminhos fechados, com base nos pontos z¢ e yo,

respectivamente. Mostre que:

a.«v e 3 sdo livremente homotdpicos se, e somente, se, existe um caminho o : I —

X, ligando zq e yo, tal que = (ob)o L.

b.se  é livremente homotoépico a um caminho constante, entdo o = e, ou seja,

« é homotodpico a uma constante sem mover o ponto xg durante a homotopia.
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Sejam S? a esfera bidimensional e T? o toro bidimensional, representados na

Figura 3.1.

S TQ

Figura 3.1.: Esfera, toro e bitoro.

Como podemos determinar se esses espagos sao homeomorfos?

Neste capitulo, introduzimos o conceito de grupo fundamental de um espaco,
0 que nos permitira responder essa questdo. A resposta dependera de uma das
propriedades fundamentais de tais grupos: o fato de que espacos homeomorfos
possuem grupos fundamentais isomorfos.

A teoria dos grupos fundamentais é um dos exemplos mais simples da estratégia
de traducéo de problemas topoldgicos para problemas algébricos. Esses grupos séo
construidos atribuindo uma estrutura de grupo ao conjunto de classes de homoto-
pia de lacos com base em um mesmo ponto, de forma funtorial, e desempenham
um papel destacado no estudo de Topologia Algébrica.

De modo mais geral, propriedades e caracteristicas que sdo compartilhadas por
espacos homeomorfos sdo chamadas propriedades topoldgicas e invariantes to-
pologicos; por outro lado aquelas compartilhadas por espacos homotopicamente
equivalentes sdo chamados de propriedades homotodpicas e invariantes homotopi-

cos. E assim, como veremos, o grupo fundamental é um exemplo de invariante

43
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homotopico (e consequentemente um invariante topologico) dos espagos topolé-
gicos. Foi através da busca e construcdo de invariantes, estabelecendo conexdes
entre a Topologia e Algebra, que a Topologia Algébrica se desenvolveu.

Historicamente o conceito de grupo fundamental deve-se a Henry Poincaré. Em
seu seminal artigo Analysis Situs aparece a definicdo do grupo fundamental de uma
variedade conexa X. Sua defini¢do era essencialmente a mesma que a utilizada
atualmente, mas descrita em uma linguagem "intuitiva": lagcos com origem em um
ponto x sdo caminhos que comecam em x e voltam ao mesmo ponto; a composi-
¢éo de dois lacos com origem em x é o lago obtido por justaposi¢do, movendo-se
primeiro ao longo do primeiro e depois ao longo do segundo; o inverso de um
laco é obtido movendo-se ao longo desse lago na direcio oposta. Poincaré consi-
derou dois lagos que podem ser "deformados” um no outro "equivalentes", sendo a
sua origem comum fixa (lembre-se que a homotopia ainda néo tinha sido definida
com precisio); ele entdo chamou o grupo definido pela composi¢ao das classes de
equivaléncia de grupo fundamental de X no ponto z.

Ressaltamos por ultimo que a teoria dos grupos fundamentais sdo de grande
importancia ndo s6 na topologia, mas também em outros ramos da matematica,
como analise complexa, geometria, grupos de Lie e também em algumas areas além

da matematica.

3.1. Grupo Fundamental

Como vimos no final do capitulo anterior, o conjunto II(X') das classes de ho-
motopia de caminhos com extremos fixos em um espaco topoldgico X, munido
da lei de composicéo, fornece apenas um grupéide. No entanto, se restringirmos
nossa analise para o conjunto dos caminhos fechados com base em um mesmo
ponto g € X teremos a unicidade do elemento neutro e o produto estara bem
definido para qualquer caminho fechado com ponto base x.

Denote por ~,,, a relacdo de equivaléncia dada pela homotopia entre caminhos
fechados com base em xy com os extremos fixos.

Grupo Fundamental. Sejam X um espago topoldgico e g € X. Definimos o
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grupo fundamental de X com base no ponto xg como:
m1 (X, x0) :=={a:[0,1]=X | o é continua, «(0) = (1) = zo}/~uz,

com a operagao:
[o] - [8] = [ f].
Em outras palavras, 71 (X, o) é o conjunto formado pelas classes de homotopia

de caminhos fechados com base no ponto z,
(X, z0) :=={[a] | @:[0,1]—=X continua, «(0) = a(1) = x0}.

Dado um espago topologico X e dado um ponto zo € X, o grupo fundamental

71(X, o) com base em x( esta bem definido.

Demonstracdo. Pela Proposicéo 2.3, a operacio * é preservada por homotopias com
extremidades fixas e, portanto, a operacéo - induzida nas classes de equivaléncia
esta bem definida. Além disso, é associativa. Pela Proposicdo 2.3, o elemento in-
verso da classe [a] é a classe do caminho inverso de a, i.e. [a~!]. Por fim, temos a
unicidade do elemento neutro, que é precisamente a classe do caminho constante

4> COMo provamos na Proposicédo 2.3. ]

Exemplo 3.1.

Dado Y C R"™ um subconjunto convexo de R", todos os caminhos fechados com
base em z( sdo homotépicos ao caminho constante e,, com extremos fixos, via a

homotopia linear. Logo,
m1(Y, 20) = {[ex,]}-
Portanto, o grupo fundamental com base em xg € Y de um conjunto convexo Y é

sempre trivial.

N

Veja que a defini¢do do grupo fundamental leva em consideragio o ponto base
xo. Mostraremos, a seguir, que a escolha do ponto base ndo afeta a estrutura do
grupo fundamental quando o espaco é conexo por caminhos. Sejam xg e x1 pon-
tos de uma mesma componente conexa por caminhos de X, entdo m (X, ) e
m1(X, x1) sdo isomorfos. Mais precisamente, cada classe de homotopia [7] de ca-

minhos que ligam z( a 1 induz um isomorfismo C., : m1(X,zo) — (X, z1).



3. Grupo Fundamental 46

Demonstragdo. Como xq e 1 estdo na mesma componente conexa por caminhos
de X, existe um caminho v : I — X com v(0) = zg e y(1) = z1. Defina a

seguinte funcio:

07 : 7T1(X,.CL‘0) — 7T1(X,33‘1)

1

[a] = [y xaxq]

A funcio C, é um isomorfismo de grupo:

-1

1. Claramente, C estd bem definida. De fato, 7" * a * 7y é um caminho fechado

com base em x1; se a e @' sdo homotdpicos com extremidades fixas, entdo ’y_l *
axye ’y*l

Cy([]).

2. C5 é um homomorfismo de grupo. Com efeito, a imagem do produto é o produto

*a*7y também sdo homotopicos com extremos fixos. Logo, C,([a]) =

das imagens:

Cy([o] - 18]) = Cy(Jax B]) = [7 ! xax B 7]
=[P raxyry T x Bl =y T rax] [y x B 1]

= Cy([a]) - C4([8))-

3. Cy é um isomorfismo. Com efeito, sua inversa ¢ dada por C,Y_1 cm (X, x1) —

m1(X, x0), Co1([B]) == [y * Bx 1.

Se X é conexo por caminhos, entido o grupo fundamental é independente do
ponto base, ou seja, dados xg, z1 € X, entdo 7 (X, xg) e 71 (X, x1) sdo isomorfos.
A proposicdo acima parece resolver a questido de independéncia em relacdo ao
ponto base em cada componente conexa por caminhos de X: nesse caso, garan-

timos ndo apenas que o grupo fundamental é independente do ponto base, mas
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também fornecemos um isomorfismo explicito. No entanto, ainda temos que ter
algum cuidado com o ponto base mesmo em espacos conexos por caminhos. Se
pretendemos identificar todos os grupos fundamentais com apenas um, encontra-
mos uma dificuldade: o isomorfismo depende da classe de homotopia do caminho
v ligando x¢ a 1. No geral, o isomorfismo néo é natural, i.e., ndo h4 uma maneira
candnica de identificar 71 (X, zg) e 71 (X, x1). Néao é errado falar do grupo fun-
damental de um espaco, mas devemos sempre ter em mente a consideracao acima.
Se o grupo fundamental 7 (X, o) é abeliano, entdo o isomorfismo descrito acima
é natural, i.e., independente da escolha do caminho +. Com efeito, dados dois ca-

minhos 7 e § ligando z a z, temos que

Cyllo]) =yt xaxq] =y xaxdxi 1y
=y txaxd]- [0 ] =0 w7

= [0t xa 6] = Cs([a)).

% ok 0]

Devido ao resultado anterior, é natural considerarmos espacos topoldgicos co-

nexos por caminhos quando estamos trabalhando com grupo fundamental.

3.2. Homomorfismo Induzido

Sejam X e Y espagos topologicos e f : X — Y uma aplicacdo continua com
f(xz0) = yo. Dado um caminho fechado & em X com base em ¢, f o @ é um ca-
minho fechado em Y com base em . A seguir, mostramos que a correspondéncia

a — f oo daorigem a um homomorfismo induzido nos grupos fundamentais.

Lema 3.1

Seja f : X — Y uma aplica¢do continua com f(xg) = yo. A aplicagdo

fa 2 (X, m0) = m1(Y, %0)
[a] = fu(la]) :==[foal.

estd bem definida e é um homomorfismo de grupos.
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Demonstragdo. A aplicacdo fx estd bem definida. Com efeito, se H : a ~
B (rel OI) é uma homotopia de caminhos entre « e 3, entdo f o H é uma ho-

motopia de caminhos entre os caminhos f o e f o 3, ou seja, se & = 3, entdo

foa=fop.
Além disso, f4 é um homomorfimo de grupos, ja que fo(axf) = (foa)*(fof3),
logo

f([a] - 18]) = fy(lax B]) = [f o (o x B)]
=[(foa)x(fop)l=[foa]-[fof]
= fu([a]) - (D)

Seja f : X — Y uma aplicagdo continua com f(xg) = yo. O homomorfismo

induzido por f é definido por

Ju (X, 20) = mi (Y, yo)
[a] = fu(le]) :==[foa]

Considere aplicacdes continuas f : X — Y eg : Y — Z entre espagos
topologicos, com f(xg) = yo e g(yo) = 20. Sejam fu : (X, 20) = T (Y, 10) €
g4 = m1(Y,y0) = m1(Z, 20) os homomorfismos induzidos. Entao

(go g =gyo fy

Além disso, se id : X — X ¢é a identidade, entdo idy : 71 (X, z9) — m (X, 20) é

o0 homomorfismo identidade.

Demonstracdo. Dado um caminho fechado o em X com base em x(, temos

(go fx(lal) =llgo floa] =[go(foa)
= 94([f 0 a]) = g4 (f([a])) = g4  fx([a]).

Além disso,
idy([a]) = [id o a] = [a].
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O proximo resultado garante que o grupo fundamental é um invariante topo-
logico, ou seja, espacos topoldgicos homeomorfos possuem grupos fundamentais
isomorfos.

Seja f : X — Y um homeomorfismo com f(xg) = v, entdo o homomorfismo

induzido fy : m (X, z9) — 71 (Y, yo) é um isomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Com efeito, seja f~1 : Y — X a inversa de f. Pela proposicio

anterior, temos que:
falofye=(f"o )y = (dx)y = idr (x)

feofy' = (fof g = (idy)y =idg vy -

Assim, f;él ¢ ainversa de f4, e fx é isomorfismo. ]

Em particular, se dois espacos tém grupos fundamentais diferentes, entio eles
nao sdo homeomorfos.

O grupo fundamental néo é apenas um invariante topoldgico, mas também um
invariante homotopico. A seguir, provaremos que espacos homotopicamente equi-
valentes possuem grupos fundamentais isomorfos. Para isso, precisaremos do se-
guinte resultado auxiliar.

Sejam f,g : X — Y aplicagdes continuas homotopicas e sejam yg = f(xg)
ey1 = g(xo). Assuma que Y conexo. Os homomorfismos induzidos fu

(X, z0) = m1 (Y, y0) e g» : (X, x9) = w1 (Y, y1) estdo relacionados por
f# = C’Y O g#,

em que v é um caminho ligando y; a yo e C, é a aplicacio definida na Proposicao

3.1. Em outras palavras, o diagrama abaixo é comutativo:

™ (Yv Y1 )
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Demonstragao. Seja ' : X x I — Y uma homotopia entre g e f, assim F'(x,0) =
g(x) e F(xz,1) = f(x), para todo x € X. Considere o caminho v : I — Y dado
por y(t) = F(zo,t), veja que v é um caminho ligando g(xo) = y1 a f(z0) = yo.

Dado um caminho fechado v em X com ponto base x(, temos que f o « e
771 % (g o @) * v sio homotdpicos com extremos fixos. Com efeito, a aplicacio
H : I x 1 —Y dadapor

F(xo,1 —4s + 4st), se0<s<1/4
H(s,t) =< F(a(4s —1),t), sel/4<s<1/2
F(zo,2(s+t—st)—1), sel/2<s<1

é uma homotopia com extremos fixos entre os caminhos [y~ % (g o a)] * v e
leyo * (f 0 @)] * eyy. Como [ey, * (f © )] * ey, é homotdpico, com extremos fixos,

ao caminho f o o, segue que foa =y 1 x (goa) x 7.

Portanto, temos que

fala) =[foa] =y (goa)x1] = Cy(lgoa]) = Cy 0 gx(la]).
Segue que fu = C, o g4, como queriamos provar. ]

Finalmente, mostraremos que se X e Y sao espagos topologicos conexos por ca-
minhos com o mesmo tipo de homotopia, entio eles possuem grupos fundamentais
isomorfos. Mais especificamente:

Sejam X e Y sdo espacos topoldgicos conexos por caminhos, Se f : X — Y é
uma equivaléncia homotopica, entdo o homomorfismo induzido fy : 71 (X, z¢) —

m1(Y, f(z0)) é um isomorfismo de grupos.
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Demonstragao. Sejam f : X — Y uma equivaléncia homotdépicae g : ¥ — X
sua inversa homotépica. Entdo g o f ~ idx e f o g ~ idy . Tome como ponto base
zo € X e sejam yo = f(zo), z1 = g(yo) e y1 = f(z1).

Sejam fi : m(X,x0) — m(Y,90), fi# cm(X,x) = m(Yoy) e gx
m1(X,yo) = m1(Y, 21) os homomorfismos induzidos por f e g. Como go f ~ idx,
pela Proposicdo 3.2, temos que g4 o f% = C,, em que C,, é o isomorfismo induzido
por um caminho v em X ligando x a x1. Segue que g4 ¢é sobrejetor. Analoga-
mente, como f o g >~ idy, pela Proposicio 3.2, temos que f;é o g4 = Up, em que
hg é o isomorfismo induzido por um caminho 5 em Y ligando yo a y1. Segue que
g+ € injetor.

Em suma, temos um diagrama comutativo:

0

f
US| (X7 1‘0) 4#> 1 (Ya yO)

o 2 e

(X, 21) ——= 1 (Y, 91)
fa

e g» é um isomorfismo. Consequentemente, f% e fﬁ}7£ também sdo isomorfismos.

Segue que 71 (X, ) é isomorfo a 71 (Y, 3). [

O grupo fundamental de um espaco contratil é trivial.
Seja A C X um retrato por deformacdo ou um retrato por deformacao forte de

X. Se xg € A, entdo uma retracdo r : X — A induz um isomorfismo:

r4 T (X, 20) = m1 (A4, 20).

Exemplo 3.2.

Usando o Corolario 3.2, temos o seguinte:

a. Como S! x {0} é um retrato de deformagio de S* x R, temos que

T (S' x R, (0,0)) = i (S" x {0}, (w0,0)) = w1 (S", 20).

b. Como o circulo central X de uma faixa de Mobius Ml é um retrato de deformacéo
de M, temos:
7T1(M, 370) = 7T1(Z, xg) = 7T1(S1, Zo).
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Este exemplo mostra, que embora os grupos fundamentais da faixa de Mobius

e da esfera St sejam isomorfos, os espacos ndo sio homeomorfos.

Veja a Figura 3.2.

) -

Faixa de Mobius Disco menos um ponto

Cilindro Toro sélido

N
S

Circulo

Figura 3.2.: Espacos homotopicamente equivalentes e logo com grupos fundamen-

tais isomorfos.

O proéximo resultado garante que o grupo fundamental do produto cartesiano
X x 'Y éisomorfo ao produto direto dos grupos fundamentais de X e Y. Sejam
X e Y espacos topologicos e X x Y o espaco produto com a topologia produto.
Dados xg € X eyg € Y, temos

(X XY, (w0, y0)) = m1(X, 0) X m1(Y, y0)-
Demonstracdo. A demonstracédo sera deixada como exercicio. |

Vale ressaltar que se uma aplicagio continua f : X — Y é sobrejetora (ou in-

jetora) ndo vale necessariamente que a induzida f4 sera sobrejetora (ou injetora).
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3.3. Espacos Simplesmente Conexos

Relembre que se X é conexo por caminhos, entdo 71 (X, z¢) = m1 (X, z1), para
quaisquer zg, z; € X. Simplesmente Conexo. Um espaco topologico X conexo
por caminhos é dito simplesmente conexo quando seu grupo fundamental é tri-
vial.

Exemplo 3.3.

Qualquer subconjunto convexo de R™ é simplesmente conexo.

Dado um espago topoldgico X, as afirmag¢des abaixo sdo equivalentes:

e

X é simplesmente conexo;

b. X é conexo por caminhos e todo caminho fechado é livremente homotdpico a

uma constante.

o

Duas aplicagdes continuas quaisquer f, g : S' — X sio homotopicas.

d. X é conexo por caminhos e toda aplicacio continua f : S! — X estende-se
contiuamente ao disco D? = {(z,y) € R? | 2% + % < 1}.

Demonstragao. A demonstracdo sera deixada como exercicio. ]

A esfera S™, com n > 2, é simplesmente conexa. Uma intuicdo para esse fato
pode ser obtida supondo dois caminhos « e § em S" tais que ambos os caminhos
nao passem por um ponto p da esfera. Usando a projecao estereografica P, temos
que S"” \ {p} é homeomorfa a R". Logo, a imagem P o« e P o /3 dos caminhos « e
/3 sdo caminhos homotépicos por uma homotopia H (s,t). A funcio P~ o H (s, t)
fornece entdo uma homotopia entre o e 5 em S™. O problema desse argumento é
que existem curvas que cobrem todos os pontos da esfera. Sendo assim, precisamos
de um argumento mais sofisticado. A demonstracdo que apresentaremos de que a

esfera S”, com n > 2, é simplesmente conexa tera como base o lema a seguir.
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Lema 3.2

Seja X um espaco topologico tal que X = U UV, com U e V subespagos
abertos simplesmente conexos. Se U NV é conexo por caminhos, entao X

¢ simplesmente conexo.

Demonstracdo. Fixe um ponto base zop € U N V. Dado um caminho fechado «
com base em ¢, pela continuidade de «, o conjunto {a~*(U),a 1(V)} é uma

cobertura por abertos do compacto I. Logo, existe uma parti¢do de /, digamos
O=t1 <ta< - <th1<t,=1

tal que a([ti—1,t]) € U ou a([ti—1,t]) € V. Além disso, se dois intervalos
consecutivos [t;_1,t;] e [t;, tiy1] sdo tais que a([ti—1,t;]) e a([t;, tiy1]) pertencem
ambos a U ou a V, eliminamos o ponto comum ¢; da particdo; logo, podemos
considerar uma parti¢ao tal que a(t;) C U NV, paratodoi =0,...,n.

Agora, como U NV é conexo por caminhos, seja o; um caminho em U NV que

liga g a a(t;).

Paracada¢ = 1,...,n, considere a reparametrizacdo do caminho a][t

i—1,ti]

a; I — X, ai(s) = a((ti — ti_l)S + ti—l)-

Assim, ;(0) = a(t;—1) e a;(1) = «(t;). Claramente, o = aq *x g * - - -k (v, Segue

que

a%(a1*01_1)*(01*042*02_1)*(02*043*051)*--~*(0n*an).
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Note que 0; * 41 * Ui_4-11 esta contido em U ou em V. Como ambos sdo sim-

plesmente conexos, o caminho fechado o; * a1 * a;rll ¢ homotodpico ao caminho

constante e,,. Portanto, o = e, e segue que 71 (X, zg) = {[ex,]}- |
Para n > 2, a esfera unitaria S” é simplesmente conexa.

Demonstragao. Sejam py = (0,...,0,1) e ps = (0,...,0,1) os polos norte e sul
da esfera S”, respectivamente. Tome U := S"\{pny} e V := S"\{ps}. Vejaque U
e V sdo homeomorfos a R" via projecoes estereograficas. Logo, U e V' sdo abertos
simplesmente conexos. Além disso, U NV = S™ \ {pn, ps}, que é homeomorfo a
R™ \ {0}, portanto conexo por caminhos, ja que n > 2. Pelo lema anterior, segue

que S™ é simplesmente conexo. |

[ ) | J

' g ) 4 ! \—/ g
U |4 unv

Figura 3.3.: Decomposicdo de S" em dois abertos simplesmente conexos.

Na proxima segéo, provaremos que S' nio é simplesmente conexa, de fato, mos-

traremos que 71 (S', z9) = Z.

a. Sen > 2, entido R \ {0} é simplesmente conexo. De fato, R" \ {0} ~ S"~L.

b. Sem >2en > 2, entdo S™ V S" é simplesmente conexa. Com efeito, denote
por p o ponto em comum entre as esferas, i.e. S V S” = {p}, e tome pontos
aecS™\{p}tebeS"\{p}. SejamU =S"VS"\{a} eV =8"VvS"\ {b}.
Como,

S"~U e S'~V,

U e V sao abertos simplesmente conexos e U NV é conexo por caminhos. Pelo

lema anterior, S"* V S™ é conexo por caminhos.
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Sm™v St

NN

Sm S”

Figura 3.4.: S vV S" é simplesmente conexa, para m,n > 2.

A unido de dois espagos simplesmente conexos néo é necessariamente um es-
paco simplesmente conexo, mesmo que tenham um ponto em comum. Um exemplo

é o cone gémeo de Griffths.

3.4. Grupo Fundamental do Circulo

Nessa secdo, apresentamos o primeiro exemplo de espago topoldgico que possui
grupo fundamental néo trivial, a saber, a esfera S!. A partir do grupo fundamental
de S', conseguimos novos exemplos de espacos topoldgicos cujos grupos funda-
mentais sdo nao triviais.

Nosso objetivo aqui é provar que 71 (S, 2¢) = Z, em que 29 = (1,0). Mais
especificamente:

Grupo fundamental de S'. O grupo fundamental de S', m(S!, ), é
um grupo ciclico infinito gerado pela classe de homotopia do lago w(s) =

(cos(27s),sen(2ms)) baseado em z¢ = (1,0). Além disso, a aplicagio
D:7 — Wl(Sl,wo)
n— [wyl,
em que w, : I — S! é laco baseado em zqp = (1,0) dado por w,(s) =
(cos(2mns), sen(27ns)), é um isomorfismo de grupos. A ideia basica para provar
esse resultado é comparar caminhos em S' com caminhos na reta real R por meio
da aplicagdo de projecéo:
p:R—S!

s+ (cos(2ms), sen(27s)).
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Podemos visualizar essa projecdo geometricamente fazendo um mergulho de R
em R3 como uma hélice parametrizada por s — (cos(27s),sen(27s),s), e p é a
restricdo para a hélice da projegio de R? em R? dada por (z,y,2) — (x,y). Veja
a Figura 3.5.

N

Figura 3.5.: Hélice: um mergulho de R em R3. Projecio p no circulo S'.

Vejamos como podemos associar caminhos fechados em S!' a caminhos em R.

Para cada n € Z, defina
wp I =R, wy(s) =ns,

ou seja, Wy, é um caminho em R que comeca em 0 e termina no inteiro n. Na hélice,
Wy, corresponde a um caminho que comeca em (1,0,0) e da |n| voltas ao longo da
hélice, para cima se n > 0 e para baixo se n < 0. Por outro lado, para cadan € Z,
o caminho fechado

wn(s) = (cos(2ms), sen(27s))

em S! baseado em zg = (1,0), d4 |n| voltas completas em S' (no sentido anti-
horério, se n > 0; e no sentido horario, se n < 0).
Note que

Wn:powna



3. Grupo Fundamental 58

para todo n € Z. Portanto, o diagrama abaixo é comutativo:

R

Wn
p

ITSI

Por essa razao, dizemos que o caminho w,, ¢ um levantamento do caminho w,, ou
seja, arelagdo w, = pow,, é expressa dizendo que w,, é um levantamento de w,,. (No
Capitulo 4, iremos formalizar a nocdo de espaco de recobrimento e levantamento
de caminhos.) Finalmente, observe que a medida que o caminho w,, percorre a
hélice para cima ou para baixo, sua sombra, i.e. 0 caminho wy,, dar voltas em em St
no sentido anti-horéario ou sentido horario, respectivamente. Veja Figura 3.6. Essa
correspondéncia entre caminhos fechados em S' e caminhos em R ¢é crucial para

o calculo do grupo fundamental de S'.

p p é p

N\
/
-

- - -
- - - = -

Figura 3.6.: Caminhos em R e suas projecdes em S'.

)
)

A seguir, iniciamos a prova do Teorema 3.4.

Afirmacao 3.3
A aplicacio @ : Z — 71(S*, 2¢), dada por ®(n) = [w,], ¢ um homomor-

fismo de grupos.
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Demonstragao. Primeiramente, para cada m € 7Z, considere o mapa de translacdo
por |m| unidades 7,,, : R — R, dado por z — x + m.

Agora, veja que o caminho Wy, * T,,Wy, € homotdpico ao caminho W, 4,. Com
efeito, ambos os caminhos tém os mesmos extremos e R é convexo, logo basta
tomar a homotopia linear. De fato, esses caminhos sdo parametrizacées do mesmo

caminho. Seja I’ : I x I — R uma homotopia entre eles, i.e.
F o QOn*Tnn & Onan-

Quando projetamos tais caminhos em S' via a aplicacio p, obtemos caminhos ho-
motopicos:

G: po(ajm*men) = poam—&-nv

em que a homotopia G : I x I — S' é dada por G = po F.

Usando esses fatos, temos que

Portanto, ® é um homomorfismo de grupos. |

Para provar que ® é uma aplicacdo sobrejetora, iremos usar o seguinte lema,

que sera provado no Capitulo 4 (Teorema 4.4):

Lema 3.4 — Levantamento de caminhos

Para cada caminho « : I — S! com 29 = «(0) = (1,0) e para cada o €

p~t({xo}), existe um tnico levantamento & : I — R tal que &(0) = .
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Afirmacao 3.5
A aplicagio ® : Z — 71 (S, x0), dada por ®(n) = [w,], é sobrejetora.

Demonstragdo. Seja [a] € 71(S!, z0) uma classe de homotopia de caminhos fecha-
dos em S, em que 2y = (1, 0). Queremos mostrar que existe um inteiro n € Z tal
que o = wy,.

Note que 0 € p~!({x0}). Pelo lema acima, existe um tinico caminho & : I — R

com &(0) = 0 tal que p o & = a, ou seja, & é um levantamento de «. Como
(po@)(1) =a(l) =z €S,

temos que &(1) deve ser um niimero inteiro. Em outras palavras, & é um caminho
que comeca em 0 e termina em um ndmero inteiro n.
Como R é convexo, existe uma homotopia de caminhos H : & = @, (basta

tomar a homotopia linear). Assim, p o H é uma homotopia de caminhos em S*:
poH: a=poa = pow, = wy.
Portanto, temos que [a] = [w,,] = ®(n). Segue que P é sobrejetora. [

Para provar que ® é uma aplicacéo injetora, iremos usar o seguinte lema, que

sera provado no Capitulo 4 (Teorema 4.3):

Lema 3.6 — Levantamento de Homotopia

Para cada homotopia de caminhos H : I x I — S! com H(0,t) = z9 =
(1,0) e para cada #y € p~({zo}), existe um tnico levantamento H : I x
I — R tal que H(0,t) = .

Afirmacao 3.7

A aplicagio @ : Z — 71 (S, 20), dada por ®(n) = [w,], é injetora.
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Demonstragdo. Suponha que ®(m) = ®(n) para m,n € Z, ou seja, suponha que
Wy = Wy,. Vamos mostrar que m = n. Seja H : I x I — S uma homotopia
de caminhos entre w,, e wy, em particular, H(s,0) = wy,(s), H(s,1) = wy(s) e
H(0,t) = H(1,t) = 29 = (1,0).

Como 0 € p~'({xo}), pelo lema anterior, existe um tnico levantamento H :
IxI — Rtalque H (0,t) = 0. Além disso, como o levantamento é tinico, devemos
ter

H(s,0) = Gm(s) e H(s,1)=wn(s).

Como H é uma homotopia de caminhos (com extremos fixos), H;(1) deve ser

constante para todo caminho H; ao longo da homotopia. Por outro lado,
Ho(1) =@m(1)=m e Hi(1) =&,(1) =n.
Segue que m = n, como queriamos provar. ]

n

Note que [w]" = [wy], em que w,(s) = (cos(27ns),sen(27wns)), para todo

n € 7.

Exemplo 3.4.

a. A esfera S, com n > 1, ndo é homeomorfa a S'. Com efeito, esses espagos

possuem grupos fundamentais ndo isomorfos.

b. Considere o cilindro C' = S' x R. Como C' é um retrato por deformacio de

S! x {0} (via uma homotopia linear), segue que
7T1(Sl X ]R) = 7T1(Sl) =7.

Um gerador para 71 (S' x R) é dado pela classe de homotopia do circulo central
a(s) = (cos(2ms),sen(2ms),0). Um caminho fechado em C' é homotodpico a
n vezes o gerador «, quando n é o nimero "liquido" de vezes que o caminho

fechado intersecta transversalmente a geratriz (1,0) x R. Em geral, temos que

71'1(81 X Rn,po) = 7.

c. Considere o toro bidimensional T? = S! x S'. Temos que

7T1(T2, (x(),xo)) = 7T1(Sl,.%'()) X 7r1(S1,a:0) =7 X 7.
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Assim, 71 (T?) é abeliano com dois geradores.

3.5. Aplicacoes de Grupo Fundamental

Recorde que D? denota o disco unitario fechado em R?, ou seja, D? = {(z,y) €
R? | 22 +y2 < 1}.
Ponto Fixo de Brouwer. Toda aplicacio continua f : D? — D? tem um ponto

fixo, i.e., existe z € D? tal que f(x) = z.
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Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que existe uma aplicacio continua f : D? —
D? tal que f(z) # =, para todo x € D2 Considere uma aplicagio r : D? — S!
defina da seguinte forma: r(z) € S! é dada pela interseccio de S! com a semi-
reta de origem em h(z) e que passa por z. Veja que r é continua, pois pequenas
variacdes de x corresponde a pequenas varia¢des de r(x). Além disso, r(z) = x,
para todo x € S!. Assim, r é uma retracio de D? em S'.

Agora, considere um caminho fechado o em S! com base em zg. Em D?, existe
uma homotopia de o para um caminho constante e,, com base em x¢, de fato, a
homotopia linear H (s,t) = (1 —t)a(s) + txo fornece tal homotopia de caminhos.
Como a retracio r ¢ a identidade em S, a composicio r o H é uma homotopia em
St entre 7o a = av e e,. O que contradiz o fato de que 71 (S', 79) = Z. Segue que

toda aplicacio continua f : D? — D? tem um ponto fixo. ]
Invariancia da Dimensao. R? é homeomorfo a R” se, e somente se, n = 2.

Demonstracdo. Sen = 1, o resultado é trivial, pois R meno sum ponto é desconexo,
enquanto que R? menos um ponto ainda é conexo. Seja n > 1. Sabemos que
R?\ {p} tem o mesmo tipo de homotopia que S*. Logo, 71 (R? \ {p}) = Z. Por

outro lado, R™ \ {p} é homeomorfo a S~ x R, temos que
m(R™\ {p}) = m(S" ' x R) 27 (S"7) x m(R).

Como, S™ é simplesmente conexa, paran > 2,logo, m1(S") = {0} em (R"\{p}) =

{0}. Logo, teremos a igualdade apenas quando n = 2. [

Exercicios

Ex. 19 — Um espaco topoldgico X é simplesmente conexo se, e somente se, existe

uma Unica classe de homotopia de caminhos ligando dois pontos de X.
Ex. 20 — Seja (G, -) um grupo. O centro de G, denotado por Z(G), é definido por:
Z(G)={a€eG|a-b=b-a, paratodo b € G},

ou seja, é o conjunto dos elementos de G que comutam.
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Seja X um espaco topoldgico. Considere caminhos v e o ligando xg e z;.
1. Mostre que C,, = C, se, e somente se, [0 x| € Z(m (X, x0)).

2. Mostre que 7 (X, zg) é abeliano se, e somente se, C., ndo depende do ca-

minho 7.

Ex. 21 — Sejam X e Y espagos topologicos e X X Y o espago produto com a
topologia produto. Dados xg € X e yg € Y, mostre que

T (X XY, (z0,90)) = m1(X, 20) X m1(Y, 90)-

Ex. 22 — Sejam X e Y espacos topologicos e seja f : X — Y continua. Mostre,

exibindo um exemplo, que:
1. A sobrejetividade de f ndo garante a sobrejetividade de f4
2. Ainjetividade de f ndo garante a injetividade de f.

Ex. 23 — Sejar : X — Y um retrato por deformacdo e : ¥ — X a inclusdo.

Mostre que r ¢ sobrejetora e que iy ¢ injetora.

Ex. 24 — Dado um espaco topolédgico X, prove que as afirmagdes abaixo sdo equi-

valentes:
1. X é simplesmente conexo;

2. X é conexo por caminhos e todo caminho fechado é livremente homotépico

a uma constante.
3. Duas aplicaces continuas quaisquer f, g : S' — X sio homotépicas.

4. X é conexo por caminhos e toda aplicacio continua f : S' — X estende-se

continuamente ao disco D? = {(z,y) € R? | 2% + y* < 1}.
Ex. 25 — Seja X um espaco topoldgico nio vazio, denotamos e definimos o cone
de X por:
C(X) = (X x[0,1])/ ~, onde (z,1)~ (y,1),Vz,y € X.

1. Determine C (S') e C (S?).
2. Se f : X — Y é continua, podemos estender fa C(f) : C(X) — C(Y)

continuamente?
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3. Calcule 71 (C(X), x0), para qualquer X.

Ex. 26 — Determine se existe algum espaco topologico X tal X x S! seja home-

omorfo a:
1. S%
2. RP?.

Ex. 27 — Um espaco topologico X ¢é dito espaco de Hopf se existem uma funcéo
continua (multiplicagdo), m : X x X — X e xg € X tais que m (zg, zo) = =0,
qg1oi~idx (rel {zp}) emo gy ~idx (rel {x¢}), onde

q,q2: X — X xX

sdo definidas por ¢1(z) = (x,z0) e g2(x) = (z¢, ). Com as notagdes anteriores,
seja X um espago de Hopf. Mostre que:

1. m((qgioa)*(q2of)) ~ ax* 3, onde a e 5 sdo caminhos fechados com

base em x.

2. 7 (X, z0) é abeliano.

Ex. 28 — Utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, mostre que toda matriz
real 3 x 3 com entradas positivas, possui um autovalor positivo. Dica: Associe a
cada matriz uma acdo na interseccdo do octante positivo com a esfera unitaria

fechada em R"™



4 Espaco Recobrimento

Neste capitulo introduzimos os espacos de recobrimento e utilizamos desses
conceitos para estender nosso estudo dos grupos fundamentais. Ao longo do ca-
pitulo estabeleceremos uma conexao intima entre as caracteristicas algébricas dos
grupos fundamentais e a linguagem geométrica de espagos de recobrimento.

Nesse sentido o principal resultado deste capitulo é estabelecer uma correspon-
déncia exata entre os varios espacos de recobrimento de um espago base X e sub-
grupos de seu grupo fundamental 71 (X ). Neste ponto, a analogia com a Teoria de
Galois é inevitavel, com sua correspondéncia entre extensdes de corpo e subgrupos
do grupos de Galois.

De modo mais geral, trés nocdes estdo interligadas de tal forma que cada uma
determina essencialmente as outras duas: grupo fundamental, espago de recobri-
mento e acdes de grupos propriamente descontinuas. Historicamente, eles apare-
ceram na ordem inversa.

De modo muito simplificado, as primeiras noc¢des associadas ao que atualmente
denominamos por a¢des de grupos propriamente descontinuas aparecem nos tra-
balhos de Gauss com o conceito de dominio fundamental. Mas foi com Riemann,
no final do século XIX, que surgiu o segundo membro da triade que mencionamos
no inicio, a ideia de uma superficie consistindo em "muitas folhas, sobrepostas
umas as outras, e cobrindo muitas vezes a mesma parte do plano”, o que iniciou o
estudo sistémico da espacos de recobrimento. As aplicacdes deste conceito feitas
por Riemann a teoria das fungdes analiticas de uma variavel complexa mostram
que ele tinha em mente o conceito moderno de "superficie de recobrimento ramifi-
cada". Finalmente o conceito de grupo fundamental surgiu nos trabalhos de Henry

Poincaré publicados entre 1895 e 1904.

66
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Ressaltamos por dltimo que a teoria da espacos de recobrimento é de grande
importéncia ndo s6 na topologia, mas também em outros ramos da matematica,
como analise complexa, geometria, grupos de Lie e também em algumas areas além

da matematica.

4.1. Espacos de Recobrimento

Nosso objetivo nessa se¢io é generalizar a estratégia que utilizamos para calcu-
lar o grupo fundamental do circulo. Realizaremos tal objetivo isolando as proprie-

dades da aplicacéo

p:R— St

s+ (cos(2ms), sen(27s)).

Os espagos que consideraremos neste capitulo serdo todos espagos de Hausdorff.
Os espacos de recobrimento sdo definidos por meio de aplicacdes p : XX que
sdo homeomorfismos locais satisfazendo restricdes bastante fortes. Desta forma,
comecaremos recordando a definicdo de homeomorfismo local.
Homeomorfismo local. Sejam X,Y espacos topoldgicos, uma aplicacido f :
X — Y é dita um homeomorfismo local se, para cada ponto x € X, existe
uma vizinhanga aberta U de x tal que V' = f(U) é um aberto em Y e a restricdo
f o é um homeomorfismo de U em V.

Claramente todo homeomorfismo é um homeomorfismo local. Além disso, um
homeomorfismo local f : X — Y é uma aplicacdo continua, aberta e localmente
injetiva.

A caracteristica fundamental de um homeomorfismo local f : X — Y é que o
espaco X herda todas as propriedades topoldgicas locais de Y como, por exemplo,
conectividade local, compacidade local, e assim por diante, e no caso em f for
sobrejetora, entdo Y também herda as propriedades topolégicas locais de X.

Uma deficiéncia dos homeomorfismos locais é que, nesse contexto, ndo temos
a propriedade de levantamento de curvas, i.e., dado um homeomorfismo local f :
X — Y euma curva a : I — Y nio necessariamente temos a existéncia de
uma curva & : I — X tal que f o @ = «. Um exemplo simples de tal inexis-

téncia pode ser construido do seguinte modo: considere o homeomorfismo lo-
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cal p : (0,2) — SL p(t) = (cos(2nt),sen(27t)) e o caminho o : I — St
a(t) = (cos(2mt),sen(27t)), entdo o ndo pode ser levantado para (0,1). Para
ver isso, suponha que & é um levantamento de «, como a(0) = a(l) = (1,0),
temos que p(a(0)) = p(a(1)), logo @(0) = a(1) = 1, pois p~1((1,0)) = {1}.
Assim, « se levanta para uma curva fechada em (0, 2), que consequentemente é
homot()pica a um caminho constante, mas o ndo o é, o que gera uma contradicio.

Precisamos de um conceito mais forte do que o de homeomorfismo local, o con-
ceito de aplicacio de recobrimento.
Espaco de Recobrimento. Sejam X e X espacos topologicos de Hausdorff. Seja
p: X — X uma aplicagdo continua sobrejetora. Dizemos que ()? ,p) é um espacos
de recobrimento de X se, para cada x € X, existe uma vizinhanca aberta U, de
x tal que p~ ' (U,) pode ser escrito como uma unio disjunta de conjuntos abertos
Uy em )A(; com A € A, e tal que para cada A, a restricdo p‘UA Uy = Up éum
homeomorfismo.

Nesse caso a aplicagao p : X — X édita aplicacao de recobrimento

Alguns autores nao pedem que p : X 5 X seja uma aplicacdo continua so-
brejetora mas assumem que X é conexo por caminhos e localmente conexos por
caminhos, ao definir um espaco de recobrimento.

Se X e X si0 conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos. Entéo,

as seguinte afirmacdes sdo equivalentes:
1. (X, p) é um de espaco de recobrimento de X;

2. dada p : X - X, para cada z € X, existe um conjunto aberto e conexo
por caminhos U contendo z tal que cada componente conexa por caminhos de

p~1(U) é homeomorfa a U sob a aplicacio p.

A equivaléncia dessas duas defini¢cdes nos casos em que X e X sdo conexos
por caminhos e localmente conexos por caminhos sera deixada como exercicio ao
leitor.

Se ()? ,p) é um espaco de recobrimento de X, é usual chamar o espago topo-
légico X de espaco de base. Os conjuntos U, sdo chamados de vizinhancas
elementares ou ainda de vizinhancas distinguidas. Os conjuntos abertos dis-
juntos em X que se projetam homeomorficamente para U, por p sdo chamados de
folhas de X sobre U,.
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Quando U, é conexo, essas folhas sdo as componentes conexas de p_l(U ), por-
tanto, neste caso, elas sdo determinadas exclusivamente por U, mas no caso em
que U ndo é conexo, a decomposicio de p~!(U) em folhas claramente pode nio

ser unica.

Destacamos que néo é suficiente que uma aplicacio seja um homeomorfismo lo-
cal para ser uma aplicacio de recobrimento. Considere a aplicacio p : (0,2) — S*
definida por p(t) = (cos(2~t),sen(2nt)). Essa aplicagdo é um homeomorfismo
local, mas para qualquer vizinhanca pequena U de (1,0) € S!, algumas compo-

nentes de p~!(U) nio sio mapeadas homeomorficamente para U.

-

Figura 4.1.: Um homeomorfismo local que nao é uma aplicacido de recobrimento.

O namero de pontos na imagem inversa de um ponto, sob uma aplicagio de

recobrimento, é localmente constante, e no caso em que o espaco de base é conexo,
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esse numero ¢é constante e é denominado nimero de folhas do recobrimento.
A cardinalidade de p~!(x) é localmente constante e se X for conexo entio a

cardinalidade é constante.

Demonstracdo. Considere x € X e uma vizinhanca elementar U, de x. Para cada
y em U,, temos que as cardinalidades de p~*(z) e p~*(y) sdo iguais, assim ¢ local-
mente constante. Como consequéncia dessa observagao, os conjuntos de mesma
cardinalidade sdo abertos e claramente sua unido é todo o espago. Sendo X conexo,

um desses conjuntos abertos é todo X e logo a cardinalidade é constante. |
Seja (X, p) um espago de recobrimento de X, entdo:
® Paracada x € X, o subconjunto discreto p~! () é denominado de fibra de .

® Quando X é conexo, o grau do recobrimento é a cardinalidade de p~!(z),
para todo x. Se o grau do recobrimento é dois, entdo este é denominado de

recobrimento duplo.

B Se X é simplesmente conexo, o recobrimento é dito um recobrimento univer-

sal. A razdo dessa nomenclatura ficara evidente nas proximas secdes.
Recobrimentos.

1. A identidade idxy : X — X é uma aplicacdo de recobrimento para qualquer

espaco X. Esse recobrimento é dito trivial e é um recobrimento de uma folha.

2. Seja’Y um espaco com a topologia discreta. Entdo, a projeciomy : X XY — X

é um recobrimento.
3. A reta real R recobre o circulo S por meio da aplicacio:

p:R— St

t 2™ = (cos(27t), sen(2mt)).

A aplicacio p : R — S! é uma aplicacio de recobrimento com infinitas folhas.

De fato, dado um ponto x no circulo, entdo existe t € R tal que p_1 () =t+n,
1

59
é uma bijecdo continua na sua imagem.Como o intervalo [t — ¢, ¢ + €]

com n € Z. Considere o intervalo fechado [t — ¢,t + €] com ¢ < 3, entdo

p| [t—e,t+e]
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é compacto, temos que p‘[t . ¢ um homeomorfismo, logo leva os abertos
—e,t+e

]

(t —e,t + ¢) em abertos V de S! (que séo arcos contendo z).

A imagem inversa de V, p~1(V'), consiste em um nimero enumerével de inter-
valos ao longo da reta real, i.e, p~ (V) = U, ez (t — € + n,t + £ + n). Todos
esses intervalos sdo disjuntos, aplicados homeomorficamente a V' por p e assim

provamos que ¢ um recobrimento.

—_~~
P N D S

N~

-

_ -

<

Figura 4.2.: Recobrimento do circulo

4. Se (X, p) é um espaco de recobrimento de X e (Y, ¢) é um espaco de recobri-
mento de Y, entdo ()Z X SN/, p X q) é um espaco de recobrimento de X x Y com
a aplicacdo de recobrimento p x ¢ definida por (p x q)(z,y) = (p(z),q(y)).
Deixamos a demonstracdo desse fato para o leitor, mas observamos que se U
é um conjunto aberto elementar do ponto z € X e V' é um conjunto aberto

elementar do ponto y € Y, entdo U X V é um conjunto aberto elementar de

(x,y) e X X Y.

A partir desse fato, podemos construir exemplos de espacos de recobrimento do
toro T = S! x S'. Em particular, o plano R? = R x R, o cilindro R x S' ou o

proprio toro podem servir como espacos de recobrimento.
5. A esfera S™ recobre o espago projetivo real RP" com a seguinte aplicacio:
p:S" — RP"

(@1, Tng1) = [T1, - T
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De fato, dado um ponto p = {x,—x} € RP", existe uma vizinhanca aberta
homeomorfa a um disco V contendo z em S" tal que V N =V = {. Como P
é aberta, V = p(\N/) ¢ uma vizinhanca aberta cuja imagem inversa consiste em
dois abertos V e —V homeomorfos a discos em torno de dois pontos antipodais
de S™. Estes sdo disjuntos, p’r/ e p|7‘7 sdo homeomorfismos e as condicdes sio

satisfeitas. Esse ¢ um exemplo de um recobrimento duplo néo trivial.

Figura 4.3.: S” recobre o espag¢o projetivo real RP".

6. A aplicacio S' — S! definida por z + 2", ou seja, (cos(27t),sen(27t))

(cos(2mnt), sen(27nt)), para um inteiro positivo fixo n, é um recobrimento de

== %j%)

S! com n folhas.

S <

7. Seja a funcdo exponencial complexa exp : C — C \ {0} definida por

o n

exp(z) = Z %

n=0
Afirmamos que (C, exp) é um espaco de recobrimento de C \ {0} e que, para
qualquer z € C\ {0}, o disco aberto
U, ={weC:|w—z <|2|}

¢ uma vizinhanca elementar. Para provar isso, temos que mostrar que qualquer

componente V' da imagem inversa de U, é levada homeomorficamente em U,
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por exp; ou seja, que existe uma funcédo continua f : U, — V tal que, para

qualquer w € U,,
exp[f(w)] = w,
e, para qualquer v € V,

-6 -4 -2 o 2

Figura 4.4.: Algumas folhas do recobrimento exp : C — C \ {0} associadas a

vizinhanca elementar em amarelo.

Uma tal funcdo f é chamada de "ramo da funcéo logaritmica no disco U," e
a existéncia de tal funcdo pode ser demonstrada usando o Teorema da Funcéo

Inversa.

Podemos expressar esse recobrimento de outra forma: se z = x + iy, entéo
expz = (expz) - (cosy + iseny),

onde expx = e” é a funcdo exponencial real, exp : R — {t e R: ¢t > 0}. A
partir desta formula, emerge o seguinte fato. Podemos considerar C = R x R
eC\ {0} = {r € R:r > 0} x S! (usando coordenadas polares). Entio,
podemos considerar a aplica¢do exp : C — C\ {0} como uma aplicacdo p x ¢
‘RxR— {recR:r >0} xS! onde p(z) = e e q(y) = (cosy,seny).

8. Para qualquer nimero inteiro n # 0, seja p, : C — C o polindmio definido

n

por p,(z) = 2". Entédo, (C\ {0},p,) é um espaco de recobrimento de C \
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{0}. A existéncia dos varios "ramos" da func¢io {/z é analoga a do exemplo
anterior. Note que é necessario omitir 0 do dominio e do contradominio da
funcéo py; caso contrario, ndo teriamos um espago de recobrimento. Assim,
como no exemplo anterior, podemos considerar C\ {0} = {r € R: 7 > 0} x S!
e decompor o espaco de recobrimento (C \ {0}, p,) no produto cartesiano de

dois espagos de recobrimento.

9. Finalmente, o exemplo anterior pode ser generalizado. Seja p(z) um polindmio
complexo considerado como uma aplicagio C — C, e seja F' o conjunto de

valores criticos de p(z). Entdo a aplicagdo induzida C \ p~!(F) — C\ F é uma

aplicacdo de recobrimento com deg(p(z)) folhas.

(a) Recobrimento dado por (b) Recobrimento dado por (c) Recobrimento dado por

exp(z). 22, 23,

Exemplo 4.1.

Nesse exemplo, vamos apresentar alguns espacos de recobrimento de S' VS'. Para
simplificar a notacio, vamos denotar por X a unifo por um ponto S'VS!. Podemos
visualizar esse espaco como um grafo com um unico vértice e duas arestas, que

rotularemos como « e 5 com orientacdes escolhidas.
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Figura 4.6.: S' v S!

Os espacos de recobrimento de S' v S! sdo particularmente interessantes ao
constituirem uma familia notavelmente diversificada, que ilustra de forma muito
concreta grande parte da teoria geral.

Para descrever esses espacos de recobrimento, comecamos observando que a
cada grafo GG temos associado um espaco topologico denominado realizagio ge-
ométrica do grafo ou grafo geométrico (G. Neste espaco, os vértices sdo pontos
distintos e as arestas sdo subespacos homeomorfos a [0, 1] coladas por suas ex-
tremidades nas arestas. Duas arestas se encontram apenas em suas extremidades
comuns.

Agora seja X um grafo geométrico com quatro extremidades de arestas em cada
vértice. Suponhamos que cada aresta em X tenha sido etiquetada como o ou (e
possua uma orientacdo de tal forma que a estrutura local préxima a cada vértice
seja idéntica aquela em X. Isto é, deve haver duas arestas rotuladas por «, uma
entrando no vértice e outra saindo e analogamente para 3. Os grafos X com tais
propriedades serdo denominados de grafos 2-orientados.

Dado um grafo 2-orientado X, podemos construir uma fungio p : XX que
leva todos os vértices de X para o vértice de X e cada aresta de X para a aresta cor-
respondente em X. Essa funcdo é um homeomorfismo no interior de cada aresta e
preserva a orientacio. E evidente que a condiciio de espaco de recobrimento é sa-
tisfeita para p. Por outro lado, todo espago de recobrimento de X é, na verdade, um
grafo que herda uma 2-orientacdo de X. Alguns exemplos de tais recobrimentos
sdo apresentados na Figura 4.7.

Um recobrimento simplesmente conexo de X = S! v S! ¢ dado pela arvore
regular de grau 4, que é uma arvore infinita com 4 arestas em cada vértice, como

ilustrado na Figura 4.8.
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B8 B o
B I5; «

(a) (b)
(0% (6% «
.0.0.0.
. c0— : > 5 o o
(c)

Figura 4.7.: Exemplos de espacos de recobrimento de X = S' v S!.

e
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Figura 4.8.: Recobrimento universal de S' V S'. As arestas para cima sdo rotuladas

com b e as para a direita com a.

4.2. Grupos Propriamente Descontinuos

Uma das familias mais importantes de aplicagdes de recobrimento sao obtidos
pela acdo de grupos de homeomorfismos propriamente descontinuos, que descre-
veremos no que se segue.

Comegamos pela observagdo que o conjunto de todos os homeomorfismos de

um espaco topologico X é um grupo quando munido com a operacdo de compo-
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sicdo. Um subgrupo G deste grupo é chamado de grupo de homeomorfismos de
X. Lembremos que uma acdo de um grupo G em um espago X é uma aplicacio
Gx X — X, onde aimagemde (g, z) serd denotado por gz, tal que (gh)x = g(hx)
eexr = .

Para z € X, a 6rbita de x é o conjunto G(z) = {gz | g € G}. E facil ver
que duas oOrbitas sdo disjuntas ou idénticas. Assim, elas particionam o espago X.
O conjunto de todas as orbitas é denotado por X/G, e sera munido da topologia
quociente da aplicagdo p : X — X /G levando x a G(x), e é chamado de espaco
de orbitas. Observe que nessa topologia a aplicagdo candnica p : X — X/G é
claramente continua e também aberta, pois, para U C X aberto e U’ sua imagem
em X /G, entdo

p (U) = J{oU | g€ G}
que é uma unido de conjuntos abertos e, portanto, é aberto.

Uma a¢ao de um grupo de homeomorfismos G em um espago X ¢é dita propri-

amente descontinua se todo ponto x € X possui uma vizinhanca U tal que
gUNU #2o=g=ce,

em que e é o elemento identidade de GG. Neste caso, dizemos que U é uma vizi-
nhanca conveniente do ponto x e que G é um grupo propriamente descontinuo

de homeomorfismos do espago topologico X.

Figura 4.9.: A¢éo propriamente descontinua de um grupo G.

Para apresentarmos uma descri¢do mais concreta do espago das 6rbitas de di-
versos exemplos, precisamos da definicdo de conjunto fundamental. Um subcon-
junto fechado F' C X é um conjunto fundamental para a agdo de G sobre X se
G- F = X e existe uma vizinhanca aberta U = U de F'tal que, paracada K C X
compacto, o conjunto {g € G : gU N K # ()} é finito (condi¢do de finitude local).
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O préximo resultado nos diz que para descrevermos o espaco de 6rbitas podemos
nos restringir aos conjuntos fundamentais. Apesar de extremamente simples, ele
nos permitira descrever o espaco das Orbitas de varias agoes.

Suponha que F' seja um conjunto fundamental para a acdo propriamente des-
continua de G em um espago primeiro enumeravel e de Hausdorff X. Entéo a

aplicacdo de proje¢do natural p : F//G — X /G é um homeomorfismo.

Demonstragao. A aplicacdo p é continua pela definicdo da topologia quociente.
Claramente, p ¢ uma bije¢do. Resta mostrar que p é uma aplicacdo fechada. Como o
conjunto F' é fechado, basta mostrar que a projegéo g : F' — X /G é uma aplicacdo
fechada.

Suponha que (z,,) seja uma sequéncia em F' tal que ¢ (x,,) converge para algum
y € X/G,y que é representado por um ponto z € F'. Entdo existe uma sequéncia
gn € G talque gy, (,) converge para x. Como {g, () : n € N}U{z} é compacto
que podemos assumir sem perda de generalidade que esta contido em U, assim
a hipétese de finitude local implica que a sequéncia (g,,) € finita. Portanto, apds a
remocéao dos primeiros temos temos que, g, = ¢ para todon € N. O fato de F’ ser
fechado implica entdo que x € F. Logo temos que x é um ponto de acumulacio

de (x,,) e consequentemente que ¢ : ' — F/G é uma aplicagdo fechada. [

Exemplo 4.2.
A acgdo de Z em R dada por

ZxR—R
(z,2) — x + 2.

¢é propriamente descontinua com as vizinhancas convenientes sendo qualquer in-
tervalo aberto de didmetro menor que 1.
A orbita de z é G(z) = {x + 2,2z € Z}, e o conjunto [0, 1] é um conjunto

fundamental e assim X/G = [0,1]/{0 ~ 1} = S.

<

De maneira equivalente, dizemos que a acdo de um grupo de homeomorfismos
G em um espaco topologico X ¢é propriamente descontinua se, para todo ponto
x € X, existe uma vizinhanca U tal que, para quaisquer elementos distintos g e h

em (5, os conjuntos g - U e h - U sdo disjuntos, ou seja, ndo tém intersecio.
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A acdo do grupo G sobre X é dita livre se g - © # x, para todo z € X e todo
g € G, g # e. Nesse caso, dizemos que G age livremente em X.

Se o grupo G age de forma totalmente descontinua sobre X, entdo G age livre-
mente em X.

Dado um grupo GG com uma a¢io propriamente descontinua em um espaco X,
as Orbitas GG - x de cada ponto em X formam conjuntos discretos. Uma vizinhanga
V' é conveniente em relacdo a um grupo propriamente descontinuo G se, e somente
se, ela contiver no maximo um elemento de cada orbita de G.

Se X é um espago de Hausdorff, entdo as orbitas G - x relativas a um grupo
propriamente descontinuo G de homeomorfismos de X sao subconjuntos fecha-
dos de X. De fato, se y ndo pertence a G - x, entdo uma vizinhanca conveniente
de y contém no maximo um ponto gz da 6rbita G' - . Como gz é um conjunto
fechado, podemos escolher uma vizinhanga menor de y que seja disjunta de GG - .
Em particular, quando X é um espago de Hausdorff compacto, qualquer grupo pro-
priamente descontinuo G de homeomorfismos de X ¢é finito. De fato, escolhendo
um ponto fixo g € X, a fun¢éo que leva cada elemento g em G para gz é uma
bijecdo da GG para a 6rbita GG - z¢. Essa orbita, sendo discreta e fechada no espaco

compacto X, deve ser finita.

Exemplo 4.3 — Toro n-dimensional.
Vamos considerar a seguinte acdo de Z" em R"
Z" x R" — R"
(v,2) — =+ .
Esta acdo é propriamente descontinua. Para demonstrar esse fato, basta considerar
conjuntos abertos de didmetro menor que 1. Pode-se mostrar que o conjunto fun-

damental dessa agdo é o cubo unitario e, olhando para as identifica¢des das faces

desse cubo, que o espago quociente R"/Z" é o toro n-dimensional.
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Figura 4.10.: Acio de Z? em R2.

Exemplo 4.4 — Espaco Projetivo.

Considere a funcédo antipodal —id : S — S", levando o ponto = em seu antipo-
dal —z. Definimos o grupo G como G = {id, —id}, no qual a operagédo de grupo
é a composi¢io de funcdes. O grupo G atua de forma propriamente descontinua

sobre S™.

De fato, se escolhermos um conjunto aberto U C S™ contido em um dos hemis-

férios, podemos observar que:
—id-UNU = 0.

Nesse caso, o espaco quociente S” /G é o espago projetivo n-dimensional.

<

Seja G um grupo de homeomorfismos agindo livremente no espaco X. As

seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
1. A agao do grupo G é propriamente descontinua.
2. A projecdo candnica p : X — X /G é uma aplicagéo de recobrimento.

3. Aaplicagdo p : X — X/G é localmente injetiva.
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Demonstragao.
= Sejam y = p(x) um ponto arbitrario em X/G e U uma vizinhanca
conveniente de . Como p é uma aplicacdo aberta, V = p(U) é uma vizinhanca

aberta de y. Temos entéo que:

p ' (V)=Jg-U
geG

é a unido de conjuntos abertos dois a dois disjuntos, e a restri¢io da aplicacio
continua p para cada um desses conjuntos abertos é injetiva; portanto, é um ho-
meomorfismo em p(g-U) =p(U) =V.

= Toda aplicagdo de recobrimento é localmente injetiva dada que é um
homeomorfismo local.

= Como a aplicacdo é localmente injetiva e a acdo ¢ livre temos que cada
ponto x € X pertence a um conjunto aberto U no qual nédo existem dois pontos
distintos da mesma orbita. Consequentemente U é uma vizinhanca conveniente

de x e isso prova que 3 = 1. ]

Um recobrimento p : X — X é dito um G-recobrimento se ele é proveniente
de uma acdo propriamente descontinua de G em X. Um G-recobrimento é dito
trivial se ele é da forma X X G — X com G agindo apenas no segundo fator.

O resultado abaixo, que demonstraremos na se¢io 4.5, conecta os espacos de
recobrimento provenientes dos grupos que agem de maneira propriamente des-
continua e o grupo fundamental do espaco quociente e fornece uma ferramenta

poderosa para determinarmos os grupos fundamentais.

Teorema 4.1

Se X é simplesmente conexo e localmente conexo por caminho e G age de
forma propriamente descontinua como um grupo de homeomorfismos em
X, entao

m(X/G) = G.
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Exemplo 4.5 — Grupo fundamental do toro 2-dimensional.

Pelo Exemplo 4.3, temos que o grupo fundamental é isomorfo a Z x Z.

Exemplo 4.6 — Grupo fundamental do Plano Projetivo.

Pelo Exemplo 4.4, temos que o grupo fundamental é isomorfo a Zs.

Exemplo 4.7 — Garrafa de Klein.

Considere o grupo de transformacdes do plano gerado por «v e 3, onde a(x,y) =
(x + 1,y) e B(z,y) = (1 — x,y + 1). Uma andlise cuidadosa dessa acdo deve
convencer o leitor de que o espaco de drbitas R? /G é a garrafa de Klein. O grupo é
definido abstractamente como gerado pelos elementos « e 3, e tem a tnica relacio
B~ tap = a~!. (Isso é facilmente verificado geometricamente.)

Este grupo € néo abeliano, possui um subgrupo ciclico infinito normal, gerado
por o, com um grupo quociente também ciclico infinito, gerado pela imagem de
B. De acordo com o Teorema 4.1, este grupo é o grupo fundamental da garrafa de
Klein.

<
Exemplo 4.8 — Espaco Lenticular.
Considere S?*~1 C C" vista como
2n—1
S ={z=1(z1,...,2n) | |2|=1}.

Sejam € = e2mi/P 3 p-ésima raiz primitiva da unidade e ¢, . .., g, inteiros co-
primos a p.

Considere Z, = {1, €€, ..., 6”_1} e permita que ela aja sobre S**~! como

€21y voyzn) = (eM21,... et z,).

Essa acdo é propriamente descontinua, assim como qualquer acdo por um grupo
finito, tal que gz = = = g = e (0 que o leitor deve verificar). O espaco de Orbitas

é denotado por L (p; q1, - .., qn) € é chamado de espago lenticular.
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Figura 4.11.: A acéio de GG em R? cujo espaco de érbitas R? /(G é a garrafa de Klein.

De acordo com o Teorema 4.1, o grupo fundamental de qualquer um desses
espacos é Zj. No caso tridimensional quando n = 2, L(p; 1, q) é frequentemente

denotado como L(p, q).

<

Dado um grupo abeliano finitamente gerado G, pelo Teorema Fundamental
dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados, temos que G = Z" © Zy, © - - - © Zg,,
onde qy, . . ., gm sdo poténcias de niimeros primos (ndo necessariamente distintos).
Dessa forma, através de somas diretas de espacos lenticulares e de circulos S* é

possivel construir um espago que tenha G como grupo fundamental.

4.3. Levantamento de Caminhos e Homotopias

Uma das caracteristicas fundamentais dos espago de recobrimento é o seu com-
portamento em relagio ao levantamento de aplicagdes.
O levantamento de uma funcéo continua f : ¥ — X é uma funcéo continua

f 'Y — X tal que p o f = f. Ou seja, o problema de levantamento solicita a
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existéncia de uma aplicagdo f : Y — X que torne o diagrama abaixo comutativo.

X
7
/
R
il
/7
/
/
7/
Y ! X

Uma aplicagao que verifica essa propriedade é denominada de levantamento de
I

Antes de atacarmos o problema da existéncia do levantamento, comecaremos
com dois resultados preliminares: a existéncia do levantamento local e a unicidade
de tal levantamento sobre certas condicoes.
Unicidade do Levantamento. Sejam X um espaco de Hausdorff e p : X 5 X
uma aplicacdo de recobrimento. Se Y é conexo e g : Y — X é continua, entdo
dois levantamentos g, g : Y — X de g que coincidem em um ponto yg € Y sdo

iguais.

Demonstragao. O conjunto A = {y € Y, g(y) = §(y)} ndo é vazio, pois yg € A.
Como X é um espaco de Hausdorff, A é fechado em Y uma vez que é a imagem
inversa da diagonal sob a aplicagdgo g X g : ¥ — XxX,ea diagonal é fechada.
Para concluir que g = ¢, basta provar que A é aberto em Y. Para isso, seja
a € A. Existe uma vizinhanca V' de g(a) = g(a) tal que p|,, € injetiva. Pela
continuidade de g e g, existe uma vizinhanca U de a com g(U) C Ve g(U) C V.
Portanto, para todo y € U temos pg(y) = g(y) = pg(y) e, como p é injetiva em
V, temos que g(y) = §(y). Consequentemente, temos que U C A e logo A é

aberto. [}

Existéncia do Levantamento Local. Sejam X um espago de Hausdorff e p :
X — X uma aplicacdo de recobrimento. Sejam y, € Y, zo = f(y,) € U aberto
elementar de X e ¥ € p~!(z¢). Entdo existem um tnico \ e um levantamento local

ftal que f(yg) = Z cuja imagem esta em U), de modo que o diagrama a seguir é
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comutativo:

Y o f~Y(U)

Além disso, f: (p|U )y“lo f.
A

Demonstragao. Seja A tal que x € U). Mostraremos que f = (p|UA)_1 o féum
levantamento cuja imagem esta em U)y.

Observe que 10|UA ¢ um homeomorfismo, pela definicdo de espaco de recobri-
mento, logo existe a inversa de p|UA. A composicdo ]? = (10|UA )~1o f é continuae,
é claro, torna o diagrama comutativo, logo é levantamento. Além disso, a imagem

reside em U pois (p’U )~! o f. A unicidade segue da proposicio anterior. [
A

A seguir provaremos o Teorema de Levantamento de Homotopias que é de suma
importéancia para determinar o grupo fundamental de muitos espagos e para isso

precisaremos do seguintes lemas:

Lema 4.2 — Nimero de Lebesgue

Seja (X, d) um espaco métrico compacto e seja i/ = {U;} uma cobertura
aberta de X. Entéo, existe um niimero real positivo A tal que todo subcon-
junto de X de diametro menor que A esta inteiramente contido em Uj, para

algum 4.

Demonstragao. Por compacidade, podemos assumir que {Uy,...,U,} é uma co-
bertura aberta finita do espago métrico compacto X.

Agora, suponha que ndo exista tal \. Entdo, para cada n € N, seja A,, um
conjunto de didmetro menor 1/n tal que A,, ¢ Uj, para qualquer i. Para cada n,
escolha z,, € A,, e considere x um ponto de acumulagio da sequéncia resultante.
Temos que = € Uj;, para algum i, entdo para algum A\ > 0,U(x,\) C U;. Es-

colha n suficientemente grande de modo que 1/n < A/2, e seja m > n tal que
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T € U(z,\/2). Logo x,, € Ay, e consequentemente A, N U(z,\/2) # @.
Como o didmetro de A, é menor que \/2, temos que A,, C U(xz,\) C U;, uma

contradicao. ]

Qualquer nimero A que funcione no lema anterior é chamado de ntimero de

Lebesgue para a cobertura.

Lema 4.3 — de Wallace

Sejam Y um espaco topologico e {U, } uma cobertura aberta de Y x I. Entéo,
para qualquer ponto y € Y, existem uma vizinhanca N de y em Y e um
inteiro positivo n de modo que N X [i/n, (i + 1)/n] C Uy, para algum « e

para todo 0 <7 < n.

T
LN

= ‘
~

1

1

~ S|

Figura 4.12.: A vizinhanca N X [i/n, (i + 1)/n] C U,

Demonstragao. Observamos inicialmente que podemos cobrir {y} x I por um re-
finamento de {U, } da forma N; x Vi, Ny x Va, ..., Ni X V} pela compacidade de
1 e pela defini¢ao da topologia do produto.

O Lema de Lebesgue implica que existe um n > 0 tal que cada [i/n, (i + 1)/n]

esta contido em um dos V;. Basta entdo tomar este n e N = [ V;. ]
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Teorema 4.4 — Levantamento de caminhos

Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento, e seja T € X um ponto
na fibra sobre x, ou seja, p(z) = x. Entéo, para todo caminho continuo
a:[0,1] = X com a(0) = x, existe um tnico levantamento & : [0,1] — X

de o que comega em 7, ou seja, a(0) =T epoa = a.

Demonstragdo. Se o caminho « estiver contido em uma vizinhanga elementar U a
existéncia do levantamento é direta. Para demonstrarmos isso, seja V' a folha em
p_l(U ) que contém Z, entdo, p leva V' homeomorficamente em U, e assim existe
uma Unica @ em V' com as propriedades necessarias.

E claro que o ndo estara, em geral, contido em uma vizinhanca elementar U.
No entanto, podemos sempre expressar o como o concatena¢ao de um ndimero
finito de caminhos "mais curtos", cada um dos quais esta contido numa vizinhanga
elementar, e depois aplicar o argumento do paragrafo anterior a cada um destes
caminhos mais curtos indutivamente.

Os detalhes deste procedimento podem ser descritos como segue. Seja {U; } uma
cobertura de X por vizinhancas elementares, entao {04_1 (UZ)} ¢ uma cobertura
aberta do espaco métrico compacto [0, 1]. Escolha um inteiro 7 tdo grande tal que
1/n sejamenor que o nimero de Lebesgue desta cobertura. Divida o intervalo [0, 1]
nos subintervalos fechados [0, 1/n], [1/n,2/n],...,[(n —1)/n,1]. Observe que o
leva cada subintervalo em uma vizinhanca elementar em X. Agora definimos &

indutivamente nesses subintervalos, come¢ando com [0, 1/n). [

Levantamento de Homotopia. Sejam X e Y espacgos de Hausdorffe p : XX
uma aplicagdo de recobrimento. Seja H : Y x I — X uma homotopia e Hy :
Y x {0} — X um levantamento da restri¢io de H a Y x {0}. Entdo existe uma

unica homotopia H:Y x I — X fazendo o seguinte diagrama comutar:

Y x {0} o
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Figura 4.13.: Levantamento de caminho.

Além disso, se H é uma homotopia relativa a Y’ para algum Y’ C Y, entdo H

também o é.

Demonstragao. A demonstracdo da existéncia tem dois passos. Primeiro, iremos
construir um levantamento local e depois colar todas essas "pecas" do levanta-
mento, construindo assim o levantamento global.

Comegaremos construindo o levantamento local, isto é, para cada y € Y um
levantamento fIy :Vy x[0,1] — X, onde V, é um vizinhanca elementar aberta
de y.

Aplicando o Lema 4.3, para a cobertura H~*(U,,) temos que existe um vizi-
nhanca V, tal que V}, x [t;—1,t;] € H~(U;) para todo 0 < i < n.

Procederemos por indugéo na particio do intervalo {to, ..., %, } sendot; = j/n:

B O caso inicial é simplesmente a homotopia:

Hy|vyx{0} - H0|Vy><{0}

B Para o passo indutivo, suponhamos dada H, ; := Hy|v [0t
y sl

Vamos mostrar que podemos reduzir o problema a uma unica folha do levanta-

mento, ou seja, que V;, x {t;} C E[;;(UZ-)‘H).
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Figura 4.14.: Levantamento de Homotopia

Como a imagem da homotopia H v, o
Yy

tistita]
H(y,t;) € Uj+1. Entéo, temos:

jj[y,i(yvti) €p HUip) = U Uﬁrl
A

esta em U;;ij, resulta que

onde a unifo é disjunta. Desta forma, existe um unico A tal que H y(y,ti) € Ui)jH.

Consequentemente (y, ;) € fI; U (1), que € aberto, e por tanto existe uma

vizinhanca Wy, que satisfaz W, x {t;} C H ”. H(UA,). Reduzimos entdo a vizi-

7

nhanca original V,, a V;, N W, e entdo V,, x {t;} C ﬁ;}(UA

i+1

Como Vj, x [ti,tit1] € H 1 (Uit1) pelo Lema 4.3 do levantamento local, temos

o levantamento:

o 1
Hy|Vy><[ti7ti+ﬂ o (p|U?+1) o H.
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Assim s6 necessitamos demonstrar que a aplicagio:

_ H,
Hy‘VyX[O,tiH] B

se ) <t <t

V?! X [Ovti}

Hy’Vyx[ti,nH] set; <t <t

esta bem definida, é continua e é levantamento.

O fato que esta definida é direto. Basta observar que o valor de cada pedaco em

Vy % {t;} coincide, ou seja, para qualquer y' € Vj;:

- Do S -
Plys, Hylyg g @' 10) = HW 1) = p|; (Hy
€ como p‘U , ¢ um homeomorfismo, sdo iguais.
i+1
A continuidade segue do Lema de Colagem e o fato que é levantamento pode

(v, t:))

[tistiy1]

ser demonstrado facilmente.

Com esta indugéo, temos, para cada y € Y, um levantamento fIy : Vy X [0,1] —
X. Mostraremos agora que podemos colar todos estes levantamentos para cons-
truir um levantamento global.

Para isso sejam y,y’ € Y e os levantamentos correspondentes fly e ﬁly/. Basta
mostrar que ambos coincidem na parte comum dos dominios: Vj, N V.

Para provar isto, consideramos y” € V, N V. Queremos mostrar que
fly(y”, ) = lflyl(y”7 -). Mas como ambos sdo levantamentos de H em {y"} x [0, 1]

y entdo ambas satisfazem:
Hy(y",0) = Ho(y",0) = Hy(y",0)

Entéo, como coincidem em um ponto do conjunto conexo ({y”} x [0, 1]), temos
pelo Lema 4.3 que coincidem.
Esse mesmo argumento garante a unicidade do levantamento.

O levantamento é um problema homotdpico. De fato, se f : ¥ — X tiver um
levantamento f: Y — X, entdo toda funcdo g ~ f também tera levantamento.
Apenas considere a homotopia H : f ~ g, e pelo lema de levantamento existe f,
de forma que g = fl é um levantamento de g.
da Monodromia. Seja p : X — X um recobrimento. Suponha que a, B sejam
dois caminhos em X tendo o mesmo ponto inicial z¢. Entéo «, E sdo equivalentes

se, e somente se, pa, pf sdo caminhos equivalentes em X.



4. Espaco Recobrimento 91

Demonstragao. Se F' : I x I — X éuma aplicagdo continua tal que

F(s,0) =a(s), F(s,1)=p(s), sel
F(O,t)zfo, F(l,t)szl, tel,

entdiopo F : I x I — X é uma aplicacio continua tal que para todo s € I,po
F(s,0) =pa(s),po F(s,1) = pg(s) eparatodot € I,po F(0,t) = p(Zo),po
F(1,t) = p(z1). Isso prova a implicacdo.

Por outro lado, suponha que F' : I x [ — X seja uma homotopia entre pa e pg
relativa a {0, 1} C I. Pela propriedade de levantamento de homotopia, existe uma
tinica homotopia F' : I x I — X tal que F/(0,0) = %o e pF' = F. Restringindo
F em (s,0),s € I, encontramos um caminho s — ﬁ(s, 0) comecando em zy e
levantando pa. Claramente, a/(s) também é um caminho em X comecando em
Zo e levantando p . Portanto, pela propriedade de unicidade dos caminhos de
recobrimento, F'(s,0) = &(s) para todos s € 1.

Por um argumento semelhante, temos F(s,1) = f(s). Restringindo F' em
(0,%),t € I, obtemos um caminho }7’(0, t) que se projeta sob p para a constante ca-
minho em z; por outro lado, o caminho constante 7y em X também comeca em I
e se projeta sob p para o caminho constante axy em X. Portanto, novamente pela
proposicao de Unicidade do Levantamento, F (0,t) deve ser um caminho constante
baseado em Z. Da mesma forma, o caminho F (1,t) deve ser um caminho cons-
tante baseado em algum ponto x; sobre xj. Isso prova que F éuma homotopia
entre & e [3 relativa a {0, 1}. Portanto, & é equivalente a 3.

Por defini¢do, dois caminhos no espaco sdo equivalentes, significa que tém os
mesmos pontos inicial e terminal. Assim, se pa e pg sdo equivalentes, entio pelo
teorema acima a, B sdo equivalentes. Sabemos que eles tém o mesmo ponto inicial.
Portanto, é uma consequéncia e ndo uma hipétese do teorema acima que «, B deve
ter o mesmo ponto terminal.

Seja p : X — X uma aplicacdo de recobrimento. Seja v : (I,9I) — (X, yo)
um laco. Se o é homotdpico a um laco constante relativo a 9/ entdo qualquer
levantamento de a para um caminho é um laco e é homotopico a um laco constante

relativo a O1.
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Seja p : X — X uma aplicacio de recobrimento e p (Zo) = 2. Se a é um laco
com base em X em xg que se levanta para um laco em X com base em X em T,
entdo qualquer laco homotopico a « relativo a 01 também se levanta para um laco
em X com base em Z. Ou seja, o levantamento de um laco é uma propriedade da
classe [a].

Lembramos que qualquer aplicagdo continua f : X — Y induz um homo-
morfismo de grupo f; : 7 (X, x) — m(Y, f(x)) para todo € X, definido por
fila] = [foal Sep: X — X é um aplicacio de recobrimento, entio sabemos
que ela é sobre. Mas a aplicacdo induzida, em geral, ndo precisa ser sobrejetiva.
No entanto, segue do teorema anterior que py : m; (X, o) — m1 (X, 20) é sempre
uma aplica¢io injetiva.

Sejap: X — X uma aplicacdo de recobrimento e p(Z() = z. Entéo
py : m (X, Fo) — m(X, o)

é injetiva. E sua imagem consiste nas classes de lacos com base em 2y em X que

levantam para lagos com base em 7y em X.

Demonstragdo. Um elemento do kernel de p4 é representado por um laco ayp :
I — X com uma homotopia H; : I — X de ag = payg para o laco trivial. Pelas
corolarios anteriores, existe uma levantamento de homotopia H, comecando com
@ e terminando com um lago constante. Portanto [ap] = 0 em 7; (X ,To) e py é
injetiva.

Para a segunda afirmacéo da proposicdo, observamos que lacos baseados em
xo que sdo levantados para lacos baseados em 7 representam elementos da ima-
gem de py : (X, o) — m1(X, z0). Por outro lado, um laco representando um
elemento da imagem de p4 ¢ homotopico a um laco com tal levantamento, por-
tanto, pelo Teorema de Levantamento de Homotopias 4.3, o proprio laco deve ter

tal levantamento. ]

Se um espaco de Hausdorff, conexo por caminho e localmente conexo por

caminho X tiver um espaco de recobrimento nio trivial, entdo m (X, zg) # 1.
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Demonstragéo. Sejam Zg, 71 dois pontos em p~! (xg) e a um caminho entre eles.
Entéo p o o é um laco com base em X em zg que nao se levanta para um laco com
base em X em Zg. Pelo Corolario 4.3, segue-se que [po a € 71 (X, x¢) ndo estd na

imagem de 7 (X, Z¢) e, portanto, é um elemento nao trivial. [

Como consequéncia do Corolario 4.3, conhecemos varios espagos com grupos
fundamentais ndo triviais: o circulo, a garrafa de Klein, o toro e o plano projetivo.
Mais tarde, calcularemos completamente esses grupos fundamentais.

O niimero de folhas de um espaco de recobrimento p : (X, %) — (X, () com

X e X conexo por caminho é igual ao indice de py(m1 (X, %0)) em 71 (X, z0).

Demonstragao. Para um laco o em X baseado em x, seja & seu levantamento para

X comecando em Zg. Um produto
B acom [B] € H = p,(m (X, 7))

tem levantamento B - & terminando no mesmo ponto que & ja que B ¢ um laco.
Assim, podemos definir uma funcio ® das classes H[a] para p~!(xg) enviando
Hlo] para a(1). A conectividade por caminho de X implica que ® é sobreje-
tiva, ja que o pode ser unido a qualquer ponto em p~! (x() por um caminho &
projetando-se para um lago « baseado em z(. Para ver que ® é injetiva, observe
que @ (H [a;]) = ® (H [org]) implica que a1 (1) = az(1) e logo aj - ay ' levanta-
se para um laco em X baseado em Z, e dessa forma [o] [eo] ™! € H e, portanto,
H o] = H o). [

Sep : X — X é um recobrimento com X simplesmente conexo, entdo o
nimero de folhas é igual a ordem de (X, zp). Grupo Fundamental do Es-
paco Projetivo. Como a esfera S” é simplesmente conexa paran > 1 e S" é
um recobrimento duplo do espaco projetivo real n-dimensional RP", segue-se que
w1 (RP") = Zs.

O Corolario 4.3 leva a seguinte questdo: suponha que T e 1 sejam pontos de

X tais que p (Zg) = p (Z1) = zo. Como as imagens dos homomorfismos

Dy Wl()z,io) — m1(X, zp),

pp (X, T1) = T (X, 20),
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se comparam? A resposta é dada pelo seguinte teorema: Seja ()Z , p) um espago de
recobrimento de X e x9 € X. Entéo, os subgrupos pym (X, %) paraZo € p~*(z0)

sdo exatamente uma classe de conjugacio de subgrupos de 7 (X, x¢).

Demonstragdo. Primeiramente provaremos que as imagens dos homomorfismos

Py 7['1(5(:,50) — 7T1(X, .130),
Ds Wl()z,il) — m1(X, zp),

sdo conjugadas. Para isso seja uma classe [y] de caminhos em X de 7o a 7.
Essa escolha define um isomorfismo u : m1(X,Zo) — m (X, %) pela formula
~1
u(@) =[]
sim o seguinte diagrama comutativo:

aly] e um homomorfismo v(8) = (ps[v]) ™" B (p4[7]). Obtemos as-

S5 o~ p
Wl(vaO) H’17-(1()(7 .Z'())

=~ o p
m (X, F1) —= m (X, 20)

Como pj([y]) é um caminho fechado e, portanto, um elemento de 71 (X, ). Te-
mos que as imagens de 71 (X, Zo) e de 71 (X, 71 ) sob Py sdo subgrupos conjugados
de 7 1 (X ) :L’o).

Agora provaremos que todo subgrupo na classe de conjugacdo do subgrupo
Py (X, %) pode ser obtido como a imagem Py (X, %) para alguma escolha do
ponto Z1 € p~! (). Para provar esse fato, comecamos observando que qualquer
subgrupo nesta classe de conjugacio tem a forma [a] ! {pﬁm (X, Eo)} [a] para al-
guma escolha do elemento [o] € 71 (X, z9).

Escolhemos entdo um caminho fechado o : I — X representando [a]. Pelo
teorema de Levantamento de Caminhos temos um caminho & : I — X cobrindo

« com o ponto inicial zy. Seja 1 o ponto final de &. Entéo, é facil ver que

pimi(X,31) =[] [pym (X, Fo) | [a].
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4.4. Levantamento de Funcoes

E importante também saber sobre a existéncia dos levantamentos de aplicagdes
gerais, e ndo apenas dos levantamentos de homotopias. O seguinte teorema fornece
a resposta para o problema do levantamento de forma geral.

Este é um problema importante na topologia, uma vez que muitas questdes to-

pologicas podem ser formuladas em termos de encontrar tais levantamentos.

Teorema 4.5 — Levantamento

Suponha que p : X - X seja uma aplicacdo de recobrimento com
p(Z) = xp. Suponha que Y seja um espaco topoldgico conexo por cami-
nho e localmente conexo por caminho e que f : Y — X seja uma aplicac¢éo
satisfazendo f (y9) = (. Entéo, existe uma tUnica aplicacio, denominada

levantamento de f
[+ (Yo90) = (X, Z0o)

tal que po f = f se, e somente se, fami(Y,yo) C ppm (X, Zo).

Demonstracdo. A ida é imediata pois fy = pu o f#

Para a volta. Primeiro vamos definir a funcdo f Dadoy € Y,sejacx : I = Y
um caminho ligando yp a y. Entdo f o a é um caminho em X. Podemos levantar
esse caminho para um caminho & : (I,0) — ()Z', Zo) e assim podemos definir
a funcio fcomo f(y) = «(1). Dessa forma, temos que p o f(y) = pla(l)) =
F(a(1) = f (). i

Precisamos demonstrar que f estid bem definida, ou seja, independe da escolha
do caminho. Para isso suponha /3 outro caminho em Y unindo gg a y. Entdo acx 37!
é um laco em Y baseado em yo. Como [fa* f37}] = filox B~ €im fr C im py

temos pelo Corolario 4.3 que fa * f3~! se levanta para um lago o baseado em Z.

Agora dividimos o laco o no produto oy * o5 ! dos caminhos 01,02 em X defi-
nindo 01 (t) = 0(t/2),02(t) = o(1—1t/2),t € I. Entéo, paracadat € I,po;(t) =
po(t/2) = (fa)* (fB)"1(t/2) = fa(t) e, da mesma forma, pos(t) = fB(t).

Como 0 e a concordam em Zg e po; = fa = pa, podemos aplicar o Teorema da
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= :

Yo « Yy Zo fa T

Figura 4.15.: Levantamento da funcido f : ¥ — X.

Monodromia para concluir que o1 (1) = &(1) e o3(1) = 3(1). No entanto, como
o1(1) = o3(1) = o (3), temos que (1) = B 1). Notamos que pela defini¢éo

segue direto que pf: I
Finalmente, precisamos mostrar que fé continua. Ou seja, dado um conjunto
aberto V' C X queremos mostrar que f (V) é aberto. Seja V C X sendo V um
aberto que se projeta sobre o aberto elementar U e y € ffl(V). Temos entdo que
fly) € U C Y. Precisamos encontrar um conjunto aberto W C Y contendo y
tal que f(W) CV. O conjunto f~(U/) C Y é aberto porque f é continua e seja
W C f~1(U) um subconjunto aberto conexo por caminho de f~!(U) contendo
Y 0 que existe pois Y é localmente conexo por caminho. Para mostrar que tal W
satisfaz f(W) C V, escolha y’ € W e um caminho @ € W de y para 3. Entdo
temos f(y’) = m(l), onde m é o levantamento de f o« comecando em f(y)
1
|

Esta levantamento pode ser expresso também por p~ o © f o« . Isso implica que

FW) = q(f(a(1))) € V, entdo f~1(V) contém W. E logo f é continua. [

Neste teorema, a hipotese de que o espaco topologico Y seja localmente conexo
por caminho néo pode ser removida, para isso veja o exercicio 38.

Seja Y um espago topoldgico simplesmente conexo, e localmente conexo por
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caminho. Seja p : (X, Zo) — (X,yo) uma aplicacio de recobrimento. Seja f :
(Y,y0) — (X, z0) uma aplicagdo. Entdo, existe um levantamento f de f levando
Yo a qualquer ponto em p~!(zg). O levantamento fé unico se a imagem de ¥ for
especificada.

Seja X, XieX, espacos topologicos conexos por caminho e localmente cone-
x0s por caminho. Sejam p; : X > Xe P2 Xy > X aplicacdes de recobrimento
com X, simplesmente conexo, e T; € X;ex € X tais que p; (z;) = z. Entdo
existe uma Unica aplicacio f: )~(1 — )?2 de modo que f(fl) =Toepyo0 fv: P1.

Além disso, f é uma aplicagdo de recobrimento.

Demonstragao. Esse fato decorre diretamente do Lema 4.3, exceto pela afirmacdo

de que f é uma aplicagio de recobrimento que sera deixado para o leitor. ]

4.5. Homomorfismos de Recobrimento e

Transformacoes de Deck

Sejam (X1, p) e (X2, q) espacos de recobrimento do mesmo espaco X . Um ho-
momorfismo de recobrimento / de (X1, p) a (X3, ¢) é uma aplicacio continua

h:X 11— )?2 tal que o diagrama é comutativo.

X h X,

X

Se além disso, se h é um homeomorfismo, entido h é chamado de isomorfismo.
Se houver um isomorfismo de (X1, p) a (X3, q), entio estes sio chamados de es-
pacos de recobrimento isomorfos ou equivalentes , caso contrario, sdo consi-
derados espacos de recobrimento distintos.

Um isomorfismo de um espaco de recobrimento sobre si mesmo é chamado de
automorfismo ou transformacao de deck.

Um homomorfismo de recobrimento i de (X1, p) a (X2, ¢) é uma aplicagio de

recobrimento e assim (X1, i) é um recobrimento de Xs.
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Exemplo 4.9.

Considere o espaco de recobrimento p,, : S' — S' onde p(z) = 2". Nesse caso as
transformacdes de deck sio isomorfismos de recobrimento F : (S', p,) — St, py,),
satisfazendo p,, o F' = p,,. Em outras palavras, (F(z))" = 2", e entdo F(z) = pz
para algum p raiz n-ésima da unidade, i.e., com p” = 1. A aplicagdo F(z) = uz
é uma transformacio de deck para qualquer raiz n-ésima da unidade e qualquer
transformacgao de deck deve ter esta forma. Isso nos diz que o grupo de deck é

Aut(X/X) = Z,,. Essas transformacdes sio ilustradas na Figura 4.16.

<
—= CD\)
c)) pz <3\=)>
lp =zt lp =z

0
0

Figura 4.16.: A transformacéo de deck F'(z) = pz age "girando as fibras e carre-

gando elas para cima".

Seja X espaco topologico simplesmente conexo, conexo por caminho e lo-
calmente conexo por caminho. Sejam p; : )?1 — X epo : )?2 — X aplica-
¢Oes de recobrimento com X 1€ )N(Q simplesmente conexos. Se z; € )Z'Z sao tais
que p1 (Z1) = p2 (T2) entdo existe uma Unica aplicacdo f .6 1 = )~(g tal que
p2of=pief (@)= 7o

Além disso, fé um isomorfismo de recobrimento.

Demonstragdo. Usando o Corolario 4.4 temos que existem aplicacdes de recobri-
mento f : )Zl —>)~(2ef2 : )?2 —>)~(1 tais que foo f 1 )Nfl —>)~(1 tal que fao f é

um levantamento de p; para o recobrimento X 1 com faf1(z1) = 71.

X2 5(:1

] N\ i,

Xg—>X=~—X; X — =X
P2 p1 P1
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Mas a identidade z; também é um levantamento de p; com id(z;) = 7. Pela

unicidade do levantamento temos fo f; = id %,- O mesmo argumento mostra que
fife=idg . L]

Assim, todos os espagos de recobrimento universais, i.e., simplesmente cone-
x0s, de um determinado espaco sdo equivalentes. Eles nem sempre existem, mas
existem se impusermos algumas restri¢des, como demonstrado no Teorema 4.6.

Seja Aut()? /X)) o conjunto de todos os automorfismos de um espaco de reco-
brimento (X, p) de X.

A aplicagéo identidade 13 : X — X é um automorfismo e o inverso de um
automorfismo é novamente um automorfismo. Consequentemente, Aut()z /X) é
um grupo sob composicdo usual de aplicagdes.

O grupo Aut(X /X) é denominado de grupo de automorfismo do espaco de
recobrimento ()? ,p) de X. Esses automorfismos também sdo conhecidos como
transformacdes de recobrimento ou transformacdes de deck do espaco de
recobrimento ()? ,p) de X.

Um espago de recobrimento p : X — X édito regular ou normal se para cada
x € X e todo par de levantamentos de = 7,7 € p~!(z) existe uma transformagio
de deck levando 7 para ’. Intuitivamente, um espaco de recobrimento normal é

aquele com simetria maxima.

1. O recobrimento p,, : S' — S! dado pela aplicacio p,(z) = 2" é um recobri-

mento normal para todon € N.
2. Pela Proposi¢ao 4.5 todo recobrimento universal é um recobrimento normal.

3. Os grafos a) da Figura 4.7 e o grafo da Figura 4.8 sdo recobrimentos normais de

St v S!. Enquanto que os grafos b) e c) da Figura 4.7 nio o sio.

O termo normal é motivado pelo seguinte resultado.
Sejap : (X, 7o) — (X, xo) um espaco de recobrimento conexo por caminho do
espaco conexo por caminho, localmente conexo por caminho X, e seja o subgrupo
H=py <771()Z',50)) C m1(X, zo). Entéo:

1. O espaco de recobrimento é normal se H for um subgrupo normal de 71 (X, x¢).
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2. Aut(X /X) é isomorfo ao quociente N (H)/H onde N (H) é o normalizador de
H em (X, x0).

Em particular, Aut(X /X) é isomorfo a 1 (X, o) /H se X é um recobrimento

normal. Portanto, para o recobrimento universal X — X temos Aut()? /X) =
1 (Xv 1'0)'

Demonstragao.

O Teorema 4.3 nos diz que mudar o ponto base Top € p~!(x¢) para 7; €
p_l(xo) corresponde precisamente a conjugacido de H por um elemento [y] €
m1(X, z¢) onde 7 possui um levantamento 7 ligando Zy a z1.

Assim [y] estd no normalizador N(H) se, e somente se, pﬁ(m(f( ,To)) =
py(m1 (X,%1)), que pelo critério de levantamento é equivalente a existéncia de
uma transformacao de deck levando zy para 7. Portanto, o espago de recobri-

mento é normal se N(H) = m1(X, xg), ou seja, se H for um subgrupo normal de

E Defina ¢ : N(H) — Aut(X/X) enviando [4] para a transformacio de
deck 7 levando 7 para 7, na nota¢do acima. Entdo ¢ é um homomorfismo, pois
se 7/ é outro laco correspondente a transformacédo de deck 7’ levando Z( para 7}
entdo 7 - 7 sobe para 7 - (7 (7)), um caminho de Z( para 7 (Z}) = 77/ (Zo), ja
que 7 (7') é um levantamento de 7/ ligando 71 = 7(Zy) & 7(7). Entdo 77’ é a
transformacéo de deck correspondente para [y][y']. Pelo paragrafo anterior ¢ é
sobrejetivo. Seu kernel consiste em classes [y] elevando-se a lagos em X. Esses sio

exatamente os elementos de p; (7 (X, %)) = H. [

Se uma acdo de um grupo GG em um espaco Y é propriamente descontinua,

entao:

1. A aplicagdo quociente p : Y — Y/G, p(y) = Gy, é um espaco de recobrimento

normal.

2. G é o grupo de transformagdes de deck deste espaco de recobrimento Y — Y/G

se Y for conexo por caminho.

3. G éisomorfoam (Y/G,e)/ps(m1(Y),e) seY for conexo por caminho e local-

mente conexo por caminho.
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Figura 4.17.: Recobrimento associado a acdo propriamente descontinua de um

grupo G é normal.

Demonstragao. Dado uma vizinhanca aberta conveniente U C Y, a aplicacdo
quociente p simplesmente identifica todos os conjuntos homeomorfos disjuntos
{g(U) | g € G} para um tnico conjunto aberto p(U) em Y/G. Pela definicdo da
topologia quociente em Y /G, p se restringe a um homeomorfismo de g(U) em
p(U) para cada g € G entdo temos um espaco de recobrimento.

Cada elemento de G atua como uma transformacéao de deck, e o espago de reco-
brimento é normal, pois g2g; ' leva g1 (U) a g2(U). O grupo de transformagio de
deck contém G como um subgrupo, e é igual a este subgrupo se Y for conexo por
caminho, pois se f for qualquer transformacao de deck, entdo para um ponto es-
colhido arbitrariamente y € Y,y e f(y) estdo na mesma Orbita e existe um g € G
com g(y) = f(y), portanto f = g ji que as transformacdes de deck de um es-
paco de recobrimento conexo por caminho sdo determinados exclusivamente pela
imagem de um ponto.

A Ultima afirmacéo a proposicdo é imediata da parte @ da Proposicdo 4.5. m

Como corolério temos:
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Teorema 4.6

Se X é simplesmente conexo e localmente conexo por caminho e G age de
forma propriamente descontinua como um grupo de homeomorfismos em
X, entao

7T1(X/G,O) =G

4.6. Classificacao dos Espacos de Recobrimento

Esta subsec¢do considera o problema de classificar todos os diferentes espagos
de recobrimento de um espago de base fixo X. O principal impulso desta classi-
ficacdo é dado na correspondéncia de Galois entre espagos de recobrimento co-
nexos de X e subgrupos de 71 (X, zg). A correspondéncia de Galois ¢ surge da
funcéio que atribui a cada espaco de recobrimento p : (X, 7o) — (X, ) o sub-
grupo py(my (X, o)) de 71 (X, 20). Pelo Corolério 4.3 temos que a correspondén-
cia ¢ é injetiva. Para mostrar que 1 é sobrejetiva, temos que mostrar que, cor-
respondendo a cada subgrupo G de 7 (X, x(), existe um espaco de recobrimento
p:(X,70) — (X, x0) de modo que pﬁm()z,ffa) =G.

Um espaco espago topoldgico X é dito localmente simplesmente conexo se
admite uma base de vizinhanca formada por conjuntos simplesmente conexos.

Os espacos de maior interesse na topologia algébrica sdo localmente simples-

mente conexos:

B As variedades sao localmente simplesmente conexas por terem uma base de vi-

zinhancas formada por conjuntos homeomorfos ao disco aberto.

B Os complexos simpliciais, que serdo definidos no Capitulo 8, sdo localmente

simplesmente conexos porque sdo localmente contrateis.

B Os CW-complexos que apresentaremos no Capitulo 8 12, sdo localmente sim-

plesmente conexos porque sdo localmente contrateis.

Todo espaco localmente simplesmente conexo também é localmente conexo por
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caminho e assim localmente conexo.

Um condic¢do mais fraca pode ser obtida se, ao invés de exigirmos que uma vi-
zinhanca U seja simplesmente conexa, pedirmos que cada laco em U seja contratil
em X, mas nio necessariamente exigirmos que a contracdo ocorra dentro de U.
A importancia dessa condigdo na teoria dos espacos de recobrimento pode ser en-
tendida a partir do Lema 4.7 que mostra que essa ¢ uma condi¢do necessaria para
a existéncia de recobrimentos simplesmente conexos.

Um espaco topologico X ¢é dito semilocalmente simplesmente conexo se
cada ponto x € X possui uma vizinhanca U, tal que a aplicacdo induzida pela
inclusdo i : U, — X é trivial, ou seja, iy : m(Ugy,x) — m(X,x) é trivial.
Equivalentemente, todo caminho fechado em U, em = é homotopicamente nulo
em X.

Um espaco localmente simplesmente conexo é certamente semilocalmente sim-

plesmente conexo.

Lema 4.7

Sejap : X — X uma aplicacio de recobrimento e sejam z( e Zy tais que
p (Tg) = xp. Se X for simplesmente conexo, entdo xy possui um vizinhanca

U tal que a inclusdo ¢ : U — X induz a homomorfismo trivial
’L'ﬁ 2 7T1(U, .CL‘Q) S 7T1(X, .CUO).

Ou seja, X é semilocalmente simplesmente conexo.

Demonstragao. Seja U uma vizinhanca elementar de x e seja U, a folha sobre U
contendo Zj. Seja o um laco em U baseado em xy. Como p define um homeo-
morfismo de U, com U, o laco « se levanta a um laco o em U, baseado em .
Uma vez que X é simplesmente conexo, existe uma homotopia de caminho H em
X entre & e um laco constante. Entéo p o H éuma homotopia de caminho em X

entre « e um laco constante. ]
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Exemplo 4.10.

Um exemplo de espaco que nio é semilocalmente simplesmente conexo é o brinco
havaiano que consiste na unido por um ponto de circulos cada vez menores. For-
malmente o subespaco X C R? consistindo nos circulos de raio 1/7n centrados no

ponto (1/n,0) paran =1,2,---.

Figura 4.18.: Brinco havaiano e o cone sobre o brinco havaiano.

Por outro lado, se tomarmos o cone C X sobre o brinco havaiano, este é semi-
localmente simplesmente conexo, uma vez que é contratil, mas nio é localmente

simplesmente conexo.

N

Seja X um espaco conexo por caminho. localmente conexo e semilocalmente
simplesmente conexo. Entdo, para cada subgrupo G de 71 (X, x() existe um espago
de recobrimento p : X — X tal que pﬁ(m()? ¢, o)) = G para algum ponto base
escolhido adequado xg € Xe.

Demonstragao. Seja x € X. Como X e é semilocalmente simplesmente conexo
existe um vizinhanga aberta conexa por caminho W, de z, de modo que todo ca-
minho fechado em W, baseado em = é homotopicamente nulo em X. Novamente,
como X ¢ localmente conexo por caminho. existe uma vizinhanca aberta conexa
U, de x, de modo que = € U, C W,. Claramente, todo caminho fechado em U,
em x é homotopicamente nulo em X e assim podemos assumir que os conjuntos
elementares U, sdo localmente conexos e semilocalmente conexos por caminho.
Denotaremos o conjunto das vizinhangas abertas localmente conexas e semilocal-
mente conexas por caminho de /.
Agora vamos construir o espaco Xe.

Seja (X, z¢) a familia de todos os caminhos o em X com a(0) = z, munido
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com a topologia compacto-aberto
X, x0) ={a:(I,0) = (X,x0)}.
Definimos a relagdo de equivaléncia:
a1 ~ ag mod G se, e somente se, a1 (1) = az(1) e [al * o@l] eG

A classe de equivaléncia de o € (X, x() sera denotada por [a]¢.
Vamos denotar por X¢ o conjunto de todas essas classes de equivaléncia, mu-
nido com a topologia quociente. Se e,, for o caminho constante baseado em z,

definimos 7y = [eg,]¢ € Xge
p :)A(:G - X
[a]g — a(1).

Entéo p (o) = xo.
Podemos fornecer uma descri¢cdo mais concreta da topologia em X¢. Dado um

conjunto U € U e um caminho o em X de x¢ até um ponto em U, seja

Ula)e = {[e - n]¢ | n é um caminho em U com 7(0) = «(1)}

Figura 4.19.: Vizinhanga U|

alg

Como a notagio indica, U, depende apenas da classe [o]g. Observamos que
p : Upl, — U € sobrejetiva ja que U € conexo por caminho e injetiva ja que
diferentes escolhas de 7 ligando «(1) a um & € U fixo representam o mesmo

elemento em X Também temos que

Uale = Ula, 8¢ (@] € Ulal-
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Pois se &' = a- 1) entdo os elementos de U[a’}G tém a forma [« - 7 - u]¢ e, portanto,

estdo em Ul,),, sendo a incluséo contraria analoga

ala

Os conjun]tos Ulq); formam uma base para uma topologia em )N(Gn Pois se tiver-
mos dois desses conjuntos Ul Vi), € um elemento [a - 7], € Uy, N Vio'] o>
temos Upy), = Ulay), € Vi), = Via,- Portanto, se W € U esta contido em
UNYV econtém o - n(1) entdo Wig.p .,

Deixaremos ao leitor demonstrar que conjuntos Ul,), formam uma base para a

C Ulanl, M Viaug € [ mlg € Wiaa,,-

topologia quociente em X G

Temos ainda que a aplicacéo p : Uy, — U € um homeomorfismo, pois fornece
uma bije¢ao entre os subconjuntos Vi, , C Ujy),; € 0s conjuntos V' € U contidos
em U. Ou seja, em uma direcao temos p (Va/]G> = V e na outra direcido temos
P (V)N Ve = Vierlg
que Vig), C U, = Ujg) € Vi, S80 levados em V pela bijegio p.

para qualquer [a/]; € Uj,), com ponto final em V/, ja

Desta forma temos que a aplicagéo p : X¢ — X é homeomorfismo local e
consequentemente continua. Assim temos que p : X — X é um espago de re-

cobrimento, pois para U € U fixo, os conjuntos U, particionam p~Y(U) porque

se [a -] € Ula)g N U, entdo Ulpy, = Ulay), = Ular).-
Finalmente a imagem de p; : 71 (X, To) — m1(X, Zo) é precisamente G. Por-

que, para qualquer laco 8 em X com base em x(, seu levantamento para Xg co-
mecando em Zo = (€z,) termina em [(]q e, portanto, a imagem desse caminho

levantado em X é um lago se, e somente se, [5]¢ ~ [es,]q, ou equivalentemente,

se [B] € G. [

Existéncia do Recobrimento Universal. Seja X um espaco conexo e local-
mente conexo. Entdo X possui um espa¢o de recobrimento universal X se, e so-

mente se, X é semilocalmente simplesmente conexo.

Demonstragdo. O Teorema 4.6 comprova a suficiéncia da condigdo. O lema 4.7 da

a necessidade da condicdo. ]

de Classificacdo. Seja X um espago conexo por caminho e localmente conexo
por caminho. Entdo, dois espagos de recobrimento p : X > Xe q: Xy > X
conexos por caminho sdo isomorfos através de um homeomorfismo f : X 1 — )?2
levando um ponto base Z; € p~! (xg) para um ponto base 7o € ¢! (z¢) se, e

somente se, py(m1 (X1, 1)) = g4(m1 (X2, T2)).
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X1 XZ

X

Figura 4.20.: Diagrama para duas coberturas isomorfas de X.

Demonstragdo. Suponha que exista um homeomorfismo f : ()Nf 1,T1) = (5(2, 52).

Entdo, as duas relagdes p = go f e ¢ = po f~! mostram que p;(m ()Nfl, z1)) =
q:(m1(X2,T2)).
Para a reciproca, seja py(7m1(X1,%1)) = g4(m1(X2,Z2)). Entéo, pelo critério de

levantamento, podemos levantar p parap : (X1,71) — ()2'2, ig) comqop=p.

(5(:1’~

xl)
|
P
_ P
(X27 52) T> <X7 370)
Da mesma forma, obtemos ¢ : ()Z'Q, 52) — (5(17 Z1)compoq=q.
Entéo, pela propriedade de unicidade do levantamento, temos que p o ¢ = id %,

eqop=id %,> uma vez que estes levantamentos fixam os pontos de base. Conse-

quentemente, py e gy sdo isomorfismos inversos. [ |

Seja X um espaco conexo por caminho, localmente conexo por caminho e
semilocalmente simplesmente conexo. Entdo todo espago de recobrimento conexo

por caminho ¢ : X' — X é isomorfo a um espaco de recobrimento da forma
p: )Z'G — X.
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Demonstragdo. Seja xp € X um ponto no espaco basede X ez € X' um ponto na
fibra de x¢. Se G = gqym; ()~(’, To), entdo pymy ()?9, xg9) = G. Portanto, o Teorema
4.6 mostra que os espagos de recobrimento p : )ZG — Xeq: X' — X sdo

isomorfos. ]

Apresentamos agora uma generalizacdo do Teorema de Classificagdo acima da
seguinte forma.
Classificacdo na Forma Geral. Seja X um espago conexo por caminho, lo-
calmente conexo por caminho e semilocalmente simplesmente conexo. Entao,
existe uma bijecdo entre o conjunto de classes de espacos de recobrimento conexos
por caminho a menos de isomorfismos que fixam os pontos base p : ()A(: ,Zo) —
(X, z0), e o conjunto de subgrupos de 71 (X, x(), obtido atribuindo os subgrupos
py(m1 (X, %)) aos espacos de recobrimento (X, Zo).

Se os pontos de base forem ignorados, esta correspondéncia fornece uma bijecéo
entre classes de isomorfismo de espacos de recobrimento conexos por caminho

p: X — X e classes de conjugacio de subgrupos de 7 (X, z().

Demonstragao. A primeira parte segue dos Teoremas 4.6 e 4.6

Para demonstrar a segunda parte, afirmamos que o espaco de recobrimento p :
X — X obtido alterando o ponto base Zy € p~! (zo) corresponde exatamente a
alterar py(m (X, %)) para um subgrupo conjugado de 71 (X, z).

Suponha que 7 seja outro ponto base em p~!(zg). Seja & um caminho de Z
para 7. Entdo, a projeta para um lago @ em X, que representa algum elemento
g € m1(X, x0). Defina G; por G; = py(m; (X,%;)) parai = 0, 1. Entdo temos uma

inclusio g~ 'Gog C Gy, ja que para Bum laco em Zo, 7 L x B x 71

é um laco em
71. Da mesma forma, gG1g~! C Go. Usando a conjugacio da tltima relacio por
g~ !, temos G1 C g 'Gog e, portanto, g~ 1Gog = G1. Consequentemente, alterar
o ponto base de 7 para 7 altera Gy para o subgrupo conjugado G = g~ *Gog.
Por outro lado, para alterar GGy para um subgrupo conjugado G = ¢~ 'Gog,
escolha um lago o que representa g, e que se levanta para um caminho ¢ a partir

de Z e seja 71 = o(1). O argumento anterior prova que G = g~ 'Gog. |

Seja X um espaco conexo por caminho e localmente conexo por caminho e se-

milocalmente simplesmente conexo. A correspondéncia de Galois 1 é a funcio
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que atribui a cada espaco de recobrimento p : (X, %) — (X, ) o subgrupo

py(m1 (X, o)) de 71 (X, 20), e como ja demonstramos 1 é uma bijecéo.
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Correspondéncia de Galois

Se X é um espacgo conexo por caminho, localmente conexo por caminho,
semilocalmente simplesmente conexo com espaco de recobrimento py :
(Xv,To) — (X,x0), entdo, a menos de isomorfismo de recobrimentos

fixando os pontos base, existe uma bijecéo:

Subgrupo de m (X, z9) <+— Recobrimento conexo por caminho de X
Subgrupo normal de 71 (X, z9) <— Recobrimento conexo por caminhg normal de X
H —> DI : X H— X
m1(X, z0) — X
{e} — pu: Xy = X

Para uma sequéncia de subgrupos {e} C H C G C m1(X, zo) obtém-se
uma sequéncia de recobrimentos X;; — Xy —» X — X. Para um
subgrupo H C (X, x0) com indice [m1(X,z0) : H|] = d, o recobri-
mento Py : )?H — X tem grau d.

4.7. Representando Espacos de Recobrimento por

Permutacoes

Nesta secdo apresentamos uma maneira de classificar os diferentes espacos de
recobrimento de n-folhas de um espaco conexo, localmente conexo por caminhos
e semilocamente simplesmente conexo, X, sem nos restringirmos a espacos de
recobrimento conexos.

Para motivarmos o resultado, sejam X1, Xo e X os trés possiveis espacos de
recobrimento com trés folhas de S!, onde o subscrito indica o nimero de compo-
nentes. Para cada um desses espagos de recobrimento p; : X; — S, temos que 0s
trés levantamentos diferentes de um laco em S' que gera 71 (S', 29) determinam
uma permutacio na fibra de um ponto p~! (zg) = 71,72, 3, enviando o ponto
inicial do levantamento para o ponto final desse levantamento. Para X1, esta acao

é uma permutacio ciclica, para X, é uma transposicéo que fixa o primeiro ponto e
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permuta os outros dois, e para X3 éa permutacio identidade. Essas permutacdes

obviamente determinam os espacos de recobrimento de forma unica, a menos de

isomorfismo.
X e X;
TS
——
=== %
lpl lm lp:;
- R e R
7o o7y Tl S Tl N7
Fae o7y Fae oy [ —

(1,2,3) (2,3) identidade

Figura 4.21.: Permutacdes associadas aos recobrimentos.

Seja X um espaco topoldgico conexo por caminhos, localmente conexo por
caminhos e semilocamente simplesmente conexo. Os espacos de recobrimento com
n-folhas de X sdo classificados pelas classes de conjugacdo de homomorfismos

m1(X,z9) — Sy, onde S, é o grupo simétrico de ordem 7.

Demonstragdo. Dado um espago de recobrimento p : X — X, entio todo caminho
o em X possui um levantamento Gnico & come¢ando em um ponto dado da fibra
p~((0)), o que nos permite construir a aplicagio L, enviando o ponto final &r(1)
de cada levantamento & para o ponto inicial @(0). A aplicacio L : p~1(a (1)) —
p~(a(0)) é uma bijecio com inversa L, 1.

Pelo Teorema de Monodromia a aplicacido L, depende apenas da classe de ho-

motopia de «, e assim se restringirmos a atencdo a lagos baseados em um ponto
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xo € X, a associacdo o — L, fornece um homomorfismo de 7 (X, z¢) para o
grupo de permutacdes de p~! (z¢). Esse homomorfismo é denominado de acio do
grupo fundamental 71 (X, zo) na fibra p~! ().

Vamos demonstrar agora que o espaco de recobrimento p : X 5 X pode ser
completamente reconstruido a partir da agio de 71 (X, zo) na fibra F = p~! (z).
Para tanto, seja X, — X o recobrimento universal de X. Pela construcdo do
recobrimento X feita no Teorema 4.6 podemos ver os pontos do recobrimento
universal X,, como classes de homotopia de caminhos em X que comecam em x.

Definimos entio a aplicacdo ¢ : X, x F — X enviando o par ([o], %) para
(1), onde & é a levantamento de « para X comecando em Z. Temos que a apli-
cacdo ¢ é um homeomorfismo local, pois uma vizinhanca de (o], Zo) em X, x F
consiste de pares ([« - 7], T¢) com 1 um caminho come¢ando a(1) e contido em
uma vizinhanca elementar localmente conexa e semilocalmente conexa por cami-
nho de a(1). Temos também que h é sobrejetiva, uma vez que X é conexo por
caminhos.

A aplicagdo ¢ induz um homeomorfismo do espaco quociente X, x F /{x ~
y < ¢(z) = ¢(y)} em X. Para descrever o espaco quociente, suponhamos que
o ([a], o) = ¢ ([¢/], Z}). Entdo, o e @’ sdo ambos caminhos de z para o mesmo
ponto final, e T, = L,/.o-1 (Z0).

Seja 3 0 lago o/ - a1, entdo ¢ ([a],Z0) = ¢ ([B- o], L (Tp)). Inversamente,
para qualquer lago /3, temos ¢ ([a], Zo) = ¢ ([ - a], Lg (Zp)). Assim, ¢ induz uma
aplicacdo bem definida para Xa partir do espaco quociente de X, x F obtido ao
identificar ([a], Zo) com ([ - a], Lg (Zo)) para cada [3] € m1 (X, zo). Denotemos
este espaco quociente como X p» onde p é o homomorfismo de 71 (X, zg) para o
grupo de permutacgdes de F' especificado pela acdo. Existe uma projecdo natural
X » — X enviando ([a], Z() para a(1), e esta projecdo é um recobrimento, uma
vez que se U C X é um conjunto aberto sobre o qual o recobrimento universal X,
se decompde como um produto U x 71 (X, z¢), entdo as identifica¢des que definem
)?p simplesmente colapsam U x 71 (X, zg) X F paraU x F.

Finalmente observamos que a aplicacéo X p — X induzida por ¢ é uma bije-
¢do e, portanto, um homeomorfismo, uma vez que ¢ era um homeomorfismo local.
Como este homeomorfismo X o — X leva cada fibra de X p para a fibra correspon-

dente de X, é um isomorfismo de espagos de recobrimento.
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4.8. Classificacao dos G-Recobrimentos

Podemos generalizar o Teorema de Classificacdo para G-Recobrimentos néo ne-
cessariamente conexos.
Classificacio de G-recobrimentos. Seja X um espaco conexo, localmente
conexo por caminho e semilocalmente simplesmente conexo. Entdo existe uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de homomorfismos de 71 (X, x¢) ao
grupo G e o conjunto de G-recobrimento com ponto marcado, a menos de isomor-

fismo:
Hom (71 (X, x¢), G) <> {G-recobrimentos de X com pt. marcado.}/ isomorfismo.

Demonstragao. Seja py : XU — X o recobrimento universal e fixamos zg € X e
Zo € Pyxg. Seja p : (X, z9) — G um homomorfismo do grupo fundamental
de X para um grupo qualquer GG. Construiremos a partir do homomorfismo p um
G-recobrimento p, : X, — X, junto com um ponto marcado 7, em X, na fibra
de xo.

Antes de continuarmos, destacamos que as construcdes envolvidas na demons-
tracdo desse teorema sap bastante similares ass realizadas nos Teoremas 4.6 e 4.7 e
assim omitiremos alguns detalhes.

Para comegar muniremos o grupo (G com a topologia discreta, e consequente-
mente o produto cartesiano Xy x G éum produto de |G| copias de Xy, uma para
cada elemento de G. Temos também uma agéo a esquerda de 1 (X, z¢) em Xyx@
dada por:

[o] - (2 x g) = [o] - 2 x g p([a] ™),
para [o] € (X, x0),2 € Xy, g € G. Aqui [o] - z é a acdo de 71 (X, z¢) em X/
que foi descrita na demonstracdo de 4.5, e g - p ([a]_l) é o produto do grupo G.
Definimos X, como o quociente de XU X G por esta agdo de 71 (X, ) :

Xp = jZU X G/7T1(X,$0)

e seja y, a imagem do ponto Zy x e em X,. Denotaremos por [z X g] a imagem

em X, do ponto z X g em Xy x G. Observamos que, pela acdo de m1 (X, zg) em
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)A(:U x (7, temos, para z em )ZU,g em G e [o] em w1 (X, x0),

[[a] - 2 x gl = [z x g - p([a])]

Definimos entéo a aplicacio p, : X, — X levando [z x g] para py(z). Temos

que grupo G atua sobre X, pela formula
h-[zxgl=[2xh-g], parah,g € Gez € X.

Afirmamos que esta acdo é propriamente descontinua, fazendo p, : X, — X um
G-recobrimento.

Para provar a afirmacéo, seja V' ser uma vizinhanca elementar em X. Pel o
Corolario 4.3,e pela Proposicdo 4.2 existe um isomorfismo de v~ (V') com o reco-
brimento produto V' x 71 (X, z¢), no qual 7 (X, zo) age a esquerda no segundo

fator. Isso fornece os homeomorfismos:
pgl(V) = (V X Fl(X,xo)) X G/?Tl(X, x()) =V x G,
o ultimo homeomorfismo é dado por

[(u x [o]) x g] = ux g-p([o]).

Todos os homeomorfismos anteriores sdo compativeis com as proje¢des em V, e
logo temos que, sobre V, a a¢do de (& é propriamente descontinua e o recobrimento
é um G-recobrimento. Uma vez que X é coberto por tais conjuntos abertos V/,
podemos estender o resultado para a aplicacio p, : X, — X.

Para a reciproca, suponha que p : Y — X seja um G-recobrimento, com um
ponto marcado y sobre xg. A partir desse recobrimento construiremos um homo-
morfismo p de 71 (X, zo) para G. Para cada [a] em 71 (X, 29) o elemento p([a])

em (G é determinado pela formula

plla]) -y =y o,

onde y * a é o ponto final da levantamento do caminho o que comeca em y.

Esta operacdo possui as seguintes propriedades:

1. (z*a)*x B =2zx(a-B)paraz € p~(x0), @ um laco em zp, e 3 um caminho

comecando em zq;
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2. g-(zxv) =(g-2)%y parag € G,z € p~ (), e v um caminho comecando

em xg.

A demonstracio de é imediata da defini¢do. Para demonstrar isso seja & o

levantamento de o comegando em z e 3 o levantamento de /3 comec¢ando em (z

«). Entéo o ponto final do levantamento « * 5 come¢ando emz é igual ao ponto
final de o * B A demonstracdo da segunda propriedade decorre de que se 7 é um
levantamento de «y comegando em z, entdo o caminho t — ¢ - 7(¢),0 < ¢t < 1, é
um levantamento de v que comeca em ¢ - z. O ponto final deste caminho, que é
(g - z) * 7y por definigdo, é g - (1), e de y(1) = z * -, temos E

A aplicagdo p é um homomorfismo. Demonstraremos isso usando as proprieda-

(p(la]) - p(8])) -y = p([ad) - (p([8]) - y) = p(la]) - (y % B)

=yx(a-B)=p(a]-[B]) -y

Agora mostraremos a unicidade. Dado um G-recobrimento p : X' = X com
ponto marcado, a partir da qual construimos um homomorfismo p, devemos agora
mostrar que o recobrimento dado é isomorfo ao recobrimento p, : X, — X cons-
truido a partir de p. Vamos construir uma aplica¢do de X, para X',e para isso defi-
niremos uma aplicaciio de Xy x G para X’ e mostraremos que orbita por (X, z0)
tém a mesma imagem. Para isso lembramos que pela demonstragdo do Teorema 4.6
podemos ver o recobrimento universal Xy como o espaco de classes de homotopia

de caminhos em X comegando em x(. E definimos a aplicagio:

XupxG—=X', [xgrg-(yxv)=(g-y) %7

Esta aplicagdo é continua. Devemos ainda verificar que esta bem definida. Ou
seja, que um ponto equivalente ([a] - [7]) x (g p([a])~!) é levado para o mesmo
ponto pela acdo de m (X, xg). Por e , este ponto é levado para

(g-p(Ja])™") - (= (a-7) = (g-p([a]) ") - ((y* @) %)



4. Espaco Recobrimento 116

como desejado. Logo temos uma aplica¢do do quociente X, para X/, que é um
homomorfismo de espacos de recobrimento de X, mais ainda é um homomorfismo
de G-recobrimentos, o que pode ser facilmente verificado, e de onde temos que
deve ser um isomorfismo.

Por outro lado, comecando com um homomorfismo p, construimos um G-
recobrimento X, — X, a partir do qual construimos outro homomorfismo,

digamos p'. Devemos mostrar que p’ = p. Agora, para [a] em 71 (X, x¢),

P[a])  [To x e] =[To x e] xa = [T xa X ¢]
= [la] - Zo x €] = [zo x e p([e])] = [ x p([])]
p(led) - [T x €].

Consequentemente temos que p/([a]) = p([a]), o que conclui a demonstragao.
[

Observamos que os recobrimentos no Teorema 4.8 ndo precisam ser conexos e
de fato, eles serdo conexos exatamente quando o homomorfismo correspondente

for sobrejetivo.

4.9. Teorema de Seifert-van Kampen

Esta se¢do contém uma demonstracdo muito curta e elegante do Teorema de
Seifert-van Kampen atribuida a Grothendieck. Esta demonstracéo verifica direta-
mente a propriedade universal no Teorema de Seifert-van Kampen, em vez de se
basear em geradores e relacdes. A Unica desvantagem da demonstragiao que apre-
sentaremos é que ela s6 funciona para espacos localmente conexos por caminho
e semilocalmente simplesmente conexos, observamos no entanto, os espagos que
ndo satisfazem essas hipoteses em geral sdo degenerados o suficiente para que os
seus grupos fundamentais sejam de utilidade limitada.

Seja X um espaco topoldgico conexo por caminho, localmente conexo por ca-
minho e semilocalmente simplesmente conexo e seja X = U; U Uy uma cobertura
aberta de X. Suponha que Uy, Us, e U; N Uz sejam todos nao vazios e conexos por

caminhos e semilocalmente simplesmente conexos. Seja ¢y um ponto na intersec-
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¢éo, entdo temos o seguinte diagrama comutativo de grupos fundamentais:

U17:U0)

71 (U1 N Ua, 20) m1(X, z9)

T

UQ,JJO)

sendo as aplica¢des induzidos pela inclusdo de subespacos.

Vamos descrever como o grupo fundamental 71 (X, z() é determinado pelo di-
agrama acima. A descri¢do que apresentaremos sera dada através de uma propri-
edade universal.

Comecamos observando que qualquer homomorfismo & de (X, z¢) para G

determina um par de homomorfismos:

h1 = hoj1 : 7T1(U1,$0) — G
hy = ]’LOjQ : 7T1(U2,l'0) — G
Temos também, pela comutatividade do diagrama anterior, que os homomorfismos

hioi; e hooig sdo os mesmos. O Teorema de Seifert-van Kampen diz que 71 (X, z¢)

é o grupo universal com essa propriedade.

71 (U1, o)
/ \
71 (Ur N Uz, o)
\ w /
2,70)

Assim, a afirmacdo do Teorema de Seifert-van Kampen ¢ a seguinte:
de Seifert-van Kampen. Seja X um espaco topologico localmente conexo por
caminho e semilocalmente simplesmente conexo e seja X = U;UUs uma cobertura
aberta de X. Suponha que Uy, Us, e Uy N Us sejam todos nio vazios, conexos por
caminhos e semilocalmente simplesmente conexo. Entéo, para todo x¢ € Uy N Us,

e qualquer par de homomorfismos

hltﬁl(Ul,Z'Q)—)G e hg:ﬂl(UQ,l'())—)G
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tal que hy o i1 = hg o 19, existe um tnico homomorfismo
h:mi(X,x0) > G

tal que hy = h o jj e hg = ho jo.
Nesse caso dizemos que o diagrama comutativo a seguir é um diagrama de

pushout.

71 (U1, o)

(Ul N U27 0)

71 (U, o)

A chave para demonstrar o teorema é encontrar uma representacio geométrica
para um homomorfismo proveniente do grupo fundamental de um espago. Essa

conexao é fornecida pelo Teorema de Classificacdo de G-recobrimentos (4.8).

Demonstragao. Considere um grupo GG e um diagrama comutativo como mostrado

abaixo.

w1 (U1, xo)

i \\
71 (Ur N Uz, 7o)
i /

U27 .T())

/\

Usando o Teorema 4.8, podemos associar aos homomorfismos

hl Z7T1(U1,SL‘0) — G
hg :7T1(U2,.CL’0) — G

G-recobrimentos regulares com pontos marcados p1 : (U1,%1) — (Uy,xq) e
p2 : (U, Tig) — (Us,xp). Parai = 1,2, seja V; = p; (U1 N Uz), de modo que
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(Vi, ;) — (U1 NUs, 20) seja o G-recobrimento com ponto marcado representando
o homomorfismo 71 (U1 N Us, xg) — m1(U;, 9) — G.

Uma vez que os homomorfismos anteriores sao iguais pela comutatividade do
diagrama, vemos que (‘71,&1) — (Uy NUa,x0) e (‘72,&2) — (U NUsy, xp) séo
G-recobrimentos com pontos marcados isomorfos e, assim, existe um homeomor-
fismo G-equivariante Gnico ¢ : (171, up) — (‘72, u2).

Usando ¢, podemos colar p1 : (U1, 1) — (Uy, x0) e p : (Us, Uiz) — (U, )
para obter um G-recobrimento com ponto marcado em (Xy,Z) — (X, o).
Usando o Teorema 4.8 uma ultima vez, vemos que a esse recobrimento temos as-
sociado 0 homomorfismo desejado 71 (X, z9) — G, fazendo com que o diagrama
comute. A unicidade desse homomorfismo segue da unicidade em cada etapa da

prova acima.

Lema 4.8

No caso especial em que s e ¢ sdo injetivos

A—Lt-H

;o

G——G
o grupo pushout G’existe e é chamado de produto amalgamado de G e H
sobre A e é denotado por G x4 H. Se tivermos as apresentacdes de grupos
G = (S1 | R1) e H = (S3 | Rs), entdo uma apresenta¢io do grupo pushout
(G« H)/N é dado por

<Sl U Sy | RiURyU {s(a)t(a)_l ra € A}> .

de Seifert-van Kampen - Segunda Forma. Seja X um espaco topologico e seja
U,V C X subconjuntos abertos tais que U NV seja ndo vazio e seja conexo por

caminho. Seja zg € U NV um ponto base. Entdo

X = U V. .
(X, z0) = mi( 7$0)WI(U§WO)M( , T0)

Para a esfera n-dimensional S” com n > 2, escolhemos um ponto base xy € S”
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no equador e definimos U; como complemento do polo sul e Uz como complemento

do polo norte. Entdo U; e U, sdo contrateis de modo que o quadrado pushout é

Wl(UlﬂUQ,x[)) {1}

l i

{1} —_— 7T1(Sn, x()).

Logo temos que S™ é simplesmente conexa paran > 2.
Considere a figura oito S! VV S!, e sejam Uy, Us lagos, cada um junto com uma
pequena sobreposi¢do aberta no outro lago. Entéo a interse¢do Uy N Us se parece

com a letra " X", portanto U; N Uy >~ . Entdo o quadrado pushout é

{1} Z

|

ZHTH(Sl \/Sl,x(])

e logo m; (Sl v St :):0) = 7«7 = F5 é o grupo livre em dois geradores.
Indutivamente, o grupo fundamental da unido por um ponto de n copias do

circulo é isomorfo a F,, o grupo livre em n letras.

De forma mais geral, isso mostra que a suspensdo XX de qualquer espago co-
nexo X tem grupo fundamental zero.
Colando ao longo de intersecoes simplesmente conexas. Se X = U NV onde
U e V sdo conexos e U NV é simplesmente conexo, entdo obtemos 71 (X, xg) =
71 (U, zo) * 1 (V, x0).
Removendo um ponto de uma variedade. Dada uma variedade n-dimensional
M, comn > 3, vamos relacionar os grupos fundamentais de M e M \ {p}. Seja U
uma pequena vizinhanca de p, homeomorfa a uma bolaem R" e seja V- = M\ {p}.
Entdo UNV ~ S"! que é simplesmente conexa paran > 2, dessa forma obtemos
que 71 (M, o) = m (M \ {p}, zo).
Somas conexas. Dadas duas variedades n-dimensionais M e N, a soma conexa
M#N é construida removendo uma bola de cada um de M e N e colando-as ao

longo de seus bordos,

(M \ int (D")) Uppn (N \ int (D"))).
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Se n > 3, obtemos o produto livre
T (M#N,z0) = 71 (M \ D", 20) * w1 (N \ D", 20) = m1 (M, 20) * 71 (N, 70)-

O processo de anexar uma n-célula num espaco topoldgico é definido da se-
guinte forma: comecamos com um espago topoldgico X, uma n-célula D", ou
seja, um espago topologico homeomorfo ao disco n-dimensional, e uma funcéo
oD" = S"! — X e anexamos D" a X, colando-o ao longo da imagem de f para

obter o espaco quociente X Uy D":

Podemos usar o Teorema de Seifert-van Kampen para analisar como a colagem
altera o grupo fundamental.

Se n > 3, entdo a aplicagdo m1(X,z9) — (X Uy D", x¢) induzida pela
inclusdo é um isomorfismo, onde xg é um ponto na imagem de f. Ou seja, anexar

um disco de dimensdo maior que 3 néo afeta o grupo fundamental.

Demonstragdo. Novamente, a dificuldade para poder aplicar o Teorema de Seifert-
van Kampen é que precisamos trabalhar com conjuntos abertos.

Seja 0 € D" um ponto no interior de D". Definimos A = X Uy (D™ \ {0}). Note
que D™ \ {0} retrai-se por deformagio para a fronteira S"~1. Assim, A retrai-se

por deformacéo para X. Defina B = int(D"). Entao
ANB =int(D")\ 02 s L,

N2o podemos usar yp como nosso ponto base, ja que este ponto nao esta em AN B.
Em vez disso, escolhemos um ponto arbitrario y; € A N B. Uma vez que D" é
conexo por caminhos, temos um caminho « ligando y; a yo, e podemos usa-lo para
recuperar os grupos fundamentais com base em .

Agora o Teorema de Seifert-van Kampen diz que:

X U,D" = A B .
7T1( f ,yl) 7T1( 7y1)7r1(Ari<B,y1)7T1( ,yl)
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Uma vez que B é um disco e A N B é simplesmente conexo, ja que para n >
3 a esfera S" ! é simplesmente conexa, e logo seu grupo fundamental é trivial.
Portanto, obtemos

T (X Up D", y1) = mi(A,11).

Agora podemos usar a curva 7y para mudar o ponto base de y; para yg = xg. Assim,

m (X U D", 2g) = m1(A4, 20) = (X, 20).

O caso mais interessante ocorre quando temos dimensdes menores.

Se n = 2, entdo a aplicacéo natural w1 (X, zg) — 71 (X Uy D", x¢) é sobreje-
tiva, e o nucleo é N([f]), o normalizador do grupo gerado por f. Note que esta
afirmacio faz sentido, j4 que S"~! é um circulo e f : S""! — X é um lago em
X. Ou seja se anexarmos um disco ao lagco dado por f, esse laco simplesmente

desaparece.
Demonstragao. Como antes, obtemos

T (X Uy D", y1) = w1 (A, y1) 1(B,y1)-

* T
m1(ANB,y1)

Novamente, B é contratil, e 71 (B, y1) = 1. No entanto, 71 (A N B,y;) = Z. Uma

vez que m1(A N B, y;1) é homotdpico ao lago induzido por f, consequentemente

temos que

m(Ayn) kL= (m(A,y) « 1)/N[m (AN B, y1)] = m(X, z0)/N([f])-
T (AﬂB,yl)

Em resumo, temos

m1(X) n>3

m(X Uy D?) =
R M (X)/N(f]) n=2

E assim apenas mata o lago em torno de U N'V; ou seja, w1 (Y, 29) = m1 (X, xo) /N
onde N ¢é o subgrupo normal gerado por um laco em tornode U NV
Seja X = R?\ (0,0), entdo o grupo fundamental de X é isomorfo a Z e um

gerador do grupo fundamental ¢é a classe de uma circunferéncia de raio 1 centrada
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no ponto (0, 0). Se colarmos uma célula sobre essa circunferéncia o grupo funda-
mental de X U;D? é trivial, o que é bastante intuitivo pois podemos contrair todos
os lagos a um ponto contornando a origem removida utilizando a célula colada. Se
a curva no qual a célula é colada ndo contém a origem entdo o grupo fundamental

de X Uy D? nio se altera e assim é isomorfo a Z.

Figura 4.22.: Colagem de células em X = R2\ (0,0).

Como consequéncia do teorema anterior temos: Qualquer grupo finitamente
apresentado (aj,...,am| r1,...,r,) pode ser obtido como o grupo fundamental
de um espaco topoldgico de Hausdorff compacto obtido da colagem em uma unica
0-célula, de um lago para cada gerador a; e de uma 2-célula para cada relacgdo ;.

Ou seja, qualquer grupo finitamente apresentado (ay, ..., amy| 71, .. .,7,) pode
ser obtido como o grupo fundamental de um CW-complexo finito bidimensional.

A demonstragio da proposicio anterior é deixada como exercicio ao leitor. Veja

o Exercicio 59.

4.9.1. Grupo Fundamental de Superficies

A representa¢do na forma normal de uma superficie compacta e orientavel ¥,

diagrama planar que é o poligono de 4¢ lados P com as colagens dadas pela palavra
alblaflbl_l e agbgaglbgl.

pode ser usada para calcular o grupo fundamental de >J,. Seja xg o ponto em X,
que é aimagem dos vértices em P, e sejam «; e 3; os lagos em X que sdo as imagens
dos lados correspondentes de P.

Seja Fy4 o grupo livre com 2g geradores a1, b1, . . ., ag, by. Existe um homomor-

fismo de grupos de Fb, para o grupo fundamental 71 (X4, ) que leva a; para «; e
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oy ..
T
Ba
Q2
A
Figura 4.23.: Diagrama planar da superficie XJ,.
b; para f3;, para 1 < i < g. Afirmamos primeiro que o elemento

cg:al-bl-afl~bfl-a2-b2-a51~b51-...-ag'bg‘ag_l-bgl

em Fy, é levado para o elemento identidade de 71 (24, ) por meio desse homo-

morfismo. Na verdade, o caminho produto
| -1 p-1 -1, p-1
ar-Br-art BTt Brraygt Bt ay - By ot By

é homotopico ao caminho constante baseado em x, uma vez que o caminho corres-
pondente nos lados de P é homotdpico a um caminho constante em P (uma vez
que P é convexo), e a composicdo com a aplicagio continua de P para ¥, fornece
uma homotopia em X,.

Seja N, o subgrupo normal minimo de F5, contendo ¢4, ou seja, Ny é o subgrupo
gerado por todos os elementos da forma u - ¢, - u~! para todos os u em Fb,. Do
que acabamos de ver, N, esta no nicleo do homomorfismo de Fy, para w1 (2, ),

entao temos um homomorfismo
FQg/Ng —> 71'1(29, a:)

O homomorfismo Fy, /Ny, — 71 (X4, ) é um isomorfismo.
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Demonstragao. Aplicaremos o Teorema de Seifert-van Kampen. Seja U a imagem
em Y, do complemento de um pequeno disco no meio de P, e seja V' a imagem
em X, de um conjunto aberto que contém esse disco, como mostrado na Figura

abaixo:

unv

Seja K a imagem da fronteira de P em ;. Este K é um grafo que consiste
em 2g lacos baseados em x, entdo m(K,xg) é o grupo livre com geradores
ai,bi,...,ag,bg, ouseja, m (K, x0) = Fyy. Pela projecdo radial a partir do centro
do disco, vé-se que K é uma retragdo por deformacio de U. Portanto, temos um
isomorfismo

m1(U, zo) = 1 (K, x0).

Portanto, 7 (U, z¢) também é o grupo livre F;, com os mesmos geradores.
Agora, V' é homeomorfo a um disco, entdo 71 (V, x0) = {ez, } é trivia, e U NV é
um retrato por deformacédo de um circulo, e assim 71 (UNV, zg) = Z. A inclusdo de
UNV em U levaum gerador de 71 (UNV, ) ao elemento ¢, = a1 -b ~af1 . .-bg_l.
Pelo Teorema de Seifert-van Kampen, para qualquer grupo G, fornecer um homo-
morfismo de 71 (X, z9) para G é o mesmo que fornecer um homomorfismo de
m (U, z9) = Fy4 para G (e um homomorfismo de 71 (V, z¢) = {e} para G) de tal

maneira que a composi¢ao
7 = 7['1(Uﬂ V,CII()) — 7T1(U,.T0) — G

leva um gerador de Z ao elemento identidade de G. Isso significa precisamente que
se tem um homomorfismo de F5, para G'de modo que ¢, ¢ levado para a identidade,

ou equivalente, que IV, é levado para a identidade. Ou seja,

Hom(m (24, 20), G) = Hom(Fpy/Ny, G).
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Isso implica que a aplicacéo de Fb, /N, para 71 (X4, o) é um isomorfismo.

Dito de outra forma:

—1;—1 —1;—1 —1;-1
m1(Xg,20), = (a1,b1,...,a4,by | a1bra] "by “asbaa;, b, -..agbga by )

4.9.2. Grupo Fundamental de Variedades 4-dimensionais

Uma versdo geomeétrica do Exemplo 4.9 mostra que qualquer grupo finitamente
apresentado é o grupo fundamental de alguma variedade 4-dimensional suave.

Comece com a variedade 4-dimensional fechada
X = (S3 x SH# - #(S? x Y,

que é a soma conexa de |S| copias de S x S!. Usando Seifert-van Kampen, temos
que 71 (X, o) = (a1, .. .,ag)), o grupo livre em | S| geradores onde o gerador a;
é representado pela S' do i-ésimo fator S* x S! da soma X.

Cada relacdo 7; pode ser representada por um laco simples suave b; em X. De
fato, isso é verdade para qualquer variedade n-dimensional orientavel M tal que
n > 3 ja que em uma variedade de dimensdo > 3 ha "espaco” suficiente para se
livrar das auto-intersec¢des em qualquer caminho fechado por meio de deformacées
arbitrariamente pequenas.

Cada laco b; tem uma vizinhanga tubular N;, que é uma cépia de S* x D3 mer-
gulhada em X. O bordo de N; é homeomorfo a S! x S%. Observe que D? x S?
também tem bordo S x S%. Portanto, podemos cortar N; de X e inserir uma cépia
de D? x S? em seu lugar, anexando-a ao conjunto S x S? "vazio" deixado para tras
em X \ int(N;).

O unico passo que resta é verificar que remover /N; e substitui-lo por uma cépia
de D? x S? tem o efeito de matar ;. Vamos denotar por X; a variedade obtida de

X por este processo. Temos entéo:

X; = (X \ int(N;)) Ugt g2 (D? x S?).
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Agora
7T1(X \ int(Nj)) = <a1, A ,a|5|>,
71 (D% x §%) =0,
71 (St x §%) = (¢),

onde c é representado por S! x {pt} em S! x S2. Observe que a imagem de ¢ em

X é precisamente a curva b;. Portanto por Seifert-van Kampen temos que
7T1(Xj) == <CL1, ce ,CL|S| | b]>
Se X' denota o resultado de fazer esta cirurgia para todos os b;’s, temos que

7T1(X/) = <a‘17"-7a\5\ ’ bla'-->b|R|>
(S| R).

Esta construgéo foi utilizada por Andrei Markov em sua prova de que nio pode
existir nenhum algoritmo para decidir se duas variedades 4-dimensionais compac-
tas, orientaveis e triangulaveis sdo homeomorfas ou néo. A prova de Markov prova
a inexisténcia a partir do fato de que ndo existe um algoritmo geral para decidir se

duas apresentacdes de grupos representam ou nao grupos isomorfos.

Exercicios

Ex. 29 — Dado um espaco de recobrimento p : X - Xeum subconjunto A C X,

seja A= p~1(A), mostre que a restricio p : A— Aéum espaco de recobrimento.

Ex. 30 — Mostre que se p; : )Nfl — X1 epsy: Xz — X3 sdo espacos de recobri-
mento, entdo seu produto p; X p : X 1 X )?2 — X1 X X5 também é um espaco de

recobrimento.

Ex. 31 — Mostre que a aplicacdo p : S' — S', 2z ++ 22 é um espaco de recobri-

mento. Generalize para a aplicacio p : S' — 52, z > 2™,

Ex. 32 — Sejam G um grupo topoloégico conexo por caminhos e H um subgrupo
normal discreto de G. Se p : G — G/H é o homomorfismo natural, mostre que

(G, p) é um espago de recobrimento de G/H.
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Ex. 33 —

1. Sejam X, Y, Z espacos conexos por caminhos e localmente conexos por
caminhose h : X = Y eg:Y — Z aplicacdes continuas e assuma que
f = g o h é uma aplicacdo de recobrimento. Entdo g é uma aplicagio de

recobrimento se, e somente se, h é uma aplicacio de recobrimento.

2. Sejam X um espaco localmente conexo por caminhos e semi-localmente
simplesmente conexo, p; : X — X um espaco de recobrimento de X e
P2 X —>~)ﬂ(/ um espaco de recobrimento de X. Entdo, a composi¢ao
p1L O Py X — X éum espaco de recobrimento. Dica. Olhe para os

levantamentos das aplicacdes de recobrimento e use o item anterior.

Ex. 34 — Suponha que p : XX seja uma aplicagao de recobrimento, com X
sendo conexo por caminhos. Mostre que se X for simplesmente conexo, entao p é

um homeomorfismo.

Ex. 35 — Suponha que p : XX seja uma aplicacdo de recobrimento. Sejam «
e /3 caminhos em X com a(1) = S5(0); e sejam & e 3 respectivos levantamentos

tais que a(1) = 5(0). Mostre que & * /3 é um levantamento de « x 3.

Ex. 36 — Sejap : X — X um espaco de recobrimento com p~ () finito e nio
vazio para todo z € X. Mostre que X é simplesmente conexo se, e somente se, X

também é simplesmente conexo.

Ex. 37 — Mostre que o brinco havaiano é semilocalmente simplesmente conexo e
que o cone C'X sobre o brinco havaiano é semilocalmente simplesmente conexo

mas nio é localmente simplesmente conexo.

/ \

Figura 4.24.: Brinco havaiano e o cone sobre o brinco havaiano.

Ex. 38 — Seja Y o quasi-circulo mostrado na Figura 4.25, ou seja, o subconjunto
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fechado de R? que consiste em uma parte do grafico de y = sen(1/z), o segmento
{0} x [—1,1], e um arco que conecta essas duas partes. A aplicacdo que colapsa
o segmento {0} x [—1, 1] para o ponto (0, 1) pode ser vista como uma aplicacio
quociente f : Y — S'. Mostre que a aplicacio f nio se levanta para o espaco
de recobrimento R — S!, embora (Y) = 0. Portanto, a conexidade local por

caminho de Y é uma hipotese necessaria no critério de levantamento.

Figura 4.25.: Quasi-circulo

Ex.39— Sejam g : X — Y er : Y — Z espacos de recobrimento, e p =
r o q. Mostre que se r~1(z) é finito para cada z € Z, entdo p é um espaco de

recobrimento.

Ex. 40 — Seja X o brinco havaiano descrito no Exemplo 4.10, e X seu espaco de

recobrimento mostrado na figura a seguir.

@@ @@

Construa um espaco de recobrimento de duas folhas Y — X de modo que a com-

posicdo Y — X — X dos dois espacos de recobrimento néo seja um espaco de

recobrimento. Veja as figuras abaixo para uma ideia de como fazer isso:

2@ @G
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Ex. 41 — Seja X um espacgo de Hausdorff localmente compacto e seja G'um grupo

de homeomorfismos de X cuja acdo é livre de pontos fixos. Suponha que, para cada
subespaco compacto K de X, existem apenas finitos elementos g de G de modo

que a intersecio K N g(K) seja ndo vazia. Prove que

1. Para cada subespaco compacto K de X, mostre que a unido dos conjuntos
g(K), para g € G, é fechada em X.

2. Mostre que X /G é de HausdorfT.
3. Mostre que a acdo de G é propriamente descontinua.

4. Mostre que X /G é localmente compacto.

Ex. 42 — Mostre que duas aplica¢des de recobrimento de um espaco conexo X sio
isomorfas, com um isomorfismo que pode néo preservar pontos base, se, e somente
se, as imagens de seus grupos fundamentais forem subgrupos conjugados do grupo
fundamental de X.

Ex. 43 — Uma sec¢io de um recobrimento p : ¥ — X ¢é uma aplicacdo continua
s : X — Y tal que p o s seja a aplicacdo identidade de X. Mostre que se um

G-recobrimento tem uma secéo, entdo o recobrimento é um recobrimento trivial

de G.

Ex. 44 — Sejap : Y — X = Y/G um G-recobrimento, e sejam ¢ e 9 isomor-
fismos de G-recobrimentos de Y para Y. Se X for conexo, e ¢ e 2 concordarem

em um ponto de Y, mostre que ¢ = pa.

Ex. 45 — Seja G o subgrupo do grupo de homeomorfismos do plano, gerado pela
translacdo (z,y) — (z + 1,y) e pela transformacéo (z,y) — (—z,y + 1). Mostre
que esta acio de G em R? é propriamente descontinua e identifique o quociente

R?/G com a garrafa de Klein.
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Ex. 46 — Seja GG o subgrupo do grupo de homeomorfismos do plano, gerado pela
translagdo (z,y) — (z+1, —y). Mostre que esta agdo é propriamente descontinua

e identifique o quociente com uma faixa de Mobius.

Ex. 47 —

1. Se G age de forma propriamente descontinua em um espaco Y, e H é um
subgrupo de GG, mostre que H também de forma propriamente desconti-
nua. Mostre que o aplicacdo natural de Y/ H para Y/G é uma aplicacio de
recobrimento. Se n for o indice de H em G, esse é um recobrimento com

n-folhas.

2. Realize essa construgdo quando G é o grupo de transformagdes do plano
do Item 45 e H é o subgrupo gerado pelas duas transformacées (z,y) —
(x+1,y) e (z,y) = (z,y+2). Identifique R?/H com um toro e descreva

o recobrimento resultante de duas folhas da garrafa de Klein.

Ex. 48 — Considere o espaco X C R? que é a unido por um ponto de uma esfera

e um didmetro.
-

1. Qual o grupo fundamental de X? Dica. Ache um espaco conhecido homo-

topicamente equivalente a X.

2. Construa um espaco de recobrimento simplesmente conexo de X . (Desenhe

esse espaco.)

3. Encontre todos os espagos de recobrimento conexos por caminho para X.

Descreva-os algebrica e geometricamente.

4. Diga quais sdo todos os recobrimentos de 3-folhas (ndo necessariamente

conexo)
5. Apresente dois levantamento de recobrimentos normais de X.
6. Apresente dois exemplos de recobrimentos ndo normais de X.

7. Faca o mesmo quando Y é a unido de uma esfera e um circulo que se inter-

secta em dois pontos.
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Ex. 49 —
1. Determine o grupo fundamental de RP? v RP?.
. Encontre todos os espacos de recobrimento conexos para RP? \V RP?.
. Determine o recobrimento normal de RP? V RP2.

2

3

4. Apresente dois exemplos de recobrimentos normais de RP? V RPP2.

5. Apresente dois exemplos de recobrimentos nio normais de RP? v RP?.
6

. Quais sdo todos os recobrimentos de 3 folhas de RP? v RP2.

Ex. 50 — Um espaco de recobrimento ()Z' ,p) de X é dito regular se p,m; ()? , 56)
é um subgrupo normal de 71 (X, z) para cada 29 € X. Se (X, p) é um espaco de
recobrimento regular de X, mostre que p.m; X , 556) = PyT] X , :?I) para cada

par de pontos z, 1 na mesma fibra.

Ex. 51 — Se 1 (X, x() é abeliano, entdo todo espago de recobrimento de X é re-

gular.

Ex. 52 — Seja X um espaco conexo e localmente conexo por caminho e seja xg €
X. Entdo mostre que um espago de recobrimento ()N( ,p) de X é regular se, e so-

mente se, o grupo Aut(X /X) atua transitivamente na fibra sobre z .

Ex. 53 — Se X é um espaco de Hopf, prove que todo espaco de cobertura de B é

regular.

Ex. 54 — Seja X = S' Vv S? a unido por um ponto de um circulo e uma esfera.

Obtenha o recobrimento universal de X.

Ex. 55 — Qual é o recobrimento universal do espago formado pela unido por um

ponto de um toro com um circulo?

Ex. 56 — Seja M uma superficie compacta e orientavel de género g > 1. Mostre

que existe f : M — S! continua, nio homotopica a uma constante.
Ex. 57 — Encontre espacos cujos grupos fundamentais sejam isomorfos aos se-
guintes grupos:

1. Z/n x Z/m;

2. Z/ny X Z/ng X -+ X L/ny;
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3. Z/nxZ/m;
4. Z/ny * L/ng % - - x L/ny.

Ex. 58 — Seja X = S' v S! a unido por um ponto de duas circunferéncias.

ﬁ{><}a

Figura 4.26.: S* v S!

1. Seja Xo espaco ilustrado na Figura 4.27a; seja p : X—>Xa aplicagdo que
envolve cada arco o e ap ao redor de « e leva 31 e B2 homeomorficamente

em (. Mostre que p é uma aplicacdo de recobrimento normal.

2. Determine o grupo de transformacdes de recobrimento do recobrimento de

X indicada na Figura 4.27b. Esse recobrimento é normal?

B B a
Zo
B2 I} «

(a) (b)

Figura 4.27.: Exemplos de espacos de recobrimento de X = S! v S!.

3. Usando o Teorema de van Kampen mostre que o grupo de fundamental do

espaco da Figura 4.27b é

<a2, b2, aba ", bab_1>

Ex. 59 — Prove o seguinte:

Teorema. Se G é um grupo finitamente apresentado, entdo existe um espaco de
Hausdorff compacto X cujo grupo fundamental é isomorfo a G.

Prova. Suponha que G tenha uma apresentacdo com n geradores e m relagdes.

Seja A a unido por um ponto de n circulos; forme um espago X a partir da colagem
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de A e m copias Bj, ..., B, dabola unitaria por meio de uma aplicagéo continua
1. Mostre que X ¢é de Hausdorff.

2. Prossiga por indugdo em m.

Ex. 60 — Prove o seguinte:

Teorema. Seja G um grupo topoldgico com operagdo de multiplicacdo m : G x
G — G e elemento identidade e. Assuma que p : G — G é uma aplicacio de
recobrimento e que GG e G sdo conexos por caminhos e localmente conexos por
caminhos. Dado € com p(€) = e, existe uma unica operacdo de multiplicacdo em
G que a torna em um grupo topoldgico, de modo que € seja o elemento identidade
e p seja um homomorfismo.

Prova.

1. Seja I : G — G a aplicacio I(g) = g~'. Mostre que existem aplicacdes
tnicos m : G x G — Gel:G — Geomm(é xé) =cel(e) =¢ de
modoquepoﬁz:mo(pxp)epof:Iop.

2. Mostre que as aplicagdes G — G dados por § — m(¢ x ) e § — m(j x &)
sdo iguais a aplicacdo identidade de G.

3. Mostre que as aplicacdes G — G dados por g — m(g X f@)) eqg —
m(I1(g) x §) levam G para €.

4. Mostre que as aplicacdes G x G x G — G dadas por

gxgxg" —-m(gxm(g =x7"))
gxgxg" =wm(m(gxg)xg")
sdo iguais.

5. Complete a prova.

Ex. 61— Sejap : G — G um homomorfismo de grupos topologicos que é uma

aplicacdo de recobrimento. Mostre que se G for abeliano, entao G também é abe-

liano.

Ex. 62 — Descreva o grupo fundamental de R?\ Z, onde Z ¢ o conjunto Z x {0}

de todos os pontos de coordenadas inteiras no eixo .

Ex. 63 — Seja X um espaco topolodgico cujo grupo fundamental é abeliano e que
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possui um espacgo de recobrimento universal. Se (Xl,pl) e ()?2,])2) sdo espacos
de recobrimento de X, defina ()?bpl) > ()?g,pg) se, e somente se, existir um

homomorfismo de (Xl,pl) para ()N(Q,pg).
1. Prove que essa relacio é transitiva, reflexiva e que, se (X1,p1) < (X2, p2)
e ()Zz,pg) < ()~(1,p1), entdo ()Zl,pl) é isomorfo a ()~(2,p2).
2. Prove que quaisquer dois espacos de recobrimento de X tém um supremo
e um infimo em relagéo a essa relacio de ordem parcial.
Observacao. Esse resultado nio é verdadeiro se a hipotese de que 7(X)

seja abeliano for removida.
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5 Motivacio

Voltamos a uma variante do problema com o qual iniciamos o estudo dos grupos
fundamentais. Sejam S? a esfera bidimensional, T? o toro bidimensional e T2 #T?2

o bitoro bidimensional, representados na Figura 5.1.

SQ ,]TQ TQ#TQ

Figura 5.1.: Esfera, toro e bitoro.

Os grupos fundamentais desses espacos ndo sdo isomorfos e assim temos que
estes espagos nao sdo homeomorfos.

Porém, uma resposta mais intuitiva baseia-se na nossa intuicdo que estes espa-
¢os nio sio homeomorfos uma vez que que o toro T? “possui um buraco”, o bitoro
T24T? “possui dois buracos”, enquanto que a esfera S? nio “possui buracos”. Nes-
sas notas, iremos construir a partir dessa vaga ideia de buracos uma nova estrutura
algébrica, os grupos de homologia, que nos permitira mostrar a néo existéncia de
tais homeomorfismos. !

Novamente ressaltamos que a estratégia de associar e utilizar ferramentas da al-
gebra abstrata para estudar espagos topologicos é a origem da Topologia Algébrica.
O objetivo basico é encontrar invariantes algébricos que diferenciem, e em alguns

casos classifiquem, os espacos topoldgicos a menos de homeomorfismo ou equi-

'Para sermos precisos, cada um desses espacos possui um "buraco” bidimensional mas o que os

diferenciam é o niimero de "buracos" unidimensionais.
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valéncia homotopica. Assim, a Topologia Algébrica consiste essencialmente em
encontrar “traducgdes” (funtores) interessantes da categoria de espagos topoldgi-
cos para uma categoria de estruturas algébricas. Desta maneira, podemos traduzir
problemas topoldgicos em problemas algébricos, esperando que a versao algébrica
seja mais simples.

Comegaremos com alguns exemplos que ilustram o caminho que pretendemos
percorrer.

Na Figura 5.2a, apresentamos um grafo com trés vértices x,y e z e cinco ares-
tas a, b, c,d e e. Na Figura 5.2b, colamos a célula A (um disco) nas arestas a e d;
na Figura 5.2¢, colamos a célula B nas arestas b e e; e finalmente na Figura 5.2d,
colamos mais uma célula C' nas arestas b e e.

O que acontece intuitivamente com o nimero de buracos conforme realizamos a
construcdo de colagem? Intuitivamente, a Figura 5.2a possui trés buracos, a Figura
5.2b possui dois buracos, ja que a colagem da célula A fechou um dos buracos. De
modo anélogo, a Figura 5.2¢ possui um buraco, e finalmente na Figura 5.2d temos
algo diferente: além dos buracos delimitados pelas arestas a, b, ¢ temos um outro
tipo de buraco delimitado pelas células B e C.

Antes de prosseguirmos vale a pena observar que o grupo fundamental conse-
gue distinguir os espagos apresentados nas Figuras 5.2a, 5.2b e 5.2¢, porém nao é
capaz de distinguir as Figuras 5.2c e 5.2d.

Vamos analisar cada uma dessas figuras e ver como podemos comecar a trans-

formar essas intui¢cdes em uma teoria matematica.

Analise de G;: Comecaremos orientando as arestas de G; como na Figura 5.3
e consideramos os lacos formados por sequéncias de arestas, comecando e termi-
nando no mesmo ponto. Por exemplo, a partir do ponto z, o loop be™! viaja para
frente ao longo da aresta b, entdo para tras ao longo de e, o que é indicado pelo
expoente —1.

Queremos que a estrutura dos ciclos seja abeliana e assim, por exemplo, o dois
lacos abc e cab devem ser considerados iguais. Os lagos abc e cab representam o
mesmo ciclo, apenas com escolhas de ponto inicial e final diferentes. A mesma
coisa acontece para um loop qualquer: escolher outro ponto inicial em um loop
apenas permuta suas letras ciclicamente.

Estando numa estrutura abeliana, vamos mudar para a notacéo aditiva, de modo
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Figura 5.2.

que os ciclos se tornem combinagdes lineares de arestas com coeficientes inteiros,
como e — 3¢ — 2b. Um preco dessa escolha é que a + ¢ + b, que nao possui uma
interpretacdo geométrica imediata, representa o mesmo ciclo que a + b + c.
Vamos chamar qualquer combinacdo de arestas de cadeias. E as cadeias que
possam ser decompostas como combinacio linear de caminhos fechados de ciclos.
Nesse exemplo, as cadeias sdo da forma kya + kab+ ksc+ kqd + kse. E os ciclos

sdo combinacbesde e — b, a +b+ced — a, ie.
k(e —b)+1l(a+b+c)+m(d—a).

Com uma pequena manipulagéo algébrica, podemos reescrever essa condi¢do como
a(l =m) +b(l —k)+cl+dm + ek .

E fazendo as substitui¢ées | — m = kq,l — k = ky e k = ks, obtemos que os ciclos

sdo as cadeias da forma:

kia + kob + (ko + ks)c + (—k1 + ko + ks)d + kse .
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Figura 5.3.: G

Um modo mais algébrico de ver que uma cadeia k1a + kob + ksc + kqd + kse
representa um ciclo é garantindo que o nimero de vezes que a cadeia “entra” em

cada vértice é igual ao mesmo nimero de vezes que “sai” desse vértice:

vértice x : ki —ko+ky—ks =0
vértice y : ko —ks+ ks =0

vértice 7 : —k1+ks—ks =0
Cuja solugdo é ks = ko + k5 e ky = —k1 + ko + k5 e novamente obtemos que os
ciclos sdo da forma:
kia + kab + (k2 + ks)c + (—k1 + ko + ks)d + kse . (5.1)

Compreendido isso, podemos fazer esses mesmos calculos de uma forma mais
geral e que leve aos grupos de homologia.
Para isso, definimos 1 o grupo das cadeias de arestas, i.e., o grupo abeliano

livremente gerado pelas arestas:
Ci = (a,b,c,d,e)

e Cy o grupo das cadeias de pontos, i.e., 0 grupo abeliano livremente gerado pelos
pontos:

C(0 = <.T,y,2’>.

Agora, definimos o operador bordo d; como sendo um homomorfismo de C; a
Cp que associa a cada aresta o seu ponto final menos o ponto inicial. E, de posse

desse operador, temos um modo algébrico simples de garantir que o nimero de
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vezes que a cadeia “entra” em cada vértice é igual ao mesmo numero de vezes que

“sai” desse vértice. Vejamos:

O1(k1a + kab + ksc + kad + kse)

= k101(a) + k20(b) + k30(c) + ks0(d) + k50(e)

=ki(z —2) + ko(y — @) + k3(z —y) + ka(z — 2) + ks(y — x)

— (k1 — ko + kg — ks) 2+ (ks — ks + ks)y + (—k1 + ks — ka) 2 .

Resumo: Temos algumas conclusdes importantes aqui. A primeira é que os ci-
clos sdo dados pelo kernel do operador bordo 0y, ker 9;. Também ¢é facil ver que
e—b,a+b+c, e d— aformam uma base para o kernel. E, dessa forma, temos que

o espaco (1 possui 3 buracos unidimensionais.

Figura 5.4.: G

Analise de Go: Comecaremos orientando as arestas de G9 como na Figura 5.4. E
definimos C' o grupo das cadeias das células bidimensionais, i.e., o grupo abeliano

livremente gerado por A:

Ca = (4),

C'1 o grupo das cadeias de arestas, i.e., o grupo abeliano livremente gerado pelas

arestas:

CYl = <a7 b7 ¢, da 6> )

e Cy o grupo das cadeias de pontos, i.e., 0 grupo abeliano livremente gerado pelos
pontos:

Co = <:1:,y,z>-
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Definimos o operador bordo 0y : Cy — C] por 02(A) = a — d. Ja o operador
bordo 0; : C; — (Y é definido como anteriormente. Por completude, podemos
definir também o bordo de um ponto como sendo 0, e assim temos também o ope-
rador 0y : Cp — 0, dado por dy(x) = 9p(y) = do(z) = 0.

Assim, temos a sequéncia de grupos e homomorfismos:

02 01 o

) C Cy 0.

Observamos que im d2 = (a — d). E que o ciclo a — d foi “fechado” pela inclusdo
da célula A. Em outras palavras, ele ndo é mais um furo em Gj. Isso sugere que
facamos o quociente do grupo de ciclos, obtidos no exemplo anterior, pelo sub-
grupo gerado por a — d, ou seja, ker 91 /im 0. Isso nos leva a defini¢do do grupo

de homologia
N ker 81

im Oy

Hy(Go)
Nesse caso especifico, temos que:
Cy =27 C1§Z5 CO%Z?’

ecomo e —b,a+ b+ c, e d— aforma uma base para ker 91, a — d é uma base para

im 0o, temos que

~ 72

Hi(Gsy) = 1.{61"81 =
im 9y
Este resultado pode ser interpretado de maneira intuitiva como G possui dois
buracos 1-dimensionais.
Finalmente, em funcdo dos geradores escolhidos, podemos escrever a sequéncia

de grupos de cadeias como:

02 Cl ’ Co 0.

Motivado pela defini¢do de H, podemos definir

Ho(Gs) = ker 0y

imd;
Nesse caso, como ker dy sao todos os pontos, ao quocientarmos por im 0; esta-

mos quocientando pela relacdo de equivaléncia que z ~ y se x — y € o bordo de



5. Motivacao 143

um caminho, ou seja, estamos colocando dois pontos na mesma classe se eles es-
tdo conectados por um caminho. Dessa forma, Hy(G3) nos fornece o numero de
componentes conexas por caminhos.

Nesse exemplo, ker 0y = (z,y,2) eim0; = (v — 2,2 — y,y — x), logo

Ho(Ga) = ker 0y ~

imo;

Figura 5.5.: G3

Analise de G3: A analise de G3 nao é muito diferente da anélise de GG3. Nesse
caso, o operador bordo 9y : Cy — C4 é dado por 02(A) =a—de d2(B) =b—e.
Como e —b,a+ b+ ¢, e d — a formam uma base para ker 0; e comoa —deb—e

formam uma base para im 0o, temos que

ker 31

= 7.
im Oy

Hi(Gy) =

O que pode ser interpretado de maneira intuitiva como G3 possui um buraco 1-

dimensional.

Analise de G4: Nesse caso, temos trés 2-células e do : Cy — C; é dado por
(A) =a—dedy(B)=0(C)=b—e.Ecomoe—b,a+b+c, ed—aformam
uma base para ker 0 e como a — d e b — e formam uma base para im Js. temos que

ker 81
im O

Hi(Gy) = ~7,

O que pode ser interpretado de maneira intuitiva como G4 possui um buraco 1-

dimensional.
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Figura 5.6.: G4

Nada novo até aqui! Como ndo temos nenhuma célula tridimensional podemos

completar nossa sequéncia de grupos de cadeias do seguinte modo:

02

01

do

7]
0 3)C2 >

e definirmos o grupo de homologia

Hy(Gy) =

ker 0y
im0s

Nesse caso, podemos ver a cadeia B — C' como um ciclo 2-dimensional gerando

o grupo de homologia Hy(G4) = ker 0,

Z . Topologicamente, o ciclo B — C

¢ a esfera formada pelas células B e C' juntas com seu circulo limite comum. Este

ciclo esférico detecta a presenca de um "buraco bidimensional" em G4, a regiao

delimitada pela esfera.

Grupos de Homologia

Espacos Hy H; Ho
G 1 3 0
Gy 1 2 0
Gs 1 1 0
Gy 1 1 1

Tabela 5.1.: Homologias dos espacos G;s.
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5.1. O que faremos nos proximos capitulos

Deve estar claro que um padrdo emerge dos exemplos abordados na secio an-
terior. Para um espaco X associamos um complexo de cadeias C),(X) que sdo
grupos abelianos livres com base nas n-células de X, e homomorfismos de bordo
Op : Cp(X) = Cp—1(X), em termos dos quais definimos o grupo de homologia

Ho(X) = .keran .
1 8n—‘,—l

No Capitulo 6, apresentamos uma breve introducéo a Teoria de Categorias. Ca-
tegorias sdo uma forma de generalizar e sistematizar a nocio de estruturas ma-
tematicas e de transformacdes que preservam essas estruturas. Os conceitos e a
linguagem categoérica permeiam todo o texto. Nesse contexto, os grupos de ho-
mologia H,(e) serdo uma fungéo que associa a cada espago topoldégico um grupo
abeliano. Aqui, temos uma funcdo (um funtor) entre duas estruturas matematicas
distintas (duas categorias). E a Teoria de Categorias fornece uma linguagem natural
para formular e lidar com teorias envolvendo multiplas estruturas matematicas.

No Capitulo 7, apresentamos resultados de Algebra Homolégica que serdo ne-
cessarios ao desenvolvimento da homologia. Um conceito central desse capitulo é
o de complexos de cadeias, e associado a estes a homologia e a cohomologia dos
complexos de cadeias. A Algebra Homoldgica fornece os meios para extrair as
informacoes contidas nesses complexos e apresenta-las na forma de invariantes.

No Capitulo 8, vamos apresentar diferentes estruturas em espacos topologicos:
as variedades, os complexos simpliciais, os A-complexos e os CW-complexos. As
variedades sdo espacgos cuja topologia é localmente similar a de um espago eu-
clidiano R" e dispensam maiores apresentagdes. E grosseiramente, os complexos
simpliciais, os A-complexos e os CW-complexos sdo espagos topologicos munidos
de uma estrutura combinatéria proveniente de como esses espacgos sdo construi-
dos a partir da colagem de subconjuntos de R". Essa estrutura combinatoria varia
dependendo de como as colagens se dao e desempenham um papel fundamental
na interconexdo entre os espagos e as teorias homologicas.

Nos Capitulos 9 e 10, desenvolvemos as teorias de Homologia Simplicial para
um A-complexo e a Homologia Singular para espacos topologicos. A Homologia
Simplicial serve como um protétipo para a Homologia Singular ao possuir uma

descri¢do geométrica concreta e intuitiva e ao ser mais facil de definir e calcular.
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Em contrapartida, a constru¢do da Homologia Singular é mais abstrata, mas, como
veremos, em muitos casos é mais facil e direto demonstrar os resultados usando
homologia singular, pois por construgio esta teoria é naturalmente mais compati-
vel com as ideias topologicas. No final do Capitulo 10, provaremos a equivaléncia
dessas teorias para A-complexos.

No Capitulo 11, apresentaremos diversas aplicacdes da Teoria de Homologia.
Dentre as aplicacoes estdo: o Teorema da Curva de Jordan, O Teorema da Invari-
ancia de Dominio e de Dimensao, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, o Teorema
Fundamental da Algebra e o Teorema de Borsuk-Ulam. E apresentamos a homo-
logia celular H;"(X; R). Como veremos a homologia celular concorda com a ho-
mologia singular se X é um CW-complexo. E em muitos casos praticos, o nimero
de p-células é pequeno e dessa forma o complexo celular CSV(X; R) é muito mais
tratavel do que o complexo singular S, (X; R).

E no Capitulo 13, apresentamos a Teoria de Cohomologia Singular. A cohomo-
logia é uma variante algébrica da homologia, resultante do processo de dualizacéo.
O que é um pouco surpreendente é que a contravariancia leva a uma estrutura ex-
tra na cohomologia: um produto natural denominado produto cup, que tornam os

grupos de cohomologia um anel.

Exercicios

Ex. 64 — Calcule os grupos de homologia para a figura do oito e sua divisdo em

células conforme apresentado na Figura 5.7

X

Figura 5.7.: Oito

Ex. 65 — Calcule os grupos de homologia H;(X), comi = 0, 1, 2, para os seguin-
tes espagos X:
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1. a superficie do tetraedro representado na Figura 5.8a;
2. o tetraedro soélido;

3. o grafo obtido pelas arestas do tetraedro na Figura 5.8b.

v3 U3

U2 U2
vo Yo
U1 U1

(a) Tetraedro (b) Grafo das arestas do tetraedro

Figura 5.8.

Ex. 66 — Considere o circulo e o cilindro com suas divisdes em células conforme
apresentados na Figura 5.9. Calcule os grupos de homologia H;(X), com i =

0,1, 2, para esses espacos.

Figura 5.9.: Circulo e cilindro

Ex. 67 — Considere cilindro perfurado e sua divisdo em células conforme apre-
sentado na Figura 5.10. Calcule os grupos de homologia H;(X), com i = 0,1, 2,

quando:
1. X é a casca deste cilindro perfurado;

2. X é o cilindro perfurado sélido.
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Figura 5.10.: Cilindro perfurado oco



6 Nocoes basicas de Teoria

de Categoriasx

Sejam T? o toro bidimensional e X a xicara de café, representados na Figura 6.1.

Espagos homeomorfismo
L. < ¥ s
Topologicos
Grupos H, (T2)roonnnnnnnnnnss Hy (X)
?
Figura 6.1.

O toro e a xicara sdo exemplos de espagos topoldgicos e, como veremos, pode-
mos associar a cada um destes espacos seus grupos de homologia H.(T?) e H,(X),
respectivamente. Nesse contexto, o primeiro grupo de homologia H (e) serd uma
fungéo que associa a cada espaco topologico um grupo abeliano. Aqui temos uma
funcdo (um funtor) entre duas estruturas matematicas distintas (duas categorias).
Uma expectativa natural é que, como o toro e a xicara sao espacos homeomorfos,
seus grupos de homologia sejam isomorfos. Ou seja, que os grupos de homologia
sejam realmente invariantes topologicos.

A breve introducéo a teoria de categorias que apresentamos a seguir nos forne-
cera a linguagem natural para formular e lidar com tais questdes.

Categoria é uma forma de generalizar e sistematizar a nocéo de estruturas mate-
maticas e de transformacdes que preservam essas estruturas. Assim, uma categoria

é uma colecdo de objetos e aplicacdes entre esses objetos, denominados morfismos.

149
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Exemplos tipicos do que “objetos” podem ser sdo espago vetorial, grupo e espago
topologico; e exemplos tipicos do que “morfismo” pode significar sdo transforma-
¢éo linear, “homomorfismo” e “funcio continua”, respectivamente.

Categorias sdo objetos matematicos, e com isso em mente, nio é surpreendente
que haja uma boa noc¢éo de aplicacio entre categorias. Tais aplicacdes sdo chama-
das de funtores. Mais surpreendente, talvez, seja a existéncia de um terceiro nivel:
podemos falar sobre aplicacoes entre funtores, que sdo chamadas de transforma-

¢Oes naturais.

6.1. Categorias

Uma categoria ¢ consiste em:
B uma colecido ob(%’) de objetos;

B para cada A, B € ob(%), uma cole¢io Mory (A, B) de morfismos ou flechas
de A para B;

® paracada A, B,C € ob(%), uma funcio

Morg (B, C) x Morg (A, B) — Morg(A,C)
(9, f) = gof,

denominada composicao;
B para cada A € ob(%), um elemento 14 de Mory (A, A), chamado identidade;

satisfazendo os seguintes axiomas:

B associatividade: para cada f € Morg(A,B), g € Morg(B,C) e h €
Mor4(C, D), temos (hog)o f =ho(go f);

B elemento neutro: para cada f € Morg (A, B), temos foly = f=1po f.

Muitas vezes escrevemos:

Ae? significando A € ob(%);
f:A—> BouA RNy significando  f € Morg (A, B);
qf significando gof.
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A partir da definicdo de categoria, temos que para cada sequéncia
Ag LAy B g,
de morfismos em %, é possivel construir exatamente um morfismo
AO — An

obtido da composicdo: fi, fr—1 - fi.
Usaremos frequentemente o conceito de diagrama comutativo. Por exemplo,

dados os objetos e morfismos:

A#B

N

C*>D

em uma categoria, dizemos que o diagrama comutasetog = ho f = j. De modo
geral, um diagrama ¢é dito comutativo se sempre que houver dois caminhos de
um objeto X para um objeto Y, o morfismo de X para Y obtido pela composicio
ao longo de um caminho é igual ao morfismo obtido pela composigao ao longo do
outro caminho.

Se f € Morg (A, B), denominamos A de dominio e B de contradominio (ou

ainda codominio) de f.

a. A categoria Set dos conjuntos cujos objetos sdo conjuntos, e dados conjuntos
A e B, um morfismo de A para B na categoria Set é simplesmente uma funcgao
de A em B. A composi¢ao de funcdes nesta categoria é a composi¢ao ordinaria

de func¢oes, os morfismos identidade sdo os esperados.

Em situa¢des como esta, muitas vezes ndo nos preocupamos em especificar a
composicio de func¢des bem como os morfismos identidades. Escrevemos “a

categoria de conjuntos e fung¢des”, deixando o resto subentendido.

b. A categoria Grp dos grupos é a categoria cujos objetos sdo grupos e cujos

morfismos sdo homomorfismos de grupo.

L

Da mesma forma, definimos a categoria Ring de anéis e homomorfismos de

anéis.
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d. Para cada corpo K, definimos a categoria Vecty de espacos vetoriais sobre o

corpo K e aplicacdes lineares entre eles.

e. A categoria Top cujos objetos sdo os espagos topologicos e os morfismos sdo

as funcdes continuas.

f. A categoria Top. dos espacos topologicos com ponto marcado. Um objeto
é um par (X, zp), sendo X um espaco topoldgico e o € X. Um morfismo

f:(Y,y) — (X, 20) é uma fungio continua f : Y — X tal que f(yo) = zo.

Um morfismo f: A — B em uma categoria ¢ é um isomorfismo se existir um
morfismo g: B — Aem % talque gf = 14 e fg = 1p. Nesse caso, denominamos
g de inversa de f e denotamos tal fato por g = f1.

Se existe um isomorfismo de A para B, dizemos que os objetos A e B sdo iso-
morfos e denotamos tal fato por A = B.

Os isomorfismos em Set sdo exatamente as bije¢es. Isso equivale a afirmacio

de que uma funcdo tem uma inversa se, e somente se, for injetora e sobrejetora.
Os isomorfismos em Grp sio exatamente os isomorfismos dos grupos.
Da mesma forma, os isomorfismos em Ring sdo exatamente os isomorfismos

dos anéis.

Exemplo 6.1.

Os isomorfismos em Top sdo os homeomorfismos. Observamos que, em contraste
com a situagdo em Grp e Ring, um morfismo bijetor em Top nio é necessaria-

mente um isomorfismo. Um exemplo classico é o morfismo

0,1) — {ze€C||z|=1}
t — 62Trit’

que é uma bijecdo continua, mas nido um homeomorfismo, pois [0, 1) nido é com-

pacto enquanto {z € C | |z| = 1} 0 é.

Um morfismo de R-modulos f : A — B é dito um

a. endomorfismo se o dominio coincide com o contradominio, i.e., A = B;
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S

b. automorfismo se f é simultaneamente um endomorfismo e um isomorfismo;

c. monomorfismo se fg; = fgo implica que g1 = g2, para quaisquer morfismos
gi : C = A, com C' um R-mddulo qualquer (ou seja, f pode ser cancelado a

esquerda de uma composicio);

d. epimorfismo se g, f = gof implica que g; = ¢o, para quaisquer morfismos
gi - B = C, com C um R-moédulo qualquer (ou seja, f pode ser cancelado a

direita de uma composicéo).

E importante ressaltar que, em geral, em categorias que morfismos sio fungdes,
monomorfismos podem néo ser funcdes injetoras e epimorfismos podem nao ser
funcodes sobrejetoras. No entanto, estas nogdes coincidem nas categorias: Set,
Grp, Ring, Ab, por exemplo.

Nos exemplos de categorias mencionados até agora, os objetos da categoria sdo
conjuntos munidos de uma estrutura (como uma estrutura de grupo, uma topo-
logia ou, no caso de Set, nenhuma estrutura). Os morfismos sao as funcoes que
preservam a estrutura, no sentido apropriado. E em cada um deles, ha um sentido
claro de quais sdo os elementos de um determinado objeto.

No entanto, observamos que nem todas as categorias sdo assim. Em geral, os
objetos de um categoria ndo sdo conjuntos equipados com uma estrutura suple-
mentar. Mas trataremos nesse livro apenas de categorias do primeiro tipo.

A seguir, apresentamos dois exemplos de categorias cujos objetos ndo sio con-

juntos equipados com uma estrutura adicional.

a. Dado um monoide (G, ), podemos criar uma categoria 4 com um Unico ob-
jeto, que denotamos por z, tomando como morfismos os elementos do monoide
G, ie Moryg(z,z) = G, a composi¢do de morfismos é dada pela operagéo * de

G e o morfismo identidade é o elemento neutro de G.
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b. Um grafo dirigido com um lago em cada vértice, ou seja uma aresta que conecta
um vértice a ele mesmo, da origem a uma categoria 4 cujos objetos sdo dados
pelos vértices do grafo. Dados dois vértices a e b, os morfismos em Mory (a, b)
correspondem aos caminhos no grafo que vao de a para b. A composigio é
dada pela concatenacdo de caminhos. Um morfismo identidade em a é o lago

que comega €m a € termina em a.

Figura 6.2.: Grafo dirigido com lagos em cada vértice.

Apresentamos a seguir duas maneiras de construir novas categorias a partir de
categorias ja existentes.

Dada uma categoria 4 podemos construir a categoria oposta ou categoria
dual %°P, definida invertendo as flechas. Formalmente, ob(%°P?) = ob(%) e
Morgop (B, A) = Mory (A, B) para todos os objetos A e B.

As identidades em €°P sdo as mesmas que em 4. A composicdo em P é a
mesma que em %, mas com os argumentos invertidos, i.e., se A i> B L C fo-
rem morfismos em ¢°P entio A +.- B <’ (' sio morfismos em % Mais especi-
ficamente, dados morfismos f € Morgon (A, B) e g € Morgor (B, C) na categoria
oposta, temos que f € Mory (B, A) e g € Mory (C, B) e, portanto, podemos fazer
a composi¢do fogem & que corresponde a um morfismo em Mory (C, A). Assim,

definimos a composi¢ao f ogop g como sendo o morfismo go f, i.e., foger g = go f.
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Exemplo 6.2.

Seja ¢ a categoria gerada pelo grafo GG na Figura 6.3a. A categoria oposta corres-
ponde a categoria gerada pelo grafo G’ obtido de G ao inverter todas as flechas,

apresentado em 6.3b

(@) (b)

<

O principio da dualidade ¢ uma das ideias fundamentais na Teoria de Catego-
rias. Informalmente, este afirma que a cada definicdo categorica, teorema e prova
possuem um dual, obtido invertendo todas as flechas. Invocar o principio da du-
alidade pode salvar o trabalho: dado qualquer teorema, invertendo as flechas ao
longo do seu enunciado bem como em sua prova produz um teorema dual.

Dadas as categorias ¢ e &, definimos a categoria produto ¢’ x &, de modo

que:

ob(%€ x ) = ob(€) x ob(2),
Morgw o ((A, B), (A, B")) = Morg (A, A’) x Mory(B, B').

Dito de outra forma, um objeto da categoria produto ¢ x Z é um par (A, B),
onde A € € e B € 9. Un morfismo (A,B) — (A, B') em ¢ X 2 é um par
(f,g),onde f: A — A'em @ e g: B — B’ em 9. A composi¢io de pares de

morfismos é dada pela composicdo componente por componente.
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6.2. Funtores

Uma das ligdes da Teoria de Categorias é que sempre que encontramos um novo
tipo de objeto matematico, devemos sempre perguntar se ha uma nocéo de mor-
fismo entre esses objetos. Um morfismo entre categorias é denominado funtor.

Sejam € e ¥ categorias. Um funtor F': 4 — & consiste em:

¥ uma funcédo

ob(%) — ob(2),
escrita como A — F(A);

® para cada A, A’ € €, uma funcio
Morg (A, A') — Morg(F(A), F(4A)),
escrita como f — F(f),

satisfazendo os seguintes axiomas:
®m F(f'of)=F(f")oF(f), sempre que A a4 em ¢,
® F(14) = 1p(a), sempre que A € €.
Os exemplos mais faceis de funtores sdo os funtores de esquecimento.

a. Ofuntor F': Grp — Set é definido da seguinte forma: se GG for um grupo, en-
tdo F'(G) é o conjunto subjacente de G, e se f: G — H for um homomorfismo
de grupo, entdo F'(f) é a propria funcio f. Dessa forma, o funtor F' esquece
a estrutura de grupo e esquece que os homomorfismos de grupos preservam a

estrutura de grupos.

b. Da mesma forma, para qualquer corpo K, existe um funtor Vectx — Set

esquecendo a estrutura de espaco vetorial dos espacos vetoriais.

c. Os funtores de esquecimento ndo precisam esquecer toda a estrutura. Por
exemplo, denote por Ab a categoria dos grupos abelianos. Existe um fun-
tor Ring — Ab que esquece a estrutura multiplicativa, mantendo apenas a

estrutura de grupo aditivo do anel.
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d. Existe um funtor de inclusdo U: Ab — Grp definido por U(A) = A para
qualquer grupo abeliano A e U(f) = f para qualquer homomorfismo f de

grupos abelianos. Esse funtor esquece que os grupos abelianos sdo abelianos.

Funtores em topologia algébrica.

Historicamente, alguns dos primeiros exemplos de funtores surgiram em topo-
logia algébrica. Nesse contexto, a estratégia é aprender sobre um espaco extraindo
dados de alguma forma inteligente, montando com esses dados uma estrutura al-
gébrica e depois estudando essa estrutura algébrica em vez do espaco original. A
topologia algébrica envolve, portanto, muitos funtores de categorias de espacos

topoldgicos para categorias de algebras.

a. O Grupo Fundamental 7; é um funtor de Top. para Grp associando a cada
espago topoldgico o grupo de classes de homotopia dos caminhos fechados co-
mecando e terminando no ponto base zy. Esse funtor é descrito em maiores

detalhes no Apéndice 2.

b. Para cada n € N, ha um funtor H,,: Top — Ab atribuindo a um espacgo seu

n-ésimo grupo de homologia. Esse livro é dedicado a esse funtor.
Segue da definicdo de funtor F' : € — & que:

B F transforma cada diagrama comutativo em 4’ em um diagrama comutativo em

Z
B se f é um isomorfismo em %, entdo F'(f) é um isomorfismo em 7.

As vezes, encontramos operagdes semelhantes a um funtor mas que invertem
as flechas, de modo que um morfismo A — A’ em % da origem a um morfismo
F(A) < F(A’) em 2. Tais operagdes sdo chamadas de funtores contravariantes.

Sejam € e & categorias. Um funtor contravariante de 4 para & é um funtor
CP — 9.

Um funtor contravariante satisfaz as propriedades funtoriais com a se-
guinte ressalva: se f € Morg(A, A’) é um morfismo em %, entdo F(f) €
Morg(F(A’), F(A)) é um morfismo em Z e F(f o f) = F(f) o F(f).

Um funtor comum ¢ — & as vezes é denominado funtor covariante de ¢

para 7, para énfase.
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Exemplo 6.3.

Dado um espaco topologico X, seja C'(X) o anel de fungdes continuas em X to-
mando valores reais. As operacdes de anel sdo definidas pontualmente. Um mor-
fismo continuo f: X — Y induz um homomorfismo de anel C(f): C(Y) —
C(X), definido em ¢ € C(Y') tomando (C(f))(q) como o morfismo composto

x Ly 4R

Observe que C( f) vai na diregéo oposta de f. Logo, concluimos que C' é um funtor

contravariante de Top para Ring.

Exemplo 6.4.

Seja K um corpo. Para quaisquer dois K-espagos vetoriais V e W,
Hom(V, W) = {transformacdes lineares V' — W'}

é um espaco vetorial. Os elementos desse espago vetorial sdo eles mesmos morfis-
mos, e as operacdes de espago vetorial (adicdo e multiplicagio escalar) sdo definidas
pontualmente.

Agora, fixe um espago vetorial W. Qualquer morfismo linear f: V — V’ induz

um morfismo linear
f*: Hom(V',W) — Hom(V, W),
definido em ¢ € Hom(V’, W) tomando f*(¢) como o morfismo composto
v Ly Lw
Isso define um funtor
Hom(—, W): Vecty® — Vectk.

Um caso especialmente importante é quando W é o corpo K, nesse caso o espaco
vetorial Hom(V, K) é denominado dual de V, e é escrito como V*. Entéo, temos

um funtor contravariante

( )* = Hom(—,K): Vecty’ — Vectg
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enviando cada espaco vetorial para seu dual.

<

Sejam ¢ e ¥ categorias e seja F' : € — 2 um funtor de ¥ em Z. O funtor F

induz uma funcao
Fap: Morg (A, B) — Morg(F(A), F(B))
para cada par de objetos A e B em €. O funtor F' é dito
m fiel se 'y p € injetora;
B pleno se Iy p é sobrejetora;
B plenamente fiel (pleno e fiel) se /4 p ¢ bijetora,

paracada Ae Bem %.
Uma categoria ¢ ¢ dita pré-aditiva se, para todo A, B € ob(%), Mory (A, B)

é um grupo abeliano satisfazendo a lei de distributividade:
flootg)=fo+fe  (+tg)f=90f+gf.
Sdo exemplos de categorias pré-aditivas:
1. a categoria dos grupos abelianos;
2. a categoria de espacos vetoriais sobre um corpo K;
3. a categoria de modulos (a esquerda) sobre um anel R.

Um funtor F': € — & entre categorias pré-aditivas 4, 7 é aditivo se, para
todo f,g € Morg (A, B), com A, B € ob(%), tem-se F/(f + g) = F(f) + F(g).

6.3. Transformacoes Naturais

Certamente muito antes da definicdo de categoria ser dada, os matematicos esta-
vam cientes de que alguns isomorfismos eram melhores do que outros. Por exem-
plo, se V' é um espaco vetorial de dimenséo finita, podemos escolher uma base de
V' e a partir dela criar a base dual de V*. Por extensdo linear, temos um isomor-

fismo de V para V*. No entanto, esse isomorfismo depende fortemente da escolha
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da base de V. Em contraste, temos um isomorfismo V' =2 V** que leva um vetor
v € V para o funcional linear em V* dado pela avaliacdo de funcionais lineares de
V* emw.

Este isomorfismo surge naturalmente, e transformacoes naturais buscam captar
0 que essa naturalidade deve significar matematicamente. Como uma vantagem
importante, um isomorfismo "naturalmente definido" sera automaticamente com-
pativel com homomorfismos. Em nosso exemplo, isso significa que para todos os

morfismos lineares f : V' — W, o diagrama

v ow

comuta. Esta observacéo é a base para a seguinte definigao.

Uma transformacio natural entre dois funtores ', G : ¢ — & é uma aplica-
¢do £ que, a cada objeto X € %, associa um morfismo £(X) : F(X) — G(X) em
9, de tal forma que os diagramas abaixo sdo sempre comutativos (se cada (X)) é

isomorfismo, fala-se que £ é um isomorfismo natural):

Fx) 2L poyy
E(X)i Lf(y) F
G(X) 577 GOY) ¢ /ﬂg\* 9
\5/

Assim, de um ponto de vista intuitivo, uma transformacéo natural é uma corres-
pondéncia entre dois funtores, responsavel por conectar morfismos entre objetos
distintos. Por este motivo, as vezes se escreve £ : F' — (G, representando-a di-
agramaticamente de maneira mais simples, assim como exposto no segundo dos

diagramas acima.
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Exemplo 6.5 — Abelianizacao.

Defina um funtor Ab : Grp — Grp como segue:

1. Para qualquer grupo G € Grp, Ab(G) = G/[G, G] é a abelianizacéo de G.

2. Dado qualquer homomorfismo f : G — H em Grp, Ab(f) é definido da
seguinte maneira: a composi¢do G Joog ™ H/[H, H] contém [G, G| em
seu kernel, pois H/[H, H| é abeliano, logo existe uma aplicacdo G/[G,G] —
H/[H, H], denotada como Ab(f), de modo que o seguinte diagrama comuta:

G f

G/[({TGG] 2 gy [gm

H

O diagrama acima também mostra que 7 é uma transformacéo natural de id :

Grp — Grp para Ab : Grp — Grp.

Exemplo 6.6 — Bidual.
Seja K um corpo e Vectk a categoria de espacos vetoriais sobre K. Defina um

funtor ()™ : Vectx — Vectk da seguinte forma:

1. Dado um objeto V, temos que V** é o bidual de V.

2. Dadaumaaplicagdo f : V. — W, f** é aaplicagio construida da seguinte forma:
primeiro, definimos f* : W* — V* por (¢ : W — K) — (po f: V — K).
Entdo, definimos B(f) = f* : V* — W™ por (p:V* = K) —
(po f*: W* = K).

Pode-se verificar que ( )** é um funtor.
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Para qualquer espaco vetorial V, existe uma aplicacdo de avaliacdo
ey V — V¥
V> €

sendo €,(f) := f(v). Quando V é de dimensio finita, €y, é um isomorfismo.

O diagrama

% ! W
| Jov

comuta.

Para demonstrar a comutatividade do diagrama, seja v € V. Entdo ey (f(v)) é
aaplicacioem W* — Kqueleval : W — KparaT(f(v)). Por outro lado, €y (v)
é a aplicacdo em V* — K que leva T : V — K para T'(v). Entdo f** (ey(v)) é a
aplicacdo quelevaT : W — Kpara (ey (v)) (T'o f) = (T o f)(v) = T(f(v)), exa-
tamente o mesmo que ey (f(v)). Logo ew (f(v)) = f* (ey(v)) =T — T(f(v)).
Portanto, ey o f = f** o ey, como desejado.

Entdo, temos uma transformacéo natural

id
Vectg /P Vectg

V
( )**

Exercicios

Ex. 68 — Prove que o inverso de um morfismo invertivel é tnico.

Ex. 69 — Todo conjunto pré-ordenado, ou seja, todo par (X, <) com X um con-
junto ndo vazio e < uma relacdo transitiva e reflexiva em X, da origem a cate-
goria Ord cujos objetos sdo os elementos de X e, para qualquer par de elemen-
tos x e y, os morfismos Hom(x,y) sdo definidos da seguinte forma: possui um

unico elemento (x,y) se x < y e é vazio caso contrario. A composigéo é dada por

(y7 Z) © <m7 y) = (x7 Z)'
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1. Verifique detalhadamente que Ord é uma categoria.

2. Mostre que a categoria oposta é a categoria dada por (X, >).

Ex. 70 — Seja F': ¢ — % um funtor e seja f : A — B um morfismo em €.
1. Prove que se f é um isomorfismo, entdo F'(f) é um isomorfismo.

2. Suponha que F seja plenamente fiel. Prove que F'(f) é um isomorfismo se,

e somente se, f é um isomorfismo.

Ex. 71 — Prove que:

1. GL,,(e) éum functor da categoria CRing de anéis comutativos para a cate-

goria Grp de grupos, levando um anel comutativo A para o grupo GL,,(A).

2. (®)* é um funtor CRing — Grp enviando um anel A para seu grupo de

unidades A*.

3. O determinante é uma transformacio natural det : GL,, — (e)*.



7/ Algebra Homolégica

Grosso modo, podemos dizer que a Algebra Homolégica é o estudo dos funtores
homoldgicos e das estruturas algébricas associadas. Um conceito central é o dos
grupos de homologia e cohomologia de complexos de cadeias e todo o arcabouco
conceitual resultante.

E uma disciplina relativamente jovem, cujas origens remontam as investigacdes
em topologia combinatéria no século 19, através do trabalho de Riemann e Betti
sobre “numeros de homologia” e o posterior desenvolvimento rigoroso desse con-
ceito por Poincaré em 1895.

Esse conjunto de conceitos e técnicas, motivados pela topologia, foram aplicados
para definir e explorar a homologia e cohomologia de varios sistemas algébricos:
Tor e Ext para grupos abelianos, homologia e cohomologia de grupos e algebras de
Lie, a cohomologia de algebras associativas, e feixes e cohomologia de feixes.

O termo foi cunhado por Cartan e Eilenberg em 1956, no livro Homological Alge-
bra que cristalizou e redirecionou o campo completamente tornando a teoria da al-
gebra homolégica independente de seu habitat original na topologia e construindo-
a para uma teoria geral de moédulos sobre anéis comutativos.

Atualmente seu uso é pervasivo em varias areas da matematica como Topologia
Algébrica, Teoria de Grupos, Geometria Algébrica e Teoria de Anéis Comutativos.

Nesse capitulo, introduzimos os conceitos e resultados basicos de Algebra Ho-
moldgica que serdo essenciais ao estudo da homologia e cohomologia de espacos

topologicos.

164
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7.1. R-modulos

Um R-modulo é um “espaco vetorial sobre um anel R”; isto é, na defini¢do de
espaco vetorial, permitimos que os escalares estejam em um anel R ao invés de um
corpo.

Seja R um anel associativo com unidade 1. Um R-moédulo a esquerda consiste

em um grupo abeliano aditivo (M, +) e uma operacgdo (multiplicagdo por escalar)
tRxM—M
(r,m)—r-m=rm
tal que, para todo m,m’ € M e r,r’ € R, valem as seguintes propriedades:
Lor(m+m')=rm-+rm
2. (r+r"Ym=rm+1r'm
3. (rrYm =r(r'm)

4. 1lpm=m

a. Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K-modulo a esquerda.

b. Todo grupo abeliano é um Z-modulo 4 esquerda. De fato, se (G, +) é um grupo

abeliano, defina a multiplicacdo Z x G — G da seguinte maneira:

g+---+g, sez >0
——
zZ vezes
zg=9 (=g9)+-+(=g), sez<0
zZ vezes
0, sez=10

Munido dessa multiplicacdo por escalar, os grupos abelianos sdo exatamente

os Z-modulos.

c. Todo anel R é um R-modulo a esquerda, definindo a multiplicacdo por escalar

R x R — R como sendo a multiplicacdo dos elementos de R.

De forma analoga, define-se R-moédulo a direita como sendo um grupo abeli-
ano aditivo (M, +) munido de uma operacio - : RxM — M, (r,m) — r-m =rm

que satisfaz as propriedades da Defini¢do 7.1 exceto a terceira que é substituida por:
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(rr"ym = r'(rm).

Seovalorde-: R x M — M, em (r,m) for representado por mr, a propriedade

3’ terd a forma mais natural:
3" m(rr') = (mr)r'.

Usaremos consistentemente a tGltima nota¢do quando nos referirmos a R-modulos
a direita. E comum escrevermos p M (resp., Mp) para denotar que M é um R-
modulo a esquerda (resp., a direita).

Note que se R ¢ um anel comutativo, entdo R-moddulos a esquerda sdo R-
modulos a direta e vice-versa.

Um grupo abeliano aditivo M é um bimédulo ou simplesmente um R-médulo
se M ¢é simultaneamente um R-moddulo a direita e um R-modulo a esquerda e as
respectivas multiplica¢des por escalar sdo compativeis, i.e. 7+ (m*s) = (r-m)*s,
paratodor,s € R,m € M.

A seguir, consideramos R-modulos a esquerda. Todos os resultados deste capi-
tulo sdo verdadeiros mutatis mutandis para R-moédulos a direita.

Sejam M e N dois R-médulos a esquerda. Uma aplicacdo f : M — N é um

homomorfismo de R-méddulos a esquerda se
L fm+m') = f(m) + f(m),
2. f(rm) = rf(m),

para todom, m’ € M e paratodor € R. Em outros termos, f : M — N éum ho-
momorfismo de R-moddulos se as operagdes binarias de adicdo e multiplica¢do por
escalar sdo preservadas. Outro nome dado para um homomorfismo de R-moédulos
¢é aplicacdo R-linear.

Um homomorfismo de R-moédulos f : M — N bijetor é chamado de isomor-
fismo de R-moddulos e, nesse caso, os mddulos M e N sdo ditos isomorfos.

Note que os homomorfismos de Z-moddulos sdo os homomorfismos de grupos
abelianos, enquanto os homomorfismos entre espacos vetoriais (K-médulos) sédo
precisamente as transformacdes lineares usuais.

Seja M um R-moédulo e S C M. Dizemos que S é um R-submodulo de M se
S é um R-mddulo com respeito a acdo de R sobre M e a restricdo da operagio +
em M.
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Exercicio 7.1

Mostre que S C M é um R-submodulo se, e somente se, S é um subgrupo de M
er-se€ S,paratodor € Res e S.

a. Seja (G, +) um grupo abeliano (logo, um Z-mdédulo). Os subgrupos de G séo

exatamente os Z-submoddulos de G.
b. Os submoddulos de Z sao da forma nZ, com n € N.

c. Considere R como R-mddulo. Os R-submoddulos de R sdo exatamente os ideais
de R.

d. Dado um homomorfismo de R-médulo f : M — N, o nicleo ker f := {m €
M| f(m) =0x}eaimagemim f :={n € N |3Im € M,n = f(m)} de f

sdo R-submoddulos de M e N, respectivamente.

Dado um R-submoédulo N de M, definimos o médulo quociente de M por N

como sendo o grupo abeliano M /N com a estrutura de R-médulo dada por
r(m+ N)=rm+ N, VreRmeM.

Dado um homomorfismo de R-moédulos f : M — N, o médulo quociente
N/im f é chamado de cokernel de f e é denotado por coker (f).

Os famosos teoremas de isomorfismo de grupos e espacos vetoriais também sio
validos para R-moddulos.

Teoremas do Isomorfismo. Considere um R-modulo a esquerda M.

1. Seja f : M — N um homomorfismo de R-mddulo, entéo

M
ker f

=~ im f.

2. Se My, M5 sdao R-submoddulos de M, entdo
My + My M

My _MlﬂMg'

3. Se N e P sdo R-submoddulosde M e P C N C M, entdo P é um submddulo

de N e
M/P

N/P = M/N.
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Soma, Produto Direto, Soma Direta

Seja M um R-mddulo. Dada uma familia { N; } ;<1 de submodulos de M, a soma
dos submodulos N;, denotada por )
Uier N;, ie.

ser Ni, € o R-modulo gerado pelo conjunto

ZNZ' = {r1v1+-~-+rkvk ’ rj € R, vj € UieINi} = {Uil T F v, ‘ k eN, Vi; € sz
el

Se I é finito, digamos I = {1,2,...,k}, escreve-se Zle N;, ou ainda N7 +
No + -+ Np.

Seja uma familia arbitraria {M,};c; de R-mddulos. O produto direto de

{M;}icr, denotado por [ [, ; M;, é o R-médulo definido da seguinte forma:
B conjunto suporte: produto cartesiano {(v;)ics | v; € M;};

® operagao de grupo: (v;)ier + (w;)ier == (Vi + w;)icr;

® multiplicacdo por escalar: a(v;);er == (av;)ier-

Para cada j € I, projecéo canédnica 7; : [[,.; M; — M; é o homomorfismo de
R-modulos que a cada (v;);er € [[;c; M; associa o elemento v; € M.
Propriedade Universal do Produto Direto. Seja {M;};c; uma familia de R-
modulos. Dados N um R-modulo e uma cole¢io de homomorfismos {¢; : N —
M; }ier, existe um tnico homomorfismo ¢ : N — H M; tal que

i€l
T 0 ¢ = ¢k, paracada k € I,

i.e. o diagrama abaixo é comutativo:

Tk
[Lic; Mi ——— M,
A

¢ Pk

N

Além disso, a soma direta » ., M; é determinada, a menos de isomorfismo, pela

el
propriedade universal acima.
A soma direta de uma familia arbitraria { )M, };c; de R-mddulos, que denota-

mos por P, ; M; é o submodulo de [[,.; M; formado pelos elementos (v;)ier €
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GBz'e ; M; com suporte finito, i.e., v; € 0, o elemento neutro aditivo, exceto para uma
quantidade finita de indices.

Dada a soma direta {M;};c;, podemos associar naturalmente dois homo-
morfismos: a projecio m;: P,.;Ai — Aj, para cada j € I e inclusdo
ij: Aj — @, Aiparaj € I.

Propriedade Universal da Soma Direta. Seja {);},c; uma familia de R-
modulos. Dados N um R-mddulo e uma cole¢do de homomorfismos {¢; : M; —
N}ier, existe um Gnico homomorfismo ¢ : Z M; — N tal que

el

¢oi = ¢, paracada k € I,

i.e. o diagrama abaixo é comutativo:

ier Mi<——— M
i P
4
N

Além disso, o produto direto Hz’e ;1 M; é determinado, a menos de isomorfismo,
pela propriedade universal acima.

No caso em que I = {1,2,...,k} é um conjunto finito, a soma direta e o pro-
duto direto coincidem. Nesse caso, é costume representar ambos por @le M;, ou
ainda, My & - - - ® M.

Sejam M um R-médulo e {M, };c; uma familia de submddulos de M. Entéo,

temos que M = €, _; M, se, e somente se, valem as seguintes condi¢des:

el
a. M=% M
b. Mjﬂ(Mz‘l—i-'”—i-Mik):{O}Sej¢{i1,...,ik}.

Sejam M um R-médulo e { M;};c; uma familia de submodulos de M. Se M =

P, M;, entdo cada v € M escreve-se de maneira tinica da forma

Vi, vy, comig € 1, vy € M,

Alguns tipos R-moddulos
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Dado um R-médulo M, um subconjunto S C M, com S # (), é um conjunto

gerador de M se todo elemento de M pode ser escrito como uma combinagio

linear (soma finita) de elementos de .S com coeficientes do anel R, i.e. dadov € M,

k
U:Zrivi, r; € R,v; € 85.
i=1

Em geral, tal combinag¢ao néo é unica.

Um conjunto B C M, com B # (), é uma base de M se todo elemento de M

pode ser escrito unicamente como uma combinagio linear finita de elementos de

B com coeficientes em R. Equivalentemente, B C M é uma base se:

B é um conjunto gerador para M;

B é linearmente independente, isto é, para eq, €2, €3, . . . , €, elementos distintos
de Bserie; +roes+rses+---+rpe, =0pentdor; =ro =r3 = ... =1, =
Op, onde 71,79, 73,...,7, sdo elementos de R, 05 é o zero de M e Or € o zero
de R.

. Um R-moédulo M ¢ finitamente gerado se admite um conjunto gerador com

finitos elementos.

. Um moédulo é chamado de médulo ciclico se for gerado por um elemento.

. Um R-moddulo é livre se possui uma base.

a. Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-moédulo livre.

b. O grupo abeliano Z,,, visto como um Z-modulo, néo é livre, pois nio existem

conjuntos linearmente independentes em Z,,. De fato, dado a € Z,, existe um

inteiro nao nulo b tal que ba = 0.

. Qualquer anel R associativo com unidade 1 é um R-mddulo livre com base {1}.

Os submodulos coincidem com os ideais de 2. Em particular, um submoédulo
pode nao ser livre, e mesmo sendo livre pode ter uma base de cardinalidade

maior que 1.
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d. O grupo abeliano
Zr=7a - -7
N————
k—vezes

é livre. Uma base é dada por B = {e1,..., e}, onde e; = (0,...,0,1,0,...,0).
e. A soma direta @, ; M; de R-modulos livres é livre.

f. Zy é um Z-mobdulo finitamente gerado por {1}, mas néo é livre, pois 1+ 1 = 0.

Mais geralmente, Z,, ndo é um modulo livre, quando visto como Z-moédulo.

g. O Z-mébdulo Z x Zs x 8Z é finitamente gerado, mas nao é livre.

Dado um R-médulo M, o conjunto
Anl(M):={a € R|am=0,Ym € M}

¢ chamado de anulador do médulo M. De forma analoga, definimos o anulador
de um subconjunto de M. Quando Anl (M) = {0}, dizemos que M é R-médulo
fiel.

Exemplo 7.1.

Um ideal a esquerda I de um anel R é um R-moédulo livre, se, e somente se, I é um

ideal principal e um gerador a de [ é tal que Anl (a) = 0.

<

Seja M um R-modulo. Um elemento m € M ¢é livre se Anl (m) = {0}. Caso
contrario, dizemos que m é um elemento de tor¢cao. Em outras palavras, um
elemento m € M é de torgéo se, e somente se, existe a € R com a # 0 tal que
am = 0.

Seja M um R-médulo. Dizemos que M é livre de torcao se todos os seus ele-
mentos ndo nulos sdo livres. Dizemos que M é um mddulo com torc¢io se contém
algum elemento de tor¢do. Dizemos que M é um moddulo de torcao se todos os

elementos de M séo de torcéo.
a. Espacos vetoriais sio modulos sem torcio.
b. Se M é um modulo livre sobre um anel de integridade, entdo M é sem torcéo.

c. Todo grupo abeliano finito é um Z-moddulo de torgao.
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d. Z @ Zy, é um Z-mbddulo com tor¢do, mas nio é de torcio.

e. R éum R-moédulo sem torcéo se, e somente se, R é um anel de integridade.

Moédulo livre gerado por X. Dado um conjunto arbitrario X, o R-moédulo livre

gerado por X, e denotado por R[X], é definido por

R[X]=EPR,

zeX

i.e. para cada x € X associamos uma copia de R.

Os elementos de R[X] sdo as sequéncias (73)zex, onde r, # 0 para uma quan-
tidade finita de . E costume representar os elementos de R[X] por séries formais
D wex Ta-

Note ainda que o médulo R[X] é de fato um moédulo livre, pois tem uma base

evidente: {e; | x € X} onde cada e, = (1)ycx é definido por

1, sey==x
0, sey#x
Os médulos livres gerados por um conjunto descrevem, a menos de isomorfismo,
todos os modulos livres:

Seja R um anel associativo com unidade. As seguintes afirmacdes sdo equiva-

lentes para qualquer R-médulo M:
1. M élivre.

2. Existe uma familia de submoédulos ciclicos { N}, ; de M, com N; = R, tais que
M = @ie[ Ni.

3. Existe um conjunto X # () tal que M = P, ¢ R.

4. Existe um conjunto X # () e uma funcdo i : X — M com a seguinte pro-
priedade universal: Para todo R-médulo N e qualquer fungdo ¢ : X — N,
existe um tnico homomorfismo de R-médulos ¢ : M — N tal que o seguinte
diagrama é comutativo:

X—>M

N

<

N
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Segue da proposic¢do acima que um homomorfismo de R-médulos f : M — N,
em que M ¢é livre, é completamente determinado pelos valores de f numa base de
M.

Seja R um anel comutativo com unidade. Entao

1. ®$EX R = @er R se, e somente se, as cardinalidades dos conjuntos X e Y

sdo iguais.

2. Se ' é um modulo livre entdo as cardinalidades de duas bases sdo iguais. A

cardinalidade de uma base de F' é denominada de posto de F'.

Importancia do anel na definicio de modulo

Antes de continuarmos, precisamos fazer algumas observacdes de como as pro-
priedades dos moédulos dependem dos anéis sobre os quais estes estdo definidos e
fazer algumas comparacgdes com o caso mais bem comportado, no qual o anel é um
corpo, e os modulos sdo espacos vetoriais.

Se o anel R for um dominio de integridade, sempre que os elementos vy, ..., v,
forem linearmente independentes sobre R, também serdo rvy, ..., rv, para qual-
quer r € R diferente de zero. Isso falha quando R néo é um dominio integral.

Quando R é um dominio de ideais principais, ou seja, quando todos os seus
ideais sdo gerados por um unico elemento, os R-mddulos sao razoavelmente bem
comportados. Por exemplo, em geral, um moédulo pode ter uma base, mas um ou
mais de seus submoédulos ndo. Porém, se R for um dominio de ideais principais
isso ndo acontece.

No entanto, mesmo quando R é um dominio de ideais principais, R-modulos
sdo menos bem comportados do que espacos vetoriais. Por exemplo, existem mo-
dulos sobre um dominio de ideais principais que niao possui nenhum elemento
linearmente independente. Claro, esses mddulos ndo podem ter uma base.

De modo geral, apresentamos uma lista comparativas de algumas das proprie-

dades dos modulos e espacos vetoriais que enfatizam as diferencas entre ambos.

B Existem modulos sem elementos linearmente independentes e, portanto, sem

base.
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# Um submoédulo de um moédulo finitamente gerado ndo precisa ser finitamente

gerado.
# Um submoédulo de um médulo néo precisa ter um complemento.

B Um conjunto gerador minimal ou um conjunto linearmente independente ma-

ximal ndo é necessariamente uma base.

® Um conjunto gerador ndo contém necessariamente uma base. Um conjunto li-

nearmente independente nem sempre pode ser estendido para uma base.

B Existem modulos livres com submoddulos que néo séo livres.

1. Considere Zg como Zg-mo6dulo. Veja que Zg é livre com base {1}, mas o submé-
dulo {0,2,4} de Zg néo é livre, pois todo subconjunto unitério é linearmente

dependente. Em particular, o Zg-modulo {0, 2, 4} nio possui base.

2. Considere Z como Z-mdédulo. Veja que {2,3} gera Z, no entanto {2,3} néo

contém uma base.

3. Considerando ainda o Z-médulo Z, veja que este é livre e o conjunto {2} é line-
armente independente. Entretanto, esse conjunto néo é e ndo pode ser ampliado
a uma base pois todo conjunto com dois ou mais elementos do Z-moédulo Z é

linearmente dependente.

4. Como exemplo de mddulo livre com submoédulo que néao é livre, considere o
anel R = Z[x1, x2,...] de todos os polinémios em variaveis contavéis. O pro-
prio R é um R-mdédulo finitamente gerado, com {1} como conjunto gerador.
Agora, considere o submoédulo K consistindo de todos polinémios com o termo
constante zero. Como todo polinémio contém apenas um numero finito de ter-
mos cujos coeficientes sdo diferentes de zero, o R-modulo K néo é finitamente

gerado.

Teoremas de Estrutura
Um dominio de integridade ¢ um anel comutativo no qual o produto de quais-

quer dois elementos diferentes de zero é diferente de zero. Um dominio de ideais
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principais, ou DIP, ¢ um dominio de integridade no qual todo ideal é principal, ou
seja, pode ser gerado por um unico elemento.
Estrutura de Modulos finitamente gerados sobre um DIP. Sejam R um domi-

nio de ideais principais e M um R-moédulo finitamente gerado. Entao

M=2ROR® - ®ROR/(q1)® - ®R/{q),

T copias
para algum inteiro » > 0 e elementos q1,...,q; € R diferentes de 0,1 tais que
qilqz| - .- |qe (ie. 1 divide g, g2 divide g3, etc.). O inteiro 7 é Gnico e os elementos

@; sdo tnicos a menos de multiplicacdo por uma unidade do anel.

Os elementos q1, ..., qs € R que aparecem na decomposicio de M, no Teorema
7.1, chamam-se fatores invariantes de M e o inteiro r é chamado de posto livre de
M. Alémdisso, R" = RO R®---® R éapartelivrede M e R/(q1)®--- SR/ {q)
é a parte de torgao.

Seja R é um DIP entdo todo R-moédulo M finitamente gerado é livre de torcao
se, e somente se, M é livre.

O Teorema de Estrutura para mdédulos sobre um dominio de ideais principais
(DIP) apresenta uma interessante aplica¢do no estudo dos grupos abelianos, uma
vez que que todo grupo abeliano pode ser considerado um Z-moédulo de forma na-
tural, e Z é um DIP. Mais especificamente, todo grupo abeliano finitamente gerado
é isomorfo a uma soma direita de subgrupos ciclicos e um grupo abeliano livre.
Estrutura de grupos abelianos finitamente gerados. Seja G um grupo abeliano

finitamente gerado. Entdo, G pode ser escrito de forma tinica como

G=2Zo7Ld--- DL @an@...@zw7
N—_—————

r copias

para inteiros 7 > 0 e ny,...,ny € Z tais que n; > 2, para todo j, e n;|nii1,
para 1l <+¢ < ¢ — 1. Os inteiros n, ny, ..., ny sdo unicamente determinados pelas
condig¢des dadas.

O inteiro 7 no Teorema 7.1 é o posto da parte livre de G, e os numeros ny, . .., ng
chamam-se coeficientes de torcao de G.

Através do Teorema de Estrutura de Moédulos finitamente gerados sobre um
DIP podemos recuperar uma série de resultados sobre a estrutura de operadores

lineares. Seja T" um operador linear em um espaco vetorial de dimenséo finita V'
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sobre o corpo K. O espaco vetorial V' pode ser visto como um moédulo gerado
finitamente sobre o anel K[7'] dos polindmios com coeficientes em K avaliados
em 7. Entdo o Teorema de Estrutura de Modulos finitamente gerados sobre um
DIP permite obter, por exemplo, a forma candnica racional e a forma canonica de
Jordan (quando o corpo é algebricamente fechado). Para maiores detalhes consulte
(Roman; Axler; Gehring, 2005).

Produto Tensorial de R-médulos

Uma outra operagido entre modulos que tem papel fundamental é o produto
tensorial. Para definir tal operacéo, precisamos da seguinte defini¢ao.

Sejam A um R-moédulo a direita e B um R-moédulo a esquerda. Seja H um
grupo abeliano com operacdo +. Dizemos que uma aplicacdo f : A x B — H ¢é

R-biaditiva se
" fla+ad,b)= f(a,b) + f(d',b);
®m f(a,b+¥V)= f(a,b) + f(a,V);

® f(ar,b) = f(a,rd).

Dados A um R-moédulos a direita e B um R-modulos a esquerda, queremos
construir um Z-mdédulo, denotado por A ® g B com a propriedade de que, grosso
modo, cada aplicagdo R-biaditiva f : A x B — H estd em uma correspondén-
cia biunivoca natural com um Z-homomorfismo ¢ : A ®z B — H. Desse modo,
transformamos uma aplicacdo mais complicada (biaditiva) numa mais simples (ho-
momorfismo) pagando o preco de complicar o dominio no qual a funcéo esta defi-
nido.

Essa construcédo, que veremos a seguir, fornece uma nova forma de construir
modulos a partir de mddulos pré-existentes.

Sejam A e B R-mddulos a direita e a esquerda, respectivamente. Um produto
tensorial de A e B sobre R, denotado por A ® B, é um Z-mddulo juntamente
com uma aplicagdo R-biaditiva ® : A x B —+ A ®pr B que satisfazem a seguinte
propriedade universal: para todo Z-moédulo H e para toda aplicacdo R-biaditiva

f+ Ax B — H, existe um unico homomorfismo ¢ : A ®p B — H tal que
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po® = f, ou seja, o diagrama abaixo é comutativo:

AxB-2% AopB

©
Sl

H
Dado um elemento (a,b) € A x B, escrevemos ®@p(a,b) por a ®p b, e lemos
como “produto tensorial de a e b”. Quando claro pelo contexto, omitiremos o subs-
crito R no simbolo do tensor.
Pode-se mostrar que o produto tensorial sempre existe e é Gnico, a menos de
isomorfismos de grupos abelianos. Além disso, todo elemento de A ®r B pode ser
escrito, de forma néo Unica, como

Zai@)bi, a; €A, b;€B.

i
Em outras palavras, a imagem de ® i gera A ®p B.

Sejam f : A — A’ e g : B — B’ homomorfismos de R-mddulos. Entéo existe
um tnico homomorfismo § : AQr B — A'®@p B’ talque f(a®b) = f(a)® g(b),
paratodo a € Aeb € B. Nesse caso, denotamos ¢ por f ® g.

Sejam A, B e C' R-mddulos. Entao, existem isomorfismos tais que

a. A® B = B ® A (comutatividade);

o

. (A®B)®C = A® (B ® C) (associatividade);
c. R A=A

d (AeB)®(C=A®C® B® C (o produto tensorial distribui sobre a soma
direta).

7.2. Sequéncias Exatas

Ao longo desse capitulo, R denotard um anel associativo com unidade em que
1#£ 0. Se 1 = 0, entdo R deve ser o anel zero contendo um Unico elemento. Além
disso, frequentemente empregaremos os seguintes abusos de linguagem: abrevia-
remos “R-moddulo a esquerda” para apenas “modulo” e “R-homomorfismo” (resp.,

aplicacdo R-linear) para apenas “homomorfismo” (resp., aplica¢do).
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A nocgio de sequéncia exata é uma linguagem que permite expressar certas re-
lagdes entre homomorfismos por meio de diagramas.

Dada uma sequéncia de R-moédulos a esquerda e homomorfismos de R-moédulos

o a2 M,y frt1 M, f_n> M, ﬁ:1_> -, nEZ, (7.1)

diz-se que a sequéncia é exata em M; se ker f; = im f;11. Uma sequéncia é dita

uma sequéncia exata se for exata em M,,, para todo n € Z.

Uma sequéncia exata de R-modulos do tipo
0545 B% 050 (7.2)

é chamada de sequéncia exata curta. Equivalentemente, a sequéncia curta em

(7.2) é exata se, e somente se,
a. im f = ker g;

b. f é injetora;

c. g é sobrejetora.

Uma sequéncia exata geral, como em (7.1), as vezes é chamada de sequéncia

exata longa, para distinguir do caso especial de uma sequéncia exata curta.
a. Sejam B um R-moédulo e A um R-submoédulo de B, entdo a sequéncia
O—>Ai>B£>B/A—>0,
em que ¢ € a inclusdo e p é a projecdo, é uma sequéncia exata curta.
b. Considere a sequéncia de grupos abelianos

07225 72-27/27 -0

em que 2x denota o homomorfismo que leva cada inteiro a no inteiro 2a € 7Z
e 0 homomorfismo p leva cada inteiro a na sua classe de equivaléncia b mod 2,
i.e, b = a(mod 2). Essa é uma sequéncia exata, pois 2x é injetor, p é sobrejetor

e a imagem de 2X coincide com nucleo de p.
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c. Intersecdo e soma de modulos. Sejam [ e J dois ideais do anel R. Considere
os homomorfismos f : INJ — I & J, definido por z — (z,x),eg: [®J —
I + J, definido por (z,y) — = — y. Entéo

0sInJLres%r+7 -0,

é uma sequéncia exata curta de R-moédulos. De fato, temos que ker f = {z €
INJ: f(z)=(z,2) =(0,0)} ={0},im f ={(z,x) e I® JxeINJ} =
kergeimg={z—yel+J:zecl,ycJ}=1+J.

Dada uma sequéncia exata curta 0 — A Lo 0, temos que:
® f éinjetor, assim A = A/ker f = im f;
B g é sobrejetor, dai C' = im g = B/ker g;

m(C=

im f
. . /
Em outras palavras, a menos de isomorfismo, a sequéncia exata curta 0 — A —

B4 C—0¢éa sequéncia

i B
0— f(A) 5B —— -0,
f(4)
em que ¢ e p sdo as respectivas aplica¢des de incluséo e projecao.

Se diz que uma sequéncia exata curta
f g
0=+A=B=>C—=0

cinde (ou ainda que é uma sequéncia exata cindida) se existe um homomorfismo
de R-moédulos u : C' — B tal que g o u é o homomorfismo identidade em C, i.e.
gou =idc.

Seja0 - A — B — C — 0 uma sequéncia exata curta de R-moédulos. Se C é

livre, entdo a sequéncia cinde.
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Demonstragao. Seja B = {e)} ., uma base para C. Defina um homomorfismo de
R-modulos u : C — B por u (e)) = by, onde by € B é um elemento qualquer tal
que g (b)) = €. (Tal elemento existe, pois g é sobrejetor.) Entéo, g o u (ey) = ey,

ou seja, g o u = id¢, portanto, a sequéncia exata é cindida. ]

Lema 7.1 — Cisao

Dada uma sequéncia exata curta
0545 B%SC 0
as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
a. Existe um homomorfismo de R-médulost : B — Atalqueto f =idga.
b. Existe um homomorfismo de R-médulos u : C' — B tal que gou = id¢.

c. Existe um isomorfismo h : B — A & C tal que o diagrama abaixo é

comutativo

0 A B4 .¢C 0

b b

O*>A$-A€BCPL>CHO

Demonstragao. Denote por ic a inclusdo de C'em A @ C' e por p4 é a projecdo de

A®Cem A
BBastadeﬁmrt— paoh. Assim,to f = (paoh)of=pso(hof)=

AO’LA—ldA
@Bastadeﬁmru—h oic. Assimgou = go (h~ OZC) (goh~ )

ic = pc oic = idg.
B = Primeiramente vamos provar que

B =kert ®im f.

Vejamos que B C kert+im f. Dado b € B, podemos escrever b = (b— f(t(b))) +
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f(t(b)), com f(t(b)) € im f e b— f(t(b)) € kert, pois
t(b— f(£(b))) = t(b) — t(f(£(b))) = t(b) — ida(t(b)) = t(b) — t(b) = O.

Logo B = kert + im f, dado que kert + im f C B, por definicdo de t e f. Agora,
basta provar que ker¢t Nim f = {0}. Dado d € kert Nim f, temos que t(d) = 0
ed = f(a), paraalguma € A. Mas t(f(a)) = t(d) = 0et(f(a)) =ida(a) = a.
Logo a = 0 e d = 0. Portanto, B = kert @ im f.

Para concluir a prova, basta mostramos que kert = C'eim f = A. Claramente,

im f é isomorfo a A, pois pela exatiddao de 0 — A i> B, f é injetora (ker f = 0),
e dai temos A = A/ker f = im f, pelo Teorema do Isomorfismo. Provemos que
kert =2 C. Como, B = kert @ im f, dado b € B, b = f(a) + k, para algum
a € Aek € kert. Sendo g é sobrejetor, para todo ¢ € C, existe b = f(a) + k
tal que g(f(a) + k) = ¢, dai ¢ = g(f(a)) + g(k) = g(k), pois kerg = im f.
Assim, para todo ¢ € C, existe k € kert, tal que g(k) = c. Logo, g(kert) = C.
Se g(k) = 0 entdo k € im f (por exatiddo), e assim k € kert Nim f = k£ = 0.
Logo, a restricdo g|kert : kert — C é um isomorfismo. Finalmente, concluimos
que B=kert®imf=ApC.
@ = O argumento é similar a implicacdo anterior. Vamos provar primeira-
mente que B = ker g & im u. Claramente, ker g + imu C B, vejamos que B C
ker g+im u. Com efeito, dado b € B, podemos escrever b = (b—u(g(b)))+u(g(b)),
comu(g(b)) € imueb—u(g(b)) € ker g, pois

g(b—u(g(b))) = g(b) — gug(b) = g(b) —idc(g(b)) = g(b) — g(b) = 0.

Logo, B = kerg + imu. Agora, basta provar que kerg Nimwu = {0}. Dado
d € kerg Nimu, temos que g(d) = 0 e d = u(c), para algum ¢ € C. Mas
g(u(c)) = g(d) = 0e g(u(c)) = ide(c) = c. Segue que ¢ = 0 e d = 0. Portanto,
B = kerg @ imu. Por exatiddo da sequéncia, temos im f = kerg e como f é
injetor, im f = A. Logo, A = kerg. Como id¢ = g o u é uma bijegao, u é

necessariamente injetor, logo imu = C. Portanto, B = kerg@®imu = A& C. =

O Lema 7.1 fornece uma caracterizagdo para as sequéncias exatas curtas que
cindem como sendo as que cumprem qualquer uma das trés, e portanto as trés,

condi¢des dadas no lema.
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E comum indicar uma sequéncia exata cindida e as aplica¢des ¢ e u por meio do

diagrama

Dizemos que u (resp., t) é um homomorfismo de cisao para g (resp., f).

Exemplo 7.2 — Sequéncia exata que nao cinde.

Fixadom € N, comm > 1, considere a sequéncia de grupos abelianos (Z-médulos)
0 — mZ - 7 =5 Z/mZ — 0,

em que 7 € a inclusdo e 7 é a projecdo tal que m(n) = n mod m. Claramente 7
é injetora e 7 é sobrejetora. Além disso, im¢ = kern. Logo, a sequéncia é de
fato exata. No entanto, qualquer homomorfismo sobrejetor p : Z — mZ deveria

mandar 1 em m, e portanto p o ¢ # id,,z.

7.3. Funtores Hom(e, A), Hom(A,e)e AQ o

Seja R um anel associativo com unidade. Denote por gplMod a categoria de
R-moédulos a esquerda, cujos objetos sao R-moddulos a esquerda, os morfismos
sdo os homomorfismo de R-moédulos e a composi¢io é dada pela composigao de
homomorfismos.

Nessa se¢do, vamos definir funtores Hom(e, A), Hom(A, ) e A® e da categoria
de R-modulos a esquerda gplMod para a categoria de grupos abelianos Ab.

Dado um anel associativo com unidade R e um R-mddulo a esquerda A, o
funtor
F =Hompg(A,e) : gRMod — Ab

da categoria de R-moédulos a esquerda para a categoria de grupos abelianos é de-

finido da seguinte forma:

1. a cada R-moédulo a esquerda B € ob(rMod), F' associa o grupo abeliano
FB = Hompg(A, B) de todos os homomorfismos de R-modulos de A para B;
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2. a cada homomorfismo de R-médulo h : B — C, I associa um homomor-
fismo F'h : Homp(A, B) — Homp(A,C) dado por g + ho g, ie. Fh €
Moray(F(B), F(C)).

Dado um anel associativo com unidade R e um R-mddulo a esquerda A, o

funtor contravariante
F =Hompg(e, A) : gRMod — Ab

da categoria de R-modulos a esquerda para a categoria de grupos abelianos é de-

finido da seguinte forma:

1. a cada R-modulo a esquerda B € ob(gMod), F associa o grupo abeliano
FB = Hompg(B, A) de todos os homomorfismos de R-modulos de B para A;

2. a cada homomorfismo de R-mddulo h : B — C, F' associa um homomor-
fismo F'h : Hompg(C,A) — Hompg(B, A) dado por g — g o h,ie. Fh €
Moray(F(C), F(B)).

Sejam R um anel associativo com unidade e A um R-méddulo. Sejag: B — C

é um homomorfismo de R-modulos, valem

a. se g é um isomorfismo, entdo também Homp(g, A) (resp., Homp(A4, g)) é um

isomorfismo;

b. se g é nulo, entdo também Homp(g, A) (resp., Homp(A, g)) é nulo;

Demonstragao. A prova é imediata e é deixada como exercicio para o leitor. ]

Note que Hom(e, A), Hom(A, e) sdo funtores aditivos.

Sejam € e Z categorias pré-aditivas. Um funtor aditivo F' : € — & é dito um

a. funtor exato se, para qualquer sequéncia exata curta 0 — A ENY; N C—=0
. F F .
em ¢, a sequéncia 0 — F'A LRIy s JEE N T BN 0 é exata em Z;

b. funtor exato a esquerda se, para qualquer sequéncia exata curta 0 — A EN
. F F .
B4 C = 0em ¥, asequéncia 0 — FA I pp 9, FC é exataem Z;

c. funtor exato a direita se, para qualquer sequéncia exata curta 0 — A EN

BiC%Oem%,asequénciaFAiFBﬂ)FC’%Oéexataem@.
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Claramente, um funtor exato a esquerda que preserva epimorfismo é exato; e
um funtor exato a direita que preserva monomorfismo é exato.

Sejam ¢ e & categorias pré-aditivas. Um funtor contravariante aditivo F' :

€ — 9 é dito

a. exato se, para qualquer sequéncia exata curta 0 — A 2 C = 0em%,

asequénciaO—>FC—>FB FA—>0eexataem.@

b. exato a esquerda se, para qualquer sequéncia exatacurta0 — A L B %
C—0em%, asequen01a0—>FC 9, pp 1, FAeexataem.@

c. exato a direita se, para qualquer sequéncia exata curta) — A ENy: A C—

0em €, asequen01aFC'—>FB 1L PA 5 0¢exataem 2.

Em outros termos, um funtor contravariante F' : € — & é exato a esquerda
(resp. exato a direito, resp. exato) se o funtor covariante correspondente F' :
6P — P é exato a esquerda (resp. exato a direito, resp. exato).

Sejam R um anel associativo com unidade e A/ um R-modulo a esquerda. Entéo,

os funtores F' = Homp(M,e) e G = Homp(e, M) sdo exatos a esquerda.

Demonstragao. Vamos mostrar que Homp (M, @) é um funtor exato a esquerda.

Para isso, dada uma sequéncia exata curta
0sALBL% 00 (7.3)
em g Mod, precisamos mostrar que a sequéncia
0 — Homp(M, A) % Homp(M, B) 2% Homp(M,C) =0 (7.4)
é exata em Homp(M, A) e Homp (M, B). Faremos isso em trés etapas:

(a) F'f éinjetor: Suponha que (F'f)(«) = fao = 0. Como f é injetor (pela exatidao
de (7.3)), entdo o = 0, segue que F'f é injetor.

(b) im F'f C ker F'g:Se f € im F'f, entdo § = fa, para algum o € Homp(M, A).
Pela exatiddo de (7.3), im f C ker g, assim (Fg)(5) = g8 = gfa = 0a = 0.
Portanto S € ker Fg.

(c) ker Fg Cim Ff: Se f € Homp(M, B) e § € ker Fg, entdao g8 = 0. Como
B(y) € ker g = im f, paracaday € M, B(y) = f(x) paraalgum = € A. Defina
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um homomorfismo o : M — A por a(y) = = € A. Note que z é unico, dado
que f é injetor, logo @ € Homp(M, A). Portanto, 5 = fa € im F'f.

Segue que o funtor Homp (M, @) é exato a esquerda.
Deixamos a cargo do leitor a prova de que o funtor contravariante G =

Homp/(e, M) é exato a esquerda. |

Sejam R um anel associativo com unidade e M/ um R-modulo a esquerda. Se

M é livre, entdo F' = Homp(M,e) e G = Homp(e, M) sdo funtores exatos.

Demonstragao. Pela Proposicao 7.3, FF = Homp(M, e) é exato a esquerda. Logo,
precisamos mostrar que a sequéncia em (7.4) é exata em Homp(M,C). Basta
mostrar que F' preserva epimorfismos. Fixado g : B — C um epimorfismo,
vamos prova que Fg : Hompg(M,B) — Hompg(M,C) é sobrejetor. Dado
v € Homp(M, C), vamos definir um homomorfismo § € Homp(M, B) tal que
Fg(B) = g o = . Para isso, fixe B uma base de M, para cada b € B, tome
B(b) € g~(v(b)). Pela Observagio 7.1 e pela sobrejetividade de g, 3 estd bem
definido.

Deixamos a cargo do leitor a prova de que Homp(e, M) é exato quando M é

livre. "

Sejam R um anel associativo com unidade, M um R-moddulo a esquerda e os
funtores F' = Homp(M,e) e G = Homp(e, M). Suponha que

O—>Ai>Bi>C—>O

é uma sequéncia exata curta cindida de R-médulos. Entdo, temos as sequéncias

exatas cindidas
0 — Homp (M, A) EEN Homp(M, B) 9, Homp (M,C) — 0;
0 — Homp (C, M) 2% Homp(B, M) <5 Homp (4, M) — 0.

A prova sera deixada como exercicio para o leitor. (Veja Exercicio 77.)
O produto tensorial entre 2-médulos da origem a um funtor da categoria de
R-moédulos para a categoria de grupos abelianos.

Dado um anel associativo com unidade R e um R-mddulo a direita A, o funtor

F=A®gre:grMod — Ab
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da categoria de R-moédulos a esquerda para a categoria de grupos abelianos é de-

finido da seguinte forma:

1. a cada R-mddulos a esquerda B € ob(gMod), F associa o grupo abeliano
FA=A KRR B;

2. a cada homomorfismo de R-mddulo h : B — C, F associa o homomorfismo
Fh:A®r B — A®p Cdadopor F(h) =ids ® h.

Analogamente, podemos definir o funtor G = e ®p A : Modr — Ab da
categoria de R-moddulos a direita para a categoria de grupos abelianos.

Sejam R um anel associativo com unidade, M um R-modulo a direita e N um

R-modulo a esquerda. Entéo, os funtores F' = M ®p e e G = e ®p N sio exatos

a direta.

Demonstragao. Vamos provar que M ®p e é exato a direita. Dada uma sequéncia

exata0 > A S B A oo 0, precisamos mostrar que
MeAYS MaB ™ MeC -0

é exato.

(a) im id ®a C ker id ®f: De fato, (id ®5)(id ®«) = id ® fa = id ®0 = 0.

(b) ker id®3 C im id ®a: Se E = im (id ®a), entio id ®3 induz a aplicacio f3 :
(M®B)/E — M ® C dadaporm ® b+ E +— m ® (b (pois E C ker id ®,
por (a)). E facil ver que id®3 = Bm,ondem : M ® B — (M ® B)/E ¢ a

projecio natural. Suponha que mostramos que 3 é um isomorfismo. Entio

ker id ®f3 = ker Bm = ker7m = FE = im id ®«

e a prova termina. Podemos construir a aplicagio M @ C' — (M ® B)/E inversa
de 8. A aplicagio f : M x C — (M ® B)/E dada por

f(m,e)=m®b+ E, onde pb=c

estd bem definida: tal elemento b existe pois 3 é sobrejetor; se S0 = ¢ = Sb,

entdo (V' — b) = 0 e existe um elemento a € A com aa = b’ — b; segue que

meb —m@b=m® (V' —b) = ([d®a)(m®a) € im id®a = E.
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Como f é biaditivo, a propriedade universal do produto tensorial fornece um
mapa f: M ® C — (M ® B)/E com f(m ® ¢) = m ® b+ E. Claramente, f

e 3 sdo funcodes inversas.

(c) id ®0 é sobrejetor: Seja Y m; ® ¢; € M ® C. Como 3 é sobrejetor, entdo
existem b; € B com [3b; = ¢;, paratodoi. Daiid @5 (Y m; ® b;) = > m; ®c¢;.

De forma analoga, prova-se que o funtor e @z IV é exato a direita. ]

O funtor A ®p e pode nio ser exato a esquerda. Por exemplo, considere a se-
quéncia
2x D
0 —>7Z -~ Z—7Zs—0
em que 2x denota o homomorfismo que leva cada inteiro a no inteiro 2a € Z e
p € o homomorfismo leva cada inteiro @ na sua classe de equivaléncia mod 2.
Aplicando o funtor Zy ®7 —, temos a sequéncia

idz, ®2 idz., ®
0—>Z2®ZZ Z2—>XZ2®ZZ ZPZQ®ZZ2—>O.

Essa sequéncia nao € exata a esquerda, pois idz, ®2x nao ¢é injetor, de fato, cada
elementoa ® b € Zy ®y Z éenviadoaa ®2b=2a@b=00 b = 0.

Seja M um R-modulo a direita e
0—A4-%B2 00
uma sequéncia exata curta cindida de R-modulos. Entdo, a sequéncia induzida
0—>MeAYS MeB ™ Mec —0
¢ uma sequéncia exata curta cindida de R-modulos.

Demonstragdo. Em virtude da Proposicdo 7.3 e usando o fato de que a sequéncia
dada cinde, basta mostrar que id ®« é injetora. Para isso, seja h um homomorfismo
de cisdo para « e defina a aplicacdo ¢ : M x B — M ® A por i)(m,a) = m®h(a).
E facil ver que ¢ é uma aplicacdo R-biaditiva, logo existe um homomorfismo ¢ :
M®B — M ® Atal que p(m ®a) = m® h(a), paratodom € M etodoa € A.
Agora, dado qualquer m € M e qualquer o’ € A, temos

(poid®a)(m®@d)=¢(m@a(d))=meh|a(d)] =med.

Assim, como M ® A é gerado pelos elementos da forma m ® a’, deduzimos que

¢ oid ®« é a aplicacio identidade em M ® A, e id @« é injetora. ]
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7.4. Complexos de Cadeias e sua Homologia

Um complexo de cadeias (A, d) é uma sequéncia de R-modulos e homomor-

fismos

d d dn dp—
A An—i—l L An — An—l L1> ) (7-5)

tais que d,, o d,,+1 = 0, para todo n € Z (ou equivalentemente, im d,,+; C kerd,,,
para todo n € Z).

A propriedade d,, o d,+1 = 0, para todo n € Z, também pode ser reescrita,
suprimindo os subindices, da seguinte maneira: d o d = d* = 0.

Por outro lado, as vezes queremos explicitar as sequéncias de moédulos e

homomorfimos que compdem o complexo de cadeias, dai usaremos a notacdo

(Ana dn)nGZ-

a. Exemplos classicos de complexos de cadeias sdo o complexo de cadeias singula-
res de um espaco topologico e o complexo de de Rham de uma variedade suave,

abordados nos proximos capitulos.

b. Toda sequéncia exata de R-moédulos é um complexo de cadeias, ja que

imd,41 = ker d,.

c. Dados complexos de cadeias (A, d) e (B, d’), a sequéncia de R-modulos e ho-
momorfismos (A & B,d & d'), cujos termos sdo dados por {A,, & By }nez €

{dy, ® d},} ez, forma um complexo de cadeias.

d. Seja (A, d,) um complexo de cadeias e seja M um R-moddulo. Aplicando o
funtor Homp (M, ), obtemos um complexo de cadeias (Hompg (M, A,,), Homp (M, d,,))

de grupos abelianos.

Em outros termos, um complexo de cadeias (A, d) é um R-mddulo Z-graduado
A=PAa,
ne”L

munido de um homomorfismo de R-modulos d : A — A que satisfaz d(A,) C
An—1 edod = 0. Denotando a restrigdo de d a A,, por d,,, obtemos a sequéncia
em (7.5).

Seja (A, d) um complexo de cadeias de R-modulos.
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1. O homomorfismo d é chamado de operador bordo ou diferencial do com-
plexo. O homomorfismo d,, é chamado de n-ésimo operador bordo ou dife-

rencial de dimensao n.
2. Os elementos de A,, sio chamados de n-cadeias.

3. O kernel Z,,(A) do operador bordo d,, : A, — A,_1,1ie, Z,(A) = kerd,, é
dito modulo dos n-ciclos. Um elemento de Z,,(A) é chamado de n-ciclo ou

ciclo n-dimensional.

4. A imagem B, (A) do operador bordo dy+1 : Apt1 — An, ie, Bp(A) =
imd,,11, é dito moédulo dos n-bordos. Um elemento de B,,(A) é chamado

de n-bordo ou bordo n-dimensional.

Dado um complexo de cadeias (4, d), como a diferencial d satisfaz d> = 0,

temos que todo n-bordo é um n-ciclo, dai,
0 C Ba(A) C Zu(A) C Ay,

para todo n € Z. Logo, o médulo quociente Z,,(A)/B;,(A) estd bem definido. Esse
fato possibilita a defini¢do dos mdodulos de homologia associados a um complexo
de cadeias.
Seja (A, d) um complexo de cadeias de R-moddulos. O médulo de homologia
H,,(A) de dimensdo n do complexo (A, d), com coeficientes em R, é definido por
kerd,  Z,(A)
imd,. 1 Bn(A)’

H,(A) =
para cada n € Z. A soma direta

H, =P Ha(A)
nez

é chamada de homologia de (A4, d).

Os elementos de H,,(A) sdo as classes de homologia
(2] =2+ Bn(A) ={z+dpt1(x) |z € Apy1}

dos ciclos z € Z,(A). Se z e 2’ sdo n-ciclos, temos que [z] = [Z/] se, e somente
se, 2/ — z = dp11(x), para algum = € A,,1;. Nesse caso, dizemos que z e 2’ sdo

ciclos homologos.
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a. A sequéncia
0
- 0=2Z—=>Z—-0—0---
forma um complexo de cadeias com exatamente dois médulos de homologia

nao nulos, ambos isomorfos a Z.

Mais geralmente, se todas as diferenciais d,, em um complexo de cadeias (A, d)
sdo nulas, entdo H,(A) = A,, para todo n € Z.
b. O complexo de cadeias
052572 5050
é exato. Todos os médulos de homologia sdo triviais.
c. Considere o complexo de cadeias
-~-O—>A1:Z2—X>A0:Z—>O—>O--~,

em que 2x denota a multiplicacdo por 2. Os mddulos de homologia de (A, d)
sdo Hy(A) =7Z/27Z e H,(A) = 0, paran # 0.

d. Considere o complexo de cadeias

Os moddulos de homologia de (A,d) sio Hi(A) = 2Z e H,(A) = 0, para
n # 1.

e. Dada uma sequéncia exata (A, d) de R-modulos, em particular (A, d) é um
complexo de cadeias, os grupos de homologia de (A, d) séo triviais, pois pela

exatiddo da sequéncia ker d,, = im d,, 1, para todon € Z.

Como os grupos de homologia de uma sequéncia exata sdo triviais, podemos
grosseiramente ver os grupos de homologia de um complexo de cadeias (A, d)
como uma "medida" do quanto um complexo de cadeias néo é exato.

Um complexo de cadeias (A, d) é chamado de aciclico se os modulos de homo-
logia sdo triviais, i.e. H,(A) = 0, para todo n € Z.

Assim, temos que (A, d) é um complexo de cadeias é aciclico se, e somente se,
é uma sequéncia exata.

Um complexo de cadeias (A, d) é chamado de
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B limitado superiormente se existe kg € Z tal que Ay = 0 para todo k& > ko;
B limitado inferiormente se existe ky € Z tal que Ay = 0 para todo k < ko;

® limitado se é simultaneamente limitado superiormente e limitado inferior-

mente.

Frequentemente, consideramos também complexos de cadeias graduados em N
(ou graduados nao negativamente) que podem ser identificados com os complexos

Z-graduados para os quais A,, = 0 quando n < 0.

Subcomplexos e Complexo Quociente Dado um complexo de cadeias (A4, d),
dizemos que (A’, d') é um subcomplexo de cadeias de (A, d) se, paratodon € Z,
Aj, é um submédulo de A, e dy, = dyp|a; .

Dado um subcomplexo (A’,d’) de um complexo de cadeias (A, d), podemos

definir o complexo quociente (A/A’, d) como sendo

o A JAL D AL AL S A AL

em que d,, é dado por
dp(an + AL) = dy(an) + Al,_,.

E facil ver que a definicio de d,, ndo depende da escolha de a,, e d,, o 8n+1 =0.
Logo, a sequéncia (A/A’, d) é um complexo de cadeias, chamado de quociente de
(A,d) por (A", d).

Dado um subcomplexo de cadeias (A’, d’) de um complexo (A, d), o complexo

quociente de (A,d) por (A',d’) é definido como sendo o complexo de cadeias
(A/A' d).

7.5. Aplicacoes de Cadeias

Dados (A, d) e (B, d") complexos de cadeias, uma aplicacio de cadeias [ :

A — B é uma sequéncia de homomorfismos f, : A,, — B, comn € Z, de forma
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que o seguinte diagrama é comutativo:

dnJr 1 dn

An+1 An An—l
‘/fn-}—l fn ‘/fn—l
d, d,
. Bn+1 = By B, 1

ou seja, fr—1 0d, =d, o f,, paratodon € Z.

Em outras palavras, uma aplicagéo de cadeias é um morfismo graduado f : A —
B de grau zero tal que fod =do f.
Exemplo 7.3.
Considere um complexo de cadeias (A, d) e um subcomplexo (A’, d’). A aplicacio
de inclusdio i : A" < A e a aplica¢do de projecdo p : A — A/A’ sdo exemplos de
aplicacoes de cadeias.

N

Sejam (A, d) e (B, d') complexos de cadeias. Se f : A — B é uma aplicacio de
cadeias, entdo f induz um homomorfismo graduado f, = { f. }nez de grau zero
entre os modulos de homologia de (A, d) e (B, d’):

Fon : Ho(A) — H,(B)

definido por f, ,([z]4a) = [fu(z)]p e chamado de homomorfismo induzido
por f. Portanto, temos um homomorfismo entre as homologias f. : H.(A4) —
H.(B).

Demonstragao. Dado x € Z,,(A), temos que

dpy(fn(2)) = fr-1(dn(2)) = fn-1(0) =0,

logo fn(x) € Zy,(B). Portanto, f,, : A, — B, transforma n-ciclo de (A, d) em
n-ciclo de (B, d’). Por outro lado, se z € B,(A), digamos * = d,,41(y) com
y € Apyq, entdo

fn(z) = fuldnia(y) = d;z+1(fn+1(y))>

logo, fn(z) € By(B). Portanto, f,, : A, — B,, transforma n-bordo de (4, d) em
n-bordo de (B, d'). Provamos que f,,(Z,(A)) C Z,,(B) e fo(Bn(A4)) C B, (B).
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Para concluir que f, estd bem definido, vamos mostrar que nio depende da
escolha do representante da classe de homologia. Dados [z1], [z2] € H,(A), se

[z1] = [x2], entdo x9 = x1 + dp+1(y), para algum y € A, ;. Dai,
fa(z2) = ful@1 + dn1(y) = fa(21) + dpgy (far1(y) s

de modo que [fy(x2)] = [fn(z1)].
Mostramos que fi,([z]a) = [fn(x)]B esta bem definido. Segue direto da defi-

nicdo de f, , que este é de fato um homomorfismo. ]

Frequentemente, escrevemos apenas f, : H,(A) — H,(B).
Sejam (A, d4), (B,dc) e (C,d.) complexos de cadeias de R-mddulos.

a. Sef: A— Beg: B — ( sdo aplicagdes de cadeias, entdo (go f). = g« o fs.

b. Seid : A — A é aidentidade, entdo id, é a identidade.

c. Se uma aplicacgao de cadeias f : A — B admite inversa g : B — A, entéo f, é
invertivel e (f,)~! = gs.

Demonstragao. As propriedades funtoriais de f. seguem imediatamente da defini-

cao.

a. Dado x € Z,,(A), temos
(gof)xmlz]a = [(gnofn)zlc = [(gn(fa(2))]lc = gun ([fn(@)]B) = grnofenlz]a-

b. Dado z € Z,(A), temos id p, ([z]4) = [idp(2)]a = [z] 4.
c. Segue diretamente dos itens anteriores. Deixamos a cargo do leitor.
]

Retomando o Exemplo 7.3, vale ressaltar que embora a incluséo ¢ seja injetora
e a projecdo p seja sobrejetora, tais propriedades nido sdo necessariamente her-
dadas pelos homomorfismos induzidos i, : H.(A") — H.(A) e p. : H.(A) —
H,(A/A"), respectivamente.

Sejam (A, d) e (B,d’) complexos de cadeias. Dada uma aplicagéo de cadeias

f:+A— B, dizemos que
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a. f é um isomorfimo entre (A,d) e (B, d’) se f, é um isomorfismo para todo

n € Z, e dizemos que (4, d) e (B,d') sdo isomorfos;

b. f é um quase-isomorfimo se os homomorfismos induzido f, , sdo todos iso-

morfismos, e dizemos que (A, d) é quase-isomorfo a (B, d’) .

Claramente, toda aplicacio de cadeias que é um isomorfismo de complexos de
cadeias é também um quase-isomorfismo.
O proximo exemplo mostra que “quase-isomorfismo” ndo é uma relacdo simé-

trica.

Exemplo 7.4.

Considere os complexos de cadeias (A4, d) e (B,d’) e a aplicacio de cadeias [ :

A — B dados pelo diagrama abaixo:

O=——"7-0O
-
o
-
3

0 7o 0---

em que ™ : Z — Z é a projecdo natural. Ambos os complexos de cadeias
tém moédulo de homologia nio trivial apenas na dimensdo 0, Ho(A) = Zy =
Hy(B). Além disso, f induz um isomorfismo em homologia, logo f é um quase-
isomorfismo. Assim, (A, d) é quase-isomorfo a (B, d'). No entanto, nio existe um
quase-isomorfismo de (B, d’) para (A, d), pois o Gnico homomorfismo de grupos

de Zy para Z é o trivial, o qual ndo induz um isomorfismo em homologia.

Funtorialidade A Homologia H,, é um funtor!

Dado um anel associativo com unidade R, a colecdo de complexos de cadeias
de R-moédulos e aplicagdes de cadeias entre eles forma uma categoria, a categoria
de complexos de R-modulos, denotada por g Comp, que tem como objetos os
complexos de cadeias e como morfismos as aplicacdes de cadeias.

Para cada n € Z, a homologia H,, pode ser vista como um funtor covariante da

categoria de complexos de cadeias na categoria de R-moddulos a esquerda,

H, : rRComp — rMod,
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definido da seguinte forma:
kerd,
imd,i1°
W para cada aplicacdo de cadeias f : A — B, temos H,(f) : H,(A) — Hy,(B)
dado por

B para cada (4, d) € ob(gComp), temos H,,(A) =

2+ Bp(A) — fu(z) + Bn(B) (7.6)
ou seja, H,,(f) é o n-ésimo homomorfismo induzido por f, fs p.

Pela Proposicéo 7.5, temos que H, (g o f) = H,(g) o Hn(f) e H,(id) é a iden-
tidade. Segue que H,, é de fato um funtor.

Para cadan € Z, H,, : RComp — grMod é um funtor aditivo.

Embora o funtor H,, nio seja exato a esquerda nem exato a direita, na Se¢éo 7.7
mostraremos que a partir de uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias

podemos obter uma sequéncia longa exata em homologia.

7.6. Homotopia de Cadeias

Uma homotopia de cadeias fornece uma maneira de relacionar duas aplicagoes
de cadeias que induzem o mesmo mapa em homologia, mesmo que as aplicacoes
possam ser diferentes. Ao longo deste livro, veremos diversas situacdes em que o
conceito de homotopia de cadeias é util.

Sejam (A,d4) e (B,dp) complexos de cadeias e f,g : A — B aplicacdes de
cadeias. Uma homotopia de cadeias entre f e g é uma sequéncia de homomor-

fismos de R-mddulos h = {hy, }nez com hy, : A, — B4 tal que
(dB)nJrl ohy+hp_10 (dA)n = fn — Gn, Vn € Z.

Nesse caso, dizemos que f e g sio homotopicas e denotamos por f ~ g. Esque-

maticamente, temos o diagrama (nfo comutativo)
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Suprimindo os subindices, h é uma homotopia de cadeias entre f e g, se
dpoh+hody=f—g.

O proximo resultado mostra o valor da defini¢do anterior. Sejam f,g: A — B
aplicacdes de cadeias entre os complexos de cadeias (A,d4) e (B,dg). Se feg

sdo homotopicas, entdo os homomorfismos induzidos em homologia coincidem,

ie. fi = gx.

Demonstragdo. Dada uma classe de homologia [a] € H,,(A), com ¢ um n-ciclo em

Zn(A), ie. (da)n(a) = 0, temos

(fem = gen) (la]) = [fn(a) — gn(a)] = [(dB)n+1© hn(a) + hn-1 0 (da)n(a)]
= [(dB)nJrl o hn(a)] = 0,

pois (dB)n+1 © hy(a) é um bordo em By, (B). [

O leitor pode verificar que a homotopia entre aplicacdes de cadeias é uma relagio
de equivaléncia.

Sejam (A, dy4) e (B,dp) complexos de cadeias. Uma aplicagdo de cadeias f :
A — B é dita uma equivaléncia homotdpica se existe uma aplicagio de cadeias

g: B — Atal que
fog~idp e go f~idya.

Nesse caso, g ¢ chamada de inversa homotopica e dizemos que os complexos
(A,da) e (B,dp) sio homotopicamente equivalentes, ou ainda, possuem o
mesmo tipo de homotopia.

Sejam (A, dy4) e (B, dp) complexos de cadeias. Se f : A — B é uma equiva-
léncia homotopica, entdo f.,, : Hy(A) — Hy,(B) é um isomorfismo, para todo
n € 7.
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Demonstragao. Seja g : B — A uma inversa homotdpica para f. Pela Proposicdo
7.5,

f*,n O Gxn = (f o g)*,n =id.
Analogamente,

Gxn © f*,n = (g o f)*ﬂ =id.

Portanto, g, , = (f*,n)fl e fvn é um isomorfismo. ]

Se A e B sdo complexos homotopicamente equivalentes, entdo H,.(A) =
H,.(B).

7.7. Sequéncia Exata Longa em Homologia

Nessa secio, abordamos alguns dos teoremas fundamentais da Algebra Homo-
logica.

A caracteristica que torna os complexos de cadeias tdo especiais do ponto de
vista computacional é a existéncia de sequéncias exatas longas em homologia.

Sejam A, B e C complexos de cadeiase f : A — Beg: B — C aplicagdes de
cadeias. Uma sequéncia de complexos de cadeias 0 — A 5B % ¢ 0¢édita

exata se os complexos respeitam o seguinte diagrama comutativo:

00— Ay Jnt1 By In+1 Crig ——>0
Ont1 i1 941

0 Ap—I o, — " ¢, 0
I ol oy

0— = A, , In—1 B, Gn—1 CA—)
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onde cada linha 0 — A, In, B, ¥ €, — 0 ¢é uma sequéncia exata para todo
n € 7 e todas as colunas sdo complexos de cadeias.

Lema do Zig-Zag. Seja (0 — A 5L B% 0= 0uma sequéncia exata curta de
complexos de cadeias (A,d4), (B,dp) e (C,dc). Entdo existe um homomorfismo
graduado 0, = {0y, }nez com

B+ Ho(C) — Hy_1(A)

de modo que a sequéncia a seguir é uma sequéncia exata longa:

)
Yo

) o (7.7)
) Dy

I+ x
Q’)Hp+1 P+1 p+1 (B) g P+1 p+1
( fep
Hy(A) Hy(B)
f*,p—l g*p 1
:—>H—1(A)H p-1(B) ——

p

Demonstragdo. Os homomorfismos O, sao definidos usando um argumento pa-

drao de busca no diagrama. Por hipodtese, temos o seguinte diagrama comutativo

em que as linhas sdo exatas:
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0 Ap+1 o1 Bp+1 Ip+1 Cp+1 0
da dp do
fo 9p
0 Ap B, Cp 0
S \90
da dn de (7.8)
0 Ap—l Jp—1 Bp_l gp—1 Cp_l 0
&Q'
@ 6)@
da dp =/ do
0 Ap—2 fp—2 Bp_2 9p—2 Cp_g 0
da dp do
Dada uma classe [c] € H,(C), como ¢ € C), é um ciclo, temos dc(c) = 0.

Para definir 0, ,([c]), tomemos um elemento qualquer b € B, tal que ¢,(b) = ¢;
aplicando dp em b, obtemos dp(b) € B,_1 e entdo “puxamos” dp(b) de volta para
Ap—1 aplicando (f,—1)"! e obtemos a = (f,—1) ' (dp(b)). Entdo, definimos

Para mostrar que 0, , esta bem definida, devemos verificar a validade das se-

guintes afirmacdes:

a. Para qualquer ¢ € C), tal que d¢(c) = 0 e qualquer b € B, tal que g,(b) = ¢,
temos dp(b) € im f,—1. Isso garante que a = (f,—1) '(dp(b)) estd bem

definido dado que f,,_; é injetivo.

b. O elemento a € A;,_1 é um ciclo; mais precisamente, se f,—1(a) = dp(b) para

algum b € By, entdo d4(a) = 0.

c. A classe de homologia [a] ndo depende da escolha de b € (g,) ! (c); isto é, para
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quaisquer by, by € B), e quaisquer aj,as € Ap_1, se gp(b1) = gp(b2) = ce
fp_l(al) = dB(bl), fp_l(ag) = dB(bg), entao [al] = [CLQ].

d. A classe de homologia [a] ndo depende da escolha do ciclo ¢ na classe de homo-
logia [¢]. Como O p € linear, basta mostrar que se ¢ é um bordo em (), entéo
para qualquer b tal que g,(b) = c e qualquer a € A,_; tal que f,_1(a) =
dp(b), tem-se [a] = 0.

Recorreremos sempre ao fato de que f e g sdo aplicagdes de cadeias, e assim
todos os quadrados do diagrama (7.8) comutam. A seguir, demonstraremos cada
uma dessas afirmacdes.

(a) Como im f,—; = ker g,_1, é suficiente mostrar que g,—1(dg(b)) = 0. No
entanto, como o quadrado central direito em (7.8) comuta e d¢(c) = 0 (pois ¢ é

ciclo), temos
9p-1(dp()) = dc(gp(b)) = dc(c) = 0.

(b) Como f,_2 é injetivo, d4(a) = O se, e somente se, f,—2 0 da(a) = 0. Como o

quadrado inferior esquerdo em (7.8) comuta
fp—20da(a) =dpo fp-1(a) =dpodp(b) =0.

Segue que d4(a) = 0.
(c) Assuma que gp,(b1) = gp(b2) = c. Entdo g,(b; —b2) = 0, e como im f,, = ker g,
existe alguma € A, tal que by —by = f;,(@). Recorrendo ao fato de que o quadrado

central esquerdo em (7.8) comuta, temos que

fp-1(a1 = ag) = fp1(a1) — fp-1(az)
=dp(b1) —dp(b2) = dp(br —b2)
=dp(fp(@) = fp-1(da(@)).
Pela injetividade de f,—1, temos que a1 —ag = d4(@), o que implica que [a1] = [az].
(d) Seja ¢ € C}, um bordo, ou seja, ¢ = d¢(¢) para algum ¢ € Cpp1. Como gp41

é sobrejetivo, existe by € B, tal que gp41(b1) = €, e como o quadrado superior

direito em (7.8) comuta, i.e. d¢ o gp41 = gp © dp, temos

¢ =dc(C) = dc(gp+1(br)) = gp(dp(br)).
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Por (c), para computar a classe de homologia [a] tal que 0, ,([c]) = [a], podemos
tomar qualquer b € B, tal que g,(b) = ¢, e como ¢ = g,(dp(b1)), podemos

escolher b = dp(b;1) e assim obtemos
dp(b) = dp(dp(b1)) = 0.

Como f,—1 é injetivo, se a € A,_1 é o unico elemento tal que f,_i(a) =

dp(b) = 0, entdo a = 0, assim [a] = 0, como queriamos provar.

Portanto, 0 homomorfismo graduado 0, : H.(C) — H,_1(A) estad bem defi-

nido.

Agora, vamos mostrar que a sequéncia em (7.7) é exata. Precisamos mostrar que

im f,, =kerg,,, img.,=kerd,, e imod,, =kerf,, 1,

para cada p € Z. Portanto, temos que verificar seis inclusoes:
B im f, , C ker gy p:

Pela Proposigdo 7.5 e pela exatiddo das linhas no diagrama (7.8),

Gip © frp = (g0 fip=0.=0.
Segue que im f, , C ker g p.

® kerg.p, Cim fi )

Seja [b] € Hy(B) tal que g.,([b]) = [gp(b)] = 0. Entéo g,(b) = dc(c) para
algum ¢ € Cp41 e como g, é sobrejetor, existe b’ € B,y tal que g,41(V') = c.

Pela pela comutatividade do quadrado superior direito em (7.8),

gp(b) = de(c) = do(gp1 (V) = gp(dp(V)),
e gp(b— dp(b')) = 0. Pela exatiddo das linhas, existe a € A, tal que fy(a) =
b — dp(V'). Veja que a é um p-ciclo, pois
fr-1(da(a)) = dp(fy(a)) = dp(b — dp(V)) = dp(b) — dp(dp(t)) = 0,

a ultima igualdade segue pois b é um ciclo. Como f,_1 é injetor, d4(a) = 0.

Portanto,
fep(la)) = [fp(@)] = [b— dp(t)] = [0].

Segue que ker g, , C im f, p.
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im g, C ker Oy

Fixado uma classe de homologia [b] € H,(B) em que b é um p-ciclo, temos
b € By tal que dp(b) = 0. Como g4 ,(b) = [gp(D)], se escrevermos ¢ = g,(b),
entdo dc(c) = dc o gp(b) = gp—1 0 dp(b) = 0 e c é ciclo em C),. Pela defini¢do

de 0. p, temos

e p(Gep([0])) = Dup([€]) = [(fp-1) " (dB(B))] = [(fp—1) " (0)] = 0.
Assim, im g, C ker Oy .

ker O p C im gy p:

Assuma que 0; p([c]) = 0, para algum ¢ € C), tal que d¢(c) = 0. Por definicao
de O, , temos que O p([c]) = [a], emque a € A, édado por f,_1(a) = dp(b)
paraum b € B, fixado tal que g,(b) = ¢. Como [a] = 0, o elemento a deve ser
um bordo, o que implica que a = da(a;) para algum a; € A,. Entdo, pela

comutatividade do quadrado central esquerdo em (7.8), temos

dp(b) = fp-1(a) = fp-1(da(ar)) = dB(fp(ar)).

Dai, dp(b — fp(a1)) = 0, isso significa que b — f,(a1) é um ciclo em B,,. Como

im f,, = ker g, temos g, o f, = 0, o que implica que

¢ = gp(b) = gp(b — fp(a1)).
Assim, segue que g, ([0 — fp(a1)]) = [¢], provando que ker 0, ;, C im gy .

im d, , C ker fy p—1:

Considere um classe qualquer [¢] € Hp(C) com 0s,([c]) = [a], em que
fp—1(a) = dp(b) para algum b € B, tal que g,(b) = ¢. Como dp(b) é um

bordo, temos que

Fep=1(0sp([c])) = fip-1([a]) = [fp—1(a)] = [dB(b)] =0,
e assim im 0, ,, C ker f, 1.

ker fi p—1 C im Oy p:

Assuma que f,,1([a]) = 0, para algum a € A, ; com da(a) = 0, logo
fp—1(a) é um bordo em B,_1, ie. f,—1(a) = dp(b) para algum b € B,,. Dado
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que im f,_1 = ker g,,_1, temos que g,_1 o f,—1 = 0, entdo pela comutatividade

do quadrado direito central em (7.8)

dc(gp()) = gp-1(dp(b)) = gp-1(fp-1(a)) = 0.

O que significa que g,(b) é um ciclo em Cp, e como f,—1(a) = dg(b), pela
defini¢do de 0 p, temos

Oup([9p(0)]) = [al,

mostrando que ker f, 1 C im Oy p.

Com isso, finalizamos a demonstracdo do teorema. ]

a. As vezes é conveniente escrever 9 ,([c]) = | fp__lld Bg, ' (c)]. Evidentemente,
os homomorfismos f, e g, ndo sdo bijetores, porém a classe de homologia
O« pl([c])] esta bem definida por essa féormula, como acabamos de provar na

demonstracido do teorema anterior.
b. O homomorfismo 9, é chamado de homomorfismo de conexao.

c. A sequéncia (7.7) é chamada de sequéncia exata longa em homologia asso-

ciada a sequéncia exata 0 — A LB% 0~ 0de complexos de cadeias.

Os dados da sequéncia exata longa em homologia (7.7) sdo as vezes expressos

pela forma mnemoénica:

que é chamado de triangulo exato.

Naturalidade Naturalidade de 0,. Considere o seguinte diagrama comutativo

de complexos de cadeias com linhas exatas:
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Entéo, o seguinte diagrama é comutativo:

f* gx 8*

o ——=Hy(A) —— Hp(B) —— Hp(C) ——= Hp1(A) ——Hp 1 (B) ——

i"* ml | ”’*l "*l | ia*

= H,(A) an(B/) L>Hn(0’) — % H, 4 (A) L> ne1(B) — -

Demonstracdo. Os primeiros dois quadrados comutam pois H,, é um funtor, fo f =
floaeyog =g op Logo, Biofi = fioa eyogs = g o Para
provar a comutatividade do quadrado envolvendo o homomorfismo de conexio,

i.e. e 0 O, = Oy 04, escrevendo d.[c] = [f~1dpg1c], temos que

. 0x[c] :a*[f_lng_lc] = [ozf_lng_lc] = [f'ilﬂdgg_lc]
=[BT = [ g T = dunld

Segue a comutatividade do diagrama de sequéncias exatas longas em homologia.

Pensando puramente na linguagem categorica, a sequéncia exata longa em ho-
mologia pode ser pensada como um funtor que leva uma sequéncia exata curta de

complexos de cadeias

0—sA-Jop 9. c_ .0

em uma sequéncia exata longa

e HA(A) e Ho(B) S H(C)—2m Hys(A) o Hy (B)— -

Mais especificamente, denote por SEC a categoria cujos objetos sdo sequéncias
exatas curtas de complexos de cadeias de R-mddulos. Os morfismos sao formados

por ternas (v, 3, ) de aplicacdes de cadeias que fazem os diagramas abaixo comu-

tativos:
0 Aal.p 9. ¢ 0 (7.9)
b
0 Ay Ny 0

Similarmente, considere ainda a categoria SEL de sequéncias exatas longas. A

sequéncia exata longa em homologia é um funtor de SEC para SEL que a cada
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sequéncia exata curta de complexos de cadeias associa a sequéncia exata longa em
homologia, e para cada morfismo (v, 3,v) como em (7.9) em SEC associa a terna

(s, B, 7+ ) que faz o diagrama abaixo comutativo:

f 9= O« f

o ——=Hp(A) —— Hy(B) —— Hy(C) ——=Hy—1(A) —— Hp1(B) —— -

Lema da Cobra
Lema 7.2 — Lema da Cobra

Considere o diagrama comutativo de R-mo6dulos da forma

f g

M N P 0
o b
0 m N9 pr

Se as linhas sdo exatas, entdo existe uma sequéncia exata
ker () I, ker (B) 9, ker () % coker (@) Ty coker (B) 9, coker ().

Além disso, se f é injetivo, f também é injetivo; se ¢’ é sobrejetivo, g/ tam-

bém é sobrejetivo.

Demonstragdo. Defina os mapas f : ker (o) — ker (3) e g : ker (3) — ker (y) por

?:: f’kera € g = g|kerﬁ-

A aplicacio f esta bem definida, pois se m € ker , entio B(f(m)) = f'(a(m)) =
0 (pela comutatividade do diagrama), e assim f(m) € ker 3. Similarmente, g esta
bem definido, pois se m € ker 3, entdo v(g(m)) = ¢'(8(m)) = 0, e assim g(m) €
ker .

Agora, defina os mapas f’ : coker () — coker (3) e ¢’ : coker 3 — coker (v)

por

fiim+ima) = f(m)+impB e gn+imp) =g (n)+im~.
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A aplicacéo ? esta bem definida, dado que se m + ima = m' + imq, entio
m —m' = a(z), para algum = € M. Dai, f'(m —m/) = f'(a(z)) = B(f(z)) €
im 3, logo f/(m) +im 8 = f’(m’) + im B. De forma similar, ¢’ também est4 bem
definido, pois se n + im 8 = n’ + im 3, ention — n’ = B(y),y € N, e assim
g'(n—n') = ¢(By) = 1(9(y) € im~y, o que implica que ¢'(n + im 3) =
(' +imp).

A aplicagao ¢ é o homomorfismo de conexao definido no Lema do Zig-Zag (Te-
orema 7.7),i.e. dado ¢ € ker (), 6(c) == (f) "1 (B(97'(c))) +im , e estd bem de-
finido como provado anteriormente. Agora, mostraremos que a sequéncia é exata

em todos seus pontos.

® Exatidio em ker (3): A composigio g o f ¢ nula, pois g o f = 0 (assim im f C
ker g). Reciprocamente, suponha que n € ker 8 com g(n) = 0. Como g(n) = 0,
entio n € im f e assim n = f(m), para algum m € M. Basta mostrar que
m € ker o para concluir que n € im f. Temos que f'(a(m)) = B(f(m)) =
B(n) = 0, dado que n € ker 3. Como [’ é injetor, entdo a(m) = 0 e assim
m € kera,en = f(m) € im f.

® Exatiddo em ker (): Seja n € ker 8. Para calcularmos 6(g(n)), tome n como
o levantamento de g(n). Como 3(n) = 0, temos que 3(n) = f’(0), entdo
0(g(n)) = 0+ im . Assim 6 o g = 0. Reciprocamente, suponha que p € ker~y
também esta em ker J. Escrevendo p = g(n) (que esta bem definido dado que g é
sobrejetor), temos que 3(n) = f’(m), com m € im a. Escreva m = a(x), para
algum 2z € M. Entdo 8(f(z)) = f'(a(z)) = B(n). Assimn — f(z) € ker .
Além disso,g(n — f(z)) = g(n) — gf(x) = g(n) = p, entdo p € im g. Portanto,
kerd = img.

® Exatiddo em coker («): Seja p € ker+y. Escrevap = g(n) e f(n) = f'(m),
tal que 6(p) = m + ima. Entio f/(6(p)) = f'(m) +impB = 0, dado que
f'(m) = B(n) € im 3. Reciprocamente, suponha que m +im o € ker f’. Entio
f'(m) € im B, logo In € N tal que f'(m) = B(n). Sejap = g(n). Entdo
v(g(n)) = ¢'(B(n)) = ¢'(f'(m)) = 0. Portanto, p € ker~y, e d(p) = m + im«
pela construgéo de 9.

® Exatidio em coker (3): A composicio ¢’ o f sera 0 pois g’ o f' = 0. Recipro-
camente, seja n + im 3 € ker ¢/. Entio ¢/(n) € imvy = ¢'(n) = 7(p), para
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algum p € P. Escolha € N tal que g(z) = p. Podemos substituir n por
n — fB(x) sem alterar o coset n +im 3. Mas ¢'(n — 8(z)) = ¢'(n) — ¢'(B(x)) =
g (n)—~(g(z)) = ¢'(n) —v(p) = 0. Portanto, podemos assumir que g'(n) = 0.
Entdo n € kerg’ = im f’, e assim n = f/(m), para algum m € M’. Logo,
n+impB = f(m+ima) e n+impB € im f.

Segue a exatiddo da sequéncia.

Por fim, assuma que f é injetor. Como f = f|iera, entio f também é injetor.
Agora, assuma que ¢’ é sobrejetor. Dado p + imy € coker (), escreva p = g(n),
para algum n € N’. Dai, p + im~ = ¢/(n + im 3) e segue a sobrejetividade de

/

g- []

Considere o diagrama comutativo de R-modulos com linhas exatas:

0 M-t N9 p 0
(R R
0 ML N L pr 0

existe uma sequéncia exata

0 — ker («) I, ker (B) 9, ker (7) 9 coker (o) Ly coker (B) 7, coker (v) — 0.

O termo “cobra”, no Lema da Cobra, vem do seguinte diagrama visual:

SRR P S
A "

S P PN
I |

coker () ——— coker () 7, coker (7)
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Lema de Mayer-Vietoris

Lema 7.3 — Mayer-Vietoris
Seja

n mn 877, n— n—
An ! Bn ! Cn An—IL)Bn—l ol Cn—l

Qn Bn Tn an—l\ lﬂnl 'Yn—lt
I’ g 0y §o=n In—1
/ n / n ! n / / !
An Bn Cn An—l Bn—l Cn 1

um diagrama comutativo de R-moédulos com linhas exatas. Se 7,, ¢ um iso-

morfismo para todo n € Z, entao existe uma sequéncia exata

n n ;Lf n an 771 47, n— n—
-— A, —)a of A;L@Bn fn=b B;z In 9 A, Sl A{n—l @® B,_1

Demonstragao. A aplicagdo A,, — Al @& B, é definida por a — (a,(a), fr(a)) e
a aplicacdo A, ® B, — B, é definida por (a/,b) — [/ (a’) — Bn (D). Os detalhes é
deixado para o leitor verificar. ]

Esse lema é bastante util em Topologia Algébrica, como veremos no Capitulo
10.

7.8. Homologia Relativa

Um dos exemplos importantes de sequéncia exata longa em homologia surge
quando consideramos um subcomplexo (A’,d4/) de um complexo de cadeias

(A,d). Relembre que nesse caso, podemos considerar o complexo quociente
(A, d) dado por

A, = A, /A, e dyla+A) =dy(a)+ Al

n—1

para todo n € Z.
Os moédulos de homologia do complexo quociente (A, d), ie. H.(A) =
H,(A/A'), sdao chamados de mddulos de homologia relativa do par (A, A').

Elementos de H,,(A/A’) sdo representados por ciclos relativos, ou seja, n-cadeias
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a € A, tais que
dn(a) € A,_.

Um ciclo relativo a é trivial em H,,(A/A’) se, e somente se, a é um bordo relativo,
ie.
a=dpi1(b)+d,

para algum b € A,, ;1 e para algum o’ € A,
Os complexos de cadeias (A’,d4/) e (A, d) formam uma sequéncia exata curta

de complexos de cadeias
0 A5 A5 AN -0,

em que ¢ € a inclusdo e 7 a projecdo. Pelo Lema do Zig-Zag (Teorema 7.7), existe

uma sequéncia exata longa em homologia

o Hy(A) L5 Hy(A) T Hy(AJA) =22 H, y(A') 255 H,y 1 (A) > -
chamada de sequéncia exata longa do par (A, A").

No contexto de homologia relativa, podemos simplificar a formula para o homo-
morfismo de conexdo .. Para ver isso, denote por ( ) uma classe de equivaléncia
do quociente A/A’ e denotando por | | uma classe de equivaléncia em homologia
(como de costume). Se a é um n-ciclo relativo que representa uma classe de ho-
mologia em H,(A/A’), entdo d,(a) € A]_,, como vimos acima, e obviamente
dn(a) € Z,—1(A"), logo representa uma classe de homologia em H,,_1(A’). As-
sim,

O [(@)] = lin21dny H{a)] = [in1dn(a)] = [dn(a)].

Em resumo,

7.9. Complexo de Cocadeias e Cohomologia

O funtor Hom nos permite dualizar o conceito de homologia, obtendo a teoria de
cohomologia. Os modulos de cohomologia H"(C') = Hom(H,,(C), e) satisfazem

os mesmos axiomas da teoria de homologia. A principal diferenca é que o funtor
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H, é covariante, enquanto que o funtor H™ é contravariante, ou seja, as setas em
um tem dire¢des reversas no outro. A contravariancia do funtor H* nos permite
definir uma estrutura adicional de anel nos modulos de cohomologia, isto é, um
produto natural néo trivial, chamado o produto cup, como veremos no Capitulo
13.

Um complexo de cocadeias (A, ) é uma sequéncia de R-mddulos e homo-

morfismos

5n72 5n71 6n+1

Ay 5 A (7.10)

An—l

tais que 0" ! 0 6" = 0, para todo n € Z (ou equivalentemente, im 6" C ker 6”1,
para todo n € Z).
A propriedade ontl o gn = 0, para todo n € 7Z, também pode ser reescrita,

suprimindo os subindices, da seguinte maneira § o § = §2 = 0.

a. Exemplos classicos de complexos de cocadeias sdo o complexo de cocadeias
singulares de um espaco topologico e o complexo de de Rham de uma variedade

suave, abordados nos proximos capitulos.

b. Toda sequéncia exata (A, d) de R-mddulos é um complexo de cocadeias, ja que

imd, .1 = ker d,, (renomeando os indices).

Em outros termos, um complexo de cocadeias (A,d) é um R-moédulo Z-

A:@An

nez

graduado

munido de um homomorfismo de R-mddulos 6 : A — A que satisfaz 6(A,) C
Ap41 e 600 = 0. Denotando a restri¢ao de 6 a A,, por 0", obtemos a sequéncia
em (7.10).

Seja (A, 0) um complexo de cocadeias.

1. O homomorfismo ¢ é chamado de operador de cobordo ou diferencial do
complexo. O homomorfismo §" é chamado de n-ésimo operador de cobordo

ou diferencial de dimensao n.

2. Os elementos de A,, sio chamados de n-cocadeias.
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3. O kernel Z"(A) do operador de cobordo 0" : A, — A,i1, ie, Z"(A) =
ker 0", é dito médulo dos n-cociclos. Um elemento de Z"(A) é chamado de

n-cociclo ou cociclo n-dimensional.

4. A imagem B"(A) do operador de cobordo "' : A, 1 — A,,ie, B"(A) =
im "1, ¢ dito médulo dos n-cobordos. Um elemento de B"(A) é chamado

de n-cobordo ou cobordo n-dimensional.

As nocgdes e os fatos relativos a cohomologia sdo analogos aqueles que ja esta-
belecidos para homologia, levando em conta apenas que o operador de cobordo 9 :
A, — A,+1 aumenta a dimenséo enquanto que o operador bordo d : A, — A,
diminui.

Dado um complexo de cocadeias (4, §), como a diferencial § satisfaz % = 0,

temos que todo n-cobordo é um n-cociclo, dai,
0C B"(A) C 2°(A) C A,

para todon € Z. Logo, o mdédulo quociente Z"(A)/B™(A) esta bem definido. Esse
fato possibilita a definicdo dos modulos de cohomologia associados a um complexo
de cocadeia.
Seja (A, ) um complexo de cocadeias de R-mddulos. O n-ésimo médulo de
cohomologia H"(A) de (A, ), com coeficientes em R, é definido por
ker 6" Z"(A)

HYA) = 5= = Boa) -

para cada n € Z. A soma direta
H* = H"(4)
neZ

é chamada de cohomologia de (A4, ).

Os elementos de H"(A) séo as classes de cohomologia
2] =24+ B"(A) ={z+6""z) |z € A1}

dos cociclos z € Z,,(A). Se z e 2’ sdo n-cociclos, temos que [z] = [Z/] se, e somente
se, 2/ — z = 6" (x), para algum x € A,,_;. Nesse caso, dizemos que z e 2’ sdo

cociclos cohomologos.
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Dados (A4, 6) e (B,d") complexos de cocadeias, um aplica¢io de cocadeias
f A — B éuma sequéncia de homomorfismos " : A, — B,, comn € Z, tal

que o seguinte diagrama comute:

An—l o An ~ An+1
lfn—l lf’n lfn-&-l
S n—1 AN
Bn—l( ) Bn ©) Bn+1

ou seja, f"1 o 8" = (§')" o f7, para todo n € Z.

Em outras palavras, uma aplicacdo de cocadeias é um morfismo graduado f :
A — B de grau zero tal que fod = ¢’ o f.

Sejam (A, ) e (B, ) complexos de cocadeias. Se f : A — B é uma aplicacio
de cocadeias, entdo f induz um homomorfismo graduado f* = {f*"}, ¢z de grau

zero entre os modulos de cohomologia de (A4, 6) e (B, ')
" H"(A) — H"(B)

definido por f*"([x]4) = [f"(x)]p e chamado de homomorfismo induzido
por f. Portanto, temos um homomorfismo entre as cohomologias f* : H*(A) —
H*(B).

Demonstracdo. Analoga a demonstragao da Proposicdo 7.5. ]

Sejam (A,04) e (B,0p) complexos de cocadeias e f,g : A — B aplicagdes
de cocadeias. Uma homotopia de cocadeias entre f e g é uma sequéncia de

homomorfismos de R-médulos h = {h"},cz com h" : A,, — B,,_1 tal que
(65) o™+ " o (54)" = f" —g", VYneZ

Nesse caso, dizemos que f e g sio homotodpicas e denotamos por f ~ g. Esque-

maticamente, temos o diagrama (nfo comutativo)

6 n
A, (64) Ay
hn n n
anl Bn
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Suprimindo os subindices, h é uma homotopia de cadeias entre f e g, se
dpoh+hodsa=f—g.

Sejam f,g : A — B aplicacdes de cocadeias entre os complexos de cocadeias
(A,04) e (B,dp). Se f e g sdo homotdpicas, entdo os homomorfismos induzidos

em cohomologia coincidem, i.e. f* = g*.
Demonstracdo. Anéloga a demonstragiao da Proposicdo 7.6. ]

Como ja é de se esperar, temos a versdo do Lema do Zig-Zag para cohomologia.
Lema do Zig-Zag. Seja(0 — A L B% ¢ 0uma sequéncia exata curta
de complexos de cocadeias (A,d4), (B,dp) e (C,0¢). Entdo, existe um homo-
morfismo graduado §*" : H"(C) — H"™"1(A), para cada n € Z, de modo que a

sequéncia abaixo é exata.

5% p—1

Q,)HP 1) L ey S e )
C%HP<A> L)
<—>Hp+1(A) o HP+1<B) HP+1

Demonstragao. A demonstracdo segue os mesmo passos feito na demonstracio do

0P

)
™

> 5% p+1

Lema do Zig-Zag para homologia (Teorema 7.7). |

Cohomologia de um complexo de cadeias
Dado um complexo de cadeias A = (A,,, d,, ), formado por R-mddulos, podemos

construir um complexo de cocadeias, como descrito a seguir. Para cadan € Z, tome

C,, = Hompg(A,; R),
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o modulo dual de A,, cujos elementos sdo os homomorfismos u : A, — R. O
operador de cobordo 6 = " : C),, — Cj,41 é o adjunto do operador de bordo
dp+1 : Apy1 — A,,. Mais especificamente, se f € C),, entdo 6"(f) € Cry1 €0

homomorfismo de R-médulos definido por

dn+1

(0" f)(x) = f(dny1(z)) An1 —— An

5”1;1 N J/f
R.

para toda cadeiaz € A1 1. Logo, obtemos o complexo de cocadeias C* = (C,, "),
cujos grupos de cohomologia H"(C*) sdo chamados os grupos de cohomologia do
complexo de cadeias A.

Se escrevermos (g,y) = ¢(y) para a avaliacdo da n-cocadeia g € C), na n-

cadeia y € A,,, temos:
<5ﬂj; w) ::<jz dn+1x>7

ou seja, definimos ¢ como a transformacéo adjunta de d,, .

Pela construcdo anterior, dado um complexo de cadeias de R-modulos

dn41 d dn—1
A, I A, S

dn+2
. AnJrl

dualizamos esse complexo aplicando o funtor Homp/(e, R), obtendo assim o com-

plexo de cocadeias

6n+1

5n—2 5n—1 "
: Co =5 Gy = oo

Cn—l

em que C), = Homp(A4,; R) e 8" = Homp(d,,+1; R), para todo n € Z.
Uma forma mais visual para esta dualizada é obtida escrevendo o complexo de

cadeias da seguinte forma:

dn—1 d dn+1 dn—1
'<—An_1—n>An An+1 SR

dai a sequéncia dual é
6n+1

S Homp(A,—1; R) L Homp(A,; R) LA Homp(An41;R) — -+

em que 6" = Homp(dy+1, R), parato n € Z.
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Funtorialidade A cohomologia H™ é um funtor!

Dado um anel associativo com unidade R, a colecdo de complexos de cocadeias
de R-modulos e aplicacoes de cocadeias entre eles forma uma categoria, a catego-
ria de complexos de cocadeias de R-modulos, denotada por g CompCo, que
tem como objetos os complexos de cocadeias e como morfismos as aplicacdes de
cocadeias.

Para cada n € Z, a cohomologia H™ pode ser vista como um funtor covariante

da categoria de complexos de cocadeias na categoria de 2-modulos a esquerda,
H" : gCompCo — gMod,

definido da seguinte forma:
ker 0"
im§n—1°
B para cada aplicagdo de cocadeias f : A — B, temos H"(f) : H"(A) — H"(B)
dado por

® para cada (4, d) € ob(gCompCo), temos = H"(A) =

z+ B"(A) — f"(z) + B"(B).
ou seja, H"(f) é o n-ésimo homomorfismo induzido por f, f*™.

Observamos que, nesse contexto, a cohomologia é um funtor covariante, a coho-
mologia sera um funtor contravariante a partir dos espacos topologicos, pois as

cocadeias formariao um funtor contravariante.

Exercicios

Ex. 72 — Sejam A, B, C' trés R-mddulos. Mostre as seguintes afirmacoes:
1. Se0 — A i) B é exata, entdo f é um monomorfismo.
2.5 BL Cé exata, entdo ¢g é um epimorfismo.

3. Se0 — A i) B — 0 é exata, entdo f é um isomorfismo.

Ex.73 — Se A i> B % C é exata com f epimorfismo e ¢ monomorfismo, entdo
B=0.
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Ex. 74 — Seja A4 EN Ay — Az 2 A4 uma sequéncia exata de R-médulos. Mostre

que f é um epimorfismo se, e somente se, g é um monomorfismo.

Ex. 75 — Seja A; i) Ay — A3 L Ay L As uma sequéncia exata de R-mddulos.

Mostre que se f é um epimorfismo e g é um monomorfismo, entao Az = 0.

Ex. 76 — Dado um homomorfismo f : M — N de R-moédulos, mostre que existe

uma sequéncia exata da forma:

O—>kerf—>Mi>N—>cokerf—>O.

Ex. 77 — Seja M um R-moédulo fixado. Seja 0 — A B % ¢ = 0uma

sequéncia exata curta de R-modulos. Assuma que essa sequéncia cinde.
1. Mostre que

Hom (M, f) Hom(M.g)

0 — Hom(M, A) Hom(M, B) Hom(M,C) — 0

é uma sequéncia exata cindida.
2. Mostre que

Hom(g,M) Hom(f,M)

0 — Hom(C, M) Hom(B, M) Hom(A, M) — 0

é uma sequéncia exata cindida.

Ex. 78 — Sejam M um R-médulo fixadoe 0 — A 5y B2 0= 0uma sequéncia
exata curta de R-moddulos. Se C' é um R-mddulo livre, entdo

Hom(M,f) Hom(M,g)

0 — Hom(M, A) Hom(M, B) Hom(M,C) — 0

Hom(g,M) Hom( f,M)

0 — Hom(C, M) Hom(B, M) Hom(A, M) — 0

sdo sequéncias exatas cindidas.

Ex. 79 — Seja A, = (A,,, dp)nez um complexo de cadeias de R-mddulos e homo-
morfimos. Mostre as afirmacdes a seguir.

1. Se F' é um funtor (covariante) entdo F'(A,) = (F(A,), F(dy,))nez é um

complexo de cadeias. (Em particular, se A, é uma sequéncia exata, entdo

F(A,) é um complexo de cadeias, ndo necessariamente exato.)
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2. Se F' é um funtor contravariante entao

Fdn+1

o F(Any) 29 F(A,) = F(Apig) — -

¢ um complexo de cadeias. Observe que nessa sequéncia os indices nio
decrescem, para escrever tal sequéncia no formato padrao, podemos definir

B_, = F(A,) e D_, 41 = Fy,. Com essa convencdo, a sequéncia fica:

D_pi1 D_
n+ B_n n B_n_l ...

= By

Ex. 80 — Sejam A e B complexos de cadeias de R-modulose f,g: A — B apli-
cacdes de cadeias homotopicas. Se F' : gMod — rMod é um functor aditivo,
entdo F'f, Flg: FA — F B sao homotopicas.

Ex. 81 — Seja A, = (A, dp)nez um complexo de cadeias de R-mddulos e homo-

morfimos.

1. Seja F': gRMod — rMod um funtor (covariante) exato. Prove que
H,(FA,) = FH,(A,),

em que F'(A,) é o complexo definido no Exercicio 79.

2. Seja F': kRMod — gMod um funtor contravariante exato. Prove que
H_,(FA,) = FH,(A,),
em que F'(A,) é o complexo definido no Exercicio 79.

Ex. 82 — Mostre que um complexo de cadeias (A, d) de R-mddulos é uma sequén-

cia exata se, e somente se, H,,(A) = 0, para todo n € Z.

Ex. 83 — Considere o Z/8Z-mébdulo graduado e o homomorfismo graduado

A, =

7)87, sen >0 () 4x( mod 8), sen >0
n\l) =
0, sen <0 0, sen <0

1. Mostre que (A, dy) é um complexo de cadeias de Z/8Z-mddulos.
2. Calcule os mddulos de homologia de (A,,, d,,).
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Ex. 84 — Sejam (A, d) e (B,d’) complexos de cadeias de R-moédulos. Seja f =
{fi}nez : A — B uma aplicacdo de cadeias. Mostre as afirmacdes abaixo.
1. okernel de f é um subcomplexo de (A, d) definido por (ker f,, Oy )nez, em
que 9y = dnlier .3
2. aimagem de f é um subcomplexo de (B, d’) definido por (im f,,, 9}, )nez,

/ / .
em que an = dn|imfn’

Ex. 85 — Dada uma sequéncia 0 — A LB 05 0de complexos de cadeias,
mostre que essa sequéncia é exata em B se, e somente se, os complexos im f e

ker g coincidem, i.e. im f = ker g.

Ex. 86 — (Lema dos Cinco) Considere o seguinte diagrama comutativo de mo-

dulos: A
At g9 oM . p_J g
l m n p q
Al . B’ . c’ - D’ - £’

Prove que se as linhas séo exatas, m e p sdo isomorfismos, [ é um epimorfismo e ¢

é um monomorfismo, entdo n também é um isomorfismo.

Ex. 87 — Seja0 — A ENY; N C — 0 uma sequéncia exata curta de complexos de
cadeias (A, d4), (B,dp) e (C,d¢). Mostre que se (A4,dy4) e (C, d¢) sdo aciclicos,

entdo (B, dp) também é aciclico.
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Ex. 88 — (Lema 3 x 3) Seja

0 0 0
0 LN L p 0
a/ 5/ ,y/
0 M-t .N_2.p 0
« B ¥
0 M f’ N g" P 0
0 0 0

Um diagrama comutativo de R-mo6dulos com colunas exatas.

1. Mostre que se as duas primeiras linhas sdo exatas, entdo a terceira linha é

exata;

2. Mostre que se as duas ultimas linhas sdo exatas, entdo a primeira linha é

exata;

3. Mostre que se a primeira e a terceira linhas sdo exatas e g o f = 0, entdo a

segunda linha é exata.

Ex. 89 — Seja

8TL+1

an+2

Cn+ 1 Cn

um complexo. Defina én = (), & Cp41 e defina 5n : én — 5’71—1 pela férmula
O (¢,d) = (Opc, Onsrd + (—1)"¢) ,c € Cp,c € Cpy1. Prove que

5n+2 = 5n+1 =~ 6n ot 577,71

Cn+ 1 Cn

é um complexo e que a homologia deste complexo é trivial (ﬁn = () para todo n) .



8 Complexos Simpliciais e

A-Complexos

8.1. Complexos Simpliciais

Intuitivamente, um complexo simplicial é um objeto combinatdrio que descreve
como construir um espaco a partir de blocos basicos, chamados simplexos. Os blo-
cos basicos devem ser “colados” de forma adequada, basicamente eles devem ser
colados ao longo de suas faces. Tais blocos basicos, os simplexos, sdo generaliza-
¢Oes de triangulos, ou seja, pontos, segmentos, tridngulos, tetraedros, etc. Nessa
sec¢do, iremos formalizar esses conceitos.

Um conjunto {vy, . .., v, } de pontos de R é dito geometricamente indepen-
dente se o conjunto de vetores {v] — vy, . .., v, — g } é linearmente independente.
Por exemplo, dois pontos distintos em R"* formam um conjunto geometricamente
independente, da mesma forma que trés pontos ndo-colineares, quatro pontos nio-
coplanares, e assim por diante. O nimero maximo de pontos geometricamente
independentes em R ém + 1.

Relembre que um subconjunto A C R™ é convexo se, dados =,y € A, temos
tr + (1 — ty) € A, paratodo t € [0,1]. E facil ver que a intersecio arbitraria
de conjuntos convexos é convexo. Além disso, fecho convexo de um conjunto

A C R™ é a interseccéo de todos os conjuntos convexos contendo A.

Dado um conjunto {vy,...,v,} C R™ geometricamente independente, o n-
simplexo (geométrico) gerado por v, ..., v, é o fecho convexo de {vg,...,v,}
em R"™ que sera denotado por [vg, v1, ..., Vy).

De maneira equivalente, podemos definir um n-simplexo como o menor con-

220
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junto convexo de R contendo n + 1 pontos vy, ..., v, que nio estdo contidos

num hiperplano de dimensdo menor que 7.

Exemplo 8.1 — Simplexos sao tetraedros generalizados..

Os exemplos de simplexos de baixa dimenséao sdo bastante familiares: paran = 1,0
1-simplexo [vg, v1] é 0 segmento de reta unindo vg a v1; para n = 2, o 2-simplexo
[vo,v1,v2] € o tridngulo com vértices vy, v1 e vg; e para n = 3, o 3-simplexo
[vo, v1, V2, v3] € O tetraedro com vértices vg , v1 , v2 e v3. A definigdo faz sentido

mesmo para n = 0, o conjunto formado por um ponto vy é 0-simplexo gerado por

V0.

N

Seja {vo, ..., v,} € R™. Sdo equivalentes:
a. {vo,...,vp} € R™ é geometricamente independente;
n n n n
b. se sti = Ztivi e Zsi = Zti’ entdo s; = t;, paratodo? =0,...,n.
i=0 i=0 i=0 i=0
Demonstragao.
n n n n
Ei@ Se Zsivi = thi e Zsi = Zti’ entdo
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
0= Z(Sl - ti)vi = Z(Sz — ti)Uz‘ — Z(Sl — ti) Vg = Z(Sl — ti)(Ui — ’U(]).
i=0 i=0 i=0 i=1
Pela independéncia linear dos vetores {v; — vg, ..., v, — vo}, segue que s; = t;,
n n
paratodoi =1,--- ,n. Além disso, como Z S; = Z t;, segue que so = to.
i=0 i=0
n
E = E Se Z ti(vi—vp) = 0, entéo Z tiv; = Z t; | vo. Dai, por hipotese,
i=1 i=1

todos os Coeﬁmentes devem ser nulos, i.e., t; = 0, para todo? = 1,...,n. Logo,

{v1 —vo,..., v, — vp} é linearmente independentes. ]
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A proposigio a seguir fornece uma descricdo analitica de simplexos.

O n-simplexo gerado por vy, . .., v, € R coincide com o conjunto
n n
[U(),Ul,...,’l)n]: Ztm‘tiZOe Ztizl
=0 i=0
Além disso, todo ponto s € [vg, v1, . .., v,| tem uma representagio Ginica na forma

n
s = E 304,
1=0

n
em que t; > 0, para todo i, e Z t; = 1. Nesse caso, dizemos que (to, ..., t,) sdo
i=0
as coordenadas baricéntricas do ponto s.

Demonstragao. Como o conjunto dado é convexo e [vp, . .., v,] é 0 menor convexo
contendo os pontos v, . . . , Uy, basta verificar que todo conjunto convexo contendo
os vértices vg, ..., v, contém os elementos da forma Z?:o t;v;. O que pode ser
feito por indugédo em n. Deixamos os detalhes a cargo do leitor. ]
Seja 0 = [vg,...,v,] 0 n-simplexo em R™ gerado pelos (n + 1)-pontos
VOy -+ -+ 5 Un.
a. Dizemos que vy, . . ., vy, sdo os vértices de o e que n é a dimensao de o.

b. Setodas as coordenadas baricéntricas de um ponto s € o sdo positivas, dizemos

que s é um ponto interior de o.

c. O conjunto de todos os pontos interiores de o é convexo e é chamado de sim-

plexo aberto e denotado por 7.

d. Um ponto de o que nao é ponto interior é chamado de ponto de bordo. Ou
seja, os pontos de bordo sdo aqueles que possuem ao menos uma coordenada

baricéntrica nula.

e. O conjunto formado por todos os pontos de bordo de ¢ é chamado de fronteira

ou bordo de ¢ e é denotado por do.

Assim, o simplexo aberto é dado por ¢ = o — Jo.
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As denominagdes de ponto interior, simplexo aberto, ponto de bordo, etc, tém
significado referentes ao simplexo e ndo ao espaco euclidiano que o contém.

Pode ser provado que existe um homeomorfismo de um n-simplexo o para a
bola fechada n-dimensional B” C R" que leva o bordo 0o de ¢ na esfera unitaria
Sn-t,

O n-simplexo canénico A" em R"! é o simplexo gerado pelos vetores da

base candnica de R"*! e ¢ descrito por

n
Zti = 1let; > 0 paratodo i
i=0

A" = (tg, ... t,) € R*H

Em outros termos, A" := [eq, ..., €y, €nt1]-

2
R R y

0 i 7 i7" r 1Y

Figura 8.1.: Simplexo padrido A" em R"™!, paran = 0,1, 2.

Seja o = [vg, . .., vy] 0 n-simplexo gerado pelos pontos vy, . . ., v,. Fixado um
subconjunto {vj,..., v, } C {vo,...,v,}, em que 0 < k < n, o k-simplexo
[Vigs - - -, Vi, ] é chamado de face de 0. Dizemos também que [vj,, ..., v;, | é uma

k-face ou ainda uma face k-dimensional.

Exemplo 8.2 — Face de bordo.

Dado um n-simplexo [vg, . . ., v,], a remogdo de um dos n + 1 vértices dele faz com
que o conjunto remanescente de n vértices gere um (n — 1)-simplexo, que sdo as
faces (n — 1)-dimensionais de [vp, ..., vy]. Tais faces sdo chamadas de faces de
bordo. Um simplexo possui nn+ 1 faces (n— 1)-dimensional, ou faces de bordo. As-
sim, a i-ésima face do simplexo [vp, . . ., v,,] € 0 simplexo [vg, . .., T;, ..., v,], onde
o simbolo A sobre v; significa que o vértice v; foi deletado da sequéncia vy, . . . , Up,.

Também dizemos que o (n — 1)-simplexo [vg, ..., U;, ..., v,] é a face oposta ao
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vértice v;.
<
Note que a unifo de todas as faces de um n-simplexo o corresponde ao bordo

de 0. Ou ainda, a unido de todas as faces (n — 1)-dimensionais de o correspondem

ao bordo de o.

Vo U3
Simplexo — o V9
o U1 o v1 U1
V9 U3
Bordo
° 5 Vo é%’ U2
Vo 1 o V1 V1

Figura 8.2.: Simplexos e seus bordos, paran = 0, 1, 2.

O conjunto vazio () é considerado uma face de qualquer simplexo. Um 0-
simplexo consiste de um conjunto unitario [vp], o bordo de um 0-simplexo é o
conjunto vazio, i.e. [vg] = 0 e o interior de [vp] é ele proprio, i.e. [voo] = [vg)-

Vale ressaltar que um simplexo o é um conjunto convexo, conexo por caminhos,
compacto e fechado. O interior de um simplexo &, ou o simplexo aberto, é convexo,

conexo por caminhos, aberto e o é o fecho de 7.

Orientacao

Para efeito de homologia, sera conveniente estabelecer uma ordem nos vértices
de um simplexo, de modo que em geral, quando falarmos n-simplexos estaremos
considerando de fato n-simplexos com uma ordenacio pré-fixada de seus vértices.

Dado um n-simplexo o gerado pelos pontos vy, . .., v, € R™, duas ordenacdes
de seus vértices sdo equivalentes se diferem uma da outra por uma permutacdo
par. Se n > 0, as possiveis ordenacgdes dos vértices de o sdo particionadas em
duas classes de equivaléncias. Cada uma delas é chamada de orientacao de . Se
n = 0, entao existe apenas uma classe e, por convencdo, uma orientagdo em um

0-simplexo é a escolha de um sinal 4+ ou —.
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Um n-simplexo orientado é um n-simplexo com uma orientacdo especifi-

cada.
A partir de agora, denotaremos o n-simplexo o gerado pelos vértices vy, . .., v,
com orientagdo dada pela ordenacéo (v, . .., v,) poro = [vy, ..., Uy]. Este mesmo

simplexo munido da orientacdo oposta é denotado por —o. Frequentemente usa-
remos a notagdo o para denotar um simplexo ou um simplexo orientado quando o

contexto deixar claro o significado.

Exemplo 8.3.

Na Figura 8.3, apresentamos alguns exemplos de simplexos orientados, em dimen-
sdes visiveis, bem como uma ideia geométrica de orientagio. E comum pensar
na orientacdo de um 1-simplexo como sendo uma seta sobre ele, por exemplo, o
1-simplexo orientado [vg, v1] na Figura 8.3, tem sua orientagdo representada por
uma seta que vai de vy para v;. Uma orientagcdo em um 2-simplexo pode ser repre-
sentada por uma “seta circular”, por exemplo, o 2-simplexo orientado [vg, vy, v2]
pode ser representado por uma seta que vai de vy para v; em seguida para vy, i.e.
“seta circular” no sentido anti-horario. O leitor pode verificar que os 2-simplexos
orientados [ve, vg, v1] € [v1, v2, vg] sdo indicados pela mesma seta no sentido anti-
horario. Uma “seta circular” no sentido horario indica o0 mesmo simplexo geomé-

trico com orientagdo oposta.

<
U3
3
+ [ e o ] [’U(),’UI,UQ] /‘1 — [UvalaU%’US}
) v v
Vo 0 1 0 »
[U‘Jv 7}1] Vo V1 V1
U3
» . [UlvUOa U2~,U3}
- [ ] ——— 1. U0 v
o 01 [v1, Vo, Vo] "
Vo s
[v1, vo]
Yo VU1 o

Figura 8.3.: Simplexos orientados; orientacdes opostas

Estes exemplos mostram que nossa definicdo de orientacdo para simplexos con-

corda com a nogao geométrica intuitiva de orientagdo vinda de geometria analitica.
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A ordenacdo de um n-simplexo induz uma orientacdo em cada uma de suas

faces (n — 1)-dimensionais. Mais especificamente, dado o simplexo orientado o =

[vo, - .., vy, relembre que a i-face (face oposta ao vértice v;) é o (n — 1)-simplexo
[voy ..+, Uy ...,0p]. Definimos a orientacao induzida por o na i-face de bordo
por oy = (—1)'[vo, ..., Uiy .., V).

[1107711]
v,

(%) 3 [UCH U1, U3}

- V1, V2, U
o o [v2, vo] [v1, 2] [or, v2, ]
Vg V1 Vo g8 [v2, vo, v3]
V0 o V] [00,02701}

[’U[val]

Figura 8.4.: Orientac¢oes induzidas nas faces de um simplexo orientado

Quando orientamos um simplexo n-dimensional, suas faces de dimensdo n — 1
herdam as orientacoes induzidas. No entanto, o mesmo nio ocorre com as faces de
dimensio n — 2, como veremos no proéximo resultado.

Seja 0 = [v1,...,v,] um n-simplexo orientado. Toda face 7 (n — 2)-
dimensional de o pertence a duas faces de dimensdo n — 1, as quais, com as

orientac¢des induzidas por o, induzem orientacdes opostas em 7.

Demonstracdo. Seja u uma face de o obtida ao deletar os vértices v;, v;, com ¢ < j.
As faces (n — 1)-dimensionais de o que contém u e com as orienta¢des induzidas

Sa0:
o) = (~1) o0y Tiveeesta] € 0y = (—1F (00,0, Ty ).

As orientacdes que T(i) € 0(j) induzem em u sdo, respectivamente,

(U(i))j = (*1)i+j_1[1}0’ ey Vi a’@') e 7Un] € (J(j))i = (*1)i+j[U0a ey Uiy

que correspondem a orienta¢des oposta em u. |

U3
V2
3
Vo, U1, U2, Vst
> [vo, v1,v2] J_% [vo, v1,v2, 3]
Vo U1 Yo
Vg
Vo U1 b

s Ujyee
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Especificando uma ordenacéo dos vértices de um simplexo, induzimos um ho-
meomorfismo canoénico do n-simplexo candnico A" para um n-simplexo qualquer
[vo, ..., vy, preservando a ordem dos vértices. De fato, f : A™ — [vg,...,vy]

dado por

(t(),... ,tl) = Zti’ui
i

é um homeomorfismo linear.

Complexo Simplicial

Como vimos, simplexos possuem formas bem determinadas. Para construir es-
pacos com formas mais complicadas, precisamos "combinar” simplexos.

Um complexo simplicial (geométrico) K em RY consiste numa colegio de
simplexos em RV, possivelmente de diferentes dimensdes, satisfazendo as seguin-

tes condicoes:
1. toda face de um simplexo de K esta em K;

2. aintersecdo de quaisquer dois simplexos em K corresponde a uma face de cada

um deles.

(b) Néo é complexo simpli-

(a) Complexo Simplicial cial

Um complexo simplicial X em RY ¢é localmente finito se todo ponto de RY
tem uma vizinhanca que intercepta apenas um nimero finito de simplexos de K.
Um complexo simplicial K é finito se K é uma colecio finita de simplexos.

Claramente, todo complexo simplicial formado por uma cole¢éo finita de sim-
plexos ¢ localmente finito.

O resultado a seguir nos permite verificar mais facilmente quando uma colecao

de simplexos constitui um complexo simplicial.
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Lema 8.1

Seja K uma coleco de simplexos em RY satisfazendo a condicio: toda face
de um simplexo de K estd em K. Entdo, as afirmac¢des abaixo sdo equiva-

lentes:

1. A intersecdo de quaisquer dois simplexos em K corresponde a uma face

de cada um deles.

2. Cada par de simplexos distintos 0;, 0; € K tem interiores disjuntos.

Demonstracao.

= @ Sejam 0;,0; € K tais que 0;Ncd;j # (). Por hipdtese, 7 = ;Mo é uma
face em comum entre o; e 0. Se T # 0}, entdo T ndo pode conter nenhum ponto
do interior de o;, logo 7 = 0;. Pelo mesmo argumento, 7 = o;. Logo, 0; = 0.
@ = Sejam 0;,0; € K tais que 0; # 0j e 0; N oj # (). Por hipdtese, os
interiores de 0; e 0 sdo disjuntos, logo 0; e o; se intersectam apenas ao longo de
suas fronteiras. Se esta intersecio nao contém nenhum vértice em comum entre
o0; e 0, entdo qualquer ponto p da intersecdo pertenceria ao interior de duas faces
distintas de o; e 0, mas isso é impossivel pois qualquer face de um simplexo de
K é um simplexo de K e simplexos distintos tem interiores distintos. Portanto, a
intersecdo o; N o contém vértices comuns a esses simplexos. Sejam vy, ..., v, 0s
vértices de o; que estdo também em o, de modo que por defini¢do [vy, ..., v,] é

uma face de ¢;. Afirmamos que

[V1,...,0p] = 03N 0;.
De fato, [v1,...,v,] C o; N 0j, pois a intersecdo de conjuntos convexos ¢ um
conjunto convexo e v1,. .., v, sdo vértices de o; e 0. Reciprocamente, seja p €
oiNojcomp ¢ {vi,...,v,}. Como o; e 0; se intersectam apenas ao longo de

suas fronteiras, temos que p € 7; N 7, onde 7; é uma face de o; e 7; é uma face
de o (note que p ndo pode estar no interior de uma face de o; e ser um vértice
de o0; pois violaria a condicdo de simplexos distintos terem interiores disjuntos).
Segue da hipotese que 7; = 7;. Em particular, os vértices de 7; C o; também estao
em o, logo eles sdo elementos do conjunto {v1, ..., v,}, donde 7; é uma face de

[U1,...,Uy]. Assim, p € [v1,...,vy] e, portanto, o; N oj C [v1,...,0y]. ]
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Exemplo 8.4.

Seja ¢ = [vg,...,v,] um n-simplexo em RY. A colecio formada por todas as
faces de o forma um complexo simplicial. De fato, faces diferentes tém interiores

disjuntos.

N

Seja K um complexo simplicial. Um subcomplexo simplicial L de K é uma
subcolecédo de simplexos de K que é um complexo simplicial. Dado ¢ > 0, defini-
mos o (-esqueleto de K, e denotamos por K¢, o subcomplexo simplicial formado
por todos os simplexos de K de dimensao menor ou igual a /. Os pontos do 0-
esqueleto K sio chamados de vértices de K.

Dado um complexo simplicial K, a unido de todos os simplexos que formam K
é denotada por | K| e é chamada de politopo de K.

Assim, K é uma colecio de simplexos de RY e | K| é um subconjunto de R*.

Um poliedro é o politopo de um complexo simplicial finito.

Considerando cada simplexo com a topologia de subespaco de R”, podemos
munir | K | com uma topologia natural da seguinte forma: um subconjunto A C |K|
é fechado se, e somente se, AN ¢ é fechado em o, paratodo o € K. E facil verificar

que isso define uma topologia em |K|.

Lema 8.2

Seja K um complexo simplicial em RY.

1. A topologia de | K| é mais fina que a sua topologia como subespago to-

polégico de RY.

2. Quando K é um complexo simplicial finito, essas topologias coincidem.
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Demonstragao.

1. Com efeito, se A C | K| é fechado na topologia de subespaco, entdo A = FN|K|
para algum fechado F' C R¥ . Logo, FNo é fechado paratodo o € K, FN|K| =
A é fechado na topologia de | K

, por defini¢ao.

2. De fato, suponha que K é finito e A é fechado em |K|. Entdo, A N o é fechado
em 0. Como A é a unido de finitos conjuntos da forma A N o, segue que A é
fechado em RY.

Propriedades Topologicas. Seja K um complexo simplicial.

1. Se L é um subcomplexo de K, entdo |L| é um subespaco fechado de |K|. Em,

particular, se 0 € K, entdo o é um subespaco fechado de | K.

2. Seja X um espago topoldgico. Uma aplicagdo f : |K| — X é continua se, e

somente se, f|, é continua para todo o € K.
3. |K| é um espaco de Hausdorft.
4. Se K é um complexo simplicial finito, entdo | K| é compacto.
5. K élocalmente finito se, e somente se, | K| é localmente compacto.

A prova dessa proposicio pode ser encontrada em (Munkres, 2018).

Complexo Simplicial Abstrato

Observamos que muitas vezes estaremos interessados num complexo simplicial
geométrico a menos de homeomorfismo e principalmente estaremos interessados
na sua informacao combinatéria, caso no qual se tende a ignorar o encaixe pre-
ciso no espaco euclidiano. Este sera o sentido no qual geralmente pensaremos em
complexos simpliciais.

Entdo, de modo mais informal, pensamos num complexo simplicial K como
composto de simplexos de varias dimensdes, colados ao longo de faces comuns
(ver Figura 8.6). A descri¢do mais eficiente, contendo todas as informacdes rele-

vantes, vem de rotular os vértices (os 0-simplexos) e entdo especificar quais con-
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juntos de vértices juntos constituem os vértices de simplexos de dimensao supe-
rior. Se a colegdo de vértices for enumeravel, podemos rotula-los vg, vy, ve, . . .,
embora essa suposicdo ndo seja estritamente necessaria - poderiamos rotular por

{v; }ic1 para qualquer conjunto de indexacio /. Entéo, se alguma colecéo de vérti-

ces {vjy, ..., v;, } constitui os vértices de um simplexo, podemos rotular esse sim-
plexo como [v;,, ..., v;,].
U3
V4
(%1 v2
U6
Us

Figura 8.6.: Complexo simplicial K. Observe que [v1, v2,v3] é um simplexo em K,

mas [v1, Vg, U] ndo é.

Exemplo 8.5.

Se K é um complexo simplicial e [v;, . .., v;, | é um simplexo de K, entdo qualquer
subconjunto de {vj, ..., v;, } é uma face desse simplexo e, portanto, um simplexo
de K.

<

Uma boa maneira de organizar a informacéo combinatéria envolvida num com-
plexo é considerar o f-esqueleto K, k = 0,1, ..., de um complexo simplicial de
modo que K\ K*~! seja o conjunto de todos os ¢-simplexos de K. Observe que,
tendo rotulado nossos vértices de forma que K° = {v;};cs, podemos pensar em
cada elemento de K* como um certo subconjunto de K de cardinalidade no ma-
ximo ¢ + 1. Um subconjunto {v;,,...,v;,} C K° éum elemento de K*\ K*!
precisamente se [v;,, . . ., v;,] é um simplexo /-dimensional de K.

Para descrever um complexo simplicial geométrico dado seu conjunto de vérti-
ces, basta saber quais conjuntos de vértices {v;, ..., v;,} correspondem aos sim-
plexos [vi,, ..., v;,] do complexo simplicial. Reduzindo a esta informacéo (que é

puramente combinatéria) nos leva a nogao de um complexo simplicial abstrato.
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Um complexo simplicial abstrato X consiste num conjunto de “vértices” X
juntamente com um conjunto X*, para cada inteiro k, formado por subconjuntos’
de XY de cardinalidade k + 1, satisfazendo a seguinte condico: se j < k, qualquer
subconjunto com (j + 1) elementos de X* é um elemento de X7.

Cada elemento de X* é um k-simplexo abstrato, e o tltimo requisito da defini-
¢éo apenas garante que toda face de um simplexo abstrato num complexo simplicial
abstrato também é um simplexo do complexo simplicial.

Um complexo simplicial abstrato é dito localmente finito se cada um de seus
vértices pertence a apenas um numero finito de simplexos. Nesse texto, estaremos

interessados apenas nesse caso.

Exemplo 8.6.

Seja X = {1,2,3,4,5,6}. A colecio dadapor X = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6},
{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3},{2,4},{2,3},{3,4},{2,3,4},{4,5},{5,6},{4,6},{4,5,6} }
é um complexo simplicial abstrato. Nesse caso, temos trés simplexos bidimen-

sionais {1,2,3}, {2,3,4} e {4,5,6} que foram colocados por uma aresta e um

vértice, como na Figura 8.6.

<

Assim, um complexo simplicial abstrato tem exatamente a mesma informacao
combinatoria que um complexo simplicial geométrico. Perdemos informacoes ge-
ométricas sobre o tamanho de um simplexo, como ele esta inserido no espacgo eu-
clidiano, etc., mas conservamos todas as informacdes necessarias para reconstruir
o complexo a menos de homeomorfismo. E claro que, um complexo simplicial geo-
métrico produz um complexo simplicial abstrato. Mas, inversamente, podemos re-
cuperar um complexo simplicial geométrico (a menos de homeomorfismo) a partir
de um complexo simplicial abstrato atribuindo a cada elemento de X° um ponto
distinto e a cada simplexo abstrato [v;, ..., v; ] um k-simplexo geométrico ge-
rado pelos vértices apropriados e “colando” esses simplexos por meio da topologia
quociente. Este processo pode ser realizado de forma concreta geometricamente,
escolhendo pontos especificos (e geometricamente independentes) dentro de um
espaco euclidiano apropriado, ou, de outro modo, de forma puramente topologica,
construindo o espago topologico como colagens de simplexos padroes representa-

tivos dos simplexos do complexo simplicial abstrato.

'Nio necessariamente todos eles!
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Vale a pena notar separadamente o ponto importante de que, assim como para
um complexo simplicial geométrico, um simplexo num complexo simplicial abs-

trato é completamente determinado por sua colegao de vértices.

Triangularizacao de Variedades

Dado um complexo simplicial K em R", consideraremos o espa¢o |K| com a
topologia induzida pela topologia de R".

Uma triangularizacao (ou triangulacao) de um espaco topoldgico X consiste
em um complexo simplicial K" e um homeomorfismo f : |[K| — X, em que |K]|
é o politopo de K. Dizemos que um espaco topologico X é triangularizavel se

existe uma triangulacio para X.

Figura 8.7.: Triangularizacdo da Esfera.

a b c a
e f g e
h J k h
a b c a

Figura 8.8.: Triangularizacdo do Toro.

Os espagos topologicos ndo admitem necessariamente uma triangulacdo e se o

fazem, essa triangularizacio nio é necessariamente Unica.
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Mesmo quando restringimos ao caso das variedades topologicas temos que as
variedades topologicas de dimensao menor ou igual a 3 sdo sempre triangulaveis,
mas existem variedades ndo triangularizaveis em todas as dimensdes maiores que
trés. Porém, qualquer variedade suave pode ser triangularizada. Para a demons-

tragio desse fato veja (Munkres, 2016).

Soma conexa de duas variedades triangularizaveis Sejam M e My duas
variedades triangularizaveis, entdo a sua soma conexa ¢é triangularizavel pela soma
conexa de suas triangulariza¢des, que definimos do seguinte modo.

Sejam K e K3 dois complexos simpliciais que sdo triangularizacdes das varie-
dades M e Ms. Um complexo simplicial L tal que | L| é a triangularizacdo da soma
conexa Mi# M, pode ser obtido da seguinte maneira: escolha dois n-simplexos
o1 € Ky eoy € Ko. Seja L; = K; — int(0;) e seja L obtido tomando a unido dis-
junta de L1 e Lo e identificando 0o com Oos. Assim, L = LiULgoe Lo = L1 N Lo

é isomorfo ao bordo de um n-simplexo. Nesse caso escrevemos L = K # K.

8.2. A-complexos

Uma estrutura de A-complexo num espaco topologico X é uma cole¢do de
aplicagdes
{0q : A" — X},

com n > 0, dependendo do indice « satisfazendo:
1. arestricdo o, | An é injetora;
2. cada ponto x € X ¢ a imagem de exatamente uma restri¢ao oq|.;

3. a restricdo de 0, a uma (n — 1)-face qualquer de A™ é uma das aplicacoes
oz« A"1 — X, quando identificamos cada (n — 1)-face de A" com A"~!

pelo homeomorfismo linear entre elas que preserva a ordenacéo dos vértices;

4. um conjunto A C X é aberto se, e somente se, 0,1 (A) é aberto em A" para

todo o,,.
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Dizemos que a aplicagio o, : A" — X é um n-simplexo do A-complexo X.
A propriedade faz com que o,

sua imagem, logo a imagem é um simplexo aberto em X.

An Seja um homeomorfismo sobrejetor na

Um A-complexo X vem com uma filtracio por esqueletos X C X! C ... C
X* C ... C X, onde o k-esqueleto X* é a unido de todas as imagens de simplexos
de dimensdo no maximo £.

Seja X um A-complexo. Dizemos que:

1. X é k-dimensional se X¥ = X e X+~1 # X, e X é infinito dimensional se

tal k£ ndo existir;

2. X é do tipo finito se, para cada £k > 0, X possui apenas um numero finito de

k-simplexos;
3. X é finito se possuir apenas um namero finito de simplexos.

A partir da Definicdo 8.2, podemos entender X como o espaco quociente de
uma colecio de simplexos disjuntos {A” },, tal que, para cada o, : A" — X, o
espaco quociente é obtido identificando-se cada (n — 1)-face de A? com Ag_l
correspondente a restri¢do o3 de o, na face em questdo, como exige a terceira
propriedade da definigio acima.

Podemos entender um A-complexo fazendo a construcdo de maneira indutiva:
comecamos com um conjunto discreto de vértices, depois colamos arestas, em se-
guida tridngulos e assim progressivamente, satisfazendo as propriedades especi-
ficadas acima, i.e., tomando cuidado com a forma em que as colagens sao feitas.
Sob um ponto de vista mais combinatério, definimos um A-complexo como uma
colecao de n-simplexos A7, variando 7 junto com uma fungao associando a cada
face do n-simplexo um (n — 1)-simplexo Agfl (que satisfaz a propriedade do ma-
peamento como em 3). Essa identificacdo é feita através do homeomorfismo linear
canodnico preservando a ordem dos vértices.

Complexos simpliciais sdo A-complexos que satisfazem algumas restri¢des adi-
cionais. Primeiro, em um complexos simplicial, é necessario mapear diferentes
faces de A" para diferentes simplexos, além disso, ndo é permitido adicionar dois
n-simplexos diferentes com o mesmo conjunto de vértices, de modo que um sim-
plexo em um complexo simplicial é determinado exclusivamente por seu conjunto

de vértices (que, pelo primeiro requisito, pode-se mostrar sdo todos distintos).
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Por outro lado um A-complexo é uma unido de simplexos que sio colados ape-
nas colando suas faces da maneira linear "6bvia". Observe, no entanto, que algumas
faces de um unico simplexo podem ficar coladas umas as outras: a restri¢ao sobre
como as colagens acontecem aplicam-se apenas a cada face de A" separadamente.
Assim, por exemplo, come¢ando com um unico vértice vy, podemos adicionar uma
aresta ¢ cujos vértices de bordo sdo o unico vértice com o qual comegamos (isso
fornece um circulo). Em seguida, podemos adicionar um triangulo de modo que
cada um de seus trés lados seja igual a aresta . (Esse processo fornece um espaco

que nio pode ser mergulhar em R3 e ¢ bastante dificil de visualizar!)

Exemplo 8.7.

Sejam S? a esfera bidimensional e w1, wa, w3 pontos distintos do equador, como
na Figura 8.9. Considere o : [v1,v2,v3] — S? um homeomofismo que mapeia
o simplexo [v1, v2, v3] na metade superior da esfera de modo que [v;, v;] é mape-
ado no arco [w;, w;] do equador e o9 : [v1,v2,v3] — S? um homeomofismo que
mapeia o simplexo [v1, V2, v3] na metade inferior da esfera mapeando [v;,v;] no
arco [w;, w;] do equador. Essa é uma estrutura de A-complexo na esfera. Nesse
exemplo, os dois simplexos sdo colados por trés faces, o que ndo poderia ocorrer

num complexo simplicial.

w1

Figura 8.9.: Estrutura de A-complexo na esfera S>
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Exemplo 8.8.

A estrutura de A-complexo na esfera descrita anteriormente pode ser representada

através do diagrama planar apresentado na Figura 8.10a.

<

w, b z w, b v4

© C
a b a b
D D

v a w v a w
(a) Uma estrutura de A-complexo na es- (b) N&o é uma estrutura de A-complexo
fera. na esfera, pois as orienta¢des nas

arestas nao correspondem a ordena-
céo de seus vértices de acordo com a

ordem dos vértices das faces.

Figura 8.10.

Exemplo 8.9 — Estrutura de A-complexo no toro.

O Toro T? admite uma estrutura de A-complexo composta por um 0-simplexo v,
trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois 2-simplexos U e L orientados como no diagrama

planar na Figura 8.11.

v, b U
D)
c
a a
D
v ) v

Figura 8.11.: Uma estrutura de A-complexo no toro.
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Exemplo 8.10 — Estrutura de A-complexo no plano projetivo.
O plano projetivo RP? admite uma estrutura de A-complexo constituida de dois
0-simplexos v e w, trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois 2-simplexos U e L, orientados

conforme o diagrama planar na Figura 8.12.

. b U
D
C
a a
D
ﬂ - .

Figura 8.12.: Uma estrutura de A-complexo no plano projetivo real.

Exemplo 8.11 — Estrutura de A-complexo na garrafa de Klein.
A garrafa de Klein RP? admite uma estrutura de A-complexo constituida de um
0-simplexos v, trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois 2-simplexos U e L, orientados con-

forme o diagrama planar na Figura 8.13.

D
C
a a
D
v b v

Figura 8.13.: Uma estrutura de A-complexo na Garrafa de Klein.
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Pode-se mostrar que qualquer A-complexo pode ser subdividido para se tornar
um complexo simplicial. Em particular, todo A-complexo é homeomorfo a um

complexo simplicial. Para mais detalhes, veja (Munkres, 2018).

Exercicios

Ex. 90 — Seja K um complexo simplicial e | K| o politopo de K. Dado um espaco
topologico X, mostre que uma funcdo f : |[K| — X é continua se, e somente se,

fl.. +|K™ — X é continua para todo n.
Kn p

Ex. 91 — Se K é um complexo simplicial finito, entdo | K| é compacto. Recipro-
camente, se A C |K| é compacto, entdo A C |L| para algum subcomplexo finito
Lde K.

Ex. 92 — Sejam X e Y sdo complexos simpliciais com um ponto marcado.

1. Supondo que o ponto marcado em ambos os complexos é um 0-simplexo

construa uma estrutura simplicial em X VY

2. Se o ponto marcado em X ndo é um 0-simplexo, ele esta no interior de
um n-simplexo. Mostre que é possivel dividir esse simplexo de modo que
o ponto esteja em um 0-simplexo. Conclua que é sempre possivel dar uma

estrutura de complexo simpliciala X VY

Ex. 93 —

1. Seja X um espaco topologico e Y = {U, : v € V} uma colecio finita
de conjuntos abertos cuja unifo é o espaco X. Defina um complexo sim-
plicial, chamado de nervo de U/ e denotado N (U/), tomando como vérti-
ces os elementos de U/, e definindo os k-simplexos como os subconjuntos
S ={Uyy, ..., Uy, } de U tais que a intersecio U,, N - - - N U, ndo é vazio.
Mostre que, de fato, N (U) é um complexo simplicial.

2. Por sua vez, se K é qualquer complexo simplicial e v é um vértice de K,

defina um conjunto aberto St(v) em | K|, chamado de estrela de v, como
a unido dos interiores dos simplexos que contém v, ou seja, St(v) é o com-
plemento em |K| da unido desses |o| para o qual o ndo contém v. Mostre

que os conjuntos abertos {St(v) : v € V} formam uma cobertura aberta
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de |[K

, € que o nervo desta cobertura é o mesmo que K.

Ex. 94 — Que espago familiar é o quociente do A-complexo obtido de um
2-simplexo [vg,v1,v2] obtido pela identificacio das arestas [vg,vi] e [v1,va],

preservando a ordem dos vértices?

Ex. 95 — Construa uma estrutura de A-complexo para o toro tridimensional T?.

Ex. 96 — Prove que se um espaco topologico X admite uma estrutura de A-

complexo, entdo X é um espaco de Hausdorff.

Ex. 97 — Mostre que uma garrafa de Klein é o retrato de deformacdo do A-
complexo obtido de A? realizando as identificacdes de arestas [vg, v1] ~ [v1, v3]
e [vo,v2] ~ [ve,v3]. Encontre outros pares de identificagdes de arestas que
produzem deformacdo de A-complexos retraindo sobre um toro, uma 2-esfera e
RP?.



9 Homologiae

Cohomologia Simplicial

Como dito anteriormente, um dos nossos objetivos nesse livro, é estudar inva-
riantes topologico-algébricos dados na forma de nimeros, grupos, anéis, médulos
e outras estruturas algébricas que sio invariantes sob homeomorfismos. A ideia é
que dois espacos topologicos que ndo possuem o mesmo invariante algébrico ndo
podem ser homeomorfos.

Como vimos na Secdo 8.1, simplexos sdo essencialmente tridngulos n-
dimensionais (em dimensdes visualizaveis, pontos, intervalos, tridngulos, te-
traedros). Um complexo simplicial consiste numa cole¢des de simplexos “colados”
de forma adequada, assim sdo poligonos n-dimensionais formados por simple-
xos (por exemplo, conjuntos de pontos, curvas poligonais, poligonos, poliedros e
unides destes). Espacos topologicos importantes, tais como a esfera, o toro, o plano
projetivo e a garrafa de Klein, assim como outras variedades triangularizaveis,
podem ser vistos como complexos simpliciais.

Nesse capitulo, comecaremos a tratar de uma nova familia de invariantes: os
grupos de homologia, especificamente discutiremos a Homologia Simplicial de um
A-complexo. Nosso objetivo principal nesta parte sera tratar da Homologia Sin-
gular que ao contrario da Homologia Simplicial estd bem definida para qualquer
espaco topologico. No entanto, a Homologia Simplicial serve como um protétipo
para a Homologia Singular, sendo mais facil de definir e calcular. Em contrapartida,
é dificil demonstrar que a Homologia Simplicial é um invariante topologico. Nesse
sentindo, mostraremos no Capitulo 10, que essas duas homologias coincidem para

A-complexos, e em particular, para complexos simpliciais.

241
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9.1. Grupos de Homologia Simplicial

Tradicionalmente, a homologia simplicial é definida para complexos simplici-
ais, que constituem um caso particular de A-complexos em que cada simplexo é
unicamente determinado pelo seu conjunto de vértices. Nesse livro, vamos definir
homologia simplicial no contexto mais geral de A-complexos.

O objetivo agora ¢ definir os grupos de homologia simplicial de um A-complexo
de X, em que X é um espaco topologico.

Recorde que uma orientacdo em um n-simplexo o é a escolha de uma ordena-
¢lo para seus vértices. A partir de agora, vamos assumir que cada face de o esta
munida da orientacdo dada pela ordenacéo de seus vértices de acordo com a ordem
estabelecida para os vértices de o.

Seja X um espaco topoldgico com uma estrutura de A-complexo. Uma n-

cadeia simplicial é uma combinacéo linear formal com coeficientes em Z de n-

n
E Aa0ys
(e}

em que A\, € Z. O n-ésimo grupo de cadeias simpliciais C2(X) é o grupo

simplexos o]}, ou seja,

livre que consiste em todas as n-cadeias simpliciais. Equivalentemente, C5(X)
é o grupo abeliano livre gerado pelos n-simplexos simpliciais {o* : A" — X}.
Definimos C5*(X) = 0, paran < 0.

O homomorfismo de bordo (também conhecido por diferencial)
On : O (X) = Oy (X)

paran > 1, é definido na base por

n

aﬂ(o-g) = Z(_l)iaz‘[vo,...,l/)\i,nq'un]

i=0
e estendendo por linearidade a toda n-cadeia simplicial, o que esta bem definido
pois os grupos de cadeias simpliciais sdo livres. Para n < 0, defina 9,, = 0.
E comum omitirmos o subindice de 0,, e escrevermos apenas 0 : C2(X) —
C2,(X).
Finalmente, definimos C’2* (X') como o mddulo graduado obtido pela soma direta

CHX) =P CrX).

PEZL
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Vg S — V1 do = ahm — a’[vo]
(%)
Oo = 0| — 0'| + O'|
0 } U1 [v1,02] [vo,v2] [vo,v1]

v3

Jo

=0 —0 +o
| [v1,v2,v3] | [vo,v2,v3] | [vo,v1,v3] | [vo,v1,v2]

Figura 9.1.: O homomorfismo de bordo avaliado em alguns simplexos.

A importancia dos sinais na definicdo do homomorfismo de bordo vém do pro-

ximo resultado.

Lema 9.1
Dado um A-complexo X, o homomorfismo de bordo satisfaz:

an—loanzoa

para todo n € Z.

Demonstragdo. Basta mostrar que 0,1 © 0, (0}}) = 0, para todo elemento da base
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de C2(X). De fato, temos que

On-10n(0p) = On—1 ( (_1)i02|[u0 U7 ) })

= > V(-

+Y (D=1 o

100,05
=0.

Veja que os dois ultimos somatorios se cancelam, dado que depois de trocar i e j

no segundo somatorio ele se torna o negativo do primeiro somatorio. |

O Lema 9.1 garante que o par (C2(X), d) forma um complexo de cadeias no
sentindo algébrico, o qual chamamos de complexo de cadeias simpliciais de
X. A situacdo algébrica que possuimos agora é uma sequéncia de homomorfismos

entre grupos abelianos (Z-moédulos)

s OB (X)) 2 oA () P 0B (X)) o OB (X)) D e (x) B 0

com 0y,—10, = 0 para cada n, e assim temos um complexo de cadeias. Assim, as
noc¢oes estudadas no Capitulo 7 se aplicam a este complexo de cadeias.

Dado um espago topoldgico X com uma estrutura de A-complexo:

1. o kernel Z2(X) do operador bordo 9, : C2(X) — C2 (X) i,

Z2(X) = ker 9,

n

é dito grupo dos n-ciclos. Um elemento de Z2*(X) é chamado de n-ciclo ou

ciclo n-dimensional.

2. A imagem B2 (X) do operador bordo 0,41 : C5 1 (X) — CL(X), ie,

n

B2(X) = im dpy1,

n

é dito grupo dos n-bordos. Um elemento de B (X) é chamado de n-bordo

ou bordo n-dimensional.
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Veja que quando n = 0, toda 0-cadeia é um 0-ciclo, pois por defini¢ao Jy = 0.
Da mesma forma que observamos para complexos de R-mddulos, na Secéo 7.4,

temos que todo n-bordo é um n-ciclo, pois 0,,—109,, = 0, assim
0C BR(X) C Z3(X) € CR(X),

para todo n € Z. Logo, o médulo quociente Z,,(A)/By(A) esta bem definido, o
que possibilita a definicdo dos mdédulos de homologia simplicial.
Dado um espaco topoldgico X com uma estrutura de A-complexo, o grupo de

homologia H5 (X) de dimensio n do A-complexo X é definido por

kerd,  Z5(X)
imd,1 BAX)’

H(X) =

para cada n € Z. A soma direta

é chamada de homologia simplicial do A-complexo X.
De fato, o grupo de homologia H2(X) é o n-ésimo Z-mddulo de homologia
do complexo de cadeias (C2(X), ).

Relembre que os elementos de H5* (X) sdo as classes de homologia
[£] = 2+ BR(X) = {z + dns1(2) | @ € Oy (X))}

dos ciclos z € Z5(X). Além disso, se z e 2’ sio n-ciclos, temos que [z] = [2/] se,
e somente se, 2’ — z = dp41(z), para algum z € C2, | (X). Nesse caso, dizemos
que z e 2’ sdo ciclos homdlogos.

Veja que uma classe de homologia n-dimensional néo trivial de X é representada
por um n-ciclo que nio é bordo de um (n + 1)-cadeia. Dois n-ciclos representam

a mesma classe de homologia se eles diferem por um n-bordo.
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Exemplo 9.1 — Grupos de homologia de S'.

Considere a 1-esfera S com a estrutura de A-complexo dada por: um 0-simplexo,
denotado por v, e um 1-simplexo, denotado por e e colado a v no dois extremos.
Assim, C8(X) = Z[v] e C£(X) = Z]e], todos os demais grupos de cadeias sim-

pliciais sdo nulos. O complexo de cadeias (C2(X), dy) é da forma
o 0505 Ze 2z B0,

em que 01 (e) = v—v = 0. Portanto, todas as diferenciais sio triviais, o que implica

que os grupos de homologia coincidem com os grupos de cadeias simpliciais, i.e.

" 0, k+#0,1
<
St Do D!

Figura 9.2.: Estrutura de A-complexo de S!

Esse resultado ja era esperado, pois pelo Exemplo 7.4, se um complexo de cadeias
tem todas as diferencias triviais, entdo os modulos de homologia coincidem com

os mddulos de cadeias.

Exemplo 9.2 — Grupos de Homologia de T?.

Como vimos no Exemplo 8.9, o Toro T? admite uma estrutura de A-complexo
composta por um 0-simplexo v, trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois 2-simplexos U e L
orientados como no diagrama planar na Figura 9.3.

O complexo de cadeias singulares de T? tem a forma:
0= C5(T?) = CP(T?) = CH(T?) = 0,
que é equivalente, em termos de geradores, a

0% zw,1] & zZlab,d 2z L



9. Homologia e Cohomologia Simplicial 247

v, b U
&)
€
a a
D
o ) v

Figura 9.3.: Uma estrutura de A-complexo no toro.

Vamos calcular os homomorfismos de bordo. Primeiramente, como o operador
0p é trivial, entdo ker dy = Z[v]. Note que 91(a) = 91(b) = d1(c) = v —v = 0.
Portanto, im &7 = 0. Assim,

1

Z .

Como o operador 0; é nulo, entdo ker d; = Z[a, b, c|. Consideremos uma mu-
danga de geradores de a, b, cpara {a, b, a+b—c}, temos ker 0) = Z[a, b, a+b—c].
Por outro lado, 02(U) = 02(L) = a + b — ¢, ou seja, im J2 = Z[a + b — ¢]. Logo,
_kerdy  Zla, b, a+b—

HA(T?) = = =Za, | 2Z 7.
T =105 Zla +b— | o, b =2 &

Como nao ha 3-simplexos, temos que im 03 = 0. Para calcular o terceiro grupo

de homologia, resta encontrar o nucleo de 05. Veja que:
82()\1U+)\2L) :O<:>)\1(a+b—c)+)\2(a+b—c) =0

= )\1 = —>\2
< MU -\ L e kerag.

Assim, ker 0y é um grupo ciclico infinito gerado por U — L, ou seja,

kerdy Z[U — L]
A2y _ 2 _
) =50, = ()

112

Z.
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Resumindo,
Z&7Z, n=
HT%(TZ) = Z7 n= Oa 2
0, n >3

Exemplo 9.3 — Grupos de Homologia de RP2.

Como vimos no Exemplo 8.10, o plano projetivo RP? admite uma estrutura de
A-complexo constituida de dois 0-simplexos v e w, trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois

2-simplexos U e L, orientados conforme o diagrama planar na Figura 9.4.

b

&
Cc
a a
D
) b w

Figura 9.4.: Uma estrutura de A-complexo no plano projetivo real.

O complexo de cadeias simpliciais de RPP? tem a forma:
0 — C§(RP?) — CF (RP?) — C&(RP?) — 0,

que é equivalente, em termos de geradores, a

0% ziu, L] & Zla,b,d 2 Zv,w] X 0.
Como o operador 0y é trivial, entdo ker 9y = Z[v, w|. Além disso, 01 (a) = 01(b) =
w — v e di(c) = v —v = 0. Portanto, im 0, = Z[w — v|. Fazendo a mudanga de
geradores {v, w} para {v,w — v}, temos

kerdy  Zlv,w — ]
A 2\ 0 )
Hy (RPY) = imod;  Zw — v

12

Z .
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Calculando ker 0 :

O1(Ma+ Xab+ Azc) = 0 < A01(a) + X201 (D) + A301(c) =0
S M+N)(w—v)=0
S AN ==X\
< ker 0y = Z[a — b, c].

Fazendo uma mudanca de geradores, ker 01 = Z[a—b+c, c|. Agora, vamos calcular
a imagem de 0. Veja que 02(U) = —a + b+ ce 02(L) = a — b+ ¢. Por uma

mudanga de geradores, im 02 = Z[a — b + ¢, 2¢|. Assim,

kerd;  Zla—b+c¢, (] Z[c]
H2(RP?) = = L= >~ 7.
rRE) =05, Zla—b+c 2¢ Z[2q 72

Veja que nao existem 3-simplexos e ker > = 0, pois 0s é injetora. Dai

_kerﬁg_@_

H2(RP?) = = = {0}.
Resumido:
Z, n=20
HARP) 2= 7, =
0, n>2

<

E importante ressaltar que a homologia simplicial associa os grupos (ou mé-
dulos) de homologia aos A-complexos (estruturas de A-complexos em um espaco
topoldgico) e ndo a um espago topoldgico em si.

Claramente, um espaco topolégico X pode admitir mais de uma estrutura de
A-complexo. A questdo natural que surge é se os grupos de homologia simplicial
H2(X) independem da escolha da estrutura de A-complexo em X. Em outras
palavras, dois A-complexos homeomorfos possuem grupos de homologia isomor-
fos? Mais geralmente, dois A-complexos homotopicamente equivalentes possuem
grupos de homologia isomorfos?

O carater rigido inerente a uma estrutura de A-complexo, torna o desenvolvi-
mento da Teoria de Homologia Simplicial mais penosa. Para responder tais ques-
toes, vamos primeiramente desenvolver uma teoria mais geral, a teoria de Homo-

logia Singular, que tem a vantagem de estar bem definida para qualquer espaco
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topoldgico e ndo apenas aos que admitem estruturas de A-complexos. Por fim, na
Secéo 10.8 (Teorema 10.8), mostraremos que os grupos de homologia simplicial e
os grupos de homologia singular coincidem para o caso de A-complexos e a in-
variancia dos grupos de homologia simplicial segue da invariancia do grupos de
homologia singular.

Certamente tais perguntas podem ser respondidas de forma direta, sem o uso
de homologia singular, como feito no Capitulo 2 de (Munkres, 2018).
Invariancia. Dado um espaco topoldgico que admite estrutura de A-complexo, a
homologia simplicial de X nio depende da escolha da estrutura de A-complexo.

Essa propriedade é extremamente relevante, pois torna os grupos de homologia
simplicial um objeto algébrico capaz de caracterizar espagos triangularizaveis.

Uma estrutura de A-complexo X é conexo por caminho se para cada par de
vértices (i.e., 0-simplexos) em X existe um caminho formado por um nimero finito
de arestas (i.e., 1-simplexos) ligando um vértice ao outro.

Podemos agora descrever o significado topoldgico do grupo de homologia de
dimenséo 0, ou seja, Ho(X).

Homologia de dimensio 0. Seja X um espaco topologico munido de uma estru-

tura de A-complexo conexo por caminhos. Entio, HS (X) & Z.

Demonstragao. Note que um O-simplexo singular em X pode ser visto como
um ponto em X. Feita essa identificagio, seja X = {v;};c; o conjunto dos
0-simplexos de X (i.e., o conjunto dos vértices). Dai, COA(X ) = 7Z!. Além disso,
CH(X) = Z&(X). Dados os vértices v, e vs, pela conexidade de X, existem

1-simplexos (arestas) oy, ligando wy_1 a wy com wy = vy, e wy = vs. Entdo,
O1(o1 +092+ ...+ 0%) = Vs — Vg

Portanto, vs — vs, € B (X), para todo s # sg. Agora, defina o homomorfismo
de aumentacio f : C5(X) = Z5(X) — Z por

f (Z Aﬂh‘) =Y A
icJ =
em que J é um subconjunto finito de . Entdo,

ker f = {Z)\m J C Ifinito e Y \; = o},

ieJ 1€
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que é gerado por vs — vy, para s # so. Note que esse elementos também geram
B5 (X)), logo ker f = B§(X). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,

_ Z6(X)
- BR(X)

H5N(X) ~im f =Z.

Seja X um A-complexo finito com k£ > 1 componentes conexas, entio
HNX) = 7~

Demonstragdo. Observe que X pode ser escrito como unido de k£ complexos sim-
pliciais finitos e conexos, digamos X = U ,X;. E facil ver que HMX) =
H2(X,) @ --- @ H(X},), para todo n > 0. E o resultado segue pela proposi-

¢ao anterior. ™

Além disso, note que se X é um A-complexo finito, entdo os grupos de homo-
logia simplicial com coeficientes em Z sao grupos abelianos finitamente gerados.

Seja X um A-complexo finito de dimensdo m.
1. H2(X) é um grupo abeliano finitamente gerado, para todo n € Z;
2. H2(X) = 0, para todo n > m;

3. H2(X) é um grupo abeliano livre, possivelmente trivial.

Demonstracado.

1. Com efeito, como X é um A-complexo finito, existem finitos n-simplexos, para
cada n > 0, logo C2(X) é um grupo abeliano livre finitamente gerado (com
posto igual & quantidade de n-simplexos em X). Como Z2(X) e B2 (X) sio
subgrupos de C2(X) e subgrupos de grupos livres sio livres, entdo Z5(X)

e B2(X) também sdo grupos abelianos livres finitamente gerados. O grupo

quociente H2(X) = Z’i 8((; é um grupo abeliano finitamente gerado, que pode

ser ou nao livre.

2. E imediato, pois nio existem simplexos de dimensio q > m.
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3. Como C4, | (X) = 0, temos que B4 (X) = 0,logo HZ(X) = Z5(X). Segue

que HA (X)) é livre, pois é subgrupo de um grupo livre.
[

Pelo Teorema da Estrutura de Grupos Abelianos Finitamente Gerados, os grupos

HZ2(X) podem ser escritos por uma soma direta

H}X) =228 0L &Ly & &Ly,

Bn copias

onde Z,, sdo grupos abelianos ciclicos finitos de ordem p;, chamados os coefici-
entes de tor¢io. O niimero natural /3, é chamado de posto do grupo H2(X) ou
nimero de Betti e corresponde ao nimero de geradores livres de H5 (X), i..,
geradores de ordem infinita. Resumindo, o grupo de homologia simplicial H2* (X))
pode ser representado pela soma direta de um grupo abeliano livre com um grupo
finito, H5(X) = ZP» @ T, em que T é o subgrupo de torcao.

E interessante ressaltar que, como consequéncia do Teorema da Estrutura de
Grupos Abelianos Finitamente Gerados (Corolério 7.1), o grupo H2(X) é unica-

mente determinado pelo seu posto e pelos coeficientes de torcao.

9.2. Homologia Simplicial com Coeficientes e

Homologia Relativa

Na se¢do anterior, baseamos nossa construcio de homologia simplicial no anel
Z. No entanto, nem sempre essa é a melhor escolha de coeficientes para se traba-
lhar. Por exemplo, vimos que H. QA (RP2) 2 0, 0 que pode ser considerado indese-
javel no sentido de que nossa defini¢ao atual de homologia ndo parece reconhecer
o plano projetivo como um objeto bidimensional. Essa informac&o pode ser recu-
perada considerando coeficientes em um outro anel.

Além disso, como é de costume em matematica, por vezes queremos desconside-
rar explicitamente qualquer informacédo que néo seja de interesse para o problema
em questdo. Por exemplo, podemos querer apenas capturar propriedades topo-
logicas de um A-complexo, que ainda nao foram estudados por um determinado

subcomplexo.
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Nessa secdo, consideramos um A-complexo X juntamente com um subcom-
plexo A C X, e vamos introduzir os grupos de homologia simplicial relativa
H2 (X, A; R) com coeficientes em um anel comutativo R de tal forma que se A =
) e R = Z, recuperamos a definicio de homologia simplicial, i.e., H2 (X, A; R) =
H2(X).

Homologia Simplicial com Coeficientes em R

Na secéo anterior, definimos cadeias simpliciais com coeficientes inteiros. Pode-
mos definir, de forma mais geral, cadeias simpliciais com coeficientes em um anel
comutativo com unidade.

Seja R um anel comutativo com unidade 1. Uma n-cadeia simplicial com coefi-

cientes em R é uma combinacéo linear formal
n
g Aol

e

de n-simplexos o, e coeficientes A\, em R.

O n-ésimo médulo de cadeias simplicial C5*(X'; R) com coeficientes em R
é 0 R-modulo livre com base {07 : A™ — X} que consiste em todas as n-cadeias
simpliciais com coeficientes em R. Definimos C5*(X; R) = 0, para n < 0.

Podemos definir o R-homomorfismo de bordo J,, nos geradores como na De-
finicao 9.1 e estender para todas as cadeias por linearidade. O Lema 9.1 continua
valendo, i.e., 9,,_100,, = 0. Assim, (C*A (X; R), 0s) é um complexo de cadeias, cha-
mado de complexo de cadeias simpliciais com coeficientes em R. Os modulos
de homologia desse complexo sdo chamados de mdédulos de homologia simplicial
do A-complexo X.

Seja Xum espaco topoldgico com uma estrutura de A-complexo. O n-ésimo
modulo de homologia simplicial H2(X; R) de dimensio n do A-complexo X

é definido por
ker 0,

H (X R) = o

para todo n € Z. A soma direta
H2(X;R) =P HF(X;R)
neL

é chamada de homologia simplicial com coeficientes em R do A-complexo
X.
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O exemplo a seguir, mostra que as vezes a escolha do anel R é relevante para se

obter mais informagdes topoldgicas sobre o espago em questao.

Exemplo 9.4.

Retomando o Exemplo 9.3, vimos que a diferencial dy : C4 (RP?) N C2(RP?)

tem a forma
1 +1
+1 -1
+1 41
7

Considerando cadeias simpliciais com coeficientes em Zo, i.e., se trocamos o anel Z

Z[|U, L] [a,b,c] .

por R = Zs, a igualdade —1 = 1, implica que a diferencial d : C5*(RP?; Zs) N
C2(RP%; Zy) tem a forma
<+1 +1>
41 41
1 41

ZQ[Ua L] ZQ[aa b7 C] :

Dai, im 05 tem posto igual a 1, e pelo Teorema do Nucleo e Imagem, ker 0 também

tem posto 1. Segue que
HY(RP?; Zy) = Zs.

Homologia Simplicial Relativa

Primeiramente, vamos definir formalmente o que entendemos por subcomplexo.

Dado um A-complexo X, um sub-A-complexo (ou subcomplexo) é um su-
bespaco A C X dado pela unido de simplexos em X. O par (X, A) é chamado de
A-par.

Dado um subcomplexo A C X, o complexo (C2(A; R), 92) esta bem definido.
Agora, podemos proceder como na Secdo 7.8, para construir os médulos de homo-
logia simplicial relativa. Mais especificamente, dado (X, A) um A-par, considere

o moédulo quociente

CA(X,A;R) =

para todo n € Z. Note que as n-cadeias de C2 (A; R) sio triviais em C5 (X, A; R)
e a diferencial em C2(X; R) satisfaz 0,,(C5(A; R)) € C2 (A; R). Portanto,
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Figura 9.5.: Em vermelho e em azul subcomplexos de X.

temos um homomorfismos de R-mddulos
I CM(X, A; R) = Oty (X, A R)

e que ainda satisfaz Op—1 00, = 0. Por fim, obtemos um complexo de
cadeias (C2(X,A;R),0,), o complexo quociente de (C2(X;R),0,) por
(C2(A; R),04), chamado de complexo simplicial relativo com coeficientes
em R.

Cada elementos de C5* (X, A; R) é chamado de uma n-cadeia relativa. Uma n-
cadeia relativa [a] = a + C2(A; R) é dita ser um n-ciclo relativo se 9,,([a]) = 0,
ie.

On(a) € Cp_y (45 R).

O R-médulo dos n-ciclos relativos é denotado por Z5 (X, A; R) = ker d,,. Uma
n-cadeia relativa [a] = a + C5(A; R) é dita um n-bordo relativo se existe b €
C2. (X R) tal que On+1([b]) = [a], ou seja, @ = dy11(b) + @' para algum a’ €
C2(A; R). O R-mbdulo dos n-bordos é denotado por B5 (X, A; R) = im0,y 1.
Seja (X, A) um A-par. O n-ésimo médulo de homologia do complexo simplicial
(C2(X, A; R), D) é chamado de médulo de homologia simplicial relativa com

coeficientes em R e ¢ denotado por H2 (X, A; R). Em outros termos,

kerd,  Z5(X,A;R)
imd,.1 BXNX,A;R)

H2(X,A;R) =

Dois n-ciclos relativos [a1], [a2] sdo relativamente homologos se [a; — as] é
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um bordo relativo, ou seja, se a; = az + d,1(b) + c paraalgum b € C2(A; R) e
be 2, (X:R).

Grosso modo, a ideia intuitiva por tras da homologia relativa é de que
H2(X, A; R) é "homologia de X modulo A". Esta intuigio serd formalizada
posteriormente na Proposicdo 10.3 que afirma que, sob algumas condicdes, a
homologia relativa de X em relacdo a A é isomorfa a homologia reduzida do
quociente X/A.

Quando A = (), usaremos as notacdes
CR(X;R):==C(X,0;R) e  HXX,R):=HXX,0;R),

e assim, recuperamos as definicoes da secdo anterior para o caso em que R = Z.
No proximo exemplo, vamos considerar o caso especial de A-complexo dado
por um complexo simplicial.
Considere o complexo simplicial K na Figura 9.6 cuja realizacdo geométrica é
um quadrado. Seja L o subcomplexo cuja realizagdo geométrica é dada pelo bordo

do quadrado. Queremos calcular os médulos de homologia relativa H, (K, L; R).

(&g vs

D) @ L

vy

€5
Figura 9.6.: Complexo simplicial

Primeiramente, dada uma 2-cadeia o = 2?21 rio; € C5(K; R),emquer; € R
parai =1,...,4, seu bordo é dado por

8

Da(0) = (ry —r1)er + (r1 —ra)ea + (ro — r3)es + (r3 — ra)eq + Z Ti_4€;.
i=5

Logo, a 2-cadeia o representa um ciclo relativo de K moédulo L se, e somente se,

r1 = rg = r3 = r4. E 01 + 09 + 03 + 04 representa um gerador para o modulo
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dos 2-ciclos relativos Z5* (K, L; R). Como nio existe 3-simplexo, nio ha 2-bordos
relativos. Assim,

HY(K,L;R) = R.

Agora, dada uma 1-cadeia ¢ = 35 re; € CP(K; R), em que 7; € R para

1=1,...,8, seubordo é dado por

O1(c) = (rg —r1 —r5)v1 + (15 — 12 — 16)V2

+ (r¢ — 73 —r7)vs + (r7 — 14 — r8)vg + (r1 + 72 + 13 + T4)V0.

Logo, a 1-cadeia c representa um ciclo relativo se, e somente se, 71 +ro+1r3+ry = 0.
Vamos mostrar que qualquer 1-ciclo relativo é também é um 1-bordo relativo. De

fato, tomemos b = 7901 — 1303 + (11 + r2)0oy € C5(K; R), veja que
32(6) = Trie] + ro€ + r3€3 + reeyq + ro€s — r3e7 + (7’1 + 7’2)68.
Assim,

c=02(b) + (15 — r2)es +reee + (r7 +r3)er + (rs —r1 — 12)es,

€ CP(L;R)

e c representa um 1-bordo relativo. Portanto,
HA(K,L;R) = 0.

Por fim, temos que o mddulos das 0-cadeias relativas é gerado por vy, i.e.
C8& (K, L; R) = R[vg). Como vg é um bordo relativo, pois vg = 01 (e1) + v1, segue
que

H{(K,L;R) = 0.

Sejam K um complexo simplicial e L um subcomplexo. Se cada compo-

nente conexa por caminhos de K contém pelo menos um vértice de L, entdo

HS(K,L;R) = 0.
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Demonstrag¢ao. Dado um vértice v € K, seja 0 um caminho formado por arestas
orientadas ligando v a um vértice u € L. Entdo, 0;(0) = v — u. Segue que v
é relativamente homologo a u. Portanto, todo 0-ciclo é um 0-bordo relativo, i.e.

B (K,L; R) = Z§ (K, L; R). Segue que H (K, L; R) = 0. m

Seja (X, A) um A-par. Os complexos de cadeias (C2(A; R),0,) e (C2(X; R), 02

formam uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias
0 — C2(A4;R) 5 CA(X:R) & CA(X, A:R) — 0

em que ¢ € a inclusdo e 7w a proje¢do. Pelo Lema do Zig-Zag (Teorema 7.7), existe
uma sequéncia exata longa em homologia associada.

Seja (X, A) um A-par. Entdo existe uma sequéncia exata longa

> 8*,n+2
> 8* n+1

R
R) 38*71

;Hﬁ_l(A;R)$H$_1(X;R)LHA (X, A: R) )

chamada de sequéncia exata longa do par (X, A).

&Hﬁﬂ A;R) = HA | (X; R) > HA (X, 4;

C—>HA(A R) —" = HA(X; R) —"= HA (X, A;

a*n 1

A sequéncia exata longa captura precisamente até que ponto H-2'(A;R),
H2(X;R) e HX(X, A; R) estio relacionados. Nesse sentindo, temos o seguinte
corolario:

A homologia simplicial relativa H2 (X, A; R) é trivial para todo n se, e somente
se, todas as aplicacdes H2 (A; R) —— H~(X; R) sio isomorfismos.
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Demonstragdo. Primeiramente, notamos que em uma sequéncia exata, apenas o
R-médulo trivial se encaixa entre dois homomorfismos triviais adjacentes.

(=) Segue diretamente da exatiddo da sequéncia.

(<) Se todas as aplicacdes H2 (A; R) SAIN H2(X; R) sdo isomorfismos, entio 7,
e Oy, sdo triviais. Consequentemente, HnA(X ,A; R) = 0, para todo n. n

Considere novamente o complexo simplicial K na Figura 9.6, apresentado no
Exemplo 9.2 e seja L o subcomplexo dado pelo bordo do quadrado. Vamos calcular a
homologia relativa H, (K, L; R) utilizando a sequéncia exata longa do par (K, L).

Uma parte dessa sequéncia é
Hz(KR)—>H2(KLR) Hl(LR)—>H1(KR)

Como K nio possui 2-ciclos, temos H(K; R) = 0. O modulo das 1-cadeias é

gerado pelos simplexos
€5 ez —e€1, egte3—ez, er+eq—e€3, eg+e1 — ey,

que sio bordos de o1, 09,03, 04, respectivamente. Logo, H{*(K; R) = 0. Ob-
serve ainda que [ 1A (L; R) = R. Pela exatiddo da sequéncia, segue que 0, 2 é um
isomorfismo e H5* (K, L; R) = R, como ja era esperado.

Agora, considere a seguinte parte da sequéncia exata longa do par (K, L):

HA(K: R) — HA(K, L: R) 2% HA(L: R) — HA(K: R) — HA(K, L; R).

~

Sabemos que H{*(K'; R) = 0. Como K e L sdo conexos por caminho, HOA (L; R)
HS(K; R) = R. Pela Proposicio 9.2, HS (K, L; R) = 0. Pela exatidio da sequén-
cia, temos H{* (K, L; R) = 0.

Considere o complexo simplicial K na Figura cuja realiza¢do geométrica é um
anel. Seja L o subcomplexo cuja realizacdo geométrica é dada pelos bordos do anel.
Consideramos os simplexos orientados como na Figura 9.7. Queremos calcular os
modulos de homologia relativa H, (K, L) para o anel R = Z.

Para isso, considere a seguinte parte da sequéncia exata longa do par (K, L):

a* » * 8*
HYK) — HS (K, L) =2 HA(L) =5 HP(K) =5 HA(K, L) =5 HE (L) —» HY(K)
Usando o Corolario 9.1 e a Proposic¢éo 9.2, temos que

HML)=Z®Z, HYNK)=Z  HS(K,L)=D0.
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V4

A
A

€0

B

—

I £7)

v3

\ \
v [4 7

Figura 9.7.: Complexo simplicial cuja realizacdo geométrica é um anel.

Como K nio possui 2-ciclos, temos H5*(K) = 0. Além disso, H{(K) = 7 é
um grupo ciclico infinito gerado pela classe do 1-ciclo 21, ou ainda do 1-ciclo za,
que sio ciclos homoélogos, veja a Figura 9.7. Por sua vez, H>(L) = Z & Z e
possui como base as classes dos 1-ciclos z; e z9. Substituindo tais informagoes na

sequéncia exata longa do par (K, L), temos:

8*,2 Tx,1 8*,1 i*,O

0 HMK, L) "% 2072 "% 72 ™% BAK, L) 25 2072 2% 7 0.

Para encontrar os grupos de homologia relativa, vamos analisar os mapas i.., 7
e Os.

Como i : L — K éaincluséo, temos que i, 1[21] = [21] € ix,1[22] = [22]. Mas 21
e 2o sdo ciclos homologos em K. Segue que i, 1 € sobrejetor e seu kernel é dado por
ker i, = Z[z1 — 23] = Z. Ja 0 homomorfismo de conexdo 0, » tem kernel trivial e
im 0, 2 = Z[z1 — 29]. Assim, H5 (K, L) = Z e é gerado pelo 2-ciclo relativo dado
pela soma de todos os 2-simplexos em K com orientacdo anti-horaria.

Jame: : HP(K) — HP(K, L) é o homomorfismo trivial. Portanto, ker 0,1 =
0.

Os 0-simplexos vg e v; formam uma base para HOA(L), e o 0-simplexo vy € uma
base para H{*(K). Veja que i, 1 mapea os dois geradores em [vp] e [v1] no gerador
[vo]. Assim, keri,; = Z[v1 — vg]. Segue que H{ (K, L) = 7Z e é gerador pelo

1-ciclo relativo ey.
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9.3. Caracteristica de Euler-Poincaré de um Complexo
Simplicial

Um dos invariantes topologicos mais elegantes e simples associado a um espago
é a caracteristica de Euler-Poincaré, que é considerada uma das primeiras manifes-
tacoes dos conceitos da Topologia Algébrica na histoéria da matematica.
A caracteristica de Euler y foi originalmente definida para poliedros segundo a
formula
x=V-E+F,

em que V, E e F' sdo respectivamente os nimeros de vértices, arestas e faces do
poliedro dado.
Se o poliedro for convexo, ou de modo geral, uma triangulagio qualquer de S?,

temos a relacdo classica conhecida como féormula de Euler:
V-E+F=2.

Esta formula é o ingrediente chave para mostrar que os cinco solidos platénicos
(tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro) sdo os nicos sélidos regulares
em R3.

CRLOX

Figura 9.8.: S6lidos cujas faces podem ser divididas de modo a serem uma triangu-

lacdo da esfera S? e para os quais V — E + F = 2.

Um de seus primeiros enunciados apareceu em 1537 num trabalho de Francesco
Maurolico. Em 1675, Descartes apresentou alguns resultados a partir dos quais se
poderia obter a férmula como consequéncia imediata. Mas Descartes ndo parece
ter descoberto o fato. A relacdo reapareceu posteriormente, em 1758, nos trabalhos
de Leonhard Euler, que deu nome ao conceito. As demonstracdes fornecidas por

Euler darelacdo V — F+ F' = 2 sdo consideradas incompletas. Os detalhes podem,
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no entanto, ser facilmente preenchidos de modo a produzir uma demonstracdo
correta.

Em 1895, Henri Poincaré no trabalho seminal "Analysis Situs", que é conside-
rado o trabalho inaugural da topologia algébrica, demonstrou uma relagéo entre a
caracteristica de Euler e os nimeros de Betti de um espaco, generalizando a carac-
teristica de Euler para variedades arbitrarias. Este trabalho traz como consequéncia
que o ntimero de Euler é um invariante topolégico. E esse o resultado principal que
provaremos nesta secéo.

Nio podemos deixar de destacar a importancia do Analysis Situs e seus suple-
mentos. Nestes trabalhos Poincaré introduziu os conceitos de grupo fundamental
e homologia simplicial, forneceu uma formulagéo inicial do Teorema da Dualidade
de Poincaré, introduziu, como ja observamos, a caracteristica de Euler-Poincaré
para variedades e apresentou diversas conjecturas importantes, incluindo a céle-
bre conjectura de Poincaré, provada em 2003. Também foi nesse artigo que foi
cunhado o termo "homeomorfismo".

Vale também destacar que nos primérdios da topologia algébrica (entre o final
da década de 1890 e o inicio da década de 1930), os grupos de homologia ndo haviam
sido definidos e as pessoas trabalhavam com os nimeros de Betti e coeficientes de
torcdo. Emmy Noether desempenhou um papel crucial na introducéo na linguagem
de grupos na Algebra Homolbdgica e consequentemente na formulacio do conceito

grupos de homologia.

A seguir, vamos generalizar a formula de Euler para um complexo simplicial
qualquer.

Dado um complexo simplicial finito K de dimensao m, seja ¢, o numero de
p-simplexos em K. Definimos a caracteristica de Euler-Poincaré x(X) de K

como sendo

Para um complexo simplicial K finito, definimos o ¢-ésimo niimero de Betti
de K por:
Bi(K) = posto (H~ (K)),

i.e,, o posto do i-ésimo grupo de homologia simplicial de K.
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Claramente, se 7 (K) é trivial, entdo 3;(K) = 0. No entanto, 3;(K) = 0 ndo
implica que H(K) é trivial, pois H (K) pode ser o produto de grupos ciclicos
finitos.

O proximo resultado relaciona a caracteristica de Euler-Poincaré de K com os
modulos de homologia simplicial de K, mais especificamente com os nimeros de
Betti.

Euler-Poincaré. Dado um complexo simplicial finito X de dimensao m, temos

que
m

X(K) =) (-1)Bi(K).

i=0
Ou seja, a caracteristica de Euler-Poincaré de um complexo simplicial K ¢é igual
a soma alternada dos numeros de Betti de K.
O Teorema de Euler-Poincaré mostra que os grupos de homologia simplicial
determinam a caracteristica de Euler-Poincaré de um complexo simplicial.
Para provar esse resultado vamos precisar da seguinte proposicao:

Dada uma sequéncia exata curta de grupos abelianos e homomorfismos
0—F—F—G-—0,
se F' tem posto finito, entdo
posto (F') = posto (E) + posto (G).

Em particular, se G é um grupo abeliano com posto finito, e se H é um subgrupo
de G, entdo
posto (G) = posto (H) + posto (G/H).

Demonstracio do Teorema 9.3: Por defini¢io, C2(K) é um grupo abeliano
livre gerado pelos i-simplexos, logo O£ (K) tem posto igual a ¢;. Como H2(K) =
ZiA(K)/BpA(K), pela Proposicéo 9.3, temos que

posto (HZA(K)) = posto (ZiA(K)) — posto (BZA(K)) .
Considere a sequéncia exata curta

0 — ZA(K) — CAK) 25 BA (K) — 0,
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aplicando novamente a Proposicéo 9.3, temos
_ A _ A A
¢i = posto (C(K)) = posto (Z;(K)) + posto (B2 (K)).

Segue que

1=0

= i(—l)i (posto (ZZA(K)) + posto (BZA_l(K)))
=0

= i(—l)iposto (ZiA(K)) + i(—l)iposto (Bﬁl(K))
=0 =0

Agora, como nio existem (m -+ 1)-simplexos, B2 (K) = 0; e por defini¢io
B2, (K) = 0. Portanto,
X(K) = i(—l)iposto (Z£(K)) +§:(—1)”1P08t0 (B (K))

1=0 1=0

(—1)" (posto (Z»A(K)) — posto (BZA(K)))

7

|
.MS

=0
= Z(—l)iposto (HA(K)) = Z(—l)zﬁz(K>
i=0 =0

g

Provamos um resultado mais geral. Dado um complexo de cadeias limitado
Om, 9o
0—Cp = Chpog—r- — C; — 0,

em que C; é um grupo abeliano finitamente gerado de posto c;, entéo

D (=1)ei =) (~1)'posto (Hi(C.)).
1=0 =0

Um corolario importante a ser mencionado é que se K e K’ sdo triangulagdes
finitas de um mesmo espaco topoldgico X, entdo pela invariancia topologica da

homologia simplicial, H2(K) = HA(K'), para todo i > 0, e a caracteristica de

Euler-Poincaré realmente depende apenas da topologia do espaco X = |K]|, e ndo
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da triangulacdo K de X. Em outras palavras, a caracteristica de Euler-Poincaré de
um espaco triangularizavel (ou um poliedro compacto) é um invariante topolédgico.

Uma consequéncia da Observacao 9.3 é que podemos facilmente generalizar o
Teorema de Euler-Poincaré para outras teorias de homologia, e em particular, o
resultado permanece valido se considerarmos que X é espaco munido de uma es-
trutura de A-complexo.

A caracteristica de Euler-Poincaré é um dos principais ingredientes na classi-
ficacdo de superficies compactas S. Nesse caso, x(K) = ¢y — ¢1 + c2, onde ¢y
é o namero de vértices, c; o numero de arestas e co 0 nimero de tridngulos em
uma triangulariza¢do K da superficie S. Além disso, podemos mostrar que uma
superficie triangulavel K é orientavel se, e somente se, H5*(K) = Z; e K é nio
orientavel se, e somente se, HQA(K ) = 0. Assim, a nocéo de orientabilidade de

uma superficie é também capturada pelos grupos de homologia simplicial.

Exemplo 9.5.

Voltando as triangulacdes da esfera, do toro, do espago projetivo e da garrafa de
Klein, podemos calcular suas caracteristicas de Euler-Poincaré, obtendo os valores
na Tabela 9.1.

Superficie

Esfera
Toro

Plano projetivo

=
c:r—now’tz

Garrafa de Klein

Tabela 9.1.: Caracteristica de Euler-Poincaré.

<

A carateristica de Euler esta relacionada com um outro invariante de superficies
fechadas S, o género da superficie. Relembre que se S é uma superficie fechada
orientavel, entdo o género de S é dado pelo nimero de toros na decomposigao
em somas conexas de S. Ja no caso nao orientavel, o género é dado pelo numero

de planos projetivos na decomposi¢do em somas conexas de S. A carateristica
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"

Figura 9.9.: Sélidos para os quais ndo é valido V — E + F = 2.

de Euler de uma superficie fechada S pode ser calculada a partir do género da
superficie, como estabelecido na proposicéo a seguir.

Seja S uma superficie fechada. Entao

2—2g, selS éorientavel
X(8) =

2—g, seSnio éorientavel

A demonstracdo desse resultado é deixada como exercicio, veja Exercicio 107.

9.4. Cohomologia Simplicial

Conforme vimos no Secdo 7.9, podemos considerar o complexo de cocadeias
simpliciais associado ao complexo de cadeias simpliciais (C'2(X),d,) de um A-
complexo X.

Seja X um A-complexo e R um anel comutativo com unidade. Considere o

complexo de cadeias simpliciais (C2(X:R),0,) de X com coeficientes em R
S OB (X R) 2 CROGR) 25 O, (X R) 2

Dualizando esse complexo aplicando o funtor Homp(e, R) e observando que os
modulos em consideracio sio livres, obtemos o complexo de cocadeias simpliciais

6n+1

S oni xR U on (X R) 2 et xRy 2

em que C%(X; R) = Homg(C2(X; R),R) e 6" é o operador adjunto de 9y, 1,

ie, 0" = Homp(0y+1, R), mais explicitamente

5n(f) = fo0ht1
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para toda cocadeia f € CR (X; R).
Dado um A-complexo X, o complexo de cocadeias (C (X; R), 0*) é chamado
de complexo de codadeias simpliciais de X com coeficientes em R.

Seja X um A-complexo.

1. O kernel Z% (X; R) do operador de cobordo 6" : CR(X; R) — CA(X; R),
¢ dito médulo dos n-cociclos simpliciais. . Um elemento de Z} (X; R) é

chamado de n-cociclo simplicial ou cociclo simplicial n-dimensional.

2. A imagem B7%(X;R) do operador de cobordo "~! : CX ' (X;R) —
CX(X;R) é dito médulo dos n-cobordos simpliciais. Um elemento
de B"(X;R) é chamado de n-cobordo simplicial ou cobordo simplicial n-

dimensional.

Claramente,
0 C BA(X; R) C ZA(X; R) C CA(X; R),

para todo n € Z. Logo, o moédulo quociente ZX (X; R)/BRX (X; R) esta bem defi-
nido.

Seja X um A-complexo e R um anel comutativo com unidade. O n-ésimo
moédulo de cohomologia simplicial H} (X; R) com coeficientes em R de X é
definido por

ZX(X;R) ker 6"

HX(X;R) = =
AX;R) BR(X;R)  imén—1’

para todo n € Z. A soma direta

HA(X;R) = @ HA(X; R)
neL
é chamada de cohomologia simplicial com coeficientes em R do A-complexo
X.

A definicio de cohomologia simplicial é totalmente algébrica por natureza. No
entanto, é possivel estabelecer uma relacdo geométrica para os modulos de co-
cadeias e de cohomologia. Na Secdo 9.6, abordamos de forma mais profunda a
intuicdo geométrica sobre cohomologia simplicial. Por hora, vejamos o seguinte.

Dado um A-complexo X com complexo de cadeias simpliciais (C2(X; R), %),

relembre que o médulo dos n-simplexos simpliciais é o modulo livre com base
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{00 : A" — X}sen, que consiste de todos os n-simplexos simpliciais em X.
Assim, um elemento ¢ € C2(X; R) é representado como combinagio linear da
base, i.e. c =) ) Ta0a, cOM T4 € R.

Denote por o}, a cocadeia elementar em C} (X; R) cujos valores nos elementos

da base sao dados por

0, c.c

@wwz{L e s

Assim, dado r € R, ro}, denota a cocadeia dada por

rﬂwmz{“ e s

0, cc.

Usando essa notacdo, podemos representar uma n-cocadeia simplicial ¢ €

CRX (X; R) por uma soma formal

o= Z TaO . (9.1)
aEN
Note que nio ha exigéncia de que tal soma seja finita. De fato, um elemento ¢ €
CR(X; R) é determinado pelo valor 7, que assume em cada elemento da base
{0a : A" — X}4ea, € ndo ha nenhuma exigéncia de que ¢ néo se anule apenas
em uma quantidade finita de elementos da base.
A representacdo em (9.1) é justificada pelo seguinte homomorfismo de R-

modulos:
CR(X;R) = Homp(C2(X;R), R) = Homp (@ Rloa), R) = [ Homg(Rlow), R)

em que usamos o fato de que C2*(X; R) = @ R[o,]. Por meio desse isomorfismo,

aEA
uma cocadeia ¢ € CR(X;R) corresponde ao elemento (740},)aca do produto

direto, que pode ser representando pela notagdo de soma formal como Z TaO .

acN
Essa notagdo é conveniente especialmente quando vamos calcular o operador

de cobordo, pois como o leitor pode verificar, temos que

6" () = Y rad"(07).
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Logo, para calcular 6" () é suficiente calcular 6" (c;) para cada n-simplexo sim-

plicial em X. Mas, veja que
2= &7 (9.2)
Tj

em que a soma percorre todos os (n + 1)-simplexos simpliciais que possuem o,
como face de bordo e €; ¢ igual a =1 de acordo com o sinal que aparece em o, na
expressdo Op11(7;), em outras palavras €; é igual a 1 se a orientacdo induzida por
7j na face o, coincide com a orienta¢io fixada nesse simplexo, caso contrario, ¢;
éiguala —1.

Nos proximos exemplos, vamos usar essa notacdo para descrever os modulos de

cocadeias de um complexo simplicial.

Exemplo 9.6.

Nesse exemplo, iremos calcular os grupos de cohomologia para o A-complexo X

apresentado na Figura 9.10.

U1 U3

X
x

Figura 9.10.: A-complexo X.

Nesse caso, temos que C5(X) = R[z,y] e C2(X) = R[v1,vs,v3]. Logo,
CQ(X) = R[z*,y*] e CA(X) = R[v},v5,v}]. Agora, vamos calcular o opera-

dor de cobordo:

(0% (1) = 2* (hrvr) = 2™ (y — x) = 1 (6%*)(v1) = y*(0101) = " (y —

(6%") (v2) = y* (d102) = 2 (y — 2) = —1 (6%*)(v2) = y*(010) =y (y — =

(6%%) (v3) = y* (d1v3) = 2" (y — 2) = —1 (6%y*)(v3) = y*(0103) = y*(y — =
elogo  0%z* = —(v} +v3 + v3) e %% = v} + v 4 v}

Assim, temos que im 6° = R[v} + v} +v3] e ker 8° = R[y* + x*]. Observando que
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R[v},v3,v3] = R[vy, vix, vf +v5 + v3] e que R[z*, y*] = R[z*,z* + y*], temos

ker 6
1 . _ ~
HA\(XiR)= = =R xR
H(xim) = K~ g
AV T et

Exemplo 9.7.
Considere o complexo simplicial K dado na Figura 9.11 que é composto por quatro
vértices {v;}7_, cinco 1-simplexos {e;}?_; e dois 2-simplexos o7y, 09, orientados

como mostrado na Figura.

UO 61

[P
€5

eq €2

D

v3 v

€3

Figura 9.11.: Complexo simplicial

Utilizando a expressdo em (??), podemos calcular o operador de cobordo nas

cocadeias que formam as bases do médulos CX (K; R):
oiex) =01 —o3,  8(e])=—0of=d'(e1),  0'(e3) = —0F =0"(e3)

O(of) = ci—ei,  (v]) = eitei—es, 0(v3) = eh—c3, O°(v5) = ej—ei—e3,

Como nao exitem 3-simplexos em K, segue que o] e 05 sdo 2-cociclos. Dai,
Z% (K; R) ¢ gerado por o7 e 0. Além disso, pelas contas acima, o} e o} sdo 2-

cobordos. Logo, o médulo de cohomologia de dimenséao 2 é trivial, i.e.

HX(K;R) = 0.



9. Homologia e Cohomologia Simplicial 271

Uma 0-cocadeia ¢ = Z?:o ;v é um cociclo se 0°() = 0. Temos que

0%(¢) =roles —e7) +ri(e] + ¢ — €3) +raes — e3) +r3(ef — e — e5)

= (r1 —ro)ej + (r2 —r1)es + (r3 — r2)es + (ro — r3)ey + (r1 — 73)es.

Logo, uma 0-cocadeia ¢ = E?:o r;v; é um 0O-cociclo se, e somente se, 7o = 1| =
r9 = r3. Segue que e} + e} + e + e} + e é um gerador para Z (K; R). Além
disso, e] + €5 + e3 + e} + e ndo ¢ um cobordo, pois ndo hé cocadeias de dimensao
—1. Assim,

HQ(K;R) = R.

Dada uma 1-cocadeia ¢ = 2?21 rie;, temos que
(@) = (rs — 11 —ry)ot + (—ry — 13 — 1r5) 0%,

Assim, ¢ é um 1-cociclo quando 6°(¢) = 0, o que ocorre se, e somente se, 75 =
r1 + r4 €15 = —re — r3. Por outro lado, todo 1-cociclo é um cobordo, ja que

r4v 4+ r5v] — r3vs tem ¢ como cobordo. Assim,

HA(K;R) = 0.

9.5. Cohomologia Simplicial Relativa

Assim como a homologia simplicial, também existe uma versido de homologia
simplicial relativa para complexos de cocadeias.

Sejam X um A-complexo, L um subcomplexo de X e R um anel comu-
tativo com unidade. Considere o complexo de cadeias simpliciais relativas
(CA2(X,L; R), 0,) com coeficientes em R

oD oA (XL R) 2 OAX L R) 2 0 (X LiR) 2

em que C2(X,L; R) = C2(X; R)/CH(L; R). Dualizamos esse complexo apli-

cando o funtor Homp (e, R), obtendo assim o complexo de cocadeias simpliciais
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relativas
I onNX, L R) S (X, L R) 2 ot (X, L R)

em que C% (X, L; R) = Homp(C4 (X, L; R), R) e 6" é o operador adjunto de
Op+1, 1€, 0" = Hompg(0,41, R), mais explicitamente

571(](') = fO n-—+1,

para toda cocadeia f € CR (X, L; R).
O n-ésimo moédulo de cohomologia do complexo (CA (X, L; R), §*) é chamado
de n-ésimo moédulo de cohomologia simplicial relativa do par (X, L).
Agora, para obtermos uma versdo do Teorema 7.9, i.e., uma sequéncia exata
longa em cohomologia, podemos dualizar a sequéncia exata curta de complexos de

cadeias:

0= CA(L;R) 5 CAX:R) L CA(X, Ly R) — 0

aplicando o funtor contravariante Homp(e, R), obtemos a sequéncia de complexos
de cocadeias simpliciais

0= CA(X, L R) 15 CA(X R) 55 CA(L;R) - 0,
em que i’ e j denotam os morfismos duais, ie., i’ = Homp(i,R) e G =
Homp(j, R). Como C2(X, L; R) é um moédulo livre para todo n € 7, essa se-
quéncia é exata. Pelo Teorema 7.9, existe uma sequéncia exata longa em cohomo-

logia

) 5*,77.—1

L)H" 2(X,L; R) L— HY Y(X; R) ——— HY (L R)>

5*,77.—1

g*m

C_> HR(X,L; R) 2 H%(X; R) — "~ HR(X, L; R) >

5*,n+1

C—>H”+1(X L;R) L— HY(X; R) ——~ H¥"Y(L; R) >




9. Homologia e Cohomologia Simplicial 273

Exemplo 9.8.

Seja M afaixa de Mobius e M sua fronteira. Podemos considere uma estrutura de
A-complexo em M como ilustrados na Figura 9.12. Nesse exemplo, vamos calcular

os grupos de cohomologia do A-par (M, 0M) e de M com coeficientes em Z.

w, C U
D)
d
, b b
[T i LS @
"llllln\\k‘:?'
SRS . - w

Figura 9.12.: Faixa de Mobius e uma estrutura de A-complexo

Usaremos a notacéo estabelecida em (9.1).

Primeiramente, veja que as 2-cocadeias o] e 0 sdo trivialmente 2-cociclos, pois
nao ha 3-simplexos em M. Logo, o} e o formam uma base para Z3 (M, M),
o grupos dos 2-cociclos relativos. Ja as 1-cocadeias b* e d* formam uma base
para CA (M,0M), o grupo das 1-cocadeias relativas, pois os outros 1-simplexos
fazem parte do bordo de M. Aplicando o operador de cobordo nos gerados de
CK(M,OM), temos

5t (b) = o + o3 e oL(d) = o3 — 03

Assim,

H2.(M,OM) = ZX(M,0M) _ Zloy, 03] _ Zlos, 0% — o]
Bi(M,0M)  Zlo} + 0%,05 — 05  Z[20},05 — 03]

>~

Além disso, segue que nio existem 1-cociclos relativos e ZX (M, M) = 0. Logo,
HX(M,0M) = 0.

O grupo das 0-cocadeias é gerado por v e w. Aplicando o operador de cobordo

em tais geradores, temos

§O(v*) = —2b* — a* + ¢* e §O(w*) = 2b* + a* — c*.
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Assim, ZQ (M, dM) é gerado por v* — w*, logo
HQ (M,0M) = 7.

Agora, para calcular os grupos de cohomologia da faixa de Mébius M, vamos

analisar a sequéncia longa exata do par (M, 0M):
HA(M,0M) — HX\(M) — HA(OM) LIt H3(M,0M) — HX (M) — HX(0M).
Como OM é um circulo, é facil ver que

Z, n=1,0

0, c.c.

HX(OM) = {

Por essa observagio e pelos calculos anteriores, a sequéncia longa exata do par

(M, 0M) é dada por
*,1
0— HA(M) =2 2 Zy — H3 (M) — 0.

Um gerador para HX (OM) é a*. Como §'(a*) = —03, segue que 6! ¢ sobrejetor.
Portanto, HX (M) =0e H (M) = Z.

9.6. Intuicoes sobre Cohomologia Simplicial

Seja X um A-complexo e R um anel comutativo com unidade. O grupo
Cp(X; R) de p-cadeias é um moédulo abeliano livre com um conjunto de gerado-
res obtido orientando os p-simplexos de X arbitrariamente e usando as cadeias
elementares correspondentes como base.

Seja {0} esta colecdo de simplexos orientados. Os elementos de Cp(X; R)
sdo representados como combinacdes lineares finitas Y | 7,0, das cadeias elemen-
tares 0.

Um elemento ¢P de CP(X; R) = Hom (Cp(X; R), R) é determinado por seu
valor g, em cada simplexo basico o, e esses valores podem ser atribuidos arbitra-
riamente. N4o hé, no entanto, nenhuma exigéncia de que ¢” se anulem em todos,

exceto um numero finito, de o,,’s.
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Suponha que o7, represente a cocadeia elementar, com coeficientes em R, cujo
valor é 1 no elemento o, e 0 em todos os outros elementos base. Dado g, € R,
denotamos por g0}, a cocadeia cujo valor é g, em o, e é 0 em todos os outros

elementos de base. Usando esta notagdo, frequentemente representamos ¢P pela
soma formal (possivelmente infinita)

P = Z 9aOg-

Nessa base, o operador de cobordo d pode ser escrito como

opP = Zga (do,) -

O conjunto dos simplexos ¢ para os quais ¢ (o) # 0 é dito suporte da coca-
deia. Como ja observamos esse suporte nao precisa ser finito, portanto, nao precisa
ser compacto, mas para desenvolvermos a intui¢do geométrica, trabalharemos nos

casos em que isso ocorre. No caso em que o suporte de P é compacto o mesmo
ocorre com 0P,

Figura 9.13.: Suporte de uma cocadeia.

Caso unidimensional: Comecaremos interpretando primeiramente o caso mais
simples no qual X é um A-complexo unidimensional, ou seja, um grafo orientado.

Para um anel R, o R-médulo das 0-cocadeias simplicias CY(X; R) é exata-
mente o conjunto de todas as func¢des dos vértices de X a R. Da mesma forma,
o R-médulo das 1-cocadeias simplicias C'(X; R) é o conjunto de todas as funcoes

atribuindo um elemento de R a cada aresta de X.
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O homomorfismo de cobordo § : C°(X; R) — C1(X; R) envia p € CY(X; R)
para a funcdo d¢ € C''(X; R) cujo valor em um 1-simplexo orientado [v;, v;] é a

diferenca ¢ (vj) — ¢ (vy).

@ /\ I #(v3)
1 dp([vz, v1]) = @(v1) — p(v3)
GO

Figura 9.14.: Grafo orientado X destacando ¢ € C°(X; R).

Podemos pensar na fun¢io  como a “altura” dos vértices e, nesse caso, 6 mede
a mudanca de altura entre o ponto inicial e o ponto final de uma aresta.

Para o caso unidimensional, o complexo de cocadeias simpliciais é da forma
0——=C°%X;R) = CY{X;R)—=0
e os grupos de homologia sdo dados por
H°(X;R) =ker§ CC°(X;R) e HYX;R)=CYX;R)/im$.

Podemos descrever o grupo H%(X; R) da seguinte forma. Uma funcio ¢ €
CO(X; R) satisfaz 0 = 0 se, e somente se, ¢ assume o mesmo valor em ambas
as extremidades de cada aresta de X. Isso equivale a dizer que ¢ é constante em
cada componente conexa por caminho de X. Entdo H°(X; R) é o grupo de todas
as funcdes do conjunto de componentes de X a R. Ou seja, ¢ um produto direto
de copias de R, uma para cada componente de X.

O grupo de cohomologia H'(X; R) = C'(X; R)/im § sera trivial se a equacio
8¢ = 1) possuir uma solucio ¢ € C°(X; R) para cada ¢ € C'(X; R). Resolver
esta equagdo significa decidir se dada uma especificacdo de variacdo de altura v

em cada aresta de X determina uma funcio (altura) ¢ € C°(X; R). Esse problema
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é analogo ao problema de encontrar uma funcdo com uma derivada especificada,
com o operador de diferenca ¢ desempenhando o papel de diferenciacdo. Como
no calculo, se existe uma solucio de d¢p = 1), ela sera Gnica a menos da soma um

elemento do kernel de §, ou seja, uma funcéo que é constante em cada componente

de X.

1 1

O

Figura 9.15.: N4o existe uma funcio altura ¢ compativel com as variacdes de altura

1) dadas no grafo. Assim, ¥ ndo é cobordo.

Caso bidimensional: Seja X um A-complexo bidimensional. Como no caso
anterior, os moédulos de cocadeias simpliciais C°(X; R) e C1(X; R) sio dados,
respectivamente, pelos conjuntos de fung¢des dos vértices e das arestas de X para
o anel R. Ja 0o mddulo das 2-cocadeias simpliciais C?(X; R) é o conjunto das fun-
cdes dos 2-simplexos de X a R. O homomorfismo de cobordo § : C1(X; R) —
C%(X; R) é definido por 6% ([vg, v1,v2]) = ¥ ([vg, v1]) — 1 ([vo, va]) + 1 ([v1, va]),
uma soma com sinal dos valores de 1) nas trés arestas no bordo de [vg, v1, v2], (as-
sim como ¢ (v, v1]) para ¢ € C°(X; R) é uma soma com sinal dos valores de

¢ no bordo de [vg, v1]).

U2

V0 U1 6¢[v0701702] = 1/}[”171)2] - 1/’[”07”2] + w[vo, Ul]

O morfismo de cobordo § : C1(X; R) — C?(X;R) pode ser visto de varios
pontos de vista diferentes. Talvez o mais simples seja a observagao de que d1) = 0

se, e somente se, ¢ satisfaz a propriedade de aditividade

¥ ([vo, v2]) = 9 ([vo, v1]) + ¢ ([v1,v2]) s
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na qual a aresta [vg, v2] pode ser vista como a soma das arestas [vg, v1] e [v1, Vo).
Assim, 1) mede o desvio de 1 de ser uma funcio aditiva.

Podemos fornecer uma interpretacao geométrica da condicdo d¢) = 0 quando
X é uma superficie e o anel R é Zy. Nesse caso, a condi¢do 1) = 0 significa
que o nimero de vezes que v assume o valor 1 nas bordas de cada 2-simplexo é
par, logo € 0 ou 2. Um 1-cociclo, portanto, se parece com uma cerca de estacas
e podemos desenhar curvas fechadas de modo que a cada aresta seja atribuido o
valor 1 se ela cruzar a curva. Vale ressaltar que como %) assume o valor 1 em duas
arestas estas cercas se estendem até se fecharem ou encontrarem uma borda. Uma
1-cadeia é, portanto, levada para a paridade do nimero de vezes que cruza essa
curva. Resumindo, isso significa que podemos associar a cada ¢ uma colecao Cy,
de curvas disjuntas em X cruzando as arestas transversalmente, tal que o numero
de intersecdes de C'y, com cada aresta ¢é igual ao valor de 1) nessa aresta. Se 1) = d¢p
para algum ¢, entdo as curvas de Cy, dividem X em duas regides Xy e X; onde o

subscrito indica o valor de ¢ em todos os vértices da regido. Veja a Figura 9.16.

Figura 9.16.: Um 1-cociclo com as curvas Cy,. Em vermelho a regido X;

Cohomologia do Anel Circular.

Para ter uma ideia melhor da cohomologia, vamos considerar a triangulacao
do anel circular A apresentado na Figura 9.17 e calcular os grupos de cohomologia
desse espaco. A O-cocadeia que leva cada vértice para 1 ¢ um 0-cociclo porque cada
aresta tem exatamente dois vértices, o que implica que o cobordo dessa O-cocadeia
¢ 0 homomorfismo zero. Este é o unico 0-cociclo nao trivial e, como por razoes
dimensionais néo existem 0-cobordos néo triviais, isso implica que Hy(A;Z3) =
L.

Por outro lado, ao consideramos uma 1-cocadeia v : Cy(A;Zs) — Zs, seu
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Figura 9.17.: Anel circular. O 1-cociclo é desenhado destacando as arestas nas quais
vale 1 (em projetado). Todos eles cruzam a curva fechada “dual” em
azul. O 1-cociclo é um 1-cobordo porque é o cobordo da 0-cocadeia
que vale 1 para os vértice que estdo dentro da curva fechada e 0 caso

contrario.

cobordo é a 2-cadeia dv) : Cay(A;Za) — Z2 que atribui a cada tridngulo o valor 1
se for a coface de um ntimero impar de arestas que séo levadas a 1 por . Portanto,
1 é um 1-cociclo se todo tridngulo é incidente a um nimero par de arestas que é
levado no 1. Observamos novamente que um 1-cociclo, portanto, se parece com
uma cerca de estacas, como apresentado na Figura 9.17.

Podemos desenhar uma curva fechada de modo que a cada aresta seja atribuido
o valor 1 se ela cruzar a curva. Uma 1-cadeia é, portanto, levada para a paridade
do ntimero de vezes que cruza essa curva. Se a 1-cadeia é um 1-ciclo, esse numero
é necessariamente par. O 1-cociclo na Figura 9.17 também é um 1-cobordo porque
¢ o cobordo da O-cocadeia que é a funcdo que vale 1 nos vértices em uma das
componentes delimitada pela curva fechada e 0 na outra componente.

Um 1-cociclo que néo é a imagem de um 0-cocadeia é uma cerca que comeca
com uma borda externa e termina com uma borda interna como na Figura 9.18.

Neste caso, a equacgdo 1) = Jp obviamente ndo tem solucdo, embora i) = 0
pois o 1-cociclo néo é um 1-cobordo porque como em cada aresta do cociclo o valor
¢é 1 e logo o valor nos respectivos vértices devem ser 0 e 1. Logo deveriamos ter
uma funcio que vale 0 ou 1 em cada lado da curva em azul mas essa curva niao

divide o anel circular em duas componentes Xy e Xj.
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Figura 9.18.: Anel circular. O 1-cociclo é desenhado destacando as arestas nas quais
vale 1 (em preto). Todos eles cruzam a curva fechada “dual” em azul.
O 1-cociclo néo é um 1-cobordo porque como em cada aresta o valor
é 1 os respectivos vértices devem ser 0 e 1 e logo deveriamos ter uma
fun¢do que vale 0 ou 1 em cada lado da curva em azul mas essa curva

nao divide o anel circular em duas componentes.

Observamos que duas dessas curvas separam o anel circular em duas compo-
nentes e assim sdo cohomologas pois sao cobordos da funcdo que atribui 1 a uma
dessas componentes e 0 a outra. Como este é o unico tipo de curva que nio é
cobordo, o primeiro grupo de cohomologia, H;(A;Zs), é Zs. Por razdes dimensi-
onais, cada 2-cocadeias do anel também é um 2-cociclo. Por outro lado, toda cole-
cdo de tridngulos é limitada por uma colegao de curvas fechadas, entdo podemos
construir uma cerca dupla, uma 1-cocadeia que também é um 1-cobordo. Conse-
quentemente temos que o segundo grupo de cohomologia, H2(A; Z3) é 0. Observe
que esses grupos sao os mesmos que os grupos de homologia correspondentes. Isto

nao é uma coincidéncia.

Quando R = Z temos uma descricdo geométrica similar.
Seja ¢ : C1(X;Z) — Z uma l-cocadeia. Seu cobordo é a 2-cadeia d1) :

C2(X;Z) — 7Z que atribui a cada tridngulo o valor inteiro

39 ([vo, v1,v2]) = ¢ ([vo, v1]) = ¢ ([vo, va]) + ¢ ([v1, va]) -

Nesse caso, a condicdo d¢) = 0 significa que a soma dos valores que ¢ assume
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nos bordos é 0, considerando a orientacdo. Podemos desenhar curvas fechadas Cw
orientadas de modo que a cada aresta seja atribuida a soma orientada dos valores
das curvas que intersectam a aresta de acordo com o sinal do valor de 7/ na aresta.

As curvas podem ser orientadas em sentido horario e anti-horéario. Dizemos que
a orientac¢do da curva concorda com a de uma aresta se a aresta atravessa a curvas
da esquerda para a direita.

A colecao resultante Cy, de curvas disjuntas em X pode ser considerada como
“curvas de nivel” para uma fun¢io ¢ com dp = 1), se tal funcio existir. O valor de

¢ muda em 1 ou -1 cada vez que uma curva de Cy, é cruzada.

Figura 9.19.: Curvas Cy, representando um 1-cociclo.

Exercicios

Ex. 98 — Construa uma estrutura de A-complexo na garrafa de Klein K e use-a

para calcular os grupos de homologia simpliciais de K.

Ex. 99 — O diagrama abaixo mostra um octaedro X homeomorfo a esfera bidi-

mensional S2.
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A\

1. Construa uma estrutura de A-complexo em S? usando oito 2-simplexos

como mostrado, e calcule H{ (S?) usando essa estrutura simplicial.

2. Defina uma relacdo de equivaléncia ~ em X que corresponda a identifica-

cio antipodal em S?.

3. Mostre que a estrutura de A-complexo definida no item a), com a escolha
correta de orientacdo, define uma estrutura de A-complexo no quociente

por ~ em RP?.

4. Calcule H* (RP?) usando o complexo de cadeias obtida no item 3.

Ex. 100 — Calcule os grupos de homologia simplicial de S* com a estrutura de A-
complexo tendo n vértices e n arestas, todas as arestas sendo orientadas na mesma

dire¢éo ao redor do circulo.

Ex. 101 — Calcule os grupos de homologia simplicial do paraquedas triangular

obtido de A? identificando seus trés vértices num tinico ponto.

Ex. 102 — Calcule os grupos de homologia simplicial do A-complexo obtido de
n + 1 2-simplexos AZ, - - - , A2 identificando todas as trés arestas de A2 para uma
Ginica aresta, e para i > 0 identificando as arestas [vg, v1] e [v1,v2] de A? numa

Ginica aresta e a aresta [vg, v2] & aresta [vg, v1] de A? ;.

Ex. 103 — Encontre uma maneira de identificar pares de faces de A3 de modo a
munir a esfera em S* de uma estrutura de A-complexo tendo um tinico 3-simplexo

e calcule os grupos de homologia simplicial desse A-complexo.

Ex. 104 — Considerando A" como um A-complexo da maneira natural, mostre
que se um subcomplexo X C A, tem H2 ;(X) # 0 entdo X = JA,,.

Ex. 105 — Calcule os grupos de homologia H2 (M), H2(OM) e H2 (M, OM), em

que M é a faixa de Mobius e OM é sua fronteira.
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w, C U
D
b g b
D
v a w

Ex. 106 — (Principio de Inclusao-Exclusao) Mostre que, se K é um complexo
simplicial finito e K e K3 sdo dois subcomplexos de K tais que K = K; U Ko,
entao,

X(K) = x (K1) + x (K2) = x (K1 N K2) .

Ex. 107 — Sejam S e S; superficies fechadas e S7#5% a soma conexa dessas su-
perficies (veja Definicdo 8.1).
1. Calcule a caracteristica de Euler-Poincaré para a superficie homeomorfa a
S1#55.
2. Mostre que a caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie fechada S
de género g é
2—2g, selS éorientavel

X(8) =

2—g, se .S néo é orientavel

Ex. 108 — O objetivo desse exercicio é provar o Teorema de Mayer-Vietoris.
Sejam K, L, M, N complexos simpliciais com K = M UN e L = M N N. Dessa

forma, temos as seguintes aplica¢des de inclusio:

L LM
J k
N ! K

1. Prove que

0— CR (L. R) 22 CR(M. R) & CR(N) =

n

CA(K,R) —=0
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¢ uma sequéncia exata curta.

2. Conclua que existe um homomorfismo natural 9, : H2(K) — H2 (L)

que fornece a seguinte sequéncia exata longa:

o ML, R) M gAML R) @ HA(N, R) T HA(K, R)

L HA (L, R) 22 gA (M R)® HA (N, R) =% HA (K, R) >

C HE (M, R) ® H (N, R) "~ H{(K, R>>

G

Ex. 109 — Sejam K e K dois complexos simpliciais que sdo triangularizacdes

de superficies fechadas e conexas M; e M>. No que se segue, usaremos a notagao
da Definicéo 8.1.

1. Mostre que ¢ € C(Kj;Zs) definido como a soma de todos os 2-simplexos

de K; é um ciclo.

2. Mostre que esse é o unico ciclo de M. Esse ciclo é dito ciclo fundamental
de M.
Dica: Para isso, seja z = Y \;t; outro ciclo em C'(K;;Zs) e seja t; um dos
2-simplexos de z com \; # 0 e observe que dado qualquer outro simplexo
t’ existe um caminho de 2-simplexos entre eles.

3. Mostre, usando um argumento similar ao anterior, que H5*(L;; Zo) = 0.
Interprete esse fato.

4. Observe que

H$ (Lis Zo) = HE (K3 Zo).

5. Usando a sequéncia de Mayer-Vietoris, conclua que HO(L;;Zs) =
HR (K Zg).

6. Observe que

Hy (M #Ma; Zo) = Ho (Mi#Ma; Z) = Zs.
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7. Conclua que
H{ (Mi#Ma; 7o) = H (My; Zo) & H{ (Ma; Z).

8. Calcule os grupos de homologia simplicial sobre Zo da superficie >, de

género g.

Ex. 110 — Se 0 — A, 2 A, 1 — -+ = A 2 Ay — 0 é uma sequéncia

exata de grupos abelianos finitamente gerados, entdo

n

Z(—l)iposto A;=0.

i=0
Dica: Considere as sequéncias 0 — A, — A,_1 — A,_1/A, e kera,_1 —
Apo — - — A1 — A4y — 0.

Ex. 111 — Seja s : |K| — |L| uma aplicacio simplicial, i.e., uma aplicacdo que
envia vértices de K para vértices de L e que envia simplexos de K linearmente
para simplexos de L. Defina os homomorfismos s, : CqA(K) — CqA(L) como
segue. Dado um simplexo o = [vp, ..., v,] de K, defina s4(c) como o simplexo
[s(v0),-..,s(vg)] seosvértices s (vg) , . .., s (vy) forem todos distintos, e s4(c) =
0, caso contrario.

1. Mostre que ds; = s4—10 e, consequentemente, que a colecdo {s,} é um

homomorfismo de cadeia.

2. Deduza que {s,} induz homomorfismos s, : HqA(K) — HqA(L).

Ex. 112 — Calcule os grupos de cohomologia do toro usando a estrutura de A-

complexo apresentada na Figura 8.11.

Ex. 113 — Considerando uma cocadeia ¢ € C*(X; R) como uma funcio de ca-

minhos em X a R, mostre que se ¢ é um cociclo, entdo:

Loo(fxg) = e(f) +¢(9);

2.  assume o valor 0 em caminhos constantes;

3. ¢(f) = ¢(g) se [ = g;

4.  é um cobordo se ¢( f) depende apenas das extremidades de f, para todo

f.



9. Homologia e Cohomologia Simplicial 286

Ex. 114 — O que acontece se definirmos os grupos de homologia h,,(X; R) como

os grupos de homologia do complexo de cadeias
-+ — Hom (R, C5(X)) — Hom (R, C% (X)) — -7

Mais especificamente, quais sdo os grupos h,(X; R) quando R =7, Z,, e Q ?



TOHomologia Singular

No capitulo anterior, construimos os grupos de homologia de um A-complexo
através da homologia simplicial. Neste capitulo, queremos construir os grupos de
homologia de um espaco topologico X. Queremos que essa construcdo seja fun-
torial — envolvendo nenhuma escolha arbitraria — e assim a solu¢éo é considerar
todos os simplexos possiveis. Em outras palavras, o enésimo médulo de cadeias
deve ser o R-moddulo de todos as aplicacdes continuas o : A,, — X. Como apli-
cagdes continuas podem ser muito irregulares e, portanto, a imagem do simplexo
pode ser comprimida e distorcida de varias maneiras temos a explicag¢do para o
adjetivo singular.

Do ponto de vista histérico a nocdo de simplexo singular foi introduzida por
Lefschetz em 1933. As defini¢des de Lefschetz, no entanto, tinham alguns defeitos
decorrentes da escolha das relacdes de equivaléncias. Foi apenas em 1943 que as
defini¢des de Lefschetz foram ligeiramente modificadas por Eilenberg para superar
esses defeitos, dando origem a Teoria da Homologia Singular.

A construcdo da homologia singular é mais abstrata que a da homologia sim-
plicial, mas, como veremos, em muitos casos é mais facil e direto demonstrar os
resultados usando homologia singular, pois esta teoria é naturalmente mais compa-
tivel com as ideias topologicas. Por outro lado, a homologia simplicial possui uma
descrigao geométrica concreta e intuitiva e em exemplos concretos é mais simples
calcular os grupos de homologia usando as ideias de homologia simplicial. No final

desse capitulo, provaremos a equivaléncia dessas teorias para A-complexos.

287



10. Homologia Singular 288

10.1. Homologia Singular

Seja X um espaco topoldgico, um p-simplexo singular (em X) é uma funcéo
continua
o: AP — X |  parap > 0.

Denotaremos o conjunto de todas os p-simplexos singulares em X por Sar(X).

02

A

Figura 10.1.: Dois simplexos singulares

a1

Note que como AP é um espago conexo por caminhos e compacto, a imagem
o(AP) em X deve ser compacta e conexa por caminho e, assim, um 1-simplexo
singular em X é simplesmente um caminho em X, enquanto que um 0-simplexo
singular em X é apenas um ponto.

Sep > 1, ai-ésima face (de bordo) do p-simplexo singular o é o (p—1)-simplexo
singular dado pela restricdo

O-|[U01---7{7\i7---7vp] Svo, .00y ) = X, 0 <0 < p

/A\ Qx

Figura 10.2.: Faces de um simplexo.

Seja X é um espaco topologico X e R um anel comutativo com unidade, uma

p-cadeia singular com coeficientes em R é uma combinacéio linear formal

m
o = E )\io'i
=1
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de p-simplexos singulares o; com coeficientes A; € R. O modulo de cadeias
singulares S,(X; R) é o R-moédulo livre que consiste em todas as p-cadeias sin-
gulares geradas pelo conjunto Sar(X) dos p-simplexos singulares. Definimos
Sp(X; R) =0, parap < 0.

Se p > 1, dado um p-simplexo singular o, 0o bordo do é a (p—1)-cadeia singular

dada por
P

ao— = Z(_l)ZO—| [1)07...,{);;7"'7

U]'
i=0 P

Estendendo a aplicagéo O para S,(X; R) por linearidade, dado que S,,(X; R) é um

modulo livre, obtemos o homomorfismo de bordo
0:Sp(X;R) = Sp—1(X5R) .

Para p < 0, definimos 0 : S,(X; R) — Sp—1(X; R) por 0 = 0.

Para um espaco tipico X, como por exemplo uma variedade de dimensio maior
que 0, o modulo de cadeias singulares S, (X; R) sera gerado por um conjunto nao
enumeravel e o mesmo acontecera com os submoédulo de ciclos e bordo.

Quando queremos ser muito precisos, escrevemos d, : Sp(X;R) —
Sp—1(X; R).

Finalmente, definimos S,.(X; R) como o modulo graduado obtido pela soma
direta

S.«(X;R) = P Sp(X; R) .
p=>0
Podemos estender o morfismo de bordo para a algebra graduada obtendo um mor-
fismo 0 : S«(X;R) = S«(X; R) .

Se X é um espaco topologico e R um anel comutativo com unidade, o morfismo

de bordo 0 : S.(X; R) — S.«(X; R) satisfaz

0dod=0.
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Demonstragdo. Temos que

On—10n(0) = Op—1 (Z(—l)ia‘[vo e T

i

On_10n(0) = Z (—1)"Op—1 (‘7|[v0,...@,.~

7

Podemos reescrever a ultima soma como:

_ Z JU’[UO,- Dyt T Z (—

)

Jj<i 7>

Comutando os indices ¢ e j no segundo somatorio:

=D VDo, o T2

U

Jj<i 7<i

7'Un]>

o)

|[vo,--- Dy gy om]

a|[v07 B

'Uzv‘

'Un]

=0.

A partir dos morfismos de bordo 9, : S,(X; R) — Sp—1(X; R) podemos obter

o seguinte complexo de cadeias

Ip+1
—_—

0, Op_
Sy(X;R) —2= Sy 1 (X5 R) 2% -~ 81 (X R) — 2= So(X; R) —2~

Dado um espaco espacgo topoldgico X e um anel comutativo com unidade R

definimos:

1. O kernel Z,,(X; R) do operador bordo 0y, : S,(X; R) — Sp—1(X; R), i.e

Zp(X;R) =ker 0,

é dito modulo dos p-ciclos singulares. Um elemento de Z,(X; R) as vezes é

denominado de n-cadeia singular fechada.

2. A'imagem B,(X; R) do operador bordo 0p41 : Sp+1(X; R) = Sp(X; R), i.e

By(X;R) =1m0p+1

¢ dito modulo dos p-bordos singulares.
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No caso especial p = 0, temos Z,(X; R) = So(X; R), ou seja, toda 0-cadeia é,
por definicdo, também um 0-ciclo.
Um fato de suma importancia, decorrente de 9,, 0 9,1 = 0 é que B,(X; R) é
um submoédulo de Z,(X; R), o que nos permite definir os grupos de homologia.
Sejam X um espaco topologico X e R um anel comutativo com unidade, para
qualquer p > 0 o p-ésimo modulo de homologia singular H, E §(X; R) é definido

por
kerd,  Z,(X;R)
imd,r1  Bp(X;R)

S . -
HE8(X;R) =

e convencionamos Hsg(X; R) =0, parap < 0.

Os R-moédulos HSg(X ; R) serdo na maioria das vezes denominados de gru-
pos de homologia, seguindo a pratica comum. Quando néo houver chance de
confusdo escreveremos H,(X; R) para denotar o grupo de homologia singular
HYE(X; R).

Dado um espaco topoldgico, podemos associar a ele um moédulo que é obtido
tomando os ciclos singulares em uma dimenséo (que podem ser geometricamente
interessantes) e quocientando aqueles que sdo geometricamente desinteressantes.
O resultado desse quociente nos fornece por definicdo a homologia singular do
espaco nessa dimenséo.

Dados dois p-ciclos singulares 21,22 € Z,(X; R) que representam a mesma
classe de homologia, ou seja, sua diferenca é um bordo, sdo chamados de homolo-
gos. Esse fato sera denotado por: [21] = [22] & 21 — 22 € B,(X; R). Por exemplo,

um ciclo z é um bordo se, e somente se, [z] = [0].

Exemplo 10.1 — Axioma de Dimensao.

Seja X = {x} o espaco com um unico ponto. Vamos determinar S,(X; R), para
todo p > 0. Para cada p, ha apenas um p-simplexo singular o, : AP — X que é
a aplicagdo constante levando todo AP ao ponto z. Portanto, S,(X; R) = R[oy),
onde 0, denota a aplicacdo constante.

Observe que (01) = 09 —0g = 0,0(02) = 01 — 01+ 01 = 01 e de forma mais
geral, temos
Op—1, sep épar maior que zero

d(op) =

0, caso contrario.
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Assim, temos o complexo de cadeias singulares

% Rlog] -2~ Rlos] —%~ Rlow] — 2> Rlo1] —2> Rlog] —2>0.

Logo,
R, sep=0
H,(X;R) = b

0, caso contrario.

q

De modo geral, podemos ver uma 0-cadeia singular como uma combinacio li-
m

near E Aix; de pontos z; € X. Quando X é conexo por caminhos, é facil ver
i=1

que uma 0-cadeia singular é o bordo de uma 1-cadeia singular se, e somente se,

m
g A; = 0. Para ver isso, seja ¢ um ponto em X e seja o; um caminho ligando
i=1

xgaw;, paracadai = 1,...,m. Entéo
m m m
3 =3 n - (o)
=1 =1 =1

A volta é imediata. Assim, descobrimos que By(X; R) consiste em todas aquelas

m

0-cadeias g Aix; que possuem a propriedade de que a soma de seus coeficientes
i=1

no anel R é zero.

Agora, definimos o homomorfismo € : So(X; R) — R, denominado de aplica-

¢io de aumento,
m m
i=1 i=1

A aplicacio € é claramente sobrejetora e seu kernel é By(X; R), logo
Zo(X:R) _ So(X:R)

Ho(X; R) = Bo(X;R)  kere = A
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Logo, temos o seguinte resultado:

O espaco topolodgico X é conexo por caminhos se, e somente se,
Hy(X;R)=R.

De forma mais geral, temos a seguinte proposi¢io:
Sejam X um espaco topoldgico e R um anel comutativo com unidade e seja

(Xa)aer a colegdo de componentes conexas por caminhos de X. Entéo:

1. Se 04 é um 0-simplexo singular cuja imagem estd em X, para cada o € I,
entdo as classes de homologia [0,,| formam uma base de Hy(X; R), ou seja, € 0
R-moédulo livre:

Hy(X;R) = PR

acl

2. A homologia singular é aditiva, ou seja, existe um isomorfismo natural

H,(X; R) = P Hy(Xa; R).
acl

A demonstracio da proposicéo anterior ¢ bem direta e é consequéncia da conexi-
dade por caminhos de AP, dessa forma qualquer p-simplexo singular o : AP — X
¢ um simplexo singular em X,,, para algum o € I, e a demonstracido segue. Como
consequéncia da proposi¢do anterior, temos que em diversas situacdes podemos

restringir a atencdo aos espacos conexos por caminhos.

Homologia Reduzida A homologia reduzida singular é uma pequena mo-
dificagdo da homologia singular motivada pela intui¢do de que todos os grupos
de homologia de um ponto devem ser iguais a zero. Essa modificagdo torna mais
concisas algumas afirmacdes e elimina muitos casos excepcionais.

Como vimos, associado a um espago conexo X temos uma aplicacdo natural e,
dita aplica¢do de aumento. Como Sy(X; R) é gerado livremente pelos 0-simplexos
singulares em X, um elemento deste grupo é apenas uma soma formal de pon-
tos em X. Enviando cada ponto de X para 1 € R, e entdo tomando a extensao

linear, que existe e é unica pela Observagido 7.1, temos a aplicagdo de aumento

€:So(X;R) — Rdadapore(d ;" Nizi) = D1 o N
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Para definir a homologia reduzida, comecamos com o complexo de cadeias au-

mentado

L (X R) - S, (G R) R 2 6 (X R) P Sy(XR) — = R—
Definimos os grupos de homologia reduzida por H,,(X; R) = ker (9,,) /im (Op+1),
paran > 0, e Hy(X; R) = ker (¢) /im (81).

Vamos mostrar que Ho(X;R) = Ho(X;R) ® R, ja que evidentemente
H,(X;R) = H,(X;R), para todo n positivo.

Como € o 9 = 0, entdo im0d; C kere. Por definicio, Hy(X;R) =
So(X;R)/im0;. O moédulo So(X; R) é um R-mddulo livre isomorfo a soma
direta @UESAO (x;r) It com uma cépia de R para cada 0 € Sxo(X; R), entéo
escolhendo uma das copias de R, podemos definir um morfismo injetivo R-linear
s: R — Sy(X; R) tal que € o s = id, e obtemos a seguinte sequéncia exata curta
cindida:

0 ker e So(X; R) == R——=0.

Desta forma, Sy(X; R) = kere @ R e como im 0; C ker ¢, obtemos
So(X;R)/im0; = (kere/im o) & R,

o que nos fornece
Ho(X:R) = Hy(X;R)® R.

Diremos que um espaco topologico X é aciclico se seus grupos de homologia
singular com coeficientes inteiros em todas as dimensodes sdo isomorfos aos cor-

respondentes grupos de homologia de um ponto. Ou seja, se

Hy(X;Z) =0, Yp=>0.

Em outras palavras, X é aciclico se o complexo de cadeias aumentado é um com-
plexo aciclico.

Vamos agora mostrar alguns exemplos de espagos aciclicos: os dominios estre-
lados em R™.

Um subconjunto S C R" é dito um dominio estrelado se existe xg € S tal

que para todo x € S, com = # x, tal que o segmento de reta ligando z¢ a x esta
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Figura 10.3.: Conjunto Estrelado

contido em S. Nesse caso, dizemos que S é um dominio estrelado em relacdo a xo.

Seja S C R™ um dominio estrelado em relacdo a xq, definimos a operacao
de colchete de cadeias singulares em S da seguinte forma: dado o : AP =
[v, V1, ..., Vp] = X um p-simplexo singular, definimos o (p + 1)-simplexo singu-

lar [o, z¢] por

(0,20 : APt = S

(1 —t)z+tvp — (1 —t)o(x) + tzo 0<<t<l1

onde usamos o fato que um ponto em AP = [vg, vy, ... , Up, Up+1] pode ser es-
crito como (1 —t)x + tvy4 1 com x € [vg, v, ..., vy pois APT! & o fecho convexo
de {vo, v1,...,Vp, Ups1}-

O proximo lema mostra como a operacédo de colchete interage com o operador
bordo.

Lema 10.1

Seja S C R"™ um dominio estrelado em relacdo a zo e seja o : AP =

[v0, V1, . .., Vp] = X um p-simplexo singular. Entdo

(00,20 + (—1)PTlo, sep>0
8[0, xo] =
Ty = @ 5 sep=20
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[07 $0]
Up+1

AP T

onde 0, é o 0-simplexo singular que leva A para .

Demonstragio. Se o é um 0O-simplexo singular, entdo [0,z leva o segmento
[vo,v1] a0 segmento ligando o (vp) a xg. Logo, d]0, xg] = 04, — 0.

Se p > 0, inicialmente observamos que

[Ua xO]l ~ = [U ) 330] (101)

(V0w B eeesUp Up 1] |[vo,---777i7---,vp]

[J’ xo]|[vo,...,vi,..,,vp,v;:1] -7 (10'2)

Vamos provar a Equagdo 10.1 e deixaremos a Equagdo 10.2 como exercicio.

Para isso, recordamos que [o, J;O]|[ R mapeia (1 — t)z + tv,11 —
V0;-++yViye5Up,Up41

1 —t)o(x) + tog com x € [vg,...,0;,...,0,|, que é exatamente a definicio
( 9 ) ) » Up q ¢
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[U’[U(],.,,@Mvp}y370]- Logo, temos
p+1
a[O', -TO] ( ) [O-; xo]|[U0,..47'L/)\i,...,vp,vp+1]
=0
p
= —1)' _1ypt!
;( Nl xO]’[Uov--w@,m»vpyvpﬂ] + (=1 o, xo]|[vo,.“,v¢,...,vp,vﬁ1]
P
- —1)' _1)p+1
a Z( 2 [U|[vo,...,@,...,vp]’x0} + ()"
=0
p
= ~1)' _1\p+1
— [Z;( 1) U’[vo,-..,@,...,vp]’xo +( 1) o
1=

Se S C R™ é um dominio estrelado em relacdo a g, entdo S é aciclico na

homologia singular, isto é:

0, sep>1

Hp<S;R>:{ P

Demonstragdo. Claramente, um dominio estrelado é conexo por caminhos, dai
Hy(S; R) = R. Para mostrar que H,(S; R) = 0, parap > 0, seja ¢ um p-ciclo

singular, entdo pelo Lema 10.1 temos que:
o, 2] = [00, 20] + (—1)PTo = (=1)PT 0.
Logo, o é o bordo de uma (p + 1)-cadeia. [
Os grupos de homologia singular de R" sdo dados por

0, sep=>1

Hp(Rn;R):{ P

Todo simplexo é aciclico na homologia singular.
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Invariancia por homeomorfismo Vamos provar agora o carater funtorial dos
grupos de homologia.

Se X e Y sdo dois espacos topologicos e se f : X — Y é uma funcao continua
entre eles, entdo existem homomorfismos f., : Hy(X;R) — H,(Y;R), para
todos p > 0.

Demonstragdo. Para provar a proposi¢ao, mostraremos que existe uma aplicacdo de
cadeias entre os complexos de cadeias associados a X e a Y. Dado um p-simplexo
singular o : AP — X, obtemos um p-simplexo singular fo : AP — Y obtido
pela composi¢do com f, isto é fo = f o 0. Como S,(X; R) é gerado livremente
por Sar(X; R), a aplicagdo 0 +— fo de Sar(X; R) para Sp(Y; R) se estende
unicamente a um homomorfismo f; , : Sp(X; R) — S,(Y; R).

Dessa forma, temos que o seguinte diagrama é comutativo (vide Exercicio 117)

aX
— Sp1(X; R) = 5,(X; R) —

fﬁ,p+1i lfﬁ,p

— (V3 R) o Sp(V; R) ——
b1
o que significa que as aplica¢des f; , : Sp(X; R) — Sp(Y'; R) formam uma aplica-
¢éo de cadeias. Pela Proposicdo 7.5, obtemos homomorfismos fﬁ* ' H,(X;R) —

H,(Y; R) para todos p, que denotamos por f, , ou simplesmente f. |

Se os espacos X e Y sdo homeomorfos, entdo os grupos de homologia de X e
Y sdo isomorfos.
Ou seja, os grupos de homologia sdo invariantes topologicos. Esse teorema nos

fornece um modo de demonstrar que alguns espacos ndo sdo homeomorfos: se
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para algum p os grupos de homologia H,(X; R) e Hy(Y; R) ndo sdo isomorfos,
entdo X e Y ndo sdo homeomorfos.
Dessa forma, o grupo de homologia singular é um funtor. De modo mais pre-

ciso, temos o funtor H(e; R):

H(o;R)

Top rMod

X——H(X;R) > |[0]

A f cont. f+ | homom.

oo Y———H(Y;R) > [fod]

Note que denotamos por f. o homomorfismo de grupo que é a imagem de uma

aplicacdo continua f pelo funtor H (e; R) definida como segue:

fe:lol = [fod]

Provaremos a seguir um resultado um pouco mais forte: se dois espacos X e Y’
possuem o mesmo tipo de homotopia, entdo X e Y possuem grupos de homologia

isomorfos.

10.2. Invariancia Homotoépica

Sejam X e Y espacos topoldgicos e f,g : X — Y duas aplica¢des continuas.
Se f e g sdo homotdpicas, entdo as aplicacdoes de cadeias fy, gy : S«(X;R) —
S, (Y; R) sao homotopicas.

Demonstragao. Sejam H : X x I — Y uma homotopia de f parage o : AP — X

um simplexo singular, temos a composicéo

AP T2 x 1y

dada por H o (0 xid) : AP x I — X x I — Y, onde id é a funcio identidade.
Veja a Figura 10.5.
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A demonstracéo é feita subdividindo o prisma AP x [ em simplexos, como na

Figura 10.4. Sejam AP x 0 = [vg,...,vp] e AP x 1 = [wy,...,wp|, onde v;, w;

possuem a mesma imagem na projecdo m : AP x [ +— AP. Faremos as divisdes

em p-simplexos da seguinte forma. Comecaremos com [vy, . . . , Up|, depois toma-

mos [V, . .., Up—1, Wp), € [vg, ..., wp_1,Wp| e assim por diante, isto é, seguindo a
sequéncia [vg, . . ., Vi, Wit1, - - ., Wp).
wo w1 w1 w9
wo
vo i V1 U1 k V2
Vo

Figura 10.4.: Prismas para A! x I e A% x [

Aregido entre dois p-simplexos [vp, . . . , Vi, Wit1, - - ., Wy € [V, . . ., Wi, Wig1, - .
é o (p + 1)-simplexo:
[’Uo, ooy Uy Wiy Wig-14 - - - ,wp]
Sendo assim, AP x [ é a unido dos (p + 1)-simplexos
n
AP x ] = U[Uo,.. <y Vi Wiy Wig 1y e - ,wp]
=0

tais que suas interseccdes sdo os n-simplexos anteriores.
Motivado pelo apresentado anteriormente, podemos definir um operador
prisma P : S)(X; R) — Sp+1(Y; R) como:

P(o) =) (-1)'Ho (0o xid

- )|[UO7...7'U1','LU1;,..-wp]
i

que geometricamente, pode ser pensado como subdividir o prisma "AP x I " em

(p+ 1) simplexos

- wp)
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Vamos mostrar que o operador prisma satisfaz a relagdo 0P = gy — f; —
e logo é uma homotopia de cadeias. Geometricamente, essa formula afirma que
o bordo da cadeia singular do prisma P (o) consiste no simplexo superior go, no

simplexo inferior fo e nas paredes verticais P(do ). De fato, temos:
OP(0) =Y (=1)'(=1)H o (0 x id)|
j<i

+ Y (D=1 H o (0 x id)|

j>t

(00,5440 000y Vi Wiy W)

[00,+,0i, Wi 5. W .. W)

Os termos em que ¢ = j se cancelam, com exce¢éo do primeiro e ultimo, que
sao justamente gy(0) e — fy(o): pois
Ho(axid)’[ﬁm =goo=go), e

:—foa:—fﬁ(a).

wo,++ wn]

—Ho (o X id)|[
V0,

- »vnyﬂ\)n]

Os demais termos, com i # j, serdo —P0J(o) pois

- Z jP U’ Uo,...’lj},...,vn])

=Y (=D (=1)Ho (0 x id)‘[vo’.

2V Wey e Wyt 7wn]

Z i—1 j
+ (_1) (_1)JH © (O- X ld |[v0, . ,A Ui, Wiy »wn]'
Logo, OP = gy — f; — PO.
=

Sejam X e Y espacos topoldgicose f,g : X — Y duas fung¢des continuas. Se f
e g sdo homotdpicas e f p, g«p : Hp(X; R) — Hy(Y; R) sdo os homomorfismos

induzidos, entdo f. ), = g« para todo p > 0.
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I'x4ar o xid
/\ i
o /_\
<: P(o)
AP X X xI Y

Figura 10.5.: Construcdo do Prisma

Demonstragdo. Pela Proposicao 10.2, existe uma homotopia de cadeias entre f :
S«(X5R) = So(Y;R) e gy : S«(X;R) — Si(Y;R), e pela Proposicdo 7.6, os
homomorfismos induzidos fy p, g« : Hp(X; R) — Hp(Y'; R) sao idénticos. =

Invariancia por Homotopia. Se X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia,
entdo os grupos de homologia Hy,(X; R) e Hy(Y; R) sdo isomorfos para todos
p=0,

Demonstragdo. Se f: X — Y eg:Y — X forem duas aplicacdes que tornam os
espacos X e Y homotdpicos, temos g o f >~ idx e f o g ~ idy, e portanto,

(gOf)*Zg*Of*:id* €
(fog)s=fiogs=ids

e logo a aplicacéo f., : Hy(X; R) — H,(Y; R) é um isomorfismo com inversa

Gx,p- |

10.3. Homologia Singular Relativa

Vamos considerar um par topologico (X, A), ou seja, um espago topoldgico
X juntamente com um subespa¢o A C X e denotar a inclusdo do subespaco
pori : A — X. Cada simplexo singular o : AP — A produz um simplexo
singular ¢ : AP — X compondo ¢ com a aplicacdo de inclusdo de A em X,

entdo o complexo singular S.(A; R) é um subcomplexo do complexo singular
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S.(X; R). E imediato que a aplicacio de complexos de cadeias singulares induzida
ix : S(A; R) — S(X; R) é injetora e, portanto, podemos considerar o complexo
quociente S(X, A; R) = S(X; R)/S(A; R). Para sermos completamente preci-
sos, devemos tomar o quociente pelo subcomplexo i.(S(A4; R)) C S(X; R), mas

nos permitimos identificar os complexos isomorfos S(A; R) e i, (S(A; R)).

Seja S, (X, A; R) o médulo quociente
Sp(X,A;R) = Sp(X; R)/Sp(A; R)
e seja S.(X, A; R) o modulo graduado correspondente obtido pela soma di-
reta de S,(X, A; R). O morfismo de bordo 85 D S(X5R) = Spmi(XGR)
do complexo original S.(X;R) restringe-se ao morfismo de bordo 8;)4

Sp(A;R) — Sp—1(A; R) do complexo S,.(A; R), entdo a aplicacido quociente
Op : Sp(X, A; R) — Sp—1(X, A; R) induzida por 8;( e dada por

Op(0 + Sp(A; R)) = Ox p(0) + Sp—1(A; R)

para cada p-simplexo singular ¢ é o morfismo de bordo para o complexo de cadeias

S«(X, A; R). O complexo de cadeias Si (X, A; R)

Op+1
C—

By 8y
Sy(X, A; R) — 2 S, 1 (X, A; R) 2% -~ 81(X, A; R) —2~ Sy(X, A; R)

é chamado de complexo de cadeias singulares do par (X, A).
Dado um par (X, A), onde A é um subespaco de X, os grupos singulares de
homologia relativa H,(X, A; R) de (X, A) sdo definidos por

H,(X,A;R) = H,(Sp(X, A; R) = Hy(S«(X;R)/S«(A; R)) .

Se temos um par topoldgico (X, A), entdo existe uma sequéncia exata curta de

complexos de cadeias

0— = S(A; R) —= S(X;R) —~S(X, A;R) — =0
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na qual o segundo morfismo ¢é a aplicacdo de inclusdo e o terceiro morfismo é
a aplicacdo quociente. Portanto, podemos aplicar o Lema do Zig-Zag 7.7 a esta
sequéncia exata curta e obter a seguinte proposicéo:

Seja um par topoldgico (X, A). Entdo existem os homomorfismos de conexao
Owm t Ho(X, A R) - Hy1(A;R), n > 1,

de modo que a seguinte sequéncia é exata

)a*S

Q,)HQAR ) e Ho(X: R) —2~ Hy(X, A; R) >

O«

8*1

C—>H1(A R) "~ H{(X; R) —~ H\(X, A; R) >

<—> Ho(A; R) —"> Ho(X; R) —> Ho(X, 4; R) —>0

Esta é a sequéncia exata longa de homologia associada ao par topolégico (X, A).
E possivel descrever explicitamente os morfismos de bordo O,: para cada ciclo

relativo ¢, temos

Observamos que existe uma sequéncia exata longa, completamente analoga, de
grupos de homologia reduzida para um par (X, A) com A # ().

Sejam X um espaco, A um subespaco e i : A — X a inclusio.

1. A homologia do espaco vazio é trivial em todas as dimensdes. Dessa forma a

inclusdo j : ) — X induz isomorfismos

Ho(X;R) = Hy(X,0;R), n > 0.

2. A incluséo i induz isomorfismos nos grupos de homologia i, : H,(A; R) =
H,(X;R),n > 0, se, e somente se, todos os grupos de homologia relativa
H,(X,A) paran > 0 se anularem, ou seja, H, (X, A; R) = 0. Em particu-
lar, os grupos de homologia H,,(X, X; R) se anulam para n > 0.
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Dizemos que (X, A) é um bom par, se A C X é um subespago fechado nao
vazio que é um retrato de deformacdo de alguma vizinhanca em X.
Bom Par. Se (X, A) é um bom par, entdo a aplicacdo quociente ¢ : (X, A) —
(X/A, A/A) induz um isomorfismo g, , : H, (X, A; R) — H,(X/A,AJ/A;R) =
H,(X/A; R) para todo n. Essa proposi¢io sera demonstrada na Secéo 10.5.

Das Proposicdes 10.3 e de 10.3, segue o seguinte resultado.

Se (X, A) é um bom par, entdo a seguinte sequéncia é exata

)a*,?)

Q»E&(A; R) — Hy(X; R) — Hy(X/A; R) )

Ox 2

a*,l

C%1@?1(14; R) — Hy(X; R) — H1(X/A; R) >

C—> Hy(A; R) — Hy(X; R) — Ho(X/A; R) —=0

Sejam X um CW-complexo e A um subcomplexo de X, entdo (X, A) éumbom

par.

Exemplo 10.2.

Os grupos de homologia singular reduzida da esfera n-dimensional sdo:

R, p=n

H,(S"; R) = { (10.3)

0, caso contrario .

Paran = 0 o resultado é imediato. Para demonstrar o resultado para n > 0,
considere o par (X, 4) = (D", S"1), logo X/A = S™ Como D" é contratil,
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temos que ﬁp(D"; R) = 0, para todo p > 0, e logo temos

(e hsm—o—

)
C_> Hy(S" 1 R) — = 0 —— Hy(S™; R)

)

)

6*,1

C—> Ho(S" ' R) ——= 0 — Hy(S"; R) —=0

Logo, Hy(S™;R) = 0 e ﬁp(Sn;R) = pr_l(S"_l;R), para p > 0, de onde
segue o resultado.

<

O exemplo anterior garante que esferas de dimensdes diferentes nao sdo home-
omorfas, e mais ainda, ndo possuem o mesmo tipo de homotopia.

Vamos calcular a homologia relativa H,,(S?, S°).

A esfera S C S? pode ser vista como dois pontos antipodas em S?. Podemos
entio usar a sequéncia exata longa de homologia relativa para o par (S?,S%) ob-

tendo
e — Hz(SO) — HZ(SZ) — HZ‘(SQ,SO) — Hi_l(SO) — Hi_l(S2) —

Se i > 2, entdo H;(S?) = H; 1(S°) = 0, e logo H;(S?,S°) = H;(S?).
Agora para os termos i = 0, 1, observamos que Hy(S") = Z x Z e Hy(S?) = Z
eaaplicacio iy : Z x Z — 7 é sobrejetiva, pois a inclusio i : S — S? é sobrejetiva

nas componentes conexas por caminho. Portanto, a sequéncia exata se resume a

0 Hi(S%,S%) - Z x Z 5 7 L Hy(s2,8°) — 0

~

Além disso, como i, é sobrejetiva, j é a aplicacdo nula e HO(SQ,SO) 2 0, ea

aplicagdo se reduz a

0= H(S2,S) 5 zx2 520
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De onde temos que Z @ H;(S?,SY) 2 Z x Z. E consequentemente

50 Z sei=1,2
0  caso contrario.

Sequéncia Exata Longa de uma Tripla Uma generalizagao simples da sequén-
cia exata longa de um par (X, A) é a sequéncia exata longa de uma tripla (X, A, B),

onde BC AC X :
-+—H,(A,B;R) ——= H,(X,B;R) —— H,(X,A;R) ——= H,,_1(A,B;R) —— -

Esta é a sequéncia exata longa de grupos de homologia associada a sequéncia exata

curta de complexos de cadeias formados pelas sequéncias exatas curtas
00— S,(A,B;R) — Sp(X,B; R) — Sy (X, A;R) —0

Tomando B como um ponto, a sequéncia exata longa da tripla (X, A, B) torna-

se a sequéncia exata longa de homologia reduzida para o par (X, A).

10.4. Primeiro Grupo de Homologia e o Grupo

Fundamental

H4 uma conex@o estreita entre H (X;7Z) e m1 (X, x(), decorrente do fato de que
se 7 € um caminho fechado em X, entdo o 1-simplexo singular correspondente é
um ciclo no complexo de cadeias singulares S, (X; Z). Além disso, observe que um
caminho constante () = x¢p em X néo é apenas um ciclo, mas um bordo. Para
ver isso, considere o 2-simplexo oo : A? — X que mapeia AZ no ponto zg. Entio,

como as trés faces de o9 sdo iguais a v, temos

dog =7y —v+7="7.
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Lema 10.2

Se v e 7/ sdo caminhos homotdpicos com extremidades fixas, i.e., v ~ 7/,
ef.

entdo v — ' é um bordo.

Demonstragao. Considere umahomotopia H : I xI — X dey em~’ com extremos
fixos. Subdividindo o quadrado I x I em dois triangulos [vg, v1, v2] € [vg, V3, V2]

temos um par de 2-simplexos singulares o7 = H |[ €02 = H |[ | em
Vo, V1, V2 Vo, V3, U2

X, conforme mostrado na Figura 10.6.

v3 V2

02

o1

v Py

Figura 10.6.: Homotopia H : I x I — X de y em 7.

Quando calculamos 9(o1 — 02), as duas restri¢cdes de H a diagonal do quadrado
se cancelam, deixando y—~" e dois 1-simplexos singulares constantes provenientes
da imagem da restricdo de H as bordas esquerda e direita do quadrado, que como

ja observamos sdo bordos. Logo, 7 — 7/ também é um bordo. ]

Em vista do lema anterior, temos uma fungéo h : (X, z9) — Hi(X;Z)
enviando a classe de homotopia de {7} para a classe de homologia do 1-ciclo [7].

Vamos provar que essa funcao é um homomorfismo.

Lema 10.3

Se~y:xg— x1 e : 1 — x9 sdo caminhos, entdo a 1-cadeia y*~y' —v—~/

é um bordo em X.
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Figura 10.7.: 0 : [ep, e1,e2] = X

Demonstragao. Seja o : [eg, e1, e2] — X definida como:

B v na aresta [eg, €1],

® 4/ na aresta [e1, €3],

B e constante nas retas paralelas a reta que une e; com o ponto médio de [e, e2],

como ilustrado na Figura 10.7. Logo, o restrito a [eg, e2] é o caminho produto *~'.

Consequentemente,
9(0) =7+ = (v+7).

Logo a fun¢do h : m(X, x9) — Hi(X;Z) é um homomorfismo. Como

H,(X;Z) é um grupo abeliano, temos que h leva o subgrupo comutador
[m1,m] = [m(X, 20), m1(X, o)

para zero, e assim obtemos o homomorfismo induzido

M2 g kg,

(1, 1]
Poincaré-Hurewicz. Se o espaco topologico X é conexo por caminhos, entio
0 homomorfismo h : m (X, z9) — Hi(X;Z) é sobrejetivo e o seu kernel é o
subgrupo comutador |1 (X, z¢), (X, x0)|, e consequentemente h induz um
isomorfismo da abelianizagdo de 71 (X, xo) em H;(X). Temos que mostrar que a
aplica¢do h é sobrejetora e que seu kernel é [71, 71]. Faremos isso construindo um

homomorfismo
1 (X7 xO)

Hl(X;Z) —
(71, 1]
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que sera o inverso de h.
Para cada x € X, fixemos um caminho 7, ligando xg a x. Se o : Al 5 X éum

1-simplexo singular, definimos

_ T (X, z0)
94(0) = {100y ¥ o ¥ 1)} € Tl
Por extensio linear, obtemos um homomorfismo
T (X, 20)
g’y : Sl(X,Z) — W

Essa aplica¢do depende, em geral, da escolha da familia (-, ), mas sua restri¢ao
a Z1(X;Z) nao. De fato, se (f1,;)zcx € outra escolha e g,, é a aplicacdo correspon-

dente, entdo, para cada 1-simplexo singular o,

9u(0) = u(a(0)) gy (@) ule (1) ulx) = {pus x5 '}
Logo, se
z=mny01+ - +ngor € Z1(X;Z),

como g, e g, sao homomorfismos e 7 (X, xg)/[m1, 71] é abeliano, temos

gu(z) = gu(o'l)nl e ‘g,u(o'k)nk
= u(01(0))™ - u(0k(0))"™* gy(01)"™ -+ gy (o%)™ u(o1 (1)) 7" - - - u(on (1)) "™,

Mas

k k

0z = an 80’1' = an (O’Z‘(l) — Ui(O)) =0.
i=1 i=1

Como Sy(X;Z) é o grupo abeliano livre gerado pelos pontos de X, segue que, para

cada x € X, o coeficiente de x nessa soma é nulo. Portanto,
ST SR
oi(l)=x o0i(0)=x

isto é,

Z n; = Z n; para todo z € X.

oi(l)=x oi(0)=x

Agora, no produto

u(a1(0)™ -+ u(ox(0))™ u(or (1)) ™" - - ulor(1)) ",
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podemos agrupar os fatores correspondentes a um mesmo vértice z, pois

71 (X, zo)/[m1, m1] é abeliano. A contribuicéo total de u(z) é entdo

()i = T = M = ()0 = 1.

Logo, todo esse produto é igual a 1, e portanto

u(@1(0))™ -+ u(ox(0))™ = u(o1(1))™ - - u(ow(1))"™*

Portanto g,,(2) = g(%).
Pela independéncia demonstrada acima, podemos denotar por

™1 (Xy ':UO)

9:Z1(X;Z) —
[ﬂ—lvﬂ_l]

a restricdo comum das aplicacées g, a Z;(X;Z). Resta agora mostrar que g leva
B1(X;7Z) no elemento trivial de

™ (X7 1.0)

(71, 1]
Uma vez feito isso, g induzira um homomorfismo

X
[m1, 1]

Lema 10.4
9(B1(X;Z)) = {1}.

Demonstragao. Como B1(X;7Z) é gerado por todos os elementos do tipo (o),
onde o : A? — X é um 2-simplexo singular, basta provar que, neste caso, g(9(c))
é o elemento identidade.

Sejam v; = o(e;), parai = 0,1,2,

a:o" b d

=0 =0
leo,e1]’ |[e1762]’ |[eo,e2]’

1

e seja ¢ = (¢/)~!, conforme representado na Figura 10.8. Como do = a+b—¢ €
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Figura 10.8.

Z1(X;Z), temos g(0o) = gy(a + b — ). Assim,

g(00) = gy(a+b—{)
= g5(a) - g4(b) - g (<)
= {0 * ax 75,1 ) % (g #0575, ) % (g * ¢ % 75,1) 71
= {0 *a*b*c*yv_ol}.
Finalmente, como o caminho fechado a * b * ¢ é homotdpico ao caminho cons-

tante baseado em v, temos que o caminho fechado entre chaves ¢ homotopico ao

caminho constante baseado em (. Logo, g(do) = 1. [

Precisamos de mais uma notagao. Por linearidade, a aplica¢do x + v, induz um
homomorfismo

v:80(X;Z) = S1(X;2),
e escreveremos

Se o é uma 1-cadeia em X, entio
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Demonstragao. Para um 1-simplexo singular o, temos

97(0') = {'70(0) *Oox '7;(11)}-

Pela defini¢éo de h,
Fgy(0) = Droto) % 7 750 -
Pelo Lema 10.3,
o) * 7 ¥ 1,0)) = Do(o) + 0 + 7,(1y)-
Portanto,
hgy(0) = Vo) + 7 — Yoy = [0 —700].
Por linearidade, a igualdade vale para toda 1-cadeia 0. Se ¢ é um ciclo, entao

do = 0, e portanto h g(o) = [o]. [

Demonstracao do Teorema de Poincaré-Hurewicz Ja demonstramos que a

aplicacgéo
— X
om0 v
(1, 1]
definida anteriormente é um homomorfismo. Como g(B1(X;Z)) = {1}, a aplica-

¢do g induz um homomorfismo

X
g Hy(X;Z) — TX20)
(1, 1]

colocando g([z]) = g(z). Além disso, para cada classe de lacos {a} baseada em z(,

temos
gh({a}) = glla]) = {ym * ax 75, } = {a},

pois classes conjugadas coincidem na abelianizagio 71 (X, x¢)/[m1, m1]. Recipro-

camente, para cada [z] € H;(X;Z), a proposi¢do anterior mostra que

hg([e]) = h(g(2)) = [2].
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10.5. Propriedade de Excisao e Sequéncia de

Mayer-Vietoris

Nesta secdo, vamos apresentar a propriedade de excisdo para a homologia sin-
gular, que é uma das principais caracteristicas da homologia singular e que nos
permite calcular de modo efetivo a homologia. A demonstracdo da propriedade
de excisdo depende do Principio da Localidade que serd apresentado na proxima
se¢do, vamos nos concentrar aqui em algumas consequéncias e aplicacdes. Em
particular, vamos deduzir a sequéncia de Mayer-Vietoris e, em seguida, calcular os
grupos de homologia das esferas.

Queremos definir o conceito de simplexos singulares pequeno (ou local). Se
estivéssemos num espago métrico poderiamos usar o conceito de didmetro do sim-
plexo, nédo estando, definimos um simplexo singular como pequeno se ele estiver
contido numa cobertura aberta dada.

Seja X um espaco topologico, para qualquer familia &/ = {U,};c; de subcon-
juntos de X que formam uma cobertura aberta de X, dizemos que um p-simplexo
singular o : AP — X é U-pequeno se sua imagem estiver contida em algum Uj.
O submoédulo Sg(X ; R) de S,(X; R) consiste em todas as p-cadeias singulares
Z A0} tal que cada p-simplexo o, é U-pequeno.

O morfismo de bordo 9, : S,(X;R) — Sp—1(X;R) leva Sg(X; R) em

ngl(X; R) e, dessa forma, SY(X; R) é um complexo de cadeias. Os médulos de
homologia do complexo S¥(X; R) sio denotados por H }Zf (X;R).
Principio da Localidade. Seja X um espaco topoldgico, para qualquer familia
U = {U, }ic1 de subconjuntos que formam uma cobertura aberta de X, as inclusdes
Lp Sg{ (X; R) = Sp(X; R) induzem uma equivaléncia homotdpica de cadeia; ou
seja, existe uma familia de morfismos de cadeias p, : S,(X; R) — SIL,{ (X;R) tal
que p o ¢ é homotépica a aplicacio identidade de SY(X; R) e ¢ o p é homotopica
a aplicacdo identidade de S, (X; R). Como consequéncia, temos os isomorfismos
Hg(X; R) = H,(X; R), para todo p > 0.

A prova do Principio da Localidade, apesar de intuitivamente simples, é longa e
com passagens técnicas e é feita através da construcao da subdivisdo baricéntrica
e sera feita na proxima secéo.
de Excisao. Seja X um espaco topologico e U C A C X um subespaco tal que
clU C int A. Entdo a inclusdo (X\U, A\U) — (X, A) induz isomorfismos nos
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grupos de homologia relativos:

Ho(X\U, A\U;R) = H,(X, A;R), n> 0. (10.4)
e X N e X\A\
A

Este teorema pode ser reformulado do seguinte modo.
de Excisao. Sejam X um espaco topoldgico e subespacos X, Xy C X tais
que int X; U int X9 = X. Entéo a inclusdo (X1, X1 N Xy) — (X, Xy) induz

isomorfismos em todos os grupos de homologia relativa:
H, (Xl, X1 ﬂXQ,R) =H, (X XQ,R) , n>0.

Os Teoremas 10.5 e 10.5 sdo equivalentes, o que pode ser visto fazendo A = Xy
eU =X\ Xj.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que X; e X3 sdo con-
juntos abertos e que i/ = { X, X»}. Para simplificar a nota¢o, omitiremos o anel
R.

Queremos mostrar que S, (X1, X1 N X2) — S (X, X2) induz isomorfismos nos
grupos de homologia.

Considere o seguinte diagrama formado por sequéncias exatas curtas de com-

plexos de cadeias

00— S (Xo) —= SYU(X) ——= SYU(X)/S(X2) —=0

| |

0—= S, (X3) — S.(X) S, (X, X5) ——=0
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A morfismo vertical do meio induz um isomorfismo de homologia pelo Principio

da Localidade, entdo temos, pela Sequéncia Exata Longa de Homologia:
—— Hy(X2) — H{(X) — Ho(SY(X)/8:(X2)) — Hn1(X2) — H{{ (X)) -

n(X2) — H, JZX) Hn(i,Xg) Hy 1(X2) —= Hp—1(X) -

logo, pelo Lema dos Cinco (veja Exercicio 86), temos que H,,(SY(X)/S.(X2)) =
Hn(Xv X2)
Mas SY(X) = S,,(X2) + Sn(X1), e assim

Sn(Xl) o Sn(Xl) ~ Sn(XQ) +Sn(Xl) o S%(X)
Sn(XQ ﬂXl) a Sn(Xz) ﬂSn(Xl) o Sn(Xg) a Sn(XQ),

onde usamos o terceiro Teorema do Isomorfismo. Logo,

H,(X,X3) = H,(SY(X)/5,(X2)) = H,(X1,X; N Xy).

O Principio da Localidade fornece uma prova simples da sequéncia de Mayer-
Vietoris em homologia singular.
Sequéncia de Mayer-Vietoris na Homologia Singular.
Sejam X um espago topoldgico e subconjuntos A, B de X tais que X = int(A4) U
int(B), entdo existe uma sequéncia exata longa

= Hy(AN B; R) "> H,(A; R) ® Hy(B; R) —""> H,(X: R) ~%> H, (AN B; F
onde as aplicacdes ¢ e 1 sdo definidas por
() = (6:(7), =4x(7))
bu(a, B) = ku(@) + 1(P) ,

e onde 4, j, k, [ sdo as aplicagdes de inclusdo mostradas no diagrama abaixo:

ANB-“ > A
N
B—' . X

Se AN B # (), existe uma sequéncia similar em homologia reduzida.
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Demonstragao. Definimos uma sequéncia
0—— S, (AN B; R) — = 8,(A; R) @ S,(B; R) —“ Sp(A; R) + Sp(B; R) — 0
para todo p > 0, onde ¢ e v sdo definidas como

p(o) = (ix(0), —jx(0))
(e, B) = ky(a) + 14 (5) -

Observe que ¥ o o = 0. A aplicacdo ¢ é injetora, enquanto 1) é sobrejetora.
Temos im ¢ C ker v, pois 1y o = 0. O kernel de v consiste em todas as cadeias da
forma (0, —0),onde 0 € S(A; R) e —o € S(B; R), pois dessa forma o € S,(AN
B; R), por outro lado temos que p(0) = (0, —0), 0 que mostra que ker ¢) C im .
Portanto, a sequéncia é exata e temos uma sequéncia exata curta de complexos de

cadeias.
0— > S.(ANB;R) = 8,(A; R) @ S,(B; R) —"~ S.(A; R) + S,(B; R) — 0.

E logo temos a seguinte sequéncia exata longa em homologia

-

C

= Hy(AN B; R) —"~ H,(A; R) ® Hy(B; R) —"> H,(S.(A: R) + S.(B; R) Y

C—> H, 1(ANB;R)

No entanto, como X = int(A) U int(B), a Proposi¢do 10.5 implica que

Hp,(S:(A; R) + S«(B; R)) = Hp(X) ,
e obtemos a sequéncia exata longa

o H,(ANB; R) —~ H,(A; R) ® H,(B; R) > H,(X; R) > :

s
C—>Hp_1(A N B;R)

como desejado.

Um argumento semelhante se aplica a homologia reduzida. |
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O morfismo de conexao 0. : H,(X; R) — H,—1(A N B; R) possui a seguinte
descrigdo: dada uma classe o € H,,(X), esta pode ser representada por um ciclo
z = x+y de cadeias z, y em A e B, respectivamente, satisfazendo 0z = d(x+y) =
0 e o elemento 0,.aH,,_1(A N B) é representado pelo ciclo 0z = —0y.

O Teorema de Mayer-Vietoris permite calculos indutivos de grupos de homolo-
gia. Ilustraremos esse fato calculando os grupos de homologia das esferas.

Os grupos de homologia singular da esfera S, com m > 0, sao dados por:

H,(S™; R) = { fon=m

0, caso contrario.

O que pode ser reescrito como:

R & R, =0
H, (8" R) :{ et
0, caso contrario
R, n=0
H,(S™;R)= (¢ R, n=m sem >0
0, caso contrario

/—\ ,/—\ /—\
|| } ¢
\’/// \v/ \\//
X+ X~ Xtnx-

Demonstragdo. Como S ¢ a unido disjunta de dois pontos, ja calculamos seus gru-
pos de homologia. Além disso, como todas as esferas restantes sdo conexas por
caminho, ja conhecemos todos os grupos de homologia zero dimensional.

Paran > 1 consideramos a decomposicio S™ = XT U X~ sendo X" e X~ a
esfera menos o polo norte e sul respectivamente, a parte interessante da sequéncia

de Mayer-Vietoris, omitindo o anel R por brevidade, é:

s Hy(X ) @ Hy(X ™) —— Hp(S™) — Hyp 1 (S 1) ——= Hy 1 (XH) @ Hyy
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Como X1 e X~ sdo contrateis e XT N X~ ~ S™ 1 obtemos um isomorfismo

~

H,(S™) = H,_1(S™ ). A hipétese indutiva nos permite concluir a demonstra-
cdo. A elegancia desse calculo esta em termos usado a homologia reduzida, o que

permitiu a redu¢do do nimero de casos. ]

1. Param # n, as esferas S e S™ ndo possuem o mesmo tipo de homotopia.

2. Param > 0, a esfera S" nio é contratil.

Exemplo 10.3 — Grupos de Homologia do 8.

Seja X a figura do “oito” representada na Figura 10.9. Seja A o subconjunto obtido
excluindo o ponto mais a esquerda e B o subconjunto obtido excluindo o ponto

mais & direita. Entdo A e B sdo ambos homotopicamente equivalentes a S', en-

Figura 10.9.: Oito
quanto sua interse¢do A N B é homotopicamente equivalente a um Gnico ponto .
Portanto, temos a seguinte sequéncia de Mayer-Vietoris para X

Hy(%Z) — 2~ H(SL,2) @ Hy(S5 Z) > Hy(X;2) 2|

Hy(+:7) P Hi(SL2) @ H (S 72) -V~ H (X, 7) — 2

Ho(%;Z) — Ho(S'; Z) @ Ho(S\; Z) — 2

Hy(X;7Z) 0
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Usando as informacdes sobre as homologias de St e *, temos:

0—> Hy(X;Z) >0 0—>Z&Z

— H(X;2) 72 —723®7Z—7—N0.

Logo, H,(X) = 0, paran > 1.

Vamos provar que H1(X;7Z) = 7 @ 7. Para isso, considere a sequéncia exata
0—">Z¢7Z—>H(X;2) 72707 2>7-"50. (105)

Como im ay = ker a; = Z, temos que ay é sobrejetiva, logo,

VACY/NE
Zimay = Z.
ker ay
Como qualquer subgrupo de Z @ Z é da forma (mZ)® (nZ), o quociente szi éda

forma Z/(m) @ Z/(n), onde m,n podem ser zero e convencionamos Z/(0) = Z.
Logo, oukeras = Z@&0oukeras = 0B Z, assimimas = Z®H0ouimaz = 0B Z.
Portanto, ker a3 = 0 e a4 é a aplicacdo nula, o que implica que a5 é um isomorfismo.

Outro modo de lidar com a sequéncia da Equagao 10.5 é olhar para a aplicagdo

as. Se az = 0 temos que
0220727250,

0 que gera um absurdo. Logo az # 0 e assim a3 é injetiva e logo kerasz = 0 e

consequentemente im a4 = 0 e logo temos
0—2>Z¢7Z > H|(X;Z)—2>0

o que implica que a5 é um isomorfismo
Finalmente, vale a pena observar que o calculo é bem mais simples se utilizarmos

a homologia reduzida. Nesse caso teriamos a seguinte sequéncia exata:
0—=7Z®Z— H\(X;Z) —0.

eassim H\(X;Z) = H\(X;Z) 2 Z & 7.
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Exemplo 10.4 — Garrafa de Klein.

Para o calculo dos grupos de homologia da garrafa de Klein, usaremos a decompo-
sicdo de K como a unido de duas faixas de Mobius A e B coladas ao longo do seu

bordo, que é um circulo, conforme apresentado nas Figuras 10.10 e 10.11. Assim, A,

A C Y
. b . B
Al A Cl Y
a B a A
———————————————— b A Y
A w
v b v

Figura 10.10.: Decomposi¢ao da Garrafa de Klein como duas faixas de Mobius (B

e A’ U A) que se intersectam em C' e C’ que se colam num circulo.

B e sua interse¢do A N B sdo homotopicamente equivalentes a circulos, portanto

a parte ndo trivial da sequéncia de Mayer-Vietoris produz

0= M) -2 % 2az % Hi(K) -0
e a parte trivial implica que a homologia de K se anula para dimensdes maiores
que 2.

A aplicacido « envia 1 para (2, —2), ja que o circulo que forma o bordo de uma
faixa de Mobius envolve duas vezes o circulo central e (o) = (ix(0), —jx(0)).
Em particular, « € injetora, logo a homologia da dimensio 2 também se anula.

Temos ainda que im o = (2Z, —27Z) = ker 8 e im 8 = H, (K). logo

~ YASY/
) =z, 2z

Finalmente, escolhendo (1,0) e (1, —1) como base para Z® Z, segue que H, (K) =
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7. &® Zo e assim

~ Z&®7Zo, sen=1
0, sen # 1.

Figura 10.11.: Decomposicédo da garrafa de Klein K como a unido de duas faixas de

Mobius A e B coladas ao longo de seu bordo

Relembre que (X, A) é um bom par, se A C X é um subespaco fechado néo
vazio que é um retrato de deformacéo de alguma vizinhanca em X, veja a Defini¢ao
10.3.

Se (X, A) é um bom par, entdo a aplicacdo quociente ¢ : (X, A) — (X/A, A/A)
induz um isomorfismo ¢, : H, (X, A; R) — H,(X/A, A/A; R) = H,(X/A; R),

para todo n.

Demonstragao. Dada uma vizinhanca V' de A em X tal que A é um retrato de

deformacédo de V, temos o diagrama comutativo

H’n(XaA7 R) H’n(Xa Va R) Hn(X —A,V—A; R)

lq* lq* lq*

Ho(X/A, AJA; R) — Hy(X/A, V/A; R) <~ Hy(X/A — AJA,V/A — AJA; R)

Se considerarmos a sequéncia exata longa da tripla (X, V, A)
——H,(V,A;R) —= H,(X,A;R) —— H,(X,V;R) —= Hp,_1(V,A;R) —— - -

temos que os grupos H,,(V, A) sdo zero para todo n, porque um retrato de deforma-

¢do de V sobre A fornece uma equivaléncia homotdpica de pares (V, A) = (4, A)
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e H,(A, A) = 0, o que implica que a seta horizontal superior esquerda é um iso-
morfismo: H, (X, A; R) = H,(X,V;R). O mesmo argumento para V/A e A/A
mostra que a seta horizontal inferior esquerda também é um isomorfismo. Os ou-
tros dois morfismos horizontais sdo isomorfismos diretamente da propriedade de
excisdo. A aplicacdo vertical a direita g* é um isomorfismo ja que ¢ se restringe a
um homeomorfismo no complemento de A. Finalmente, segue da comutatividade

do diagrama que o g, do lado esquerdo é um isomorfismo. |

Para a unido por um ponto \/, X, as inclusées iy : X, — \/, X, induzem

o isomorfismo
DPatax @ﬁn (Xa) — ﬁn \/Xa 5
(0% «

se a unido por um ponto for feita em pontos base x, € X, de forma que os pares

(Xa, o) sejam bons. A demonstracio é direta e sera deixada como exercicio.

10.6. Limites Diretos e Axioma de Suporte Compacto

Limites Diretos Um conjunto parcialmente ordenado (&, <) é dirigido se
paratodoi,j € Fexiste k € Ztalquei < kej < k.

1. Numeros naturais N com a ordem parcial < usual.

2. Ntumeros naturais positivos, com a ordem: ¢ < j se i | j. Esse conjunto é

dirigido pois 7, j | (ij).

3. Se xp é um nimero real, entdo o conjunto I = R\{xz} pode ser transformado
em um conjunto direcionado definindo a <; bse |a — xg| > |b — x¢|. Portanto,

os elementos "maiores" estdo mais proximos de xg.

4. Se X é um espaco e A um subespaco, podemos considerar o conjunto parcial-
mente ordenado /4 cujos elementos sdo os subconjuntos abertos de X contendo
A, ordenados dizendo que U < V se U D V. Esse conjunto é dirigido porque a

intersecdo de dois conjuntos abertos é aberto.
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Seja .# um conjunto dirigido. Um sistema dirigido por .# em uma categoria
% é um funtor .¥ — €. Isso significa que para cada i € .# associamos um objeto
X; € €, e para cada 7 < j atribuimos uma aplicacdo f; ; : X; — X}, de tal forma
que fi; =idx, esei < j < kentdo f;r = fjro fij.
Exemplo 10.5.

Se # = (N, <), entdo temos um "diagrama linear"

XOE)XngQ—}"‘.

Exemplo 10.6.

), ou seja, o segundo exemplo acima. Vocé pode consi-

derar .# — Ab, digamos atribuindo a cada ¢ os inteiros Z e f; ;j : Z ]—/Z> Z.

Suponha que . = (N,

Exemplo 10.7 — Sistemas Constantes.

Seja .# qualquer conjunto dirigido e 4" qualquer categoria. Um objeto A € ¢

determina um conjunto . dirigido, ou seja, o funtor constante c4 : & — €.

<

Para comparar sistemas, precisamos de morfismos. Observamos que sistemas
dirigidos em % sdo functores .# — %. Eles estdo relacionados por transformacdes
naturais, e esses sdo os morfismos na categoria de sistemas dirigidos .#. Ou seja,

um morfismo é uma escolha da aplicagao g; : X; — Y;, para cada ¢ € .Z, tal que

X —Xj

gl-l |

Y, ——Y;

comuta para todo ¢ < j.
Seja X : . — % um sistema dirigido. O limite direto de X é um objeto L
e uma aplicagdo X — ¢y, que é inicial entre as aplicagdes para sistemas constan-

tes. Isso significa que dado qualquer outra aplicagdo para um sistema constante,
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digamos X — c4, existe uma aplicagdo tnica f : L — A tal que

comuta.

Esta é uma propriedade universal.

E facil ver que quaisquer dois limites diretos sdo canonicamente isomorfos; mas
um sistema dirigido pode nao ter um limite direto. A existéncia depende forte-
mente da categoria em consideragio.

O limite direto de
zLz3z372% ...
na categoria dos grupos abelianos é Q.

Podemos reescrever o acima como um sistema isomorfo composto de inclusdes

de subgrupos de Q:

1 1 1
Z<—>IZ(—>§Zf—>§Z‘—>-~.

Observe os diagramas comutativos que mostram que esse sistema é isomorfo.

1
(n)!

1 l
(n—1)!

1
Z —7Z
(n—1)! n!

7—"—=7
1

Neste ponto o limite direto é a unido dos subgrupos ascendentes, que dara o

subgrupo de racionais.

Construcao de Limites Diretos Limites diretos podem ser construidos a partir

de coprodutos e quocientes. Suponha que X : . — % seja um sistema dirigido.
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Para construir o limite direto, comece formando (se possivel) o coproduto sobre os

IT x

€S

elementos de .#,

e munindo de uma certa relagcdo de equivaléncia ~:

@&:Um/w

Onde,sex; € A;ex; € Aj, entdo x; ~ x; se, e somente se, houver algum k €
Icomi<kej<ketalque f;;(x;) = fjr(x;). Intuitivamente, dois elementos
na unido disjunta sdo equivalentes se, e somente se, eles "eventualmente se tornam
iguais" no sistema direto. Uma formulacéo equivalente que destaca a dualidade ao
limite inverso é que um elemento é equivalente a todas as suas imagens sob os
mapas do sistema direto, ou seja, z; ~ f; j(x;) sempre que i < j.

O processo de formacéo do coproduto e do quociente dependera da categoria em
que vocé esta trabalhando e pode néo ser possivel. Em conjuntos, o coproduto é
uma unido disjunta e o quociente forma apenas classes de equivaléncia. Nos grupos
abelianos, o coproduto é a soma direta e para formar o quociente vocé divide pelo
subgrupo gerado pelas diferencas.

A conclusao é que existem limites diretos em Set, Top, Ab, glMod e muitas
outras categorias.

O proximo lema que nos permite identificar quando uma aplicagdo para um
sistema constante ¢ um limite direto.

Seja X : .#/ — Ab(ou gMod). Uma aplicagdo f : X — ¢ ( dada por

fi : X; — L para i € ) é o limite direto se, e somente se,:
1. Paracadax € L, existeumi € . e um x; € X, tal que f; (x;) = =.

2. Sejax; € X;talque f; (x;) = Oin L. Entdo existe algum j > i tal que f;; (x;) =
0 em Xj.
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Exemplo 10.8.

Suponha que temos uma sequéncia crescente de subespacos, Xg C X7 C --- C X.
Essa familia de conjuntos é um sistema dirigido de espacos, dirigido pelo conjunto
parcialmente ordenado (N, <). E bastante claro que, como conjunto, o limite direto
desse sistema € a unido dos subespacos. Dizer que X € o limite direto desse sistema
dirigido de espacos é dizer primeiro que X ¢é a unido dos espagos X, e segundo
que a topologia em X é determinada pela topologia nos subespacos. Ou seja, é a
topologia fraca, caracterizada pela propriedade de que uma aplicacdo f : X — Y
é continua se, e somente se, a restricdo de f a cada X, é continua. Isso quer dizer
que um subconjunto de X ¢é aberto se, e somente se, sua interse¢do com cada X,

é aberto em X. Por exemplo, um CW-complexo é o limite direto de seu esqueleto.

<
O funtor limite direto hg : Fun(.#, Ab) — Ab é exato. Em outras palavras,
€S
seX %Y % Zéuma sequéncia exata de .# sistemas dirigidos, o que significa que
em cada indice temos uma sequéncia exata de grupos abelianos, entdo hgn X —
ies
ligY — @Zéexato.
ics i€s
Demonstracao. Como qop : X — Z é zero, entdo hg X — hg Z é a aplicacdo
€S €S
zero. Sejay € hﬂ Y, e suponha que y corresponda a 0 em hg Z. Logo existe ¢ tal
€S ies
que y = f; (y;) para algum y; € Y;. Entdo 0 = q(y) = qfi (y;) = fiq (i) porque
q é uma aplicacao de sistemas dirigidos.
Isso significa que existe j > i tal que fj;q(y;) = 0 em Z;. Entdo qfijy; =
0, novamente porque ¢ é uma aplicacdo de sistemas dirigidos. Entdo f;;y; é um
elemento em Y} que é levado para zero sob ¢, entdo existe x; € X talque p (z;) =
fijyi. Entéo f; (z;) € lim X ¢ levado para y. |
es
A exatidao do limite direto tem muitas consequéncias tuteis. Por exemplo:
Seja i +— C(i) um sistema dirigido de complexos em cadeia. Entdo existe um
isomorfismo natural

lig H.,(C(i)) — H. (hg C(z’)) .

€S €L
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Axioma de Suporte Compacto O Axioma de Suporte Compacto, que apresen-
taremos a seguir, implica que os grupos de homologia H, (X, A; R) sdo determina-
dos pelos grupos H,(C, D; R) onde (C, D) é um par compacto em (X, A), o que
significaque D C C C X, D C A C X onde C é compacto e D é compacto em
C.
Sejam (X, A) os conjuntos de todos os pares compactos de (X, A) ordenados
por incluséo entdo (X, A) é um conjunto dirigido.
Para qualquer par (X, A) de espagos topoldgicos com A C X, valem as se-

guintes propriedades:

1. Dada uma classe de homologia o € H,(X, A), existe um par compacto (C, D)
em (X, A) e uma classe de homologia 5 € H,(C, D; R) tal que i.(8) = «a,
ondei: (C,D) — (X, A) é ainclusio.

2. Seja (C, D) um par compacto em (X, A), e seja § € Hy(C, D; R) uma classe
de homologia tal que 7,(3) = 0. Entdo existe um par compacto (C’, D') tal que
(C7D) - (ClaD/) - (XaA) € ]*(B) = 0, onde j : (C>D) - (ClaD/) ¢a

inclusdo.
3. O funtor de homologia comuta com limites diretos.

4. O R-modulo Hy(X, A; R) é isomorfo ao limite direto.

Hy(X,A;R) = lim H,(C,A;R).
(C,D)eK(X,A)

Demonstracado.

Vamos fazer a demonstracdo no caso em que A = (). Para qualquer p-
cadeia singular ¢ € S,(X; R) existe um subconjunto compacto C' de X tal que
c € S(C;R). Sea = Zle Aio; € Sp(X; R) é um ciclo representando a classe
de homologia o, com \; € R e cada o; um p-simplexo o; : AP — X, como AP é
compacto e cada o; é continuo, C' = o1 (AP) U --- U gy, (AP) é um subconjunto
compacto de X e a € S,(C; R).

Sejab =S¥ \io! € S,(C; R) a cadeia p na qual o : AP — C ¢ a restrigio
de 0; a C. Precisamos verificar se b é um ciclo p. Por definicdo da inclusio i temos

a = i4(b), e como a é um ciclo p temos

iﬁoa(b) :Goz’ﬁ(b) :8a:0.
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Como i ¢ injetora, 74 também ¢é injetora, portanto 9b = 0, o que significa que
b € S,(C; R) é de fato um p-ciclo, e se 3 denota a classe de homologia de b, temos
i+(8) = a. O argumento acima é facilmente adaptado ao caso em que A # ().
@ E consequéncia do Corolario 10.6.
]

Se o conjunto X for localmente compacto teremos como consequéncia que a ho-
mologia dos subconjunto de uma uniéo crescente de conjuntos abertos determina

a homologia da uniéo.

10.7. Demonstracao do Principio da Localidade

Principio da Localidade. Seja X um espaco topologico, para qualquer fami-
liatd = {U;}icr de subconjuntos que formam uma cobertura aberta de X, as inclu-
soes i : Sg(X ; R) — Sp(X; R) induzem uma equivaléncia homotopica de cadeia;
ou seja, existe uma familia de morfismos de cadeias p, : S,(X; R) — Szzj’ (X;R)
tal que p o+ é homotopica & aplicacio identidade de SY(X; R) e 1o p é homotopica
a aplicacgdo identidade de S, (X; R). Como consequéncia, temos os isomorfismos
Hg(X; R) = H,(X; R), para todo p > 0.

A prova da proposicao baseia-se na constru¢io de duas aplicagdes naturais: um

morfismo de complexos de cadeias denominado divisao baricéntrica
be: Se(X;R) — Se(X; R)
e uma homotopia de cadeia
R:So(X;R) = Sei1(X;R)
entre bc e a identidade. Assim, para qualquer o € S(X; R), queremos ter:
OR,(0) + Ry—1(00) = bey(o) — 0.

Observe que a existéncia da homotopia de cadeias implica que bc induz a identi-

dade em homologia, ou seja,
[ben(o)] = [o] € Ha(X)

para todo o € S,,(X) com do = 0. Seguira da construcéo que:
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1. para qualquer o € S,,(X; R), se aplicarmos bc a 0 um niimero suficientemente
grande de vezes, obtemos uma cadeia U/-pequena, ou seja, (bc, )* (o) € SY(X),

para k suficientemente grande.

2. se 0 é uma cadeia U-pequena, a cadeia R, (o) também serd uma cadeia U-

pequena.

A existéncia de tais aplicagoes implicam a Proposicéo 10.5.

Divisao Baricéntrica

Vamos comegar com uma construgio preliminar, a construc¢do do cone.

Parac : A" — A com A um subconjunto convexo de R™, as aplicacdes lineares
A"™ — A geram um subgrupo de S, (A; R) que denotamos S (A; R), as cadeias
lineares. O morfismo de bordo O leva SE(A; R) a SL | (A; R), e dessa forma as
cadeias lineares formam um subcomplexo do complexo de cadeias singular de A.

Podemos designar de maneira inequivoca uma aplicagdo linear o0 : A" — A
por [vg, - -+ , v, onde v; é a imagem sob o do i-ésimo vértice de A”™.

Feita essas convencdes definimos o cone:
Cy(o) = Cy([vo,v1, ..., vn]) = [y, v0, v1,. .., Vp]
A extensdo linear de C,, para as cadeias lineares ser4 denotada pela mesma notacao:
Cp: Sy (A R) = Spyy (A R)
Temos a seguinte expressdo para o bordo do cone:
dCp(o) = 0 —Cy(d0), o € SE(A; R)

Passamos agora a construcio das aplicacdes bc™ e RX. Para realizar a constru-
¢do imporemos como condicdo a naturalidade desses morfismos, ou seja, que os
seguintes diagramas comutam para qualquer funcéo continua f : X — Y

bcf RX

Sn(X»R)HSn(XaR) Sn(X;R)HSn+1(X;R)

A
beY RY

Sn(Y; R) —= Sn(Y; R) Sn(Yi R) —> Sna (Y R)
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L N e— ]

Figura 10.12.: Divisdo Baricéntrica

A naturalidade aliada a linearidade dessas aplica¢des tem como consequéncia
que bc e R sdo completamente determinados pelo seu efeito nas aplica¢des iden-
tidades id,, : A™ — A".

De fato, dado um gerador o € S,,(X; R),0 : A™ — X, temos:

bes (o) = ay(bey" (idy)) e R (0) = oy(RS" (idy)). (10.6)

n n

Antes de realizar a construcio da divisdo baricéntrica, vamos apresentar uma
n 1

descrigéo intuitiva. Seja b, = > " 737Vi o baricentro (centro de massa) do n-
simplexo A™ = [vp,...,v,]. A subdivisdo baricéntrica de A™ consiste nos sim-
plexos [by,, w1, ..., wy], onde [wi,...,w,] percorre os (n — 1)-simplexos obtidas
pela subdivisio baricéntrica das n + 1 faces [vo, ..., ¥, ..., v,] de A™. Para con-
cluir a definigdo indutiva, fixamos que a subdivisdo baricéntrica de [vy] deve ser
apenas [vg]. Uma visualizacdo para os simplexos de dimenséo baixa é apresentada
na Figura 10.12.

Vamos realizar a construcdo. Faremos a construgdo para o caso geral o €
S(X;R), ja que o caso geral ndo nos coloca nenhuma dificuldade a mais. Co-
mec¢amos definindo bc,, para todos os espacos X por indu¢do em n. Paran = 0,
vamos colocar chAO (idg) = ido. Isso define bc (o) para todos os espacos X e
todos os o € Sp(X). Para a etapa de indugéo, vamos supor que bc, (o) ja tenha

sido definido para todos os X e todos os ¢ e definimos

b1 (idng1) = Co(be2™ (Didpy1))
onde b = b, é o baricentro de A"T!. A naturalidade forca a definicio de

by, 1 (o) para qualquer gerador o € S(X; R) pelas formulas acima, que sdo es-
tendidas linearmente para (n 4 1)-cadeias arbitrarias.

Com isso, concluimos a definicdo dos operadores de subdivisdo baricéntrica
bey, 1 Sp(X; R) — Sp(X; R).
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Simplexo Bordo e divisdo Um cone Divisdo Baricéntr
baricéntrica
do bordo
b b b

Figura 10.13.: Definicdo dos operadores de subdivisdo baricéntrica

Lema 10.5

As aplicagdes be, : S (X;R) — Sp(X;R), com n > 0, definem uma
aplicagdo de cadeias S(X; R) — S(X; R).

Demonstragéo. Provaremos que d o bc:s (6) = bex | 0d(0) por inducio em n.
Antes de prosseguirmos é desejavel que vocé se convenca geometricamente da
validade desse resultado. Para n = 0, a demonstracéo ¢ direta. Suponha que a
formula seja valida para todos os X e o, para um n fixo. Entdo para n + 1 temos
a seguinte cadeia de identidades onde as trés primeiras sdo dadas por definicao e

pelo fato de que o} é uma aplicacdo de cadeia, a quarta é consequéncia da formula



10. Homologia Singular 333

do bordo cone e a quinta por hipétese de indugio:
do bcfla_l(a) = dooyo bcAn+1 (idn+1)
8 1dn+1)>

Didyi1))
a3 0 Gy (8 o bcﬁwl (0idp41)

= dooyoCy

Oidpy1

= aﬁobc

(bea”

= aﬂoaocb( antt
N
7

= UﬁObC

(
) - )
Didni1) — 030 Cy (beh™ (00 Didyin) )
— oy0bcd" (Didyy)

= bey 00y(Didpt1)

= beX 0 9(0).

O préximo passo ¢ definir as homotopias de cadeias R : S,(X;R) —
Sn+1(X; R), novamente por indugdo em n e de tal forma que a féormula de ho-
motopia OR,,(0) + R,—1(00) = bec,(0) — o se mantenha. Nesta construgio,
usamos o chamado método dos modelos aciclicos. Para isso, usaremos o fato que
espacgos contrateis tém grupos de homologia triviais em dimensdes positivas, o

que se aplica, em particular, aos simplexos. Em dimens&o 0, definimos:
RS (idg : A = A%) = (A' — A") € 51 (A% R).

Uma vez que o bordo de ROAO (idg) é zero, a formula de homotopia é satisfeita nesta
dimenso. Isso define R para todos os espagos X (por meio de 10.6). Para a etapa
indutiva, vamos agora supor que R\ ja foi definido para todos os X, de tal forma

que a formula de homotopia
DoRX +RX 100 = be, —id

seja verdadeira para todos os espacos X. Para completar a defini¢io R* 1 para

todos X, basta encontrar um elemento

An+1

B =Ry, (idnt1) € Supa(A™ R) (10.7)
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que satisfaga a formula 03 + R,%”H (0idp41) = bcﬁzfl (idy41) — idy41, Ou seja,

0B = —RY" (9idpi1) +be2 (idni1) —idnyy em Sy (AL R)

Para provar que tal 3 existe, basta mostrar que o lado direito é um ciclo. Esse
¢ o ponto crucial desse método! Podemos entédo usar esse ﬁn+1(A”+1) = ( para
concluir que este ciclo tem que ser um bordo, ou seja, que tal j existe. O fato do lado
direito ser um ciclo decorre do seguinte calculo usando a férmula de homotopia na

. ~ n+1 . ~ .
dimens3o n e o fato de b¢®"" ser uma aplicacio de cadeias:

O(—RE" (9idns1) +benyy (idng) — idnt1)

(10.8)
. |:RAn+1(8ald — b An+1 . . An+L . Y .
= R nt1) —bey (Oidpyr) + 0idpyr | + 0beyyy (idpyr) — 0idpyr = 0
(10.9)

Assim, podemos encontrar tal 3 e isso conclui a construcio indutiva da homotopia
de cadeias natural RX para todos os X.

Divisao Baricéntrica é [/-pequena

Lema 10.6

Seja o : A" — A com A um subconjunto convexo de R™ e seja 5 um

n-simplexo da subdivisdo baricéntrica de . Entéo

diam(p) < - diam(o).

n+1

Demonstracdo. E evidente que o didmetro de um simplexo é a distAncia maxima de
quaisquer dois de seus vértices. Se nenhum desses dois vértices de /3 é o baricentro
de o, entido esses pontos estio em uma das faces de o, e nesse caso, terminamos
por inducéo.

A distancia do baricentro b,, de o a qualquer um dos vértices v ocorrendo em 3 é

méxima se v for um vértice de o = [vp, ..., v,], digamos v = v;. A reta que passa
por v; e b intercepta a i-ésima face [vg, ...,7;, ..., v,] de o em seu baricentro
1 .
b = —(vo+---+v; + - +vy) e portanto,
n

n b+ 1
; V.
n+1' n+1"
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Logo,
diam(o).

n n
H UZ“ n—|—1” ! UZ” “n4+1

Figura 10.14.: Conforme iteramos a divisdo baricéntrica, temos que o didmetro dos

n-simplexos em B¥(X), (o) tende a 0

Precisaremos do seguinte lema:

Lema 10.7 — Numero de Lebesgue

Seja (X, d) um espaco métrico compacto e seja i/ = {U;} uma cobertura
aberta de X. Entéo, existe um nimero real positivo A tal que todo subcon-
junto de X de didmetro menor que A esta inteiramente contido em U;, para

algum .
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Demonstragao. Por compacidade podemos assumir que {U1,...,U,} é uma co-
bertura aberta finita do espaco métrico compacto X.

Agora suponha que nao exista tal \. Entdo, para cadan € N, seja A,, um con-
junto de didametro < 1/n tal que A,, ¢ U, para qualquer . Escolha z,, € A,, para
cada n e considere x um ponto de acumulacio da sequéncia resultante. Temos que
x € U, para algum 14, entdo para algum A > 0,U(z, ) C U;. Escolha n suficien-
temente grande de modo que 1/n < \/2, e sejam > n tal que x,,, € U(z, \/2).
Logo =, € A, e consequentemente A, N U(z,\/2) # @. Como o didmetro de
A, é menor que \/2 temos que A,, C U(z, \) C U;, uma contradicao. [

Qualquer ntimero A que funcione no lema anterior é chamado de niimero de
Lebesgue para a cobertura.
Para qualquer cobertura aberta f = {U;} de X e para todo o? : A? — X,

existe um inteiro k > 0 tal que bc¥ (0P) é U-pequeno.

Demonstracdo. Escolha um nimero de Lebesgue A associado a a cobertura aberta
{(c?)~1(U;)} do espago métrico compacto A,,. Entéo, para qualquer inteiro k > 0

com (%)k < A, o didmetro dos simplexos em bc®(ida,) é limitada por cima
p
por \ e, portanto, bc®(oP) é U-pequeno. [

Para terminar a demonstragdo do Principio de Localidade precisamos da se-

guinte observacéo:

Lema 10.8

Se 0 é uma cadeia U-pequena, a cadeia R,,(0) também sera uma cadeia U-

pequena.

A Equacio 10.7 que nos diz que R5" (id,) € Sn41(A"™; R) e assim R; (o) €
Sn41(a(A™); R) C SY. (X R).
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10.8. Equivaléncia entre a Homologia Simplicial e

Singular

O proposito desta secio é mostrar que as homologias singular e simplicial coin-
cidem em A-complexos. Denotaremos por (X, A; R) a homologia simplicial e
por H%(X, A; R) a homologia singular de X.

Vamos provar primeiramente o caso nio relativo H2(X; R) = H%(X:;R).
E facil ver a existéncia de um homomorfismo neste caso: ja temos uma aplica-
cio CR(X;R) — S,(X;R) do mbdulo de cadeias simpliciais para o médulo
de cadeias singulares que vé cada simplexo o : A" — X da estrutura de A-
complexo de X como um simplexo singular o : A™ — X. Isso induz uma aplicagao
H2(X:R) - Hy¥(X;R).

Lema 10.9
Hsg(A”, OA™ R) = R e a aplicacdo identidade id,, : A™ — A" gera um
ciclo em HTSLg(A”, OA™ R).

Demonstragao. Certamente id,, define um ciclo, e claramente gera para n = 0.
Fazemos uma inducao relacionando id,, a id,,_ eliminando A C A™, a unido de
todas as faces (n — 1)-dimensionais, exceto uma, de A" e considerando a tripla
de espacos (A", OA™ A; R). Como H;(A™, A; R) = 0 por retrato de deformacéo,

obtemos o isomorfismo
HS8 (A", OA™; R) = H® (A", \; R) .

Mas (A", A) e (A", OA" 1) sao bons pares e, portanto, as homologias relativas

sdo iguais a homologia reduzida dos quocientes, que sio homeomorfos. Dai, temos
HE (DA™ A; R) = H3% (DA™ /A; R)
=~ HE (A" /OA™ 1 R)
= [8 (A" 0A" 1 R)
e consequentemente

HS8 (A", 0A™; R) =~ H® (A™' A" 1 R) .
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Sob o isomorfismo Hﬁg(A", 0A™ R) — HS%l(aA”, A; R) o id,, é enviado para
01id,, que no complexo relativo é +id,,_1, entdo vemos que id,, gera se, e somente

se, id,,—1 gera. [ |

Seja X um A-complexo. Entdo, para todo n, os homomorfismos H2 (X; R) —
HTSLg(X; R) sdo isomorfismos.

Demonstragao. Faremos primeiramente o caso absoluto no qual X é um A-
complexo finito. Seja X* o k-esqueleto de X, como X*~1 € X*, temos o seguinte
diagrama comutativo de sequéncias exatas:

HA

e (X5 XN R) —— HM XM R) —— H (XM R) —— HMN XM, XML R) ——Hp (0

| | | |

HY% (X%, XF1 R) —— HR®(XF~1, R) —— H8(X"; R) —— Hp#(X*, Xk~ R) —— HJ% (2

Vamos provar que a aplicagdo do meio do diagrama anterior é um iso-
morfismo. Para isso provaremos inicialmente que H +1(Xk X1 R) =
H (X%, X*1R).

Comecamos observando que o espaco X*/X* =1 contém apenas simplexos de
dimensio k. Portanto, para n # k, o grupo C2(X* X*~1; R) é igual a zero.

Quando n = k, C2(X*, X*~1) é um médulo livre com base os k-simplexos de X.

@D R[ok], sen=k
O (X", XML R) = ¢ o

0, caso contrario.

Como os ciclos Z5* formam um subgrupo em C3*, e 0 médulo de bordo B2 é vazio
temos
D R[ck], sen=k
HR (XK, XML R)={ oh
0, caso contrario.
Para calcular o grupo de homologia singular H, Sg(X k. Xk=1), observamos que
as aplicacdes caracteristicas A¥ — X para todos os k-simplexos de X considera-

dos em conjunto nos fornecem uma aplicagio continua:

|_|A’f OARY - (XF, XFh).
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Esta aplicacio induz uma aplicagio no quociente ®, : LI,AF/ L1, AT —
Xk/Xk=1 Como a aplicagio induzida no quociente é continua, bijetiva e como
XFk/Xxk=1 ¢ um espaco Hausdorff e compacto, ela é um homeomorfismo.

Assim, temos

HYE(Ug AR L AR - R (XF Xh—1)

|

HRE(UaAF /Uy A1) ——= HS8( Xk /X F-1)

que mostra que o morfismo superior é um isomorfismo e assim P, H® (AF, OAF) =~
Hsg(X k X*-1). Usando o lema anterior que nos diz que os geradores de
H TSLg(Ak, OAF) sio iguais aos geradores da homologia simplicial, obtemos que as
aplicagdes

HR(XF, XF1) = HE(XF, XM

sdo isomorfismos.

Usamos a indu¢io para completar o argumento e, portanto, assumimos que a
segunda e a quinta setas também sdo isomorfismos. Podemos entdo provar que a
terceira seta é um isomorfismo usando o Lema dos Cinco e assim H2 (X*; R) —
H 7%g(X k. R) deve, portanto, ser um isomorfismo.

Como HZ(X) = H2" (X*), para k > n, temos

HA(X) = I'%H*A (Xk) .

Usando que um simplexo singular o : A™ — X tem imagem compacta, temos
que toda n-cadeia singular em X esta em algum k-esqueleto X*. Isso implica que

também temos H 8 (X) = limg H® (X*) do qual concluimos
HA(X) = lig H2 (Xk) = liy H8 (X’f) >~ [58(X)
k k

e, portanto, o teorema esta provado.
Falta demonstrar o caso com A # (), mas isso decorre do caso absoluto aplicando
o Lema dos Cinco a sequéncia exata longa de grupos de homologia simplicial e

singular para o par (X, A). [
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Como corolario, temos a invariancia da homologia simplicial:
Invariancia. Dado um espago topolégico que admite estrutura de A-complexo, a
homologia simplicial de X nédo depende da escolha da estrutura de A-complexo.
Suponha que o par de espagos (X, A) admita uma estrutura de A-par com um
numero finito de n-simplexos fora de A e assuma que R é um dominio de ideais

principais. Entdo Hy2(X, A; R) é finitamente apresentada.

Demonstragdo. Sobre um dominio ideal principal, os submé6dulos de médulos livres
de posto finito sdo livres de posto finito. Por hipétese, temos que C5* (X, A; R) é
livre de posto finito, portanto os submédulos Z5 (X, A; R) e B (X, A; R) também

o sdo. E assim o resultado segue do Teorema 10.8. ]

10.9. Homologia com Coeficientes

Nesta secido vamos generalizar o conceito de homologia singular de modo a
permitir coeficientes num R-moédulo G qualquer. Como as construgdes envolvidas
sdo extremamente similares ao que ja apresentamos apenas esbocaremos boa parte
dos argumentos e enunciaremos os principais resultados.

Intuitivamente, uma cadeia com coeficientes em G é uma combinacédo linear

m
CZE 0iGi,
k=1

onde os g; sdo elementos do médulo GG. Uma maneira rigorosa de proceder a cons-

formal

trugdo dessas cadeias ¢é utilizando o produto tensorial, e comeg¢amos apresentando

a construcdo para qualquer complexo de cadeias.

Produto Tensorial de Complexos de Cadeias Comecaremos pela constru-
¢éo do produto tensorial de complexo de cadeias de R-médulos e da homologia
associada.

Sejam G um R-moédulo e C = (C), @) um complexo de cadeias de R-modulos.
o

01 Op

0 Co Cy o Cp1 C,

E associado o complexo obtido tomando o produto tensorial, onde para simplificar

a notacdo, vamos omitir o subscrito i em ®p ja Como sempre iremos considerar
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tensores sobre o anel R.

Do R 01 R Op®id
02 oM o gG ~——C ®CEE O, R G~

Denotamos o p-ésimo grupo de homologia do complexo de cadeias C ® G =
(Cp, ® G,0 ®1id) por H,(C; G), e denominamos esse grupo de p-ésimo grupo de
homologia de C com coeficientes em G.

Dado um complexo de cadeias aumentado,
81 61)

0 R<"—Cy Cy Cpy<——Cpe—

entdo tem-se o complexo de cadeias correspondente obtido de C ® G adicionando
R®G ~ G nadimensio —1, e usando e®id como o operador de bordo da dimenséo

0 até a dimensao —1.

. i Op®id
0~ RG22 oG 0 0G0 0 G-
Seus grupos de homologia sao denotados ﬁp(C; () e sdo chamados de grupos
de homologia reduzida de C com coeficientes em G.
Se ¢ : C — 2 é uma aplicacio de cadeias , entdo ¢ ® id também o é: C ® G —

D ® G. O homomorfismo de homologia induzido é por conveniéncia denotado por
¢« Hy(C; G) — Hyp(D; G).

Se C e D sdo complexos de cadeias aumentado e ¢ preserva a aplicacdo de au-
mento, entdo ¢ ® id induz um homomorfismo de homologia reduzida bem como
da homologia ordinéria.

Se ¢,1 : C — C' sdo aplica¢des de cadeias, e se H é uma homotopia de ca-
deias entre eles, entdao H ® id é uma homotopia de cadeias entre ¢ ® id e ¥ ® id.
Segue-se que se ¢ e v sdo homotdpicas por cadeia, entdo ¢, e 1, sdo iguais como
homomorfismos de homologia com coeficientes arbitrarios. Segue-se também que
se ¢ é uma equivaléncia de cadeias, entdo ¢ ® id também o é.

Finalmente, suponha que se tenha uma sequéncia exata curta

0 C D & 0

de complexos de cadeias que se cindem em cada dimensdo. Entdo a sequéncia

obtida tomando o produto tensorial

0—=C,®G—>D,0G—>E,8G ——=0
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é exata. Aplicando o Lema do Zig-Zag, temos a sequéncia exata longa
O
..— H,(C;G) — Hy(D;G) —= H,(&;G) —= Hp_1(C;G) — . ..

onde 0, é induzido por 0 ® id.

Homologia Singular com Coeficientes Agora vamos especializar para o com-

plexo de cadeias singulares (Si(X; R), 0,) abaixo

0 0 0
0<% So(X5 B) <2 81 (X5 R) —— e Sy 1 (X5 ) < Sy (X5 )~ -
tomando o produto tensorial com G temos o complexo

i i Fp@id |
029 g (x:R) 9 G2 S (X, R) 9 G~ -~ S, 1(X;R) ® G 22 5,(X; R
O médulo S,(X; G) de cadeias p singulares com coeficientes em G é definido

como o produto tensorial
Sp(X;G) = Sp(X;R) ®@r G

Entéo pela definicdo S,(X; G) = S,(X; R) ® G, temos o complexo de homo-

logia

91®id 9p®id

L5 S0(X3G) EEL G (X3 G) o Syt (X5 G) S (X5 ) -

0
denotado (S.(X;G), 0, ® id)
Observamos que o R-moédulo S, (X; R) é um moédulo livre gerado por Sar (X))

e logo temos o isomorfismo

S(X:G) = P G (10.10)

O'ESAP(X)

Podemos dar uma descrigéo relativamente concreta dos elementos de S, (X; G).
A soma direta em 10.10 é o R-moddulo de todas as funcoes ¢ : Sar(X) — G que
sdo zero, exceto para um numero finito de 0 € Sap(X). Para qualquer g # O e

qualquer 0 € Sar(X), se denotamos por og a fungio de Sar(X) a G que tem
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o valor 0 para todos os argumentos exceto o onde seu valor é g, entdo todo ¢ €

Sp(X; R)@rG = S,(X; G) pode ser escrito de forma inica como uma soma finita

m
=3 0w
k=1

para o; € Sar(X) e g; € G diferente de zero.
Seja R um anel comutativo com unidade e G um R-mddulo. Os médulos singu-
lares de homologia H,(X; G) com coeficientes em G séo os grupos de homologia

do complexo

i ; Op®id
025 S (X1 G) L5 1 (X5 G) = Sy (X1 G) T S (KiG)
ou seja,

Hp(X;G) = Hp (S:(X;G)) p=0.

Se € : So(X; R) — R é aplicagdo de aumento entdo obtemos um aplicacio de

aumento

e®id: S(X;R)®G - R® G =G,

ou seja, uma aplicacdo e®id : Sp(X; G) — G, e obtemos um complexo aumentado
com G na dimensao —1.

Os grupos de homologia do complexo

. : Op®id
0<— R®G<2L 5)(X;G) 220 6, (X;G) = - —— S, 1 (X;G) 225 5,(X; G)
sao denotados ffp(X ; G) e sdo chamados de grupos de homologia singular re-
duzida com coeficientes em G.
Como na Secdo 10.1 podemos escolher uma aplicacdo injetora s : R —

So(X; R) tal que e 0 s = id, e como R ® G = G e a sequéncia exata curta

0 ker e SO(X;R)éRHO

é cindida, fazendo o produto tensorial com GG obtemos a sequéncia exata curta

cindida

e®id
0—>(kere)®G—>SO(X;R)®G<:d>R®G%G—>O;
Efeat
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So(X;G) = So(X;R) @ G = ((kere) ® G) & G,

ecomo Hy(X;G) = So(X;G)/im (0, ®id) , Hy(X;G) = (ker (e®id))/im (8; ® id) =
((kere) ® G)/im (04 ® id), e como im 91 C ker €, obtemos

So(X;G)/im (81 ©id) 2 (((kere) © G)/im (81 ©id)) & G,

e consequentemente temos que

Ho(X;G) = Hy(X;G) & G

H,(X;G) = Hy(X;G), p>1.
Uma aplicacéo continua f : (X, A) — (Y, B) induz a aplicacdo de cadeia
fi®@id: Sy (X, A R) @G = Su(Y,B;R)® G
que induz um homomorfismo de homologia

f« t H(X,A;G) — H.(Y, B; G).

Homologia Relativa Se A é um subconjunto de X, temos o complexo de cadeias
(S«(X, A; R), 0y) abaixo

Op_ 1)
0<— So(X,A; R) <8L5'1(X,A;R) -2t —1(X, A; R) éSp(X,A;R) <

onde S,(X, A; R) = S,(X; R)/Sp(A; R), e tomando o produto tensorial com G e
definindo
Sp(X,A;G) = Sp(X,A;R) ® G,

obtemos o complexo de cadeias (S.(X, A; R) ® G, 0. ® G)

i Dp—1®id Op R
0~ So(X, A; Q) 229 5 (x, 4,6) < . Mg (X, 4,6) 2P 5 (X, 4G <

denotado (S«(X, 4;G), 0, ® G)
Seja R um anel comutativo com unidade e G um R-méddulo. Para qualquer sub-
conjunto A do espaco X, os mddulos de homologia singular relativos H, (X, 4; G)

com coeficientes em (G sdo os grupos de homologia do complexo acima; isso é,

Hp(X, A;G) == Hy (S:(X, 4,G)) p=0.
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A partir da sequéncia exata curta
—— 00— Sp(A; R) — Sp(X; R) — Sp(X, A; R) —= 0,

e como o moddulo Sp(X , A; R) é livre, a sequéncia anterior é cindida. Portanto,

tomando o produto tensorial com G obtemos outra sequéncia exata curta
0—=S(AR) @G ——=S,(X;R) ® G—— Sp(X, A;R) @ G ——0;
E logo temos a sequéncia exata curta:
0—— Sp(4;G) —= Sp(X;G) —= Sp(X, A4;G) —0,

E finalmente, associado a sequéncia exata curta anterior temos uma sequéncia
exata longa de homologia.
Sequéncia Exata Longa de Homologia Relativa. Para cada par (X, A) de espa-
¢os, para qualquer R-mddulo G, temos a seguinte sequéncia exata longa de grupos

de homologia

Do

Q—)HQ(A; G)— Hy(X;G) — Hay(X, A;G) >

d2,p

<—>H1<A7G) 4>H1(X,G) 4>H1(X, A; G) >

61.,p

<—> Ho(A; G) — Ho(X;G) — Ho(X, A;G) —=0

Invariancia por Homotopia. Dados duas aplica¢des continuas f, g : (X, A) —
(Y, B) se f e g sao homotopicas e Hy(f), Hy(g) : Hy(X, A;G) — H,(Y, B; G)
sd0 os homomorfismos induzidos, entdo H,(f) = Hy(g) para todo p > 0.

Como consequéncia, se (X,A) e (Y,B) sdo homotopicamente equivalen-
tes, entdo para qualquer R-modulo G' os grupos de homologia H,(X, A;G) e
H,(Y, A; G) sdo isomorfos para todo p > 0.

Mayer-Vietoris. Dados dois espagos topologicos X e Y com Y C X e dois sub-
conjuntos A, B de X tais que Y = int(A) U int(B), existe uma sequéncia exata

longa de homologia relativa

s Hy(AN B G~ Hy(A;G) @ Hy(B; G) — = Hy(X;G) —2 = H,_1(AN B;
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Axioma da Excisao. Dados subespagos Z C A C X tais que o fecho de 7 esteja
contido no interior de A, entdo para qualquer R-modulo G a inclusdo (X \ Z, A\

Z) — (X, A) induz isomorfismos de homologia singular
H,(X\Z,A\ Z;G) = Hy,(X,A;G), paratodop > 0.

Equivalentemente, para quaisquer subespacos A, B C X cujos interiores cobrem

X, a aplicagdo de inclusdo (B, AN B) — (X, A) induz isomorfismos
H,(B,ANB;G) = Hy(X,A;G), paratodosp > 0.

Observamos ainda que teorema sobre a homologia de bons pares também é ver-
dadeiro para homologia com coeficientes em G.
A homologia singular relativa com coeficientes em G satisfaz os axiomas da

teoria da homologia de Eilenberg e Steenrod.

10.10. Teorema dos Coeficientes Universais

Em uma secao posterior demonstraremos o Teoremas dos Coeficientes Univer-
sais para a Homologia que estabelece relacdes entre grupos de homologia com
diferentes coeficientes. Nessa secdo apresentaremos um de seus corolarios que nos
diz que os grupos de homologia singulares com coeficientes em um grupo abeli-
ano G sdo determinados pelos grupos de homologia singulares com coeficientes
inteiros.

Coeficientes Universais para os Grupos de Homologia. Se X é um espaco
topoldgico, A é um subconjunto de X e G um grupo abeliano. Entéo existe uma

sequéncia exata cindida
0 — Hy(X, A;Z) @ G - Hy(X, A; G) -5 Tory (Hy—1(X, A;G), G) — 0.

A sequéncia é natural em relacéo a aplicacdo (X, A) — (Y, B). O homomorfismo
« envia [z| ® g para um ciclo z para a classe de homologia [z ® g].
Como consequéncia temos o seguinte isomorfismo de homologia singular rela-

tiva:

Ho(X,A;G) = (Ho(X, A7) @z G) @ Tory (Hy—1(X, A; Z), G)
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para todo n > 0.

O funtor Tor sera descrito em detalhes posteriormente. Apresentaremos nessa
secdo apenas um conjunto de propriedades que no caso em que G' é um grupo
abeliano finitamente gerado e A é grupo abeliano qualquer, nos permite calcular
Tor?. E comum descartar o subscrito 1 em TorZ. O funtor Tor? possui as seguintes

propriedades na categoria de grupos abelianos:

1. Uma decomposi¢ao de soma direta A = A; @ Ay induz uma decomposicéo de
soma direta Tor”(A, G) = Tor? (Ay, G) @ Tor” (Ag, G).

2. Tor?(A, B) = Tor%(B, A)

3. Seja A um grupo abeliano livre. Entdo TorZ(A, G) = 0.

4. Tor%(Z,,G) = nG Zker {G 5 G} ={9€ G |ng=0} CG.
5. Se G é livre de torcio, entio Tor”(Z,,G) = 0.

6. Tor?(Zu, Zn) = Z4 com d o maximo divisor comum de 1, n.

Exemplo 10.9.

Seja T2 o toro bidimensional, e G = Z,4. Entéo:

Ho(T% Zs) = Ho(T?) @ Zy = Za
Hy(T% Z4) = (H\(T?) ® Zs) & Tor” (Ho(T?), Zs)
=7? R Ly = (Z4)?
Hy(T% Zy) = (Hz(T?) @ Z4) & Tor” (H1(T?), Zs) = Za.

Exemplo 10.10.
Seja K a garrafa de Klein e G = Z4. Sabendo que H(K) = Z & Z2, e H2(K) =0,

entao:

HQ(K; Z4) = (HQ(K) & Z4) ©® TOI“Z (Hl (K), 24)
= (0) @ Tor’ (2, Z4)
= 7o
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Hy(K; Za) = (H1(K) ® Z4) © Tor” (Ho(K), Z4)
(Z ® 7o) @ Zy) ® Tor’(Z, Z4)
=(Zs4DZ2)®0

Zy ® Zo

Ho(K; Zy) = (Ho(K) ® Zy) ® Tor” (H_1(K), Zy4)
=(Z®Zs)®O0
=74

10.11. %« Produto Cruzado e o Teorema de
Eilenberg-Zilber

Produtos tensoriais de complexos de cadeias Sejam C' e D complexos de

cadeias. Definimos o complexo produto tensorial como

C.oD.=P(C.@D.),, (C.oD.),= @ C,oD,

neZ ptHqg=n

onde o morfismo de bordo é definido nos geradores por
Og(a®b) =0a®@b+ (—1)’a®0b, ae€ Cpbe Dy

e estendido para todo C, ® D, por bilinearidade.

Eilenberg-Zilber. Existem aplica¢des de cadeia

X O X)®@Cu(Y) — Cu(X xXY), e
0:C(X xY)— Cu(X) @ Cu(Y)

que sdo unicas a menos de homotopia de cadeias, sdo naturaisem X e Y, e portanto

f o x e x o f sdo homotdpicas por cadeia a identidade.
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Produto Cruzado Existe uma aplicacdo x : Sp(X) x Sg(Y) = Spiq(X xY)

denominada produto cruzado, satisfazendo:

a. Natural, no sentido de quese f : X — X'eg:Y — Y, ea € Sp(X) e
b e Sp(Y) entdo
fila) x g«(b) = (f x g)«(a x b).

b. Bilinear, no sentido de que

(a+d) xb=(axb)+ (a xb) e
ax (b+b)=(axb)+ (axb).

c. Regra de Leibniz, ou seja,
d(a x b) = (da) x b+ (—1)Pa x 9b.

d. Normalizado, no seguinte sentido. Sejax € X ey € Y. Escreva j, : ¥ —
X x Y paray — (z,y), e escrevai, : X — X x Y paraz — (z,y). Entdo

temos que

msebe S,(Y) entdoc) x b= (j;), b€ Sy(X xY),

m sea € Sy(X), entdo a x ¢ = (i), a € SH(X x Y).

Demonstrag¢ao. Vamos usar indu¢io na dimenséo da imagem: p 4 ¢. O axioma da
normalizacdo nos fornece os casos iniciais onde p + ¢ = 0, 1. Vamos supor que
construimos o produto cruzado na dimensio p + ¢ — 1. Queremos entdo definir
oxTparac € Sy(X)eT e S,(Y).

Observamos que ha um exemplo universal de p-simplexo
id, : AP — AP,

E universal no sentido de que qualquer p-simplexo o : A? — X pode ser escrito
como oy (idy) onde oy : Sar (AP) — Sar(X) é a aplicacdo induzida por o. Para
definir o X 7 em geral, entdo, basta definir id,, x id, € Sp44 (AP x A?) Definimos
entdo

o x 1= (0 xT1),(idp x idy) .



10. Homologia Singular 350

Nossa longa lista de axiomas é util na inducéo. Por um lado, se p = 0 ou ¢ = 0,
a normaliza¢do ja nos forneceu a definicdo. Entdo agora suponha que p e g sejam

positivos. Queremos que o produto cruzado satisfaca a regra de Leibnitz:
0(id, x idg) = (0idp) x idg +(—1)Pidp x0idy € Sptq—1 (AP x AY)
Como §? = 0, uma condigio necessaria para id, x id, existir é que satisfaca:
0((0idp) x idg +(—1)Pid, x0idy) = 0.

Vamos calcular esse termo, usando a regra de Leibnitz na dimensdo p+ ¢ — 1 onde

temos pela suposi¢do indutiva:

9 ((9idy) x idg +(—1)Pid, x (0idy)) = (8%id,) x idg +(—1)P"" (9id,) x (idy)
+ (—1)? (9idp) x (9idg) + (—1)%id, x (8%idg) = 0.

O subespaco AP x A4 C RPFT! x RI*T! é convexo e nio vazio, e portanto,
estrelado. Portanto, sabemos que Hpi,—1 (AP x A?) = 0 e logo todo ciclo é
um bordo. Entéo, escolha qualquer B tal que 0B = 0 (id, x id,) = (9id,) x
idg +(—1)Pid, x0id; € Spyq—1 (AP x A7) e definimos que id,, x id, == B.

A indugdo agora esta completa. Deixamos ao leitor verificar que essa escolha

satisfaz a naturalidade, a bilinearidade e a regra de Leibniz. ]

O ponto essencial da construcdo do produto cruzado é que o espaco que suporta
o par universal de simplexos, AP x AY, é aciclico. A naturalidade transporta o
resultado desse fato para a situagio geral.

Ressaltamos que produto cruzado que esse procedimento constroi obviamente
nao é unico; depende de da escolha da cadeia id, x id, para cada par p,q com
p+q > 1. Mas destacamos que quaisquer duas escolhas sido equivalentes a menos
de homotopia de cadeias.

Suponha que temos trés complexos de cadeias A, B, e C, e suponha que
tenhamos aplicagdes x : A, x B, — Cjq, que satisfazem a bilinearidade e a

formula de Leibniz. Esses dados determinam uma aplicagao bilinear

X : Hy(A) X Ho(B) = Hp14(C).



10. Homologia Singular 351

Demonstracao. Seja a € Z,(A) e b € Zy(B). Definimos
la] x [6] = [a x b
e vamos verificar que essa € a escolha correta. Para comecar, a x b é um ciclo pois
d(a xb) =daxb+ (—1)Pa x db =0,

porque a e b sdo ciclos.

Agora precisamos verificar que o produto esta bem definido, ou seja que s6
depende da classe de homologia de a x b. Para isso sejam ¢’ = a + da et =
b+ db nas mesmas classes de homologia. Queremos [a x b] = [a’ x V']. Em outras
palavras, precisamos mostrar que a x b difere de a’ x &’ por um bordo. Calculando

a’ x b temos:
a' x b =(a+da)x (b+db)=axb+axdb+ (da) x b+ (da) x (db).
Observando que da = 0 temos
d(a x b) = (=1)Pa x (db).
e que db = 0 temos

d(@xb) = (da) xb e d(@xdb) = (da) x (db).

Logo
a xb —ax =d((-1)P(axb)+axb+axdb),

e, portanto, sdo homologos. A demonstracéo da bilinearidade é imediata. ]
Existe uma aplicagio
Xt Hy(X) x Hy(Y) = Hpyq(X xY)

que é natural, bilinear e normalizada.
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Exercicios

Ex. 115 — Prove que se f : X — Y é uma aplicacdo continua entre dois espacos

conexos por caminhos, entdo f, : Hy(X) — Hy(Y) é um isomorfismo.
Ex. 116 — Calcule Hy(X, A) no caso em que X e A sdo conexos e no caso geral.

Ex. 117 — Dados espacos topologicos X e Y, e f : X — Y uma funcdo continua,
mostre que o diagrama abaixo é comutativo:

X
aPJrl

—= Sp11(X; R) —= Sp(X; R) ——

fﬁm-Hl ifﬁm

— Sp11 (Y5 R) - (Vi R) ——

p+1

Ex. 118 — Mostre que a homologia singular é aditiva, ou seja, existe um isomor-

fismo natural
Hy(X;R) = P H,y(Xa; R).
acl

Ex. 119 — Construa para um espaco arbitrario X e um ponto arbitrario zg € X

um isomorfismo natural H,(X) = H, (X, z0).

Ex. 120 — Construa a sequéncia de homologia de um triplacom B C A C X,
-+ —> H,(A,B) = H,(X,B) » Hy(X,A) > H,_1(A,B) — ...

e prove suas propriedades, incluindo a exatiddo. No caso em que A nao é vazio,
uma combinacio deste exercicio com o Exercicio 116 d& origem a uma sequéncia

de homologia reduzida de um par, com os grupos absolutos H substituidos por H.

Ex. 121 — Calcule os grupos de homologia de um cubo sélido perfurado conforme

apresentado na Figura 10.15
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Figura 10.15.

Ex. 122 — Usando a sequéncia de Mayer-Vietoris ou néo, calcule a homologia sin-

gular de R? \ {0} e de R?\ {0}.

Ex. 123 — Calcule a homologia de R? \ S = R?\ {(-1,0),(1,0)}. Como a
homologia muda se excluirmos n pontos distintos de R? ? Qual seria a homologia

se excluissemos n pontos de R ?

Ex. 124 — Calcule a homologia de R? \ S! usando a sequéncia de Mayer-Vietoris.
Que outro espago (com duas componentes) tem a mesma homologia? Essa outro

espago é do mesmo tipo de homotopia que R? \ S'?
Ex. 125 — Calcule a homologia de R? \ S! usando a sequéncia de Mayer-Vietoris.

Ex. 126 — Calcule a homologia de V, o espaco obtido do toro 72 deletando um

pequeno disco fechado.
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(2o

Ex. 127 — Calcule os grupos de homologia relativa do toro sélido relativo ao seu
bordo, isto é, os grupos de homologia relativa Ho(X,0X; R), onde X = D? x S!
edX =St x St

Ex. 128 — Use a sequéncia de Mayer-Vietoris para obter informacdes sobre a ho-
mologia da superficie de género dois, apresentada na Figura 10.16

Dica: Os subespacos U e V' devem ser homeomorfos ao espago V' do Exercicio 126

Figura 10.16.: Superficie do género dois

Ex. 129 — Use a sequéncia de Mayer-Vietoris para calcular os grupos de homolo-

gia do toro.

Ex. 130 — Mostre que se A é uma retracdo de X entdo a aplicacio H,(A) —
H,,(X) induzida pela inclusio A C X é injetora.

Ex. 131 — O cone C'X sobre um espaco néo vazio X é obtido de [0, 1] x X iden-
tificando o subespaco {0} x X a um ponto v, o vértice de CX.

1. Mostre que C'X é contratil.
2. Prove que H,(CX,CX \ {v}) = Hy_1(X).

Ex. 132 — Prove que H;(X,Y) = H;(X UCY,CY).
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Ex. 133 — Prove que H;(X,Y) = H;(X UCY ), parai > 1.

Ex. 134 — Visualize a primeira subdivisio baricéntrica de A3 e conte o ntimero
de 1, 2 e 3-simplexos nela.
Ex. 135 —

1. Mostre que para a unido por um ponto \/, X, as inclusdes i, : Xy —

V,, X4 induzem o isomorfismo

Datax @ﬁn (Xa) — ﬁn <\/ Xa) s

se a unido por um ponto for feita em pontos base x, € X, de forma que

os pares (X, T ) sejam bons.
2. Calcule a homologia do buqué de esferas

Vsl

iely,

Ex. 136 — Todo grafo tem o tipo de homotopia de um buqué de circulos. Suponha
que X seja um grafo, do tipo de homotopia de um buqué de n circulos. Prove que

n é um invariante por homotopia de X. Chamamos n de o nimero Betti de X.

Ex. 137 — Suponha que X ¢ a unido de conjuntos abertos Uy, ..., U, tais que
todos os grupos de homologia Hy(Y) se anulam para qualquer interse¢io Y =
Ui, N ... N Uj;, desses conjuntos abertos e para todos os k& > 0. (Essa cobertura
aberta {Up, ..., U,} é dita uma cobertura aciclica, neste caso.)

1. Mostre que Hi(X) = 0, para k > n.

2. Se, além disso, cada intersecéo Y for conexa por caminhos ou vazia,en > 1,
mostre que H,,(X) = 0.

Ex. 138 — Seja XX a suspensio de X.
1. Prove que a projecdo [0,1] x X — [0, 1] define uma aplicagdo continua
h:¥X —[0,1].
2. Calcule a homologia de ¥ X aplicando Mayer-Vietoris aos conjuntos aber-

tos h=1(0,1] e h71[0,1).
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3. Mostre que Hy1(XX) = Hi(X), k > 1.
4. Mostre que Hy(X) = H{(XX) & Z.
5. Mostre que Hy(XX) = Z.

Ex. 139 — SejaS" paran € Nan-esfera. Prove que ¥S" e S"*! sao homeomorfos

e calcule os grupos de homologia de S™ a partir disso.
Ex. 140 — Calcule H,(Q).

Ex. 141 — (Homologia singular de espacos fracamente contrateis). Um es-
paco topologico X é fracamente contractil se existe um ¢ € X tal que para todo
n € N o conjunto m, (X, z() tem exatamente um elemento. Equivalentemente,
um espaco topologico X é fracamente contractil se qualquer aplicagdo continua

de um simplexo é homotopicamente nula.
1. Seja X fracamente contratil. Mostre que a aplicacdo constante X — e
induz um isomorfismo H,(X;Z) — H.(e;7Z).
2. O que isso implica para a homologia singular com coeficientes em 7Z do

circulo de Warsaw W (definido a seguir)?

O circulo de Warsaw é definido como o subconjunto de R?:
W = {(x,sen (1/x))| —1/27 <z < 1/2m,z # 0}U{(0,y)|—-1 <y < 1}UC,

onde C' é um arco ligando os pontos (1/27,0) e (—1/27,0), disjunto dos
outros dois subconjuntos especificados acima, exceto em seus pontos finais,

veja Figura 10.17.
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Figura 10.17.: Circulo de Warsaw

Ex. 142 — Sejam M; e M, variedades fechadas, conexas e orientaveis. Usando
Mayer—Vietoris, mostre que H,(Mi#M,) = Hy(M#Msy) = Z, e que
HZ(Ml#M2> = Hz(Ml) D HZ(MQ), para 0 < i < n.



11 Aplicacoes

11.1. Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer

O Teorema da Curva de Jordan afirma que uma curva fechada no plano separa o
plano em duas partes e esta dentre os teoremas que sdo faceis de formular e dificeis
de provar. Seu enunciado parece 6bvio, evidente, quase um axioma. Na verdade,
podemos até nos sentir tentados a dizer quando um ponto estia do lado de dentro
ou do lado de fora da regido delimitada por essa curva. Uma maneira popular de
fazer isso € usar raios. Escolha um ponto z fora da curva e desenhe um raio, em
alguma direcdo. Se o raio interceptar a curva um numero par de vezes, entdo o
ponto esta do lado de fora, e se interceptar um nimero impar de vezes, ele esta do
lado de dentro. Isso parece uma prova, mas ndo é. O problema é que o raio pode
cruzar a curvas infinitas vezes, e dessa forma, ndo descobrimos nada. De fato, pode

ser que todo raio a partir do ponto z intersecte a curva infinitas vezes'.

No que segue, apresentamos uma demonstracdo da generalizagdo do Teorema

1 , s .
Na verdade, esse é o caso genérico!

358
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da Curva de Jordan, para dimensdes superiores, baseada nos grupos de homologia.

Se A é um subespaco de X, dizemos que A separa X se X \ A néo for conexo.

Lema 11.1

Sejam X um espaco localmente conexo por caminhos e A C X um subcon-
junto fechado. Entdo, A separa X se, e somente se, ﬁo (X\A) 0.

Demonstragao. Como X \ A é um espago localmente conexo por caminhos, as
componentes conexas e as componentes conexas por caminhos coincidem. Em
particular, o grupo Hy(X \ A) se anula se, e somente se, X \ A for conexo e, em

geral, seu posto é um a menos que o nimero de componentes conexasde X \ A. =

Observamos que, nessa secdo, estamos interessados nos casos em que o espaco
X éR" ouS", e A é um subconjunto fechado em X e logo estamos nas hipoteses
do Lema 11.1.

Seja que K um espaco compacto com a propriedade H, (S™ \ f(K)) = 0, para
todo mergulho f : K — S™. Entéo, I x K também tem essa propriedade.

Demonstracdo. Seja f : I x K — S"™ um mergulho e suponha que 0 # « €

H; (5" \ f(I x K)).

F([1/2,1] x K)
F(1/2 % K)

M F(0,1/2] % K)

Definimos

n=sf (o] xx) e m=sns (5] xx).

Logo, temos que

UgNUp =S"\ fIxK) e UgUU=S"\f({1/2} x K).
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Pela Sequéncia Exata de Mayer-Vietoris, temos que:
B — ~i+1 (Uo @] Ul) —_— ﬁl (U[) N Ul)  —— ﬁl (Uo) b ﬁ[l (Ul) —_— ﬁ[z (Uo U Ul) —

O conjunto UgUU; = S™\ f ({ %} x K ) ¢ aciclico, por hipétese, logo o elemento
0#ac H; (Up NUy) é levado nao trivialmente em pelo menos um dos grupos
H; (Up) e H; (U1) e ndo ha perda de generalidade supor que seja para Uy.

1
)
obtemos uma sequéncia de intervalos I D I1 D Is D ---, onde [} tem compri-

Vamos repetir o argumento substituindo o intervalo I por [O ] Desta forma,

mento 2% e aplicacdes o para a, # 0 em H; (S™\ f (I, x K)). Seja
Vk:Sn\f(Ik XK).

Entéo, temos que Vo C V3 C Vo C -+ eque (I = {z}, paraalgum = € I. Dessa

forma
UVe =S"\[Vf T x K) =8"\ f({z} x K).
Pelo Teorema 10.6, temos 0 # {ax} € h%nlﬁl Vi) = Hi(UV) =
H; (S"\ f({z} x K)) = 0, ou seja, o é levado para o, # 0 para todo k e,
portanto, deve ser levado para um elemento diferente de zero em H; (UVk) e

assim temos uma contradicéo.

1. Se f : D" — S" é uma mergulho, entdo H, (S" \ f (D")) = 0. Em particular,
S™\ f (D") é conexo.

2. Se f:S" — S™ é uma mergulho, entao

~ o VL, parai=n-—r—1,
H; (S"\ f(8")) = ‘
0, parai#n—r—1

Ou seja,
H;(S™\ f(ST) = H; (S" 7).
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Demonstragdo. A demonstracgao do item é imediata para r = 0 e por indugéo,
pelo teorema anterior, temos que ela é verdadeira para qualquer r maior que zero.

A demonstracdo do item também sera feita por indugio em r. Para r = 0,
temos

S™\ f (") 2 R"™\ {0} ~ S 1.

Suponha que o resultado vale para - — 1, ou seja, que H; (S \ f (S"71)) 2 Z,
parai = n — r e é 0, caso contrario. Entdo, para uma mergulho f de S" em S",

definimos
Sp=8"\f(D}) e S_=S"\f(D),

sendo D, e D" os hemisférios superior e inferior de S", de modo que
SpNS_=S"\f(S") e SyuUS_=S"\f(S").

Na sequéncia de Mayer-Vietoris para o par S; e S_,

oo = Hip1 (S4) @ Hir (S2) = Hipq (SP\F(S™™Y) — H; (SP\f(S")) — H; (Sy) @ H; (

os termos de soma direta sdo 0 pelo item . Assim, H;yi (S™\ f(s1)) =
H; (S™\ f(S")) o que implica o resultado. [

No que segue usaremos a seguinte nomenclatura. Uma n-célula é um espaco
homeomorfo ao n-disco. Uma célula é um espaco que é uma n-célula para algum
n > 0.

Observamos que, sob as hipoteses deste teorema, parece provavel que se C; e
C sdo as componentes de S” \ C, onde C' é o mergulho de uma (n — 1)-esfera,
entdo os conjuntos C'1 e Oy devem ser n-células. Mas isso nio é verdade.

Um contra-exemplo é a esfera com chifres de Alexander, representada na Fi-
gura 11.2. Este é um objeto construido indutivamente no espaco tridimensional e
podendo ser mergulhado na esfera tridimensional. Comecamos com uma esfera
comum S?. Em seguida, tomamos dois discos dela e esticamos-os para os “chifres”
na esfera. Agora pegamos mais dois discos e use-os para colocar chifres nos chi-
fres de tal forma que os dois pares de chifres parecam ligados como os elos de uma
corrente. Este processo continua ad infinitum. Se feito com cuidado, terminaremos

com um homeomorfismo da esfera padrio para uma esfera mergulhada no espaco
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tridimensional cujo interior é um disco aberto e cujo complemento néo é simples-

mente conexo, apesar de possuir os mesmos grupos de homologia que um ponto.

Figura 11.2.: Esfera com “chifres” de Alexander

Também vale destacar que o complemento da imagem de um disco na esfera S™
ndo precisa ser contratil. Um contra-exemplo disso é o “arco selvagem” de Fox e
Artin ilustrado na Figura 11.3. Pode-se mostrar que o complemento deste arco em
S™ ndo é simplesmente conexo.

Teorema de Jordan Generalizado para S”. Seja C' um subconjunto de S™ ho-

meomorfo a S*~!. Entdo S" \ C tem precisamente duas componentes conexas
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>

Figura 11.3.: “Arco selvagem” de Fox e Artin

aciclicas, sendo C' a fronteira comum.

Demonstragao. Aplicando o teorema anterior ao caso k = n — 1, vemos que
Hy(S"\ C) = Z. e todas as outras homologias sdo zero. Assim, S” \ C tem
precisamente duas componentes conexas aciclicos, que sdo abertas em S™. Entéo,

a fronteira de C; é o conjunto C; \ C;. Precisamos provar que
61\01 20262\02.

E suficiente demonstrar a primeira dessas igualdades. Como Cs é aberto, ne-
nhum ponto de C5 é um ponto de acumulacio de C; e, portanto, C \Cy C C.
Mostraremos agora que C' C C'y \ C. Para tanto, sejam 2 € C e uma vizinhanca
U de x, mostraremos que U intersecta o conjunto fechado Cy \ Ci. Como C é
homeomorfo a "1, podemos escrever C' como a unido de duas n — 1-células, A
e Ay, de modo que A; seja pequena o suficiente para estar em U.

Observamos que como Ay néo separa a esfera S", podemos escolher um cami-
nho v em §" \ A ligando um ponto p de C7 a um ponto ¢ de Cs. Agora, v deve
conter um ponto de C'y \ C1, pois caso contrario v estaria na uniio dos conjun-
tos abertos disjuntos C; e S™ \ C'; e conteria um ponto de cada um deles, o que
contradiz a conexidade de 7.

Seja 3y um ponto de C \ C pertencente ao caminho 7. Logo, y esta em C. Como
nao pode estar em Ao, deve estar em A e, portanto, em U. Logo, U intersecta
C'1 \ C1 no ponto y, conforme desejado.

Teorema de Jordan Generalizado para R". Seja C' um subconjunto de R" ho-
meomorfo a S"~!. Entio R” \ C tem precisamente duas componentes conexas,
das quais C' é a fronteira comum. Uma das componentes é limitada e aciclica e a

outra é ilimitada e com homologia de S"~!.
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Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos substituir R" por S no enun-
ciado, identificando R"™ com S™\ {p}, onde p é o polo norte da esfera. Sabemos que
S™ \ C' tem duas componentes conexas C e Cy. Suponha p € . Se mostrarmos
que C1 \ {p} é conexo, 0 que deixaremos como exercicio ao leitor, entdo C; \ {p}
e Cy sdo as componentes de (S" \ {p}) \ C, e C é a fronteira de Cy e C; \ {p}.
Agora precisamos calcular as homologias de C \ p e Cy. Sabemos pelo teorema
que os espagos C e Cy sdo aciclicos. Para calcular a homologia de C \ p considere

a sequéncia exata relativa do par (C1, p):

+o——= Hyy1(C1) — Hyy1 (C1, O\ {z}) — Hy,(C1\ {2}) —= Hjy1(C1) — -
(11.1)

e logo como a componente C} ¢é aciclica temos que

Hy,(Cy \ {z}) = Hjy1 (C1,C1 \ {z})
= Hi (D™, D"{0})
=~ Hy(D"{0})
=~ [, (S" )
onde o primeiro isomorfismo é dado pela sequéncia 11.1, o segundo por excisdo, o

terceiro pela sequéncia exata relativa do par D", D™ \ 0 e finalmente o quarto por

homotopia.
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11.2. Invariancia de Dominio e de Dimensao

De modo geral, para verificar que uma funcao f é um homeomorfismo, é neces-
sario verificar que tanto a fungdo f quanto sua funcio inversa f ! sido continuas,
o Teorema da Invariincia de Dominio, demonstrado por Brouwer em 1912, diz que
se f é injetora e o dominio é um subconjunto aberto de R" e a imagem também
esta em R, entdo a continuidade de f~! é automatica. Além disso, o teorema diz
que se dois subconjuntos U e V' de R" sao homeomorfos e U é aberto, entao V'
também deve ser aberto. A conclusdo do teorema pode ser formulada de forma
equivalente como f é uma aplica¢do aberta. Observamos que ambas as afirma-
¢Oes ndo sdo nada Obvias e geralmente nao sdo verdadeiras se deixarmos o espaco
euclidiano.

Uma consequéncia importante do Teorema de Invariancia de Dominio é o Teo-
rema da Invariancia da Dimens&o que afirma que R" nio pode ser homeomorfo a
R™ se m # n.

Para compreender a importancia desse teorema devemos compreender o con-
texto historico no qual surgiu. Antes de 1870, os matematicos lidavam apenas com
os subconjuntos U de R™ que podiam, pelo menos localmente, ser "parametriza-
dos" por aplicagdes diferenciaveis injetoras de um subconjunto aberto de algum
R™. Também se assumia tacitamente que a posi¢do de um ponto em R" s6 po-
deria ser completamente determinada por um sistema de n ntimeros reais. Essa
¢é a definicdo ingénua de dimensdo: uma reta tem dimensdo 1, pois apenas uma
coordenada é necessaria para especificar um ponto nela; e uma superficie, como
um cilindro ou esfera, tem uma dimenséo 2, pois sdo necessarias duas coordenadas
para especificar um ponto nela.

A descoberta por Cantor, em 1877, de uma bijecio de R em R"™, para qualquer n,
foi uma completa surpresa. A funcio de Cantor era totalmente descontinua, mas a
descoberta da curva de Peano, em 1890, mostrou que existiam funcdes continuas,
embora nio injetoras, de R em R™. A tnica esperanca que restava de salvar a
nocdo classica de dimenséo era aquela expressa por Dedekind assim que Cantor
lhe comunicou seu teorema: nao existem homeomorfismos de R" em R" para
m # n. A prova da conjectura de Dedekind foi feita por Brouwer em 1911.
Invariancia de Dominio. Sejam U aberto em R" e f : U — R™ uma aplicacdo

continua e injetora. Entdo f(U) é aberto em R" e f é um mergulho.
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Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos substituir R” por S™ no enun-
ciado, identificando R" com S™ \ {p}.
Dado um ponto y € f(U) C S", sejaxz € U C S" tal que f(x) = y. Seja B

uma bola aberta de raio € centrada em z, cujo fecho estd em U e seja S, = B, — B..

Por indugéo, o conjunto f (S.) é homeomorfo a S*~! e, portanto, f (S.) separa
S™ em duas componentes C e Co. O conjunto f (B.) é conexo e disjunto de f (S¢)
e, assim, ele esta contido em uma das componentes C'; ou C5. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que esteja em C. Temos que f (S,) deve ser igual a C1,

caso contrario, o conjunto

consistiria em todos os pontos de Cs juntamente com pontos de (', contradizendo
o fato de que a célula f (EE) néo separa S". Portanto, f (B.) = C;. Concluimos
que f(U) contém a vizinhanca aberta C de y.

Logo, f leva conjuntos abertos em U a conjuntos abertos em S e, portanto, é

uma aplicagdo aberta em f(U). Consequentemente, f é um homeomorfismo entre

Ue f(U). [

A demonstracdo do Teorema da Invaridncia de Dominio é mais facil se assu-
mirmos que a fun¢io f é continuamente diferenciavel com jacobiano nio singular.
Neste caso, o resultado decorre do Teorema da Funcao Inversa.

Invariancia de Dominio. Se M"™ e N" sdo variedades n-dimensionais topologi-

case f: M" — N" é injetora e continua, entdo f é uma aplicacdo aberta.
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Demonstrag¢ao. Mostraremos que a imagem de uma vizinhanca de = sob f é uma
vizinhanca de f(x). Seja V' C N™ um conjunto aberto homeomorfo a R” contendo
f(z). Entdo, a restricio de f a f (V') é injetora, continua e, portanto, aberta pelo
Teorema 11.2. Agora, se U é uma vizinhanca aberta de z, entdo UNf~ (V) também
é. Portanto, f(U N f~1(V)) é uma vizinhanca aberta de f(z). Logo, f(U) é uma
vizinhanca de f(z). [

Invariancia da Dimensao. Se uma m-variedade M™ é homeomorfa a uma vari-

edade n-dimensional N, entao n = m.

Demonstracdo. Dado x € M™, existe uma vizinhanca aberta V' de x em M™ que é
homeomorfa ao disco D" em R™ e, sem perda de generalidade, assumiremos que

esse homeomorfismo leva o ponto « em 0. Assim,
Hi(M, M\ {z}) = H; (V,V \ {z})
H; (D™, D™\ {0})

> M1 (D™ )\ {0})
~ ~i_1(Sm71)

por excisdo 10.5)
por homeomofismo)

pela sequéncia exata de homologia relativa)

~ o~ o~ o~

por homotopia)

Na férmula acima usamos o Teorema de Excisdo com X = M, A = M \ {z}, e
U=DM\V.

Como ﬁi_l(Sm_l) = 7, parat = m, e 0, caso contrario, temos que m é um
invariante topologico de M, ja que os grupos H;(M, M \ {z}) sdo invariantes

topologicos. |

11.3. Aplicacdes na Esfera

Nesta secéo, estudaremos aplicagdes da esfera em si mesma, introduziremos o
conceito de grau de uma aplicaco e utilizaremos desse ferramental para provar o
Teorema da Classificagdo de Hopf, o Teorema da Esfera Cabeluda, o Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer e, posteriormente, o Teorema Fundamental da Algebra.

O grau de uma aplica¢do f : S™ — S, com n > 0, foi definido e estudado
por Brouwer durante 1910-1912. Intuitivamente, o grau representa o nimero de

vezes que a esfera no dominio é enrolada e envolve a esfera no contradominio sob
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Figura 11.4.: Homeomorfismo da demonstracao de Invariancia da Dimensao.

aaplicagdo. O grau é sempre um nimero inteiro, mas pode ser positivo ou negativo
dependendo das orientacdes.

Seja f : S — S"™ com n > 0 uma aplicagio continua. Como H, (S™) 2 Z, seja
o um gerador de H,(S"), ento f.(a) = d - a. O inteiro d independe da escolha

do gerador é denominado grau de f e é denotado por deg f.

T T
B SES

Figura 11.5.: Aplicaces de grau 1, 2 e 3, respectivamente em S'

O grau de uma aplicacdo continua na esfera tem as seguintes propriedades:
1. A aplicacéo identidade idg» : S™ — S™ tem grau +1.

2.Se f:S" — S"eg:S™ — S" sdo aplicacdes continuas, entdo deg(g o f) =
deg g - deg f.

3. Se f nio é sobrejetora, entao deg f = 0.

4. Sef:S" - S"eg : S* — S" sdo aplicagdes continuas e f ~ g, entdo
deg f = degg.
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5. Se f: S"™ — S™ é um homeomorfismo, entdo deg f = +1.

6. Se f se estende a uma aplicacdo continua h : D"*! — S”, entdo deg f = 0.

Demonstragao.

A aplicacéo identidade na esfera induz a aplicacio identidade (idsn ). nos
grupos de homologia.

EDe fato, temos que (g o f)x = g« © fe.

De fato, se f ndo é sobrejetora, existe y ¢ im f. Entdo, podemos fatorar f

da seguinte maneira:
f

St ———8§"
lf /
S"\ {y}
Como S™ \ {y} = R™ é contratil, H,(S" \ {y}) = 0. Portanto, f, = fitsx =0,
entdo deg f = 0.
Isso ocorre porque, como f e g sio homotdpicas, temos que f, = gs. Pro-

varemos a seguir que a reciproca é verdadeira.
Como fo f~! =id, temos que deg f - deg f~! = 1, logo deg f = +1.
E Temos a composi¢ao de fun¢des:

SK L Dn+1 h

n
S,
logo, temos a composic¢do induzida

h*

H,(S") —=> H,,(D"t1) = H,(S").

Como D"+ é aciclico, a composta é 0 homomorfismo nulo. ]

Para podermos usar as informacdes sobre o grau de uma aplicagio precisamos
antes calcular o grau de alguns exemplos fundamentais.

Sejar : S — S" uma reflexdo através de algum subespaco n-dimensional de
R™*1, entdo degr = —1.
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Figura 11.6.: Aplicagdo de grau 2 em S2.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o subespaco é
R™ x {0} € R™"!. O hemisfério superior U e o hemisfério inferior L de S" podem
ser considerados como n-simplexos singulares, através de homeomorfismos entre
os hemisférios e o simplexo A™. Com essa estrutura de A-complexo, o gerador de
H,(S™) é [U — L]. Areflexdo r leva o ciclo U — L para L — U e assim

r([U= L)) =[L-U]=[-(U-L)] = -1[U - L].
Segue que degr = —1. [

Seja —id : S — S" uma aplicagdo antipodal (z +— —x), entdo degid =
(_1)n+1_

Demonstragao. Observe que — id é dada pela composi¢do de n + 1 reflexdes, cada
uma mudando o sinal da i-ésima componente por uma reflexdo. Como o grau da

composicdo é a multiplicacdo de graus, temos o resultado desejado. |

Seja f : S™ — S™ uma aplicacio com grau diferente de (—1)""1, entio f tem

pelo menos um ponto fixo.
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Demonstragdo. Suponha que f nio possui pontos fixos. Assim, para todo x, temos
que f(z) # z,logo o segmento (1 —t) f(x) 4+ t(—x) ligando f(x) a —z ndo passa
pela origem em R"*!, ja que f(x) ndo é o ponto antipodal de —z. Podemos, entio,

normalizar para obter uma homotopia na esfera ¢g; : I x S — S™ dada por:

(- Of() + Ha)
9" = 1T fla) + i)

Entio, g; ¢ uma homotopia de f 4 aplicagdo antipodal — id e logo deg f = (—1)"*1,
|

A esfera S™ possui um campo continuo de vetores tangentes que nao se anula

se, e somente se, 1 é impar.

Figura 11.7.: Todo campo continuo de vetores tangentes na esfera S? se anula em

algum ponto.

Demonstragao. Suponha que v(z) seja um campo de vetores tangente em S”. A
tangéncia implica que = e v(x) sdo ortogonais em R"*!. Se v(x) # 0, para todo
x, podemos normalizar o campo de vetores de modo que ||v(z)|| = 1, para todo x.
Supondo que isso tenha sido feito, os vetores (cos(nt))x + (sen(nt))v(z) estdo no
circulo unitério do plano gerado por x e v(z). Quando t vai de 0 para 1, obtemos
uma homotopia:

fi(x) = (cos(mt))x + (sen(mt))v(x)

da aplicacéo identidade de S™ na aplicacéo antipodal. Em termos dos graus dessas

aplicagdes, isso resulta na igualdade (—1)"*! = 1, que implica que n ¢ impar.
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S2k—1

Reciprocamente, seja uma esfera de dimensdo impar , entdo o campo ve-

torial definido por
U($17 L2y * y L2k—1, ka) - (_x27 L1, =y —X2k, x?k—l)

é um campo vetorial tangente que nio se anula em nenhum ponto, ja que v(x)

é
ortogonal a z, e ||v(x)|| = 1, para todo x € S™. [

A auséncia de qualquer campo vetorial nio nulo em S? apresenta um resultado
popular chamado Teorema da Bola Cabeluda.
Teorema da Bola Cabeluda. Uma bola peluda ndo pode ser penteada, em outras
palavras, sempre que se tenta pentear uma bola cabeluda, havera pelo menos um

redemoinho de cabelo em algum lugar.

Demonstragao. Se alguém imaginar que tem um cabelo crescendo de cada ponto na
superficie de uma bola, entdo néo é possivel pented-la. Caso contrario, os vetores
tangentes aos cabelos mostrariam que S? admitiria um campo vetorial continuo

nao nulo. n

O toro peludo ¢é a tnica superficie peluda orientavel que pode ser penteada su-
avemente.

Uma aplicagéo curiosa do Teorema 11.3 em meteorologia consiste em conside-
rar a distribuicdo de ventos como um campo de vetores sobre a superficie de um
planeta com atmosfera. Mediante esta idealizacdo, entdo a cada momento existe
pelo menos um ponto onde a velocidade do vento é zero.

Ponto Fixo de Brouwer. Toda aplicacdo continua f : D" — D" possui um ponto

fixo.

Demonstragao. Suponha que f : D™ — D™ nio possui ponto fixo. Podemos definir

a aplicagdo h : D" — S"~! pela equacio

z— f(x)
h(ZE) = )
|z — f(z)]]
pois, por hipétese, z — f(x) # 0, para todo z € D". Sejag : S*~! — S~ la

restricio de h a S”~!, entio g tem grau 0, pela Proposicio 11.3.
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H(u,t)

f(w)

Por outro lado, mostraremos que g tem grau 1, gerando uma contradi¢do. Para

isso, definimos uma homotopia H : S™ ! x I — S"~! pela equacio

H(u,t) = Lf(“)
lu —tf(u)]l
Observamos que, para t = 1, o denominador é diferente de zero, pois u # f(u) ;
e para 0 < t < 1, o denominador é diferente de zero, pois ||u|| = 1 e ||tf(u)|| =
t]|f(u)|| <t < 1. Aaplicacio H é uma homotopia entre a aplicagio identidade de
S"~1 e a aplicacio g. Portanto, deg g = 1.
|

O préximo teorema fornece uma classificacdo completa das aplicacoes da esfera

na esfera a menos de homotopia.

11.4. Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio nio constante
em uma unica variavel com coeficientes complexos tem pelo menos uma raiz com-
plexa. Apesar de seu nome, ndo ha prova puramente algébrica do teorema, pois o
resultado depende de alguma forma da completude dos niimeros reais, que nao é
um conceito algébrico.

A primeira mencio do Teorema Fundamental da Algebra, na forma de que toda
equagdo polinomial de grau n tem exatamente n raizes, foi dada por Peter Roth de
Nurnberg em 1608 e foi Descartes em 1637, quem distinguiu entre raizes reais e
imaginarias. A primeira prova publicada do Teorema Fundamental da Algebra foi
dada por D’Alembert em 1746. No entanto, havia lacunas na prova de D’Alembert

e a primeira prova totalmente aceita foi aquela dada por Gauss em 1797 em sua tese
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de doutorado que foi publicada em 1799. Curiosamente, ao revisar a prova original
de Gauss, os matematicos modernos tendem a concordar que ha tantas lacunas
nessa demonstracdo quanto na demonstragao de D’Alembert. A primeira prova
rigorosa foi publicada por Argand, um matematico amador, em 1806 (e revisitada
em 1813). Gauss também produziu duas outras provas em 1816 e outra versio
incompleta de sua prova original em 1849.

A demonstracdo que apresentaremos baseia-se no conceito de grau de uma apli-
cacao.
Teorema Fundamental da Algebra. Todo polindmio nio constante com coefi-

cientes em C possui uma raiz em C.

Demonstragao. Observamos inicialmente que é suficiente demonstrar o teorema

para um polindémio da forma:
p(2) :Zn+an—12n71+--'+a1z+ao, ag#0en>1.

Suponha que p nao tenha raizes, entao p é¢ uma aplicagao do plano complexo C para
C\ {0}. A restricdo desta aplicagéo aos diferentes circulos |z| = r para diferentes

valores de > 0 sdo caminhos fechados em C \ {0}.

r=2 r=3 =6
.
- o
Figura 11.8.: Em azul, os circulos |z| = r e, em laranja, suas respectivas imagens

por p(z) = 23 + 222 + 1, parar = 2,3 e 6.

Considere a aplicacido G : S' x [0, 0o) — S! C C definida por

p(re®™) /p(r)

Gt ) = e ) Jp(r)]
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A aplicagdo G leva os diferentes caminhos fechados, p(re%it) com 7 fixo, para
a circulo unitario através de uma normalizacio. Seja F': S' x I — S' ¢ Ca

homotopia definida por

G(t,s/(1—3s)), se0<s<1

eZmnt

F(t, s) =

, ses=1.
Como a funcao G é continua, temos que

lim F(t, s) = lim G(t, s/(1 —s)) = lim G(t, r) = €2mm,

s—1— s—1— T—00

e logo F' é continua. Se denotarmos por fy(t) = F (¢, 0) =1e fi(t) = F(t, 1)

n

2", entdo fo =~ f;. Consequentemente, deg fo = deg f1. Mas deg fy = 0

e
deg f1 = n. Logo, temos uma contradi¢éo, e p(z) deve ter uma raiz em C. ]

11.5. Teorema de Borsuk-Ulam

O Teorema de Borsuk-Ulam afirma que toda fun¢do continua da esfera n-
dimensional para o espaco euclidiano n-dimensional leva algum par de pontos
antipodas para o mesmo ponto. O caso n = 1 implica que, em cada tempo e
em cada grande circulo da Terra, existem dois pontos antipoda com a mesma
temperatura. O caso n = 2 implica que, a cada instante, existem dois pontos
antipodas na superficie da Terra com a mesma temperatura e a mesma pressao
atmosférica. De acordo com (Matousek; Bjorner; Ziegler, 2003), a primeira mencéo
histérica do enunciado do teorema de Borsuk—Ulam foi dada por Lyusternik &
Shnirel’'man em 1930. A demonstracéo foi dada por Karol Borsuk em 1933, onde a
formulagio do problema foi atribuida a Stanislaw Ulam.

Borsuk-Ulam. Para qualquer aplicacdo f : S” — R", existe x € S" tal que
f(@) = f(=x).

O teorema é uma consequéncia imediata do seguinte resultado, conhecido como
Teorema Antipodal.

Antipodal. Suponha que a aplicacio g : S™ — S™ satisfaca g(—z) = —g(z), para
todo z € S™. Entaon < m.
Para ver que o Teorema Antipodal implica o Teorema de Borsuk-Ulam, suponha

que f : S™ — R™ é um aplicagdo com f(z) # f(—=x) para todo z € S". Entdo
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podemos definir um aplicacio g : S* — S"~! por

flz) = f(=x)
g(x) = ,
1f(x) = f(==)|
de modo que g(—x) = —g(x), para todo z € S™. Isso contradiz o Teorema Anti-

podal.

Teorema Antipodal. O grupo com dois elementos Zs atua na k-esfera S* pela apli-
cacdo antipodal —id -z = —=x. E o espago quociente pode ser identificado com o
espaco projetivo real k dimensional e a aplicacio quociente S¥ L RPF ¢ a aplica-
¢éo de recobrimento duplo.

Logo, cada p-simplexo singular o : A, — RP* tem precisamente dois levanta-
mentos 0,0, que a aplicacdo — id transforma um no outro: temos —id(cy) =

o=. Correspondentemente, obtemos um aplicacdo de cadeia
Te: S, (Rpk; Zg) S, (S’“; Zg)

dado por 7. (0) = 4+ +07_, que é denominada de transferéncia e temos a sequéncia

exata curta
0 8, (]R]P’k; Zg) NSy (S’“; ZQ) P, (]RIP”“; ZQ) 50

de complexos de cadeias singulares com coeficientes em Z.
Um aplicagdo g : S" — S™ com g(—z) = —g(x), para todo z € S", gera
uma aplica¢do g : RP" — RP™ nos quocientes. Obtemos assim uma aplicagéo de

sequéncias exatas curtas de complexos de cadeia

0 —— S, (RP"; Zy) — > S, (S"; Zy) —2> S, (RP"™; Zy) — 0

2 Jo 2

0 —> S, (RP™; Zy) — > S, (S™; Zy) —> S, (RP™; Zy) —> 0

Temos a sequéncia exata longa de homologia associada a sequéncia exata curta
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inferior do diagrama 11.5:

0 (11.2)
)

L} m (RP™; Zo) — "> Hy, (S™; Zg) —> Hy, (RP™; Zs)

<—> 1 (RP™; Zo) —— Hpy—1 (S™; Zo) — Hpp, (RP™; Zo) )
<—> (RP™; Zs)
.

Hy (RP™; Z,)

)

HO (RPm, ZQ)

HO (Sm, ZQ)

na qual ja observamos que H,,4+1 (RP™;Z3) = 0. Observe que em homologia, a

composi¢do da aplicacdo de recobrimento e de transferéncia é trivial:
T 0Py = 2-idp, (smz,) =0

porque estamos considerando homologias com coeficientes no corpo Zs.

Pela sequéncia exata longa anterior temos que a aplicacdo 7, ¢ injetora, e logo
p« = 0, entdo o morfismo mais a direita na sequéncia é zero e 7, é um isomor-
fismo. Como Hj, (S™;Zs) se anula para 0 < k < m, os morfismos de bordo
Hy (RP™; Zo) — Hy_1 (RP™;Z3) sdo isomorfismos para 1 < k < m.

Mas o morfismo final da sequéncia exata longa é claramente um isomorfismo
porque ambos S e RP™ sdo conexos por caminhos. Portanto, a seta anterior é
zero e, portanto, também H; (RP™;Zs) — Hy (RP™; Zs) é um isomorfismo.

Como as mesmas observagdes se aplicam a sequéncia exata longa superior, o

quadrado com o homomorfismo de bordono cason > mel <i <mé

H;(RP"; Zy) == H;_1(RP"; Zy)

L

H;(RP™; Zy) == H;_1(RP™; Zy)

Como g : Hy(RP"; Zo) — Hy(RP™;Z2) é um isomorfismo, o diagrama diz que

¢ também é um isomorfismo para 1 < ¢ < m por inducdo.
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Também temos que

Tx

H,,(RP"; Zj) H,, (S Zs)
g ig
H;(RP™; Zsy) ==— H,,(S™; Z5)

~

Mas para n > m, isso é um absurdo pois H,, (S";Zs) = 0 e H,, (S™;Zs) =
7)2.

11.6. Teorema do Sanduiche de Presunto

O Teorema do Sanduiche de Presunto afirma que, dados n conjuntos mensu-
raveis no espago euclidiano n-dimensional, é possivel dividir cada um deles pela
metade (em relagdo a sua medida) com um tnico hiperplano (n — 1)-dimensional.
O teorema é verdadeiro até mesmo se os objetos se sobrepuserem.

O teorema foi proposto por Hugo Steinhaus e provado por Stefan Banach. A
demonstragido que apresentamos baseia-se no Teorema de Borsuk Ulam.

Sejam Ajp, As, ..., A, uma colecio de conjuntos em R™ mensuraveis entdo
existe um hiperplano H dividindo simultaneamente todos eles em dois conjuntos

de mesma medida.

Figura 11.9.: A reta divide os conjuntos em pedacos de mesma area.

Demonstragao. Sejam A, As, ..., A, conjuntos em R"™ com medidas p; =

(A1), ..., tn = u(Ay). Dado um conjunto mensuravel B € R™ definimos:
pi(B) = p(B N A;.)

Seja S"~! a esfera unitaria mergulhada em R", centrada na origem. Seja u =

(ug,u1,...,u,) um ponto da esfera S”. Se pelo menos uma das componentes
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U1, U2, . .., uq for diferente de zero, atribuimos ao ponto u o semi-espaco
R (u) = {(z1,...,2,) ER™ 1 gy + - + upzy < ug}

Obviamente, os pontos antipoda de S™ correspondem a semi-espagos opostos. Para

um u da forma (ug,0,0,...,0) (onde ug = +1 ), temos pela mesma férmula

hRT((1,0,...,0)) = R",
ht((—-1,0,...,0)) = @.

Definimos uma fungio f : S™ — R" por
fiw) = pi (" (u))

Se tivermos f (ug) = f(—uo) para algum ug € S", entdo o bordo do semi-
espaco h™ (ug) é o hiperplano desejado (néo pode acontecer que f((1,0,...,0)) =
f((=1,0,...,0)),entdo b (ug) é de fato um semi-espaco). Para podermos aplicar
o Teorema de Borsuk-Ulam resta mostrar que f é continua.

Seja (uy,),~ ; uma sequéncia de pontos de S" convergindo para u; precisamos
mostrar que y; (h™ (u,)) — p; (h™ (u)). Notamos que se um ponto & nio esta no
bordo de A (u), entdo para todo n suficientemente grande, temos « € ht (u,,) se,
e somente se, x € h™ (u). Portanto, se g denota a fungéo caracteristica de h* (u),
ou seja, g(x) = 1 parax € h'(u) e g(x) = O parax ¢ h™(u) e g, é a funcio
caracteristica de h't (u,,). Temos que g, (z) — g(x) paratodox ¢ dh™ (u). Como
Oh™ (u) tem p;-medida 0, g,, converge para g p;-quase certamente.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

i (B (un)) = /gn dp; — /9 dpi = pi (R (),

pois todos as funcdes g,, sdo dominadas pela fun¢éo constante 1, que é integravel,

pois p; € finito. |

Exercicios
Ex. 143 — Considere a seguinte historia adaptada de (Arnold, 1992).
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"Em certo pais ha duas cidades e dois caminhos que as unem: a estrada
principal e a estrada secundaria. Em A moram dois amantes, Carlos e
Denise, que devem viajar para B: C pela estrada principal, e D pela se-
cundaria. Tao grande é a forca de seu amor que se a qualquer instante
eles estiverem separados por dez quilémetros ou mais, certamente mor-
rerdo. Além de um casal de namorados, nossa histéria contém um par
de inimigos jurados, Everton e Franscisco. Como nosso historia comeca,
E estd em A, F esta em B, e eles devem trocar de lugar, E viajando de A
para B através da estrada principal enquanto F viaja de B para A atra-
vés do estrada secundaria. Téo grande é a forca de seu ddio que se a
qualquer instante eles estao separados por dez quilémetros ou menos,
certamente morrerdo. Prove que a tragédia é inevitavel. Pelo menos

duas pessoas vio acabar mortas”

4 Estrada Principal

. ---  Estrada Secundaria

Para modelar o problema, no primeiro passo, parametrizaremos o problema no
quadrado unitario S = [0, 1] x [0, 1]. Um ponto (z,y) € S descreve a localizacio
de um par de caracteres (ou C e D, ou E e F) ao longo das estradas principal e
secundaria, respectivamente. Assim, por exemplo, o ponto (0, 0) representa o fato
de “ambos os caracteres estdo em A”, (1, 1) representa “ambos os caracteres estdo
em B” (0,3, 0,7) representa que “o primeiro caractere percorreu 30 por cento do
caminho ao longo da estrada principal de A a B e o segundo personagem esta a
70 por cento do caminho ao longo da estrada secundaria”, e assim por diante. As
viagens de um par de personagens pelas estradas principal e secundaria sdo agora
codificado no movimento do Winico ponto (x,y) em S.

Assim temos que o caminho que descreve o movimento do par (C, D) deve co-
mecar em (0, 0) e terminar em (1,1). E o caminho que descreve o movimento de

(E, E) deve comegar em (0, 1) e terminar em (1,0). Entdo (e esta é a parte to-
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poldgica que teremos que demonstrar), “obviamente”, os dois caminhos devem se
intersectar.

O importante é o que acontece em um ponto de interseccéo (o, yo). Ele representa
um par de pontos - um na estrada principal, um na estrada secundaria - que sdo
ocupados (em momentos diferentes) tanto por C e D quanto por E e F. Se esse par
de pontos estiver a 10 quilometros ou mais de distancia, significa a desgraca para M
e D; 10 quildmetros ou menos, cortinas para E e F. De qualquer maneira, a tragédia

é inevitavel, assim como diz o problema.

Colocando o problema rigorosamente, queremos provar o seguinte teorema:
Teorema Sejam f,g: [0,1] — [0, 1] x [0, 1] aplicagdes continuas, tal que f(0) =
(0,0), £(1) = (1,1) e g(0) = (0,1), g(1) = (1,0). Entio f(x) = g(y) paraalgum
x,y € [0,1].

\
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= AR
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v \
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\
Estrada Principal

1. Use o Teorema da Curva de Jordan para provar esse fato. (Dica: complete

um dos caminhos de modo a ser uma curva fechada.)

2. Use o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer para provar esse fato. (Dica:

Considere F': [ x [ — I x I apropriada.)

Ex. 144 — Termine a demonstragiao do Teorema de Jordan Generalizado para R™:
Seja C um subconjunto de R™ homeomorfo a S"~!. Entdo R\ C tem precisamente

duas componentes conexas, das quais C' é a fronteira comum.

Ex. 145 — Mostre que o grau da aplicacio p : S! — S! p(z) = 2" é n usando

homologia simplicial.
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Ex. 146 — Prove que qualquer aplica¢do continua f : S — S. tal que ||f(x) —

x|| < 1 é sobrejetiva.
Ex. 147 — Mostre uma aplicacio f : S — S! tal que deg f = O e f é sobrejetiva.

Ex. 148 — Seja ¥ X a suspensio de X e ¥f : S"*! — S"*! 3 aplicacio induzida

por f : S™ — S" paran > (. Usando os resultados do Exercicio 138, mostre que
1. deg f = deg X f;

2. param € Z, existe uma aplicagdo g : S" — S" de grau m.

Ex. 149 — Uma aplicacdo f : S™ — S" satisfazendo f(x) = f(—=x) para todo x é
dita aplicacdo par.
1. Mostre que um aplicacio par tem um grau par e que esse grau ¢ de fato zero

quando a dimensao n é par.

2. Quando n é impar, mostre que existem mapas de qualquer grau par.

Ex. 150 — Seja f : S™ — S"™ uma aplicac¢do continua com deg f = 0. Mostre que

devem existir pontos x,y € S" com f(z) =z e f(y) = —v.

Ex. 151 — Neste exercicio provaremos que uma esfera de dimenséo par positiva
nao pode ser munida de uma estrutura de um grupo topologico. Dado um grupo
G atuando como um grupo de homeomorfismos de um espago X, dizemos que G
age livremente se o unico elemento de G que possui algum ponto fixo é o elemento
identidade. Sejam g, h dois elementos, diferentes ao elemento identidade, de um

grupo G agindo livremente em S”, onde n > 0 é par.

1. Prove que g e h tém grau —1.

2. Prove que gh é o elemento identidade.

3. Conclua que G ¢é Zy ou o grupo trivial.

4. Prove que S" ndo é um grupo topolodgico.
Ex. 152 — Prove que S? é um grupo topolégico. Dica: identifique R* com os qua-
térnios.

Ex. 153 — Prove que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. (Borsuk-Ulam) Se f : S — R", existe z € S" tal que f(z) = f(—x).
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2. Se A; C S" sdo conjuntos fechados parai = 1,2,...,n + 1 tal que Ay U
-+ Ap41 = S™, entdo pelo menos um desses conjuntos deve conter um par de

pontos antipodais.

3. Se A; C S™ sdo conjuntos parai =1,2,...,n+ 1talque A;U--- A, 11 =S,
] p q

entdo pelo menos um desses conjuntos deve conter um par de pontos antipodais

Dicas: (1) = (2) Defina f : S” — R” tomando a j-ésima componente de f(x)
como sendo a distancia de z a A;. (2) = (3) Use a normalidade da esfera. (3) =
(1) Defina g(z) = f(z) — f(—=) e por absurdo suponha que 0 ¢ ¢g(S™). Defina n
conjuntos abertos U; = {z; > 0} CR"™, ¢ =1,...,n, e adicione a esta cole¢do o
conjunto Uy, 11 = {z; < Oparai = 1,...,n}. Observe que ¢g(S") C U?jll Ui.
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Um espaco topologico X pode ser muito patologico para que as ferramentas de
topologia algébrica fornecam alguma informacéo util sobre ele. Como vimos, para
construir os grupos de homologia e cohomologia utilizamos fung¢des dos simplexos
A" em X e o mesmo vale para a construcdo de homotopias e grupos fundamentais,
para os quais precisamos de uma fung¢io do intervalo em X . Dessa forma, em geral,
se a topologia de um espaco tiver pouco a ver com a topologia euclidiana, os grupos
de homologia podem n#o fornecer informagdes significativas.

A primeira escolha seria restringir-se a categoria das variedades topologicas, o
que faremos no capitulo 14. O problema esta no fato que esta escolha exclui mui-
tos espacos que aparecem naturalmente em varias ocasides. Por isso, neste capitulo
introduziremos uma categoria intermediaria, que seja bastante ampla para conter
todos os espacos significativos que deveremos considerar, mas também suficiente-
mente limitada para excluir espagos topologicos demasiadamente irregulares e pa-
tologicos. Em particular, temos que considerar espagos cuja topologia, pelo menos
localmente, nio se afaste demais da euclidiana, sem todavia serem necessariamente
regulares como uma variedade.

A categoria dos CW-complexos satisfaz estes requisitos: tratam-se de espagos
obtidos partindo de uma familia de pontos e acrescentando discos de varias di-
mensdes, colando os bordos dos discos ao espaco precedente através de funcgoes
continuas. Essa classe de espagos é mais ampla e possui algumas propriedades
categodricas melhores do que os complexos simpliciais, mas ainda mantém uma
natureza combinatdria que permite a computacdo dos grupos de homologia. Em
contraposi¢éo aos A-complexos, nos CW-complexos as colagens se ddo através de

uma fungdo continua qualquer.

384
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Nesse contexto, introduziremos também a Homologia Celular que é uma teoria
de homologia adaptada para a categoria dos CW-complexos. Como veremos, a
Homologia Celular concorda com a Homologia Singular quando o espago admite
uma estrutura de CW-complexo e fornece um meio eficaz de calcular os médulos

de homologia.

12.1. CW-Complexos

Nessa secdo, apresentaremos duas definicdes de CW-complexos que mostrare-

mos que sdo equivalentes.

CW-Complexos como espacos obtidos pela colagem de células

Para descrever os CW-complexos como espacos obtidos pela colagem de células,
vamos comecar recordando o que é uma colagem

Seja (X, A) um par topoldgico, ou seja, X é um espago topoldgico e A é fechado
em X. Seja Y um espaco topologicoe f : A — Y uma func¢éo continua. Definimos
a colagem de X com Y por meio de f, denotada por X Ly Y, como o espago

quociente da unido disjunta X LY sob a relacdo de equivaléncia
a~ f(a), a €A

Em outras palavras, as classes de equivaléncia, ou seja, os elementos de X Li; Y,

sdo os conjuntos {7}, onde x € X \ A e os conjuntos f~(y) U {y}, y € Y.
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Lema 12.1

Seja (X, A) um par topolédgico, onde A é fechado em X, sejam Y um espaco
topolégicoe f : A — Y é uma funcdo continua. Denote porp : X 1Y —
X Uy Y a projecdo de quociente canénica. Entdo p|X\A é uma aplicagao
injetora aberta e p|y é uma aplicacio injetora fechada. Em particular, ambas
as restricdes sao mergulhos, p(X \ A) é aberto em X Ly Y e p(Y') é fechado
em X LY.

Seja n um inteiro ndo negativo.
B Uma n-célula é um espago homeomorfo ao n-disco D™.
® Uma n-célula aberta é um espaco homeomorfo ao n-disco aberto int (D™).
B Uma célula é um espaco que é uma n-célula para algum n > 0.

Observe que int (D™) e int (D™) sdo homeomorfos se, e somente se, m = n.
Assim, podemos falar sobre a dimensdo de uma célula.

Segue diretamente da definicdo que o bordo de uma n-célula é um espaco ho-
meomorfo a esfera S*~ 1,

Um CW-complexo é um espaco construido a partir de um conjunto ndo vazio
de 0-células (pontos) e, indutivamente, construimos subconjuntos X" colando n-
células. O espaco X = [J,,~, X" munido da topologia fraca é o que chamamos de
CW-complexo. B

Um CW-complexo é um espaco junto com uma filtracdo de subespagos
p=x'tcx’cxlc..cx"c...cXx

de tal modo que
1. XY #£0.

2. X" é obtido colando n-células a X"~ 1, ou seja, temos as aplicacdes
Qo :OD" — X" e, n>0,

e homeomorfismos o, : Y — X" tais que o, o W"|X"*1 Xl s X" éa
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inclusio, onde
Yn —_ Z’n |_|Xn_1,
$n
sendo Z" = | |,c; DI e o = [oes, Pa  Uaes, OD% — X"71, e onde

Tp: Z" U X" 1 — Y™ ¢ a projecdo candnica.
3. X =50 X™

4. X carrega a topologia fraca na familia de espagos { X"}, -, ou seja, um sub-
conjunto A C X é fechado se AN X" é fechado em X", para todo n > 0.

O conjunto X" é dito o n-esqueleto de X, para cada n > 0. As aplicacoes ¢,
sdo chamadas de aplicacdes caracteristicas ou de colagem.

Se o espaco topologico X é homeomorfo a um CW-complexo dizemos que X
admite uma estrutura de CW-complexo.

O numero de células em um CW-complexo pode ser infinito. Um CW-complexo
¢é de dimensao finita se X" = X para algum n; de tipo finito se possui um
numero finito de células em cada dimensao; e finito se for de dimensao finita e
de tipo finito, ou seja, se possui um nimero finito de células. A dimensao de um

CW-complexo de dimensao finita é o maior n para o qual existem 7n-células.

Observamos que todo CW-complexo finito é compacto, sendo a unido de um

ndimero finito de subespagos compactos @, (D"), e € &.

1. A reta real admite uma estrutura de CW-complexo com os inteiros como 0-
células e os intervalos [n, n + 1] como 1-células. Essa estrutura possui infinitas

células e esse CW-complexo possui dimenséo 1.

2. De modo mais geral, R™ é um CW-complexo n-dimensional de maneira 6bvia:
as n-células sdo os cubos cujos vértices tém coordenadas inteiras, as 0-células

sdo os pontos inteiros do reticulado, etc.

3. Todo complexo simplicial geométrico localmente finito é um CW-complexo.

Nesse caso, podemos tomar as aplicagdes caracteristicas como o homeomofismo
do simplexo no disco fechado e as demonstracoes dos Axiomas 1 e 2 sdo imedi-

atas.
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Para provar o Axioma 3, observamos que qualquer simplexo em R" é um sub-
conjunto fechado em X C R". Assim, a topologia induzida em AF de R™ coin-

cide com a induzida de X.

4. Todo A-complexo é um CW-complexo.

Figura 12.1.: Estrutura de CW-complexo da reta.

Exemplo 12.1 — Esfera.

Nos exemplos anteriores, as aplicagdes caracteristicas ¢, eram mergulhos. No
entanto, uma das vantagens dos CW-complexos é que as aplicacdes caracteristicas
©~ nao precisam ser mergulhos. Em particular, S” admite uma estrutura de CW-
complexo com apenas uma 0-célula e uma n-célula: considere qualquer ponto x
(digamos, o polo norte) como a 0-célula, e como aplicacdo caracteristica para a n-
célula, use uma aplicacio quociente ¢ que leva o bordo da n-célula S™ a 0-célula.
A Figura 12.2 ilustra o caso de S*.

A esfera S admite também uma estrutura de complexo simplicial - por exemplo

obtida como o bordo do simplexo A",

St DY D!

Figura 12.2.: Estrutura de CW-complexo de S!
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Exemplo 12.2 — Toro.

O toro tem uma decomposicido CW com uma 0-célula, duas 1-células e uma 2-
célula, conforme apresentado na Figura 12.3. Essa estrutura de CW-complexo é

mais simples que a estrutura de A-complexo apresentada anteriormente.

a

Dl

DO Dl

a D?

Figura 12.3.: Estrutura de CW-complexo do toro.

Exemplo 12.3.
Toda variedade suave admite uma estrutura de CW-complexo. De fato, qualquer
variedade suave pode ser triangularizada e, portanto, admite a estrutura de um

complexo simplicial. Para a demonstragio veja (Munkres, 2016).

Exemplo 12.4.

Toda variedade topologica compacta é homotopicamente equivalente a um CW

complexo finito. Para a demonstracdo veja (Milnor, 1959).

Exemplo 12.5 — Espaco Projetivo.
O espacgo projetivo RP™ possui uma estrutura de CW-complexo com uma célula
em cada dimenséo k, para 0 < k < n.

Lembramos que o espac¢o projetivo RP" pode ser construido de duas maneiras
equivalentes:

RP" :=D"/ ~ RP" :=S§"/ ~g

sendo ~7 a relacdo que identifica os pares de pontos antipodais do bordo e ~3 a
relacdo que identifica qualquer par de pontos antipodais. Um homeomorfismo en-

tre as duas representacdes pode ser obtido projetando ao quociente o mergulho 7 :
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D™ — S", cuja imagem ¢é o hemisfério norte ST = {(zo,...,2,) € S" 1 2, > 0}.
Comparando estes dois modelos de RP", podemos observar que a relagdo ~1, res-
trita ao bordo D™ = S"~1, coincide com a relacio ~s, logo o bordo de D™ proje-
tado ao quociente coincide com RP" 1,

O espaco projetivo RP" é obtido de RP" ! colando uma n-célula:
RP" = RP"' U; D",

sendo f : S*~! — RP" ! a projeciio canodnica. O espaco RP" ! L ¢ D™ é homeo-

morfo ao espaco quociente D" pela relacdo ~;.

RP" D" Rp1L

Figura 12.4.. RP" = RP" ! L1y D"

Exemplo 12.6 — Espaco Projetivo Complexo.

O espago projetivo complexo CP" é o espago das retas complexas passando pela
origem em C"*!. Cada uma dessas retas ¢é totalmente determinada por um ponto
(20,...,2n) # 0 nesta reta, e para qualquer escalar A € C \ {0}, a n-tupla
(Az0,...,Az,) determina a mesma reta para a qual escrevemos [z, ..., 2,]. A
reta também pode ser representada por um ponto z = (zp, ..., 2) com ||z|| = 1,
de forma que z e Az representam a mesma reta, para todo A € S'. Assim, da tltima

representacao, temos que

CP" = SQTL+1/SI

é um espaco de dimensao (real) 2n. Temos as inclusdes
*=CP° CCP' CCP*C...

onde CP"~! C CP" envia [z, ..., 2,_1] para [20, . . ., Zn_1,0].
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Um ponto arbitrario em CP" \ CP" ! pode ser representado unicamente
por (zo,...,2n—1,t), onde t > 0 é o numero real tal que t = /1 —|z|| =

1 — > z;Z;. Isso define uma aplicagéo
€on —r CP":z= (Z(),... 7Zn—1) — [Zo,...,zn_l,t] .

O bordo de ey, (onde t = 0) é enviado para CP"~!. Desta forma, CP" é obtido de
CP" ! anexando uma 2n-célula. Entio CP" tem uma estrutura de CW-complexo

com uma célula em cada dimensao par, i.e.0,2,...,2n.

Exemplo 12.7.

Seja RIP> o conjunto de retas passando pela origem em RY, com base (e, ea, . . .).
Considerando RY como a unido ascendente de R”, temos que como um conjunto,
RIP* é a unido ascendente dos espagos RPP". O problema é como munir essa uniao
de uma topologia. Para isso, declaramos um conjunto como fechado se, e somente
se, sua intersecdo com todo RP" for fechado, para todo n € Z. Logo, pelo Exemplo
12.5, temos que RP* é um CW-complexo com uma célula n para cada n,0 < n.

Observe que o Axioma 3 é valido por construgéo.

12.1.1. Definicao Equivalente

Uma decomposicao celular de um espaco topoldgico X é uma familia & =
{eq | @ € I} de subespacos de X tal que cada e, é uma célula e
X = |_| Coy-
acl
Uma defini¢ao equivalente de CW-complexo é:
Um par (X, &) consistindo de um espaco topoldgico de Hausdorff X e uma
decomposicio celular £ de X ¢é dito um CW-complexo se os axiomas a seguir sao

satisfeitos:
Axioma 1 - Aplicacdes Caracteristicas: Para cada n-célula e € &, existe uma
aplicacdo ®. : D" — X cuja restricdo Pc|, o int (D") — e é um
nt(D™

homeomorfismo e ®, leva o bordo do disco D™, i.e. S* 1, em X" 1.
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Axioma 2 - Finitude do Fecho: Paratoda célulae € &, o fecho € intercepta ape-

nas um numero finito de outras células em £.

Axioma 3 - Topologia Fraca: Um subconjunto A C X ¢é fechado se, e somente

se, ANeéfechado em X, paracadae € £.

Observe que os Axiomas 2 e 3 sao necessarios apenas no caso de & ser infinito
(ou seja, eles sdo automaticamente satisfeitos se £ for finito).

Normalmente, abusa-se da notagdo e denomina-se o espago X de CW-complexo
se ele admite uma decomposicéo celular £ que o transforma em um. Essa estrutura
de CW-complexo, entretanto, ndo é tnica e o conjunto de células também depende
da estrutura escolhida - como ja vimos nos exemplos anteriores.

Antes de provarmos a equivaléncia das duas defini¢cdes apresentamos alguns

resultados sobre a topologia de um CW-complexo usando a segunda definicéo.

Lema 12.2

Seja (X, £) um espaco de Hausdorff X munido de uma decomposicio celular

€. Se (X, &) satisfaz o Axioma 1 na Definicdo 12.1.1, entdo temos
e= o, (D)

para qualquer célula e € £. Em particular, € é um subespaco compacto de
X eobordodacélulae\ e =P, (S”_l) esta em X" 1

Demonstragdo. Para qualquer aplicagdo f : Y — Z entre espagos topoldgicos Y e
Z e qualquer subconjunto B C Y, temos f (E) C f(B). Desta forma

e =, (int (D7) 2 &, (D") D e.

Mas @, (D™) é compacto, portanto fechado em X ja que X é de Hausdorft.
Assim, @, (D) = €. Pelo Axioma 1, temos ® (int (D")) = ee @, (S 1) Ne =0
elogo @, (S"!) =€\ e. [

Observe que, se X ndo é de Hausdorff, ainda temos ®. (D") C €, mas néo

necessariamente temos igualdade. Nao temos garantia de que ®. (D") é fechado
em X.
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O subespago € = @, (D") é denominado célula fechada.
Sejam (X, £) um CW-complexo, Y um espago topologico e f : X — Y uma

funcao. Entdo, sdo equivalentes:

1. f: X — Y é continua;

2. arestricio f‘f : € — Y é continua, para todo e € &;
e

3. arestricao f |n X" — Y é continua, para todo n > 0.

Subcomplexos

Seja (X, &) um CW-complexo, £’ C £ um subconjunto de células e

X':Ue.

ect’

Lema 12.3

As condicdes a seguir sdo equivalentes:
a. O par (X', &) é um CW-complexo.
b. O subconjunto X’ é fechado em X.

c. Paracadae € £, C X', onde € é o fecho de e em X.

Demonstragdo. @ = é trivial.

= @ Temos que mostrar que € N X' é fechado, para todo e € &. Pela
finitude do fecho de X, temos queeN X’ =eN(ej U---Uel), que por é igual

a

sendo assim fechado.
B = Uma aplicacio caracteristica ®., para e € &', relativo a (X', &)
também ¢é caracteristica em relagdo a (X, &), e logo @ (D™), o fecho de e em X

também é o fecho de e no subespaco X’ e, consequentemente, est4 nele.
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@ e = B Uma aplicagdo caracteristica para e € &' relativo a X tam-

bém é caracteristica relativo a X', por causa de ; e X’ é obviamente satisfaz

a finitude do fecho. Assim (X', ') satisfaz os Axiomas 1 e 2. Ainda temos que
mostrar que se A C X’ e ANe éfechado em X' paratodo e € &', A é fechado em
X'. Mas \E implica que fechado em X é o mesmo que fechado em X, entéo tudo
0 que temos que provar é que ANe é fechado para e € £\ €. Da finitude de fecho
de X temos ANe = AN (ejU---Uel.) Ne onde podemos pegar e, € £, pois
as células em £\ &’ ndo podem contribuir para a interse¢do com A C X'. Entio,
temos
Ane=An(e,u---Ue.)Ne,

mas AN (€} U---Ue,) é fechado por hipotese, e logo A Ne. [

Sejam (X, £) um CW-complexo e (X', E’) como acima. Entéo (X', E’) é cha-
mado de subcomplexo de (X, £) se as 3 condi¢des equivalentes do lema anterior
sdo satisfeitas.

Temos algumas consequéncias imediatas:
Seja (X, £) um CW-complexo.

1. Seja {A; | i € I} qualquer familia de subcomplexos de (X, £). Entéo (J;; Ai e
(ier Ai sdo subcomplexos de (X, E).

2. O n-esqueleto X™ é um subcomplexo de (X, £), para cada n > 0.

3. Seja {e; | i € I} uma familia arbitraria de n-células em £. Entio X"~! U

(Uie T €z‘) é um subcomplexo.

Demonstragdo. Para observe que | J;c; A; ¢ um subcomplexo pela caracteri-
zac¢do do Lema 12.3 e (),.; A; é um subcomplexo por E nesse 12.3. Ambos

e seguem usando a caracterizacdo no Lema 12.3 juntamente com o Lema
12.2.

Observe que é um caso especial de . Pelo exposto temos que o n-
esqueleto X™ de um CW-complexo (X, £) é um subconjunto fechado de X. |

A categoria CW ¢ a categoria cujos objetos sio CW-complexos e cujos mor-

fismos sdo fun¢des continuas.
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Equivaléncia entre as definicoes de CW-complexo

As defini¢des de CW-complexos apresentadas em 12.1 e 12.1.1 sdo equivalentes.

12.2. Homologia de CW-Complexos

Nesta segdo, introduziremos a homologia celular H,"(X; R) para um CW-
complexo X. Como veremos, a homologia celular concorda com a homologia
singular no caso em que X é um CW-complexo. Em muitos casos praticos, o
nimero de p-células é pequeno e dessa forma o complexo celular CSV(X; R) é
muito mais trativel do que o complexo singular S, (X; R).

Para esse fim, comecamos com a observagio que a filtracdo por esqueletos de

um CW-complexo
p=x'tcx’cxlc..cx"c...cXx

leva a uma série de sequéncias exatas longas dos pares (X*, X*~1).

)a* (12.1)

C_»Hq(Xkl;R) o H (X% R) —% Hy (X, XP 1L R) )

.

8*

—

Figura 12.5.: Filtracdo por esqueletos de um toro.

Pela Proposicio 10.3, (X?, XP~!) é um bom par, assim temos o isomorfismo

entre a homologia relativa e a homologia quociente:

H, (X%, X4 = by (X0 X5 0) = H (XX,
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De posse dessas informacdes, podemos calcular a homologia relativa que é dada

por:

H, (Xk’Xk—1> ~ f, (Xk;/Xk—1> ~ i, \/ sk = OR[[k] ) Z;:
icly ; -

Aqui usamos o Corolario 10.5 e o Exercicio 135 e que X*/X*~1 é homeomorfo ao
buqué de esferas \/;;, Sk.

Logo, o médulo H,(XP?, XP~1: R) ¢ um R-médulo livre cujo posto (quando
finito) é igual ao numero de p-células em X. Isso significa que podemos ver

H,(X?, XP~1; R) como o conjunto de combinagdes lineares formais Z)\ief,
i
onde \; € R e e sdo p-células abertas.

Dado um CW-complexo X, definimos as p-cadeias celulares de X,
C™(X; R), por
Cp¥(X5 R) = Hy(X?, XP"L R) |
onde H,(XP?, XP~1; R) é o p-ésimo grupo de homologia singular relativa do par
(XP, XP~1) e XP ¢ o p-esqueleto de X.

Seja X um CW-complexo, entdo:

1. Hp(XP?; R) = 0, para todo k > p. Em particular, se X tem dimensio finita n,
entdo Hy(X; R) = 0, para todo p > n.

2. Hp(XP; R) = Hi(X; R), para todo k < p.

3. Se R é um dominio de ideais principais, entdo H,(X?; R) é um moédulo livre.

Demonstragao.
Observamos que Hy(X"; R) = 0, para todo & > 0. Na sequéncia exata
longa em homologia do par (XP, XP~1)

oo = Hpp (XP, XP71 R) — Hy(XP™Y R) — Hy(XP;R) — Hp(XP, XPLR) — -

observamos que, se k # p, p— 1, entdo como ja vimos o primeiro e o quarto grupos

sdo triviais, e temos os isomorfismos

Hp(XP;R) = Hy(X?"R),  parak#p,p—1.
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Assim, se k > p, por indugao, obtemos
Hi(XP) = Hy(X°) 0.

E A demonstracdo é similar. Usando a sequéncia exata longa em homologia
do par (X?, XP~1) temos:

oo = Hpy (XPTL XP: R) — Hp(XP; R) — Hp(XPTL, R) — Hp(XPT XP:R) — -

Se k < p,entdo k+ 1 < p+ 1 e o primeiro e quarto grupos sdo triviais, logo
Hy(XP; R) & Hip(XPL; R), k < p. Por inducio, se k < p, entio Hy(XP; R) =
Hy (X1 R), para todo g > p.

Como R é um dominio de ideais principais e H,(X?; R) é um submddulo

do médulo livre S, (X; R) e, portanto, ¢ livre. [

Os resultados anteriores permitem uma visdo vivida e esclarecedora de como a
homologia é criada nas colagens do CW-complexo. Se fixarmos uma dimensao p
e observarmos como /1, varia a medida que nos movemos pelos esqueletos de X,
encontramos a seguinte imagem. Primeiro, H) (X 0) é sobreposto por Hy (X 1),
que depois disso permanece inalterado a medida que avangamos para esqueletos
de dimensdo maior. Se p > 0, como X 0 ¢ discreto, H, (X 0) = 0. Entéo os grupos
de homologia H), (Xk) continuam a ser 0 até chegar a X?. O médulo H, (X7?) é
livre. Relacdes podem ser introduzidas quando passamos para XP*!; mas depois

disso todas as homologias
Hy (XP7) 2y (XP72) =

sdo isomorfas. Dessa forma, temos que toda a homologia ¢-dimensional de X é
criada em X7, e todas as relagdes em H,,(X) ocorrem em XP*!.
Até esse ponto definimos as n-cadeias celulares de um CW-complexo X, e agora

queremos construir um complexo de cadeias. Definimos:

9 : O (X5 R) = H, (X7, X"1) 23
O operador bordo para a homologia celular 95" : CSV(X; R) — Co¥, (X R)
¢ definido como

W .__
an = J¥,n—10© 8*,11-

O,y (XN S,y (X X2) =

cw
n—1
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Lema 12.4
(0°)?

Demonstragao. O fato de (8CW)2 = 0 decorre do diagrama a seguir, no qual as duas
colunas e a linha central sdo exatas:
Coii (X5 R) =
Hy (X", X™ R)

95t
a*,n+l

H, 1(X"%R) =0

. o C¥(X;R)= ..
* In ’ ) _
0 H,(X™ R)n* — Hn&" XL R) H, 1(X"5R)
o ,
In—1 x
(X5 R) =

H, (X" R)= H,(X;R
( ) ( ) anl(Xnilani% R)

Ho (X" X7 R) 220
(12.2)

No diagrama anterior, temos que 0, ; = j, © Opt1 € 0" = jn_1 © Oy. Agora,

O«,n © jn = 0. Portanto, a composi¢do das diagonais é zero, ou seja,
8C‘_T_108CW—]TL 100, 0 Jp 00,41 =0.
]

A partir dos morfismos de bordo d;" : C;¥(X; R) — Cp¥,(X; R), obtemos a

seguinte sequéncia

oW Hew cw 8CW 8CW
"-ACEW(X;R)L>CCW (X R)*) HCCW(X R) CCW(X R)

e temos um complexo em cadeia. Este é o complexo de cadeias celulares de X.
Definimos a homologia celular do CW-complexo X como a homologia do

complexo de cadeias celulares, isto é

HY(X;R) = H, (C{V(X;R)) = ker 7Y /im 057 4.
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Se X é CW-complexo, entdo as homologias singulares e celulares sdo isomorfas,
ie.,
HY(X;R) = H,(X;R), paratodop > 0.

Além disso
HY(X;R) = H,(X")/im0y4+1, paratodop > 0.

Demonstragao. Considere o Diagrama 12.2. Como j,, é uma aplicacio injetiva te-

mos que:
® j, é um isomorfismo de im J,, 41 em im j,, 0 Oy 1 = iM IS
B j, é um isomorfismo de H,(XP?; R) em im j,, = ker 0,

Pela exatiddo da linha vertical do Diagrama 12.2 e pelo Primeiro Teorema de

Isomorfismo temos que
H,(X;R) = H,(X?; R)/im Oy 1.
Logo

HiY(X;R) =ker 0" /im0, = H,(X?; R)/im 0,11 = H,(X; R).

1. Hy(X; R) =0, se X for um CW-complexo sem nenhuma n-células.

2. Se X éum CW-complexo com k n-células e R é um dominio de ideais principais,

entdo H,(X; R) é finitamente apresentado gerado por no maximo & elementos.

3. Se X é um CW-complexo ndo tendo células de dimensdes n — 1 e n + 1, entdo
H,(X) é um moédulo livre com base em correspondéncia biunivoca com as n-
células de X.



12. Homologia Celular 400

Demonstragao.
E De fato, como C"V(X; R) é um modulo livre com k geradores e subquoci-
entes destes sdo finitamente apresentados ja que R ¢ um dominio de ideais princi-

pais. [ ]

Exemplo 12.8.

No exemplo 12.1, vimos que a esfera S admite uma estrutura de CW complexo
com apenas uma 0-célula e uma m-célula. Assim, para m > 2, temos a partir do

corolario anterior que

R, n=0
H,(S™;R)={ R, n=m

0, caso contrario .

<

Suponha que 0 CW-complexo X tenha apenas células pares, i.e., X 2% = X2F+1
para todo k. Entdo
H.(X;R) = CY(X5R).
Em outras palavras, H,, (X; R) é trivial para n impar e é o mddulo C{V(X; R)

livre para todo n par, e a dimensdo de H, (X; R) para n par é o nimero de n-

células.

Exemplo 12.9.

O espaco projetivo complexo CP" tem uma estrutura CW formada pelas células

egUea U---Uea, elogo

R, se0<k<2n, ek forpar
Hy, (CP™; R) =

0, caso contrario.
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Exemplo 12.10.

Vamos agora mostrar que os espacos CP% e S? x S*x S% nio sao homotopicamente
equivalentes.

Considere a estrutura usual de CW-complexo para CP® e a estrutura CW-
complexo produto para S? x S* x S6. Ambos os espacos possuem células
apenas em dimensdes pares, mas CPY tem uma célula na dimensao 6, enquanto
S? x S* x S8 tem duas células na dimenséo 6. Segue que Hg (CPG) = Z, enquanto
Hg (82 x S* x SG) >~ 7.8 7. Entdo, CP® e S? x §* x S8 ndo sdo homotopicamente

equivalentes.

Expressdao para o operador de bordo celular Para aplicarmos o Teorema,
muitas vezes é necessario calcular o operador de bordo, o que pode ser dificil se
feito diretamente a partir definicdo. A seguir, mostraremos como expressar o ope-
rador de bordo em termos dos graus de certas aplica¢des S™ — S™.

O morfismo de bordo
o+ H, (Xm, X" 28 gy (xm) g, (xnt xm2)

leva uma n-célula aberta e, € X, considerada como uma cadeia em H,,(X™, X" 1),
para uma combinagédo de (n — 1)-células abertas eg € X, considerada como uma
cadeia em H,,_1(X" !, X"~2). Dessa forma, a aplicagio de bordo fica completa-

mente determinada pelos coeficientes dg, tais que
oV (eq) = Z dages
B

Para cada 3, defina uma aplicacéo pg : X n=1 5 S"~1 como segue.
1. Sejaq: X" 1 — Xn=1/X"=2 a aplicagio quociente.

2. Lembre-se de que X"~ !/ X"~2 ¢ homeomorfo a uniio por um ponto de (n —
1)-esferas S"~!, uma para cada f3, ie, X" 1/ X"2 =~ Vs Sg_l. Seja qp :
Xn=l/xn=2 5 §"~1 a projecio na 3-ésima esfera. E a aplicacio que colapsa
todas as outras esferas na unido por um ponto, exceto a [-ésima, no ponto de

unido. Entio definimos

P =43°4q,
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E definimos A, : 0D, — Sg_l Como a composicao

Aaﬁ = PgPas

em outras palavras, a aplicacdo colagem de e} seguida pela aplicacdo quociente
xn=t qu colapsando o complemento de egfl em X" ! a um ponto.

Seja X um CW-complexo. Entdo o morfismo de bordo
O Hy(X", X" 1 Z) — Hy g (X", X% 2)

do complexo celular C$V(X; Z) associado a X é dado por
oV (eq) Z dapes,

onde dng = deg A,p é o grau da aplicacdo A3 : S*—1 — §"1 definida como
Dap = pppa-

Observamos que soma na proposicdo anterior é finita, pois ¢, leva S"~! em
uma unido de um ndimero finito de células de dimensido no maximo n — 1. Os
graus d,g sdo frequentemente chamados de nimeros de incidéncia.

Para demonstrar a proposicdo, considere o diagrama comutativo

5 _
H, (D7, oD?) = Hy, (St
N) )
‘I)a* OQ QDOL* \
Ho(X™, Xm0 — % f o (x Y (SpH =z
S 5z,
3 e
K
8,2‘” Jn—1 *
Hyyo1 (X7, X172) Hy oy (X" X72) =2 Hy g (Vg
907;7‘,‘, Sﬁncwe
", N
Q/:’eﬁ

(12.3)
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Primeiramente, observamos que pg, leva um gerador eg de H,,_; (X"_l, X”_z)
ao gerador de H,,_; (S”fl, *) & ﬁn_l (Snfl) = 7 e todos os outros geradores
para zero.

Sejax € Hp (X”_I,X”_Q), como H,, 1 (X”_I,X”_Q) é livre com base

{es}, existem e sdo Gnicos os inteiros ng tais que

xr = Z ngeégs.
Como H,,_1 (X”_l, X”_Q) = H,1 (X”_l/X"_Z), podemos escrever  como
T =) ngey.

Das observacdes acima, segue que a menos da escolha do gerador de
Hy (S”_l)l e de isomorfismo temos que se x = ) ngeg entdo ¢gr =
ng € fNIn_l (Sn_l) = 7.

Agora, observe que a aplica¢do @, leva um gerador D,, € H,, (D", 0D?) para
um gerador de H, (X", X"~ !) correspondente a e,. Denotaremos esse gerador
também por e,.

Observamos que o quadrado superior comuta por naturalidade ¢, = @, [—
Todos os triangulos comutam por definicdo. Dessa forma, temos, a menos de iso-
morfismos, fazendo uma perseguicdo no diagrama 12.3 (indicada em vermelho e
comecando com D, € H,(D?,0D?2)), que:

docﬁ = (px © 87Czwea - pﬁ*an (ea) - pﬁ*@a*aDa = Aaﬁ(aDa)a

onde D, é um gerador de H,, (]D”, S"_l) que corresponde a aplicacdo identidade
sob um homeomorfismo escolhido fixo A,, — ,,. Segue-se que 9(D) é um gera-
dor de H,,_1 (S"il). Em outras palavras, o coeficiente d,3 € Z ¢é igual ao grau da
aplicagio A,p : "1 — S L

Isso também faz sentido para n = 1, embora ndo tenhamos definido um grau
de aplicagio S — S°. Nesse caso, o operador de bordo d; : Hj (Xl, XO) —

Hy (X 0) é definido simplesmente pela formula familiar
01 (ea) = €a(1l) —eq(0).

Observe também que, embora o calculo acima identifique d,z apenas a menos

de isomorfismos, mas isso néo faz diferenca na pratica.

'Na verdade, temos duas escolhas possiveis aqui.
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Exemplo 12.11.
Seja X, a superficie orientavel fechada de género g com sua estrutura de CW-
complexo usual obtida do poligono de 4g lados colado pela palavra

-1

apbyay; oyt agbgag_lbg

e consistindo de uma 0-célula, 2g 1-células e uma 2-célula.

ay

b b1

Orientagéo do bordo da 2

al a9 célula

by 2
do

Figura 12.6.: Diagrama de Colagem de >;,. Observe que em cada duas 1-células
coladas entre si uma esta com a mesma orientacdo do bordo da 2-célula
e uma com a orientacéo reversa, dessa forma, o disco é enrolado duas

vezes em cada circulo em direcdes contrarias, e assim o grau ¢ 0.

O complexo de cadeias celulares associado é
d d
0 —Z-27Z% 57Z—0.

O operador d; deve ser 0, pois o complexo possui apenas uma 0-célula. Além disso,
dg é 0 porque cada a; ou b; aparece com seu inverso em a1 by aflbfl . agbgag_lbgl,
e dessa forma e dessa forma o disco é enrolado duas vezes em cada circulo em
direcdes contrarias e assim as aplicacdes A,g sdo aplicacdes homotopicas a
constantes. Como d; e da sdo ambos zero, os grupos de homologia de ¥, sdo os

mesmos que os grupos de cadeia celular e assim

Y/ sen =20,2

Hy (%) = 9
779, sen=1.
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Colagem da 2-célula

0-célula 1-célula

A8

Orientacdo do bordo da 2

b_l A A b célula

Qy

Colagem da 2-

célula Toro

G0 &

Figura 12.7.: Construcdo da estrutura de CW-complexo do toro. Cada duas 1-
células coladas entre si uma estd com a mesma orientagdo do bordo
da 2-célula e uma com a orientacéo reversa e dessa forma o disco €é

enrolado duas vezes em cada circulo em direcdes contrarias.
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Exemplo 12.12.

Seja P, superficie ndo orientavel fechada do género g com sua estrutura de CW-

complexo usual obtida da colagem do poligono de 2g lados colado pela palavra

2

a/%a]% .. .ag

e consistindo de uma 0-célula, g 1-células e uma 2-célula.

a2

Orientagéo do bordo da 2

as aj célula

as 4
a4

Figura 12.8.: Diagrama de Colagem de F,;. Cada duas 1-células coladas entre si
estdo com a mesma orientacao do bordo da 2-célula e assim a 2-celula
é enrolada duas vezes em cada circulo na mesma direc¢éo e logo o grau
é 2.

O complexo de cadeia celular associado é
da d1
0 —Z—>7—7Z—0.

Novamente temos que o operador d; = 0, enquanto que o operador dg : Z —
79 é especificado pela equacio da(1) = (2,---,2) ja que cada termo a; aparece
na palavra de colagem da 2-célula com expoente 2, e dessa forma o bordo do disco
é enrolado duas vezes em cada circulo na mesma direcdo e assim cada aplicacdo
Ao € homotépica a aplicagio z — 22, de grau 2. Como da(1) = (2, - - - , 2), temos
que a aplicagdo dy é injetiva e portanto Hy (P,) = 0. Finalmente se escolhermos
a base para Z9 como a base obtida substituindo o ultimo elemento base padrio

(0,---,0,1) por (1,---,1), veremos que

Hy(P) =75 '@ Zs.
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e desta forma temos que

7, sen =0,
H,(Py) =729 ®Zy, sen=1,
0, sen = 2.

Espaco projetivo real Temos uma estrutura de CW-Complexo em RP" com
X% = RP* na qual ha uma k-célula - que denotaremos por ey, - para cada k entre 0
en. A aplicacdo de colagem da n-célula é o recobrimento duplo dado pela aplicacdo

antipodal 7 : S"~1 — RP"~!. Dessa forma o complexo da cadeia celular é dado:

oW 8§W oW

0 ~— CSV(RP") <—— OV (RP") <2— - .. <"— C<¥(RP") <— 0

acw:O 8CW 8CW
! Ziey) ~—— <" Zley) =—0

0 Z<€U>

O primeiro operador bordo é zero porque Hy (RP") = 7Z Paran > 1, para

calcular o morfismo de bordo J;" calculamos o grau da composicao
sk=1 £, RpF—1 Ly RPF/RPF2 = §FL

com q a aplicacdo quociente. A aplicacdo gy restringe-se a um homeomorfismo
em cada componente de S¥=1\ S¥~2 sobre RP*~! \ RP*~2, e esses dois homeo-
morfismos sio obtidos um do outro compondo com a aplicacio antipodal de S¥~1,

denoata — id, que tem grau (71)@ Logo
deg qp = degid + deg(—id) = 1 + (—1)%,

e assim O;" é 0 ou é a multiplicacio por 2 dependendo se k é impar ou par. Assim,

o complexo da cadeia celular para RP" é

7-2-7 0 senépar

0 72>z 2-... 2,7 9.7 2.7 0.7 0 sen éimpar
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A partir das sequéncias anteriores segue facilmente que A homologia do espaco

projetivo real é a seguinte.

Z, k=0

Z, k= nimpar
Hy, (RP") =
Zo, kimpar,0 <k <n

0, caso contrario
\

Representando essas informag¢des numa tabela na qual as entradas ausentes sdo

0.

dim|0 1 2 3 45
RPY | Z

RP! | Z Z
RP? | Z Zs

RP} | Z Zy 0 Z
RP* | Z Zy 0 Zo
RP°|Z Zy 0 Zy 0 Z

No espaco projetivo real, células impares criam novos geradores e células pares

(com excecdo da célula zero) criam torcdo na dimenséao anterior.

12.3. Axiomas de Eilenberg-Steenrod para a Homologia

Eilenberg e Steenrod propuseram em (Eilenberg; Steenrod, 1945) um sistema
de axiomas para definir o que é uma “teoria de homologia”. Nesse conjunto de
axiomas, o foco era predominantemente em CW-complexos finitos. Mais tarde, es-
ses axiomas foram complementados pelo axioma da aditividade de Milnor (Milnor,
1962) que agora é considerado como parte dos axiomas padrdo. Denotamos por
PTop a categoria de pares de espagos topologicos.

Uma teoria de homologia H em PTop é:
B uma sequéncia de funtores h,, : PTop — gMod paratodon € Z e
B uma sequéncia de transformagdes naturais 0 : h, (X, A) = h,—1(A4, @)

que satisfazem:
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A1-Sequéncia exata longa Para qualquer par (X, A), a sequéncia
o g (X, A) D hg(A) = hg(X) = hy(X, 4) S -
é exata, onde escrevemos hy(X) para hqy(X, @).
A2-Axioma da dimensao O grupo h, (x) é diferente de zero apenas paran = 0.

A3-Invariancia homotépica Se fy, f1 : (X, A) — (Y, B) sdo homotdpicos, en-
tao fox = fis : hn(X, A) — hy (Y, B).

A4-Excisao Excisodes induzem isomorfismos.

A5-Aditividade Seja [[ X; a unido disjunta de X;. As aplicagdes de inclusio
X; — |[ X, induzem as aplica¢des h,, (X;) — h, (][ Xi), e estes por sua

vez induzem uma aplicacio da soma direta em gMod:

a: @D hn (Xi) = hn (HX) .

iel el
Entdo a aplicacdo o é um isomorfismo para todo n.

Os grupos hy,(*) sdo denominados coeficientes da teoria de homologia.
Unicidade da Homologia Singular. Existe essencialmente apenas uma teoria de
homologia, com um grupo de coeficientes dado, na subcategoria CW C PTop
que satisfaz os axiomas acima. Em outras palavras, se H, Hy sdo duas teorias
de homologia com o mesmo grupo de coeficientes que satisfazem os axiomas os
grupos H, (X, A) e Hy, (X, A) sdo isomorfos para (X, A) € CW.

Exercicios

Ex. 154 — Sejam X um CW-complexo e A um subcomplexo. Prove que A tem

uma vizinhanca U em X tal que A é retrato de deformacao de A.

Ex. 155 — Prove que qualquer subconjunto compacto de um CW-complexo X esta

contido em algum subcomplexo finito de X.

Ex. 156 — Seja (X, Y’) um par CW. Entédo o espaco quociente X /Y pode ser mu-
nido de uma estrutura de CW-complexo de modo que a aplicacido quociente X —
X/Y seja celular.
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Ex. 157 — Mostre que a suspensido >X de um CW-complexo é novamente um

CW-complexo, onde
X x1I
X : ~

T X xol

Ex. 158 — Esfera Infinita

1. Mostre que se X que é o colimite, ou seja, a unido de uma sequéncia cres-

cente de CW-subcomplexos

;&C&CXM3~CX:UXﬁ

n=1

entdo X é um CW-complexo.

2. Mostre que a esfera de dimensdo n S", para qualquer n € N, admite uma
estrutura CW-complexa com duas células de dimenséo £ para qualquer 0 <
k < n.

3. Descreva a estrutura de CW-complexo da esfera infinita

s'cstcs?c--cs*=[]Js",

n=0

4. Usando as defini¢des do item anterior, mostre que se cada inclusao X,, —

Xn+1 € homotopicamente nula, entdo X é contratil.

5. Mostre que S* é contratil.

Ex. 159 —

1. Mostre que os espacos CP? e S?x S* nio sdo homotopicamente equivalen-

tes.

n(n+1) .
2. Mostre que os espacos CP~ 2 e S?x S* x --- x S§?" nio sdo homotopi-

camente equivalentes para todo n > 1.

Ex. 160 — Para n € N, R” admite estrutura de CW-complexo? E de um CW-
complexo finito?
Ex. 161 —

1. Mostre que o produto X X Y de dois complexos CW finitos é um CW-

complexo.
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2. Use o item anterior para construir uma estrutura de CW-complexo do toro
n-dimensional T" = S x --- x St

3. Calcule os grupos de homologia de T" = S' x --- x S!

Ex. 162 — Seja X o espaco obtido anexando duas 2-células a S!, uma através da
aplicacio z — 23 e outra via z —+ 2°, onde z denota a coordenada complexa em

S! ¢ C. Calcule os grupos de cohomologia H*(X; R) de X com coeficientes:
1. R=12Z.
2. R=1Zs.
3. R=17/3.

Ex. 163 — Seja f : S — S™ uma aplicagdo de grau m. Seja X = S" Uy " o

espago obtido de S™ anexando um (n + 1)-célula via f. Calcule a homologia de X.

Ex. 164 — Seja G um grupo abeliano finitamente gerado e seja n > 1. Construa
um CW-complexo X tal que H,,(X) = G e H;(x) = 0 para todos i # n. Dica: use

0 exercicio anterior.

Ex. 165 — Calcule os grupos de homologia de CP".

Ex. 166 — Usando o fato que se X e Y sdo CW-complexos finitos entdo X x Y

também tem a estrutura de um CW-complexo.
1. Calcule os grupos de homologia de CP" x CP™ para todos m e n.
2. Calcule os grupos de homologia de CP> x CP*° usando o fato de que o

fato de
CP* x CP* = lim CP"™ x CP"

Ex. 167 — Seja M a faixa Mobius obtida como um quociente de [0, 1] x [—1,1],
identificando (0,¢) ~ (1, —t). A faixa de M6bius vem equipada com duas inclusdes
do circulo

Ch:St— M, Cy:S'— M

onde a imagem de C é o circulo central [0, 1] x {0}/ ~ e a imagem de C3 é o
circulo de fronteira [0, 1] x {£1}/ ~

1. Dé uma estrutura de CW-complexo para a faixa de Mobius de modo que
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ambas as aplicacdes C e Co sejam inclusdes de CW-subcomplexos. Dese-

nhe uma imagem ilustrando isso.

2. Mostre que C} é a inclusdo de um retrato de deformacio. Se P : M — S!

¢ a retracdo associada, prove que

1 C2 P

st =2 M — st

fornece uma fatoracio do mapa B2 : S' — S! definido como f3 (ew) =

€2 como a inclusdo de um subcomplexo, seguido por uma equivaléncia de

homotopia.



13 Cohomologia Singular

Até agora, associamos a cada espaco topologico X uma sequéncia de modulos
chamados de grupos de homologia. Agora associamos a X outra sequéncia de mo-
dulos, chamados de grupos de cohomologia. A cohomologia é uma variante algé-
brica da homologia, o resultado de uma simples dualizagido na defini¢éo, processo
que tornaremos preciso em breve. A diferenca bésica entre estas teorias é que os
grupos de cohomologia sdo funtores contravariantes, mas os grupos de homologia
sao funtores covariantes. Os grupos de homologia determinam os grupos de coho-
mologia correspondentes, e a reciproca é verdadeira se os grupos de homologia sédo
finitamente gerados.

Esses grupos s6 foram definidos muito depois dos grupos de homologia. A ideia
inicial dos grupos de cohomologia (mddulos ou anéis) de um espago topologico sao
atribuidas a S. Lefschetz em 1930, quando este formulou uma prova simplificada do
teorema da dualidade para uma variedade orientavel com bordo. Porém a definicdo
de cobordo foi feita de modo independente por James W. Alexander e Andrey Kol-
mogorov em 1935. A razdo nao é dificil de entender, pois eles sdo geometricamente
muito menos naturais do que os grupos de homologia.

O que é um pouco surpreendente é que a contravariancia leva a uma estrutura
extra na cohomologia: um produto natural chamado de produto cup, que tornam
os grupos de cohomologia um anel. Esta estrutura adicional é extremamente util,
e grande parte deste capitulo é dedicada ao estudo de produto cup, que sdo consi-
deravelmente mais sutis do que a estrutura aditiva da cohomologia.

A cohomologia possui uma aplicabilidade enorme e sé para citar alguns exem-
plos temos o Teorema da Dualidade de Poincaré, a teoria de obstrugéo, e o Teorema

de de Rham.

413
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13.1. Cohomologia

Como observamos na introducdo do capitulo os grupos cohomologia sdo uma
variante algébrica da homologia, que a grosso modo, sdo "duais" aos grupos de ho-
mologia. Para tornar isso preciso comecaremos descrevendo o mdodulo de cocadeias
singulares como o dual do mddulo de cadeias singulares.

Dados um espaco topologico X e um anel comutativo com unidade R, para
qualquer p > 0 definimos 0 mddulo de cocadeias singulares SP(X; R) como
o dual do R-médulo S,(X; R), ou seja, como Homp(S,(X; R), R) o médulo de
todas as R aplicacdes lineares de S,(X; R) a R

SP(X; R) = Homp(S,(X; R), R) ={f: 5,(X;R) — R}.

Os elementos de SP(X; R) sdo denominados p-cocadeias singulares. Por com-
pletude, definimos SP(X; R) = 0 parap < 0.

Os modulos duais Homp(S,(X; R), R) sdo mais abstratos que os modulos
Sp(X; R). De modo a simplificar a apresentagdo daremos agora uma descricao
mais elementar dos modulo de cocadeias. Comecamos observando que S,(X; R)
é 0 R-moddulo livre gerado pelo conjunto Sar(X) dos p-simplexos singulares, e
dessa forma toda aplicagdo linear de S, (X; R) para R é completamente determi-
nada pelos seus valores nos geradores Sar (X ), e logo podemos ver um elemento
de SP(X; R) como uma fungéo arbitraria f : Sa»(X) — R atribuindo a cada
p-simplexo singular ¢ um elemento de R. O conjunto de funcdes de Sar(X) a
R formam um R-moédulo sob as operac¢des de multiplicacdo por escalar e adicdo

usuais de fun¢des. Resumindo:

SP(X;R)={f:Sar(X)— R}.

Finalmente para obtermos um complexo de cocadeias precisamos definir o mor-
fismo de cobordo 67 : SP(X; R) — SPT1(X; R). Poderiamos dizer apenas o ope-
rador de cobordo é o dual do operador de bordo, 6 = Homp(dp+1, R), mas a
seguir vamos tentar interpretar o que isso significa.

E bastante natural exigir que para qualquer p-cocadeia singular f : Sar(X) —
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Figura 13.1.: Uma cocadeia singular f associa a cada p-simplexo um valor em R.

R, o morfismo de cobordo &7 f satisfaca a seguinte propriedade de comutatividade:

Ip+1

(6" f)(a) = f(Optr10x) Sp+1(X; R) —— 5p(X5 R)
P if
R.

Essa propriedade de comutatividade possui uma interpretagao interessante. Se
escrevermos (g, ) = g([3) para a avaliacdo da p-cocadeia singular g € SP(X; R)
na p-cadeia singular 5 € S,(X; R)

(—,—):SP(X;R) x Sp(X;R) = R
temos:
<5pf7 Oé> = <f7 a;D-‘rla>7
ou seja, estamos definindo 0” como a transformacéao adjunta (ou dual) de p41:

Resumindo: temos que o complexo de cohomologia é obtido a partir do com-
plexo de homologia pela dualizag¢do dos espacos e aplicacdes.
Dados um espago topoldgico X e um anel comutativo com unidade R, para

qualquer p > 0, o homomorfismo de cobordo ou operador de cobordo
6 : SP(X; R) — SPTHX; R)

é definido por
<5pf7 Oé) = <f7 ap-l—lOé>7
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para toda p-cadeia singular f : Sar(X) — R e toda (p + 1)-cadeia singular
a € Sp11(X; R); equivalentemente,

0P f == f 0 Opy1 paratoda f € SP(X; R).
Definimos a soma direta S*(X; R) como
S*(X;R) =D S"(X;R).
p>0

e podemos estender o morfismo de cobordo para a algebra graduada obtendo ¢ :
S*(X;R) — S*(X;R) .

Dados um espaco topoldgico X e um anel comutativo com unidade R, o mor-
fismo de cobordo § : S*(X; R) — S*(X; R) satisfaz

606 =0.

A demonstracdo dessa identidade € direta e sera deixada como exercicio.
Logo SP(X; R) junto com os morfismos de cobordo 67 formam o complexo de

cocadeias:

or—1 p+1

0> SO(X; R) —= SY(X; R) - - 2> §P(X; R) —2> SPY (X R) 2

Dado um espaco espago topologico X e um anel comutativo com unidade R

definimos
1. O kernel ZP(X; R) do operador cobordo 67 : SP(X; R) — SP*1(X; R), i.e.,
ZP(X; R) = ker ¢
é dito modulo dos p-cociclos singulares.

2. A imagem BP(X; R) do operador cobordo 67! : SP71(X; R) — SP(X;R),
ie.,

BP(X;R) = iméP~?

é dito médulo dos p-cobordos singulares.
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Pela Proposicao 13.1, BP(X; R) é um submodulo de ZP(X; R) e assim podemos
definir os modulos de cohomologia:
Dados um espaco topologico X e um anel comutativo com unidade R, para
qualquer p > 0 0 médulo de cohomologia singular H”(X; R) é definido por
ker 67 ZP(X; R)

p . — —
HY(X; R) = imér—1  BP(X;R)’

Definimos por completude que H?(X; R) = (0) se p < 0.
Do mesmo modo que no caso dos grupos de homologia, é pratica comum referir-

se aos modulos HP(X; R) como grupos mesmo sendo R-modulos.
Exemplo 13.1.
Vamos mostrar que

H°(X; R) = mo(X).

onde (X)) é o conjunto de todas as componentes conexas por caminho de X.
Uma 0-cocadeia é uma funcgéo So(X; R) — R; isto é, equivalentemente iden-
tificando os 0-simplexos com pontos, uma fun¢io f : X — R. Para calcular df,

seja o : A1 — X um 1-simplexo e calculamos f em seu bordo:

(0f)(0) = f(90) = f(o(v1)) = f(o(v0))-

Entdo f é um cociclo se for constante nas componentes conexas por caminhos.

N

Sejam {X;,i € I} as componentes conexas por caminho de um espago X.
Entéo, para todo p > 0,
HY(X) =[] H(X0),
el
ou seja, a cohomologia singular de X isomorfa ao produto da cohomologia singular

de suas componentes conexas por caminho.

Coeficientes num R-moddulo

Hé uma generalizacdo da cohomologia singular usando coeficientes mais gerais.

Podemos usar R-mddulo G como o conjunto de coeficientes.
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Dados um espago topologico X, um anel comutativo com unidade R e um
R-médulo G, para qualquer p > 0 o grupo singular de cocadeias SP(X;G) é o
R-médulo Homp(S,(X; R), G) de R-aplicagdes lineares de S,(X; R) a G. Defi-
nimos SP(X;G) = 0 parap < 0.

Uma vez que S,(X; R) é o R-mddulo livre gerado pelo conjunto Sar(X) de
p-simplexos singulares, podemos visualizar SP(X;G) como o conjunto de todas
as fungdes f : Sar(X) — G. Este também é um R-moddulo. Como um caso
especial, se tomarmos R = Z, entdo G pode ser qualquer grupo abeliano. Como
antes, obtemos R-modulos ZP(X;G) e BP(X; G) e morfismos de cobordo 67 :
SP(X;G) — SPTH(X; G) definidos por

OPf = fodpy1 paratoda f € SP(X;G).

Temos o complexo de cocadeia

g1

p+1

025 90(x:6) L 51X Q) —— - L sr(x: q) P s (X 6) 2

e obtemos os grupos de cohomologia.
Dados um espaco topologico X, um anel comutativo com unidade R e um R-
modulo G, para qualquer p > 0 0o modulo de cohomologia singular H?(X; G)

¢ definido por
kero?  ZP(X;Q)
imoép—1  Br(X:G)’

Definimos HP(X; G) = (0) se p < 0 e definimos a cohomologia singular de X

H?(X;@G) =

com coeficientes em G,denotada H*(X; G), como a soma direta

H*(X;G) =@ H'(X;G)
p=>0
Exemplo 13.2.

Seja X o espaco que consiste de um tinico ponto. Entio existe um inico n-simplexo
singular 0, : A" — X para cada n > 0, e dessa forma S,(X;R) = Roj, e
SP(X;G) = Gy" para cadan > 0, onde

(9¢™)(on) = g.
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Temos que
n

Oo,, = Z(—l)ian,l

i=0
éigualao,_j paran > 2 par, e éigual a 0 paran > 1 impar. Portanto, §¢" é igual
a "t paran > 1 impar e é igual a 0 para n > 0 par.

Portanto, temos o complexo de cocadeias:

0 G 0 Gyt !

Os homomorfismos de bordo rotulados como 1 sdo isomorfismos e os rotulados 0
sdo triviais. Portanto B"(; () éigual a Gy™ paran > 2 par, e é zero caso contrario,
enquanto Z"(X; ) é igual a Gy paran > 0 par, e é zero caso contrario. Assim
paran # 0 temos B"(X;G) = Z"(X;G) e H"(X G) = 0. No caso n = 0 temos

H°(X; G)=2"(X; G)/B° (X; G) = G /0 = G.

Funtorialidade da Cohomologia

A cohomologia é funtorial. Para vermos a validade dessa afirmacdo considere
f + X — Y uma aplicacédo continua, sabemos que essa funcio induz uma aplicacio
de cadeias fy,, : Sp(X; R) = Sp(Y; R),

17
s Sy (X R) == S (XG R)

f)iwﬂl ifu,p

e— s p_i_l(Y,R)rSp(Y,R)H

p+1

entio aplicando Hom (e, G) obtemos uma aplicagio de cocadeia f*7 : SP(Y; G) —
SP(X;G)

X

1 %
o —> P X R) <X— SP(X;R) — - - -

fﬁ,pi lfﬁ,p

--HSPH(Y;R) <67512(3/;3) ...

P
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que comuta com cobordos (pois f;, comuta com os bordos) e, portanto, temos um

homomorfismo

f*:H(Y;G) —» HP(X;G).

Esse fato é registrado como a seguinte proposigéo.

Se X e Y sdo dois espacos topoldgicos e se f : X — Y é uma fungédo continua
entre eles, entdo existem homomorfismos f*? : HP(Y; G) — HP(X; G) para todo
p=>0.

Como consequéncia da proposicao anterior temos

Se X e Y sdo dois espagos topoldgicos homeomorfos entdo HP(Y;G) =
HP(X;G) para todo p > 0.

Ou seja, os grupos de cohomologia sio invariantes topologicos.
Dessa forma, o grupo de homologia singular é um funtor. De modo mais pre-

ciso, temos os funtores H'(e; R):

Top

X—————=H'(X;R) > [gof]  fogeSP(X;R)
f cont. homom. | f*

Yi————H(Y;R) > [g] g€ SP(Y;R)

13.2. Cohomologia Reduzida e Relativa

Nesta secdo denotaremos por R um anel comutativo com elemento identidade
e por G um R-médulo.

Os grupos de cohomologia singular reduzidos HP (X; G) sdo definidos pela du-
alizacdo do complexo de cocadeias aumentada

0= R~ So(X:R) <2 S (X;R) = - <"1 5, | (X; R) < S,(X; R) <

aplicando Homp(e, G) temos (veja o exercicio correspondente sobre cohomologia
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reduzida)

H°(X;G) = Homp(Ho(X; R), G) (13.1)
HP(X:G) = H*(X;G), p>1. (13.2)

Pelo exercicio correspondente sobre cohomologia reduzida, temos que
HY(X;G) = H'(X;G)aG.

De modo analogo, para obtermos os grupos de cohomologia relativa, dualizamos

o complexo de cadeias de homologia relativa

—1

0 0,
0" So(X, A; R) <2 Sy(X, A;R) < --- <"1 S, 1(X, A; R) <~ S,(X, A;R)

aplicando Homp(e; ), e lembrando que S, (X, A; R) = S,(X, R)/S,(A, R).

Dessa forma obtemos o complexo de cocadeias
07 80X, A:6) L S1(X, A;G) —— - Tl (X, A, G) T SPHUX, A G)

com SP(X, A;G) = Homp(S,(X, A;R), G) e 6 = Hompg(9,, G) para todo

p >0 (e 5! é o morfismo zero). Mais explicitamente
0P(f) = f o Op41 paratodos f € SP(X, A;G).

Observe que SP(X, A;G) = Homp(S,(X;R)/Sp(A4; R), G) é isomorfo ao
submédulo de SP(X; G) = Homp(S,(X; R), G) consistindo em todos os aplica-
coes lineares com valores em G definidos em simplexos singulares em S,(X; R)
que se anulam nos simplexos singulares de S,(A; R). Consequentemente, o mor-

fismo de cobordo
6 SP(X, A;G) — SPTHX, A;G)

é a restricdo de 6% : SP(X;G) — SPTH(X;G) a SP(X, A;G) onde &% é o mor-
fismo de bordo da cohomologia absoluta.

Dado um par topoldgico (X, A), os grupos de cohomologia relativa singulares
HP(X, A;G) de (X, A) surgem do complexo de cocadeias

025 90X, A4;6) - L- SN (X, 4:GQ) —— - — 28X, A,G) L= 5rH(X, A;G)
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e sdo dados por

P
o = T sy

Como no caso da cohomologia singular absoluta, uma aplicagdo continua
f (X, A — (Y, B) induz um homomorfismo da cohomologia relativa
f*:H*(Y, B) —» H*(X, A). Isso ocorre porque a aplicacdo f induz uma aplica-
cdo de cadeias f; : Si(X, A;R) — Si«(Y, B; R), e aplicando Hompg(e, ) obte-
mos uma aplicacio de cocadeia f* : S*(Y, B; G) — S*(X, A;G) que comuta com
cobordos e, portanto, induz homomorfismos f** : HP(Y, B;G) — HP(X, A;G).
Se (X, A) e (Y, B) sdo pares topologicos e se f : (X, A) — (Y, B) é uma

funcido continua entre eles, entdo existem homomorfismos
P HP(Y, B;G) - HP(X, A;G) parap > 0.

Como consequéncia da proposicdo anterior temos que a cohomologia (relativa)
¢ um invariante topologico.

A partir da sequéncia exata curta
> 0——> S5,(A;R) —= S,(X; R) —2 S,(X, A; R) — 0,

e como o modulo S, (X, A; R) é livre, a sequéncia anterior é cindida e aplicando

Homp/(e; G) obtemos a sequéncia exata curta
0= SP(X, A Q) e s (XG) 5P (A G) —— 0,

e logo pelo Teorema 7.7 temos a Sequéncia Exata Longa de Cohomologia Relativa:

Sequéncia Exata Longa de Cohomologia Relativa. Ao par (X, A) topoldgico
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temos a seguinte sequéncia exata longa de grupos de cohomologia

oo
e a2 i) DY

C—>Hp+1(X, A;G) LHPH(X) L>HP+I(A)

5P

) 5op

C_> HP2(X, A; G) EA HPH2(X) -2 gPH2(4)

Como para os grupos de homologia, também temos o isomorfismo H" (X, A; R) =
H™(X/A, A/A; R) quando (X, A) é um bom par.
Bons Pares. Se (X, A) é um bom par entio a aplicacdo quociente ¢ : (X, A) —
(X/A, A/A) induz um isomorfismo ¢, : H"(X, A;R) — H"(X/A,AJA;R) =
H"(X/A; R) para todo n.

Exemplo 13.3 — Cohomologia das Esferas.

Os grupos de cohomologia singular das esferas sdo:

H™(S™ R) { R, n=m (13.3)

0, caso contrario

O que pode ser reescrito como:

R&R =0

H(S% R) = { O, n B (13.4)
0, caso contrario
R, n=0

H'S™R)=< R, n=m sem >0 (13.5)
0, caso contrario

Nio faremos o caso H"(S"; R) que é simples.
Para calcularmos os grupos de cohomologia para S"*!, usaremos a sequéncia

exata longa em cohomologia para o bom par (D"*! 9(D"*1) = S§"). Comecando
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em H*=1(S™), obtemos:
X ]{k—l(gn) }]k(Sn+1) ]{kUDn) ]{k(Sn) }]p+1(Sn+1)

Aqui, usamos o fato de que, como (D!, S™) é um bom par, sua cohomologia é
isomorfa a de D"*!/S", que é S"*!. Pela hipétese indutiva e pelo fato de que a

cohomologia de um disco é igual a de um ponto, temos a sequéncia (onde k < n—1)

— () — Hk(gn—i—l) 0 0 HP+1 (Sn-H) ...

Assim, H¥(S"*1) = 0 também. A sequéncia exata longa para H" é um pouco

diferente e deixaremos esse caso como exercicio.

13.3. Propriedades da Cohomologia

Invariancia por Homotopia A cohomologia também é invariante por homo-
topias.
Sejam C' e D complexos de cocadeia. Uma aplicacao de cocadeia f : C — D

é uma sequéncia de homomorfismos
fi:C1— DY

que comutam com os operadores de cobordo. Se f,g : C' — D sao aplicagoes
de cocadeia, entdo uma homotopia de cocadeia H entre f e g ¢ uma sequéncia de

homomorfismos hd : C? — D! tais que

fq _ gq — 5q71hq + hq+15q.

q—2 q—1 q q+1
JC qul 50 Cn 60 Cq+1 50
ha—1 fq—l gq—l hd fa g? hatl fq+1 gq+1 ha+2

—2 / -1 / / +1
/5—> pit M " "

1 D Dn Dq+1
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Seja f : (X, A) — (Y, B) uma aplicacio continua de pares topoldgicos entdo

temos a aplicacdo de cadeias induzida,
fo o Su(X, A) = S.(Y, B),
que da origem a uma aplicacdo de cocadeia
f2:8°(Y, BiG) = §*(X, A;G)
e, portanto, a um homomorfismo induzido em grupos de cohomologia
frHIY, B;G) — HI(X, A;G)

para todo ¢q. Observamos que o homomorfismo induzido em cohomologia segue o
caminho oposto ao da homologia; estamos lidando com um funtor contravariante.

Se duas fungdes f,g : (X, A) — (Y, B) sdo homotopicas, entdo qualquer
homotopia h : (X x I, A x I) — (Y, B) da origem a uma homotopia em cadeia
hy : S(X, A) = Sit1(Y, B) entre as aplicacdes de cadeias fj e gy:

fjj,n —9in = an-i—l o hﬁ,n + hﬁ,n—l o 871,
Dualizando essa equagao obtemos
Jhn— ghn = phntl o gy gn=l o pn,

Portanto, hf : S**1(Y, A) — S*(X, B) é uma homotopia de cocadeias entre f*

e g' e consequentemente os homomorfismos induzidos
fr gt HUY, B;G) — HY(X, A4;G)

S40 0S Mesmos.

Dados X e Y espacos topologicose f, g : X — Y duas aplicagdes continuas, se
f e g sdo homotopicase f*P, g*P : HP(Y;G) — HP(X; G) sdo os homomorfismos
induzidos, entdo f*P = ¢g*P para todos p > 0. Como consequéncia direta temos
Invariancia por Homotopia. Se X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia,
entdo os grupos de cohomologia H?(X; R) e HP(Y'; R) sdo isomorfos para todos
p=0,

Como R" é contratil temos o seguinte corolario:

Os grupos de cohomologia singular de R™ sdo dados por

0 sep>1

HP(R”;R):{ R sep=0
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Axioma de Excisdao O Axioma de Excisdo também ¢é valido para a cohomologia
singular.

Axioma de Excisdo. Dados os subespacos Z C A C X, de modo que o fecho de
Z esteja contido no interior de A, entdo a inclusdo (X — Z, A — 7)) — (X, A)

induz um isomorfismo de cohomologia singular
HY(X - Z, A—Z;G) = HP(X, A;G), paratodos p > 0.

Equivalentemente, para quaisquer subespacos A, B C X cujos interiores cu-
bram X, o morfismo de inclusdo (B, AN B) — (X, A) induz isomorfismos

H?(B, AnB;G) = HP(X, A;G), para todos p > 0.

Demonstragao. O Axioma de Excisdo para a cohomologia singular decorre da prova
de excisdo para homologia singular. Sejam A, B C X cujos interiores cubram X.

E considere

t:S(A+ B) C S.(X)

a inclusdo do subcomplexo de simplexo em A ou B. Usando a subdivisdo baricén-

trica, existe uma aplicacdo de cadeia

tal que po = 1e 1 —1p = Oh + hO para uma homotopia em cadeia h. Aplicando

Hom(e, G) , obtemos a aplicacdo dual de cocadeias
7 S*(X;G) = ST (A+ B;G) =Hom(S.(A+ B), G) e
p? :ST(A+ B;G) — S*(X;G)

tal que 17 p* = 1e 1 — p#1# = h#§ + 0h7. Portanto * induz um isomorfismo

em cohomologia

H(S.(A+B), G)~ H(X, G)

Dado o diagrama de sequéncias exatas curtas de complexos de cocadeias

0——=S#(A+ B, 4;G) ——= S*(A+ B;G) —= S#(A;G) ——=0

L

0— = S#(X, A;G) SH(X:Q) "~ §*(A: Q) ——=0
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temos o diagrama de sequéncias exatas longas induzidas

i — H""Y A+ B;G) — H""Y(A;G) ——= H"(A+ B, A;G) —— H"(A+ B; G

" i
* ¥

s H"Y(X; G) — > H"Y(A; G) H'(X, A;G) — H"(X;G)-

e pelo Lema dos Cinco H" (A + B, A;G) = H"(X, A;G).
Existe ainda uma identificaco natural S*(A + B, A;G) = S*(B, AN B;G),
e consequentemente temos um isomorfismo induzido H*(A + B, A;G) =

H*(B, AN B;G) com t* é o isomorfismo de excisao.

Sequéncia exata de Mayer-Vietoris Ha também uma versdo da sequéncia
exata de Mayer-Vietoris para cohomologia singular.

Dado um espaco topologico X, para quaisquer dois subconjuntos A, B de X
tal que X = int (A) U int(B), pelo Teorema 10.5 que temos uma sequéncia exata

curta
0= S,(AN B;G) —= 8,(A4;G) @ Sp(B; G) —= S,p(A; G) + 8p(B; G) — 0
para todo p > 0, onde ¢ e ¥ sdo dadas por

p(c) = (ig(c), — ji(c))
¥(a, b) = ky(a) + l(b) .

e onde i, j, k, [ sdo as aplicagdes de inclusdo mostradas no diagrama abaixo:

ANB-“ = A
N
B—' . X

Como S,(A; G) & Sp(B; G) é livre e porque S,(A N B; G) é um submodulo
de S,(A; G) e Sy(B; G), podemos escolher bases em S,(A; G) e Sp(B; G) com-
pletando uma base de S,(A N B; G) e, como consequéncia, podemos definir uma
aplicacdo p : S,(A; G)® Sp(B; G) = Sp(ANB; G), de modo que poy = id . Por-
tanto, a sequéncia acima cinde e, se aplicarmos Homp/(e, G) a ela, pela Proposicio

7.3 obtemos uma sequéncia exata curta

0 — Hom(S,(A) + S,(B); G) —= SP(A) @ SP(B; G) —* = SP(AN B;G) — =0
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onde ¢* = Hom(p; G) e ¢* = Hom(1; G). Podemos mostrar que 1* = (if, j%) e
o* =kt — I8

A inclusdo ¢y, @ Sp(A) + Sp(B) — S(X) e pp = Sp(X) = Sp(A) + S(B) sdo
equivalentes por homotopia de cadeias de modo que po e top sdo homotédpicas de
cadeias para id, aplicando Hom g (e, R) vemos que também existe uma equivaléncia
por homotopia de cadeias entre Hom(S,(A) + Sp(B); G) e Hom(S,(X); G) =
SP(X), de modo que a sequéncia exata longa associada a sequéncia exata curta
leva a Sequéncia de Mayer Vietoris.
Mayer Vietoris para Cohomologia Singular. Se X é um espaco topologico
entdo para quaisquer dois subconjuntos A, B de X tais que X = int (4)Uint (B),

existe uma longa sequéncia exata de cohomologia
s HP(XG) e HP(A:G) @ HP(B;G) —F = HP(AN B; Q) —— HPY(X; G) -

Se AN B # (), existe uma sequéncia semelhante na cohomologia reduzida.

Vamos dar a descricdo de 9*P. Para isso considere o diagrama

d 1 d
0 ——= Hom(Sp11(A) + Sps1(B); G) —2= S+ (A) @ P+ (B; G) —Z~ $7+1(A N B; G)
S N
5 % 5 %z 5
0 Hom (S, (A) + Sp(B); G) —~ SP(A) @ SP(B; G) —~ $P(AN B; G) -
N N
d 1 < d =

Seja z € SP(A N B;G) um ciclo. Pela exatiddo das linhas, existe y = (a,b) €
SP(A; G) @ SP(B; G) que é levado para z. Pela comutatividade do diagrama e pelo
fato de que §z = 0, Jy vai para 0 em S971(A N B; G), ou seja, -§(a) e J(b) con-
cordam em A N B. Portanto, §y é a imagem de um elemento em SP™!(X; ). Este
elemento representa §*?[z]. Como anteriormente podemos mostrar que 0*?[z] é

independente das escolhas nesta construcio.
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Exemplo 13.4 — Cohomologia de S'.
Para calcular a cohomologia de S' consideraremos a cobertura do circulo por dois
arcos abertos A e B como na Figura 13.2. A intersecdo AN B é a unido disjunta de

dois arcos abertos, que chamamos de C' e D, ie, AN B = C U D. Como um arco

Figura 13.2.: Cobertura aberta de S*.

aberto é difeomorfo a um intervalo aberto e, portanto, a reta real R, os anéis de
cohomologia de A e B sdo isomorfas a de R, e a cohomologia de AN B é isomorfa

a da unido disjunta R U R.

cubD
—
ANB

0— > HOS; @) —~ HO(A; ) ® HY(B; G) > HY( Q) —— H'(S:;G) — >

0— >R " ReR P~ReR—~H(S;G)—0

Como ¢*(a,b) = ((a — b)|C, (a — b)|D) temos que im¢* = R(1,1) e que
ker * = R(1,1). Logo

HO(SY; R) = kerp* = R
H'(SR)=R®&R/¢* =R

Equivaléncia entre a Cohomologia Simplicial e Singular O propésito
desta secdo é demostrar que as cohomologias singular e simplicial coincidem
em A-complexos. Denotaremos por H>(X, A; R) a homologia simplicial e por
H%8(X, A; R) a homologia singular de X.
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Nessa secdo assumiremos que R é um dominio de ideais principais, pois preci-
samos da seguinte proposi¢do que sera demonstrada posteriormente.

Seja R um dominio de ideais principais. Se uma aplicacdo de cadeias entre
complexos de cadeias de modulos livres induz um isomorfismo nos grupos de ho-
mologia, entdo induz um isomorfismo nos grupos de cohomologia com qualquer
modulo de coeficiente G.

Seja X um A-complexo e R um dominio de ideais principais. Entao, para todo

H™(X,A;G) = HY (X, A: G).

Demonstragdo. Se X é um A complexo e A C X é um subcomplexo, entdo o gru-
pos de cadeias simpliciais A,, (X, A) dualizam para grupos de cocadeias simpliciais
A™(X,A;G) = Hom(A, (X, A),G), e os grupos de cohomologia resultantes séo,
por definigio, os grupos de cohomologia simpliciais HA™(X, A; G).

Como as inclusdes A, (X, A) C S, (X, A) induzem isomorfismos H2 (X, A) =
H,(X,A), a Proposi¢io 13.3 implica que as aplica¢des duais S™(X, A;G) —

A™(X, A; G) também induzem isomorfismos

H'(X, A: Q) = HL(X, A; Q).

13.4. Relacao entre os Grupos de Homologia e

Cohomologia

Em uma se¢do posterior demonstraremos o Teoremas dos Coeficientes Uni-
versais para a Cohomologia que estabelece relacdes entre grupos de homologia
e cohomologia. Nessa secdo apresentaremos um de seus corolarios que descreve
o n-ésimo grupo de cohomologia com coeficientes em um grupo abeliano G em
termos do n-ésimo e (n — 1)-ésimo grupos de homologia e do grupo G
Coeficientes Universais para os Grupos de Cohomologia. Se X é um espaco
topologico, A é um subconjunto de X e G é um grupo abeliano entao existe uma

sequéncia exata cindida

0 — BExt' (H,_1(X,A;7),G) — H"(X, A;G) % Homg (H,(X, A),G) — 0.
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A aplicacdo « envia a classe de cohomologia do cociclo ¢ : C;,, — G para o homo-
morfismo H,(C) — G, [c] — ¢(c).

Dessa forma entdo existe um isomorfismo relativo cohomologia singular
H"(X, A;G) = Homg, (H,(X, A;Z),G) @ Exty, (H,—1(X, A;Z),G)

para todon > 0.

O funtor Ext sera descrito em detalhes posteriormente. Apresentaremos nessa
secdo apenas um conjunto de propriedades que no caso em que GG é um grupo abeli-
ano finitamente gerado, nos permite calcular Exty, (H,,_1(X, A;Z), G). E comum
descartar o subscrito 1 em Ext..

O funtor Ext}, possui as seguintes propriedades na categoria de grupos abelia-

nos:
1. Extyz (A1 @ Ag, B) = Exty (A1, B) @ Extyz (A2, B)
2. Extz(A, B) = 0 para um grupo abeliano livre A.

3. Extg(Zy, B) = B/nB.

4. Bxty(Zy, B) = 0 para B = Q,Q/Z, R.

5. Extz(Zm, Zy) = Z/ mmc(m,n).

Exemplo 13.5.

Considere o plano projetivo tridimensional RP? com a estrutura de CW-complexo
tendo uma célula e” em cada dimensdo para 0 < n < 3. O complexo celular
associado é

0= Z[e*] -5 Z[e?] = Z[e!] - Z[e] — 0.

Portanto, os grupos de homologia com coeficientes em Z sio:

Z  paran =0
Zy paran =1
H,(RP) =140 paran = 2
Z  paran =3

0 paran > 3.
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Segue entdo que

G paran =0,n =3
G ® H,(RP) = § G/2G  paran =1 e
0 paran =2,n > 3

2oG  paran =1
Tor (G, H,(RP)) =

0 caso contrario

Logo pelo Teorema dos Coeficientes Universais para a Homologia temos que:

G paran =0
G/2G paran =1
H, (RP;G) = < »,G paran = 2

G paran =3

0 paran > 3

De forma similar,

G paran=0,n=3
Hom (H,(RP),G) = { oG paran=1,n>3 e
0 paran = 2
G/2G paran =1
Ext (H,(RP),G) =

0 caso contrario

Logo pelo Teorema dos Coeficientes Universais para a Cohomologia temos que:

;

G paran =0
2G paran =1
H" (RP;G) = { G/2G  paran =2
G paran =3

0 paran > 3.
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Por exemplo, no caso onde os coeficientes sdo Z temos que:

Z  paran =0
0 paran =1
H" (RP;Z) = { Zy paran = 2

Z  paran =3

0 paran > 3.

13.5. Produto Cup e o Anel de Cohomologia

Uma grande diferenca entre homologia e cohomologia, além da contravarian-
cia da segunda, é que a cohomologia pode ser dotada de um produto "natural’,
tornando a cohomologia, especificamente H*(X; R), um anel. Para multiplicar
cocadeias, precisaremos multiplicar seus coeficientes, e para isso, precisamos usar
um anel para os coeficientes da cohomologia, em vez de apenas um médulo.

Assim, queremos definir uma operagdo — que leva duas cocadeias ¢ €
SP(X;R) ed € S1X;R) e produz uma cocadeia ¢ — d € SPT9(X; R). Para
isso, definimos duas aplicagdes afins A, : AP — APT4e p, : A7 — APT4 por

Ap(ei) = e, 0<i<p

pql€i) = epti, 0<i<gq

Para qualquer (p + ¢)-simplexo o : APT¢ — X singular, observe que o o )\, :
AP — X é um p-simplexo singular e 0 o p, : A? — X é um ¢-simplexo singular.

Equivalentemente 0 o A\, = o eogo
! P |[eo,.‘.ep Py

=0 .
| lep,--eptql

]
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U3
P
v, U
U2
U1
7 U1
A2

U
U2
N
\—/ A2+1

A

Como Sp(X;R) é o R-médulo livre gerado pelo conjunto Sar(X) do p-
simplexos singulares, toda p-cadeia singular ¢ é completamente determinada por
sua restri¢do a Sar(X) e, portanto, pode ser vista como uma fungéo de S(X)ar a
R.

Dado o : APT? — X um simplexo singular, denominamos o o \, de p-face da
frente de 0, e 0 o p, de g-face de tras o.

Dadas quaisquer duas cocadeias ¢ € SP(X; R) e d € S9(X;R), seu produto
cup ¢ — d € SPT9(X; R) é a cocadeia definida por

(e — d)(0) = c(o 0 Ap)d(a o py)

para todos os simplexos singulares ¢ € Spp+q(X). Logo o produto cup é uma
funcéo
—: SP(X;R) x SYX;R) — SPT(X;R).

Outra forma de expressar o produto cup é

(c—d)(o) =c (a|[v0,... m) d (Ui[v,,,... ])

Ressaltamos que esse produto depende fortemente da ordenacdo dos vértices
do simplexo e consequentemente néo é natural. Também observamos que que o
produto cup possui fortes semelhancas com o produto cunha da algebra exterior.

Lembre-se de que S*(X;R) é o R-modulo @,>05P(X;R), e que €
So(X;R) — R é o tnico homomorfismo tal que ¢(x) = 1 para todo ponto
x € So(X; R). Assim, € € S%(X; R) e uma vez que 0% = €d; = 0, a cocadeia € ¢
na verdade um ciclo e sua classe de cohomologia [¢] € HY(X; R) é denotada por
1.
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A seguinte proposi¢do é imediata a partir da definicdo do produto cup e sera
deixada como exercicio.
A operacio do produto cup — em S*(X; R) é bilinear, associativa e tem o ciclo
e como elemento identidade. Assim, S*(X; R) é um anel graduado associativo com
elemento identidade.
A seguinte propriedade implica que o produto cup é bem definido em ciclos.
Para quaisquer duas cocadeias ¢ € SP(X; R) e d € S9(X; R) temos

d(c—d) = (0c) — d+ (=1)Pc — (6d) .

Demonstragdo. Seja o : AP+ 5 X entdo temos que

p+1
scUd)(o) =) (=1) d
( ‘ U )(U) ;( ) C(U|[U07 76’57 Ty UPJrl]) (O-|[UP+17 ) Up+q+l]
p+q+1 '
_1\P — _1)*
( 1) (C N 6d)<a) g ( 1) C<O—‘[v07 ] UP] U’[”P: 71A)i» ] vp+q+1]

Somando as duas expressdes temos que o tltimo termo da primeira soma cancela
o primeiro termo da segunda soma, e os termos restantes sdo exatamente §(c U

d)(o) = (cUd)(do) pois

ptq+1

_ 1\
aa N Z0 ( 1> O"[vm ey gy vp+q+1].
7=

A féormula da Proposicdo 13.5 implica que o produto cup de ciclos é um ciclo, e
que o produto cup de um ciclo com um de cobordo em qualquer ordem é um de
cobordo, assim que nos obtemos um produto cup induzido nas classes de cohomo-
logia.

—: HP(X;R) x HY(X;R) — H"™(X;R) .

O produto cup é bilinear, associativo e possui elemento identidade.
Uma aplicagéo continua f : X — Y induz um homomorfismo na cohomologia
fP*: HP(X; R) — HP(y; R) paraal p > 0, e o produto cup se comporta bem em

relacdo a esse homomorfismo.
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Dada f : X — Y uma aplicagdo continua, para todos os w € HP(X; R) e todos
osn € H1(X; R), temos

FOR (W — an) = fPH(w) — f7(n) .

Assim, f* = (fP*),>0 € um homomorfismo entre os anéis graduados H*(X; R)
(com o produto cup — z) e H*(Y'; R) ( com o produto cup — em Y').

Dado um espago topoldgico X, seu anel de cohomologia H*(X; R) é o anel
graduado @,>0H?(X; R) equipado com a operacio de multiplicacdo -— induzida
pelas operagdes —: HP(X; R) x HY(X; R) — HP'9(X; R) para todos p,q > 0.
Um elemento w € HP(X;R) é dito ser de grau (ou dimenséo) p, e escrevemos
p = deg(w).

Embora o produto cup nio seja comutativo em geral, é anti-comutativo no se-
guinte sentido.

Para todos os w € HP(X; R) e todos os ) € HY(X; R), temos

w—n=(=D"n—w).

Exemplo 13.6 — Anel de Cohomologia da Esfera.

Seja S™ a esfera n-dimensional. Entéo
H*(S",Z) = Z[a]/(a?)

Nesse caso os tinicos grupos de cohomologia diferentes de zero sio H°(S") e
H™(S™), que tém geradores e e w, respectivamente, e e atua como identidade do
anel de cohomologia. Assim, e — w =w — e = we e — e = e. O Unico outro
produto possivel seria w — w. Esse produto, no entanto, teria dimenséo 2n, entdo

é automaticamente zero, w — w = 0.

<

Os anéis de cohomologia dos espagos projetivos reais e complexos sdo dados

por:
1. H* (RP", Zs) = Zs|a]/ (/1) onde « é o gerador de H' (RP", Zy).
2. H* (RP™,Zy) = Zs[a] onde « é o gerador de H! (RP"™, Zs).

3. H* (CP",Z) = Z[B]/ (™) onde j3 é o gerador de H? (CP",Z).
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4. H* (CP*™,7Z) = Z[B3] onde 3 é o gerador de H? (CP",Z).

13.6. Anéis de Cohomologia de Superficies

Observamos que néo existe um método geral para calcular o anel de cohomolo-
gia de um espaco X.

Nessa secéo apresentamos alguns exemplos e estratégias para o calculo dos pro-
dutos cup, e para isso recorremos a cohomologia simplicial. Nesta sec¢do, definimos
uma féormula de produto cup simplicial que corresponde a férmula anterior para
cocadeias singulares sob o isomorfismo padrédo entre as teorias de cohomologia

simplicial e singular.

Anel de Cohomologia do Toro Vamos calcular o anel de cohomologia do toro
T. Lembramos que uma estrutura de A-complexo para o toro é apresentada na

Figura 13.3

vy U3

vy

v o

Figura 13.3.: Uma estrutura de A-complexo no Toro.

Também lembramos que

R, n=2oun=>0
H,(T;R) = H*(T;R) 2{ R®Rsen=1 (13.6)
0, caso contrario

Considere os simplexos singulares

[’UO, U1, v3]7 [’UO, V2, U3]7 [U()a Ul]) ['UO, '1)2], [U07 U3], [UO]
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na quadrado. Suas imagens no toro sio indicadas pelos mesmos simbolos. Deno-

taremos por

[vo, v1,v3]*,  [vo,v2,v3]",  [vo,v1]",  [vo,v2]",  [vo,us]",  [vo]”

os cocadeias correspondentes. Assim, o anel de cohomologia do toro pode ser cal-
culado encontrando os produtos desses cocadeias.

Comecamos com os casos faceis. O elemento [vg]* é a identidade. Também
temos que o produto de 1-cocadeia e um 2-cocadeias [Us, Ve|* U [V, Ve, Ve|* = 0
pois seria uma 3-cocadeia e que os produtos de dois 2-cocadeias [vs, Ve, Ve]* U
[Ve, Ve, Ve]* = 0 pois seria uma 4-cocadeia. Assim, os Gnicos produtos diferentes de
zero sdo produtos de 1 cocadeias. Considere entdo um produto [v;, v;]* ~— [vp, vi]*,
cuja operagéo é avaliada em [vg, v1, v3] € [vg, V2, v3], pode ser facilmente verificado
que o resultado sera diferente de zero se, e somentese,i = 0,7 =h =1,k =3 ou

1=0,j = h =2,k = 3. Nesses casos,

[vo, v1])* ~— [v1,v3]" = [vo, v1,v3]" = [vo, v1]* — [vo, va]™ (13.7)

[v0, v2]* = [v2, v3]" = [vg, V2, v3]" = [vo, v2]* — [vo, v1]" (13.8)

A dltima entrada em cada linha leva em consideracao a identificacdo de lados
opostos do quadrado. Todos os outros produtos sio zero.

E facil verificar as seguintes formulas:

d[vo, v1]* = [vo, v1,v3]" + [vo, V2, v3]"
d[vo, v2]* = [vo, v1,v3]" + [vo, v2, V3]

§[vo, v3]* = —[vo, v1,vs]" — [vo, v2, vs]"
Decorre entdo que:

a = [vg, v1]" + [vo, vs]"

B = [U07U2]* + [,UO’UE"]*

sdo 1-ciclos e que todo 1-ciclo de T é combinagio linear destes. As féormulas 13.7
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implicam que

a—a=20
B—pB=0
*
a — B = [vo,v1,v3]
B — a = [vo, v2,v3]"
Finalmente, [vg, v1,v3]* e [vg, v2, v3]* sio ambos cociclos, ja que ndo ha 3 células,
e a soma destes é um cobordo.
Portanto H*(T) é gerado pelos elementos 1, a classe de [vg]*, @, 3, as classes

de a, 3, e 7, a classe de cohomologia de [vg, v1,vs3]* e as férmulas dos produtos

tornam-se

Isso completa o céalculo do anel H*(T) = H*(T).

Exemplo 13.7.

Seja M a superficie orientavel fechada do género g > 1 com a estrutura de A-

complexo apresentada na figura abaixo para o caso g = 2.

by

by az

as a2

by

O tnico produto cup interessante é H'(M) x H'(M) — H?*(M). Uma
base para os grupos de homologia H; (M) é formada pelas arestas a; e b;, como

calculado no Exemplo 12.11. Usando a decomposi¢do celular é facil ver que



13. Cohomologia Singular 440

H'(M) = Hom (H;(M),Z). Uma base para Hi(M) determina uma base dual
para Hom (Hy(M),Z), entdo o elemento dual para a; é a classe de cohomologia
«; atribuindo o valor 1 a a; e 0 aos demais elementos da base, e da mesma forma
temos as classes de cohomologia 3; dual a b;.

Para representar «; por um cociclo simplicial ¢; precisamos escolher valores

para ; nas arestas irradiando do vértice central de tal forma que

Considere a curva «; na figura, que representa um loop em M encontrando a
aresta a; em um ponto e que nio intercepta os outros elementos de base a; e b;.
De maneira analoga definimos a curva ;. Entéo, definimos (; para ter o valor 1
nas arestas que encontram a curva «; e o valor 0 em todas as outras arestas. Assim
¢; conta o numero de intersecoes de cada aresta com a curva «;. De maneira
semelhante, obtemos um cociclo v; contando as interse¢des com a curva [3;.

Podemos calcular os produtos cup diretamente da defini¢do. Tendo em mente
que a ordenacdo dos vértices de cada 2-simplexo é compativel com as orientagdes
indicadas de suas arestas, vemos por exemplo que (1 — /1 assume o valor 0 em
todos os 2-simplexos exceto aquele com aresta externa b; na parte inferior direita
da figura, onde assume o valor 1. Assim ¢ — 1 assume o valor 1 na 2-cadeia ¢
formada pela soma de todos os 2-simplexos com os sinais indicados no centro da
figura. E imediato que ¢ = 0. Como nio hé 3-simplexos, ¢ ndo é um bordo, entio
representa um elemento diferente de zero de Hy(M). O fato de (¢1 — 1) (¢)
ser um gerador de Z implica que ¢ representa um gerador de Hy(M) = Z e que
1 — 1)1 representa o gerador dual y de H2(M) = Hom (Hs(M),Z) = Z. Assim

o1 — 1 =y elogo:

v, =]

, o — a; =0, S B:=0
0’ 275] 7 j 5@ /Bj

a;— B = —(Bi — aj) =

Como produto cup é distributivo essas relacdes determinam o produto cup
HY(M) x HY (M) — H?(M) completamente.
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Exemplo 13.8.

A superficie ndo orientavel fechada P do género g pode ser tratada de maneira
similar se usarmos coeficientes Zso. Para isso considere a estrutura de A-complexo
apresentada na figura, entdo as arestas a; fornecem uma base para H; (P; Zs), para

maiores detalhes veja o exemplo 12.12.

a2

1
a3

ai

3 4

G
s

a4

Novamente temos que os elementos da base dual ; € H! (P;Zs) podem ser
representados por cociclos cujos valores sdo dados pela contagem de intersecdes
com as curvas «; conforme apresentado na figura. Logo temos que o; — «; € 0
gerador de H? (P;72) 2 7y e a; — a;; = 0 por i # j.

13.7. Formula de Kiinneth

Sejam X e Y espacos topologicos e denote por p e g as projecdesp : X XY —
Xeq: X xY — Y. Usando as aplicacdes de cohomologia induzidas por essas

projecdes, temos uma aplicacio induzida denotado por x:

X

H*(X:R) x H*(Y;R) =%  H*(X xY;R)
a b = axb:=p“(a) — q*(b)

Todos os grupos de cohomologia H*(X; R) e H(Y; R) possuem uma estrutura
de R-mddulo, e portanto, os anéis de cohomologia correspondentes H*(X; R) e

H*(Y; R). Como a aplicac¢do x é bilinear, a propriedade universal para produtos
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tensoriais produz um homomorfismo, que denotamos por i :
H*(X;R)®pr H*(Y;R) = H*(X X Y;R)
Assim, por defini¢do, temos que:
px(a®b)=axb

Vamos colocar uma estrutura de anel em H*(X; R) @ H*(Y'; R) pela seguinte

operacéo de multiplicacéo:
(a ® b) . (C ® d) = (_l)dEg(b)deg(C) (a s ® b . d)’

onde a - ¢ denota a operacdo em H*(X; R), geralmente o produto cup ou um pro-
duto isomorfo.

Assim, o produto cruzado torna-se um isomorfismo de anel pois:

(—1)des)dea() (ge x ba)

— (- 1)(degb -deg(c) p(a—c)— ¢ (b—d)

= (—1)dee®)deg© (q) — p*(c) — ¢*(b) — ¢*(d)
p*(a) — ¢*(b) — p*(c) — ¢*(d)

= px(a®b) — px(c®d)

px((a@b)-(c@d)) =

Formula de Kiinneth. Sejam X e Y CW-complexos e suponha que H*(Y; R) é

um R-moédulo livre finitamente gerado para todo k, entdo o produto cruzado
H*(X;R) ®r H*(Y;R) = H*(X X Y;R)
¢ um isomorfismo de anel. Além disso, temos o seguinte isomorfismo de grupos:

H"(X xY;R)= P H'(X;R)@r H (Y;R).
i+j=n
Em uma secdo posterior, demonstraremos uma generalizacdo desse resultado.
No que segue, apresentaremos alguns exemplos da utilizacdo da Formula de Kiin-

neth na determinacdo dos anéis de cohomologia de alguns espacos.
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Espago

st st T?2=s!xSs!
H 7 7z  HY(SHY®H'(S')=7Z
H' 7z 7z (HSYHYeH (SY)® H(SHYQH(SY)=ZaZ
2 Hl(Sl) ® Hl(Sl) _

Tabela 13.1.: Determinacdo da cohomologia do toro bidimensional usando a For-

mula de Kiinneth

Espacgo
T? St T =T2?x8!
HY 7 7  HY(T*) @ H'(S') =7
HY 7Zx7Z Z (HY(T?) @ HO(SY)) @ (HY(T?) @ H'(SY)) =Z x Z x Z
H? 7 (H*(T?) @ HO(SY)) @ (HY(T?) @ H'(S')) = Z x Z X Z
H? H*(TH) @ H'(SY) =Z

Tabela 13.2.: Determinacdo da cohomologia do toro tridimensional usando a For-

mula de Kiinneth

Para simplificar as nota¢des, fazemos a seguinte definicéo.
Algebra Exterior. Seja R um anel comutativo com unidade. A 4lgebra exterior
sobre R, denotada Ap [a1,qo,...], é o0 R-mddulo livre gerado por produtos da
forma:

Qi iy =+ gy, com iy < dg < v < gy
e com multiplicacio associativa e distributiva satisfazendo:

Q0 = —jay, se il # j

2 _
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Na definicdo anterior, estamos convencionando que produto vazio de «;’s é o

elemento identidade 1 € Ag [, ag, .. ..
Exemplo 13.9.
Vamos agora mostrar que

H* ($* x S° x ST, Z) = Ay [as, a5, a7) ,

onde a; é um gerador de grau 7 em H* (S3 x S x §7, Z), parai = 3,5, 7.
Pela Formula de Kiinneth aplicada ao CW-complexo produto S3 x S® x S7, temos

o seguinte isomorfismo de anéis:
H* (8 x §7 x ST;2) = H* (8% Z) @z H' (S%2) @ H" (ST Z)

Seja o; um gerador de grau ¢ em H* (Si; Z) para ¢ = 3,5, 7. Entdo os geradores

degrau3,5e7em H* (S3 x % x §7; Z) sao dados respectivamente por:
a3 =px (a3®@1®1)
W oas=px (1®a;®1)
Bar=pux (1®1®ar)

O produto desses geradores produz geradores de dimensdes superiores, ou seja,
8,10,12 e 15, no anel de cohomologia H* (S3 x S° x §7: Z). Vamos calcular al-

guns produtos dos elementos:

a3 = px (a3 @ 1@ 1) — pux (a3 @ 1@ 1)
=ix [(a3®1®1) - px (a3 ® 1@ 1)]
=pix (03®1®1)

=0
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e um resultado semelhante para a2 e a?:

agas =pix (3 @1@1) — px (1@ as® 1)
(3®1®1)- (1®as®1)]

(az®1)®@1)- (1®as) ®1)]
=px [((as®1) - (1®a5)) @ (1-1)]

fix (

—,u,X[

[

[
=px (a3 @ a5 ®@1)

px (1

[

px |

[

= x

Ras 1) — pux (a3 @1®1)
=pux [(1@as®1)- (a3 ®1®1)]
px [(1®as)®@1) - ((as3®1)@1)]
e [(1®as) - (ag @ 1)) @ (1-1)
=—px (3@ a5 ®1)

a5a3 =[x

= — azas.

Também temos resultados semelhantes para os outros produtos. Os cal-

~

culos acima mostram que temos um isomorfismo H* (83 x S? x 87;2) =
Az (a3, a5, az].

<

E facil ver que um resultado semelhante vale para o anel de cohomologia de
qualquer produto (finito) de esferas de dimenséo impar.

Se as dimensdes k; sdo todas impares entio

H* (Skl X SkQ X oo X Sk",Z> = Ay [akl,akQ,...akn].

Exemplo 13.10.

Vamos determinar o anel de cohomologia de S? x S3. Pela Férmula de Kiinneth,

temos o seguinte isomorfismo de anéis:
H* (S* x §%7Z) = H* (S*,Z) @z H* (S*;Z) .

Se deixarmos a € H* (SZ, Z) denotar o elemento de grau 2 que gera H? (82, Z)
eb € H*(S?,Z) o elemento de grau 3 que gera H* (S Z), entdo py(a @ 1)
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e ix (1 ® b) (onde 1 denota a identidade no respectivos anéis de cohomologia)
serdo os geradores em H* (82>< S3,Z) de grau 2 e 3, respectivamente. Além
disso, px(a ® 1) — pux(1® b) = pux(a ® b) serd um gerador de grau 5 em
H* (S? x S*, 7).

Assim, pela Formula de Kinneth, o anel de cohomologia S? x §3 é Ala] ®
Z[B]/(B?), onde as dimensdes de v e 3 sdo 3 e 2, respectivamente. Como a mul-
tiplicacio do produto cup satisfaz a — B = (—1)l*lPl3 — « e, como o grau de
B é par, isso significa que o e 8 comutam, o que nio acontecia no caso de graus

impares.

Exemplo 13.11.

Pela Férmula de Kiinneth, temos o seguinte isomorfismo de anéis:

H* (RP® x RP®; Zy) = H* (RP®; Zy) @7, H* (RP™; Z)
= Zala] ®z, Za|p]
= ZQ[OCHB]:

onde e 3 sdo geradores de grau 1, e comutam ja que trabalhamos com coeficientes

em Zs.

Exemplo 13.12.

Considere os espacos S? x S? e S? VS?V S°. Ambos os espacos sio CW-complexos
com células {60,62,63,65} em dimensdes, 0,2,3 e 5, respectivamente. Assim,
ambos 0s espacos possuem os mesmos grupos de homologia e cohomologia. Entdo
é natural perguntar se os espacos S x S? e S? vV S? v S? siao homotopicamente
equivalentes.

Mostraremos que ndo. Mais precisamente, mostraremos que os dois espacos
possuem anéis de cohomologia diferentes. Para calcular os anéis de cohomologia
desses espacos introduziremos a Formula de Kiinneth.

Vamos mostrar que os espacos S? x S? e S? v S?V S° nio sdo homotopicamente

equivalentes.
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® No Exemplo 13.10 determinamos o anel de cohomologia de S? x S* como sendo
Ala] ® Z[B]/(8%) com a e B comutando.

® O anel de cohomologia H* (S2 VASEAVASER Z) pode ser calculado a partir do iso-

morfismo do anel
H* (8?vS®v§%z) = H* (8% 2) & H* (8% 2) @ H' (8% 2),

com H* (S%Z) = Z[a]/ (o?),H* (S*Z) = Z[8]/ (8%) e H* (S*2Z) =
Z[7]/ (7*), onde a é o gerador de H? (S*;Z) , 3 é o gerador de H? (S% Z) e v
é o gerador de H° (85; Z). Além disso, temos que oo — [ = 0.

De fato, considere

p:SEvs3vs® - s?vs?
a aplicagdo de retracdo natural. Usando 175 temos que p* induz isomorfismos
em os grupos de cohomologia H? e H? desses espacos. Portanto, se @ e 3 sio
os geradores de H> (S2 \% S3) e H3 (S2 \% S3), respectivamente, entdo o = p*&
e B = p*B. Logo

a—pB=pa—pB=p(a-p) =0,

pois @ — = 0.

Exemplo 13.13.

Vamos utilizar a Formula de Kiinneth para mostrar que S™VS™ néo é uma retragao
de S™ x S™, para n,m > 1. Primeiro, considere a estrutura de CW-complexo

" em+”} com aplicagdes de

produto em S™ x S™: consiste em células {60, e e
colagem ¢ : 9e™ — €% e ¢’ : Oe™ — €° vindo dos fatores. Portanto S™ VV S™ é um
subconjunto de S™ x S™. (Observe que também permitimos o caso n = m.) Em

seguida, suponha por contradicido que haja uma retracéo
r:S"x§"—=8"vS"

Entéo,se i : S" V S™ — S" x S™ denota a inclusio, entdo a composi¢do r o7 é a

aplicacdo identidade em S™ VV S™. E assim, a aplica¢do de cohomologia (1 0 i)* =
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¥ or* é aidentidade, entiao

r*  H*(S"VvS™) — H*(S" x S™)
é um homorfismo injetor. Pela Férmula de Kinneth, temos um isomorfismo de
anéis

X

H*(S") @ H*(S™) =2 H* (S" x S™)
Portanto, um elemento diferente de zero em H™ (S x S™) tem a forma a x 1 :=
px(a® 1), coma € H™(S") uma classe diferente de zero. Da mesma forma, um
elemento diferente de zero em H™ (S x S™) tem a forma 1 xb := ux (1®b), para
alguma classe diferente de zero b € H™ (S™). Vamos agora considerar o produto

de elementos diferentes de zeroa x 1 € H™" (S" x S™) el x b e H™ (S" x S™)

no anel H* (S™ x S™). E assim temos:

(ax1) = (1x6) = pe(a®1) = p(10)
— pl(a®1) - (1@ b)
= pux(a®b)

=axb

# 0,
poisa®b# 0in H* (S") ® H* (S™). Temos também um isomorfismo de anéis
H* (S"VS™) = H*(S") @ H* (S™)
Sejam «v, B € H* (S™ V S™) os geradores de grau n e m, respectivamente. Entao
a— e H"T(S"VS™) 20

m Por outro lado, como r* é um homorfismo injetor, as classes 7*(a) e 7*(3) sdo
elementos ndo nulos de grau n e, respectivamente, m no anel de cohomologia

H* (S™ x S™), entéo pelo calculo acima, seu produto néo é zero. Mas
(@) —r*(B) = r(a— ) =1r7(0) =0,

0 que nos fornece uma contradicio.
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13.8. Axiomas de Eilenberg-Steenrod

Uma teoria de cohomologia H na categoria PTop é:

B uma sequéncia de funtores contravariantes h" : PTop — rMod, para todo
necize

® uma sequéncia de transformagdes naturais & : h" (A, @) — h"(X, A)
que satisfazem:
A1-Sequéncia exata longa Para qualquer par (X, A), a sequéncia
e hTYX A) & RI(A) — hI(X) — hI(X,A) 2
é exata, onde escrevemos h?(X) para h9(X, @).
A2-Axioma da dimensao O grupo h"(x) é diferente de zero apenas paran = 0.

A3-Invariancia homotépica Se fo, f1 : (X, A) — (Y, B) sdo homotdpicas, en-
tio fO* = f* . (Y, B) — h"(X, A).

A4-Excisao Excisodes induzem isomorfismos.

A5-Aditividade Seja [ X; a unido disjunta de X;. As aplicagdes de inclusdo

X; — [] Xi induzem o seguinte isomorfismo

I»" (xi)=n <]_[ Xi> :
icl el

Os grupos h"(*) sdo denominados coeficientes da teoria de homologia.
Unicidade da Cohomologia Singular. Existe essencialmente apenas uma teo-
ria de cohomologia, com um grupo de coeficientes dado, na subcategoria CW C
PTop que satisfaz os axiomas acima. Em outras palavras, se H, H " sdao duas teo-

rias de cohomologia com o mesmo grupo de coeficientes que satisfazem os axiomas

os grupos H"(X, A) e H™(X, A) sdo isomorfos para (X, A) € CW.

Exercicios
Ex. 168 — Prove que 0 6 = 0.
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Ex. 169 — Calcule a cohomologia dos espacos S! x S, RP? e a garrafa de Klein

primeiro com coeficientes em Z e depois com coeficientes em Zs.

Ex. 170 — Seja X um grafo regular finito. Expresse a estrutura dos grupos de
cohomologia H" (X, R) em termos da caracteristica de Euler e nimero de compo-

nentes de X.

Ex. 171 — Descreva a estrutura dos grupos de cohomologia de HY (R”, sn—1. R)

para todo ¢, n.

Ex. 172 — Para um espago topologico X, seja
(, ) C"X)®Ch(X)—Z

o pareamento de Kronecker dado por (¢, o) := ¢(o). Em termos desse emparelha-
mento, a aplicagdo de cobordo § : C"(X) — C"*1(X) ¢ definida por (3(¢),0) =
(¢,00) para todo o € Cp4+1(X). Mostre que esse pareamento induz um parea-

mento entre cohomologia e homologia:

( , ) HY(X;Z)@ Ho(X;Z) = Z

Ex. 173 — Use a sequéncia de Mayer-Vietoris para calcular os grupos de cohomo-

logia H*(RP?;Z).

Ex. 174 — Use a sequéncia de Mayer-Vietoris para calcular os grupos de cohomo-
logia H*(CP™; Z).

Ex. 175 — Mostre que se A é uma retracdo de X entdo a aplicagdo H"(X) —
H™(A) induzida pela inclusdo A C X é sobrejetora. Compare com o Exercicio
130.

Ex. 176 — Esse exercicio mostra que alguns resultados e técnicas de homologia se

generalizam para a cohomologia.
1. Calcule H* (S™; G) por indugdo em n de duas maneiras: usando a sequéncia
exata longa de um par e usando a sequéncia de Mayer-Vietoris.

2. Mostre que se A é um subespago fechado de X que é um retrato por de-

formacéo de alguma vizinhanga, entéo a aplica¢do quociente X — X/A
induz isomorfismos H™(X, A; G) ~ H"(X/A; G) para todo n.
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3. Mostre que se A é uma retracio de X entio H"(X;G) ~ H"(A;G) ®
H'(X, A; Q).

Ex. 177 — Prove que o do produto cup — em S*(X; R) é bilinear, associativo e
tem o ciclo € como elemento identidade.

Ex. 178 —

1. Calcule os grupos de cohomologia do n-toro:

™= (SH" =8t x ... x St.

n vezes

2. Descreva concretamente o anel de cohomologia de T?
Ex. 179 — Mostre que se as dimensdes k; sdo todas impares entéo

o (S’“ x §F2 x .. x Skn,z) > Ay a1, as, .. . an)]

Ex. 180 —
1. Mostre que H*(| |, Xa; R) = [, H*(Xa; R).
2. Descreva o anel de cohomologia de H*(| | | X;; R).

Ex. 181 —

1. Mostre que os espacos CP? e S?x S* nio sdo homotopicamente equivalen-

tes.

n(n+1) .
2. Mostre que os espacos CP~ 2~ e S?x S* x --- x §?” nio sdo homotopi-

camente equivalentes para todon > 1.



14 Dualidade de Poincaré

Neste capitulo vamos demonstrar alguns resultados sobre a homologia e coho-
mologia de variedades.

Os grupos de homologia singulares de um complexo celular se anulam para
dimensoes superiores a dimensio do complexo celular. O mesmo vale para uma
variedade. A demonstracdo desse fato depende das seguintes observagdes: local-
mente uma variedade se parece com um espago euclidiano e a sequéncia de Mayer-
Vietoris pode ser usadas para colar informacdes locais. Essa sera a técnica que usa-
remos para demonstrar esse fato e Teorema da Dualidade de Poincaré. Os grupos de
homologia n dimensionais de uma variedade n-dimensional M também possuem
propriedades especiais. Eles podem ser usados para definir e construir orientagdes
homologicas de uma variedade. Uma orientacao local é um gerador do grupo de
homologia local H,(M | {z}; R). No caso de uma variedade conexa compacta
fechada podemos compatibilizar as escolhas locais e definir uma orientacio ho-
moldgica global, como uma classe fundamental em H,,(M; R) e mostraremos que
esse grupo ¢ zero ou Z.

Finalmente, demonstraremos o Teorema da Dualidade de Poincaré, em home-
nagem a Henri Poincaré, que é um resultado basico sobre a estrutura dos grupos
de homologia e cohomologia de variedades. O teorema afirma que se M é uma va-
riedade fechada orientada n-dimensional (compacta e sem bordo), entio o k-ésimo
grupo de cohomologia de M é isomorfo ao (n — k)-ésimo grupo de homologia de

M, para todos os inteiros k.

452
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14.1. Cohomologia com Suporte Compacto

Dizemos que uma cocadeia u € SP(X; R) tem suporte compacto se houver
algum subconjunto compacto K C X tal que u € SP(X, X — K; R), ou equiva-
lentemente se u se anular em cada simplexo singular em X — K.

Dizemos que cocadeia u € S9(X, G) tem suporte compacto se, e somente se,
existe um conjunto compacto K C X talque u € S9(X, X \ K; G).

Observe que o conjunto de cocadeias u € SY(X; G) que possuem suporte com-
pacto é um submédulo livre de S9(X; G), que denotaremos por S¢(X; G). Além
disso, se u tem suporte compacto, o mesmo pode ser dito sobre seu cobordo, d(u);

portanto, obtemos o complexo cocadeia

SHX;G) = P SIUX, G).

q=0

Podemos estender o morfismo de cobordo § para a algebra graduada obtendo 0 :
SHX;G) = SHX;G) .

O grupo de cohomologia q-dimensional de X com suporte compacto é o grupo
de cohomologia g-dimensional do complexo S} (X; G) e denotaremos esse grupo
por H{(X;G).

Os subconjuntos compactos de qualquer espaco topolégico X, que denotaremos
por K, sdo parcialmente ordenados por inclusio, ainda mais, eles sdo direcionados
pela relacdo de inclusido porque a unido de quaisquer dois subconjuntos compac-
tos é compacto. E o grupo de cocadeias S¢(X) pode ser visto como a unifo dos
subgrupos S?(X, X — K), onde K varia sobre todos os subconjuntos compactos
de X. Em outras palavras,

SHX;G) = lim S9(X, X - K;G),
Kek
onde o limite direto é tomado sobre o conjunto direcionado consistindo de todos
os subconjuntos compactos K C X. Ja a operacdo de tomar grupos de homologia
de um complexo cocadeia comuta com o limite direto e consequentemente

HI(X;G) = lim HY(X, X — K;G),
Kek

onde novamente o limite direto é tomado sobre todos os subconjuntos compactos
K cCcX.
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Assim temos a seguinte proposicdo:

HI(X;G) = lim HI(X, X - K;G),
Kek

Ao contrario do caso da cohomologia singular, se f : X — Y é uma apli-
cacdo continua, ndo existe necessariamente uma aplicacdo induzida usual f* :
HZ(Y;R) — HE(X;R). O problema é que se K é um subconjunto compacto
de Y, entdo f _1(K ) ndo é necessariamente um conjunto compacto. No entanto,
aplicagbes proprias tém essa propriedade e induzem uma aplicagio induzida cor-
respondente entre grupos de cohomologia com suporte compacto. Dado K’ € X
compacto, se consideramos a aplicacdo g = f e - K’ — Y entio g é uma aplica-
cdo propria, e logo para qualquer subconjunto compacto K de Y, g~ (K) é com-
pacto em X, entdo gleva X — g !(K) em Y — K e logo existe um homomorfismo
induzido de H?(Y,Y — K;R) a H? (X, X — g '(K); R).

Como H?(X; R) é o limite direto de H?(X, X —K'; R) onde K’ varia sobre sub-
conjuntos compactos em X, existe um homomorfismo de H? (X, X — fYK); R)
para HY(X;R), entdo temos um homomorfismo de HP(Y,Y — K;R) para
H?(X;R). Deixamos como exercicio que esses homomorfismos induzem um
homomorfismo f* : HY(Y; R) — HY(X; R).

Obviamente, se X é compacto, S*(X) = S*(X),e H}(X) = HI(X). Se X ndo
é compacto, como vimos H¢(X, G) é um invariante topolégico do espago X; no
entanto nao é uma invariante do tipo homotopia de X como veremos no proéximo

exemplo.

Exemplo 14.1.

Vamos calcular a cohomologia com suporte compacto de R™. Pela proposi¢ao
acima,
H(R") = lim H' (R",R"\ K)
Kek
onde o limite direto é tomado sobre o conjunto direcionado dos subconjuntos com-
pactos de R™. Observe que podemos substituir K pelas bolas fechadas By, de raio
inteiro k centradas na origem, pois cada compacto K C R" esta contido em uma

de tais bolas. Entao temos que

lig H' (R",R"\ K) = lim H' (R",R"\ By).
Kek keN



14. Dualidade de Poincaré 455

Como para todo k temos que
H'(R",R"\ By) = H' (R",R"\ {0}) (por excisio)
Z sei=n

=~ (por homologia relativa)
0  caso contrario.

segue que
H;(R") = lim H' (R",R"\ K) (14.1)
KeKk
= lim H' (R",R" \ By) (14.2)
keN

Z sei=n
= (14.3)
0  caso contrario.
Agora vamos calcular a cohomologia com suporte compacto de um ponto *.
Como o ponto é compacto temos
. . Z sei=0
Hi(x) = H' (x) =

0  caso contrario.

Logo a homologia com suporte compacto néo é invariante por homotopia.

14.2. Orientabilidade

Vamos definir a orientabilidade de uma variedade no contexto de topologia algé-
brica. A defini¢do que apresentaremos funciona para variedades topoldgicas. Nesta
defini¢do ndo usaremos a matriz jacobiana das funcdes de transicéo, fibrados tan-
gentes ou forma volume, como é o usual na defini¢éo de orientacdo de variedades
diferenciaveis. Em vez disso, usaremos a escolha de geradores de grupos de ho-
mologia. Provaremos a equivaléncia dessas defini¢des para variedades suaves no
Teorema 14.2.

Antes de apresentar a definigdo de orientacdo, no entanto, precisamos estabe-

lecer o seguinte fato. Seja M uma variedade de dimensdo n. Entdo, para todo
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x € M, a homologia local de M em x na dimenséo k é

R, sek=n

Hk(M7M\{$}§R):{ 0. sek+£n

Demonstragdo. Dado x € M, existe uma vizinhanga aberta V' de x em M que é
homeomorfa ao disco D" em R" e, sem perda de generalidade, assumiremos que

esse homeomorfismo leva o ponto x em 0. Assim,

H;(M,M\{z};R) = H;(V,V\{z}; R) (por excisdo 10.5)
H; (D", D"\ {0}; R) (por homeomofismo)
=~ H; ;1 (D" \ {0}; R) (pela sequéncia exata de homolc
~ R, sek=mn
~ H;, 1(S" 4 R) ’ or homotopia
1( ) { 0, sck £n (p pia)

Na férmula acima usamos o Teorema de Excisdo com X = M, A = M \ {z}, e

U=M\V.

Para simplificar a notagio introduziremos a seguinte convencao:
Hy(M | N;R) == Hy(M, M\ N; R)

que usaremos no que se segue. Com este conhecimento sobre a homologia local de

M em x, podemos dar a seguinte definicdo localizada de orientagéo.

B Uma R-orientacio local de uma variedade n-dimensional M em x € M é uma

escolha de um gerador para H,(M | {z}; R) = R.

® Uma Z-orientacio local é denominada simplesmente de orientacio local.

Na defini¢io anterior estamos vendo R como um R-mddulo livre, dessa forma
um gerador de R é um elemento s € R tal que a aplicagdo 7 — 75 (1 € R) é
sobrejetiva. Como R é um anel com um elemento identidade, um gerador de R é
apenas um elemento invertivel.

De fato, como veremos a familia de grupos de homologia H,,(M | {z}; R) é
"localmente constante". Isso é captado na afirmacgio que sua unido, quando x varia

sobre M, constitui um espaco de recobrimento sobre M.
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B O conjunto das orientacdes locais sera denotado por M e é definido como:

M = {(z, pz)|x € M e p, é uma orientacgédo local de M em x}.

B O conjunto das homologias locais de M sera denotado por M R e é definido

como:

Mp = [] Ha(M | {z}; R)
zeM

Como os pontos de M sio da forma (z, o) com o € Hy, (M | {z}; R) temos uma
aplicagdo de projegdo p : M r — M. Pretendemos munir M, r de uma topologia
de modo que com tenhamos um espago de recobrimento. Faremos isso através da
aplicagdo j4 ., definida para qualquer conjunto fechado A C M e x € A como a

aplicacdo induzida pela inclusio de pares:
Jag Hy(M | A;R) — Hp(M | {z}; R).

Se A C M é homeomorfo a um subconjunto compacto e convexo B de R"

entdo ja , € um isomorfismo e ambos os grupos sdo isomorfos a 1.

Demonstragdo. O conjunto A estd contido no interior de algum n-disco fechado
D C M. E logo

Ho(M|A; R) —"— H, (M|{x}; R)
i% ' ig (excisdo)
H,(D|4; R) —*—— H,(D|{z}: R)
J/g ‘ ig (homeomorfismo)
Hy(D"|B; R) — 2~ H,(D"{0}; R)
J/% i’:v (homotopia)
H,(D"|0D"; R) = H,(D"|0D"; R)

Para entender melhor as aplicacdes ja o, sejam dois pontos =,y € M numa

vizinhanca aberta U que é homeomorfa a R". Entdo temos que as aplicacdes j4 o
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fornecem uma escolha "coerente" de elementos de H, (M | e; R). Pois, temos o

isomorfismo induzido pela incluséo:

Jgy  Ho(U | {y} R) — Ho(M | {y}: R) (14.4)

H(M|z; R)

JAz(a) \

JAz (ﬁ)
\0—-””"‘

r A

~
N

Figura 14.1.: As aplicagdes j , fornecem uma escolha "coerente" de elementos
de H,(M | z;R). No desenhos as fibras associadas a a, €
H(M|A; R);.

E se x e y sdo quaisquer dois pontos de R", existe um isomorfismo candnico
H, (R"|{z}; R) = H,(R"|{y}; R) definido escolhendo uma bola fechada
D™ C R" grande o suficiente para que x e y estejam ambos no interior de D", e

observando que no diagrama a seguir,

jD",a:

H, (R" | {z}; R) =<— H,, (R" | D™; R) (14.5)

\ ian,yy*

Hy, (R™ [ {y})
ambos jpn, € jpn, sdo isomorfismos. Além disso, o isomorfismo entre
H, (R" | {z};R) e H, (R" | {y}; R) obtido independe da escolha da bola fe-
chada D".

A partir dessa observacao, definimos uma base de abertos Vi, em M, R indexa-
dos pelo par (U, o) onde U ¢ aberto em M, e o € H,(M | U)

Via = {(@,jp () iz € U}
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Assim, cada o € H,,(M | U) define assim uma "folha" de Mfp, sobre U. Compare
com a Figura 14.1.

Esse espaco de recobrimento tem mais estrutura que os espacos de recobrimento
usuais: cada fibra é um R-moédulo, livre em um gerador. Essas estruturas variam
continuamente a medida que passamos de uma fibra para outra.

Os conjuntos U, = Vy, sdo a base de uma topologia. Com esta topologia,
p: M — M dada por p : ji, — x restrita a qualquer componente, ¢ uma aplicacédo

de recobrimento e as aplicag¢des de anel nas fibras sio continuas.

Demonstragao. Um ponto & € H,,(M|x; R) satisfaz & = (x, ja »(v)) para algum
conjunto A = U que é homeomorfo a algum conjunto convexo de R", pela Pro-
posicdo 14.2. Assim, qualquer ponto esta num dos conjuntos U,,.

Sez € UaNVgentio T = (z,ji () = (u, ], 7(8)) elogou =ve jz () =
jV,x(B)' Sejax € W C UNV, com W um conjunto aberto, homeomorfo a um
convexo de R™ e contendo x. Entéo jy , € um isomorfismo pela Proposicéo 14.2.
Seja v € H,(M|W; R) tal que (. Jw (7)) = @. Entdo o homomorfismo dado
pela inclusdo H,,(M|U; R) — H,,(M|W; R) leva o a -y pois 7 é o tinico elemento
tal que (2, jy7 (7)) = . Da mesma forma, /3 é levado para 7. Isso mostra que
z € W, C Uy N Vs e, portanto, temos uma base para uma topologia.

Para mostrar que é um recobrimento quando restrita a componentes, observe
que a aplicagdo p é aberta e continua por defini¢ido. Considere um conjunto aberto
U de M com U compacto e homeomorfo a um conjunto convexo de R™. Considere

o diagrama comutativo

U x Hy(M|U; R) —=p~}(U)

]

U

onde p(z,a) = (z,J5 (@) e H,(M|U; R) tem a topologia discreta. Entio a
aplicacdo ¢ é aberta, pois, para V' C U abertos, ¢ leva V' x {a} para V. Se
p(x,0) = ¢(y, B) entdo z = y pois p(p(z,a)) = = e p(p(y, 5)) = y. Temos
também que jy7 , (@) = jiz . (B) implica que o = 3 porque j , é um isomorfismo.
Portanto, a aplicagio ¢ é injetora.

A funcdo ¢ é sobrejetora pois, para qualquer y € U, a aplicagio Iy
H,(M|U;R) — H,(M|y;R) é sobrejetora. Portanto, para V' C U aberto,
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01 (Vo) = V x {a}. Logo temos que ¢ é continua e assim ¢ ¢ um homeomor-
fismo.

Assim, numa fibra a aplicacio ¢ € apenas ji; , que é um isomorfismo. Logo as
operacOes de anel na fibra correspondem as operacdes no segundo fator de U X

H,(M|U; R) e, portanto, sdo continuas. [

Podemos estender essa defini¢do local de orientagdo para uma defini¢do global
pela seguinte definicéo.

Uma orientacio da variedade M é uma sec¢io s : M — Mdep : M — M se
para todo x € M existe uma carta contendo uma bola aberta B centrada em z de
modo que todas as orienta¢des locais ji,, nos pontos y € B sdo imagens do mesmo

gerador pup € H, (M | B) sob as aplicacdes
By Ho(M | B) = Hp(M | {y}).
Seja M uma variedade entio
1. Aaplicagaop : M — M dada por p : p, — x é uma aplicacdo de recobrimento.

2. A variedade M é orientavel e é denominada recobrimento duplo orientavel

de M.

3. Se M é conexa, entdo M é orientavel se M tiver duas componentes.

Demonstragao.

A mesma construcdo que mostra que Mp é um espaco de recobrimento
mostra que a aplicagéo p : M — M dada por p : (fiz, ) — x é uma aplicagdo
de recobrimento. Esbocaremos apenas a construcdo. Nesse caso os abertos sao
dados pela restricdo de j4 . aos geradores. Desejamos munir o conjunto M de
uma topologia de modo a obtermos um espaco de recobrimento. Dada uma bola
aberta B C R™ C M e um gerador g € H,(M | B), seja U, o conjunto de
todos (x, py) € M tal que x € B e i, sejaaimagem de g sob a aplicagdo natural
. Ha(M | B) = Ho(M | 2).

E facil verificar os conjuntos Up,,, formam uma base para uma topologia em

M, e que a projecéo M — M éuma aplicacdo de recobrimento.



14. Dualidade de Poincaré 461

E A variedade M ¢é orientavel pois cada ponto T € M é da forma (x, py) para
B C M um conjunto homeomorfo a uma bola aberta de R", ;1p um gerador de
H,(M|B) e pz = jB.o(1B).

Entdo cada ponto Z € Up,,, definidos como no item anterior, possui uma

orientacdo local candnica o que nos permite construir uma se¢éo dada por

8(1‘, Mw) = (x,,um, ﬂw)

dada pelo elemento fi, € Hn(M | Z) correspondente a i, € H,(M|x) sob os

isomorfismos

- j — ~ ]
Hn(M | U y,) = Hn(M | ) — H, (U, |Z)

kL

H,(M | B) -2~ H,(M | z) —— H,,(B|z)

ot

e por construcdo, usando o primeiro quadrado do diagrama anterior, temos que
essas orientacdes locais satisfazem a condicdo de consisténcia local necessaria para
definir uma orientacao global.

Se M for conexa, M possui no maximo duas componentes, pois ¢ um es-
paco recobrimento duplo de M. Se tiver duas componentes, cada uma delas é
homeomorfa a M pela projecio de recobrimento, entdo M é orientavel.

Por outro lado, se M é orientavel, ela possui exatamente duas orientacdes dada
que é uma variedade conexa, e cada uma dessas orientacdes define uma compo-
nente de M. |

Podemos generalizar a definigao de orientacdo de uma variedade.

Uma R-orientacao da variedade M é uma sec¢io s : M — M, rdep: M R —
M tal que para todo x € M existe uma carta contendo uma bola aberta B com
x € B tal que todas as orientag¢des locais 11, nos pontos y € B sdo as imagens do

mesmo gerador up € H, (M | B; R) sob as aplicacdes
JBy : Ho(M | B; R) = Hn(M | {y}; R).

Se existir uma R-orientacéo, a variedade é dita R-orientavel.
Dado A um subconjunto aberto de M, o conjunto das R-orientagdes de A for-
mam um modulo com as operagdes ponto a ponto que denotamos por I'r(A4).

Como p é um homeomorfismo local, temos as duas propriedades a seguir.
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® Dado & € Mg, existe uma vizinhanga U de p(i) e uma secio s € T'(V) tal

que sop(z) = .

B Se duas segdes s,t € I'r(A) concordam em x € A, entdo elas concordam em
uma vizinhanca de x; em outras palavras, {y € A | s(y) = t(y)} é um conjunto

aberto em A.

B Se M é conexa entédo se s,t € I'r(M) concordam em = € M, entéo eles con-

cordam em todo M.

A estrutura do espago de recobrimento M r admite uma descricdo simples.

Tendo em vista o isomorfismo candnico
H,(M | {z};R) = H,(M | {z}) ® R,

cada r € R determina um subespaco de recobrimento M, de M r consistindo dos
pontos
T, @7

onde £, sdo os geradores de H,,(M | {z}) er € R. Os pontos da forma +/, @7,
com z fixo, sdo projetados por p em . Se r tem ordem 2 em R entdo r = —7 entdo
Mr ¢é apenas uma copia de M, caso contrario Mr é isomorfo a um recobrimento
duplo de M. O espago de recobrimento M R € a unido dos subespagos MT, que sdo
disjuntos exceto pela igualdade M, = M_,.

Assim, para concluir, M, R € a unido de copias de folhas que sdo copias de M e
de recobrimentos duplos de M.

Seja M uma variedade entéo:
1. A variedade M, Rr € R-orientavel.
2. Se M é R-orientavel entdo todo subespaco de recobrimento M, de M, R é trivial.

3. Se M é orientavel entdo M é R-orientavel.
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(a) Recobrimento duplo da (b) Recobrimento da Faixa (c) Recobrimento da Faixa

Faixa de Mébius M. de Mobius MZ2- Cada de Mobius MZS. Cada

Cada folha esta associ- recobrimento esta asso- recobrimento est4 asso-

ada a um dos geradores ciado a um dos elemen- ciado a um dos elemen-

{-1,1} € Z. tos {0,1} € Zo. tos {0,1} € Zs.
Demonstracdao.

A demonstracido é analoga ao caso M.

E Se M é R-orientavel entio M, R nao contém recobrimentos duplos néo tri-
viais pois caso contrario existiria um caminho v em M, r de uma unidade em uma
fibra para outra unidade nessa fibra. A imagem de v em M ¢é compacta e nio
existiria secdo sobre ela.

Se M é orientavel, entdo o recobrimento duplo é trivial. Como MT é uniio
de copias de M e do recobrimento duplo de M, que é trivial, temos que o recobri-
mento MT é trivial.

Assim temos que uma variedade orientavel é R-orientavel para todo R, en-
quanto uma variedade ndo orientavel é R-orientavel se R contém uma unidade
de ordem 2, que é equivalente a ser valida a igualdade 2 = 0 no anel R. Assim,
toda variedade é Zs-orientavel.

Toda variedade possui uma Zsg-orientacao.

Uma Zs-orientacido também é chamada de orientagdo mod?2.

Outra defini¢do que sera ttil na discussdo da dualidade de Poincaré é a nocéo



14. Dualidade de Poincaré 464

de classe fundamental. Uma classe fundamental para M com coeficientes num
R-moédulo é um elemento de H,,(M; R) cuja imagem em H, (M | {z}; R) é um
gerador para todo x € M.

Na proxima secdo demonstraremos que uma variedade M tem uma classe fun-
damental com coeficientes num R-modulo, se, e somente se, ela admite uma R-
orientacdo. Em vista dessa observacdo, uma classe fundamental também poderia
ser chamada de classe de orientacdo para M.

Agora, para terminar a se¢do iremos comparar as duas defini¢cdes usuais de
orientabilidade a homolégica e para variedades diferenciaveis. Comegamos lem-

brando a definic¢ao classica para variedades diferenciaveis.

B Um atlas diferenciavel (U, ¢; : U; — V; C R™) é dito orientado se o determi-

nante das derivadas de todas as mudangas de coordenadas
pip; "0 (U;NU;) = @i(U; N U;)

for positivo. Um atlas orientado é dito maximal se ndo puder ser ampliado
para um atlas orientado adicionando outra cartas diferenciavel. Observe que
qualquer atlas orientado diferenciavel define um atlas orientado diferenciavel
maximal adicionando todos as carta diferenciavel s de modo que o atlas ainda

esteja orientado. Normalmente, é assim que um atlas orientado é fornecido.

B Uma orientacao diferenciavel de uma variedade diferenciavel n-dimensional

M é a escolha de um atlas orientado diferenciavel maximal.

B Uma variedade diferenciavel M é dita (diferenciavelmente) orientavel se ti-

ver uma orientacdo diferenciavel,caso contrario é dita ndo orientavel.

B Uma variedade diferenciavel M juntamente com uma orientagio diferenciavel

¢é dita variedade diferencidvel orientada.

Se M é uma variedade diferenciavel é diferenciavelmente orientavel se e so-

mente é orientavel no sentido homolégico.
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Demonstrag¢ao. Suponha que M ¢é diferenciavelmente orientavel. Dado = € M,
considere ¢ a inversa de uma carta orientavel, ou seja, um difeomorfismo ¢ :
R™ — U. Podemos assumir sem perda de generalidade que ¢(0) = z. Seja
a € Hy, (R"[{0}) = Z um gerador fixado. Entéo ¢.(a) € H,(U|{z}; R) é um
gerador. Duas dessas cartas podem ser comparadas a um terceira cujo dominio es-
teja contido na intersec¢do. Assim, suponha que ¢ : R™ — V seja outra carta com
1(0) = z. Entdo ¢~ 14 é um difeomorfismo de R" nele mesmo, fixando a origem,
e com Jacobiano positivo.

A relevancia da condicdo de Jacobiano positivo é que um difeomorfismo
f + (R",0) — (R™0) preserva o gerador de H, (R"[{0}) se, e somente se,
det Jaco(f) > 0. Para demonstrar essa afirmacdo considere uma aplicacdo
diferenciavel f : R™ — R" enviando O para 0. Entdo essa aplicacdo é homo-
topica a Jaco(f) : R™ — R™, com homotopia dada por Hy_i(z) = @ e
Hy(z) = Jaco(f)().

As aplicacdes lineares possuem duas classes de homotopia pois GL,, (R™) possui
exatamente duas componentes conexas por caminho, determinadas pelo determi-
nante.

Logo a aplicacdo induzida em H,, (R",R"™ \ {0}) é o sinal de det Jac, f.

1

Hy (M[{z}) —= H,(Ul{}) —> Ho(R"|{0}) (14.6)

l . l@blmﬁ)*:id
Hy(M{}) = Ho(V[{r}) — Hy(R"|{0})

Assim se o Jacobiano é positivo, a aplicacdo induzida na homologia é a identi-
dade. Portanto o elemento s, = ¢.(«) é independente da escolha da carta ¢. A
secao s € M ¢é continua.

Por outro lado, se tivermos uma orientagéo no sentido homoldgico, ou seja, uma
secdo s de M, entio, em qualquer ponto, se olharmos para qualquer carta, o ele-
mento ¢, (a) dado como acima pela carta coincide com s, ou ndo. Caso contrario,
a carta, que é a composi¢do com uma reflexdo através de um hiperplano, fornece
um elemento que coincide. Escolher apenas as cartas que coincidem com a se¢io
de orientacdo s, fornece um atlas. Pelas observagoes anteriores, o Jacobiano de

qualquer mudancga de variaveis dentro desse atlas deve ter determinante positivo
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e, portanto, esta é uma orientagio diferenciavel. ]

14.3. Produto Cap

Para um espaco X e um anel de coeficientes R, definimos um R-produto bi-
linear entre cadeias e cocadeias —~: Si,(X; R) x S (X;R) — Sr_i(X;R) para
k > [ definindo

70 =2 (%l ) T

para o : AF — X e p € CY(X; R). Esse produto é denominado produto cap.

O produto cap tem as seguintes propriedades:
1. Dualidade: Paraa € S,.(X), b,c € S*(X), temos

(a,b—c) = {a ~b,c).

2. Associatividade: Para a € S,(X), b,c € S*(X), temos

a—~(b—c)=(a~b) ~c

3. Unidade: Dada a aplicacio de aumento ¢ : So(X; R) — R que é o Unico ho-
momorfismo tal que €(x) = 1 para todo ponto x € Sy(X; R). A classe de

cohomologia do cociclo € em Hy(X; R) é denotada por 1 e satisfaz:

c~1=c

4. Naturalidade: Seja f : X — Y uma aplicagdo continua. Para b € S,(X) e
ce S*(Y), temos

(fb) ~c= fi (b~ f*(c)).

A demonstracdo da proposicdo anterior é simples e sera deixada ao leitor.
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Lema 14.1
0o ~ ) = (-1)/(80 ~ ¢ — 7 ~ )
Demonstracado.
! .
07~ = ;(_1)1(‘) <U|[vo,~~,ﬁi,~-,vl+1]> [T (14.7)
. k
+ D (D' (U|[UO,---,W]> [ (14.8)
i=1+1
+1 A
o~ dp= 2(—1)’@ (G|[vo,~~~,@i,-~~,vz+1]) cr|[vl+17‘_.7vk] (14.9)
S
00~ =3V (o) iy 410

1=l

Da relagdo d(c —~ ¢) = £(do —~ ¢ — g — dyp) segue que o produto cap de
um ciclo ¢ e um cociclo ¢ é um ciclo. Além disso, se do = 0 entdo d(oc —~ @) =
+(oc —~ dyp), entdo o produto cap de um ciclo e um cobordo é um bordo. E se
dp = 0 entdo d(c —~ ) = £(do —~ ), entdo o produto cap de um bordo e um
cociclo é um bordo.

Logo vemos que o produto cap induz uma operacéo bilinear nas classes de coho-

mologia e homologia
~: Hi(X;R) x H'(X; R) = Hy_(X; R)

(se 0 <[ < k), também chamado de produto cap.



14. Dualidade de Poincaré 468

Lema 14.2 — Naturalidade
Seja f : X — Y uma aplicaciio continua. Para b € Hy(X)ec € H(Y),

temos
(f*b) ~c= fu (b — f*(c>) 0

o que pode ser representado no seguinte diagrama:

Hi(X;R) ® H(X; R) —> Hy_;(X; R)

A ‘|

Hy(Y;R) © H(Y; R) — Hy(Y; R)

14.4. Teorema da Dualidade de Poincaré

Primeiramente apresentaremos um método, denominado de Bootstrap ou Lema
de Bootstrap, que fornece uma estratégia para demonstrar afirmagdes Py;(A) so-
bre subconjuntos fechados A de M, iniciando a demonstra¢ao a partir de conjuntos
simples e generalizando. Usaremos essa estratégia na demonstracdo da existéncia
de uma classe fundamental e no Teorema da Dualidade de Poincaré, porém adici-

onando algumas etapas a mais de modo a ter que invocar o lema diretamente.

O Método Bootstrap

Dada uma variedade n-dimensional M para a qual gostariamos de provar al-
guma propriedade Pp;(A) sobre subconjuntos fechados A de M. Considere as

cinco proposicoes a seguir:

E Se A é um subconjunto compacto e convexo de M, entdo Py;(A) vale.

Se Prr(A), Py (B) e Py (AN B) valem para subconjuntos fechados A e B,
entdo Py (AU B) vale.

H Se Ay O Ay O -+ A; O Aj41 O -+ é uma sequéncia de subconjuntos
compactos e se Py (A;) vale para todo 4, entdo P ([); A;) vale.
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Se (A;);c; € uma familia de subconjuntos compactos disjuntos com vizinhan-
cas disjuntas e se Pps (A;) vale para todo i, entdo P (|, A;) vale.

Para qualquer subconjunto fechado A, se Py;(A N W) vale para todos os
subconjuntos abertos W de M tal que o fecho de W é compacto, entdao Py (A)

vale.

A demonstracgéo da seguinte proposi¢do pode ser encontrada em (Bredon, 2013).

Lema do Bootstrap. Seja M qualquer variedade n.

1. Seja Pys(A) uma propriedade sobre subconjuntos compactos A de M. Se @

@ e sdo validos, entdo Py;(A) é valida para todos os subconjuntos com-
pactos A de M.

2. Se M é um espaco métrico separavel, Py;(A) é uma propriedade sobre sub-
conjuntos fechados A de M, e todas as quatro afirmacoes B- séo validas,
entdo Py (A) é verdadeira para todos os subconjuntos fechados A de M.

3. Seja Pps(A) uma propriedade sobre subconjuntos fechados A de M. Se todas
as cinco afirmacdes B- sdo validas, entdo Pys(A) é verdadeira para todos

os subconjuntos fechados A de M.

Existéncia da Classe Fundamental

Primeiro, pretendemos demonstrar a existéncia de uma classe fundamental para
uma variedade n-dimensional fechada e R-orientavel. Para demonstrar isso, pre-

cisamos do seguinte lema técnico.

Lema 14.3

Sejam M uma variedade de dimensdo n e A C M um subconjunto com-

pacto. Entao

1. Se x — «a, é uma secdo do espaco de recobrimento M, r — M, entdo
existe uma tnica classe oy € Hy(M | A; R) cuja imagem em H,, (M |
{z}; R) é a; paratodo x € A.
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2. Hi(M | A; R) = 0 parai > n.

Demonstracdo. Vamos demonstrar ambas as afirmacdes simultaneamente. A abor-
dagem da demonstracdo aqui é construtiva, baseada no Lema de Bootstrap. Para
simplificar a notacdo, deixaremos implicito o anel de coeficientes R.
Caso 1. Sejam M = R™ e A um subconjunto compacto e convexo. Nesse caso
sabemos que j4 , é um isomorfismo o que basta para provar esse lema neste caso.
Caso 2. Seja M = R" e A = A; U Ay onde supomos que o teorema vale para
Ay, Ay e A1 N As. Como

(M\A)N(M\A2) =M\ Ae (14.11)
(M\ A1) U(M\ A2) = M\ (A1 N A), (14.12)

aplicando a sequéncia de Mayer-Vietoris temos:

0—— Hy(M | A) —2> H;(M | Ay) ® Hi(M | Ay) — Hy(M | (A1 N Ag)) —> - -

ecomo H;(M | (A1 N Ag)) = Hi(M | A1) = H;(M | A2) = 0 parai > n temos
que a afirmagio é satisfeita.

Se x — o, é uma sec¢ao, entdo temos por hipotese a unicidade das classes a4, €
Hy,(M | A1;R), 04, € Hy(M | A2; R), e aa,na, € Ho(M | (A1 N Az); R) com
imagem «, para todo z em A, B ou A N B respectivamente.

A exatiddo da sequéncia implica que («v4,, —a4,) = ¢(4) para alguma classe
ag € Hy(M | A; R). Além disso,temos que a imagem de a4 deve ser v, ja que é

levada para a4, e g, e é Unica pela injetividade de ¢.
k

Caso 3. Seja M = R"e A = U A; com A; convexo e compacto. Esse caso
i=1
decorre por indugéo usando os Casos 1 e 2.

Caso 4. Sejam M = R" e A um subconjunto compacto. Seja v € H;(R™ | A)
representado por um ciclo relativo z e seja C' C R™ \ A, o suporte desse ciclo, ou
seja a unido das imagens dos simplexos em z. O conjunto C' é compacto, entdo a
distanciade C'a A ée > 0.

Podemos entdo cobrir A por um nimero finito de bolas fechadas de raio menor

que € centradas nos pontos de A. Denotaremos a unido de tais bolas por U é assim
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temos que U ¢é disjunto de C. Entéo, o ciclo relativo z define um elemento ay €
H;(R™ | U) que é levado para o € H;(R™ | A). Sei > n entdo H;(R" | U) =0
pelo Caso 3, ja que U é uma unido finita de subconjuntos compactos convexos,
entdo oy = 0 e o = 0. Logo H;(R", A) = 0 e temos a afirmacéo .

Sei=mnea; =0em H,(R" | {z}; R) para todo z € A entdo isso implica o
fato analogo para U onde «, é a imagem de oy e entdo oy = 0 e « = 0 e logo
temos a unicidade. A existéncia segue tomando avy como a imagem de ap para
qualquer uma das bolas B em U.

Caso 5. Seja M uma variedade n-dimensionale A C U C M onde U é uma
carta aberta de M. Por excisdo, H;(M | A) = H;(U | A) e a demonstracio segue
pelo Caso 4.

Caso 6. Seja M uma variedade n-dimensional e A C M um subconjunto com-

pacto. Como A é um subconjunto compacto de uma variedade, A pode ser escrito
k

como A = U A; para conjuntos compactos A; cada um destes contido numa carta
i=1
de M. Consequentemente a combinacdo do Caso 5 para cada A; e a indugao do

Caso 2 fornece o resultado. ]

Agora, a existéncia da classe fundamental de variedades orientaveis R conexas
e fechadas segue com um breve argumento.
Existéncia da Classe Fundamental. Seja M uma variedade de dimenséo n

conexa e fechada. Entao

1. Se M é R-orientavel, a aplicagdo H,(M;R) — H,(M | {z}; R) = R é um

isomorfismo para todo x € M.

2. Se M néo é R-orientavel, a aplicacio H,(M;R) — H,(M | {z}; R) = R é
injetora com imagem {r € R|2r = 0} para todo x € M.

3. Hi(M;R) = 0parai > n.
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Demonstragao.

Os itens e seguem imediatamente da parte do Lema 14.3 colocando
A=M.

E Observe que, como M é conexa, cada se¢do em I'p(M) é determinada por
seu valor em um ponto z € M. Como p é um aplicacio de recobrimento, o mo-
dulo de secdo I'r(M) pode ser identificado com os componentes conexas de Mp
que sdo levadas homeomorficamente via p para M. Como M é nio orientavel, a
cobertura dupla orientada p : M — M nio é trivial (ou seja, conexa), portanto os
componentes de Mg, sdo da forma (M), com r : M — Mp, a aplicaciio continua
definida por 1 — p ® 7. Os Unicos pontos em T(M) que sob p sdo levados para
x € MSE0 iy @T € —liy @T = pip @ (—7). Assim, p|T(M) é um homeomorfismo
ser =—r,ou?lr =0.

Em particular, H,,(M; Z) é Z ou 0 dependendo se M é orientavel ou ndo. Vamos
guardar esse fato num corolario.

Seja M uma n-variedade. Se M for fechada e conexa, entdo

7 se M é orientavel
H,(M;R) =<0 se M énao orientavel

0  se M ndo é compacta.

Pelo Teorema 14.4, existe uma classe fundamental se M é uma variedade fe-
chada e R-orientavel. Para mostrar que a reciproca também ¢é verdadeira, seja
w € H,(M; R)uma classe fundamental e seja y1,, suaimagemem H, (M | {z}; R).
A fun¢do = +— p, é entdo uma orientagdo R pois a aplicagdo H,(M;R) —
H,(M | {z}; R) fatora através de H,(M | B;R) para B uma bola aberta em
M contendo x. Além disso, M deve ser compacta ja que pi, s6 pode ser diferente
de zero para x na imagem de um ciclo representando i, e esta imagem é compacta.
Seja M uma variedade conexa e fechada de dimensdo n. Entdo M admite uma

classe fundamental coeficientes num R-mddulo se, e somente se, for R-orientavel.
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Aplicacdo de Dualidade

Para M uma variedade orientada, definimos a aplicagao de dualidade
Dy HY (M) — Hy— (M)

do seguinte modo. Para qualquer « € HE(M) = %HP(M\K) escolha um
representante o/ € HP(M, M \ K) e definimos

D(a) =d ~ ug
Essa aplicacdo esta bem definida, pois para K C L, temos a restri¢do
pr : Hy(M|L) — H,(M|K)

com pg (1) = px. Entdo a naturalidade do produto cap nos diz o seguinte dia-

grama comuta:
H'(M|K)

THK

H, 1 (M)
H'(M|L)

Lema 14.4

Se M ¢ a unido de dois conjuntos abertos U e V, entdo existe um diagrama

de sequéncias de Mayer-Vietoris, comutativo a menos de sinal:

. —=HYNUNV)—— HA(U) ® HY(V) — HE(M) 2> BFTY U N V) — -
Dynv lDU@DV J/DM lDUmv

o+ == Ho p(UNV) = Hyp(U) & Hop(V) — Hop(M) > Hypp 1(UNV) —---
(14.13)
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Demonstragao. Sejam conjuntos compactos K, L tais que K C U e L C V. Entdo
temos o diagrama, onde a linha superior e inferior sdo obtidas por Mayer-Vietoris

e Excisao:

. —=HP(UNV,UNV\ (KNL))— HP(U, U\ K) & HP(U,U \ L) —= HP(M, M \ (K U

iAlLKﬁL lﬂﬂx@ﬂ-/@

Hy p(UNYV) o p(U) @ Hy (V)

Podemos provar facilmente que os dois primeiros quadrados do diagrama comutam
no nivel de cadeias. E consequentemente tomando o limite direto temos que os
dois primeiros quadrados de 14.13 comutam. Muito menos simples é o terceiro
quadrado, que mostraremos que comuta a menos de um sinal.

Para isso, novamente, s6 precisamos mostrar que o seguinte diagrama é comu-

tativo

HP(M, M\ (KU L)) —2= Hr{(UNV,UNV\ (KUL))
i’\ﬂKﬂL l“ume

Hyp(M) : Hypr(UNV)

SejaA = M\ K eB = M\ L. Entdo a aplicacio 0 é obtida a partir da sequéncia

exata curta
0 — S*(M,A) N S*(M,B) — S*(M, A) & S*(M, B) — S*(M,AN B) — 0

Lembre-se de que usamos o fato de que S*(M, AUB) — S*(M, A)nS*(M, B)
induz isomorfismo em cohomologia. Para um cociclo ¢ € S*(M, AN B), escre-
vemos ¢ = ¢4 — ¢p para ¢4 € S*(M,A) e pp € S*(M, B). Entdo d[¢] é
representado pelo cociclo 64 = d¢pp € S*(M, A)NS*(M, B). Damesma forma,
se z € Sy(M) representa uma classe de homologia, entdo 9[z] = [0zy], onde
z=zy —zy comzy € Sy (U) e zy € Sy (V).

Através da subdivisdo baricéntrica, a classe j1xyur pode ser representada por
uma cadeia o que € uma soma a = ag\f, + auny + ay\ g de cadeias em trés
conjuntos abertos U \ L, U NV e V'\ K respectivamente. Pela unicidade de pxnr,
a cadeia oy representa (i, pois as outras duas cadeias estdo no complemento

de K N L. Da mesma forma, a cadeia a1, + apny representa jixc. Agora seja ¢

lAP‘KUL

Hyp(M) —
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um cociclo representando um elemento em H? (M, M \ (K U L)). O morfismo 4,
leva esse cociclo para §¢ 4. Continuando para baixo, obtemos d¢p4 —~ apyny, que

representa a mesma classe de homologia que (—1)" P~ 14 —~ dayny, pois
9(¢a ~ avnv) = (=1)""P6¢pa ~ avnv + ¢a —~ davny.
Por outro lado, ¢ é primeiro levado para ¢ —~ a € Hy,_,(M). Se escrevermos
ele como uma soma de uma cadeia em U e uma cadeia em V:
¢ ~a=¢~ap,+¢~ (avnv +onk) -

e por defini¢ao d[¢ ~ a] = [0 (¢ ~ )] € Hnp—1 (UNV).

I (¢~ apr) =¢ —~ doynp, = da — dogn g = —pa — dayny

A segunda igualdade segue do fato que ¢ é zero em M \ L. A ultima igualdade
segue de an\ 1, + ayny = i que é uma cadeia em U \ K. (]

Teorema da Dualidade de Poincaré

Agora, podemos finalmente enunciar o Teorema da Dualidade de Poincaré.
Dualidade de Poincaré. Se )M é uma variedade R-orientavel de dimensdo n com
classe fundamental uy; € H,(M;R), entio a aplicacio Dy : HF(M;R) —
H,_(M; R) dada por Dys(a) = o« —~ pps € um isomorfismo para todo k.

Demonstracdo. Como na demonstracio do Lema 14.3, esta demonstracio seré feita
a partir de casos especificos para casos mais gerais baseada na estratégia do Lema
de Bootstrap.

Caso 1. Seja M um disco aberto. A aplicacdo D); pode ser identificada com a
aplicacio Dys : H*(M; R) — H,_;(M; R) dada por

Dy(a) == a —~ pan,

onde pan é definida pela aplicagio inclusdo de ¢ : A™ — M. Os grupos de ho-
mologia e cohomologia sdo 0 quando k # n, entdo s6 precisamos considerar esse
caso. Com k = n, o gerador de H"(M; R) = Hom(M, R) é representado por um

cociclo ¢ que é 1 em A". Assim,

¢~ pan = [P(A" DAY =18 1= (o]
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no qual o lado direito é o ultimo vértice de A™ e é um gerador de Hy(M; R)

Caso 2. Seja M = R". Este caso segue do Caso 1 observando que R" é home-
omorfo ao disco.

Caso 3. Seja M = U UV onde U,V C M sao abertos e tais que teorema vale
para U,V e U N V. Esse caso decorre imediatamente do Lema 14.4 e do Lema dos
Cinco.

Caso 4. Seja M = U U; onde Uy C Ua C --- é uma sequéncia de conjuntos
abertos e o teorema vals para cada U;. Por excisio, H¥(U) é o limite lim H*(M |
A) com o limite direto tomado sobre A C U; compacto, entdo temos asAaplica(;()es
naturais H*(U;) — H(U) pois U; C Ui, 1. Isso nos permite tomar o limite direto

novamente, agora sobre U; e ver que

HE (M) = lim H (U;) & (14.14)
U;

Hn—k(M) = hgﬂl_]n—k([]z) (14.15)
U;

dado que M = U U; e cada conjunto compacto em M estd contido em um dos

U;. Assim, Dy é o limite dos isomorfismos Dy, e é, portanto, ele proprio um
isomorfismo.
Caso 5. Seja M um subconjunto aberto de R™. Para qualquer subconjunto
aberto convexo V' de M temos a validade do teorema pois V é homeomorfo a R".
Se V, W sdo ambos subconjuntos abertos convexos de R™, entdo VW também

¢ e o teorema ¢é valido para V U W pelo Caso 3. Por indugao, também é valido para
k
qualquer U V;. Agora, podemos escrever M como a unido enumeravel de bolas

i=1
o0

ViM = U Vi, ou seja, uma unido enumeravel de subconjuntos abertos convexos.
i=1
J
Fazendo W; = U Vi, temos uma sequéncia de subconjuntos abertos em M que
i=1
satisfazem o teorema. Assim, obtemos o resultado desejado para M pelo Caso 4.
Caso 6. Seja M uma variedade. A colegdo de conjuntos abertos U C M para
os quais as aplicacdes de dualidade Dy sdo isomorfismos é parcialmente ordenada

por inclusdo. A unido de toda subcolecdo totalmente ordenada esta na colegido do
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Caso 4. Pelo Lema de Zorn, temos a existéncia de um conjunto aberto maximal U
para o qual o teorema vale.

Suponha U # M. Escolha um ponto € M \ U e uma vizinhanga aberta V de
2 homeomorfo a R". O teorema ¢é valido para V' e U NV pelos Casos 2 e 4. Pelo
Caso 3 e pelo fato de que o teorema é valido para U, ele é valido para U UV, o que

contradiz a maximalidade de U. [}

Quando a variedade M é compacta temos que H¥(M; R) = H*(M; R) e temos
a seguinte dualidade:
Dualidade de Poincaré. Se M ¢ uma variedade n-dimensional fechada e R-

orientavel com classe fundamental py; € H,(M; R), entdo a aplica¢ao
Dy : H¥(M; R) — H,,_1(M;R)

definida por Djs(a) = o —~ pps é um isomorfismo para todo k.

Finalmente, observamos que as defini¢des e resultados anteriores podem ser
adaptadas para homologias e cohomologias com coeficientes num R-moddulo e as-
sim temos o seguinte resultado.

Dualidade de Poincaré para coeficientes em um maodulo. Seja M uma varie-
dade n-dimensional, R anel comutativo com unidade e G um R-moédulo. Se M ¢é

R-orientavel, entdo a aplicacéo
Dy - HE(M;G) = Hy—p(M; G)

é um isomorfismo para todo p > 0. Em particular, se R = Zo, a aplicacéo acima é
um isomorfismo, seja M orientavel ou néo.

Se M é compacta e R orientavel, entdo a aplicacao
Dy iwr—w —~ up

é um isomorfismo entre H?(M;G) e H,—,(M;G).

14.5. Aplicacoes

Um fato de extrema relevancia sobre uma variedade compacta M é que seus
grupos de homologia sdo finitamente gerados. cohomologia. Esse fato sera usado

na demonstracdo do proximo teorema.
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Se M é uma variedade conexa n-dimensional fechada entéo

1. Se M é orientavel, entdo H,,_1(M, R) ndo tem torcio, e para todo R,
H,(M;R)~ R~ H"(M;R).
2. Se M é nio orientéavel, entdo o subgrupo de tor¢ao de H,_1(M) tem ordem 2,
e para todo R,
Hy(M;R) ~ker (R R):==2R e H"(M;R)~R/2R
Em particular, H,, (M) = 0e H"(M) ~ Zs.
Demonstragao.
O calculo quando M é orientavel é imediato, pois
H"(M;R) ~ Ho(M;R) e H,(M;R)~ H°(M;R)

pela dualidade de Poincaré; e os grupos 0-dimensionais sdo isomorfos a R porque
M ¢é conexa.
Vamos demonstrar que H,,_1 (M) nio tem torcio. Pelo Teorema dos Coeficien-

tes Universais para Cohomologia temos
H"(M) ~ Hom (H,(M),Z) ® Ext (H,—1(M),Z).

e como Hom(H,,(M),Z) = Hom(Z,Z) = Z, e Ext (H,,—1 (M), Z) é isomorfo ao
subgrupo de tor¢ao de H,,_1(M), o subgrupo de tor¢do se anula.
O isomorfismo H,(M; R) ~ ker (R 2 R) j4 foi demonstrado.

Pelo Teorema dos Coeficientes Universais para Homologia temos
0— Hi(X; Z) ®R G — Hi(X; G) — TOrl(Hi_l(X; Z), G) — 0.

Tomando G = Q/Z e observando que Tor;(H;—1(X;Z),Q/Z) é o subgrupo
de tor¢ao de H;_1(X;Z) que denotaremos por 7" temos

0— H{(X;Q/Z) - T — 0.

Mas é imediato que 2Q/Z = Zg e assim temos o resultado.
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Finalmente se M ¢é ndo orientavel entdo H, (M) = 0 e como, acabamos de-
monstrar, H,,_1(M) é a soma direta de um grupo abeliano livre e Zy. Assim,
Hom (H,(M),G) =0e Ext (H,—1(M),G) = Ext (Z2,G) = G/2G.

]

Em particular, o anterior mostra que se R = Z e se M é compacta e nao ori-
entavel entdo H,(M;R) = (0), e se M é compacta entdo H,(M;Zy) = Za. O
teorema também fornece uma caracterizagio nitida da orientabilidade de uma va-
riedade n-dimensional compacta em termos do anulamento de H,,(M;Z).

Uma variedade fechada de dimensédo impar tem caracteristica de Euler-Poincaré

0.

Demonstragao. Suponha que M seja uma variedade n-dimensional fechada e ori-
entavel. A dualidade de Poincaré implica que H;(M) = H" (M) entio natu-
ralmente seus postos sdo iguais. Além disso, o Teorema do Coeficiente Universal
implica que

posto H" (M) = posto H,,_1(M).

Portanto, se n é impar, os termos de Z(—l)iposto H;(M) se cancelam em pares

e, portanto, a caracteristica de Euler d:: M é zero.

Se M nao for orientavel aplicamos a dualidade de Poincaré com R = Zy. Neste
caso cada H,(M;Zs) e cada H?*™1=P(M;Zy) é um espago vetorial e seu posto é
igual a sua dimensio. Como Zg é um corpo, H>™1=P(M; Zs) e Hopp1—p(M; Zo)
sdo espacos duais de mesma dimenséo e, como acima, concluimos que

2m—+1
> (=1)P dim Hy,(M; Zs) = 0.
p=0

Se pudermos mostrar que

2m—+1

X(M) =) (=1)P dim Hy,(M; Zs),
p=0

acabamos. Pelo teorema do Coeficiente Universal para Homologia temos que

H, (X, A; 7o) = (Hn(X, A;Z) @7 L) @ Tork (H,_1(X, A; Z), Zs)



14. Dualidade de Poincaré 480

e pelo fato de que
Tor?(Zm, Zn) = L, @7, Ly = Lnde(mn)

temos que

® o produto tensorial de cada termo Z* em H,(M;Z) com Zs fornece um termo

(Zg)k em Hp(M; Zg)

B o produto tensorial de cada termo Z,, em Hy(M;Z) com m > 2 com Zg produz
0

® e o produto tensorial de cada termo em (Z3)" em H,(M;Z) com Zs produz
um termo (Zg)" em H,(M;Zs), e 0 mesmo termo em (Zs)" em H,11(M;7Zs)
como a contribuicio de Tor? ((Za2)", Z).

A contribuicio dos dois termos (Zs)" para a soma Zi:&“ Y(—=1)P dim H,(M; Zy)

cancelam, pois seus respectivos sinais sio (—1)? e (—1)P*1, e dessa forma

2m+1

X(M) = > (=1)P dim Hy(M; Zs),
p=0

Exercicios

Ex. 182 — Mostre que todo espago de recobrimento de uma variedade orientavel

é uma variedade orientavel.

Ex. 183 — Para uma aplicagio f : M — N entre variedades n-dimensionais ori-
entaveis fechadas conexas com classes fundamentais pip7 e piy, 0 grau de f é defi-
nido como o inteiro d tal que fi(unr) = dun, logo o sinal do grau depende da esco-
lha das classes fundamentais. Mostre que para qualquer variedade n-dimensional
fechada orientavel M existe uma aplicacdo M — S™ de grau 1.

Dica: Considere uma bola fechada em M.

Ex. 184 — Mostre que uma projecdo de espaco de recobrimento p com folhas

M — N tem grau p, quando M e N sdo variedades orientaveis, conexas e

fechadas.
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Ex. 185 — Dada uma acéo de um grupo G em uma variedade orientavel M por
homeomorfismos que preservam orientagdo, mostre que M /G também é orienta-

vel.

Ex. 186 — Seja M uma variedade n-dimensional conexa. Suponha que para cada
conjunto compacto X C M seja escolhido um elemento hx € H,(M|K;G) tal
que jiq (hik) = hy para qualquer z € K, e 2h, # 0 para todo € M. Prove que
a variedade M ¢é orientavel.

Dica: Mostre que existe um elemento fixo h € G e orientacdes locais Unicas i,
para todo x € M tal que h; = « (p; ® h). Finalmente observe que h ndo pode ser

um elemento de 2G.

Ex. 187 — Seja M ¢é uma variedade conexa, e que para cada compacto K C
M, H,(M|K;Z) # {0}. Prove que M é orientavel.
Dica: Use o fato de que quaisquer dois pontos de M estdo contidos em um subcon-

junto conexo compacto de M, por exemplo, um caminho que une os dois pontos.

Ex. 188 — Para uma variedade n-dimensional M e um subespaco compacto A C
M, mostre que H,(M|A; R) é isomorfo ao grupo I'r(A) de sec¢des do espaco de
recobrimento Mz — M sobre A.

Ex. 189 — Demonstre as propriedades do produto cap enunciadas na Proposicao
14.3.

Ex. 190 —
1. Mostre que (& ~ @) ~ 1 =a —~ (¢ — ) paratodo o € Cx(X; R),p €

CYX;R), e € C"(X;R)
2. Deduza que o produto cap torna H,(X; R) um mddulo a direita H*(X; R).
Ex. 191 — Seja D C R? conexo e aberto. Os seguintes sio equivalentes:
a. D é homeomorfo a R?
b. D é simplesmente conexo.
c. Hi(D;Z) = 0.
d. HY(D;Z) = 0.

e. R?\ D é conexo.
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f. O bordo de D é conexo.

g.Se J C D é uma curva de Jordan, entdo D contém o interior de J.

Ex. 192 — Se M" é uma variedade n-dimensional conexa, orientavel e compacta
com Hy (M™Z) = 0ese N*~1 C M"™ é uma variedade (n — 1)-dimensional
compacta e conexa, entdo mostre que M"™ C N" ! possui exatamente duas com-

ponentes com N™ ! sendo o bordo topolégico de cada uma.

Ex. 193 — Mostre que H(X;G) = 0 se X é conexo por caminhos e nio com-

pacto.

Ex. 194 — Mostre que a caracteristica de Euler de uma variedade (4n + 2)-

dimensional fechada e orientada é par.

Ex. 195 — Seja M uma variedade n-dimensional compacta e orientavel. Prove que
os grupos de homologia H,(M;Z) e H,,_,(M;Z) tém os mesmos postos. Além
disso, mostre que o subgrupo de torcao de H,(M;Z) é isomorfo ao subgrupo de
tor¢édo de Hy,—q—1(M; Z).

Observacao: Esta é a forma como o teorema da dualidade de Poincaré era fre-

quentemente enunciado antes da introducdo dos grupos de cohomologia.
Ex. 196 — Mostre que H?(X x R;G) = H?1(X; G) para todo n.

Ex. 197 — Mostre que para um A-complexo localmente compacto X os grupos
de cohomologia simplicial e singular H:(X; () sio isomorfos. Isso pode ser feito
mostrando que A%L(X;G) é a unido dos subgrupos A*(X, 4; G) quando A varia
sobre subcomplexos de X que contém todos, exceto um nimero finito de simple-
x0s, e também que C’(X; G) é a unido dos subgrupos C*(X, A; ) para a mesma

familia de subcomplexos A.

Ex. 198 — Mostre que se uma variedade conexa M é o bordo de uma variedade
compacta NN, entdio a caracteristica de Euler de M é par. Conclua que RP?" e CP?"
nao podem ser bordos.

Dica Cole duas copias de N pelo bordo M.

Ex. 199 — Mostre que se M é uma variedade n-dimensional contratil compacta,

entdo H;(OM;Z) ~ H; (S*~'; Z) para todo i.
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monomorfismo, 153
morfismos, 150
modulo
n-ciclos, 189
n-cociclos, 211
n-cociclos simpliciais, 267
p-ciclos singulares, 290
p-cociclos singulares, 416
cohomologia, 211
com torcao, 171
ciclico, 170
de torcdo, 171
fiel, 171
finitamente gerado, 170
homologia, 189
homologia relativa, 208
homologia singular, 291
livre, 170
livre de torcéo, 171
modulo de cadeias simplicial, 253
modulo de cadeias singulares, 289
modulo de cocadeias singulares, 414
moédulo de cohomologia singular,
417, 418
modulo de homologia simplicial rela-

tiva com coeficientes em R,



Indice Remissivo

494

255
modulo quociente, 167
mobdulos
p-bordos, 189
p-bordos singulares, 290
p-cobordos, 211
p-cobordos simpliciais, 267

p-cobordos singulares, 416

nervo, 239
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operador bordo, 189
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orientado, 464

orientacdo, 461
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principio da dualidade, 155
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produto cruzado, 349
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quase-isomorfimo, 194

recobrimento duplo, 70
recobrimento duplo orientavel, 460
recobrimento universal, 70
regular, 99

retrato, 24

retrato de deformacio forte, 25
retrato por deformacéo, 24
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separa, 359
sequéncia

exata de complexos, 197
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cindida, 179

curta, 178
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longa de uma tripla, 307
simplesmente conexo, 53
simplexo, 220
simplexo aberto, 222
simplexo singular, 288

sistema dirigido, 324
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soma direta, 168
sub-A-complexo, 254
subcomplexo, 394
subcomplexo de cadeias, 191
subcomplexo simplicial, 229
superficie, 8

suporte da cocadeia, 275

suspensao, 3

Teorema de Mayer-Vietoris, 283
tipo de homotopia, 26, 196

tipo finito, 387

transformacao de deck, 97
transformacéo natural, 160
transformacdes de deck, 99
transformacdes de recobrimento, 99
triangularizacéo, 233

triangulacéo, 233
unido por um ponto, 1

variedade

orientavel, 461
variedade suave, 6
variedade topologica, 5
vizinhanca conveniente, 77
vizinhangas distinguidas, 68

vizinhancas elementares, 68
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