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Introducao

Este livro apresenta uma introducéo a teoria dos processos estocasticos,
com énfase em seus modelos fundamentais e em aplicacdes a probabilidade,
a estatistica computacional e a ciéncia de dados. Um processo estocastico
descreve a evolucdo temporal de um sistema sujeito a aleatoriedade. Embora
uma trajetoria individual em geral ndo possa ser prevista em todos os seus
detalhes, é possivel estudar sua distribuicdo e determinar propriedades como
probabilidades de transi¢ao e de retorno, distribuicdes de tempos de espera,
probabilidades de extin¢do e comportamento assintotico.

Essa estrutura aparece em problemas de natureza bastante diversa. A
evolucdo de uma fortuna, a reproducdo de uma populacdo, a chegada de
requisicoes a um sistema de servigo e a recuperagao de uma imagem incom-
pleta por uma rede neural podem ser formuladas em termos de processos
aleatorios. Em cada caso, é necessario especificar o espago de estados, de-
terminar qual informacdo do passado é relevante para a evolucido futura e
estabelecer as leis probabilisticas que governam a dinamica do sistema.

O texto destina-se principalmente a estudantes de graduacao que tenham
cursado uma primeira disciplina de probabilidade e possuam familiaridade
com calculo e algebra linear. Sdo utilizados os conceitos usuais de variaveis
aleatorias discretas e continuas, independéncia e esperanga, além de nocoes
elementares de séries, derivadas e operagdes com matrizes. A lei forte dos
grandes nimeros, o teorema central do limite e os lemas de Borel-Cantelli
fazem parte das ferramentas probabilisticas disponiveis. O teorema espectral
para matrizes simétricas sera recordado quando estudarmos a velocidade de
convergéncia das cadeias de Markov. A esperanca condicional sera intro-
duzida inicialmente em seu sentido elementar e, no capitulo dedicado aos
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martingais, formulada de maneira mais precisa em termos da informacéo
disponivel. Nao se pressupde conhecimento prévio de teoria da medida.

Nos capitulos de cadeias em tempo discreto e processos de Poisson, as
passagens ao limite serdo justificadas com somas finitas, propriedades de
séries e estimativas de probabilidades. Esses argumentos permitem tratar
espacos de estados enumeraveis, recompensas de esperanca absoluta finita e
apopulacgio total de um processo de ramificacdo. Os calculos com densidades
e intensidades usam integrais do calculo usual.

O capitulo inicial introduz a nocdo de processo estocastico e distingue os
casos em que o parametro temporal e o espaco de estados sao discretos ou
continuos. A teoria das cadeias de Markov em tempo discreto vem em trés
capitulos: primeiro, as cadeias finitas, com matrizes, classes de comunica-
¢do, tempos de chegada e problemas de absor¢io; depois, as distribuigdes
estacionarias e o comportamento limite; por fim, as cadeias enumeréaveis,
em que passeios aleatorios e processos de ramificacdo mostram fenémenos
proprios dos espagos infinitos. Exemplos contextualizados, como ruina do
jogador, urnas e modelos baseados em dados, reaparecem ao longo desse
percurso.

No estudo dos processos de ramificagdo, a sobrevivéncia e a extingédo
de populacdes sao tratadas por fungdes geradoras. O processo de Poisson
introduz processos de contagem em tempo continuo e distribuicdes de tem-
pos entre chegadas. Nas cadeias de Markov em tempo continuo, transi¢cdes
entre estados e tempos aleatérios de permanéncia sdo reunidos em uma
Unica estrutura, adequada, em particular, a modelagem de filas, sistemas de
servigo e redes.

O estudo dos martingais apresenta uma perspectiva complementar, base-
ada na evolugao de processos em relacao a informacao disponivel, e conduz
a aplicacdes em jogos justos, problemas de saida e tempos de parada. Em se-
guida, os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) utilizam
dinamicas estocasticas para produzir amostras de distribuicoes dificeis de
simular diretamente. Nesse contexto, conceitos como transicao, recorréncia
e distribuicdo estacionaria estabelecem uma ligagdo natural entre processos
estocasticos e estatistica computacional.

Os Capitulos ?? e ?? retomam o movimento browniano, apresentado no
capitulo introdutoério, e desenvolvem a integracdo estocastica. A escala
difusiva liga os passeios aleatorios aos incrementos gaussianos; a reflexdo
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e os martingais resolvem problemas de barreiras e tempos de saida. A
integral de It6 prolonga as transformadas previsiveis para o tempo continuo e
permite estudar modelos com forca restauradora e ruido multiplicativo. Sua
construcdo é apresentada por aproximacgdes em média quadratica, utilizando
somas, segundos momentos e estratégias que ndo antecipam o futuro.

O Capitulo ?? retine esses conceitos em modelos estocasticos de inteli-
géncia artificial. Comeca com redes de memoria e distribuicdes de Gibbs,
passa pela amostragem e pelo aprendizado de parametros e chega a geragao
de imagens por remocao de ruido. A extensdo continua é opcional e retoma
as equacdes diferenciais estocasticas.

A organizacgdo dos capitulos é essencialmente cumulativa, embora nem
todas as secoes tenham o mesmo carater. Em uma primeira leitura, podem
ser omitidas as secOes assinaladas com asterisco, dedicadas a aplicacdes, ex-
tensdes ou topicos complementares. Modelos ocultos de Markov, PageRank,
redes de Jackson, testes sequenciais, algoritmos de coldnias de formigas e
modelos baseados em energia aparecem como desenvolvimentos da teoria
basica.

Simula¢des numéricas sdo utilizadas ao longo do texto para explorar
exemplos, comparar regimes e ilustrar comportamentos previstos pela teoria.
Seu papel é complementar: contribuem para a intui¢do e podem sugerir
conjecturas, mas nao substituem as hipoteses nem as demonstracdes dos
resultados matematicos.

A partir do Capitulo 2, os exercicios ao final de cada capitulo combinam
calculo, interpretacdo de modelos e demonstragao. Respostas e indicacdes
sdo reunidas ao final do livro.
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CAPITULO

1

Processos estocasticos

Quando a aleatoriedade evolui no tempo, o objeto
natural deixa de ser uma variavel aleatéria e passa a
ser um processo estocastico.

Neste capitulo vamos estabelecer a linguagem basica que sera usada ao
longo de todo o livro. A ideia central é simples: um processo estocastico
descreve um sistema cuja evolugido envolve aleatoriedade. Formalmente,
ele sera representado por uma familia de variaveis aleatérias indexadas por
algum parametro, que na maior parte das aplicacdes sera interpretado como
tempo.

Essa definicdo, embora curta, retine diferentes ingredientes. E preciso
especificar quais valores o processo pode assumir, em que instantes ele é
observado e qual é o mecanismo probabilistico que produz suas possiveis
evolucdes. Dependendo dessas escolhas, obtemos modelos bastante distin-
tos: o tempo pode ser discreto ou continuo; o conjunto de estados pode
ser finito, enumeravel ou continuo; as trajetorias podem apresentar saltos,
oscilagdes ou outras formas de comportamento.

Ha também duas maneiras complementares de observar um processo.
Podemos fixar um instante ¢ e considerar X; como uma variavel aleatoria,
perguntando quais valores ela pode assumir e com quais probabilidades. Ou
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podemos fixar uma realizacdo w e acompanhar a funcao
L— Xt(a))9

obtendo uma trajetdria do processo. Essa mudanca de ponto de vista sera
recorrente: ora estudaremos distribui¢cdes em instantes determinados, ora
propriedades de trajetorias inteiras.

Nosso objetivo aqui nio é ainda estudar profundamente uma classe par-
ticular de processos. Queremos primeiro organizar essas ideias, apresentar
a notacdo e examinar exemplos suficientemente variados para reconhecer o
que ha de comum entre modelos muito diferentes.

1.1 Processos, estados e trajetorias

Definicdao 1.1 — Processo estocastico

Seja (Q, #,P) um espago de probabilidade. Um processo estocdstico
com conjunto de parametros T e espaco de estados S é uma familia de
variaveis aleatorias

X =Xer, X :Q—5,

definidas no mesmo espaco de probabilidade.

Na notacao do espago de probabilidade, Q retine os resultados possiveis,
F representa os eventos considerados e P atribui probabilidades a esses
eventos. Nao precisaremos desenvolver aqui a estrutura de #.

Em muitas aplicacdes, t representa tempo e T é N = {0,1,2,...}, Z ou
[0, 00). O pardmetro também pode representar posicio, escala ou uma com-
bina¢do de variaveis. Em imagens, por exemplo, um campo aleatdrio pode
ser indexado pelas coordenadas (u, v) dos pixels. A palavra “processo” ndo
exige, portanto, que o indice seja temporal.

Para um ¢ fixo, X; é uma variavel aleatoria. Se fixamos, em vez disso, um
resultado w € Q, obtemos uma fun¢ido do parametro.
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Definicao 1.2 — Trajetoria

Para cada resultado w € Q, a func¢io
t — Xi(w)

¢ chamada de trajetoria ou caminho amostral do processo.

Convém manter separadas essas duas leituras. Em X;(w), fixar t produz
uma variavel aleatdria e fixar o produz uma trajetéria. Um grafico obtido
por simulagdo representa uma dessas trajetorias, ndo o processo inteiro.

Um processo estocastico pode ser pensado como uma regra aleatéria que
escolhe uma trajetéria. Antes de sabermos qual w ocorreu, temos varias
trajetorias possiveis; depois que w é fixado, uma delas fica determinada.

X,

/‘z"\u

~ :/\/— X ()
@
-
? Xi(@,)
%

Xi(@3)

Y

)

Figura 1.1: Duas leituras do mesmo processo. Fixado w € Q, a funcao ¢t —
X;(w) é uma trajetoria. Fixado o instante £, a aplica¢do w +—>
X;,(w) é uma variavel aleatéria, e a segdo tracejada mostra seus
valores em trés resultados possiveis.

Exemplo 1.1 — Uma curva com amplitude aleatdria.

Sejam A e B variaveis aleatorias reais e defina

X; = Acost + Bsent, t>0.
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Para cada instante ¢, X; é uma variavel aleatéria. Depois de observados
A =ae B = b, porém, toda a trajetoria fica determinada pela curva x(t) =
acost + bsent. Esse exemplo simples mostra que valores em instantes
diferentes podem compartilhar a mesma fonte de aleatoriedade e, por isso,
ser fortemente dependentes.

—— (A,B) =(1,0) —— (A, B) = (0,4,1) —— (A, B) = (-0,8,0,5)

Figura 1.2: Trés trajetorias possiveis de X; = Acost + Bsent. Depois que
o par (A, B) é sorteado, a curva inteira fica determinada; antes
disso, pares diferentes produzem trajetorias diferentes.

Para estudar a dependéncia ao longo do parametro, observamos varios
instantes simultaneamente. Dados ¢4, ...,# € T, o vetor aleatorio

(Xypsoees X,

possui uma distribuicdo conjunta, chamada de distribuicao finito-dimensional
do processo. Em outras palavras, escolhemos um nimero finito de instantes
e perguntamos pela lei conjunta dos valores do processo nesses instantes.
Em vez de descrever uma trajetdria inteira, essa distribuicao descreve o
processo visto em um numero finito de coordenadas.

As distribui¢des individuais de X; dizem o que pode acontecer em cada
instante isoladamente; as distribui¢des finito-dimensionais também regis-
tram como os valores se relacionam ao longo do parametro.

Essa distingao é essencial. Seja Z uma variavel de Bernoulli com paréa-
metro 1/2. O processo X,, = Z tem a mesma distribui¢do marginal em
todo instante. Uma sequéncia (Y,) de variaveis de Bernoulli independen-
tes, também com pardmetro 1/2, possui exatamente as mesmas marginais.
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Entretanto, as trajetorias sdo muito diferentes: X permanece constante, en-
quanto Y pode mudar a cada passo. Conhecer apenas a distribuicdo de cada
coordenada ndo determina um processo.

Quando os estados sdo numéricos e os segundos momentos existem, duas
funcoes fornecem resumos uteis:

m(t) = E[X;],
C(s,1) = Cov(X,, X,) = E[(X, — m(s)(%, — m()].

A média descreve o comportamento central em cada instante; a covarian-
cia mede como observagdes feitas em dois instantes variam conjuntamente.
Esses resumos ndo determinam a lei de todo processo em geral. Para os pro-
cessos gaussianos, apresentados adiante, média e covariancia determinam
todas as distribui¢des finito-dimensionais.

1.2 Classes e propriedades fundamentais

Ha duas perguntas elementares sobre um processo: o conjunto de pa-
rametros é discreto ou continuo? E o espago de estados? Combinando as
respostas, obtemos quatro classes:

1. processos de parametro discreto e estado discreto;
2. processos de parametro discreto e estado continuo;
3. processos de parametro continuo e estado discreto;
4. processos de parametro continuo e estado continuo.

Aqui, “parametro continuo” significa que o processo pode ser consultado
em qualquer instante de um intervalo; “estado continuo” significa que seus
valores pertencem, tipicamente, a R?. Nenhuma dessas expressoes afirma
que as trajetorias sejam continuas. Um processo com parametro continuo e
estado real pode apresentar saltos.
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Estado discreto Estado continuo

Parametro discreto  Cadeias de Markov, Séries temporais,

passeios aleatorios, modelos autorregres-
processos de ramifi- sivos, iteragdes do
cacao gradiente estocastico

Parametro continuo Processo de Poisson, Movimento brow-

tamanho de filas, ca- niano, difusoes,
deias de Markov em processos gaussianos
tempo continuo

A Figura 1.3 mostra uma trajetoria tipica de cada classe. Nos painéis com

parametro

discreto, mostramos apenas os valores nos instantes observados;

nao ha trajetoria definida entre esses pontos.

(a) Parametro e estado discret(s) Parametro discreto, estado continuo

3

=N W e

Figura 1.3:

T 1
Xt [ ] [ ] )‘t ([ ]
0.5
° ®
T ® L] [ ] [ ] ® ‘
¢ 1 — o & ‘
*o—o 1 o —o 1 °
2 4 6 8 10
|2 4 6g8 10 05 °
T -1

Xi

Trajetorias representativas das quatro classes de processos es-
tocasticos. Nos dois primeiros painéis, o parametro é discreto
e apenas os pontos marcados pertencem a trajetoria. No painel
(a), também os estados sao discretos; no painel (c), o parametro
¢ continuo, mas os estados permanecem discretos. O painel (d)
representa uma aproximacao de trajetoria browniana.
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Os exemplos a seguir ndo serdo desenvolvidos todos com a mesma pro-
fundidade. A intencdo, neste primeiro panorama, é reconhecer como a
classificacdo aparece em modelos que serdo retomados ao longo do livro e
perceber que processos de naturezas bastante diferentes cabem na mesma
linguagem.

Parametro discreto e estado discreto. Nesta classe, observamos o sis-
tema em instantes separados e cada observacdo assume valores em um
conjunto finito ou enumeravel. Uma sequéncia de resultados de lancamen-
tos de uma moeda, o niimero de clientes presentes ao final de cada hora e a
posicao de um passeio aleatorio em Z sao exemplos.

Exemplo 1.2 — Passeio aleatdrio.

Sejam &, &, ... variaveis aleatorias independentes com

P& =1 = p, PG =-1)=1-p.

Partindo de Sy = 0, defina

S = §1 t o +‘fn-

O parametro n pertence a IN; e o estado S, pertence a Z. Cada trajetdria é
uma sequéncia de passos para a direita e para a esquerda.

oo En®)
) 1=p 1-p 1=p 1=p 1=p

Figura 1.4: Trecho do grafo de transicdo do passeio aleatorio em Z. De
cada estado k, o processo salta para k + 1 com probabilidade p e
para k — 1 com probabilidade 1 — p; 0 mesmo padrédo continua
indefinidamente nos dois sentidos.

O passeio guarda no estado atual a soma de todos os incrementos ante-
riores. A independéncia dos incrementos permite calcular suas primeiras
caracteristicas sem conhecer a distribui¢do completa de cada trajetoria.
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Proposicao 1.1 — Média e covariancia de um passeio aleatorio

Se (&) sdo independentes e identicamente distribuidas, com E[&]| = p
e Var(&) = 02 < oo, entdo

E[S,] = np, Var(S,) = no?

e, param,n > 0,
Cov(S,,, S,) = o® min{m, n}.

Demonstragdo. Como S, = & + -+ + §,, a linearidade da esperanca da

E[Sn] = Z E[gk] = np.
k=1

Pela independéncia dos incrementos, as variancias se somam, logo

n
Var(S,) = Z Var(§,) = no?.
k=1
Para a covariancia, suponha primeiro m < n e escreva

Sn = Sm+ Gne1 + -+ &)
O segundo termo é independente de S,,,. Portanto,

Cov(Sp, Sp) = Cov(Sy,, Sp) + Cov(Sy, Enet + - + &)
= Var(S,,) = mo?.

Se n < m, trocamos os papéis de m e n. Em ambos os casos obtemos
2

o min{m, n}. [ |
No caso simétrico, p = 1/2 e y = 0. Conhecidos os n primeiros incremen-
tos,

E[Sn+1 | 51’---’571] = Sy

A melhor previsao do proximo valor é, portanto, o valor atual. Essa propri-
edade caracteriza os martingais e sera formalizada no capitulo dedicado a
eles.
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Parametro discreto e estado continuo. Mantemos o parametro dis-
creto, de modo que o sistema continua sendo observado por etapas, mas
permitimos agora que seus valores pertencam a R ou a R?. Séries temporais
de temperatura, demanda ou retorno financeiro sdo exemplos usuais.

Exemplo 1.3 — Processo autorregressivo.

Sejam 1, &, ... variaveis independentes, com média zero e variancia 2. Um
1-€2 £
processo autorregressivo de ordem um ¢é definido por

Xn+1 = 0Xn + 1415 n20. (1.1)

O novo valor combina uma fracdo do estado anterior com uma inovacgio
aleatoria. Quando |¢| < 1, a influéncia da condi¢io inicial diminui geometri-
camente.

Iterando (1.1), obtemos

n
X, =" Xy + Z " e
j=1
Suponha || < 1. Se X, tem média zero, variancia o2 /(1 — ¢?) e é indepen-
dente das inovacdes, entao

2
9e__ Al

E[Xn] =0, COV(Xn’ Xn+h) = 1 zq)h‘

Essas formulas vém diretamente da recursao. Como as inovagoes tém média
zero, E[ X, 1] = ¢ E[X,], e uma média inicial nula permanece nula. Se

entio, pela independéncia, Var(X,, ;) = ¢?>v + 62 = v; a variancia também
permanece constante. Por fim, para h > 0, podemos escrever X,,,;, = q)th+
uma soma de inovacoes futuras, independente de X;,. Logo

Cov(Xy, Xpin) = q)h Var(X;) = V¢h’

e a simetria da covariancia produz o expoente |h|.
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Essas contas estabelecem a estacionariedade de segunda ordem: a média
¢ constante e a covariancia depende apenas da separagdo entre os instantes.
Isso nao basta para concluir que todas as distribui¢cdes conjuntas permane-
cam iguais apds uma translacdo temporal. Se, além das condicdes acima, X
e as inovacdes forem gaussianos, a distribuicao de X, e todas as distribui-
cOes conjuntas sdo determinadas pelas médias e covariancias; nesse caso o
processo é também estritamente estacionario. A dependéncia permanece,
mas decai com a distancia entre os instantes.

Um exemplo importante em ciéncia de dados é produzido durante o
treinamento de um modelo. O gradiente estocastico atualiza um vetor de
parametros por

On+1 = 61 = ¥uG s Zn11), (1.2)

em que Z,, é a observacio sorteada na etapa n + 1 e G é uma estimativa
do gradiente. Antes de fixada a sequéncia de observacdes sorteadas, (6,)
¢ um processo estocastico com parametro discreto e estado em RY. Essa
interpretacdo permite estudar flutuacdes, estabilidade e convergéncia do
treinamento por ferramentas probabilisticas.

Parametro continuo e estado discreto. Até aqui, o parametro avancava
por etapas. Passamos agora ao tempo continuo, mantendo por enquanto
um espaco de estados discreto. Um processo de contagem registra quantos
eventos ocorreram até cada instante: embora o tempo varie continuamente,
o valor observado pertence a INy, e a trajetéria muda por saltos.

Definicao 1.3 — Processo de contagem

Um processo (N(t));>o é um processo de contagem quando N(t) repre-
senta o numero de eventos ocorridos no intervalo [0, ¢]. Suas trajetdrias
sdo ndo decrescentes, assumem valores inteiros e comecam, usualmente,
em N(0) = 0.
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Definicao 1.4 — Incrementos independentes

Um processo possui incrementos independentes quando, para ty < t; <
- < t, as variaveis

th o Xto’ ’th - )(tk—1

sao independentes.

Exemplo 1.4 — Processo de Poisson.

Um processo de Poisson de taxa A > 0 é um processo de contagem (N());>¢
com N(0) = 0, incrementos independentes e tal que

N(t + h) — N(t) ~ Poisson(Ah), t,h > 0.

O incremento N(t + h) — N(#) conta quantos eventos novos ocorrem entre
os instantes t e t + h. Sua distribuicao depende apenas do comprimento h
do intervalo, e ndo do instante em que comecamos a observar. Assim, dois
intervalos de mesma duracdo tém a mesma lei para o nimero de eventos,
ainda que estejam em posicoes diferentes no tempo.

A independéncia dos incrementos acrescenta outra informacao: conta-
gens feitas em intervalos disjuntos nao interferem umas nas outras. Em
particular, o nimero de eventos novos entre ¢ e t + h é independente da
contagem acumulada até t. A taxa A fixa a escala do processo: ela representa
o numero médio de eventos por unidade de tempo e, em um intervalo de
comprimento h, esperamos Ah eventos.

Uma interpretacao tutil é imaginar um reldgio aleatério que toca a cada
nova chegada. O processo N(t) registra quantas vezes esse relogio tocou
até o instante ¢.

Por exemplo, se chegam em média trés clientes por hora, entdo o numero
de chegadas nos proximos trinta minutos tem distribuicdo Poisson(3/2). A
probabilidade de exatamente duas chegadas é

_3/,(3/2)°
e 20 .

Em particular,
EIN®)] = At, Var(N(t)) = At.
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O processo combina, portanto, uma taxa constante no tempo com inde-
pendéncia entre contagens em intervalos disjuntos. Essas hipoteses simples
tornam o processo de Poisson um primeiro modelo natural para chegadas a
um sistema.

Se clientes chegam segundo um processo de Poisson e permanecem algum
tempo em atendimento, o tamanho da fila (Q;) também possui pardmetro
continuo e estado discreto. Diferentemente de N(t), suas trajetorias podem
subir nas chegadas e descer nas conclusdes de servico. Modelos de filas
mostram que classificar o tipo de trajetoria é apenas o comeco; a dependéncia
entre os saltos determina o comportamento do sistema.

Parametro continuo e estado continuo. O tempo ja é continuo; para
completar o quadro, permitimos agora também que o estado varie continu-
amente. Nesta ultima classe, portanto, tanto o parametro quanto o estado
variam em conjuntos continuos. O exemplo central é o movimento browni-
ano.

Em 1827, Robert Brown observou ao microscopio o movimento irregu-
lar de pequenas particulas suspensas em agua. O fenémeno persistia em
particulas sem atividade bioldgica e, portanto, pedia uma explicagao fisica.
Décadas mais tarde, a teoria cinética o interpretou como o efeito acumulado
de indmeros choques das moléculas do fluido; no trabalho de Einstein de
1905, essa imagem levou a previsdo de que o deslocamento tipico cresce
como a raiz quadrada do tempo, ou, equivalentemente, de que sua variancia
é proporcional ao tempo.

O modelo matematico conserva os tracos macroscopicos dessa descricao
e deixa de lado os choques individuais. Em intervalos disjuntos, os desloca-
mentos sdo tomados como independentes; sua distribuicdo depende apenas
da duracédo do intervalo e é gaussiana, com variancia igual ao tempo decor-
rido. A continuidade das trajetdrias completa a idealizacdo e conduz aos
axiomas seguintes.
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Definicao 1.5 — Movimento browniano

Um processo (W});> é um movimento browniano padrao quando:
1. Wy =0;

2. seus incrementos em intervalos disjuntos sdo independentes;

3. Wiyn — W, tem distribui¢do normal com média zero e variancia h;

4. suas trajetorias sdo continuas quase certamente.

Figura 1.5: Movimento browniano.

Das propriedades dos incrementos segue que
E[W;] =0, Cov(W,, W;) = min{s, t}.

Apesar de continuas, as trajetorias brownianas sdo, quase certamente, nao
diferenciaveis em ponto algum. Continuidade do estado e continuidade da
trajetoria, portanto, ndo significam suavidade.

Processos gaussianos estendem essa ideia e aparecem diretamente em
aprendizado de maquina. Dizemos que (X;);cr é gaussiano quando, para
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qualquer escolha finita t, ..., #, o vetor (X, ..., X; ) possui distribui¢do nor-
mal multivariada. O processo fica determinado por sua funcdo média m(t) e
por seu nucleo de covariancia K(s, t).

Em regressdo por processos gaussianos, o indice ¢ representa uma en-
trada do modelo, possivelmente um vetor em ]Rd, e X; representa o valor
desconhecido da fung¢io nessa entrada. O nucleo especifica quais entradas
devem produzir valores semelhantes. Depois de observar dados, condicio-
namos o processo e obtemos simultaneamente uma previsao e uma medida
de incerteza. Esse exemplo reforca que o parametro de um processo néo
precisa representar tempo.

Propriedades que atravessam as quatro classes. A classificacio an-
terior descreve os conjuntos envolvidos, mas nao determina como as coor-
denadas do processo dependem umas das outras. As propriedades a seguir
aparecem repetidamente nos modelos estudados neste livro.

Definicao 1.6 — Estacionariedade

Dizemos que (X;) é estritamente estaciondrio se, para quaisquer ty, ...,
e para todo deslocamento h permitido,

K X) € Kyt Ky

possuem a mesma distribuicao.

Quando os segundos momentos existem, o processo € estacionario de
segunda ordem se sua média é constante e sua covariancia depende
apenas da diferenca entre os pardmetros:

E[X]=p  Cov(X;, X)) =C(t—s)

O AR(1) do exemplo, com a variancia inicial escolhida, é estacionario de
segunda ordem; na versao gaussiana, também é estritamente estacionario. O
passeio aleatorio e o processo de Poisson nao sdo, pois suas variancias cres-
cem com o tempo. Ambos possuem, entretanto, incrementos estacionarios: a
distribui¢do de X;,; — X; depende de h, mas nio de t. Estacionariedade do
processo e estacionariedade dos incrementos sio propriedades distintas.

Passeios aleatorios, processos de Poisson e movimentos brownianos pos-
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suem incrementos independentes. No processo autorregressivo, cada novo
estado herda parte do estado anterior e os incrementos geralmente sao de-
pendentes.

Definicao 1.7 — Propriedade de Markov

Um processo possui a propriedade de Markov quando, condicionado
ao estado presente, a distribuicdo do futuro nao depende da trajetoria
passada. Em tempo discreto, essa condi¢do pode ser escrita como

P(Xp11 € Al Xps s X)) = P(X11 EA| X))

para todo conjunto de estados A.

A propriedade nao afirma que o futuro seja independente do passado. Ela
afirma que o estado presente contém a informacdo do passado necessaria
para prever o proximo passo. Passeios aleatorios, processos autorregressivos
de ordem um, processos de Poisson e movimentos brownianos sao marko-
vianos. Em cada caso, porém, o espaco de estados e a forma das transi¢oes
sao diferentes.

Martingais formalizam a ideia de um processo sem deriva previsivel. Em
tempo discreto e em relacdo ao proprio historico, a condigao elementar é

E[Mpyq | My, ..., Mp] = My,

conhecido o passado, a melhor previsdao do proximo valor é o valor atual. A
definigao geral exige especificar precisamente a informacéo disponivel em
cada instante e sera apresentada no capitulo de martingais.

O passeio aleatorio de média zero possui essa propriedade. Outros proces-
sos podem adquiri-la depois que retiramos sua deriva média. Por exemplo,
se (N(t)) é um processo de Poisson de taxa A, entdo M; = N(t) — At separa
o crescimento previsivel, At, da flutuagido aleatoria e é um martingal em
relacdo a informacao gerada pelas contagens.

Por fim, processos também diferem pela regularidade de suas trajetorias.
Em tempo discreto, falamos naturalmente de sequéncias. Em tempo con-
tinuo, uma trajetoria pode ser continua, como no movimento browniano,
ou constante por trechos e continua a direita, como no processo de Pois-
son. A distribui¢do dos estados e a regularidade dos caminhos respondem a
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perguntas diferentes e devem ser especificadas separadamente.

Processo Estacio- Incr. Incr. Markov
nario estacio- indepen-
narios dentes
Passeio aleatorio Nao Sim Sim Sim
AR(1) gaussiano estacionario  Sim Sim Nio Sim
Processo de Poisson Nao Sim Sim Sim
Movimento browniano Nao Sim Sim Sim

Esse panorama fornece uma linguagem comum para os capitulos seguin-
tes. A classificacdo indica onde o processo vive; estacionariedade, indepen-
déncia dos incrementos, propriedade de Markov e estrutura de martingal
descrevem como ele evolui.

Para outras introducdes aos processos apresentados neste capitulo, veja
Durrett 2016; Lawler 2006. A relacdo entre processos gaussianos e aprendi-
zado de maquina é desenvolvida em Rasmussen e Williams 2006.



CAPITULO

2

Cadeias de Markov finitas

Nas cadeias de Markov, o futuro depende do presente,
ndo do caminho percorrido até ele.

Um jogo termina ao atingir uma barreira; uma rede de memoria procura
corrigir uma entrada; um usuario pode voltar a um servi¢o ou abandona-
lo. A descricao de cada sistema comeca pela escolha do estado, que deve
conservar a informacéo necessaria para prever o préoximo passo.

Os modelos finitos permitem construir matrizes de transigao, classificar
estados e estudar retornos e saidas por meio de contas explicitas. O equilibrio
e a convergéncia serdo tratados no capitulo seguinte. Os modelos ocultos
de Markov encerram o percurso como aplicagdo complementar; PageRank
e colonias de formigas acompanham o estudo do comportamento limite.

Uma rede que recupera uma lembranca

Reconhecemos uma letra mesmo quando alguns tracos estao apagados.
Uma memoria associativa recebe uma configuragdo incompleta ou corrom-
pida e a modifica para aproximéa-la de um padrao armazenado. Um modelo
minimo desse mecanismo introduz a escolha do estado e sua evolucéao alea-
toria.

17
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Representamos cada neurénio por uma unidade que pode estar inativa ou
ativa. A configuracdo de uma rede com N unidades neuronais no instante n
€ o vetor

s(n) = (s1(n), ..., sy(n)), si(n) € {—1,+1}%

Essa variavel binaria também é chamada de spin, por analogia com modelos
da fisica. O peso w;; mede a influéncia de j sobre i; nesta primeira verséo,
wjj = wj; € w; = 0. O campo local na unidade i é

hi(s(m) = ) wiysi(n).

JFL

31:+1

Figura 2.1: Uma configuragido possivel de uma rede com cinco unidades.
Os nameros nas arestas sdo os pesos ndo nulos das intera-
cOes; cada peso vale nos dois sentidos, pois wij = wj. Os
rétulos junto aos vértices mostram os spins da configuracdo
s=(+1,-1,4+1,+1,-1).

Em cada passo, escolhemos aleatoriamente uma das N unidades, todas
com probabilidade 1/N, independentemente das escolhas anteriores. Ape-
nas a unidade escolhida é atualizada: essa é uma dinadmica assincrona. Se ela
é a unidade i, tomamos s;(n + 1) = +1 quando h;(s(n)) > 0es(n+ 1) = —1
quando h;(s(n)) < 0; se h;(s(n)) = 0, conservamos o valor anterior, s;(n+1) =
si(n). Para j # i, fazemos s;(n + 1) = s;(n).

A escolha aleatdria da unidade a atualizar determina, a partir da configu-
racdo atual, a distribuicdo da configuracao seguinte.

Aprendizado e recuperacdo sao tarefas distintas. No aprendizado, escolhe-
mos os pesos a partir dos padroes que desejamos guardar. Na recuperacao,
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fixamos esses pesos e deixamos a configuracdo evoluir a partir da entrada re-
cebida. A rede ndo precisa consultar uma lista de padrdes a cada atualizagdo:
a informacéo foi incorporada as interacdes.

Para guardar o padrdo ¢ = (+1,+1, +1) em trés unidades, tomemos wyj =
1/3 parai # j. Se a entrada é s(0) = (—1,+1,+1), entdo

hi(s(0) = 3(+1) + 3(+1) = £ > 0.

A atualizacdo da primeira unidade corrige o spin errado. Podemos acompa-
nhar essa corre¢do por uma energia,

E(s) = — Z WjS;S;.

i<j
As energias antes e depois da correcao sao
E(s(0)) = E(-1,+1,+1) = %, E(s(1)) = E(+1,+1,+1) = —1.

A mudanga é —4/3. Mais geralmente, ao alterar apenas a unidade i, a simetria
dos pesos da

E(s(n + 1)) = E(s(n)) = —(s5;(n + 1) = 5i(n))hi(s(n)) < 0.

A energia nao aumenta com a atualizacdo. Isso ndo garante que toda en-
trada chegue ao padrao desejado: podem existir outros estados estaveis, e o
armazenamento de muitos padroes pode gerar interferéncia entre eles.

unidade 1 unidade 1

atualizacido da

Q unidade 1 @
Q‘@ e @‘@
E=-1

E=1/3

wj =1/3 (i # j), w; =0

Figura 2.2: Atualizacdo da primeira unidade na rede de trés spins. A configuragéo
passa de s(0) = (—1,+1,+1) para s(1) = (+1,+1,+1), e a energia dimi-
nui de 1/3 para —1. Na escolha uniforme da unidade, essa correcio
tem probabilidade 1/3 no proéximo passo.
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Conhecida a configuracéo s(n), a escolha aleatoria da unidade determina
a lei de s(n + 1) sem depender das configuracdes anteriores. O processo
(s(n))n>o é, portanto, uma cadeia de Markov no espago {—1, +1}.

O estudo da rede envolve a identificacdo de configuracdes estaveis, os
tempos de chegada a essas configuragdes e a influéncia da aleatoriedade. O
capitulo de MCMC retomara a rede de Hopfield com a defini¢do completa,
a demonstracdo de descida da energia, um exemplo com duas letras e a
passagem para atualizacdes de Gibbs.

2.1 Definicoes e exemplos

As defini¢es e varios resultados também valem para espagos enumera-
veis, mas neste capitulo privilegiaremos os modelos finitos. O Capitulo 4
estudara os fendmenos proprios dos espacos infinitos. A se¢do opcional
sobre colonias de formigas, no Capitulo 3, apresenta uma dinamica com
estado continuo.

A distribuic¢éo inicial e as probabilidades de transi¢do determinam a lei
da trajetoria. O estado X, deve reunir a informacgio do passado relevante
para prever o passo seguinte. Quando essa informacéao ¢é insuficiente, pode
ser necessario ampliar o estado.

Definicao 2.1 — Cadeia de Markov

Considere um processo estocastico em tempo discreto (X,),>o com
valores no espaco de estados S. Dizemos que (X)) é uma cadeia de
Markov se, para todo n > 0 e quaisquer estados iy, ..., i, j tais que o
evento {X, = iy, ..., X;, = i} tenha probabilidade positiva,

P(Xp1 =1 | Xp = lny Xpe1 = p_t5 -0, X0 = i)

. . (2.1)
= ]P(Xn—i-l =] | X, = ln)-

Assim, uma vez conhecido o estado atual, o histérico ndo fornece infor-
macao adicional sobre o proximo estado.
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Definicao 2.2 — Cadeia homogénea e matriz de transicao

A cadeia é homogénea no tempo quando
PG j) = P(Xp1 =J | Xy =1)

nio depende de n. A matriz P = (p(i, j)); jes é sua matriz de transigdo.
Suas entradas sdo ndo negativas e cada linha soma 1.

Na entrada p(i, j), a linha i representa o estado atual e a coluna j repre-
senta o proximo estado. Portanto,

> opGj)=1

JES

para cada i: partindo de i, a cadeia precisa estar em algum estado no
passo seguinte.

A matriz descreve uma transicdo. Para calcular a probabilidade de uma
trajetdria inteira, basta aplicar repetidamente a regra do produto para pro-
babilidades condicionais.

Proposicao 2.1 — Probabilidade de um caminho

Se (X,,) é uma cadeia de Markov homogénea com distribuico inicial
u e matriz de transicdo P, entdo, para iy, ..., i, € S,

n
P(Xy = i, ..., Xy = ip) = p(ip) Hp(ik—l:ik)-
k=1

Para n = 0, o produto vazio vale 1.

Demonstragao. Para n = 0, a igualdade é a defini¢do de y. Suponha que
ela valha até o instante n. Quando a histéria X, = ijp,..., X, = i, tem
probabilidade positiva, a regra do produto e a propriedade de Markov dao

P(Xo =g s Xpr1 = int1)
= ]P(XO =gy Xp = in) p(insin-i-l)-

Se a historia tem probabilidade zero, a trajetoéria mais longa também tem
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probabilidade zero, e o produto no enunciado ja é nulo. Isso conclui a
inducdo. [ ]

O mesmo calculo explica por que podemos condicionar em informacgoes
parciais do passado, sem precisar conhecer todos os estados visitados.

Corolario 2.2 — Markov para eventos do passado

Fixe n > 0 e um evento A determinado pelos estados X, ..., X,,_1. Se
P(A, X, = i) > 0, entdo, para ji,..., j, ESem > 1,

]P(Xn—i-l = Jis o> Xnaem = Jm | A X, = i)
= P(I,Jl)P(ll,]Z) "'POm—lsjm)-

Para n = 0, entendemos A como o evento certo.

Demonstragao. Primeiro considere uma historia completa X, = iy, ..., X, = i.
A regra do produto aplicada a historia e a sua continuacdo mostra que a
probabilidade condicional dos préximos m estados é o produto anunciado;
os fatores anteriores ao instante n se cancelam.

Como S é finito, o evento A N {X,, = i} é unido disjunta de historias
completas até n. Em cada historia de probabilidade positiva, a probabilidade
condicional da continuacdo é a mesma. Somando sobre essas historias,
obtemos a igualdade para A, sem depender dos estados anterioresan. m

Proposicao 2.3 — Homogeneidade em varios passos

Se (X)p>0 € uma cadeia de Markov homogénea, entdo, para todo
m > 1 e quaisquer estados i, j,

P(Xn+m:j|Xn:i)

nao depende de n, sempre que o condicionamento estiver definido.
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Demonstragdao. A prova é por inducdo em m. Para m = 1, a afirmacéo é
exatamente a definicdo de homogeneidade.
Suponha agora que, para algum m > 1, as probabilidades

PG k) = P(Xpm = k| X, = 1)

nao dependam de n. Condicionando no estado intermediario Xj,,,, e usando
o Corolario 2.2 para o passado X, =i,

PXpimet = J 1 X =) = ), plk, NP = k | X, = i)
kes

=Y plk.) PG K).
kes
Pela hipotese de indugdo, o lado direito ndo depende de n. Isso conclui a
inducao. [ ]

A homogeneidade em um passo estende-se, portanto, a qualquer ntimero
fixo de passos.

Exemplo 2.1 — Um sapo em quatro folhas.

Um sapo ocupa uma de quatro folhas, que chamaremos de A, B, C e D. Nem
toda folha est4 ao alcance de qualquer outra: as ligagcdes possiveis sao as
indicadas no grafo abaixo. A cada passo, o sapo escolhe uniformemente uma
das folhas ligadas a folha em que se encontra. Se X, indica a folha ocupada
depois do n-ésimo salto, entdo (X,,) é uma cadeia de Markov: conhecida a
folha atual, o préoximo salto nao depende do caminho percorrido antes.

@‘G
®

Figura 2.3: O sapo escolhe uniformemente uma folha vizinha. Assim, A e
B tém duas opgoes, C tem trés e, partindo de D, o salto para C é
obrigatorio.
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Na ordem (A, B, C, D), as probabilidades sdo obtidas contando os vizinhos
de cada folha. A matriz de transicao é

0 1/2 1/2 0

p_|/2 0 12 0
1/3 1/3 0 1/3]|

0 0 1 0

Daqui em diante, salvo indicacao contraria, consideraremos cadeias ho-
mogéneas no tempo. Nas féormulas de probabilidades condicionais, enten-
deremos sempre que o evento condicionado tem probabilidade positiva. A
matriz de transi¢ao especifica a dinamica a partir de cada estado, inclusive
daqueles que tém probabilidade inicial zero.

Exemplo 2.2 — Ruina do jogador.

Considere um jogo com rodadas independentes. Em cada rodada, o jogador
ganha uma unidade monetaria com probabilidade p = 0,4 ou perde uma
unidade com probabilidade 1 — p = 0,6. O jogo termina quando sua fortuna
atinge 0 ou N unidades monetarias.

Se X, é a fortuna depois de n rodadas, entdo, para 0 < i < N e qualquer
histérico compativel,

P(Xyq =i+1]X, =0, X1 =ip_1,.... Xp = ig) = 0,4.

O lado direito depende apenas da fortuna presente, de modo que a pro-
priedade de Markov vale. As transi¢oes sdo

p(ii+1) =04, pi,i—1)=06, se0<i<N,
p(0,00=1,  p(N,N)=1.
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Para N =5, o grafo de transicdo torna visiveis as duas possibilidades em
cada estado interior e as duas barreiras absorventes:

1 1
0,4 0,4 0,4 0,4
0,6 0,6 0,6
Figura 2.4: Grafo da ruina do jogador com barreiras 0 e 5. As barreiras sdo
absorventes; nos estados interiores, a fortuna sobe uma unidade

com probabilidade 0,4 e desce uma unidade com probabilidade
0,6.

A matriz correspondente é

0 1 2 3 4 5
01100 0 0 0 0
1[06]0 0410 0 0
210 0,6 | 0 040 0
310 0 0,6 |0 0410
410 0 0 0,6 |0 0,4
510 0 0 0 0 1,0

Os estados 0 e N sdo absorventes: quando a fortuna atinge uma das
barreiras, o jogo termina.

Para distinguir um caminho particular de uma probabilidade de transicéo,
considere a trajetoria

2—3 —2—0>1—0.

Ela tem probabilidade 0,4(0,6)3 = 0,0864. A figura mostra essa realizacao;
outras sequéncias também podem levar a ruina.
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fortuna

Figura 2.5: Uma realizacdo da ruina do jogador com N = 5, come¢ando com
fortuna 2 e sendo absorvida em 0 no quarto passo.

Exemplo 2.3 — Cadeia de Ehrenfest.

Esta cadeia surgiu na fisica como um modelo simplificado da troca de
particulas entre dois recipientes. Na versao matematica, distribuimos N > 1
bolas entre duas urnas. A cada passo, escolhemos uma das N bolas ao acaso
e a transferimos para a outra urna.

—
uma bola escolhida entre as quatro

4 %
[ J

urna esquerda urna direita

Nesta configuracdo: N = 4,i= 1.
i/N (N -i)/N

Regra geral, 0 < i < N; nos extremos, s6 ha um destino.

Figura 2.6: Na cadeia de Ehrenfest, escolhemos uma das N bolas e a transferimos
para a outra urna. Se ha i bolas a esquerda, o nimero de bolas nessa
urna diminui com probabilidade i/N e aumenta com probabilidade
(N —i)/N.
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Seja X,, o namero de bolas na urna esquerda depois do n-ésimo passo.
Conhecer X, = i basta para determinar as probabilidades do passo seguinte:
ha N —ibolas na urna direita e i na esquerda. Assim, para 0 <i < N,

N—i
N
pois X;, aumenta quando a bola escolhida esta na urna direita. Do mesmo
modo, X,, diminui em uma unidade com probabilidade i/N. Logo,

P(Xn+1 = l+ 1 | Xn = i’Xn—l = in_l,...,XO — 10) -

N —i

plii+1) = 0<i<N), p(i,i—l):% 0<i<N),

e p(i, j) = 0 nos demais casos. Quando N = 4, por exemplo, a matriz é

0 1 2 3 4
00 1 0 0 0
111/40 3/4 |0 0
210 2/4 |0 2/4 |0
310 0 3/4 |0 1/4
410 0 0 1 0

Nos exemplos da ruina do jogador e de Ehrenfest, partimos de uma des-
cricao verbal e extraimos as probabilidades de transi¢do. Reciprocamente,
qualquer familia p(i, j) que satisfaca

(i) p(i,j) > 0 para todos os estados i, j
(i) D, j P(i, j) = 1 para cada estado i,

define uma matriz de transi¢do. Para construir a cadeia, estando em i,
sorteamos o proximo estado j segundo a distribui¢do dada pela linha i da
matriz.

Outra maneira de descrever uma cadeia é por uma recorréncia aleatoria:

Xn41 = f(Xn: Zn+l),

em que Z,Z,,... sdo novas entradas aleatdrias, independentes e com a
mesma distribuigao, também independentes de Xj. O proximo sorteio inde-
pende do passado; portanto, a lei de X,,,; depende apenas de X, e a cadeia
€ homogénea.
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Exemplo 2.4 — Uma oficina de reparos.

Seja X, o nimero de maquinas aguardando reparo no inicio do dia n. A
oficina conserta uma maquina por dia, quando ha alguma esperando. Ao
final do dia, chegam Z,,; novas maquinas com defeito. A regra é

Xny1 = (Xn - 1)+ + Zn+1 8 xt = max{x, O}.

Suponha que as chegadas de dias diferentes sejam independentes, com
Pz =0)=<  PZ=1)=31 Pz =2=1
n — Bk n — Ty n — 4

Se X, = 2, a oficina conserta uma maquina e resta uma antes das novas
chegadas. Logo,

1 1 1
2.1) = - 2.2) == 2.3) = -
p(2,1) > p(2,2) " p(2,3) 1

Jase X, = 0 ou X;, = 1, ndo sobra nenhuma maquina depois do reparo,
e X,11 = Z,41. Assim, as linhas de transicio correspondentes a 0 e 1 sdo
iguais.

A recorréncia determina o proximo estado a partir do nimero atual de
maquinas e das novas chegadas, sem exigir a escrita de uma matriz infinita.

Exemplo 2.5 — Trés geracdes de uma familia: mobilidade social.

Uma familia é acompanhada ao longo das geracdes. Em cada geracéo,
registramos sua posicdo em uma de trés classes, representadas por 1 =
inferior, 2 = intermediaria e 3 = superior. Como modelo didatico, suponha
que a classe na geragido seguinte dependa somente da classe atual, com a
matriz de transicao

1 2 3
1107 0,2 0,1
2103 05 02°
3102 04 04
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inferior
0,7
0,3 0,1
0,2 0,2 \
/ 02
0,5 0,4
~—
0,4
intermediaria superior

Figura 2.7: Trés classes sociais e as probabilidades de transi¢do entre gera-
coes. Os lacos representam a possibilidade de permanecer na
mesma classe.

Se a familia est4 na classe intermediaria, na préxima geracgao ela permanece
nessa classe com probabilidade 0,5, desce com probabilidade 0,3 e sobe com
probabilidade 0,2. Esses nimeros sao ilustrativos, ndo estimativas obtidas
de uma populacdo real. Na proxima se¢do usaremos a mesma matriz para
investigar duas geragdes; no Capitulo 3, estudaremos o comportamento de
longo prazo.

Exemplo 2.6 — A vida de um computador.

Um computador de escritorio pode estar funcionando (F), em reparo (R)
ou definitivamente descartado (D). Ao final de um dia de funcionamento,
permanece funcionando no dia seguinte com probabilidade 0,995 e entra em
reparo com probabilidade 0,005. Se esta em reparo, volta a funcionar com
probabilidade 0,90, continua em reparo com probabilidade 0,05 e é descartado
com probabilidade 0,05. Depois do descarte, nao retorna ao servico.

| F R D
F 0,995 0,005 0
R| 090 005 005"
D| o 0 1

pP=
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0,995 0,05 1

Voo ’

0,90

funcionando em reparo descartado

Figura 2.8: Funcionamento e reparo podem alternar; o descarte é um estado
absorvente.

A condicdo atual determina a lei do dia seguinte. Mais adiante veremos como
calcular o nimero esperado de dias em cada condi¢do antes do descarte.

Exemplo 2.7 — Um canal de comunicacao com ruido.

Um digito binario atravessa sucessivas etapas de transmissdao. Em cada
etapa, um 0 é trocado por 1 com probabilidade a, enquanto um 1 é trocado
por 0 com probabilidade b, independentemente do que ocorreu antes. Se
X, € {0,1} é o digito que entra na etapa n, entdo (X,) é uma cadeia de

Markov com matriz
P 1—a a
“\ b 1-b)

Interessa calcular P(X,, = X)) e examinar se a informagao sobre o bit original
desaparece quando n cresce. O canal simétrico corresponde ao casoa = b =
1 — p, em que cada etapa preserva o digito com probabilidade p.

Exemplo 2.8 — Quando uma soma perde informacao.

Sejam Yy, Yy, ... Bernoulli independentes, com pardmetro 1/2, e ponha Z, =
Y,_1 +Y, paran > 1. Conhecer Z, = 1 deixa duas possibilidades equiprova-
veis para (Y7,Y5), de modo que

IP(ZS :0|ZZ = 1): 1/4
Mas, se sabemos também que Z; = 0, entdo Y; = 0 e Y5 = 1; portanto
]P(Z?,:O'Zz:l,Zl:O):O.

Os eventos condicionados tém probabilidade positiva. Assim, (Z,) néo é
uma cadeia de Markov: a soma esconde informacao que o passado ajuda a
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reconstruir. O processo dos pares (Y,_;,Y,) tem a propriedade de Markov,
pois o proximo par é (Y,,Y,,1) e a nova variavel Y,,,; é independente das
anteriores.

Escrevendo W, = (Y,_1,Y,), enumeramos os estados na ordem
00,01,10,11. Como W,y = (¥,,Y,,1), apenas o segundo algarismo
do estado atual e o novo sorteio importam. A matriz de transicao é

00 01 10 11
00/1/2 1/2 0 0
Py=01|0 0 1/2 1/2
10[1/2 1/2 0 0
1o o 1/2 1/2

Por exemplo, para passar de 00 a 11 em dois passos, o unico caminho possivel
€00 — 01 — 11; logo,

P2,(00,11) =

N |
N | =
RIS,

A soma Z, pode ser recuperada de W, mas nio o contrario: Z, = 1 nio
distingue 01 de 10, que levam a distribui¢des diferentes para o proximo valor
da soma. A distin¢io entre esses estados conserva a informac¢io necessaria
ao préoximo passo.

2.2 Probabilidades de transicao em varios
passos

A matriz P descreve um passo. Para descrever m passos, precisamos
somar sobre todos os estados intermediarios possiveis. A multiplicacdo de
matrizes faz exatamente essa contabilidade.
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Distribuicao inicial e lei da cadeia

A matriz de transicdo descreve como a cadeia se move, mas ainda é
preciso dizer onde ela comeca. A distribuicao inicial é a distribuicao y
de X:

u(x) =P(Xp = x), x €S.

Escrevemos [P, para a lei da trajetoria quando X, tem distribuigdo y e
E,, para a esperanca correspondente.

Quando o estado inicial é fixo, usamos uma notagdo mais curta: P,
é a lei da cadeia que comega em x, isto é, P,(Xy; = x) = 1, e E, é a
esperanca sob essa lei. Assim, para qualquer evento A determinado
pela trajetoria,

P A) =Y PyA| Xy =2)Py(X=x)= ). p(x)P.(A).

xES x€S

A férmula apenas separa os casos possiveis para o estado inicial.
Quando u(x) > 0, P, também pode ser visto como a lei condicional
P /,[( : | XO = x)-

Definicao 2.3 — Probabilidades de transicio em m passos

Para m > 0, a probabilidade de transicdo de i para j em m passos é
P;,(X,, = j). Denotaremos por P a matriz dessas probabilidades, com
P% = I. O préximo teorema mostrara que ela coincide com a poténcia
matricial usual.

Pela Proposicao 2.3 e pela propriedade de Markov,
]P(Xn+m =J | Xn = i) = IPz(‘Xm = ])»

sempre que o condicionamento estiver definido.
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Exemplo 2.9 — O sapo em dois e trés passos.

Voltemos ao sapo do Exemplo 2.1. Se ele comeca em A, para estar novamente
em A depois de dois saltos ha exatamente duas possibilidades:

A—>B—-> A ou A—-C— A

As probabilidades desses caminhos sdo, respectivamente,
1 11 1
—— == e —= =
22 4 23 6
Portanto,
PYAA) =2+ =2
4 6 12
Para o sapo partir de A e chegar a B depois de trés saltos, ha trés caminhos
possiveis:

A—>B—>A— B, A—>B—>C— B, A—->C—>A—B.

Desta vez os caminhos nédo tém todos a mesma probabilidade:

111 1 111 _ 1 111 _ 1
222 8 223  12° 232 12
Logo,
P3(A,B):l+i+i:l.
8 12 12 24

A equacdo de Chapman-Kolmogorov reune essas contribui¢oes: fixado
um instante intermediario, os caminhos sdo separados segundo o estado
ocupado nesse instante.

Teorema 2.4 — Equacao de Chapman-Kolmogorov

Param,n > 0,

PG, ) = Y P, k)P"(k, j). (2.2)
kes
Em notagio matricial, P™*" = P™P". Em particular, as probabilidades

em m passos sdo as entradas da poténcia usual P™.
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Demonstragdo. Condicionamos pelo estado ocupado apos os primeiros m
passos. Os eventos {X,,, = k}, para k € S, sdo disjuntos e cobrem todas as
possibilidades, de modo que

JPi(Xm+n = J) = Z ]Pi(Xm =k, Xman = ])
keSs

= Y P = P = J | Xy = K.
keS:
P(X,,=k)>0

O primeiro fator é, por definicdo, P"(i, k). Para o segundo, o Corolario 2.2
permite esquecer os estados anteriores a m depois que conhecemos X,,, = k;
pela homogeneidade, podemos ainda deslocar a origem do tempo. Portanto,

]Pi(Xm+n =]J | Xm = k) = ]Pk(Xn = ]) = Pn(k’j)-
Substituindo esses dois fatores obtemos

PG j) = ) P k)P (K, j).
k

Se P;(X,, = k) = 0, o termo correspondente ja é zero, por isso esses estados

podem ser incluidos sem restri¢do na soma final. |
tempo 0 tempo m tempom+n
.
P™(i, k) Pk, j)
@ () (1)

P™(, ) = ) PG, k)P"(k, j)
kes

Figura 2.9: Para chegar de i a j em m + n passos, somamos sobre o estado ocupado
no instante m. Os eventos correspondentes aos diferentes valores de
X, sdo disjuntos. As setas representam percursos de m e n passos,
respectivamente.
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Exemplo 2.10 — Ehrenfest: duas trocas de urna.

Voltemos a urna de Ehrenfest do Exemplo 2.3, agora com N = 4 bolas.
Suponha que todas estejam inicialmente na urna da direita, isto é, X = 0.
No primeiro passo uma bola vai obrigatoriamente para a esquerda, e X; = 1.
No segundo, a bola escolhida pode ser a tnica que esta a esquerda, com
probabilidade 1/4, ou uma das outras trés, com probabilidade 3/4. Logo,

1 3
P2(0,0) = =, P2(0,2) = =,
(0,0) 1 0,2) 1

Nenhum outro estado é possivel no segundo passo. A mesma urna sera
retomada no estudo do equilibrio e da periodicidade.

Exemplo 2.11 — Dois passos no canal binario.

Para o canal do Exemplo 2.7,
1—a a
P= ( b 1- b)’

P2 (1-a)?+ab a(2—a-b)
_(b(Z—a—b) (1—b)2+ab)'

Por exemplo, para comecar em 0 e terminar em 1 depois de duas transmissoes,
ha dois caminhos: 0 - 0 - 1 e 0 — 1 — 1. Suas probabilidades somam

e portanto

(1-aa+a(l1-b)=a(2—a-D>),

que é a entrada (0,1) de P2

Exemplo 2.12 — Mobilidade social: o caminho e o destino.

Retomemos a matriz da mobilidade social do Exemplo 2.5. Uma familia
comeca na classe intermediaria. A probabilidade de ela subir para a classe
superior na geracao seguinte e descer a inferior na outra é a probabilidade
do caminho especifico2 — 3 — 1:

Py(X; =3,X, =1) = p(2,3)p(3,1) = 0,2- 0,2 = 0,04.
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Para calcular a probabilidade de estar na classe inferior depois de duas
geragdes, somamos sobre todos os caminhos:

P%(2,1) = p(2, Dp(1,1) + p(2,2)p(2,1) + p(2,3)p(3,1)
=03-0,7+0,5-0,34+0,2-0,2

- [0.40]

A distribuicdo completa depois de duas geragoes é
P%(2,-) = (0,40, 0,39, 0,21).

A probabilidade do destino retine as contribui¢des de todos os itinerarios
que chegam a ele.

Exemplo 2.13 — A loja: estoque depois de dois dias.

Uma loja acompanha seu estoque no fim do dia, entre 0 e 3 unidades. Se
terminou o dia com 0 ou 1, repoe o estoque até 3 antes de vender novamente;
se terminou com 2 ou 3, ndo encomenda nada. A demanda diaria, indepen-
dente de um dia para outro, é 0, 1 ou 2 unidades, com probabilidades 1/4,
1/2 e 1/4, respectivamente.

Comecando com X, = 2, qual é a chance de o estoque ser exatamente
zero no fim do segundo dia? Para terminar com zero, a loja precisa comecar
esse segundo dia com 2 unidades e vender as duas. Se a primeira demanda
foi 1 ou 2, havera reposicdo a 3 e néo sera possivel terminar em zero, pois a
demanda méxima é 2. Assim, ha somente o caminho 2 — 2 — 0, que exige
demanda zero no primeiro dia e demanda dois no segundo:

P%(2,0) =

NN
NN
[e—y
(@)

Mais adiante, no Exemplo 3.5, estudaremos a mesma politica para calcular o
estoque e o lucro médios no longo prazo.
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Exemplo 2.14 — Duas salas e uma saida: calculando P".

Uma pessoa circula por duas salas, representadas pelos estados 1 e 2. A
cada passo, ela permanece na mesma sala com probabilidade 1/2, passa
para a outra com probabilidade 1/4 ou sai do edificio com probabilidade
1/4. A saida é definitiva e corresponde ao estado absorvente 3. A matriz de
transicao é

111
p_|t 11
4 2 4
0 0 1
sala 1
120 1
1/4 )
1/4) 1174
1/2/—> 1/4 saida
sala 2

Figura 2.10: As duas salas permitem permanéncias e mudancas de sala; de
qualquer uma delas é possivel chegar a saida, que é absorvente.

Por Chapman-Kolmogorov, para estar na sala 2 ap6s dois passos, come-
cando na sala 1, a pessoa pode permanecer primeiro na sala 1 ou passar
imediatamente a sala 2. Assim,

+

P%(1,2) = % i.

N | —
NN
=

A diagonalizagdo permite calcular P" para um numero qualquer de passos.
Os vetores

1 1 1
Vi1 = 1 , Vo = -1 s V3 = 1
0 0 1

sdo autovetores de P, com autovalores 3/4, 1/4 e 1, respectivamente.
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Tomando-os como colunas, obtemos

95)
I
|
—_
—_
-
4
—_
Il
O NN~
| DN | =
DN | =
|
< —_

Portanto, P = S diag(3/4,1/4,1) s7le

a,+b, a,—b,

> 5 1—a,
P" =S diag((3/4)",(1/4)",1)S7! = an;”n an;bn 1-a,|
0 0 1

onde a, = (3/4)" e b, = (1/4)".
Em cada passo anterior a saida, a chance de continuar no edificio é 3/4.

Logo,
3 n
P, =3)=1-(3) -
esta é a probabilidade de ja ter saido até o instante n. Além disso,

1 n
PY(1,1) — P"(1,2) = (Z) .
A diferenca entre as probabilidades de ocupar as duas salas diminui rapi-
damente: a cadeia perde a preferéncia pela sala em que comegou. Como
an, b, — 0, a probabilidade de estar no estado 3 tende a 1. Voltaremos a esta
cadeia para contar quantas vezes a pessoa visita uma das salas antes de sair.

Se a distribuicao inicial é o vetor-linha i, entdo a distribuicdo de X, é
UoP™. Essa identidade sera o ponto de partida para o estudo do comporta-
mento de longo prazo.

2.2.1 Estimacao de transicoes e retencao de usuarios

Em aplicacdes, a matriz de transicdo costuma ser estimada a partir de
observacgoes. Suponha que registremos, ao fim de cada semana, o nimero
de dias em que cada usuario acessou um servico. Fixamos antes da analise
os estados A = ativo (quatro ou mais dias), P = pouco ativo (um a trés dias),
I = inativo (nenhum acesso) e B = abandono (conta encerrada). Aqui o
encerramento é definitivo; inatividade, por si s, permite retorno.
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Exemplo 2.15 — Das observacoes a previsao de abandono.

Considere a seguinte tabela didatica de contagens, obtida a partir de
pares de semanas consecutivas de varios usuarios acompanhados no mesmo
periodo:

N;j| A P I B]total
A |70 20 10 0| 100
P |10 25 10 5 50

I 2 4 8 6| 20

Os estados A, P, I e B representam, respectivamente, usuarios ativos,
pouco ativos, inativos e que abandonaram o servigo. A entrada N;; conta
quantas vezes foi observada uma transicao do estado i para o estado j:

N;; = #{transicdes observadas de i para j}.

Um mesmo usuario pode contribuir com varios pares de semanas conse-
cutivas. A dltima observacao de um usuario néo é ligada a primeira de outro,
e uma semana sem observacdo ndo deve ser registrada como inatividade.

A tabela permite estimar diretamente as probabilidades de transicdo. Se

Ni= ) Nic
k

€ o numero total de transicoes observadas a partir do estado i, tomamos

SN
1] M .
Essa estimativa é a frequéncia das transi¢Oes de i para j entre todas as
transicoes iniciadas em i.
Por exemplo, das 100 transicdes observadas a partir de A, 70 terminaram

novamente em A, 20 em P e 10 em I. Assim,

paa =07, pap = 0.2, par =0,1.
Procedendo da mesma forma nas demais linhas, obtemos

0,7 02 0,1 O

0,2 05 02 0,1

0,1 0,2 04 0,3
0 0 0 1

)
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As trés primeiras linhas foram estimadas a partir das observacdes. A
ultima é uma hipétese do modelo: depois do abandono néo sao coletadas
novas transicoes, e consideramos B um estado absorvente.

Suponha agora que um usuario esteja ativo no instante inicial. Sua distri-
buicio inicial é (1,0, 0, 0) e, portanto,

(1,0,0,0)P% = (0,54, 0,26, 0,15, 0,05),
(1,0,0,0)P3 = (0,445, 0,268, 0,166, 0,121).

A tltima coordenada da primeira expressdo pode também ser obtida
diretamente. Para que um usuario inicialmente ativo tenha abandonado o
servico em até dois passos, ele deve seguir um dos caminhos

A—>P—>B ou A— 11— B.

Logo,
0,2-0,1+0,1-0,3 =0,05.

Como B é absorvente, a tltima coordenada de (1, 0,0, O)ﬁ3 representa a
probabilidade estimada de abandono até o terceiro passo:

0,121.

O abandono de usuarios ou clientes é frequentemente chamado de churn.
A fracdo ou probabilidade de abandono em um periodo é a taxa de churn,
usada em servigos por assinatura e plataformas digitais para acompanhar a
permanéncia dos usuarios. O modelo relaciona a atividade observada nas
semanas anteriores a probabilidade de abandono nas semanas seguintes.

Ha mais de uma maneira de definir retencdo. Se consideramos retido
todo usuario que ainda nao atingiu B, entdo a retencdo até o terceiro passo é

1-0,121 = 0,879.

Se quisermos medir apenas a probabilidade de o usuario estar ativo ou pouco
ativo exatamente no terceiro passo, obtemos

0,445 + 0,268 = 0,713.

As duas quantidades respondem a perguntas diferentes: a primeira mede a
permanéncia no servico, enquanto a segunda mede a presenca de alguma
atividade no periodo considerado.
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Se uma linha nao contém transicdes observadas, sua distribuicdo néo é
identificada pelos dados: ndo podemos dividir por zero nem concluir que o
estado seja absorvente. Uma suavizacao simples, para d; destinos admissiveis,
substitui as proporg¢des por

Nij +1

= — >0,
B N; +dpn 1

nesses destinos, conservando os zeros estruturais. Ela evita previsdes nulas
baseadas em poucas observagdes, mas acrescenta uma escolha ao modelo;
ja nao é o estimador de maxima verossimilhanca sem restri¢des adicionais.
A hipotese de Markov pode ser examinada comparando a atividade na
semana seguinte entre usuarios com o mesmo estado atual, mas estados
anteriores distintos. Diferencas persistentes sugerem que o estado resume
mal o historico. Para examinar a homogeneidade, podem-se estimar matrizes
em periodos separados e comparar suas previsdes em semanas posteriores,
inclusive a fracdo de contas encerradas. Uma campanha, uma mudanga
no produto ou diferencas entre coortes podem alterar as probabilidades de
transicdo. Nesses casos, uma Unica matriz fixa deixa de representar bem a
evolugao dos usuarios. Mesmo quando o ajuste é razoavel, as probabilidades
obtidas sdo previsdoes do modelo: ndo expressam a incerteza da estimacéo
nem demonstram o efeito causal de uma intervencéo voltada a retencéo.
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2.3 Classificacao dos estados

Para compreender as trajetorias, surgem duas perguntas diferentes:
quando a cadeia visita y pela primeira vez e quando volta a y depois do
instante inicial. Se comecamos em y, a entrada ja ocorreu, mas o retorno
ainda esta por acontecer.

Definicdo 2.4 — Tempos de entrada e de retorno

Para um estado y, definimos o tempo de entrada por

H

y=min{n >0 : X; = y}.

Esse tempo admite o instante inicial. Na literatura, H, também aparece
como tempo de atingimento (hitting time) e, em algumas convengdes,
como tempo de primeira passagem. Usaremos “tempo de entrada” para
salientar nossa convengao. O tempo de primeiro retorno é

Ty =min{n > 1 : X, = y}.

Adotamos min @ = oo e escrevemos

Pxy = ]Px(T;_ < 00).

Quando a cadeia comeca em y, T; € o primeiro retorno: o instante inicial

~ + _ . ’

ndo conta. Quando ela comega em x # y, temos T}, = H,. Assim, py, ¢

a probabilidade de atingir y em tempo positivo e p,, € a probabilidade de
retornar a y.

Definicao 2.5 — Tempo de parada

Uma variavel aleatoria T com valores em INy U{co} é um tempo de parada
para a informacédo gerada pela cadeia se, para cada n, é possivel decidir
se T < n observando somente Xj, ..., X,,. Equivalentemente, como T
assume valores inteiros, podemos exigir que seja possivel decidir se
T = n usando apenas a informacao disponivel até o instante n.
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Retornos, entradas e saidas fornecem exemplos basicos de tempos de
parada.
Exemplo 2.16 — Tempo de primeiro retorno.
Paran > 1,
{T;r =n}={X1#y,.... X1 = ¥, X;, = ¥}

Assim, no instante n ja sabemos se o primeiro retorno ocorreu exatamente
ali, e Ty é um tempo de parada.

Exemplo 2.17 — Entrada em um conjunto.
Se A C S, defina
Hy =min{n >0 : X, € A}.

Para decidir se Hy = n, basta observar se X, ..., X,,_; estdo fora de A e
X, € A. Logo H4 é um tempo de parada.

Exemplo 2.18 — Saida de um conjunto.

Se A C S, o primeiro instante de saida,
74 =min{n >0 : X, & A},

também é um tempo de parada: no instante n podemos verificar se a cadeia
permaneceu em A até n — 1 e saiu de A em n.

Exemplo 2.19 — Ultima visita a um estado.

Como a cadeia pode visitar y infinitas vezes, o ultimo tempo de visita pode
nao existir. Podemos formalizar essa ideia por

L=sup{n>0: X, =y},

permitindo L = oo e adotando uma convencao quando y nunca ¢ visitado.
Em geral, L ndo é um tempo de parada: para decidir no instante n que L = n,
seria necessario saber que a cadeia nunca mais visitara y, isto é, consultar o
tuturo.
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A regra de parada depende apenas da informacao ja observada.

A propriedade forte de Markov diz que a cadeia pode ser reiniciada em
um tempo de parada: dali em diante, importa o estado em que ela parou, e
nao o caminho usado para chegar até ele.

Teorema 2.5 — Propriedade forte de Markov

Se T é um tempo de parada, entdo, no evento {T < oo} e condicio-
nalmente ao estado X7 = y, a trajetéria futura (X741 )r>o tem a lei
da cadeia iniciada em y e é independente do caminho observado até
T. Mais precisamente, se A é um evento determinado pelo caminho
observado até T, entdo, parar > 1,

PXri1 =21, Xrr =2 | A, Xr =9, T < )
r—1

=Py(X; = 21,... % = 2) = p(v. 20) | | 0z 2141):
k=1

sempre que o condicionamento estiver definido.
Em particular, param > 0,

]P(XT+m:]|XT:l,T<00):]Pl(Xm:]),

sempre que o condicionamento estiver definido.

A hipotese de parada é essencial: uma escolha baseada em acontecimen-
tos futuros poderia favorecer certas trajetorias e alterar a lei do processo
reiniciado.

Demonstragao. Fixer > 1, estados zy, ..., z, e um evento A determinado pelo
caminho observado até T, no sentido de que, para cadan, o evento AN{T = n}
é determinado por X, ..., Xj,. O argumento tem trés passos.

1. Fixar o valor da parada. No evento {T = n}, a regra que determina a
parada ja pode ser decidida com a informacao disponivel até o instante n.
Assim,

An{T =n, X, =y}
¢ um evento determinado por X, ..., X,,. O instante aleatorio foi, portanto,
reduzido a um instante deterministico.
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2. Aplicar a propriedade de Markov em n. Como no Corolario 2.2, podemos
somar sobre as histérias completas compativeis com A N{T = n, X,, = y}.
Em cada uma, a probabilidade do bloco futuro depende apenas do estado
X, = y. Logo,

IP(A,T = n,XT = }/:XT+1 = Zl"“’XT—‘rr = zr)
r—1

=P(A,T =n,Xr = y) p(.20) | | p(z. 2j0).
j=1

O segundo fator é exatamente a probabilidade de a cadeia iniciada em y
seguir o caminho y, zy, ..., z,; em particular, ele ndo depende de A nem de n.

3. Somar sobre os valores possiveis de T. Somando a identidade anterior
em n e usando que os eventos {T = n} sdo disjuntos, obtemos

]P(A’T < OO,XT = y,XT+1 = Zl"'-’XT+r = Zr)
r—1

=P(AT < oo, Xp =y) p(y,21) H P(zj,zj11)-
=1

Quando a probabilidade condicionante é positiva, a divisdo mostra que a lei
do futuro, dado X1 = y, ndo depende do caminho observado até T. Como
as probabilidades de blocos finitos determinam a lei da trajetéria futura,
obtemos a propriedade forte de Markov. |

Exemplo 2.20 — Recomecando em um tempo de entrada.

Considere a ruina do jogador nos estados {0, 1, 2,3}, com 0 e 3 absorventes
e, nos estados interiores,

pGi+1)=06  pGi—1)=04.

Parta de 1 e seja T = Hy. O evento {T < H,} diz que a cadeia alcangou
2 antes da ruina. Como T é um tempo de parada e X; = 2 nesse evento,
a propriedade forte de Markov permite esquecer como e quando a cadeia
chegou a 2. Em particular,

Pi(Xr41 =3 1T < Hy) =Py(X; =3) = 0,6.
Do mesmo modo,

Pi(Xri1=1, Xr42 =2 T < Hy) = 0,4-0,6 = 0,24.
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Oinstante T é aleatdrio, mas a cadeia passa a evoluir como uma copia iniciada
em 2. Esse reinicio permite decompor trajetérias em trechos delimitados
por entradas e retornos.

Definicao 2.6 — Tempos de retorno sucessivos

Definimos o instante do primeiro retorno por
(1) _ o+
Iy’ =Ty,
e, recursivamente, o instante do k-ésimo retorno a y por
T)(,k) = min{n > T}(,k_l) : X, =y}, k> 2. (2.3)

5 k e C .
Assim, T§ ) < oo significa que a cadeia visita y pelo menos k vezes em
tempos positivos.

Pela propriedade forte de Markov, ap6s cada retorno a cadeia recomeca
em y sob a lei P,,. Portanto,

k
le(T)(, ) < 0) = p’;y. (2.4)
Se pyy = 1, cada retorno T}Ek) é finito com probabilidade um; como isso

vale para todo k, a cadeia retorna a y infinitas vezes quase certamente. Se
pyy < 1, a probabilidade de ocorrerem pelo menos k retornos é p’}iy, que
tende a zero. Nesse caso, o numero de retornos é finito quase certamente.
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A Partida forade y: H; =Ty =2

2
1 y=1
0 n
0 1 2 3 4 5 6 7
um passo

B Partidaemy: H =0,T =3

2
1 y=1
0 n
0 1 2 3 4 5 6 7
3 2 2

Figura 2.11: A entrada inclui o instante inicial; o retorno exige tempo positivo.
Fora de y, temos Hy = TyJr . No painel B, a entrada ocorre em zero e
o primeiro retorno em trés. Os circulos destacam as visitas a y = 1;
no painel A, a permanéncia do instante 4 para o 5 conta como novo
retorno. As chaves medem intervalos em passos, e as linhas apenas
guiam a leitura dos tempos discretos.

Definicao 2.7 — Estados recorrentes e transientes

Um estado y € recorrente se py,, = 1; nesse caso, a cadeia iniciada em y
retorna a y infinitas vezes com probabilidade 1. O estado é transiente se
pyy < 1; nesse caso, o numero de visitas a y € finito com probabilidade
1.

Exemplo 2.21 — Um triangulo recorrente.

Considere a cadeia em {1, 2, 3} que, a cada passo, salta para cada um dos
outros dois vértices com probabilidade 1/2:

0 1/2 1/2
P=(1/2 0o 1/2
1/2 1/2 0
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A\

1/2 C

Figura 2.12: Grafo de transi¢des do triangulo recorrente. De cada vértice, a
cadeia salta para cada um dos outros dois com probabilidade

1/2.

Partindo de 1, depois do primeiro passo a cadeia esta em 2 ou 3. Enquanto
nao retorna a 1, em cada passo ha probabilidade 1/2 de continuar no outro
vértice sem visitar 1. Portanto, paran > 1,

"

1 n—1
P(T{ >n) = (5) — 0.

Logo ]Pl(TlJr < o) = 1, e o estado 1 é recorrente. Por simetria, os trés estados
sao recorrentes.

Assim, recorréncia nao significa “permanecer perto” de y: ela afirma
apenas que, partindo de y, a cadeia retorna a y com probabilidade um. A
definicéo, por si so, ndo impde que esse retorno seja rapido. Transiéncia sig-
nifica que, partindo de y, ha probabilidade positiva de nunca mais retornar.

A diferenca aparece ja na ruina do jogador: os estados absorventes sdo
recorrentes, enquanto os estados internos sdo transientes.

Exemplo 2.22 — Ruina do jogador.

No jogo do Exemplo 2.2 com N = 5, os estados 0 e 5 sdo absorventes e,
portanto, recorrentes. Os estados internos sdo transientes. De fato, a partir
de cada um deles existe um caminho de probabilidade positiva até uma
barreira absorvente sem retornar ao ponto de partida:

1—0, 2—>1—-0, 3—>4—>5, 4 — 5.
Por exemplo,

Py (T, = ) > p(2,1)p(1,0) = 0,36 > 0.
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O mesmo argumento vale para 1, 3 e 4. Assim, cada estado interno tem
probabilidade positiva de nunca retornar.

A estrutura do grafo fornece critérios para identificar estados transientes
e recorrentes.

Duas nogoes do grafo de transi¢cdes serdo usadas repetidamente. A pri-
meira é orientada: pergunta se existe algum caminho possivel de x até y. A
segunda exige caminhos nos dois sentidos.

Definicao 2.8 — Acessibilidade e comunicacao

Dizemos que y € acessivel a partir de x, e escrevemos x — y, se

P, (H, < 0) > 0.

Equivalentemente, x — y se e somente se P™(x,y) > 0 para algum
m > 0: atingir y em tempo finito com probabilidade positiva equivale
a existéncia de um caminho finito de x até y cujas transi¢oes tenham
probabilidade positiva. Usaremos as duas formulacdes indistintamente.
Dizemos que x e y se comunicam, € escrevemos x <> y,se x — yey — X.
Os conjuntos de estados que se comunicam entre si sdo chamados de
classes de comunicacdo da cadeia.

Lema 2.6 — Transitividade da acessibilidade

Sex —>yey— z entdox — z.

Demonstragdo. Existem m,n tais que P™(x,y) > 0 e P*(y,z) > 0. Por
Chapman-Kolmogorov,

P™7M(x,z) > P™(x, y)P"(y,z) > 0.
N

Como H, = 0 sob P,, temos x — x para todo estado x. A comunicacéo é
simétrica por definicdo e, pelo lema, também é transitiva. Portanto, <> é uma
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relagdo de equivaléncia: as classes de comunicagdo formam uma parti¢do
do espaco de estados.

Teorema 2.7 — Um caminho sem retorno

Se pyy > 0 € py, < 1, entdo x € transiente.

Demonstragdo. Se x = y, a hipotese p,, < 1 ja afirma que x é transiente.
Suponha, portanto, x # y. Seja K > 1 o menor comprimento de um caminho
de probabilidade positiva de x até y. Escreva esse caminho como

K-1
X = X0, X155 XK = V) Hp(xisxi—i-l) > 0.
i=0

Pela minimalidade de K, nenhum dos estados xi, ..., xg_; € igual a x: caso
contrario, poderiamos eliminar o trecho entre duas visitas a x e obter um
caminho mais curto até y. Depois de chegar a y, ha probabilidade 1—py, > 0
de nunca atingir x. Logo,

K-1
Px(T; =00) > (H p(xi’xi—i-l)) (1- pyx) >0,
i=0
e x é transiente. ]

Uma consequéncia imediata é a seguinte.

Lema 2.8 — Retorno a partir de estados alcancaveis

Se x é recorrente e Pxy > 0, entao py, = 1.

Demonstragdo. Se py,, < 1, entdo o Teorema 2.7 implicaria que x € transiente,
uma contradicio. ]
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Definicao 2.9 — Conjuntos fechados e irredutibilidade

Um conjunto A C S é fechado se nao é possivel sair dele:
icA jeA — pij)=0.

Um conjunto B C S é irredutivel se quaisquer dois estados de B se comu-
nicam. A cadeia ¢ irredutivel quando o proprio espago S ¢é irredutivel.

Um conjunto fechado é uma regido da qual a cadeia ndo sai. A irreduti-
bilidade significa que cada estado pode ser alcangado a partir de qualquer
outro. Na definicdo de um subconjunto B, os caminhos sao considerados na
cadeia original; quando B também é fechado, esses caminhos permanecem
em B. Em uma cadeia finita, veremos que as classes fechadas sao exatamente
as regides recorrentes da cadeia.

Exemplo 2.23 — Duas classes fechadas em quatro estados.

Considere a cadeia em {0, 1, 2, 3}, com matriz

1 0 0 0
1/4 1/4 1/2 0

P = .
0 0 1/2 1/2
0o 0 1/3 2/3
1 1/4 1/2 2/3
) 0 Vo0
@‘ U @Cé)
1/3
classe fechada transiente

classe fechada

Figura 2.13: O estado 1 pode alcancar duas classes fechadas, {0} e {2, 3}, mas
nenhuma delas permite retornar a 1.

O estado 0 é absorvente; os estados 2 e 3 se comunicam e formam uma classe
fechada. Ja o estado 1 é transiente: depois de chegar a 0, 2 ou 3, a cadeia
nio volta a 1.

Podemos calcular a probabilidade h de alcangar 0 antes de entrar em {2, 3},
partindo de 1. No primeiro passo, a cadeia vai a 0 com probabilidade 1/4,
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fica em 1 com probabilidade 1/4 ou entra em 2 com probabilidade 1/2. Logo,

h= 1 + lh, portanto h= 1 A
4 4 3

A chance de entrar primeiro na classe {2,3} é 2/3. A decomposi¢io em
classes reduziu o calculo a uma equacdo de primeiro passo.

As classes fechadas podem ser reconhecidas diretamente no grafo de
transi¢des, como na cadeia a seguir.

Exemplo 2.24 — Uma cadeia de sete estados.

Considere a matriz de transi¢ao:

1 2 3 4 5 6 7
1/07 0 0 O 03 0 O
2|01 02 03 04 0 0 O
310 0 050302 0 O
4,0 0 0 05 0 05 O
5/(06 0 0 O 04 O O
6,0 0 O O 0 02 08
7(70 0 o0 1 0 O O

Desenhe uma seta de i para j quando p(i,j) > 0 e i = j. Os lacos corres-
pondentes a p(i,i) > 0 foram omitidos: eles ndo alteram quais estados sdo
alcancaveis, embora sejam relevantes para a periodicidade.

A Figura 2.14 destaca as duas classes fechadas.

0 ( R
1 |= /2\ =\4/ > 6
/
|
~— - J

Figura 2.14: Grafo da cadeia de sete estados, com as classes fechadas desta-
cadas. Os lacos nio estdo desenhados.
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O estado 2 alcanca 1, mas 1 néo alcanca 2; pelo Teorema 2.7, o estado 2 é
transiente. Do mesmo modo, 3 alcanga 4, mas 4 nao alcanca 3, e portanto 3
é transiente.

As classes {1,5} e {4, 6, 7} sdo fechadas e irredutiveis. Ha conjuntos fecha-
dos maiores — por exemplo, a unido {1,4,5,6,7}eo0 espaco inteiro —, mas sao
as classes fechadas que determinam os estados recorrentes. A recorréncia
dessas classes sera demonstrada por meio de tentativas repetidas.

Antes de aplicar a estimativa de tentativas repetidas, recordemos a con-
tinuidade das probabilidades e uma regra de somagao nao negativa. Essas
ferramentas também serdo usadas na contagem de visitas e em espagos
enumeraveis.

Uma série de nimeros ndo negativos é o supremo de suas somas parciais;
seu valor pode ser +co. Para uma familia a;; > 0, podemos somar por linhas
ou por colunas:

o0 o0 r
Z Z a;jj = Sup
i—1 >1;

=S
i=1 j=1 .S

|
-
Il
_
~.
Il
_
~.
Il
_
-
Il
—_

Proposicao 2.9 — Continuidade das probabilidades

Se os eventos A,, crescem, isto é,
Al gAz gAg c )
entao -
P (U Am) = lim P(4,,).
m—oo
m=1
Se os eventos A,,, decrescem, isto é,
A1 2 Ay 2 A3 -,
entao -
P (ﬂ Am) = lim P(A,,).
m—00
m=1
Em particular, se T é um tempo de parada, entdo

P(T < c0) = lim P(T < n), P(T = c0) = lim P(T > n).
n—oo n—0o
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Assim, se T < oo quase certamente, entdo P(T > n) — 0.

Demonstragdo. Para verificar a afirmacao sobre eventos crescentes, escreva
D, =A;eD, = A, \ A,_; param > 2. Esses eventos sdo disjuntos, e a
aditividade enumeravel da

[ 00 r
P (U Am> = Y P(Dy) = lim Y P(D,) = lim P(A,).
m=1 m=1 T =1 reee

Aplicando essa identidade aos complementares, obtemos a continuidade
para eventos decrescentes. Para um tempo de parada T, os eventos {T < n}
crescem para {T < oo}, enquanto {T > n} decrescem para {T = oo}. As duas
identidades finais seguem das duas formas de continuidade. |

Lema 2.10 — Tentativas repetidas

Seja D C S um conjunto fechado. Suponha que existamk > 1ea > 0
tais que
P.(Ty <k)>a

para todo x € D. Entéo, para todox € Den > 0,
P, (T >nk) <(1-a)™

Em particular, ]PX(TJjL < o0) = 1 para todo x € D.

Demonstracao. Fixe x € D e, paran > 0, escreva
A, = {T}}L > nk}.

O evento A, significa que a cadeia chegou ao instante nk sem visitar y em
tempo positivo. Como D ¢é fechado e a cadeia comegou em D, no evento A,
temos necessariamente

Xk € D.

Reiniciamos a analise no instante nk. Fixe z € D e suponha que o condici-
onamento abaixo esteja definido. O instante deterministico nk é um tempo
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de parada, e A, é determinado pelo caminho observado até esse instante.
Pela propriedade forte de Markov,

]Px(An—i-l | Ap, Xnk = Z) = Pz(T;— > k).

Sabendo que a cadeia sobreviveu até nk e que esta em z, a probabilidade de

evitar y durante os proéximos k passos é a mesma que para uma nova cadeia

iniciada em z. O caminho percorrido antes de nk ndo entra mais no calculo.
Pela hipoétese do lema,

]PZ(T;r <k)>a para todo z € D.
Tomando complementares,
P(Ty >k)<1-a para todo z € D.

Portanto, qualquer que seja o estado ocupado no instante nk, a probabilidade
de sobreviver ao proximo bloco de k passos é no maximo 1 — a.

Se P,(A,) = 0, entdo também P, (A, ;) = 0 e a desigualdade que quere-
mos ¢é imediata. Suponha, pois, P,(4,) > 0. Condicionando pelos possiveis
valores de X, no evento A,,, obtemos

]Px(An+1 | An) = Z ]Px(An+1 | Ap, Xnk = z) ]Px(Xnk =z| An)

zeD
<A-a) ), P(Xu =z | Ay
zeD
=1—-a.

Assim, como A, ;; C A,
P (Ty > (n+ 1)k) = Py(Apsq)
=Py (Api1 | Ap) P(Ay)
<(1- (){)IPX(T;r > nk).
Iterando essa desigualdade e usando lPx(T)}L > 0) < 1, concluimos que
P (Ty > nk) < (1-a)", n>o.

Por fim, os eventos {T;r > nk} decrescem para {T;r = oo}, Pela continui-
dade das probabilidades (pela Proposicao 2.9),

]Px(T;' =00) = nh_)n(}o ]Px(T;' > nk) < nlingo(l —a)" = 0.

Logo P, (T < o) = 1. n
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Markov forte: a partir de nk, a cadeia recomeca em z

Xnk =z E —
> VlSlta,y.
nos proxi-
A, ={T} > nk} mos k passos
sem visita a y
f } } >
evita y
nos proxi-

mos k passos

Sobreviveu até nk = em qualquer z € D,
a chance de sobreviver ao proximo bloco é no maximo 1 — a.

Figura 2.15: A ideia das tentativas repetidas. No evento A,, a cadeia chega ao
instante nk sem visitar y e ocupa algum estado z € D. Pela pro-
priedade forte de Markov, a analise recomeca em z; a hipotese
garante probabilidade pelo menos « de visitar y nos proximos k
passos e, portanto, probabilidade no méaximo 1—a de sobreviver
ao bloco seguinte.

Dentro de uma classe finita sem saida, ha sempre uma nova oportuni-
dade de voltar a qualquer estado fixado. A finitude permite tornar essa
oportunidade uniforme, independentemente do ponto de partida.

Teorema 2.11 — Classes fechadas finitas

Se C é um conjunto finito, fechado e irredutivel, todos os seus estados
sao recorrentes.

Demonstragao. Fixe y € C. Para cada x € C, escolha um caminho de pro-
babilidade positiva que, partindo de x, visite y em tempo positivo. Quando
x # Y, isso € possivel pela irredutibilidade. Para x = y, precisamos de um
caminho de retorno: se C = {y}, o fato de C ser fechado implica p(y, y) = 1;
se C tem mais de um estado, podemos ir de y a outro estado da classe e
depois voltar a y.

Denote por £, > 1 o comprimento do caminho escolhido e por g, > 0a
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probabilidade de segui-lo. Como C é finito,

k = max €, < oo, a =ming, > 0.
xeC xeC

Consequentemente,
P (Ty <k)>a para todo x € C.
Como C ¢ fechado, o Lema 2.10 se aplica e da
P (Ty <o) =1.

Logo y é recorrente. Como y foi arbitrario, todos os estados de C sdo recor-
rentes. |

No exemplo de sete estados, isso mostra imediatamente que todos os
estados das classes {1, 5} e {4, 6, 7} sdo recorrentes.

Em uma cadeia finita, as classes fechadas sao precisamente as classes
recorrentes. Isso permite decompor o espaco de estados.

Teorema 2.12 — Decomposicao de uma cadeia finita

Se S ¢ finito e ndo vazio, ele se decompde na unido disjunta
S=J UR;U--URy,

onde I é o conjunto dos estados transientes e Ry, ..., Ry sdo as classes
de comunicacao fechadas. Todos os estados de cada R; sdo recorrentes.

Demonstragao. Contraia cada classe de comunicacdo a um tnico vértice e
mantenha uma seta entre duas classes distintas quando existe uma transicéo
de probabilidade positiva da primeira para a segunda. O grafo resultante
é finito e ndo possui circuitos dirigidos: se varias classes formassem um
circuito, seus estados se comunicariam e pertenceriam a mesma classe.

As classes sem seta de saida sdo exatamente as classes fechadas. Como o
grafo é finito e nao possui circuitos dirigidos, seguindo sucessivamente as
setas a partir de qualquer classe chegamos, apés um nimero finito de passos,
a uma classe da qual ndo sai nenhuma seta. Portanto, existe pelo menos
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uma classe fechada. Pelo Teorema 2.11, todos os estados dessas classes sdo
recorrentes.

Considere agora uma classe C que nao é fechada. Seguindo setas no grafo
das classes, chegamos depois de um nimero finito de passos a alguma classe
fechada R. Assim, para x € C e algum y € R, temos x — y. Por outro lado,
y7x: caso contrario, x e y se comunicariam e pertenceriam a mesma classe.
Pelo Teorema 2.7, x é transiente. Como x era arbitrario em C, toda classe
nao fechada é formada por estados transientes.

As classes de comunicagdo particionam S. Reunindo as classes néo fe-
chadas em I e enumerando as classes fechadas como Ry, ..., Ry, obtemos a

decomposic¢ao afirmada. |
Classes nao fechadas Classes fechadas
(transientes) (recorrentes)

& N
transiente transiente recorrente

C3 > R2
transiente recorrente

C4 > C5

transiente transiente recorrente

Sem ciclos dirigidos.

[ ) Exemplo de caminho: G-~ Rl] Toda classe alcanga uma classe fechada.

Figura 2.16: Grafo das classes de comunicagdo apds contrair cada classe a
um vértice. As classes fechadas ndo tém setas de saida.
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2.4 Contagem de visitas e critério de
recorréncia

A probabilidade de retorno informa se a cadeia volta a um estado; agora
queremos contar quantas vezes ela volta. A férmula da cauda liga essa
contagem a esperanca.

Lema 2.13 — Formula da cauda

Se Z assume valores em IN; U {o0}, entdo
EZ=Y P(Z>k) =) P(Z>n),
k=1 n=0

com a possibilidade de ambos os lados serem infinitos.

Demonstragao. Se P(Z = +o0) > 0, a esperanga ¢é infinita e cada termo da
primeira série é pelo menos essa probabilidade. A identidade vale nesse
caso.

Suponha agora P(Z = +0) = 0 e escreva p; = P(Z = j). Pela definicio
de esperanca de uma variavel discreta, EZ = ) >11D)- Para cada M, uma

soma finita d&
M M M 00
Yiri= Y. <Y PZ2k).
J=1 k=1 j=k k=1

Tomando o supremo em M, obtemos uma das desigualdades. Na direcao
oposta, para cada K, particionamos os resultadosem Z = 1,..., K — 1 e
Z > K:

K K-1
Y P(Z>k) = jpj+KP(Z>K)
k=1 J=1
K-1 00 )
=Y iKY p< Y in=E2
j=1 j=K j=1

Tomar o supremo em K fornece a desigualdade restante. A segunda série
do enunciado é a primeira com o indice deslocado, pois Z assume valores
inteiros.
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A versao truncada é a identidade finita

M M
ZAM= Y 1z, EZAM)=) P(Z>k).
k=1 k=1

Cada nivel alcancado por Z contribui uma unidade para a esperanca trun-
cada. |

Retomemos agora os tempos de retorno sucessivos definidos em (2.3).
Pela propriedade forte de Markov, para x,y € Se k > 1,

k _
P, (T)S ) < 00> = pxypic,yl. (2.5)

Seja N(y) o numero de visitas a y nos instantes n > 1. A identidade acima
permite calcular E, N(y).

Lema 2.14 — Numero esperado de visitas

Vale
0, Pxy = 0,
Pxy
ExN(y) = s Pxy >0, pyy <1,
1=pyy
+o00, Pxy >0, pyy =1

Se y nao pode ser alcangado, nao ha visitas a contar, ainda que y seja
recorrente quando a cadeia comeca nele. Separar os casos evita o quociente
indeterminado 0/0.

Demonstragdo. Aplicaremos a formula da cauda do Lema 2.13 a contagem
N(y), que pode ser infinita. Para cada k > 1,

IN() > k} = {1 < oo},

Usando (2.5), obtemos

ENG) = Y PTyY < co),
k=1
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Se pyy = 0, cada parcela € zero. Se py,, > 0 e pyy, < 1, entdo
ExN(y) = Z nyp§371
k=1

_ J
- pxy Z Pyy
j=0
Pxy

1= pyy’

pela soma da série geométrica. Se py,, > 0 € pyy, = 1, todas as parcelas valem
Pxy > 0 e, portanto, a soma ¢ infinita. ]

Exemplo 2.25 — Duas salas e uma saida: contando visitas.

Retomemos a cadeia do Exemplo 2.14. Quantas vezes, em média, a pessoa
visita a sala 2 quando comeca na sala 1? Primeiro, precisamos da probabili-
dade p; de alcancar a sala 2. Condicionando pelo primeiro passo, ela pode
ir diretamente a sala 2 ou permanecer na sala 1 e tentar novamente:

1 1 1
= —+ —pP19, ortanto = -,
P12 4 2Plz p P12 5

Para retornar a sala 2 comegando nela, a pessoa pode permanecer nessa sala
no primeiro passo ou ir a sala 1 e depois alcancar a sala 2. Assim,

_1,1 5
P22 5 4,012 3

Aplicando o lema,

1/2
EN(2) = 2 / .

1-py 1-5/8

Embora a probabilidade de chegar a sala 2 seja somente 1/2, a esperanca é
maior que 1: quem chega pode visitar a sala varias vezes antes de sair. De
fato, entre as trajetorias que chegam a sala 2, o nimero esperado de visitas

¢(4/3)/(1/2) = 8/3.
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Lema 2.15 — Visitas e probabilidades de transicao

O namero esperado de visitas também satisfaz

[o0]

EN®) =) P'(x.y).

n=1

Demonstragao. Conte primeiro as visitas até o instante m:

m m
No) = D Y=y EcNu) = ), P(x, ),

n=1 n=1
pela linearidade da esperanca de uma soma finita. Para cada k > 1, os
eventos {N,,(y) > k} crescem para {N(y) > k}. Pela continuidade das
probabilidades, P, (N(y) > k) = sup,, P,(N,;,(y) > k). Essas probabilidades
sd0 nao negativas e crescem com m; por isso, os supremos que definem as
somas podem ser tomados em qualquer ordem:

ExN(y) = ) sup Py(Nyy(y) > k)

k>1 ™
=sup . P(Npu(y) > k) = sup ExN,,(3)
n=1

Usamos apenas a formula da cauda e o principio de que uma soma de termos
nao negativos é o supremo de suas somas finitas. O argumento também vale
quando a esperanca ¢ infinita. |

Exemplo 2.26 — Duas salas e uma saida: somando as probabilidades.

Podemos conferir o resultado do Exemplo 2.25 de outra maneira. A diago-
nalizacdo feita no Exemplo 2.14 nos deu, paran > 1,

rao-2[E ()
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Pelo lema anterior e pela soma das séries geométricas,

EN(2) = i P(1,2)
n=1

Il

N | =
S
w

|
W | =
N———

Il
ISP

Obtivemos o mesmo numero de duas formas: antes contamos as visitas
pela chegada inicial e pelos retornos sucessivos; agora somamos, instante a
instante, as probabilidades de ocupar a sala 2.

Teorema 2.16 — Critério de recorréncia

Um estado y é recorrente se, e somente se,

> P(y.y) = .
n=1

Demonstracao. Pelos Lemas 2.14 e 2.15, a série é EyN(y), que ¢é infinita
exatamente quando py,, = 1. |

Lema 2.17 — Recorréncia em uma classe

Se x é recorrente e x — y, entdo y é recorrente.

Demonstragao. Se x = y, nada ha a provar. Caso contrario, o Lema 2.8
garante y — x. Escolha j,£ > 1 tais que P/(y,x) > 0 e P'(x,y) > 0. Por
Chapman-Kolmogorov,

Pty ) > PI(y,x)P"(x,x)P'(x,y)  (n>0).

Somando em n,

i PI(y, y) > PI(y, x)( ) P"(x, x)) Pi(x, y).
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Como x é recorrente, o critério anterior mostra que ), -, P*(x,x) = oo;
acrescentar o termo P%(x, x) = 1 nio altera a divergéncia. Logo a série no
lado direito é infinita. Portanto a série de retornos a y também diverge, e o
mesmo critério implica que y é recorrente. ]

A recorréncia informa se voltamos a um estado; a periodicidade descreve
em quais instantes esses retornos sao possiveis.

2.5 Periodicidade dos estados

Definicao 2.10 — Periodo e aperiodicidade

Para um estado x, considere o conjunto dos possiveis tempos de retorno
L ={n>1:P"x,x)> 0}

Quando I, é nao vazio, o periodo de x é o maximo divisor comum de
seus elementos. Se I, = @, nao ha retorno possivel e nio atribuimos
periodo ao estado. O estado é aperiodico quando seu periodo é 1.

O periodo ndo mede quanto tempo a cadeia costuma levar para voltar.
Ele detecta um ritmo obrigatorio: periodo d > 1 significa que todo
retorno s6 pode ocorrer em tempos multiplos de d.

Exemplo 2.27 — Periodicidade na cadeia de Ehrenfest.

Na cadeia de Ehrenfest, uma bola muda de urna a cada passo. Portanto, o
numero de bolas na urna esquerda troca de paridade em todos os instantes:
de um estado par a cadeia vai para um estado impar, e vice-versa.
Consequentemente, um retorno ao estado inicial s6 pode ocorrer apds um
numero par de passos. Por outro lado, de qualquer estado ha probabilidade
positiva de mover uma bola e devolvé-la no passo seguinte. Assim,

P%(x,x) >0 e PPmHl(x, x) =0,

para todo estado x. Como 2 é um tempo possivel de retorno e todos os
tempos de retorno sao pares, o periodo é 2.
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Exemplo 2.28 — Triangulo e quadrado.

Considere a cadeia da Figura 2.17. A partir de 0, escolhemos com probabili-
dade 1/2 um circuito de comprimento 3 ou um circuito de comprimento 4;
depois de escolhido o circuito, o percurso de volta a 0 é deterministico.

-2 -1 0 1 2 3
-2 0 0 1 0 0
-1 1 0 0 0 0 0
o o0 1/2 0 1/2 0 0
1 0 o 0 1 0
2 0 0 0 1
3 0 1 0 0

1/2

e 1/2 @
@/ g—@

Figura 2.17: Dois circuitos de comprimentos trés e quatro. A cadeia pode
voltar a zero em tempos de maximo divisor comum um.
Temos P3(0,0) > 0 e P*(0,0) > 0. Como o maximo divisor comum de 3
e 4 é 1,0 estado 0 é aperiodico, mesmo que p(0,0) = 0. O exemplo mostra
que a existéncia de uma permanéncia é suficiente, mas ndo necessaria, para
aperiodicidade.

Y
—_

Lema 2.18 — Periodos em uma classe

Estados que se comunicam e admitem retorno em tempo positivo tém
0 mesmo periodo.
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Demonstragao. Escolha k, m tais que Pk(x, y) > 0e P™(y,x) > 0. Entdo

PF™(x, x) > PR(x, y)P™(y, x) > 0.

Logo, o periodo de x divide k + m. Para qualquer £ € [,

Prtm(x %) > PR(x, y)PY(y, y)P™(y, x) > 0,

de modo que k + ¢+ m € I,.. Subtraindo k + m, concluimos que o periodo
de x divide todo ¢ € I,;; portanto, ele divide o periodo de y. Trocando x e y,
obtemos a divisibilidade oposta. Os dois periodos sdo iguais. |

Lema 2.19 — Permanéncia e aperiodicidade

Se p(x,x) > 0, entao x tem periodo 1.

Demonstragao. Nesse caso, 1 € I, e 0 maximo divisor comum de um con-
junto que contém 1 s6 pode ser 1. |

No canal de comunica¢do do Exemplo 2.7, se 0 < a,b < 1, ambos os
estados possuem permanéncia positiva; portanto, a cadeia é aperiddica. Em
uma cadeia irredutivel, basta encontrar um unico estado aperidédico, pois o
Lema 2.18 transfere o periodo para toda a classe.

Voltaremos a periodicidade no proximo capitulo, ao investigar o compor-
tamento das poténcias P".

A classificacdo descreve a possibilidade de retorno. Em problemas de
saida, interessa identificar por qual parte da fronteira a cadeia deixa uma
regiao.

2.6 Distribuicoes de saida

Se A C S, definimos o tempo de entrada em A por
Hjp =min{n >0 : X, € A}.

Se A e B sao disjuntos, escrevemos C = S \ (A U B). Partindo de x € C,
a cadeia pode visitar varios estados de C antes de entrar em A ou em B.
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Queremos saber qual conjunto ela atinge primeiro, e ndo onde estara em um
instante fixo.

C=S\(AUB)

H, < H Hg < Hy

Figura 2.18: Partindo de x € C, a cadeia pode circular entre os estados
interiores antes de sair por A ou por B. As setas coloridas
indicam as duas possibilidades de primeira saida; ndo supomos
que A e B sejam absorventes.

A probabilidade de atingir A primeiro é h(x) = P,(H4 < Hp). Ela vale 1
em A e 0 em B; dentro de C, o valor é determinado pela analise do primeiro
passo. O proximo teorema torna essas condigdes precisas.

Teorema 2.20 — Problema de Dirichlet para cadeias de Markov

Sejam A, B C S disjuntos e suponha que C = S \ (A U B) seja finito.
Admita que H4 A Hg < oo quase certamente a partir de todo estado de
C. Entédo

h(x) = P,(Hs < Hp)

¢ a unica funcao que satisfaz
h(x) =1, x€EA,

h(x) =0, x € B,
h(x) =Y p(x, yh(y). x€C.
y
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Demonstragao. As condicdes na fronteira sdo imediatas: se a cadeia comeca
em A, ja atingiu A antes de B; se comega em B, ocorre o contrario. Parax € C,
condicionando pelo primeiro passo e usando a propriedade de Markov,

P.(Hy < Hp) = ), p(x, y)P,(Hy < Hp).
Y

Logo, h satisfaz as equacdes do enunciado.
Para a unicidade, seja u outra solucdo e ponha T = Hs A Hg. Mostraremos
primeiro que, para todon > 0,

u(x) = Ex [u(XT/\n)] .

Para n = 0, isso é simplesmente u(x) = u(X;). Para passar denan + 1,
distinguimos dois casos. Se T < n, a cadeia ja chegou a fronteira e o valor
observado em T A (n + 1) é o mesmo observado em T A n. Se T > n, entio
X, € C e podemos usar a equacido harmonica u(X,) = Zy (X, VIu(y).
Essa passagem pode ser justificada sem introduzir esperanga condicional em
relacdo a toda a trajetoria. Para z € C e qualquer y, o evento {T > n, X, = z}
depende apenas dos estados até o instante n, de modo que a propriedade de
Markov fornece

P(T>nX, =2 X1 =y) =P (T >n,X, =2) p(z,y).
Somando sobre z e y, e separando o evento {T < n}, obtemos

E, [u(XT/\(n-i-l))] = Ex[l{TSn}u(XT)]
+ Ey 1{T>n} Z (X, Y)u(y)
y

=E, [“(XT/\n)]-
A identidade segue, portanto, por inducéo.
Comou = 1lem A, u = 0 em Be C éfinito, existe M < oo tal que |u(z)| < M
em todos os estados. Em {T < n} temos u(Xtp,) = u(X7); em {T > n}, a
diferenca entre esses valores é no maximo 2M. Portanto,

|Ex[u(XT/\n)] - Ex[u(XT)]l <2M Px(T > n) — 0.

A ultima passagem usa T < oo quase certamente e a continuidade das pro-
babilidades para eventos decrescentes. Como X7 pertence a A U B,

u(x) = Ex[u(XT)] = P.(Xr € A) = P,(Hy < Hp) = h(x).

Assim, a soluc¢do é unica. ]
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O adjetivo harmonica descreve a terceira equacdo: em cada estado interior,
o valor de h é a média dos valores depois de um passo. Se R é a submatriz
de P com linhas e colunas em C e

v(x) = ), plx,a),

aceA

a contribuicdo da fronteira é exatamente v(x), poish=1em Aeh =0em
B. Assim, as equacdes interiores podem ser escritas como

(I - R)hc = V.

Exemplo 2.29 — Quatro estados e duas barreiras absorventes.

Um jogador comeca com 2 unidades. Em cada rodada, ganha ou perde uma
unidade com probabilidades iguais e para ao atingir 0 (ruina) ou 3 (meta). A
matriz da cadeia, na ordem (0, 1, 2, 3), é

1 0 0 0
1/2 0 1/2 0
0o 1/2 o0 1/2|
o 0 0 1

ruina meta

P =

Figura 2.19: O passeio termina ao chegar a 0 ou 3. Em cada estado interior,
as duas dire¢des tém probabilidade 1/2.

Escreva u; = P;(H; < Hy), a probabilidade de alcancar a meta partindo de
i unidades. As condi¢des na fronteira sdo u; = 0 e u3 = 1. Condicionando
pelo primeiro passo nos estados interiores,

u—lu u—lu—kl
1= Sk 2= 5hT5

Substituindo a primeira equacdo na segunda,

1
u2:Zu2+— > Uy = — |, U =

W




2 Cadeias de Markov finitas 70

Portanto, a probabilidade de alcancar a meta antes da ruina é precisamente
2/3, e ndo 1. Voltaremos a essa cadeia para calcular a dura¢do média do

jogo.

Exemplo 2.30 — O rato, o gato e o queijo.

Um rato percorre cinco salas ligadas pelas passagens indicadas na figura.

A cada passo ele escolhe uniformemente uma das salas vizinhas. Na sala
3 esta um gato; na sala 5, um pedaco de queijo. O passeio termina assim
que o rato entra em uma dessas duas salas. Se ele comeca na sala 1, qual é a
probabilidade de encontrar o queijo antes do gato?

gato

rato H H

queijo

Figura 2.20: O rato comeca na sala 1. As arestas sdo passagens possiveis; as
salas 3 (gato) e 5 (queijo) encerram o passeio. A sala 4 tem trés
vizinhas, enquanto 1 e 2 tém duas.

Escreva u(i) = P;(Hs < Hj). As condicdes de fronteira sdo u(3) = 0 e
u(5) = 1. Pelas passagens desenhadas, a analise do primeiro passo fornece

u(l) = %u(Z) + %u(4),

u@)=1u0)+%u@)=luﬁl

m@_—@uwm@mw@»_ﬂﬂii

Substituindo as duas ultimas expressdes na primeira,

u(1)+ _ _2”(1)+ 1

u(l) = —u(l) .
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e portanto

P,(Hs < Hy) = u(1) = % .

Embora existam duas salas de destino, a chance de sucesso nio é 1/2: ela
depende das passagens entre as salas. O desenho permite montar as equacoes
sem escrever a matriz de transicdo completa.

Este problema ¢ uma adaptacido de um exemplo de Brémaud (2020).

Exemplo 2.31 — Um saldo mensal: atingir zero em quatro meses.

Uma pessoa acompanha um saldo mensal limitado aos valores 0,1,2,3. A
cada més recebe uma unidade e tem uma despesa D, independente dos
meses anteriores, com

1 1 1
]P(DnZO):Z’ ]P(Dnzl):E, JP(DnZZ)ZZ
O saldo do fim do més é limitado inferiormente por 0 e superiormente por 3:

X,4+1 = min{3, max{0, X,, + 1 — D, ;}}.

saldo atual recebimento gasto aleatorio novo saldo
X, +1 D,.; €{0,1,2} X1 €1{0,1,2,3}

teto 3; piso 0

Figura 2.21: Em cada més, um recebimento fixo é seguido de uma despesa
aleatoria. O saldo é limitado aos quatro estados indicados.

Comecando com saldo 2, qual é a probabilidade de atingir 0 em algum
dos proximos quatro meses? Néo basta calcular P,(X; = 0): a pessoa pode
chegar a zero e depois voltar a ter saldo positivo. Para registrar se a falta de
saldo ja ocorreu, modificamos a cadeia tornando 0 absorvente. A matriz da
cadeia assim parada, na ordem (0, 1, 2, 3), é

1 0 0 0

1/4 1/2 1/4 0
0 1/4 1/2 1/4]
0 0 1/4 3/4

Q:
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Por exemplo, partindo de 1, chegar a zero no proximo més exige D, = 2,
0 que ocorre com probabilidade 1/4. Elevando a matriz a quarta poténcia,

obtemos a linha de interesse:
23 49 77 21)

4
2,' = (_, o A T
02 128 256 256 64

Como 0 é absorvente na nova cadeia,

23
Py(Hypy < 4) = 0*(2,0) = o5~ 0,180 |.

Transformar em absorvente o conjunto cuja visita queremos registrar con-
verte uma pergunta sobre toda a trajetéria em uma probabilidade de transi-
¢ao em tempo fixo.

Exemplo 2.32 — Conclusao de um curso de dois anos.

Considere os estados 1 = primeiro ano, 2 = segundo ano, G = conclusio e
D = abandono, com matriz

0,25 0,60 0 0,15
0 020 0,70 0,10
0 0 1 0
0 0 0 1

pP=

Se h(i) é a probabilidade de concluir o curso antes de abandonar, entao
hG)=1,h(D)=0e

h(1) = 0,25h(1) + 0,60h(2),  h(2) = 0,20h(2) + 0,70.

Da segunda equagao, h(2) = 7/8; substituindo na primeira, obtemos h(1) =
7/10. Assim, nesse modelo, 70% dos estudantes que iniciam o primeiro ano
concluem o curso.
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Exemplo 2.33 — Ruina do jogador por analise de primeiro passo.

Voltemos ao jogo em que, a cada aposta, o capital aumenta uma unidade
com probabilidade p € (0,1) ou diminui uma unidade com probabilidade
q =1— p. Ojogo termina ao atingir 0 (ruina) ou N (meta), com N > 2. Seu
tempo de término € Hyy 3 = Hy A Hy.

Se o capital inicial é i, com 0 <i < N, escrevemos

w = Pi(Hy < Hp),

a probabilidade de alcancar a meta antes da ruina. Como a absor¢do em uma
das barreiras é quase certa, a probabilidade de ruina é seu complemento,
1-— U;.

A analise de primeiro passo, demonstrada a seguir, fornece

5 P:q:_:

2
—(q/p)
1—@/pV 7 w4

i
N
U =131

No jogo justo, a chance de atingir a meta é a proporcao do capital inicial
em relacio a ela, e ndo necessariamente 1/2. Quando ha deriva, as diferencas
sucessivas dessa chance formam uma progressiao geométrica.

Demonstragao por primeiro passo. De qualquer estado interior, uma sequén-
cia de N perdas leva a uma barreira com probabilidade pelo menos ¢V > 0.
Em blocos de N passos,

Pi(Hyo vy > kN) < (1 - g™~

Assim, a absor¢do ocorre quase certamente e tem esperanca finita. Pelo
problema de Dirichlet,

up =0, uy =1, U = puipg +qui—g (0 <i<N).
A equacgao de primeiro passo pode ser reescrita como

Py — ;) = q(u; — uj_q).
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Para aproveitar essa relagio, ponha d; = u;—u;_1, a variacdo da probabilidade
de sucesso quando a fortuna inicial aumenta de i — 1 para i. Entao

di+1:%di> 1SZ<N

Portanto, as diferencas sucessivas formam uma progressiao geométrica.
Se p=q=1/2,temos d;; = dj, ou seja, todas as diferencas sdo iguais a
d;. Como yj = 0,

i
u; = Z dk = ldl
k=1

A condicdo uy = 1 determina d; = 1/N, e assim 4; = i/N: no jogo justo, a
probabilidade cresce linearmente com a fortuna inicial.

Se p # g, escrevar = q/p # 1. Pela recorréncia, d = d;r*1 e, somando
as diferencas,

1—7

i i—1
U = uy + d. =d rk=d, ——.

Falta determinar d;. Usando a outra condicao de fronteira,

_..N
1-r . d; = '
1—r 1—rN

1:'MN:d1

Substituindo na expressao de u;, encontramos

1A 1-Gg/p)
Ca-rN 1 (g/pN

Como a absor¢do em 0 ou N ocorre quase certamente, a probabilidade de
ruina é 1 —u;. ]
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2.7 Tempos de saida

Probabilidades de saida resolvem um problema de fronteira harménico.
Tempos esperados de saida resolvem uma equagio quase igual, mas com um
termo 1: cada passo realizado antes de atingir o conjunto de destino acrescenta
uma unidade de tempo.

Se C = S\ A e comecamos em x € C, a cadeia pode visitar varios estados
de C antes de entrar em A. O reldgio para na primeira entrada, no instante
Hy.

7 Q;&\)A
()
O F

primeira entrada em A

g(x) = Ex(HA)

Figura 2.22: Uma trajetoria ilustrativa do tempo de chegada a A. O percurso
destacado comeca em x € C, atravessa estados de C e termina na
primeira entrada em A. Nao é necessario que A seja absorvente.

Teorema 2.21 — Equacao de Poisson para o tempo de saida

Seja A C S, suponha que C = S\ A seja finito e que Hy < oo quase
certamente a partir de todo x € C. Entdo

g(x) = Ex(Ha)
¢ a Unica solucdo de

gx) =0, x € A,
g) =1+ p(x.y)g(»). xeC.
y
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Demonstragao. Se C é vazio, a afirmacao é imediata. Suponha C nio vazio
e escreva T = Hy. Mostraremos primeiro que E, T ¢é finita. Para cada
z € C, a hipotese de chegada quase certa permite escolher k, > 1 tal que

P,(T < k;) > 1/2. Como C é finito, podemos tomar k = max, < k,, de modo
que

P,(T >k) < % para todo z € C.

Se a cadeia ainda nao chegou a A no instante jk, ela esta em algum estado
de C. Condicionando nesse estado e usando a propriedade de Markov,

Po(T > (j+ Dk) = Y Pu(T > jk, Xy = 2) P,(T > k)
zeC

g%mq>ﬁ)

Repetindo a desigualdade, obtemos P,(T > jk) < 27/. Agrupando os instan-
tes jk,...,(j + 1)k — 1 na férmula da cauda,

ET=YP(T>n)<k) 27 =2k< .
n=0 j=0

Como T > 1 quando x € C, a analise do primeiro passo da

ET=1+) px.yET,  x€C
y

e E,T = 0 em A. Portanto, g satisfaz as equagoes.

Para provar a unicidade, seja u outra solugéo real, comu = 0 em A. A
equagao de primeiro passo pode ser iterada enquanto a cadeia néo atingiu
A. Mais precisamente, para cadan > 0,

n—1

u(x) = Ey [ s+ u(XT/\n)] .

j=0

No instante inicial a identidade é trivial. Para passar denan+ 1, em {T < n}
nao ha outro passo a contar; em {T > n} temos X, € C. Particionando esse
evento segundo X, = z € C, a propriedade de Markov da

]Px(T >n X, =2, X4 = y) = JPx(T >n, X, = Z)p(zs}/)-
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A equacgdo u(z) =1+ Zy p(z, y)u(y) acrescenta entdo uma unidade e subs-
titui u(X,,) pela média de u(Xj, ). Isso estabelece a identidade por inducio.
Como a soma das indicadoras conta exatamente os instantes anteriores a T,
n—1
Lrsp=TAn, u(x) = Ex(T An) + E [u(X7pr,)].
=0

J
Como u = 0 em A e C é finito, existe M < oo tal que |u| < M. No evento
{T < n}, o valor u(Xtp,) € zero. Assim,

|Ex[u(XT/\n)]| < MPx(T > n) — 0.

Para o primeiro termo, a identidade de caudas truncadas da

n—1 0

E(TAn) =Y PT>j)— > P(T>j)=ET.

]:0 ]:0
E o limite das somas parciais de uma série nio negativa de soma finita. Logo,

u(x) = E, T = g(x), o que prova a unicidade. [ |

Exemplo 2.34 — Quanto dura o passeio de quatro estados?.

Retomemos o Exemplo 2.29. Escreva g(i) = E;Hj 33. Como o jogo termina
nas barreiras, g(0) = g(3) = 0. Cada rodada realizada acrescenta uma
unidade de tempo, e a analise de primeiro passo fornece

gD=1+2g@. g2 =1+ g0

Substituindo a primeira equacdo na segunda,

g@=2+18 — [g@=2 =2

Assim, comeg¢ando com duas unidades, o jogador disputa, em média, duas
rodadas. As equagdes se parecem com as do exemplo anterior, mas o termo
1 tem um papel novo: ele contabiliza o passo que acaba de ser dado.

Além da duracdo média até a saida, interessa o numero esperado de
visitas a cada estado antes de atingir A. A matriz fundamental redne essas
contagens.
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Definicao 2.11 — Matriz fundamental

Nas hipoteses do Teorema 2.21, suponha C = S \ A ndo vazio e finito.
Considere a submatriz de transi¢oes entre os estados de C,

R= (p(x’ y))x,yEC'

A matriz fundamental antes da saida de C é

N:I+R+R2+~-~:ZR”.
n=0

Ao formar R, conservamos apenas as transicoes entre estados de C. Par-
tindo de x € C, a cadeia pode permanecer em C no proximo passo ou entrar
em A. Por isso,

> RG,y) =P €0)< 1.

yeC
A diferenca entre essa soma e 1 é a probabilidade de entrar em A no primeiro
passo. Assim, as linhas de R podem somar menos que 1.

Isso é importante ao calcular as poténcias de R. Por exemplo,
R¥(x,y) = Y. p(x,2)p(z,y).
zeC

S6 aparecem caminhos que, no primeiro passo, passam por um estado z

de C e, no segundo, chegam a y. Um caminho que entrasse em A e depois
retornasse a C ficaria de fora. De modo geral, pela propriedade de Markov,

R'Y(x,y) = P(X, =y, Hy > n), n>0, x,yeC.

Portanto, R*(x,y) é a probabilidade de estar em y no instante n sem ter
atingido A até esse instante. A féormula inclui n = 0: como a cadeia comeca
em x € C, temos Hy > 0 e R(x, y) = I(x, y).

Convergéncia da série. Pelo teorema anterior, E, Hy < oo para todo x € C.

Como
0.< R'(x,y) < Py(Hy > n),

a férmula da cauda fornece

ZR”(x,y) < ZPx(HA >n) = E,Hy < co.
n=0 n=0
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Logo, a série que define N converge entrada por entrada. A mesma desi-
gualdade mostra que R" — 0. Para cada m, a multiplicacdo de uma soma
finita de matrizes da

(I-R({I+R+-+R™")=]—-R"1

Passando ao limite, obtemos (I—R)N = I. Como [—R é uma matriz quadrada,
isso mostra que é inversivel e que

N=(I-RL

Interpretacgao das entradas. Fixemos um estado y € C. Antes de chegar a
A, a cadeia pode visitar y nenhuma, uma ou varias vezes. O nimero dessas
visitas é a variavel aleatoria

Hy—1
Vy= 2, Lxe
n=0

Somamos apenas os instantes 0, 1,..., H4 — 1: o estado ocupado no instante
Hj, ja pertence a A e ndo entra na contagem. Em particular, quando x = y,
a observacao inicial é uma visita. Esta contagem difere de N(y), usada no
estudo da recorréncia: aquela comeca em n = 1 e nao é interrompida na
saida; aqui contamos desde o instante inicial até a primeira chegada a A.

Para passar das probabilidades as visitas esperadas, lembremos que a
esperanca de uma indicadora é a probabilidade do evento correspondente:
E, 15 = P(B). Além disso,

Lix =y Hy>ny = 1x,=y} YH,>n}-

O segundo fator faz com que uma visita s seja contada quando ocorre antes
da chegada a A. De fato, ele vale 1 exatamente paran = 0,..., Hy — 1 e vale
0 depois disso. Consequentemente,

(e} HA—l
Z Lix,=yHy>n} = Z Lix,=y = Vy-
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Podemos agora passar das probabilidades as visitas esperadas:
N(x,y) = Y Py(X, =y, Hy > 1)
n=0

= Z Exlix,—y,H,>n}

n=0

= Ex [ 1{Xn=y,HA>n}l

n=0

Hy-1
Z I{Xn:y}]
n=0

=[EV, |

=E,

A troca da soma pela esperanca é permitida porque as indicadoras sdo nio
negativas (Lema 2.15). A ultima igualdade usa a identidade anterior, isto
é, a definicdo de V,. Portanto, a entrada N(x,y) é o numero esperado de
visitas a y antes de atingir A, quando partimos de x. Ela ndo é, em geral,
uma probabilidade.

Da contagem de visitas ao tempo de saida. Em cada instante n < Hyu, a
cadeia ocupa exatamente um estado de C. Nesse instante, portanto, exa-
tamente uma das indicadoras 1y =y}, com y € C, vale 1; todas as outras
valem 0. Assim, somar as visitas a todos os estados de C conta uma vez cada
instante anterior a saida:

Hy—1
2 V=2 D lxey=Ha
yeC n=0 yeC

Tomando esperancas, encontramos

E.Hy = Z N(x, y).
yeC

Em outras palavras, somar a linha de N correspondente ao estado inicial x
fornece o tempo médio até a chegada a A.

Também podemos reunir as equagdes de primeiro passo em notacao
matricial. Escrevamos C = {x, ..., x,,,}, na mesma ordem das linhas e colunas
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de R, e definamos os vetores-coluna

E. Hy 1
: ; 1=1:

&c = : :
Ey Hyp 1

Assim, go nao é uma matriz de transi¢do: cada uma de suas m coordenadas
é a duracdo média da cadeia até A para um estado inicial diferente. Para
x € C, a equacdo de primeiro passo é

E;Hp =1+ ) R(x,y)E,Hy.
yeC

O termo 1 representa o primeiro passo; se ele levar a A, o tempo restante
sera zero. Reunindo essas equacdes e usando N = (I — R)_l, temos

@=1+Re = (-Rg=1 —

A coordenada de N1 associada a x é justamente a soma da linha de N
correspondente a x, como ja haviamos obtido pela contagem de visitas.

Exemplo 2.35 — Uma matriz, trés perguntas: conclusao, visitas e
duracao.

Retomemos o curso de dois anos do Exemplo 2.32. Os estados 1 e 2 sdo
transientes; G (conclusdo) e D (abandono) sdo absorventes. Separemos a
matriz de transi¢do em dois blocos: R retine as transicdes dentro dos estados
transientes, e K registra as transicdes desses estados para G e D:

G D

1/4 3/5 |

R:(é 1%), K=1| 0 3/20.
217/10 1/10

A matriz fundamental pode ser calculada invertendo I — R:

4/3 1).

N:(I_R)_1:< 0 5/4

A primeira linha de N responde a duas perguntas: partindo do primeiro ano,
quantas vezes, em média, o estudante estara em cada ano antes de concluir
ou abandonar? Temos N(1,1) = 4/3 visitas esperadas ao primeiro ano,
incluindo a observacéo inicial, e N(1,2) = 1 visita esperada ao segundo ano.



2 Cadeias de Markov finitas 82

O valor N(1,2) = 1 é uma contagem média, ndo uma probabilidade. A
chance de alcancar o segundo ano antes de abandonar é

3/5 4

P,(H, < Hp) = =-.
(Hy < Hp) = 1= = 2

Uma vez no segundo ano, o numero médio de visitas a ele, incluindo a
primeira, é 1/(1 —1/5) = 5/4, porque em cada passo ha probabilidade 1/5
de permanecer nesse estado. O produto
4 5
2.2=1=N(,2
= (1,2)
mostra como uma probabilidade de chegada pode se transformar num nu-
mero esperado de visitas.
Para calcular a probabilidade de terminar em cada estado absorvente,
podemos sair de um estado transiente apos 0, 1, 2, ... transi¢oes dentro do
conjunto {1, 2}. Somando essas possibilidades, obtemos

| G D
B=(I+R+R*+-)K=NK= 1|7/10 3/10 .
2| 7/8 1/8

Assim, comec¢ando no primeiro ano, a probabilidade de concluséo é 7/10,
como haviamos encontrado por analise de primeiro passo, e a de abandono
é3/10.

Finalmente, a soma das entradas de cada linha de N da o tempo esperado
até chegar a G ou D:

A mesma matriz fornece, portanto, visitas esperadas, probabilidades de
absorcédo e duracao média.
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Exemplo 2.36 — O computador revisitado: dias de uso e de reparo.

Voltemos ao computador do Exemplo 2.6. Antes do descarte, ele pode estar
funcionando (F) ou em reparo (R). A matriz das transi¢des entre esses dois

estados é
0= 0,995 0,005
V09 0,05/

O descarte ocorre quase certamente. De fato, partindo de F, ha probabili-
dade positiva de passar por F - R — D em dois dias; partindo de R, ha
probabilidade 0,05 de ser descartado no proéximo. Como o conjunto {F, R} é
finito, essas possibilidades permitem uma cota geométrica uniforme para o
tempo de absorcao.

A matriz fundamental é

3800 20
—(71_0)1 =
N=U-0 (3600 20)‘

Por exemplo, a primeira linha mostra que um computador inicialmente em
funcionamento passa, em média, | 3800 | dias funcionando e dias em

reparo antes do descarte, contando também a observacao inicial. Assim,

EpHp = 3800 + 20 =[3820] dias.

Se comecamos com o computador em reparo, a segunda linha fornece
ErHp = 3600 + 20 = 3620 dias.

Como verificacdo independente, as equacdes de primeiro passo para gr =
EFHD € 8r = ERHD sao

gr =1+ 0,995g5 + 0,0058,
8r = 1+ 0,90gF + 0,0SgR.

A primeira da gr = gp + 200; a segunda entdo da gz = 3620 e gr = 3820,
confirmando a matriz fundamental. O mesmo modelo fornece dois tipos de
informagao: duracdo total e tempo passado em cada estado.
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Exemplo 2.37 — Contando visitas antes da ruina.

Retomemos o passeio justo com barreiras 0 e 3 dos Exemplos 2.29 e 2.34.
Agora calcularemos quantas vezes cada estado interior é visitado antes da
absorcéo. Os estados transientes sdo C = {1, 2} e a submatriz correspondente

(0 %)

[=R= (—11/2 _11/2)’ I-R)" = (Lzlﬁ iﬁ)

Logo,

Partindo de 1, a cadeia visita em média 4/3 vezes o proprio estado 1 e 2/3
vez o estado 2 antes de atingir {0, 3}. A soma da primeira linha é

é + 2 = 2’

3 3
portanto E;Hyy 3 = 2. Partindo de 2, a simetria fornece 0 mesmo tempo
médio, com os papéis dos dois estados trocados. Assim, a mesma matriz re-
gistra tanto visitas esperadas a estados especificos quanto o tempo esperado

total antes da absorcéo.

Exemplo 2.38 — Duracao do jogo.
Nas condi¢des do Exemplo 2.33, defina
‘)i:EiH{O,N}’ OSISN

Assim, v; é o numero médio de rodadas até o jogo terminar, quando o capital
inicial é i. Retomemos também u; = P;(Hy < H,), a probabilidade de atingir
a meta antes da ruina. Mostraremos que

. . 1

l(N_l): p:q:E;
vl': Nui—i

P—q

s P#Q.

No jogo justo, dobrar simultaneamente o capital inicial e a meta conserva
a probabilidade de sucesso, mas multiplica por quatro a duracdo média.
Quando ha deriva, a duracao depende também da direcdo favorecida pelas
apostas.
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Demonstragao. Ja verificamos que o tempo Hy, n} tem esperanga finita.
Como nenhuma rodada ¢ necessaria quando o jogo comeca numa barreira,
vp = vy = 0. Nos estados interiores, o primeiro passo consome uma rodada
e deixa o capital em i + 1 ou i — 1. Portanto,

Vi =1+ pviy1 +qVi—q, 0<i<N.
Jogo justo: p = q = 1/2. Reorganizando a equagao, obtemos
Viel = 2V + Vg = 2.

A segunda diferenca é constante; por isso, procuramos uma solugao quadra-
tica; = —i2 + Ai+ B. De vy = 0 vem B = 0 e, de vy = 0,

0=-N?+AN — A=N.

Jogo com deriva: p # q. A equacdo homogénea associada é w; = pwj 1 +

Assim,

qw;_1. Reescrevendo-a como

P(Wip1 —wp) = q(w; — wi_1),

vemos que, quando p # g, suas solucdes sdo w; = A + B(q/p)’. Precisamos
ainda de uma solucéo particular da equacdo que contém o termo 1. A funcio

v(p)__ i
pP—q

serve, pois uma substitui¢do direta fornece

R
p—q p—q p—q

Portanto, a solucdo geral pode ser escrita como

i .
vl-:A+B<g)— L
r) p-q

Impondo vy = 0, obtemos A = —B, isto &,

| -5
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A outra fronteira, vy = 0, determina a constante:

N
q N N
=B|(1) -1|-— — B= .
° [(p) 1] p—q (- @/pN -1

Substituindo essa expressao em v;, chegamos a

1 [ 1-(q/p)
v = N N i
P—q| 1-(q/p)
_ Nu,-—i
p—q |

pois a fracdo é exatamente a probabilidade #; encontrada no exemplo anterior.
A unicidade da equacédo de Poisson garante que essa solugio é a esperanca
procurada. |

No capitulo de martingais, obteremos essas probabilidades por uma se-
gunda demonstragao. A nova ferramenta conservara esperancas até a saida
e evitara resolver novamente as equagoes de diferencas.

Exemplo 2.39 — Esperando cara seguida de coroa.

Lancamos repetidamente uma moeda justa, com lancamentos independen-
tes, e paramos quando aparece o padrdo cara—coroa. Use os estados 0 =
nenhum prefixo util, C = o ultimo resultado foi cara e F = padrao completo.
Se gy e gc sdo os tempos esperados restantes, entdo

—1+l +l —1+l +1~0
80 2g0 2gc, 8c 2gc 5

A segunda equacao da go = 2 e a primeira d4a g, = 4. Portanto, sdo ne-
cessarios, em média, quatro lancamentos para observar cara seguida de
coroa.

2.8 Problemas de sintese

O sapo em quatro folhas, uma rede elétrica e a manutengao de um com-
putador reunem as técnicas de transicio, chegada e absor¢do. As solucoes
a seguir mostram como as mesmas equagdes respondem a perguntas sobre
percursos, tempos e custos.
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Exemplo 2.40 — O sapo precisa chegar a altima folha.

Retomemos o sapo do Exemplo 2.1. As folhas A, B e C formam um tri-
angulo, e a folha D esta ligada somente a C. O sapo parte de A, escolhe
uniformemente uma folha vizinha em cada salto e quer chegar a D.

partida 6
alvo

Figura 2.23: O mesmo grafo das quatro folhas, agora com a partida em A e
a folha D destacada como alvo.

Quanto tempo levara, em média, para chegar a D? Escreva e, = E, Hp. O
problema de Poisson daep =0e

eg t+ec
ex =14 —,
A 2
ep + e
(:’B:1+A—C,
2
eq +eg+ep
ec=1+—7——.

3

Os estados A e B desempenham papéis simétricos, logo eq = eg = t. Se
escrevermos ec = v, as equagdes se reduzem a

r=1+ Y v 2
2 3
A primeira fornece t = 2 + v. Substituindo na segunda,

v:1+§(2+v) = v=7, t=09.

Portanto,

‘EAHD = 9 saltos.
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E qual é a chance de atingir D antes de voltar pela primeira vez a A?
Comecemos em B ou C e definamos u,, = P,(Hp < Hy). As condi¢oes de
fronteira sdo uy = 0, up = 1; pelo problema de Dirichlet,

us +uc  uce us +ugp+up ug+1
uB == —, uC = = .
2 2 3 3
Dai uc = 2/5 e ug = 1/5. Partindo de A, o primeiro salto vai para B ou C,
cada um com probabilidade 1/2. Assim,

1 1 3
]PA(HD < TX) = EuB + EUC = E

O tempo médio até o alvo e a chance de alcanca-lo antes do primeiro retorno
descrevem aspectos distintos do percurso nesse grafo.

Exemplo 2.41 — Passeios aleatorios resolvem circuitos elétricos.

Considere o grafo a esquerda da figura: entre a e b existem dois caminhos
de comprimento dois, passando por x e y. Em cada vértice o passeio escolhe
um vizinho uniformemente. Perguntamos pela probabilidade de voltar a a
antes de atingir b.

Figura 2.24: Uma rede fisica de resistores, fios e bateria. Os
grafos idealizados da figura seguinte permitem
transformar potenciais elétricos em probabilida-
des de chegada.
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A. duas rotas B. rota inferior cortada

h(x) =h(y)=1/2 h(x)=1/2,h(y) =1

h(a) =1, h(b) = 0; cada aresta intacta tem 1Q

Figura 2.25: Duas redes com resistores de 1 Q. No painel B, a ligacao y-b foi
removida. Os valores assinalados sdo potenciais, que também
representam probabilidades de atingir a antes de b.

Seja h(z) = P,(H, < Hp), de modo que h(a) = 1 e h(b) = 0. No grafo A,
pela analise de primeiro passo,

h(a) +h(b) _ 1

M) = = =2 h) = 5

Partindo de a, a primeira transi¢cdo chega a x ou y com probabilidade 1/2.
Portanto,

1 1 1
P (T < Hy) = Eh(x) + Eh(Y) =5t

Substitua agora cada aresta por um resistor de 1 Q2 e mantenha os poten-
ciais v(a) = 1 e v(b) = 0. A lei de Kirchhoff nos vértices interiores exige que
a soma das correntes seja zero:

ﬂmwwo@wmﬁZM.
wW~Z w~Z
Sdo exatamente as equacdes satisfeitas por h. Logo, os potenciais sdo as
probabilidades de atingimento. Os dois caminhos possuem resisténcia 2 Q
cada e estdo em paralelo; a resisténcia efetiva entre a e b é, assim, 1 Q.

Na rede B, eliminamos a aresta y—b. A partir de y, a proxima transi¢do
leva obrigatoriamente a a, de modo que h(y) = 1, enquanto h(x) = 1/2
permanece igual. Consequentemente,

Po(T; < Hp) =
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A resisténcia efetiva passa a ser 2 Q: o ramo que termina em y nio conduz
corrente até b.

Podemos tornar exata a conexao entre resisténcia e probabilidade, para
qualquer um desses grafos com resistores de 1 Q. Com potenciais v(a) = 1 e
v(b) = 0, a corrente total que sai de a é

I=(1-v().

z~a

Como v(z) = P,(H, < Hp), a analise do primeiro passo fornece

1
I =d(a) [1 — @ ZZ;I]PZ(HQ < Hp)

= d(a)[1 - P,(T; < Hp)|.

A diferenca de potencial entre a e b é uma unidade; pela definigao de resis-
téncia efetiva, R.f(a,b) = 1/I. Portanto,

1

]Pa(T; <Hb): 1—m.

Nos dois grafos, d(a) = 2. Com resisténcia 1 Q recuperamos a probabilidade
1/2; com resisténcia 2 Q, obtemos 3/4. Retirar a ligacdo aumentou a resis-
téncia e a chance de voltar a a antes de atingir b. A identidade explica a
relacdo, em vez de apenas compara-las.

Exemplo 2.42 — O computador: vale contratar manutencao?.

Retomemos o computador do Exemplo 2.6. Em cada dia ele esta funcionando
(F), em reparo (R) ou definitivamente descartado (D). Antes do descarte, a
submatriz das transicoes é

0,995 0,005 3800 20
= > > = I — -1 = .
Q ( 0,90 0,05 ) . N=0-0 (3600 20)

As entradas de N contam os dias esperados em cada estado antes do descarte,
incluindo o dia inicial. Assim, comecando em funcionamento, o computador
passa, em média, 3800 dias em F e 20 dias em R.

Suponha que cada dia de funcionamento produza um resultado liquido de
R$ 5, cada dia em reparo custe R$ 120 e o descarte tenha custo fixo de R$ 500.
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A empresa pode pagar os reparos por dia ou contratar, no inicio, um plano
de R$ 2000 que cobre todos os dias de reparo até o descarte. Admitimos que a
contratagdo nao altere as probabilidades de transi¢do nem os demais custos.

Pagar por reparo Contrato fixo
R$ 120 por dia R$ 2.000 no inicio
20 dias esperados Todos os reparos cobertos
R$ 2.400 RS$ 2.000

Economia esperada com contrato: R$ 400

Figura 2.26: Duas formas de pagamento para os mesmos tempos aleatdrios
de funcionamento e reparo. A comparacao é feita pelo custo
esperado.

Sem contrato, o valor esperado do resultado acumulado é

EpLyyylso = 5 N(F, F) — 120 N(F, R) — 500
=5-3800 —120-20 — 500 = |R$ 16100 |

Com o plano de manutengao, pagamos uma unica vez pelos reparos, de
modo que

EpLcontrato = 5 - 3800 — 2000 — 500 = | R$ 16500 |.

Portanto, segundo o critério do resultado esperado, o contrato é preferivel por
R$ 400. A vantagem néo se repete necessariamente em cada trajetdria, pois
o numero efetivo de dias em reparo é aleatério.

A comparacio desconsidera juros, inflacdo, aversao ao risco e mudancgas
na qualidade dos reparos. Para comparar com a compra imediata de outro
computador, precisariamos também modelar seu custo e seu funcionamento.
A comparacio econdmica obtida pela matriz fundamental permanece condi-
cionada a essas hipoteses.

A analise de primeiro passo relaciona, assim, percursos, tempos e custos.
A interpretacdo das respostas acompanha a modelagem de cada situacao.
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2.9 Modelos ocultos de Markov’

O engajamento de um usudario ndo é observado diretamente: registramos
agdes, como cliques ou dias sem acesso. Um usuario engajado pode passar
um dia sem clicar, e um usuario pouco engajado pode clicar por acaso. O
modelo distingue, assim, o estado que evolui da observacédo imperfeita desse
estado.

Definicao 2.12 — Modelo oculto de Markov

Um modelo oculto de Markov, abreviado HMM, do inglés hidden Markov
model, é formado por uma cadeia de Markov (X;,), com distribuicdo
inicial pi, e matriz de transicao P, e por uma sequéncia de observagoes
(Y,,). Os estados X, ndo sao observados diretamente; em seu lugar,
observamos Y,. Condicionadas a trajetoria dos estados, as observagdes
sdo independentes, e a lei de Y,, depende apenas do estado Xj,:

P(Y, =y | Xo, X1, .-.) = bx, (¥).

As funcoes b; sdo as probabilidades de emissdo. Para manter a notacao
simples, trabalharemos nesta secdo com observacoes discretas; para
observacdes continuas, as probabilidades de emissdo sdo substituidas
por densidades.

estados @ traml?ao‘ KX\ trans1<;ao‘ @
0 > X, - X,
ocultos

\ emissao

observacdes | Y Y Y,

Figura 2.27: Os estados ocultos formam uma cadeia de Markov. Cada observacao
depende do estado oculto do mesmo instante. Dada a trajetdria dos es-
tados, as observagdes sdo independentes; sem esse condicionamento,
elas podem ser dependentes.

Se observassemos X, bastaria usar a matriz P para prever o proximo
estado. Como vemos apenas Y,, ndo sabemos com certeza onde a cadeia
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esta. Em vez de um estado, precisamos carregar uma distribuig¢do sobre os
estados possiveis.

A descricao acima determina a lei conjunta. A Proposigao 2.1 fornece a
probabilidade da trajetoria oculta; multiplicamos essa probabilidade pelas
emissdes condicionalmente independentes. Escrevendo xj., = (xg, ..., X;,) €
analogamente yj.,,

n n
P(x0: 5 Yo:n) = Ho(x0) H DPx_y % H bxk(ylc)~
k=1 k=0

Os fatores correspondem a distribuicdo inicial, as transi¢cdes e as emissoes.
Essa fatoracdo permite calcular a distribuicido do estado oculto a partir das
observacdes.

O problema de filtragem é o seguinte: depois de observar Yy, ..., Y,, qual
¢ a nossa distribuicdo para o estado atual X,,? Definimos

rn(]) = ]P(Xn :j | YO = yOs""Yn = yn)

Quando chega uma nova observacao, a atualizacido ocorre em dois movi-
mentos. Primeiro deixamos a cadeia evoluir, sem ainda olhar o novo dado.
Depois usamos o novo dado para corrigir a previsao:

previsdo pela cadeia correcdo pela observagio
"n "h+1 "+1-

O primeiro passo combina as transi¢des da cadeia com a hipotese de que cada
emissdo depende apenas do estado oculto do mesmo instante; o segundo
usa a regra de Bayes para incorporar a nova observacao.

Proposicao 2.22 — Filtragem: previsao e correcao
Suponha que

n(@) =P(X, =i|Yy., = Yo:n)-
Antes de observar Y, 1, a distribui¢do prevista do novo estado é

Far1() = P(Xps1 = J | Yon = Yo:n) = Z rn(i)pij-

1
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Depois de observar Y, ,; = y,.1, corrigimos essa distribuigao por
rn+10.) _ bj(Yn+l)’:n+1(i) .
2 beOe) e (k)

k

No instante inicial,
) Ho(Nb;i(0)
Iy - .
> k()b (30)
k

Demonstragdao. Comecemos pela previsdo. Condicionamos segundo o estado
atual:

PXns1 =71 Yo:n = Yo:n) = ZP(XM—I =Jj1 X0 =1.Y:n = Yo:n)
i

XP(Xn =1 | Yo:n :yO:n)-

A propriedade de Markov descreve a relacdo entre os estados ocultos. Para
incluir as observacdes, usamos também a hipotese de emissao. Na fatoracédo
da lei conjunta, com x,, = i, o fator final € p;;, que ndo depende dos estados
ou das observagoes anteriores. Paran > 1,

]P(Xn—i-l =), Xp=1,Yy.p = YO:n)

= Z Ho(%0)bx, (30) (prmlxmbxm(ym))pij
m=1

X0se-sXn—1
= Dij ]P(Xn =i,Yy.p = yO:n)-
Paran = 0, a mesma igualdade é simplesmente 1y ()b;(yo)pij = piiP(Xo =
i,Yy = 3p). Quando o evento condicionado tem probabilidade positiva, a
divisdo mostra que o primeiro fator da soma anterior ¢ p;;; o segundo é r,,().
Estados com r,,(i) = 0 ndo contribuem para a soma. Obtemos, portanto,

Far1() = D (i

1

Agora chega a observacao Y, .1 = ;. Pela regra de Bayes,

]P(Yn+1 = Yn+1 | Xnv1 =1 Yo:n = yO:n) ’:n-l-l(j)

1 () =
m ]P(Yn+1 = Yn+1 | Yo.n = J’o:n)
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A hipétese de emissdo transforma o primeiro fator do numerador em b;(yy+1).
Para obter o denominador, somamos o numerador sobre todos os estados
possiveis. Surge exatamente

> bkt Fr1 ().
k

A férmula para ry é o mesmo argumento de Bayes aplicado a primeira ob-
servacao. [ |

A multiplicacdo por P faz a previsdo: mesmo sem receber informacao
nova, nossa crenca sobre o estado muda porque o proprio sistema evolui.
A multiplicacio por b;j(y,+1) faz a corregdo: estados que explicam melhor a
observagao recebem mais peso. A normalizacdo final apenas faz esses novos
pesos somarem um.

Toda a historia yy, ..., ¥, influencia o futuro através de r,. Depois de
calcular essa distribuicéo, ndo precisamos refazer os calculos desde o inicio
quando chega o proximo dado. O vetor r,, € o nosso estado de conhecimento
sobre a cadeia oculta. Essa recurséo é frequentemente chamada de algoritmo
forward.

Exemplo 2.43 — Engajamento latente e cliques observados.

Tome X,, € {E, D}, onde E significa engajado e D, desengajado, e ,, € {C, S},
onde C significa clique e S, siléncio no dia. Suponha

0.8 02 ~

Considere a sequéncia de observacdes
C, S, C.

Antes de qualquer observacao, atribuimos probabilidades iguais aos dois
estados. O primeiro dado é um clique. Como um clique é muito mais
provavel em E do que em D, Bayes produz

_(05-09, 0,5-0,2)_<9 2)

= ==, —
0,5-0,9+0,5-0,2

5

11 11
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Assim, depois do clique, a probabilidade de engajamento é aproximadamente
0,818.
No dia seguinte, antes de observar qualquer acdo, fazemos a previsdo:

- 39 16
r=rP = (—, —) .
P 55755
A probabilidade prevista de engajamento é agora aproximadamente 0,709.
Ela mudou mesmo antes de chegar um novo dado: o estado oculto também
pode ter mudado.
Observamos entdo siléncio. Sob E, essa observagdo tem probabilidade

0,1; sob D, probabilidade 0,8. Multiplicamos a previsdo por esses dois pesos:
(201, 1208 = (22,128,
55 55 550 550

(39 128)
n=\{—m—).
167 167

A probabilidade de engajamento cai para aproximadamente 0,234. Ela nédo
cai a zero: siléncio é evidéncia contra engajamento, ndo uma observagio

Normalizando,

direta do estado.
Antes da terceira observacio,

48 457)

f’erz( ,
20 835’ 835

A probabilidade prevista de engajamento sobe para aproximadamente 0,417,
pois a matriz permite que um usuario desengajado volte a se engajar. Agora
observamos um clique. A correcao da

348 487

(509 5502) <1566 487 )
348 487 ~\2053° 2053/
835 0’9 + 835 0’2

A probabilidade de engajamento volta a aproximadamente 0,763.
O percurso completo pode ser lido em duas etapas:

correcao previsdo correcao
05— 0,818 ——— 0,709 ——— 0,234
clique siléncio
previsao correcao

0,234 —— 0,417 —— 0,763.
clique
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Entre observacdes, a matriz de transicdo atualiza a previsdo; cada nova
observacao a corrige. A filtragem repete essas duas operacoes.

Em uma cadeia observada, registramos o proprio X,. No HMM, regis-
tramos Y,, e mantemos uma distribuicdo sobre X,,. Por isso, (¥,) em geral
nao é uma cadeia de Markov: saber apenas a ultima observagao pode perder
informacio que as observagdes anteriores forneceram sobre o estado oculto.

Para ir além. A filtragem é apenas uma das perguntas possiveis em mo-
delos ocultos de Markov. Podemos usar observagdes futuras para rever o
que acreditavamos sobre estados passados (smoothing), procurar uma traje-
toria oculta particularmente plausivel (problema associado ao algoritmo de
Viterbi) ou estimar a matriz de transicao e as probabilidades de emisséo a
partir dos proprios dados, por exemplo com o algoritmo de Baum-Welch.
Esses temas sdo tratados em Rabiner (1989) e, com numerosos exemplos de
séries temporais, em Zucchini et al. (2016).

2.10 Exercicios

Os exercicios retomam a construcdo de matrizes, a probabilidade de tra-
jetorias, os critérios de recorréncia, a propriedade forte de Markov e os
problemas de absorcao.

Exercicio 2.1 — Probabilidades de caminhos e histdrias parciais

Considere uma cadeia em {1, 2, 3} com distribuicéo inicial y = (1/2,1/4,1/4)
e matriz

1/2 1/2 0
P={1/4 1/2 1/4
0 1/2 1/2

Calcule P(X, =1, X; = 2, X, = 3) e P(X; = 2, X; = 3). Depois encontre
]P(XZ =3 | XO S {1,3}, Xl = 2)

Explique por que a informacao parcial sobre X; ndo muda a ultima probabi-
lidade depois de conhecido Xj.
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Exercicio 2.2 — Contar visitas e decidir recorréncia

Seja 0 < r < 1 e considere a cadeia nos estados {0, 1} com

p:(l 0).
1—r r

Partindo de 1, calcule P"(1, 1) e a esperanca do numero total de visitas ao
estado 1, incluindo o instante inicial. Encontre IPl(Tl+ < o) e use o critério
de contagem de visitas para classificar os dois estados.

Exercicio 2.3 — Um estado que guarda dois dias

Um servigo registra Y,, = 1 quando ha sobrecarga no dian e Y,, = 0 caso
contrario. A probabilidade de sobrecarga amanha depende apenas do par
(Y,_1,Y,) e vale 0,1, 0,6, 0,3 e 0,8 nos pares 00, 01, 10 e 11, respectivamente.
Suponha que todos esses historicos tenham probabilidade positiva. Explique
por que registrar apenas Y, nao produz uma cadeia de Markov e construa a
matriz do processo dos pares, nessa ordem de estados.

Exercicio 2.4 — Trés passos e caminhos intermediarios

Na ruina com barreiras 0 e 4, use probabilidade de ganho p = 0,6. Construa P
e calcule P3(1,4) e P3(1,0). Confira as entradas por Chapman-Kolmogorov e
pela enumeracéo dos caminhos, lembrando que as barreiras sao absorventes.

Exercicio 2.5 — Meta, risco e duracao

Um jogador comeca com duas unidades e encerra o jogo ao chegar a zero
ou seis. Calcule a chance de atingir seis e a duracdo média quando p = 1/2
e quando p = 3/5. Explique por que aumentar a chance de sucesso néo
obriga a duracdo média a diminuir.

Exercicio 2.6 — Recomecar ao atingir um nivel

No passeio justo com barreiras absorventes 0 e 5, comece em X, = 2 e
defina

T =min{n >0 : X, € {0,3}}, r=min{n >0 : X, € {0,5}}.

Explique por que T é um tempo de parada e calcule P,(X7 = 3). Use a
propriedade forte de Markov para calcular Po(X; =5 | Xr =3) e Ej[r — T |
X7 = 3], indicando de qual estado a cadeia recomeca. Deduza Py(X, = 5)
por esse caminho intermediario e compare com a féormula direta da ruina.



2 Cadeias de Markov finitas 99

Exercicio 2.7 — Visitas antes da absorcao

No jogo justo com barreiras 0 e 5, comece com duas unidades. Use a matriz
fundamental dos estados 1, 2, 3, 4 para calcular o nimero esperado de visitas
ao estado 3 antes da absor¢do, incluindo o instante inicial na contagem
quando cabivel. Some a linha correspondente ao estado inicial e compare
com a formula da duragdo média.

2.11 Exercicios complementares

Exercicio 2.8 — Filtragem com dois dias’

No modelo da Secédo 2.9, observe siléncio no dia 0 e um clique no dia 1.
Calcule a distribuicdo filtrada em cada dia e a probabilidade do clique no dia
1 dada a primeira observacéao.

Exercicio 2.9 — Emissdes que nao distinguem estados’

Suponha que bg(y) = bp(y) para todo y. Mostre, pela atualizagao de Bayes,
que a nova observa¢do ndo muda a distribuicédo prevista do estado. Mostre
também que, nesse modelo, a lei da sequéncia de observacdes ndo depende
da matriz de transi¢do dos estados ocultos. Por que essa matriz nio pode
ser identificada apenas a partir das observacdes?

Exercicio 2.10 — Dependéncia entre observacées

No exemplo de engajamento, calcule P(Y; = C | Yy = C)eP(Y; =C | Yy = S).
Explique por que valores diferentes sdo compativeis com a independéncia
condicional das emissdes exigida pelo HMM.



CAPITULO

3

Distribuicoes estacionarias
e comportamento limite

Uma distribuicdo pode permanecer inalterada
enquanto os estados continuam mudando. A
existéncia desse equilibrio e a convergéncia para ele
sdo questoes distintas.

A descricao das transicdes e dos tempos de chegada permite investigar
o comportamento da cadeia no longo prazo. Interessa saber se existe uma
distribuicdo estacionaria, quando ela é Unica e sob quais condi¢des a lei e
as médias temporais se aproximam dela. As urnas de Ehrenfest, o sapo e os
modelos de mobilidade social e estoque reaparecem sob essa perspectiva.

Os resultados gerais sdo enunciados também para espagos enumeraveis
quando suas hipéteses o permitem; no préximo capitulo veremos por que o
infinito exige cuidados adicionais.

100
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3.1 Distribuicoes estacionarias

Uma distribui¢io preservada pela dinimica mantém a lei da cadeia inal-
terada em todos os instantes. Para estudar essa possibilidade, partimos da
formula da probabilidade total:

PO =)= P(Xo=iX,=])
1
= D P =P, =j] X =1.
1
Escrevendo (i) = P(X, = i), a ultima equacido toma a forma
P(X, =)= ), mo(P"G, ) (3.1)
i

Em notacdo matricial, a distribuicao no instante n é p, = pyP". Usamos
vetores-linha: a coordenada j de ypP" é justamente a soma em (3.1).

Definicao 3.1 — Distribuicao estacionaria
Uma distribuic¢do de probabilidade 7 em S é estacionaria para a cadeia
com matriz de transicdo P se

P =, isto €, n(j) = Z z(i)p(i,j) para todo j.
ieS
Se X, ~ 7, entdo X, ~ m para todo n. Isso ndo significa que a cadeia
permaneca no mesmo estado; significa que o movimento redistribui a
massa de probabilidade sem alterar sua distribuicao total.

Uma imagem para a estacionariedade

Imagine uma unidade de areia distribuida entre os estados, com massa
7(i) em i. Em um passo, a fragdo p(i,j) da areia que estava em i é
enviada para j. A igualdade 7P = n afirma que, depois de todas as
transferéncias, cada estado termina com a mesma quantidade de areia
com que comecou.
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Exemplo 3.1 — Evolucao de uma distribuicao inicial.

Considere o canal de comunicacido do Exemplo 2.7 coma = 0,4,b = 0,2 e
distribuigéo inicial 1((0) = 0,3, (1) = 0,7. Entéo

0,6 04

(03 0,7) ( 02 08

) = (0,32 0,68).

Depois de mais um passo, a distribuicio é yyP? = (0,328 0,672). Para
compreender o comportamento a longo prazo, nao precisamos calcular todas
as poténcias de P. Basta acompanhar a probabilidade de um dos estados.

Seja u, = (1pP")(0) a probabilidade de estar no estado 0 no instante n. A
probabilidade de estar no estado 1 é, portanto, 1 — u,.

Para estar no estado 0 no instante seguinte, a cadeia pode permanecer
em 0, com probabilidade de transi¢do 0,6, ou passar de 1 para 0, com proba-
bilidade 0,2. Assim,

Up+1 = Oséun + 052(1 - un) = 0,2 + 0,4un.

Procuramos um valor que permaneca inalterado por essa atualizacio.
Resolvendo u = 0,2 + 0,4u, encontramos u = 1/3. Subtraindo esse valor da
recorréncia, obtemos

1 1
Upi1 — g = 0,4 (un — g)

Assim, a distancia de u, a 1/3 é multiplicada por 0,4 a cada passo e,
portanto, tende a zero. Como a probabilidade do outro estado é 1 — u,,

concluimos que
1 2
P — <— —>.
Ho 3 3

Exemplo 3.2 — Estacionaria sem convergéncia.

Considere agora uma cadeia que alterna entre os estados 0 e 1, com

0 1
Como a cadeia troca de estado a cada passo,

pP™=(1 0),  pP™=(0 1)
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Ao < 1 1y, .
A sequéncia jioP" ndo converge. No entanto, 7 = (5 5) ¢ estacionaria,
pois 7P = 7. Ja a média das n primeiras distribuicdes converge:

n—1
1
- Z IUOPk - T,
=0

pois cada par de termos tem média 7 e a contribui¢do de um eventual termo
restante tende a zero.

Se 1o P" converge para uma distribui¢do v em uma cadeia finita, entao
vP = lim pyP"! =v.
n—oo

Logo, todo limite é estacionario, mas a existéncia de uma distribuicdo esta-
cionaria ndo garante que as distribui¢des sucessivas convirjam. O segundo
exemplo também explica por que vale a pena considerar médias: elas podem
convergir mesmo quando as distribui¢des oscilam. Essa sera a ideia usada

na demonstracgao seguinte.
Resta uma pergunta: sob quais condicdes as poténcias P" convergem?
Voltaremos a ela ao estudar o comportamento limite.

Proposicao 3.1 — Existéncia de uma estacionaria em espaco
finito

Toda matriz de transi¢do em um espaco finito e nao vazio possui pelo
menos uma distribuicdo estacionaria.

A cadeia pode ter varias classes fechadas, por isso a afirmagéao é de exis-
téncia. Em um espaco infinito, a massa das distribui¢des pode escapar para
estados cada vez mais distantes, e o argumento de compacidade abaixo deixa

de valer.
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Demonstragao. Parta de uma distribuicdo qualquer p . As distribuicdes nos
Instantes sucessivos sao

Hos HoP, poP?, ...

e considere a média das n primeiras:

Cada g, ainda é uma distribuicdo de probabilidade, pois ¢ uma média de
distribui¢ées. Como o espaco de estados é finito, todas essas distribuigdes
pertencem ao simplex

we RS u() >0, Y ul) = 1¢,

que é compacto. Logo existe uma subsequéncia (a, ) que converge para
alguma distribuicéo 7.

Resta mostrar que esse limite é preservado por P. Multiplicar a média
por P apenas desloca a sequéncia em um passo:

n

1 .

a,P = - Z HoP!.
=1

Consequentemente, todos os termos intermediarios se cancelam na diferenca

€
n

pn—
a,P —a, = L — 0.
n
Ao longo da subsequéncia escolhida, @, — 7; como a multiplicagdo por P é

continua, a, P — wP. A diferenca entre esses dois limites € zero, portanto
P = .

Assim, 7 é uma distribuicido estacionaria. ]
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Exemplo 3.3 — Uma cadeia com infinitas distribuicoes estacionarias.

Retomemos a cadeia de quatro estados do Exemplo 2.23. Suas classes fecha-
das sdo {0} e {2, 3}; o estado 1 é transiente. Busquemos todas as distribui¢des
estacionarias 7 = (1, 111, 7y, 713).
Da equagdo 7P = r, a coordenada do estado 1 fornece
1
T = Zﬂ,’l, 10g0 T = 0.
As equacoes dos estados 2 e 3 dao

n—ln +ln isto é n—én
2 22 33’ P 3 22'

Se my = t, a normalizacio m, + 7 + 13 = 1 determina
0 ¢ 0 2 3

ﬁt=<t, 0, %(1—1‘), %(1—1‘)), 0<t<1.

Cada valor de t fornece uma estacionaria. O vetor (2/5,3/5) é a estacionaria
da classe fechada {2, 3}, enquanto a massa t permanece no estado absorvente
0. O parametro livre reflete a possibilidade de repartir a massa entre duas
classes que ndo se comunicam.

3.2 Calculo de distribuicoes estacionarias

3.2.1 Cadeias com dois estados

Considere uma cadeia em S = {1, 2}. Escrever

1 2
1 1—a a

2 b 1-D

torna visiveis as duas probabilidades de mudanca: a parairde1a2eb
para voltar de 2 a 1. Se a + b > 0, a distribuicao estacionaria é

b .
a+b’ 27 a+4b

m = (32)
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Como primeira verificacio, no canal de comunica¢do do Exemplo 2.7,
cuja ordem dos estados é (0,1), coma = 0,4 e b = 0,2, obtemos (1/3,2/3). A
formula também pode ser lida como uma igualdade de fluxos:

Assim, a massa enviada de 1 para 2 ¢é igual a massa enviada de 2 para 1.
Algebricamente,

b a b—ba+ab b
1— = =
a+b( a)+ +bb a+b a+b
b a ba+a—ab a

1—b = =
a+ba+a+b( ) a+b a+b

A férmula (3.2) vale sempre que a + b > 0, inclusive quando um dos
estados ¢é absorvente. Se a = b = 0, ambos os estados sdao absorventes e toda
distribuicdo em {1, 2} é estacionaria.

Exemplo 3.4 — Mobilidade social: uma distribuicao entre geracoes.

Retomemos a matriz do Exemplo 2.5. Queremos encontrar uma distribuicéo
7 = (u, v, w) preservada pelas transi¢des. As duas primeiras coordenadas de
P = e a normaliza¢do ddo

u=0,7u+ 0,3v + 0,2w,
v =0,2u + 0,5v + 0,4w,

u+v+w=1.

Multiplicando as duas primeiras equagdes por 10 e rearranjando,

3u=3v+ 2w, 5v = 2u + 4w.
Substituindo u = v + %w na segunda, obtemos v = %w eu= %w. Portanto,
<22 16 9 )
T=(—,—,=).
47 47 47

No modelo, a proporc¢ido estacionaria correspondente a classe superior é
9/47, aproximadamente 19,1%. Essa interpretacdo diz respeito as proba-
bilidades de uma cadeia homogénea hipotética, ndo a uma estimativa da
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mobilidade social efetivamente observada. Na se¢io de comportamento
limite, verificaremos por que a distribuicdo de uma familia converge a esse
vetor, independentemente da classe inicial.

3.2.2 Um modelo de estoque
Retomemos a politica de reposi¢cao do Exemplo 2.13, agora para determi-
nar o estoque em equilibrio e o resultado médio das vendas.

Exemplo 3.5 — Repor ou esperar: um pequeno problema de estoque.
Uma loja vende um produto e acompanha o estoque X,, € {0, 1, 2,3} no fim
de cada dia. Antes das vendas do dia seguinte, se sobraram 0 ou 1 unidades,
a loja repde o estoque até 3; caso contrario ndo encomenda nada. Denote
por B, o estoque depois da eventual reposicio:

3, X,<1,

B, =
X Xp 2> 2.

A demanda diaria independente vale 0, 1, 2 com probabilidades 1/4,1/2,1/4,
respectivamente. Como B, > 2, todas as unidades demandadas sio vendidas

e Xp+1 = By — Dyy1-
repor até 3
siy B, =13

demanda estoque final
Dn+1 Xn+1 = Bn - Dn+1

estoque anterior
X

nap | sem encomenda
B, =X,

Figura 3.1: A politica de reposi¢ao depende apenas do estoque do dia ante-
rior; depois da demanda, obtemos o novo estado da cadeia.

Por exemplo, se X, = 2, a demanda 2 leva a 0 com probabilidade 1/4, a
demanda 1 leva a 1 com probabilidade 1/2 e a demanda 0 mantém 2 com
probabilidade 1/4. Na ordem (0, 1, 2, 3),

0 1/4 1/2 1/4
0 1/4 1/2 1/4
1/4 1/2 1/4 0

0 1/4 1/2 1/4

pP=
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Resolvendo 7P = 7 e ) ; 7(i) = 1, obtemos

( 1 7 2 3 )

T = DR RRE I S

10 20 5 20

Para calcular custos e receitas em equilibrio, suponha que cada unidade
vendida renda 5, cada unidade encomendada custe 2 e cada unidade que

sobra no fim do dia custe 1 para armazenar. Em equilibrio, a demanda média
¢ 1 unidade, e o nimero médio de unidades encomendadas por dia é

1 7
3n(o)+2n(1)_3-ﬁ+2-%_ 1.
Essa igualdade nao é coincidéncia: em equilibrio, E; X,,,; = E;X,. Como
o estoque do dia seguinte é o estoque atual mais a reposicdo e menos a
demanda, a reposi¢do média deve igualar ED = 1. O estoque médio ao fim
do dia vale
2(1) + 27(2) + 37(3) = g

Portanto, o lucro liquido médio por dia, sob essa politica, é

5.1-2.1-°2=1]
5 5

Essa é a esperanca do lucro de um dia em equilibrio. Para interpreta-la como
média temporal do lucro, usamos o teorema ergddico para o estoque e a
reposi¢ao, que dependem de X;,, e a lei forte para as demandas independentes;
voltaremos a essas ferramentas na Subsecéo 3.4.3.
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3.2.3 Cadeias duplamente estocasticas

Definicao 3.2 — Matriz duplamente estocastica

Uma matriz de transicido P é duplamente estocastica quando, além de
cada linha somar 1, cada coluna também soma 1:

Yopxy=1 e Y pxy =1
y X

As somas das linhas ja fazem parte da definicdo de matriz de transicdo;
a condi¢do nova é a das colunas.

Teorema 3.2 — Distribuicao uniforme

Em um espago com N estados, a distribui¢ao uniforme, 7(x) = 1/N,
¢ estacionaria se e somente se P é duplamente estocastica.

Demonstragao. Se P é duplamente estocastica, entdo, para cada estado y,

D ApGey) = g X pe) = 3y =70

X
Logo, 7P = 7.
Reciprocamente, suponha que a distribui¢do uniforme seja estacionaria.
Entéo, para cada estado y,

% = n(y) = zx: 2(x)p(x,y) = % ; p(x. y).

Multiplicando por N, obtemos

> pxy) =1.

Portanto, as colunas de P também somam 1, e P é duplamente estocastica. m
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Exemplo 3.6 — Passeio aleatorio com reflexao nos extremos.

O espaco de estados é{0, 1,..., L}, com L > 1. Nos estados interiores, a cadeia

vai para cada vizinho com probabilidade 1/2. Adotamos a seguinte reflexdo

nos extremos: uma tentativa de sair do intervalo é substituida por uma

permanéncia. Assim, p(0,0) = p(0,1) =1/2e p(L,L—1) = p(L,L) = 1/2.
Para L = 4, a matriz é

0 1 2 3 4
0105(050 0 0
11050 0,50 0
210 0,510 0,510
310 0 0,510 0,5
410 0 0 0,51 0,5

Cada coluna soma 1, e 0 mesmo argumento vale para qualquer L. Portanto,
a distribuicdo estacionaria é uniforme:

()= ——  0<i<L
L+1

3.3 Reversibilidade e balanco detalhado

A estacionariedade equilibra o fluxo total que entra e sai de cada estado. O
balanco detalhado impde uma condi¢ao mais forte: o equilibrio deve ocorrer
separadamente em cada par de estados.

Definicao 3.3 — Balanco detalhado e reversibilidade

Uma distribuicdo 7 satisfaz o balanco detalhado para P se

z(x)p(x,y) = n(y)p(y, x) para todos x,y € S.

Quando existe tal distribuicdo, dizemos que a cadeia é reversivel em
relacdo a 7.
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O produto 7(x)p(x, y) é a probabilidade de observar a transicdo x — y
quando a cadeia comeca com distribuicdo 7. A igualdade afirma que
essa transicao e a transicdo inversa tém a mesma probabilidade em
equilibrio.

Para verificar que o balanco detalhado implica estacionariedade, fixamos
y € somamos em X:

> m()p(x,y) = 1(y) Y, p(y,x) = 7(y).

X
Na imagem da areia, o balan¢o detalhado diz que, para cada par x, y, a
massa enviada de x para y coincide com a massa enviada de y para x. A
estacionariedade permite compensacdes globais mais complexas; por isso,
nem toda cadeia estacionaria é reversivel.

Exemplo 3.7 — Estacionaria sem balanco detalhado.

Considere a matriz duplamente estocastica

0,5 05 0
P=103 0,1 06
0,2 04 04

A distribuicdo uniforme é estacionaria, mas néo satisfaz balanco deta-
lhado: para ela, 7(1)p(1,3) = 0, enquanto 7(3)p(3,1) = 1/15 > 0.

Exemplo 3.8 — Um triangulo em equilibrio, mas nao reversivel.

Uma particula percorre os vértices de um triangulo. De cada vértice ela
avanca no ciclo 1 - 2 — 3 — 1 com probabilidade a e percorre a aresta
oposta com probabilidade 1 — a, onde 0 < a < 1. Na ordem (1, 2, 3), a matriz

€
0 a 1—a

P,=|1-a O a
a 1—a 0
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Figura 3.2: Em cada vértice, a probabilidade no sentido1 -2 -3 - 1éaq,
e no sentido oposto é 1 —a.

Cada coluna de P, soma 1, logo a distribuicdo 7 = (1/3,1/3,1/3) é estacio-
naria para todo a € [0, 1]. O balanco detalhado entre 1 e 2, porém, exige

a(D)p(1,2) = 2(2)p(2,1) > gz 4 = a:%.

Quando a = 1/2, as outras igualdades de balan¢o detalhado também valem,
e a cadeia é reversivel. Para a # 1/2, a distribuicao uniforme ainda é pre-
servada, mas ha uma circulacdo preferencial em torno do tridangulo. Assim,
estacionariedade nao implica reversibilidade.

Exemplo 3.9 — Pesos de uma cadeia de nascimento e morte.

Uma cadeia de nascimento e morte tem espaco de estados formado por intei-
ros consecutivos £, £ + 1, ..., r, com r finito ou r = +o0, e sO pode permanecer
no lugar ou mover uma unidade:

p(x,y) =0 quando |x — y| > 1.

Escrevemos

ple,x +1) = py parax <r,
plx,x —1) = qy para x > {,
ple,x)=1—p,—q, paralt <x<r.

Adotamos g, = 0 e, quando r ¢ finito, p, = 0. Supomos py, gy+1 > 0 em
cada aresta admissivel e p, + g, < 1. O balango detalhado entre os vizinhos
x ex + 1 exige

m(x)pyx = 7(x + 1)gx11
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logo

Px

x+1
Comecando em £ e aplicando a recursido repetidamente,

m(x+1)= - 7t(x) (3.3)

Pe+i—1 " Pe+i—2 " Pe+1 " Pe
(k) - )
Qe+i * Ge+i—1 " Ge+2 - Ge+1
Depois, escolhemos 7(f) para que a soma das probabilidades seja 1. Essa

a(f+1i) =

normalizacdo sé é possivel, no caso infinito, quando a série dos pesos acima
converge.

Neste modelo, o balanco detalhado também é necessario para a estaci-
onariedade. De fato, suponha que 7 seja uma distribuicdo estacionaria e
fixe x < r. O conjunto F = {¢{, ..., x} é finito. Em um passo, a Unica saida
de F ocorre pela transicdo x — x + 1, e a Unica entrada ocorre pela tran-
si¢do inversa. Somando as equacdes de estacionariedade nos estados de F,
obtemos

7(F) = w(F) — n(x)py + 7(x + 1)Gxt1-
Portanto, (x)p, = m(x + 1)g,41 para toda aresta admissivel. Toda estacio-
naria precisa, assim, ter os pesos calculados acima. Se a série desses pesos
diverge, ndo existe distribuicdo estacionaria; se converge, sua normalizacdo
fornece a tinica estacionaria.

Exemplo 3.10 — Uma fila de atendimento em equilibrio.

Em cada instante, um servico recebe uma nova pessoa com probabilidade
p = 2/5, ou surge uma oportunidade de atendimento com probabilidade
q = 3/5. Se a fila esta vazia, a oportunidade de atendimento néo altera seu
tamanho. O estado X, é o numero de pessoas esperando; suas transi¢des
sao

p(0,0) =g, p(0,1) = p, pli+1)=p, pli-1)=q @GE=21).

p=2/5: entrada q=3/5: servico possivel



3 Distribuicoes estacionarias e comportamento limite 114

Figura 3.3: A fila cresce nas chegadas e diminui nos atendimentos efetivos.
No estado zero, uma oportunidade de atendimento produz uma
permanéncia.

E uma cadeia de nascimento e morte. Pelo balanco detalhado, os pesos
estacionarios precisam satisfazer 7(i + 1)q = 7(i)p, isto é, n(i+ 1) = %ﬂ'(i).
A normalizacdo da série geométrica fornece

7(i) = % <§>i, i >0.

Ha probabilidade estacionaria 1/3 de a fila estar vazia. O nimero médio de
pessoas no sistema em equilibrio é

giﬁ@:;gi(g)i:.

Na Secdo 3.6, o Exemplo 3.22 retomara essa fila para relacionar a reversibili-
dade a distribuicao dos atendimentos.

Exemplo 3.11 — Cadeia de Ehrenfest.

Considere primeiro o caso de trés bolas. A matriz de transicao é

0 0 1 0 0
11/3 0 2/3 0
2 0 2/3 0 1/3
30 0 1 0

Tomando 7(0) = ¢ e usando (3.3), obtemos

m(1) = 3¢, m(2) = 3c, 7(3) =c.

A soma ¢ 8c, portanto ¢ = 1/8e

2(0) = é (1) = % 2(2) = % 2(3) = é

Os coeficientes 1, 3, 3, 1 sugerem a resposta geral: para N bolas, a distri-
buicéo estacionaria é binomial com pardmetros N e 1/2,
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m(x) = Z_N(N).
x

Verificacdo da estacionaria de Ehrenfest. Para verificar o balanco detalhado,

N N-x
x!(N-x)! N
-N N! x+1
(x+D(N-x-1)! N
=n(x+ 1)p(x + 1,x).

a(x)p(x,x +1)=27N

Ha também uma prova probabilistica. Escolha inicialmente, de forma in-
dependente e equiprovavel, a urna de cada bola. Todas as 2"V configuracdes
sdo igualmente provaveis. Trocar a urna de uma bola escolhida ao acaso ape-
nas permuta essas configuracoes, de modo que a distribuicdo uniforme das
configuracdes — e, portanto, a lei binomial de X, — permanece inalterada.

|

Exemplo 3.12 — Passeio aleatorio em um grafo.

Seja G = (V,E) um grafo finito, simples e nio orientado, sem vértices
isolados. Sua matriz de adjacéncia é A(u,v) = 1 quando {u, v} € E e zero nos
demais casos. O grau d(u) = ), A(u,v) conta os vizinhos de u e é positivo.
Escolher uniformemente um vizinho define

_ Au,v)
pu,v) = i)

Essa cadeia é reversivel em relacdo a distribuicdo estacionaria

m(u) = %

Um vértice com mais vizinhos recebe mais massa no equilibrio. A veri-
ficagdo ndo exige conectividade; esta serd necessaria para que uma unica
trajetoria possa explorar todo o grafo.
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Demonstragdo. Como A(u,v) = A(v,u), para qualquer constante ¢ > 0 os
pesos cd(u) satisfazem

cd(w)p(u,v) = cA(u, v) = cA(v,u) = cd(v)p(v, u).

Cada aresta contribui duas unidades para a soma dos graus; logo )., d(u) =
2|E|. Tomar ¢ = 1/(2|E|) normaliza os pesos e prova o balan¢o detalhado. =

3 3 3 3

Figura 3.4: Os nimeros indicam os graus dos vértices. Sua soma é 40, de
modo que a massa estacionaria de cada vértice é seu grau dividido
por 40.

Exemplo 3.13 — O sapo retorna: onde passa mais tempo?.

Voltemos ao sapo nas quatro folhas do Exemplo 2.1. Os graus das folhas
A, B,C, D sao, respectivamente, 2, 2, 3, 1, e a soma é 8. Pelo balanc¢o detalhado
do passeio aleatorio em grafo, uma distribuicdo estacionaria é

1 1 3 1
A) = -, B) = -, C)=-=, D) =-.
n(A) =7 7(B) = 7 (€)= 3 (D)= ¢
Por exemplo, o fluxo entre A e C se equilibra:
11 31
A)p(A,C)=--=—==-==71(C)p(C, A).
HAPAC) = 15 =21 = 7(O)p(C, A)

A folha C, ligada a trés outras, recebe trés vezes mais massa estacionaria do
que D, que tem uma unica ligagdo. Na Figura 2.3, essa diferenca pode ser
lida nos graus dos vértices.

Os resultados das proximas se¢does mostrarao que, se o grafo for conexo,
a cadeia é irredutivel, a estacionaria é Gnica e suas massas sdo também as
frequéncias temporais a partir de qualquer vértice. A convergéncia das
distribuicdes exigira ainda aperiodicidade.
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Exemplo 3.14 — Um cavalo passeando ao acaso no tabuleiro.

Um cavalo ocupa uma casa de um tabuleiro de xadrez 8 x 8. A cada passo,
escolhe uniformemente uma das casas alcangaveis por um movimento legal.
No centro do tabuleiro ha oito op¢des; num canto ha apenas duas.

6 @) @

5 @ @
4 [

3 @ @
2 (@ (@

a b ¢ d € f & h

Figura 3.5: A casa inicial d4, destacada em vinho, tem oito vizinhas possi-
veis, assinaladas em petroleo. O cavalo escolhe cada uma com

probabilidade 1/8.

Vimos que, num passeio aleatério em um grafo nédo orientado, a distribuicéo
estacionaria é proporcional aos graus. Quantos movimentos legais orienta-
dos existem no tabuleiro? Ha oito deslocamentos de cavalo possiveis, com
sinais e ordens das componentes, e para cada deslocamento existem 7 - 6
casas iniciais permitidas. Assim, a soma dos graus das casas ¢ 8 -7 - 6 = 336.
Logo,
rd4) = = =L a(a)= = = .
336 42 336 168
Em equilibrio, o cavalo ocupa d4 quatro vezes mais frequentemente do que
al. Cada movimento, porém, troca a cor da casa. Por isso a distribui¢éo
em um instante fixo nao converge a estacionaria quando partimos de uma
casa determinada. Voltaremos a essa distin¢do ao estudar periodicidade na

Secdo 3.4.
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3.3.1 Cadeia reversa

Suponha que a cadeia comece em equilibrio, isto é, X, ~ 7. Se gravarmos
sua trajetoria e exibirmos o filme ao contrario, obteremos novamente uma
cadeia de Markov. A férmula seguinte identifica suas probabilidades de
transicao.

Teorema 3.3 — Cadeia reversa

Suponha que X; ~ 7, onde 7 é estacionaria, e fixe n. O processo
W 2 20, 0<m<n,

¢ uma cadeia de Markov no suporte S, = {i € S : n(i) > 0}, cujas
transicdes, para 0 < m < n, sdo dadas pela matriz reversa

_ 7#(DpGii)

R

Demonstragao. Primeiro, a cadeia em equilibrio permanece no suporte S;.
De fato, se j & S, a estacionariedade implica

0=r(j) =Y x(@)pG.J).

1

Como os termos sdo nao negativos, p(i, j) = 0 para todo i € S,;. Portanto,
partindo do suporte, a cadeia ndo pode sair dele.

Fixe 0 <m < ne escrevat = n —m. Uma historia da cadeia reversa com
Y, =1, Y 1 =ay,..,Yy = a, corresponde, na cadeia original, a

‘X} = i, XH-I = a1, ..., Xn = Q-

A histoéria considerada tem probabilidade positiva e, portanto, 7(i) > 0.
Denote por
G = JPi(XI =dai,... ,Xm = am)

a probabilidade desse trecho futuro, com a convencéo ¢; = 1 quando m = 0.
Pela propriedade de Markov, uma vez conhecido X; = i, a probabilidade
desse futuro é ¢, independentemente do estado ocupado em t — 1. Pela
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estacionariedade, P(X;_; = j, X; = i) = n(j)p(j, ). Assim,

]P()<t—l = j’ Xt =1, Xt+1 =4y, ... ’Xn = am) = ”(])p(]s i)ci’
P(X; =1, X1 = aq, ..., X, = ay,) = n(i)c;.

Dividindo a primeira probabilidade pela segunda, o fator correspondente ao
futuro se cancela:

P i1 =J | Y =iV =ay,.... Yy = ay)
_ 2@DpG.Da _ 2(DpGi i)
7(i)g x()
O resultado depende apenas de i e j, ndo dos demais estados observados

nem do instante m. Isso prova a propriedade de Markov e a homogeneidade
da cadeia reversa.

Por fim, a féormula define uma matriz de transicdo em S, pois, parai € S,

Y pan=—= 3 a()ptii) = 22 =

‘ ——Z =1
AP 0

Os termos com j & S, tém peso zero. Se quisermos estender P a todo S,
basta completar as linhas fora do suporte com distribuicdes de probabilidade
arbitrarias; elas ndo afetam a cadeia em equilibrio. ]

Se 7 satisfaz o balanco detalhado, entdo, parai,j € Sy,

£G.1) = —”Oj)rfi()j’ D pii.

Nesse caso, um filme da cadeia em equilibrio tem a mesma lei quando exibido
de tras para a frente. Essa é a razdo para o nome reversivel.

Exemplo 3.15 — Um ciclo visto ao contrario.

Nos estados 1, 2,3, seja C o ciclo orientado 1 - 2 - 3 — 1 e tome P =
0,21 + 0,8C. Entao
02 08 0
P=|10 02 08
08 0 0,2
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As colunas somam um, logo = = (1/3,1/3,1/3) é estacionaria. A férmula
da cadeia reversa da P = PT:

0,2 0 038
P=108 02 0
0 08 0,2

O filme invertido percorre o ciclo no sentido oposto. Como p(1,2) = 0,8 e
p(2,1) = 0, ndo ha balanco detalhado com a estacionaria uniforme: equili-
brio ndo implica reversibilidade.

Original P Reversa P

0,2 0,2
0,8 \ 0,8 0,8 / 0,8
EOST R O=T
0,8

0,2 «—@Q 02 02
0,8

7 =(1/3,1/3,1/3) nas duas cadeias

Figura 3.6: A cadeia original e sua reversa tém a mesma distribuicdo estacionaria,
mas percorrem o ciclo em sentidos opostos. Na original, 7(1)p(1,2) =
4/15 e m(2)p(2,1) = 0: a preservagdo das massas nao exige balango
detalhado em cada par de estados.

3.4 Comportamento limite

A existéncia de uma distribuicao estacionaria nao assegura que a lei da
cadeia convirja para ela. A recorréncia e a periodicidade permitem distinguir
as situacOes em que essa aproximagao ocorre.

Se y é transiente, os Lemas 2.14 e 2.15 ddo Y.,~; P"(x,y) < oo para qual-
quer estado inicial x e, consequentemente,

PY(x,y) — 0.
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Assim, a probabilidade de cada estado transiente fixado tende a zero.
Em um espaco infinito, isso ndo impede que toda a massa permaneca no
conjunto dos estados transientes, deslocando-se para estados cada vez mais
distantes. Para entender a convergéncia, concentramos a aten¢ao em classes
irredutiveis recorrentes. A periodicidade, definida no capitulo anterior, ainda
pode impedir que a lei convirja.

Esse comportamento ja apareceu no Exemplo 3.2.

Ha duas formas de observar o longo prazo: a distribuicdo em um instante
distante e a média calculada ao longo de uma tnica trajetoria.

Convergéncia da lei e média temporal

Em uma cadeia irredutivel com estacionaria r, a aperiodicidade garante
P*"(x,y) — n(y). As médias temporais podem convergir mesmo com
periodicidade: a cadeia pode passar uma fragcdo bem definida do tempo
em cada estado.

3.4.1 Frequéncias e tempo médio de retorno

As médias ao longo de uma trajetdria dispensam a aperiodicidade. Cada
retorno ao mesmo estado encerra uma excursio e permite recomecgar com a
mesma lei.

Teorema 3.4 — Frequéncia assintoética

Suponha que a cadeia em um espacgo finito ou enumeravel seja irredu-
tivel e recorrente. Para

n
Nu(y) = Z L, =y}
m=1
vale, sob P, para todo estado inicial x,

N) 1
n E, TS

quase certamente,

com a convencio 1/c0 = 0.
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O inverso do intervalo médio entre visitas é a frequéncia de visitas. Se o
intervalo tem média infinita, a cadeia ainda retorna infinitas vezes, mas os
retornos ocupam uma fragao assintética nula do tempo.

Demonstragao. Pela irredutibilidade e recorréncia, Hy < oo quase certa-
mente, qualquer que seja o estado inicial. Ponha Ry = H), e seja Rg o
instante do k-ésimo retorno depois de R,. Pela propriedade forte de Markov,
os intervalos Ly = Ry — Rx_1, k > 1, sdo independentes e identicamente
distribuidos (i.i.d.), com a lei de T, sob P,,.

Sea= EyT}}L < 00, a lei forte dos grandes nimeros da Ry /k — a. Paran >
H,, denote por k(n) o maior inteiro k > 0 tal que Ry < n. Pela recorréncia,
k(n) — oo quase certamente. Para k(n) > 1,

Ri(n) o N Rimy+1 k(n) + 1
k(n) ~ k(n) k(n)+1 k(n)

A lei forte vale também ao longo da subsequéncia k(n). Os dois extremos
convergem a a, logo n/k(n) — a e k(n)/n — 1/a. A contagem N, (y) difere
de k(n) em no maximo uma visita, o que nio altera o limite.

Se E},T}jr = oo, aplicamos a lei forte as variaveis limitadas Ly A b. Para
cada inteiro b > 1,

R

lim inf —% > E,(Ty Ab) quase certamente.
k—oo k

Podemos tomar essas desigualdades simultaneamente para todos os inteiros

b > 1: aunido enumeravel dos eventos excepcionais ainda tem probabilidade

zero. Pela formula da cauda do Lema 2.13,

b ey
BTy ab)= 3 By(Ty 2 ), BT = 3 Py(Ty 2 ) =
j=1 J=1

As esperancas truncadas sao, portanto, as somas parciais de uma série di-
vergente de termos nao negativos. Dado qualquer numero M, podemos es-
colher b com E},(T;r Ab) > M; a desigualdade anterior da lim infy Ry /k > M.
Como M é arbitrario, R /k — . Usando o mesmo k(n), temos n/k(n) >
Ri(n)/k(n) — oo; portanto N,(y)/n — 0 também nesse caso. ]
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Definicao 3.4 — Recorréncia positiva e recorréncia nula

Um estado recorrente y é recorrente positivo se EyT;r < oo e recorrente
nulo se EyT;r = oo,

A estimativa seguinte permite passar as esperancas para variaveis limita-
das, relacionando as frequéncias observadas nas trajetorias as probabilida-

des.

Lema 3.5 — Esperancas de variaveis entre zero e um

Se 0 < Z, < 1e Z, — c quase certamente, onde ¢ € [0,1] é uma
constante, entao EZ, — c.

Demonstragao. Fixe ¢ > 0 e defina

AN = U{lZn —c| > e}

n>N

Os eventos Ay decrescem com N. Como Z, — ¢ quase certamente, a proba-
bilidade de sua intersecdo é zero: fora do evento excepcional, somente um
numero finito dos desvios pode superar ¢. Pela continuidade das probabili-
dades para eventos decrescentes, P(Ay) — 0. Essa propriedade decorre da
aditividade enumeravel, como recordado na Proposi¢ao 2.9.

Paran > N, temos |Z, — c| < e forade Ay e |Z, —¢| < 1 em Ay. Logo,

|EZ, —c| < E|Z, — | < e + P(AN).

Primeiro escolhemos N para tornar pequena a ultima probabilidade; depois
usamos que ¢ pode ser arbitrariamente pequeno. Isso prova a afirmacdo. m

Como exemplo, considere a cadeia de Ehrenfest. O espago ¢ finito e a
cadeia é irredutivel; o Lema 2.10 limita a esperanca do retorno por uma série
geométrica. Seus estados sdo, portanto, recorrentes positivos.
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Teorema 3.6 — Tempo médio de retorno

Se uma cadeia irredutivel em espaco finito ou enumeravel possui distri-
buicdo estacionaria 7z, entdo todos os estados sdo recorrentes positivos

e
1

+
Ey Ty

(y) = > 0.

Em particular, a distribuicao estacionaria é unica.

Um estado com maior massa estacionaria reaparece mais cedo, em média.
A finitude do espago garante a existéncia de alguma estacionaria; em um
espaco enumeravel, essa existéncia é uma hipotese adicional, que exclui
tanto transiéncia quanto recorréncia nula numa cadeia irredutivel.

Demonstragdo. Primeiro, n(y) > 0 para todo y. De fato, escolha z com
7(z) > 0 e um caminho de z a y em r passos. Entdo n(y) = (zP")(y) >
n(z)P'(z,y) > 0.

Pelo Lema 2.17, recorréncia ou transiéncia é propriedade da classe. Se
a classe fosse transiente, teriamos P*(x,y) — 0 para todo x. Fixe e > 0 e
escolha um conjunto finito F C S com ).+ 7(x) < ¢. Pela estacionariedade
e por P'(x,y) <1,

2(y) =Y 2(x)P"(x,y) < Y. m(x)P"(x,y) +&.

x x€F

A soma a direita é finita e tende a zero. Portanto 7(y) < &; como ¢ é arbitréario,
teriamos 7(y) = 0, uma contradicio. Logo a cadeia é recorrente.

Comece agora com X;, ~ 7. A estacionariedade da E;[N,(y)/n] = n(y).
O teorema de frequéncia vale para todo estado inicial e, portanto, também
para essa mistura de leis: se &/ é o evento de convergéncia, a probabilidade
total da P, (&) = )., n(x)P,(&) = 1. Como 0 < N,(y)/n < 1, 0 Lema 3.5

fornece )

—.
EyTy

n(y) =

O lado esquerdo ¢ positivo, logo a esperanca ¢é finita. A férmula determina
cada coordenada de qualquer distribuicao estacionaria, provando a unicidade.
]
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No passeio do cavalo do Exemplo 3.14, ja calculamos 7(d4) = 1/42 e
m(al) = 1/168. Portanto,

EgTy, = 42, E,T) = 168.

A casa central é visitada, em média, quatro vezes mais frequentemente que
o canto. A periodicidade desse passeio nao altera a férmula do tempo médio
de retorno.

Para o sapo do Exemplo 3.13,

+_ 1 _ 8 +_ 1 _
ECTC—%—E, EDTD—m—&

A folha D tem um tempo médio de retorno trés vezes maior que C. Para a fila
do Exemplo 3.10, a probabilidade estacionaria de estar vazia é 7(0) = 1/3;
logo, o tempo médio entre visitas sucessivas a fila vazia é EyT,” = 3 instantes.

Reciprocamente, um tempo médio de retorno finito permite construir
uma distribui¢do estacionaria a partir das visitas de uma excursdo completa.
As mesmas contagens serdo usadas no estudo das recompensas.

Proposicao 3.7 — Pesos de ocupacao de uma excursao

Considere uma cadeia em espaco finito ou enumeravel e um estado a
para o qual L = T satisfaz £ = E,;L < co. Defina

L-1
V) = Ea ) Yix,=pp
m=0

Entao Zy v(y) =, vP = v e v/t é uma distribuicdo estacionaria.

Demonstragao. Como E;L < oo, 0 retorno ocorre em tempo finito quase
certamente. Cada excursio é uma sequéncia finita

Yy =G0o¥) Yo=¥=a  Ym*a (1<m<r),

com comprimento r = r(y) > 1. O conjunto I' dessas sequéncias é enumera-
vel, pois S é finito ou enumeravel. A probabilidade da excursao y é

r—1
4 = HP(Ym’}’m+l)s Z qy = 1.
m=0

yer
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Se n,(y) = an_:lo 1, —y}. a definicdo de esperanca para essa distribuicdo
enumeravel da
v(y) = Y qyny(y).
yer
Em cada excursio, Zy ny(y) = r. Reagrupando séries de termos néo negati-
vos, como explicado no capitulo anterior,

v =Yg, Y n) =Y qr=EL=t

y yel vy yel

Também podemos reagrupar as visitas segundo o instante em que ocorrem,
obtendo v(x) = Y, P,(L > m, X;, = x). O evento {L > m} é determinado
pela trajetoria até m. Assim, a propriedade de Markov, aplicada em cada
instante fixo, fornece

D v@p(ey) = Y, Y Po(L > m, X, = )p(x, )
X m>0 x
= Y Po(L>m, Xpi1 = )
m>0
r—1
= Z 9y Z Ly =yt
yell’  m=0

Todas as parcelas sdo ndo negativas; os reagrupamentos sao 0s mesmos
de séries numéricas usados acima. Em cada excursio finita, trocar a visita
inicial pela final ndo muda a contagem, pois y; = y, = a. A ultima expressao
é, portanto, v(y). Concluimos que vP = v. Como 1 < ¢ < oo, dividir por ¢
normaliza os pesos e produz uma distribui¢ao estacionaria. |

Teorema 3.8 — Recorréncia positiva e existéncia de estacionaria

Uma cadeia irredutivel em espago finito ou enumeravel possui distri-
buicdo estacionaria se e somente se algum de seus estados é recorrente
positivo. Nesse caso, todos os estados sdo recorrentes positivos e a
distribui¢do estacionaria é unica.
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Demonstragao. Se existe uma distribui¢do estacionaria, o Teorema 3.6 da
recorréncia positiva de todos os estados e unicidade. Reciprocamente, se a
é recorrente positivo, a Proposi¢do 3.7 constroi uma estacionaria a partir
de suas excursdes. Aplicando novamente o teorema do tempo médio de
retorno, obtemos as demais afirmacoes. ]

3.4.2 Convergeéncia das distribuicoes

A convergéncia das distribuicdes exige eliminar as oscila¢des periddicas.
O proximo lema mostra como a aperiodicidade permite comparar trajetorias
em um mesmo instante.

Lema 3.9 — Caminhos com todos os comprimentos suficiente-
mente grandes

Em uma cadeia irredutivel e aperiddica, para cada par x,y existe
ny(x, y) tal que P*(x, y) > 0 para todo n > ny(x, y).

Podemos inserir voltas num caminho de x a y. Quando os comprimentos
das voltas ndo compartilham um divisor maior que um, essas insercoes
acabam preenchendo todos os tempos grandes.

Demonstragao. Fixe um estado a. Podemos escolher tempos possiveis de
retorno ry, ..., r; cujo maximo divisor comum seja 1. Concatenar caminhos
de retorno mostra que toda soma positiva desses nimeros com coeficientes
inteiros ndo negativos também é um tempo possivel de retorno.

Como o maximo divisor comum ¢ 1, a identidade de Bézout permite es-
crever cada residuo médulo r; como uma combinacéo inteira de ry,...,7;.
Podemos tornar ndo negativos os coeficientes de ry, ..., rj somando a eles
multiplos suficientemente grandes de ry; isso ndo muda o residuo da combi-
nacdo. O termo que multiplica r; pode ser omitido. Assim, para cada residuo
b, existe uma soma nao negativa s, dos tempos de retorno que tem esse
residuo.

Seja M o maior desses representantes. Todo inteiro n > M tem a forma
sp+qry, comq > 0, e portanto é um tempo possivel de retorno a a. Finalmente,
concatene um caminho de x a a, uma dessas voltas e um caminho de a a y.
Isso fornece a afirmacao. [ ]
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Teorema 3.10 — Teorema da convergéncia

Suponha que uma cadeia em espaco finito ou enumeravel seja irre-
dutivel e aperiddica e possua distribuicao estacionaria z. Entao, para
todos os estados x, y,

P'(x,y) — n(y).

A irredutibilidade permite que duas trajetorias se encontrem; a aperiodici-
dade permite que o encontro ocorra no mesmo relogio. A existéncia de uma
probabilidade estacionaria impede que a massa escape para regides cada
vez mais distantes. A demonstracdo usa um acoplamento: uma construcao
conjunta de duas cadeias no mesmo espaco de probabilidade que preserva
a lei de cada uma separadamente. Construiremos uma copia iniciada em x
e outra em equilibrio; depois que elas se encontrarem, passardo a evoluir
juntas.

0 1 2 3
Xn Q—’Q—PQ—P
M - M 4 H\/ X, = Y§>
\_/ Hy

Figura 3.7: Duas cadeias evoluem separadamente até o primeiro encontro
Hp. Dai em diante, usam as mesmas transi¢des e permanecem
juntas. Os circulos representam estados em cada instante, sem
especificar seus valores.

Demonstragdo. Comece com duas cadeias independentes de matriz P. A
cadeia dos pares tem transicio

(. v), (W', v) = plu,u")p(v,v").

A aperiodicidade permite escolher um mesmo instante para as duas coorde-
nadas. Pelo lema anterior, dados (u, v) e (u’,v’), existem n; e n, tais que

P u,u’) >0 (n>ny), P'(v,v') >0 (n>ny).
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Escolhendo o mesmo n > max{n;,n,} para as duas coordenadas,
Q”((u, v), (W, v')) = P"(u,u’)P"(v,v") > 0.

Portanto, a cadeia dos pares é irredutivel. Além disso, se as duas coordenadas
comec¢am independentemente com lei 7 e usam transi¢des independentes,
ambas permanecem independentes e com lei 7. Assim, a distribui¢ido pro-
duto, definida por (x ® 7)(u,v) = n(u)r(v), é estacionaria para Q. Pelo
teorema do tempo médio de retorno, uma cadeia irredutivel que possui essa
probabilidade estacionaria é recorrente positiva. Em particular, partindo
de qualquer par, ela atinge qualquer par fixado, por exemplo (a, a), quase
certamente.

Agora tome Xy = xe Yy, ~ n. SejaD = {(z,z) : z € S} a diagonal
e Hp = infin > 0 : X, = Y,} o primeiro encontro. Antes do encontro,
as coordenadas evoluem independentemente; a partir dele, usam a mesma
transicdo sorteada.

Essa mudanca altera apenas a dependéncia entre as coordenadas. Antes
ou depois do encontro, dado o estado atual z de uma coordenada, o seu
proximo estado continua sendo sorteado segundo p(z,-). Assim, cada coor-
denada conserva sua lei de cadeia de Markov com matriz P: X comeca em
x e Y permanece em equilibrio. Até o encontro, a lei é a da cadeia dos pares;
como ela chega a (a,a) em tempo finito, Hp < oo quase certamente.

Se X, # Y, o encontro ainda nao ocorreu. Para qualquer conjunto A C S,

Py (X, € A) — n(A)] = [E(Lix ea} — Ly,eap)l
<P(X, #Y, <P(Hp >n) — 0.
Na primeira desigualdade usamos que [1gx c 43— 1gy a3l < 1ix vy }- O Gltimo
limite usa apenas a continuidade das probabilidades: os eventos {Hp > n}

decrescem para {Hp = oo}, cuja probabilidade é zero. Como a cota vale para
todo conjunto A,

sup|P, (X, € A) — n(A)| < P(Hp > n) — 0.

ACS
Essa é precisamente a cota de variacdo total que sera formalizada adiante.
Escolhendo A = {y}, obtemos o enunciado. [ |

Retomemos também a cadeia redutivel dos Exemplos 2.23 e 3.3. Come-
cando no estado 1, a cadeia sai dele quase certamente, pois a chance de
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permanecer ali por n passos é (1/4)". A probabilidade de entrar primeiro
em 0 é 1/3; a de entrar na classe {2,3} é 2/3. A classe {2, 3} é irredutivel e
aperiddica, e sua lei converge para (2/5,3/5). Aplicando o teorema depois
da entrada nessa classe, obtemos

lim P"(1,-) = %(1,0, 0,0) + %(0,0, 2/5,3/5)
n—oo

=1(1/3, 0, 4/15, 2/5)|

Esta é uma das distribui¢Oes estacionarias calculadas anteriormente, com
t = 1/3. Em uma cadeia redutivel, a distribuicdo limite pode depender
do estado inicial: a dinAmica determina quanta massa alcanca cada classe

fechada.

Exemplo 3.16 — Trés modelos revisitados: o que acontece ap6s muitas
etapas?.

O sapo. O grafo das folhas é conexo, logo a cadeia é irredutivel. Ha um
retorno possivel a A em dois saltos, A - B — A, e outro em trés, A —
B - C — A. Como gcd(2,3) = 1, a cadeia é aperiddica. Pelo teorema da
convergéncia e pelo Exemplo 3.13,

- 3 - 1
lim P"(A,C) = =, lim P"(A,D) = -.
n—o0 8 n—o0 8
A mobilidade social. Na matriz do Exemplo 2.5, todas as entradas sao
positivas. Portanto, qualquer classe alcan¢a qualquer outra em um passo e ha
permanéncias positivas: a cadeia é irredutivel e aperiddica. Sua distribuicao
de uma geracdo distante converge para a estacionaria que calculamos:

Pn(25 ') - <gs Es i) .
47 47 47
A ruina do jogador. No jogo do Exemplo 2.2, com p = 2/5, barreiras 0 e 5 e
fortuna inicial 2, os estados interiores sdo transientes e a cadeia é absorvida

em uma das barreiras. A formula de ruina finita fornece

1-(3/2° _ 40

P,(Hs < Hy) = - 40
2(H5 < Ho) 1-(3/2)° 211
Assim,
lim P"(2,0) = 25 lim P(2,5) = -2
n=>oo 211 n—>oo 211
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A distribuicéo limite é uma mistura das massas absorventes, que depende da
fortuna inicial. Os trés exemplos mostram duas situagdes distintas: numa
cadeia finita irredutivel e aperiddica a lei converge para uma distribui¢éo
Unica; numa cadeia redutivel com absorc¢ao, o limite registra qual classe
fechada foi atingida.

3.4.3 Recompensas ao longo de uma trajetoria

Contar visitas corresponde a atribuir recompensa um em um estado e zero
nos demais. Custos e observagdes gerais exigem mais cuidado: num espaco
infinito, ndo basta somar limites de frequéncias sem controlar a contribuicdo
dos estados raros.

Teorema 3.11 — Teorema ergddico

Suponha que uma cadeia em espaco finito ou enumeravel seja irre-
dutivel e possua distribuicdo estacionaria 7. Se f : S — R satisfaz
> | f(0)|m(x) < o0, entdo, sob qualquer estado inicial,

%mgl f(X,) — zx: f(x)m(x) quase certamente.

Aperiodicidade ndo é necessaria: médias temporais incorporam ciclos
completos. A condicao de integrabilidade garante que a recompensa média
de uma excursio seja finita. No caso finito, toda funcéo real satisfaz essa
condicdo; no enumeravel, ela controla a contribui¢do dos estados raros a
soma.

Demonstracdo. Fixe um estado a e ponha L = T, para uma cadeia iniciada
em a. Pelo teorema do retorno, £ = E;L < oo,
1. Contagens de ocupagdo de uma excursdo. Retome os pesos

L-1
V) = Ea ), Tix,=p)
m=0

A Proposicio 3.7 ja mostrou que v/{ é estacionaria. Pela unicidade da distri-
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buicdo estacionaria, concluimos que

v(y) = tr(y).

Essa identidade relaciona a ocupacao de um ciclo a média em equilibrio.

2. Recompensa por ciclo e lei forte. Seja B = Z,Ln_:lo f(X,,) arecompensa da
excursio e C = 251_:10 | f(X,,,)| sua recompensa absoluta. Ambas sdo finitas
em cada excursdo, pois L < oo e f assume valores reais. Para calcular suas
esperancas, use o conjunto enumeravel I' de excursdes, suas probabilidades
qy € as contagens ny,(y) da Proposicdo 3.7. Reagrupando uma série numérica

de termos nio negativos,

E.C =Y a4 D, 1fDny(y)

yel'

=Y 1D gyny ()
y

yer

= Y IF ) = £ Y If D) < .
Y y

Como |B| < C, a recompensa B tem esperanca absoluta finita. O mesmo
calculo com f(y) no lugar de |f(y)| agora é permitido pela convergéncia
absoluta da série e da

EB=) fyw() =t Y fG)r(y).
y y

Nos ciclos sucessivos, os pares comprimento-recompensa sdo i.i.d., pela
propriedade forte de Markov. Se L e By correspondem ao k-ésimo ciclo, a
lei forte fornece
_1 <k
By+-+B, kK Xj1B
Li++Lg p-1vk
1 k k ijl L]

— 2= o)
y

Assim, a recompensa acumulada nos ciclos completos, dividida pelo tempo
desses ciclos, converge para a média estacionaria.

3. O ciclo incompleto. Resta controlar o pedaco da trajetoria que pertence
ao ultimo ciclo, ainda néo encerrado. Se Ci é a recompensa absoluta do
k-ésimo ciclo, a integrabilidade implica, para cada ¢ > 0,

D P(G > k) < oo,
k>1



3 Distribui¢des estacionarias e comportamento limite 133

De fato, os C tém a mesma lei que C. Considere a variavel inteira nao
negativa

™ |0

Z = Z Licsery <
k>1

Pela formula da cauda (Lema 2.13),

E,C
D P(C > ek) = ) P(C > ek) = EZ, < == < .
k>1 k>1 €

Nao precisamos enumerar novamente as excursoes: cada termo conta apenas
quantos limiares ¢k ficam abaixo de C. Pelo primeiro lema de Borel-Cantelli,
quando a soma das probabilidades é finita, apenas um nimero finito desses
eventos ocorre, quase certamente. Aplicando isso a ¢ = 1,1/2,1/3,... e
reunindo os eventos excepcionais, obtemos Ci./k — 0 quase certamente.

Seja K(n) o nimero de ciclos completos até n. Pela inversdo das contagens
usada no Teorema 3.4, K(n)/n — 1/¢. A recompensa ainda nédo contabilizada
esta contida no ciclo seguinte e seu modulo é limitado por Cg(,)41. Além
disso,

n  Km+1 n

O tempo dos ciclos completos, dividido por n, também tende a um, pois

Ckm+1 Ckm+1 Kn)+1 o

Ly+-+Lgemy Lit+Lgw Kn) 1
= —f{-=1
n K(n) n ?

Combinando essa razdo com o limite das recompensas dos ciclos completos
e a estimativa do resto, provamos o limite para a média até um instante
arbitrario.

Partindo de x # a, a primeira chegada a a ocorre em tempo finito quase
certamente. A soma anterior a essa chegada é uma soma finita de valores
reais e, dividida por n, desaparece; nao precisamos que o tempo dessa pri-
meira chegada tenha esperanca finita. Mudar a somadem = 0,...,n—1 para
m = 1,...,n tampouco altera o limite: f(X;)/n — 0, e o termo |f(X,)|/n é
limitado pela recompensa absoluta, dividida por n, do ciclo que contém o
instante n. A estimativa anterior mostra que ele também tende a zero. =
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Exemplo 3.17 — A loja revisitada: lucro médio observado.

Na loja do Exemplo 3.5, a distribuicao estacionaria foi calculada como

( 1 7 2 3 )

T = Ty s T )

10 20 5 20

Resta relacionar o lucro esperado em equilibrio a média observada em uma

trajetoria longa. Seja D, a demanda do dia seguinte e defina o nimero de
unidades encomendadas quando o estoque atual é i por

r(i) =G - i)l{igl}-

O lucro liquido durante odian +1¢é L,y = 5D, 1 — 2r(X,,) — X,,11: receita
menos compra de reposicdo e custo de armazenamento do estoque restante.
Pelo teorema ergddico,

n—1
1 Z r(Xy) — Z r(Dr(i) =3- L +2- 7 1 quase certamente,
n = l. 10 7 20

e a média temporal do estoque converge para
> in(i) = 8
: 5

Além disso, as demandas diarias sdo independentes e tém média E(D,) = 1;
pela lei forte dos grandes ntimeros, n”! Y'y_; D — 1 quase certamente.
Combinando essas trés médias,

n
lZ:Lk—>5-1—2-1—§:z quase certamente.
nig 5 5

A conta anterior de lucro estacionario prevé, portanto, a média efetivamente
observada ao longo de uma tnica operacao suficientemente longa.
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Teorema 3.12 — Convergéncia de Cesaro

Se a cadeia é irredutivel e possui distribui¢ao estacionaria 7, entao

S | =

>, P y) — ()
m=1

para quaisquer x, y, mesmo sem aperiodicidade.

Essa média equivale a observar a cadeia em um instante escolhido uni-
formemente entre 1 e n, independentemente da trajetoria. Ela suaviza as
oscilacdes periddicas, sem assegurar a convergéncia da lei em cada instante.

Demonstragao. Pelo teorema ergodico aplicadoa f = 1, temos N, (y)/n —
7(y) quase certamente sob P,. Como essa razdo esta entre zero e um, o
Lema 3.5 garante que suas esperancas convergem para 7(y). A esperanca é
exatamente n=1 Y | P™(x, y). [

Exemplo 3.18 — Ehrenfest: cinco leituras do equilibrio.

Para N > 1, Ehrenfest tem distribuicio estacionaria 7(j) = 27N (];I) e
periodo dois. Partindo de zero, X, tem a mesma paridade de n; logo a lei
alterna entre estados pares e impares e nao converge para 7.

Na versao preguicosa, P=(+P)/2: com probabilidade 1/2, nada muda;
caso contrario, uma bola troca de urna. A mesma 7 é estacionaria, e a
permanéncia positiva torna a cadeia aperiédica. Assim, P*(x, j) — 7(j).

Nas duas versdes, as frequéncias temporais e as médias de Cesaro conver-
gem para 7(j). O tempo médio de primeiro retorno também tem a mesma
formula nas duas cadeias: N
2

J
Na versdo preguicosa, permanecer em j no primeiro passo ja conta como
retorno; por isso ndo devemos simplesmente duplicar essa esperanca. Com
N = 4, os tempos médios de retorno a 0 e 2 sdo respectivamente 16 e 8/3
passos. A média temporal de X, converge para N/2 em ambas as versoes,
embora a lei de Ehrenfest usual continue oscilando.
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A Leiusual,n =20 B Leiusual,n =21
0,8 &
<
S 0,6 |
=
= 0,4 |
< 0]
e
2 0,2 +
= o] o]
0 !
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
C Leipreguicosa,n =40 D Frequéncia, 20 000 passos
0,8 x 0,8 =
3
S 0,6+ 0,6 +
=
E 04 | 0,4 |
<
Q£
2 02+ 0,2 +
a,
0 - 0 -
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
estado j estado j

Barras: quantidade de cada painel. Circulos: 7(j).

Figura 3.8: Na cadeia de Ehrenfest usual, a lei alterna entre estados pares e impares.
A versdo preguigosa elimina essa alternéncia e sua lei converge para
7. Mesmo na cadeia usual, as frequéncias de uma trajetéria longa se
aproximam da distribuicdo estacionaria. Nos quatro painéis, N = 4
e X, = 0. A-C mostram leis calculadas; D mostra uma realizacio da
cadeia usual.

3.5 Velocidade de convergéncia e espectro

Saber que uma cadeia converge néao diz quanto devemos esperar. Duas
dinamicas podem ter a mesma distribuicdo estacionaria e conservar a in-
fluéncia do estado inicial por tempos muito diferentes. Precisamos de uma
distancia entre distribui¢des e, depois, de uma forma de acompanhar sua
reducéo.
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Definicao 3.5 — Distancia de variacao total

Para distribui¢des g, v em um espaco finito ou enumeravel S, defina

lu=vhry = 5 3 Iux) = v

x€S

O fator 1/2 evita contar duas vezes a massa que precisa ser redistribuida.
Se A, ={x : p(x) > v(x)}, a soma das diferengas positivas coincide com o
modulo da soma das negativas. Portanto,

It = vty = sup |u(A) — v(A)|.
ACS

Assim, a distancia é o maior erro na probabilidade de um mesmo evento.
Aplicar uma transi¢do comum ndo aumenta esse erro: a desigualdade trian-

gulare )}, p(x,y) = 1 dao

|lpP = vP|ry < g —viy.

Exemplo 3.19 — Dois estados: uma taxa exata.

Considere P = lga 1ib)’ com 0 < a,b < 1, nos estados 0, 1. Ja sabemos

que 7 = (b/(a+b),a/(a+Db)). Para u, = P"(0,0),
Uy =b+ (1 —a—-Dbu,, u, —1(0) = (1 —a—b)*"(1 — x(0)).
As diferencas nas duas coordenadas tém sinais opostos; logo
P0,) — =—2 1-a-0b
IP"(0,-) — 7y a+b| a—b
Coma = 0,2 e b = 0,3, a distancia é 0,4(0,5)", igual a 0,05 em trés passos.

Coma = 0,02 e b = 0,03, a estacionaria é a mesma, mas o fator de reducio é
0,95: a mistura é mais lenta. Os autovaloressiolel—a—b.
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0,4 4

0,3

0,2

0,1

distancia de variacio total

0,05

- -
-

20 30 40 50 60
numero de passos n
—— 0,405 a=020b=03
== 0,4(0,95)": a = 0,02, b = 0,03

Figura 3.9: Duas cadeias de dois estados tém a mesma distribuicio estacionaria,
7 = (0,6,0,4), mas se aproximam dela em ritmos diferentes. Partindo
de 0, a distancia fica menor ou igual a 0,05 pela primeira vez em 3 e 41
passos, respectivamente. Os valores sdo definidos em tempos inteiros.

Em cadeias reversiveis, a dlgebra linear torna esse mecanismo geral. Aqui
restringimos a discussao a um espaco finito com pelo menos dois estados e
7(x) > 0 para todo x. Essa positividade é essencial para que

(f.&)n =Y, f)g(x)n(x)

seja um produto interno. A norma correspondente é

1/2
1fly.r = (Z f(x)zn(x)) .

A matriz também atua sobre fungdes por (Pf)(x) = Zy p(x, ) f(y); isso
nao muda a convencio de distribui¢cdes como vetores-linha.
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Recordacao de algebra linear: o teorema espectral

Toda matriz real simétrica A possui autovalores reais e uma base orto-
normal de autovetores vy, ..., vy. Se Ave = LV e v = ) ag Vg, entdo

Aty = Z A AL V-
k

Isso separa a evolugdo em componentes: cada coordenada na base de
autovetores é multiplicada por uma poténcia do autovalor correspon-
dente. Usaremos esse resultado de algebra linear, admitido aqui, apo6s
transformar a matriz reversivel em uma matriz simétrica.

Teorema 3.13 — Contracao espectral reversivel

Se P é uma matriz de transicdo em um espaco finito com pelo menos
dois estados, e a cadeia é irredutivel, aperiodica e reversivel em relacédo
a 7, seus autovalores sdo reais. Podemos enumera-los como A; =
1, Ay, ..., )l| s- O autovalor 1 é simples e, escrevendo

Ay = max |4 < 1,
k>2

1 1
Pi(x, ) —rloy < & = —1an
IP*(x,) = 7y < 27 A

Cada autovetor descreve uma forma de desequilibrio, multiplicada pelo
seu autovalor a cada passo. O modo constante permanece; os demais de-
saparecem geometricamente. Um autovalor proximo de —1 também decai
devagar, com alternancia de sinal: importa o segundo maior médulo, nao
apenas o segundo maior valor.

temos

Demonstragdo. Seja D a matriz diagonal com entradas n(x). Como
z(x)p(x,y) = n(y)p(y,x), a matriz M = DY2pD1/2 ¢ simétrica: suas
entradas satisfazem

(x)
Mxy = Z(_;) plx,y) = Myx'
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Como P1 =1, o vetor

u = DY21 = (Jn(x)) e

¢ um autovetor de M com autovalor 1. Ele tem norma euclidiana igual a 1,
pois ), 7(x) = 1. Pelo teorema espectral, podemos completa-lo em uma
base ortonormal uy, ..., u5) de autovetores reais de M. Se My = Aruy, defina

fr = D_l/zuk. Entdo

Pfi = D"V My, = X fi. (i fidn = (DY2£,DY2 i)y = (wj, i)y = i
Portanto, os f; formam uma base ortonormal para o produto interno pon-
derado por 7, e f; = 1. Para k > 2, a ortogonalidade da
2(fi) := ), w0 filx) = (fir 1 = 0.
X
Pelo teorema de convergéncia das cadeias finitas irredutiveis e aperiodicas,
para cada estado x,
PP () — 7(fi) = 0.

Por outrolado, P fi = A fi implica P" fi, = A{ fi.. Como fi ndo é a funcéo nula,
isso so é possivel se |4 < 1. Assim, os modos nio constantes desaparecem
geometricamente e o autovalor 1 é simples.

A densidade da massa inicial em x, em relagéo a 7, é hy(y) = 1y—y /m(x).
Pela definicdo de P agindo sobre funcdes,

P'(y, P'(x,
(P"ho)(y) = ZP”(y’ 2)hy(z) = (y,x)  P'(x,y)

= =: h,(y).
7(x) n(y) "
A Wltima igualdade é o balanco detalhado em n passos. Com efeito,
Dl/ZPnD—l/Z = M"
e M" também é simétrica, pois M é simétrica. Portanto, z(y)P"(y,x) =
(x)P™(x,y). Além disso, (hy — 1,1), = 0 e P1 = 1. A expansio nessa base
de autovetores fornece, entio,
2 1
"hn - 1”2,71' < W*l”ho - 1"2,7rs ”hO - 1"2,7‘[ = m -1

Finalmente, Cauchy-Schwarz da

> 1) = 1] = (B = 11, D < 1y = Uzl 1oz = 1y = 1z,

y

pois Zy 7(y) = 1. Como |P"*(x,-) — x|y é metade dessa soma, obtemos a
cota anunciada. ]
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Exemplo 3.20 — Trés estados e dois ritmos de esquecimento.

No caminho 1-2-3, tome

3/4 1/4 0
P=(1/4 1/2 1/4
0 1/4 3/4

A simetria da 7 = (1/3,1/3,1/3). Como P é simétrica, seus autovetores a di-
reita também sdo autovetores a esquerda, e podemos decompor vetores-linha
na mesma base. Os vetores (1,1,1), (1,0,—1) e (1,-2, 1) tém autovalores 1,
3/4 e 1/4, respectivamente. Como

(1,0,0) = 3(1,1,1) + 5(1,0,=1) + £(1,-2, 1),

segue que
P(1,) — 7 = 3(3/4)"(1,0,~1)

+2(1/4)(1,-2,1).

A primeira coordenada é positiva e as outras duas sdo nao positivas; por-
tanto,

IP"(1,) = xhry = 5(3/4)" + <(1/4)".

Em dois passos, a distancia é 7/24 = 0,2917. Para tempos grandes, domina
o modo de autovalor 3/4.

A existéncia de 7, a convergéncia para 7 e a velocidade dessa conver-
géncia respondem a trés perguntas diferentes. A lacuna espectral absoluta,
também chamada de gap espectral absoluto (absolute spectral gap), 1 — A,,
controla o decaimento do modo néo constante mais lento no caso reversivel.
Uma distribuicao inicial pode nédo ter componente nesse modo e convergir
mais depressa. A versdo preguicosa (I + P)/2 transforma cada autovalor A
em (1+ 1)/2 e elimina autovalores negativos, mas pode desacelerar modos
positivos. No capitulo de MCMC, essa discussio reaparecera como tempo
de mistura e diagnostico de simulagdes.
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3.6 Problemas de sintese

As urnas de Ehrenfest, uma fila de atendimento e um abaco probabilistico
oferecem trés leituras do equilibrio: a reversibilidade do tempo, os fluxos de
entrada e saida e a conservacio de massa.

Exemplo 3.21 — Conseguimos reconhecer um filme exibido ao con-
trario?.

Voltemos a cadeia de Ehrenfest do Exemplo 2.3. Ha N bolas distribuidas
entre duas urnas e, a cada passo, uma delas troca de urna.

Figura 3.10: Uma representacao das duas urnas de Ehrenfest.
No modelo, as bolas passam de uma urna para
a outra, e a cadeia acompanha a quantidade pre-
sente na primeira.

Se X, =i bolas estdo na primeira, entdo

N—i
N

i

, p(l,z—l):N

pl,i+1)=
Ja encontramos a distribuicio estacionéria binomial (i) = 27N (17) Seria
possivel assistir a um filme curto do sistema em equilibrio e descobrir se ele
foi exibido no sentido correto?
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A. filme exibido para a frente
X

_N W

B. as mesmas imagens, de tras para a frente
X

N W

> N

Figura 3.11: Uma trajetoria ilustrativa para N = 4 e as mesmas observa-
¢Oes na ordem inversa. A reversibilidade afirma igualdade das
probabilidades das duas sequéncias em equilibrio, ndo que uma
realizacdo seja literalmente simétrica.

O balanco detalhado responde a pergunta. De fato,
N 3
n(D)plii+1) = z—N( | )N—
i N

N .
_N i+1 . . .
=2 — =a(+ 1)p(i + 1,i).
(l. N 1) N = it Dpl+1.0)
Para qualquer sequéncia admissivel xy, x1, ..., x;,,, aplicar essa igualdade em
todas as transi¢des e cancelar os termos intermediarios da

m—1 m—1
(o) [ T oG 1) = G | | pGoer, x0)-
k=0 k=0

Portanto, em equilibrio, uma sequéncia e a sequéncia reversa tém exatamente
a mesma probabilidade. Nenhum teste baseado apenas nesse filme pode
distinguir estatisticamente os dois sentidos do tempo.

Isso ndo vale para toda cadeia estacionaria: no tridngulo do Exemplo 3.8,
quando a # 1/2, as circulagdes em sentidos opostos possuem probabilidades
diferentes.
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Exemplo 3.22 — Uma fila que nao se denuncia pelo som.

Retomemos a fila do Exemplo 3.10. A cada instante ha uma chegada com
probabilidade p = 2/5, ou uma oportunidade de atendimento com proba-
bilidade g = 3/5; se a fila esta vazia, essa ultima possibilidade ndo muda o
estado.

Figura 3.12: Uma fila com um tunico posto de atendimento. As
transicoes do modelo estdo na Figura 3.3.

Ja calculamos sua distribui¢édo estacionaria,

N 12y .
”(Z)_3<3>’ 120
e verificamos o balanco detalhado 7(i)p = n(i + 1)q. Portanto, a fila é
reversivel. Daqui em diante, supomos X, ~ 7, ou seja, observamos a fila em
equilibrio.

Imagine agora que ouvimos um bipe para cada chegada, um clique para
cada atendimento efetivo e siléncio quando ha oportunidade de atendimento
com a fila vazia. Os bipes formam uma sequéncia de indicadores indepen-
dentes Bernoulli com parametro p, pela propria construcéo.

Para estudar os cliques, usamos a reversibilidade. Ao inverter um filme
da fila em equilibrio, cada salto para baixo se torna um salto para cima.
Pela reversibilidade, a sequéncia de saltos para baixo lida para tras tem a
mesma lei que a sequéncia de saltos para cima lida para a frente. Como
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uma sequéncia de variaveis independentes continua independente quando
sua ordem ¢ invertida, os indicadores dos atendimentos efetivos também sao
independentes Bernoulli com parametro p. Assim, em equilibrio,

. , . . 27
P(nenhum atendimento nos préximos trés passos) = (1 — p)® = =—,

125

e o tempo entre atendimentos consecutivos tem distribuicdo geométrica
com esperanca 1/p = 5/2.

Quando ha alguém na fila, a chance de atendimento no préximo passo é
q = 3/5, enquanto a probabilidade de atendimento em equilibrio é p = 2/5.
A segunda leva em conta também os instantes em que a fila esta vazia. Em
tempo continuo, o resultado correspondente é conhecido como teorema
de Burke: numa fila M/M/1 estavel e em equilibrio, as saidas formam um
processo de Poisson com a mesma taxa das chegadas.

<

Exemplo 3.23 — Um abaco que calcula uma distribuicao estacionaria.
Duas criancas possuem fichas. Em cada rodada, a primeira distribui metade

de suas fichas para si e metade para a segunda; a segunda envia um quarto
para a primeira e conserva trés quartos.

Figura 3.13: Uma imagem da redistribuicao de fichas entre
duas criangas. O diagrama de transicido abaixo
especifica exatamente as fracdes transferidas em
cada rodada.
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A regra é dada pela matriz

b (1/2 1/2).

1/4 3/4
1/2
Yo
1/4
crianca 1 criancga 2

Figura 3.14: Cada criancga redistribui suas fichas segundo a linha correspon-
dente de P; as setas representam transferéncias, nao sorteios.

Para todas as divisdes produzirem niimeros inteiros, antes de cada rodada
a professora completa o estoque da primeira crianca até o menor multiplo
de 2 maior ou igual a quantidade atual, e o da segunda até o menor multiplo
de 4 maior ou igual a sua quantidade. Em seguida, as duas criancas redis-
tribuem simultaneamente as fichas, calculando suas transferéncias a partir
dos estoques ja repostos. Comegando com (3, 1), a evolucéo é

antes da reposigao ‘ depois da reposicao ‘ depois da distribuicéo

(3,1) (4,4) (3,5)
(3,5) (4,8) (4,8)
(4,8) (4,8) (4,8)

Por exemplo, na primeira rodada, a crianca 1 recebe 2 fichas de si mesma e
1 da outra, ficando com 3; a segunda recebe 2 + 3 = 5. Depois da segunda
rodada, (4, 8) ja é preservado:

(4,8)P = (4, 8).

Normalizando o nimero de fichas, obtemos

12

JT:<—,—), nP =
33

A redistribuicdo fornece a mesma propor¢do que o balanco detalhado,

7(1)/2 = n(2)/4.
Esse procedimento é uma versao do dabaco probabilistico: a conservagao
e a redistribuicdo de massa permitem encontrar um vetor estacionario. Ha




3 Distribui¢des estacionarias e comportamento limite 147

algoritmos semelhantes para outras matrizes racionais, cuja terminagéo
exige argumentos adicionais.

Filmes invertidos, atendimentos e fichas redistribuidas traduzem a pre-
servacdo de massa expressa por 7P = & em situagdes distintas.

3.7 PageRank e centralidade’

Os links que apontam para uma pagina permitem atribuir-lhe uma me-
dida de importancia. Representamos essas ligacdes por um grafo dirigido:
escrevemos A;; = 1 quando hé um link da pagina i para a pagina j, e A;; =0
caso contrario.

A centralidade por grau de entrada atribui a j o valor d}n = 2. Ajj. Essa
contagem trata todos os links recebidos da mesma maneira: dez links de
paginas pouco citadas valem tanto quanto dez links de paginas muito citadas.

A centralidade de autovetor procura pesos ndo negativos ¢; tais que a
importancia de j seja proporcional a soma das importancias de quem a cita:

1 .
¢ == Z GAjj, ou, com vetores-linha, cA = kc.
K &
1

Mesmo quando existe um vetor estritamente positivo, multiplica-lo por
uma constante positiva preserva a equagdo. A unicidade deve, portanto,
ser entendida a menos desse fator ou depois de uma normaliza¢do, como
>, j ¢ = 1. Sua existéncia e unicidade dependem de condi¢des sobre o grafo.
Ha ainda outra decisdo: uma pagina deve transmitir sua importancia inteira
por cada link ou repartir um total entre todos os links que oferece?

O passeio aleatério adota a segunda opcio. Se d™* =Y, jAij > 0, faca

out
di

p@,j) =

Um visitante escolhe uniformemente um dos links da pagina atual. Paginas
sem saida deixam uma linha por definir; classes fechadas podem aprisionar
0 passeio e tornar o resultado dependente do ponto de partida.
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Definicao 3.6 — Teletransporte e vetor de PageRank

Escolha uma distribuicéo v, representada por um vetor-linha, com v(i) >
0 e ),;v(i) = 1. Ela determina o destino do teletransporte. Complete
cada linha sem saida de P com v e defina

G=aP+ (1 —a)lv, 0<a<l,

onde 1 ¢é a coluna de uns. Em cada passo, seguimos P com probabilidade
a e escolhemos um novo destino segundo v com probabilidade 1 —a. O
vetor de PageRank ¢ a distribuicao 7 que satisfaz

7G = 1, Z x(i) = 1.

1

Proposicao 3.14 — Um equilibrio unico e alcancavel

Em um grafo finito, com v(i) > 0 para todo i, G possui uma Unica
distribuigdo estacionaria 7, e pyG" — 7 para toda distribuicdo inicial
Ho-

Demonstragdo. Cada entrada satisfaz Gj; > (1—a)v(j) > 0. Portanto, a cadeia
é irredutivel e aperiodica. Como o espaco € finito, existe uma distribuicdo
estacionaria pela Proposi¢do 3.1. A unicidade e a convergéncia seguem dos
Teoremas 3.6 e 3.10. ]

Exemplo 3.24 — Quatro paginas e uma pagina sem saida.

Considere os links da Figura 3.15. Os graus de entrada de A, B,C, D sao
(1,1,2,0). A pagina D ndo tem links; {A, B, C} é uma classe fechada da cadeia

original ° G
E? ©

Figura 3.15: Links entre quatro paginas; a pagina D nao possui links de saida.
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Comv(i) =1/4ea =4/5, naordem A, B,C, D,

0 1/2 1/2 0 1 9 9 1
P 0 0 1 0 _1f1 117 1
1 0 0 0| 20117 1 1|
1/4 1/4 1/4 1/4 5 5 5 5

A Ultima linha de P é a convencéo para paginas sem saida, nao um conjunto
de links observados. Partindo de g = (1/4,1/4,1/4,1/4) e iterando py, 1 =
1, G, obtemos

A B C D
0,3000 0,2000 0,4000 0,1000
0,3900 0,1900 0,3500 0,0700 .
0,3440 0,2200 0,3720 0,0640
10 | 0,3600 0,2062 0,3713 0,0625

w N RS

Embora A e B tenham o mesmo grau de entrada, A recebe todo o fluxo de
links de C, enquanto B recebe apenas metade do fluxo de A. O ranking
incorpora essa diferenca que o grau nao enxerga.

A sintese
PageRank é uma centralidade de autovetor regularizada por teletrans-

porte. A equagdo de autovetor agora usa a matriz estocastica G e o
autovalor 1.

Os dados observados sdo as paginas e seus links em uma coleta datada; a
matriz é construida dessa coleta, enquanto « e v sdo escolhas do modelo. Se
o objetivo fosse descrever navegacéo real, poderiamos comparar frequéncias
de visitas em sessOes reservadas com as previstas, ou estimar as transicoes
pelos cliques observados. Links e cliques sao fontes de dados distintas. A
formulacao original é de Page et al. (1999).

O ranking depende de @, da personalizacdo em v e de como tratamos
as paginas sem saida. Essas escolhas importam, sobretudo quando a rede
contém estruturas criadas para manipular os resultados, como fazendas de
links: o teletransporte reduz certos efeitos, mas ndo impede a manipulacao.
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Por isso, convém comparar os rankings obtidos com parametros proximos e
com novas coletas. A centralidade descreve a posi¢do de uma pagina na rede
segundo um modelo; ela nédo é, por si s6, uma medida universal de qualidade
ou relevancia.

3.8 Otimizacao por coldnias de formigas

Até aqui, as probabilidades de transi¢do foram dadas de antemao. Nos
algoritmos de colonias de formigas, as proprias trajetoérias modificam as
escolhas futuras por meio do refor¢o de feromoénio. Esse mecanismo apro-
xima cadeias de Markov, urnas reforcadas e otimizacdo. Acompanharemos
a escolha do estado, o exemplo com dois caminhos, a cota produzida pela
evaporacdo e a discussdo sobre exploracdo. Sem evaporacido, o reforco
leva a resultados de convergéncia surpreendentes: serdo enunciados aqui e
demonstrados no capitulo de martingais, que dispde das ferramentas neces-
sarias. Ao final, voltaremos a ciéncia de dados com uma aplicacdo a selecdo
de variaveis.

Uma coldnia de formigas pode encontrar um caminho curto entre o formi-
gueiro e uma fonte de alimento sem que nenhuma formiga conheca o mapa
completo. Cada individuo toma decisdes locais, mas deixa no ambiente uma
informacao que altera as decisdes dos individuos seguintes: o feromonio.
Caminhos percorridos com frequéncia recebem novos depoésitos; caminhos
pouco usados perdem feromonio por evaporacdo. A combinacdo dessas duas
regras produz uma forma simples de memoria coletiva.

Os algoritmos de otimizagado por colonias de formigas abstraem esse me-
canismo para procurar boas solu¢des de problemas combinatérios Dorigo
et al. 1996; Dorigo e Stiitzle 2004. A estrutura probabilistica do algoritmo é
a seguinte: uma distribuicdo é usada para construir uma solucéo aleatoéria, a
qualidade da soluc¢do modifica essa distribuicdo e o procedimento se repete.
Assim, o algoritmo fornece um exemplo concreto de processo estocastico
com realimentacao.
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3.8.1 Escolhas aleatérias guiadas pelo feromonio

Considere um grafo finito. A cada aresta e associamos duas quantidades
positivas. O valor 7,(n) representa o feromonio presente na aresta no inicio
da iteracdo n, enquanto 7, mede sua atratividade definida pelo problema.
Em uma aplicagao de caminhos minimos, é comum tomar 75, = 1/¢,, em que
£, é o comprimento da aresta.

Se uma formiga esta em um vértice v e pode escolher uma aresta no
conjunto A(v), a regra usual atribui a e € A(v) a probabilidade

Te(n)“ryf

>or f(”)aﬂﬁ
feA)

(3.4)

pale|v) =

Aqui, @ > 0 controla a influéncia do histérico acumulado no feroménio, e
B > 0 controla a influéncia da informacao heuristica. Valores grandes de «
tornam o algoritmo mais sensivel as escolhas anteriores; valores grandes de
f favorecem fortemente as arestas que ja parecem vantajosas.

Depois que a formiga completa um caminho R, de custo L(R, ), uma
regra simples de atualizacdo é

,(n+1)=(1-0)r(n) + 0<6<1, (35)

_Q 4
L(R,H_l) {eeRy 1}
em que Q > 0. O fator 1 — § representa a evaporacio, e o segundo termo
reforca as arestas que participaram da solucdo construida. Como o depésito é
inversamente proporcional ao custo total, solucdes melhores deixam marcas
mais fortes. Nas implementacdes com varias formigas por iteracao, basta
somar os depositos produzidos por elas.

Proposicao 3.15 — A escolha correta do estado

Fixe o grafo, as heuristicas, os custos e os parametros. Suponha que
cada iteragdo reinicie o mesmo procedimento de construcio dos cami-
nhos, conservando da iteracdo anterior apenas os feromonios, e que
os caminhos sejam concluidos em um numero finito de escolhas. As
decisdes seguem (3.4), com nuimeros aleatorios novos, independentes
dos empregados anteriormente. Observado apenas nos instantes entre
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duas iteracdes, o vetor de feromdnios
X, = (z(n) : e € E)

é uma cadeia de Markov.

Demonstragdo. Retina em U,,,; os niumeros aleatérios usados na préxima
iteragdo. Conhecidos X}, e U, 1, o procedimento determina os caminhos e a
atualizagdo dos feromodnios. Podemos, portanto, escrever

Xny1 = F(Xn>Un+1)a

com a mesma regra F em todas as iteracdes. Como os nimeros em Uy, ; sdo
independentes do passado e tém sempre a mesma distribui¢ao, conhecer os
feromonios anteriores nao acrescenta informacao sobre X, ,; quando X, ja
é conhecido. Essa é a propriedade de Markov. |

Durante a construcido de um caminho, a posicdo da formiga pode nao
ser um estado suficiente. No problema do caixeiro-viajante, por exemplo,
também precisamos registrar as cidades ja visitadas. A propriedade de
Markov depende, portanto, da informacao escolhida para formar o estado.

3.8.2 Um modelo com dois caminhos

Considere dois caminhos entre o formigueiro e o alimento, com compri-
mentos L; e L,. Em cada iteragdo, uma formiga escolhe um dos caminhos
por inteiro. Denotando essa escolha por J,,;1 € {1, 2}, escrevemos #,, para
o histérico da colonia até a iteracio n, incluindo os feroménios e as escolhas
ja realizadas. Estudaremos a regra

7(n)
P =i|¥,) = —"—— 1 =1,2 3.6
e a atualizacdo
Gt D= (-0 taly, gy G=p (69)
1

Esse é o caso @ = 1 e f = 0. A simplificagdo retira a preferéncia explicita
pelo comprimento da regra de escolha. Mesmo assim, o comprimento entra
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no algoritmo por meio do reforco g;: uma passagem pelo caminho menor
produz um depoésito maior.

Ly, i(n)

()

LZ: TZ(n)

Figura 3.16: Dois caminhos competem pela proxima escolha. O estado re-
gistra o feromoénio acumulado em cada um deles.

Exemplo 3.25 — Uma primeira atualizacao.

SuponhaqueL; =2,L, =4,0 =1,6 = 0,1e7;(0) = 75(0) = 1. Inicialmente,
cada caminho é escolhido com probabilidade 1/2. Se a primeira formiga
escolhe o caminho 1, entao

7(1) = 0,9 + % 14, 1(1)=009.

Consequentemente, a probabilidade de a segunda formiga escolher o mesmo
caminho é

L2 M 0o

1,4+09 23
Uma unica escolha ja altera a distribuicio da escolha seguinte. Se a segunda
formiga também usar o caminho 1, o reforco sera novamente 1/2; uma

passagem pelo caminho 2 produziria apenas 1/4 de unidade de feromonio.

O proximo resultado mostra que a evaporacdo impede o crescimento
ilimitado do feromonio.
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Proposicao 3.16 — Limitacao produzida pela evaporacao

Se 0 < 4 < 1, entdo, parai = 1,2,
n gi n
t;(n) < (1 - 8)"5;(0) + 3(1 - (1-5"). (3.8)
Em particular,

7;(n) < max {1',-(0), %z para todo n.

Demonstragao. Da regra de atualizacdo e do fato de que o indicador é no
maximo um,
i(n+1) < (1-8)5(0n) +g;.

Iterando essa desigualdade e somando a progressao geométrica, obtemos
(3.8). ]

A foérmula também esclarece o papel de §. Um deposito feito k iteracdes
antes é multiplicado por (1—8)¥, aproximadamente e % quando & é pequeno.
Assim, 1/ fornece uma escala aproximada para o alcance da memoria do
algoritmo.

3.8.3 Sem evaporacao: reforco e selecao

Suponha inicialmente que os dois caminhos recebam o mesmo reforco
q > 0 e que ndo haja evaporagao. A atualizacio torna-se

t(n+1) =5(n) +qly; =

Dividindo os feromonios por g, reconhecemos uma urna de Pélya: a escolha
de uma cor aumenta sua chance de ser escolhida novamente. A proporcao

_ 71(n)
71(n) + 7p(n)

converge quase certamente, mas nao necessariamente para 1/2. Se 7;(0) =
75(0) = g, seu limite Z,, é uniforme em [0, 1]. Em particular,

P(Z., > 0,9) = 0,1.
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Mesmo com regras simétricas, as flutuacdes iniciais podem deixar uma
preferéncia persistente. A demonstracéo e a lei Beta para feromonios iniciais
gerais aparecerdo no capitulo de martingais.

Voltemos agora a ¢; = Q/L;. Se L; < L,, cada passagem pelo primeiro
caminho deposita mais feromoénio do que uma passagem pelo segundo. No
modelo sem evaporacio, essa vantagem determina a preferéncia assintotica.

Teorema 3.17 — Selecao assintotica do caminho menor

Considere o modelo de dois caminhos sem evaporacao, com feromé-
nios iniciais positivos. Se L; < L,, entao

Zy, — 1 quase certamente.

Portanto, a proporc¢ao do feromoénio localizada no caminho menor con-
verge a um, embora cada escolha individual continue sendo aleatoria.

A demonstracio, baseada na comparacéo de processos de nascimento em
tempo continuo, sera apresentada no capitulo de martingais, juntamente
com a analise da deriva de Z,. O contraste entre os modelos é o seguinte:
reforcos iguais produzem um limite aleatoério, enquanto um reforgo estrita-
mente maior leva a uma preferéncia assintética pelo caminho menor.

3.8.4 Exploracao e concentracao prematura

O teorema anterior favorece o caminho correto no modelo idealizado, mas
também expde um risco dos algoritmos reforcados. Se uma solucao recebe
muito feromonio por acaso nas primeiras iteracdes, sua probabilidade pode
crescer antes que outras regides tenham sido suficientemente exploradas.
Além disso, a evaporagao, sozinha, ndo garante exploracdo: o feromonio de
um caminho nunca escolhido pode decair para valores proximos de zero.

Uma prote¢do comum consiste em restringir o feromoénio a um intervalo
[Tmins> Tmax > €OM 0 < Tin < Tmax < ©. Depois de aplicar (3.5), valores
abaixo ou acima desses limites sdo truncados.
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Proposicao 3.18 — Exploracao persistente
Suponha que 7y < 7(n) < Tpay parai = 1,2 e todo n. Sob a regra de
escolha proporcional ao feromonio,

T .
P(Ji1 =i | ) > ¢, £=—" > 0.
2Tmax

Consequentemente, cada caminho é escolhido infinitas vezes com
probabilidade um.

Demonstragdo. Como o numerador é pelo menos 7, € 0 denominador é no
mAaximo 27,4, obtemos a cota uniforme. Condicionado a qualquer historia,
a probabilidade de evitar o caminho i durante as proximas r escolhas é no
méaximo (1 — ¢)". Fazendo r — oo, concluimos que a probabilidade de nunca
mais escolher esse caminho é zero. Como isso vale apds qualquer instante,
o caminho é escolhido infinitas vezes quase certamente. |

Os limites fixos preservam a exploragao, mas alteram o comportamento
assintético. Com eles,

7 < Tmax
n

< <1,
Tmax T Tmin

de modo que o teorema de selecdo do caminho menor, enunciado sem trun-
camento, ndo se aplica a essa nova regra. O caso sem evaporagao torna a
diferenca particularmente clara: cada visita acrescenta ¢; > 0 até atingir
Tmax- Como cada caminho é visitado infinitas vezes, ambos os feromonios
atingem esse teto em tempo finito quase certamente. A partir dai, as escolhas
tém probabilidade 1/2, mesmo que os comprimentos sejam diferentes.

Com evaporacio, o feromoénio pode diminuir entre depositos e deixar
de ficar preso ao teto. Ainda assim, a proposicdo garante exploracdo, ndo
selecdo do 6timo. O reforgo favorece as decisdes recompensadas, enquanto
os limites impedem que as demais sejam abandonadas. Essa tensdo é uma
versdo do compromisso entre exploracdo e aproveitamento que aparece em
aprendizado de maquina e em algoritmos sequenciais de decisdo.
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3.8.5 Uma aplicacao em ciéncia de dados: selecao de
variaveis
Suponha que desejemos ajustar um modelo preditivo usando apenas
algumas das variaveis xi, ..., x;. Cada candidato é representado por z =
(z1,...,29) € {0, 1}d: na etapa j, a formiga decide incluir (zj = 1) ou excluir
(zj = 0) a variavel. Associamos feromonios 7;; e 7;( a essas duas decisdes.
A regra (3.4) torna-se

P(z; = b | decisdes anteriores) = , b e {0,1}.
o0 + Tl

Podemos tomar ;5 = 1 ou utilizar informacéo heuristica calculada com os
dados de treinamento.

O subconjunto selecionado é S(z) = {j : z; = 1}. Ajustamos o modelo
usando essas variaveis e avaliamos, por exemplo, o custo

C(S) = Ryal(S) + A%, (3.9)
onde R,y (S) é o0 erro de validagio e A > 0 penaliza subconjuntos grandes.
As decisdes do caminho recebem depositos proporcionais a Q/(e + C(S)),
com ¢ > 0, favorecendo candidatos de menor custo.

O erro usado para selecionar as variaveis ndo é uma avaliacdo indepen-
dente da solucdo final: consultas repetidas podem ajustar a busca as particu-
laridades da validacdo. Um conjunto de teste separado, consultado apenas
ao final, permite avalia-la.

O vetor dos 2d feromonios é o estado de Markov entre iteracoes, desde
que a avaliagdo seja fixa e novos sorteios independentes sejam utilizados em
cada passo. Se todos os feromdnios ficam entre limites uniformes positivos,
as heuristicas sdo positivas e «, f§ sao fixos, cada decisao tem probabilidade
uniformemente positiva. Como cada candidato requer apenas d decisdes,
nenhum subconjunto é abandonado para sempre. Isso garante exploragao,
mas nao assegura a selecdo do melhor subconjunto.

O algoritmo admite diversas variantes: varias formigas por iteracéo, re-
for¢co apenas da melhor solucao ou busca local. A escolha de um estado
suficiente, a memoria produzida pelo reforco e a distin¢do entre exploracéo
e selecao do 6timo permanecem centrais nessas variantes.
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3.9 Exercicios

Os exercicios retomam distribuicdes estacionarias, periodicidade, balanco
detalhado, acoplamento e médias temporais.

Exercicio 3.1 — Acoplar e acompanhar uma média

Considere a cadeia nos estados {0, 1} com

p= (s 1)

Determine sua distribuicdo estacionaria. Se o custo de um passo é c¢(0) = 1e
c(1) = 4, calcule o limite quase certo da média temporal dos custos, qualquer
que seja o estado inicial. Compare-o com Ey[c(X;)].

Para quantificar o esquecimento da partida, construa duas copias usando
a mesma sequéncia de uniformes U,,: do estado 0, o proximo estado é 1 se
U, <1/4;doestado 1, é 1 se U, < 1/2. Comece com X, = 0 e Y, distribuido
segundo a estacionaria, independentemente das uniformes. Se T é o primeiro

encontro, mostre que

=43

e obtenha uma cota para |P*(0,-) — 7| Tv.

Exercicio 3.2 — Classes, periodos e estacionarias

Na ordem 1, ..., 5, considere

0 1.0 0 0
1 0 0 0 0
P=|1/4 0 1/2 1/4 0
0 0 0 1/2 1/2
0o 0 0 1 0

Identifique as classes de comunicacéo, quais sao fechadas, a classificacdo
dos estados e seus periodos. Determine todas as distribuicdes estacionarias.
Por que a lei iniciada em 1 ndo converge, embora existam estacionarias?
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Exercicio 3.3 — Passeio em um caminho

Em um grafo com arestas {1, 2}, {2, 3} e {3, 4}, escolha uniformemente um
vizinho em cada passo. Calcule a estacionaria, verifique o balango detalhado,
determine o periodo e os tempos médios de retorno a 1 e 2. O que muda
para P=(+ P)/2?

Exercicio 3.4 — O estado inicial pode eliminar o modo lento

Na cadeia de trés estados do Exemplo 3.20, comece no estado 2. Decompo-
nha (0, 1,0) nos autovetores apresentados, calcule exatamente a distancia
de variacdo total depois de n passos e encontre o primeiro n para o qual ela
€ no maximo 0,02. Compare com a partida em 1.

Exercicio 3.5 — Trocas entre duas urnas
Trés bolas pretas e trés brancas estao divididas entre duas urnas com trés
bolas cada. Em cada passo, escolha uma bola de cada urna, independente-
mente e de maneira uniforme, e troque-as. Seja X;, o numero de bolas pretas
na primeira urna. Determine as transi¢oes e verifique que a distribui¢éo
estacionaria ¢

()

o8

Dé também uma explicagao por contagem de configuragdes.

2

(i) =

3.10 Exercicios complementares

Exercicio 3.6 — Calculo do equilibrio*

Confira a segunda linha da tabela de iteragdes da Secao 3.7. Resolva 7G = &
com normalizacdo e compare sua resposta com a décima iteracao.

Exercicio 3.7 — Os extremos do teletransporte*

O que ocorre com G e & quando « = 0?7 Dé um grafo de dois vértices para o
qual @ = 1 destrdi a unicidade da distribuicdo estacionaria. Explique o papel
de cada hipotese da proposigao sobre PageRank.
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Exercicio 3.8 — Personalizacao dos destinos’

No grafo de quatro paginas, troque v por (1/2,1/6,1/6,1/6), incluindo essa
troca na linha sem saida de P. Partindo da distribui¢do uniforme, calcule
uma itera¢do com a = 4/5. Que parte da mudanca se deve a preferéncia
introduzida no modelo, e ndo a novos links observados?

Exercicio 3.9 — O teto pode apagar a preferéncia*

Considere dois caminhos com escolha proporcional ao feromonio, reforcos
g1 > qo > 0, auséncia de evaporagio e Ty < 7(0) < Tpay, onde 0 < 7, <
Tmax < . A atualizacio é

7i(n + 1) = min {Tmaxs z(n) + qil{]nH:i}} :

Mostre que cada caminho ¢é escolhido infinitas vezes e que ambos os feromo-
nios atingem 7, em tempo finito quase certamente. Quais passam a ser as
probabilidades de escolha? Explique por que isso nao contradiz o teorema
de selecdo do caminho menor e por que exploragdo persistente nao basta
para garantir preferéncia assintotica pelo melhor caminho.



CAPITULO

4

Cadeias de Markov
enumeraveis

Em uma cadeia finita, toda classe fechada irredutivel
é recorrente. Quando o espago ¢é infinito, a cadeia
pode caminhar para longe e nunca retornar.

Em um espaco infinito, uma cadeia irredutivel pode ser transiente. Mesmo
quando é recorrente, o tempo médio de retorno pode ser infinito; nesse caso,
nao ha distribuicdo estacionaria. Os critérios de retorno, as equagdes de
primeiro passo e o teorema ergodico continuam disponiveis, sob as hipoteses
estabelecidas nos capitulos anteriores.

Os passeios aleatorios revelam a influéncia da dimenséo sobre a recorrén-
cia. O protocolo Aloha descreve um sistema de comunicac¢do com infinitos
estados; nos processos de ramificacgio, o estado é o tamanho de uma popu-
lagdo. Os problemas de sintese retinem esses modelos no estudo da ruina,
do crescimento de filas e da extin¢do. Por fim, a percolacdo em arvores e
os grafos aleatorios mostram como a ideia de ramificacdo também ajuda a
estudar a formacao de grandes componentes em uma rede.

161
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4.1 Passeios aleatérios em Z¢

O critério de recorréncia do Teorema 2.16 ganha uma interpretacao con-
creta para passeios aleatorios: basta estimar a probabilidade de o passeio
estar novamente na origem apds n passos.

Definicao 4.1 — Passeio aleatdrio simples e simétrico em z?

Fixe x € Z% comd > 1. Sejam &, &, ... vetores aleatorios independentes
e identicamente distribuidos tais que

1 .
P(&, = ¢) = P(& = —¢) = —, j=1,...d,
2d
onde e, ..., e; é a base canonica. O processo
SO:x’ Sn:x+§1+"'+§n, n>1,

€ o passeio aleatorio simples e simétrico em 72

Sob P, o passeio parte de x. Como a lei dos incrementos ndo depende
da posicao, comegar em outro estado apenas desloca a trajetoria: P,.(S, =
x) = Py(S, = 0). Por isso, estudaremos os retornos a origem. A Figura 4.1
mostra uma realizacdo em dimensdo um.

uma realizacdo de S,

0 12345N/§1\‘9 10 N
-1 +

Figura 4.1: Passeio aleatorio simples e simétrico em Z.
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Exemplo 4.1 — Quantos caminhos retornam em dois e quatro passos?.

As probabilidades de estar novamente na origem ap6s poucos passos podem
ser calculadas por contagem de caminhos. Aqui admitimos visitas anterio-
res a origem: nao estamos calculando probabilidades de primeiro retorno.
Partindo da origem em 7% o primeiro passo pode ocorrer em qualquer uma
das 2d dire¢des. Para retornar no segundo passo, deve-se escolher a direcéo

oposta. Portanto,
2d 1

T @de

Py(S; = 0) 2

Em quatro passos ha dois tipos de caminho fechado. No primeiro, todos
0s passos sdo paralelos a um mesmo eixo: ha d escolhas do eixo e (3) =6
maneiras de ordenar os dois passos positivos e os dois negativos. No segundo,
sao usados dois eixos distintos, com um passo positivo e um negativo em
cada eixo: ha (g) escolhas dos eixos e 4! = 24 ordenacdes. Parad = 1, esse

. ~ 1 .
segundo tipo nao ocorre, de acordo com (2) = (. Assim,

6d + 24(%)
Py(S4 =0) = (ZT)‘lz
32d-1)
I
Em particular,
d | Po(Sp = 0) Py(Sy =0)
1] 1/2 3/8
2| 1/4 9/64
30 1/6 5/72

Essas contas mostram que a dimensao altera as probabilidades de retorno ja
nos primeiros passos. A classificagdo em recorrente ou transiente depende,
porém, da soma sobre todos os instantes.

Os vértices de Z¢ se dividem em duas classes: aqueles cuja soma das
coordenadas é par e aqueles cuja soma é impar. Cada passo liga vértices
de classes diferentes; assim, o grafo é bipartido. Como a soma vale zero na
origem, o passeio sO pode retornar a ela em instantes pares.
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Para estimar as probabilidades de retorno, usaremos a férmula de Stirling,

n
n! ~ 2nn<2) .
e

Teorema 4.1 — Recorrénciaem Z

O passeio simples e simétrico em Z é recorrente. Mais geralmente,
se um passo vale +1 com probabilidade p e —1 com probabilidade
q =1 — p, o passeio é recorrente se e somente se p =q = 1/2.

Demonstragdgo. Se p = 0 ou p = 1, o passeio se move sempre no mesmo
sentido e nunca retorna a origem. Suponha, portanto, 0 < p < 1. Para
retornar a origem no instante 2n, sio necessarios exatamente n passos para
a direita e n para a esquerda. Logo,

2n non
IPO(SZrl:O): n pPq.
Pela formula de Stirling,

<2n) _(@n)! arn(2n/e)™  an

T2 2mm(n/e  Jmn (1)

n

Consequentemente,

2 4pg)"
Po(Son = 0) = (:)ann ~ %

Como nao ha retornos em instantes impares, basta examinar )+, Py(Sz, =
0). Se p = q = 1/2, temos 4pg = 1 e os termos dessa série sdo assintoti-
camente equivalentes a 1/y/zn. Ela diverge, pois ;5 n~1/2 diverge. Se
p # g, entio 4pq = 1 — (p — q)* < 1. Como (2:) < 2?20 (ZJ") = 4", temos
Py(S,, = 0) < (4pq)" paratodon > 1. A série converge por comparag¢io com
a série geométrica ),,~,(4pq)". Pelo Teorema 2.16, a origem ¢é recorrente
no primeiro caso e transiente no segundo. Por invariancia por translacio, a
mesma classificagao vale para todos os estados. |
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Lema 4.2 — Identidade de Vandermonde

Para todon > 0,
= \k n
Demonstragao. Expandindo os dois fatores pelo bindmio de Newton, temos

o= (S0 (E0))

Um termo de grau n é obtido escolhendo xk no primeiro fator e X" no
segundo. Assim, o coeficiente de x" no produto é Y;_, (Z)(nfk) Como

(nfk) = (Z) essa soma ¢ o lado esquerdo da identidade. Por outro lado, o
)2n

produto é (1 + x)*", cujo coeficiente de x" é (Z:) Igualar os coeficientes
prova a afirmacio, inclusive para n = 0. |

Teorema 4.3 — Recorréncia em Z>2

O passeio aleatério simples e simétrico em Z? é recorrente.

Demonstragdo. Em um caminho fechado com 2n passos, suponha que haja
k passos para a direita e k para a esquerda. Restam n — k passos para cima e
n — k para baixo. Para cada k, observamos que

2n)!  (2n)! n 2 (2n\(n)’
k2(n—k)2  (n!)? (k!(n—k)!) “\n\k)"

Portanto, somando sobre k e usando a identidade de Vandermonde demons-
trada acima, o numero de caminhos fechados é

L (2n)!  [2n\ nz_ on\’
,Z‘)k!z(n—k)!z_<n>,;)(k) _(n)

Cada sequéncia especifica de 2n passos tem probabilidade 42", pois em cada
instante ha quatro direcdes equiprovaveis. Consequentemente,
2

2 2n
Py(Sy, = 0) = (Znn) 47 = (%) .
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Pela estimativa (4.1), (2:) /4" ~ 1//nn. Elevando ao quadrado, obtemos

1
Py(Szn = 0) ~ —.
mn

Como asérie ) -, 1/ndiverge, a série das probabilidades de retorno também
diverge. Pelo Teorema 2.16, a origem ¢é recorrente; por translacao, todos os
estados sao recorrentes. u

A recorréncia garante que o passeio volta a origem, mas ndo que o tempo
médio até esse retorno seja finito. As estimativas que acabamos de obter
permitem responder também a essa segunda pergunta.

Corolario 4.4 — Recorréncia nula em dimensdes um e dois

O passeio aleatorio simples e simétrico em 7% é recorrente nulo para
d=1led=2.

Demonstrag¢do. Em ambos os casos, o passeio é recorrente e P*(0,0) =
Py(S, = 0) — 0: nos instantes pares, isso decorre das equivaléncias as-
sintdticas obtidas; nos impares, a probabilidade é zero. Denote por

n
N(0) = 3 Yis, o}
m=1

o numero de visitas a origem entre os instantes 1 e n. Entao

E, [N”’fo)] = %mzr; P™(0,0) — 0.

Para justificar esse limite, fixe ¢ > 0 e escolha m tal que P™(0,0) < ¢ para
m > my. Os termos anteriores a m sdo finitos e, divididos por n, tendem a
zero; os restantes contribuem no maximo ¢ a média. Mais explicitamente,
paran > my,

mgy —

1
0< + €.

S |

n
> P™(0,0) <
m=1

Primeiro fazemos n crescer e depois tomamos ¢ arbitrariamente pequeno,
obtendo o limite anunciado.
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Por outro lado, o Teorema 3.4 da N,(0)/n — 1/Ey(T;") quase certamente.
Como essas variaveis ficam entre zero e um, o Lema 3.5 mostra que suas
esperancas convergem para a mesma constante. Logo, 1/Ey(T;") = 0, isto é,
Eo(Ty") = . Por translagéo, a conclusdo vale para todos os estados. ]

A Figura 4.2 mostra uma trajetoria no plano e sua distancia a origem. Os
zeros no segundo painel identificam os retornos da trajetoria desenhada no
primeiro.

B. Distancia ¢' 4 origem

A. Trajetéria em Z? [Snl
o]
Sy @— 5 1
i |
_ o
1 '
| 1
— 1 "
0 0 8 16 24 32 40 48

Figura 4.2: Uma realizacio do passeio simples em Z?2. No painel A, a origem
e o ponto final ;5 estdo destacados. No painel B, os zeros de ||S,[|;
nos instantes 8, 22 e 34 correspondem aos retornos a origem da
mesma trajetoria.

Teorema 4.5 — Transiéncia em Z°

O passeio aleatério simples e simétrico em Z3 é transiente.
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Demonstragdo. Em dimensao trés, a contagem dos caminhos fechados pro-
duz uma soma mais dificil de calcular exatamente. Para provar a transiéncia,
basta obter uma cota para a probabilidade de retorno cuja série seja conver-
gente. Combinaremos a estimativa do coeficiente binomial central com uma
cota para o maior termo de uma distribuicdo multinomial.

Um retorno a origem sé pode ocorrer apés um numero par de passos.
Consideremos, portanto, 2n passos, com n > 1. Denote por i, j, k as quantida-
des de passos nas dire¢des positivas dos trés eixos. Para que o deslocamento
final seja zero, precisamos ter também i, j, k passos nas respectivas direcoes
negativas. Assim,

i+j+k=n

Para valores fixados de i, j, k, estamos ordenando seis tipos de passos, com
multiplicidades i,i, j, j, k, k. O nimero dessas sequéncias é

(2n)!
i12j12f12”

Cada sequéncia tem probabilidade 672", porque ha seis dire¢des equiprova-
veis. Somando sobre todas as possibilidades, chegamos a

Po(Szn = 0) = = > ot

2n 92:2192°
6 ifkso 1! k!
i+j+k=n

Primeiro passo: reconhecer uma distribuicdo de probabilidade. Defina

n!

L, o= g-n P —
4 jk i!j!k!3 , i+j+k=n.

Esse é o valor da probabilidade de obter i, j, k resultados em trés categorias
equiprovaveis, em n ensaios independentes. Pela formula multinomial,

1 1 1\"
Z ai’j’k: §+§+§ =1.
i+j+k=n

Com esses numeros, a expressao admite a fatoracdo

(2n)!  [(2n\( n! 2
i12j12k12 ~ \ n (i!j!k!>'
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Como 62" = 22n32n 4 probabilidade de retorno fica

)
= n Z al’zl’k

P O(SZn = 0) =
i+j+k=n

22n

Nao precisaremos calcular a soma dos quadrados: como todos os termos sdo
nao negativos e somam um,

2 J—
Z a’ g( max ai,j,k) Z Gjjk = MaAX G-

i+j+k=n Fj+e=n i+j+k=n j+k=n
Logo,
)
Po(S,, = 0) < 22 M, M, := max aq; ;.
0\ 2n 22n n n i+ j-tken i),k

Segundo passo: estimar o maior termo multinomial. O maximo ocorre
quando i, j, k diferem entre si por no maximo uma unidade. Para ver isso,
suponha, por exemplo, que i > j + 2. Ao trocar (i, j,k) por (i — 1,j + 1,k), a
razdo entre o novo termo e o anterior é

d4i-1,j+1k i

= > 1.

%i,jk jt1

Assim, enquanto duas coordenadas diferirem por duas ou mais unidades, po-

demos aumentar o termo aproximando-as. No maximo, as trés coordenadas
estdo tao equilibradas quanto possivel.

Comecemos pelo caso n = 3m. Entdo o maior termo é Msy, = ay, p, - Pela

formula de Stirling, k! ~ v 27k(k/ e)k, obtemos

_ (Bm)!
M (mh)?
Jerm(3m/e)3™
(2mm)3/2(m/e)’m 33m
V3 _ 343

2tm 27n’

3—3m

Em particular, Ms,, é da ordem de 1/m.
Para os demais valores de n, se n = 3m + 1, os indices maximais siao
(m+ 1,m,m) e suas permutacgdes. Se n = 3m + 2, sdo (m+ 1,m+ 1,m) e suas
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permutagdes. Comparando diretamente os fatoriais com os do caso 3m,

3m+1
M3ppq = Amt ) m
Bm+2)(3m+1)
M3m+2 = 9(m N 1)2 3m-

Ambos os fatores s3o no maximo um. Como n = 3m, 3m + 1 ou 3m + 2 tem
a mesma ordem de grandeza que m para m > 1, existe uma constante C, tal
que

C.

M, <=2 (>
n
Os casos n = 1, 2 sdo incluidos aumentando C,, se necessario.
Terceiro passo: reunir as duas estimativas. A estimativa (4.1) fornece
2n
() 1

22n \/ﬂn'

Assim, existe uma constante C; tal que (2;) /22" < C,//n para n suficiente-
mente grande. Aumentando Cy, incluimos também os primeiros valores de
n. Portanto,

G, C
Po(Syp=0) < =2 = <
\/ﬁ n n3/2

Nao ha retornos em instantes impares. Como )~ n~3/2 converge, também

converge Y~ Po(Sx = 0). Pelo critério de recorréncia, a origem é transiente.
A invariancia por translacio estende essa conclusdo a todos os estados. =

Corolario 4.6 — Transiéncia em dimensdes maiores

O passeio aleatdrio simples e simétrico em 7% é transiente para todo
d>3.
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Demonstragdo. Parad > 3, projete o passeio nas trés primeiras coordenadas.
A projecao fica parada quando o passo ocorre numa das demais coordena-
das. Se a observarmos apenas nos instantes em que ela se move, obtemos
o passeio simples em Z7; esse processo é a cadeia de saltos da projecio.
De fato, cada passo move uma dessas trés coordenadas com probabilidade
6/(2d) = 3/d. Condicionadas a ocorréncia de um movimento, as seis dire-
¢Oes projetadas tém probabilidade (1/(2d))/(3/d) = 1/6 cada uma. Como os
incrementos originais sao independentes, essas dire¢des sucessivas também
sdo independentes.

O tempo de espera até cada movimento tem distribuicdo geométrica
com parametro 3/d > 0 e é finito quase certamente: a probabilidade de
esperar mais de r passos é (1 —3/d)", que tende a zero. Os tempos de espera
formam uma sequéncia enumeravel; portanto, com probabilidade um, todos
sdo finitos. Pela transiéncia em dimensio trés, a cadeia de saltos visita a
origem apenas um numero finito de vezes e todas as suas permanéncias
tém duracgdo finita. Nesse mesmo evento, a projecao esta na origem em
apenas um numero finito de instantes. Toda visita do passeio original a
origem exige que a projecdo esteja na origem. Portanto, o passeio em 7% ¢
transiente. ]

Os resultados anteriores compdem o teorema de Polya: o passeio sim-
ples e simétrico € recorrente nas dimensdes 1 e 2 e transiente em todas as
dimensdes maiores.

A fronteira dimensional

Mais geralmente, as probabilidades de retorno em tempos pares tém
ordem n~%/2. Esse é um resultado adicional: demonstramos a equiva-
léncia assintdtica nas dimensdes 1 e 2, uma cota superior suficiente na
dimensao 3 e a transiéncia por projecdo nas dimensdes maiores. A or-
dem exata para todas as dimensodes requer estimativas mais precisas das
probabilidades de transi¢do; veja Lawler 2006. A série correspondente
diverge em dimensdes 1 e 2, mas converge a partir da dimensao 3. Essa
¢ a mudanca de regime por tras do teorema de Pdlya.
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4.2 Um sistema com infinitos estados: o
protocolo Aloha

Nos passeios, perguntamos se a trajetoria retorna a um estado. Em um
sistema de comunicacdo, os estados podem registrar o nimero de mensagens
pendentes. O exemplo a seguir mostra como as colisdes podem impedir o
escoamento dessas mensagens e fazer a fila crescer.

Exemplo 4.2 — Protocolo Aloha: colisées que bloqueiam o canal.

Em uma versao simplificada do protocolo Aloha, mensagens novas tentam
transmitir assim que chegam; cada mensagem que ja sofreu uma colisdo
tenta novamente, independentemente das outras, com probabilidade r = 1/2
por intervalo. Se exatamente uma mensagem transmitir, ela sai do sistema.
Se duas ou mais transmitirem, ocorre uma colisdo e nenhuma sai.

Suponha que, em cada intervalo n, cheguem A, = 1 mensagem com
probabilidade 3/4 ou A,, = 2 mensagens com probabilidade 1/4, indepen-

dentemente entre intervalos. As decisdes de retransmissdo sdo renovadas a
cada intervalo, independentemente das novas chegadas e de todos os sor-
teios anteriores. Seja X, o numero de mensagens pendentes antes das novas
chegadas no intervalo n, com X, = 0. A Figura 4.3 resume as possibilidades
de transmissao.

k pendentes T = 1: sucesso
retransmissdo: prob. r / uma mensagem sai

canal compartilhado
T = A, +B, B ~ Bin(k,r)

A, novas \
transmitem sempre

Figura 4.3: As tentativas simultaneas competem pelo mesmo canal. Apenas
quando ha exatamente uma transmissao ocorre uma saida.

T > 2: colisdo
nenhuma mensagem sai

Escreva I, = 1 quando ha uma transmissdo bem-sucedida no intervalo n
e I, = 0 caso contrario. Entao

Xn+1 = Xn + An - In.

Se chegam duas mensagens, elas colidem entre si e X;, aumenta em duas
unidades. Se chega uma, o nimero de mensagens pendentes fica igual ou
aumenta em uma unidade. Portanto, X, nunca diminui.
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Ha uma particularidade importante nesta versdo do modelo: sempre
chega pelo menos uma mensagem nova, e ela tenta transmitir imediatamente.
Por isso, uma mensagem pendente nunca consegue sair: qualquer tentativa
sua colide com uma nova transmissao. O Unico sucesso possivel ocorre
quando chega uma Unica mensagem e todas as pendentes ficam em siléncio;
nesse caso, quem sai é a mensagem recém-chegada.

Dado X, = k, as probabilidades do proximo estado dependem apenas de
k, pois os novos sorteios sdo independentes do passado. Assim, (X)) é uma
cadeia de Markov em INj,, com transicdes

3 -k
:—2
p(k, k) 22

plek+1)= 20 -27%),

plk,k+2) =

1
7
e todas as demais probabilidades sdo zero. Cada estado é transiente: partindo
de k, a probabilidade de permanecer nele durante os proximos r intervalos
é p(k,k)", que tende a zero porque p(k,k) < 1. Portanto, a cadeia o deixa
em tempo finito quase certamente; como nunca diminui, ndo pode retornar
depois de sair.

Além do crescimento da fila, ocorre um bloqueio persistente do canal:
ao longo de infinitos intervalos, ocorrem somente finitas transmissoes bem-
sucedidas, quase certamente. Para demonstra-lo, observamos que a condigao
de sucesso descrita acima da

P(InzlanZk)ZZZ_k-

Se M, é o nimero de intervalos entre 0 e n — 1 em que chegaram duas
mensagens, entdo X,, > 2M,, e M,, tem distribui¢do binomial com parametros
ne 1/4. Cada intervalo com duas chegadas acrescenta duas mensagens a fila,
e os demais nunca a fazem diminuir; isso explica a desigualdade X, > 2M,,.
Além disso, escrevendo M,, como soma dos indicadores independentes desses
intervalos, obtemos

n—1
~Myy — ~Lga =} :(§ l.l)n
E(4Mr) gE(AL A =(3+33)
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Consequentemente,

P(I, = 1) = ZE(Z_X") < ZE(ern)

_§<§+1.1)”_§(§>”
4\4 4 4 4\16/

Para contar todos os sucessos, somamos primeiro até um instante finito e
depois fazemos esse instante crescer. Pela linearidade da esperanca e pela
passagem ao limite para contagens crescentes, justificada no Lema 2.15,

e E(i > Z]P(I —<?3 Z(ié) = [4]

n=0

Uma variavel nao negatlva com esperanca finita ndo pode ser infinita com
probabilidade positiva. Para ver isso aqui, se S = )}~ I,, a desigualdade
de Markov da P(S > r) < 4/r para todo r > 1; como {S = o} C {S >
r}, sua probabilidade é zero. Logo, o nimero total de sucessos é finito
quase certamente, embora mensagens continuem chegando. As tentativas
simultaneas impedem o escoamento das mensagens.

A conclusio vale para a versdo de carga elevada considerada aqui. Outras

leis de chegada exigem uma analise propria.

Nos passeios e no protocolo Aloha, acompanhamos deslocamentos ou o
acumulo de mensagens. No proximo modelo, a populacdo de uma geragao
produz a seguinte: o tamanho atual continua sendo toda a informagao ne-
cessaria para descrever o proximo passo, mas cada individuo contribui com
uma quantidade aleatoéria de novos individuos.

4.3 Processos de ramificacao

Uma populagido pode crescer em média e, ainda assim, desaparecer. O
tamanho esperado, por si s6, ndo determina a probabilidade de extincao.

A ideia de acompanhar sucessivas geragdes nao se limita a populagdes
de seres vivos. Ela aparece também em sistemas fisicos e em processos de
transmissao, como mostram os exemplos a seguir.

Linhagens familiares. A partir de um individuo, acompanhamos seus
filhos, netos, bisnetos e assim por diante. O nimero de filhos pode variar
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de uma pessoa para outra, e cada filho pode dar continuidade a linhagem
por meio de seus proprios descendentes. Quantos membros havera em uma
geracdo futura? Qual é a probabilidade de que a linhagem deixe de ter
descendentes?

Multiplicadores de elétrons. Um elétron que atinge uma superficie pode
provocar a emissdo de varios outros elétrons. Estes sdo conduzidos a uma
segunda superficie, onde podem produzir novas emissdes. Em uma sequén-
cia de etapas, um pequeno numero inicial de elétrons pode dar origem a um
sinal muito maior. Cada etapa corresponde a uma geracio, e o nimero de
elétrons emitidos por impacto faz o papel do nimero de filhos.

Reacdes em cadeia. Um néutron pode provocar a fissdo de um nucleo
atomico, liberando novos néutrons, que podem provocar outras fissdes. Nem
todo néutron da continuidade a reagio: ele pode escapar do material ou ser
absorvido sem produzir uma fissdo. Em uma aproximacdo por geracdes,
podemos perguntar se a sequéncia de fissdes se interrompe ou continua.

Inicio de uma epidemia. Uma pessoa infectada pode transmitir a doenga
a um numero aleatorio de outras pessoas. Estas podem produzir novas
infeccdes, formando sucessivas geracdes de transmissao. Quando ainda ha
muitas pessoas suscetiveis e diferentes cadeias de transmissao raramente
alcancam a mesma pessoa, um processo de ramificacdo pode aproximar essa
fase inicial. As geracdes indicam quem infectou quem, nao intervalos de
tempo de igual duracéo.

Nesses exemplos, cada elemento pode produzir um nimero aleatorio de
novos elementos. Para construir um modelo comum, chamaremos esses
elementos de individuos e acompanharemos o total em cada geracio.

O tamanho de cada geracdo sera o estado de uma cadeia de Markov.
Condicionando no tamanho da geragao anterior, calcularemos a média e a
variancia da populagao; com as func¢des geradoras, estudaremos a probabili-
dade de extincao. Ao final, discutiremos o que se pode estimar a partir de
dados de cascatas de compartilhamentos, em uma aplicacdo que também
pode ser lida separadamente.

4.3.1 Individuos, geracoes e crescimento médio

Considere uma populacdo que evolui em geracoes. Cada individuo pro-
duz um ntimero aleatério de filhos, independentemente dos demais e sempre
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segundo a mesma distribuicdo. Esses filhos formam a geragao seguinte, na
qual o mecanismo se repete. Assim, o tamanho de cada geracdo ¢ determi-
nado pela soma dos nimeros de filhos dos individuos da geracgao anterior.

Definicao 4.2 — Processo de Galton-Watson

Seja Y uma variavel com valores em N, = {0, 1,2, ...} e lei pj = P(Y =)).
Considere copias independentes (Y, ,),>0,>1 de Y. Para Z; = k € N,
defina

Zn
Zny1 = Z Yn,r~
r=1

A soma vazia vale zero. O processo (Z,) é um processo de Galton—Watson,
e (p;) é sua distribuicao de descendentes.

O indice n identifica a geracdo e r distingue os individuos que a compdem.
A férmula conta os filhos de todos eles. Se dois individuos produzem, res-
pectivamente, trés e nenhum filho, a geracdo seguinte tera tamanho trés. A
familia (Y),,) registra quantos filhos cada individuo tem, enquanto a sequén-
cia (Z,) conserva apenas os totais por geracdo. Assim, arvores genealdgicas
diferentes podem produzir a mesma sequéncia de tamanhos.
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A. Arvore genealégica

YO,I - 3
geracdo 0 Zy=1
Yl,l = 2 YLS = 1
geracao 1 Z; =3
geragao 2 Zy=2+0+1=3

B. Evolucao dos tamanhos

Zn

Y
B}

0 1 2
Figura 4.4: A arvore acompanha os individuos e os seus filhos; o grafico

registra apenas os totais por geracdo, aqui Z;, = 1, Z; = 3 e
Z, = 3. O individuo central da geragdo 1 ndo deixa descendentes.

Se sabemos que Z, = i, ha exatamente i individuos para se reproduzir. As
geracgdes até n foram determinadas pelos sorteios Yy, com £ < n. Os numeros
de filhos Y}, 1, ...,Y,; sdo independentes desses sorteios e tém todos a lei de
Y. Por isso, conhecer as geracdes anteriores ndo altera a distribuicdo da
proxima: basta saber Z,. Essa é a propriedade de Markov, e as probabilidades
de transicao sido

p(l,]):]P(Yl++Yl:])s P(O»O): 1,

onde Y7, ...,Y; sdo copias independentes de Y. O estado zero é absorvente:
se uma geracdo nao tem individuos, a seguinte também estara vazia.

A independéncia das reprodugdes, o uso da mesma lei por todos os indivi-
duos e a separacdo em geracdes sdo hipoteses do modelo, ndo propriedades
automaticas de uma populacio real.
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Exemplo 4.3 — Uma linha da matriz de transicao.

Suponha que cada individuo néo tenha filhos com probabilidade 1/3 e tenha
dois filhos com probabilidade 2/3. Se Z, = 2, entao

Zny1 = Y1 + 15,
com Yi,Y, independentes e valores em {0, 2}. Portanto,

1\ _ 1 124 2\* 4

p(2,0)—<3) 9 p(2,2)_233_9, p(2’4)_<3) 9
Para obter dois filhos ao todo, exatamente um dos dois individuos deve
reproduzir-se; as duas escolhas possiveis explicam o fator 2 em p(2, 2). Essas
sdo todas as possibilidades, e suas probabilidades somam um.

O mesmo raciocinio vale para qualquer tamanho inicial. Se Z, = i, o
numero B de individuos que produzem dois filhos tem distribuicdo binomial
com parametrosie 2/3, e Z,,1 = 2B. Assim, para 0 < k <1,

=) ) )

enquanto p(i, j) = 0 nos demais casos.

Teorema 4.7 — Tamanho esperado da geracao

Sem = E(Y) < o0 e Zy = k, entdo E(Z,) = km" para todo n > 0, com
0

m- = 1.

O fator m tem uma interpretagao simples: cada individuo deixa, em média,
m filhos, de modo que a esperanga do tamanho da popula¢ido é multiplicada
por m de uma geracdo para a seguinte. Isso se refere a média entre possiveis
evolucdes, ndo ao crescimento de cada trajetoria. Algumas populagdes
podem desaparecer, enquanto outras crescem o suficiente para sustentar a
esperanca.
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Demonstragao. Se Z, = i, os i individuos produzem filhos, cada um com
esperanca m. Pela linearidade da esperanca,

E(Zpiy | 2, =1) = im.

Retiramos o condicionamento somando sobre os possiveis tamanhos da
geracgdo atual. Pela esperanca total,

o0

E(Zni1) = ), E(Zpi1 | Zy = DP(Z, =)
i=0

= Y imP(Z, = i) = mE(Z,).
i=0
Na soma, os valores de i com probabilidade zero nio contribuem. Como
Zy = k é constante, E(Z;) = k. Se E(Z,) = km™ < oo, a igualdade anterior

da E(Z,.;) = km™™! < . Isso estabelece simultaneamente a formula e a
finitude das esperancgas por inducéo, incluindo n = 0. |

A média nao informa quanto os tamanhos das geracdes podem variar
entre uma realizacdo e outra. Para estudar essa variacdo, suponha que a
distribuicio de filhos tenha varincia finita 6% = Var(Y).

Proposicao 4.8 — Variancia do tamanho da geracao
Se 0% < e Z, = k, entdo v, = Var(Z,) satisfaz
— — 2k n 2
v = 0, Vi1 = O°KM” + mv,.

Em particular, se m = 1, entdo v, = kno? para todon > 0.

Demonstragao. Escreva v, = Var(Z,). Dado Z, = i, a geragao seguinte é
formada pelos filhos desses i individuos. Como os nimeros de filhos sao
independentes, cada um com média m e variancia o, temos

E(Zyi1 | Z, =10) = im, Var(Z,.1 | Z, = i) = ic?.

O segundo momento ¢ a soma da variancia com o quadrado da média. Apli-
cando essa identidade a distribuicido condicionada, obtemos

E(Z2,, | Z, = i) = io? + i?m?.
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Para calcular o segundo momento de Z,,{, tomamos agora a esperanca
sobre os possiveis valores de Z,. Como

E(Z2,, | Z, = i) = io? + i?m?,
a formula da esperanca total fornece

E(Z2.)) = E[E(Z2.1 | Z,)]
= E[azZn + mzZ,g]
= 62E(Z,) + m2E(Z2).

Essa igualdade também permite verificar que os segundos momentos sdo
finitos. De fato, como Z;, = k, temos E(ZOZ) = k? < oo, Suponha agora
que E(Z?) < oo. Como ja sabemos que E(Z,) = km" é finita, a igualdade
anterior mostra que E(ZZ, ;) < oo. Portanto, por inducio, todos os segundos
momentos sdo finitos.

Podemos, entdo, calcular a variancia subtraindo o quadrado da média.
Usando E(Z,,,) = mE(Z,), encontramos

Yn+1 = E(Zr?-'rl) - [E(Zn+1)]2
= 02E(Zy) + m*(E(Zf) — [E(Z,)]?)
= okm" + m?v,.
Na dltima igualdade, usamos E(Z,) = km" e reconhecemos, entre parénteses,

a variancia de Z,.
Se m = 1, arecorréncia se reduz a

Vi1 = ka? + v,

Assim, a varidncia aumenta ko a cada geracio. Como Z, = k é constante,
temos v, = 0 e, portanto,
v, = nko?.

Os dois termos da recorréncia tém origens diferentes. O primeiro mede a
variabilidade produzida pela reproducdo na geracao atual; o segundo vem
da variacao no nimero de individuos que chegaram a essa geracao.
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Com um individuo inicial e média de um filho, temos
E(Z,) =1, Var(Z,) = no?.

Seg? > 0, a média permanece constante, mas a variancia cresce linearmente.
Isso néo significa que a populacdo se mantenha perto de um individuo.
Veremos que, nesse caso, ela acaba se extinguindo com probabilidade um.

Exemplo 4.4 — Dois multiplicadores de elétrons.

Retomemos os multiplicadores de elétrons mencionados na abertura. Em
cada etapa, um elétron pode provocar a emissdo de novos elétrons, que
seguem para a etapa seguinte. Considere dois modelos, nos quais os numeros
de elétrons emitidos por impactos diferentes sdo independentes e seguem,
em todas as etapas, as distribuigdes:

Elétrons emitidos ‘ Modelo A Modelo B

0 1/4 1/2
2 1/2 0
4 1/4 1/2

Os dois equipamentos comecam com dois elétrons e possuem trés etapas
de amplificacdo. Qual deles produz, em média, mais elétrons na saida? Em
qual o sinal final é menos variavel?

Se Y4 e Yg representam o numero de elétrons emitidos por um impacto,
as médias sdo iguais:

1

BYa) =2 +4-7=2 E(YB):4~%:2.

N | =

As variancias, porém, sdo diferentes. Calculando os segundos momentos,
obtemos ) )
Var(Yy) = <22 T 42 Z) —22 =2,

Var(Yg) = 4% - % —22 =4

Denote por Z, o numero de elétrons apds a etapa n, com Z; = 2. Como
m = 2 nos dois modelos, o tamanho esperado da terceira geracio é o mesmo:

E(Z3) =2-23 = 16.
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Para calcular a variancia, usamos a recorréncia da Proposic¢do 4.8. Com
k=m=2ev, =0, ela fornece

v = 2072, v, = 1202, V3 = 56072,
Portanto,
112, no modelo A,
Var(Z3) =
224, no modelo B.

Embora os dois equipamentos produzam o mesmo sinal médio, o modelo A
apresenta menor variabilidade.

Ha ainda outra diferenca. Para que ndo reste nenhum elétron apods a
primeira etapa, os dois elétrons iniciais precisam deixar zero descendentes.
Pela independéncia, essa probabilidade é

(1/4)2 =1/16, no modelo A,

IP(Zl = 0) =
g(l/z)2 =1/4, 1o modelo B.

Assim, a mesma média de reproducao pode acompanhar comportamentos

bastante distintos, tanto na variabilidade do sinal quanto na chance de ele

desaparecer. Para estudar a extingdo em um nimero qualquer de geragdes,

precisaremos considerar toda a distribuicdo de descendentes.

4.3.2 Geradoras e extincao

Para calcular a probabilidade de extincdo, precisamos ir além do cres-
cimento médio. Compare duas regras: na primeira, cada individuo tem
exatamente um filho; na segunda, ele tem zero ou dois filhos, cada possibi-
lidade com probabilidade 1/2. Ambas tém média um, mas, na primeira, a
populacdo permanece sempre com o mesmo tamanho, enquanto, na segunda,
veremos que a extingao é certa. Para entender essa diferenca, precisamos
levar em conta toda a distribui¢éo de filhos.
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Definicao 4.3 — Funcao geradora de probabilidades
A fungao geradorade Y é

f(s) = E(sY) = i pjsj, 0<s<1,

J=0

com a convengao 0% =1.

Da defini¢do, vemos que f(0) = p, e f(1) = 1. Cada coeficiente p;
registra a probabilidade de um individuo ter exatamente j filhos.

A principal vantagem da funcao geradora aparece quando somamos os
numeros de filhos de individuos diferentes. Se Y; e Y, sdo independentes e
tém a mesma distribuicdo de Y, entdo

= E(s")E(s")

= f(s)*.
A segunda igualdade decorre da independéncia. Assim, a soma dos nimeros
de filhos corresponde ao produto das funcdes geradoras. Para i individuos
que se reproduzem independentemente, o mesmo argumento mostra que a
geradora do nimero total de filhos é f(s)".

Para estudar a extincdo, usaremos também a continuidade e a convexidade
de f, além de uma relagéo entre sua derivada e o numero médio de filhos.

Proposicao 4.9 — Propriedades elementares da geradora

A fungéo f é continua, ndo decrescente e convexa em [0, 1]. Se P(Y >
2) > 0, a convexidade € estrita. Quando m = E(Y) < oo,

MRENIO)

11 1—35

=f'(1-)=m fs)>1+m(s—1) (0<s<1).

Se P(Y > 2) > 0, a ultima desigualdade € estrita para s < 1.

A notacdo f’(1-) indica a derivada em 1 tomada pela esquerda. A iden-
tidade f’(1—) = m mostra como a geradora recupera a média dos filhos; a
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ultima desigualdade compara seu grafico com a reta tangente em 1.

Demonstragdo. Continuidade. Separamos a série que define f em uma soma
finita e uma cauda. Como |s/ —#/| < 1 para s,t € [0, 1], para qualquer inteiro
J > 0 temos

J
f©) = fOI< Y, pls! =t + ) py.
J=0 >J
Dado ¢ > 0, escolha primeiro ] para que a segunda soma seja menor que
¢/2. Isso é possivel porque ). jpj = 1. A primeira soma ¢ finita e tende a
zero quando s se aproxima de t. Assim, com s suficientemente proximo de ¢,
ela também é menor que ¢/2. Esse argumento vale inclusive nos extremos
Oel.
Monotonicidade e convexidade. Cada funco s/ é nio decrescente e convexa
em [0,1]. Para0 < 0 < 1,

Os+ (1 -0y <6s' +(1-0).

Multiplicar por p; e somar primeiro até ] produz a mesma desigualdade
para as somas parciais de f. Fazer J crescer preserva a desigualdade e da a
convexidade de f; a monotonicidade segue do mesmo argumento termo a
termo. Se algum p; > 0 com j > 2, esse termo satisfaz a desigualdade estrita
sempre que s # t, e os demais termos nao a desfazem.

Derivada em 1 e reta tangente. Para encontrar a inclinacdo da geradora em
1, usaremos o quociente de diferencas, sem pressupor que podemos derivar
a série termo a termo. Para 0 < s < 1, a identidade da soma geométrica

fornece 1) -
1—f(s .
SEraRD IR

A igualdade pode ser obtida somando p;(1 — s/) até J e fazendo J crescer,
com s fixo. Cada paréntese é no maximo j, de modo que o quociente néo
excede m. Para obter uma cota inferior, fixamos J e conservamos apenas os
primeiros termos:
J
1—f(s .
ﬁ >3 pil(l+s+-+ s,
1-—s5 —
Jj=1
Quando s se aproxima de 1, a soma a direita se aproxima de ZJJ:1 Jjpj- Es-
colhendo primeiro J suficientemente grande e depois s suficientemente
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proximo de 1, tornamos essa cota tdo proxima de m quanto desejarmos.
Como o quociente nunca excede m, seu limite é m.

A cota superior também da 1 — f(s) < m(1 —s), que é a desigualdade da
reta tangente. Se algum pj>0comj>2es<lentdol+s+ -+ g1 <j
nesse termo; a cota superior é estrita, como afirmado. [ |

Para acompanhar varias geragoes, escreva
Fy(s) = Ei(s%) = Y Py(Z, =)/, se0,1],
j=0

com Py e Ej na convencdo do Capitulo 2 para a cadeia iniciada em k.

Enquanto o coeficiente p; de f representa a probabilidade de um individuo
ter exatamente j filhos, o coeficiente de s’ em F), representa a probabilidade
de a geragdo n conter exatamente j individuos, partindo de um tnico an-
cestral. Assim, f descreve a reproducao individual, enquanto F, descreve a
distribuicdo do tamanho da geracao n. O resultado a seguir relaciona essas
geradoras por meio da composi¢ao de fungoes.

Proposicao 4.10 — Iteracao da funcao geradora

Para o processo de Galton-Watson iniciado com Z; = 1, as fungdes
geradoras das sucessivas geracdes satisfazem, para s € [0, 1],

Fo(s)=s,  F1() = B(f(s), nxo0.
Consequentemente,
F,=f"  n>0,

onde f" denota a composicido de f consigo mesma n vezes, com
£°9(s) = s. Em particular, também vale

Fpi1(s) = f(Fn(s)-
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Demonstracdo. Como Zy = 1, temos Fy(s) = E;(s%) = s.

Para relacionar duas geragdes consecutivas, condicionamos ao tamanho
da geracdo n. Se Z, = i, os nimeros de filhos dos i individuos sio indepen-
dentes e tém a mesma distribuicdo de Y. Portanto,

El(sZrH—l | Zn = l) =FE (SYn,1+"'+Yn,i)
i
=F (H sY":V)
r=1
i
=[] EG™) = (s
r=1

A igualdade vale também para i = 0: nesse caso, a geracao seguinte é vazia,
e o produto vazio vale um, inclusive quando s = 0, pela convencio 0° = 1.
Retirando o condicionamento pela esperanca total, obtemos

Fup1(s) = Ey(f(s)™) = F(f(5)),

onde a ultima igualdade usa a definicéo de F,, pois f(s) € [0, 1].
Partindo de Fy(s) = s, a recorréncia fornece, por inducio, F, = f*". Por
fim, como f°"1V = fo f" também obtemos F, | = f o F,. ]

Por exemplo, F;(s) = f(s) e F5(s) = f(f(s)). A cada nova geragao, aplica-
mos f mais uma vez: trata-se de composicdo, nao da poténcia f(s)".

Se a populacdo comeca com k individuos, a geradora inicial é sk. O mesmo
condicionamento e uma inducdo em n fornecem

Ex(s%) = Fy(s)k.

Essa poténcia expressa a propriedade de ramificacdo: o tamanho da ge-
racdo n, partindo de k individuos, tem a mesma distribuicdo que a soma
dos tamanhos de k populacdes independentes, cada uma iniciada com um
individuo.

Voltemos agora a probabilidade de extin¢do. Considere o tempo

Hy=inf{n >0 : Z, = 0}

e escreva
qn = P1(Hy <n)
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para a probabilidade de a populagdo se extinguir até a geragao n.
Como zero é absorvente, a extin¢do até a geracdo n equivale a termos
Z, = 0. Portanto,
qn = P1(Z, = 0) = F,(0).

Como Z; = 1, temos gy = 0. Além disso, pela Proposi¢ao 4.10,

dn+1 = Fn+l(0) = f(Fn(O)) = f(qn)

A recorréncia tem uma leitura genealogica. Para a populagéo se extinguir
até a geracdo n + 1, cada familia fundada por um filho da primeira geracéo
precisa desaparecer em no maximo n geragdes adicionais. Se ha i filhos, a
probabilidade é ¢,. Retirando o condicionamento sobre o nimero de filhos,
obtemos Y; pi¢i = f(g,). Além disso, g, nio diminui quando damos a
populacdo mais uma geragao para se extinguir.

Teorema 4.11 — Extincao como menor ponto fixo

A probabilidade g = P{(Hy < o0) é a menor solu¢do da equagio
f(s) = sem [0, 1]. Partindo de k > 1 individuos, P (Hy < o) = qk.

Como f(1) = 1, a equacéo de ponto fixo sempre admite a solugio 1. Isso
nao significa que a extincao seja certa: quando ha outras solugdes, precisa-
mos identificar qual delas representa essa probabilidade. A sequéncia que
comeca em ¢y = 0 faz exatamente essa selecdo, pois considera horizontes fi-
nitos cada vez maiores. A férmula qk , por sua vez, decorre da independéncia
entre as k familias iniciais.

Demonstragao. Os eventos {H, < n} aumentam para {H; < oo}. Pela continu-
idade das probabilidades de eventos crescentes, recordada na Proposicdo 2.9,
temos g, T g. A continuidade de f, provada na Proposicado 4.9, permite
passar ao limite em g,,; = f(g,) e concluir que ¢ = f(q).

Ser € [0,1] satisfaz f(r) = r, entdo gy = 0 < r. Suponha g, < r. Como f
€ nao decrescente,

dn+1 = f(qn) < f(r) =r.

A inducdo mostra que g, < r para todo n; tomando o limite, obtemos g < r.
Assim, nenhum outro ponto fixo em [0, 1] pode ser menor que a probabili-
dade de extincéio.
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Por fim, para uma populacido iniciada com k individuos, a formula da
geradora e o fato de zero ser absorvente dao

Pr(Hy < n) = Pr(Z, = 0) = F,(0)F = gf.

Fazendo n — oo, a mesma continuidade das probabilidades e a continuidade
da poténcia s — s* fornecem Py(H, < o) = ¢¥. Equivalentemente, cada
uma das k familias iniciais precisa se extinguir; a independéncia dessas
familias produz o mesmo fator g~. |

Teorema 4.12 — Regimes subcritico, critico e supercritico

Suponham < c0e Zy, = 1. Sem < 1l,entdoq = 1. Sem = le
P(Y = 1) < 1, também g = 1. Sem > 1, entdo g < 1. No caso
degenerado Y = 1 quase certamente, Z, = 1 para todone q = 0.

A média de um filho por individuo separa os regimes. No caso critico ndo
degenerado, a esperanca do tamanho da populagdo permanece constante
e, ainda assim, a extinc¢do é certa. Quando m > 1, ha uma probabilidade
positiva de sobrevivéncia; essa probabilidade s6 é igual a um se nenhum
individuo puder ter zero filhos.

Ideia — Leitura geométrica dos trés regimes

A equacdo f(s) = s pede os pontos em que o grafico de y = f(s)
encontra a diagonal y = s. Um encontro sempre ocorre em s = 1.
Nesse ponto, a inclinagdo da geradora é f’(1—) = m; junto com a
convexidade, ela determina o que pode acontecer a esquerda.

Se m < 1, a tangente em 1 tem inclinacdo menor que a diagonal e fica
acima dela a esquerda de 1. Pela convexidade, o grafico de f fica sobre
a tangente ou acima dela e, portanto, estritamente acima da diagonal
para s < 1. Nao ha outro ponto fixo.

Se m = 1 e a reproducéo nao é degenerada, a curva tem a mesma incli-
nacdo que a diagonal em 1, mas é estritamente convexa. Ela continua
acima da diagonal para s < 1, e a extin¢do também é certa.

Se m > 1, a inclinacdo em 1 supera a da diagonal. Imediatamente a
esquerda, temos f(s) <s.Jaems = 0 vale f(0) = py > 0; pela continu-
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idade, ha um ponto fixo abaixo de 1: ele é 0 quando p, = 0 e pertence
a (0,1) quando py > 0. Esse menor ponto fixo é a probabilidade de
extincao.

Demonstragao. Param < 1 e s < 1, a desigualdade da reta tangente, justifi-
cada na Proposicao 4.9, fornece

fs)>1+m(s—1)>s.

A desigualdade estrita vale porque 1 + m(s — 1) —s = (1 —m)(1 —s) > 0.
Logo o tnico ponto fixo é 1, e 0o Teorema 4.11dag = 1. Sem = 1eY
nio é identicamente um, necessariamente P(Y > 2) > 0: caso contrario,
Y s6 assumiria os valores 0 e 1, e a média um forcaria P(Y = 1) = 1. A
desigualdade da reta tangente é entdo estrita paras < 1: f(s) > 1+(s—1) =s.
Novamente, o Gnico ponto fixo é 1,e g = 1.

Se m > 1, o quociente (1 — f(s))/(1 — s) é maior que um para s < 1
suficientemente proximo de 1, pois seu limite é m. Isso equivale a f(s) < s
nessa regido. Por outro lado, f(0)—0 = py > 0. Se py > 0, a funcao continua
f(s) — s muda de sinal entre 0 e um ponto proximo de 1, logo se anula em
(0,1). Se py = 0, o proprio zero é ponto fixo. Em ambos os casos, o menor
ponto fixo é menor que um. Quando Y = 1 quase certamente, cada individuo
¢ substituido por exatamente um filho. A recursdo da Z,,; = Z, em todas
as geracgoes; como Z; = 1, nunca se atinge zero e g = 0. [ ]

A mesma distin¢do pode ser vista tomando a probabilidade de sobrevi-
véncia, em vez da de extingdo, como incognita. Para isso, definimos

AMs)=1-f(1-ys), 0<s<1.

Se g é a probabilidade de extincdo, entdo p = 1 — g é a probabilidade de
sobrevivéncia. Como f(q) = g, temos A(p) = p. Como q é o menor ponto
fixo de f, p é o maior ponto fixo de A em [0, 1].

Além disso, A(0) = 0 e ’(0+) = f’(1—) = m: a inclinacdo que antes
observavamos em 1 passa a ser vista na origem.

A Figura 4.5 compara os trés regimes para uma distribuicdo que atribui
probabilidade 1 — p a nenhum filho e probabilidade p a trés filhos.
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Subcritico Critico Supercritico
/, /, //
/, /, /,
/, /, //
/, /, //
4 4 d
/, 7
/ 4 7 P
// // /// :
/, /, //
7 7 Y
/// Y/ /,/
N N N
p=1/4, m=3/4 p=1/3, m=1 p=3/5 m=9/5
- V=5 — y=A6)

Figura 4.5: Os trés regimes para A(s) = p[1 — (1 — 5)°]. O zero é sempre um
ponto fixo. Nos casos subcritico e critico, é o Gnico; no supercri-
tico, aparece também o ponto fixo positivo p, que representa a
probabilidade de sobrevivéncia.

No tltimo painel, com p = 3/5, obtemos p = (9 —+/33)/6 = 0,543. A
possibilidade de sobrevivéncia aparece, portanto, como um novo ponto de
encontro entre a curva e a diagonal.

Podemos agora retomar as aplicacdes da abertura. Nas linhagens, a extin-
cdo significa ndo haver mais descendentes; nas reagdes em cadeia, significa
que a sequéncia de fissdes se encerrou. O critério se refere ao numero mé-
dio de descendentes por individuo, contando também os que ndo deixam
nenhum, e depende das hipoteses de reproducido independente e de uma
mesma lei ao longo das geragoes.

Nem toda aplicagao, porém, acompanha um nimero ilimitado de geracdes.
Em um multiplicador com n etapas, iniciado por um elétron, a probabili-
dade de néo haver elétrons na saida é g,, ndo q. A quantidade g descreve
a extincdo eventual na idealizacdo em que o mecanismo pode se repetir
indefinidamente.

Exemplo 4.5 — Zero ou dois filhos.
Suponha py, = 1/4 e p, = 3/4. Entdiom = 3/2 e f(s) = 1/4 + 35%/4. A
equacdo de ponto fixo equivale a

32 —4s+1=0Bs—1)(s—1) =0.

Portanto, pelo Teorema 4.11, ¢ = 1/3, apesar de E{(Z,) = (3/2)". Com trés
individuos iniciais, a extin¢do tem probabilidade 1/27, e a sobrevivéncia,
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26/27.

f(s)

I

U

1
q9=73

Figura 4.6: A geradora f(s) = 1/4+3s%/4 e a diagonal no recorte 0 < s < 1/2.
As setas mostram a iteracdo q,,; = f(gy), iniciada em g, = 0,
aproximando-se do menor ponto fixo, ¢ = 1/3. A outra solucio,
s = 1, esta fora do recorte.

Na Figura 4.6, cada degrau parte de (g,,q,), na diagonal, e sobe até
(¢ns Gna1), no grafico de f. O trecho horizontal leva entdo a (¢,41, @ns1)s
de volta a diagonal. A iteracdo iniciada em zero se aproxima do menor
ponto fixo sem ultrapassa-lo. Essa construcao também permite visualizar o
procedimento numérico usado no préximo exemplo.
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Exemplo 4.6 — Descendéncia Poisson.

Para Y com lei de Poisson de média 2, isto é, P(Y = j) = e_zzj/j!, temos
_ -2 o (2s) _ =225 _ 2(s—1)
f(s)=e Zo_j! =e e’ =e )
j:

Usamos, na segunda igualdade, a série da funcdo exponencial. Aqui a equa-
¢do de ponto fixo nido é polinomial, mas podemos aproximar sua menor
solucdo pela mesma iteragdo usada no Teorema 4.11. Comecando em gy = 0
e calculando ¢, = ez(q"_l), obtemos q = 0,203188. Assim, a extingdo
tem probabilidade de cerca de 20,3% a partir de um individuo. Com dois
individuos iniciais, essa probabilidade cai para q2 ~ 0,041285.

Os exemplos anteriores mostram como calcular a probabilidade de ex-
tincdo a partir de uma lei de descendentes. A proxima comparagdo mostra
por que duas leis com a mesma média podem levar a respostas diferentes
mesmo quando ambas sdo supercriticas.

Exemplo 4.7 — Mesma média, diferentes probabilidades de extincao.

Cada individuo produz dois descendentes, mas apenas os que sobrevivem
até a idade de reprodugdo sdo contados na geracdo seguinte. Cada descen-
dente tem probabilidade 3/5 de sobreviver. Compare duas regras para essa
sobrevivéncia. Em ambas, familias diferentes e geracdes diferentes usam
sorteios independentes.

Mortalidade independente. Os dois descendentes sobrevivem independen-
temente. O nimero Y, dos que chegam a geracdo seguinte tem distribuicao
binomial com parametros 2 e 3/5, de modo que

()_(z+§ )2_1+2 L9
JaO={5+55) =35+ 25" 55"
Pode néo sobreviver nenhum, apenas um ou ambos.

Mortalidade conjunta. Os dois descendentes sobrevivem juntos, com
probabilidade 3/5, ou ambos morrem, com probabilidade 2/5. O nimero Yg
dos sobreviventes é, portanto, zero ou dois, e

fg(s) = % + =52,

U1 | W



4 Cadeias de Markov enumeraveis 193

Aqui a dependéncia esta dentro de cada familia: o resultado de uma familia
nao determina o de outra.
As duas regras tém a mesma média,
3 6
E(Yp) =E(Yp)=2-==-.

5 5
Assim, come¢ando com um individuo, ambas produzem o mesmo tamanho
esperado (6/5)" na geragdo n. Para comparar as probabilidades de extingéo,
procuramos os menores pontos fixos das geradoras. No primeiro caso,

fals)=s <= 952 —13s+4=(9s—4)(s—1)=0,
logo g4 = 4/9. No segundo,
fa(s)=s <= 3s2—55+2=(3s—2)(s—1)=0,

logo gg = 2/3. A extingdo é, portanto, mais provavel sob a mortalidade
conjunta, embora cada descendente tenha a mesma probabilidade individual
de sobrevivéncia nos dois modelos.
As variancias também diferem:
3 2_12

Var(Yy)=2-=-===,  Var(Yg) =4
ar(Yy) s s T 5e ar(Yp)

3.2_2

55 25

Na segunda regra, uma familia inteira pode ser perdida de uma s6 vez; na
primeira, um dos descendentes pode sobreviver mesmo quando o outro
morre. A média de reproducdo nao distingue essas situagdes, mas a lei de
descendentes e sua funcdo geradora distinguem.

Até aqui, supusemos conhecida a distribui¢do de descendentes. Em uma
aplicacdo, ela precisa ser estimada a partir das observagdes.

4.3.3 Cascatas: o que os dados permitem estimar

Em uma cascata de compartilhamentos, chamamos de filho uma trans-
missdo direta. Se uma pessoa alcanca outra e esta, por sua vez, alcanca dez
novas pessoas, a primeira teve um filho, ndo onze. Contar filhos néo é o
mesmo que contar todos os individuos atingidos: a primeira quantidade
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descreve a reproducéo de cada participante; a segunda, o alcance acumulado
da cascata.

Suponha que Yj, ..., Yy sejam observagdes independentes, completamente
acompanhadas, da mesma distribuicio de filhos. Escreva N; = #{r : Y, = j},
com N > 0. A distribuicdo empirica e sua geradora sdo

Y J?(s) = Z ﬁjsj'
J

Definimos ¢ como a probabilidade de extin¢do do processo cuja distribuicao
de descendentes é p. Pelo Teorema 4.11, ela é o menor ponto fixo de f
Esses nimeros descrevem o modelo ajustado; ndo quantificam a incerteza
amostral, que ndo trataremos aqui.

A distribuicao empirica também pode ser obtida procurando a lei que
torna os resultados observados mais provaveis. Pela independéncia, a pro-
babilidade desses resultados, sob uma lei p = (pj), é

N
wp=11rm=I1 »"

r=1 j:Nj>0

Vista como funcdo da lei desconhecida p, essa expressdo é chamada de
verossimilhanga.

Proposicao 4.13 — Estimador de maxima verossimilhanca
Entre todas as distribuicdes de probabilidade em N, a verossimilhanca
L(p) ¢ maximizada por p; = N;/N, inclusive quando algumas conta-
gens sao zero.

Uma categoria nao observada recebe probabilidade zero no estimador,
mas isso nao prova que seja impossivel na populacdo. Se todas as categorias
observadas tém probabilidade positiva, redistribuir entre elas, proporcional-
mente, qualquer massa atribuida as demais aumenta a verossimilhanca.
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Demonstragdo. Seja J ={j : N; > 0} o conjunto das categorias observadas.
Esse conjunto é finito, pois foram acompanhados apenas N individuos; assim,
todas as somas de logaritmos a seguir séo finitas. Se p; = 0 para algumj € J,
a verossimilhanca se anula, enquanto p fornece um valor positivo. Basta,
portanto, considerar distribui¢des com p; > 0 para todo j € J.
Escreva
t(p) = Y, Njlog p;
jeJ

para o logaritmo da verossimilhan¢a. Como o logaritmo é crescente, maximi-
zar { equivale a maximizar a verossimilhanca. A desigualdade logu < u —1,
para u > 0, segue de que u — 1 — logu decresce até u = 1 e cresce de-
pois, atingindo ali o minimo zero. Aplicando-a a cada razao positiva p;/p;,
obtemos

) LD
tp)—4(p) =N Y. fjlog =

j€J j
<N Z(Pj )
je]
:N<ij—1)£0.
jeJ

A ultima desigualdade usa apenas que a massa total de uma distribuicéo é
um. A igualdade exige p; = p; para todo j € J, pois logu = u — 1 apenas
quando u = 1. Nesse caso, a massa em J ja soma um, de modo que p; =0
fora de J. Logo, p = p, o que prova também a unicidade do maximizador. =

Exemplo 4.8 — Uma amostra de transmissores.

Uma amostra didatica de 80 pessoas, selecionadas antes de conhecer seus
resultados e acompanhadas durante toda a janela de reprodugéo, fornece as
seguintes contagens:

jlo 1 2

N;j|24 12 44

A média estimada é m = (12+2-44)/80 = 1,25, e a funcéo geradora empirica
é
f(s) = 0,30 + 0,155 + 0,555
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Pelo Teorema 4.11, a equacio 1152 —17s+6 = (11s—6)(s—1) =0dag = 6/11.
Com quatro sementes independentes, a probabilidade ajustada de extingao
é(6/11)* = 0,08852.

Essa amostra nao seria equivalente a reunir todos os individuos de uma
Unica arvore que ja terminou. Em uma arvore finita com N vértices, cada
individuo, exceto a raiz, esta ligado a seu pai por uma aresta. Ha, portanto,
N — 1 arestas, que correspondem aos N — 1 filhos contados na arvore inteira.
A média observada seria forcosamente (N — 1)/N < 1, independentemente
da lei de reproducao subjacente. Selecionar apenas cascatas que termina-
ram pode, assim, esconder um mecanismo supercritico; selecionar apenas
cascatas grandes introduz outro viés.

Mesmo com uma amostra bem escolhida, precisamos examinar como
os individuos foram acompanhados. Se a coleta termina antes de alguém
ter oportunidade de produzir todos os seus filhos, ha censura: um zero
registrado pode ser apenas temporario. Em uma rede de contatos, duas
linhagens também podem alcangar a mesma pessoa. Essas colisoes rompem
a estrutura de arvore do modelo.

Outras dificuldades dizem respeito a reproducao. Pessoas expostas ao
mesmo contexto podem nao se comportar de forma independente, e grupos
ou geracoes diferentes podem seguir leis distintas. Nesses casos, a dependén-
cia e a heterogeneidade limitam a descri¢do por uma unica funcdo geradora.

A interpretacio de m e g depende, portanto, de como a amostra foi obtida.
E preciso distinguir uma caracteristica da reproducio de um efeito da seleciio
dos individuos ou da interrupc¢io do acompanhamento.

Em uma rede finita, a sobrevivéncia eterna é uma idealizagio: o processo
de Galton-Watson funciona sobretudo como uma aproximacao inicial, antes
que a saturagdo e as colisdes passem a dominar a dinamica. Depois dos
problemas de sintese, a Sec¢do 4.5 retoma essa limitagdo ao explorar grafos
aleatorios. Para aprofundar a teoria classica de ramificacio e seus exercicios,
veja Schinazi (1999, se¢do 1.9).
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4.4 Problemas de sintese

Os modelos deste capitulo levantam perguntas que néo se resolvem
olhando apenas uma transicdo. Na ruina sem barreira superior, precisa-
mos escolher a solugao correta de uma equagao harmonica; no protocolo
Aloha, determinar o crescimento de uma fila; na ramificacdo, distinguir ta-
manho esperado e probabilidade de extingdo. Os trés problemas a seguir
retomam essas perguntas com as ferramentas ja desenvolvidas.

Exemplo 4.9 — Ruina sem uma barreira superior: qual solucao esco-
lher?.

Um jogador comeca com i > 1 unidades e, a cada rodada, ganha uma uni-
dade com probabilidade p € (0, 1) ou perde uma unidade com probabilidade
q =1—p. O jogo termina ao atingir zero, mas nao ha limite superior para a
fortuna.

1; p p p

absorg¢ao

Figura 4.7: Passeio nos inteiros ndo negativos: zero é absorvente, mas nao
existe barreira a direita.

Queremos h(i) = P;(Hy < o). Aqui h(i) representa a probabilidade
de ruina sem uma barreira superior. Em contraste, 4; no Exemplo 2.33
representa a probabilidade de atingir a meta antes de zero no jogo com duas
barreiras. Condicionando pelo primeiro passo,

hO0)=1,  hG)=ph(i+1)+qgh(i—1), i>1.

No espaco infinito, essas equacdes nao identificam sozinhas a probabilidade
procurada: a fun¢do constante h(i) = 1 sempre as satisfaz. Precisamos de
uma condi¢do que selecione a solugdo correta.

Para isso, introduzimos provisoriamente uma barreira N > i. A probabi-
lidade hy (i) = P;(Hy < Hy) ja foi obtida na ruina finita:

(q/p) = (q/p)N
@ =] 1 " (q/p)N

1-—, =q.
N P=9

5 piq;
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Os eventos {Hy, < Hy} crescem com N e sua unido é {H, < oo}: toda
trajetoria que chega a zero percorreu apenas um numero finito de estados
antes dessa chegada. A monotonicidade também pode ser vista diretamente:
para atingir uma barreira mais distante antes de zero, o passeio precisa
atravessar cada barreira mais proxima. Por outro lado, se Hy < oo, 0 maximo
das posicoes até Hy é finito; qualquer N acima desse maximo satisfaz Hy <
Hy. Pela continuidade das probabilidades de eventos crescentes, basta,
portanto, tomar N — 0. Se p < g, dividimos numerador e denominador de
hn () por (q/p)N e obtemos o limite um; se p > g, usamos (q/p)N — 0. No
caso p = q, temos i/N — 0. Assim,

1, <q
hi) = o p=d
(q/p), p>q

Por exemplo, se p = 3/5 e o jogador comega com duas unidades, a probabi-
lidade de ruina é (2/3)? = 4/9. Logo, ele tem probabilidade 5/9 de nunca
ficar sem dinheiro.

A resposta também é a menor solugcdo nao negativa das equacdes de pri-
meiro passo com h(0) = 1. De fato, se u > 0 é outra solugio, seu valor no
estado N é ndo negativo. Em {0, ..., N}, a funcéo u é harmdnica no interior.
A chegada a uma das barreiras ocorre quase certamente: em qualquer bloco
de N rodadas, uma sequéncia de N perdas, de probabilidade gN > 0, garante
a chegada a zero se a chegada ainda ndo ocorreu. A probabilidade de per-
manecer no interior durante r blocos é, portanto, no maximo (1 — qN Y, que
tende a zero.

As probabilidades de atingir cada barreira sdo harménicas no interior, por
condicionamento no primeiro passo. A combinac¢io dessas probabilidades
com os valores de fronteira u(0) = 1 e u(N) tem os mesmos valores de u
nas duas barreiras. Ela é a Gnica funcdo harménica com esses dados: se a
diferenca entre duas solucdes tivesse maximo positivo no interior, a equacéo
de média ponderada, com p,q > 0, obrigaria os dois vizinhos a terem o
mesmo maximo. Repetindo o argumento, chegariamos a uma barreira, onde
a diferencga é zero, uma contradi¢do. Aplicar o mesmo raciocinio ao minimo
exclui uma diferenca negativa. Logo, decompor segundo a primeira barreira
atingida da

u(i) = P(Hy < Hy) + u(N)P;(Hy < Hy) > hy (D).
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Deixando N — oo, obtemos u(i) > h(i). A condicido de minimalidade sele-
ciona, entre as solu¢des ndo negativas da equacdo harmonica, aquela que
representa a probabilidade procurada.

Exemplo 4.10 — Aloha revisitado: como cresce a fila quando os su-
cessos cessam?.

O protocolo Aloha do Exemplo 4.2 tem chegadas independentes de uma
mensagem com probabilidade 3/4 e de duas mensagens com probabilidade
1/4. Como vimos, o nimero total de transmissdes bem-sucedidas é finito
quase certamente, e a demonstragﬁo fornece

3 (13\"
P, =<5 (5) -
O diagrama da Figura 4.3 explica o mecanismo: quanto maior a fila de
mensagens pendentes, mais provavel é uma colisdo.
A desigualdade da unido e a série geométrica ddo uma cota para os su-
cessos futuros:

P(algum sucesso a partir do instante n) < Z P, =1)
k=n

n
co(2)
16

Por exemplo, para n = 22 a cota é menor que 0,05. Portanto, com probabili-
dade superior a 95%, ndo ocorre mais nenhuma transmissao bem-sucedida
a partir desse instante, embora continuem chegando mensagens.

Para calcular o crescimento da fila, retomemos sua identidade:

n—1 n—1
Xp=Xo+ Y Ag— Y ke
k=0 k=0

A lei forte dos grandes nimeros, aplicada as chegadas, da

n—1

lekHE(A0)= :
mi=o

5
1 1+--2= 2 quase certamente.

A soma de todos os I é finita quase certamente, logo sua contribuicao
dividida por n tende a zero. Concluimos que
Xn

—_—
n

quase certamente.

o
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Como o sistema realiza somente um ntmero finito de transmissdes bem-
sucedidas, a fila cresce a taxa assintotica das proprias chegadas.

Exemplo 4.11 — Duas populacdes com o mesmo crescimento médio.

Duas populacdes comecam com um unico individuo. Em cada geracao,
seus descendentes reproduzem-se independentemente, segundo o modelo
de Galton-Watson. Compare as seguintes leis para o nimero Y de filhos:

Populagdo A: P(Y =2) =

Populagao B: P(Y =0) = P(Y =3) = =.

1,
1 2
3 3

Nas duas populacdes a média de filhos é exatamente m = E(Y) = 2; portanto,
o teorema do tamanho esperado da geragao fornece

Ei(Z,) = 2" nos dois modelos.

A. Dois filhos sempre B. Zero ou trés filhos

nenhum descendente

1-2—-4 1-3-0

Figura 4.8: A esquerda, toda geracdo duplica; & direita, uma trajetoria possi-
vel se extingue apds uma geragao com trés individuos. A média
de filhos nos dois modelos é a mesma.

A igualdade das médias ndo implica igualdade das chances de sobrevi-
véncia. Na populacao A, todo individuo tem dois filhos. Comecando com
um individuo, Z, = 2" em todas as trajetdrias e a extingao é impossivel.

Na populacdo B, a funcéo geradora é
+ 5%,

fls) =

W~
w N
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Pelo teorema da extincao, a probabilidade q de desaparecimento é o menor
ponto fixo de f. A equacido f(g) = q equivale a

2¢° —3q+1=(g—1)(2¢* +2¢g—1) = 0.

As raizes sdo 1, (=1 ++/3)/2 e (-1 — /3)/2. A tltima é negativa e, entre os
dois pontos fixos de [0, 1], devemos escolher o menor:

V3-1

= ~ 0,366.
1 2

Embora seu tamanho esperado cres¢a como 2", essa populacdo desaparece
com probabilidade superior a 36%.

As probabilidades de extin¢ao em horizontes finitos permitem acompa-
nhar essa aproximacdo. Na primeira geracdo, a extin¢ao tem probabilidade
g1 = 1/3. Até a segunda geracio,

2 /(1

QZ:f(%):%‘Fg(gf

29
81

e as iteracOes seguintes aumentam até q. Com trés individuos iniciais, cujas
familias sdo independentes, a extingdo eventual tem probabilidade ¢ =
0,049.

A média m determina o crescimento esperado de cada geragao e separa re-
gimes de reproducdo. Ela ndo determina, sozinha, a chance de extingao: essa
probabilidade depende da distribui¢do completa de descendentes, resumida
pela func¢io geradora.

Nos trés problemas, uma conta local s6 ganha sentido quando a relaciona-
mos ao comportamento de longo prazo. Na ruina, a minimalidade seleciona
a probabilidade correta; no Aloha, a soma dos sucessos determina a taxa
de crescimento da fila; na ramificacéao, a distribuicao dos filhos distingue
crescimento esperado e chance de sobrevivéncia.

4.5 Percolacao em arvores e grafos aleatdrios

Até aqui, usamos processos de ramificacdo para acompanhar o nimero
de individuos de cada geracdo. Podemos fazer uma pergunta semelhante em
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uma rede: se cada ligacéo estiver disponivel apenas com certa probabilidade,
quantos vértices poderao ser alcancados a partir de um vértice inicial?

A resposta é particularmente simples quando a rede tem a forma de uma
arvore. Nesse caso, os vértices alcancados se organizam em geracdes, como
em uma arvore genealdgica, e a relacio com Galton-Watson é exata. Em um
grafo aleatorio com ciclos, essa relagdo deixa de ser exata, mas ainda ajuda a
explicar quando surge uma componente que reiine uma fragao consideravel
dos vértices.

Definicao 4.4 — Percolacao por arestas

Considere um grafo néo orientado G = (V, E), finito ou enumeravel, e
um namero p € [0, 1]. Cada aresta é declarada aberta com probabilidade
p e fechada com probabilidade 1 — p, independentemente das demais.
O grafo formado pelos mesmos vértices e apenas pelas arestas abertas
¢ chamado de percolacao por arestas em G.

Denotaremos por C(v) a componente aberta de v: o conjunto de vértices
que podem ser alcangados a partir de v por caminhos de arestas abertas,
incluindo o préprio v. Se o grafo for infinito, uma questao natural serd saber
quando C(v) também pode ser infinita.

4.5.1 Percolacao em uma arvore infinita

Considere uma arvore infinita enraizada em o, na qual cada vértice tem
exatamente b > 2 filhos. Como se trata de uma arvore, cada vértice diferente
da raiz tem um unico pai. A raiz forma a geragao zero, seus filhos formam
a geracao um, e assim por diante. Suponha que cada aresta seja aberta,
independentemente das demais, com probabilidade p.

Seja Z, o numero de vértices da geracdo n que podem ser alcangados a
partir da raiz usando somente arestas abertas. Em particular, Z, = 1. Um
vértice alcancado pode dar acesso a alguns de seus b filhos: somente aqueles
ligados a ele por uma aresta aberta.
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Proposicao 4.14 — Percolacao e ramificacao em arvores

O processo (Z,) é um processo de Galton-Watson com distribui¢io
de descendentes
Y ~ Binomial(b, p).

Sua funcdo geradora e seu numero médio de descendentes sao

f&)=01-p+ps)f,  m=bp.

A distribuigao binomial aparece porque cada vértice possui b possibilida-
des de alcancgar um filho, e cada uma delas ocorre com probabilidade p. A
independéncia das arestas garante a independéncia das reproducgdes.

Demonstragdo. Suponha conhecidos os vértices alcancados até a geragao n.
Para cada um dos Z, vértices alcancados nessa geracao, examinamos as b
arestas que o ligam aos filhos. Essas arestas ainda ndo foram examinadas e
sdo independentes das utilizadas nas geragdes anteriores.

Assim, o numero Y, de filhos alcancados a partir do r-ésimo vértice
tem distribui¢do binomial de parametros b e p. Dois vértices distintos tém
conjuntos disjuntos de arestas para seus filhos. Além disso, em uma arvore,
um filho s6 pode ser alcangado por meio de seu proprio pai: nao ha caminhos
alternativos que levem a conta-lo duas vezes. A independéncia das arestas
permite, portanto, associar a cada vértice uma reproducao independente,
sempre com a mesma lei binomial. Assim, essas variaveis sdo independentes
entre si e entre geracoes, e

Zn
Zny1 = Z Yn,r'
r=1

Esta é exatamente a construcdo da Defini¢do 4.2. Por fim, a férmula binomial

fornece )

f& =), (é)p"(l - p)s

=0 \J
=(1-p+ps)b.

Para calcular a média, escreva Y como a soma dos b indicadores de abertura

das arestas que ligam um vértice a seus filhos. Cada indicador tem esperanca

p; pela linearidade da esperanca, m = E(Y) = bp. ]
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Como as geracdes sdo disjuntas e cada uma contém no maximo b" vértices,
o tamanho da componente da raiz é

c)I =Y 2,
n=0

Essa componente ¢ infinita precisamente quando (Z,) nunca se extingue. Se
alguma geracdo esta vazia, todas as seguintes também estarao, e a soma tera
apenas um numero finito de termos nao nulos. Por outro lado, se Z, > 1
para todo n, a soma ¢ infinita.

Teorema 4.15 — Limiar de percolacao na arvore
Seja
0(p) = P(IC(0)| = o0).

Para a arvore com b > 2 filhos por vértice,

0(p) =0 sepS%, 0(p) >0 sep>%.

Além disso, ¢ = 1 — 6(p) é a menor solucdo em [0, 1] de

q=01-p+pg’.

A probabilidade critica é o limiar

p. = inf{p € [0,1] : O(p) > 0}.

O teorema mostra que p, = 1/b. Até esse valor, inclusive no ponto critico, a
componente da raiz é finita quase certamente. Acima dele, surge uma pro-
babilidade positiva de ela ser infinita, embora a extin¢ao continue possivel
enquanto p < 1.
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Demonstragdo. Pela Proposicdo 4.14, a média de descendentes é m = bp. Se
p < 1/b, entao m < 1 e o processo se extingue quase certamente. No ponto
p = 1/b, temos m = 1. Como b > 2, a binomial correspondente nio é a
distribuicdo degenerada Y = 1: em particular, P(Y = 0) = (1 — 1/ b > o.
Também nesse caso a extincao é certa.

Se p > 1/b, entdo m > 1 e a sobrevivéncia tem probabilidade positiva.
Essas sdo exatamente as conclusdes do Teorema 4.12. A equivaléncia entre
sobrevivéncia e componente infinita da as afirmagdes sobre 6(p).

Pelo Teorema 4.11, a probabilidade de extingdo é a menor solucao de
f(q@) = g. Como 0(p) é a probabilidade do evento complementar a extincéo,
temos ¢ = 1 — O(p). Substituir f(s) = (1 — p + ps)b fornece a equacio
indicada. ]

Também podemos escrever a equacdo em termos da probabilidade de
percolagdo. Substituindo ¢ = 1 — 6(p), obtemos

0(p) =1—(1— po(p)).

Quando p < p,, a Unica solucdo em [0, 1] é zero. Quando p > p,, existe
também uma solucdo positiva, e é ela que corresponde a probabilidade de
percolagdo: trata-se da maior solu¢do em [0, 1]. Isso decorre da mudanca de
variavel 8 = 1 — g, que inverte a ordem das solu¢des: o menor ponto fixo na
variavel q corresponde a maior solugio na variavel 6.

Exemplo 4.12 — Uma arvore binaria.

Suponha que cada vértice tenha dois filhos e que cada aresta esteja aberta
com probabilidade 3/4. Nesse caso,

3 3 (1 3)2
m=2--=-, s)=|-+-s] .
4 2 f() 4 4
A equagdo de extingdo é
X
q 129

ou, equivalentemente,
9¢?> —10g+ 1= (99— 1)(g—1) = 0.

Como a probabilidade de extin¢do é o menor ponto fixo, g = 1/9. Portanto,

1 8
9(3/4):1—525
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Compare com o Exemplo 4.5, em que cada individuo tinha zero ou dois
filhos, com probabilidades 1/4 e 3/4. A média de descendentes também era
3/2, mas a probabilidade de extin¢do era 1/3, ndo 1/9. A chance de alcancar
infinitos vértices depende da distribuicdo dos descendentes, ndo apenas de
sua média.

Ha ainda uma distin¢do entre a extin¢do e o tamanho esperado da com-
ponente. Para calcular E(|C(0)|) a partir da soma das geragdes, comecamos
pela contagem até uma geracao finita:

N N
By =Y Z,  EBy)= ) (bp)"
n=0 n=0

A tltima igualdade usa o Teorema 4.7 e a linearidade da esperanca. Como By
cresce para |C(0)|, a passagem ao limite para contagens crescentes, justificada
no Lema 2.15, fornece

s 1 p<1/b,

E(IC)]) = D (bp)" =1~ bp’

n=0 +o00, p>1/b.

No ponto critico p = 1/b, a componente da raiz é finita quase certamente,
mas seu tamanho esperado ¢ infinito. Nao ha contradi¢do: o fato de uma
variavel aleatoria ser finita quase certamente nio obriga sua esperanga a ser
finita.

4.5.2 Erd6s—-Rényi: da exploracao local a componente
gigante

Uma arvore nao tem ciclos: cada vértice distinto da raiz esta ligado a ela
por um unico caminho simples, isto é, sem repetir vértices. Em uma rede
geral, podemos encontrar um mesmo vértice por caminhos diferentes. Essas
colisoes impedem que a exploracdo da componente seja, exatamente, um
processo de Galton-Watson.

Ainda assim, a ramificacdo descreve bem o inicio da exploragao de certos
grafos aleatdrios. O exemplo mais conhecido é o modelo de Erdés—Rényi.
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Definicao 4.5 — Grafo aleatorio de Erd6s—Rényi

Fixen > 2 e p € [0,1]. O grafo G(n, p) tem vértices {1, ...,n}. Para
cada par de vértices distintos, a aresta que os liga esta presente com
probabilidade p, independentemente das demais.

Trata-se da percolacdo por arestas no grafo completo com n vértices:
comecamos com todas as arestas possiveis e conservamos cada uma delas
com probabilidade p. A Figura 4.9 mostra uma realizagdo com seis vértices.

—

—— aresta mantida aresta removida

Figura 4.9: Uma realizacdo de G(6, p). As cinco arestas presentes aparecem
em verde-petrdleo, e as dez ausentes, em cinza pontilhado. As

componentes conexas sio {1, 2, 3,4} e {5, 6}.

Para estudar grafos grandes, escolheremos
c
p=-, ¢ > 0 fixo,

n

com n suficientemente grande para que ¢/n < 1. Essa escolha mantém o
numero médio de vizinhos por vértice proximo de c. De fato, se D, é o
numero de vizinhos, ou grau, de um vértice v, entdo

D, ~ Binomial (n -1, E), E(D,) = (-1 —c
n n

Quando n cresce, temos muitas possibilidades de ligacdo, cada uma com
probabilidade pequena. Para cada j fixo,

o= (") () (-0 e
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Para verificar esse limite, observe que

n—1 (c >j o+ ¢ o

CE) =STI(-5) =5

j n I n J!
com produto vazio igual a um quando j = 0, enquanto (1 —c/n)* 17 — ¢,
Assim, o nimero de vizinhos de um vértice fixado tem, no limite, distribuicdo
de Poisson de média c.

Mas conhecer a distribui¢cdo do grau nao basta para entender o tamanho
de uma componente. Precisamos acompanhar sua explora¢ido. Comecamos
por um vértice e o colocamos em uma fila. Ao examinar o primeiro vértice da
fila, revelamos suas arestas para os vértices ainda ndo descobertos. Os novos
vizinhos entram no fim da fila, e o vértice examinado sai dela. Repetimos
esse procedimento até a fila ficar vazia; nesse momento, toda a componente
inicial foi descoberta.

Suponha que a fila ainda nao esteja vazia e que, até essa etapa, tenham
sido descobertos r vértices: o inicial e todos os novos vizinhos encontrados
nos passos anteriores. Esse total inclui os ja examinados e os que ainda
aguardam na fila. Restam n — r vértices ndo descobertos, e as arestas entre
eles e o proximo vértice a ser examinado ainda nao foram reveladas. Condi-
cionalmente ao histérico da exploracdo, o nimero de novos vizinhos tem,
portanto, distribuigéo

Binomial <n -, E) )
n

Ao contrario de uma ramificacdo com descendentes independentes, a
distribuicdo dessas contagens muda ao longo da exploracdo: r depende dos
resultados dos passos anteriores. Mas, enquanto r for pequeno em compa-
racdo com n, a distribuicdo acima se aproxima de uma Poisson de média c.
Para um nimero fixo de etapas, essa aproximacao pode ser tornada rigorosa
quando n — oo: a exploracdo é descrita, no limite, por uma ramificacdo com
descendéncias independentes de lei Poisson de média c, encerrada se néo
houver mais vértices por examinar.

Essa descricdo é local. Em um grafo com ciclos, podem existir arestas
entre vértices ja descobertos, mas essas liga¢des ndo acrescentam novos
elementos a fila. Na exploragdo, s6 podem ser novos vizinhos os n —r
vértices ainda nao descobertos. Quando r deixa de ser pequeno diante de
n, a média condicional (n — r)c/n ja nao esta proxima de c, e a aproximagao
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por Galton-Watson néo descreve sozinha a exploracdo de uma componente
grande.
Para a distribui¢do de Poisson de média c, a funcéo geradora é

f(s) = e, m=c.

O Teorema 4.12 sugere, portanto, uma mudanga de comportamento emc = 1:
abaixo desse valor a ramificacdo se extingue quase certamente; acima dele
ha probabilidade positiva de sobrevivéncia. O resultado para o grafo finito
¢ mais forte e exige argumentos adicionais.

Teorema 4.16 — Componente gigante em Erd6s—Rényi

Considere G(n,c/n), com ¢ > 0 fixo, e denote por L(n) > Ly(n) os
tamanhos das duas maiores componentes conexas, com Ly(n) = 0 se
houver apenas uma componente.

1. Se 0 < ¢ < 1, existe uma constante A = A(c) tal que

P(Li(n) < Alogn) — 1.

2. Se ¢ > 1, entao

Ly(n)

—> p(c) em probabilidade,

onde p(c) € (0,1) é a Unica solucéo positiva de
p=1—¢"°.

Além disso, existe uma constante B = B(c) tal que

P(Ly(n) < Blogn) —> 1.

A convergéncia em probabilidade no segundo item significa que, para
todo £ > 0,
L
P (‘ 1:1) - p(e)

Portanto, a fracdo de vértices na maior componente se concentra perto de

>£>—>O.
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p(c) quando o grafo cresce.

Uma componente que retine uma proporcao positiva dos vértices é cha-
mada de componente gigante. O teorema afirma que ela ndo aparece no
regime subcritico e que, no supercritico, existe uma inica componente desse
tipo: todas as demais tém tamanho muito menor que n. No ponto critico
¢ = 1, ndo ha componente gigante; o tamanho das maiores componentes
est4 na escala n%/3, um comportamento mais delicado que nao estudaremos
aqui.

Nao demonstraremos esse resultado; uma apresentacdo com demons-
tracdes dos trés regimes esta em Frieze e Karonski (2016, capitulo 2). A
aproximacao local por Galton-Watson explica a origem da equacéo para
p(c), mas nio é suficiente para justificar a existéncia e a unicidade de uma
componente gigante. Para isso, é necessario controlar a exploracdo também
quando o nimero de vértices descobertos ja é grande.

A equacao do teorema é precisamente a equagao de sobrevivéncia para
um processo de Galton-Watson de descendéncia Poisson de média c. Com
efeito, se q é sua probabilidade de extingao,

q — ec(q_l).

Escrevendo p(c) = 1 — g, encontramos
plc)=1- e—cP(),

Essa coincidéncia tem uma interpretacdo probabilistica. Depois de realizado
o grafo, escolha um de seus n vértices uniformemente. A probabilidade de
ele pertencer a maior componente, condicionada ao grafo, é L;(n)/n, que
pelo teorema fica préxima de p(c) com alta probabilidade. Por outro lado, a
exploracdo iniciada nesse vértice se aproxima, nas primeiras etapas, de uma
ramificacdo Poisson: a chance de essa ramificagdo sobreviver sugere a pro-
porcao de vértices que pertencem a componente gigante. Essa interpretacao
nao substitui os argumentos globais necessarios a prova do teorema.
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Exemplo 4.13 — Uma componente com quase oitenta por cento dos
veértices.

Considere G(n, 2/n). No Exemplo 4.6, vimos que a probabilidade de extin¢éo
de uma ramificacdo com descendéncia Poisson de média 2 é aproximada-
mente g = 0,203188. Portanto,

p(2) =1 —q = 0,796812.

Em um grafo suficientemente grande desse modelo, a maior componente
ocupa uma proporcao proxima de 79,7% dos vértices, com alta probabilidade.

Isso ndo significa que o grafo inteiro seja conexo. Um vértice especifico
é isolado quando nenhuma de suas n — 1 arestas possiveis esta presente, o
que ocorre com probabilidade

2 n—1
(1 — —) — e % % 0,1353.
n
Pela linearidade da esperanca, a proporcdo esperada de vértices isolados
também se aproxima de 13,5%. A existéncia de uma componente gigante
nao é o mesmo que a conectividade de todo o grafo.

Nos dois modelos, a média de descendentes igual a um marca a transicao.
Na arvore, alcancar novos vértices é exatamente um processo de ramificacéo.
Em Erd6s-Rényi, essa descrigao vale aproximadamente no inicio da explo-
racdo, mas antecipa uma propriedade global do grafo. O que comegou como
uma pergunta sobre extingao torna-se uma pergunta sobre o aparecimento
de grandes estruturas em uma rede.

4.6 Exercicios

4.6.1 Passeios e outras cadeias enumeraveis
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Exercicio 4.1 — Retornar sempre nao significa retornar depressa

Compare os passeios em Z com p = 1/2 e com p = 7/10. Use as probabi-
lidades de retorno em tempos pares para classifica-los. No caso simétrico,
explique por que recorréncia ndo implica tempo médio de retorno finito.

Exercicio 4.2 — Uma recompensa sem média estacionaria finita

Em N, faca p(i,0) = 1/3 e p(i,i + 1) = 2/3 para todo i > 0. Encontre
a distribuicdo estacionaria, o tempo médio de retorno a zero e a média
temporal de X,. Para f(i) = 2, verifique que a hip6tese de integrabilidade
do teorema ergodico falha. Use as fung¢des limitadas f A b para mostrar que
a média temporal de f(X,,) tende a +oo.

4.6.2 Processos de ramificacao

Exercicio 4.3 — Transicoes e duas geracoes

Para py = 1/4 e py = 3/4, calcule p(2,0), p(2,2), p(2,4) e E5(Z3). Partindo
de uma semente, calcule a probabilidade de exting¢ao até a segunda geracéo
e compare-a com a probabilidade de extin¢ao eventual.

Exercicio 4.4 — Quando a extincao é impossivel?

Lembre que ¢ = P;(Hy < o) se refere a uma semente. Mostre que g = 0
se e somente se py = 0, e conclua que, para toda populacéo inicial de k > 1
individuos, a extin¢ao é impossivel exatamente quando p, = 0. Use a relacio
Pr(Hy < 0) = qk. Explique por que o caso Y = 1 precisa ser separado no
critério pela média.

Exercicio 4.5 — Descendéncia geométrica

Suponha P(Y = j) = (1 —r)”, j > 0,com 0 < r < 1. Calcule m, f e g em
fungdo de r. Depois, determine a probabilidade de sobrevivéncia com trés
sementes quando r = 2/3.
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Exercicio 4.6 — Tamanho total no regime subcritico

Sem < 1leZy=k,sejaB=Y,-,Z, onumero total de individuos, incluindo
os iniciais. Prove que E(B) :_k/ (1 — m). Justifique a troca entre soma e
esperanca a partir das somas finitas By, = Zﬁio Z, e de suas probabilidades
de cauda, admitindo inicialmente a possibilidade B = co. Explique por que a
finitude da média obtida implica B < co quase certamente.

Exercicio 4.7 — Amostragem e fronteira

Uma amostra completa de 60 individuos contém 18 sem filhos, 6 com um
filho e 36 com dois filhos. Calcule m, ]/‘\ q e a probabilidade estimada de
extingdo com duas sementes. Explique o que p; = 0 permite afirmar e
por que uma arvore encerrada com 60 vértices ndo poderia produzir essas
contagens.

4.7 Exercicios complementares

*
Exercicio 4.8 — Uma arvore ternaria

Cada vértice de uma arvore infinita possui trés filhos, e cada aresta é aberta

independentemente com probabilidade p. Determine o valor critico de p.
Para p = 1/4, calcule o tamanho esperado da componente da raiz. Explique
o que acontece com a probabilidade de uma componente infinita e com o
tamanho esperado quando p = 1/3.

- *
Exercicio 4.9 — Arvore regular e a escolha da raiz

Em uma arvore infinita em que todos os vértices tém exatamente d > 3
vizinhos, escolha um deles como raiz. Abra cada aresta, independentemente,
com probabilidade p. A raiz tem d vizinhos, mas cada um dos demais vértices
tem apenas d —1 filhos, pois um vizinho é seu pai. Determine a probabilidade
critica de percolagdo por arestas. Explique por que a diferenca na primeira
geracdo nao altera esse limiar.
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Exercicio 4.10 — Vértices isolados em Erdﬁs—Rényi*

Considere G(n,c/n) e denote por I, o nimero de vértices isolados. Calcule
E(I,) e mostre que E(I,)/n — e . Por que a presenca de uma componente
gigante, quando ¢ > 1, ndo implica que o grafo seja conexo?



CAPITULO

5

Processos de Poisson

Contar eventos no tempo exige duas descrigoes
equivalentes: os tempos de espera entre chegadas e o
numero de chegadas observado em cada intervalo.

Uma central recebe chamadas em instantes irregulares. Podemos pergun-
tar quanto tempo falta até a proxima chamada ou quantas chegarao durante
uma hora. Sdo duas maneiras de observar o mesmo fluxo: uma acompanha
as esperas; a outra, as contagens.

Em um detector de particulas, cada registro também marca um instante,
mas algumas particulas podem passar sem ser detectadas. Queremos saber
como essa selecdo altera o nimero de registros e a espera entre eles. Em
duas lojas proximas, a questdo pode ser outra: quantos clientes chegam a
primeira enquanto a segunda ainda espera seu primeiro cliente? Reunir as
chegadas, conservando a origem de cada uma, ajudara a responder.

Esses sistemas tém em comum eventos que se acumulam no tempo. Para
construir um modelo, precisaremos explicitar as hipoteses sobre as esperas
e sobre a relacdo entre contagens em intervalos diferentes.

Partiremos da falta de memoria da exponencial e construiremos o pro-
cesso de Poisson. Em seguida, veremos como somar quantidades aleatorias,
separar, reunir e condicionar as chegadas. Na Secédo 4.3, a aleatoriedade
aparecia no nimero de descendentes; aqui, ela aparece também nos ins-

215
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tantes em que os eventos ocorrem. A construgao por relégios preparara o
estudo das cadeias em tempo continuo. O percurso principal termina com
problemas de sintese e exercicios; a intensidade variavel fica em uma secéo
opcional ao final do capitulo.

5.1 Distribuicao exponencial

Comecemos pela espera até a proxima chegada. No modelo exponencial,
uma taxa de 2 chegadas por minuto corresponde a uma espera média de
meio minuto. A propriedade que distingue esse modelo é a falta de memoria:
saber quanto ja esperamos nio altera a distribuicao da espera que ainda
resta.

Definicao 5.1 — Distribuicao exponencial
Uma variavel aleatoéria T tem distribuicdo exponencial com taxa A > 0,
e escrevemos T ~ Exp(7), se

P(T<t)=1—-¢eM para todo t > 0.
Equivalentemente, P(T > t) = e M parat > 0, e a densidade é

de M >0,
0, t<0.

fr@®) =

A taxa A mede a frequéncia do fendmeno, ndo seu tempo médio. Quanto
maior A, mais rapidamente a cauda P(T > t) decai e menor ¢ a espera tipica.
A proposicao seguinte calcula a média e a variancia.

Proposicao 5.1 — Momentos da distribuicao exponencial
Se T ~ Exp(A), entdo
1 , 2

ET = -, I = —

A A2

Em particular, a média e o desvio padrao sdo ambos iguais a 1/A.

1
Var(T) = T
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Demonstragdo. Calculamos primeiro as integrais em um intervalo [0, b] e de-
pois fazemos b — oo. Os termos de fronteira desaparecem porque be P
eb?e ™ - 0: 0 decaimento exponencial domina essas poténcias. Integrando

-0

por partes,

ET = J the Mdt = — te_/“‘oo + J e Mdt = 1
0 o Jo A
ET? = J PAe M dt = — tze_)“|;o +J 2te ™M dt = %
0 0 A
Na integral do segundo momento, usamos ainda f;o teMdr = ET/A=1/%.
Portanto,
Var(T) = ET? — (ET)? = %

Também ¢é possivel enxergar a dependéncia em A por mudanga de escala.
Se S ~ Exp(1), entdo S/A ~ Exp(A), pois

P(S/A<t)=P(S<M)=1—eM=P(T <1).

Portanto, média e desvio padrio sdo multiplicados por 1/4, enquanto a
varidncia é multiplicada por 1/1%:
ES

Var(S)
ET = - Var(T) = TP

Teorema 5.2 — Propriedade de falta de memoria

Se T ~ Exp(A), entdo, para s,t > 0,

P(T>t+s|T>t)=P(T >5s).

Ideia — O reldgio recomeca

Se uma lampada tem vida 1til exponencial e ja funcionou durante ¢
horas, sua vida residual tem a mesma distribuicdo da vida de uma
lampada nova. Isso nao afirma que objetos reais ndo envelhecem; é
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uma hipotese especifica do modelo exponencial.

Demonstracdo. Como {T >t+ s} C{T >t}eP(T >1t) >0,

P(T>t+s) ¢ At+s)
P(T > t) B e~

O quociente cancela o tempo ja transcorrido. |

—e M =P(T >5).

P(T>t+s|T>t)=

5.2 Definicao do processo de Poisson

Em vez da espera, registremos uma contagem. A distribuicdo de Poisson
aparecera tanto no numero de chegadas de um intervalo quanto na soma de
muitos eventos raros.

Definicao 5.2 — Distribuicao de Poisson
Dizemos que X tem distribui¢do de Poisson com parametro A > 0, e
escrevemos X ~ Poisson(A), se

n

P(X =n) = e_/M—' paran=0,1,2,....
n!

Admitimos também A = 0, caso em que X = 0 quase certamente.

A distribuicdo de Poisson modela contagens, cujos valores possiveis sdo
0,1,2,..., e nao tempos de espera. Veremos que seu parémetro A é tanto a
média quanto a variancia. Para isso, calcularemos primeiro os momentos
fatoriais.

Teorema 5.3 — Momentos fatoriais da Poisson

Se X ~ Poisson(1), entdo, para qualquer inteiro k > 1,

EX(X—1) (X —k+1)= Ak
e, portanto, EX = Var(X) = A.
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Demonstragdo. Se A = 0, a variavel é zero quase certamente e todas as
afirmacoes sao imediatas. Para A > 0, o produto X(X — 1) (X —k+1) é
zero quando X < k — 1. Assim,

EX(X-l)---(X-kH):ie—ﬁj.—fj(j—l)---(;—kﬂ)

j=k
00 Aj_k
= Ak e_/1 = Ak
e

Na ultima soma, a mudanca de indice r = j — k faz r percorrer 0, 1, .... Ela
se torna Zrzo e_’l/lr/r! = 1, a massa total da Poisson. O caso k = 1 fornece
EX = ); 0 caso k = 2 fornece E[X(X — 1)] = A%. Usando

Var(X) = E[X(X — 1)] + EX — (EX)?,
concluimos

Var(X) = A2+ 12— (1) = A

Exemplo 5.1 — Pares de eventos distintos.

Se N ~ Poisson(0), entao N(N — 1) conta pares ordenados de eventos
distintos: ha N escolhas para o primeiro e N — 1 para o segundo. Portanto,

E[N(N - 1] =62, E(];]) =

Com média de quatro eventos em uma janela, esperamos 16 pares ordenados,
ou oito pares sem ordem. Isso ndo é EN(EN — 1) = 12: a contagem também
flutua de uma janela para outra.
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Teorema 5.4 — Soma de variaveis de Poisson

Se Xj, ..., X;. sdo independentes e X; ~ Poisson(4;), entao

Xi 4 -+ X ~ Poisson (A; + -+ + A¢).

Demonstragao. Comecamos com duas variaveis. Se A; + A, = 0, ambas sdo
zero quase certamente, e o resultado é imediato. Se uma Unica taxa é zero,
a respectiva variavel também é zero e a afirmacéo se reduz a lei da outra
parcela. Suponhamos, assim, Ay, A3 > 0. Os eventos {X; = m, X; = n —mj},
param = 0, ..., n, sdo disjuntos e reunem todas as maneiras de a soma valer
n. A independéncia permite multiplicar as probabilidades:

P(X;+ X, =n) = ZP(Xl =m)P(X, =n—m)

m=0

m n—m
B CURNCT SN
— m! (n—m)!
Reunimos os fatores exponenciais e extraimos (4; + A,)"/n!. Os fatores

restantes formam uma soma binomial:

e—(/11+)tz)(/11 + )" _ zn: n ( M )m( Ay )n_m
n! m /11 + Az /11 + /12

m=0

A soma vale 1: retine as probabilidades de uma distribui¢ao Binomial(n, p)
com p = A;/(A; + A3). O termo fora da soma é a probabilidade de Poisson
desejada. Para passar de k—1 a k parcelas, aplicamos o caso de duas variaveis
a soma das primeiras k—1 e a altima. Essas duas variaveis sdo independentes
porque a primeira depende apenas de X, ..., Xj_1. Isso completa a inducdo.

|

Estamos prontos para definir o processo. Pense, por exemplo, em N(t)
como o numero de requisi¢des recebidas por um servidor no intervalo [0, ¢].
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Definicao 5.3 — Processo de Poisson homogéneo

Retomando a Defini¢éo 1.3, pedimos aqui um pouco mais: com probabi-
lidade um, as trajetorias sdo ndo decrescentes, assumem valores finitos
em INj, sdo continuas a direita e tém saltos unitarios. Em particular, ha
apenas um namero finito de chegadas em cada intervalo limitado. O
processo de contagem {N(¢) : t > 0} é um processo de Poisson com taxa
A>0se

m N(0) = 0;
® N(t+s) — N(s) ~ Poisson(At) para s,t > 0;

® N(t) tem incrementos independentes: se 0 <ty < t; < -+ < t,, entdo

N@#)—-N({),...,N@,)— N(t,_1) saoindependentes.

O segundo item diz que a distribuicao da contagem depende apenas do
comprimento do intervalo, ndo de sua posi¢ao no tempo. O terceiro afirma
a independéncia das contagens em intervalos disjuntos. Pela convencao de
continuidade a direita, N(s + t) — N(s) conta as chegadas em (s,s + t]: o
extremo direito est4 incluido.

Saber apenas que N(t) ~ Poisson(At) para cada t ndo determina a lei
do processo: também precisamos saber como as contagens em instantes
diferentes se relacionam. A independéncia dos incrementos é parte essencial
do modelo. Aqui A é a taxa de chegadas por unidade de tempo, enquanto At
¢ o numero médio de chegadas em um intervalo de duracéo ¢.

Para motivar a definicdo, imagine n pessoas agindo de maneira indepen-
dente. Cada uma produz um evento durante certo minuto com probabilidade
A/n, tomando n > A para que essa probabilidade esteja entre zero e um. O
numero X, de eventos nesse minuto tem distribui¢io Binomial(n, A/n), isto
é,

n—k

ro-v=ke D (2,

n
Mantendo a média A fixa e fazendo n crescer, essa massa converge.

P(X, = k) =
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Teorema 5.5 — Aproximacao de Poisson

Fixe A > 0 e um inteiro k > 0. Para X,, ~ Binomial(n, A/n), definida
nos inteiros n > max{1, A}, temos

k
P(X, = k) — e_A%.

A soma retne muitas oportunidades, cada uma com pouca chance de
ocorréncia. O limite mantém a média total A fixa: aumentar o nimero de
oportunidades sem reduzir a chance individual seria outro regime.

Demonstragdo. Se A = 0, as variaveis X, e a Poisson limite sdo iguais a zero
quase certamente. Suponha A > 0. Para n suficientemente grande, n > k e
A/n < 1. Com k fixo,

k-1

reo-o=g [10-3) (=) (-3

J=0

—k

Como k é fixo, cada um dos seus fatores 1 — j/n tende a um; portanto, o
produto finito tende a um. Quando k = 0, esse produto é vazio e vale um. O
ultimo fator também tende a um por continuidade. Para o fator que contém
o expoente n, usamos o limite elementar

log(1 —
i o8 —x)

x—0 —X

Como A/n — 0, segue que

log(1 - A/n) .

nlog(1—A/n) = -7 —n

Pela continuidade da exponencial, (1 — A/n)" — e}, O fator Ak /k! ndo
depende de n; multiplicar esses limites fornece a massa de Poisson anunciada.
]
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Exemplo 5.2 — Cem oportunidades de um evento raro.

Compare B ~ Binomial(100,0,02) com Z ~ Poisson(2). As médias sdo
iguais; as variancias sdo 1,96 e 2. As probabilidades, arredondadas, sao

k | 0 1 2 3
P(B=k) | 0,13262 0,27065 0,27341 0,18228
P(Z = k) | 0,13534 0,27067 0,27067 0,18045

As duas distribuicdes tém a mesma média e probabilidades proximas, mas
nao sdo idénticas. A desigualdade de Le Cam, apresentada adiante (Teo-
rema 5.6), permite limitar o erro dessa aproximagao.

5.2.1 O erro da aproximacao de Poisson

A aproximacgdo binomial mostrou como surge a lei de Poisson a partir
de muitas oportunidades raras. Para um ndmero finito de oportunidades,
qual é o erro dessa aproximacdo? E se as probabilidades individuais forem
diferentes? A desigualdade seguinte da uma cota nas duas situacdes. A
prova compara primeiro uma variavel de Bernoulli com uma Poisson de
mesma média; depois, repete essa comparagao em cada parcela.

Para acompanhar o calculo, recordemos a distancia de variacdo total
introduzida na Definic¢do 3.5. Para distribuicdes p e v em N,

vy = = Y —v®l = Y [ - vl
2 >0 k: u(y>v(k)

A ultima igualdade decorre de que as diferencas somam zero: o total das
diferencas positivas é igual ao médulo do total das negativas.

Teorema 5.6 — Desigualdade de Le Cam

Se Xi, ..., X, sdo Bernoulli independentes, com parametros p; € [0, 1],
ponhaS=),X;ef =Y, p. Para Z ~ Poisson(0),

|2(S) - LDy < ), P
i=1
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Aqui £ indica a distribui¢do de uma variavel; Poisson de parametro
zero € a massa em Zzero.

A estimativa de Le Cam (1960, pp. 1183-1184), na convencao acima, con-
trola o erro de probabilidade de qualquer evento. Como Y,; p? < 0 max; p;, a
cota é util quando a média total é controlada e cada ocorréncia individual
é rara. A independéncia é essencial: indicadores idénticos podem produzir
apenas zero ou n ocorréncias.

Demonstragdo. Para B ~ Bernoulli(p) e Z, ~ Poisson(p), a massa de B ¢é
maior que a de Z, apenas no ponto 1, pois e P > 1— p. De fato, em zero
a massa da Poisson é pelo menos 1 — p; nos pontos 2,3, ..., a Bernoulli tem
massa zero; apenas em 1 sua massa p excede pe . Usando a expressio da
variacao total pelas diferencas positivas, obtemos

|Z(B) = Z(Zplry = p(1 —e7P) < p°.

Essa formula também vale em p = 0. Para leis discretas em N, estenda
suas massas por zero aos inteiros negativos. A convolucgéo y * 1 é alei da
soma de duas variaveis independentes com leis p e n e satisfaz (u = n)(k) =
>, i u(j)n(k — j). Convoluir duas leis com a mesma n ndo aumenta a distancia:
pela desigualdade triangular e por ), n(k —j) = 1,

S G = vDInte = D < Y Y () = v(Dintk = )
kK 1J kJj
= Y ) = v Y k=) = () = v()L.
J k J

O reagrupamento envolve somente séries numéricas de termos néo nega-
tivos, como recordado imediatamente antes da Proposicdo 2.9. Dividir por
dois da a contracdo em variagao total.

Passamos agora a soma. Substituimos cada Bernoulli por uma Poisson
de mesma média, uma parcela de cada vez, mantendo a independéncia. Em
cada troca, a soma das parcelas que ndo mudaram fornece a lei comum ; por
isso, a distancia entre as leis da soma antes e depois da troca é no maximo
p?. Pela desigualdade triangular, o erro acumulado nas n substitui¢des nio
excede Y; p?. A soma final tem lei de Poisson de média 6, pelo teorema de
soma de Poisson. |
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Exemplo 5.3 — Quatro probabilidades diferentes.

Para p; = 0,01, p, = 0,02, p;3 = 0,03 e py = 0,04, temos 6 = 0,10 e
. p? = 0,003. Em particular,

P(S =0)=0,99-0,98-0,97 - 0,96 = 0,90345024.

Como e %! ~ 0,90483742, o erro é cerca de 0,00138718 < 0,003.

5.2.2 Construcao do processo de Poisson

Ha duas maneiras de observar o mesmo fenémeno: podemos registrar os
instantes em que os eventos ocorrem ou contar quantos ja ocorreram. Uma
imagem util para a primeira descrigao é a de um relégio aleatorio. Depois
de cada toque, acionamos um novo relégio exponencial de taxa A; quando
ele toca, registramos uma chegada e recomecamos a espera.

Definicao 5.4 — Construcao por tempos entre chegadas

Sejam 7, 17y,... variaveis aleatorias independentes com distribuicao
Exp(A). Defina, quase certamente,

Ty =0, Tn=1++1, N() =max{n : T, <t}.

O ndmero 7, é o tempo entre a (n—1)-ésima e a n-ésima chegada, enquanto
T, é o instante da n-ésima chegada. A variavel N(t) responde a pergunta
complementar: quantos toques ja ocorreram até o instante t?

Precisamos verificar que o maximo da definicao existe. Como cada 7, > 0
com probabilidade um, as somas T,, sdo estritamente crescentes simultane-
amente para todos os n, fora de um evento de probabilidade zero. Falta
mostrar que ndo se acumulam infinitas chegadas em tempo limitado.

Pela independéncia das esperas e pelos momentos da exponencial,

ET, =2

= Var(T,) = %

Fixe b > 0. Se n > 2Ab, entdo n/A — b > n/(21). Pela desigualdade de
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Chebysheyv,
P(T, <b) <P (

n n
n-3l25)
toAlT 22

n/A?
R
n’/(4A%?) n
Como T, é crescente, os eventos {T,, < b} decrescem. A continuidade das
probabilidades mostra que a chance de todos os T,, permanecerem abaixo
de b é zero. Tomando b = 1,2, ..., concluimos que T, — oo quase certamente.
Assim, para todot > 0, o conjunto {n : T,, <t} contém 0 e é finito, e N(¢) fica
definido simultaneamente para todos os instantes. No evento excepcional
de probabilidade zero, podemos definir N(t) = 0 para todo t.

Construcio por relogios exponenciais

s 4 . 4
f TS . o o .t
0 Tl T2 T3 T4
<+ > — ¢ —r < —>
51 ) Ty 73 7
TlsT2:~~~1"1‘(’iEXp(/1) Tn =74+ +7,

Figura 5.1: A construcao por reldgios exponenciais. O tempo 7, separa duas
chegadas consecutivas, e T,, = 71 + --- + 7, € 0 instante da n-ésima

chegada.

Fixadas as regras do modelo, quase toda realizacdo de N é uma funcao
em degraus que comega em zero e sobe uma unidade a cada chegada. Pre-
cisamente, N(t) = n em [T,,, T,,,); portanto a trajetdria é continua a direita
e tem saltos unitarios. O formato é sempre o mesmo, mas os instantes dos
saltos mudam de uma realizacdo para outra.



5 Processos de Poisson 227

Duas trajetorias do processo de Poisson
a) Trajetoria o
( )N(t)" 1

O =D W

(b)A’}“(I;?jetéria Wy

O DN W

o g

Figura 5.2: Duas realizagdes do mesmo processo de Poisson. Em ambas, cada
chegada produz um salto unitario; o que muda de uma trajetoria
para outra sdo os instantes em que esses saltos ocorrem.

As duas descricdes contém a mesma informagao. O n-ésimo toque ocorre
até o instante t exatamente quando ja foram registradas pelo menos n che-
gadas:

T,<t < N(@)>n

Teorema 5.7 — Construcao exponencial do processo de Poisson

O processo {N(t) : t > 0} construido acima é um processo de Poisson
com taxa A.

Demonstracdo. Primeiro passo: a lei da contagem. Ja verificamos as
propriedades das trajetorias e, como 7; > 0 quase certamente, temos N(0) =
0. Escreva p,(t) = P(N(t) = n). Nao haver chegadas até t equivale a 7; > t,
de modo que

pot) =M.

Paran > 1, se a primeira chegada ocorreu no instante v < t, restam ¢t — v
unidades de tempo. As esperas 7y, 73, ... s3o independentes de 7; e tém a
mesma distribuicio das esperas originais. Assim, a contagem restante tem
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a mesma lei de N(¢ — v). Pela densidade da primeira espera,

t
pn(t) = J Ae—’“pn_l(t —v)dv.
0

Nao usamos aqui nenhuma propriedade do processo de Poisson: apenas a
independéncia dos relogios da construcdo. Fazendo indugao em n, suponha
que p,_1(u) = e M) /(n—1)!. Entdo

L e [AE =]
pn(t):J Ae A e Alt )de
—e M 2 n—l)' J (t—v)"tdv
= e‘At@.

n!

A tltima igualdade usa j(: (t—v)""tdv = t"/n. Isso prova N(t) ~ Poisson(At).
Segundo passo: o relogio restante em um instante fixo. A lei de N(t),

sozinha, ndo garante incrementos independentes. Fixe s > 0. No evento
N(s) = k, temos

T <5 <Tjey1 = Tie + Tet1 R = Tiy1 = s.

Ou seja, observamos k chegadas até s e sabemos que o relégio 7341 ainda
néo tocou.

Para ver que o passado nao influencia a espera restante, considere um
evento H que especifique as contagens em uma lista finita de instantes
até s. Fixe também N(s) = k. Uma vez escolhidas as primeiras k esperas,
com T = v < s, 0 evento H ja esta determinado por essas chegadas. A

espera seguinte, independente das anteriores, deve satisfazer 7,1 > s — v.
A probabilidade de também ultrapassar s — v + u é

Pt >s—v+u) =e MP(gp, >s—v), u>0.

Para k > 1, reunimos as escolhas das primeiras k esperas integrando sua
densidade conjunta sobre a regiao compativel com H e Tj < s. Em cada ponto
dessa regido, a condi¢do N(s) = k acrescenta o fator P(z;, 1 > s — Tj). Exigir
também R; > u substitui esse fator por P(z, > s — T + u), multiplicando
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todo o integrando por e~ Como esse fator néo depende das esperas ja
escolhidas, ele pode sair da integral. Obtemos

P(H,N(s) = k, R, > u) = e "P(H, N(s) = k).

Para k = 0 o argumento é o mesmo, com T, = 0. Somar em k = 0,1,...
fornece
P(H, R, > u) = P(H)e .

Portanto R; é exponencial de taxa A, independentemente das contagens
observadas até s. E a falta de meméria aplicada ao relégio que estava em
andamento no instante s.

Terceiro passo: todas as esperas futuras. Ainda no evento N(s) = k, as
esperas Ty 2, Tx+ 3, -.. $20 independentes das primeiras k+ 1 esperas e também
de H. Consequentemente, o calculo anterior pode ser repetido com qualquer
numero finito dessas esperas:

P(H,N(s) = k, Ry >y, Ty > Ugs oo, T > Up)
= P(H,N(s) = k)e Awt+uw) 4y >0.

Somando em k e lembrando que probabilidades de intervalos podem ser
obtidas por diferencas de probabilidades de cauda, concluimos que as espe-
ras apos s sdo exponenciais independentes de taxa A, e independentes das
contagens anteriores.

Quarto passo: os incrementos. Denote essas novas esperas por Wy, W, ...,
com W; = R;. Parar >0,

{N(s+t)=N(@)=r}={W; ++ W, <t < W + -+ W1},

onde a soma vazia vale zero. O evento depende apenas das esperas futuras.
Pelo primeiro passo, sua probabilidade é e (At) /r! e nio depende das
contagens anteriores a s.

Para 0 < sy < s; < -+ < sy, aplicamos essa independéncia sucessivamente
ao incremento do ultimo intervalo, depois ao do pentltimo e assim por diante.
Obtemos, para nj >0,

]P(N(sj) = N(sj—1) =nj, 1<j< m)
)[A(sj —sj_1)]"

m
="
1
1 n;!
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Os incrementos sdo, portanto, independentes, e sua distribuicdo depende
apenas do comprimento do intervalo. Isso completa a prova. |

Proposicao 5.8 — Equivaléncia entre relégios e contagens

Se N satisfaz a definicdo de processo de Poisson de taxa A > 0 e
T, = inf{t > 0 : N(¢#) > n} é o instante da n-ésima chegada, com
inf@ = oo, entdo Ty, T, — Ty, ... sdo independentes e tém distribuicdo
Exp(A).

Demonstragdo. Primeiro, a n-ésima chegada ocorre em tempo finito quase
certamente. De fato, pelas propriedades das trajetorias,
a5 Y
P(T,>t)=P(N(t) <n)=e Z-—.—’O-
=0 I

Os eventos {T,, > t} decrescem para {T,, = oo} quando ¢ cresce, de modo que
a continuidade das probabilidades da IP(T,, = o) = 0. Isso vale simultanea-
mente para todos os inteiros n > 1.

Compare N com o processo N construido por esperas exponenciais no te-
orema anterior. Em uma lista finita de instantes deterministicos, ordenamos
os valores distintos e incluimos o instante zero. Cada contagem ¢ a soma
dos incrementos nos intervalos assim formados. Nos dois processos, esses
incrementos sdo independentes e tém os mesmos parametros de Poisson;
portanto, as contagens tém a mesma distribui¢do conjunta. Além disso, para
quaisquer tq, ..., ty, = 0,

T <t,....T, <t ,} ={N(t;) > 1,..., N(t,,) > m}.

Portanto o vetor (T3, ..., T,,;) tem a mesma distribuicido que o vetor dos pri-
meiros m instantes de chegada de N. Tomar diferencas consecutivas mostra
que (T}, T, — Ty, ..., T, — T,,,_1) tem a distribuicdo de m exponenciais inde-
pendentes de taxa A. Como m é arbitrario, a afirmacéo vale para toda a
sequéncia. ]
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Ideia — Duas descricoes equivalentes

No processo de Poisson homogéneo, “tempos entre chegadas i.i.d. ex-
ponenciais” e “contagens com incrementos de Poisson independentes e
estacionarios” descrevem o mesmo modelo. Escolhemos a versdo mais
conveniente para cada calculo.

5.2.3 Tempos de chegada e distribuicao gama

Construimos o processo e mostramos a equivaléncia entre relogios e con-
tagens. Podemos agora perguntar quanto tempo decorre até uma chegada
de ordem fixada. A soma das esperas ja definidas fornece esse instante; o
resultado seguinte identifica sua distribuicao.

Teorema 5.9 — Soma de exponenciais e distribuicao gama
Sejam 17, 7y, ... varidveis independentes com distribuicdo Exp(A). Para
cada inteiro n > 1, a soma T, = 7 + -+ + 7, que representa o instante

da n-ésima chegada, tem distribuicdo gama com parametro de forma
n e taxa A. Sua densidade é

( At)n_l

fr,@® =2 -1

parat > 0,

e vale 0 parat < 0.

Demonstragao. O instante da n-ésima chegada excede t exatamente quando
ocorreram menos de n chegadas até t. Pela lei da contagem, parat > 0,

Aty
P(T, >t) =P(N(t)<n—-1) = ‘Atz( ) .
Jj=0
Logo, a funcao de distribuicdo de T, é

FT(t)—l—‘”Z(M), t>0.
=0
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Derivando, obtemos

j—1
L ]

(/U)n 1
(n—1)!

Na segunda soma, fazemos a troca de indice i = j—1: os termos de grau 0 até
n—2 se cancelam, restando apenas o ultimo termo da primeira soma. Quando

= le M

n = 1, a segunda soma ¢é vazia e o resultado é a densidade exponencial. Para
t < 0, a densidade é zero, pois T,, > 0 quase certamente. |

Calcular a espera por contagens. A equivaléncia {T, > t} = {N(t) <
n—1}, usada na prova, evita integrar a densidade gama a cada novo problema:
basta somar as probabilidades de observar de zero a n—1 eventos no intervalo.

Exemplo 5.4 — Quando chega a terceira requisicao?.

Suponha que os tempos entre requisi¢des sejam independentes e exponen-
ciais com taxa de 2 por minuto. O instante T3 da terceira chegada tem média
3(1/2) = 3/2 minuto, por ser a soma de trés esperas de média 1/2 minuto.
Qual é a chance de esperar mais de dois minutos? Isso equivale a observar
no maximo duas chegadas até esse instante:

2
P(T; >2)=e* (1 +4+ 4?) = 13e* = 0,2381.

A pergunta era sobre o tempo de espera, mas a contagem forneceu a resposta
diretamente.

5.2.4 Uma janela de tempo muito curta

Construimos o fluxo completo de chegadas. Podemos agora aproxima-lo
em uma janela curta: a situacdo usual é ndo acontecer nada; uma chegada
tem probabilidade proporcional a duracao da janela; duas ou mais sao ainda
menos provaveis. A distingdo entre essas ordens de grandeza sera a base
das taxas no capitulo de tempo continuo.
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Proposicao 5.10 — Nenhuma chegada, uma chegada ou varias

Se N é um processo de Poisson de taxa A > 0 e D, = N(t + h) — N(¢),
entdo, parat > 0 fixadoeh | 0,

P(Dy, = 0) =1 — Ah + O(h?),
P(Dp=1)=Ah+ O(h?),

A2K2
P(Dy, >2) = 5+ O(h?) = o(h).

Essas probabilidades ndo dependem de qualquer lista finita de conta-
gens anteriores ao instante t.

Demonstragao. O incremento Dy, tem lei Poisson(Ah) e é independente dos
incrementos que descrevem o passado. Logo,

P(D), = 0) = e,
P(Dy = 1) = Ahe M,
P(Dy, > 2) = 1 — e (1 + AR).

Para comparar as ordens, ponha x = Ah. A expansédo de Taylor da exponen-
cial em zero fornece

2
_ x _
ex:I—x+?+O(x3), xe X = x — x% + 0(x>).
Somando essas duas expressoes, os termos lineares se cancelam:
Xz 3
e *(1+x)= 1—7+O(x ).

Subtrair de um da a terceira féormula. As duas primeiras resultam direta-
mente das expansdes anteriores. Como A ¢é fixa, O(x/) = O(h) para cada
inteiro j. Em particular,

P(D, >2) )2
%:%+om2)—>o.

Isso é exatamente o significado de o(h). A independéncia dos incrementos
prova a ultima afirmacio. |
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Escrever O(h?) significa que o erro absoluto é limitado por uma constante
vezes h?, para h suficientemente pequeno. Escrever o(h) significa que o
erro dividido por h tende a zero. Portanto, “chegadas uma de cada vez” nio
impede duas chegadas numa janela positiva: afirma que a chance de duas
ou mais desaparece mais depressa que a duragio da janela. A aproximacéo
exige Ah pequeno, com taxa e duracdo expressas em unidades compativeis.

5.3 Processos de Poisson compostos

Até aqui, cada chegada acrescentava uma unidade a contagem. Em muitas
aplicacoes, porém, interessa também o que cada evento acrescenta: o valor
da compra de um cliente, a duragdo de uma chamada ou o custo de um
sinistro. Passaremos da contagem dos eventos a soma das quantidades
associadas a eles.

Definicao 5.5 — Processo de Poisson composto

Se N(t) é um processo de Poisson com taxa A e Y1,Y,, ... sdo variaveis
reais i.i.d., independentes de N, definimos

N(t)

S =), Y
i=1

com a convencio de que a soma vale 0 quando N(t) = 0.

O numero N(t) diz quantas parcelas aparecem; as marcas Y; dizem quanto
vale cada parcela. Quando as marcas sdo ndo negativas, S(¢) acumula quanti-
dades e nao diminui. Marcas negativas também sdo permitidas, por exemplo
para representar ganhos e perdas. Em geral, S(t) registra valores, ndo o
numero de eventos: mesmo marcas positivas podem produzir saltos maiores
que um ou nao inteiros.
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Teorema 5.11 — Média e variancia de uma soma aleatoéria

Se N é inteiro, ndo negativo e independente das variaveisii.d. Y7,Ys, ...,
entdo, se EN < oo e E|Y;| < oo,

N
E[Z Y;
i=1

e, se também EN? < oo e EY12 < 00,

= ENEY;

N
Var(z Yi) = EN Var(Y;) + Var(N)(EY;)2.
i=1

~ N . AL
Demonstragao. Escreva S = ) ;- Y;. A independéncia de N e das marcas
assegura que, condicionado a N = n, continuamos somando n variaveis
independentes com a lei original de Y;. A desigualdade triangular da

n
E(S| [N =n) <} EIY]| = nElY, |
i=1

Multiplicar por P(N = n) e somar em n fornece E|S| < EN E|Y;]| < oo,
justificando a esperanca de S. A mesma decomposicdo, agora com a média
condicional nEY;, da

ES =) P(N =n)nEY, = EN EY,.
n>0

Sob as hipéteses de segundo momento, sua varidncia condicional é n Var(Y;)
e
E[S? | N = n] = nVar(Y;) + n?(EY,)?;

somar sobre os valores de N mostra que
ES? = EN Var(Y;) + E(N?)(EY;)? < .
Subtraindo (ES)? = (EN)?(EY;)?, obtemos diretamente
Var(S) = EN Var(Y;) + [E(N%) — (EN)?|(EY})?,

que ¢ a segunda formula. |
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Para o processo composto, N(¢) ~ Poisson(At); logo,
ES(t) = Mt EYy, Var(S(t)) = At EYZ.

A segunda identidade inclui duas fontes de variabilidade: o nimero aleatério
de chegadas e o tamanho aleatoério de cada marca.
Exemplo 5.5 — Receita diaria.

Uma loja recebe um numero de clientes com distribui¢do de Poisson de
média 81. Os gastos sdoi.i.d., com média 8 e desvio padrao 6, e independentes
da quantidade de clientes. A receita diaria S satisfaz

ES = 81-8 = 648, Var(S) = 81(6% + 82) = 8100.

Portanto, seu desvio padrao é 90. Observe que ndo basta multiplicar 81 pela
variancia de um gasto: a quantidade de clientes também varia.

5.4 Transformacoes

5.4.1 Afinamento

Podemos classificar cada chegada de um processo de Poisson: emergéncia
ou chamada comum, compra ou simples visita, falha de um tipo ou de outro.
Seja; a classe atribuida a i-ésima chegada e seja N;(t) o nimero de chegadas
de classe j até o instante t. O resultado central é que a separacdo preserva a
estrutura de Poisson.

Teorema 5.12 — Afinamento independente

Se as marcas Y; tomam valores em {1, ..., m}, sdo i.i.d. e independen-
tes do processo original, entdo (Nj(t));>o sdo processos de Poisson
independentes, com taxas

Aj = AP(Y; = j).

Uma classe de probabilidade zero corresponde ao processo identica-
mente nulo.
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Ha duas afirmacoes: cada subprocesso ainda é Poisson e os subproces-
sos sdo independentes. Essa independéncia pode parecer contraintuitiva,
pois todas as classes provém da mesma corrente de chegadas; ela é uma
propriedade especial da marcagio independente de um processo de Poisson.

Demonstragdo. Escreva p; = P(Y; = j) e fixe um intervalo de comprimento ¢.
Se Xj conta as chegadas da classe j nesse intervalo e k = k; +-+kp, 0 evento
considerado exige exatamente k chegadas originais. Condicionado a esse to-
tal, as marcas independentes tém contagens multinomiais: ha k!/(k;! - k;;,;,!)
maneiras de distribuir as classes na sequéncia das chegadas. Assim,

Kkl k!
- (Apjt)

.l
H k!

A fatoracdo usa ); p; = 1, de modo que e = I1; et e separa as
poténcias e os fatoriais por classe. Se p; = 0, a respectiva contagem ¢é zero
quase certamente; essa classe pode ser retirada do calculo e reinserida ao
final. A ultima linha é o produto das massas de variaveis Poisson(4p;t);
portanto, as contagens por classe sdo independentes nesse intervalo.

Para concluir a afirmacédo sobre os processos, considere agora qualquer
familia finita de intervalos disjuntos I, ..., I,. As contagens originais nesses
intervalos sdo independentes. Condicionado a seus valores, as classificacoes
usam grupos disjuntos de marcas i.i.d., independentes das contagens. Por
isso, o calculo anterior se aplica a cada intervalo e a probabilidade conjunta
de todas as contagens por intervalo e por classe se fatora no produto das
massas de Poisson, com parametros Ap;|l;|. Logo, cada subprocesso tem
incrementos independentes e estacionarios, e as familias de contagens das
diferentes classes sao independentes. Contagens acumuladas em quaisquer
instantes sdo somas desses incrementos, o que prova também a independén-
cia dos subprocessos completos. |

Rk Bk
P(Xy =ki, oo s Xy = ki) =€ Atg—npj]
=1
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Exemplo 5.6 — Chamadas de emergéncia.

Chamadas chegam a uma central de atendimento segundo um processo de
Poisson com taxa 20 por hora. Cada chamada é classificada como emergéncia
com probabilidade 0,2, independentemente das demais classificacdes e dos
instantes de chegada.

Pelo teorema de afinamento, as chamadas de emergéncia formam um
processo de Poisson com taxa 20 - 0,2 = 4 por hora; as demais formam um
processo independente com taxa 16 por hora. Em particular, o tempo até a
proxima emergéncia é Exp(4), com média 1/4 de hora, e

P(ao menos uma emergéncia nos préoximos 15 minutos)
—1—e ¥/ =11,

Exemplo 5.7 — Erros nao encontrados.

Neste exemplo, adaptado de Durrett (2016), dois revisores leem um manus-
crito de 300 paginas. O primeiro encontra 100 erros, o segundo encontra
120, e 80 aparecem nas duas listas. Suponha que os erros formem um pro-
cesso de Poisson de taxa desconhecida A por pagina e que cada erro seja
encontrado pelos revisores com probabilidades p; e py. Essas probabilidades
sdo as mesmas para todos os erros, e as deteccdes sdo independentes entre
revisores, entre erros e dos locais onde os erros aparecem.

Seja X; o numero de erros ndo encontrados, X; e X, os encontrados
apenas pelo primeiro ou apenas pelo segundo revisor, e X3 os encontrados
por ambos. Escrevendo i = 3004, o teorema de afinamento mostra que essas
variaveis sao Poisson independentes, com médias

p(1 = p)(1 = po), ppi(1 = ps),

p(1 = p)pa, HP1P2-
Observamos X; = 20, X, = 40 e X3 = 80. Estimando as probabilidades
pelas proporcdes observadas,

.80 2 ) 80
PL= 0180 3

Além disso,
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0 que sugere 20 =20-40/80 = 10 erros ainda ndo encontrados. Equivalen-
temente, /i = 80/(p;f5) = 150, ou A = 0,5 erro por pagina.

O valor dez estima a média do nimero de erros nio encontrados; nio
determina o total que de fato restou no manuscrito. A interpretacao de-
pende das hipoteses de deteccdo: erros com dificuldades muito diferentes ou
revisores que compartilham suas descobertas podem produzir outra relacio
entre as listas.

Exemplo 5.8 — Poissonizacao dos aniversarios.

Suponha que o numero M de pessoas em um evento tenha distribuicao
Poisson(2263) e que seus aniversarios sejam independentes e uniformes nos
365 dias do ano, também independentemente de M. Seja N; o nimero de
pessoas que fazem aniversario no dia j.

Pelo afinamento em 365 classes, as variaveis Ny, ..., N3¢5 sdo independen-
tes e cada uma tem distribuigdo Poisson(2263/365) = Poisson(6,2). Logo,

365
P(N; > 0 para todo j) = (l - e_é’z) ~ 0,476.

A ideia de poissonizacdo é substituir um niimero fixo de objetos por um to-
tal de Poisson. Com um total fixo, as contagens das classes sdo dependentes;
com um total de Poisson, o afinamento as torna independentes e o calculo se
fatora. O resultado calculado é exato para o total aleatorio M, de média 2263.
Para um evento com exatamente 2263 pessoas, seria necessario condicionar
em M = 2263; essa condi¢do desfaz a independéncia das contagens, e o
produto acima nao fornece a probabilidade exata.

5.4.2 Superposicao

Afinamento divide uma corrente de chegadas em subprocessos. A opera-
cdo inversa € a superposicdo: reunimos as chegadas de processos indepen-
dentes e ignoramos sua origem. O resultado continua sendo um processo
de Poisson, agora com taxa igual a soma das taxas.
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Teorema 5.13 — Superposicao

Se Ni(t), ..., Ni(t) sdo processos de Poisson independentes com taxas
Ay -.rs Ak, entdo
N(@) = Ni(8) + - + N (@)

¢ um processo de Poisson com taxa Ay + - + A.

Demonstragdo. A soma comeca em zero. Fixe intervalos disjuntos Iy, ..., I..
Para cada processo, seus incrementos nesses intervalos sdo independentes;
a independéncia dos processos garante também a independéncia entre in-
crementos de origens diferentes. Portanto, todos esses incrementos formam
uma familia independente. Somar por intervalo preserva a independéncia
entre os totais resultantes. Em um intervalo de comprimento h, a soma tem
lei de Poisson de parametro (A, + -+ + A )h, pelo Teorema 5.4. Isso prova a lei
e a independéncia dos incrementos, além de sua estacionariedade. Nao ha
chegadas simultaneas de processos diferentes com probabilidade positiva:
cada par de tempos de chegada independentes tem probabilidade zero de
empate, pois cada instante da m-ésima chegada possui densidade gama, con-
forme a construcio exponencial. Como os pares podem ser enumerados, a
probabilidade de ocorrer algum empate também ¢é zero. Assim, as trajetorias
preservam os saltos unitarios do processo de Poisson. ]

O diagrama reune as duas operacdes:

Afinamento Superposicio
pA M vea
A 1+ A
— 00 0 0o > \;a—o—o—o—o—»

~— _—

(1- i “,

Figura 5.3: Afinamento e superposi¢do. As cores registram a classe ou a
origem de cada chegada; ao ignoréa-las, as taxas se somam.

As ideias de superposi¢io e afinamento também sdo uteis para simular
cadeias de Markov em tempo continuo. Por enquanto, vamos usa-las para
resolver uma corrida entre dois processos de Poisson.
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Exemplo 5.9 — Quantos chegam a primeira loja antes de chegar al-
guém a segunda?.

Na abertura do capitulo, duas lojas esperavam clientes. Suponha agora
que suas chegadas formem processos de Poisson independentes Ny, N, de
taxas A > 0 e p > 0. Seja T o instante da primeira chegada a lojaB e K o
numero de chegadas a loja A anteriores a T. Queremos a distribuicéo de K;
a duracdo da observagio é aleatoria.

Reunimos as chegadas num processo de taxa A + p. Podemos representar
sua origem por marcas independentes: cada chegada recebe a marca A com

probabilidade

A
p A+

e amarca B com probabilidade ¢ = 1—p = u/(A+p). De fato, pelo afinamento
independente, os dois processos marcados sdo Poisson independentes com
as taxas originais. Assim, essa construcdo tem a mesma lei conjunta das
chegadas as duas lojas.

O evento {K = k} exige exatamente k marcas A antes da primeira marca
B. As primeiras k marcas devem ser A e a seguinte deve ser B. Pela indepen-
déncia das marcas,

PK=k)=prq, k=01,2,...

Nao ha outra restricdo sobre os instantes. A soma das probabilidades é
q k>0 p*=q/(1—p) =1, pois 0 < p < 1. Essa é a distribuicio geométrica
no conjunto INj: ela conta chegadas A antes da primeira B, admitindo o
valor zero. Além disso, K > k equivale a as primeiras k marcas serem A, de
modo que P(K > k) = p*. Pela férmula da cauda,

E(K)= Y P(K > k) = Zp’“=L 43

k=1 k=1 I=p p

Por exemplo, se chegam dois clientes por hora a loja A e um por hora a B,

entio p = 2/3. Temos P(K = 0) = 1/3 e P(K > 3) = (2/3)° = 8/27,

enquanto E(K) = 2. O valor médio dois néo fixa a contagem de cada
realizacdo: a espera pela primeira chegada a loja B também varia.
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Trocar “a primeira chegada B” por uma chegada B de ordem maior leva
a contar varias sequéncias de marcas. O préximo exemplo combina esse
mesmo raciocinio com uma condicao sobre as duas cores.

Exemplo 5.10 — Uma disputa entre processos de Poisson.

Considere chegadas vermelhas segundo um processo de Poisson de taxa
A e chegadas verdes segundo um processo independente de taxa p. Qual
¢ a probabilidade de ocorrerem seis chegadas vermelhas antes da quarta
chegada verde?

Na superposi¢do dos dois processos, cada chegada é vermelha com pro-

babilidade
A

= Tn

e verde com probabilidade 1—p. Pelo argumento de marcacdo do Exemplo 5.9,
as cores sucessivas sdo independentes. A Secéo 6.1 retomara essa conclusiao
pela corrida de relogios e pelas esperas residuais.

A sexta vermelha ocorre antes da quarta verde exatamente quando, entre
as nove primeiras chegadas, pelo menos seis sdo vermelhas. Portanto, a
probabilidade de interesse é

° (9
D (k>pk(1 -p)
k=6

Se A =y, entdo p = 1/2 e essa expressdo se torna

Lzzgl() —~0,254.

5.4.3 Condicionamento

Até aqui, separamos ou reunimos fluxos de chegadas. Agora mudaremos
a informacao disponivel sobre um mesmo fluxo. Saber que ocorreram exa-
tamente n chegadas até o instante ¢ altera as probabilidades das contagens
intermediarias. Veremos como essas chegadas se repartem pelo intervalo e,
em seguida, como se distribuem seus instantes.
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Teorema 5.14 — Contagem condicional

Se0 <s<te0<m<n, comm,n inteiros, entao

P(N(s) = m | N(t) = n) = (Z) (f)m (1 - f)"_m.

t t

Ou seja, condicionada a contagem total N(¢) = n, a contagem até s tem
distribui¢do Binomial(n, s/t). A taxa A desaparece da resposta.

Demonstragdo. A contagem até t se divide em dois incrementos:
N() = N(s) + [N(t) = N(s)].

Portanto, para termos N(s) = m e N(t) = n, devem ocorrer m chegadas em
[0,s] e n —m em (s,t]. A independéncia dos incrementos e a definicdo de
probabilidade condicional fornecem

PN(s) = m | N(t) = ) = EVE) = mP(N(®) = NGs) = n— m)

PN = n)
~ e—AS(As)m e—/l(t—s) [/1(1‘ _ S)]n—m nl
 om! (n—m)! e~ M ()"

WG ()
m) \t t '
Cancelamos os fatores exponenciais e as poténcias de . O mesmo calculo

inclui s = 0 e n = 0, interpretando uma poténcia de expoente zero como 1,
inclusive quando a base ¢é zero. |

A formula binomial considera dois intervalos. Ao dividir [0,t] em va-
rias partes, obteremos uma distribuicdo multinomial, que também permite
descrever os instantes individuais de chegada.

Sejam Ty, T, ... os instantes de chegada. Fixe t > 0 e um inteiron > 1.
Considere Uy, ..., U, independentes e uniformes em [0,t]; escreva V; < -+ <
V,, para esses pontos colocados em ordem crescente.
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Teorema 5.15 — Tempos de chegada condicionados

Condicionado a N(t) = n, o vetor (Ty, ..., T,,) tem a mesma distribuicao
que (V4,...,V,). Assim, podemos gerar os instantes das n chegadas
sorteando n pontos independentes uniformes em [0, ] e ordenando-os.
A independéncia vale para os pontos antes de ordenar; os instantes
ordenados sao dependentes quando n > 2.

Demonstragdo. Divida o intervalo em partes de comprimentos Ay, ..., h,:
0=uy<u <-<u =t hy =u —u_q.
Seja C; = N(u;) — N(y;_1). Para inteiros ndo negativos n; + - +n, = n, a
independéncia dos incrementos fornece
P(C; =n4,...,C. =n, | N(t) =n)
f[ o A

|
i=1 -

n
oM (A1)

n!
.

n.
n! (hi> '
ny! - n,! 11:‘1[ t)

Usamos ) ,;h; =t e Y,;n; = n. A taxa desapareceu. Essa ultima linha é uma
probabilidade multinomial: se sorteamos n pontos independentes uniformes
em [0,t], cada ponto cai na parte i com probabilidade h;/t. Portanto, para
toda particdo finita, as contagens dos pontos uniformes e as contagens de
chegadas condicionadas a N(t) = n possuem a mesma distribui¢do conjunta.

Resta passar das contagens aos instantes. Sob o condicionamento N(t) =
n, todos os primeiros n instantes pertencem a [0, ¢]. Basta, portanto, compa-
rar as condi¢des com 1 < j < neu € [0,t]. Para esses valores,

Ti<u < N(@u)2>j.

Analogamente, V; < u significa que pelo menos j pontos uniformes cairam
até u. Varias condi¢des dessas, em instantes u diferentes, podem ser verifi-
cadas conjuntamente a partir das contagens na particdo formada por esses
instantes. Como as distribui¢des das contagens coincidem, as distribui¢des
dos vetores ordenados também coincidem. ]
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Conhecido apenas o total, ndo ha uma parte do intervalo favorecida para
as chegadas: seus instantes tém a lei de pontos uniformes colocados em
ordem. Ela fornece uma segunda explicacdo para o teorema anterior: cada
uniforme cai em [0, s| com probabilidade s/t, independentemente dos outros,
de modo que a contagem é binomial.

chegadas, dado N(t) =5

0 S t

0 S t

Figura 5.4: Condicionado a N(t) = 5, os cinco instantes de chegada tém a lei
de cinco pontos uniformes colocados em ordem. A faixa destaca
[0, s]: contar seus pontos produz a distribui¢do binomial de N(s).

O mesmo vale para qualquer subintervalo I C [0,¢]: condicionado a
N(t) = n, o nimero de chegadas em I tem distribuicido Binomial(n, |I|/t).
Exemplo 5.11 — Quatro chegadas em trés horas.

Uma central recebeu quatro chamadas em trés horas. Sob o modelo de
Poisson homogéneo, qual é a probabilidade de exatamente uma delas ter
chegado na primeira hora? Pelo Teorema 5.14,

4 3 32
PN = 1 NG) =9 = ([ Ja/ae/s) = 2.

A distribuicdo condicional completa é

k 0 1 2 3 4
P(N(1) =k [N(3)=4) | 16/81 32/81 24/81 8/81 1/81

A primeira hora ocupa um terco do intervalo; por isso, a média condicional é
4/3. A taxa A ndo aparece: uma vez conhecido o total de chamadas, importa
aqui a proporcao entre as duracdes dos intervalos.
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5.5 Problemas de sintese

As ferramentas deste capitulo respondem a perguntas diferentes sobre um
mesmo fluxo. O primeiro problema retine afinamento, superposi¢ao, condi-
cionamento e somas compostas. O segundo compara a espera pela primeira
chegada antes e depois de conhecermos a contagem de um intervalo.

Exemplo 5.12 — Uma saida de rodovia.

Em um modelo adaptado de Durrett (2016) para a rodovia US 421, suponha
que caminhdes e carros passem segundo processos de Poisson independen-
tes, com taxas de 40 e 100 por hora. Cada caminhdo toma uma determinada
saida com probabilidade 1/8 e cada carro, com probabilidade 1/10, inde-
pendentemente dos demais veiculos e dos instantes de chegada. Todas as
perguntas a seguir se referem aos veiculos que tomam essa saida.

(a) Qual é a probabilidade de chegarem exatamente seis caminhdes em uma
hora?

(b) Dado que chegaram seis caminhdes nessa hora, qual é a probabilidade de
exatamente dois deles chegarem durante o terco central?

(c) Qual é a probabilidade de quatro carros chegarem antes do segundo ca-
minhéo?

(d) Cada caminhéo leva um passageiro, e o nimero de passageiros de cada
carro é 1, 2 ou 4, com probabilidades 0,3, 0,5 e 0,2. Suponha que esses nu-
meros sejam i.i.d. e independentes dos processos de chegada. Determine
a média e o desvio padrao do total de passageiros que chegam em uma
hora.

Resolugdo. Comecamos pelo afinamento: na saida, as taxas sdo 40/8 = 5
caminhdes e 100/10 = 10 carros por hora. Os dois processos continuam
independentes. Essa reducao do fluxo sera usada em todos os itens.

(a) Contar em um intervalo fixo. O numero de caminhdes em uma hora
tem distribuicdo de Poisson com média 5. Portanto,
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(b) Distribuir um total conhecido no tempo. Agora nao sorteamos mais
a quantidade de caminhdes: ela ja esta fixada em seis. Pelo Teorema 5.15,
podemos representar seus instantes por seis pontos uniformes independen-
tes na hora observada, antes de ordena-los. Cada ponto cai no terco central
com probabilidade 1/3, de modo que a contagem nesse trecho é binomial.

A resposta ¢
6 2 4
<l> (2) ~ 0,3292.
2/ \3 3

A taxa de cinco por hora ja ndo aparece: condicionado ao total, importa
apenas a propor¢ao do intervalo ocupada pelo trecho escolhido.

(c) Comparar a ordem das chegadas. Reunimos os dois fluxos em um
processo de taxa 15 por hora. As classes sucessivas sdo independentes, e
cada chegada é um carro com probabilidade 10/15 = 2/3. O quarto carro
precede o segundo caminhao exatamente quando pelo menos quatro das
cinco primeiras chegadas sao carros. Logo,

5 4
(2 +5(2)' 1= 12 Lo,
3 3/ 3 243

Aqui precisamos da ordem dos veiculos, ndo dos tempos entre eles.
(d) Somar passageiros, nao veiculos. Se Y é o nimero de passageiros de
um carro, entao

EY =03+2-05+4-0,2=21, EY?=03+4+4-05+16-0,2 =5,5.

O total S soma o nimero de caminhdes a uma soma composta de Poisson
correspondente aos carros. Pela independéncia entre as duas origens,

ES=5+10-2,1= 26, Var(S) =5+ 10-5,5 = 60.

Assim, o desvio padrdo é V60 = 7,746 passageiros. O segundo momento
EY?, e ndo apenas a variancia de Y, aparece porque tanto o niimero de carros
quanto sua ocupacio sio aleatorios. |
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Exemplo 5.13 — Uma espera vista com informacoées diferentes.

Um sensor registra eventos segundo um processo de Poisson de taxa 3 por
hora. Seja T} o instante da primeira chegada. Qual é sua esperanca e qual é
a probabilidade de esperar mais de uma hora? Como as respostas mudam
se soubermos que ocorreram exatamente duas chegadas nas primeiras duas
horas?

Resolugdo. Sem a informacao adicional, T; é exponencial de taxa 3. Logo,
ET| = % hora, P(T; > 1) =e 3.

Condicionado a N(2) = 2, os dois instantes tém a lei de dois pontos unifor-
mes independentes em [0, 2], colocados em ordem. O primeiro excede u pre-
cisamente quando ambos os pontos caem em (u, 2]. Assim, para0 <u < 2,

P(T1>u|N(z):z):<1—§)2.

Em particular, a probabilidade de esperar mais de uma hora passa a ser
1/4. Derivando a func¢éo de distribui¢do, obtemos a densidade condicional
f(u) =1—u/2 em (0,2); portanto,

2

E(T, | N(2) = 2) = J

u(l — E) du = 2 hora.
0 2 3

A espera condicional nio é exponencial. Isso ndo contraria a falta de memo-
ria: saber que nenhuma chegada ocorreu até certo instante é diferente de
conhecer o total de um intervalo que inclui o futuro. A informacéao adicional
muda a distribuicdo que devemos usar. |

5.6 Exercicios

Os problemas comecam pelos relogios, passam as contagens e terminam
combinando afinamento com cadeias de Markov. Especifique a unidade de
cada taxa e distinga independéncia de incrementos de independéncia entre
contagens acumuladas.
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Exercicio 5.1 — Esperar mais nao é envelhecer

Um atendimento tem duragdo exponencial de média 12 minutos. Calcule
P(T > 18) e P(T > 18 | T > 9). Repita a comparacido para U uniforme em
[0,24]. Qual desses modelos possui falta de memoria?

Exercicio 5.2 — Uma caracterizacao da exponencial

Seja T > 0 quase certamente, finito quase certamente, com sobrevivéncia
continua u(t) = P(T > t) > 0 para todo t > 0. Suponha falta de memoria.
Mostre que u(s +1) = u(s)u(t), determine u(r) para r racional ndo negativo a
partir de u(1) e conclua que T é exponencial com alguma taxa estritamente
positiva. Explique o papel da hipotese de finitude.

Exercicio 5.3 — Quarta chegada e janela de observacao

Um sensor registra eventos a taxa de 3 por hora, segundo um processo de
Poisson. Calcule ETy, P(Ty > 1) e P(N(2) — N(1) > 2). Dado N(2) = 6, qual
¢ a probabilidade de exatamente duas chegadas terem ocorrido na primeira
meia hora?

Exercicio 5.4 — Contagens acumuladas sao dependentes

Para 0 < s <t, encontre E[N(s)N(t)] e Cov(N(s), N(¢)) em um processo de
taxa A. Por que a resposta é compativel com incrementos independentes?

Exercicio 5.5 — Deteccao parcial

Particulas chegam segundo um processo de Poisson de taxa 9 por minuto.
Cada uma é detectada com probabilidade 2/3, independentemente das de-
mais e dos instantes. Em meio minuto, determine a probabilidade de duas
detecgdes e uma particula nao detectada. Se soubermos que chegaram exa-
tamente trés particulas, as contagens detectada e ndo detectada ainda séo
independentes?

Exercicio 5.6 — Contar pedidos e somar unidades

Pedidos chegam segundo um processo de Poisson de taxa 12 por hora. Cada
pedido contém uma, duas ou quatro unidades, com probabilidades 1/2, 1/3
e 1/6, independentemente de tudo o mais. Encontre a média e a variancia
do total de unidades em meia hora. Determine a distribuicdo do niimero de
pedidos com quatro unidades nesse intervalo.
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Exercicio 5.7 — Pessoas em dois estados

Os numeros iniciais de pessoas nos estados 1 e 2 sao Poisson independentes
com médias 4 e 2. Cada pessoa evolui com matriz

r= (s 1)

As transicoes das pessoas sdo independentes entre si e das contagens iniciais.
Prove que, apds n passos, os nimeros nos dois estados ainda sao Poisson
independentes e determine suas médias. O que muda se condicionarmos ao
total inicial de pessoas ser igual a um inteiro m > 0?

Janelas curtas, marcas e duracoes aleatorias

Os problemas seguintes retomam os modelos resolvidos, mas mudam a
informacao observada ou o mecanismo de registro. Em cada caso, explique
qual propriedade de Poisson esta sendo usada.

Exercicio 5.8 — Uma chegada ou varias em um minuto

Um servidor recebe requisi¢des segundo um processo de Poisson de taxa
6 por hora. Calcule as probabilidades de nenhuma, exatamente uma e pelo
menos duas requisi¢des em um minuto. Compare a probabilidade de uma
requisi¢do com a aproximacao Ah. Para uma janela de h horas, determine

lfglglP(N(h) > 2| N(h) >1).

Explique por que esse limite é compativel com a possibilidade de haver duas
requisi¢des em qualquer janela de duracdo positiva.

Exercicio 5.9 — Antes da terceira chegada a outra loja

Nas lojas do Exemplo 5.9, seja K, o numero de chegadas A anteriores a
r-ésima chegada B, com r > 1 inteiro. Mostre que, para k > 0,

A

k+r—1\ . .
PK,=k)=| _  |Jrr(-p) P=a

Explique o coeficiente binomial e determine E(K,) decompondo a sequéncia
em blocos terminados por uma marca B. Para A = 2, y = 1 por horaer =3,
calcule P(K3 = 2).
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Exercicio 5.10 — Quanto tempo esperou quem contou muitas chega-
das?

Mantenha T e K do Exemplo 5.9. Usando a independéncia de T e do processo
Ny, obtenha a densidade conjunta de T e do evento {K = k}. Mostre que,
condicionado a K = k, T tem distribuicdo gama de forma k + 1 e taxa A + p.
Determine E(T | K = k) e explique por que conhecer uma contagem A
grande altera nossa informacao sobre a espera pela primeira chegada B.

Exercicio 5.11 — Dois detectores podem registrar a mesma particula

Particulas chegam segundo Poisson de taxa A > 0. Cada particula é detec-
tada pelo aparelho A com probabilidade a e pelo aparelho B com probabili-
dade b, onde 0 < a,b < 1. Para uma mesma particula, as duas decisdes sdo
independentes; decisdes de particulas diferentes também sdo independentes,
e todas essas decisdes sdo independentes do processo de chegadas e dos
instantes de chegada. Sejam C4(t) e Cg(t) os niumeros de registros até t.
Separe as chegadas em quatro classes: detectadas por ambos, somente por
A, somente por B e por nenhum. Determine as leis marginais de C4(t), Cp(t)
e sua covariancia. As duas contagens sao independentes para t > 0? Expli-
que a diferenca em relacdo a separar cada chegada em classes mutuamente
exclusivas.

Exercicio 5.12 — Pacotes chegam aos pares

Um processo N de taxa A conta lotes, cada um contendo exatamente dois
pacotes. O total de pacotes é C(t) = 2N(t). Calcule E(C(t)), Var(C(t)) e
P(C(t) = 1). Compare com um processo de Poisson de taxa 2. Determine
a primeira ordem de P(C(h) > 2) quando h | 0 e identifique a condicdo de
trajetoria que impede C de ser um processo de Poisson.

5.7 Processos de Poisson nao homogéneos

Uma unica taxa pode descrever acessos de madrugada e no horario de
maior uso? Quando os logs mostram um padréo ao longo do dia, o primeiro
ajuste é permitir que o reldgio acelere ou desacelere de maneira determi-
nistica. A independéncia dos incrementos continua sendo uma hipotese
separada.
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Definicao 5.6 — Intensidade temporal e intensidade acumulada
Seja A(t) > 0 uma funcéo deterministica cuja integral de Riemann seja
finita em cada intervalo limitado. Podemos tomar, por exemplo, uma
func¢do continua por partes; também admitimos integrais improprias
finitas. E nesse sentido do calculo que usaremos a expressio localmente
integravel. Defina

At) = Jt Au) du.

0

Um processo de contagem (N(t));>o é um processo de Poisson ndo homo-
géneo com intensidade A(t) se N(0) = 0, tem incrementos independentes
e,para 0 < s <t,

N(t) — N(s) ~ Poisson (r A(u) du) :

Admitimos parametro zero: nesse caso a contagem é zero quase certa-
mente. Usamos as mesmas convengdes de trajetoria do processo homo-
géneo: as trajetorias sdo continuas a direita e cada chegada produz um
salto unitario.

A intensidade tem unidade de eventos por unidade de tempo. Nos pontos
de continuidade de A, a probabilidade de uma chegada em (¢, + h] é A(t)h +
o(h). Ja A(t) — A(s) é uma quantidade acumulada, sem unidade de tempo: a
area sob a intensidade no intervalo. Pela lei de Poisson,

E[N() — N(s)] = A1) — A(s),
Var[N(t) — N(s)] = A(t) — A(s).

As contagens em intervalos de mesmo comprimento podem ter leis diferen-
tes; a localizacdo do intervalo agora importa.
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Uma taxa que responde ao que ja aconteceu

Uma loja pode receber mais clientes ao meio-dia, mesmo que esteja va-
zia: uma intensidade deterministica A(t) descreve esse efeito do horario.
Outro mecanismo seria cada chegada estimular novas chegadas. Se a
contagem atual é n, podemos especificar uma espera exponencial de
taxav+an,comv > 0ea > 0, até o prc')ximo evento. Enquanto nenhum
evento ocorre, o estado permanece n; por isso, nesse modelo,

P(X(t+h)— X(t) = 0] X(t) = n) = e~ (tamh,

Duas histoérias que chegam ao mesmo horario com contagens diferentes
produzem, portanto, leis diferentes para a espera seguinte. Essa depen-
déncia da contagem contraria a independéncia dos incrementos exigida
no modelo de Poisson ndo homogéneo. O capitulo de tempo continuo
construira processos desse tipo a partir de taxas de salto. Alterar a in-
tensidade conforme o horario e fazé-la responder ao estado sao escolhas
de modelagem distintas.

Proposicao 5.16 — Um reldgio deterministico diferente

Se M é um processo de Poisson de taxa 1, entao
N(t) = M(A(?))

¢ um processo de Poisson ndo homogéneo de intensidade A(t).

Demonstragao. O incremento entre s e t é o incremento de M no intervalo
(A(s), A(t)], cujo comprimento é A(t) — A(s). Ele tem a lei de Poisson exigida.
Como A é ndo decrescente, intervalos de tempo disjuntos geram intervalos
transformados sem sobreposicdo; a independéncia é herdada de M. Além
disso, A é continua e finita em cada intervalo limitado. A mudanca de relégio
preserva, portanto, a continuidade a direita e os saltos unitarios: ela pode
prolongar a espera durante uma faixa de intensidade zero, mas néo salta
sobre varios instantes de chegada de M. Como M(A(?)) é finito para cada t
finito, também nao ha infinitas chegadas em tempo limitado. |
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Exemplo 5.14 — Acessos estimados a partir de logs.

Registre os horarios de cada acesso a um servigo em cinco dias comparaveis,
com observacdo completa. A tabela contém contagens didaticas agregadas;
as faixas horarias foram escolhidas antes do ajuste.

faixa ‘ acessos ‘ horas observadas | A
0h — —8h 40 40 | 1
8h — —16h 160 40 | 4

16h — —24h 80 40 | 2

Para uma faixa com duracdo diaria A e contagens Cy,...,Cp em D dias,
o modelo usa C; ~ Poisson(AA) independentes. Como a média de cada
contagem é AA, a média teérica do total é DAA. Uma estimativa natural
iguala essa média ao total observado:

Ci+--+Cp total de acessos

A= = .
DA total de horas observadas

A estimativa também da taxa zero quando ndo houve acessos. Se ha fa-
lhas de registro, o denominador deve contar apenas o tempo efetivamente
observado, desde que a falta de registros ndo dependa dos eventos.

O modelo ajustado para um dia é

1, 0<tE<8,
)At(t) =44, 8<t<16, em acessos por hora,
2, 16 <t<24,

e supomos que esse perfil se repita a cada 24 horas. Entre 7h30 e 9h,
A9 —A(7,5)=1-05+4-1=4,5.

Sob 0 modelo ajustado, tratando as taxas estimadas como fixas, a contagem
prevista tem média e variancia 4,5; a probabilidade ajustada de nenhum
45 ~ 0,0111. Esses célculos descrevem a variabilidade das chega-
das para as taxas adotadas; ndo incluem a incerteza de estimar essas taxas a
partir de apenas cinco dias.

O modelo homogéneo estimaria 280/120 = 7/3 acessos por hora. Ele
prevé os mesmos 56 acessos no dia inteiro, mas apenas (7/3) - 1,5 = 3,5

acesso é e
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naquele intervalo. Acertar o total diario ndo garante acertar sua distribuicdo
no tempo.

A transformacéo temporal também sugere uma verificacdo. Se A ¢é estrita-
mente crescente e tende a infinito, o processo N(u) = N(A™'(u)) é Poisson
de taxa 1. Se Ty sdo os instantes das chegadas, com T;, = 0, os intervalos
transformados

Zr = MTy) = A(Ti-1)

sdo ii.d. exponenciais de taxa 1. Se a intensidade se anula em intervalos, a
construcéo direta M(A(t)) continua valida; a notacio com inversa ordinaria
precisa ser substituida por uma inversa generalizada.

Com taxas estimadas, essas propriedades s6 podem ser verificadas apro-
ximadamente. Uma comparacéo util utiliza dias que nao entraram no ajuste:
as contagens médias de cada faixa podem ser confrontadas com as previ-
sdes, enquanto as contagens em intervalos disjuntos permitem investigar
a hipétese de independéncia. Os intervalos transformados Z, calculados
com A, devem apresentar comportamento proximo ao exponencial de taxa
1, sem dependéncia persistente entre esperas sucessivas.

Ha também um cuidado com o fim da coleta. Se a observacao termina
antes da chegada seguinte, o ultimo intervalo é apenas parcialmente conhe-
cido: sabemos que a espera completa excede o trecho registrado, ndo qual
seria sua duracdo. Tratar esse trecho como uma espera terminada introdu-
ziria uma distor¢ao. Essas comparagoes ajudam a identificar limita¢oes do
modelo, mas nao constituem, por si s6, uma demonstracio de sua adequacao.

Por fim, se T; é a primeira chegada,

P(T; >t)=e?D, >0,

pois {T; > t} = {N(t) = 0}. Nos pontos de continuidade de A, derivar
1— e 2® fornece a densidade

fr,(®) = A,

A interpretacio integral vale para todo 0 < a < b:

b
Pla<Ty<b)=¢ ™0 A = J Awe® gy,

a
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Em particular, os valores atribuidos a densidade nos pontos isolados de
mudanca de faixa nédo alteram as probabilidades. Em geral, os intervalos
entre eventos no tempo original ndo sio i.i.d. exponenciais. Se A(c0) < oo,
h4 ainda massa e A(*) em T, = oo. A apresentacio de processos de Poisson
em Kingman (1993) desenvolve essas duas descri¢des pelo relogio e pela
contagem.

Deixar a intensidade variar com o horario corrige uma limitacao impor-
tante do modelo homogéneo: a manha e a madrugada ja nao precisam ter
a mesma taxa de chegadas. Isso pode explicar parte da variabilidade ob-
servada quando reunimos horarios diferentes, mas nao elimina todas as
dificuldades. Mesmo depois de levar a intensidade em conta, o modelo prevé
varidncia igual a média em cada intervalo fixo e mantém a independéncia
dos incrementos. Se uma chegada tende a provocar outras, por exemplo,
podem surgir rajadas e dependéncia entre intervalos, exigindo um modelo
autoexcitatorio. Uma heterogeneidade que néo tenha sido representada pela
intensidade pode igualmente requerer uma distribuicdo de contagens mais
flexivel.

5.8 Exercicios complementares

Os exercicios usam a Seg¢ao 5.7.

Exercicio 5.13 — Comparando faixas horarias’

No modelo dos logs, calcule a média, a variancia e a probabilidade de pelo
menos um acesso entre 15h e 17h. Compare com o modelo homogéneo de
mesma média diaria.

Exercicio 5.14 — Uma dependéncia que a taxa nao explica*

Suponha que, apos ajustar as taxas por horario, contagens em intervalos
vizinhos ainda tenham forte correlacdo positiva. Qual hipdotese do modelo é
contrariada? Por que aumentar somente a taxa nos horarios mais movimen-
tados pode ndo resolver o problema?
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Exercicio 5.15 — Simulacao por um relégio quadrético*

Tome A(t) = 2t parat > 0. Calcule A(t) e a fungdo de sobrevivéncia
de T;. Se E;, E,,... sdo exponenciais independentes de taxa 1, mostre que
Ty = \JE; + - + Ej gera os instantes das chegadas. Se simular, observe as
contagens em [0, 1] e (1, 2]: quais médias e variancias seus resultados devem

aproximar?

Exercicio 5.16 — O horario ou a contagem muda o relégio?

Compare dois mecanismos. No primeiro, as chegadas seguem um processo
de Poisson ndo homogéneo com intensidade deterministica A(t). No segundo,
quando a contagem é n, inicia-se uma espera exponencial de taxa 1 + 2n
por hora até a proxima chegada; depois dela, usa-se a taxa correspondente
ao novo estado. No mesmo horario ¢, duas execugdes do segundo modelo
estdo nos estados 0 e 2. Calcule, em cada uma, a probabilidade de ndo haver
chegada nas proximas h horas e a espera média até a proxima chegada.
Um unico valor deterministico A(t) pode representar as duas taxas naquele
horario? Explique por que permitir uma intensidade variavel no tempo nao
basta para descrever esse segundo mecanismo.



CAPITULO

6

Cadeias de Markov em
tempo continuo

Uma API recebe dez requisicoes por segundo, mas
uma mesma requisi¢do pode visitar o banco de dados
mais de uma vez. Quando as filas permanecem
controladas? Para responder, precisamos combinar os
destinos dos saltos com o tempo gasto em cada
estado.

Nesses sistemas, as mudancas nao esperam um instante comum para ocorrer.
Uma maquina pode falhar antes que outra termine um reparo; um cliente
pode chegar enquanto um servigo ainda esta em andamento. Para descrever
a evolucao, precisamos saber quais eventos podem acontecer e quanto tempo
se espera por cada um. Alguns modelos ajudam a formular essas perguntas
antes de introduzirmos as taxas.

Uma maquina entre operacao e reparo. Uma maquina funciona durante
algum tempo, falha e é enviada ao reparo. Depois do conserto, volta a
funcionar. Seu estado pode registrar apenas se ela esta operando ou sendo
reparada. Qual é a chance de estar disponivel amanha? Que parcela de um
periodo longo sera gasta em reparos?

258
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Uma oficina com duas etapas. Cada carro passa pela funilaria e depois
pela pintura. Enquanto um carro ¢ atendido, outros podem chegar e esperar.
O numero de carros informa o tamanho do trabalho acumulado, mas a etapa
atual também importa: terminar a funilaria ainda nao libera o carro. Que
informacéo precisamos conservar para descrever a proxima mudanca?

Uma populacao sem geracdes sincronizadas. Em uma populacio, cada
individuo pode reproduzir-se ou morrer em seu proprio instante. Uma gera-
¢do ja pode estar produzindo descendentes enquanto individuos de geracoes
anteriores continuam vivos. Acompanharemos o total de individuos presen-
tes. Como essa populacio cresce? Em que situagdes pode desaparecer?

Um servico que recebe clientes continuamente. Uma chegada aumenta
a fila e uma conclusao de servico a reduz. Com varios atendentes, mais de
um servico pode estar em andamento. Queremos saber como a fila varia,
quanto trabalho se acumula e quando a capacidade de atendimento consegue
acompanhar as chegadas.

Essas descri¢oes ainda ndo fixam um modelo probabilistico. Precisaremos
especificar os tempos de espera, a independéncia dos mecanismos e a regra
adotada em cada fronteira. A corrida de relogios exponenciais fornecera uma
primeira resposta: qual dos eventos possiveis acontece antes e quanto tempo
esperamos por ele? Retomaremos as maquinas, a oficina e a populacédo a
medida que as ferramentas forem construidas.

Os relogios exponenciais do Capitulo 5 permitem responder qual evento
ocorre primeiro e quanto tempo esperamos por ele. A partir dessas duas
informacdes, construiremos as trajetorias e reuniremos suas taxas em uma
matriz, o gerador. As equagoes de Kolmogorov permitirdo calcular as pro-
babilidades de transicdo; o balanco de fluxos, estudar o equilibrio. Nos
problemas de saida, retomaremos a analise de primeiro passo do tempo dis-
creto, agora levando em conta também a duragdo da espera. Filas de um
ou varios servidores e distribui¢des explicitas de populagdes e sistemas de
atendimento completam o percurso principal, seguido dos exercicios. Como
extensdes opcionais, estudaremos redes de Jackson, a propriedade PASTA,
o modelo de Jukes—Cantor e aplica¢des de ramificacdo, imigracao, energia
e redundancia. A rede da API mostrara como os retornos entre etapas au-
mentam a carga de um servidor, criando um gargalo mesmo quando ha
capacidade disponivel na entrada. O capitulo de Martingais retomara, em
tempo discreto, os problemas de saida e tempos de parada, preparando as
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aplicacoes brownianas posteriores.

6.1 Corrida de relégios exponenciais

Em um sistema, uma chegada, uma conclusio de servico e uma falha
podem competir para produzir a préxima mudanga. Cada evento tem seu
relogio: precisamos saber quando ocorre o primeiro toque e qual relégio o
produz. A distribuicdo exponencial estudada no Capitulo 5 permite respon-
der as duas perguntas e recomecar o calculo depois de cada evento.

Sejam S ~ Exp(1) e T ~ Exp(p) independentes. Para que o minimo de S
e T seja maior que t > 0, ambos devem exceder ¢. Portanto,

P(min(S,T) >t)=P(S>t, T >t) =P(S>t)P(T >1t)
= e_/lte_'ut = e_(/“'ll)t_

Logo, min(S, T) ~ Exp(A + p). Para descobrir qual relogio toca primeiro,
integramos a densidade de S multiplicada pela probabilidade de T ainda néo
ter terminado naquele instante:

P(S<T)= J‘X’ fs($)P(T > s)ds
0
= J Ae e Hs ds
0

A (7 - A
= A+ e s g = .
A+ p ,[0 (A e TT U
A tltima integral vale um, pois seu integrando é a densidade de uma expo-
nencial de taxa A + p.

Exemplo 6.1 — Dois atendimentos em paralelo.

Ana e Beatriz chegam simultaneamente a um saldo. O tempo da manicure de

Ana é exponencial com média de 20 minutos, e o corte de cabelo de Beatriz
é exponencial com média de 30 minutos. Suponha os tempos independentes.
(a) Qual é a probabilidade de Ana terminar primeiro? (b) Qual é o tempo
esperado até que ambas tenham terminado?



6 Cadeias de Markov em tempo continuo 261

(a) As taxas sdo 1/20 e 1/30 por minuto. Portanto, Ana termina primeiro

com probabilidade

1/20 30 _
1/20+1/30 30+20 5

A taxa do primeiro término é 1/20 + 1/30 = 5/60, de modo que o tempo
médio até alguém terminar é 12 minutos. Se Ana termina primeiro, o
tempo residual de Beatriz ainda tem média 30 minutos; se Beatriz termina
primeiro, o tempo residual de Ana tem média 20 minutos. Condicionando

em quem termina primeiro, o tempo esperado até que ambas tenham
terminado é

12+ (3/5)-30 + (2/5)-20 = 12 + 18 + 8 = 38.

Podemos conferir a média sem separar os dois casos. Para quaisquer

numeros reais, max(S,T) = S + T — min(S, T); logo, aqui,

Emax(S,T) = 20 + 30 — 12 = 38 minutos.

O teorema seguinte também justificara a afirmacao sobre as esperas residuais
dos relogios que ainda ndo tocaram.

O mesmo raciocinio vale para qualquer niimero finito de relégios expo-

nenciais independentes. O resultado seguinte reune a lei do primeiro toque,
a identidade do vencedor e as esperas que restam nos demais relogios.
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Teorema 6.1 — Corrida de exponenciais

Sejam Ti, ..., T, independentes, com T; ~ Exp(4;) e ;; > 0. Defina
V = min(Ty,...,T,) e seja I o indice do relégio que toca primeiro.
Entao

PV >1t) =exp(— (A1 + -+ A)t)
A

PI=i)=—""*
(=9 A+ + A

Além disso, I e V sdo independentes. Condicionado a I = i, os tempos
residuais T] —V,j # i, sdo exponenciais independentes, com suas taxas
originais A;, e sdo independentes de V.

A soma das taxas determina a espera até o primeiro toque; a proporcao
de cada taxa na soma determina a probabilidade de aquele relogio vencer.
Saber qual relogio venceu nao altera a lei dessa espera. Essa separacdo entre
o instante e o tipo do evento sera usada na construgio das cadeias em tempo
continuo.

primeiro toque: S

S ~ Exp(1)

toque de T
@

T ~ Exp(p)

V = min(S,T)

Figura 6.1: Uma realizacdo da corrida entre dois relogios independentes. O
primeiro toque ocorre em V = min(S, T); em geral, V tem taxa
A+ p e o relogio S vence com probabilidade 1/(A + p).

Demonstragao. Ponha A = ), A;. Pela independéncia,

P(V >1t) = H e it = ¢,
i

Logo, V é exponencial de taxa A. Dois relogios independentes com den-
sidades continuas empatam com probabilidade zero. Como ha apenas um
numero finito de pares, o vencedor I esta bem definido quase certamente.
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Fixe i e um intervalo 0 < a < b. Para que o relogio i venca em um instante
v desse intervalo, os demais devem exceder v. Integrando sobre o instante
do toque de i,

b
P(I=ia<V<b=| he™]PT; >v)dv

a j#i

b
J Ne N dy
a

= Ai]P( <V<b)
—A a S .

Deixar b crescer e tomar a = 0 da P(I = i) = A;/A. A mesma fatoracido para
todos os intervalos mostra que o vencedor e o instante V sdo independentes.

Para examinar os relogios que perderam, fixe numeros u; > 0 para j # i.
Se I =ieV = v, pedir que cada espera residual exceda u; equivale a exigir
Tj > v+ Assim,

]P(Izi,a<V§b, Tj—V>ujparatodoj:ti)

b
— J /Iie_AiV H e—lj(v—i-uj) dv
a J#i
=PI =i, a<V<b]Jeh

J#i

Os fatores a direita sdo as probabilidades de cauda de exponenciais indepen-
dentes com as taxas originais. Como a igualdade vale para quaisquer limites
uj e qualquer intervalo (a, b], as esperas residuais sdo independentes entre
si e de V, condicionado ao vencedor I = i. Para n = 1, o produto vazio vale
1. ]

Exemplo 6.2 — Dois dispositivos precisam funcionar.

Um submarino possui trés dispositivos independentes, cujos tempos de
falha sdo exponenciais com médias de 1, 3/2 e 3 anos. Ele deve retornar
quando ocorrer a segunda falha. Denote os dispositivos por A, B, C; suas
taxas sdo, respectivamente, 1, 2/3 e 1/3 por ano.

O primeiro tempo de falha tem taxa total 1+ 2/3 + 1/3 = 2 e, portanto,
média 1/2. Os dispositivos A, B e C falham primeiro com probabilidades
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1/2,1/3 e 1/6. Se A falha primeiro, a taxa dos relogios restantes é 1, com
espera média 1. Se B falha primeiro, a taxa é 4/3, com média 3/4; se C falha
primeiro, a taxa é 5/3, com média 3/5. Condicionando em qual deles falhou
primeiro, o tempo médio adicional até a segunda falha é

1+ +

=W
Ul W

W
AN |~

1
2
Logo, o tempo médio de operacéo é
1Jrl+l+i:£:1,35anos.
2 2 4 10 20
Para calcular uma ordem de falhas, multiplicamos a probabilidade do
primeiro vencedor pela probabilidade condicional do segundo. Por exemplo,

1 2/3

P(A antes de Bantesde C) = =———— = —,
(A antes de B antes de C) 22/3+1/3 3

As seis probabilidades, na ordem ABC, ACB, BAC, BCA,CAB, CBA, sao

20 10 15 5 6 4

b 5

60° 60" 60 60" 60" 60

Sua soma é 1, uma verificacdo rapida de que nenhuma ordem foi esquecida.

Recomecar a corrida apés um evento. Retomemos o Exemplo 5.10,
com chegadas vermelhas de taxa A e verdes de taxa p. A proxima chegada
é vermelha com probabilidade p = A/(A + p) e verde com probabilidade
1 — p, pela corrida dos dois relégios exponenciais. Apods cada chegada,
o relégio que tocou é reiniciado com uma espera exponencial nova, da
mesma taxa. O relégio que perdeu conserva sua espera residual, que pela
falta de memoria é exponencial com a taxa original, independente da nova
espera. Isso vale tanto se a chegada anterior foi vermelha quanto se foi
verde: o par de esperas volta sempre a ter a lei conjunta de duas variaveis
exponenciais independentes de taxas A e y, independentemente do tempo
e da cor anteriores. Consequentemente, a proxima cor tem novamente
probabilidade p de ser vermelha, sem depender das chegadas anteriores. As
cores sucessivas sdo, portanto, Bernoulli independentes.



6 Cadeias de Markov em tempo continuo 265

Essa interpretacdo por relogios recupera a conclusdo obtida por afina-
mento no capitulo anterior. Nos modelos seguintes, a mesma regra deter-
minara tanto a espera até uma mudanga quanto a escolha do evento que a
produz.

6.2 Definicoes e exemplos

No Capitulo 2 o tempo assumia valores inteiros. Agora o parametro é
t > 0, uma descricdo mais natural para chegadas, falhas, servicos e reacdes.

A propriedade de Markov continua sendo a mesma: conhecido o estado
atual, o passado nio acrescenta informagao para prever o futuro. O que
muda ¢ o relégio. Como o tempo varia continuamente, descrever apenas a
probabilidade do “préximo passo” ja ndo basta; precisamos dizer também
quanto se espera até esse passo.

Definicao 6.1 — Cadeia de Markov homogénea em tempo conti-
nuo

Um processo (X;);>o com espago de estados contavel S é uma cadeia de
Markov homogénea em tempo continuo se, para 0 < 55 < - < 5, < 8,
t > 0 e escolhas de estados para as quais os condicionamentos tenham
probabilidade positiva,

P(Xirs =i X =1 X5, =i Xoy =0) = P(X; = j | Xp =1).

A homogeneidade aparece no lado direito: a transi¢do depende da du-
racdo t, ndo do instante s em que comec¢amos a observar. Trabalharemos
com trajetorias constantes entre saltos, continuas a direita e com limites a
esquerda, até uma possivel explosdo. As taxas de saida de cada estado serao
finitas.
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Definicao 6.2 — Probabilidades de transicao

Parat > 0, escrevemos

PG, j) = Pi(X; = ), b= (Pt(i,j))i,jes-

Nio existe um menor intervalo positivo que faca o papel de um passo:
precisamos da familia inteira (P;);>.

Comecemos por modelos ja conhecidos, agora observados com outro
reloégio. Em cada um deles, as taxas indicam quais mudangcas sdo possiveis
e com que frequéncia elas sdo tentadas. Depois construiremos a trajetoria
diretamente a partir dessas taxas.

Exemplo 6.3 — Uma cadeia com relégio de Poisson.

Imagine que uma cadeia de Markov dé seus passos sempre que toca um
relogio de Poisson. Se N ¢é esse processo de contagem, de taxa A > 0,e Y
¢ uma cadeia discreta independente, com matriz U, a evolucao observada
em tempo continuo é X; = Yyy;). Ela é uma cadeia homogénea e suas
probabilidades de transi¢do sao

P, )) = i 2 G ),

!
n=0 n:

A férmula retne duas escolhas: a probabilidade de o relogio tocar n vezes até
t e a probabilidade U"(i, j) de a cadeia passar de i a j em n passos. Um toque
pode conservar o estado, se U(i,i) > 0; por isso nem todo toque aparece
como um salto na trajetoria de X.

Demonstragdo. Ha um cuidado aqui: observar apenas X até o instante s nao
revela quantos toques o relogio deu, pois um passo de Y pode conservar o
estado. Condicionemos, entdo, numa informacio maior: toda a trajetoria de
N até s e os estados Yy, ..., Y,,, onde m = N(s) e Y,, = i. Pelos incrementos
independentes do processo de Poisson, N(s + t) — N(s) tem lei Poisson(At),
independente desse historico. Pela propriedade de Markov, os proximos
passos de Y dependem dele apenas por Y, = i. Assim, mesmo com essa
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informacao adicional, a probabilidade de observar X,; = j é

Z —At(/lt) Un( )

n=0
Como a expressao depende do historico somente por X; = i, isso também

vale quando conhecemos apenas o passado de X. Para s = 0 obtemos a
féormula de P; no enunciado. [ |

Teorema 6.2 — Equacao de Chapman-Kolmogorov

Para uma cadeia homogénea, s,t > 0 ei,j € S,

> Py, k)P(k, /) = Py ).
k

Parair deia jem tempo s+t, a cadeia passa por algum estado k no instante
s. Condicionado a esse estado intermediario, a propriedade de Markov
reinicia o calculo para o intervalo de comprimento ¢. Nao ha independéncia
das duas partes sem esse condicionamento.

Demonstragdo. Os eventos {X; = k}, com k € S, formam uma parti¢do das
trajetorias no instante intermediario. Decompondo segundo esse estado,
temos

]P(Xs+t—]|X0—l)—Z]P(XSH—], s=k|Xo=1).

Usando a definigao de probablhdade condicional e a propriedade de Mar-
kov, a expressdo anterior torna-se

PP Xy =1 X, =k X =D)P (X, =k| Xy =1)
k

= Y Pk, )P K).
k

Se um estado k tem probabilidade zero no instante s, sua parcela é zero e
nao precisamos definir uma probabilidade condicional sobre esse evento. As
demais parcelas usam exatamente a propriedade de Markov e a homogenei-
dade temporal. Como sdo nédo negativas, a soma é bem definida também
quando S é enumeravel. Isso da Py, = P,P;. ]
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A equacdo de Chapman-Kolmogorov sugere que as probabilidades de
transicdo podem ser recuperadas de seu comportamento infinitesimal em 0.

Definicao 6.3 — Taxas de salto e gerador

Uma matriz Q = (q(i, j)) é um gerador conservativo com taxas finitas se

qiN=20G =D, A=) q@j)<c,  qli)=—A

J#i

As entradas fora da diagonal especificam a intensidade das transi¢des
entre estados; a entrada diagonal é o oposto da taxa total de saida. Depois
de construir a cadeia por meio de relégios exponenciais, demonstraremos
que essas taxas podem ser recuperadas dos limites de Py(i, j) quando h | 0.
Uma taxa tem unidade inversa a do tempo: q(i, j) = 2 por hora significa pro-
babilidade 2h + o(h) de estar em j apds um intervalo de h horas, partindo de
i. O termo diagonal negativo registra a saida total; ndo é uma probabilidade
negativa. A finitude de cada A; ndo exige um limite uniforme sobre todos os
estados. Essa diferenca sera decisiva ao discutir explosao.
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Ideia — Do mecanismo ao gerador

Para escrever as taxas de um modelo, seguiremos quatro passos.

1. Escolher um estado que conserve a informacgdo necessaria para a
proxima mudanca. Em uma oficina, isso pode exigir a etapa do
servico, além do ntimero de carros.

2. Listar os eventos que podem ocorrer a partir desse estado e identifi-
car o estado produzido por cada um.

3. Atribuir a cada evento sua taxa. Quando eventos distintos levam ao
mesmo destino, suas taxas se somam, pela corrida de relogios.

4. Somar as taxas das mudancas reais de estado e colocar o oposto
dessa soma na diagonal. Um evento que conserva o estado nao
entra nessa soma; ele pode aparecer como um toque sem salto na
uniformizacao.

Cada taxa deve ser expressa na mesma unidade inversa de tempo. De-
pois de montar a matriz, conferimos que suas entradas fora da diagonal
sdo ndo negativas e que cada linha soma zero.

Exemplo 6.4 — Taxas de salto no Exemplo 6.3.

Se N(h) conta os toques de um relégio de Poisson de taxa A, entdo a pro-
babilidade de dois ou mais toques pode ser limitada sem uma expansao de
Taylor:

EIN(W(N(h) = D] _ (Ah)?
2 2

Usamos 1gn(pys2r < N(B)(N(h) — 1)/2 e a férmula ja demonstrada para os
momentos fatoriais da Poisson. Em particular, ao dividir essa probabilidade
por h, o resultado tende a zero.

Para j # i, se houver exatamente um toque, a cadeia passa de i a j com
probabilidade U(i,j). Se houver dois ou mais, a contribui¢io total é no
maximo a probabilidade acima. Portanto,

P(N(h) >2) <

2
Py(i,j) = e MARUG ) + 5(h), 0 < g(h) < (Ag) :
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Dividindo por h e fazendo h | 0, encontramos q(i, j)) = AU(, j) para j # i.
No caso diagonal, um toque pode conservar o estado; como a soma de cada
linha de U é 1, a taxa total de saida real é
A=Y WG =AM1-UGD],  qG.i)=—-A.
Jj#i
Portanto o relégio de eventos toca a taxa A, mas nem todo toque corresponde
a uma mudanca do estado.

Ideia — Taxas como especificacao do modelo

No Exemplo 6.3 come¢amos com uma cadeia e calculamos suas taxas.
Em aplicagdes, o caminho usual é o inverso: descrevemos diretamente
q(i,j) parai # j e, a partir dessas taxas, construimos a cadeia.

Exemplo 6.5 — Processo de Poisson.

Seja X; o numero de chegadas até o instante t em um processo de Poisson de
taxa A. A contagem permanece no estado n até a proxima chegada; quando
ela ocorre, passa necessariamente a n + 1. Como a espera é exponencial de
taxa A,

g(n,n+1) =1 paratodon > 0.

Nao ha saltos para estados menores nem para n + 2 diretamente. A taxa nio
depende de n: esperar a proxima chegada quando ja ocorreram cem eventos
tem a mesma lei que esperar a primeira.

Exemplo 6.6 — Fila M/M/s.

Imagine um banco com s caixas. Quando todos estdo ocupados, os clientes
aguardam em uma fila tinica. Suponha que as chegadas formem um processo
de Poisson de taxa A e que os tempos de servico sejam exponenciais inde-
pendentes de taxa p. Como no Exemplo 6.5, g(n,n + 1) = A. Para modelar
as saidas, consideramos a taxa total de conclusio dos servicos.

nuy, 1<n<s,
gn-1)=]"
S, nZ2=s.
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Se ha menos de s clientes, todos recebem servigo, e cada um contribui
com um relégio de taxa y; a taxa total de conclusdo é ny. Com s ou mais
clientes, todos os caixas estao ocupados e a taxa se estabiliza em sp. Assim,
aumentar a fila ndo aumenta indefinidamente a capacidade de atendimento.
E a corrida de relogios exponenciais estudada na Se¢do 6.1.

Exemplo 6.7 — Processo de ramificacao.

Retomemos a populacdo da Secdo 4.3, mas sem esperar que todos os in-
dividuos se reproduzam ao mesmo tempo. Cada individuo gera um novo
individuo a taxa A e morre a taxa 1, independentemente dos demais. Quando
ha n individuos, existem n relégios de nascimento e n reloégios de morte. A
soma de suas taxas da

q(n,n+1) = An, qgnn—1)=pn (n>1).

A populacdo muda uma unidade por vez. A espera até a proxima mudanca
tem média 1/[n(A+ p)], quando A+ p > 0: populacdes maiores mudam mais
rapidamente. Ja a probabilidade de a préxima mudanca ser um nascimento
é 1/(A + p), independentemente de n.

O estado zero é absorvente. Se y = 0, a populacdo nunca diminui e
obtemos o processo de Yule.

6.2.1 Escolher o estado antes de escrever as taxas

Antes de escrever uma taxa, precisamos saber a partir de qual estado o
evento pode ocorrer. Os dois modelos a seguir retomam as maquinas e a
oficina da abertura. Em ambos, uma descri¢do aparentemente suficiente —
o nimero de maquinas funcionando ou de carros na oficina — pode omitir
informacao necessaria para determinar a proxima mudanga.
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Exemplo 6.8 — Duas maquinas diferentes e um reparador.

Duas maquinas operam simultaneamente. Enquanto funciona, a maquina
i falha com taxa A; > 0, parai = 1,2. Um Unico técnico repara a maquina
que falhou, com tempo exponencial de taxa g > 0. Se as duas maquinas
ficarem avariadas, o sistema é desligado definitivamente e os reparos sdo
interrompidos. Todos os tempos novos de falha e reparo sdo independentes.
As taxas sdo medidas na mesma unidade inversa de tempo.
Registremos separadamente as duas maquinas. O valor 1 indica operagao
e 0, avaria. Usaremos os estados

A=(1,1), B=(1,0, C=(0,1), F=(0,0).

Em B, a maquina 1 funciona e a maquina 2 esta em reparo; em C ocorre o
contrario. O estado F representa o desligamento definitivo.

AN

z

Figura 6.2: A identidade da maquina que ainda funciona determina o relogio
da proxima falha. O estado F é absorvente por causa da regra de
desligamento.

Em A, competem os dois relogios de falha. A falha da maquina 2 leva
a B, com taxa A,, e a da maquina 1 leva a C, com taxa A;. A espera pelo
primeiro evento é exponencial de taxa A; + A;. Nao existe uma transicdo
direta A — F: as falhas sdo independentes e ndo ocorrem simultaneamente
com probabilidade positiva.

Em B, o reparo da maquina 2 compete com a falha da maquina 1. O
reparo leva a A, com taxa p, e a falha leva a F, com taxa A;. Portanto a
espera é exponencial de taxa y+ A;. Em C, as mesmas alternativas tém taxas
pe Ay Em F, aregra do modelo ndo permite novas mudancas. Na ordem
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(A, B,C, F), obtemos

—(A1 +4) Ay M 0

0= p —(h +p) 0 A
[ 0 —(A2+p) A

0 0 0 0

Cada diagonal é o negativo da soma das demais entradas de sua linha. As
entradas nulas também dizem algo sobre o modelo: em um dnico evento,
nio se passa de B para C, nem se troca uma maquina avariada por outra.
Essas mudangas exigiriam mais de um evento.

Conhecidos B ou C, néo precisamos guardar hia quanto tempo o reparo
comecou. A falta de memoria conserva sua lei exponencial; a mesma pro-
priedade vale para a maquina que continua funcionando. Isso justifica usar
os quatro estados, sem acrescentar idades aos relogios.

Podemos guardar somente o numero de maquinas funcionando? Se Ay =
Ay = A, os estados B e C tém a mesma taxa A para o desligamento e a mesma
taxa u para voltar a duas maquinas em operacdo. O numero N; de maquinas
funcionando é, entdo, uma cadeia nos estados 0, 1, 2, com gerador

0 0 0
On=|4 A+ p
0 24 -2

A taxa 2\ vem dos dois relogios de falha quando ambas funcionam. Em
zero, o sistema continua absorvido: a agregacdo ndo muda a regra de desli-
gamento.

Com taxas de falha diferentes, essa reducao em geral nao é valida. Par-
tindo de A, a primeira falha deixa o sistema em B com probabilidade w =
Ay/(A1+A1,) e em C com probabilidade 1—w. Se H é o tempo da permanéncia
seguinte com uma Unica maquina funcionando, sua sobrevivéncia é

U(t) = ]P(H > t) = We_(/ll'hu)t + (1 _ W)e_(/12+u)t_

O observador que guarda apenas N; = 1 nao sabe qual dos dois relégios de
falha esta ativo. Para ver que a espera resultante nio tem falta de memoria,
fixe s > 0 e expanda o quadrado de u(s):

u(2s) — u(s)? = w(1 — W)(e—(/11+y)s _ e—(/12+,u)s)2 >0
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quando A; # A,. Uma espera sem memoria satisfaria u(2s) = u(s)?. O tempo
ja transcorrido fornece informacéo sobre qual maquina provavelmente per-
manece em operacdo; o numero de maquinas, sozinho, perdeu informagao
necessaria.

Exemplo 6.9 — Uma oficina com funilaria e pintura.

Uma oficina recebe carros segundo um processo de Poisson de taxa A > 0.
Um tnico profissional atende os carros por ordem de chegada. Para cada
carro, primeiro faz a funilaria, com duracdo exponencial de taxa pp > 0,
e depois a pintura, com duracgao exponencial de taxa up > 0. So depois
da pintura o carro sai e, se houver outro esperando, sua funilaria comeca
imediatamente. As duragdes das etapas sao independentes entre si, entre
carros e das chegadas.

O estado vazio sera denotado por 0. Quando ha carros, escrevemos (n, F)
ou (n, P): n > 1 é o total de carros na oficina e a letra identifica a etapa do
carro em atendimento. Todos os carros em espera ainda precisam iniciar a
funilaria. O espaco de estados é

S={0}u{(n,F),(n,P) : n>1}.

Essa descricéo evita estados artificiais como “oficina vazia com uma pintura

em andamento”.
A N
g Hp

Figura 6.3: Uma chegada aumenta o total e conserva a etapa atual. Terminar
a funilaria muda a etapa; terminar a pintura libera um carro. A
mesma regra se repete nas colunas seguintes.

Na oficina vazia, s6 uma chegada muda o estado:

q(0,(1,F)) = A, q(0,0) = —X.
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Em (n, F), competem a proxima chegada e a conclusdo da funilaria. A che-
gada conserva o carro em atendimento e sua etapa; a conclusao da funilaria
inicia a pintura do mesmo carro. Portanto,

q((n,F),(n+1,F)) = A,
q((n, F), (n, P)) = pp,
q((n’a F)5 (n’ F)) = _(A’ + /‘lF)

Em (n, P), uma chegada também aumenta apenas o total. Quando a pintura
termina, um carro sai. Se n > 2, o préximo comeca a funilaria; sen = 1, a
oficina fica vazia:

q((n,P),(n+1,P)) = A (n>1),

q((n,P),(n—1,F)) = pp (n>2),
q((1,P),0) = pp,

q((n,P),(n,P)) = —=(A+ pp) (n2>1).

Todas as demais taxas entre estados distintos sdo zero. A taxa de saida de
um estado ¢ a soma dos dois relogios que podem toca-lo. A falta de memoria
permite usar a etapa atual sem registrar seu tempo ja decorrido.

O total n sozinho, em geral, ndo fornece essa informacdo. Se a etapa
é pintura, a chance de uma saida em um intervalo de comprimento h é
pph+o(h). Se a etapa é funilaria, uma saida exige concluir duas etapas nesse
intervalo. Sua probabilidade é no maximo

(1—e M1 —e7#") = O(h?) = oh),

pois ambas as duragdes precisam ser menores que h. A taxa de uma saida
imediata depende, portanto, da etapa escondida. Além disso, o tempo total
de servico ¢ a soma de duas exponenciais, ndo uma tinica espera exponencial.
Guardar a fase recupera uma descricao de Markov.
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6.2.2 Construcao a partir das taxas

Nos exemplos anteriores, especificamos o modelo por meio das taxas
q(i, j). Agora vamos transformar essas taxas em uma trajetoria. A construgio
separa duas perguntas: por quanto tempo a cadeia permanece no estado
atual e para onde ela vai quando sai.

Definicao 6.4 — Taxa de saida e matriz de roteamento

Definimos a taxa total de saida de i por

A= qG.)),

J#i
e supomos A; < co. Se A; > 0, definimos

q(, j)
A

r(i,j) = j#i, e r(,i)=0.

A matriz R = (r(i, j)) é a matriz de roteamento: condicionada a saida de
i, ela fornece a distribuicido do préoximo estado. Se A; = 0, completamos
a linha com r(i,i) = 1 e r(i,j) = 0 para j # i; o estado é absorvente.

Informalmente, ao chegar ai a cadeia liga um relogio exponencial de taxa
A;. Quando esse reldgio toca, escolhe o proximo estado segundo a linha r(i, -)
e repete o procedimento.
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Yo, Y, ~r(Yy, ) Y, ~r(Yy,-)
o Y,
Y
: ‘ w —>
TO = 0 Tl T2 T3
7 ~ Exp(dy,) 7, ~ Exp(Jy,) 73 ~ Exp(Jy,)

Figura 6.4: A construcéo separa o relogio e o destino. No estado Y, a taxa
Ay, determina o tempo de permanéncia 7,,; quando o relogio
toca, a linha r(Y,, -) escolhe o estado seguinte.

Para formalizar, seja (Y,,),>0 a cadeia de Markov em tempo discreto com
matriz R, chamada de cadeia de saltos. Sejam E, Ey, ... exponenciais de taxa
1, independentes entre si e de Y. Quando Ay > 0, ponha

En
Tt = Iy =0, 1 =1+ 4 Ty

n

Entéo 7,1, € exponencial de taxa Ay , e definimos
Xe =Y, sel, <t<T,.

Se a cadeia alcanca um estado com taxa de saida zero, ela permanece ali para
sempre.

Proposicao 6.3 — A cadeia construida e seu gerador

A construcdo por relogios exponenciais define uma cadeia de Markov
homogénea, com um estado cemitério se ocorrer explosdo. Para cada
estado ordinario i e cada estado ordinario j # i, suas probabilidades
satisfazem

Py(i, j) = q@, j)h + o(h), Py(,i)=1—-Ah+o(h) (hl]D0).
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Em particular, a matriz Q é o gerador dessa cadeia:

R 105 ) NPT o PG -1
Q(I,J)—l}%l p (=1, q(l,l)—lhlg)l .

h

Demonstragao. Fixe um instante deterministico s > 0 e um estado i com
A; > 0. Para verificar a propriedade de Markov, precisamos levar em conta
nao s6 o estado observado, mas também tudo o que aconteceu antes de s.

Decomponha a situacdo {X = i} segundo os eventos
{T, <s<T1, Y, =1} n=0,1,...

Em cada um desses eventos, consideramos os estados ja visitados, Yy, ..., Yy, e
as esperas ja concluidas, 71, ..., 7,,. Essa historia ndo inclui o préximo destino
Y,+1 nem o relogio E,, que determina a permanéncia atual. Conhecemos T;;;
saber que ainda estamos em i no instante s acrescenta apenas a informacao
Tny1 > s—1T,. Como a proxima espera é exponencial de taxa A;, independente
da historia anterior, para todo u > 0,

P(tys1 — (s = T,) > u| 1541 > s — T, historia até T,)
e—/li(s—Tn—i-u)

= =¢
e_/‘li(s_Tn)

—/liu_

Para reunir as historias, integramos essa conta contra as densidades das
esperas concluidas, como na construcdo do processo de Poisson. O fator
e it nzo depende dos seus valores. Assim, mesmo conhecendo a duracao
ja transcorrida da permanéncia, a espera restante tem lei Exp(4;).

Além disso, pela propriedade de Markov da cadeia de saltos Y e pela
independéncia dos reldgios, o proximo destino tem distribuicéo r(i, -) e os
sorteios posteriores recomecam com a mesma regra, sem depender daquela
histoéria. Isso vale em cada um dos eventos da decomposicdo; somando sobre
n, a evolucao apos s depende do passado apenas por X; = i.

Se A; = 0, o estado é absorvente. No caso de explosdo, o estado cemitério
também ¢é absorvente. Portanto, a propriedade de Markov vale para a cadeia
construida, como afirmado. Para verificar os limites, partimos de i com
A; > 0. Se os dois primeiros saltos ocorrem até h, entdo ambas as esperas
sao menores que h, pois

{r1 +1p <h}C{ry <h, r, <h}
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Condicionado ao primeiro destino k, as esperas sdo independentes, com
taxas A; e Ag. Se k é absorvente, nao ha segundo salto. Ao somar sobre os
destinos, obtemos a cota

(1= e ™M) > r(i k)(1 — e M),

k+#i

Escreva

Ah) = Y r(i, k)(1 — e h),

k+#i

Para cada k, a finitude de A, da 1 — e %" - 0 quando A | 0. Além disso,
0<1—e M <,

e os pesos r(i,k) somam 1. Dado ¢ > 0, escolha um conjunto finito F de
destinos tal que } ;¢ f r(i,k) < ¢/2. Nos destinos de F, cada parcela tende a
zero; logo, para h suficientemente pequeno, Y e (i, k)(1 — e ") < e/2. A
parcela fora de F é menor que /2, pois 1—e " < 1. Portanto A(h) — 0 por
um argumento de soma finita e cauda. Nao é necessario supor que as taxas
Ax sejam uniformemente limitadas: a finitude estado a estado ¢é suficiente

neste passo. Como
1—e %" = Lh + o(h)

e A(h) — 0, a probabilidade de dois ou mais saltos, limitada pelo produto
dessas duas quantidades, é o(h). De fato, ao dividir o produto por h, o
primeiro fator tende a 4; e o segundo tende a zero.

A chance de o primeiro saltoira jaté h é (1 — e~ MMyr(i, j) = q(, Hh + o(h).
Para j # i, a diferenca entre esse evento e {X;, = j} s6 pode ocorrer em
caminhos com pelo menos dois saltos: ou o primeiro salto foi a j e a cadeia
voltou a sair, ou ela chegou a j depois de passar por outro estado. A diferenca
das probabilidades é, portanto, o(h), e P,(i, j) = q(i, ))h + o(h).

Para a diagonal, a auséncia de salto tem probabilidade e Sairdeie
estar novamente em i até h exige pelo menos dois saltos. Assim,

Py(i,i)) = e + o(h) = 1 — Lh + o(h).

Dividir as diferencas por h fornece todos os limites do gerador. Se A; =0, a
trajetoria permanece em i e os limites sdo imediatos. ]
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Ideia — Como simular a cadeia

Podemos obter os relogios a partir de variaveis U, independentes e
uniformes em (0, 1): as variaveis E, = —logU, sdo exponenciais de
taxa 1. Em um estado Y,, com taxa positiva, a permanéncia é E, / Ayn; 0
proximo destino é sorteado segundo r(Yy,, -), independentemente desse
relogio. Se a taxa € zero, a trajetoria permanece no estado e a simulagao
termina.

Pode acontecer de T,, convergir para um valor finito T,,. Nesse caso,
a cadeia realiza infinitos saltos em tempo finito; dizemos que ocorre uma
explosdo. Para completar a trajetoria depois de T, acrescentamos um estado
cemitério A e definimos X; = A parat > T,. O proximo exemplo mostra
que explosdes nao sdo apenas uma possibilidade abstrata.

Exemplo 6.10 — Processos de nascimento puro com taxas de poténcia.

Sejam A > 0 e p € R. Suponha que a cadeia comece em 1 e que
q(,i+ 1) = AP,

sem outros saltos. O tempo 7; passado no estado i é exponencial de taxa Ai?,
e os tempos 7; podem ser tomados independentes. Logo,

T,=1++1,

¢ o instante em que a cadeia deixa o estado n.
O processo explode quase certamente se p > 1 e nao explode se p < 1.

Demonstracao. Se p > 1, entdo

- 1w 1
E(To)= ) E@p) == ), — <oo.
mz=:1 A m=1 mP

Para explicitar a dltima implicagao, a desigualdade de Markov da P(T, >
M) < E(T,,)/M. Ao fazer M — oo, obtemos P(T,, = o) = 0. Portanto, o
processo explode quase certamente.

Quando p = 1, caso do processo de Yule,
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n
1 1 logn
E(T,) = = — ~ )
=335

Ainda precisamos mostrar que as flutuacdes nao anulam esse crescimento.
Como

Var(T,) = iz Zn:

1<
m?

a desigualdade de Chebyshev fornece

— 0.

P (Tn - E(Tn)) e
2 E(T,)?
Para cada M < oo, quando E(T,,)/2 > M, P(T, < M) < P(T,, < M) <
4C/E(T,)? — 0. Tomando a unidio sobre M inteiro, obtemos T,, = oo quase
certamente. Para p < 1, use os mesmos E; ~ Exp(1): E;/(Ai) > E;/(Ai) para
i > 1. As esperas sdo maiores que no caso p = 1, portanto também nao ha

explosdo. |

Exemplo 6.11 — Uniformizacao.

Se todas as taxas sdo zero, a trajetoria é constante. Caso contrario, suponha
0 < A = sup; 4; < oo e defina

UG, j) = qG,j)/\ paraj=i
U(i,i) =1—- A4/A
Em palavras, a partir de cada estado sdo feitas tentativas de salto a taxa

A, mas a cadeia permanece no mesmo estado com probabilidade 1 — A4;/A,
de modo que a taxa de saida do estado i é A;. Se Y, for uma cadeia de Markov
com probabilidades de transi¢do U(i, j) e N(t) for um processo de Poisson
de taxa A, independente de Y, entdo X; = Yy ;) tera as taxas de transicdo
desejadas. A trajetoria da no maximo N(t) mudancas até t, logo ndo explode.
A mesma construcdo fundamenta as equagdes a seguir.
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6.3 Calculando as probabilidades de transicao

Conhecer uma taxa responde a uma pergunta local. Para prever o estado
daqui a uma hora, precisamos somar caminhos com diferentes nimeros de
saltos. As equagdes de Kolmogorov organizam essa soma. Comecaremos
pelo caso finito, em que a exponencial de uma matriz fornece uma descricio
completa.

Teorema 6.4 — Equacgoes de Kolmogorov

Para uma cadeia com espaco de estados finito e taxas finitas,

d
EPtZQPt:PtQ, Py=1

Além disso,

n!

O nn
Pt:etQ:ZtQ.
n=0

A equacio regressiva, P/ = QP,, examina primeiro o pequeno intervalo
inicial; a progressiva, P/ = P,Q, examina o intervalo final. Sdo duas decom-
posi¢cdes da mesma trajetoria, nao duas convencgdes para a orientacao dos
vetores.

Demonstragao. Se todas as taxas forem nulas, entdo Q = 0 e P, = I. Caso
contrario, escolha A > max; A;, com A > 0, e definaU = [ + Q/A. Essa
matriz possui entradas ndo negativas e linhas de soma 1; portanto é uma
matriz de transicio.

Vamos construir a cadeia com um relégio de Poisson de taxa A. A cada
toque, aplicamos uma transicido segundo U. Alguns toques deixam o estado
inalterado. Quando estamos em i, a probabilidade de que um toque produza
uma mudanca real é 4;/A. Logo, a probabilidade de nenhuma mudanca real
atéré

[ee]

Z e_At% (1 - %)"

n=0
= [(A = )]
— e_At Z [( l) ] — e_Ait.
n=0 n!
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A espera até a proxima mudanca é, portanto, exponencial de taxa 4;. Quando
ela acontece, o destino j # i tem probabilidade

UGj)  qG))
1-UGiD) A

=r(i. j).

Isso concorda com a construgdo por taxas (quando A; = 0, o estado perma-
nece absorvente). A independéncia dos novos toques permite recomecar a
mesma regra depois de cada mudanca real.

Condicionando ao nimero de toques até t, obtemos

A Z (At)

Cada entrada de U" esta entre zero e um; por comparagdo com a série
exponencial usual, podemos derivar termo a termo em intervalos limitados:

At)!
P/ = —AP, + Ae ™M Z ( ) U"+1

—APt+APtU:PtQ.

Como P; é soma de poténcias de U, comuta com U e, portanto, com Q =
A(U —I). Isso também da P/ = QP;; a condigao inicial é Py = I.
Finalmente, expandimos U" = (I + Q/A)" pela formula binomial e rea-

grupamos:
ey A" (At)” z”:( )Qk

n>0 k) Ak
B (AD)™ tkQk
=e“(g0 " )(ZT)
ok 0
= — =ex.
27

A troca das somas ¢ vilida porque o espago ¢ finito: se M = max; Y. 19(, /),

cada entrada de QF tem médulo no maximo MX. Assim, os valores absolutos
sdo dominados por séries exponenciais. |
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*

Extensao a espacos enumeraveis

O argumento por uniformizacdo também funciona em um espago
enumeravel, desde que as taxas de saida tenham um limite comum
A = sup;A; < 0. Se A > 0, escrevaU = I + Q/A. Como na prova
anterior,

= (A1)
PG j) =€) B i ).
= n

Para cada i,j temos 0 < U"(i,j) < 1. Assim, a série e sua série de
derivadas sdo dominadas, em qualquer intervalo 0 <t < b, pelas séries
exponenciais escalares correspondentes. Podemos, portanto, derivar
termo a termo.

A associatividade das multiplica¢des e a ndo negatividade das parcelas
dao

P/(i, ) = =APGi. ) + A Y PG, kU (K, )
k

—AP(i,j) + A Y UG, k)Py(k, j).
k

As duas somas convergem absolutamente: na primeira, as parcelas sdo
limitadas por P,(i, k); na segunda, por U(i, k). Cada uma dessas familias
de pesos soma 1. Como Q = A(U — I), obtemos ambas as equagdes de
Kolmogorov também neste caso. Se A = 0, a cadeia néo saltae P, = I.

Para cadeias finitas, e também sob as hipoteses da extensao opcional, as
duas equacdes assumem em coordenadas a forma

P/(i.j) = Y qli.k)P(k. j) — APy )).
k#i

P/(i,)) = Y PG kgl j) — APy, ).
k#j

No caso finito, as somas tém um numero finito de termos; na extensio
enumeravel, elas sdo absolutamente convergentes. Matrizes em geral nao
comutam; aqui P; é construido a partir de poténcias de Q ou de I + Q/A.
Com taxas nao limitadas, existem versdes mais gerais, mas elas exigem justi-
ficativas proprias. Nao aplicaremos esses enunciados fora de suas hipoteses.
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Exemplo 6.12 — Processo de Poisson.

Se X; conta as chegadas de um processo de Poisson de taxa A, entdo, partindo
de i chegadas,
Aty
(e
P, j) = G-

0, j<i.

O gerador possui q(i,i + 1) = A e q(i,i) = —A. Embora o espago de estados
seja infinito, podemos diferenciar diretamente a formula explicita e obter

d .. - ; ;
apt(ls]) = _/IPt(ls]) + APt(l + l,])
Para j > i, diferenciar a formula explicita produz exatamente os dois termos

acima: o primeiro vem da derivada de e e o segundo, da derivada de
(AtY ™. O caso j = i também vale porque P,;(i + 1,i) = 0.
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Exemplo 6.13 — Uma maquina entre funcionamento e reparo.

Na abertura, uma maquina alternava entre funcionamento e reparo. Usa-
remos o estado 1 para funcionamento e o estado 2 para reparo. A taxa A
mede as falhas quando ela funciona; a taxa y mede as conclusdes de re-
paro quando ela esta parada. A falta de memoria das esperas exponenciais
permite conservar apenas esse estado.

Considere S = {1, 2}, com taxas positivas A de 1 para 2 e u de 2 para 1,
medidas na mesma unidade inversa de tempo. Entdo

©- (j —Au)

Escrevendo r = A + 1, a matriz de transicdo é

g &e_rt &(1 —e )

p=|" T r
H(l —e ™) A + Eert
r ror

Calculo pela equacao progressiva. Pela equacdo progressiva e pela identi-
dade que soma cada linha de P;, temos, paraa = 1, 2,

%pt(a, 1) = — (A + pP(a, 1).

Para resolver a equago, subtraia o valor constante u/r e ponha z,(t) =
Pi(a,1)—p/r. Entio z(t) = —rz,(t), de modo que z,(t) = z,(0)e”". Portanto,

P(a, 1) = é + [Po(a, 1) — é] e "t

Usar Py(1,1) = 1 e Py(2,1) = 0 fornece a primeira coluna. Como P;(a, 1) +
P,(a,2) = 1, a segunda coluna é o complemento da primeira em cada linha.
T — 0 porque r > 0, e as duas linhas tendem a (u/r, A/r).

u

Finalmente, e

O termo exponencial mede quanto da informacéo sobre o estado inicial
ainda permanece.
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6.4 Comportamento limite

Daqui em diante, supomos que as cadeias consideradas sejam nao explo-
sivas. Assim, a trajetoria permanece no espaco de estados em todo tempo
finito e as probabilidades de transicdo conservam massa total 1.

Os tempos exponenciais permitem permanecer no estado atual por qual-
quer duragao finita, com probabilidade positiva. Ao observar a cadeia a cada
h unidades de tempo, essa permanéncia elimina a obstrucdo da periodicidade.
Ainda precisamos de irredutibilidade e de uma distribuicdo estacionaria para
obter convergéncia ao equilibrio.

Definicao 6.5 — Irredutibilidade em tempo continuo

A cadeia (X;);> € irredutivel se, para quaisquer estados i e j, existe um
caminho finito

i:ko,kl,...,kn :j

tal que q(k,,—1,ky) > 0 para 1 < m < n. Em outras palavras, o grafo
formado pelas setas de taxa positiva permite ir de qualquer estado a
qualquer outro.

Lema 6.5 — Positividade das transicoes

Se X; é irredutivel e t > 0, entdo P;(i, j) > 0 para todos os estados i, j.

Demonstragdo. Se i = j, basta considerar a possibilidade de néo sair desse
estado: P,(i,i) > e M > 0. Parai # Jj, escolha um caminho i = kg, kq, ..., k, =
j com taxas positivas. Para cada uma das suas arestas, Py(k,,_1,kp)/h —
q(kpm—1,ky) > 0. Como ha apenas um numero finito de arestas, podemos
escolher um mesmo h > 0 suficientemente pequeno para que

Ph(km—l’ km) >0,

para todo m, e ainda exigir nh < t. Ao aplicar repetidamente Chapman-
Kolmogorov, a probabilidade total contém, entre suas parcelas nao negativas,
a de passar por k,, no instante mh. Depois disso, podemos permanecer em
j durante o tempo restante, com probabilidade ao menos e A g,
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Portanto,

Pt(i; ]) > (H Ph(km—1> km)) Pt—nh(i» ]) > 0.

m=1

Definicao 6.6 — Distribuicao estacionaria

Uma distribuicao de probabilidade 7 em S é estacionaria se

b= para todo t > 0.

Se X tem distribuicdo 7, entdo X; tem a mesma distribuicdo em qualquer
instante. A trajetéria se move, mas a fotografia probabilistica do sistema
nido muda.

Verificar a definicdo diretamente exigiria conhecer P; em todos os tempos.
Com taxas de saida limitadas, o gerador oferece um teste local.

Lema 6.6 — Equacdes de equilibrio
Suponha sup; 4; < co. Uma distribuicio 7 é estacionaria se, e somente
se, 1Q = 0, isto é,

Z n(k)q(k, j) = n(j)A; paratodo j.
k#j

Em cada estado, o fluxo total de entrada iguala o fluxo total de saida. A
hipétese inclui filas M /M /s com nimero fixo de servidores, embora seus
espacos de estados sejam infinitos.

Demonstragdo. Ponha A = sup; 4;. Se A = 0, entdo Q = 0, a cadeia nao
muda de estado e toda distribuigao é estacionaria. Suponha A > 0 e defina

U:I+g.
A

Se 71Q = 0, entdo nU = x e, por inducdo, 7U" = x para todo n. Pela
uniformizacio,
At Z (At) A Z (At)”

:
n>o n>0
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Portanto, r é estacionaria.

Para a reciproca, basta olhar um intervalo muito curto. Na representagao
por um relogio Poisson de taxa A, separe os casos de zero, um e pelo menos
dois toques:

B, j) = e M1g_y + Ate™MUG, j) + R, (i, ).
O resto R;(i, j) > 0 corresponde a dois ou mais toques e satisfaz

2
0 < R(ij) < PIN() > 2) < (Azt) .

A ultima desigualdade usa 1jn>9y < N(N—1)/2 e E[N(N - 1)] = (At)? para
uma Poisson.

Se 7 é estacionaria, multiplique essa identidade por 7(i) e some emi. A
contribui¢do do resto nio excede (At)?/2, mesmo em um espago enumeravel,
pois as massas (i) somam 1. Em cada coordenada j obtemos
(xP)(G) —=() _

t

0 = lim
tl0

A[(@D)() = 2()] = (xQ)()).
Isso prova 7Q = 0, sem derivar séries de matrizes infinitas. ]

Exemplo 6.14 — A maquina revisitada: funcionamento e reparo em
equilibrio.
Retomemos a maquina do Exemplo 6.13. O estado 1 indica funcionamento
e o estado 2, reparo. Uma maquina em funcionamento falha a taxa A > 0;
uma maquina em reparo volta a funcionar a taxa y > 0. Queremos saber a
probabilidade de encontra-la funcionando em um instante de equilibrio.
Como o espaco tem apenas dois estados, podemos usar o Lema 6.6. A
primeira coordenada de 7Q = 0 é

—An(1) + pr(2) = 0.

O fluxo de falhas, Az(1), deve compensar o fluxo de reparos concluidos,
ur(2). Substituindo 7(2) = 1 — z(1), obtemos

() = ul1— 2], x(1) = ﬁ 2(2) = ﬁ
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A segunda coordenada de 7Q = 0 é a mesma equacdo com sinal trocado;
portanto ndo impde uma condicdo adicional. As duas massas sdo positivas
e somam um, de modo que a distribui¢do encontrada é estacionaria.

Se o funcionamento dura, em média, oito dias e o reparo dura dois, as
taxas por dia sdo A = 1/8 e p = 1/2. Logo,

1/2 4 1
(1) = 1/8+1/2 5 "2) =5

Em equilibrio, a probabilidade de encontrar a maquina disponivel é 4/5. Esse
numero é chamado de disponibilidade em equilibrio. Ele ndo é a probabilidade
de atravessar um intervalo inteiro sem falhar: uma maquina pode falhar, ser
reparada e estar funcionando no instante em que a consultamos.

Essa distin¢do aparece em duas contas. Partindo do funcionamento, a
formula de P, ja obtida fornece

4 1 58
Py(X =1) = = + ¢ 5/8,
1(Xe ) 5 56

com t medido em dias. Ja ndo ocorrer nenhuma falha até t significa que a
primeira espera exponencial ainda ndo terminou; sua probabilidade é

P, (nenhuma falha até ¢) = e~*/3.

A primeira probabilidade tende a 4/5; a segunda tende a zero. Disponibili-
dade em uma data e funcionamento sem interrupc¢ao respondem a perguntas
diferentes sobre o mesmo modelo.

Podemos também responder a pergunta da abertura sobre a fracdo do
tempo gasta em reparos. Comecemos com a maquina funcionando. No ciclo
J, sejam U; a duragdo do funcionamento e D; a duragédo do reparo seguinte.
Pela construcao com novos relégios independentes, os pares (U;, D;) sdo
independentes e tém a mesma lei, com EU; = 1/A e ED; = 1/p. Para
acompanhar os ciclos completos, escrevemos

n
So= U +D). Re= YU
j=1 Jj=1
O instante S,, encerra o ciclo n, e R, é o tempo de funcionamento acumulado
até ele. Pela lei forte dos grandes nimeros,
Sn 1.1

— — -+ -=>0, - = quase certamente.
n A ou n A
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Portanto S,, — 0. Se R() é o tempo total de funcionamento atét e S, <t <
Sp+1, entdo, paran > 1,

Rn < R(t) < Rn—i—l.
Sn+1 ¢ Sn

Os dois extremos tém o mesmo limite: basta dividir numeradores e deno-
minadores por n e usar (n + 1)/n — 1 nas somas com indice n + 1. Como
o ciclo que contém ¢ tem indice crescente quando ¢t — oo, a desigualdade
fornece

R(®) 1/A U
— —
t 1/A+1/p A+p
A fragdo de tempo em reparo é o complemento, cujo limite é A/(A + p). No
caso numeérico, as fracoes observadas ao longo de uma realizacio tendem,

quase certamente.

portanto, a 4/5 em funcionamento e 1/5 em reparo. A lei forte justifica essa
interpretacao temporal das probabilidades de equilibrio neste modelo.

O Lema 6.5 implica que, para qualquer & > 0, a cadeia amostrada nos
instantes 0, h, 2h, ... tem matriz Py, irredutivel. Ela também é aperiddica, pois
Py(i,i) > 0. Se existe uma distribuicdo estacionaria 7, o Teorema 3.10 fornece

lim Py (i, ) = 7).

Teorema 6.7 — Convergéncia para o equilibrio

Se uma cadeia de Markov em tempo continuo X; é ndo explosiva,
irredutivel e tem distribuicio estacionéaria s, entao

lim P,(i,7) = 7().




6 Cadeias de Markov em tempo continuo 292

Demonstragdo. Se nh <t < (n + 1)h, Chapman-Kolmogorov e a ndo negati-
vidade das parcelas dao

Pt(is J) > Pnh(i, j)Pt—nh(jaj)

Uma maneira de permanecer em j é ndo realizar nenhum salto durante o
intervalo restante. Como esse intervalo tem duracao no maximo h,

PG ) 2 €M) > A0,

Logo, P,(i,j) > P,u(, j)e~M". Fixado h > 0, o inteiro n = |t/h| cresce sem
limite quando t — co. A convergéncia da cadeia amostrada fornece entao
liminf;_,, P;(i,j) > x()e 4", Como isso vale para todo h > 0, podemos

fazer h | 0, obtendo
litm inf P,(i, j) > n(j).

Se A é um conjunto finito de estados que nao contém j, entdo

limsup P;(i,j) <1 — Z liminf P,(i,k) < 1— Z (k).
t=e0 kea T keA
A primeira desigualdade usa P;(i, j) < 1— ) ;.4 P;(i, k) e a finitude de A; a
segunda usa a cota inferior ja obtida em cada estado k. Escolhendo conjuntos
finitos crescentes que esgotem S\ {j}, a soma das massas (k) tende a 1—7(j),
pois 7 é uma distribuicéo de probabilidade. Assim, lim sup,_,, P;(i, j) < 7(j).
O limite inferior e o limite superior coincidem, provando a convergéncia. =

Exemplo 6.15 — Sol, nuvens e chuva.

Considere um modelo simplificado de tempo meteorolégico com trés esta-
dos: sol, nuvens e chuva. Depois de um periodo ensolarado, vem um periodo
nublado; depois, chuva; e, por fim, o sol retorna. As permanéncias sao expo-
nenciais e independentes, com médias de 3, 4 e 1 dia, respectivamente.

Como a taxa de saida é o inverso do tempo médio de permanéncia, o
gerador, na ordem sol, nuvens, chuva, é

-1/3 1/3 0
0 —1/4 1/4
1 0 -1

Q
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Qual ¢ a fracao de tempo que o modelo passa em cada condicdo? Em equi-
librio, o fluxo que sai de um estado para o seguinte deve ser o mesmo nas

trés transicdes:

(1)  #(2)
= -

Juntando essas rela¢des a normalizacio (1) + 7(2) + 7(3) = 1, obtemos

x(1) = %, m(2) = %, 7(3) = é

Essas igualdades sdo precisamente as equacdes 7Q = 0 com a condicdo de
soma unitaria. A interpretacido também é simples: cada ciclo visita os trés
estados uma vez e dura, em média, 3 + 4 + 1 = 8 dias. O periodo nublado
ocupa a maior fracdo do tempo porque sua permanéncia média é a mais
longa, ndo porque o sistema passe por ele mais vezes.

6.4.1 Condicao de balanco detalhado

Definicao 6.7 — Balanco detalhado e reversibilidade

Uma distribuicdo 7 satisfaz as equacoes de balanco detalhado se

(k)q(k,j) = 7(j)q(j,k) para todos j # k. (6.1)

Dizemos que uma cadeia é reversivel em relagdo a & se 7 é estacionaria
e
x(D)P(i,j) = n(j)P,(j,i) paratodosi,jet > 0.

O lado esquerdo é o fluxo de k para j; o direito, o fluxo contrario. Equi-
librar cada par é mais forte que equilibrar a entrada e a saida totais. O
proximo resultado explica a relagdo com a reversiao do tempo.
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Teorema 6.8 — Balanco detalhado implica reversibilidade

Se uma cadeia ndo explosiva com taxas finitas admite uma distribui¢ao
7 que satisfaz (6.1), entao

n(l)Pt(l’ J) = ﬂ(j)Pt(j: l) (t 2 O)

Em particular, 7 é estacionaria.

Nao exigimos taxas uniformemente limitadas. A demonstracdo aproxima
o processo por cadeias finitas, onde o balanco detalhado ja pode ser veri-
ficado usando apenas matrizes de transi¢cdo. Depois retiramos a restri¢io
com a hipodtese de nao explosao.

Demonstragdo. Primeiro consideremos uma cadeia em um conjunto finito
de estados F C S. Conservamos as taxas de salto (i, j) entre estados de F e
suprimimos os demais saltos:

gr@.)) = qG.) G=j.ijeF),  qp@i) =~ qG).
jEF
J#i
As equacdes de balanco detalhado ainda valem para essas taxas, com os
pesos (i), i € F; ndo precisamos normalizar os pesos nem supor que sejam

positivos.
Escolha Ar > 0 maior ou igual a todas as taxas de saida da cadeia restrita
e uniformize:
Up=1+ %
Ar

Parai # j, a igualdade 7(i)Ur(i, j) = 7n(j)Ur(j, 1) segue do balanco das taxas;
parai = j, é automatica. Ao multiplicar essas igualdades ao longo de um
caminho de n passos, vemos que um caminho de i a j e 0 mesmo caminho
percorrido no sentido contrario satisfazem a mesma relacdo. Somando sobre
todos os estados intermediarios, obtemos, para todo n > 0,

m(DUE (@, j) = m(HUE G, ).

Pela formula de uniformizacio, a matriz de transicio Pf' é uma soma dessas
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poténcias, com pesos de Poisson que nao dependem dos estados:

Apt)?
PtF = e_AFt Z (%)Ug
n>0

Portanto,
x()PL G, j) = n(HPEG. D).
Passamos agora ao espago de estados completo. Tomamos conjuntos

finitos crescentes F; C F, C --- cuja unido seja S (se S é finito, basta usar
F = S). Para comparar as trajetorias, escolhemos A, > 0 com

A 2 max Ao Ae= ) qx ),

VEX

A cota usa as taxas de saida da cadeia original, incluindo os destinos fora de
F,,. Enquanto as duas cadeias estdo no mesmo estado x € F,;,, usamos um
relogio comum de taxa A,,. Em cada toque, sorteamos o destino y # x com
probabilidade g(x, y)/A,,; com a probabilidade restante, conservamos x.

Se o destino pertence a F,,, ambas realizam o mesmo salto. Se fica fora de
F,,, a cadeia original sai e a restrita permanece em x; a partir dai, nio preci-
samos manter as trajetorias juntas. Na cadeia restrita, ignorar as tentativas
para fora conserva exatamente as taxas qr,, entre estados distintos e ajusta
a diagonal a soma dessas taxas. E a construco por uniformizacio, agora
com um mesmo reldgio para comparar os dois processos.

As duas trajetorias assim construidas coincidem até a primeira saida da
cadeia original de F,,. Por isso, para i,j € F,,

‘PtFm(i, j)— P, ])‘ < P;(sair de F, até t).

A nao explosdo garante que, até cada tempo fixo t, ha apenas um nimero
finito de saltos quase certamente. Cada trajetoria visita, portanto, apenas
um conjunto finito de estados nesse intervalo e acaba contida em algum F,,,.
Pela continuidade das probabilidades, a cota a direita tende a zero. Logo
P™(i, ) = PG, ).

Passando ao limite na identidade obtida para cada cadeia finita, conclui-
mos

x(DP 3, j) = n(DP(, D).
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Somando em i e usando que a nio explosao faz cada linha de P, somar 1,
obtemos

TP = 7() Y Pi(Gii) = 7).
i
Assim, i é estacionaria, como afirmado. ]

As equacdes de balanco detalhado costumam ser mais faceis de resolver
do que 7Q = 0, mas sdo uma condicao suficiente, ndo necessaria. No
Exemplo 6.15, por exemplo,

m(2)q(2,1) = 0 < 7(1)q(1, 2),

portanto a cadeia meteoroldgica ndo é reversivel, embora tenha distribui-
¢do estacionaria.
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6.4.2 Cadeias de nascimento e morte

Uma cadeia de nascimento e morte s6 pode andar entre estados vizinhos.
Quando estd em n, salta paran+ 1 ataxa A, e, sen > 0, paran—1a
taxa p,. A estrutura linear do espaco de estados torna o balanco detalhado
especialmente simples.

AO /11 An
€)= C) =€) EESEIE ) st £
N~ —
H Ha Fn+1

Ho =0

Figura 6.5: Numa cadeia de nascimento e morte, apenas estados vizinhos se
comunicam. A taxa A, produz o salto n — n + 1, enquanto y,
produz n — n — 1; na fronteira, y, = 0.

Teorema 6.9 — Forma produto da distribuicao estacionaria

Considere uma cadeia de nascimento e morte nao explosiva e irreduti-
velem S = {0, 1,..., N}, com N finito ou infinito. Suponha A,, > 0 para
n<N, u, >0paran>0, iy =0e,se N < oo, Ay = 0. Defina

Aoy Ay
w = M A

, n2>1.
H1H2 = Hn

WO:L

Se Z =) pes Wy < o, entdo

7(n) = W?

¢ uma distribui¢io estacionaria.

Verificagdo. Os pesos sdo positivos pelas hipoteses sobre as taxas. Como
Z = Y s Wy < e wy = 1, a normalizacdo 7(n) = w,/Z é ndo negativa e
soma um. Na razio entre dois pesos consecutivos, todos os fatores comuns

se cancelam:
Wnt+1 An

Wn Hn+1
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Multiplicar por w,p,41/Z da, para todo n tal que n,n + 1 € S,

(M)A, = n(n + Dy

As demais taxas entre estados distintos sdo nulas, de modo que 7 satisfaz
o balango detalhado de (6.1). Essa igualdade diz que, em equilibrio, o fluxo
pela aresta n <> n+ 1 é o mesmo nos dois sentidos. Pelo Teorema 6.8, & é
estacionaria; a hipotese de ndo explosao do enunciado é a exigida ali. =

Exemplo 6.16 — Cadeia com dois estados.

Retomemos a maquina do Exemplo 6.13, com taxas q(1,2) = A > 0 e
q(2,1) = p > 0. Ja encontramos sua distribui¢ao limite resolvendo as
equagoes de Kolmogorov e a recuperamos por 7Q = 0 no Exemplo 6.14.
Agora a mesma distribuicdo aparece diretamente no balanco entre os tnicos
dois estados:

(DA = 7(2)p, (1) + 7(2) = 1.

Portanto,

H A
]_:— 2:—.
W=y =1

Recuperamos o mesmo equilibrio sem calcular P;. O estado do qual se sai
mais devagar recebe maior massa estacionaria.

Exemplo 6.17 — Reparo de trés maquinas.

Trés maquinas operam simultaneamente. Cada maquina em funcionamento
falha a taxa 1/60 por dia, e um unico reparador conclui reparos a taxa 1/4
por dia. Se X; é o nimero de maquinas em operagao, entdo

qii—1) = é (>1), qGi+1)= i (<2).

Tomando pesos proporcionais, a forma produto fornece

wy =1, w; =15, WZ:ZE—S, u@z%.

Apds normalizar,

(2(0), (1), 7(2), 7(3)) = @(2, 30, 225, 1125).
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Em equilibrio, a probabilidade de observar as trés maquinas funcionando
¢ 1125/1382 = 0,814. Em uma trajetoria longa, essa é também a fracio de
tempo correspondente.

6.5 Distribuicoes e tempos de saida

As perguntas de saida em tempo continuo sdo as mesmas de tempo dis-
creto: por qual fronteira a cadeia escapa e quanto tempo isso leva? A cadeia
de saltos decide o destino; os relogios exponenciais também entram no

céalculo do tempo.

Definicao 6.8 — Tempo de chegada e tempo de retorno

Para A C S, definimos o primeiro instante de chegada a A por
Hy =inf{t >0 : X; € A}

Se a cadeia comeca em k, entao H{k} = 0 e esse instante nao conta como
retorno. Para exigir que a cadeia saia antes de voltar, definimos

o =inf{t >0 : X; # k}, T,:r:inf{t>0k:Xt:k}.

Usamos inf @ = oo: a posicdo inicial ndo conta como nova visita. Para
estados que admitem saida, essa definicdo também permite classificar a
frequéncia dos retornos.

Definicao 6.9 — Recorréncia em tempo continuo

Suponha A > 0. O estado k é recorrente se lPk(T]:r < 00) = 1, e transiente
se essa probabilidade ¢ menor que um. Um estado recorrente é recorrente
positivo se EkT,:r < oo e recorrente nulo se EkT,:r = o0,

A diferenca em relagao ao tempo discreto é a unidade da espera: o tempo
médio de retorno é medido em tempo fisico, ndo pelo nimero de saltos. A
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cadeia de saltos tem as mesmas probabilidades de retorno, mas pode ter
classificacdo diferente entre recorréncia positiva e nula, pois as esperas
dependem do estado. Um estado absorvente é tratado separadamente: como
néo hé saida, o tempo T} acima néo se aplica.

Teorema 6.10 — Equacao de Dirichlet para probabilidades de
saida

Sejam A e B conjuntos disjuntos, C = S\ (AU B) finito, e suponha que
Hj A Hp < oo quase certamente quando a cadeia comeca em C. Entéo

h(i) = P;(Hy < Hp)

é a Unica solucédo de

h=1 em A,
h=0 em B,
Qh=0 emC.

Se Oc = (q(i, ))ijec e v(i) = Xuea q(i,a), a parte desconhecida de h
satisfaz

—Qche =, isto é, he = (—Qc)_lv.

Demonstragdo. A hipotese de saida implica 4; > 0 parai € C. Seja Uy =
(r(i, /)i jec a restri¢do da matriz da cadeia de saltos. De cada estado de C
existe um caminho de probabilidade positiva até a fronteira. Para cada estado
inicial em C, escolha um desses caminhos e multiplique suas probabilidades
de transicdo; o produto é positivo. Como ha um nimero finito de estados
iniciais, o maior comprimento dos caminhos é algum m < oo, e 0 menor
dos produtos é algum ¢ > 0. Assim, a saida ocorre em até m saltos com
probabilidade ao menos ¢, qualquer que seja a partida em C. Se ainda nao
houve saida, a propriedade de Markov permite repetir a mesma estimativa
no bloco seguinte de m saltos. Por inducéo,

|UE™| < (1 =€),

onde a norma ¢é a maior soma absoluta de uma linha. A soma de uma linha
de U ¢ a probabilidade de permanecer em C por n saltos. A cota geométrica
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implica a convergéncia de )} -, Uf. Como (I —Up) an:o Ut =1-UNtle
Ué\]“ — 0, concluimos que (I —Up) ™! = ¥,,50 UL
Condicionar no primeiro salto da

i)=Y 10D ec

J#i A
Multiplicar por A; e usar (i, i) = —A; produz Qh(i) = 0. Nas parcelas de Qh(i)

que correspondem a fronteira, h vale um em A e zero em B. Portanto,

0= q@)Dh()+ Y. qG.a),

jecC acA

ou seja, —Qche = v. Se D é a matriz diagonal com entradas A;, temos —Q¢ =
D(I — Up). Os dois fatores sdo invertiveis: D tem diagonal estritamente
positiva e a inversa de I — U foi construida acima. Assim, o sistema tem
exatamente uma solucéo, a probabilidade de saida indicada. ]

Teorema 6.11 — Equacao de Poisson para o tempo de saida

Se C é finito e T = Hg\ ¢ < o quase certamente para toda partida em
C, entdo E;r < o e g(i) = E;7 é a unica solugao de

g = 0 fora de C, Qg=—-1emC.

Escrevendo Qc = (q(i, /)); jec, temos ge = (-0p) 1.

O termo —1 registra a passagem do tempo: antes de recomecar o problema
no destino do primeiro salto, gastamos uma espera de média 1/4;.

Demonstragao. Seja J o numero de saltos até a saida. Pela construgdo em
blocos da prova anterior, P;(J > km) < (1 — e)k. Consequentemente,

EJ= Y RU>m<my (1-ef =7 <.

n>0 k>0

A hipotese de saida também garante 4; > 0 em C. Como C ¢ finito, a =
min;cc A; > 0. Cada espera anterior a saida tem média no maximo 1/aq,
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mas o numero de esperas também ¢é aleatdrio. Para soma-las, usamos a
construcio 7,1 = E,/Ay . No evento {] > n}, temos Y, € C, de modo que

E,
Th+1 1{]>n} < ; 1{]>n}'

O evento {J > n} depende apenas da cadeia de saltos e é independente de E,,,
cuja média é um. Somando os termos nio negativos e tomando esperangas,
obtemos

1 E]J
Er = Z Eiltns1lsn] < ; Z Pi(J >n) = - <

n>0 n>0

Condicionando no primeiro salto,

0= 1y LDy
i =i i
A primeira parcela ¢ a duracdo média da espera inicial. A soma representa
o tempo que ainda falta depois do salto; se o destino ja esta fora de C, esse
tempo é zero. Multiplicar por 4; e reunir o termo —A;g(i) fornece Qg(i) = —1.
Como g = 0 forade C, a equagio se escreve —Qcgc = 1. A invertibilidade de
—Qc, demonstrada acima, prova a unicidade e a formula g = (-Qp)"!'1. =

A mesma conta identifica cada entrada da matriz fundamental:

T
(—QC)_I(i,j) = Ei[J Lix—j dt] .
0
Essa interpretacdo também aparece diretamente na cadeia de saltos. Com

D = diag(4) e Uc = (r(i, /)i jecs j& vimos que —Qc = D(I — Ug); portanto,
PPN - T
(-Q)' () = 5 3 VRG],
J n=0

A soma conta o nimero esperado de visitas da cadeia de saltos ao estado
j antes da saida, incluindo a visita inicial. Cada visita a j dura, em média,
1/4; unidades de tempo, o que explica a identidade de ocupacido. Também
podemos obté-la pelas equagdes de primeiro salto: para j fixo, o vetor de
tempos de ocupacéo satisfaz Qa = —1g;; em C, com valor zero na fronteira.
Sua solugio é a coluna j de (—Qp)~!. Somar as colunas recupera o tempo
total esperado de saida.
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Exemplo 6.18 — Quanto tempo as duas maquinas funcionam antes
do desligamento?.

Voltemos as duas maquinas do Exemplo 6.8. Nos estados A = (1,1), B =
(1,0) e C = (0,1), o sistema ainda funciona. O estado F = (0, 0) representa
o desligamento definitivo. O reparador trabalha quando exatamente uma
maquina esta parada; depois de atingir F, o sistema nao volta a funcionar.
Suponha agora taxas de falha A; = 1 e A, = 2 por dia e taxa de reparo p = 3
por dia.

Primeiro verificamos que o desligamento ocorre e tem média finita. De B,
a chance de a maquina restante falhar antes do reparo é 1/(1+3) = 1/4;de C,
€2/(2+3) = 2/5. De A, o primeiro salto leva a Bou a C, e a probabilidade de
o salto seguinte levar a F é ao menos 1/4. Portanto, de qualquer estado ainda
operacional, ha probabilidade ao menos 1/4 de desligamento nos préximos
dois saltos. Se J conta os saltos até F, o argumento de tentativas repetidas
da

P(J>2k)<(3/4)F,  EJj<2) (3/9)F=s.
k>0
As taxas de saida de A, B, C sdo 3,4, 5 por dia; cada permanéncia antes do
desligamento tem, assim, média no maximo 1/3 de dia. Somando as médias
ao longo das visitas, como na prova do teorema anterior, concluimos que
EiHipy < EJ /3 < oo. As hipéteses da equacao de Poisson para saida estdo
verificadas.

Escreva a = EpHgpy, b = EgHipy e ¢ = EcHgpy. Em A, as falhas das
maquinas 1 e 2 competem: a espera média é 1/3 de dia; a falha da maquina
2 leva a B com probabilidade 2/3, e a falha da maquina 1 leva a C com
probabilidade 1/3. Em B e C, competem o reparo e a falha da maquina que
ainda funciona. Logo,

1 2 1
a=-+-b+—c,

3 3 3
b:1+§a,

4 4

1 3
c==+=-a.

5 5

Nos dois ultimos casos, o salto para F ndo acrescenta tempo futuro, pois o
tempo de chegada a F ja foi encerrado. Substituindo essas duas expressoes
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na primeira, obtemos

Portanto 3a/10 = 17/30, e

1
a:—7’ b:

1 7 _4
9 4 9

317 5
+—= ==, c=
49 3
em dias. Quando apenas uma maquina funciona, importa qual é ela: b > ¢
porque em B permanece a maquina de menor taxa de falha. O nimero de
maquinas em funcionamento seria o mesmo nos dois estados, mas o tempo

que ainda resta nao tem a mesma distribuigao.
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Exemplo 6.19 — Passeio em tempo continuo entre duas barreiras.

Considere S = {0, 1, ..., N}. Nos estados internos, a cadeia salta para cada
vizinho a taxa 1; os extremos 0 e N sdo absorventes. A cadeia de saltos é o
passeio simétrico em tempo discreto, logo

i
Pi(Hy < Hy) = —

N
Para o tempo g(i) = E;(Hy A Hy), a equagdo Qg = —1 torna-se

gli+1)—2g@)+gi—1)=-1, g(0) = g(N) =0.

A solucao é
N _ N —0)
)=——".
40) 5
O fator 1/2 tem uma explicacdo simples: no interior ha dois relogios de taxa
1, de modo que cada salto demora em média 1/2 unidade de tempo.

6.6 Filas markovianas

Uma fila é markoviana quando o estado atual contém tudo de que pre-
cisamos para descrever seu futuro. Com chegadas de Poisson e servigos
exponenciais, a falta de memoria permite usar apenas o numero de clientes
no sistema: nio precisamos guardar ha quanto tempo o cliente em servico
esta sendo atendido.

Definicao 6.10 — Fila M /M/1

Na notacdo M/M/1, o primeiro M indica chegadas de Poisson, o se-
gundo indica tempos de servico exponenciais e o nimero 1 indica um
unico servidor. Suponha chegadas e servicos independentes, com taxas
A > 0e u > 0namesma unidade. Entdo o nimero X; de clientes no
sistema possui taxas

gln,n+1)=1 (n>0), glnyn—1)=p (n>1).
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Uma chegada aumenta o estado em uma unidade; uma conclusao de
servico o reduz em uma unidade.

Escreva p = A/p. A forma produto das cadeias de nascimento e morte da
pesos w, = p". Eles podem ser normalizados somente se p < 1, isto é, se a
capacidade média de servico excede a taxa de chegada.

Teorema 6.12 — Equilibrio da fila M/M/1

Se 0 < A < p, a Unica distribui¢do estacionaria é

am)=QQ-p)p", p=4/p, nx0,
e o numero médio de clientes em equilibrio é

P A
L=—=——
1—-p pu—»4A

Se A > p > 0, ndo existe distribuicao estacionaria de probabilidade.

Quando A se aproxima de u por baixo, a margem para dissipar o traba-
lho acumulado diminui e L cresce sem limite. Ter a mesma capacidade e
demanda médias néo basta para manter uma distribuicdo de equilibrio.

Demonstragdo. A taxa total de saida é limitada por A + y, portanto ndo ha
explosdo. A equagao de equilibrio em zero é 7(0)A = n(1)y; paran > 1,
temos

an— DA+ x(n+ Dp = nx(n)(A + p).

A primeira igualdade equilibra o fluxo entre 0 e 1. Substituindo-a na equacéo
de n = 1, obtemos o mesmo equilibrio entre 1 e 2; repetindo o argumento,
chegamos a

x(n+ Dp = n(n)A, isto é, n(n) = (0)p".

Se p < 1, a soma da série geométrica determina 7(0) = 1 — p. Esses
pesos satisfazem o balan¢o detalhado, que garante a estacionariedade, e a
irredutibilidade garante sua unicidade. Além disso,

S p
L=) n(1-p)pt=—.
2 T
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Para justificar a soma que calcula L sem derivar uma série, escreva n =
n ~ .
Y k=1 1 e reagrupe os termos nio negativos:

DI W D W R s

n>0 k>1n>k P i1

Multiplicar por 1 — p da o valor anunciado de L. Se p > 1 e 7(0) > 0, a série
7(0) Y >0 p" diverge; se 7(0) = 0, a recursao forca (n) = 0 em todos os
estados. Nenhum caso produz uma distribui¢ao de probabilidade, provando
a inexisténcia afirmada. ]

Exemplo 6.20 — Capacidade finita.

Suponha que no maximo K clientes possam permanecer numa fila M /M /1.
Uma chegada que encontra K clientes é recusada. O espaco de estados agora
é finito e existe uma distribui¢io estacionaria para quaisquer taxas positivas.
Se p#1,

se p =1, entdo n(n) = 1/(K + 1). A fragdo de chegadas recusadas a longo
prazo é n(K).

A tultima afirmacdo é uma aplicacdo da propriedade PASTA (Poisson ar-
rivals see time averages): quando as tentativas de chegada sao Poisson e
nao antecipam o estado da fila, as proporcdes observadas pelas chegadas
coincidem com as proporg¢des de tempo. A taxa de tentativas permanece A
mesmo quando a capacidade esta esgotada.

A propriedade pode ser entendida primeiro por um calculo em médias.
Considere o sistema iniciado em equilibrio e divida (0,¢] em pequenos inter-
valos de duracdo h. Se a fila esta cheia no inicio de um deles, a probabilidade
de uma tentativa de chegada nesse intervalo é Ah + o(h). O erro ao usar
apenas o estado inicial é da ordem de h?: para produzir uma diferenca, preci-
sam ocorrer tanto uma mudanca de estado quanto uma tentativa de chegada
nesse mesmo intervalo. As taxas sdo limitadas porque a capacidade é finita.
Somando os intervalos e fazendo h | 0, obtemos

E,.R(t) = At n(K), E A(t) = At,
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onde R(t) conta as recusas e A(t) todas as tentativas. A razdo dessas es-
perancas é (K). A afirmacdo mais forte, de convergéncia quase certa da
fracdo observada R(t)/ A(t), sera demonstrada na Sec¢éo 6.10, usando apenas
ciclos independentes e a lei dos grandes numeros. Uma referéncia para a
formulacao geral ¢ Wolff (1982).

Chegadas que dependam do estado da fila nao satisfazem, em geral, as
hipoteses de PASTA.

6.6.1 Varios servidores

Na fila M/M /s do Exemplo 6.6, ha s servidores, cada um com taxa de
servico . Se existem n < s clientes, somente n servidores estao ocupados
e a taxa total de saida é ny. Se n > s, todos trabalham e a taxa total é spu.
Assim,

qgln,n+1) =4, q(n,n —1) = min(n, s)p.

Escreva a = A/ . Pela forma produto, a razdo entre pesos consecutivos é

Wntl _ A
W, min(n + 1, )y’

Enquanto n < s, cada nova razdo é a/(n+ 1). Depois que todos os servidores
estdo ocupados, as razdes sdo constantes, iguais a a/s. Comecando com
wy = 1, obtemos
a/n!, 0<n<s,
Wo =19 g
shsns’

n2s.

A cauda é geométrica com razao A/(sy). Portanto, a condigdo de estabilidade
é

A <sp,
e, sob essa condigdo, 7(n) = w,/ Y k>0 Wk- A desigualdade apenas diz que, a
longo prazo, a demanda média deve ser menor que a capacidade total dos
servidores.
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6.7 Distribuicoes explicitas em modelos
enumeraveis

Os modelos de populagio e de atendimento também permitem acompa-
nhar a distribuicdo em um instante fixo. Nos dois casos seguintes, a inde-
pendéncia dos mecanismos transforma uma cadeia com infinitos estados em
contas com distribui¢des conhecidas.

6.7.1 Yule: nascer em tempos diferentes

Retomemos o processo de Yule: cada individuo produz um novo individuo
a taxa a > 0, independentemente dos demais, e ndo ha mortes. Se ha n
individuos, os n relégios competem e a populacdo passa de nan+1 a taxa an.
A nao explosio ja foi provada no Exemplo 6.10, no caso em que a poténcia
¢ um. Podemos, portanto, contar a populacido em todo instante finito.

Proposicao 6.13 — Lei e tamanho médio da populacao de Yule

Se Z;, = 1, entdo, parat >0en>1,
Pi(Z =n) =e %1 —e %)L,

Assim, Z, tem distribuicio geométrica em {1,2, ..} e E;Z = ¢%. Com
k > 1 individuos iniciais,

E.Z, = ke (t>0).

Demonstragdo. Escreva p,(t) = P{(Z; = n). Para ficar no estado 1 até t, o
primeiro relégio nio pode ter tocado; logo, p;(t) = e . Para os demais
estados, usaremos as esperas ja presentes na construcido, em vez de derivar
uma soma infinita.

Seja H, o primeiro instante em que a populacao atinge n, com H; = 0.
O tempo W, = H,,; — H, é exponencial de taxa an, e essas esperas sao
independentes. Para cada n > 2, H, é uma soma finita de exponenciais

independentes e tem uma densidade g,. Como Hy = Wi, temos gy(s) =
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ae”* = ap;(s). Paran > 3, a convolucio de H,_; com W,,_; da
N
8n(s) = J gu_1(W)(n — 1)ae~(=Dal=1) gy,
0

Por outro lado, estar no estado n — 1 em s significa ter chegado a ele em
algum u < s e ndo ter saido até s. A independéncia da nova espera fornece

N
Pra(s) = j gy (we~ DA gy
0

Comparar as duas integrais mostra que g,(s) = (n — )ap,_;(s), também
valido para n = 2. Para estar em n no instante ¢, precisamos chegar em
algum s <t e permanecer ali até t. Portanto,

t
pa(t) = (n— 1)aJ pn_l(s)e—na(t—s) ds, n22.
0

Esse argumento usa somente somas e integrais de um numero finito de
esperas para cada n fixado.

Facamos indugdo em n. Ja provamos o caso n = 1. Substituir a férmula
do caso n — 1 na ultima integral da

t
pn(t) = (n - l)ae_”“tj e(n—l)aS(l _ e—aS)n—z ds
0

t
=(n- 1)ae_”“tj e®(e® — 1) 2 ds
0

— e—nat(eat _ 1)n—1
— e—at(l _ e—at)n—l'
Na terceira linha, fizemos v = ¢* —1, de modo que dv = ae® ds, e integramos

V72, Isso completa a indugdo. Parat > 0, ponha p=e * er =1— p, com
0 <r < 1. As massas obtidas somam p Y5, "' = 1. Além disso,

Pu(Z 2 )= ) pr =N

n=j

Pela férmula da cauda para variaveis inteiras nao negativas (Lema 2.13),

E\Z = Z]Pl(Zt > j) = er_l =7 1 _
=1 =1 -r
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Nao foi preciso trocar uma derivada com uma série. Em t = 0, o valor é
Zy =1, e a formula da média continua valida.

Com k individuos iniciais, separe as familias descendentes de cada um.
Os relogios sdo independentes entre familias; cada familia segue uma copia
do processo iniciado em um individuo. A soma dessas k populacdes tem
taxa total de nascimento an quando o total é n, reproduzindo a construgéo

do processo iniciado em k. A linearidade de uma soma finita de esperancas
dé Eth = keat. |

Exemplo 6.21 — Média de crescimento e chance de dobrar.

Se a taxa por individuo é a = log 2 por dia e comegamos com um individuo,
entdo E;Z; = 2. A populagido no fim do primeiro dia, entretanto, nao é
necessariamente igual a dois. Pela proposicao,

PI(ZI =n)=2_n, n>1.

Assim, a chance de néo ter ocorrido nenhum nascimento é 1/2, a de haver
exatamente dois individuos é 1/4, e a de haver pelo menos dois é 1 —1/2 =
1/2. A média dois combina trajetérias que ainda tém um individuo com
outras que ja possuem varios. Um tempo de duplica¢do da média nio é um
prazo de duplicacdo de cada trajetoria.

6.7.2 Atendimento imediato e a fila M /M /co

Imagine um servigo em que cada chegada inicia seu atendimento imedia-
tamente. Pode representar um conjunto de tarefas executadas em paralelo
quando ndo ha uma restricdo relevante de vagas. A expressido “infinitos ser-
vidores” especifica essa regra matematica: nao ha espera por um atendente.
O estado ainda conta quantos clientes estdo no sistema.

Exemplo 6.22 — Uma populacao de clientes com distribuicao de Pois-
son.

Suponha chegadas de Poisson de taxa 4 > 0 e servigcos exponenciais inde-
pendentes de taxa p > 0, também independentes das chegadas. Quando ha
n clientes, os n Servigos em curso competem; portanto,

glnn+1) =1 (n>0), qgnn—1)=np (n>1).
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A taxa de saida é ilimitada quando n cresce, mas isso nao produz explosao.
Até um instante ¢, o numero A(t) de chegadas é finito quase certamente.
Comecando com n; < oo clientes, o nimero de conclusdes de servi¢o nao
pode exceder ny+ A(t). Logo, o nimero total de mudancas até t é no maximo
ng + 2A(t) e também é finito.

Podemos descobrir a distribui¢ao de X; separando duas origens dos cli-
entes presentes: os que ja estavam no sistema no instante zero e os que
chegaram depois. Fixe t > 0 e escreva

p=eH, a= &

U
Cada cliente inicial permanece até t com probabilidade p, independente-
mente dos demais. O numero B; de sobreviventes iniciais tem, portanto,
distribui¢do Binomial(ny, p).

Para contar os clientes que chegaram depois de zero, condicione no total
A(t) = m. Pelo Teorema 5.15, os instantes das chegadas sao uniformes
no intervalo, colocados em ordem. Como queremos apenas um total de
sobreviventes, podemos primeiro usar m uniformes independentes, atribuir
servigcos independentes a esses clientes e depois ordenar os instantes; a
ordenacdo néo altera o total. Um cliente que chega em s ainda esta presente
em ¢ com probabilidade e =) A probabilidade média, para uma chegada
uniforme em [0, 1], é

b= : r eHt=9 gg = 17¢ ~ e_yt.
t Jo ,Ut
Os pares formados pelo instante uniforme e pelo servico sdo independentes
entre clientes. Assim, condicionado a A(t) = m, o nimero C; desses clientes
ainda presentes é binomial com parametros m e p;. Afinar a contagem de
Poisson de média At da

C; ~ Poisson(Atf,) = Poisson(a(1 — p)).

Os servicos dos clientes iniciais sdo independentes das novas chegadas e
de seus servicos; logo, B; e C; sdo independentes. Obtivemos a descri¢éo
completa

X = B + G, B; e C; independentes,
B, ~ Binomial(n,, e ),
G ~ Poisson(a(l - e_'”t)).
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Em particular,
Ep X = nge M +a(1—e ).

O primeiro termo mede o que resta da populacéo inicial. O segundo mede
os clientes recebidos desde o inicio que ainda estdo em servico.

Agora podemos verificar o equilibrio de duas maneiras. As taxas A > 0
e nu > 0 permitem percorrer qualquer trecho finito de estados vizinhos;
portanto, a cadeia € irredutivel. Os pesos de nascimento e morte sdo w, =
a" /n!, e sua soma é e“. Pelo Teorema 6.9,

n
m(n) = el n>o,
n

r >
¢ estacionaria. Também podemos comecar com um numero inicial
Xy ~ Poisson(a), independente de todos os reldgios futuros. O afinamento
dos clientes iniciais d4 B; ~ Poisson(ap); os novos sobreviventes tém lei
Poisson(a(1 — p)), independentemente de B;. A soma volta a ser Poisson(a)
para todo t.

Partindo de um n, fixado, essa distribui¢do também é o limite. Para cada
k > 0, a independéncia da a soma finita

min(ny,k)

P, (X, =k)= ) P®B =)PC=k-)).
j=0

Quando t — oo, p — 0, de modo que a parcela j = 0 tende a e % /k! e
as demais tendem a zero. Isso prova a convergéncia sem trocar uma soma
infinita com um limite. A estacionaria é Unica: se outra estacionaria v
existisse, escolheriamos primeiro um conjunto finito de estados iniciais com
massa de v maior que 1 —¢. Nesse conjunto a convergéncia pode passar pela
soma finita. Mais explicitamente, para esse conjunto F,

v(k) = (k) < Y v(mIP(n, k) = (k)| + D, v(m)|Pi(n, k) — (k)|

neF né&F
< > v(m)|P(n. k) = m(k)| + e
neF

A soma finita tende a zero. Como ¢ é arbitrariamente pequeno, a identidade
vP, = v dav(k) = n(k) para todo k.
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Por fim, o niumero médio em equilibrio é a = A/, pois

o0
n
—qQ
D ne =
n=0 n:

Ao contrario de uma fila com um numero fixo de atendentes, o modelo nao
impoe um limite a taxa total de servigo: ela cresce com o numero de clientes
presentes. Por isso ha equilibrio para quaisquer taxas positivas de chegada
e de servico.

o0

m
_qd

E e — =q.
m!

a
m=0

6.8 Exercicios

Os primeiros problemas trabalham relogios, geradores, probabilidades
e equilibrio. Em seguida, os modelos da oficina e das populacoes pedem
escolher o estado e explicar o efeito de uma mudanga nas hipoteses. As taxas
devem usar unidades compativeis; toda conclusao deve ser acompanhada
da propriedade que a justifica.

6.8.1 Reldgios, taxas e equilibrio

Exercicio 6.1 — Dois componentes e uma falha do sistema

Dois componentes independentes tém vidas exponenciais com taxas 1/4 e
1/6 por ano. O sistema para quando ambos falham. Encontre a distribuigao
e a média de sua vida M. Calcule a probabilidade de o primeiro componente
falhar antes do segundo. Use max(S, T) = S+T —min(S, T) como conferéncia
da média.

Exercicio 6.2 — Gerador, permanéncia e fluxo

Um equipamento alterna entre trés modos, com gerador por hora

-3 2 1
o=|1 -3 2
4 0 —4

Descreva as esperas e os destinos dos primeiros saltos. Calcule a distribu-
icdo estacionaria, verifique se ha reversibilidade e obtenha a taxa média
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de transi¢des de 1 para 2 em equilibrio. Por que ¢(1,2) = 2 nao pode ser
interpretado como probabilidade de transicdo em uma hora?

Exercicio 6.3 — Kolmogorov, uniformizacao e ocupacao

Uma maquina passa de funcionamento (1) a reparo (2) a taxa 2 por hora e
retorna a taxa 3 por hora. Partindo de 1, calcule P(1,2) e

t
E, J, lix =1} ds.
0

Uniformize com um relégio de taxa 5 por hora. Escreva U e explique por
que a espera entre mudancas reais de estado nao é sempre exponencial de
taxa 5.

Exercicio 6.4 — Duas maquinas e um reparador

Duas maquinas falham independentemente a taxa 1/8 por dia quando estao
funcionando. Um reparador atende uma maquina por vez, com servicos ex-
ponenciais de taxa 1/2 por dia. Todos os relgios sdo independentes. Usando
o nimero de maquinas em funcionamento, escreva o gerador e calcule a
distribuicdo estacionaria, o numero médio de maquinas em funcionamento
e a fragdo de tempo em que o reparador trabalha.

Exercicio 6.5 — Saida e tempo de ocupacao

Nos estados internos de {0, 1, 2, 3,4}, uma cadeia salta para cada vizinho
a taxa 2 por hora. Os extremos sdo absorventes. Partindo de 1, calcule a
probabilidade de absor¢do em 4, o tempo médio até a absorcao e o tempo
total esperado passado em cada estado interno. Confira que os tempos de
ocupag¢ido somam o tempo de saida.

Exercicio 6.6 — Recusas em um atendimento limitado

Chegadas ex6genas Poisson tém taxa 6 por hora e um atendente presta
servicos exponenciais de taxa 8 por hora, independentemente das chegadas.
Cabem no maximo trés clientes, incluindo o que esta em servico. Determine
a distribuicio estacionaria, a fracdo de tentativas recusadas, a taxa de clientes
atendidos e o namero médio de clientes. Compare este ultimo com o de
uma fila sem limite de capacidade. Identifique a hipotese que permite usar
PASTA.



6 Cadeias de Markov em tempo continuo 316

Exercicio 6.7 — O caso critico da fila

Na fila M/M/1 com A, > 0, classifique a recorréncia quando A < g,
A = peAd > p Use a cadeia de saltos e o passeio entre barreiras para
provar o retorno quase certo no caso critico. Explique por que auséncia
de distribuicao estacionaria, sozinha, ndo distinguiria recorréncia nula de
transiéncia.

Exercicio 6.8 — Infinitos servidores e observacao dos saltos

As chegadas a um sistema sao Poisson de taxa 4 por hora. Cada cliente é
atendido imediatamente e permanece um tempo exponencial de taxa 2 por
hora, independentemente dos demais. Mostre que o niimero de clientes tem
taxas g(n,n + 1) = 4 e q(n,n — 1) = 2n. Justifique a ndo explosio e encontre
sua estacionaria 7. A distribuicdo nos instantes de salto é proporcional a
(44 2n)7m(n). Normalize-a e verifique o balanco detalhado da cadeia de saltos.
Por que ela difere da distribuicdo vista em um instante fixo?

Exercicio 6.9 — Uma mudanca de relogio

Multiplique todas as taxas de uma cadeia ndo explosiva por ¢ > 0. Relacione
a nova trajetoria a original por uma mudanca de tempo. Quais destas quan-
tidades mudam: distribuicdo estacionaria, probabilidades de saida, duracao
média até uma fronteira e distribuicdo da cadeia de saltos? Dé as relagdes
exatas quando as médias forem finitas.

6.8.2 Modelagem e variacoes dos exemplos

Os problemas seguintes retomam os modelos descritivos da abertura.
Antes de calcular, explique por que os estados escolhidos conservam a in-
formacao necessaria e indique a unidade de cada taxa.

Exercicio 6.10 — A primeira mudanca e o desligamento

No Exemplo 6.8, tome A; = 1, Ay, = 3 e g = 2 por dia, partindo de A.
Calcule a média da espera pela primeira mudanca e a probabilidade de essa
mudanca deixar apenas a maquina 1 funcionando. Encontre, por analise
de primeiro passo, o tempo médio até o desligamento definitivo. Justifique
previamente por que essa média é finita. Compare as duas médias e explique
quais eventos a primeira conta deixa de acompanhar.
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Exercicio 6.11 — Maquinas iguais, reparos diferentes

Modifique o Exemplo 6.8: as duas taxas de falha sdo iguais a A > 0, mas
reparar a maquina 1 tem taxa y; > 0 e reparar a maquina 2 tem taxa p, > 0.
O desligamento continua definitivo se ambas falharem. Escreva o gerador
nos estados (A, B,C, F). Partindo de A, obtenha a sobrevivéncia do tempo
da primeira permanéncia com uma s6 maquina funcionando. Se p; # s,
o nimero de maquinas funcionando ¢ uma cadeia homogénea de Markov?
Justifique usando a falta de memoria, em vez de apenas comparar os nomes
dos estados.

Exercicio 6.12 — A etapa muda antes de o carro sair

Na oficina do Exemplo 6.9, tome A = 1, uyp = 2 e up = 4 por hora. Comece
com um Unico carro, no inicio da funilaria. Calcule a probabilidade de esse
carro sair antes de chegar outro. Calcule também o tempo médio até que
o niumero de carros mude pela primeira vez. Por que esse tempo ndo tem
simplesmente média 1/(A + up)?

Exercicio 6.13 — Duas vagas na oficina

A oficina anterior admite no maximo dois carros, incluindo o que esta em
atendimento. Chegadas que encontram duas vagas ocupadas sdo recusa-
das. Mantenha as taxas (4, g, pp) = (1,2,4) por hora. Escreva o gerador
na ordem 0, (1, F), (1, P), (2, F), (2, P) e encontre a distribui¢do estacionaria.
Qual é a probabilidade de duas vagas ocupadas em equilibrio? As tentati-
vas recusadas entram na diagonal do gerador como mudancas de estado?
Explique.

Exercicio 6.14 — Média constante antes do equilibrio

Numa fila M/M /o, as taxas sdo A = 6 por hora e u = 2 por hora. Ha
exatamente trés clientes no instante zero. Parat = (log 2)/2 hora, encontre a
distribuicao de X; como soma de variaveis independentes. Calcule P(X; = 0),
E(X;) e Var(X;). A média ja é igual a média estacionaria: isso basta para que
a distribuicdo esteja em equilibrio?
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Exercicio 6.15 — Duas familias no processo de Yule

Um processo de Yule comega com dois individuos e cada individuo produz
um novo a taxaa > 0. Usando a independéncia das familias, obtenha P5(Z; =
n)paran > 2et > 0. Parat = (log2)/a, calcule P5(Z, > 5). Encontre o
tempo médio para a populacdo atingir cinco individuos e compare-o com o
instante em que a populacdo média atinge cinco.

6.9 Redes de filas’

Uma requisi¢do pode passar por autenticacio, consultar um banco de da-
dos e executar um processamento antes de sair. Se parte delas retorna a uma
etapa anterior, quantas visitas cada servidor recebe por requisicao externa?
Essa contabilidade vem antes de qualquer calculo de congestionamento.
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Definicao 6.11 — Uma rede aberta de filas

Considere K estacdes, cada uma com um servidor e espago ilimitado
de espera. Na estacdo i, as chegadas externas formam um processo de
Poisson de taxa 4; > 0, e cada visita exige um servico exponencial de
taxa y; > 0, atendido por ordem de chegada. Ao terminar em i, o cliente
segue para j com probabilidade R;; ou sai da rede com probabilidade

K

rl():l_ZRZ]ZO
j=1

As chegadas externas sdo independentes entre estacdes. Tempos de
servico de todas as visitas e decisdes de roteamento sdo independentes
entre si e das chegadas. As taxas e probabilidades séo fixas, sem depen-
der dos comprimentos das filas. Ndo ha bloqueio, perda de clientes nem
classes com servicos distintos. Para simplificar a notacido, tomamos
Rii = 0.

A matriz R é subestocastica: a massa que falta em cada linha representa a
saida da rede. Aqui R roteia clientes entre estagdes; ndo é a matriz da cadeia
de saltos do vetor de comprimentos das filas. Suponha que, de toda estacéo,
exista um caminho de roteamento com probabilidade positiva até a saida.
Como K ¢ finito, ha um numero de servicos e uma probabilidade positiva
uniformes para sair: tentativas repetidas mostram que R" — 0 com uma
cota geométrica. Assim,

(I-R)!=TI+R+R*+--

existe. Equivalentemente, o raio espectral de R é menor que 1.
As taxas efetivas de chegada y; contam todas as visitas, inclusive retornos.
A conservagao do fluxo requer as equacgdes de trafego

yj:/lj+2y,-Rij, ou Yy =A+YyR,
i

com vetores-linha. Portanto,

y=MI-R)™ =) AR

n>0
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O termo AR" conta visitas depois de n encaminhamentos. A férmula calcula
a demanda média que cada estacdo devera sustentar; nao afirma, por si so,
que a rede suporte essa demanda.

Teorema 6.14 — Forma produto de Jackson para estacdes
M/M/1

Sob as hipoteses acima, suponha ainda que toda estacdo possa ser
alcancada a partir de alguma chegada externa de taxa positiva. Se

Yi<p paratodoi,  p=y/p

a cadeia X, = (X, ..., XX) dos ntimeros de clientes nas estacoes é
irredutivel, ndo explosiva e positivamente recorrente. Sua unica dis-
tribuicdo estacionaria é

K
m(ny,...,ng) = H(l — p)pit n €{0,1,2,..}
i=1

Em equilibrio, os comprimentos das filas em um mesmo instante sao
independentes, e E; X' = p;/(1 — p;). Nessas condi¢des de acessibili-

dade, se alguma y; > p;, a rede nao tem distribuicdo estacionaria de
probabilidade.

A forma produto foi estabelecida por Jackson (1957); Kelly (1979) desen-
volve suas relagdes com redes estocasticas. A prova a seguir explicita o
balanco global. Ao contrario do caso de uma unica fila de nascimento e
morte, os fluxos nao precisam se compensar par a par.

Demonstragdo. Primeiro passo: construcao e acessibilidade. Escreva
n = (nyq,...,ng) e denote por ¢ o vetor unitario da estagao i. As transicoes
possiveis sdo

n—n+e a taxa /A;, chegada externa,
n—n-—e a taxa pryy, n; >0,
n—n-—e¢-+e ataxapRj; m >0, j#i

Se mais de um mecanismo leva ao mesmo destino, somamos suas taxas. A
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taxa total é limitada por ); ; + ) ; j4. A uniformizagéo fornece, portanto,
uma constru¢io nao explosiva.

De todo vetor n é possivel chegar ao vetor vazio: escolhemos um cliente
e 0 encaminhamos por um caminho de roteamento até a saida, repetindo o
procedimento para os demais. Cada passo desse caminho tem taxa positiva,
e podemos exigir a auséncia de chegadas externas e das outras conclusdes
de servico durante essa sequéncia finita. Reciprocamente, a hipotese de aces-
sibilidade a partir de uma chegada externa permite acrescentar um cliente
a qualquer estacgao escolhida. Basta realizar uma chegada numa estacéo de
taxa externa positiva e conduzi-la por um caminho até a estacdo desejada,
sem realizar outros eventos. Nos estados intermediarios, o incremento e
o decremento do nimero de clientes se compensam; apenas a estagao de
destino ganha uma unidade. Repetir essas operagdes constroéi qualquer vetor
de comprimentos de fila. Toda sequéncia finita de eventos assim prescrita
tem probabilidade positiva. Logo, a cadeia é irredutivel.

Como de alguma chegada externa se alcanca cada estagdo, a série y =
Y m>0 AR™ também mostra que y; > 0 para todo i. Sob a hipétese y; <
temos entdao 0 < p; < 1.

Segundo passo: normalizacio e balanco. A candidata do enunciado é
positiva e soma um, pois ha apenas K coordenadas e cada fator é a massa
de uma distribuicdo geométrica:

K
> stemo=I1|a-m X |1
i=1

ny,....,ng=>0 m=0

Fixe um vetor n. Podemos entrar nele por uma chegada externa a partir de
n — ej, por uma saida da rede a partir de n + ¢; ou por uma transferéncia de
i para j a partir de n + ¢ — e;. Nos casos que exigem n; > 0, essa condigéo
exclui coordenadas negativas. As razdes das massas sdo

n(n — ej) R n(n+e) n(n+e —e;) P

A T P Ty

Assim, o fluxo total de entrada, dividido por 7(n), é
A

a
b .

p.
103 + Z HitioPi + Z ﬂiRij;;I{nj>0}'
i ij
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Como y;p; = y;, agrupamos os termos que contém a mesma indicadora e
aplicamos as equacoes de trafego:

Aj + 25 viRij _ Y

Pj Pj

Hj-
Somar as mesmas equagdes em j da
D0 = DA
i J
Portanto, o fluxo de entrada dividido por 7(n) se reduz a

Z il >0p + Z Ajs
J J

que é exatamente a taxa total de saida de n. Isso prova 7Q = 0. Como as
taxas sao limitadas, o Lema 6.6 garante que  é estacionaria.

Terceiro passo: recorréncia e médias. Escolha na uniformizacdo uma
taxa estritamente maior que a cota das taxas de saida. A cadeia discreta
uniformizada é irredutivel e tem a mesma estacionaria . Pelo resultado dos
capitulos anteriores para cadeias enumeraveis, ela é positivamente recor-
rente e sua estacionaria é unica. Para passar a nocao de retorno em tempo
continuo, fixemos um estado a. A espera até a saida real de a tem média fi-
nita, e ha apenas um numero finito de destinos possiveis para esse salto, pois
o numero de estacdes é finito. De cada destino b # q, a cadeia uniformizada
atinge a em um nimero médio finito de passos, pela recorréncia positiva
discreta. Cada passo consome uma espera independente de média igual ao
inverso da taxa de uniformizagao. O tempo fisico médio até atingir a a partir
de b é, portanto, finito. Somar a espera inicial e a média sobre os finitos des-
tinos prova que o retorno depois de uma saida real também tem média finita.
A cadeia em tempo continuo é, assim, positivamente recorrente. Qualquer
outra estacionaria em tempo continuo satisfaria vQ = 0 e, portanto, seria
estacionaria para a mesma matriz uniformizada; logo, coincidiria com 7.
A fatoracdo de & prova a independéncia dos comprimentos num instante
em equilibrio. A média geométrica ja calculada para a fila M /M /1 fornece
E, X" =pi/(1 - py).

Quarto passo: necessidade da condicao de carga. Suponha agora que
exista alguma distribui¢do estacionaria v, sem admitir de antemao a forma
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produto. Defina a taxa média de servigos concluidos na estagio i por
di = Ui ]PV(Xi > 0)

Vamos justificar a conservacdo dessas taxas sem supor finita a média do
comprimento das filas. Para cada inteiro M > 1, use a funcédo limitada
fy(n) = min(n;, M). A estacionariedade e a expansio uniforme P, = I +
hQ + O(h?) dao E,(Qfy) = 0. Quando nj < M, uma chegada externa ou
uma transferéncia para j aumenta fj; em um. Quando 1 < n; < M, uma
conclusédo de servico em j a reduz em um: usamos aqui R;; = 0, pois o
cliente sai da rede ou segue para outra estacdo. A taxa total dessas reducoes
é, portanto, Hj- Assim,

0= AP, (X7 < M)+ ) RyP, (X >0, X < M) = P, (1 < X < M).
i

Ao fazer M — oo, cada probabilidade converge pela continuidade em se-
quéncias crescentes de eventos. As somas tém apenas K termos e as taxas

sao finitas; obtemos
1

A abertura do roteamento garante que I — R é invertivel, logo a Unica solucéo
dessas equacoes éd =y.

Finalmente, a irredutibilidade implica que qualquer estacionaria atribui
massa positiva a todo estado. De fato, se v(a) > 0, a positividade de P;(a,b)
e a identidade vP; = v dao v(b) > 0. Em particular, o vetor vazio tem massa
positiva e P,(X/ = 0) > 0. Portanto,

yj=dj= ,uijV(Xj >0) < p; paratoda estagdo j.

Se alguma y; > y;, chegamos a uma contradicéo. Isso prova a inexisténcia
de uma distribui¢io estacionaria nesse caso. [ ]

O caso de duas estagdes em série permite conferir o balan¢o geral com
apenas trés mecanismos de entrada.
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Verificagdo em duas estagoes em série. Chegadas externas de taxa A > 0 ocor-
rem apenas na estacdo 1; toda saida de 1 entra em 2 e toda saida de 2 deixa
a rede. Entdo y = (A, 1). Suponha A < min(yy, py) e ponha p; = A/ A
candidata (m,n) = (1 — p1)(1 — py)p!"p5 soma 1.

Ha trés formas de entrar em (m,n): uma chegada a partir de (m — 1, n),
um servigo em 1 a partir de (m + 1,n — 1) e um servico em 2 a partir de
(m,n + 1). Dividindo o fluxo de entrada por z(m, n), obtemos

_ P1
Ay g + 11 El{n>0} + topy
= 1 msop + Ho L3 + A

Esse é exatamente o fluxo de saida dividido por z(m,n). As indicadoras
tratam também as bordas m = 0 e n = 0, sem recorrer a estados negativos.
Logo 7Q = 0; como as taxas sao limitadas, isso garante estacionariedade. m

A forma produto descreve uma fotografia em equilibrio. Nao torna inde-
pendentes as trajetorias das filas: a saida de uma alimenta a outra. Também
nao implica balanc¢o detalhado, pois a transferéncia (m,n) - (m—1,n+ 1)
da rede em série nao possui uma transferéncia direta inversa.

0,5 N
10/s 1: entrada 2: autenticagio
Em—
H1 = 20/5 0,1 Ho = 10/5
01 (2 Pl
: processamento | ,0,2
Ha = 10/8
A
0,3 0,8
0,5

3: banco de dados
Hs = 9/5

Figura 6.6: Roteamento da API. As setas internas indicam probabilidades
ap6s um servico; a entrada e os servicos tém taxas por segundo.
As probabilidades de saida sao 0,1, 0,1, 0,5 e 0,8, nas estacdes 1 a
4.
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Exemplo 6.23 — Uma API com retornos entre etapas.

Retomemos a API da abertura, com o roteamento da Figura 6.6. As estacgdes
sdo 1 = entrada da API, 2 = autenticacgao, 3 = banco de dados e 4 = proces-
samento. As taxas, medidas por segundo, e as probabilidades de roteamento
Sao

0 0,5 0,3 0,1
o 0 038 0,1
A=(10,0,0,0),  p=(20,10,9.10),  R={ , " '
0 02 O 0

Por exemplo, metade das requisi¢coes que terminam a entrada segue para au-
tenticacdo, e 20% das que terminam o processamento voltam a autenticacao.
A probabilidade de saida é o que falta para completar cada linha.

As equacodes sao

Y1 = 10, Yo = 5+ 0,2)/4,
Y3 = 3+ 0,8}’2, Ya = 1+ 0,1)/2 + 0,5}/3.

Substituindo a terceira na quarta, resulta y, = 2,5+ 0,5y,. Logo 0,9y, = 5,5 e
y = (10,55/9,71/9,50/9),  p=(1/2,11/18,71/81,5/9).

A rede é estavel, mas o banco de dados é o gargalo: sua utilizacdo é 71/81 =
0,877, e o numero médio de clientes nessa estagao, incluindo o que esta em
servico, é

sde

B xt o /8L _

1—71/81
Se a entrada externa crescer 20% com o mesmo roteamento, todas as taxas
¥ crescem 20%. O banco passa a receber 142/15 > 9 visitas por segundo: a
rede perde estabilidade embora a estacdo de entrada ainda tenha capacidade
disponivel.

Para confrontar a rede com dados reais, é importante distinguir o tempo
de espera do tempo de servico. Um registro util identifica cada requisi¢ao
e os instantes em que ela chega, comeca a ser atendida e termina o atendi-
mento em cada estacdo. Com esses dados, a taxa externa A; pode ser estimada
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dividindo as chegadas pelo tempo de observagéo, e R;; pela proporcio de
servicos que encaminham o cliente de i para j. As saidas da rede também
precisam ser contabilizadas. J& y; é estimada por servicos concluidos divi-
didos pelo tempo em que o servidor esteve ocupado: incluir o tempo de
espera nesse denominador confundiria congestionamento com velocidade
de servico.

O passo seguinte é comparar a ocupacio e os comprimentos de fila pre-
vistos com os registros de um periodo posterior, verificando também se as
duracoes dos servigos se aproximam da lei exponencial. Um cache pode evi-
tar etapas inteiras; o processamento em lotes, as prioridades e os limites de
conexdo podem mudar a dindmica de atendimento. Tempos de servi¢co muito
variaveis também enfraquecem a hipotese exponencial. A forma produto é
um resultado exato para o modelo especificado, mas sua aplicacdo a uma
arquitetura real depende de essas escolhas representarem adequadamente o
sistema.

6.10 PASTA: demonstracio por ciclos’

Retomemos a fila com capacidade K > 1, tentativas de chegada Poisson
de taxa A > 0 e um servidor exponencial de taxa g > 0. Vamos justificar
por que a fracdo de tentativas recusadas tende a 7(K) quase certamente.
O argumento emprega apenas a construcdo por relégios e a lei forte dos
grandes nimeros para variaveis independentes.

Convergéncia da fragdo de recusas. Comece com o sistema vazio. Um ciclo
comeca em uma visita ao estado 0 e termina na proxima volta a 0 depois
de pelo menos uma chegada. Ao retornar a 0, todos os relogios relevantes
recomecam, pela falta de memoria e pelas independéncias do modelo. As
duragdes dos ciclos, as contagens de tentativas e as contagens de recusas
formam, portanto, sequéncias de variaveis aleatérias i.i.d. por ciclos.

Cada ciclo tem duracdo média finita. De qualquer estado ocupado, existe
probabilidade positiva, limitada abaixo uniformemente nos K estados ocupa-
dos, de chegar a 0 em no maximo K mudancas: basta que ocorram servicos
sucessivos sem novas chegadas aceitas. Repetindo tentativas em blocos de
K mudancas, obtemos uma cauda geométrica para o numero de mudan-
cas até esvaziar a fila. Cada espera entre mudancas tem média no maximo
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1/ min{A, u}; logo, o tempo médio do ciclo é finito.

Dentro de um ciclo, denote por D sua duracdo, por O; o tempo total no
estado i, por V; o nimero de permanéncias nesse estado, por A o total de
tentativas de chegada e por R o total de recusas. As taxas de mudanca real
de estado sdo

50:/1, 5IZA+IJ(1SI<K), 5](:/1

Em cada visita a i, a permanéncia tem média 1/4; a escolha do destino é
independente dessa espera. Ha um cuidado ao somar essas contribuicdes: o
numero de visitas é aleatorio. Para cadar > 1, o evento de ocorrer uma r-
ésima visita ja esta decidido antes dos sorteios dessa visita. Sua contribuicio
esperada é, portanto, P(V; > r)/8;. Somando em r, obtemos

K
EQ; = —, ED = ) EO; < co.

O i=0
Da mesma forma, o nimero esperado de transi¢oes reais de i para j durante
o ciclo é W)

q,J .
£V, T2 = 4. O
i

O ciclo comeca e termina em 0, de modo que, para cada estado j, as entradas
e saidas ocorrem no mesmo numero. Tomando esperangas,

> 46, )EO; = §EO;.

=]

Logo, os pesos w; = EQ; satisfazem wQ = 0. Ao normaliza-los pela soma
ED, obtemos uma distribuicao estacionaria. Como a fila finita é irredutivel,
essa distribuicao € a tinica estacionaria . Portanto,
% = n(K).
ED
Agora contemos as tentativas de chegada segundo o estado encontrado
imediatamente antes de cada tentativa. Os mecanismos sdo diferentes no
interior da fila e quando ela esta cheia.
Se i < K, uma chegada ¢é aceita e encerra a permanéncia em i. A visita
contribui com uma tentativa se termina por chegada e com zero se termina
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por servico. Essa contagem é Bernoulli de pardmetro 1/8;, incluindo o caso
i = 0, em que o parametro é um.

Em i = K, uma tentativa é recusada e ndo produz salto da cadeia. A
mesma permanéncia pode, portanto, conter varias recusas. Sua duracao S é
exponencial de taxa p, independente das tentativas de chegada. Condicio-
nada a S = s, a contagem de recusas tem lei Poisson(As), com média As. Sem
condicionar na duracao, ela é geométrica em INy: contamos chegadas antes
do primeiro servigo, pelo mesmo argumento do Exemplo 5.9. Em particular,
sua média é

/1E5=& A

TS

Assim, embora as contagens por visita tenham leis diferentes, sua média é
A/d; nos dois casos. Somando por visitas, com a mesma justificativa usada
para os tempos de ocupacido, obtemos

K
EA=1Y EO;=AED,  ER= AEOg.

i=0
Assim,
EO
ER _ EVk _ 7(K).
EA ED

Para os primeiros m ciclos completos, a lei forte dos grandes numeros da

M —> ER _ n(K) quase certamente.

A+ + A, EA
O numero de ciclos completos até o instante t tende a infinito quando t — oo,
pois os ciclos tém duracdo média finita e positiva. Se m ciclos terminaram
até t, as contagens crescentes de tentativas e recusas permitem limitar a
razdo R(t)/A(t) entre

Ry + - +R, Ry + -+ Rpi1
€ .
A+ -+ Apa AL+ + Ay

Ambos os extremos tém o mesmo limite 7(K). Isso estende a convergéncia
atodot — co. Se a fila comeca ocupada, basta descartar o trecho inicial até
sua primeira visita a 0, que é finito quase certamente. ]
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6.11 Modelo de Jukes—Cantor’

A uniformizacdo também aparece em modelos de evolucdo molecular.
Neste exemplo, um mesmo sitio pode sofrer varias substituicdes, e a base
observada no final ndo informa diretamente quantas mudancas ocorreram.
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Exemplo 6.24 — Quatro nucleotideos e substituicdes.

Considere os quatro nucleotideos A, C,G,T. No modelo de Jukes—Cantor,
cada base muda para cada uma das outras trés a mesma taxa p > 0 por
unidade de tempo. Assim, o gerador tem entradas y fora da diagonal e —3u
na diagonal.

Podemos uniformizar a cadeia com um reldgio de taxa 4u: quando ele
toca, escolhemos uniformemente uma das quatro bases, permitindo que a
base sorteada seja a atual. Depois do primeiro toque, o estado é uniforme.
Portanto,

_ 1 _
P(x,y)=e 4”t1{x:y} + " (1—e ).

Em particular, a probabilidade de a base observada ser diferente da inicial é

3 -
f==(1-e").
4
Se v = 3ut é o numero esperado de substitui¢des reais por sitio, entdo, para

0< f<3/4,
V= —§10g<1—ﬂ>.
4 3
O logaritmo corrige o fato de que varias substituicdes no mesmo sitio podem
esconder umas as outras: observar uma diferenca nio é o mesmo que contar
todas as mudancas ocorridas.

O modelo foi proposto por Jukes e Cantor (1969) no estudo da evolucdo
molecular.

6.12 Ramificacdo e imigracio

Uma populagido pode crescer por reproducdo dos individuos presentes
ou pela chegada de individuos de fora. Essa distincdo altera o significado
de encontrar a populagio vazia. Sem imigracao, zero é absorvente; com imi-
gragao, novas chegadas podem repovoar o sistema. Estudaremos primeiro a
reproducao e a morte e, depois, acrescentaremos a entrada externa.
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6.12.1 Familias que evoluem em seus proprios relégios

Retomemos o modelo do Exemplo 6.7. Cada individuo produz um novo
individuo a taxa A > 0 e morre a taxa p > 0, independentemente dos demais.
Se Z; é o tamanho da populacgio, suas taxas sido

q(n,n+1) = An, q(n,n—1) = un, n>1,

e zero é absorvente. Um nascimento aumenta o total em um, enquanto uma
morte o diminui em um. Os tempos entre mudancas dependem do tamanho
atual: com n individuos, ha n pares de relogios competindo.

Ha uma descricdo equivalente que deixa a arvore de descendéncia mais
visivel. Ponha a = A + p. Cada individuo vive até tocar um relogio expo-
nencial de taxa a. Nesse instante, é substituido por dois individuos com
probabilidade A/a ou por nenhum com probabilidade u/a. A corrida de
exponenciais justifica as probabilidades. Na primeira op¢ao, substituir um
por dois produz o mesmo aumento de uma unidade que um nascimento; na
segunda, retirar o individuo produz a morte. Depois de uma substitui¢édo
por dois, as duas familias usam sorteios independentes e obedecem a mesma
regra original.

Precisamos primeiro saber que essa construcdo ndo acumula infinitos
eventos em tempo finito. Podemos construi-la dentro de uma arvore maior:
nela, todo individuo vive um tempo exponencial de taxa a e é sempre subs-
tituido por dois. Essa populacdo maior é um processo de Yule de taxa a.
Marcamos inicialmente seu individuo. Quando um individuo marcado se
divide, marcamos os dois filhos se o sorteio do modelo original indica nasci-
mento; se indica morte, nio marcamos nenhum. Filhos de individuos nao
marcados continuam sem marca. O nimero de individuos marcados tem as
taxas de Z. Como o processo de Yule é nao explosivo, pelo Exemplo 6.10,
ha apenas finitas divisdes da arvore maior em cada intervalo limitado. O
mesmo vale para os eventos da populagdo marcada.

Essa construcido fornece também duas estimativas que usaremos nas
provas. Se Y é a populagdo maior, iniciada em um individuo, entdo

0<Z <Y,  EY)=e

pela Proposicao 6.13. Além disso, cada mudanca de Z corresponde a uma
divisdo de Y. Para h > 0,

Zin — 2] < Yion = Y3
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A desigualdade conta eventos: cada mudanca do total marcado tem modulo
um, e cada divisdo da arvore maior aumenta seu total em um. Tomando

€sperancas,
ElZn— 7] < palt+h) _ pat

Em particular, a média de Z, é finita e depende continuamente de ¢.

Proposicao 6.15 — Geradora da populacao e primeiro evento

Para 0 < s < 1, defina
F(t,s) = E{[s%], 00 = 1.

Entdo a geradora a partir de k individuos é F(t, s)k, e

%(t, ) = p— (A + FQs)+ AFE s F0,5) = s.

Demonstragao. Comegando com k individuos, podemos acompanhar k fa-
milias independentes, cada uma iniciada por um individuo. Seus tamanhos
somam Z;. A geradora de uma soma de variaveis independentes é o produto
de suas geradoras; portanto, o produto tem k fatores iguais a F(t, s).

Agora comecamos com um individuo e condicionamos no instante U de
seu primeiro evento. Se U > t, ainda ha um individuo em t, contribuindo
com s. Se o primeiro evento ocorre em u < t, ha duas possibilidades. A
morte deixa populacéo zero, contribuindo com 1 a geradora. Um nascimento
deixa duas familias independentes, que evoluem durante t — u e contribuem
com F(t—u,s)?. A densidade de U é ae”%; multiplica-la pelas probabilidades
u/ae A/ada

t
F(t,s) = se % 4 J e—au[/l + AF(t — u, 3)2] du.
0

Todos os valores de F estao entre zero e um. Também hé continuidade em t:
se ndo ocorre evento entre ¢ e t + h, os valores de s sdo iguais; em qualquer
trajetoria sua diferenca tem modulo no maximo um. Assim,

|F(t + h,s) — F(t,s)| < P(ha evento de Z entre t e t + h)
S E(Yt+h - },t)’
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e a ultima expressao tende a zero. A mesma estimativa, aplicadadet —hat,
fornece continuidade a esquerda.
Na integral, faca v = t — u e multiplique a identidade por e®:

t
e®F(t,s) = s+ J ea"[p + AF(v, s)z] dv.
0

O integrando agora é uma func¢éo continua. Pelo teorema fundamental do
célculo, a derivada do lado direito é e[+ AF(t, 5)?]. A regra do produto no
lado esquerdo fornece

aF(t,s) + %(t, s) = pu+ AF(t,s)?,

que é a equacdo anunciada. Em ¢t = 0, temos Z; = 1 e F(0,s) = s. |

A equagdo tem solucdo tnica entre as funcdes com valores em [0,1] e
com a condicdo inicial dada. Para conferir isso diretamente, sejam F e G
duas solucdes, com s fixado, e ponha d(t) = F(t,s) — G(t,s). Subtrair as
equagdes da

d'(t) = [MF,s) + G(t, ) — a]d(2), d(0) = 0.

Multiplicar pelo fator

t

exp(— J [A(F(v,s) + G(v,s)) —a] dv)
0

produz uma fungio de derivada zero e valor inicial zero. Logo d(t) = 0.

Essa verificacdo permite reconhecer uma solucao calculada por separacio

de variaveis ou conferir uma formula candidata.
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Proposicao 6.16 — Média e extincao da populacao
Se Z, = k > 1, entao
Eth = ke()’_'u)t.

A probabilidade de extin¢do a partir de um individuo é

1, A<y,

la s

e, a partir de k individuos, é qk .

Demonstracgao. Para a média, comecamos com um individuo e escrevemos
m(t) = E;Z;. Ela é finita e continua pelas estimativas da arvore maior. Con-
dicionar no primeiro evento, como na prova anterior, da uma contribuicdo
um se esse evento ainda nao ocorreu, zero se ele é uma morte e duas médias
m(t — u) se ele é um nascimento. Portanto,

t

m(t) =e % + ZAJ e “m(t —u)du.
0

Substituindo v = ¢ — u e multiplicando por e,

t
e“'mit) =1+ Z)LJ e“m(v)dv.
0

Podemos derivar essa integral porque seu integrando é continuo. Obtemos
m’(t) = A —a)m(t) = (A — wm(t) e m(0) = 1. A solucao é m(t) = A=t
As k familias independentes somam suas médias, dando a formula geral.

Para a extingdo, olhemos para a arvore de descendéncia, esquecendo por
um momento os comprimentos das vidas. Cada individuo tem zero filhos
com probabilidade y1/a e dois com probabilidade A/a. E uma 4rvore de
Galton-Watson com geradora

O evento de extin¢do dessa arvore é o mesmo que o de extin¢cdo em tempo
continuo. Se a arvore ¢é finita, as finitas vidas que a compdem terminam em
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tempo finito quase certamente. Reciprocamente, se a populacio fica vazia
em tempo finito, a ndo explosdo garante que somente finitos individuos
nasceram até esse instante; nio havera descendentes depois.

Pelo Teorema 4.11, g é o menor ponto fixo de f em [0, 1]. A equacéo se
fatora como

A = (A+ g+ p=(g—1)(Ag—p) = 0.

Se A < p, aoutraraiz /A é pelo menos um, e a menor raiz no intervalo é um.
Se A > p, essa raiz pertence a (0,1) e é a menor. Finalmente, as k familias
precisam desaparecer para que o total desapareca; pela independéncia, a
probabilidade é g*. |

Exemplo 6.25 — Uma populaciao critica pode crescer enquanto sobre-
vive.

TomeA=p=b>0eZy=1. Amédiaé EZ; = 1 paratodot, mas a extin¢io
eventual tem probabilidade um. Podemos enxergar as duas afirmacdes no
mesmo calculo. A probabilidade de ja estar extinta em ¢t é q(¢) = F(¢,0). A
equacdo da geradora da

g =b(1—q®)*  q0)=0.

A funcéo q(t) = bt/(1 + bt) satisfaz a equacéo e a condigdo inicial: sua
derivada é b/(1 + bt)?, enquanto 1 — g(t) = 1/(1 + bt). Pela unicidade
verificada acima, essa é a solucdo. Logo,

1
1+ bt

Como Z; = 0 no complemento desse evento, a esperanca total fornece

e, portanto, E(Z; | Z; > 0) = 1 + bt. Entre as populacdes que ainda sobrevi-
vem, o tamanho médio aumenta; a probabilidade de pertencer a esse grupo
diminui na proporc¢ao inversa.
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6.12.2 Quando chegam individuos de fora

Suponha agora que novos individuos cheguem por um processo de Pois-
son de taxa v > 0, independente dos nascimentos e mortes da populagao. As
taxas passam a ser

b, = An+v, d, =pn, n>0,

com dy = 0. Usamos by, d,, nesta subsec¢ao para distinguir as taxas totais das
taxas individuais A, . Em zero, o préximo evento é uma imigracéo; o estado
deixou de ser absorvente.

Esse processo também ndo explode. Para ver isso, ignore as mortes e
domine os nascimentos e imigracdes por um processo cuja taxa, quando o
total é n, é c(n + 1), com ¢ = A +v. Se o total original é n e o total maior é
m, mantemos n < m. Em uma tentativa do processo maior, aumentamos seu
total em um e aceitamos também um nascimento ou imigracao no processo

original com probabilidade
An+v

c(m+1)

Essa razao esta entre zero e um, pois An +v < ¢c(n+ 1) < c(m + 1). As
mortes s6 diminuem o total original, portanto a desigualdade entre os totais
é preservada. Acrescentar um ao seu estado produz um processo de Yule
de taxa ¢, que ndo explode. Assim, em tempo limitado ha apenas finitos
nascimentos e imigragdes no processo original. O niimero de mortes néo
pode exceder o total inicial mais esses nascimentos e imigragdes. Portanto,
o numero de todos os eventos também ¢ finito.
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Proposicao 6.17 — Equilibrio com reproducao e imigracao
Suponha 0 < A < ppev > 0. Defina
LA+
wy = 1, wn:gm, n>1.
Entdo C = ) 5wy < o0, e 1(n) = w;,/C é estacionaria. Sua média é

v

E. X = .

No caso particular v = A, a distribuicdo é geométrica:

an)=Q1-p)p", p=4i/p, nx0.

Demonstragao. Todas as taxas de subida sdo positivas e as de descida séo
positivas fora de zero; logo, a cadeia é irredutivel. Ja verificamos a nao
explosdo. Os pesos sdo exatamente os do Teorema 6.9. Falta justificar sua
soma e, para calcular a média, a soma dos pesos multiplicados por n.
O quociente entre pesos consecutivos satisfaz
Wnt1 An+v A

= — —=p<1
Wn p(n+1) H

Escolha um ntimero r entre p e um. A partir de algum ng, temos w1 < rw,.
Repetir a desigualdade da wy ,; < w7/, e a cauda da série dos pesos é
limitada por uma série geométrica convergente. Assim, C < oo e o teorema
citado fornece a estacionaria.

A mesma comparagdo garante média finita. De fato,

D (ng + Wi < Wy D (g + ! < oo,
j=0 =0

Na tltima soma, usamos Y7/ = 1/(1 —r) e Y jr' = r/(1 —r)?. Essas
identidades seguem da soma geométrica e de sua derivada para 0 <r < 1.
Por construcédo dos pesos, o balango detalhado em cada aresta é

a(n)(An+v) =n(n+ Du(n + 1).
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Somamos em n > 0. As duas somas sdo finitas pela integrabilidade que
acabamos de provar; mudar o indice m = n + 1 no lado direito da

AE, X +v = Z uma(m) = pE; X.
m>1

Isolar a média fornece v/(u — A).
Se v = A, cada fator do produto é A(j+1)/[u(j+1)] = p. Portanto w, = p",

C=1/A-p)en(n)=(1-p)p". u

Exemplo 6.26 — Mesma chegada externa, diferentes tamanhos mé-
dios.

Considere taxas por diav = 1, g = 3 e A = 1. Os pesos sdo (1/3)", a
estacionaria é 7(n) = (2/3)(1/3)" e amédia é 1/2 individuo. Se a reprodugao
individual aumenta para A = 2, mantendo as outras taxas, os pesos passam

a ser
n—1

2j+1
Y = H 3G+ 1)
Jj=0
cuja série continua convergente, mas a média sobe para 1/(3 —-2) = 1. A
entrada externa nao mudou: a diferenca vem dos descendentes produzidos
depois da chegada.

O evento {X; = 0} agora significa que a popula¢io esta vazia naquele
instante. Ele nao significa extin¢do definitiva, porque uma chegada externa
podera repovoa-la. O modelo sem imigracdo e o modelo com imigracdo
respondem, portanto, a perguntas diferentes sobre o desaparecimento.

6.12.3 Uma ponte para vidas que dependem da idade

As vidas exponenciais permitem descrever a populaciao apenas pelo nu-
mero de individuos: o tempo que cada um ja viveu néo altera sua espera
residual. Com outras leis, essa reducdo pode deixar de funcionar. Por exem-
plo, se as vidas sdo uniformes entre um e dois anos, um individuo com poucos
meses ndo morrera nas proximas semanas, enquanto um que ja viveu quase
dois anos tem uma espera residual curta. Familias nascidas em instantes
diferentes podem ter o mesmo nimero de individuos e idades diferentes. A
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contagem sozinha deixa de distinguir essas situacoes e pode ndo conservar
a informagao necessaria para prever o proximo intervalo.

Processos de Bellman-Harris permitem vidas com distribui¢do mais geral,
seguidas de reproduc¢ido no fim da vida. Para acompanhar o mecanismo,
precisamos guardar informacdes sobre as idades, ou usar ferramentas de
renovacao. Essa extensao mostra o papel da hipotese exponencial no modelo
estudado aqui. A contagem e os reldgios individuais voltam a ser uma
escolha de estado que deve ser justificada.

6.13 Dormir, aguardar ou trabalhar’

Um equipamento pode consumir pouca energia enquanto dorme e mais
energia quando esta disponivel para trabalhar. Acorda-lo frequentemente
melhora sua disponibilidade, mas também altera o consumo. Vamos cons-
truir um modelo pequeno em que as duas quantidades podem ser calculadas.

Exemplo 6.27 — Trés estados de um equipamento.

O estado é D quando o equipamento dorme, P quando esta pronto e T
quando executa uma tarefa. As tentativas de chegada de tarefas formam um
processo de Poisson de taxa A > 0. Uma tarefa é aceita somente em P; nesse
caso, comeca imediatamente e o estado passa a T. Tentativas em D ou em T
sdo recusadas. Nao ha fila de espera.

Enquanto dorme, o equipamento acorda depois de um tempo exponencial
de taxa @ > 0 e passa a P. Enquanto esta pronto, um relégio independente
de taxa ff > 0 pode manda-lo dormir. Uma tarefa aceita exige servico expo-
nencial de taxa y > 0; ao terminar, o equipamento volta a P. Todos esses
relogios, as chegadas e os novos sorteios apos cada mudanca sdo independen-
tes. Os tempos exponenciais sao hipoteses deste modelo simplificado; nédo
descrevemos os temporizadores de um protocolo especifico de comunicacao.

Na ordem D, P, T, o gerador é

- a 0
Q=| g -(B+H 2
0 H —H

Em D, as tentativas recusadas ndo mudam o estado, e a tinica saida real é o
despertar, de taxa @. Em P, os relogios de dormir e de receber uma tarefa
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competem, dando saida total f + A. Em T, a inica mudanca real é o fim do
servico, de taxa p. Cada diagonal é o negativo da soma das outras entradas
de sua linha.

U
dormindo pronto trabalhando

Figura 6.7: Os relogios determinam mudancas reais de estado. Tentativas
recusadas em D e T nio aparecem como setas.

Proposicao 6.18 — Disponibilidade e poténcia em equilibrio

Escreva 8
L=1+24+2
a p
A distribuicéo estacionaria do equipamento é
B/a 1 Al p
D)= —, P)= -, T) = ~L.
wD)= L5, A =7, A=

Se as poténcias consumidas nos estados sio ¢p, cp, cr, a poténcia espe-
rada quando o equipamento esta em equilibrio é

cpB/a+cp+erhA/p
- .

=

Demonstracao. O espaco é finito, todas as quatro taxas das setas sao positivas
e as setas ligam os trés estados nos dois sentidos. Assim, a cadeia é irredutivel
e ndo explosiva. O balanco detalhado nas duas arestas exige

n(D)a = n(P)p, m(P)A = n(T)p.
Logo n(D) = (f/a)n(P) e n(T) = (A/p)x(P). A normalizacdo da

1:nan+mm+na):0+§+%)ﬂm,
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fornecendo as trés probabilidades. Como satisfazem o balan¢o detalhado,
formam uma distribuicdo estacionaria, pelo Teorema 6.8. Finalmente, em
equilibrio a poténcia é uma variavel que assume os valores cp, cp, cr com
essas trés probabilidades. Sua esperancga é cpm(D) + cpr(P) + crz(T), que é
a expressao anunciada. (]

A probabilidade de encontrar o equipamento pronto para aceitar uma
tarefa, quando o estado observado tem lei estacionaria, é 7(P). O fluxo
estacionario de tarefas aceitas é Ax(P): a taxa de transicio P - T é A. O
mesmo balanco da Ax(P) = pn(T), igualando os fluxos de inicio e de término
de servigo. A poténcia calculada é uma esperanca sob a lei estacionaria.

Podemos tornar o compromisso do modelo explicito. Mantendo as outras
taxas fixas, aumentar @ diminui f/a, portanto aumenta 7(P) = 1/L e o fluxo
de tarefas aceitas. Se dormir consome menos que os outros dois estados,
isto é, cp < cp e cp < cr, escrevemos

(ep —cp) + (A/p)(er —cp)
14+ f/a+A/u

O numerador da fracdo é positivo e permanece fixo; seu denominador dimi-
nui quando @ aumenta. Portanto, a poténcia esperada também aumenta. A
melhoria no atendimento tem um custo de energia que o modelo permite
quantificar.

E:CD+

Exemplo 6.28 — Acordar mais depressa.
Tome taxas por minuto ¢« = 1/2, f = 1/4, A = 2 e u = 4. Os pesos relativos
dos estados sdo 1/2,1,1/2, cuja soma é dois. Assim, 7 = (1/4,1/2,1/4) na
ordem D, P,T. Se cp = 1, cp = 3 e cp = 7 watts, entdo

1 1

Ezl-—+3-—+7-lzzwatts,
4 2 4 2

An(P) = 1 tarefa por minuto.

Duplicar a taxa de despertar para &« = 1 muda os pesos para 1/4,1,1/2, cuja
soma é 7/4. Agora

Arn(P) = g tarefa por minuto.
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A probabilidade estacionaria de estar dormindo diminui; o equipamento
atende um fluxo maior e consome mais poténcia esperada.

Outra aplicacdo tecnologica é a redundéancia: um servidor reserva pode
assumir o servi¢o quando o principal falha. A comutagao automatica pode
falhar, pode haver interven¢ao manual e o servidor danificado pode ser repa-
rado. O Exercicio 6.22 propde um modelo de quatro estados para construir
o gerador e calcular previsdes por uniformizacgio. Ele separa trés perguntas:
se ocorreu perda definitiva, se o servico esta disponivel no instante obser-
vado e se o servico ja sofreu alguma interrupgdo. Reparos tornam essas
perguntas diferentes.

6.14 Exercicios complementares

Os primeiros exercicios usam a Sec¢ao 6.9; os seguintes retomam as apli-
cacdes opcionais de ramificacdo, energia e redundancia.

*

Exercicio 6.16 — Duas estacdes em série

Na rede de duas estacoes em série, tome A = 3, iy = 5 e iy = 4, em clientes
por hora. Calcule a probabilidade de a rede estar vazia e o nimero médio
total de clientes em equilibrio. Qual estacdo tem maior utiliza¢do?

Exercicio 6.17 — Independéncia e reversibilidade na rede’

Explique por que independéncia dos comprimentos das filas em um instante
de equilibrio nao implica independéncia de suas trajetorias. Na rede em série,
dé uma transicdo de taxa positiva cujo movimento inverso tenha taxa zero.

Exercicio 6.18 — O limite de capacidade da API'

Mantenha o roteamento e os servigos da API e denote sua taxa externa por
a. Determine o maior intervalo de valores a > 0 para o qual a rede ¢ estavel.
Se a taxa do banco de dados aumentar de 9 para 12, encontre o novo limite
para a e identifique o gargalo.
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6.14.1 Ramificacao, energia e redundancia’

*
Exercicio 6.19 — Familias em tempo continuo

Cada individuo de uma populagao produz um novo individuo a taxa 2 por
dia e morre a taxa 3 por dia, independentemente dos demais. Comece com
dois individuos.

1. Determine a média da populacédo no dia ¢ e a probabilidade de extin¢ao
eventual.

2. Comecando com um individuo, verifique pela equacdo da geradora que a
probabilidade de extingdo até ¢ é

3(1—e?)

l) = .
40 3—2¢!

Use-a para calcular a probabilidade de a popula¢éo inicial de dois indivi-
duos ainda estar viva no dia t.

3. Calcule o tamanho esperado no dia ¢, condicionado a ainda haver indivi-
duos, e interprete o seu limite quando ¢ cresce.

*

Exercicio 6.20 — Estar vazia e desaparecer

Uma populacdo tem taxas individuais de reprodugao A = 2 e de morte g = 5
por dia, e recebe imigrantes a taxa v = 2 por dia.

1. Determine as taxas totais a partir de n, a distribuicao estacionaria, a
probabilidade estacionaria de populacdo vazia e a média estacionaria.

2. Se a taxa de imigracdo sobe para v = 4, mantendo as demais, escreva os
pesos estacionarios e calcule a nova média. Simplifique os pesos e sua
soma para obter a probabilidade estacionaria de vazio.

3. Explique por que, neste modelo com imigracgao, estar em zero em um
instante nao é o mesmo evento que a extincdo definitiva do modelo sem
imigracdo. Calcule a probabilidade de permanecer em zero durante mais
de meio dia, partindo de zero, nos dois valores de v.
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Exercicio 6.21 — Energia e atendimento’

No modelo da Secdo 6.13, tome taxas por minutoa = f=1,A =2e u = 3.
As poténcias nos estados D, P, T sdo, respectivamente, 0, 1 e 4 watts.

1. Escreva Q e calcule a estacionaria, a poténcia esperada em equilibrio e o
fluxo estacionario de tarefas aceitas.

2. Repita os calculos quando « é duplicada. Qual é o ganho no fluxo e qual
¢ o aumento de poténcia esperada?

3. Suponha que o projetista substitua o despertar exponencial por um des-
pertar que ocorre exatamente um minuto depois de entrar em D. Explique
por que os trés estados ja ndo conservam toda a informacao necessaria
para prever o proximo intervalo.

Exercicio 6.22 — Um servidor reserva: projeto computacional

Um servi¢o tem um servidor principal e um reserva. Use os estados: A,
principal funcionando e reserva pronto; B, reserva funcionando enquanto o
principal é reparado; M, servigo interrompido enquanto se realiza comutagao
manual; F, perda definitiva, um estado absorvente.

Em A, o principal falha a taxa 1/10 por hora. Uma falha é seguida de
comutacgdo automatica instantanea para B com probabilidade 4/5, ou exige
comutacdo manual e levaa M com probabilidade 1/5. Em B, o reparo termina
a taxa 1 por hora e devolve o sistema a A; o reserva falha a taxa 1/5 por
hora e leva a F. Em M, a comutacdo manual termina a taxa 2 por hora e
leva a B; o reserva pode falhar antes dela, a taxa 1/5 por hora, levando a F.
Todos os tempos sdo exponenciais independentes e todos os novos sorteios
também sao independentes. Neste modelo, o reserva nao falha enquanto
aguarda em A, e ndo ha reparo nem recuperacao a partir de F. O servico
esta disponivel em A e B. Comece em A.

1. Construa Q na ordem A, B, M, F, justificando inclusive as duas taxas que
saem de A.

2. Defina S(t) = Po(Hp > t), D(t) = Po(X; € {A, B}) e I(t) = P s(Hypg 5y >
t). Explique as trés medidas e prove I(t) < D(t) < S(¢). Por que uma
trajetéria que entra em M e depois volta a B contribui diferentemente
para elas?
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3. Use uniformizagio com taxa A = 3 por hora para calcular as trés medidas
emt = 1,5, 10 horas, com erro de truncamento inferior a 107°. Para S, D,
use a cadeia de quatro estados. Para I, crie um estado absorvente de
interrupcao que retina M e F assim que um deles é atingido. Justifique o
controle do erro pela cauda de uma Poisson de média At.

4. Calcule EqHf e EqHyy Fy por analise de primeiro passo. Explique por
que mudar somente a taxa de comutagdo manual pode mudar S e D, mas
nao muda I.



CAPITULO

7

Martingais

E possivel transformar um jogo justo em uma fonte
de lucro escolhendo melhor as apostas ou o instante
de parar? Para responder, precisamos examinar a
informacao disponivel em cada decisdo e o capital
necessario para manter a estratégia.

A esperanca condicional permite distinguir o que ja foi observado do que
ainda pode acontecer. Com ela, descreveremos jogos cuja média é preservada
a cada passo e estudaremos o efeito de escolher as apostas ou interromper
a partida. A ruina do jogador, resolvida por primeiro passo no Capitulo 2,
ganhara uma nova demonstragao: em lugar de resolver uma recorréncia,
procuraremos uma funcédo do estado cuja média se conserve.

Esse caminho levara as probabilidades de saida, as duracdes médias e a
identidade de Wald. Em cada aplicacdo, sera preciso verificar quando uma
identidade valida em tempos fixos continua valida no instante aleatério da
parada. As secOes opcionais retomam essas ideias no controle de falsos
positivos em testes sequenciais e na selecdo de caminhos em modelos de
reforco.

346



7 Martingais 347

7.1 Esperanca condicional: da particao a
informacao

Um dado equilibrado foi lancado, mas alguém revela apenas se o resultado
estaem A; = {1,2}, Ay = {3,4} ou A3 = {5,6}. Que valor devemos prever
para o resultado Y?

Exemplo 7.1 — Uma informacao parcial sobre um dado.

A previsdo média é 3/2 em Ay, 7/2 em Ay e 11/2 em A3. Antes de receber
a informacao, a propria previsio é a variavel

3 7 11
Z = ElAl + EIAZ + 71A3-

Cada parte tem probabilidade 1/3, de modo que E(Z) = 7/2 = E(Y).

Revelar a parte muda a previsao de cada observador, mas preserva a
média global. Nao precisamos conhecer o resultado exato para construir
uma previsao que use toda a informacao recebida.

Para uma variavel integravel Y e um evento A, escrevemos E(Y; A) =
E(Y1,). Se P(A) > 0, a média de Y entre os resultados que pertencem a A é
0 nimero

E(Y;A)
P(A)
Agora considere uma particdo Ay, ..., Ax do espaco de resultados. Se a in-

formacdo & revela em qual dessas partes estamos, a previsdo deixa de ser
um Unico nimero: seu valor depende da parte revelada. Definimos

E(Y; Ap)
2. P(A) N

E(Y|A) =

EY|%)=
Nas partes de probabilidade zero podemos atribuir qualquer valor finito.
A féormula tem uma propriedade que explica por que é a previsdo ade-
quada: em cada parte A;, ela preserva a média de Y. De fato,

E(E(Y | €); A;) = E(Y; A)).

O mesmo vale para qualquer unido dessas partes: basta somar as igualda-
des. Assim, a previsdo usa as distin¢des permitidas pela informacéao, sem
distinguir resultados dentro de uma mesma parte.
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Usaremos letras como & e # para representar informagdes e escreve-
remos # < & quando & revela tudo o que ja era conhecido em 7. Se a
informacao distingue uma quantidade enumeravel de historias, a mesma
definicao vale, com uma soma enumeravel sobre partes de probabilidade
positiva. Nesse caso, E|Y| < co garante a convergéncia absoluta das médias
ponderadas.

Ha uma segunda situagdo recorrente: o passado pode conter valores
reais, mas a proxima variavel aleatoria ¢ é independente dele. Nesse caso,
mantemos fixa a historia e fazemos a média apenas sobre o novo incremento.
Por exemplo, se S, é conhecido e E&, ;1 = u, com &, independente de todo
o passado, entdo

E(Sy + & | Fn) = Sy + .
Isso é apenas a média de uma soma com uma parcela conhecida e outra
independente. Para fun¢des mais gerais dos incrementos, usaremos do
mesmo modo somas ou integrais usuais de uma variavel.

Esse tratamento por histdrias enumeraveis e novos incrementos inde-
pendentes é suficiente para os modelos deste capitulo. Nao pretendemos
aqui desenvolver a defini¢do de esperancga condicional para informagoes
completamente gerais. Todas as igualdades e desigualdades entre previsoes
condicionais sdo entendidas quase certamente.

Calcular a média de um incremento independente

Suponha que X possa ser determinado a partir de uma informagao &
e que Y seja independente de tudo o que ela revela. Para uma funcédo
g com as esperancas abaixo bem definidas e g(X,Y) integravel, vale a
regra

E[g(X.Y) | Z] = p(X), o(x) = E[g(x,Y)].

Primeiro mantemos fixo o valor ja conhecido de X. Depois calculamos
a média de g(x,Y) usando somente a distribui¢do do novo incremento
Y. Por exemplo, se Y tem densidade fy, essa média é a integral usual

)= jR £Ge Y 3) dy.

Para histéricos enumeraveis, a regra segue da definicio por parti¢des
e da independéncia. Para histoéricos de valores reais, admitiremos sua
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validade nas situagdes descritas, sem desenvolver a teoria geral da es-
peranca condicional.

Proposicao 7.1 — Regras de calculo

Nas situacoes de condicionamento descritas acima, se Y, Z sdo inte-
graveis, a,b € Re # < &, entédo

E@aY +bZ | ©) =aE(Y | )+ bE(Z | ©),
E(E(Y | ©)) = EQY),
E(EY|9)|#)=EY | %).

Se X pode ser determinada com a informacdo & e XY ¢é integravel,
entao
E(XY | %)= XE(Y | ©).

Se Y é independente de tudo o que foi revelado por &, entdo E(Y |
€)= EY). SeY < Z, entio E(Y | €) < E(Z | €). Também vale
[ECY | @) < E([Y]| &).

A terceira identidade é a propriedade da torre: prever com mais informa-
cdo e depois voltar a informacdo menor da a mesma previsdo que comecar
pela menor.

Demonstra¢ao. Comecemos por uma particio {A;} que descreve &. Nesta
demonstracdo, omitimos das somas as partes de probabilidade zero, que
nao contribuem para nenhuma esperanca. Em cada parte de probabilidade
positiva, a esperancga condicional é uma média usual. Assim, a linearidade

decorre de
E(aY + bZ, Al) _ E(Y, Al) bE(Z, Al)

=a + .
P(A;) P(A;) P(A;)
Multiplicar cada média por P(A;) e somar fornece E(E(Y | €)) =
2 E(Y5 A) = E(Y).
Para a propriedade da torre, seja B uma parte de probabilidade positiva
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da particao que descreve #'. Como # < &, ela é unido de partes A;. Logo,

E(Y; A)
P(A;)

E(EY |9):B)= ).

lAlgB

P(A,) = E(Y; B).

Dividir por P(B) prova a identidade em cada parte de #. A integrabilidade
de Y garante a convergéncia absoluta das somas, pois ) ; |[E(Y; A;)| < E[Y].
Se X é determinado por &, ele assume algum valor constante x; em cada
parte A;. Por isso,
E(XY; A;) = E(Y; A,
e, ao dividir por P(4;), obtemos E(XY | &) = XE(Y | €). Nao estamos

supondo que X seja limitado. Para conferir que a expressao do lado direito
¢ integravel, observe que

DIl E(Y: Al < ) E(IXY]; A)) = E|XY| < oo,
i i

A independéncia, por sua vez, da E(Y;A;) = E(Y)P(4;), de onde E(Y |
&) =EY). AordemY < Z é preservada ao tomar médias em cada parte.
Finalmente, a desigualdade triangular da

- E(|Y]; Ai)’
P(A))

E(Y; Ap)
‘ P(4A;)

que € a ultima regra.

Isso demonstra as propriedades quando a informacéao ¢ descrita por uma
particdo finita ou enumeravel. Para informagdes produzidas por historicos
de valores reais, admitiremos essas mesmas propriedades nas situacoes usa-
das no livro, juntamente com a regra da Observagédo 7.1. Continuaremos a
manter fixa a historia e integrar somente o novo incremento. A demons-
tracdo por particdes, contudo, ndo constitui uma demonstracao desse caso
mais geral. |

7.2 Filtracoes e informacao

Ao acompanhar um processo, reunimos as observacoes feitas até cada
instante. Para formular quais decisdes podem usar essas observacoes, preci-
samos registrar como a informacao se acumula.
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Definicao 7.1 — Filtracao

Uma filtragao é uma sequéncia de informacdes acumuladas
Fo X F1 L Fy L e

Aqui #, representa tudo o que esta disponivel até o instante n. A
filtrag¢ao natural de um processo (X,,) é a informacao revelada pela
histéria X, ..., Xj,.

A relacdo #, < F,,1 diz que, ao avangar um passo, podemos aprender
algo novo, mas ndo esquecemos o que ja era conhecido.

Definicao 7.2 — Processo adaptado

Um processo (M,) é adaptado a filtracao (F,) se, para cada n, seu valor
M, pode ser determinado com a informacdo F,; isto é, o processo nao
antecipa o futuro.

Exemplo 7.2 — Informacao revelada por lancamentos.

Se &, &, ... sdo lancamentos independentes de uma moeda, tome como %,
a historia dos n primeiros resultados. A soma S, = & + - + &, é adaptada,
enquanto &,,; ndo pode ser determinada com %,: o proximo lancamento
ainda nao foi observado.

Definicao 7.3 — Martingal, submartingal e supermartingal

Seja (M,,) um processo adaptado a (#,) e tal que E|M,| < oo para todo
n. Dizemos que (M,,) é um martingal se

E(Mn+1 | 9n) = Mn-

Ele é um submartingal se a igualdade é substituida por >, e um super-
martingal se é substituida por <.
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A condi¢io E|M,| < oo garante que as previsdes condicionais sejam inte-
graveis e que possamos tomar suas médias. Sem esse controle, as expressoes
poderiam envolver diferencas indefinidas, como co — co.

Condicionada a informacao disponivel em n, a média do incremento
My, 11 — M, é zero em um martingal, ndo negativa em um submartingal e
nao positiva em um supermartingal. Os prefixos podem parecer invertidos a
primeira leitura: em um submartingal, o valor atual fica abaixo da previsao
do préoximo valor; em um supermartingal, fica acima. Eles descrevem essa
desigualdade, ndo a qualidade do jogo.

Proposicao 7.2 — Propriedades basicas

Se (M,,) e (N,,) sdo martingais relativamente a mesma filtracio e a,b €
R, entdo (aM,, + bN,,) é um martingal. Além disso, param < n,

E(Mn | gm) = My, € E(Mn) = E(MO)

Para submartingais, E(M,,) é ndo decrescente; para supermartingais, é
nao crescente.

Demonstragao. Primeiro, aM, +bN, é adaptado a filtracdo comum e integra-
vel, pois
ElaM,, + bN,| < |a|E|M,,| + |b|E|N,| < oo.
Pela linearidade da esperanca condicional,
E(aMy 1 + bNyyq | F) = aMy, + BN,

o que verifica todas as condi¢des de martingal. Na segunda afirmacao, o caso
m = n é imediato, pois M, ja é determinado por &,. Se m < n, aplicamos
repetidamente a propriedade da torre:

E(Mn | g'—m) = E(E(Mn | gn—l) | g'—m) = E(Mn—l | g'—m) = = My,

Tomando esperangas, obtemos E(M,,) = E(M,,) e, em particular, E(M,,) =
E(M,). Para um submartingal, a preservacio da ordem e a propriedade da
torre dao

E(Mn+1) = E(E(Mn+1 | 9n)) > E(Mn)
Iterar essa desigualdade prova a monotonicidade anunciada. Para um super-
martingal, o mesmo célculo tem a desigualdade invertida. |
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7.3 Exemplos

Nos exemplos a seguir, a filtracdo natural contém tudo o que foi obser-
vado até o instante n. Para verificar a propriedade de martingal, separaremos
a parte ja conhecida do préximo incremento e calcularemos sua média con-
dicional. Essa mesma operacdo aparecera em formas distintas: retirar uma
deriva, compensar o crescimento de um quadrado ou normalizar um pro-
duto.

Exemplo 7.3 — Uma caminhada sem deriva.
Sejam &, &, ... variaveis i.i.d. integraveis, com E(&) = p, e seja

Sn:SO+§1+"'+§n9

onde S, é constante. Em relagao a informacao &%, revelada por &,...,§,, o
processo
M,=S§,—nu

¢ um martingal. Sem retirar a deriva, S,, € um supermartingal quando y < 0
e um submartingal quando u > 0.

Demonstragao. O valor de M, depende somente dos incrementos ja obser-
vados, logo é adaptado. A soma finita de incrementos integraveis garante a
integrabilidade, com a estimativa

n
EIM,| < 1Sol + Y Elé| + nlul < oo,
k=1
Como &, é independente da histéria até n, temos
E(Mn+l - M, | gn) = E(gn—i-l —H | 9n) =0.

Como M, é conhecido em &%,, a igualdade acima equivale a E(M,,,{ |
Fn) = M,. Para o processo sem compensacao,

E(Sn+1 | gn) = Sn +

Se 1 £ 0, o lado direito é no maximo Sy; se g > 0, é no minimo S,,. Isso prova
as duas classificagoes. ]
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Exemplo 7.4 — Quadrado de uma caminhada centrada.

Sejam &, &, ...ii.d., com E(§) = 0 e E(§?) = 02 < 0. Para S, = Sy+& +-+&,,
com S, constante, o processo

M, = S? — no?

¢ um martingal em relagao a filtragcdo natural.

Demonstragdo. A soma tem segundo momento finito, de modo que M, é
integravel e adaptado. Para calcular o proximo incremento, expandimos o
quadrado:

2
My — My = (S, + §n+1) - Sr% —o?= 280415, + ‘fr%+1 — o’

Condicionando por #,,

E (25015 + &1 =0 | F)
= 28,E(5p41) + E(E2 ) — % = 0.

Na primeira parcela, S, pode sair do condicionamento porque ja é conhe-
cido; a média de ¢, é zero pela independéncia. A segunda parcela tem
média o2, que é cancelada pela compensacdo. Assim, a esperanca condici-
onal do incremento é zero, como exige a defini¢do. A correcio no? retira
exatamente o crescimento médio de S2. ]

Exemplo 7.5 — Produtos de variaveis aleatérias independentes.

Sejam Xj, Xy, ... variaveis independentes, ndo negativas e com E(X;) = 1.
Se M, > 0 é constante, entdo

M, = MyXq - Xy

¢ um martingal para a informacdo &, revelada por Xj, ..., Xj,.



7 Martingais 355

Demonstragao. O produto depende somente de Xi, ..., X, e, portanto, é adap-
tado. A nao negatividade permite calcular a esperanca absoluta como a
propria esperanca. Pela independéncia dos fatores,

n
EIM,| = My [ [ B = My < oo.
k=1
Além disso, X, é independente da informacdo %,, de modo que E(X,1 |
Fy,) = 1. Consequentemente,

E(Mn+l | 9’1) = MnE(Xn—i-l | 9n) = Mn-
[ |

Esse tipo de modelo é natural quando as variagdes sdo proporcionais ao
valor atual, como em modelos financeiros multiplicativos. A nao negativi-
dade dos fatores também impede precos negativos.

Exemplo 7.6 — Martingal exponencial.

Sejam &, &, ... i.1.d. e suponha que
p(0) = B(e%1) < oo,

Para S, = Sy + & + - + &, com S, constante, o processo
5,

Mn:W

é um martingal. Em particular, se ¢(f) = 1, entéo %

n ¢ um martingal.

Demonstracdo. Como e > 0, temos 0 < @(f) < co. Tome os fatores X; =
Ly 0(0) e My = %% Eles sdo independentes, ndo negativos e satisfazem
E(e%)

F = o0

Além disso,
eQSO 66(51 +ee +§n) eesn

Wl %=

O exemplo anterior fornece adaptagao, integrabilidade e a identidade con-
dicional de martingal. Se ¢(0) = 1, o denominador simplesmente desapa-
rece. |
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Exemplo 7.7 — Ruina do jogador.

Sejam &, &, ... independentes, com

PG=1)=p e P@E=-1)=1-p,
onde pe (0,1)e p#1/2. Para S, =Sy + & + - + &,

S,
1_ n
w3
p

¢ um martingal, com S, constante.

Demonstracdo. Para verificar, escolha 6 de modo que ¢ = (1 — p)/p. Entéo
l-p P
9(0) = B = p—= + (1-p)—— =1
p l-p

O resultado segue do Exemplo 7.6, pois ¢’ = (1 — p)/p). A escolha de
0 faz a contribuicdo média de um passo positivo e a de um passo negativo
somarem um; por isso, a multiplicacio por esse novo fator preserva a média
condicional da poténcia. |

Nos exemplos anteriores, escolhemos fun¢oes da caminhada para com-
pensar sua evolucdo média. Para uma cadeia de Markov, a mesma ideia se
expressa pela comparacao entre o valor atual de uma funcao e sua média
ap0Os um passo.

Teorema 7.3 — Funcdes super-harmonicas

Seja (X,,) uma cadeia de Markov em S, com matriz de transicio P, e
f : SxINy — R. Suponha que f(Xj,n) seja integravel em cada n, que
2y P I f(y.n+ 1) < o e que

fGem) > Y px, y)f(in + 1),
y

para todo x,n. Entdo M, = f(X,,n) é um supermartingal em relacdo
a filtracdo natural de X. Se a desigualdade é invertida, obtemos um
submartingal; se vale a igualdade, obtemos um martingal.
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Demonstragdo. Como f é deterministica, f(X,,n) é determinado pela histo-
ria até n e o processo ¢ adaptado. Sua integrabilidade é uma das hipoteses.
Fixada uma historia com X, = x, a propriedade de Markov diz que o proéximo
estado tem distribui¢do p(x, ), independentemente dos estados anteriores.
A convergéncia absoluta da soma, também assumida, permite calcular essa
média. Portanto,

E(fKpsrn+ 1) | Fo) = Y p( ) f(n+1) < f(Xm).
y

A desigualdade da hipotese foi aplicada ao estado aleatério X,. Junta-
mente com adaptacgio e integrabilidade, essa é exatamente a condicdo de
supermartingal. Se a desigualdade da hipotese é invertida, a desigualdade
condicional também se inverte; se ha igualdade, a média condicional coincide
com f(X,,n), dando um martingal. |

Os dois exemplos seguintes sdo uteis para estudar probabilidades de
atingir conjuntos e tempos de saida.

Exemplo 7.8 — Uma funcao super-harmaonica até a entrada.

Considere uma cadeia de Markov (X;,) em um espago finito S. Para A C S,
seja

Hyp=1infin >0 : X, € A}
Se, parax € S\ A,

h(x) 2 ) plx, Yh(y),
y

entdo h(X,np,) € um supermartingal.

Demonstragao. Torne absorventes os estados de A. A nova cadeia coincide
com X até a entrada e depois permanece no estado atingido, de modo que
seu valor no instante n é X;,,p,. Fora de A, a desigualdade para h ¢ a da
hipotese; em A, a transicdo é para o proprio estado e a média seguinte é
exatamente h(x). Aplique, portanto, o Teorema 7.3 a cadeia absorvida.

Também podemos verificar a identidade diretamente na informacéo da
cadeia original. Como {H,4 > n} ja é conhecido em F,,

E(h(Xu1yam,) = BXonm,) | Fn) = L, sm[(PR)(X,) — h(X,)] < 0.
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Depois da entrada o incremento é zero; antes dela usamos a hipotese. O
processo é adaptado, e a finitude de S limita |h| por uma constante, garantindo
a integrabilidade em cada instante. |

Exemplo 7.9 — Funcao de estado e reldgio parados.

Nas condi¢des do exemplo anterior, sejam g : S — Re o € R. Suponha
que, para x & A,

gl > a+ Y. plx,y)g(y).
y
Entdo o processo

Zy = g(XHA/\n) +a(Hy An)

¢ um supermartingal em relacdo a filtracio natural de X.

Os dois termos precisam parar juntos: depois da chegada a A, nem o
estado observado nem o relégio acumulado mudam.

Demonstragdo. A variavel Z, depende somente de X, ..., Xj,, pois H4 é uma
parada. Assim, o processo é adaptado. Além disso,

|Z,] < max |g(x)| + |a|n,
xX€ES

portanto cada Z, é integravel. No evento {H4 < n}, o incremento é zero. No
evento {H4 > n}, a propriedade de Markov fornece

E(Zn+l - Zn | 97”) = l{HA>n}[(Pg)(Xn) - g(Xn) + 05]
<0.

Isso prova a afirmacéao, inclusive quando a chegada ocorre no instante n +
1. [ |

7.4 Estratégias de jogo e tempos de parada

Até aqui, construimos martingais escolhendo funcées do estado ou dos
incrementos. Agora estudaremos o que acontece quando usamos esses
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processos para decidir quanto apostar e quando interromper o jogo. Uma
estratégia pode usar tudo o que aconteceu até agora, mas ndo pode escolher
a aposta depois de ver o resultado da rodada. Essa restricao é o conteudo da
previsibilidade.

Definicao 7.4 — Processo previsivel

Um processo (H,),>; € previsivel em relacdo a (%,) se H, pode ser
determinado com a informacao disponivel no instante n — 1, para todo
n > 1. Assim, o valor de H, precisa estar decidido imediatamente antes
de observar o que ocorre entren — 1 e n.

informacéo disponivel escolha da aposta
‘o}n—l Hn

Y

novo incremento
AM

n

ganho da rodada
H,AM,

W, =W,_, + H,AM,

Figura 7.1: A aposta H, é escolhida com a informagéo disponivel emn — 1,
antes de observar o incremento AM,, = M,, — M,,_;. A riqueza
incorpora entdo o ganho H,AM,,.

Se M, representa o ganho acumulado por unidade apostada e H, é a
quantidade apostada na rodada n, a riqueza resultante é

n
Vp=Vo + Z Hpy (M, — My —1). (7.1)

m=1

A soma acima é chamada de transformada de martingal. Cada parcela usa
uma decisdo tomada com a informacao anterior.
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Exemplo 7.10 — A estratégia de duplicacao.

Em um jogo justo com ganhos +1 e —1, um jogador pode apostar 1 unidade
e dobrar a aposta depois de cada derrota. Se a primeira vitoria ocorre apos
k derrotas, o saldo da sequéncia é

—(1+2+ - +2F) 42k =1,

Isso pode sugerir lucro garantido. A falha esta nas apostas necessarias: uma
sequéncia longa de derrotas exige capital exponencialmente grande. Com
horizonte ou capital limitados, o evento raro de uma longa sequéncia de
derrotas compensa exatamente os pequenos ganhos frequentes. A estratégia
muda a distribuicdo do ganho, mas nao cria média positiva.

Teorema 7.4 — Transformada de martingal

Seja V) integravel e determinado pela informagao inicial #,. Se M é
um supermartingal e H é previsivel, com 0 < H,, < C,, < oo quase
certamente para cada m, onde C,,, € uma constante, entdo a riqueza de
(7.1) € um supermartingal. Se M é um martingal, V é um martingal
para qualquer H previsivel tal que H,,(M,, — M,,_;) seja integravel em
cada m, permitindo ambos os sinais.

As constantes C,, podem crescer com m: nao ha exigéncia de limitagéo
uniforme no tempo. Cada riqueza V,, contém apenas uma soma finita. No
caso de martingal, a condi¢do sobre os produtos permite inclusive apostas
nao limitadas, desde que cada ganho continue integravel.

Demonstracgao. Cada parcela até n depende apenas da informacao disponivel
nesse instante, pois H,, é conhecido em m — 1 e M,, — M,,_; é conhecido em
m. Logo, V é adaptado.

No caso de supermartingal, a limitacdo de cada aposta da

E|Hm(Mm - Mm—l)l < Cm(Ele| + Ele—ll) < oo,

Como V), contém apenas n parcelas, isso garante sua integrabilidade. No
caso de martingal, a integrabilidade decorre da hipdtese explicita sobre cada
produto.
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Para calcular a previsao do préoximo ganho, escrevemos
Vi1 = Vi = Hypt (M — My).

A aposta Hy, 1 ja esta decidida com a informacdo %, e, portanto, pode sair
da média condicional:

EWVi1 =V | Fn) = Hyppt E(Myy1 — M, | Fn).-

Se M é supermartingal, a média do incremento é néo positiva. Como H,,,{ >
0, o produto também é ndo positivo. Se M é martingal, a média do incremento
é zero, e o produto continua tendo média zero mesmo quando a aposta pode
ser negativa. Isso prova as duas afirmagoes. ]

Definicao 7.5 — Tempo de parada

Uma variavel aleatéria T com valores em INy U{co} é um tempo de parada
se, para todo n, é possivel decidir se T < n usando apenas a informacao
disponivel em &,.

O primeiro instante em que uma caminhada atinge um nivel é um tempo
de parada: basta examinar a trajetdria ja observada para saber se a chegada
ocorreu. O ultimo instante em que ela visita esse nivel, em geral, ndo é, pois
sua identificacdo exige conhecer o futuro.

Para qualquer processo M, escrevemos MnT = Mra, para o processo
observado até T e congelado depois da parada. A Figura 7.2 mostra essa
operacdo em uma realizacao.
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0 1 2 3 4 5 6

Figura 7.2: Uma trajetdria e sua versdo parada na primeira chegada ao nivel
2, aqui T = 4. Depois de T, a trajetoria original continua em
tracejado, enquanto a parada permanece no mesmo valor. Os
segmentos apenas guiam a leitura dos valores em instantes intei-
ros.

Teorema 7.5 — Processo parado

Se (M,)) é um martingal e T é um tempo de parada, entdo (Mr,,)
também é um martingal. A mesma afirmacéao vale para submartingais
e supermartingais.

Demonstragao. Ponha
H, = l{sz}-
No instante m — 1, ja podemos decidir se T < m — 1 e, portanto, se T > m.
Assim, H,, é previsivel e satisfaz 0 < H,,, < 1.
Para cada trajetoria,

n
My + Z Hp(Myy, = Myp—1) = Mppp.

m=1
De fato, se T = k < n, apenas os k primeiros incrementos entram na soma,
que se reduz a My + (M; — M) + - + (Mg — My_;) = M. Se T > n, entram
todos os incrementos até n e a soma vale M,,.

Logo, Mr,, € a transformada de M pela estratégia que acompanha o
processo até a parada. O Teorema 7.4 mostra que essa transformada é
martingal se M é martingal e supermartingal se M é supermartingal. Para
um submartingal, aplicamos o mesmo resultado ao supermartingal —M e
trocamos os sinais. ]
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O teorema garante E(Mr,,) = E(M,) para todo n. Passar ao limite e con-
cluir E(M7) = E(M,) exige uma hipotese adicional; esse cuidado é essencial
nas aplicacdes.

7.4.1 Convergéncia de martingais limitados

O controle das médias, por si s6, ndo garante que uma sequéncia aleatoria
convirja. Para martingais, uma limitacdo uniforme dos valores impede
oscilacdes persistentes. Vamos demonstrar primeiro uma desigualdade para
contar quantas vezes uma trajetoria atravessa um intervalo.

Lema 7.6 — Desigualdade de cruzamentos de Doob

Se (S,) é um supermartingal com |S,| < C quase certamente para todo
n e a < b, denote por Uy|a, b] 0o nimero de cruzamentos completos de
[a, b] de baixo para cima realizados pela trajetoria Sy, ..., Sy. Entao

(b —a)EUy[a,b] < E(a—Sy)T < C+al.

Em particular, E Uy[a, b] é limitado uniformemente em N.

1° completo 2° completo aberto

Figura 7.3: Uma trajetéria com dois cruzamentos completos de [a, b] de baixo
para cima e um terceiro ainda aberto no instante final. A conta-
gem Up/|a, b] inclui apenas os completos.
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Demonstragdao. Considere a seguinte estratégia: quando a trajetoria atinge
um valor menor ou igual a a, passamos a acompanhar uma unidade do
processo; deixamos de acompanha-la na primeira visita posterior a um valor
maior ou igual a b e repetimos o procedimento. Se H,, € {0, 1} indica se
estamos acompanhando o processo entre os instantes m — 1 e m, entdo H,, é
determinado pela historia até m — 1. O ganho acumulado até N é

N
GN = ). Hu(Sn = Sm—1).

m=1
Como S é um supermartingal e Hy,, > 0 é decidido antes do incremento,

N
EGN = Y. E[HuE(Sy — Syt | Fm-1)] < 0.
m=1
Cada cruzamento completo rende pelo menos b — a. No instante N pode
restar, no maximo, um cruzamento aberto. Se ele comecou em my < N, com
Smo < a, seu ganho até o instante final é

SN _Smo 2 SN —da 2 —(a — SN)+-
Quando nio ha cruzamento aberto, a contribuicdo residual é zero. Portanto,
trajetoria por trajetoria,

GN Z (b — a)UN[a, b] — (a - SN)+

Todos os termos sao integraveis: H,, é limitado e os incrementos sao inte-
graveis; além disso, Uy|a, b] < N. Tomando esperancas e usando EGy < 0,
obtemos

b- Cl)E UN[a, b] < EGn + E(a— SN)+ < E(a — SN)+~

Por fim, (a —Sy)* < |a| +|Sy| < |a| + C, o que prova a segunda desigualdade
e a uniformidade da cota em N. ]

Dizemos que M, converge para M., em média ou em L' quando
EIM,, — M| — 0.

Essa condicao controla a magnitude média do erro, enquanto a convergén-
cia quase certa acompanha as trajetorias. Em geral, nenhuma dessas duas
convergéncias implica a outra. No proximo teorema, a limitacao uniforme
permitira concluir ambas.
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Teorema 7.7 — Convergéncia de Doob para processos limitados

Se (M,) é um submartingal e existe uma constante C < oo tal que
|M,| < C quase certamente para todo n, entdo existe uma variavel
aleatoria integravel M., para a qual

M, — M, quase certamente e em L.

A mesma conclusio vale para supermartingais e, em particular, para
martingais limitados.

Demonstragao. Comece pelo submartingal M e ponha S, = —M,,. Entao S é
um supermartingal limitado. Fixe racionais a < b e escreva Uy|a, b] para o
numero de cruzamentos completos de [a, b] por S até o instante N. Como
Unla, b] cresce com N, existe o limite Uy [a, b] € Ny U {oo}. Para cada inteiro
k > 1, a desigualdade de Markov e o lema anterior dao
EUyla,b] < C + |a|
k “k(b—a)

Os eventos {Uy|a, b] > k} crescem com N. Pela continuidade das probabi-
lidades, a mesma cota vale para P(Uy[a, b] > k). Fazendo k — oo, obtemos
P(Uyla,b] = o) = 0. Ha apenas uma quantidade enumeravel de pares
racionais a < b, portanto, com probabilidade um, todos esses niumeros de
cruzamentos sao finitos simultaneamente.

Agora considere uma trajetoria nesse evento. Se

]P(UN[(,Z, b] Z k) S

liminf§, < limsup S,
n—oo n—o0

podemos escolher racionais a < b estritamente entre esses dois valores. A
trajetoria visita valores abaixo de a e valores acima de b arbitrariamente
tarde. Escolhendo alternadamente uma visita abaixo de a e a primeira visita
posterior acima de b, obtemos infinitos cruzamentos completos de [a, b],
contradizendo Uyla,b] < co. Portanto, limite inferior e limite superior
coincidem. Como |S,| < C, o limite é finito, e assim M, = —S, converge
quase certamente para alguma variavel M, com |M,,| < C.

Por fim, ponha D, = |M, — My|. Temos 0 < D, < 2C e D, — 0 quase
certamente. Para qualquer ¢ > 0,

ED, < e+ 2CP(D, > ¢).
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A probabilidade a direita tende a zero: os eventos {sup,,>n Dy, > €} de-
crescem para um evento de probabilidade zero. Portanto ED,, — 0, isto é,
ha convergéncia em L!. Para um supermartingal, aplicamos diretamente
o mesmo argumento de cruzamentos; martingais sdo casos particulares de
ambos. [ |

7.5 Aplicacoes

Voltaremos as probabilidades de saida e as duracdes ja estudadas por
primeiro passo. Antes, precisamos distinguir duas afirmacdes: parar em
T A n conserva a média de um martingal; passar a identidade em T exige
justificar o limite. A caminhada seguinte mostra por que a finitude quase
certa da parada nao basta.

Exemplo 7.11 — Retorno quase certo sem conservacao da meédia.

Sejam &, &, ... independentes, com
PEG=1D=PE=-1)=1/2,
e defina a caminhada aleatoria simples simétrica S, = 1+ & +--- +&,. Seja
T=inf{ln >0 : S, =0}

A recorréncia da caminhada, demonstrada anteriormente, implica P{(T <
o) = 1. Portanto, Sy =0 e

EI(ST) =0=1= El(SO)

Isso nao contradiz o Teorema 7.5, que trata de Syp,, ndo diretamente de Sy.
Antes de atingir 0, a caminhada pode fazer excursdes arbitrariamente altas.

Auséncia de uma dominadora integravel. Param > 1, escreva H,, = inf{n >
0 : S, = m}. A féormula da ruina do jogador, ja demonstrada por primeiro
passo no Capitulo 2, fornece

P,(H, <T)= L.
m
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Se R = maxy<,<1 Sy, entao

ER = iJP(Rzm): i]Pl(Hm<T): i 1o
m=1 m=1 m=lm

A igualdade entre os eventos usados nessa soma merece atencdo. Como
os passos sao de tamanho um, alcan¢ar um maximo pelo menos m antes de
chegar a zero equivale a visitar o nivel m antes de T. Além disso, T ¢ finito
quase certamente, de modo que esse maximo ¢ finito em cada uma dessas
trajetorias, embora tenha esperanca infinita.

Se uma variavel integravel dominasse todos os Syp,, também domina-
ria seu supremo ao longo dos instantes inteiros, que é R. Isso contradiz
E(R) = oco. O exemplo distingue, assim, a finitude quase certa do maximo da
integrabilidade desse maximo. |

Para justificar as passagens ao limite nas proximas aplicagdes, usaremos
duas regras que podem ser demonstradas com probabilidades de eventos e
séries de caudas.

Proposicao 7.8 — Duas regras elementares para esperancas

Se Z, — Z quase certamente e |Z,| <Y para uma variavel ndo negativa
com EY < oo, entdo Z é integravel e E|Z,—Z| — 0. Se T assume valores
em INj U {oo}, entdo

E(T An) = i P(T >m) — E(T) = i P(T > m),
m=1 m=1

admitindo o valor +oo.

Demonstragdo. Na primeira afirmacéo, |Z| < Y quase certamente. Para
D, =12, — Z|, temos D,, < 2Y. Dados K, ¢ > 0,

ED, <&+ 2KP(D, > ¢) + 2E(Y;Y > K).

Como D,, — 0 quase certamente, os eventos {Squzn D,, > ¢} decrescem
para um evento de probabilidade zero. Pela continuidade das probabilidades,

P(D, >¢) <P (sup D, > e) — 0.

m>n
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Logo, para K e ¢ fixos, o segundo termo da cota tende a zero. A cauda
E(Y;Y > K) também tende a zero quando K — oo, pois EY < oo. Isso se vé
repartindo os valores de Y nos intervalos [m,m + 1): comom +1 <Y + 1
nesse intervalo,

D (m+1DPm<Y <m+1)<EY +1< o,
m>0

As caudas dessa série tendem a zero e controlam E(Y;Y > K) quando K
cresce. Fazendo primeiro n — oo, depois K — oo e, por fim, ¢ | 0, concluimos
que ED, — 0.

A segunda afirmacdo resulta, para cada n, da identidade T A n =
P 1i7>m e da formula da esperanca de uma variavel inteira nio
negativa pela soma das probabilidades de cauda. |

A primeira regra permite passar das identidades em T A n a identidade no
tempo final T, desde que haja uma cota integravel para os valores parados.
Uma cota constante fornece a versao mais direta desse principio.

Teorema 7.9 — Parada com processo limitado

Se (M,,) é um martingal, T é um tempo de parada finito quase certa-
mente e existe uma constante K tal que

|Mppnl < K para todo n,

entdo E(Mr) = E(M,).

Demonstragdo. Pelo Teorema 7.5, E(Mrp,) = E(M;). Como T < oo quase
certamente, temos Mr,, — Mt quase certamente. O limite também satisfaz
|Mr| < K, e a primeira regra da Proposi¢do 7.8, com Y = K, fornece

E(My) = lim E(Mr,,) = E(Mp)
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Exemplo 7.12 — Uma parada limitada em um passo.

Uma caminhada simétrica comeca em 1 e para ao atingir {0,2}. Aqui T = 1
e [Stanl < 2. A parada com processo limitado da 1 = E(Sy) = 2P(Sr = 2),
portanto P(Sp = 2) = 1/2.

7.5.1 Distribuicoes de saida

No capitulo de cadeias finitas, calculamos probabilidades de saida resol-
vendo equagdes de primeiro passo. A interpretacdo por martingais oferece
outro caminho: procuramos uma funcdo do estado cuja média permaneca
constante e a observamos no instante da saida. As condicoes de fronteira
transformam essa média em uma equacio para a probabilidade desejada.

Proposicao 7.10 — Saida e funcoes harmonicas

Seja X uma cadeia de Markov em S, com matriz P. Sejam A,B C S
disjuntos, C = S\ (A U B) finito e

Hy =inf{n >0 : X, € A}, Hg =inf{n >0 : X, € B}.

Suponha que H4 A Hp < oo quase certamente a partir de todo x € C.
Seh:S—> Rsatisfazh=1em A, h=0emBe

h(x) = ), plx. ph(y)  (x€0),
y

entdo h(x) = P,(Hy < Hp) para x € C.

Demonstragao. Fixe x € C e ponha T = H4 A Hg. Antes de T, a cadeia esta
em C e a equacdo Ph = h conserva a média condicional de h(X,). Depois
de T, a funcéo observada fica congelada. Portanto, h(Xr,,) é um martingal,
pelo mesmo calculo dos exemplos de funcdes harménicas paradas. Ele é
limitado pela constante

K = max{1, r)?gé( Ih(y)I},

pois em A e B os valores sdo, respectivamente, um e zero. A hipotese garante
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T < oo quase certamente. Pelo Teorema 7.9,
h(x) = Exh(XT) = ]Px(HA < HB)-

O argumento explica por que as condi¢des de fronteira sao 0 e 1: no instante
da saida, a variavel h(X7) é exatamente a indicadora de sair por A. ]

Este é o Teorema 2.20, agora obtido sem resolver o sistema linear: a
parada de um martingal limitado substitui a inversdo de I — R.
Exemplo 7.13 — Distribuicao de saida da caminhada aleatéria sim-
ples.
Seja (S,) uma caminhada aleatoria simples simétrica iniciada em x € (a, b),
onde a < b sdo inteiros, e ponha
T=infiln>0: S, €{a,b}}.
As probabilidades de saida sdo
b—x xX—a
Py (St =a) = . P(Sr=0b)= :
b—a b—a

Essas sao as mesmas probabilidades obtidas pelo calculo por primeiro passo.

(7.2)

Demonstragao. Para explicitar a finitude de T, ponha L = b — a. Partindo
de qualquer estado interno, L passos consecutivos para a direita forcam a
chegada a b antes do fim do bloco. A probabilidade dessa sequéncia é 277,
independentemente do passado. Assim,

P.(T>kL) < (1-2"1)k —o.

Logo T < oo quase certamente. Como S, é martingal e Sp,, € [a,b], 0
Teorema 7.9 da

X = Ex(ST) = an(ST =a)+ bIPx(ST =Db).
Escreva u = P,(S; = b). Os passos de tamanho um impedem ultrapassar
as barreiras, logo Sy € {a,b} e a probabilidade de saida poraé 1 —u. A

identidade anterior fica x = a(1 —u) + bu = a+ (b — a)u. Isolando u, obtemos
u=(x—-a)/(b—a)el—u=({b-x)/(b—a),as formulas de (7.2). [ |

A posi¢do S, ja é um martingal no passeio simétrico. Por isso a chance
de alcancar a barreira superior é simplesmente a fracdo do intervalo que
separa x da barreira inferior.
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Exemplo 7.14 — Ruina do jogador.

Considere agora a caminhada assimétrica S, = x + & + -+ + &, com

PGE=D=p e PE=-D=q=1-p
Suponha 0 < p <1, p #1/2, escrevar = q/p e seja
T=inf{n >0 : S, €{a,b}}, a<x<b, abxel.

As probabilidades de saida sao

rb_rx X _ a4
P(Sr=a) =5 P(sy=p=5—L. 03

r-—r r

Demonstragdo. Novamente T < oo quase certamente: em um bloco de L =
b—a passos, a sequéncia de apenas passos positivos tem probabilidade p* > 0
e forca a saida. Portanto, P,.(T > kL) < (1 — pL)k — 0. Pelo Exemplo 7.7,
M, = ron é um martingal. Como My, permanece entre r e rb, 0 Teorema 7.9
fornece

r* = Ex(rST) =r*P,(Sp = a) + rb]Px(ST =b).

Se u = P,(Sr = b), a identidade se escreve r* = r%(1 —u) + rPu. Como

r # 1, os nameros r% e r sdo distintos. Assim,
r* —rt b —px
u= ; , 1—u= ; ,
r?—ra r? —rd

que sao as formulas de (7.3). O calculo vale tanto para r > 1 quanto para
0 < r < 1: neste dltimo caso, numerador e denominador mudam de sinal
juntos. |

No passeio assimétrico, a propria posi¢ao ja nao ¢ um martingal. A funcéo
r» compensa a tendéncia da caminhada e desempenha o papel que S, tinha
no caso simétrico. Em lugar de resolver novamente uma recorréncia, usamos
a constancia da esperancga e os dois valores de fronteira.

E se as probabilidades de subir e descer mudarem de estado para estado?
Em geral, uma tnica poténcia r» ja nio compensa a deriva. A fungio de
escala do préximo exemplo constroéi a transformacao adequada para cada
cadeia.



7 Martingais 372

Exemplo 7.15 — Funcao de escala de nascimento e morte.

Considere uma cadeia em {0, 1, 2, ...} com

ple,x+1)=py, plx,x—1)=¢q, (x>1), plx,x)=1-py—qy,
sem outras transi¢des. Suponha gy = 0,0 < py < 1e,parax > 1, py, gy > 0
e py + g < 1. Defina

z y-1

$0)=0,  $(z) = ZH

g
1k=1 Pk
com produto vazio igual a 1. Para inteiros 0 < a < x < b,

$(b) — §(x)
$(b) — la)

Se py > 0, o estado 0 é recorrente se, e somente se, (b)) — . Se p, = 0, ele
é absorvente e recorrente, qualquer que seja esse limite.

P(H, < Hp) =

A escala ajusta as distancias entre estados para compensar a deriva local.
A hipoétese de saida de 0 é essencial no critério de recorréncia: a escala
mede a possibilidade de voltar depois de sair. A formula entre barreiras vale
também quando p, = 0.

Demonstracgao. Pela definicdo da soma, para x > 1,

x—1
b)) —gc-D=[[E >0 ¢c+1) -0 = E g0 - gx - 1],

As diferencas consecutivas de ¢ satisfazem
pelp(x +1) = g(0)] = gu[p(x) —Pp(x - D],  x>1.
De fato,
(PP)(x) = p(x) = pxlp(x + 1) = P(x)] — gx[p(x) — P(x — 1)] = 0.

A probabilidade de permanéncia niao aparece nessa diferenca, pois produz
incremento zero. Logo P@(x) = ¢(x) no interior das barreiras. De cada es-
tado interno existe um caminho de probabilidade positiva até uma barreira.
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Como ha apenas finitos estados internos, o argumento por blocos geomé-
tricos usado na ruina garante que T = H, A Hj, é finito quase certamente.
O martingal parado ¢(X7,,) é limitado por ¢(b). Pela parada com processo
limitado,

$() = H@P(H, < Hy) + (bIP,(H, < H,),

o que da a féormula, pois ¢ é estritamente crescente.

Tomando a = 0 e x = 1, obtemos P;(Hy < Hp,) = 1 — 1/¢(b). Esses
eventos aumentam para {H,, < oo}: toda trajetoria que chega a 0 em tempo
finito tem maximo finito até a chegada. Assim, P{(H, < o) = 1 exatamente
quando ¢(b) — oo. No primeiro passo a partir de 0,

Py(Ty < o) =1— py + polP1(Hy < o).

Para py > 0, essa expressdo é 1 precisamente no caso anunciado. Para p, = 0,
o retorno em tempo positivo ocorre ja no passo 1. ]

7.5.2 Tempos de saida

Para calcular por onde a cadeia sai, bastou encontrar uma fun¢ao harmo-
nica. Para calcular quando ela sai, precisamos também contabilizar o tempo
gasto em cada passo. E esse custo de uma unidade por etapa que aparece na
equacdo de Poisson: a func¢io de estado deve compensa-lo com uma queda
média de uma unidade.
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Proposicao 7.11 — Saida e equacao de Poisson

Seja X uma cadeia de Markov em S, com matriz P. Seja A C S, suponha
que C = S \ A seja finito e defina

Hy=infin >0 : X, € Al
Suponha P, (H4 < o) = 1 paratodox € C.Se g=0em A e
glx)=1+ Z p(x,y)g(y) parax e C,
y

entdo g(x) = E,(H,) para x € C.

Demonstragdo. O calculo do Exemplo 7.9 vale aqui porque g é limitada em
C e nula em A. Ele mostra que

8Xpan) + (Hy A1)

¢ um martingal. Tomando esperancas,

glx) = Exg(XHA/\n) + Ex(Ha A n).

Como C é finito, g(Xp,n,) € limitado e converge quase certamente para
g(Xy,) = 0. Além disso,

n
Ex(Hy An) = Y Py(Ha >m) 1 Ex(Hy).
m=1
A primeira regra da Proposicdo 7.8, com a cota constante de |g| em C, faz
o primeiro termo tender a zero. A férmula das probabilidades de cauda da
mesma proposi¢ao faz o segundo tender a E,(H,) e conclui o argumento. =

Este é o Teorema 2.21, agora obtido pela parada do martingal que combina
a funcdo de estado com o tempo acumulado.

No passeio simétrico, a posi¢ao tem média constante, mas o seu quadrado
cresce em média uma unidade a cada passo. Subtrair esse crescimento produz
S2 — n, o martingal apropriado para calcular a duracio média do jogo.
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Exemplo 7.16 — Duracao de jogos justos.

Seja (S,) uma caminhada aleatdria simples simétrica, iniciada em x € (a, b),
com a, b, x inteiros, e seja

T=infiln >0 : S, € {a,b}}.

A duracido média é

E(T) = (x —a)(b — x).

Demonstracdo. Pelo Exemplo 7.4, S? — n é um martingal. Aplicando o Teo-
rema 7.5 no tempo T A n,

x? = Ex(S%An) — E,.(T A n).

A finitude quase certa de T foi verificada no exemplo da distribuicdo de saida
simétrica. O processo Sy, permanece no intervalo [a, b| e, em cada trajetoria
com T < oo, é igual a St a partir de algum instante. Assim, converge quase
certamente para Sy. Seus quadrados sio limitados pela constante max{a?, b};
a primeira regra da Proposicdo 7.8 faz suas esperancas convergirem. Pela
formula de caudas da mesma proposi¢ao, E(T A n) — E(T). Portanto,

E(T) = E.(S2) — x2.

Usando as probabilidades de saida de (7.2), obtemos

Ex(T):azl;_x+bzz_a—x2
—a —a

=(x—a)b—x).

A diferenca em relagéo ao calculo das probabilidades de saida é instrutiva:
S, acompanha a posicio, enquanto S? — n carrega também a passagem do
tempo.

Para incrementos independentes de média y, uma soma com n parcelas
tem média ny. A identidade seguinte mostra em que condi¢des podemos
substituir esse nimero fixo por um tempo de parada. O ponto decisivo é
que a decisdo de incluir a proxima parcela seja tomada antes de observa-la.
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Teorema 7.12 — Equacao de Wald

Sejam &, &, ... variaveis i.i.d. com E|&| < oo e E(&) = p. Seja S, =
So + & + -+ &, com Sy constante. Se T é um tempo de parada para a
filtracdo natural e E(T) < oo, entdo

E(Sy — So) = pE(T).

Demonstragdo. O evento {T > m} pode ser decidido com a historia até m — 1;
como o proximo incremento é independente dessa historia, sua indicadora
¢ independente de ¢,,. Além disso,

N N
E ( > |§m|1{T2m}> = E|&y| " P(T > m) < E|&|E(T) < oo.

Para K > N, a desigualdade triangular fornece

K K
E| > Guligsm| <EE|l Y, P(T>m).
m=N+1 m=N+1

A cauda a direita tende a zero uniformemente em K, pela formula de caudas
para E(T). Para explicitar o controle do valor final, note primeiro que E(T) <
oo implica T < oo quase certamente. Repartindo segundo os eventos {T = k}
e reordenando apenas parcelas ndo negativas, temos

T 00 k
E( > |§ml)= > D, E(G:T =k
m=N+1 k=N+1m=N+1

o

= >, E(&T >m)

m=N+1

o

=El5 ), PT>m) —o.
m=N+1

A soma é entendida como zero quando T < N. Esse calculo, também com
N = 0, prova a integrabilidade de Sy — S, e mostra que as somas parciais
convergem em média a esse valor. Passando ao limite nas esperancas das
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somas finitas, obtemos

[oe]

E(ST = So) = Z E(&nlirom)

m=1
— Z pP(T > m) = pE(T).
m=1

No Exemplo 7.11, temos pu = 0 e E;{(St) # E;(Sp). Pela contrapositiva da
equacdo de Wald, necessariamente E;(T) = oo.

Ja num passeio com deriva para baixo, a esperanca do tempo de chegada
pode ser finita. O martingal S, — (p — ¢)n permite calcula-la, mas primeiro
precisamos verificar essa finitude: ndo seria legitimo aplicar Wald antes de
estabelecer sua hipotese.

Exemplo 7.17 — Duracao de jogos injustos.

Considere a caminhada aleatoéria simples assimétrica S, = x + & + - + &,
com

PG=1D)=p e PE=-1)=qg=1-p
Suponha 0 < p < 1/2, x > 1 inteiro e seja T = inf{n > 0 : S, = 0}. Entdo
E.(T)=x/(q - p).

Demonstragdo. Como E(§) = p —q < 0, o processo S, — (p — ¢)n é um
martingal. Parando em T A n,

x = Ex(Stan) + (@ = p)Ex(T An) > (q — p)E(T An),

pois Sya, = 0: antes de atingir zero, a caminhada nao pode ficar negativa,
e na parada seu valor é zero. Pela formula de caudas, E,(T A n) 1 E.(T);
fazendo n — oo, obtemos E,(T) < x/(q — p) < . Em particular, T é finito
quase certamente. A equacgado de Wald pode agora ser aplicada e da

Ex (St — So) = (p — E(T).

Como Sp =0e Sy = x, essa igualdade é —x = (p — q)E,(T), isto é,
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Ex(T) =

Os exemplos de saida ilustram uma escolha que vale lembrar: a ferra-
menta ndo é sempre o mesmo martingal. A posicdo, uma poténcia, uma
funcao de escala ou um quadrado compensado respondem a perguntas dis-
tintas. O que permanece ¢ o cuidado com a parada e com a passagem ao
limite.

7.6 Problemas de sintese

Os dois problemas seguintes retinem a escolha do martingal, a justificagao
da parada e a interpretacdo do resultado. No primeiro, duas perguntas sobre
a mesma partida exigem martingais diferentes. No segundo, voltamos a
estratégia de duplicagio para calcular o efeito de um limite de apostas.

Exemplo 7.18 — Uma partida: chance de vitdria e duracao.

Um jogador comeca com duas unidades e, a cada rodada, ganha uma uni-
dade com probabilidade 2/3 ou perde uma unidade com probabilidade 1/3,
independentemente das rodadas anteriores. Ele para quando seu capital
atinge zero ou cinco unidades. Qual é a probabilidade de alcancar cinco?
Quantas rodadas a partida dura, em média?

Resolugdo. Escreva S, =2+¢& +-+& eT =1infin >0 : S, € {0,5}}. Antes
das contas, verifiquemos que a partida termina e que E(T) < co. A partir
de qualquer capital interno, uma sequéncia de cinco vitorias forca a saida
pela barreira superior em, no maximo, cinco rodadas. Essa sequéncia tem
probabilidade & = (2/3)°, independentemente do passado. O argumento
por blocos da

P(T > 5k) < (1 — a), E(T)<5 i(l —a)f < oo,
k=0

Para a probabilidade de vitéria, usamos o martingal 27, Até a parada,
ele permanece entre 27> e 1. Se h = P(S; = 5), a parada com processo
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limitado fornece

7

1 -S
Z=EQ2)=(1- ==,
4 @) =( h)+32’ 31

Para a duracéo, precisamos de um martingal que registre o tempo. Como
E(&) = 1/3, esse papel cabe a S, — n/3. Ja provamos a integrabilidade de T,
portanto a equacdo de Wald da

E(Sp) -2 = %E(T).
O capital final vale cinco na vitoria e zero na ruina. Logo,

BT =3(5-2 -2) = 22
31 31

A chance de vitoria é aproximadamente 0,774, e a duragdo média é aproxi-
madamente 5,61 rodadas. A primeira conta usa os valores da funcéo expo-
nencial nas barreiras; a segunda combina a posi¢ao final com o ganho médio
por rodada. Nao foi necessario resolver uma nova equagao de diferencas

para a duracao. |

Exemplo 7.19 — Duplicar com um limite de apostas.

Retomemos o Exemplo 7.10, com rodadas independentes, resultados +1 e
—1 equiprovaveis e um limite de m > 1 apostas. O jogador aposta 1, 2,4, ...
até a primeira vitoria ou até completar m derrotas. Qual é a distribuicao do
ganho final G,;,? O que acontece quando permitimos cada vez mais apostas?

Resolugdo. Se a primeira vitoria ocorre até a rodada m, ela cobre todas as
perdas anteriores e deixa uma unidade de ganho. Se as m rodadas terminam
em derrota, a perda acumulada é 1+ 2 + -+ + 2m=1 — om _ 1 Assim,

PGp=1=1-2" P(G,=-(2"-1)=27",

EG,)=010-27")—-(2"-1)27" =0.
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Também podemos chegar a média pela transformada de martingal. Se 7
é arodada da primeira vitéria e & € {—1, 1} é o resultado da rodada k, entao

m
G, = Z k=1 l{rzk}gk'
k=1

A aposta da rodada k é decidida com os resultados até k — 1. Para cada m
fixo, todos os ganhos envolvidos sdo integraveis; portanto a transformada
preserva a média zero.

Agora use a mesma sequéncia infinita de resultados para comparar os
diferentes limites m. A primeira vitoria ocorre quase certamente em tempo
finito. Em cada uma dessas trajetorias, G,, = 1 para todo m > 7, de modo
que G, — 1 quase certamente. Apesar disso, E(G,,) = 0 para todo m. Nao
ha contradi¢io: a perda possivel cresce como 2™, e ndo existe uma variavel
integravel que domine todos os |Gy,|; se existisse, a Proposigéo 7.8 obrigaria
as médias a convergir para 1. Aumentar o limite torna o ganho mais provavel,
mas também aumenta a perda que pode ocorrer. Convergéncia quase certa,
sozinha, ndo permite trocar limite e esperanca. ]

7.7 Exercicios

Exercicio 7.1 — Previsao e informacao revelada

Escolha uniformemente Y em {1,2,3,4,5,6,7,8}. Inicialmente sabemos
apenas se Y < 4; essa € a informagdo . Depois descobrimos também se
Y é par, obtendo #, e por fim observamos o proprio valor de Y, obtendo
Fy. Calcule M, = E(Y | #,) paran = 0,1,2 e verifique diretamente a
propriedade de martingal. A variavel Y ¢ adaptada se a tomarmos como um
processo constante desde o instante zero?

Exercicio 7.2 — Aposta decidida antes ou depois

Sejam &, independentes com valores +1 equiprovéaveis e S, = Y.r_; &-
Compare as riquezas de capital inicial zero geradas pelas apostas H; = 1,
H, = &,_1 paran > 2, e pelas apostas K, = §,. Qual estratégia é previsivel
para a filtracdo natural? Calcule a esperanca da riqueza em cada caso e
explique por que nao ha contradicdo com o teorema da transformada.
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Exercicio 7.3 — Duas barreiras e dois martingais

Uma caminhada simétrica comeca em zero e para ao atingir —2 ou 3. Use S, e
S2—n para calcular a probabilidade de saida por 3 e a duracio média. Em cada
passagem ao limite, indique a cota uniforme ou a soma de probabilidades
de cauda utilizada.

Exercicio 7.4 — Um numero prescrito de sucessos

Ensaios independentes tém probabilidade 0,3 de sucesso. Seja T o nimero
de ensaios até o quarto sucesso. Prove primeiro E(T) < oo, comparando
blocos de quatro ensaios, e s6 entdo use Wald para calcular E(T). Por que
escrever diretamente 4 = 0,3E(T) sem verificar essa hipotese deixaria uma
lacuna?

Exercicio 7.5 — Wright-Fisher e fixacao

Em uma populacgio com seis copias de um gene, X,, conta as copias de um
alelo. Condicionado ao passado, X, tem lei Binomial(6, X,,/6). Suponha
Xy = 2. Mostre que X, e

U, = (§>an(6 - X,)

sdo martingais. Prove que a absorc¢do em {0, 6} ocorre quase certamente e
calcule a probabilidade de fixagdo em 6. Obtenha também E[X,(6 — X,)].

Exercicio 7.6 — Média constante e limite zero

Sejam U, independentes e uniformes em (0,1), e M,, = szl(ZUk), com
M, = 1. Prove que M é um martingal nao negativo de média 1, mas M,, — 0
quase certamente. Use a lei dos grandes niimeros para log(2U). Explique
por que ndo existe uma variavel integravel que domine todos os M,,.

Exercicio 7.7 — Escala e uma fronteira absorvente

Para x > 1, tome p, = 3/4eq, = 1/4. Calcule ¢(b) e P{(H, < c0). Compare
arecorréncia de 0 quando py = 0 e quando py = 2/5, calculando Py(Ty < )
nos dois casos.
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Exercicio 7.8 — Segunda identidade de Wald para parada limitada

. .. [N . n ’
Sejam & i.i.d., centrados e com variancia 0% < 00, e S, = Yy_; &. Se T é um
tempo de parada limitado por um inteiro N, prove, usando somas finitas e
esperancas condicionais,

E(S%) = o*E(T).

Dica: escreva Sp = ZkN:1 & Lr>k)> explique por que as indicadoras sdo
previsiveis e calcule os termos diagonais e cruzados do quadrado. O caso
geral E(T) < oo, sem limite deterministico para T, sera retomado no capitulo
de Integracédo Estocastica.

Exercicio 7.9 — Populacao dividida por sua média

Em Galton-Watson, suponha Z; = k > 1 e média de descendentes 0 < m <
oo, Prove que W,, = Z,,/m" é um martingal para o historico das geracoes. Se
0 < m < 1, mostre que W,, — 0 quase certamente, embora E(W,,) = k. Qual
fenomeno esse exemplo compartilha com o Exercicio 7.6?

7.8 Testes sequenciais e martingais’

O que acontece com o nivel de significancia quando observamos repeti-
damente os dados e paramos assim que o resultado parece favoravel? Um
teste planejado para um tamanho fixo de amostra controla a probabilidade
de rejeitar uma hipoétese verdadeira naquele instante. Essa garantia nao se
estende automaticamente a procura de um instante favoravel entre muitos.

Por exemplo, vinte testes independentes em blocos distintos, cada um
com probabilidade de falso positivo 0,05, produzem pelo menos um falso
positivo com probabilidade 1 — 0,9520 ~ 0,642. Quando os testes reutilizam
os dados acumulados, as decisdes sao dependentes e essa formula néo se
aplica; ainda assim, repetir um teste fixo até aparecer p < 0,05 em geral infla
o erro. Precisamos de uma garantia para toda a trajetoria da estatistica.
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Definicao 7.6 — Razao de verossimilhancas sequencial

Considere observagdes Xj, Xy, ... i.i.d. sob cada uma das hipodteses sim-
ples Hy e H;j, com funcdes de massa no caso discreto ou densidades
no continuo, f; e f;. Os dois modelos sdo fixados antes de observar
os dados. Suponha que f;(x) = 0 sempre que fy(x) = 0, isto é, que o
segundo modelo ndo atribua massa a valores impossiveis sob o primeiro.
A razdo de verossimilhangas acumulada é

_ fi(Xe)
o= H T (X))

Denote por %, a informagéao revelada por Xj, ..., X;,. Sob Hy, os deno-
minadores sdo posmvos quase certamente; valores nos conjuntos nulos
restantes podem ser definidos arbitrariamente.

Um valor grande de L, indica que os dados observados favorecem H; em
relacdo a Hy. Nao é a probabilidade de H; ser verdadeira: é uma comparacio
entre as probabilidades dos dados em dois modelos especificados.

Proposicao 7.13 — Verossimilhanca como martingal

Sob H,, (L) é um martingal ndo negativo e EyL,, = 1 para todo n.

Demonstragdo. A razdo de uma observacido tem esperanca

fi(Xas1)
JInt1/ | dx =
Fo fo(Xns1) Ji{fo>0} filw)dx =1,

onde escrevemos uma soma no caso discreto e uma integral usual no con-
tinuo. A ultima igualdade usa a hipotese sobre os suportes. Cada fator é
uma func¢do da nova observacao e, portanto, é independente dos fatores
anteriores. Pela ndo negatividade e pela independéncia,

wani == 11| 55 -

Isso prova a integrabilidade em cada instante. Como L,, é determinado pelos
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dados observados até n, ¢ também adaptado. Logo,

fi(Xas1) gn] 1,

n+

Teorema 7.14 — Desigualdade de Ville

Se (L,,) é um martingal ndo negativo com Ly = 1, entdo, para0 < a < 1,

]P(suan > l) <a.
n>0 a

Demonstragdo. Fixec > 0e T, = inf{n > 0 : L, > c}. Esse é um tempo de
parada, pois saber se T, < m exige apenas examinar L, ..., L,,. Para cada
inteiro m, o Teorema 7.5 sobre o processo parado da

1 =ELy np 2 E[L7; T, <m] > cP(T, < m).

A primeira desigualdade usa nio negatividade, sem supor que L7, seja limi-
tado ou que T, seja finito. Os eventos {T, < m} crescem para {T, < oo}, logo
IP(T, < 00) < 1/c por continuidade da probabilidade.

Resta incluir a possibilidade de o supremo néao ser atingido. Para todo
c<1/a,

{s%p L, > 1/0{} C {T, < oo}.

Portanto, a probabilidade do evento a esquerda é no maximo 1/c. Fazendo
¢ 1 1/a, obtemos a desigualdade desejada. O argumento usa apenas as
identidades nos tempos limitados T, Am e a continuidade das probabilidades;
nao exige passar ao limite na esperanca do processo parado. |
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Py(T < )<« trajetoria que cruza

e nao cruza

\/
=

T

Figura 7.4: A desigualdade de Ville controla o evento de a trajetoria cruzar a
barreira 1/a em algum instante. O controle vale para o supremo
ao longo de todo o monitoramento, ndo apenas para um tempo
previamente escolhido.

A regra “rejeite Hy na primeira vez em que L, > 1/a” tem, assim, proba-
bilidade de falso positivo no maximo «a, mesmo com monitoramento apos
cada observagao e sem horizonte maximo. A desigualdade é uma cota, ndo
uma promessa de erro exatamente igual a . O tratamento classico de razdes
de verossimilhancas sequenciais esta em Wald (1947); a desigualdade para
martingais remonta a Ville (1939).
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Exemplo 7.20 — Monitoramento de uma taxa de conversao.

Acompanhe usuarios distintos com a mesma janela completa de observacao
e registre X; = 1 se o usuario k realiza a acdo definida como conversao, e
Xi = 0 caso contrario. Suponha independéncia entre usuarios e probabi-
lidade constante de conversdo. Considere o valor de referéncia conhecido
Hy : p = 1/2 e a alternativa previamente escolhida H; : p = 0,7.

Se S, = X; + -+ + X,,, a estatistica é

L,=14%0,6"%  logL,=S,log14+ (n—S,)log0,6.

Cada conversdo multiplica a evidéncia por 1,4; cada ndo conversio a multi-
plica por 0,6. Para os dados (1, 1,0, 1), os valores sucessivos sdo

1,4, 196, 1,176, 1,6464.

Com a = 0,05, o limiar é 20, portanto nio rejeitamos nesse trecho. Em
outro trecho iniciado em n = 0, nove conversdes consecutivas bastariam:
1,4° = 20,66. A garantia de Ville considera todos os caminhos possiveis sob
Hy, inclusive a procura continua por um cruzamento.

A garantia matematica depende também da forma como os dados sao
produzidos. Para cada usuario, o registro deve conservar o que conta como
conversao, qual foi sua janela completa de observagdo e em que ordem
ele entrou na amostra. A proporcéo S,/n descreve a taxa observada, mas
nao autoriza reajustar livremente as hipoteses f, e f; usando os proprios
resultados que estdo sendo monitorados. Do mesmo modo, uma taxa de
referéncia estimada de dados historicos carrega incerteza; trata-la como
conhecida muda as condi¢des sob as quais o teste é valido.

As hipoteses de independéncia e de taxa constante merecem ser confron-
tadas com os registros. Taxas muito diferentes entre periodos ou grupos,
assim como observacdes repetidas do mesmo individuo, podem indicar que
a sequéncia de Bernoulli independentes ndo descreve bem o experimento.
Um estudo A/B ainda exigiria considerar a alocacdo e os resultados dos
dois grupos: o exemplo acima trata apenas do monitoramento contra uma
referéncia fixa.

A desigualdade de Ville controla o risco de decidir quando interromper
esse monitoramento, mas ndo corrige escolhas feitas depois de observar os
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dados, mudancas na populacdo ou dependéncias ignoradas. Por outro lado,
nao cruzar o limiar até certa data ndo demonstra Hy; a rapidez da deteccéo
depende, entre outros fatores, da alternativa H; escolhida. Se mudamos o
experimento ou as hipoteses, precisamos verificar novamente a propriedade
de martingal que sustenta a garantia.

7.9 Reforco e selecao nas colonias de formigas

Retomamos o modelo de dois caminhos da Secédo 3.8, sem evaporacio.
A escolha obedece a (3.6) e a atualizagdo é dada por (3.7) com § = 0. O
historico #,, da colonia até a iteracio n forma uma filtracio, e as proporcdes
de feromonio sdo adaptadas a ela. Agora podemos demonstrar os resultados
de convergéncia anteriormente anunciados.

7.9.1 Reforcos iguais: a urna de Pélya

Primeiro suponha que os dois caminhos recebam o mesmo reforgco g > 0
e que nao haja evaporagdo. Temos entdo

n(n+1) =g5n) +q1g

Dividindo todas as quantidades por g, recuperamos uma urna de Pdlya:
quando as quantidades iniciais divididas por g sdo inteiras, escolher o ca-
minho i corresponde a retirar uma bola da cor i, devolvé-la e acrescentar
outra da mesma cor. Para valores iniciais positivos ndo inteiros, a mesma
regra usa massas de cada cor em lugar de nimeros de bolas; a escolha ¢é
proporcional a massa e o refor¢o acrescenta uma unidade.

Teorema 7.15 — Ferom6nio como uma urna de Pélya

Defina
71(n)

1(n) + (n)
No modelo sem evaporacéo e com reforcos iguais, (Z,),>¢ é um mar-
tingal limitado. Portanto, existe uma variavel aleatéria Z,, tal que
Zy, — Zy quase certamente.
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Mais precisamente, se 7;(0) = aq e 75(0) = bg, com a,b > 0, entdo
Z, ~ Beta(a, D).
Em particular,

a ab
ElZ.]| = , Var(Zy) = .
2] a+b ar(Ze) (a+b)a+b+1)

Demonstracgdo. Escreva S, = r1(n) + 15(n) e Z, = 7;(n)/S,. Se o caminho 1 é
escolhido, o novo valor da proporcéo é (r;(n) + q)/(S, + q); caso contrario,
é 11(n)/(S, + q). Como a probabilidade da primeira alternativa é Z,,

+
GORT SN0
Snt+q Snt+q
= Z,.

E[Zn—i-l | %n] =2,

Logo, (Z,) é um martingal. Como 0 < Z, < 1, o Teorema 7.7 garante a
convergéncia quase certa.

Para identificar a distribuicao do limite, considere uma sequéncia particu-
lar de r + s escolhas, com r escolhas do caminho 1 e s do caminho 2. Escreva
)k =clc+ 1) (c+k—1),com(c)y = 1. Multiplicando as probabilidades
condicionais, encontramos para qualquer sequéncia com essas contagens

(@), (b)s
(@+b)rys .

De fato, cada escolha do caminho 1 acrescenta uma unidade & sua massa e
cada escolha do caminho 2 faz o0 mesmo com a outra. Os denominadores
crescem sucessivamente dea+ b atéa+ b +r +s— 1. Assim, a ordem das
escolhas nao altera essa probabilidade.

Para reconhecer a expressao, precisamos apenas de uma integral de uma
variavel. Para a,b > 0, defina

1

B(a,b) = L w1 — w1 du.

A integral impropria é finita e positiva: perto de 0 o integrando se comporta
como u%! e perto de 1, como (1 — w)P~1. A distribuicdo Beta(a,b) tem
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densidade

_pla-p!
f(p) = W,

Nao precisaremos da fun¢do Gama para calcular com essa distribui¢do. Da
identidade u + (1 — u) = 1, segue

0<p<l.

B(a,b) = Bla+ 1,b) + B(a,b + 1).

Uma integragao por partes fornece

1
B(a+1,b) = J W1 —wrtdu
0

| w1 - u)?
=|-—

=gm@b+n.

1 1
+ EJ w1 —wbdu
o bJo

O termo de fronteira é zero porque a,b > 0. Combinando as duas relacdes,

a b

B(a+1,b) = = bB(a, b), B(a,b+1) = mB(a, b).

Repetindo essas formulas r e s vezes, obtemos

Bla+r,b+s)  (a)(b)
Bla,b)  (a+b)s

Considere agora outro experimento. Primeiro sorteamos P ~ Beta(a, b);
depois, condicionado ao valor de P, fazemos escolhas independentes com
probabilidade P de escolher o caminho 1. Uma sequéncia particular com r
escolhas do primeiro caminho e s escolhas do segundo tem probabilidade

1
E[P"(1-P)’] = B(; 5 J;) pa+r—1(1 _ p)b+s—1 dp

- (@a+Db)pys

Portanto, toda sequéncia finita de escolhas tem a mesma probabilidade nos
dois modelos.
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Denote por N;(n) o nimero de escolhas do primeiro caminho até a etapa

n. Entao
_a+Ni(n)

" a+b+n’
Esse valor depende apenas das primeiras n escolhas. Como cada sequéncia
dessas escolhas tem a mesma probabilidade nos dois modelos, também Z,
tem a mesma distribui¢do em ambos, para cada n.

No modelo com parametro sorteado, a lei forte dos grandes numeros,
aplicada com o valor de P fixado, d4 N;(n)/n — P e, consequentemente,
Z, — P quase certamente. No modelo de reforco original ja provamos
Z, = Zo quase certamente. Resta mostrar que a igualdade das distribuicoes
em cada etapa identifica também a distribuicdo do limite.

Podemos fazer isso sem um teorema de convergéncia de distribuigoes.
Fixe u € (0,1) e ¢ > 0. No modelo de reforco,

P(Zo <u)<P(Z, <u+e¢)+P(Z, — Z,| > ¢),
e, invertendo os papéis dos limiares,
P(Z, <u—¢) <P(Z, <u)+P(Z, — Z,| > ¢).

Os termos de desvio tendem a zero pela convergéncia quase certa. As pro-
babilidades P(Z, < u + ¢) sdo as mesmas nos dois modelos, pela igualdade
de distribui¢des ja demonstrada. No modelo com P, o mesmo argumento
mostra que P(Z, < v) —» P(P < v) para todo v, pois P possui densidade.
Deixando n — oo e depois ¢ | 0, obtemos P(Z,, < u) = P(P < u), isto é,
Z., ~ Beta(a, D).

Finalmente, as mesmas integrais dao, para k = 1, 2,

Bla+kb)  (a)

ky _
E(P™) = B(a,b)  (a+b)’
Em particular,
_a_ N ala+1)
E(P)_a+b’ E(P)_(a+b)(a+b+1)'

Subtraindo o quadrado da média,
ab
(@a+b32@+b+1)

como anunciado. ]

Var(P) =
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O caso a = b = 1 permite interpretar o resultado: Z,, é uniforme em
[0, 1]. Embora os caminhos sejam simétricos, a proporcio de feromonio néo
converge necessariamente a 1/2. O reforco pode preservar indefinidamente
flutuagdes ocorridas nas primeiras escolhas. Por exemplo,

P(Z, > 0,9) = 0,1.

Simetria das regras implica simetria da distribui¢ao dos resultados, mas néo
obriga cada execuc¢do a terminar em uma configuragio simétrica.

7.9.2 Reforcos diferentes: deriva e selecao

Voltemos aos reforcos ¢; = Q/L;, ainda sem evaporagao. Suponha que
Ly < Ly; equivalentemente, gq; > g5. Agora o caminho 1 recebe mais fero-
monio toda vez que é percorrido.

Proposicao 7.16 — Deriva em direcao ao caminho menor
Seja
_ 71 (n)
1 (n) + 1p(n)
No modelo (3.6) sem evaporacao,

91 92
ElZ. -7 |%,|=2(1—-Z2 — , 7.4
[ n+1 n | n] n( n)(sn +Q1 Sn +q2) ( )

em que S, = 71(n) + 5(n). Se L; < Ly, entdo (Z,) é um submartingal
limitado e, pelo Teorema 7.7, converge quase certamente.

Demonstragao. Condicionado ao passado, a escolha do caminho 1 produz o
incremento
nm+aq , _al-2)
Sn +q " Sn +q
enquanto a escolha do caminho 2 produz

7 (n) _7 GoZn

Sn+q2 " Sn+q2‘
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Multiplicando esses incrementos pelas probabilidades Z, e 1 — Z,,, obtemos
(7.4). Como a fungao q — q/(S, + q) é crescente, a deriva é positiva quando
q1 > q2 € 0 < Z, < 1. Explicitamente,

q1 92 Sn(q1 — q2)

- = > 0.
Sn + q1 Sn + 92 (Sn + ql)(sn + q2)

O valor Z, é determinado pelo historico e esta entre zero e um; logo é
adaptado e integravel. A deriva ndo negativa verifica a condi¢do de submar-
tingal, e a limitacdo permite aplicar o teorema de convergéncia citado no
enunciado. |

A deriva positiva favorece, a cada etapa, o caminho mais curto. Ela
também torna Z, um submartingal limitado, mas isso garante apenas a
existéncia de um limite, ndo que esse limite seja 1. Precisamos de uma ideia
adicional para mostrar que o caminho mais curto acaba dominando.

A demonstragao do Teorema 3.17, anunciado anteriormente, usa uma
ligacdo com os processos de nascimento puro do Capitulo 6. Em vez de
comparar diretamente as escolhas sucessivas, observaremos o crescimento
de dois processos independentes que reproduzem as mesmas proporcoes de
feromonio. Uma visdo geral da teoria das urnas reforcadas esta em Pemantle
(2007).

Demonstragao do Teorema 3.17. Primeiro passo: representar as escolhas por
relogios. Parai = 1, 2, considere um processo de nascimento puro Y;(¢) que,
quando esta no estado y, salta para y + ¢; a uma taxa igual a y. Tome os dois
processos independentes, com os mesmos valores iniciais de feromdnio do
modelo discreto.

Se, em determinado instante, os processos estdo em (yy, y,), seus relogios
tém taxas y; e y,. A corrida de exponenciais mostra que o primeiro toca
antes do segundo com probabilidade y; /(y; + ), exatamente a probabili-
dade de escolher o caminho 1. Depois do toque, o relogio correspondente
recomeca com a nova taxa; pela falta de memoria, a espera residual do outro
relogio conserva sua lei exponencial. Assim, a sequéncia dos pares obser-
vados nos instantes de salto tem a mesma lei que (7;(n), 72(n)). O relogio
continuo nio altera a ordem probabilistica das escolhas; apenas permite
estudar separadamente o crescimento dos dois componentes.
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Segundo passo: medir o crescimento de cada componente. Se Y;(0) = y; > 0,
depois de m saltos sua massa € y; + g;m, e o tempo médio até o salto seguinte
é 1/(y;+g;m). Podemos, portanto, escrever o instante do k-ésimo salto como

k-1
Eim
Ty =), -
m=0 yl ql

onde os E; ,,, sdo independentes e exponenciais de taxa 1. As esperas médias
sdo comparaveis a série harménica. Como x — 1/(y; + ¢;x) é positiva e
decrescente, a comparacéo entre soma e integral fornece

k

k -1
J dx SZ 1 Sl_’_J dx

0o Vitagx T A yitgm Ty Jo wt+agx

k-1

Essas integrais sao diferencas de logaritmos. Logo, existe uma constante
D; < oo tal que, para todo k > 2,

log k

<D.

1

‘ETi,k -

Pela independéncia, as variancias se somam:

k—1
1
Var= Y — L <<
l mgo (v + qim)2 l

pois a série é comparavel a de 1/m?. Assim, a média cresce na escala logk,
mas a variancia permanece limitada.

Escolhemos primeiro a subsequéncia k = 2/: nela, log k é proporcional a
j, e a estimativa de Chebyshev se torna somavel. Para ¢ > 0,

. G
]P(|Ti,2j - ETi,zj| > 5]) < W

Como a série )i~ j 2 converge, a soma dessas probabilidades ¢ finita. Pelo
primeiro lema de Borel-Cantelli, para cada ¢ > 0, os desvios maiores que
¢j ocorrem apenas finitas vezes, quase certamente. Aplicando o resultado a
£=1,1/2,1/3,..., obtemos

Ti,zf' - ETi,zJ’

- — 0 quase certamente.
J
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A estimativa para a média também mostra que ET;,;/(jlog2) — 1/g;. Jun-
tando os dois limites, Ti,zj/ log(ZJ) — 1/q;.

Resta passar das poténcias de dois a todos os indices. Para 2/ < k < 2/71
e j > 1, a monotonicidade da

Tio < ik Ti o1
(j+1)log2 ~ logk ~ jlog2

Os dois extremos tendem a 1/g;, pois os fatores j/(j + 1) e (j + 1)/j tendem

a 1. Portanto,

Tik 1
SATREEN quase certamente.

log k qi

Esse limite mostra também que os instantes de salto tendem a infinito:
nao ha explosao. Por outro lado, cada niimero finito de saltos ocorre em
tempo finito, de modo que sua contagem K;(¢) cresce sem limite quando
[ — oo,

Precisamos agora converter o tempo necessario para k saltos na quan-
tidade de saltos observada até t. Ponha k = K;(t). Para t suficientemente
grande, k > 2 e Tj <t < Tj4q; portanto,

Tik t __Tiknn loglk+1)
logk = logk log(k+1) logk

Os extremos tendem a 1/q;. Assim, t/ log K;(t) — 1/g; e, tomando os recipro-
cos, log K;(t)/t = q;. Como Y;(t) = y;+q;K;(¢), a diferenca log Y;(¢) —log K;(t)
tende a log ¢;. Dividida por ¢, essa diferenca tende a zero. Portanto, os dois
logaritmos divididos por ¢ tém o mesmo limite:

log Y;(?)

; — g quase certamente.

Terceiro passo: comparar os caminhos. Cada componente cresce exponen-

cialmente em escala logaritmica, com taxa g;. Se q; > g5, entdo

1. Y1)

—log—= — ¢, — ¢ <0,

; g Y,(0) @2—q
e por isso Y,(t)/Y;(t) — 0. Os instantes da sequéncia conjunta de saltos
também tendem a infinito. Neles, a propor¢do de feromonio do primeiro
caminho é Z, =Y; /(Y; +Y,); portanto Z, — 1. [
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A mesma estimativa fornece a ordem da velocidade em escala logaritmica:

log(1 - 2,) 92
- s |1-= quase certamente.
logn

q1

De fato, até o tempo t houve (Y;(t) — y;)/¢; saltos do processo i; como
Yo(t)/Y1(t) — 0, o ntimero total n(t) de saltos satisfaz logn(t)/t — ¢q;. Por
outro lado, t~log(1 — Zury) = g2 — q1- Como g; = Q/L;, o expoente ¢é
1—L;/L,. Quando os comprimentos sdo muito proximos, a distin¢do entre
os caminhos pode ser lenta. Esse fendmeno aparece com frequéncia em oti-
mizagao: solugdes quase equivalentes exigem muitas amostras para serem
separadas de modo consistente.

O caminho mais longo continua sendo usado infinitas vezes quase certa-
mente. Na representacdo em tempo continuo, o segundo processo também
realiza infinitos saltos; sua quantidade de feromdnio apenas cresce em uma
ordem menor. Assim, a fracdo das escolhas correspondentes ao caminho 2
converge a zero, embora o nimero total dessas escolhas cresca sem limite.
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7.10 Exercicios complementares

Os trés primeiros exercicios usam a Se¢ao 7.8; o ultimo retoma a Secéo 7.9.

*
Exercicio 7.10 — Evidéncia e limiar

No monitoramento de conversdes, calcule L, para os cinco dados
(0,1,1,1,1). Quantas conversdes consecutivas desde o inicio seriam
necessarias para cruzar o limiar de um teste com a = 0,01?

Exercicio 7.11 — O papel da nao negatividade*

Na prova de Ville, explique por que basta parar em T, A m e por que nao
foi necessario provar EgL7 = 1. Qual passagem falharia se os valores do
martingal pudessem ser negativos?

Exercicio 7.12 — Mistura de alternativas

Para Hy : p = 1/2, sejam L,(,“) e L,(,”) as razdes contra as alternativas fixas

p=aep=>b,com0 < ab < 1. Mostre que M,, = (L,(fl) + Lg’))/Z é um
martingal ndo negativo iniciado em 1. Use Ville para justificar o limiar
1/a para M,. Por que a mesma prova nao autoriza substituir a média por
max(L?, 19)?

*
Exercicio 7.13 — Deriva do feromonio

No modelo de dois caminhos sem evaporacao, tome 7;(0) = 75(0) = 1,
Q=1L = 2e L, = 4. Calcule os dois valores possiveis de Z;, suas
probabilidades, E[Z;] e E[Z; — Z;]. Em seguida, para feromonios positivos e
reforcos gerais qy, q; > 0, obtenha a formula da deriva (7.4) condicionando a
proxima escolha. Por que a convergéncia de um submartingal limitado com
deriva positiva, por si sd, ndo identifica o limite como um?



Respostas e indicacoes

As respostas registram os resultados e os passos que sustentam o argu-
mento. Uma simulacdo pode conferir numericamente uma conta, mas nao
substitui a justificativa de uma identidade ou de um limite.

Cadeias de Markov finitas

Exercicio 2.1. A féormula da probabilidade de um caminho fornece

111 1
P(Xo=1,X1=2,X,=3)=-== = —.
% ! =3 =531 16
Como a segunda coluna de P é constante e igual a 1/2,
1 11 1
P(X; =2)=—, P(X; =2,X)=3)==--=-.
Ki=2=3 PG=2X%=3= =1

Para A = {X, € {1, 3}}, temos P(A, X; = 2) = 3/8 > 0. A probabilidade do

caminho que prossegue até X, = 3 é 3/32, e, portanto,
3/32 1
P(X, =31A, X1 =2)=——=-=p(2,3).
Xz | 1=2) 3/8 4 p(2,3)

Conhecido Xj, o passado parcial ndo altera a lei do proximo passo.
Exercicio 2.2. Partindo de 1, a cadeia permanece nele enquanto nédo da o

salto para 0. Assim, P"(1,1) = r", inclusive em n = 0. Se V conta todas as
visitas ao estado 1,

- 1
EV=YP11)=— <.
v=Yran-

397
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O primeiro passo retorna a 1 com probabilidade r; se vai a 0, o retorno se
torna impossivel. Portanto, ]Pl(Tfr < o) =r < 1,eo0estado 1 é transiente.
O estado 0 é absorvente, logo recorrente, e )., P*(0,0) = co.

Exercicio 2.3. Com Y, = 1, a chance do préximo valor um é 0,6 se o
anterior foi zero e 0,8 se foi um. A informacao anterior ainda importa. O
par atual contém a informagao necessaria e tem matriz

09 01 0 O
0 0 04 06
07 03 0 O
0 0 02 08

P =

De (a, b), o proximo estado tem obrigatoriamente a forma (b, c).

Exercicio 2.4. As linhas interiores tém 0,4 na coluna anterior e 0,6 na
seguinte; as linhas de 0 e 4 sdo absorventes. Para chegar a 4 em trés passos,
0 Unico caminho é 1,2, 3,4, de probabilidade 0,6> = 0,216. Para terminar
em zero, pode-se sair diretamente para zero e permanecer ou percorrer
1,2,1,0: P3(1,0) = 0,4 + 0,6(0,4)* = 0,496. A multiplicacio P> = P2P soma
exatamente esses casos.

Exercicio 2.5. No jogo justo, a chance de atingir seis é 1/3 e a duragio
média é oito apostas. Para p = 3/5, arazdo q/p = 2/3 da
C1-(2/3)° 81 6uy —2 1100

= = —, Vv =
1-(2/3)° 133 27 1/5 133

Uy =~ 8,271.

H4 mais chance de alcancar a barreira distante, o que pode aumentar o
tempo gasto; sucesso e duracdo medem aspectos diferentes.

Exercicio 2.6. Para decidir se T < n, basta observar X, ..., X,,; logo, T é
um tempo de parada. A férmula da ruina com barreiras 0 e 3 da Po(Xt =
3) = 2/3. No evento {XT = 3}, a propriedade forte de Markov permite
recomecar em 3, agora com as barreiras originais 0 e 5. Portanto,

3
]PZ(XTZS|XT:3):]P3(X1':5):E,

Efr—T|Xp =3] = Es[r] =3(5-3) = 6.
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Toda trajetoria que chega a 5 antes de 0 precisa passar por 3. Assim, Po(X, =
5)=1(2/3)(3/5) = 2/5, de acordo com a férmula direta.

Exercicio 2.7. Se R é a submatriz nos estados 1, 2,3, 4, a linha de (I — R)_1
correspondente a 2 é (6/5,12/5,8/5,4/5). Assim, sdo esperadas 8/5 visitas
ao estado 3; a soma da linha ¢é seis, igual a 2(5 — 2).

Exercicio 2.8. Depois do siléncio, ry = (1/9,8/9). A previsao seguinte é
(16/45,29/45); apos o clique, r; = (72/101,29/101). A probabilidade desse
clique, dado o siléncio anterior, é 101/225.

Exercicio 2.9. O fator de emissdo b(y) multiplica todas as coordenadas
previstas e se cancela na normalizacdo, quando b(y) > 0. Com emissdes
idénticas, a lei das observacdes é o produto desses mesmos fatores, sem
depender de P: as agdes nio identificam as transi¢des ocultas.

Exercicio 2.10. As probabilidades sdo 383/550 e 101/225, respectiva-
mente. A observagdo inicial muda a distribuicdo do estado oculto, que
persiste até o proximo dia. A independéncia exigida pelo HMM ¢é condicio-
nal a trajetoria oculta, ndo uma independéncia marginal entre os cliques.

Distribuicoes estacionarias e comportamento
limite
Exercicio 3.1. Da equacdo 7P = rx, resulta 7 = (2/3,1/3). A cadeia é

finita, irredutivel e aperiddica. Pelo teorema ergddico,

+

[SSRE )
W |~

N-1
% Z c(X,) — m(0)c(0) + m(1)e(1) = =2 quase certamente.
n=0

Em contraste, Eyc(X;) = 3/4+4/4 = 7/4: a previsao para um passo nio é a
média de longo prazo.

Para o acoplamento proposto, se as duas copias estdo em estados dife-
rentes, permanecem diferentes somente quando 1/4 < U,, < 1/2, evento de
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probabilidade 1/4. Quando se encontram, o mesmo uniforme conserva a
igualdade. Como P(X, #Yy) = n(1) = 1/3,

P(T > n) = %(i)n

A desigualdade de acoplamento da

IP"(0,) ~ nlry < £ (1)
3\4
Aqui a cota é exata: se p, = P"(0, 1), a recorréncia p,,; = 1/4 + p,/4, com
po = 0, fornece p, = (1—-47")/3.

Exercicio 3.2. As classes sdo {1, 2}, {3} e {4,5}. A primeira e a terceira sdo
fechadas e recorrentes; 3 é transiente. Os periodos sdo dois em {1, 2} e um
nos demais estados, pois p(3,3) > 0 e p(4,4) > 0. Todas as estacionarias sdo

t(1/2,1/2,0,0,0) + (1 —£)(0,0,0,2/3,1/3), 0<t<1.

A lei iniciada em 1 alterna entre as massas em 1 e 2.

Exercicio 3.3. Os graus sdo (1,2,2,1), logo 7 = (1/6,1/3,1/3,1/6). Em
cada aresta, o fluxo nos dois sentidos é 1/6. A cadeia tem periodo dois;
E1T1+ =6e E2T2+ = 3. A versdo preguicosa tem a mesma estacionaria e
os mesmos tempos médios de primeiro retorno, mas é aperiddica e suas
distribui¢des convergem para x. Permanéncias no primeiro passo contam
como retorno.

Exercicio 3.4. Temos (0,1,0) = %(1, 1,1) — %(1, —2,1). O modo de auto-
valor 3/4 ndo aparece. Portanto a distancia é %(l /4)". Em dois passos ela é

1/24 > 0,02 e, em trés, 1/96 < 0,02: o primeiro instante é n = 3. Partindo
de 1, permanece o modo mais lento, de autovalor 3/4, e a distancia é

di(n) = 53/4)" + 2(1/4)"

Essa expressiao decresce com n. Como d;(11) = 0,02112 e d;(12) = 0,01584,
o primeiro instante que satisfaz o mesmo limiar é n = 12. A escolha do
estado inicial reduz, neste exemplo, a espera de doze para trés passos ao
eliminar o modo mais lento.
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Exercicio 3.5. As probabilidades de subir, descer e permanecer sio (3 —
i)2/9, i2/9 e 2i(3 — i)/9, respectivamente. Nas fronteiras, use apenas os
destinos possiveis. A estacionaria é (1,9,9,1)/20. A identidade (?)(3 —i) =
(ifl)(i + 1) verifica o balango detalhado entre vizinhos. Se a primeira urna
¢ um subconjunto uniforme de trés das seis bolas identificadas, ha (?) (33_1.)

~ . 6\ - b
configuracdes com i pretas, entre (3) igualmente provaveis. Uma troca
preserva essa uniformidade.

Exercicio 3.6. A segundaiteracéo é (0,39, 0,19, 0,35,0,07). A estacionaria é
m = (305,175,315, 53)/848 ~ (0,35967,0,20637,0,37146, 0,06250). Substitui-
la em 7G = 7 verifica o resultado. A décima iteracdo esta proxima, mas
ainda néo coincide com o equilibrio.

Exercicio 3.7. Sea =0, cadalinhadeGéverxr =v.Sea =1e cadaum
de dois vértices aponta somente para si mesmo, G = I e toda distribuicao é
estacionaria. A positividade de v junto de @ < 1 garante comunicacéo e per-
manéncia; a finitude garante a existéncia pelo argumento de compacidade.

Exercicio 3.8. A primeira iteragdo passa a (2/5,1/6,11/30,1/15). Os
links sdo os mesmos; a alteracdo decorre de v, tanto no teletransporte quanto
na linha da pagina sem saida.

Exercicio 3.9. Sem evaporacdo, os feromonios nao diminuem e perma-
necem em [Tyin, Tmax]- A probabilidade de cada escolha é pelo menos
€ = Tmin/(2Tmax)- A probabilidade de evitar um caminho nas proximas
r escolhas é, condicionada a qualquer histdria, no maximo (1 —¢)"; portanto,
cada caminho ¢ visitado infinitas vezes quase certamente. Apds no maximo
[(tmax — 7(0))/q;] escolhas do caminho i, seu feromonio chega ao teto e ali
permanece. Esse nimero de escolhas é alcangado em tempo finito quase
certamente para ambos os caminhos. A partir dai, as probabilidades sdo 1/2
e 1/2, apesar de q; > q. O teorema de selecdo pressupde a atualizagdo sem
truncamento, na qual os feromoénios podem crescer sem limite. A explora-
cdo persistente assegura novas visitas, mas ndo compara a qualidade das
solu¢des nem garante concentra¢do no melhor caminho.
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Cadeias de Markov enumeraveis

Exercicio 4.1. P?*(0,0) = (2:)[1)(1 - pI" ~ [4p(1 — p)]"/Jnn. Para
p = 1/2, a série diverge e o passeio é recorrente; para p = 7/10, o fator é
0,84 < 1 e o passeio é transiente. No caso simétrico, P"(0,0) — 0, portanto

EO[N”(O) ] = % Zn: P™(0,0) —> 0.

m=1

Pelo teorema de frequéncia, Z, = N,(0)/n converge quase certamente para
¢ = 1/ETy. Como 0 < Z, < 1, o Lema 3.5 d4 EyZ, — c: basta usar
|EgZ, —c| < e+ Py(|Z, —c| > ¢). Logo ¢ = 0 e o retorno tem média infinita:
a recorréncia é nula.

Exercicio 4.2. A estacionaria é n(i) = %(2/3)i, o retorno médio a zero
é trés e a média temporal de X, tende a Y,in(i) = 2. Ja Y, 2n(i) =
% >./(4/3)! = co. Para cada inteiro b, o teorema ergddico aplicado a f A b da

lim inf% mz: F(X,) > Zi:( £G) A D) G).

Essas afirmacdes valem simultaneamente para todos os inteiros b, pois a
unido enumeravel de eventos de probabilidade zero ainda tem probabilidade
zero. Para ver que as médias truncadas podem ser arbitrariamente grandes,
fixe K e escolha b > 2K Entio

K K
YD AB@) 2 Y 220) = 5 Y (4/3),
i i=0 i=0

As somas finitas a direita crescem sem limite quando K aumenta. Logo o
limite inferior da média temporal é maior que qualquer niamero real, o que
prova sua divergéncia para +oo.

Processos de ramificacao

Exercicio 4.3. As trés probabilidades sdo 1/16, 3/8 e 9/16. Além disso,
E,Zs = 2(3/2)° = 27/4. Para uma semente, ¢; = 1/4 e g, = f(1/4) =
19/64 < 1/3 = q. Extingdo até a segunda geracio é um evento menor que
extincao eventual.
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Exercicio4.4. Se py > 0, a extincdo na primeira geragao tem probabilidade
positiva: para uma semente, g > p, > 0, e para k > 1 sementes essa
probabilidade é plg > 0. Logo a extincdo eventual também tem probabilidade
positiva. Se p, = 0, cada individuo tem pelo menos um filho, a populacdo
nunca zera e ¢ = 0. Como Pp(Hy < ) = ¢*, para todo k > 1 finito a
probabilidade de extincédo é zero exatamente quando g = 0, ou seja, quando
po = 0. Quando Y = 1, a média é um e a populacido permanece constante:
criticidade, sem excluir esse caso, ndo implica extincao.

Exercicio 4.5. Temosm=r/(1—r)e f(s) =(1—r)/(1 —rs). A equagdo
de ponto fixo tem raizes 1 e (1 —r)/r. Portanto ¢ = 1 parar < 1/2, e
q=QQ—r)/rparar >1/2. Quandor = 2/3,q = 1/2 e a sobrevivéncia com
trés sementes é 1 — g° = 7/8.

Exercicio 4.6. Para By, = Zi\io Z,, a linearidade de somas finitas e o
Teorema 4.7 dao

M
E(By) =k Y m"
n=0

Como By cresce para B = )} - Z,, o argumento de contagem e caudas do
Lema 2.15 mostra que E(B) = sup,, E(Byy), inclusive se a soma for infinita.
Portanto, param < 1,

- k
E(B) =k - — < oo,
(B) ,;)m <

Uma variavel ndo negativa com esperanca finita ndo pode ser infinita com
probabilidade positiva. Logo B < oo quase certamente.

Exercicio 4.7. m = 1,3, ]/‘\(s) = 0,3+ 0,1s + 0,65% e q = 1/2; com duas
sementes, a extingdo ajustada é 1/4. O maximo de verossimilhanca atribui
zero a categoria trés, mas dados finitos ndo provam que ela seja impossivel.
As contagens somam 78 filhos; uma arvore encerrada com 60 vértices teria
exatamente 59 arestas.
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Percolacao em arvores e grafos aleatorios

Exercicio 4.8. A descendéncia é binomial com parametros 3 e p, de modo
quem =3pe p. =1/3. Para p = 1/4,

E(Ic)]) = —

=4
1-3/4

Em p = 1/3, o processo é critico e ndo degenerado. Logo, P(|C(0)| = c0) = 0,
mas E(|C(0)]) = ),50 1 = oo.

Exercicio 4.9. A partir de um vizinho da raiz, a exploragdo que néo volta
ao pai é uma ramifica¢do com descendéncia Y ~ Binomial(d — 1, p). Seja g
sua probabilidade de extincao, isto é, a menor solugéo de

qg=(1-p+pg

Cadauma das d direcoes da raiz deixa de conduzir a uma componente infinita
se sua primeira aresta estiver fechada ou se estiver aberta e a ramificagao
seguinte se extinguir. Essa probabilidade é 1 — p + pg. Como as direcoes
usam conjuntos disjuntos de arestas,

P(IC(0)| = ) = 1= (1 - p+ pg)°.

Ela é positiva exatamente quando (d — 1)p > 1. Portanto, p, = 1/(d — 1),
e nio 1/d. A raiz oferece d tentativas iniciais, mas a continuidade de cada
tentativa depende da reproducdo com d — 1 filhos possiveis nas geragoes
seguintes.

e n e o
Exercicio 4.10. Escreva I, = Y, 1gy isolado}- Cada vértice é isolado se
suas n—1 arestas possiveis estiverem ausentes. Pela linearidade da esperanca,
sem exigir independéncia entre essas indicadoras,

E(In) —C
—> e .
n

E(I) =n (1 - %)H ,

Uma componente gigante ocupa uma fracdo positiva, ndo necessariamente
a totalidade dos vértices. Para ¢ > 1 fixo, o teorema da L;(n)/n — p(c) < 1
em probabilidade. Tomando ¢ = (1 — p(c))/2 > 0, obtemos

Ly(n)
n

]P(G(n, c/n)é conexo) <P (

- p(c)’ > e) — 0.
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Assim, a componente gigante pode coexistir com varias outras componentes.
O célculo de E(1,), sozinho, é uma afirmagao sobre a média, ndo uma prova
de concentracdo do niimero de vértices isolados.

Processos de Poisson

Exercicio 5.1. As probabilidades exponenciais sdo e 3/2ee3/4 Paraa
uniforme, sdo 6/24 = 1/4e6/15 = 2/5. A exponencial tem falta de memoria.
Na uniforme, por exemplo, P(U > 18 |U >9) =2/5 = P(U > 9) =5/8.

Exercicio 5.2. A regra de probabilidade condicional da u(s +t) = u(s)u(t).
Como 0 < u(1) < 1, podemos definir ¢ = —logu(1) > 0. Para inteiros
m > 1ek > 0, temos u(1/m)™ = u(1) e, portanto, u(k/m) = e—ak/m
A continuidade estende a identidade aos reais nao negativos. Os eventos
{T > n} decrescem para {T = oo}; pela continuidade das probabilidades e
pela finitude de T, suas probabilidades tendem a zero. Logo o > 0: se & = 0,
teriamos u = 1, que descreveria uma espera infinita. Assim, T ~ Exp(«).

Exercicio 5.3. A média é 4/3 de hora. Como T > 1 equivalea N(1) < 3,a
probabilidade é 13e73 =~ 0,6472. A terceira resposta é 1 —4¢73 =~ 0,8009. Con-
dicionado ao total seis, a contagem na meia hora é binomial de parametros
6 e 1/4, logo a probabilidade é (3)(1 /4)?(3/4)* = 1215/4096.

Exercicio 5.4. Escreva N(t) = N(s) + [N(t) — N(s)], com parcelas inde-
pendentes. Entao

E[N(s)N(t)] = As + A%st, Cov(N(s), N(t)) = As.

As contagens acumuladas compartilham os eventos anteriores a s; sdo os
incrementos em intervalos disjuntos que sao independentes.

Exercicio 5.5. As duas contagens sao Poisson independentes de médias
3 e 3/2. A probabilidade é (6_332/2)(6_3/23/2) = 27e_9/2/4. Dado o total
trés, a detectada é binomial de pardmetros 3 e 2/3, e a outra vale trés menos
a primeira: sdo dependentes.
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Exercicio 5.6. O numero de pedidos tem média seis, EY = 11/6 e EY? =
9/2. A soma tem média 11 e variancia 27. O nimero de pedidos com quatro
unidades é Poisson de média 6(1/6) = 1.

Exercicio5.7. Fixen > 0 e denote por C;(n) o nimero de pessoas no estado
j. Osindividuos inicialmente em i se dividem por destino com probabilidades
P"(i,j). O afinamento gera contagens independentes em cada destino e
grupo de origem. Somando os grupos, obtemos Poisson independentes
com vetor de médias (4, 2)P" = (4, 2), pois (4,2)P = (4,2). Assim, C;(n) ~
Poisson(4) e Cy(n) ~ Poisson(2) para cada instante fixado. Isso nio afirma
independéncia entre contagens em instantes diferentes.

Se M é o total inicial, a conserva¢do do nimero de pessoas da M =
Cy(n) + Cy(n). Como a soma tem lei Poisson(6), para 0 <r < m,

PC(n) =r | =y = LRI () (2 ()

e %6™/m! r)\3/ \3

Logo, condicionado a M = m, o par tem distribui¢do multinomial com total
m e probabilidades (2/3,1/3); a segunda contagem vale m — C;(n). Para
m > 0, sua covariancia condicional é —2m/9, e elas sdo dependentes. Para
m = 0, ambas sio identicamente zero.

Exercicio 5.13. A média e a variancia sdo 4-1+2-1 = 6, e a probabilidade
é1—e~® O modelo homogéneo da 14/3 e 1 — e 14/3,

Exercicio 5.14. E contrariada a independéncia dos incrementos em inter-
valos disjuntos. Mudar uma intensidade deterministica altera as marginais,
mas preserva essa independéncia; ndo produz a correlacéo residual obser-
vada.

Exercicio 5.15. Temos A(t) = t> e P(Ty > t) = e, Se Sy = Ey+ -+ Eg
sdo as chegadas do processo de taxa um, entio N(t) = M(t*) chega quando
2= Sk, isto €, T, = \/S_k As duas contagens sao independentes com médias
e variancias 1 e 3.
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Exercicio 5.8. Um minuto corresponde a h = 1/60 de hora, portanto
Ah = 1/10. A lei do incremento d4, respectivamente,

¢1/10, ie—l/m’ ;- U -1/10
10 10

Os valores aproximados sdao 0,90484, 0,09048 e 0,00468. A aproximacao

linear para exatamente uma chegada é 0,1, cerca de 0,00952 acima do valor
exato. Para h > 0,

1—e %"(1 + 6h)

P(N(h) > 2| N(h)>1) = oh

1—e"

Pela Proposicio 5.10, o numerador é 18h% + O(h®) e o denominador é 6h +
O(hz). Dividindo ambos por h, o quociente tende a zero. Para cada h > 0,
o numerador é positivo; o limite apenas compara a velocidade com que as
probabilidades diminuem.

Exercicio 5.9. Para K, = k, a chegada de ordem k + r na superposicio
deve ter marca B. Nas k + r — 1 posi¢des anteriores deve haver exatamente
k:izl
sequéncia, incluindo a marca B final, tem probabilidade p*(1 — p)’, pela in-
dependéncia das marcas. Isso prova a formula, conhecida como distribuicéo
binomial negativa para o niimero de marcas A antes da r-ésima B.

Entre duas marcas B sucessivas, conte as marcas A. Cada bloco tem
a lei geométrica do Exemplo 5.9, pois usa uma nova parte da sequéncia
independente de marcas; sua média é p/(1 — p) = A/p. O mesmo vale
para o bloco anterior a primeira B. Pela linearidade da esperanca, somar
os r blocos da E(K,) = rA/u. A decomposicdo pode ser justificada para
quaisquer comprimentos fixados: a probabilidade da lista de comprimentos
(ks k) 6 TThey p5(1 = p), que se fatora nas massas geométricas. No caso

J
v - ()3 () - &

numérico, p =2/3 e
Exercicio 5.10. A primeira chegada B tem densidade ,ue_”t, t>0,eé
independente de N4. Se essa chegada ocorre no instante t, a contagem A

r — 1 marcas B e k marcas A. Ha ( ) escolhas para as posi¢des B. Cada
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anterior a ela tem lei Poisson(At). Empates entre chegadas tém probabilidade
zero. Portanto a densidade conjunta do instante T e do evento {K = k} é

— oMt —At(/lt)k
g(t) = pe M M

k
_ A k-G
- .

k!

No exemplo ja obtivemos P(K = k) = pA*/(A + p)¥*! > 0. Dividir a
densidade conjunta por essa massa da

k+1
A+ g

2 t>0.

frik=k®) =
E a densidade gama de forma k + 1 e taxa A + y. Como essa lei também é
a de uma soma de k + 1 exponenciais com essa taxa, a linearidade fornece
E(T | K = k) = (k+1)/(A+ p). O processo A e T eram independentes
antes da observacéo; a variavel K = N4(T) usa ambos. Fixar K modifica a
informacdo disponivel sobre T, e a média condicional cresce com o valor
contado.

Exercicio 5.11. Escreva U,V,W, Z para as quatro contagens indicadas
no enunciado. As probabilidades das marcas sdo ab, a(1 — b), (1 —a)b e
(1 —a)(1 —b). O afinamento fornece contagens independentes com médias
iguais a essas probabilidades multiplicadas por At. Os registros dos aparelhos
sao

Cat)=U+V, Cg(t) =U+W.
Somar Poisson independentes da leis marginais Poisson(aAt) e Poisson(bAt).
Para a covariancia, expandimos os produtos. Pela independéncia entre
U,V,W, todos os termos cruzados se cancelam ao subtrair o produto das
médias; resta

Cov(Cx(t),Cg(t)) = Var(U) = abAt.

Como essa quantidade é positiva para t > 0, as contagens nao sao indepen-
dentes. A independéncia das duas decisdes para uma particula permite que
ambos registrem a mesma chegada: é a parcela comum U. No afinamento
em classes mutuamente exclusivas, essa parcela nao existe.



Respostas e indicagdes 409

Exercicio 5.12. Multiplicar uma variavel por dois multiplica sua média
por dois e sua variancia por quatro. Assim,

E(C(t)) = 2At, Var(C(t)) = 4At.

A contagem C(t) é sempre par, de modo que P(C(¢) = 1) = 0. Ja uma Poisson
de parametro 2\t tem variancia 24t e, para t > 0, atribui massa positiva a
um. Além disso,

P(C(h) >2)=P(N(h) > 1) =1—e " = Jh + O(h?).

Aqui duas chegadas de pacotes tém probabilidade de primeira ordem em h,
e cada salto de C tem tamanho dois. Portanto, C néo satisfaz a condi¢io de
saltos unitarios do processo de Poisson, embora conte lotes por meio de um
processo de Poisson.

Exercicio 5.16. No estado zero, a espera é exponencial de taxa 1 por hora;
a probabilidade pedida é ¢ e a média é uma hora. No estado dois, a taxa é
1+42-2 =5 por hora; a probabilidade é e ™" e a média é 1/5 de hora. A taxa
permanece fixa durante cada uma dessas esperas porque nenhuma chegada
ainda alterou o estado.

No modelo ndo homogéneo, a probabilidade de nio haver chegadas entre

tet+hé
t+h
exp (—J A(u) du) ,
t

qualquer que seja a contagem anterior. Se A é continua em ¢, essa probabili-
dade é 1 — A(t)h + o(h). Um mesmo valor A(t) ndo pode ser simultaneamente
1e 5. A intensidade deterministica pode mudar com o reloégio, mas é comum
as histérias que atingem o mesmo horario; a taxa do segundo mecanismo
muda com a contagem de cada histéria.

Cadeias de Markov em tempo continuo

Exercicio 6.1. Parat > 0,P(M <1t) = (1-— e_t/4)(1 - e_t/é). A média
é4+6—12/5 = 38/5 anos. O primeiro componente falha antes com
probabilidade (1/4)/(1/4+1/6) = 3/5.
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Exercicio 6.2. As médias de permanéncia sdo 1/3, 1/3 e 1/4 de hora. Os
destinos tém probabilidades (r(1, 2),7(1,3)) = (2/3,1/3), (r(2,1),r(2,3)) =
(1/3,2/3) e r(3,1) = 1. Resolver 7Q = 0 e normalizar da = = (12,8,7)/27.
Como ¢(2,3) > 0 e g(3,2) = 0, ndo ha reversibilidade. O fluxo de 1 para 2
é m(1)q(1,2) = 8/9 por hora. A taxa 2 é o coeficiente de h em Py(1,2) =
2h + o(h); durante uma hora podem ocorrer varios saltos.

Exercicio 6.3. Temos P;(1,2) = %(1 — e, Em [0,1], a cadeia faz apenas
um numero finito de saltos quase certamente. As somas de Riemann da
indicadora de permanéncia em 1 convergem para seu tempo de ocupagao e
sdo limitadas por t. A estimativa elementar para convergéncia de variaveis
limitadas permite passar ao limite nas esperancas dessas somas. Como a
esperanca de cada parcela é Py(1, 1), a esperanca da ocupacéo é a integral
usual de Py(1,1) = 3/5 + (2/5)e™>5, portanto
3 2

St+—(1-e).
50+ g5 )

3/52/5

3/5 2/5
descartados ao contar mudancas reais; a taxa efetiva é 5(2/5) = 2 em 1 e

5(3/5) = 3 em 2.

A uniformizacido da U = ( ) Toques que conservam o estado sdo

Exercicio 6.4. Na ordem 0, 1, 2, o gerador por dia e a estacionaria sao

-1/2 1/2 0

o=[1/8 —s/8 12|, rx=-L@45s).
0 1/4 -1/4 13

O niimero médio em funcionamento é 20/13. O reparador trabalha quando
ha menos de duas maquinas funcionando: fragéo 5/13.

Exercicio 6.5. A cadeia de saltos é simétrica, logo a probabilidade é 1/4.
A restricdo do gerador tem diagonal —4 e vizinhos de taxa 2. A primeira
linha de sua inversa negativa é (3/8,1/4,1/8), em horas. A soma é 3/4 de
hora, também obtida de i(4 —i)/4 em i = 1.
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Exercicio 6.6. Normalizar os pesos (3/4)",0<n < 3,da
7 = (64,48, 36,27)/175.

A fragdo recusada é 27/175 e a taxa aceita, igual a atendida a longo prazo,
é 6(148/175) = 888/175 por hora. O niimero médio é 201/175; sem limite
seria 6/(8 — 6) = 3. PASTA usa a intensidade condicional constante das
tentativas de chegada, inclusive com o sistema cheio, e servicos que nao
antecipam essas chegadas.

Exercicio 6.7. A cadeia de saltos, fora de zero, sobe com probabilidade
p=A/(A+ p) e desce com q = p/(A+ p). Partindo de 1, a probabilidade de
atingir 0 antes de btendea 1se p<q,eaq/p < 1se p > g, pela formula da
ruina. Assim, o caso critico é recorrente, mas nio admite estacionaria. Para
ver que sua média de retorno é infinita, o tempo de atingir {0, b} a partir de
1 tem média (b — 1)/(21), que tende a infinito e é limitado pelo tempo de
atingir 0. O caso A < p € recorrente positivo: a média de descida a partir
de 1 é 1/(u — A), obtida pela equacgio de primeiro passo com barreira b e
passagem monotona ao limite; somamos a espera 1/4 em zero. O caso A > p
é transiente. Nao possuir estacionaria ocorre nos dois ultimos regimes e nao
basta para distingui-los.

Exercicio 6.8. Atét, ha finitas chegadas quase certamente, e 0o nimero de
saidas ndo pode exceder a populacio inicial mais essas chegadas. Portanto
nao ha explosao. Os pesos de nascimento e morte sdo 2" /n!, de modo que
n(n) = e722" /n!. A taxa média de saida é > ,(4+2n)m(n) = 8 por hora. Logo
a estacionaria da cadeia de saltos é a(n) = (n + 2)x(n)/4. De fato,

4  r(n) 2(n+1)
4+2n_T_a(n+l)4+2(n+1)’

a(n)

pois (n + 1) = 27(n)/(n + 1). Observar saltos da maior peso a estados em
que o relégio toca mais depressa.

Exercicio 6.9. Podemos tomar )?t = X, portanto }3; = P,. A estacionaria,
as probabilidades de saida e a matriz da cadeia de saltos permanecem iguais.
As duracdes sio divididas por c, trajetria a trajetéria; em particular, E;H, =
E;H,/c quando finito.
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Exercicio 6.16. As utilizacdes sdo 3/5 e 3/4. A probabilidade de rede vazia
é (2/5)(1/4) = 1/10; o ntimero médio total é 3/2 + 3 = 9/2. A segunda
estacdo tem maior utilizacao.

Exercicio 6.17. Em (m,n) com m > 0, a transferéncia para (m — 1,n + 1)
ocorre a taxa yq. Sua inversa direta ndo é uma transicdo permitida. As
filas sdo dependentes ao longo do tempo porque uma conclusdo na primeira
produz uma chegada na segunda; a fatoragao da lei em um instante nao
altera esse mecanismo.

Exercicio 6.18. O vetor de visitas médias é (1,11/18,71/90,5/9) por re-
quisicdo externa. Com os servigos originais, estabilidade exige 0 < a <
810/71 por segundo, e 0 banco é o gargalo. Com servi¢o 12 no banco, os qua-
tro limites sdo 20, 180/11, 1080/71 e 18. Assim, 0 < a < 1080/71 = 15,211
por segundo; o banco continua sendo o gargalo. A igualdade nos limites
nao ¢ estavel.

Exercicio 6.10. Em A, a taxa total € 1+3 = 4 por dia. A média da primeira
espera é 1/4 de dia, e a maquina 2 falha primeiro com probabilidade 3/4,
deixando o estado B.

Antes de resolver as equagdes para o desligamento, verifiquemos a fini-
tude. Em B, a chance de o proximo evento ser a falha definitiva é 1/(1+2) =
1/3;em C, é 3/(3 + 2) = 3/5. Partindo de A, o primeiro salto chega a B ou
C, e o seguinte desliga o sistema com probabilidade ao menos 1/3. Logo, de
qualquer estado ainda ativo, a chance de absorc¢éo nos proximos dois saltos
¢ ao menos 1/3. Se ] conta os saltos até a absorcéo,

P(J >2m)<(2/3)",  E()<2) (2/3)"=6.

m>0

As taxas de saida de A, B, C sdo 4,3, 5; cada espera tem média no maximo
1/3 de dia. Somando as esperas até J, ou primeiro somando até ] A n e
depois usando a formula das caudas, concluimos que o tempo médio é no
maximo E(J)/3 < 2 dias.
Sejam my, mg, me as médias até F. Pela analise do primeiro passo,
1

mp=142m me =24 %m my=24+3mg+lim
B= 3 g CT 5 5 A ATy T BT e
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As parcelas omitidas levam a F, onde o tempo restante é zero. Substituindo
as duas primeiras equagdes na ultima,

1 31 11 (32 12) 11 3
ma==-+>>+==+(>2+>2)my ==+ Zmy.
4 43 45 43 45 20 5
Assim, (2/5)m4 = 11/20 e
11 5 3
m, = — dias, mp = — dias, me = = de dia.
477 B= 4 €7y

A média 1/4 termina na primeira falha. A média 11/8 inclui esperas poste-
riores e possiveis reparos que devolvem o sistema a A.

Exercicio 6.11. Em B, a maquina em reparo é a 2; em C, é a 1. Portanto,

—2A A A 0

0= Ho  —(A+ o) 0 A
I 0 —(A+pm) Al

0 0 0 0

A primeira falha deixa o sistema em B ou C com probabilidades 1/2 e 1/2.
Se H é a permanéncia seguinte com apenas uma maquina funcionando, sua

sobrevivéncia é
u(t) = %e—muz)r " %e—mul)t_

Para s > 0,
u(2s) — u(s)? = l(e—(/sz)s _ e—(/1+y1)s)2‘
4

Se 1y # p, a diferenca é positiva, contrariando a identidade de falta de
memoria. Portanto o nimero de maquinas funcionando, iniciado em duas,
nao fornece uma cadeia homogénea de Markov nesse modelo. Mesmo com
taxas de falha iguais, os reparos diferentes conservam uma informacéo
escondida. Se também p; = i, as taxas das duas alternativas coincidem e a
reducdo a trés estados volta a ser valida.

Exercicio 6.12. Para o carro sair antes de uma nova chegada, a funilaria
precisa terminar antes dessa chegada e, depois, a pintura precisa vencer a
chegada ainda nao ocorrida. Pela falta de memoria e independéncia dos

relogios,
, 2 4 8
P(saida antes da chegada) = ———— = —.
1+21+4 15
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A primeira competicio tem taxa 3 e média 1/3 de hora. Se a chegada vence,
o numero de carros ja mudou. Se a funilaria vence, evento de probabilidade
2/3, continua havendo um carro; a competicdo seguinte entre chegada e
pintura tem taxa 5 e média 1/5 de hora. Logo,

, 1 21
E(tempo até mudar o total) = = + == = A de hora.
3 35 15

O valor 1/3 acompanha apenas o primeiro evento, que pode ser uma mu-
danca de etapa sem alteracdo do total.

Exercicio 6.13. Na ordem indicada, o gerador é

As duas ultimas diagonais ndo contém a taxa de chegadas: uma tentativa
recusada conserva o estado. Todos os estados podem chegar ao vazio por
conclusdes de servigo, e do vazio podemos alcancar os demais por chegadas
e mudancas de etapa. A cadeia é finita e irredutivel.

Escreva as massas estacionarias como 7, 71, 1 p, ToF, Top. As equagdes
para 0, (2, F), (2, P), (1, F) dao, nessa ordem,

my = 471 p, 27TyF = T Fs

4myp = mp + 29, 3mp = 7wy + 479p.

Pelas duas ultimas equacdes e pelas substituicoes anteriores, 37p = 471p +
mp + 1, de modo que 7y = (5/2)7m;p. Consequentemente,

5 7
Top = =71 p, Tlop = —IT1p.
2F 4 1P 2P 3 1P

A soma das cinco massas é (4 + 5/2 + 1+ 5/4+ 7/8)mp = (77/8)myp.
Normalizar fornece )
7= —(32,20,8,10,7).
77

A equacio restante, 57;p = 2, também é satisfeita. A probabilidade de
duas vagas ocupadas em equilibrio é myf + myp = 17/77. A diagonal registra
a taxa de mudanca real do estado, e ndo todas as tentativas externas.
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Exercicio 6.14. Temosa = A/u=3e p=e " =1/2. Pela decomposicio
do Exemplo 6.22,

X; =B+C, B ~ Binomial(3,1/2), C ~ Poisson(3/2),

com B e C independentes. A soma é zero somente se ambas as parcelas
forem zero; portanto,

3
P(X; =0) = (%) e 3/2 = %6_3/2.

As médias e variancias somam por independéncia:
E(X;) = g + % =3, Var(X;) = 3%% + % = z
No equilibrio, a lei seria Poisson de parametro 3, com variancia 3. As varian-
cias diferentes provam que a distribui¢ado ainda ndo é a estacionaria, apesar
da igualdade das médias. De fato, neste exemplo, E(X;) = 3 para todo s > 0;
a média constante ndo descreve toda a evolu¢io da distribuicao.
Exercicio 6.15. Ponha p = e % er = 1—p. As duas familias independentes
tém massas pr/~! para j > 1. Para um total n > 2, a primeira familia pode ter
j=1,...,n—1individuos e a segunda, n — j. Somando essas possibilidades
disjuntas,
n—1
Py(Z =n)= ), pr/ Lpr" 7t = (n— 1)p*r .
j=1
Quando ¢ = (log 2)/a, temos p =r = 1/2; logo,
1 1 3 5
]PZ(ths)_l—(Z+Z+l—6)—R.
Até atingir cinco individuos, a populacdo passa sucessivamente por 2, 3 e
4. As trés esperas tém médias 1/(2a), 1/(3a), 1/(4a). A média do tempo de
chegada a cinco é, assim,
1 (1 1 1) 13
“(z+>+>)=—.
al\2 3 4 12a
Ja EyZ, = 2e* chega ao valor 5 no instante t = log(5/2)/a. Esse instante
é aproximadamente 0,9163/a, enquanto a média do tempo de chegada é
aproximadamente 1,0833/a. Atravessar um nivel em uma trajetoria e atingir
esse nivel na média sdo operacoes diferentes; uma ndo se obtém invertendo
a outra.
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Exercicio 6.19. A diferenca entre as taxas individuais é 2 — 3 = —1 por
dia. Pela Proposicao 6.16,

EyZ, = 2¢7, P,(extincio eventual) = 1.

Para verificar a probabilidade de ja estar extinta, ponha x = e,

q=3(1-x)/(3—2x)ex” =—x, de modo que a regra do quociente da

Entao

3x

q @)= Gt

A equagcio da geradoraem s = 0 é ¢/ = 3 — 5¢ + 2¢°. Seu lado direito se
fatora como (1 — q)(3 — 2q). Na formula proposta,

X 3
3—2x

1—-qg=

cujo produto é a derivada acima. A condicdo g(0) = 0 também vale; pela
unicidade, essa é a probabilidade pedida.

As duas familias iniciais sdo independentes. O total fica vazio até t exata-
mente quando ambas estdo vazias nesse instante. Portanto,

Py(Z > 0) = 1 q(t)%

Para calcular a média condicionada a sobrevivéncia, usamos que a populagao
vale zero no evento complementar:

Ex(Z 1 2, > 0) = ze—_t-
1—q(t)?

Em termos de x = e *,

(3 —2x)? — 9(1 — x)? ~ x(6 —5x)
(3 — 2x)2 C(3-2x)%

1-q(t)* =

Assim, a média condicionada é 2(3 —2x)? /(6 —5x) e tende a 3 quando t — c.
A média incondicional tende a zero porque a sobrevivéncia se torna rara;
nas trajetorias que ainda sobrevivem, o tamanho médio nio tende a zero.
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Exercicio 6.20. Astaxassaob, =2n+2ed, =5n Comov =4 =2, 0s
pesos sdo w, = (2/5)", cuja soma é 5/3. Logo,

3(2)” 3 2 2
= —| - s 0 = -, E X = - = —.
=515 "0=5 EX=5375
Com v = 4, o produto dos pesos se simplifica:
n—1 .

2j+4 (2)”2'3---(n+1) (2)”

= =(2) —————Z=m+1)(Z2) .
i gs(j+l) 5 1:2-n (n )5

Para 0 < r < 1, a soma geométrica e sua derivada dao ),5o(n + Dr" =
1/(1 —r)?. Portanto,

m(n) = i(n—k 1) (2)71’ m(0) = i, E. X = 4 -,
25 5 25 5-2 3
Em zero, a espera até a proxima imigracgao é exponencial de taxa v. Logo a
probabilidade de continuar em zero, sem sair dele durante meio dia, é e /2
vale e~! no primeiro caso e e~ no segundo. Isso nio é a probabilidade de
estar de volta em zero apds meio dia, pois esta ultima permite chegadas e
mortes intermediarias. Sem imigracao, zero ¢ absorvente e significa o fim da
populagdo. Com imigracdo, a permanéncia em zero é somente uma espera
por nova chegada.

Exercicio 6.21. O gerador é

-1 1 0
o=[1 -3 2
0 3 -3
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A poténcia esta em watts e o fluxo em tarefas por minuto. Duplicar o da
pesos 1/2,1,2/3 e soma 13/6. Assim,

(3 6 4)
T=\"7" ===
13 13 13

_ 22
c=—,

13

12

An(P) = —.
n(P) =72

O fluxo aumenta em 12/13 — 3/4 = 9/52 tarefa por minuto, e a poténcia
esperada aumenta em 22/13 — 11/8 = 33/104 watt. Com uma espera deter-
ministica de um minuto, é necessario saber ha quanto tempo o equipamento
ja dorme. Se acabou de entrar em D, nao acordara nos proximos poucos se-
gundos; se entrou ha quase um minuto, acordara nesse intervalo. O mesmo
estado D passa a admitir previsdes diferentes conforme o passado. Acres-
centar a idade do sono ao estado conserva a informacao que a descricdo de
trés estados perdeu.

Exercicio 6.22. Quando o principal falha em A, o sorteio de comutacao
divide a taxa 1/10 nas proporcdes 4/5 e 1/5. Portanto, g(A,B) = 2/25 e
q(A, M) = 1/50. As taxas restantes foram especificadas diretamente no
enunciado, e cada diagonal é o negativo da saida total:

~1/10 2/25 1/50 0

0- 1 -6/5 0 1/5
1 o0 2 —11/5 1/5|
0 0 0 0

A taxa de saidaem M é 2+ 1/5 = 11/5, menor que A = 3. As outras saidas
também sdo menores que trés, logo a uniformizacgao é valida. Sua matriz é

29/30 2/75 1/150 0
1/3 3/5 0 1/15
0 2/3 4/15 1/15|
0 0 0 1

U=1+Q/3=

Como F é absorvente, Hr >t equivale a estar em A, Bou M em t. Assim,
S(t) é a probabilidade de ainda néo ter ocorrido perda definitiva, mesmo que o
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servigo esteja temporariamente interrompido. A disponibilidade D(t) conta
somente A, B no instante ¢. Ja I(t) exige que nenhum estado de interrupcao
tenha sido visitado até ¢. Pelas inclusdes de eventos,

Hin py > 15 ©{X; € {A, B}y € {Hp > 1},

e obtemos as desigualdades. Uma trajetoria que ja passou por M e voltou a
B é contada por S e D, mas foi excluida de I para sempre.

Para computar I, use estados A, B, L, em que L registra a primeira inter-
rupcao e é absorvente. O gerador dessa cadeia é

—-1/10 2/25 1/50

QI: 1 —6/5 1/5 s UI:I+QI/3.
0 0 0

Até atingir M ou F, a cadeia original e essa cadeia percorrem os mesmos
estados A, B com as mesmas taxas. Depois disso, a segunda permanece em
L; portanto I(¢) é a soma das suas probabilidades em A, B.

Para qualquer uma das duas matrizes V = U, U, comece com o vetor-linha
vy concentrado em A e calcule sucessivamente

_ _ 3 I
Vo1 = ViV, Wo=¢€ 7, Wil = Wn———-

A aproximacio da distribuicdo emt é Y-, w,V,. Isso requer somente produ-
tos de vetor por matriz e a recorréncia dos pesos de Poisson. Cada v, é um
vetor de probabilidade, pois V é estocastica. Logo, para qualquer conjunto
C de estados,

0<P(X,eC)— i wy v, (C)

n=0
< Z Wy

= P(Poisson(3t) > m).
Para controlar a cauda sem somar infinitamente, escrevab = 3t. Sem+2 > b,

a razdo entre pesos consecutivos a partir de wy,, é no maximo b/(m + 2).
Comparar com a série geométrica da

e bb™ 1 /(m + 1))

2 S e

n>m
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Parat < 10 e m = 70, essa cota é menor que 1,5 - 10710, Pode-se conferir a

cota em b = 30 usando a mesma recorréncia dos pesos; ela é crescente para

0 < b <30, pois b7leb ¢ crescente nesse intervalo e 1 — b/72 é decrescente.
O resultado numérico, arredondado a seis casas, é

t (horas) ‘ S(t) D(t) I(t)
1 0,992940 0,985250 0,975370
5 0,931710 0,923892 0,862079
10 0,856258 0,849077 0,736342

O erro de truncamento é muito menor que o erro de arredondamento da
tabela.

Para as médias de chegada, escreva ty4, tg, t); para as esperancas até F. Os
estados transientes formam um conjunto finito, e de cada um ha um caminho
de taxas positivas até F. O argumento de tentativas repetidas usado nos
problemas de saida garante chegada quase certa e média finita. Uma analise
de primeiro passo da

4 1
by =10+ —tg + =ty
A 5B 5M
5 5
tn =24 24,
B 6 6A
_5 10
M= 11 B

Por exemplo, em B a espera média é 1/(6/5) = 5/6, e o reparo vence a falha
com probabilidade 1/(6/5) = 5/6; a outra op¢ao chega a F e ndo acrescenta
tempo futuro. Substituindo a terceira equacao na primeira,

oL,
471 T B

Substituir tg = (5/6)(1 + t4) fornece t4 = 120/11 + (9/11)t4, logo t4 = 60
horas. As demais médias sdo tg = 305/6 e ty; = 140/3 horas.
Para a primeira interrupg¢ao, os estados-alvo sdo M, F e restam somente

SA>SB:
SA:lO-i-éSB, SB:§+§SA.
5 6 6
Portanto s, = 10+2/3+(2/3)s,4, dando s4 = 32 horas. A taxa de comutacio
manual s6 governa o que acontece depois da primeira visita a M. Por isso ela
pode mudar a recuperagio do servigo e a probabilidade de perda definitiva,

mas nao muda a lei do primeiro tempo de interrup¢ao nem I(t).
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Martingais

Exercicio 7.1. Em {Y < 4}, My = 5/2; no complemento, M, = 13/2. As
quatro partes de & sdo {1,3}, {2,4}, {5, 7} e {6, 8}; nelas, M, vale, respectiva-
mente, 2,3, 6,7. Finalmente, M, =Y. Dentro de cada parte de F, as duas
novas partes tém probabilidades condicionais iguais, dando médias 5/2 e
13/2. Dentro de cada parte de &, a média de Y é o valor indicado para
M;. Isso verifica as duas identidades condicionais. O processo constante
igual a Y ndo é adaptado, pois seu valor ndo pode ser determinado com a
informacdo .

Exercicio 7.2. A primeira estratégia é previsivel e limitada; sua riqueza
é um martingal de média zero. Na segunda, cada ganho é K,&, = &2 = 1,
logo a riqueza vale n. Essa escolha usa o resultado da propria rodada e nao
é previsivel. Integrabilidade e limitagdo ndo corrigem a antecipacao.

Exercicio 7.3. O tempo T é finito quase certamente pelo argumento de
caminhos em um intervalo finito. Se u = P(S; = 3), a parada de S, da
0 =—2(1—u)+3u,logou =2/5. A dominadora é a constante 3. Para S2 —n,
primeiro paramos em T A n e usamos S%/\n <9eTAn?tT:

E(T) = E(S%) = 4% + 9% — 6.

Nio se aplica diretamente o teorema da parada limitada ao processo S? — n,
pois seu termo temporal nao é limitado uniformemente em n.

Exercicio 7.4. Um bloco de quatro ensaios contém quatro sucessos com
probabilidade 0,3* > 0, independentemente dos outros blocos. Se G é o
indice do primeiro bloco assim, T < 4G e E(T) < 4/0,3* < co. Para &
indicadora de sucesso, 2%:1 & = 4. Wald fornece E(T) = 4/0,3 = 40/3
ensaios. A verificacdo prévia permite usar a identidade sem pressupor a
finitude da média que queremos encontrar.

Exercicio 7.5. A média condicional da binomial é X, de modo que X é
martingal limitado. Usando sua variancia condicional,

5
E[Xn+l(6 - Xn+l) | gn] = an(é - Xn)s
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0 que prova a afirmacdo sobre U,, integravel em cada instante por 0 <
X,(6 — X;,) < 9. De qualquer estado interno, a probabilidade de saltar para
0 no passo seguinte é ao menos (1/6)°. Assim, a cauda do tempo T de
absorcdo é limitada por uma cauda geométrica. Pela parada limitada de X,
2 = E(X7) = 6P(X1 = 6), logo a fixagao tem probabilidade 1/3. Finalmente,
E[X(6 — Xp)] = 8(5/6)".

Exercicio 7.6. Os fatores sdo independentes, ndo negativos e de média 1.
Portanto E(M,,) = 1 e a propriedade de martingal segue ao condicionar no
proximo fator. Além disso,

log M,

—> Elog(2U;) =log2—1<0 quase certamente.

A lei dos grandes numeros se aplica porque E|log(2U;)| < oo. Logo M, — 0.
Se uma variavel integravel Y dominasse todos os M, a primeira regra da
Proposicédo 7.8 daria E(M,) — 0, contradizendo a média constante 1.

Exercicio 7.7. Temos ¢(b) = 25);3 37 = %(1 —37h), portanto P;(H, <
) = 1/3. Com p, = 0, o estado é absorvente e Py(T;” < o) = 1. Com
po = 2/5, essa probabilidade é 3/5 + (2/5)(1/3) = 11/15 < 1: o estado
é transiente. O mesmo limite finito de ¢ produz classificacoes diferentes
porque a regra na fronteira mudou.

Exercicio 7.8. Pelo limite T < N,

N
Sr = Z Dy, Dy = & yr>p)-
k=1

A indicadora de {T > k} é determinada pela informacéo até k — 1. Portanto,
ED} = o*P(T > k). Para j < k, o produto Dj1yr5)y também é conhecido
até k — 1, enquanto E(§ | F_1) = 0. Logo E(D;Dy) = 0. Somando, pela
formula de caudas para variaveis inteiras limitadas,

N
ES: =0% Y P(T > k) = 0*ET.
k=1

Nao foi necessaria nenhuma passagem ao limite.
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Exercicio 7.9. O mecanismo de reproducéo da E(Z,, | #,) = mZ,. Di-
vidir por m"*! prova a propriedade de martingal; E(W,,) = k garante inte-
grabilidade. No regime m < 1, a extin¢do ocorre quase certamente, e depois
dela W,, = 0. Logo W,, — 0 quase certamente, sem convergéncia das médias.
Como no exemplo do produto, ndo existe dominadora integravel para toda
a sequéncia.

Exercicio 7.10. Para (0,1,1,1,1), os valores siao 0,6, 0,84, 1,176, 1,6464 e
2,30496. Para a = 0,01, o limiar é 100; sdo necessarias [log(100)/log(1,4)] =
14 conversdes consecutivas desde o inicio.

Exercicio 7.11. Para cada m, o processo parado ainda é martingal e tem
esperanga 1. A ndo negatividade permite descartar a contribuicdo de {T, > m}
e obter 1 > ¢P(T, < m). Passamos ao limite nas probabilidades de eventos
crescentes, nio na esperanca de Ly . Se o martingal pudesse ser negativo, a
contribuicdo descartada poderia ser negativa, invalidando a desigualdade.

Exercicio 7.12. Linearidade preserva a propriedade de martingal, e a
média das duas razdes é nao negativa e comeca em 1; Ville se aplica. O
maximo ndo preserva a média condicional: com a = 0,7, b = 0,3 e uma unica
observacgdo Bernoulli(1/2), o maximo das razdes é sempre 1,4, embora o
maximo inicial seja 1. Logo nem sequer é um supermartingal.

Exercicio 7.13. Os reforcos sdo q; = 1/2 e g5 = 1/4. As duas escolhas
tém probabilidade 1/2. Se o caminho 1 é escolhido, Z; = (3/2)/(5/2) = 3/5;
se o caminho 2 é escolhido, Z; = 1/(9/4) = 4/9. Logo,

47
E[Z) - Zy] = — -

1_1
90’ 90 2 45

1/3 4 47

E[7] =+ (— + —) _ 47
Z]=51{2+7

Em um passo geral, os incrementos possiveis sao q;(1 — Z,)/(S, + q1) e

—q2Z,/(S, + g2), com probabilidades Z, e 1 — Z,,. Sua média condicionada é

41 9
Z.(1—-Z — .
n( n)<5n+ql Sn"'QZ)

A convergéncia quase certa, mesmo com incrementos de esperanca condi-
cional positiva, ndo determina o valor do limite. Por exemplo, a sequéncia
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deterministica W,, = 3/4 — 1/[4(n + 1)] comeca em 1/2, tem incrementos
positivos e converge a 3/4. No modelo dos caminhos, a conclusio Z, — 1
exige o argumento adicional do teorema de selecéo.

Métodos de Monte Carlo via cadeias de
Markov

Exercicio ??. A matriz é simétrica, portanto a estacionaria é 7 =
(1/2,1/2). Em equilibrio, E, f = 0 e Var,(f) = 1. Em ambos os estados, a
esperanca do sinal apos um passo é o sinal atual multiplicado por 1 — 24.
Iterando,

E[f(Xp) | Xo] = (1 = 28)F £(Xp).

Consequentemente,

p= ELFCQOSC0 = (=20 =142 3020 =122
k>1
Para § = 1/5, temos 77 = 4 e Nep ~ 1900/4 = 475. Para § = 1/20, temos
7y =19 e Ner = 1900/19 = 100. A distribuicdo estacionaria ¢ a mesma, mas
a cadeia que troca de estado com menor frequéncia guarda correlacdo por
mais tempo e produz uma média menos precisa com o mesmo numero de
passos.

Exercicio ??. Os pesos sdo 0%(1 — 0)?, proporcionais a (9, 16,9). Assim,
m=1(9,16,9)/34 e a média é 1/2. A matriz é

1/2 1/2 0
Pp=|9/32 7/16 9/32
0o 1/2 1/2

Nas duas arestas, os fluxos valem 9/68; logo ha balanco detalhado e 7P =
n. Por linearidade, 7P, = m. Para ¢ > 0, a cadeia é irredutivel e tem
permanéncias. Para ¢ = 0, P = I: cada trajetoria fica onde comecou e as
médias geralmente ndo convergem para a esperanca posterior, embora 7
ainda seja estacionaria.
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Exercicio ??. Dado que a outra variavel vale 0, a probabilidade de sortear
1é3/10; dado 1, é 7/10. Portanto,

7/10 3/20 3/20 0

7/20 3/10 0  7/20
7/20 0 3/10 7/20]
0 3/20 3/20 7/10

pP= 7 =1(7,3,3,7)/20.

Por exemplo, 7(00)P(00,01) = 21/400 = 7(01)P(01,00); as outras arestas
seguem pela simetria e ddo 7P = x. A chance de mudar a partir de 00 é
3/10. Toda proposta é aceita, mas a condicional pode sortear o valor atual.
No caso de massa somente em 00 e 11, cada condicional é deterministica: os
dois estados sdo absorventes, e a cadeia nao percorre o suporte inteiro.

Exercicio ??. A média-alvo é zero. A discordancia entre execucdes mos-
tra que elas ainda ndo atravessaram adequadamente as duas regides de
massa. Os tamanhos efetivos sdo aproximadamente 8000/2,934 =~ 2727 e
8000/77,676 =~ 103. A estabilidade dentro de um tinico modo nédo demonstra
equilibrio global.

Exercicio ??. Dos extremos para o centro, a aceitac¢io é 1/2; do centro
para os extremos, é 1. Logo

1/2 1/2 0
P=(1/2 0o 1/2
0 1/2 1/2

A matriz é simétrica, e os fluxos sob a uniforme sdo 1/6 nas arestas. A
proposta sem corregao teria estacionaria (1,2, 1)/4, proporcional aos graus.
Num espaco unitario, definimos g(x, x) = 1.

Exercicio ??. A condigio %(0,96)“ <0,05da

log(0,1) 1 _

—= 2 =57,
1og(0,96)

tmix(0,05) = [

em comparacdo com 11 para § = 0,1. Condicionalmente a separacéo inicial,
T é geométrico em {1, 2, ...} com paradmetro 26, logo sua média é 25 passos.
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Exercicio ??. Se as copias podem se separar, o evento {I < n} ndo garante
igualdade em n; assim {X,, # Y,,} pode conter trajetérias que ja se encontra-
ram. Rode copias independentes até o primeiro encontro e, depois dele, use
uma nova sequéncia comum de uniformes para as transicoes. O par inde-
pendente é Markov e seu encontro é um tempo de parada. A propriedade
forte de Markov permite recomecar do estado encontrado com a lei correta;
a nova aleatoriedade comum mantém as duas cdpias juntas e preserva cada
lei marginal.

Exercicio ??. Se &, contém a historia do par até n, a hipotese da
P(T >n+1) = E[1gr5yP(T > n+ 1| F,)] < (1 = nP(T > n).

Iterar prova a cota. Para 0 < 7 < 1e 0 < ¢ < 1, basta escolher B =
[log(e)/ log(1 —n)], usando P(T > 0) < 1 e a desigualdade de acoplamento.
A distancia marginal é entdo no maximo ¢ para todo estado inicial e todo
n > B. Paran = 1, o encontro ocorre até o primeiro passo e B = 1 basta. A
garantia ndo torna independentes as observagdes retidas.
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Movimento browniano

Exercicios principais

Exercicio ??. Por Cov(W,,W;) = s, Corr(W,,W,;) = \/s_/t Além disso,
W; = W, + (W; — W), com o segundo termo independente do primeiro; logo
W; | Wy =b ~ N(b,t —s). A correlacdo tende a zero quando t — oo, pois a
parcela de variancia produzida depois de s cresce, enquanto a covariancia
permanece igual a s.

Exercicio ??. Escreva 2W; —W3; = W; — (W3 —W)). Os termos a direita sdo
independentes, com variancias 1 e 2; portanto a diferenca tem distribuicdo
N(0,3). Wi e W3 — W] sdo independentes pelos incrementos brownianos.
Ja Cov(Wy,2W; — W3) = 2 — 1 = 1, de modo que esse segundo par nao é
independente.

Exercicio ??. Para Z = W, — W, temos EZ = EZ3 =0e EZ% =1t —s,
independentemente da informacao . Assim,

E(W? = 3tW, | F,) = W2 + 3W,(t — 5) — 3tW, = W2 — 3sW..

O processo ¢ adaptado e integravel, pois normais possuem todos os momen-
tos absolutos finitos.

Exercicio ??. O limite é ¢T nos dois casos. Para explicitar o efeito da
deriva, escreva h; =tj,; —tj e AW = M/tjﬂ - I/th. Entédo

Z‘l(AjY)2 = g2 Z(AjW)2 +2u0 Z hAW + 112 Z h2.
J J J J

O primeiro termo converge em média quadratica para ¢?T. O ultimo é
limitado por ;?T|7z|. O termo intermediario é centrado e tem variancia
4p’c? 2 h}3- < 442c*T|r|%, que tende a zero. Isso justifica o mesmo limite
em média quadratica.

Exercicio ??. Parat>0ex >0, P(M, < x) = 2®(x/+/t) — 1; para x < 0, a
probabilidade é zero. A densidade em x > 0 ¢é

fu,(x) = \/z e/,
! mt
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d
Como M; = |W;|, EM; = \J2t/x e Var(M;) = t(1 — 2/7). Em comparacio,

EW, =0 e Var(W,) =t.

Exercicio ??. Pela reflexdio, 2[1 — ®(b/(0,61/9))] = 0,02. Portanto b =
1,8071(0,99) = 4,1874.

Exercicio ??. Em (0,1), use P(T, > t) < le jol tP~1 dt = 1/p. Parat
grande, P(T, > t) ~ \/Z/_nat_l/ 2.0 integrando da féormula de caudas é,
portanto, comparavel a tP=3/2_ Sua integral em (1, o) é finita exatamente
quando p < 1/2. Para p = 1/2, a divergéncia é logaritmica.

Exercicio ??. A probabilidade de saida por 8 é (2+1)/(8+ 1) =1/3. O
tempo médio é (2 + 1)(8 — 2)/c? = 18/c?. Iguala-lo a 6 fornece o = +/3.

Exercicio ??. Pelo Exemplo ??,

3 mp . m(1-p)
a=o0_|—, b=0c, | ———.
1-p N\ »

Duplicar o, mantendo p e m, exige duplicar as duas distancias. Quadruplicar
m, mantendo p e o, também exige duplica-las. Quando p | 0, temosa | 0 e
2 constante. A fronteira inferior se aproxima do ponto
inicial e torna mais provavel a saida por baixo; a fronteira superior se afasta

b — oo, com ab = mo
para conservar a duracdo média prescrita.

Exercicio ??. O tempo t A T, é limitado, entdo a Proposi¢do ??, com a
cota do supremo demonstrada na mesma secio, fornece EW;7, = EW,, = 0.
Como T, < oo quase certamente, em quase toda trajetoria o processo parado
acaba constante e igual a a. Para cada t, Wirt, < & logo

E|VVt/\Ta —a| = E(a— I’Vt/\Ta) = a.

A esperanca do erro absoluto permanece positiva, apesar da convergéncia
quase certa. Na saida de um intervalo, os valores parados ficam entre duas
constantes e a primeira regra da Proposicao 7.8 preserva a esperanca no
limite. Aqui h4 apenas uma barreira superior.
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Exercicios complementares

Exercicio ??. Combinacoes lineares de vetores gaussianos sdo gaussia-
nas, e as condicOes nas extremidades seguem da definicdo. Expandindo a
covariancia,

s

Cov(f;, ) = min(s, t) — %S -t ;—tzT = min(s, ) — S?t

Também Cov(f;, Wr) = t—(t/T)T = 0 para todo t. Cada vetor finito da ponte
€ conjuntamente gaussiano com W7 e tem covariancias cruzadas nulas; pela
Observagao ??, é independente de Wr. Isso da a independéncia do processo
e do valor final.

Exercicio ??. As somas de Riemann da area tém média zero e convergem
quase certamente. Seus modulos sao limitados por tR;; os produtos de duas
somas sdo limitados por t?RZ, que tem esperanca finita. A Proposicio 7.8
justifica, portanto, passar as médias e covariancias ao limite. Para 0 < s <t,

S

0

s 2 2 3
:J w—L)du=5 -5

0 2 2 6

Tomando s = t, obtemos Var(4,) = 3 /3.

t
Cov(Ag, Ap) = J (J min(u, v) dv) du
0

Exercicio ??. Completando o quadrado no expoente da integral gaussiana,

u(t,x) =

1 ( Ax? )
——exp|-— :
J1+ 24 1+2M
Pondo D = 1 + 2At, temos u,/u = —A/D + 2A*x%/D? e u,,/Ju = —2A/D +
42%x? /D%, Logo u; =ty /2, e u(0,x) = e,

Exercicio ??. A condicio (r/p)? % = 1/4 fornece p/r = 4/(472) As
razoes sao 4, 2 e J2 parad = 3,4, 6, respectivamente.

Exercicio ??. No plano, a probabilidade é log(9/3)/log(9/1) = 1/2. Em
dimensao trés,
37l—9! 1
P(T1 <Ty) = ——— = -.
1 <1y = =2 =
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Exercicio ??. Fixe n > 1. No instante 1/n, a posicdo tem densidade e
¢ diferente da origem quase certamente. Condicionando nessa posicéo e
usando Markov, a probabilidade de atingir a origem depois de 1/n é zero,
pois um movimento browniano planar iniciado fora de um ponto fixado nao
o alcanca. Assim, quase certamente ndo ha retornos ap6s 1/n. A uniio dos
eventos excepcionais sobre n continua tendo probabilidade zero e cobre a
possibilidade de qualquer retorno em um instante positivo.

Integracao estocastica

Exercicios principais

Exercicio ??. As variaveis (—1)¥"1&. continuam independentes, com pro-
babilidades 1/2 de valer 1 ou —1. Portanto I, tem a mesma distribuicdo de
Sp, média zero e variancia n. Mais explicitamente,

n
]P(In:Zj—n):<_)2_”, 0<j<n
j

Exercicio ??. A integral é Wi (W, — W) + 2Wo(W, — W5). Sua média é
zero e, pela isometria, sua variancia é

EWZ(2—1)+4EW2(4—2) =1+ 16 = 17.

No produto cruzado, W; (W, — W7 )2W, ja é conhecido no tempo 2. Condicio-
nar em F, deixa o fator W, — W,, de média condicional zero. A dependéncia
entre os coeficientes nao impede esse cancelamento.

Exercicio ??. O vetor é gaussiano, pois qualquer combinacéo linear de
suas coordenadas é uma integral com integrando deterministico. Sua matriz

de covariancias é
t o t2/2 t%)2
t2/2 13/3 t3/6
t2/2 t3/6 t3/3

A soma da segunda e da terceira coordenadas é tW,. Assim, o vetor esta
contido em um plano e a matriz é singular.
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Exercicio ??. A condicio da féormula de It6 é satisfeita, pois

T
J E(4W32)? ds = 60T* < oo,
0

It6 fornece , ,
W;*:4J w3 dWs+6J W2 ds.
0 0
Portanto a integral pedida é W;*/4 — (3/2) jé W2 ds. A isometria e o sexto
momento da normal ddo
2 t

t 4
E(J w2 dWs) =J 1553 ds = 2L
0 0 4

Exercicio ??. Para f(t,x) = /2 sen x, temos f; + fyx/2 = 0. Assim,

t
M, = J /2 cos W, dW,.
0

. . T
O integrando satisfaz E JO e’ cos? W, ds < el — 1 < oo, portanto o processo

é um martingal. Como E cos(2W;) = e~ %,

ol ot

EM? = éEsen’ W, = = sinht.

Exercicio ??. A diferenca entre as somas é

Y LfW,,) — fFW)]AW,.

k
Taylor da

Y S WIAW + R IRyl < o (max|AWA) (AW

k k
onde w é um modulo de continuidade de f” no compacto visitado pela trajeto-
ria. O primeiro fator tende a zero quase certamente, e a soma dos quadrados
converge a t em probabilidade; por isso o resto tende a zero em probabili-
dade. Como f” é limitada, (??) mostra que a soma principal tem o mesmo
limite que Y ;. f/ (W, )At, isto é, fé f'(W;) ds. A soma a esquerda converge
a integral de Itd pela aproximacéo de integrandos continuos limitados. Logo
a soma a direita converge a integral de It6 mais esse termo.
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Exercicio ??. Pela identidade (??) com K = 1, a integral é Wj,,. A isome-

tria fornece .

EWA, =E L i<y ds = E( A T).

O lado esquerdo é no maximo a?. Pela formula de caudas,

t

E(t/\r)zj P(r > u) du < a°.
0

O limite dessa integral imprépria da Er < a?; logo 7 < o quase certamente.
A continuidade d4 W2 = a®. Como WA, < d°, a regra para variaveis
limitadas da Proposi¢do 7.8, aplicada a identidade anterior, conclui Er = a.

Exercicio ??. A distribuicado lognormal fornece, para todo p € R,

(p—-1)
EXF = xPexp | put + %azt :
Pelo limite de ¢! log X; obtido no texto, se y < 62/2, entio X; — 0 quase
certamente; se y > 02/2, entdo X; — oo quase certamente. Na igualdade,
X = xe®"t. A recorréncia, aplicada simultaneamente aos niveis inteiros
positivos e negativos, da

litm infX; =0, limsup X; = 00 quase certamente.
—00

t—00

Se 0 < pu < 0%/2, as trajetérias tendem a zero, embora EX; = xet! — oo,
Nao existe, nesse caso, uma variavel integravel que domine todos os X;; tal
cota faria as esperancas convergirem a zero pela Proposigao 7.8.

Exercicio ??. Para s < t e condicdo inicial deterministica, a isometria
polarizada da

N
Cov(X,, X;) = o2 J e 0(s—)—00t—1) 3, — g_; e—@(t—s)(l _ e—zes)'
0

Com a condi¢éo inicial normal independente, ampliamos a informacéo inicial
para incluir X,. Os incrementos brownianos continuam independentes
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do passado, pela independéncia de X; e W. O termo inicial acrescenta
(c?/ (29))6_9(s+t) a covariancia. O resultado é

2
EXt =m, COV(XS, Xt) = ;——63_9|t_5|_

O processo é gaussiano: toda combinacio linear de suas posigdes é a soma
de um multiplo da condicao inicial normal com uma integral de integrando
deterministico independente dela. Sua média é constante e suas covariancias
dependem apenas das diferencas de tempo. Pela Observacéo ??, todas as dis-
tribuicdes em um numero finito de instantes sao invariantes por translacio
temporal.

Exercicio ??. ParaV;, = X, —m, Itd da
d(Y?) = (—20Y2 + 62) dt + 20Y, dW,.

A representacdo explicita fornece segundos momentos continuos e limitados
em horizontes compactos. Assim, E fOT 4(72Ys2 ds < oo, e aintegral estocastica
tem esperanca zero. Segue que q’(t) = —20q(t) + o2, com q(0) = (x — m)?.
Portanto,

2
q(t) = (x — m)2e 20 + ‘2’—9(1 — 720,

Subtrair [E(X; — m)]? recupera a varidncia indicada no capitulo.
Exercicio ??. Escrevar = 1 — 6h. A recorréncia é X,Eil_)l -—m = r(X,Sh) -
m) + o\'h Z, ;. Portanto,

k-1
EXIEh) =m+r*(x —m), Var (Xlgh)) =a’h Z A
j=0

Ser? # 1, asoma é (1—r?K) /(1—r%). Os valores exatos em t = kh substituem
rk por e " ¢ a variancia pela expressao (??). Para h > 0, a variancia
numérica permanece limitada se, e somente se, |r| < 1, isto é, 0 < 6h < 2.
Na fronteira 6h = 2, ela cresce como ko2h.
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Exercicio ??. Pela isometria, o erro quadratico médio é

lk+1
1
S [ B - W ds = Pt -
k T 2 k

Como Y (try1 — ) = t, Cauchy-Schwarz d& Y, (41 — t)? > t2/n. A
igualdade ocorre precisamente quando todos os intervalos tém comprimento
t /n. Logo a particio uniforme minimiza o erro, cujo minimo é t2/(2n).

Exercicios complementares

Exercicio ??. Escreva Dy = & 1¢7>4). A indicadora é conhecida no instante
k — 1. Logo ED,% = o?P(T > k) e, para j < k, condicionar na histéria até
k —1da E(D;Dy) = 0. Portanto,

n 2 n
E( > Dk) =02 Y P(T>k)=0’E[(T An)— (T Am)].
k=m+1 k=m+1

A cauda da série que representa ET tende a zero. Pela completude, Sr,,
tem um limite em média quadratica. Como ET < oo, temos T < oo quase
certamente e Sp,, — St quase certamente. A unicidade do limite em pro-
babilidade identifica os dois limites. Em particular, E|Spx, — Sp|? — 0. Pela
desigualdade triangular para a norma quadratica,

‘VES%An_'VES%‘S ‘EbfAn"STF — 0.

A identidade para a parada limitada da ES% an = 02E(T An). A férmula de
caudas faz E(T A n) — ET, concluindo ES% = oET.

Exercicio ??. Pela representagido A; = fé(t —r) dw,,

N

Cov(A;, Wy) = L t—r)dr= s(t — %)

O par (A;, Wy) é gaussiano. Pela Observacédo ??, a variavel R = A; — (t —
s/2)W; é independente de W;. Sua variancia é
v=Bo(r-2) -
3 2 12 3
Logo A; | Wy = b tem distribuicido normal com média (¢ —s/2)b e variancia v.
Quando s 1 t, recuperamos a média tb/2 e a variancia t° /12 do Exemplo ??.
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Exercicio ??. Aqui —2y/0? = 0,625. Logo

1 — 002 3u(1) —1
u(l) = g 015727, Byt = —— o = 264099

5

Numerador e denominador da primeira razdo sdo negativos, dando uma pro-
babilidade positiva. A deriva negativa reduz a chance de sair pelo extremo
superior em relagdo ao valor 1/3 sem deriva.

Exercicio ??. Com p, a densidade normal de variancia u,

wit, x) = j}R £0)Pri(y — %) dy.

As derivadas do nucleo sdo integraveis parat < T. Diferenciar sob a integral
e usar dyp, = %8xxpu da w + %wxx = 0. Em [0,T — €], wy, é limitada,
portanto It6 mostra que w(t, W;) é um martingal nesse intervalo. Além disso,
lw| < |gleo- Quando t 1 T, temos W; — Wy e a normal usada na integral
tem varidncia T —t — 0. A continuidade de g perto de Wr, junto com sua
limitagao fora dessa vizinhanga, da w(t, W;) — g(Wr) quase certamente. A
limitacdo permite passar ao limite em esperanca e em esperanca condicional.

Assim, w(t, W;) = E[g(Wp) | %1

Modelos estocasticos em inteligéncia artificial

Exercicios principais

Exercicio ??. A féormula segue de J;; = §¢&;/4. Escreva q; = §s;, igual a
1 no acerto e a —1 no erro. Se ha um erro, a soma dos outros trés g; vale 3
para a unidade incorreta e 1 para cada unidade correta. A primeira troca
para o sinal da memoria; as demais conservam seus sinais. Com dois erros,
atualizar uma unidade incorreta produz um estado com um erro, que termina
em &. Atualizar uma correta produz trés erros, e a mesma analise relativa
a —¢ mostra a recuperagdo dessa outra memoria. Cada tipo de unidade é
escolhido primeiro com probabilidade 1/2, e as escolhas posteriores acabam
visitando a unidade que falta corrigir quase certamente.
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Exercicio ??. Enquanto a unidade 2 nio é sorteada, o estado ndo muda.
Logo P(r = k) = (1 — po) ' p, parak > 1, P(r > n) = (1— py)" e Er = 1/ py.
Para p, = 1/2, a exigéncia 1 — 27" > 0,99 equivale a n > log(100)/log 2. O
menor inteiro é 7.

Exercicio ??. Com dois erros, Y, iq = 0. Portanto, para cada unidade,
Zj:ti gj = —q;, € a atualizacio simultanea troca todos os g; de sinal. O novo
estado é —s, que também tem dois erros; a atualizacdo seguinte retorna a s.
Os estados s e —s sdo distintos, de modo que o periodo é dois. A Proposi-
¢do ?? supde que apenas uma unidade muda por vez. Quando varias mudam
simultaneamente, os termos de interacio entre elas ndo sio calculados pela
mesma diferenca de uma coordenada.

Exercicio ??. Em¢, cada unidade tem campo de modulo 3/4 e sinal correto.
A probabilidade de sair no préximo passo é 0(—34/2) = 1/(1 + €3#/2). A
probabilidade de observar especificamente ¢ no equilibrio é

36/2
2e3P/2 1 8 + 6eF/2

np(&) =

Quando  — 0, essas probabilidades tendem, respectivamente, a 1/2 e
1/16. Quando f — oo, tendem a 0 e 1/2. No segundo limite, a massa de
equilibrio se divide entre as duas diagonais. Esses sdo limites das formulas
para temperaturas positivas.

Exercicio ??. Os dois valores da oculta tém probabilidade 1/2. Assim,
EV; =(3/4+1/4)/2 = 1/2, e 0o mesmo vale para todos os pixels. Condicio-
nalmente a oculta, os pixels sdo independentes. Logo,

AV = 3 [(3/47 + (1/47] = .
1131 13 3
) =3 [35 53l 5

Subtraindo (1/2)?, obtemos Cov(Vy,V,) = 1/16 e Cov(Vy,V,) = —1/16. A
oculta favorece conjuntamente dois pixels concordantes e favorece sinais
opostos nos pixels de posi¢des distintas da diagonal. A mistura sobre a
oculta introduz dependéncia nas marginais.
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bl_

Exercicio ??. Arazdo dos pesos ocultos ée 24 Para que ela sejar/(1-r),

tome

b1:2/1+log1r

Com r = 4/5, as chances iniciais a favor de T sdo quatro. A imagem com
o pixel 8 apagado tem razdo de verossimilhancas 3* = 81. As chances
posteriores sdo 324, e a probabilidade é 324/325.

Exercicio ??. Como 9% /da; = —v;, a derivada do termo dos dados é o
proprio pixel observado; a derivada da normalizacdo é a média do pixel no
modelo. Portanto,

N
1 (")
—:— — E5V,.
aal N’;VI Vi

Analogamente, 0% / abj = —hj fornece

N
oL_Ly g
T2 = =N Eg(H; |V =v") - EgH,.
b, N

No segundo caso, os dados nao revelam a oculta, e por isso sua contribuigao é
uma esperanga condicional. As médias finais nas duas férmulas sdo tomadas
sob a distribuicdo conjunta do modelo.

Exercicio ??. A média do produto dos k sinais de ruido é (1/ 2)K. Assim,

1-27k
—.

€ =

A condigao e, > 0,49 equivale a 2k < 0,02, cujo menor inteiro é k = 6. Para
cada valor inicial do pixel, a probabilidade de cada sinal tende a 1/2. Em
dimensao finita, a independéncia condicional das corrup¢des também leva a
convergéncia da distribuicdo da imagem para a uniforme.

Exercicio ??. As chances iniciais sio (4/5)/(1/5) = 4. Com um erro em
relacdo a &, arazdo de verossimilhancas é 32 = 9, e as chances posteriores sdo
36. Logo a probabilidade de & é 36/37. Com dois erros, as verossimilhangas
sdo iguais; a probabilidade posterior permanece 4/5.
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Exercicio ??. Para quaisquer x, y, Qg(x,y) = 274, Portanto,

P(Xx_; = x, Xg = ) = pr_1(x)274,

o que prova a independéncia e a uniformidade. Pela formula de Bayes,
Rk (y,x) = prx_1(x). O novo sorteio escolhe um predecessor dessa distribui-
¢do. A auséncia de informacdo em y deixa a distribuicao anterior inalterada,
em vez de determinar um predecessor unico.

Exercicio ??. Temos EX, = 0 e Cov(X,) = ££'. Pela representaciio mar-
ginal com ruido independente,

EX; =0, Cov(Xy) = 5](:551- + (1 —ap).

A distribuicdo nado é normal multivariada para 0 < @ < 1. Para verificar,
projete sobre u = ¢/||¢| e ponha a = \/§_k||§|| > 0,v =1—a. A projecio tem
a lei de aC + \/vZ, com C um sinal justo independente da normal padrio Z.
Seu segundo momento ¢é a?+v, e seu quarto momento é a*+6a?v+3v2. Uma
normal centrada com a mesma variancia teria quarto momento 3(a2 + v)z ,
maior por 2a*. Logo ao menos uma projecio nio é normal.

Exercicio ??. Como o = o 0_1,

Ck S

Ja  Ja—a@)

Ao substituir my. em ¢my. + dix, o coeficiente de x é

Stop(l—a1) 1

Ja(l—a) Jox

eodee, é =3 /[\Jag1 — @k ]. Isso prova a identidade. Pela propriedade da
torre em (??), ¢my(x) + dix é exatamente E(Xj_; | Xi = x); logo a previsdo
ideal fornece essa média. A covariancia e, de modo mais geral, a distribuicdo
condicional inteira ndo sdo determinadas apenas por essa média.

5



Respostas e indicagdes 439

Exercicios complementares

Exercicio ??. Usando a identidade sugerida,

ay(MK©,v) = Y ag(h)x(v | Wr(v’ | h).
h

A expressao é simétrica em v, v, logo vale o balanco detalhado. O resultado
vale para a cadeia visivel em blocos; nao afirma que qualquer composicao
de atualizagdes na cadeia conjunta seja reversivel.

Exercicio ??. Somando primeiro sobre o estado antigo da unidade oculta,
P(V' =v',H =h") = Z a(v,)r(h’ | v)m(v' | k")
v,h

=Y ayW)r(k [ Vx| )
= ny(h)n(v' | W) = n(v',h").

Assim, a distribuicdo conjunta é estacionaria. A invaridncia nio im-
plica reversibilidade: na conjunta proposta, a varredura tem K(00,01) =
(1/5)(1/5) = 1/25 e K(01,00) = (4/5)(4/5) = 16/25. Os fluxos sdo
(2/5)(1/25) = 2/125 e (1/10)(16/25) = 8/125, portanto diferentes. Cada
atualizacao isolada é reversivel, mas a composicdo em ordem fixa pode
deixar de ser. A cadeia formada apenas pelas configuragdes visiveis, apos as
duas etapas, é reversivel, como foi mostrado no exercicio anterior.

Exercicio ??. Nos estados relevantes, Bayes da
_ D1 (0)Qk(x, y)
e(y)

Multiplicando e somando em x, a propriedade de Markov fornece

P(Xy=¢ X = i
; Rk(y’ x)’"k—1(x) _ Zx ( 0 §pklzy; X)Qk(x y)

_ P(Xo =& X = y)
()

Ponha k = K — j. Condicionalmente a &}, o estado seguinte Y;_; tem lei
Ri(Yg,); a identidade anterior implica E(Mj,; | &;) = M;. O processo é

Ri(y,x) : Pr—100n_1(x) = P(Xy = &, Xy = x).

= 1e(¥).
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adaptado e esté entre zero e um. Além disso, EMy = ), px(0)rk(y) = 1/2,
e Mg = ry(Yp) = 1yy,—¢. Cada novo estado pode favorecer uma ou outra
diagonal; a propriedade de martingal conserva a previsdo em média, niao a
torna monotona.

Exercicio ??. Condicionalmente ao padrao inicial, as duas componentes
tém a mesma covariancia SkId e médias & + dix e —ci.& + dix. A média
dessas duas componentes é ¢ (2w — 1)é + dix. A variancia adicional entre
as médias é

c2[1- (2w - 1)?]&T = 4ctw(1 - w)EET,

Soma-la a covariancia dentro de cada componente da a resposta. Essa parcela
representa a incerteza sobre qual padrdo originou a observacao. Ela é maior
em w = 1/2 e desaparece quando o padrio é conhecido com certeza.

Exercicio ??. Diferenciando cada parcela,
Vp(x) = 1 Z wj(x — ax))p,(x — ax?).
V7

Divida por p(x) e use }}; rj(x) = 1. Se o padrao inicial x/ tem probabilidade
wjea observacdo, dado esse padrao, tem lei N (axj ,vIy), aregra de Bayes da
ri(x) = P(Xy = x| X, = x).

Exercicio ??. A solucdo é a soma de a(t)X, e de uma normal centrada
independente, com covariancia [1 — a(t)?]I;. Portanto a soma é centrada,
normal e tem covariancia I;. Seu score é —x. A deriva reversa é b(T —u)x/2—
b(T — u)x = —b(T — u)x/2. Trocar somente o sinal da deriva direta daria
+b(T — u)x/2, que afasta o processo da origem e ndo preserva a distribuigao
normal padrao. O termo do score compensa essa mudanga.
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