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Parte I.

Numeros e Funcoes



1

Numeros

O binémio de Newton é tao belo como a Vénus de Milo. O que ha é pouca gente
para dar por isso.

Alvaro de Campos

O Calculo se desenvolve sobre os niimeros reais. Neles convivem trés estruturas: as
operacdes algébricas, a ordem e a propriedade de completude. Muitas regras elemen-
tares se tornam tdo familiares pelo uso que sua origem acaba ficando oculta. Algumas
perguntas simples permitem tornar essa estrutura visivel:

B Por que a- 0 = 0, se essa igualdade nio foi colocada como axioma?

® Por que podemos cancelar um fator nfo nulo?

De onde vem a regra do produto nulo?

Por que uma desigualdade muda de sentido quando multiplicamos seus dois
membros por um niimero negativo?

Por que V2 existe em R, embora néo exista em Q?

B Como reconhecer uma fatoracéo util?

Quando uma simplificacéo algébrica é realmente legitima?

Os axiomas algébricos governam as operagdes; os axiomas de ordem tornam compa-
tiveis as operacdes e a comparacdo entre nimeros; a completude exprime, de forma
precisa, a auséncia de lacunas na reta real. Fatoracio e simplificacdo algébrica tam-
bém se apoiam nas propriedades das operagdes e exigem atencdo as restrigdes de
dominio.

Neste capitulo

1.1 Dos naturais aos reais 3

1.2 Estrutura algébrica dos
numeros reais 4

1.3 Fatoragdo de expressoes
algébricas 7

1.4 Simplificacdo de expres-
ses algébricas 11

1.5 Ordem e desigualdades 15

1.6 Reta real, valor absoluto e
intervalos 16

1.7 Cotas, maximos e supre-
mos 19

1.8 Poténcias e raizes 21
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1.1. Dos naturais aos reais

Os primeiros conjuntos numéricos aparecem quando diferentes problemas exigem
novas operacdes. Adotaremos a convengao de que o zero é um nimero natural:

N=1{0,1,2,3,..}.

Escreveremos IN* = IN \ {0} para o conjunto dos naturais positivos. Os naturais sdo
adequados para contar. Entretanto, uma subtracdo como 3 — 5 nao tem resultado em
IN. A introducédo dos nimeros negativos conduz ao conjunto dos inteiros,

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}.

Nos inteiros podemos subtrair livremente, mas uma divisdo como 2/3 ainda nio
produz um inteiro. Incluindo todas as razdes entre inteiros, com denominador nao
nulo, obtemos os ndmeros racionais:

Q:{%:p,qeleqio}.

Essas ampliacdes podem ser resumidas pelas inclusdes

NcZco.

Cada conjunto conserva as operacgdes ja existentes e acrescenta solucdes para pro-

blemas que o anterior néo resolvia. Ainda assim, os racionais ndo bastam.

Por que Q nao basta?

O comprimento da diagonal de um quadrado de lado 1 é, pelo teorema de Pitagoras,
um numero positivo cujo quadrado vale 2. Esse niimero néao é racional.

1.1 Proposicao

Nio existe g € Q tal que ¢° = 2.

Demonstragdo. Suponha que exista ¢ € Q com g? = 2. Podemos escrever ¢ = m/n,
onde m,n € Z, n # 0, e a fracdo foi reduzida, isto é, m e n ndo possuem divisor
comum maior que 1. Da igualdade (m/n)? = 2 obtemos

m? = 2n?.

Logo, m? é par e, portanto, m é par: se m fosse impar, seu quadrado também seria
impar, pois (2k + 1)? = 2(2k? + 2k) + 1. Escrevendo m = 2k, resulta n®> = 2k?, de
modo que n também é par. Assim, m e n sdo ambos divisiveis por 2, contrariando o
fato de que a fragio estava reduzida. ]

Dos naturais aos reais

Ampliacdes dos con-
juntos numéricos

Ao passar aos inteiros,
podemos subtrair quais-
quer dois nimeros; nos
racionais, podemos tam-
bém dividir por qualquer
nimero nao nulo. Os
reais acrescentam uma
propriedade distinta: a
completude, que torna
precisa a auséncia de
lacunas na reta.
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Os numeros reais formam o conjunto denotado por R. Ele contém os racionais e
também os irracionais, como \/E, J3e

NcZcQcR

Um numero real que nio pertence a Q é chamado de irracional. A propriedade
de completude dara sentido preciso a ideia de que os reais “preenchem” as lacunas
existentes entre os racionais.

Representacoes decimais

Todo nimero real admite uma representacdo decimal. Os numeros racionais sio exa-
tamente aqueles cuja representacio decimal termina ou, a partir de alguma posigéo,
repete periodicamente um bloco de algarismos. Por exemplo,

1 1 7
- =0,125, -=0,333..., — = 0,636363....
8 3 11

As representacdes decimais dos irracionais sdo infinitas e nio periddicas.

Uma representacio decimal nao deve ser confundida com o proprio nimero. Um
mesmo real pode possuir duas representacdes: por exemplo,

1=10,9999....

Para antecipar a ideia, seja x,, o decimal formado por n algarismos iguais a 9 depois
da virgula. Entao

A medida que aumentamos n, o erro 1 — x;, = 107" pode se tornar menor do que
qualquer tolerancia previamente escolhida. O capitulo de limites dara um significado
formal a esse processo de aproximagao.

Exercicios

Ex. 1.1 Mostre que /3 é irracional, adaptando o presentacio decimal periédica.
argumento usado para v2. Em que ponto a demonstra-

40 usa o fato de 3 ser primo?
¢ P Ex. 1.3 Seja x, o decimal com n algarismos 9

depois da virgula. Determine o menor n para o qual
Ex.1.2 Escreva 0,4545 ... como fracio e explique 1— x, < 107° e explique como esse clculo se relaciona
por que o mesmo procedimento funciona para toda re- com a igualdade 1 =0,999....

1.2. Estrutura algébrica dos nameros reais

Axiomas e consequén-
As operacdes de adi¢do e multiplicagdo associam a cada par de ndmeros reais um cias

novo numero real. As propriedades fundamentais dessas operagdes sdo chamadas s s msetts dazar

rem dos axiomas e conser-
vam as hipoteses usadas

na demonstracio. Cance- 4
lar um fator a, por exem-

plo, significa multiplicar

| —
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axiomas de corpo. Para todos a,b, ¢ € R, valem:

Al. (a+b)+c=a+(b+c) (associatividade da adicéo);
A2. a+b=b+a (comutatividade da adi¢ao);
A3. existe 0 € Rtalquea+0=a (neutro aditivo);
A4. para cada q, existe —a tal que a + (—a) = 0 (oposto);
A5. (ab)c = a(bc) (associatividade da multiplicacao);
A6. ab = ba (comutatividade da multiplicacéo);
A7. existe 1€R,com 1 # 0,talquea-1=a (neutro multiplicativo);
A8. para cada a # 0, existe a1 tal que aac l=1 (inverso);
A9. a(b+c)=ab+ac (distributividade).

Os axiomas sdo o ponto de partida. Muitas identidades familiares nio aparecem na
lista porque sdo consequéncias deles. Os resultados seguintes ilustram essa passagem
dos axiomas para propriedades algébricas usuais.

Por quea-0=07?

1.2 Proposicao

Paratodoa e R, valea-0 = 0.

Demonstragao. Como 0+ 0 = 0, a distributividade fornece
a-0=a(0+0)=a-0+a-0.

Somando o oposto de a - 0 aos dois membros, obtemos 0 = a - 0. ]

Logo, a igualdade a - 0 = 0 ndo constitui um axioma adicional: ela decorre da distri-
butividade e da existéncia do oposto aditivo.
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Por que podemos cancelar um fator nao nulo?

1.3 Proposicao Lei do cancelamento

Sea,b,ceR,a#=0eab=ac,entiob =c.

Demonstracio. Como a # 0, existe a~!. Multiplicando os dois membros de ab = ac

1

por a - e usando a associatividade, temos

a Y(ab) = a (ac), (a ta)b = (a la)e, b=c

A condicdo a # 0 é indispensavel. Da igualdade 0 -2 = 0 -5 ndo podemos concluir
que 2 = 5.

De onde vem a regra do produto nulo?

1.4 Proposicao Regra do produto nulo

Sea,beReab=0,entioa=00oub = 0.

Demonstragao. Se a = 0, a conclusio ja esta satisfeita. Se a # 0, existe ale podemos
multiplicar ab = 0 por esse inverso:

b=(a'ap=al(ab)=a1-0=0.

Logo, ao menos um dos fatores é nulo. ]

E essa propriedade que permite resolver, por exemplo,

(x—=2)(x+3)=0

concluindoque x —2 =0oux+3 =0, isto é, x =2 oux = —3.
Exercicios
Ex. 1.4 Use os axiomas algébricos para demons- 2. O oposto de cada nimero real é tnico.

trar as afirmacgdes.
3.Sea+0eax =a,entdox = 1.
1. O elemento neutro da adicio é tnico.

4. a(=b) = —(ab).
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1.3. Fatoracao de expressoes algébricas

Fatorar uma expressio significa escrevé-la como um produto. A ideia fundamental
ja esta contida na distributividade:

ab + ac = a(b + c).

Quando passamos do membro direito para o esquerdo, desenvolvemos o produto;
quando fazemos o caminho inverso, colocamos o fator comum em evidéncia. A fa-
toracdo ndo altera o valor da expressdo. Ela apenas revela uma estrutura que pode
estar escondida numa soma.

Na forma fatorada, zeros e fatores comuns tornam-se visiveis. A regra do produto
nulo permite localizar zeros a partir dos fatores; em expressdes fracionarias, a fatora-
¢do também identifica possiveis cancelamentos e as restricdes que os acompanham.

Escolha da fatoracao

A forma da expressao sugere a técnica adequada. Nos casos elementares, a sequéncia
seguinte organiza as possibilidades mais frequentes:

. procure um fator comum a todos os termos;

. verifique se aparece algum produto notavel;

. com quatro termos, tente agrupa-los em pares;

. em um trinémio quadratico, use as raizes ou decomponha o termo central;

[ O

. examine novamente cada fator obtido.

O resultado pode sempre ser conferido desenvolvendo novamente o produto.

Fator comum

O fator comum deve dividir todos os termos da expressdao. Quando os coeficientes
sdo inteiros, convém retirar seu maximo divisor comum e, para cada letra, a menor
poténcia que aparece em todos os termos.

Exemplo 1.5.

Fatore completamente 12x3 y— 18x? yz.

Fatoracao de expressoes algébricas

O que a fatoracao
revela

A forma fatorada permite
reconhecer os zeros de
uma expressio pela regra
do produto nulo. Tam-
bém pode revelar fatores
comuns em um quoci-
ente. Nesse segundo uso,
o cancelamento exige
que o fator seja diferente
de zero.
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Solucao. Os dois termos so divisiveis por 6x2y. Colocando esse fator em evidéncia,
obtemos
12x3y — 18x%y? = 6x?y(2x — 3y).

A conferéncia é imediata pela distributividade. ]

Produtos notaveis e diferenca de poténcias

Algumas identidades aparecem com frequéncia suficiente para merecer destaque:

a®>—b>=(a-b)a+b),

a? + 2ab + b* = (a + b)?,

a? — 2ab + b* = (a — b)?,
a® —b® = (a—0b)a® +ab + b?),
a> + b3 = (a+b)a® —ab + b?).

Nao sdo regras isoladas: todas podem ser verificadas desenvolvendo o membro di-
reito. Por exemplo,

(a—b)?=(a-b)a—b)=a?—ab—ab+b?* =a® - 2ab + b,

(a—0b)(a? +ab +b?) = a> + a®b + ab® — a?b — ab® — b> = a® — b.

No segundo desenvolvimento, os termos intermediarios se cancelam. O mesmo me-
canismo aparece na identidade mais geral: para todo inteiro n > 2,

a*—b"=(a— b)(an_1 +ad"%+ 4 ab" %+ bn_l).

Essa identidade sera especialmente util quando aparecer um quociente com a — b no
denominador.

Agrupamento

Quando néo existe um fator comum a todos os termos, pode existir um fator comum
depois de um agrupamento adequado.

Exemplo 1.6.

3

Fatore x> — x? — 4x + 4 e resolva a equacao x}—x?—4x+4=0.
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Solucao. Agrupando os dois primeiros e os dois tltimos termos,

W —x?—dx+4=x*(x-1)—-4(x—1)
= (x = 1)(x* - 4)
=(x—1D(x—-2)(x+2).

Pela regra do produto nulo, a equacéo ¢é satisfeita quando

x=1, xX=2 ou x = -2.

Trindmios quadraticos

Para fatorar
x% +sx + P,

procuramos numeros r e t tais que r + ¢ = s e rt = p. Nesse caso,
w2+ sx+p=(x+r)(x+t).

Para um trinémio geral ax? + bx + ¢, com a # 0, procuramos niimeros u e v tais que
u+v=>b e uv = ac.

Substituimos entao bx por ux + vx e tentamos agrupar os quatro termos.

Exemplo 1.7.

Fatore 2x% + x — 3.

Solucao. Neste caso, 3+ (—2) = 1 e 3(—2) = 2(-3). Portanto, decompomos o termo
central como x = 3x — 2x e escrevemos
2x2+x—3=2x>+3x—2x -3
=x(2x+3)—(2x+3)
=(2x +3)(x—1).

Também poderiamos encontrar as raizes 1 e —3/2 e escrever 2x +x—3 = 2(x —
D(x +3/2). -

De modo geral, se x; e x; sdo as raizes reais de ax? +bx +c, contando duas vezes uma
eventual raiz dupla, entdo

ax?® + bx + ¢ = a(x — x1)(x — xp).

Nem todo polinémio se decompde em fatores lineares reais. Por exemplo, x* + 1
ndo possui raiz real e, portanto, ndo pode ser escrito como produto de dois fatores
lineares com coeficientes reais.
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Completar quadrados

Fatorar destaca os zeros de uma expressao. Em outras situagoes, é mais util reescre-
ver a parte quadratica como um quadrado perfeito acrescido de uma constante. Esse
procedimento é chamado de completar o quadrado.

Exemplo 1.8.

Reescreva x? + 6x + 5 e 2x% — 8x + 3 na forma de um quadrado acrescido de uma
constante.

Solucdo. Na primeira expressio, metade do coeficiente de x é 3. Somamos e subtra-
imos 32:
X2 4+6x+5=x+6x+9-9+5=(x+3)°—4.

Na segunda, colocamos primeiro o coeficiente de x? em evidéncia nos termos que

contém x:
2x%2 —8x+3=2(x>—4x)+3

=2(x*—4x+4-4)+3
=2(x —2)* 5.

Nos dois casos, o termo acrescentado foi imediatamente subtraido, de modo que o
valor da expressdo nio se alterou. ]

De modo geral,

b2
x2+bx+c=<x+—> +c— —.
2 4

Se o coeficiente quadratico é a # 0, colocamos a em evidéncia antes de aplicar o
mesmo procedimento. A técnica reaparecera no estudo das parabolas e na resolugao
de equacdes quadraticas.

Fatoracao de expressoes algébricas

Exercicios
Ex. 1.5 Fatore completamente. 6. x* — 1.
1. 8x3 — 12x2.
x x Ex. 1.6 Resolva por fatoracio.
2 _
2. x7 =16 1. x3 —5x% +4x = 0.
3. x% —6x+9.

2.2x2+x-3=0.

4. x3 4+ 2x% —9x — 18.

5. 3x2 — 5x — 2.

3. x* — 16 = 0 no conjunto dos niimeros reais.
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Ex. 1.7 Verifique a identidade da diferenca de Ex. 1.9
poténcias multiplicando (a — b) pelo segundo fator.
1. x% +8x +3.
Ex. 1.8 Sea=0e
) 2. x% —10x +7.
a+—-=0>0,

a
3.3x% +12x — 1.
1
determine a® + — em funcéo de b.
a

Exercicios

Simplificacao de expressoes algébricas

Complete o quadrado.

Ex.1.10 Fatore completamente p(x) = x*—6x>—

x? + 30x e use a fatoraciio para resolver p(x) = 0.

Ex. 1.11 Um quadrado de lado x cm tem uma

moldura interna de largura 2 cm. O desenho representa

K27

a regifo ocupada pela moldura.

A

v

Escreva a area da moldura em funcéo de x, apresente-a
nas formas desenvolvida e fatorada e determine os valo-
res fisicamente admissiveis de x.

1.4. Simplificacao de expressoes algébricas

Simplificar uma expressao é escrevé-la de uma forma que torne sua estrutura ou seu
célculo mais transparentes, sem mudar seu valor. Ha, porém, uma precaucio essen-
cial: devemos registrar desde o inicio os valores para os quais a expressio original
nao esta definida. Essas restri¢des continuam validas mesmo quando nédo aparecem
na expressao simplificada.

Cancelar fatores, nao parcelas

A lei do cancelamento permite escrever

z_2 b+0 #0
— =, e c#0.

be b
O cancelamento é possivel porque ¢ multiplica todo o numerador e todo o denomi-
nador. Uma parcela de uma soma nao pode ser cancelada.

Simplificacao e domi-

nio

O cancelamento de x —a é
valido apenas para x # a.
Embora a expresséo resul-
tante possa estar definida
em g, ela s6 representa a
funcio original quando se
conserva essa restricao. A
simplificacdo nao amplia
o dominio da funcéo.
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Exemplo 1.9.

Simplifique
x?—4
x2—x—-2

e indique as restri¢des sobre x.

Solucao. Antes de simplificar, fatoramos o denominador:
x—x—2=(x-2)(x+1).
Logo, a expressdo original exige x # 2 e x # —1. Fatorando também o numerador,

-4 (x-2)(x+2) x+2
2-x—-2 (x-2(x+1) x+1

x + 2,—1.

Embora a ultima fracdo esteja definida em x = 2, a expressdo original ndo esta. A
restricdo x # 2 deve, portanto, permanecer. [ |

Compare com
xX+2 2
=1+ —, x # 0.
x x

Nzo ha um fator x comum a todo o numerador, de modo que “cancelar os x” seria
incorreto.

Somar e dividir fracoes algébricas

Para somar fracdes, construimos um denominador comum. Por exemplo,

2 1 20x+ 1) +x 3x+2
-+ = = s X?‘—'O,—l.
x x+1 x(x+1) x(x+1)

Em uma frag¢do complexa, convém simplificar primeiro seu numerador e seu deno-
minador ou multiplicar ambos por um denominador comum.

Exemplo 1.10.

Simplifique a fragcdo complexa

5
2_
x+1
1
1+
X —2

e indique as restri¢des sobre x.
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Solucao. As fracdes internas exigem x #= —1 e x # 2. Além disso, o denominador
da fracdo complexa ndo pode ser zero:
1 x-1

1+ =
x—2 x—2

* 0,

0 que exclui também x = 1. Simplificando separadamente numerador e denomina-

dor,
5 2x =3 1 x—1
2— == 2 1+ = .
x+1 x+1 x—2 x-2
Portanto,
9 5 2x—3
x+1 _ x+1 _ @x—=3)(x-2)
- = . x#-1,1,2.
1 x—1 (x+1)(x—1)
1+ —
x—2 x—2
As trés restri¢oes pertencem ao dominio da expressdo original e permanecem validas
ap0s a simplificacéo. |
Exemplo 1.11.

Simplifique o quociente

1 1
x+h x
, .
q
Solucdo. A expressao original exige
x#0, h # 0, x+h=0.

Reduzindo as fra¢des do numerador ao mesmo denominador,

1 1 x—(x+h
x _ x(x+h)
h
—h 1
x(x+h).ﬁ
1
Cx(x+h)

O cancelamento de h é permitido precisamente porque h # 0. Expressoes desse tipo
aparecerdo naturalmente no célculo de derivadas. |

Radicais e conjugados

Os fatores a—b e a+b sdo chamados de conjugados. Como (a—b)(a+b) = a>—b?, mul-
tiplicar por um conjugado permite eliminar uma diferenca de raizes no numerador
ou no denominador.
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Exemplo 1.12.

Supondo que as raizes estejam definidas, simplifique

vx+h—x

A .

Solucdo. A expressao original requer x > 0, x + h > 0 e h # 0. Multiplicamos
numerador e denominador pelo conjugado do numerador:

Vx+h—Jx Vx+h+x
h Vx+h+x
_ (x+h)—x
(VxR + %)
1

- \/x+h+\/?

As restricoes da expressdo original continuam valendo. |

Trés manipulagdes frequentemente usadas nao sdo identidades:
(a+Db)? #a® + 1?2,
\/; # X,
Ja+b=a+b.

A formula correta para o primeiro quadrado esta na segio anterior, e a identidade
correta no segundo caso é Vx2 = |x|. Os valores a = b = 1 fornecem contraexemplos
para a primeira e a terceira manipulagdes; x = —1 fornece um contraexemplo para a
segunda.

Roteiro de simplificacio. Determine primeiro as restricdes da expresséo ori-
ginal. Em seguida, fatore, reduza fra¢cdes a um denominador comum e cancele
apenas fatores ndo nulos. Ao final, mantenha explicitos todos os valores inicial-
mente excluidos.

Exercicios
Ex. 1.12 Simplifique e indique todas as restri- - 1 )
coes x x+1
1 x2 —4 4. Ll_l
Cx-2 x
x? -1 .. . . ~
2 ) Ex.1.13 Corrija as simplificagdes.
x2+x
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Ordem e desigualdades

X3 _8x’yt
X . (x —2)4
. 6x2y
2. Vx2 = x para todo x € R. —7
P (x — 2)3/2
2
2
3 X 12X = x + 2 para todo x € R.
Ex.1.15 Simplifique os quocientes, supondo h #
0.
Ex.1.14 Simplifique as expressdes e preserve to- (x4 h)? — %2
das as restricdes do dominio original. 1. %
-1
) AW , =
(z—w) R A
2. (p T +gH L 11
N (x+h)2 x2
1 1 : h :
- J’_ -
3 4 b
b 4
a b

1.5. Ordem e desigualdades

Além de somar e multiplicar nimeros reais, podemos compara-los. A relagdoa < b
significa que a é menor ou igual a b. Ela satisfaz as seguintes propriedades:
A10. A ordem é reflexiva, antissimétrica, transitiva e total:

a<a, (a<beb<a)=a=hb,

(a<beb<c)=a<c, a<boub<a.

A11. Somar o mesmo numero preserva a ordem:

a<b=a+c<b+ec.

A12. Multiplicar pelo mesmo niimero nédo negativo preserva a ordem:

a<bec>0= ac<bc

Esses sdo os axiomas de ordem. Observe que A12 fala apenas da multiplicacdo por
numeros ndo negativos. A conhecida regra para nimeros negativos sera deduzida
deles.

Por que o sinal se in-
verte?

Multiplicar por —1 reflete
a reta real em torno de

0: nimeros a esquerda
passam para a direita e
vice-versa. Por isso, de

a < bsegue —a > —b;
multiplicar por qualquer
numero negativo com-
bina essa reflexdo com
uma escala positiva.
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Por que multiplicar por um nimero negativo inverte a

desigualdade?

1.13 Proposicao
Sea<bec<0,entdo ac > bc.

Demonstrag¢ao. Somando —c aos dois membros de ¢ < 0, obtemos 0 < —c. Pelo
axioma Al2,

a(—c) < b(—c).
Como a(—c) = —ac e b(—c) = —bc, temos —ac < —bc. Somando ac + bc aos dois
membros, obtemos bc < ac, ou seja, ac > be. ]

Por exemplo, de 2 < 5 podemos concluir que —6 > —15 ao multiplicar ambos os
membros por —3. A mudanca de sentido ndo é uma convengao grafica: ela decorre
da compatibilidade entre a ordem e as operagdes.

Outra consequéncia util é que todo quadrado é ndo negativo. Se x > 0, isso decorre
de A12 aplicado a 0 < x. Se x < 0, entdo —x > 0 e x*> = (—x)? > 0.

Exercicios
Ex. 1.16 Demonstre as propriedades de ordem. 3.Se 0 < a < b, entio a® < b°.
1. Sea < b, entao —b < —a. 4.Sea,b>0ea®<b? entioa<b.

2.Sea<bec<d,entaioa+c<b+d.

1.6. Reta real, valor absoluto e intervalos

Moédulo e distancia

A reta real oferece uma representacio geométrica dos numeros reais. Escolhemos N
A expressdo [x—a| mede a

distancia de x a a. Assim,
a distancia entre eles como unidade. A ordem corresponde a posicdo: a < b significa parar > 0, a condigdo

um ponto para representar 0, outro ponto a sua direita para representar 1 e usamos

que o ponto associado a a est4 a esquerda daquele associado a b. bx —al < rdescreve
os pontos do intervalo
(a—r,a+r). Ocentro éa

O valor absoluto, ou médulo, de x € R é definido por A o
e a distancia permitida é

X, se x 2 0’ menor que r.
x| =
—-x, sex <0.
Portanto, |x| = x somente quando x > 0. Se x < 0, entdo |x| = —x. Por exemplo, V2
|—4/=4+-4,  3]=3. 2 -1 0 1 2

Figura 1.1. Na reta real, NP
ocupa uma posi¢io entre 1 e £
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Erro frequente. Nio é verdade que |x| = x para todo niimero real x. Em cal-
culadoras e softwares, o valor absoluto costuma aparecer como abs(x); essa ex-
pressdo representa uma operacdo aplicada a x, e ndo outra maneira de escrever
o proprio x. Portanto, o simbolo de médulo nédo pode simplesmente ser apagado:
a operaco coincide com x apenas no semieixo nao negativo. Em particular,

x| =x <= x>0, x| = —x <= x <0.

Geometricamente, |x| é a distdncia de x até a origem. Mais geralmente, a distancia
entre xe y é

d(x,y) = |x -yl

Essa interpretagdo é mais util do que pensar no méodulo apenas como um procedi-
mento para “retirar o sinal”.

Para x, y € R, valem as propriedades

x>0, [x|=0e=x=0, |-x[=Ix],

eyl = x|y, eyl <Ixl+ 1yl |l =1yl < lx =yl
A desigualdade |x + y| < |x| + |y| é chamada de desigualdade triangular. De fato,
Xl <x<lx, -yl <y <Pyl
Somando membro a membro, obtemos
—(xl +1yD) < x+y < x| +|yl,

e, portanto, [x+y| < |x|+]y|. Geometricamente, na reta, a distancia do percurso direto
entre dois pontos ndo é maior que a de um percurso feito com um desvio. Em geral,
nao podemos substituir a desigualdade por uma igualdade. Com x = 1 e y = —1, por
exemplo,

lx+yl =0, x| + |yl = 2.

Como retirar o modulo?

Para retirar um modulo, precisamos conhecer o sinal da expressdo que esta em seu
interior. Quando aparecem varios modulos, os pontos em que essas expressoes se
anulam dividem a reta em intervalos nos quais os sinais permanecem fixos.

Exemplo 1.14.

Escreva f(x) = |x| + |x + 1| sem utilizar o simbolo de médulo.
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Solucao. As expressdes dentro dos moédulos se anulam em x = —1 e x = 0. Esses

pontos determinam trés casos:

B sex<-l,entiox <0ex+1<0;logo, f(x)=—x—(x+1)=-2x—1;

B se—1<x<0,entiox <0ex+1>0;logo, f(x)=—-x+(x+1)=1;

B se x > 0, entdo x e x + 1 sd0 ndo negativos; logo, f(x) = x + (x + 1) = 2x + 1.

Portanto,
—2x—-1, x<-—1,
|x| + |x+ 1] =31, -1<x<0,
2x +1, x 2 0.

[ ]
Outro padrdo importante ocorre nas equagdes. Se a > 0, entédo
ul|=a <= u=a ou u=-a.
Assim,
|2x —3] =5 2x—3=5 ou 2x —3 = -5,
e as solugdes sdo x =4 e x = —1. Se a < 0, a equagdo |u| = a ndo possui solugéo real.
Intervalos
Dados a < b, usamos as seguintes notagoes:
(a,b) ={x €R : a< x < b}, b
X - [
[a,b] ={x€R : a<x <b} x+1 = 4
[a,b) ={x ER : a < x < b}, et V0 s
(a,b]={x€R :a<x<b} “1=x<0

Parénteses indicam que o extremo ndo pertence ao intervalo; colchetes indicam que
pertence. Para intervalos ilimitados, escrevemos, por exemplo,

(a,40) ={x : x > a}, (—oo,b] ={x : x < b}

Os simbolos oo nunca recebem colchetes, pois ndo representam nimeros reais.

Um intervalo centrado em a, com raio r > 0, pode ser descrito de duas formas equi-
valentes:
xe€la—r,a+r) <= |x—al<r

Assim, |x —a| < r significa que x aproxima a com erro menor que r. Parar > 0, é 1til
guardar também as duas traducdes geométricas

x—al<resa-r<x<a+r,

x—al>re=x<a-r oux>a+r.

Na primeira, x esta dentro do intervalo de raio r; na segunda, esta fora dele.
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Exemplo 1.15.

Uma medicéo é considerada aceitavel quando difere de 12 por menos de 0,05. Deter-
mine o intervalo dos valores aceitaveis.

q
Solucao. A condigio é |x — 12| < 0,05. Portanto,
—0,05 < x—12 < 0,05,
e, somando 12 aos trés membros,
11,95 < x < 12,05.
O conjunto dos valores aceitaveis é o intervalo (11,95, 12,05). ]
Exercicios
Ex.1.17 Escreva em notacio de intervalo. 1 |x — 2]+ |x + 1].
L ]x—3| <2
Ex. 1.19 Resolva |3x — 1| = 5.
2. x+1| < 4.
Ex. 1.20 Demonstre a desigualdade ||x| — |yl| <
3. |x =5 >1. |x — y| usando a desigualdade triangular.
Ex. 1.18 Escreva sem modulos. Ex. 1.21 Mostre que, se a — ¢ < x < a + ¢ para

todo € > 0, entdao x = a.

1.7. Cotas, maximos e supremos

(a,b)) —o————o0—>
Considere um conjunto ndo vazio A C R. Dizemos que M é uma cota superior, ou

b
um majorante, de A quando [a.t]

[a,b) —o————o0—
x<M para todo x € A.
(a,b] —o————eo—

Se existe uma cota superior, dizemos que A é limitado superiormente. De modo

analogo, m é uma cota inferior, ou um minorante, quando m < x para todo x € A. Figura 1.2. Extremos abertos
sa0 vazios; extremos

Uma cota superior pode estar muito acima dos elementos do conjunto. Por exemplo, ~ Pertencentes ao intervalo,

. . preenchidos.
2,10 e 100 sdo cotas superiores de [0, 1). Interessa-nos a menor delas.
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1.1 Definicao

O supremo de um conjunto ndo vazio A C R, quando existe, ¢ a menor de suas
cotas superiores e é denotado por sup A. Analogamente, o infimo de A é a maior
de suas cotas inferiores e é denotado por inf A.

~ v undir su 4ximo. 4 . -
Nao devemos confundir supremo com maximo. O nimero M é o maximo de A
quando M € A e x < M para todo x € A. Portanto, todo maximo é um supremo que
pertence ao conjunto; um supremo pode nio pertencer a ele.

Conjunto  minimo  infimo  maximo supremo
[0,1] 0 0 1 1
[0,1) 0 0 nao existe 1
(0,1) néo existe 0 néo existe 1
N 0 0 nao existe nao existe

A completude dos nimeros reais

A propriedade que distingue decisivamente R de Q é a completude:

A13 - Propriedade da completude. Todo subconjunto nio vazio de R que é
limitado superiormente possui supremo em R.

A afirmacéo correspondente para conjuntos limitados inferiormente também vale:
todo conjunto néo vazio e limitado inferiormente possui infimo. Em linguagem ge-
ométrica, a completude diz que uma fronteira obtida por aproximacdes sucessivas
nao desaparece por causa de uma lacuna na reta real.

Por que V2 existe em R, embora nao exista em Q?

Considere
S={xeR:x>0ex?<2k.

O conjunto é nio vazio, pois 1 € S, e é limitado superiormente, pois nenhum x > 2
pertence a S. Pela completude, existe s = sup S. A posicéo de s é determinada pelos
elementos cujos quadrados ainda sdo menores que 2. A propriedade de supremo
forca essa fronteira a satisfazer s* = 2.

A demonstracio detalhada verifica separadamente que as alternativas s> < 2 e s2 > 2
contradizem a defini¢éo de supremo.

Cotas, maximos e supremos

Maximo e supremo

O maximo deve perten-
cer ao conjunto; o su-
premo é sua menor cota
superior. Em [0, 1), o nG-
mero 1 é supremo, mas
nio é maximo: todos os
elementos sio menores
que 1, e nenhum nimero
menor que 1 é cota supe-
rior.

20
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Demonstracéo detalhada. Se s* < 2, escolha h > 0 suficientemente pequeno para que
h<1 e (2s+1h <2 -2
Como 0 < h < 1, temos h% < h. Portanto,
+hP=s>+2sh+h’ <s>+(@2s+1h<2.
Logo, s + h € S, contradizendo o fato de s ser uma cota superior.

Como 1 € S, vale s > 1 > 0, o que legitima a divisio por 2s. Se s? > 2, escolha h com
. s2—2
0<h<minis,——¢.
2s
Nesse caso,

(s—h)? =s%—2sh+h? > s® —2sh > 2.

Todo x € S satisfaz x < s— h; caso contrario, teriamos x? > (s —h)? > 2. Assim, s—h
seria uma cota superior de S menor que s, novamente uma contradi¢do. Restando
apenas a possibilidade s?> = 2, concluimos que s = /2. ]

A Proposicio 1.1 mostra que essa fronteira ndo pertence a Q. O conjunto
So={g€Q:q>0eq* <2}

é limitado superiormente, mas nao possui supremo racional. Se um racional p fosse
seu supremo, o mesmo argumento de pequenas perturbacdes, agora escolhendo h
racional, mostraria que p? = 2, o que é impossivel. E nesse sentido preciso que os
racionais possuem uma lacuna onde os reais contém +/2.

Exercicios
Ex.1.22 Encontre minimo, maximo, infimo e su- 3.C={n/(n+1) : ne N}
premo, quando existirem.
4. D=7.
1. A=(25].
. Ex.1.23 Mostre que, se A possui maximo, entdo
2.B={1/n: neN*}L
sup A = max A.

1.8. Poténcias e raizes

sup[0,1) = 1

Paraa € Re n € N*, definimos

—_

at=a-a--a.

. . .

——‘n fatores Fl'gu.ra 1.3. [0, 1) ndo possui
maximo, mas tem supremo

igual a 1.

21
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Se a # 0, definimos ainda
0 1
a =1, a " =—.
Neste livro, como valor numérico isolado, a expressio 0° permanecera indefinida. Em
uma soma polinomial, porém, x° representa a funcio constante 1, inclusive quando
o polindmio é avaliado em x = 0. Com expoentes inteiros, valem as propriedades

usuais, respeitadas as condi¢des que impedem divisdes por zero:

aman — am+n’ (am)n — amn’ (ab)n — anbn'

A raiz n-ésima de um ntimero a é um numero real b tal que b" = a. Quando n é par,
nenhum nimero negativo possui raiz n-ésima real, pois uma poténcia de expoente
par de um nuimero real é sempre ndo negativa. Se a > 0, a equagao

" =a

possui duas solucdes reais, uma positiva e outra negativa. Isso acontece porque, para
n par,

by =br
assim, se b é uma solu¢do, —b também é. Quando a = 0, ha apenas uma solugéo,
b=o0.

Por convengéo, o simbolo Q/E representa sempre a solu¢do nao negativa. Portanto,
por exemplo, b? = 9 tem as duas solucdes b = 3 e b = —3, mas v/9 = 3. Quando n é
impar, todo nimero real possui uma tnica raiz n-ésima real. Assim,

sza VT=—2,

enquanto v—8 ndo representa um niimero real.

Para uma base positiva a e um racional ¢ = m/n, com n > 0, definimos

al = g"/" = (W)m.

E possivel demonstrar que o resultado nio depende da fracio escolhida para repre-
sentar q. Por exemplo,

16%/4 = (%/B)S =2%=8  8/3= (i/E)Z =4

Para bases negativas, a notagao exige cuidado. Um expoente racional deve ser escrito
em forma irredutivel e s6 produz um valor real quando seu denominador é impar.
Assim, (—27)1/3 = —3, mas ndo ha uma definigdo real de (—27)* para todo expoente
real x.

Paraa > 0, a poténcia a* também pode ser definida quando o expoente x é irracional.
A construcdo utiliza aproximacdes racionais e a completude dos reais. Adotaremos
aqui essa extensdo e registraremos as propriedades que ela preserva:

Y = a*aY, (@)Y = a, (ab)* = a*b*

para bases positivas, sempre que as expressoes envolvidas estiverem definidas.

A desigualdade de Bernoulli fornece uma comparagao fundamental entre uma potén-
cia e sua aproximacao linear.

Poténcias e raizes
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1.16 Proposicao Desigualdade de Bernoulli
Paratodot > —1etodon € IN,

(1+)">1+nt.

Demonstragao. Para n = 0, ha igualdade. Suponha que a desigualdade valha para
algumn € N. Como 1+1¢ > 0,

A+ >Q+m)A+)=1+0+ Dt +nt?> > 1+ (n+ 1.

A conclusdo segue por inducio. ]

As propriedades das poténcias e das raizes também permitem simplificar expressoes
algébricas, desde que as restricoes sejam preservadas.

Exemplo 1.17.

Simplifique

¢ Z (a#0) e +12x2 (x €R).

Solucao. No primeiro caso, somamos os expoentes dos fatores e subtraimos o expo-

ente do denominador:

5 -2
a’a _
_a5 2 1_(12.

a
A condicdo a # 0 é necessaria porque a expressdo original contém tanto um expoente
negativo quanto uma divisdo por a. No segundo caso,

V12x2 = \/ﬁ\/; = 243 |x].

O modulo ¢ indispensavel, pois x pode ser negativo. |
Exercicios
Ex.1.24 Calcule ou simplifique, indicando as res- 5 aba”?
tricdes necessarias. a3
1. 272/3. 6. V18x2.
2.167%/4, Ex. 1.25 Indique as restrigdes.
3. (=2n)'/%. La=1.
4. Explique por que (—16)'/2 ndo é um ntimero real. 2.a"=1/d"
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3. a¥, para todo expoente real x, é definido pelas re- gras acima.

Sintese

A estrutura dos niimeros reais reune operacdes, ordem e completude. Dos axiomas
algébricos decorrem propriedades como a - 0 = 0, o cancelamento e a regra do pro-
duto nulo; a distributividade esta na base da fatoracdo e das manipulagdes algébricas.
Os axiomas de ordem explicam as regras das desigualdades. A completude garante a
existéncia de fronteiras como supremos e, em particular, permite estabelecer a exis-

téncia de nimeros como /2.

Essas propriedades nio sdo independentes das técnicas de célculo algébrico: elas
determinam quando uma transformacio é valida, quais restri¢does de dominio devem

Poténcias e raizes

Raizes e restricoes de
dominio

Uma raiz de indice par
tem radicando néo nega-
tivo e valor néo negativo.
Por isso, VxZ = |x|, e ndo
x para todo real. Antes de
aplicar uma lei de potén-
cias ou raizes, é necessa-
rio verificar as condicbes
em que ela vale.
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Funcoes e graficos

E preciso medir tudo o que é mensurdvel e tentar tornar mensuravel o que néo o é
diretamente.

Thomas-Henri Martin, Galilée, les droits de la science et la méthode des sciences
physiques

2.1. Pares ordenados e o plano cartesiano

O plano cartesiano traduz relacdes numéricas em relacdes geométricas. Nele, uma
equagdo pode descrever uma curva, uma desigualdade pode selecionar uma regiio e,
mais adiante, uma funcdo sera representada por um conjunto de pontos. Para usar
essa linguagem com precisao, comecamos pelos pares ordenados.

Pares ordenados e produto cartesiano

Um par ordenado (a,b) registra dois elementos numa ordem determinada: a é a
primeira componente e b é a segunda. Em geral, (a,b) # (b, a). Mais precisamente,

(a,b)=(c,d) = a=c e b=d.

Dados dois conjuntos A e B, seu produto cartesiano é o conjunto de todos os pares
cuja primeira componente pertence a A e cuja segunda pertence a B:

AxB=1{(ab) :ac Aebe B}

Neste capitulo

2.1 Pares ordenados e o plano

cartesiano
2.2 O conceito de fung¢io
2.3 Graficos de funcoes

2.4 Operacdes e composi-

¢ao

2.5 Propriedades qualitati-
vas

2.6 Funcao inversa

2.7 Transformacdes e sime-
trias dos graficos

Par ordenado nao é
conjunto

(1,2) # (2,1), embora
{1,2} = {2,1}. A ordem
das coordenadas é o
que permite ao plano
distinguir posigdes.
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38
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Exemplo 2.1.

Se A ={1,2} e B = {u, v}, determine A x B.

Solucao. Cada elemento de A deve ser combinado com cada elemento de B:
AxB={1,u),(1,v),(2,u),(2,v)}

Observe que (1,u) pertence a A x B, mas (u, 1) ndo pertence. A ordem das compo-
nentes faz parte da informagéo. ]

Coordenadas

O produto R x R, também escrito R?, pode ser representado geometricamente pelo
plano cartesiano. No ponto P = (x,y), o niimero x é a abscissa e determina a
posicdo horizontal; o numero y é a ordenada e determina a posicdo vertical. O
ponto (0, 0) é a origem.

y
Os eixos dividem o plano em quatro quadrantes. Pontos sobre os eixos néo perten- 0=(-21)
cem a nenhum quadrante. i
0 X
Quadrante sinal de x sinal de y
I positivo  positivo
I negativo  positivo
I negativo  negativo Figura 2.1. A primeira
v positivo negativo coordenada determina a

posicdo horizontal; a segunda,
a vertical.

Distancia entre dois pontos

Se P = (x1,y1) e Q = (x3, ¥»), as diferencas horizontal e vertical sdo x, — x; € ¥, — y;.
Pelo teorema de Pitagoras, a distancia entre os pontos é

d(P,Q) = N0 = x1)2 + (3o — y)2.

Os modulos |x; — x| € [y, — y1| sdo os comprimentos dos catetos de um tridngulo
retdngulo; a formula néo precisa, portanto, ser memorizada como uma regra isolada.
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y
pP= (—1,2) 4

'\ ””””””” L

Figura 2.2. A distancia entre dois pontos decorre do teorema de Pitagoras.

Exemplo 2.2.

Calcule a distancia entre P = (—1,2) e Q = (3,—1).

Solucao. As variagdes das coordenadas sdo 3 —(—1) =4 e —1 — 2 = —3. Logo,

d(P,Q) = /42 + (-3)2 = V25 = 5.

Os sinais das variacdes podem mudar se invertermos a ordem dos pontos, mas os
quadrados garantem a mesma distancia. |

Como ler regides do plano?

Uma condi¢ao envolvendo x e y seleciona os pontos cujas coordenadas a satisfazem.
A igualdade costuma descrever uma fronteira; uma desigualdade indica um dos lados
ou uma regido interior ou exterior.

Condigao regido correspondente

x>1 a direita da reta vertical x = 1

y<2 abaixo da reta horizontal y = 2, incluindo a reta
y>x acima da reta y = x

x? +y% <4 interior do circulo de centro (0,0) e raio 2

Quando ha mais de uma condi¢io, procuramos sua interse¢ao. Por exemplo,
R={(x,y) ER? : x>0e —1<y<2}

é a parte do plano situada a direita do eixo y, incluindo esse eixo, entre as retas
horizontais y = —1 e y = 2. A reta y = —1 ndo pertence a regido; as retas x = 0 e
y = 2 pertencem. A mesma regifo pode ser escrita de forma compacta como

R =10, +) x (-1, 2].
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y
2
R —
0 x
-1

Figura 2.3. Na representacdo de R, linhas continuas indicam fronteiras incluidas; a linha
tracejada indica uma fronteira excluida.

O conceito de func¢ao

Exercicios

Ex. 2.1 Considere A ={0,1} e B ={-1,2}. Ex. 2.2 Considere P = (-2,1) e Q = (1,-3).
1. Liste os elementos de A x B. 1. Em que quadrante esta cada ponto?
2. Liste os elementos de B x A. 2. Calcule d(P, Q).

3. Os dois produtos sdo iguais?

Ex. 2.3 Descreva, em palavras, a regido {(x, y) €

R?:x<0ey>1}

2.2. O conceito de funcao

Os numeros reais permitem descrever grandezas; as fun¢des descrevem como uma
grandeza depende de outra. O volume de um gas, por exemplo, pode variar com a
temperatura e a pressdo, enquanto a posi¢ao de um corpo pode variar com o tempo.
Essa linguagem de dependéncias faz das fun¢des um dos conceitos centrais da Mate-
matica e a base sobre a qual construiremos o Calculo.

2.1 Definicao

Sejam A e B conjuntos. Uma funcao f de A em B é uma regra que associa a cada
elemento de A um tunico elemento de B. Escrevemos

f:A— B

O conjunto A é o dominio de f, denotado por Dom f, e B é seu contradominio.
Se x € A, o elemento associado a x é denotado por f(x) e chamado de imagem
de x.

Contradominio nao é
imagem

O contradominio é de-
clarado junto com a
fungéo; a imagem é o
conjunto dos valores
efetivamente atingidos.
Assim,g : R - R,
g(x) = x%, tem contra-
dominio R e imagem
[0, o0).
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Uma fungao possui, portanto, trés ingredientes: dominio, contradominio e regra de
associagao. Alterar qualquer um deles pode alterar a fungéo. Neste livro estudaremos
principalmente fungdes reais de uma variavel real, isto é, fungdes cujos dominios e
contradominios sdo subconjuntos de R.

Adotaremos as convencoes
R, = [0, 4+), R = (0, +0), R_ = (=00, 0], R* =R\ {0}.

Também escreveremos [x] para a parte inteira, ou fungao piso, de x, isto é, 0 maior
inteiro menor ou igual a x:

[x] =max{n € Z : n < x}.

2.2 Definicio Igualdade de funcoes

Duas funcdes sdo iguais quando possuem o mesmo dominio, o mesmo contrado-
minio e atribuem a cada elemento do dominio a mesma imagem.

Embora férmulas sejam uma maneira particularmente util de descrever funcdes, elas
nio sdo a unica. Uma funcdo também pode ser especificada por uma tabela, por
um grafico, por uma defini¢do em casos ou por um procedimento que determine
univocamente cada valor.

Exemplo 2.3 — Dominio, contradominio e imagem.
Considere as fung¢des seguintes.

1. f : R — R, dada por f(x) = x?;

2. g : R— R,, dada por g(x) = x?;

3. h : R > R, dada por

1, x e,
hx) = 0
-1, xeR\Q;
x%+5x +6 o .
4. u(x) = —5 . sem dominio indicado explicitamente.
X2 —

Compare f e g como fungdes, determine a imagem de h e encontre o dominio natural
de u.

O conceito de func¢ao
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Solucao. As funcdes f e g possuem a mesma expressdo e o mesmo dominio, mas
contradominios diferentes; por isso, ndo sdo iguais. Em ambos os casos, os valores
efetivamente assumidos formam o conjunto R, ..

A funcgéo h, conhecida como funcio de Dirichlet, possui imagem {—1, 1}. Sua regra
esta bem definida, embora decidir o valor de A em um nimero apresentado de ma-
neira complicada possa exigir saber se esse nimero é racional ou irracional.

No tltimo item, a expressio somente representa um ntiimero real quando x% — 1 # 0.
Pela convencao usual, o dominio de u é, portanto, R \ {-1, 1}. n

A convencao do dominio

Quando uma func¢do é apresentada por uma féormula e o dominio nio é in-
dicado, adotamos como dominio o maior conjunto de niimeros reais para os
quais a expressdo possui sentido. Esse conjunto é chamado de dominio na-
tural da funcéo.

Uma fungéo néo precisa ser descrita por uma férmula algébrica. A funcéo de Euler
p:{neN:n>1}—>N

associa a n a quantidade de inteiros positivos menores que n e coprimos com ele. Por
exemplo, ¢(2) = 1 e ¢(3) = ¢(4) = $(6) = 2. A regra é um procedimento aritmético
inequivoco, e isso basta para definir uma funcéo.

Além da imagem de um ponto, interessa-nos acompanhar conjuntos inteiros. Se
f + A— Be X C A, definimos a imagem de X por f por

FX) = {f(x) : x € X},

Em particular, o conjunto imagem de f é
Imf = f(A) = {f(x) : x € A}
Observe que Im f C B, mas a igualdade néo é automatica.

O caminho inverso parte de um conjunto do contradominio. Se Y C B, a pré-ima-
gemdeY é

fIY)={xeA: f(x) e}

Para um unico valor y € B, escrevemos

fh={xeA: f(x) =y}

Exemplo 2.4.

Para f : R > R, f(x) = x2, temos

fa-21h=l04],  fr@p={-11  fl(0.4h=[-22]

Figura 2.4. Imagem de X e

pré-imagem de Y por f.
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Ja f~1({-2}) = @, pois um quadrado real nio pode ser negativo.

O simbolo f~! também sera usado para funcdes inversas. O contexto distingue os
dois significados: em f~!(Y), o argumento é um conjunto e estamos tomando uma
pré-imagem; em f~!(y), quando a funcéo inversa existir, o argumento sera um ele-

mento.
Exercicios
Ex. 2.4 Determine o dominio natural de cada ex- Ex. 2.5 Considere as funcoes
pressao.
o+l f:R>R, g:[0,+400) >R, h:R->R, k:R-[0,+),
1. .
x2—4
5 /3 todas dadas pela regra x — x2. As funcdes f e g sdo
A3 —x
iguais? E h e k? Justifique pela definicdo de igualdade
5 1 de funcoes.
=
Jx Ex.2.6 Paraf : R—> R, f(x) = x%2—4, determine
4 2= FA-13D, F710D, A (14.0D) e f1 (o0, -5).

2.3. Graficos de funcoes

O grafico retine, numa unica representacao, os valores de entrada e as imagens pro-
duzidas por uma funcao. Ele registra geometricamente a dependéncia entre esses
valores.

2.3 Definicao
Se f : A— B,com A,BC R, ograficode f é

Graf(f) ={(x, f(x)) : x € A} ={(x,y) € AxB : y = f(x)}

Para cada x € A, ha exatamente um ponto do grafico com abscissa x. Essa observacao
fornece o teste da reta vertical: um subconjunto do plano representa o grafico de
uma funcdo de x quando nenhuma reta vertical o encontra em mais de um ponto. Se
uma reta vertical encontra a figura duas vezes, a mesma entrada teria duas imagens.
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Uma formulacao em pares ordenados

Uma relacio entre A e B é qualquer subconjunto de A x B. Ela é uma funcéo de
A em B exatamente quando, para todo x € A, existe um tnico y € B tal que (x, y)
pertence a relacdo. Assim,

R={(1,u),(2,u),(2,v)} C{1,2,3} x {u,v}

nao define uma funcéo de {1, 2, 3} em {u, v}: o elemento 2 aparece com duas segundas
componentes, e o elemento 3 ndo aparece com nenhuma. Essa formulagao é equiva-
lente a definicdo anterior de funcéo; ela apenas explicita a regra como um conjunto
de pares.

O que se |Ié em um grafico

O ponto (a, f(a)) permite ler o valor f(a). As interse¢cdes com o eixo horizontal
correspondem aos zeros da funcéo; os trechos acima e abaixo desse eixo indicam,
respectivamente, onde f(x) > 0 e onde f(x) < 0. A projecéo do grafico sobre o eixo
horizontal fornece o dominio, e a projecdo sobre o eixo vertical fornece a imagem.
Essas leituras dependem sempre dos pontos que efetivamente pertencem ao grafico,
inclusive nas extremidades de intervalos.

Exemplos 2.5.

fi[-1,2] > R f(x) = x?

Figura 2.5. Grafico de f(x) = x* com dominio restrito a [—1, 2].

Graficos de func¢oes
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[2] g: Z—> N, gn) =l

Figura 2.6. Grafico discreto de g(n) = |n|.

3| h : R — R, dada por
p

—X, x < -1,
h(x) =11, -1<x<1,
2—x, x>1.
Grafico de h(x)

N
N

Figura 2.7. Grafico da funcéo h definida por partes.

Comparar dois graficos no mesmo plano também permite localizar solucdes de equa-
¢des e desigualdades. Uma intersecdo de abscissa a representa f(a) = g(a). Para
uma mesma abscissa b, se o ponto do grafico de g esta acima do ponto do grafico de

f, entdo g(b) > f(b).

Graficos de func¢oes
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g(x)

fGx)

Operagdes e composicao

Figura 2.8. Comparacéo grafica entre as funcdes f e g.

Exercicios

Ex. 2.7
peratura T e a umidade relativa U. Explique por que “U

Uma estacéo registra, a cada hora, a tem-

como funcéo de T” pode falhar, ainda que ambas sejam
funcodes do tempo. Construa uma tabela com quatro ho-
rarios que ilustre sua resposta.

Ex. 2.8 Considere as duas semicircunferéncias
do circulo x? +y? = 16. Escreva a semicircunferéncia su-
perior como fungio de x e explique por que a unido das
duas semicircunferéncias néo é o grafico de uma funcéo

de x.

2.4. Operacoes e composicao

A maior parte das fun¢des elementares pode ser construida a partir de familias sim-
ples por meio de soma, produto, quociente e composicdo. Ao realizar essas operagoes,

porém, é preciso acompanhar os dominios.

Sejam f : Dy > Re g : Dy > R A soma e o produto séo definidos no dominio

comum Dy N Dy por

(f + &) = f(x) + g(x),

(f)x) =

Ex.2.9 Uma boia oscila suavemente durante dois
minutos, é recolhida para um barco em poucos segundos
e permanece no convés. Esboce sua altura em relacéo a
superficie da 4gua como func¢io do tempo e descreva as

hipéteses usadas no desenho.

Ex. 2.10
quivos em uma pasta depois de n operagdes, onde n € IN.

A fungio D(n) fornece o numero de ar-

Explique por que um grafico de pontos é mais apropri-
ado que uma curva continua e dé um exemplo em que D
diminua.

Dominio da composi-

cao

Para calcular f(g(x)), é
preciso que g(x) exista e
pertenca ao dominio de
f. Por exemplo, V1 — x2
exige 1 — x* > 0, embora
a funcéo interna 1 — x*?
esteja definida para todo

f)g(x).

real.
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O quociente possui a restricdo adicional de que o denominador néo se anule:
f ) fx) f
=) (x) = , Dom(—) ={xeDrnD, : g(x)+0}
( g g(x) g fMlg 8

Se a € R, definimos ainda (a f)(x) = a f(x) em Dy. Esse produto pode ser visto como
o produto de f pela funcdo constante de valor a.

As propriedades algébricas dos nimeros passam ponto a ponto para as funcdes, sem-
pre que os dois membros estejam definidos no mesmo dominio.

2.6 Proposicao

Para funcdes f, g, h com dominio comum, valem:
(f+g+h=f+(g+h), (fg)h = f(gh),

f+eg=g+f, fe=zgf,
(f +&h= fh+ gh

Exemplo 2.7 — Construindo funcgées polinomiais.

Toda fungio polinomial pode ser obtida a partir da fun¢io identidade i1(x) = x e
das funcdes constantes. Produtos sucessivos de 1 produzem as poténcias x™; a mul-
tiplicacdo por constantes produz os mondémios ¢,x"; somando-os, obtemos qualquer

polinémio.

A composicio encadeia duas dependéncias. Se g : A — Be f : B— C, definimos

(f > &)(x) = fg(x)).

A ordem importa: primeiro aplicamos g e depois f.

A B i c
\—/

feg

Figura 2.9. Na composicdo, primeiro atua g e depois atua f.

Quando as fungdes sdo dadas em dominios naturais, a condicdo precisa é

Dom(f - g) ={x € Domg : g(x) € Dom f}.

Operagdes e composicao
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Exemplo 2.8.

Se f(x) =2x+3e g(x) =x—1, entdo
(feg)x)=2(x—1)+3=2x+1

Em x = 2, calculamos primeiro g(2) = 1 e depois f(1) = 5. Na outra ordem,
(g ) =(2x+3)—1=2x+2,

de modo que (g f)(2) = 6. As duas composig¢des estdo definidas em R, mas nio sdo
a mesma funcio.

Trocar a ordem pode alterar tanto a expressdo quanto o dominio, como mostram os
exemplos seguintes.

Exemplos 2.9.

Se f(x) = Jx e g(x) = x?, entdo Dom f = R,, Dom g = R e:
® Dom(f > g) =Re (feg)(x)=I|x|
B Dom(ge f) =Rye(ge f)(x)=x

Se f(x) =1/x e g(x) = V1 —x, entdo Dom f = R*, Dom g = (—o0, 1] e:

1

Vi—x

® Dom(f e g) =(—c0,1) e (feg)(x)=

= Dom(g+ f) = (~0,0) U [1,+e0) e (g = )x) = =

Exemplo 2.10 — O dominio acompanha a ordem da composicao.

Sejam f(u) = Jue g(x) = (x—2)/(x+1). Determine foge ge f, com seus dominios.

Operagdes e composicao
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Solucédo. Na primeira ordem,

x—2

o xX) = .
(f o )00 =\ [T
Sao necessarias duas condi¢des: x # —1, para que g(x) exista, e g(x) > 0, para
que seja possivel aplicar a raiz quadrada. O numerador muda de sinal em 2 e o
denominador em —1. O quociente é positivo para x < —1 e para x > 2, negativo
entre —1 e 2, e nulo em 2. Consequentemente,

Dom(f © g) = (=00, ~1) U [2, ).

O ponto 2 é incluido porque a raiz de zero existe; —1 continua excluido porque anula
o denominador.
Na ordem contraria,

Jx =2
Jx+1

Primeiro precisamos de x > 0. A condicio seguinte seria /x # —1, mas ela é auto-

(g x) =

maticamente satisfeita: uma raiz quadrada real é ndo negativa. Portanto,

Dom(g  f) = [0, ).

Operagdes e composicao

Por exemplo, x = —2 é permitido na primeira composicdo e ndo na segunda; ja x = 0

é permitido na segunda e néo na primeira. ]
Exercicios

Ex. 2.11 Para f(x) = x? e g(x) = x + 1, calcule determine f - ge g e f, com seus dominios.

fogegef,incluindo seus dominios. Compare os valores
das duas composicoes em x = 1.

Ex. 2.15
Ex.2.12 Sejam f(x) =+x + 1e g(x) = 3—x. De- H(x) =
termine as duas composicdes e seus dominios, indicando
qual condicdo vem da raiz. 1

Aprofundamento. Considere

1

Ja—(Gx-1)2

. Escreva H como composi¢ao de u(x) = 2x — 1,

v(t) = 4 — t? e uma terceira funcéo w.

Ex. 2.13 O grafico de f passa por (1,4) e (3,—2),

e g(x)=2x+1. 2. Determine seu dominio, acompanhando as trés

etapas.

1. Determine dois pontos do grafico de f - g.

3. Determine sua imagem.

2. Calcule g(f(1)) e g(f(3)).

Ex. 2.16

3. Use x = 1 para mostrar que as composi¢des sao
diferentes, sem supor uma féormula para f.

Ex.2.14 Para f(x) = V4 —x2e g(x) =1/(x—1),

Se f(x) =Jx+4eglx)=1/(x-1),
determine os dominios de f + g, fg, fege ge f. Em
cada caso, mostre como surgem as restri¢des.
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Ex.2.17
em miligramas. O preco, em reais, de uma preparagio é

A funcéo ¢(g) = 1000g converte gramas

p(u) = 0,018u+7, com u em miligramas. Interprete poce
determine seu dominio fisico se a embalagem comporta,
no maximo, 2 kg.

Ex.2.18
conjuntos de Dom f N Dom g podemos definir uma fun-

Sejam f e g fungdes reais. Em que sub-

céo real por

(fO) = f()E?

Explique por que os dominios de f e g, sozinhos, nédo
determinam a resposta.

Ex.2.19 Para cada funcéo abaixo, encontre f(x+

2.5. Propriedades qualitativas

2), f(=x), f(x +h)e

—_

Do

w

4

(&)

(@)}

Joeth) - )

h
Cf(x) =x
Cf(x)=3x+4
fx) = %2
Cf(x)=5x%+1
Cf) =x2—x
. flx) = 13+ x?

Uma férmula informa como calcular valores; as propriedades qualitativas descrevem

o comportamento global da fun¢io. Entre as mais importantes estdo a monotonici-

dade e a maneira como dominio, imagem e contradominio se correspondem.

2.5.1. Crescimento e decrescimento

Para fungdes reais, podemos investigar como as imagens se comportam quando a

variavel aumenta. Essa relacdo entre as ordens no dominio e na imagem é descrita

pelas no¢des de crescimento e decrescimento:

Propriedades qualitativas

h=+0.

O teste da reta hori-

zontal

As interse¢des do grafico
com y = c correspondem
as solugdes de f(x) = c.
Logo, a funcéo ¢ injetiva
precisamente quando
cada reta horizontal en-
contra seu grafico em,
no maximo, um ponto.
Contam-se também os
encontros em que a reta
apenas tangencia o gra-
fico.
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2.4 Definicao

Dada uma funcéo f e dado um subconjunto A C Dom f, dizemos que:
B f é crescente em A se, para todo a,b € A com a < b, resulta f(a) < f(b).

B f é nao decrescente em A se, para todo a,b € A com a < b, resulta f(a) <

f®).
B f ¢é decrescente em A se, para todo a,b € A com a < b, resulta f(a) > f(b).

B f é nao crescente em A se, para todo a,b € A com a < b, resulta f(a) > f(b).

1

Em qualquer um dos casos acima, dizemos que a fun¢ido ¢ monoétona'. Em par-

ticular, quando a funcéo é crescente ou decrescente, dizemos que é estritamente
monotona.

Exemplos 2.11.

A funcio identidade é crescente em R.
A funcio x? é decrescente em R_ e crescente em R,

A funcio [x] é ndo decrescente em R. A mesma funcio é crescente em Z.

2.5.2. Injetividade e sobrejetividade

Dada uma funcdo f : A — B, podemos fazer duas perguntas distintas. Valores
diferentes do dominio podem produzir a mesma imagem? Todo elemento do contra-
dominio é atingido? As nocdes de injetividade e sobrejetividade respondem, respec-
tivamente, a essas perguntas.

2.5 Definicao

Uma fungdo f : A — B é injetora quando elementos distintos do dominio
possuem imagens distintas. Equivalentemente, para quaisquer u,v € A,

fW=f0 = u=w

'E também usual na literatura o termo monotonica.
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2.6 Definicido

Uma func¢do f : A — B é sobrejetora quando Im f = B, isto é, quando todo
elemento de B é imagem de pelo menos um elemento de A.

Exemplo 2.12.

Uma mesma expressio pode determinar funcdes com propriedades diferentes. Para
X = xz, temos:

Funcéo Injetora? Sobrejetora?
R—R nao nao
R — [0, +0) nio sim
[0,+0) > R sim nio
[0, +00) — [0, +0) sim sim

De fato, em R temos 12 = (-1)%, o que impede a injetividade. Por outro lado, todo
y > 0 pode ser escrito como y = (/¥)?. Ao restringirmos o dominio a [0, +0),
eliminamos a duplicidade entre x e —x; ao escolhermos [0, +o0) como contradominio,
nenhum valor fica sem ser atingido.

No grafico, a injetividade pode ser reconhecida pelo teste da reta horizontal: uma
funcio é injetora quando nenhuma reta horizontal encontra seu grafico em mais de
um ponto. O teste apenas traduz geometricamente o fato de que uma mesma imagem
nao pode provir de duas entradas distintas.

2.7 Definicao

Uma fungéo f : A — B é bijetora se é, simultaneamente, injetora e sobrejetora.

Quando uma funcéo é bijetora, cada elemento do contradominio corresponde a exa-  Figura 2.10. Uma reta
ps s o horizontal pode encontrar x*

tamente um elemento do dominio. Podemos entdo inverter a associacéo. P )

duas vezes, mas encontra x’

Nno maximo uma vez.

Exercicios
Ex. 2.20 Determine os intervalos nos quais mondtona ¢ injetora.
x
fo) = |

X Ex. 2.22 Dados os conjuntos A = {a,e,i,0,u} e
é crescente ou decrescente. E possivel dizer que f é mo- B = {1.2,3,4,5}, diga quais das relacdes abaixo definem
nétona em todo o seu dominio? uma funcéo f : A — B.

. 1. R=14{(e,1), (0,2

Ex. 2.21 Mostre que toda funcdo estritamente (e, 1), (0. 2)}
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2. R=1{(a,1),(e, 1), (i, 1), (0,2), (, 2)}
3. R=1(a,1),(e,2),(1,3), (0, 4), (u, 5}
4. R={(a,1),(e,1),(e,2), (i, 1), (, 2), (u, 5)}
5. R=1(,3),(e,3), i, 3), (0,3), (,3)}
6. R={(a,1),(e,3),(i,3). (0, 2), (u, 2)}

7. R ={(a,2),(e, 1), (i, 4), (0,5), (u,3)}

Ex. 2.23
cicio acima, diga se é injetora, sobrejetora e/ou bijetora.

Para cada funcdo que aparece no exer-

Ex. 2.24 Determine o conjunto imagem da fun-

¢do f : N — Z dada por

f()=(1D)"n.

Ex. 2.25

cio anterior, determine o conjunto imagem da funcéo
g : N — Z dada por g(n) = f(n) + f(n+ 1).

Considerando a funcdo f do exerci-

Ex. 2.26
(nao vazio) com n elementos e seja B um conjunto qual-

Aprofundamento. Seja A um conjunto
quer. Mostre cada uma das seguintes afirmacoes:

1. Se existe uma funcéo injetora f : A — B, entdo
B possui pelo menos n elementos.

2. Se existe uma funcéo sobrejetora f : A — B,
entdo B possui no maximo n elementos.

3. Conclua, das afirmacdes acima, a seguinte propri-
edade: dois conjuntos finitos? possuem o mesmo
numero de elementos se, e somente se, existe
uma funcio bijetora entre tais conjuntos.

Ex. 2.27
tora, sobrejetora ou bijetora. Justifique sua resposta. Os

Para cada funcéo, determine se é inje-

quatro ultimos itens séo de aprofundamento.

“Voltaremos a essa no¢io mais adiante.

Propriedades qualitativas

1. Se A=1{1,2,3,4,5,6,7}e f : A— A é dadapor
X, se x é impar,
f&) =g )
x/2, sex épar.
2.Se A=1{1,2,3,4,5,6,7} e g : A — A dada por:
x+1, x=#7,
g(x) =§
1, x=17.
3. f: N> N, f(n)=3n+1.
4. f:Z—->Z, f(n)=n—|n|.
5. f : R—> R, f(x) =ax+bcoma = 0.
6. f : R—>R, f(x) =2x.
1
7. f : (0,00) > R, f(x) = e
. * — 1
Sf : R —>]R,f(x)—ﬁ.
9. f : [0,0) > R, f(x) = Jx.
10. f : R—> RxR, f(x) = (x,x).
11. f : R> R xR, f(x) = (x, |x]).
12. f : RxR—-R, f(x,y) =x— |yl
13. f : RxR - RxR, f(x,y) = (x,y%).
Ex. 2.28 Para cada funcio, calcule f~1({0}),

1) e F71({2}). O primeiro item retoma a definicéo;
os demais sdo de aprofundamento.

1.f:N->N, f(n)=3n+1
2. f :R—>R, f(x) = x—|(x +2)> —1].
3. f : [0,00) 5 R, f(x) =Vx+1—1x.

4. f : RxR—>R, f(x,y)=x—1y|
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2.6. Funcao inversa

Inverter uma funcio significa recuperar a entrada a partir da saida. Para que isso
seja possivel em todo o contradominio, duas condicdes sdo necessarias: saidas iguais
néo podem provir de entradas diferentes, e todo elemento do contradominio precisa
ser atingido. Essas sdo precisamente a injetividade e a sobrejetividade.

Quando C C A, a funcio

fle:C€— B, fle(x) = f(x),

é a restricao de f a C. Restringir o dominio pode eliminar repeti¢des de valores

2

e tornar uma funcéo injetora. Por exemplo, x — x° néo é injetora em R, mas sua

restri¢do a [0, +00) é uma bijecdo de [0, +o0) em [0, +00).

No sentido oposto, uma extensao de g : A — Baum conjunto C D A é uma funcéo
f : C = Bque coincide com g em A. A restri¢do a um conjunto fixado é unica; uma
extensao, em geral, nao é.

2.13 Proposicao Bijetividade e existéncia da inversa

Uma funcéo f : A — Bpossui uma funcdo g : B — A tal que
gef=mwu e feg=u

se, e somente se, f é bijetora.

Demonstragao. Suponha primeiro que tal funcdo g exista. Se f(x;) = f(xy), aplicar
g aos dois membros fornece x; = xy; portanto, f é injetora. Além disso, para cada
y € B, temos y = f(g(y)), de modo que y é imagem de algum elemento de A; logo,
f é sobrejetora.

Reciprocamente, se f é bijetora, cada y € B é imagem de um tnico x € A. Definindo
g(y) = x, obtemos as duas identidades acima. ]

2.8 Definicao Funcio inversa

Se f : A — Bé bijetora, sua funcio inversa é a funcdo
fl:B—A

definida por
[l =x = fx)=y.

Em particular,

&) =x (x€Ad, f(f')=y (eEB).

Se f : A — B é apenas injetora, ela se torna bijetora quando substituimos o contra-

dominio B por sua imagem f(A). Nesse caso, podemos inverter a funcio sobre sua

Funcao inversa

A simetria da funcao
inversa

Quando f admite in-
versa, f(a) = b equivale
a f1(b) = a. Ao ponto
(a,b) corresponde, por-
tanto, o ponto (b, a). Essa
troca de coordenadas é

a reflexdo em relacio a

y = x e explica a troca
entre dominio e imagem.
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imagem, obtendo f~! : f(A) — A. E exatamente o que ocorre com x — x* depois
que restringimos seu dominio a [0, +00).

Exemplo 2.14.

Considere f : [0,1] — [1,3], f(x) = 2x + 1. A funcéo é bijetora e, portanto, possui
inversa f~! : [1,3] — [0, 1]. Partindo de y = 2x + 1 e isolando x, obtemos

y—1
X =—.

2
Logo,
y—1

o= 1syss

2.15 Observacao

A composicdo torna precisa a ideia de desfazer uma funcéo: se f : A — Bé
bijetora, entdo

fref=w,  fefl=u,

onde 14 e 1 sdo as fungdes identidade nos conjuntos correspondentes.

Determinando a funcao inversa

B Escreva y = f(x).
B Resolva a equacio anterior obtendo x em termos de y.

B A expressdo obtida é f71(y). Ao desenhar f e f~! no mesmo sistema de ei-
x0s, pode-se renomear uma tnica vez essa variavel livre e escrever f~1(x).

Exemplo 2.16.

Calcule f~! para a funcio f(x) =1 + 5x.

Solucdao. Como y =1+ 5x, isolando x, temos

_y-1
X ===

Logo, f~}(y) = (y — 1)/5. Se renomearmos a variavel livre para representar as duas
func¢des no mesmo sistema de eixos, escrevemos

x—1

fle =

Funcao inversa
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2.6.1. O grafico da inversa

Se f : A — B é bijetora, entdo

—

y = f(x)

x=f).

Funcao inversa

Assim, a cada ponto (x, y) do grafico de f corresponde o ponto (y, x) do grafico de

f~1. Esses pontos sio simétricos em relaciio a reta y = x; portanto, os graficos de

uma funcio e de sua inversa sao reflexdes um do outro em relacio a essa reta.

Exemplo 2.17 — Uma funcéo e sua inversa.

A funcdo f : R — R, dada por f(x) = x3, é bijetora e sua inversa é f~!(x) = {/x. A
figura ilustra a simetria entre os dois graficos em relagéo a reta y = x.

Figura 2.11. Graficos de uma funcéo e de sua inversa.

Exercicios

Ex. 2.29
conjunto correspondente, mostre que:

Denotando por 1 a fungio identidade no

lLief=fefeo1=f;

2. se f é inversivel, entdo f o f_1 =1e f‘1 of =1

Conclua que a fungio identidade é o elemento
neutro da composicao.

Ex. 2.30 Considere f : [0,2] — [0, 5], dada por
f(x) = x%. Determine o dominio, o contradominio e a

imagem de f. Explique por que ela ndo possui inversa de-
finida em todo o contradominio. Substitua entdo o con-
tradominio pela imagem e determine a inversa da fungéo
assim obtida.

Ex. 2.31 Encontre uma expressdo para a inversa
de a1
x —
X) = s X # -2,
f@&) X+ 2

determine os dominios de f e de f~! e verifique uma das

composicoes.
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Ex. 2.32
Fahrenheit, F = 1,8C + 32. Determine a funcio que recu-

Um sensor apresenta a temperatura em

pera a temperatura em Celsius a partir de F e explique
como as unidades do dominio e da imagem se alteram
ao inverter a funcéo.

Ex. 2.33
a—x,coma € R, é sua propria inversa e interprete geo-

Prove que toda func¢io da forma h(x) =

Transformacoes e simetrias dos graficos

metricamente o resultado.

Ex. 2.34
tro em funcdo do tempo é ndo decrescente, mas pode

A distancia registrada por um odéme-

apresentar trechos constantes. Discuta quando essa fun-
cdo admite uma inversa que forne¢a o tempo a partir da
distancia. Que informacéo adicional eliminaria a ambi-

guidade?

2.7. Transformacoes e simetrias dos graficos

Conhecer um grafico permite construir muitos outros sem recomecar o esboco ponto
a ponto. Alteracdes simples na expressio correspondem a deslocamentos, mudangas

de escala ou reflexdes no plano.

2.7.1. Translacoes

Se ¢ € R, comparemos

g§(x) = f(x) +¢,

Translacao horizontal

Se g(x) = f(x —c¢), entdo
gla+c) = f(a). Assim, o
ponto (a, f(a)) desloca-se
para (a + ¢, f(a)): para

a direita se ¢ > 0, para
aesquerdasec < 0. A
igualdade x — ¢ = a
explica o sentido do
deslocamento.

h(x) = f(x +¢).

Na primeira expressio, a constante é somada ao valor da funcéo: cada ponto (x, f(x))

élevado a (x, f(x)+c). O grafico sofre uma translacao vertical de |c| unidades, para

cima quando ¢ > 0 e para baixo quando ¢ < 0.

Na segunda expressao, a constante altera a entrada da funcdo. Para que h assuma

em x o valor que f assumia em x + ¢, o grafico precisa deslocar-se horizontalmente

no sentido oposto ao sinal de c¢. Assim, f(x + ¢) corresponde a uma translacéo de |c|

unidades para a esquerda quando ¢ > 0 e para a direita quando ¢ < 0.

Exemplo 2.18 — Translacées vertical e horizontal.

Seja f : R — R, dada por f(x) = x> — x. Defina g,h : R — R por

gx) = fx)+2=x3-x+2,

A figura ilustra essas transformacoes.

h(x) = f(x —1) = x> — 3x% + 2x.
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g(b) = f(b) +2
h@) = fa—1)

Figura 2.12. Transla¢do horizontal e vertical do grafico de f.

O sinal aparentemente invertido na translagiao horizontal decorre justamente dessa
comparacdo das entradas. Se ¢ > 0, o valor que estava na abscissa x + ¢ passa a
aparecer em x, portanto mais a esquerda.

Os dominios também acompanham a transformacdo. Se f : A — R, entdo f(x) +¢
continua definido em A, enquanto

Dom(f(x+¢))={xeR: x+ce A}

2.7.2. Mudancas de escala

Multiplicar uma coordenada por uma constante positiva produz uma mudanca ho-
mogénea de escala. Para ¢ > 0, consideremos

g(x) =c f(x), h(x) = f(cx).

No grafico de g, todas as ordenadas sdo multiplicadas por ¢: temos uma mudanca
de escala vertical por fator ¢. No grafico de h, o valor que f assumia em cx passa a
aparecer em X; por isso, a escala horizontal é multiplicada por 1/c.

Consequentemente, se ¢ > 1, c¢f(x) produz uma dilatacio vertical, enquanto f(cx)
produz uma contracéo horizontal. Se 0 < ¢ < 1, ocorre o contrario. A diferenca é a
mesma observada nas translacdes: alteracdes feitas fora de f atuam diretamente nos
valores; alteragdes feitas no argumento atuam de maneira inversa no eixo horizontal.

Exemplo 2.19 — Escalas vertical e horizontal.

Seja f : R — R, dada por f(x) = x> — x. Defina g,h : R — R por

g(x) = 2f(x) = 2x3 — 2x, h(x) = f(2x) = 8x3 — 2x.

A figura ilustra essas transformacoes.
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AN\ ) = ff2b)

NG /o(a) = 2f(@)

Figura 2.13. Escala vertical em g = 2f e escala horizontal em h(x) = f(2x).

2.7.3. Reflexoes

As mudancas de escala anteriores usaram fatores positivos. A troca de sinal de uma
coordenada introduz outro efeito geométrico: a reflexdo. Dado um ponto P de coor-
denadas (x, y), dizemos que:

B o ponto de coordenadas (x, —y) é o ponto simétrico de P relativamente ao eixo x.
B o ponto de coordenadas (—x, y) é o ponto simétrico de P relativamente ao eixo y.

B o ponto de coordenadas (—x, —y) é o ponto simétrico de P relativamente a origem
O.

Refletir em relacio ao eixo x troca o sinal das ordenadas; refletir em relacdo ao eixo
y troca o sinal das abscissas. Assim:

B o grafico de — f(x) é a reflexdo do grafico de f em relagdo ao eixo x;

B o grafico de f(—x) é a reflexdo do grafico de f em relagdo ao eixo y.

Exemplo 2.20 — Reflexdes nos eixos coordenados.

Seja f(x) = x* — 3x + 2. As funcoes
g(x) = —f(x) = —x* +3x — 2, h(x) = f(=x) = x*> +3x + 2

produzem, respectivamente, as reflexdes do grafico de f nos eixos x e y.

47



Funcées de uma Variavel / Funcoes e graficos Transformacoes e simetrias dos graficos

D ) g

Figura 2.14. Graficos das funcdes obtidas através de reflexdes em relacdo aos eixos coorde-
nados.

2.7.4. Paridade

Uma reflexdo pode levar o grafico de uma fun¢éo ao de outra ou pode deixa-lo inal-
terado. Quando o grafico permanece o mesmo apds uma reflexdo em relacio ao eixo
¥, a funcgéo é chamada de par; quando permanece o mesmo apds uma reflexdo em
relacdo a origem, a funcdo é chamada de impar.

De fato, refletir (x, f(x)) em relagdo ao eixo y produz (—x, f(x)). Esse ponto per-
tence ao grafico original exatamente quando f(—x) = f(x). De modo semelhante,
a reflexdo em relacio a origem produz (—x, — f(x)), que pertence ao grafico original
exatamente quando f(—x) = —f(x).

Portanto, se f : A — Be o dominio A C R é simétrico em relacdo a origem, isto é&,
x € Aimplica —x € A, entlo

B f ¢é par se, e somente se, f(—x) = f(x) para todo x € A;

B f é impar se, e somente se, f(—x) = —f(x) para todo x € A.

Exemplos 2.21.

A funcio f(x) = x* — 4x? + 1 é par.
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Figura 2.15. Simetria do grafico de uma funcéo par.

A funcio g(x) = x° — 3x> + 2x é impar.

Figura 2.16. Simetria do grafico de uma funcio impar.

A funcio h(x) = x> + x? nio é nem par, nem impar.

Figura 2.17. Gréafico de uma fun¢io que nio é par nem impar.
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2.7.5. Periodicidade

Nem toda simetria decorre de uma reflexdo. Um grafico pode também permanecer
inalterado ap6s uma translagdo horizontal. Esse comportamento caracteriza as fun-
¢oes perioddicas.

2.9 Definicao

Seja f : A — R. Dizemos que f é periodica se existe r > 0 tal que, para todo
x €R,
XEA < x+reaAi,

e, sempre que x € A,

flx+1) = f(x).

Todo nimero r > 0 que satisfaz as condicoes da definicdo é chamado de periodo de
f. A primeira condi¢do garante que a translagdo nao retire pontos do dominio; ela
¢é automatica quando A = R, mas é necessaria, por exemplo, para tratar a tangente.
Quando o conjunto dos periodos positivos possui um menor elemento T, esse nimero
é chamado de periodo fundamental. Assim, T satisfaz:

1. x € Ase,esomentese,x +T € A, e f(x+T) = f(x) para todo x € A;

2. nenhum numero de (0, T) é periodo de f.

Uma funcéo peridédica ndo constante pode néo ter periodo fundamental. A funcéo
de Dirichlet apresentada anteriormente é um exemplo: todo racional positivo é um
periodo, mas ndo ha um menor racional positivo. Para as fun¢des periédicas com
periodo fundamental que estudaremos a seguir, usaremos também a palavra periodo
para designar esse menor valor, quando o contexto for claro.

Os exemplos classicos sdo as fungdes trigonométricas, estudadas adiante. Antes de-
las, retomemos a parte inteira e consideremos a fungao

f&) =x—[x]

em que [x] denota, como definido anteriormente, o maior inteiro menor ou igual a
x. A funcéo f é periddica, pois, para todo inteiro n,

fx+n)=x+n)—[x+n]=x+n—-([x] +n) =x—[x] = f(x)

Em particular, 1 é um periodo de f. A figura mostra esse comportamento periddico.
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) =x-[x]

]

Transformacoes e simetrias dos graficos

Figura 2.18. Grafico de uma funcio periddica de periodo 1.

Exercicios

Ex. 2.35 Verifique a identidade

4c — b?
4

b 2
x2+bx+c=(x+§> +

e conclua que o grafico de y = x? + bx + ¢ pode ser ob-
tido do grafico de y = x? por uma translacéo horizontal
seguida de uma translagéo vertical.

Ex. 2.36 Seja f : A > Resejac> 0. Para
gx)=cf(x),  h(x) = fl(ex),

compare os dominios de g e h com o dominio A de f.

Ex. 2.37
nhe o dominio.

Descreva as transformacdes e acompa-

1. Obtenha y = \/x + 2 a partir de y = /x.

2. Obtenha y = 2x + 3 — 1 a partir de y = J/x.

Ex. 2.38 Seja f : A —> R. Para
g(x) =—f(x),  h(x)= f(-x),

compare os dominios de g e h com o dominio A de f.

Ex. 2.39 Responda as questdes sobre paridade.

1. O grafico de uma funcéo pode ser simétrico em
relacdo ao eixo x? Em que caso?

2. O que se pode dizer sobre o dominio de uma fun-
cdo par ou impar?

3. Num dominio simétrico fixado, qual fungio é si-
multaneamente par e impar?

4. Determine a paridade da soma e do produto de
duas funcgdes a partir da paridade das parcelas.

5. Se f é par, g é impar e k € R, discuta a paridade
de

kf, kg f+k,

171, gl

g+k,

Ex. 2.40 A partir de y = x?, descreva, na or-
dem, transformacdes que produzam o grafico de y =
—3(x — 2)% + 5. Sem construir uma tabela de valores, lo-
calize o vértice e o eixo de simetria e determine dominio

e imagem.

Ex. 2.41 Seja u(x) = (f(x) + f(—x))/2 e v(x) =
(f(x) — f(=x))/2, com dominio de f simétrico em rela-
¢do a origem. Mostre que u é par, v é impare f = u +v.

Ex. 2.42
riodos positivos sdo exatamente os inteiros positivos e

Para f(x) = x — [x], mostre que os pe-

conclua que o periodo fundamental é 1.
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Funcoes algébricas

A matematica é a arte de dar o mesmo nome a coisas diferentes.
Henri Poincaré, Ciéncia e Método

Nos capitulos anteriores foram introduzidas as no¢des de dominio, imagem, compo-
sicdo, monotonicidade, inversa e transformacédo de graficos. Neste capitulo, essas
nogdes serdo retomadas no estudo de algumas familias elementares de funcdes.

Embora cada familia possua propriedades proprias, algumas questdes aparecem re-
petidamente: determinar o dominio e a imagem, localizar os zeros, estudar o sinal e
a monotonicidade e relacionar a expressao algébrica com a forma do grafico. A com-
paracéo entre essas diferentes descri¢des sera utilizada ao longo de todo o capitulo.

3.1. Funcoes afins

3.1 Definicao

Uma func¢io afim é uma funcdo da forma
f(x) =ax+b,

em que a,b € R. Quando b = 0, a funcio f(x) = ax é chamada de funcao linear.
E comum empregar informalmente a expressio “funcio linear” para toda funcio
afim; aqui manteremos a distin¢éo entre os dois casos.

Uma propriedade caracteristica das funcdes afins ¢ a constancia da taxa de variacéo.
Com efeito, para quaisquer x e h,

f(x+h)— f(x) = ah.

Se h = 0, segue que
f&x+h)—f&x) _
—n ¢

isto é, a razdo entre a variacdo de f e a variagdo da variavel é sempre a mesma.

Neste capitulo

3.1 Funcoes afins 52

3.2 Funcédo médulo e defini-
¢oes por partes 57

3.3 Funcodes quadraticas 58
3.4 Funcdes poténcia e raiz 62
3.5 Funcoes polinomiais 65

3.6 Funcdes racionais 67

A unica funcio com
taxa constante

Para uma funcio afim, a
razdo Ay/Ax independe
do intervalo escolhido.
Quando essa razdo varia
com o intervalo, o limite
do quociente incremental
conduz a derivada, no
capitulo de derivadas.
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A reciproca também é verdadeira. Suponha que exista um nimero real a tal que

flx+h)— f(x)=ah

para todos os valores de x e h. Tomando x = 0, obtemos
f(h) = ah + £(0).
Portanto, com b = f(0), temos necessariamente
f(h) =ah +b.

Assim, as funcdes afins sdo precisamente as fungdes cuja taxa de variacédo é constante.

O coeficiente b = f(0) determina o ponto em que o grafico intercepta o eixo vertical,
enquanto a determina sua inclinacdo. Da propria formula segue que a funcéo é cres-
cente quando a > 0, decrescente quando a < 0 e constante quando a = 0. Se a # 0,
sua imagem € R e a fungéo é bijetora de R em R.

Dados dois pontos distintos do grafico, (x1, y;) e (x2, ), a funcéo afim fica determi-
nada. Seu coeficiente angular é

az)’z—%

Xy — Xy

e entdo b = y; —axy. A formula expressa uma ideia importante: dois valores bastam
para determinar uma dependéncia cuja taxa de variacdo é constante.

Exemplo 3.1.

A temperatura em graus Fahrenheit depende da temperatura em graus Celsius pela
relacio
9

Interprete os coeficientes e obtenha a conversao inversa.

Solucao. O termo 32 informa que 0 °C corresponde a 32 °F. O coeficiente 9/5 signi-
fica que um aumento de 1°C produz um aumento de 9/5 °F. Como a funcio é afim e
seu coeficiente angular nao é nulo, ela possui inversa. Isolando C em

9
F= §C+32,

obtemos s
C(F) = E(F —32).

Em particular, 100 °C correspondem a 212 °F, e a formula inversa recupera 100 a partir
de 212. [

Em modelos aplicados, o dominio raramente é toda a reta. Se uma empresa cobra
uma tarifa fixa de R$ 4,80 e mais R$ 2,70 por quildémetro percorrido, o custo é

C(x) = 4,80 + 2,70x,  x > 0.

Funcdes afins

7T

Figura 3.1. O coeficiente

angular mede a razdo Ay/Ax.
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Matematicamente, a expressdo faz sentido para todo real; no modelo, porém, distan-
cias negativas ndo possuem significado. O termo constante representa o custo inicial,
e o coeficiente de x representa o custo marginal por quilémetro.

3.1.1. Equacdes de retas

Uma funcéo afim descreve o grafico de toda reta nio vertical. Se uma reta passa
por Py = (xp, ) e tem coeficiente angular m, entdo um ponto (x, y) pertence a ela
precisamente quando

y =y = m(x — xo).

Essa é a forma ponto-inclinacio da equacio da reta. Desenvolvendo a expressio,
recuperamos a forma y = mx + b. Em particular, conhecer um ponto e a inclinagéo
determina a reta.

Ha, porém, retas que nio sdo graficos de fungdes de x. A reta vertical que passa por
(a,0) tem equagao
X =a

Todos os seus pontos tém a mesma abscissa. Se tentassemos calcular sua inclinagéo
usando dois pontos distintos, encontrariamos Ax = 0; a razdo Ay/Ax nio estaria
definida. Portanto, uma reta vertical nao possui coeficiente angular. Isso nio
significa que sua inclinacio seja zero: inclinacgéo zero corresponde a uma reta hori-
zontal.

Uma forma que inclui simultaneamente retas verticais e ndo verticais é
Ax+ By+C =0, (A, B) = (0,0).

Se B # 0, podemos isolar y e obter uma reta de coeficiente angular —A/B. Se B = 0,
a equacdo representa uma reta vertical.

Duas retas néo verticais distintas sdo paralelas quando tém o mesmo coeficiente an-
gular. Duas retas verticais distintas também sio paralelas. Ja duas retas néo verticais,
de coeficientes angulares m; e m,, sdo perpendiculares quando

mymy = —1.

Para justificar essa condicao, translade o ponto de interse¢io para a origem e consi-
dere A = (1,m;) e B = (1,my) sobre as duas retas. Pelo Teorema de Pitagoras e sua
reciproca, o angulo em O = (0, 0) é reto se, e somente se,

OA? + OB? = AB2.

Como
OA? =1+ m?, OB? =1+ m3, AB? = (my — my)?,

essa igualdade equivale a mym, = —1. O caso que a féormula ndo alcanca deve ser
registrado separadamente: toda reta vertical é perpendicular a toda reta horizontal.

Funcdes afins
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3.1.2. Um primeiro olhar para a reta tangente

O coeficiente angular de uma reta é constante. Em uma curva, a direcdo pode mu-
dar de ponto para ponto, mas ainda podemos perguntar qual é sua inclinagido na
vizinhan¢a de um ponto. Essa pergunta conduz a reta tangente e, mais adiante, a
derivada.

Considere P = (xp, f(x)) no grafico de f e um segundo ponto Qy, = (xy+h, f(xy+Hh)),
com h # 0. A reta que passa por P e Oy é uma reta secante e tem coeficiente angular
_ Sl +h) - f(x)
h = I’Z .

A medida que Q, se aproxima de P, observamos o comportamento dessas inclinagdes.

Se elas se aproximam de um Gnico ndamero m, a reta que passa por P com coeficiente
angular m é a reta tangente ao grafico naquele ponto. Os limites tornardo precisa
a expressdo “se aproximam”; a derivada sera justamente o nimero m.

Algumas curvas possuem uma tangente vertical. Nesse caso, as inclina¢des das se-
cantes ndo se aproximam de um numero real finito, e a tangente tem equacdo x = x;
como toda reta vertical, ela ndo possui coeficiente angular real.

Figura 3.2. As retas secantes se aproximam da reta tangente quando o segundo ponto se
aproxima de P.

Exemplo 3.2 — A inclinacdo da parabola em um ponto.

Para f(x) = x> e P = (1,1), o coeficiente angular da secante que passa por P e por

Op,=0+h(1+h)?)é

(1+h)? -1
mhzT

Quando h se aproxima de zero, my, se aproxima de 2. Assim, a reta tangente em (1, 1)

=2+h, h=+0.

tem equacao
y—1=2(x—-1), ou seja, y=2x-1

Funcdes afins
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A curva ndo fica necessariamente toda de um mesmo lado da tangente: o que a
caracteriza é a diregao local obtida pelas secantes.

<q
Exercicios
Ex. 3.1 Compare as inclinacdes e determine se 1. Mostre que elas tém a mesma direcdo se, e so-
as duas retas sdo paralelas, perpendiculares ou nenhuma mente se, a;b, — bja, = 0. Explique como distin-
das duas coisas. guir retas paralelas distintas de retas coinciden-
tes.
1. A primeira passa por (1,—2) e (—3,—10); a se-
gunda, por (1,5) e (-1, 1). 2. Mostre que a reta que passa por (a, 0) e (0,b), com
a # 0eb =+ 0, pode ser escrita na forma segmen-
2. A primeira passa por (4,6) e (4,—2); a segunda, taria
por (—1,5) e (—1,8). *x,Y_q
a b
3. A primeira passa por (—2,5) e (4,2); a segunda,
por (—1,-2) e (3,6).
Ex.3.4 Use secantes para antecipar uma reta tan-

4. A primeira passa por (—1,—2) e (3,4); a segunda, gente.
por (9,—6) e (3,—2).
1. Para f(x) = x*> e P = (2,4), calcule a inclinacio
da reta que passa por P e por (2 + h, (2 + h)?).
Ex.3.2 Determine os parametros pedidos. Determine o nimero do qual essa inclinagio se

aproxima quando h se aproxima de zero e escreva

1. A reta que passa por (~1,a) e (3, —1) é paralela a a equacdo da reta tangente prevista por esse cal-

reta que passa por (3, 6) e (—=5,a + 2). Determine

culo.

a.
2. A reta que passa por (-2, 4) e (1, a) é perpendicu- Ex. 3.5 Interprete o coeficiente angular em duas

lar a reta que passa por (a +4, 8) e (3, —4). Deter- aplicagdes.

mine a.

1. Um avido voa em linha reta com inclinacéo 0,22.

3. O ponto (—5,k) pertence a reta que passa por Se ele ganha 1000 pés de altitude, qual é a distan-

(1,3) e é perpendicular a uma reta de coeficiente cia horizontal percorrida?

angular 3. Determine k.
2. Uma trelica de ponte tem nos

4. Mostre que o tridngulo de vértices A = (-2, —8),

B =(2,2) e C = (—3,4) é retangulo e identifique 0=(0,0), D=(175,3),
o vértice do angulo reto. A=(350), C=(6,3),
B =(9,5,0).
Ex. 3.3 Considere as retas

Determine as equagdes das retas que contém as
barras OD, AD, AC e BC. A ilustragio é esque-
com (a;, b;) # (0,0) para cada i. matica; use as coordenadas fornecidas.

roax+by+¢=0, =12,
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3.2. Funcao moédulo e definicoes por partes

O valor absoluto, introduzido como distancia até a origem, também define uma fun-
¢do:

-x, x<0,

X, x>0.

m(x) = |x| =

A funcdo modulo é também o primeiro exemplo importante de uma fun¢éo definida
por partes. Essa notagdo nao cria varias funcdes: ela apresenta uma tinica regra cuja
expressio depende da regido do dominio. Os intervalos devem cobrir todo o dominio
pretendido, e as condi¢des nas fronteiras precisam indicar sem ambiguidade qual
expressido deve ser usada.

Seu dominio é R e sua imagem é [0, +). A funcdo decresce em (—oo, 0], cresce em
[0, +00) e ndo é injetora em R, pois m(x) = m(—x). O grafico é obtido refletindo para
cima a parte negativa da reta y = x.

As transformacgdes estudadas anteriormente permitem ler a familia
g(x) =alx —h| +k, a+0.

O ponto (h,k) é o vértice do grafico e a reta x = h é seu eixo de simetria. Quando
a > 0, a imagem ¢é [k, +0); quando a < 0, é (—oo,k]. O valor |a| controla a escala
vertical.

Exemplo 3.3.

Uma peca deve medir 12 mm, com tolerancia de 0,05 mm. Expresse a condicdo de
aceitacdo usando modulo e determine os comprimentos admissiveis.

Funcdo médulo e definigdes por partes

Valores nas juncdes

No ponto em que a ex-
pressao muda, o valor

da funcéo é dado pelo
ramo cuja condi¢io inclui
esse ponto. No grafico,
ele aparece preenchido.
Prolongar a expressdo do
outro ramo até a jungéo
nao determina o valor da
funcéo ali.

Figura 3.3. Translacdo e
mudanca de escala da funcdo
modulo.
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Solucao. Se x é o comprimento medido, seu erro absoluto em relagéo a 12 é |x — 12|.
A peca é aceita quando
lx — 12| < 0,05.

Essa desigualdade afirma que a distancia de x a 12 néo ultrapassa 0,05. Portanto,
11,95 < x £ 12,05.
O modulo e o intervalo sdo duas maneiras de registrar a mesma condigéo. ]

O mesmo principio transforma posicdo em distancia. Se a posi¢do de uma particula
numa reta é s(t) = 2t — 6, sua distancia até a origem é

d@) = |s(t)| = |2t — 6], £>0.

A particula aproxima-se da origem até t = 3 e afasta-se depois desse instante. A
mudanga de comportamento corresponde ao vértice do grafico de d.

Exercicios

Fungdes quadratic

as

Ex. 3.6 A tarifa de um estacionamento é R$ 6,00 por partes e faca um esboco compativel com a cobranga

na entrada e R$ 3,50 por hora iniciada, até o limite dia- por hora iniciada.
rio de R$ 34,00. Modele o pre¢o por uma fungéo definida

3.3. Funcoes quadraticas

3.2 Definicao

Uma funcao quadratica é uma funcéo da forma
f(x) = ax? + bx +c,

em que a,b,c e Rea # 0.

Seu grafico é uma parabola. A forma candnica permite obter diretamente da expres-
sdo algébrica o vértice, o eixo de simetria e a imagem. Para obté-la, retomamos a
técnica de completar o quadrado apresentada no Capitulo 1:

flx) = a<x2 + Zx) +c

b\ b2
o 2V o

2a  4a
=a(x —h)® +k,
onde ,
b B _ b A 2
h__Z’ k=f(h)=c o A = b® — 4ac.

Por que completar
quadrados?

Ao escrever ax?+bx+c =
a(x—h)* +k, isolamos um
quadrado, e (x — h)? > 0.
Assim, se a > 0, 0 menor
valor ocorre quando

x = h;sea < 0, ocorre

0 maior. Em ambos os
casos, o ponto extremo é

(h, k).
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A forma a(x — h)? + k é chamada de forma canénica. Ela mostra que o vértice da
parabola é (h,k) e que x = h é seu eixo de simetria.

Se a > 0, a parabola tem concavidade voltada para cima, k é seu valor minimo e
Im f = [k, +0). Se a < 0, a concavidade é voltada para baixo, k é o valor maximo e
Im f = (—oo,k]. Sem recorrer a derivadas, a simetria também mostra que a monoto-
nicidade muda no vértice.

As trés formas mais uteis de uma funcao quadratica destacam informacées diferentes:

ax? + bx +c, a(x —h)? +k, alx —r)(x—r
1 2
N e —_— —_—
forma geral forma candnica forma fatorada, quando ha raizes reais

A forma geral exibe f(0) = c; a candnica, o vértice; a fatorada, as interse¢des reais
com o eixo horizontal. Estas sao duas se A > 0, uma se A = 0 e nenhuma se A < 0.

Quando ha duas raizes reais r; e ry, 0 eixo de simetria passa pelo ponto médio entre

elas. Portanto,
r + ry

2
Assim, se as raizes ja sdo conhecidas, encontramos a abscissa do vértice sem me-

h =

morizar uma formula adicional. Quando as raizes ndo sdo conhecidas, completar o
quadrado continua sendo o caminho mais direto para localizar o vértice.

Exemplo 3.4.

A altura, em metros, de um objeto langado verticalmente é modelada por
h(t) = 2 + 12t — 5¢2,

onde t é medido em segundos. Determine a altura méaxima e discuta o dominio fisi-
camente relevante.

i

Solucao. Completando o quadrado,
h(t) = =5(t — 1,2)® + 9,2.

Como o coeficiente do termo quadratico é negativo, o vértice fornece o valor maximo.
O objeto atinge 9,2 m no instante t = 1,2s.
A férmula algébrica esta definida para todo ¢t € R, mas o modelo comega no lanca-

Funcoes quadraticas

/

W

(L _2)

i (x—1)2%-2

Figura 3.4. A forma canonica

torna visiveis o vértice e o
eixo de simetria.
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mento, emt = 0, e termina quando o objeto alcanca o solo. A raiz positiva de h(t) = 0
é

6 + /46
t=T\/_z2,56.

Assim, o dominio fisico é aproximadamente [0, 2,56]. Valores anteriores ao lanca-
mento ou posteriores ao impacto pertencem a parabola matematica, nio ao feno-
meno modelado. [ |

Exemplo 3.5 — Cercando uma area.

A proprietaria do Rancho Los Feliz dispoe de 3000 jardas de cerca para cercar um
pasto retangular junto a um trecho retilineo da margem de um rio. Nao é necessario
construir uma cerca ao longo do rio. Seja x a largura do retangulo, perpendicular a
margem. Encontre uma fung¢io f da variavel x que fornega a area do pasto, supondo
que toda a cerca seja utilizada.

Solucao. Se y é o comprimento do lado paralelo ao rio, a cerca é usada nos dois
lados de largura x e no lado de comprimento y. Portanto,

2x +y = 3000, isto é, y = 3000 — 2x.
Como a area do retangulo é xy, obtemos

f(x) = x(3000 — 2x) = —2x? + 3000x, 0 < x < 1500.

O intervalo indicado garante que as duas dimensdes do pasto sejam positivas. |
Exercicios
Ex. 3.7 Retome as fung¢des afins, modulares e t em minutos e T em graus Celsius. Interprete o
quadraticas. coeficiente angular.
1. Determine a funcdo afim cujo grafico passa por 3. Duas func¢oes tém vértice (2, —1): uma é da forma
(1,3) e (4,9). m(x) = alx —2|—1 e a outra, g(x) = a(x —2)? — 1.

Funcoes quadraticas

Determine a em cada caso se o grafico também

2. A temperatura de um liquido é T(¢) = 20+3¢, com passa por (4,7).
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Exercicios

Ex. 3.8 Considere a fungéo afim f(x) = —3x +7. gem.
1. Calcule f(-2). 3. Encontre os zeros de g.
2. Determine o zero de f. 4. Resolva q(x) > 0.

3. Resolva f(x) = 16.
Ex. 3.12 Duas empresas de transporte cobram,

. <. ara uma viagem de x quilémetros
4. Determine a funcéo inversa de f. P & q ’

A(x) = 18 + 1,40x,
. i a > 1.
5. Resolva a inequagdo f(x) > 1 B(x) = 6 + 1.90x, x>0

) B ' ) com os valores em reais.
Ex. 3.9 Determine a funcao afim cujo grafico

passa pelos pontos (—2,5) e (4,—7). Em seguida, deter-

) ] N ) 1. Interprete os coeficientes de cada funcéo.
mine sua intersecao com cada eixo coordenado.

2. Para qual distancia os precos sdo iguais?

Ex. 3.10 Para g(x) = 2|x + 1| — 3:
3. Em quais distancias cada empresa é mais econo-
1. escreva g como funcéo definida por partes; mica?
2. determine o vértice, o eixo de simetria e a ima- 4. Compare os pre¢os para uma viagem de 40 km.
gem;

3. encontre os Zeros: Ex. 3.13 Uma sala de espetaculos comporta 600
pessoas. Ao preco de p reais, estima-se uma procura de
600 — 20p ingressos, com 0 < p < 30. Admita que todos

4. resolva g(x) < 1. . . ]
os ingressos procurados sejam vendidos.

Ex. 3.11 Considere g(x) = —2x% + 8x — 5. 1. Escreva a receita R(p).

1. Escreva ¢ na forma canoénica. 2. Determine o pre¢o que maximiza a receita e o ni-

mero correspondente de ingressos vendidos.

2. Determine o vértice, o eixo de simetria e a ima-
3. Interprete os zeros do modelo.

Exercicios

Ex. 3.14 A altura, em metros, de um drone que nio fisico, a imagem nesse intervalo, o instante de maior
decola do telhado é modelada por h(t) = 12 + 4t — t> du- altura e os instantes em que A(t) = 15.
rante os quatro primeiros segundos. Determine o domi-
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3.4. Funcoes poténcia e raiz

Paran € N, n > 1, a funcéo poténcia de expoente n é

Pn(x) =x"

A distingao entre expoentes pares e impares decorre diretamente da igualdade
Pn(=x) = (=x)" = (=1)"x".

Se n é par, entdo p,(—x) = p,(x). A funcio é, portanto, par e seus valores sdo niao
negativos. Além disso, para 0 < x < y,

Y —x"=(y- x)(y"_l + y”_zx + .+ x"H>0.

Logo, p, cresce em [0, +o0) e, pela simetria, decresce em (—oo, 0]. Recordemos ainda
que todo niimero real ndo negativo possui uma raiz n-ésima no negativa. Portanto,
todo valor de [0, +o0) é atingido por p,, e

Im p, = [0, +00).

Se n é impar, entdo p,(—x) = —p,(x), de modo que p, é impar. Para x < y de mesmo
sinal, a mesma fatora¢do mostra que x" < y"; se x < 0 < y, a desigualdade é imediata.
Portanto, p, é estritamente crescente em toda a reta. Se y > 0, a existéncia da raiz
n-ésima fornece um tnico x > 0 tal que x" = y. Para y < 0, aplicamos o mesmo fato
a —y e usamos a paridade impar para obter uma tnica solu¢do negativa. O valor 0 é
atingido em x = 0. Assim,

Imp, =R,

e p, € bijetora de R em R.
Essas mesmas propriedades determinam o aspecto global dos graficos. Para expo-
entes pares, os dois extremos apontam para cima e o grafico é simétrico em relagéo

ao eixo vertical. Para expoentes impares, o extremo esquerdo aponta para baixo, o
direito para cima, e o grafico é simétrico em relacio a origem.

As figuras comparam alguns representantes de cada caso.

Figura 3.5. Comparagdo das poténcias x" para expoentes pares.

Fungoes poténcia e raiz

Paridade e funcao raiz

Paran par, x e —x tém a
mesma poténcia. A fun-
¢do x" s6 admite inversa
ap0Os uma restricdo de
dominio; a escolha usual
é [0, 00). Para n impar, x"
é estritamente crescente
em toda a reta e sua in-
versa esta definida em
R.
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Figura 3.6. Comparagao das poténcias x" para expoentes impares.

As funcdes raiz aparecem como inversas dessas poténcias. Para entender a restricao

necesséaria quando n é par, considere primeiro x > x?

em R. Uma saida positiva ndo
determina uma entrada tnica: por exemplo, 22 = (—2)? = 4. Portanto, essa funcio

néo é injetora e ndo pode ser invertida em toda a reta.

Ao restringirmos o dominio a [0, +0), cada valor ndo negativo passa a ter uma unica
origem. A funcdo x — x", para n par, torna-se entdo uma bijecao de [0, +o0) em
[0, +00), cuja inversa é

r(x) = W, x> 0.

Para n impar, a poténcia ja é estritamente crescente e bijetora de R em R, de modo
que nenhuma restri¢io é necessaria. Nesse caso, r,(x) = ’{/; esta definida para todo
real. Em ambos os casos, os graficos da poténcia restringida e da raiz correspondente
sdo simétricos em relacdo a reta y = x.

No caso da raiz quadrada, essa simetria da uma leitura direta do grafico de y = J/x:

ele é o reflexo, em relacio a reta y = x, do ramo da parabola y = x?

correspondente
a x > 0. Por isso o grafico comeca em (0, 0), fica na regido x > 0, y > 0, passa por
pontos como (1, 1), (4,2) e (9, 3) e é crescente em todo o seu dominio. A medida que x
aumenta, sd0 necessarios acréscimos cada vez maiores em x para produzir o mesmo

acréscimo em /x; geometricamente, o grafico vai se tornando mais horizontal.

A raiz desfaz a poténcia com o dominio correto
Para todo x € R,
Vx? =[x,

e nio necessariamente x. Ja (yx)? = x para x > 0. A diferenca vem do fato
de que a raiz quadrada representa sempre a raiz nao negativa.

Fungoes poténcia e raiz
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Exemplo 3.6.

A funcio
gx)=+vx—-2+1

é construida em duas etapas a partir de y = /x:

Eappvagnts

y=VJx—-2+1

Primeiro, a troca de x por x — 2 desloca o grafico duas unidades para a direita e leva
o ponto inicial de (0, 0) a (2, 0). Depois, a soma de 1 desloca o grafico uma unidade
para cima e leva esse ponto a (2, 1). Assim, o dominio de g é [2, +0) e sua imagem é

[1, +00).
<
Exercicios
Ex. 3.15 Retome as funcdes poténcia e raiz. inversa e seu dominio.
1. Determi domini i d =x* .
etermine o dominio e a imagem de p(x) = x" e Ex. 3.16 Em estudos de alometria, uma relacio

de r(x) = i/;

2. Para h(x) = vx + 1 — 2, determine o dominio, a
imagem e o zero. Descreva as translagdes a partir B(M) = ByM3 /4

de y = Jx.

aproximada entre a massa corporal M de um animal e
sua taxa metabolica B é

em que By > 0 é uma constante. Compare B(16M) com

3. Restrinja p(x) = x* ao dominio [0, +o0) e tome B(M) e compare também as taxas metabdlicas por uni-

sua imagem como contradominio. Determine a dade de massa, B(16M)/(16M) e B(M)/M.

Exercicios
Ex. 3.17 Determine o dominio natural e a ima- Justifique algebricamente sua resposta.
gem de
+2
=2
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3.5. Funcoes polinomiais

As fungodes afins e quadraticas sdo os primeiros casos de uma familia mais ampla.
Polinémios sdo construidos por somas de poténcias inteiras nido negativas e, por
isso, estdo definidos em toda a reta real.

As funcoes polinomiais sio as fungoes da forma
P(x) = ¢y + c1x + cux% + - + cpx"

em que ¢y, ¢y, ..., G, SA0 numeros reais chamados coeficientes do polindémio; n € IN
é um numero natural que, se ¢, # 0, é chamado de grau do polindémio. As fungdes
polinomiais possuem como dominio natural de definicdo a totalidade de R ainda que
frequentemente nos interessara estudar uma funcédo polinomial em um intervalo. A
soma, o produto e a composi¢do de funcdes polinomiais continuam sendo polinomi-
ais. O quociente sera estudado separadamente, pois os zeros do denominador intro-
duzem restricdes no dominio.

Antes de desenhar um grafico polinomial, h4 duas informac¢des que podem ser lidas
diretamente na expressio. A primeira vem do termo de maior grau. Se

P(x) = ¢, x™ + cn_lxn_1 + -+ ¢, ¢, 0,

entdo, para valores de x muito afastados da origem, o termo c,x" predomina sobre os
demais. Assim, a paridade de n determina se os dois extremos do grafico apontam no
mesmo sentido ou em sentidos opostos, enquanto o sinal de ¢, determina qual desses
sentidos é para cima. Essa descricdo intuitiva sera formalizada no estudo de limites.

A segunda informacdo vem dos zeros. Um numero real r é um zero, ou uma raiz,
de P quando P(r) = 0. A relacio entre raizes e fatores é expressa pelo resultado
seguinte.

3.7 Proposicao Teorema do fator

O namero r é raiz de P se, e somente se, P(x) é divisivel por x —r.

Demonstragao. Dividindo P(x) por x — r, obtemos

P(x) = (x —=r)Q(x) + s,

onde o resto s é constante. Substituindo x = r, encontramos P(r) = s. Logo, o resto
é zero exatamente quando r € raiz. [

Se
P(x) = (x =r)"Q(x),  Q(r) #0,
dizemos que r é uma raiz de multiplicidade m. Uma raiz de multiplicidade impar

faz o sinal do polinémio mudar quando atravessamos r; geometricamente, o grafico
cruza o eixo horizontal. Em uma raiz de multiplicidade par, o sinal ndo muda e o

Funcoes polinomiais

Por que o termo de
maior grau domina?

Se p(x) = a,x" + - + ay,
podemos fatorar a,x":

os demais termos apare-
cem multiplicados por
1/x,1/x2, .... Para |x|
grande, essas razoes fi-
cam pequenas; por isso
a,x" determina o compor-
tamento das pontas do
grafico.
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grafico apenas toca esse eixo. A justificativa formal de que o fator Q(x) conserva seu
sinal perto de r vira com a continuidade; a diferenca entre poténcias pares e impares
ja torna o comportamento visivel.

As funcdes polinomiais de grau 1 ou 2 tém graficos conhecidos: retas, no primeiro
caso, parabolas no segundo. Em graus maiores, termo dominante, raizes, multipli-
cidades e a intersecdo (0, cy) fornecem o esqueleto do grafico, mas nao determinam
ainda todos os seus detalhes. As derivadas permitirao localizar posteriormente maxi-
mos, minimos e mudancas de concavidade. As trés funcdes a seguir mostram como
polinémios do mesmo grau podem ter comportamentos diferentes.

x* 4+ 2x?

4

x* — 2x?

x*—=2xf +x

Figura 3.7. Comportamentos possiveis de fun¢des polinomiais de quarto grau.

Nos trés casos, o grau é par e o coeficiente dominante é positivo; por isso, os dois
extremos dos graficos apontam para cima. As informagdes da expressdo permitem
reconstruir o esboco de um deles.

Exemplo 3.8.

Descreva o esboco geral de P(x) = x* — 2x?, sem recorrer a derivadas.

Solucao. O dominio é R. Fatorando,
P(x) = x2(x% — 2) = x%(x — V2)(x + V2).

As raizes —/2 e /2 sdo simples; a raiz 0 tem multiplicidade 2 e fornece também a
interse¢do com o eixo vertical. Fora de 0, o fator x% é positivo. Assim, P(x) > 0
quando |x| > V2 e P(x) < 0 quando 0 < |x| < v/2.

O grafico, portanto, atravessa o eixo horizontal em +/2 e otocaem O, permanecendo
abaixo dele nos dois lados proximos da origem. Como P(—x) = P(x), ha simetria em
relagdo ao eixo vertical. Por fim, o termo x* faz os dois extremos apontarem para
cima. Essas informacoes explicam o esboco da figura; néo localizam, por si sos, todos

Funcoes polinomiais

66



Funcées de uma Variavel / Funcoes algébricas

0s seus maximos e minimos. ]
O primeiro polinoémio da figura,
xt 4 2x% = x%(x? + 2),
tem como tUnica raiz real 0, com multiplicidade 2; ja
-2 +x=x(x-1)x%*+x-1)

possui quatro raizes reais simples; por isso, atravessa o eixo em cada uma delas. A
fatoragdo explica boa parte da diferenca entre os trés desenhos.

Exercicios

Ex.3.18
geral.

Use a fatoragao para descrever o esboco

2. Fatore Q(x) = x° — 4x. Encontre os zeros, deter-

1. Para P(x) = —(x+1)?(x—2), determine o grau, as
raizes e suas multiplicidades, P(0) e o sentido dos
dois extremos do grafico. Em qual raiz o grafico

3.6. Funcoes racionais

Uma funcio racional é um quociente

fo) = 2

q(x)’

em que p e g sdo polindmios e ¢ nio é identicamente nulo.!

Seu dominio natural
exclui precisamente os zeros reais do denominador. Se Z(g) = {x € R : q(x) = 0},

entao
Dom f =R\ Z(g).

Sao exemplos de fung¢des racionais
x2—x+3 3

xt+x3-2x-1 x2’ x4

A fatoracdo de p e g fornece as primeiras informagdes sobre o grafico. Um zero do
numerador que nao anule o denominador é um zero da fun¢do. Um zero do denomi-
nador, por sua vez, ndo pertence ao dominio. Se o mesmo fator ocorre no numerador
e no denominador, o cancelamento simplifica a expressio, mas nao restitui o ponto
excluido. Se um fator permanece no denominador apos a simplificacio, os valores
da fungio podem crescer em modulo nas proximidades de sua raiz.

Zeros, pontos ausentes e assintotas verticais podem, portanto, ser estudados a partir
da fatorac¢do do numerador e do denominador.

!Quando g é constante e nio nulo, o quociente também ¢é uma funcéo polinomial.

cruza o eixo horizontal?

extremos do grafico.

Funcdes racionais

Cancelamento e com-
portamento do grafico

Considere um zero do
denominador original.
Apos cancelar todos os
fatores comuns, se o
denominador nio se
anula nesse ponto, ha
uma lacuna removivel;
se ainda se anula, ha
uma assintota vertical.
O ponto permanece fora
do dominio original em
ambos 0s casos.

mine o sinal entre eles e descreva a simetria e os
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Pontos excluidos e comportamento lateral

A determinacio do dominio deve preceder a construgido do grafico. Considere

x2 -1

fl) = :

x—1

Como x?>—1 = (x—1)(x + 1), temos f(x) = x + 1 sempre que x # 1. O cancelamento
simplifica a expressio, mas ndo devolve ao dominio o ponto que foi excluido: em
x = 1, a expressdo original continua sem sentido. Assim, o grafico éaretay = x+1
com um ponto ausente em (1, 2).

(1,2)

y=x+1

Figura 3.8. Um buraco removivel: o valor ausente é indicado pelo circulo vazio.

Quando x assume valores cada vez mais proximos de 1, tanto pela esquerda quanto
pela direita, f(x) assume valores cada vez mais proximos de 2. Diremos, informal-
mente, que o limite de f(x) quando x se aproxima de 1 é 2. O buraco é chamado
removivel porque bastaria definir f(1) = 2 para completa-lo.

Nem todo ponto excluido produz um buraco removivel. Os graficos de func¢des ra-
cionais podem ter formas globais muito diferentes. Um comportamento recorrente,
que sera formalizado no estudo de limites, ja aparece em f(x) = 1/x:

y=1/x

Funcdes racionais
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Figura 3.9. Comportamento tipico de uma funcéo racional.

O grafico é uma hipérbole equilatera com centro na origem. Quando x se aproxima
de 0 pela direita, 1/x cresce sem limite; pela esquerda, decresce sem limite. Os dois
ramos ficam cada vez mais proximos da reta vertical x = 0. Ja quando |x| cresce, os
valores de 1/x se aproximam de 0, e o grafico se aproxima da reta horizontal y = 0.

Chamamos x = 0 de assintota vertical e y = 0 de assintota horizontal. Essa

descric¢do ainda é intuitiva: os limites dardo um significado preciso a “aproximar-se”.

Outras funcdes racionais podem possuir assintotas obliquas, isto é, retas que néo séo
verticais nem horizontais.

O sinal também importa. Em x = 1, por exemplo, as funcoes

1 1

x—1 ¢ g(x):_x—l

fx) =

nio apresentam o mesmo comportamento dos dois lados: de um lado os valores
crescem sem limite e, do outro, decrescem sem limite. A troca de sinal inverte os
dois comportamentos. Para f, o denominador é negativo a esquerda de 1 e positivo
a direita: por exemplo, f(0,9) = —10 e f(1,1) = 10. Ao aproximarmos ainda mais x
de 1, o mddulo desses valores aumenta sem limite, mantendo o sinal correspondente
a cada lado. Para g, os sinais sdo trocados.

Figura 3.10. Comportamentos laterais invertidos pela troca de sinal.

Ja em 1/(x — 1)?, os valores crescem sem limite dos dois lados de 1. Também aqui
néo ha aproximacdo a um valor real finito, mas o comportamento é o mesmo dos
dois lados. Esses exemplos mostram por que é necessario dizer por qual lado x se
aproxima do ponto.

Esboco de graficos racionais

Os graficos de funcdes racionais podem apresentar formas bastante distintas. Ainda
assim, algumas informacoes organizam seu esboco:

1. Quais pontos sdo excluidos do dominio por anularem o denominador?

Funcdes racionais
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2. Apos cancelar os fatores comuns, quais pontos excluidos correspondem a buracos
e quais correspondem a assintotas verticais?

3. Onde estdo as interse¢oes com 0s eixos?
4. Em quais intervalos a funcéo é positiva ou negativa?

5. O que acontece quando x assume valores positivos ou negativos de médulo muito
grande?

Exemplo 3.9.

Use o roteiro para esbogar o grafico de f(x) = x/(x + 1).

Solucao. O denominador se anula apenas em —1, de modo que o dominio é R \
{—1}. Néo ha fator comum para cancelar e ndo ha buraco removivel. Reescrevemos

a func¢do como
x 1

f)= = =1-

x+1 x+1

A segunda forma mostra como obter seu grafico a partir de y = 1/x: uma transla-
¢do de uma unidade para a esquerda, seguida de uma reflexao no eixo x e de uma
translacio de uma unidade para cima.

Figura 3.11. Grafico de f(x) = x/(x + 1) e suas assintotas.

O grafico passa pela origem, sua Unica intersecido com os eixos, e as retas x = —1 e
y = 1sdo suas assintotas. Comparando os sinais de x e x + 1, obtemos f(x) > 0 em
(—00,—1) e (0, +0), enquanto f(x) < 0 em (—1,0).

Pela forma 1 — 1/(x + 1), quando x se aproxima de —1 pela esquerda, f(x) cresce
sem limite; pela direita, decresce sem limite. Quando x se afasta muito da origem,
1/(x + 1) fica proximo de zero. Assim, f(x) se aproxima de 1, por valores maiores
que 1 a esquerda e menores que 1 a direita. O esbogo reune essas informacoes. ®

O comportamento distante também pode ser lido algebricamente. Se o grau do nu-
merador é menor que o do denominador, o quociente se aproxima de 0 para valores
de |x| muito grandes. Se os graus sdo iguais, ele se aproxima da razio entre os coe-
ficientes dominantes. Quando o grau do numerador ¢ uma unidade maior, a divisdo

Funcdes racionais
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polinomial revela uma assintota obliqua. Mais geralmente, essa divisdo separa uma
parte polinomial de uma fragéo que se torna pequena quando |x]| cresce.

Por exemplo,
x?+1 14
x2—1 x2 -1

O dominio exclui —1 e 1, que produzem assintotas verticais. Para valores de |x| muito

grandes, a segunda parcela fica proxima de 0; por isso, o grafico se aproxima de y = 1.
A determinacdo completa do grafico ndo é necessaria para essa analise. Dominio,
fatoracgdo e divisao algébrica ja fornecem uma parte consideravel de sua forma global.

Exemplo 3.10 — Duas assintotas verticais e comportamento no infinito.

Estude os elementos principais do grafico de

2x +1
x2—4

fx) =

Determine o dominio, as intersecdes com os eixos, as assintotas e o sinal da funcéo.

Solucdo. Comecamos pelo denominador:
x2—4=(x-2)(x+2).
Nao ha fatores comuns com o numerador. Portanto,
Dom f = R\ {-2,2},

e os dois pontos excluidos produzem candidatos a assintotas verticais. Como o nu-
merador vale —3 em x = —2 e 5 em x = 2, ndo ocorre cancelamento; assim,

x=-2 e x=2

sdo assintotas verticais.
A intersecio com o eixo horizontal é obtida anulando o numerador:

2x+1=0,

de modo que o gréfico cruza o eixo x em (—1/2,0). Para x = 0,

1
f 0)= _Z’
e portanto (0, —1/4) é a interse¢éo com o eixo vertical.
Para estudar o sinal, usamos os trés pontos em que numerador ou denominador mu-
dam de sinal:

-2, -, 2.
2

Da comparacéo dos fatores 2x + 1, x — 2 e x + 2, obtemos

f(x) <0 em (—o0,—2)U (—%,2)
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f(x)>0 em (—2, —%) U (2, +00).
Esse quadro de sinais também esclarece o comportamento junto as assintotas. Perto
de x = —2, os valores decrescem sem limite pela esquerda e crescem sem limite pela
direita. Perto de x = 2, decrescem sem limite pela esquerda e crescem sem limite
pela direita.
Resta observar o que acontece longe da origem. O denominador tem grau 2, enquanto
o numerador tem grau 1. Dividindo numerador e denominador por x?, obtemos

2/x+1/x°

fx) = vy

Para valores de |x| muito grandes, as fracdes 1/x e 1/x? tornam-se pequenas. Assim,
f(x) aproxima-se de 0, e

y=0
é uma assintota horizontal.

O esboco pode agora ser construido sem uma tabela extensa de valores: dominio,
interseg¢des, sinais e assintotas ja determinam sua forma essencial. [

Exemplo 3.11 — Uma assintota obliqua.

Determine as assintotas e descreva o comportamento global de

2
x“+1
g = ——
<
Solucao. O dominio é
Domg =R\ {1}.

Como o numerador vale 2 em x = 1, no ha cancelamento. Logo,
x=1

é uma assintota vertical.
Neste caso o grau do numerador é uma unidade maior que o grau do denominador.
A divisdo polinomial fornece

x2+1 2
=x+1+—:.
x—1 x—1

Essa escrita separa duas partes com papéis distintos. A reta
y=x+1

descreve o comportamento dominante, enquanto o termo

2
x—1

torna-se pequeno quando |x| cresce. Portanto, a medida que nos afastamos da origem,
o grafico de g se aproxima cada vez mais da reta y = x+ 1. Essareta é uma assintota
obliqua.

Funcdes racionais
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A mesma decomposi¢do permite ler de que lado da reta o grafico se encontra. Se
x > 1, entdo 2/(x — 1) > 0, e portanto

glx)>x+1.
Sex<1l,entdo2/(x—1)<0,e
glx)<x+1.

Assim, o ramo a direita de x = 1 permanece acima da assintota obliqua, e o ramo a
esquerda permanece abaixo dela.

Perto da assintota vertical, o sinal do termo 2/(x — 1) domina: quando x se aproxima
de 1 pela esquerda, g(x) decresce sem limite; quando se aproxima pela direita, g(x)
cresce sem limite.

Finalmente, x? + 1 nunca se anula para x € R. Portanto, a fun¢éo nio possui zeros
reais. Sua interse¢do com o eixo vertical é

g(0) =-1.

Mais uma vez, a divisdo algébrica fornece informacdo geométrica: ela ndo serve ape-
nas para efetuar um calculo, mas revela diretamente a reta que governa o grafico
longe da origem. u

Exemplo 3.12 — Um buraco e uma assintota na mesma funcao.

Determine o dominio, a imagem e as assintotas de

x2 -9
0= a5—s

Descreva o grafico a partir de uma expressao mais simples.

Solucdo. Fatorando antes de cancelar, encontramos

(x=3)(x+3)
= -2.
f& (x=3)(x+2) x#3,
No dominio original,
x+3 1
[ == =1+ —

O grafico é o de y = 1/x deslocado duas unidades para a esquerda e uma para cima,
com um ponto retirado. A reta x = —2 permanece como assintota vertical; em x = 3,
porém, a expressao simplificada teria o valor 1+1/5 = 6/5. H4, portanto, um buraco
em (3, 6/5), ndo uma segunda assintota vertical. A assintota horizontal é y = 1.
Para determinar a imagem, resolvemos

1
x+2

y=1+

O valor y = 1 é impossivel. Para y # 1, hd uma Unica entrada candidata,

Funcdes racionais
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Ela nunca é —2, mas ¢é igual a 3 precisamente quando y = 6/5. Assim, retirar x = 3
também retira esse valor da imagem:

Dom f =R\ {-2,3}, Im f =R\ {1,6/5}.

A fatoracdo distingue os dois pontos excluidos, e a equagdo em y permite verificar

que néo ha outros valores ausentes na imagem. |
r'd L]
Exercicios
Ex. 3.19 Descreva os pontos excluidos e o com- as intersecoes com os eixos e as assintotas. Des-
portamento dos graficos. creva os sinais e o comportamento dos dois lados

de 2 e esboce o grafico.

1. Simplifique g(x) = (x* — 4)/(x — 2), mantendo

o dominio original. Qual é o ponto ausente? De 3. Compare o comportamento de j(x) = —1/(x—2)?
que valor g(x) se aproxima quando x se aproxima dos dois lados de 2. O que acontece quando x as-
de 2 por cada lado? sume valores positivos ou negativos de modulo

muito grande?
2. Para h(x) = (x + 1) /(x — 2), encontre o dominio,

Exercicios

Ex.3.20 Apressdo P, em kPa, de um gas mantido passa de 12 L para 8 L e calcule a variacao percentual de
a temperatura constante e seu volume V, em litros, satis- P.
fazem PV = 720. Determine a pressdo quando o volume

Exercicios
Ex. 3.21 Sejam f(x) = 1/(x—2) e g(x) = x*> + 1. 2. Determine a imagem de g o f.
1. Determine f o ge go f, com seus dominios. 3. Explique por que o valor 1 ndo é atingido por g f,

embora g atinja esse valor.
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Funcoes exponenciais e
logaritmicas

Embora mudada, ressurjo a mesma.
Jakob Bernoulli

As fungdes estudadas até aqui foram construidas principalmente a partir de somas,
produtos, poténcias inteiras e raizes. Nas funcdes exponenciais, a base é mantida
fixa e a variavel ocupa o expoente. Essa diferenca, embora simples na escrita, produz
um comportamento distinto daquele observado nas func¢des poténcia. Compare, por
exemplo,

x? e 2%

A funcio exponencial descreve uma variacido de natureza multiplicativa. Sua inver-
sao conduz a funcdo logaritmica: determinar x a partir de uma igualdade da forma
a* = y significa determinar o logaritmo de y na base a. As propriedades das duas
funcdes decorrem, em grande parte, das mesmas leis das poténcias.

4.1. Da poténcia a funcao exponencial

Anteriormente foram construidas as poténcias de expoentes inteiros e racionais e
admitida, para bases positivas, sua extensdo aos expoentes reais. Essa extensdo sera
agora tomada como ponto de partida para o estudo da funcdo x — a*. Continuam
validas as propriedades

Aty = axay,

Neste capitulo

4.1 Da poténcia a funcéo
exponencial 75

4.2 Variagdo multiplicativa e
modelos exponenciais 79

4.3 Funcdo logaritmica 80

4.4 Propriedades dos logarit-
mos 82

4.5 Escalas logaritmicas e
aplicagdes 86

Poténcia e exponen-
cial

Em x“ o expoente é fixo
e a base varia; em a*, a
base é fixa e o expoente
varia. Por exemplo, x* é
uma funcéo poténcia, en-
quanto 2* é exponencial.
As restri¢des de dominio
devem ser examinadas
em cada caso.
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4.1 Definicao Funcio exponencial

Fixe a > 0, com a # 1. A funcio exponencial de base a é

f: R— (0,+0), f(x) =a*.

Quatro fatos orientam a leitura de qualquer grafico exponencial:

1. a® > 0 para todo x € R;
2. @ = 1, portanto o gréfico passa por (0, 1);
3. se a > 1, a func¢do é estritamente crescente;

4. se 0 < a < 1, a funcio é estritamente decrescente.

O valor da base determina o sentido da variagdo. Para a > 1, a funcéo é crescente;
para 0 < a < 1, é decrescente. Em ambos os casos, seus valores sdo positivos e o
grafico passa pelo ponto (0, 1).

Se y > x, entdo a¥/a* = a¥™*; esse quociente é maior que 1 quando a > 1 e esta
entre 0 e 1 quando 0 < a < 1, o que explica, respectivamente, o crescimento e o
decrescimento.

Usaremos também um fato sobre essa extensdo das poténcias, admitido aqui sem
demonstragéo: todo nimero positivo é atingido por x +— a*. Portanto,

Im(x — a*) = (0, +0).

A monotonicidade garante que cada valor é atingido no maximo uma vez; a afirma-
¢éo sobre a imagem garante que todo valor positivo é atingido. Juntas, essas duas
propriedades permitem inverter a funcéo exponencial.

Geometricamente, o segundo caso é uma reflexdo do primeiro. Se 0 < a < 1, entéo
1/a>1e
1 —X
a* = (—) .
a

Assim, uma exponencial de base menor que 1 é obtida refletindo horizontalmente
uma exponencial de base maior que 1.

y=2"

y=(1/2)"

(0,1) (0,1)

Figura 4.1. Para a > 1, a* cresce; para 0 < a < 1, decresce. Em ambos os casos, o grafico
permanece acima do eixo horizontal e passa por (0, 1).

Da poténcia a funcgao exponencial
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O eixo x funciona como assintota horizontal. Quando a > 1, os valores de a* tornam-
-se muito pequenos para x negativo e muito grandes para x positivo. Para 0 < a < 1,
os papéis se invertem. A linguagem de limites tornara essas afirmagdes precisas mais
adiante.

Exemplo 4.1 — Comparando a* e a™*.

Fixe a > 0, a # 1. Compare os graficos de a* e a™.

Solucdo. Substituir x por —x reflete um grafico em relacéo ao eixo y. Portanto, os

graficos de
fG)=a" e gx)=a"= f(-x)

sao simétricos em relaco a esse eixo e se encontram em (0, 1). Sea > 1, f é crescente
e g é decrescente; se 0 < a < 1, ocorre o contrario. [ ]

4.1.1. Transformacdes do grafico exponencial

Para
F(x)=AaP>M 4k Az0, B=o,

o parametro h produz uma translacio horizontal, kK uma translacio vertical, A con-
trola a escala vertical e seu sinal pode refletir o grafico, enquanto B altera a escala
horizontal.

Ha uma diferenca importante em relacio aos polindmios: como aBe=h) 5 0 a funcédo
nunca cruza a reta y = k. Essa reta é a assintota horizontal do grafico transformado.

Exemplo 4.2.

Determine dominio, imagem e assintota horizontal de
flx) =21 43,

Descreva seu grafico a partir de y = 2*.

Solucao. Temos Dom f = R. Como 2¥~! > 0, segue f(x) > 3, e todo valor maior
que 3 é atingido. Logo,
Im f = (3, ).

O grafico de y = 2% é deslocado uma unidade para a direita e trés para cima; a
assintota horizontal passa de y = 0 para y = 3. |
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Exemplo 4.3 — Reflexdes, escalas e deslocamentos.

Considere
f(x) =4 —3272(-1),

Descreva seu grafico a partir de y = 2* e determine dominio, imagem, monotonici-

dade e assintota horizontal.

Solucao. A expressio é construida em etapas: de x passamos a —2(x — 1), aplicamos
a exponencial, multiplicamos por —3 e somamos 4. Para acompanhar o grafico sem
confundir os deslocamentos, tome um ponto (z, 21) da curva original. Como t =
—2(x — 1) equivale a x = 1 —t/2, o ponto correspondente no novo grafico é

t t
(1——, 4—32).
2

Na horizontal ha uma reflexao, uma reducéo das distancias por fator 1/2 e um deslo-
camento de uma unidade para a direita. Na vertical ha uma reflexdo, uma ampliagio
por fator 3 e um deslocamento de quatro unidades para cima. Por exemplo,

0,1) — (1,1), (2,4)+—(0,-8), (-2,1/4)+— (2,13/4).

O dominio é R. A poténcia assume todos os valores positivos; multiplicar por —3 e
somar 4 produz exatamente os valores menores que 4. Assim, Im f = (—c0,4).

Quando x aumenta, —2(x — 1) diminui e a poténcia de 2 também diminui. A multi-
plicacdo por —3 inverte novamente a desigualdade: f é estritamente crescente. Para
valores positivos cada vez maiores de x, a poténcia se aproxima de zero, e f(x) se

aproxima de 4 por baixo. A assintota horizontal é, portanto, y = 4. ]
Exercicios
Ex. 4.1 Para cada funcédo, determine dominio, 3. h(x) = 2¥t2 — 1.

imagem, monotonicidade e assintota horizontal.
4.g(x)=5-37%

1. f(x) = 3%
2. g(x) = (1/4)". Ex. 4.1.2 . Mostre que aix = 1/a"e usci isso para
explicar a simetria entre os graficos de a* e a™*.
Exercicios
Ex. 4.3 Para f(x) = (3/2)*, calcule f(-2), f(0) Ex.4.4 Compare 2¥ e 4% nos casos x < 0, x =0

e f(3) e use os valores para confirmar a monotonicidade e x > 0.
da funcao.
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Ex. 4.5 Resolva sem usar logaritmos: Ex. 4.7 Descreva as transformacdes que levam
0% _ l y = 2% ao grafico de
8
h(x)=32"1_-4
Ex. 4.6 Determine dominio, imagem, monotoni- € determine sua imagem.
cidade e assintota horizontal de
glx) = —2%.

4.2. Variacao multiplicativa e modelos

exponenciais

Uma func¢do afim acrescenta sempre a mesma quantidade quando a variavel cresce
uma unidade. Uma funcédo exponencial, em contraste, multiplica sempre pelo mesmo

fator:

ax+1 =ad.

Se uma grandeza Q é multiplicada por um fator r > 0 a cada unidade de tempo, um
modelo exponencial natural é

Q) = Qpr'.

Se r > 1, temos crescimento; se 0 < r < 1, temos decaimento.

Exemplo 4.4 — Crescimento por duplicacao.

Uma cultura contém inicialmente 250 bactérias e dobra a cada 3 horas. Construa um
modelo exponencial e determine a populacdo apds 12 horas.

Solucao. Emt horas ocorrem t/3 periodos de duplicagdo. Assim,
N@®) =25021/3,  t>o0.

Logo,
N(12) = 250 2% = 4000.

O modelo supde recursos e espaco suficientes; ndo deve ser extrapolado indefinida-
mente. n
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Exercicios

Ex. 4.8 Uma populacdo inicial de 1200 indivi- Ex.4.10 Duas populacdes sdo modeladas por
duos cresce 8% ao ano. Escreva o modelo e calcule a

populacéo prevista apds cinco anos.
A(t) = 1000(1,05), B(t) = 1500(1,02)".

Ex. 4.9 Uma substancia perde 12% de sua massa

a cada hora. Se a massa inicial é 50 g, determine a massa Explique por que descobrir quando A(¢) = B(t) é um
prevista ap0s seis horas. problema inverso da exponenciagio.

Exercicios

Ex. 4.11 Uma grandeza exponencial satisfaz Ex.4.12 Qual dos modelos abaixo representa va-

Q(0) = 80 e Q(3) = 640. Sabendo que o fator multipli- riacdo exponencial? Explique.
cativo é constante a cada unidade de tempo, determine
o(1). A(t) = 100 + 20¢, B(t) = 100(1,2)".

4.3. Funcao logaritmica

O expoente procurado

Considere a equacdo

Paraa > 0,a # 1le
y >0, escrever log y = x

2% =10.

Nao ha uma poténcia inteira de 2 igual a 10, mas a funcgao 2* é estritamente crescente equivale a escrever a* =

. , . . , . O logaritmo indica,
e sua imagem é (0,+c0). Existe, portanto, um Gnico nimero real x que resolve a Y &
portanto, o expoente

€quacao. necessario para obter y a

partir da base a.

Esse numero ¢, por defini¢éo, log, 10.

De modo geral, em uma igualdade a* = y, coma > 0,a # 1 e y > 0, o logaritmo
fornece o expoente x. Trata-se, portanto, da operacao inversa da exponenciacéo.

4.2 Definicao Funcio logaritmica

Fixe a > 0, com a # 1. A funcio logaritmica de base a é a inversa da func¢io
exponencial de base a:
log, : (0,+0) — R.

Por definicio,

X

=yl y>0.

log y=x < a

A definicdo ja contém duas informagdes fundamentais: o argumento do logaritmo
precisa ser positivo, e o valor de um logaritmo é um expoente. Por exemplo,

log,8=3,  log(001)=-2,  log,1=0,
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porque
23 =8, 1072 = 0,01, 30 =1.

Como exponencial e logaritmo sao inversas,

al%8* = x (x>0)

log (a*) = x (x ER).

Figura 4.2. Os graficos de y = a* e y = log_x séo reflexos um do outro em relacéo a reta
y=x.

A inversdo troca dominio e imagem:
Dom(log,) = (0, +e0), Im(log,) = R.

Também troca o comportamento horizontal e vertical: a assintota horizontal y = 0
da exponencial corresponde a assintota vertical x = 0 do logaritmo. Quando a > 1,
as duas fungdes sdo crescentes; quando 0 < a < 1, ambas sdo decrescentes.

Exemplo 4.5.
Calcule .
log, 32, log,,(0,001), log, (ﬁ) :
<
Solucdo. Perguntamos a que expoente devemos elevar a base:
5 -3 -3 _ 1
27 =32, 107 = 0,001, 370 = —.
27
Logo,
log,32=5  log  (0,001)=-3  log,(1/27) = -3.
[

Funcao logaritmica
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Exercicios
Ex. 4.13 Reescreva cada afirmacio na forma ex-
ponencial.

1. log, 16 = 4.

2. log,(1/25) = —2.

3. log,, 1000 = 3.

Ex. 4.14 Reescreva cada afirmacéo na forma lo-
garitmica.
Exercicios
Ex. 4.17 Calcule diretamente pela definicao.
1. log, 64.

2. log,(1/3).

3. logl/2 8.

Propriedades dos logaritmos

1.3* = 81.
2. 107> = 0,00001.

3.7 = 1.

Ex. 4.15
nicidade e assintota vertical de f(x) = log, /3%

Determine dominio, imagem, monoto-

Ex. 4.16
numero real para nenhuma base real admissivel a.

Explique por que log (—2) néo é um

Ex.4.18
vertical de

Determine dominio, imagem e assintota

f(x) =log,(x—3)+ 1.

Ex. 4.19
logaritmos.

Escreva a solu¢do de 5 = 17 usando

4.4. Propriedades dos logaritmos

As leis dos logaritmos sdo tradugdes das leis das poténcias.

escreva
u=log, x, v =1log,y.
Entdo x = a* e y = a". Multiplicando,
xy — au+V

e, pela defini¢ao de logaritmo,

log (xy) =log, x +1log, y|

Do mesmo modo,

log, (;) = log, x —log, y|

Suponha x,y > 0 e
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Para poténcias,
xr — (au)r — aru,

de onde

log (x") = rlog x|,

sempre que as expressdes reais envolvidas estejam definidas.

A mudanca de base decorre da mesma ideia. Se u = log_ x, entdo a" = x. Aplicando

log,,
ulog, a =log x,

e portanto

log, x

1 = .
08a log; a

Essa identidade permite calcular logaritmos em qualquer base usando, por exemplo,
log .

Usaremos também a constante e > 1, cujo valor é aproximadamente 2,71828 e cuja
construcéo sera apresentada na Secédo 8.3, no estudo de limites. A funcdo x — e* é
a exponencial natural; sua inversa é o logaritmo natural, denotado por Inx =
log x. As propriedades ja obtidas valem também para essa base. Em particular,
(4
In(e*) =x (x€R), enr = x (x> 0).

As condicdes sdo diferentes porque o dominio do logaritmo é (0, o), enquanto o da
exponencial é R.

Exemplo 4.6 — Simplificacao de expressoes logaritmicas.

Determine o dominio de cada expressio e reescreva-a usando as propriedades dos
logaritmos:

x%+1
1. log2 > ;

) ln(xwxz—_l)

ex

Solugao. (a) Como x? +1 > 0 e 2¥ > 0 para todo x € R, o argumento do logaritmo
é sempre positivo. Portanto, o dominio é R. Pela propriedade do quociente e pela
relacdo entre logaritmo e exponencial,

2
lo el log, (x% + 1) —log,(2%) = log,(x® + 1) — x.
gZ 2x gZ gz gz

O termo logz(x2 + 1) permanece assim: a propriedade do produto nio se aplica a
uma soma.
(b) A raiz exige x> — 1 > 0. Nos extremos x = 1, porém, o argumento do logaritmo

Logaritmos de somas

A propriedade do pro-
duto nio se estende

a soma. Por exemplo,
logZ(I + 1) = 1, enquanto
log, 1 +log,1 = 0. Uma
soma dentro do logaritmo
nio pode, em geral, ser
separada em uma soma
de logaritmos.

Propriedades dos logaritmos
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é zero. Como e* > 0, a expressdo esta definida exatamente quando x2—1>0,isto é,

D = (—o0,—1) U (1, 00).

2

Nesse dominio, x? e x? — 1 sio positivos. Aplicando as propriedades do produto, do

quociente e da poténcia, obtemos

<x2\/x2 — 1)

= In(x?) + %ln(x2 —1) —In(e*)
1. 2
=2In|x| + Eln(x -1)—x.

Usamos In(x?) = In(|x|?) = 21n|x|, pois o dominio também contém valores negativos
de x. Escrever 2 In x excluiria esses valores. [

Exemplo 4.7 — Uma composicdo exponencial-logaritmica.

Considere

G(x) = log,(4 — 2%).
Determine o dominio, a imagem, a monotonicidade e as assintotas de G. Em seguida,
encontre sua inversa.

<

Solucdo. O primeiro cuidado é com a ordem da composicdo. Para que o logaritmo
exista, seu argumento deve ser positivo:

4-2">0 = 2¥<4=22

Como 2* é crescente,
Dom G = (—oo, 2).

Nesse dominio, 2% percorre (0,4); portanto, 4 — 2* percorre também (0, 4), mas no
sentido contrario. Como log, transforma (0, 4) em (o, 2),

ImG = (-, 2).

A fungdo x > 4 — 2* ¢ estritamente decrescente, enquanto log, € estritamente cres-
cente. Logo, G é estritamente decrescente.

Quando x se aproxima de 2 pela esquerda, o argumento 4 — 2* permanece positivo
e se aproxima de zero; os valores de G(x) decrescem sem limite. Assim, x = 2 é uma
assintota vertical. Para valores negativos de x com moédulo cada vez maior, 2* se
aproxima de zero e G(x) se aproxima de log, 4 = 2 por valores menores. Portanto,
y = 2 é uma assintota horizontal.

Para inverter a funcéo, escrevemos

y = log,(4 —2%).

Entao
2V =4-2 = 2¥=4-2Y,

e portanto
x = log,(4 —2%).

Propriedades dos logaritmos
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Como y percorre (—o0, 2),
Gl(y) = log,(4 —2%), y < 2.

Curiosamente, a inversa tem a mesma regra de G: neste dominio, G é sua propria
inversa. Isso também significa que seu grafico é simétrico em relacdio areta y = x.m

Exercicios

Ex. 4.20 Simplifique, indicando antes o dominio. 1. log (xy) = log, x + log,_ y para x,y > 0.
1. log,(8x). 2. log (x +y) =log, x +log_y.
2. In(x?). 3. loga(xz) = 2log_ [x| para x = 0.

3. In (Vx/e*¥).

Ex. 4.22 Use mudanca de base para escrever
log,, 20 em termos de logaritmo natural.

Ex. 4.21 Decida quais afirmacdes sao verdadei-

ras e corrija as falsas.

Exercicios
Ex. 4.23 Para x,y > 0, expanda 1. Determine o dominio da expressao original.
8x3 .. .
log, | — ). 2. Nesse dominio, escreva E(x) como um unico lo-
Y garitmo.
3. Determine o dominio natural da expressdo ob-
Ex. 4.24 Para x > 0, escreva como um unico tida e explique por que a simplificagdo ndo au-
logaritmo: toriza ampliar o dominio de E.

2lnx — %ln(x+ 1).

Ex. 4.26 Use apenas a defini¢do de logaritmo

ara mostrar que
Ex. 4.25 Considere P q

E(x) = log,(x — 1) + log,(x + 2) — log, (x + 1). log,1=0 e log a =1.
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Exercicios

Escalas logaritmicas e aplicagoes

Ex. 4.27 Sejam f(x) = log,x e g(x) = 2°71 Ex. 4.29 Aprofundamento. Seja

Determine as duas composi¢des com seus dominios. Ex-
plique por que as expressoes simplificadas ndo tornam
esses dominios iguais.

F(x) = log1/2(3 -2+ 1

1. Determine o dominio e justifique a monotonici-

Ex. 4.28 Considere L(x) = In(1 + V4 — x2). dade pela ordem das operacdes.
1. Descreva as etapas que compdem L e determine 2. Determine a imagem e as assintotas vertical e ho-
seu dominio. rizontal.
2. Determine a imagem de L e os pontos em que 3. Encontre a inversa de F sobre sua imagem, indi-
seus valores extremos sdo atingidos. cando o dominio da inversa.

4.5. Escalas logaritmicas e aplicacoes

O logaritmo transforma razdes multiplicativas em diferencas. Essa propriedade é
particularmente adequada a construcgéo de escalas que comparam grandezas distri-
buidas por muitas ordens de magnitude.

Exemplo 4.8 — Decibéis.
O nivel de intensidade sonora, medido em decibéis, pode ser modelado por
L =101 L Iy = 10712 W /m?
= Oglo IO 5 0= 5

em que I é aintensidade do som e I ¢ uma intensidade de referéncia. Se a intensidade
é multiplicada por 100, qual é a variag¢do do nivel?

Solucdo. Se o nivel inicial é L, o novo nivel é

1001 1
10 1Og10 <T) =10 (2 + lOglO g) =L+ 20.

Portanto, multiplicar a intensidade por 100 acrescenta 20 decibéis. A escala é loga-
ritmica; isso ndo significa que a percepg¢io de volume aumente na mesma proporg¢ao
que a intensidade fisica. ]
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Exemplo 4.9 — pH.

Uma solugio tem concentracio de ions hidrogénio
[H"] = 2,5% 107® mol/L.

Usando
pH = _10g10[H+]:

calcule o pH.

Solucao.

Escalas logaritmicas e aplicagoes

pH = —log, (2,5 x 107°) = 6 — log, (2,5) = 5,60.

Uma diferenca de uma unidade de pH corresponde a um fator 10 na concentracdo de

H*.

Exercicios

Ex. 4.30 Retome as funcdes exponenciais e loga-
ritmicas.

1. Explique a relacdo de inversdo entre f(x) = 3*
e g(x) = log, x, indicando dominio e imagem de
cada uma.

2. Uma quantidade é modelada por N(t) =
800(1/2)t/4, comt > 0. Calcule N(12) e inter-
prete o resultado.

Exercicios
Ex. 4.32 Calcule ou resolva, indicando as restri-

¢Oes necessarias.
1. log, 32.

2. log,,(0,001).

Ex. 4.31
intensidade do som em uma sala é modelada por

Apds uma fonte sonora ser desligada, a

1) =Le ™  k>o.
O tempo de reverberagio Ty, é o instante em que a in-
tensidade se reduz a 107 de seu valor inicial. Mostre

que

3.3 1 = 27.
4. In(e?* 1) = 5.
5. log3(x -1 =2

6. 2%+l = 5,
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Exercicios

Ex.4.33
por V(t) = 48000(0,82), em reais, t anos apos a compra.
Determine o valor ap6s cinco anos e o primeiro ano in-

O valor de um equipamento é modelado

teiro em que ele fica abaixo de 15 000 reais.

Ex. 4.34 Uma solugio tem concentragio de ions
hidrogénio [H*] = 2,5 x 107 mol/L. Usando pH =
~log,,[H*], calcule o pH e compare-o com o de uma
solucdo de pH 5,1. Qual solu¢io é mais acida? Por qual
fator suas concentracdes de H™ diferem?

Escalas logaritmicas e aplicagoes

Ex. 4.35 Reescreva
xzxjx +1
In| ——
(x—3)3

como combinagdo de logaritmos. Determine antes o do-
minio da expressdo original.

Ex. 4.36 A intensidade de dois ruidos é, respecti-
vamente, I; = 107 W/m? e I, = 4- 107> W/m?. Usando
p =10 loglo(l/lo_lz), compare seus niveis em decibéis
e explique por que a diferenca entre eles néo é proporci-
onal a diferenca das intensidades.

Relacao entre exponencial e logaritmo

A funcao logaritmica ¢é a inversa da funcao exponencial. Consequentemente, o do-

minio de uma corresponde a imagem da outra, e seus graficos sdo simétricos em

relacdo a reta y = x. Em termos algébricos, essa relacdo aparece nas propriedades

dos logaritmos: produtos correspondem a somas, quocientes a diferencas e poténcias

a produtos.
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5

Funcoes trigonomeétricas

Esta escrito em linguagem matematica, e seus caracteres sdo triangulos, circulos
e outras figuras geométricas.

Galileu Galilei, Il Saggiatore

Na geometria elementar, seno e cosseno aparecem inicialmente como rela¢des en-
tre angulos e lados de triangulos. Para estuda-los como func¢oes de variavel real, é
necessario estender essa defini¢do a dngulos arbitrarios.

A circunferéncia unitaria fornece essa extensio. A cada numero real associa-se um
percurso orientado sobre a circunferéncia; as coordenadas do ponto final definem o
cosseno e o seno desse nimero. Periodicidade, sinais, paridade e diversas identidades
decorrem das simetrias dessa construcao.

5.1. Seno e cosseno na circunferéncia unitaria

Uma volta completa mede 360° quando se utiliza a medida em graus. A medida em
radianos é definida geometricamente. Se um arco de comprimento s pertence a uma
circunferéncia de raio r, a medida do dngulo central correspondente é

S
0=-.
r
Portanto,
s=r0.

Como a circunferéncia completa tem comprimento 27r,
360° = 27 radianos.
Em particular,

JT
180° =z, 90" =2,
i 2

Quando r = 1, acontece o ponto decisivo:

0=s.

Neste capitulo

5.1 Seno e cosseno na circun-
feréncia unitaria 89

5.2 Graficos de seno e cos-
seno 94

5.3 Identidades trigonométri-
cas fundamentais 95

5.4 Amplitude, periodo e
transformacdes dos graficos 99

5.5 Tangente e fungdes associ-
adas 102

5.6 Simplificacdo de expres-
sdes trigonométricas 107

5.7 Modelos periédicos 111

5.8 Funcdes trigonométricas
inversas 112

5.9 Modelos geométricos 116

Medida em radianos

A medida em radianos é
a razdo entre o compri-
mento do arco e o raio.
Na circunferéncia unita-
ria, essa medida coincide
com o comprimento do
arco. Para percursos ori-
entados, o sinal distingue
os sentidos de rotacgio.
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Seno e cosseno na circunferéncia unitaria

No circulo unitério, o nimero que mede o 4ngulo em radianos coincide com o com-
primento orientado do arco percorrido. E isso que permite tratar seno e cosseno
como funcdes de uma variavel real.

Exemplo 5.1.

Converta 150° para radianos e 777/6 radianos para graus.

<
Solucao. Como 180° = r,
5
150° = 150— = =
180 6
Na direcéo inversa,
7 180°
— = 210°
6
|
Exercicios
Ex. 5.1 Faca as conversoes. Ex. 5.2 Uma circunferéncia tem raio 5 cm. Cal-
cule o comprimento do arco interceptado por um dngulo
1. 120° para radianos. de 27 /3 radianos.
2. 225" para radianos. Ex. 5.3 Uma roda gira com velocidade angular

constante de 7z /3 rad/s. Quantos radianos e quantas vol-

3. 37 /4 para graus.

4. 77 /4 para graus.

Com os radianos, a circunferéncia unitaria transforma diretamente ndmeros reais
em pontos do plano: o proprio niimero mede o comprimento orientado do arco per-

corrido.
Considere a circunferéncia de centro na origem e raio 1. Fixe
U =(1,0).

Para x > 0, partimos de U e percorremos a circunferéncia no sentido anti-horéario
por um arco de comprimento x. Para x < 0, percorremos |x| no sentido horario.
Denotaremos por P, o ponto final desse percurso.

tas ela percorre em 12 segundos?

De angulo a funcao

Para cada nimero real

x, a circunferéncia unita-
ria determina um dnico
ponto P,. Suas coorde-
nadas sdo, por definicéo,
(cos x, sen x).
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Seno e cosseno na circunferéncia unitaria

5.1 Definicdo Seno e cosseno

Se
P, = (cos x, sen x),

as coordenadas de P, definem as funcdes

cos : R — [-1,1], sen : R — [-1,1].

P, = (cos x, sen x)
senx f-----

Figura 5.1. No circulo unitario, o cosseno é a coordenada horizontal de P, e o seno é sua
coordenada vertical.

A construcdo vale para qualquer nimero real. Uma volta completa tem comprimento
27, portanto

Pyion = Py.

Logo,

’ sen(x + 27) = sen x |, ’ cos(x + 27m) = cosx ‘

Seno e cosseno sao fungdes periddicas de periodo 2z. O periodo fundamental,
quando existe, é o menor periodo positivo. Para seno e cosseno ele é 27: os valores
47, 67 e os demais multiplos inteiros positivos também séo periodos, mas ndo sdo
fundamentais.

Se trocamos x por —x, percorremos a mesma distancia no sentido oposto. Os pontos
P, e P_,. sdo simétricos em relacdo ao eixo horizontal. Assim,

’ sen(—x) = —senx|, ’ cos(—x) = cos x ‘

O seno ¢ impar e o cosseno ¢é par.
Como P, esta na circunferéncia unitéria,
(cos x)? + (senx)? = 1.

Portanto,

’sen2x+c052x: 1‘.

Essa identidade é simplesmente a equacio X? + Y2 = 1 aplicada ao ponto P,.
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Seno e cosseno na circunferéncia unitaria

5.1.1. Valores notaveis e sinais

Os valores de seno e cosseno em /6, 7/4 e /3 podem ser deduzidos de dois trian-
gulos retangulos.

30°

45°

60°
[\ 1
1

Triangulo retangulo isosceles.
Metade de um tridngulo equilatero de

lado 2.

Figura 5.2. Os dois triangulos que produzem os valores notaveis.

No primeiro tridngulo, partimos de um equilatero de lado 2 e tracamos uma altura.
Ela divide a base ao meio e, pelo teorema de Pitagoras, tem comprimento v22 — 12 =
J3. Portanto,

r 3
sen — = —, cos — = —.
6 2
O angulo complementar fornece
3 T 1
sen — = —, cos — = —.
3 2 3 2

No triangulo retangulo isésceles de catetos 1, a hipotenusa vale v/2. Assim,

T 1 \/E

T
senz—cosz—ﬁ—7.

Reunindo os trés casos, no primeiro quadrante temos

x ‘7[/6 /4 w/3
1/2 J2/2 3/2
V3/2 N2/2 12

sen x

COS X

Os demais valores surgem por simetria na circunferéncia. Os sinais sdo determinados
diretamente pelas coordenadas do ponto P, = (cos x, sen x):

quadrante | I II III IV
+ + - -
+ - - +

sen x

COS X
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Funcgdes de uma Variavel / Fungdes trigonométricas Seno e cosseno na circunferéncia unitaria

Exemplo 5.2.

Calcule sen(57/6) e cos(57/6) a partir da circunferéncia unitaria.

Solucao. O angulo 57/6 esta no segundo quadrante e tem angulo de referéncia /6.
Nesse quadrante, a coordenada horizontal é negativa e a vertical é positiva. Portanto,

sens—”—l COSS—”_—E
6 2 6 2
||

Exercicios
Ex. 5.4 Use a circunferéncia unitaria para calcu- 4. cos(—2m/3).
lar.

1. sen(2/3) e cos(21/3). Ex. 5.6 Use periodicidade para reduzir cada ar-

gumento a [0, 27).
2. sen(57/4) e cos(5/4).
1. sen(137/6).
3. sen(117/6) e cos(11x/6).
2. cos(9r/4).

Ex. 5.5 Sem usar calculadora, determine o sinal 3. sen(—77/6).
de cada expressao.

1. sen(77/6). Ex. 5.7 Explique geometricamente por que

sen®x + cos’x = 1

2. cos(4r/3).

3. sen(—/4). para todo x € R.
Exercicios
Ex. 5.8 Determine as coordenadas de P, = quais
(cos x, sen x) para P, =(0,-1).

Lo I
37 T4 Ex.5.10 Sabendo que P, = (3/5,4/5), determine
P,

Ex. 5.9 Liste todos os numeros reais x para os e os valores de sen(—x) e cos(—x).
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Graficos de seno e cosseno
5.2. Graficos de seno e cosseno

A definicdo na circunferéncia unitaria permite construir diretamente os graficos de
seno e cosseno. A medida que x varia, o ponto P, percorre a circunferéncia; sua
coordenada vertical fornece os valores de sen x e sua coordenada horizontal fornece
os valores de cos x.

Em uma volta, a coordenada vertical de P, passa por
0,1,0, -1, 0

nos pontos

T 3 5
) 7T9 5 TT.
2 2

O cosseno acompanha a coordenada horizontal e passa, nos mesmos instantes, por

0:

1, 0, -1, 0, 1.

y =senx Yy =cosx

L
S N

Figura 5.3. Um periodo de seno e cosseno.

Da construcao,
Dom(sen) = Dom(cos) = R, Im(sen) = Im(cos) = [-1, 1].

Os zeros do seno sao os multiplos inteiros de 7; os zeros do cosseno sdo os pontos

/2 + k.
Exercicios
Ex. 5.11 Determine dominio, imagem, periodo Ex. 5.13 Verifique no circulo unitario e nos gra-
fundamental e zeros de sen x e de cos x. ficos que
CoOsX =s n(x+ ]T)
Ex. 5.12 Esboce um periodo de y = senx e de - 2/

y = cos x marcando primeiro os cinco pontos principais
em 0,7/2,7,3m/2,2m. Interprete a identidade como uma translagdo horizontal.
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Identidades trigonométricas fundamentais

Exercicios

Ex. 5.14 Em um periodo [0, 2], indique onde Ex. 5.16 Determine todos os pontos de maximo

sen x é positivo, negativo e nulo. e minimo de sen x.

Ex. 5.15 Em um periodo [0, 27], indique onde EX. 5.17 Explique por que os graficos de senx

cos x ¢ positivo, negativo e nulo. e cosx ficam completamente determinados quando co-
nhecemos apenas um intervalo de comprimento 2.

Exercicios

Ex. 5.18 Aprofundamento. Dadas f(x) = senx fogegeo f.

e g(x) = n[x], determine os dominios e as imagens de

5.3. ldentidades trigonométricas fundamentais

A identidade pitagorica decorre diretamente da equacao da circunferéncia unitaria.
As formulas de adigdo também podem ser obtidas geometricamente.

5.3 Proposicao Formulas de adicao

Para todos a,b € R,

sen(a + b) = senacosb + cosasenb

cos(a + b) = cosacosb — senasenb.

Demonstragdo. Comecemos com 0 < a,b < /2. No tridngulo da Figura 5.4, a altura
CD = h divide o angulo em C em duas partes, a e b. Os dois triangulos retangulos
fornecem

CA = h , CB:L,
cosa cosb

e, multiplicando essas hipotenusas pelos senos correspondentes,

AD = hsena, DB = hsenb.
cosa cosb
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Identidades trigonométricas fundamentais

hsena hsenb

cosa cosb

Figura 5.4. A altura divide o tridngulo em duas partes. A mesma area também pode ser
calculada a partir dos lados CA, CB e do angulo a + b.

Usando a base AB = AD + DB, a area é

AB~h_h_2(sena+senb>
2 2 \cosa cosb)’

Se usamos CA como base, a altura correspondente mede CBsen(a + b). De fato,
quando a + b é agudo, essa relacdo vem de um tridngulo retangulo; quando é obtuso,
usamos o angulo suplementar e sen(r — (a + b)) = sen(a + b). Paraa+b = 7/2, a
altura é o proprio lado CB. Assim, a mesma area também é

CA-CBsen(a+b) h? sen(a + b)
2 ~ 2cosacosh’

Igualando as duas expressdes e multiplicando por 2 cos a cos b/h?, obtemos a formula
do seno da soma para os dngulos agudos a e b.

Para chegar ao cosseno e as diferencas, usaremos apenas as simetrias da circunferén-
cia. A férmula ja provada, aplicadaaa e /2 — b, da

cos(a—b) = sen(a+ % —b) =senasenb + cosacosb.

Se a > b, aplicamos ainda a formula do seno a (a — b) + b e isolamos sen(a — b):

sena — cos(a — b) senb

sen(a — b)

cosb
=senacosb — cosasenb.

Para a = b a igualdade é imediata; para a < b, trocamos os dois angulos e usamos
a paridade do seno. A férmula da diferenca vale, portanto, para quaisquer a,b €
(0,77/2). Aplicando-aa /2 —aeb,

cos(a + b) = sen ((% - a) - b)

= cosacosb —senasenb.

Resta explicar por que nédo ha restricdo a dngulos agudos nas formulas. Se um ou
ambos os angulos sdo negativos, escrevemos seus opostos, reduzindo o calculo a uma
soma ou diferenca de dngulos ndo negativos. Usamos entdo as formulas anteriores
e sen(—t) = —sent, cos(—t) = cost. Os casos em que algum angulo é 0 ou +7/2
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Identidades trigonométricas fundamentais

seguem diretamente das simetrias de um quarto de volta. Por fim, qualquer angulo
real pode ser escrito como t + kx, comt € [-n/2,7/2] e k € Z. Uma meia-volta
muda simultaneamente os sinais do seno e do cosseno:

sen(t + ) = — sent, cos(t + ) = — cost.
Acrescentar 7 a qualquer um dos argumentos muda o sinal dos dois lados de cada
formula. Logo, as identidades valem para todos os angulos reais. ]
As formulas de diferenca foram obtidas no mesmo argumento. Fazendoa = b = x

nas féormulas de adicdo, obtemos

sen(2x) = 2 sen x cos x

cos(2x) = cos? x —sen? x = 2cos?x — 1 = 1 — 2sen? x.

Isolando os quadrados,

9 14 cos(2x) 5 1—rcos(2x)
cos® X = ————, sen‘ x = —————.

Duas identidades de transformacéo serdo particularmente uteis nos capitulos de li-

SR

u+v u—v
COSH—COSV:—ZSCH(T>SGH( 2 )

mites e integrais:

u-+
senu — senv = 2 cos

Para deduzir essas identidades, escreva

_U+V u—v

2 > 173

Entdou = p+gev = p—q. Pelas formulas de adicdo e de diferenca,

senu — senv = (sen p cos q + cos p sen q)
— (sen pcosq — cos psenq)

= 2cos pseng.
Substituir p e ¢ da a primeira identidade. Para o cosseno, a mesma subtragio fornece
cos(p +q) —cos(p—q) = —2sen pseng,

o que da a segunda.

Em particular,

u
1— cosu = 2sen? (E)
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Exemplo 5.4.

Mostre que

sen(3x) = 3senx — 4 sen’ x.

<
Solucao. Escrevemos 3x = 2x + x:
sen(3x) = sen(2x) cos x + cos(2x) sen x.
Substituindo as férmulas de angulo duplo,
sen(3x) = 2senx cos? x + (1 — 2 sen® x) sen x
= 2senx(1 — sen® x) + sen x — 2 sen> x
= 3senx — 4sen’ x.
|
Exemplo 5.5 — Um valor exato pela formula de adicao.
Calcule exatamente sen(77/12).
<
Solucao. Como 77/12 = /3 + /4,
7 T T b T
sen — = sen — oS — + COs — sen —
12 3 4 3 4
B3 143G
22 22 4
]
Exemplo 5.6 — Usando as formulas para simplificar.
Simplifique
sen(x + y) — sen(x —
( y) ( y)’ cosx # 0.
2cosx
<
Solucao. Expandindo os dois senos,
sen(x + y) — sen(x — y) = (senx cos y + cos x sen y)
— (senxcosy — cosxseny)
= 2cosxseny.
Portanto, no dominio indicado, a expressdo simplifica para sen y. ]
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Exercicios
Ex. 5.19 Calcule exatamente. Ex. 5.21 Use as féormulas de soma-produto.
1. sen(57/12). 1. Fatore sen(5x) — sen x e determine seus zeros em

[0, 7].
2. cos(/12).
2. Para h # 0, reescreva (sen(x+h)—sen x)/h como

3. sen(r/12). produto de um cosseno por sen(h/2)/(h/2).
Ex. 5.20 Verifique que cos? x — sen® x = cos(2x) EX.5.22 Mostre que
e obtenha dessa igualdade as duas expressdes para cos® x Uty "y
e sen’ x. cosu+cosv:2cos< )cos( 5 )

Exercicios

Ex. 5.23 Derive as féormulas de diferenca Ex. 5.25 Mostre que

sen(x — y) = senx cosy — cos x sen y
1 — cos(2x) = 2sen? x.

e
cos(x —y) = cosx cosy + senxseny.
Ex. 5.26 Use as formulas de adicdo para mostrar
Ex. 5.24 Mostre que as identidades de cofuncéo
cos(u +v) + cos(u — v) = 2 cosucosv. T pia
sen(E —x) = cos X, cos (E —x) = senx.

5.4. Amplitude, periodo e transformacoes dos

graficos

Considere, inicialmente,
f(x) = Asen(Bx) ou f(x) = Acos(Bx), A+0, B#0.

O fator A multiplica todos os valores da funcio. Por isso, a imagem é [—|A|, |A|] e a
amplitude, definida como metade da distancia entre o valor maximo e o minimo, é

amplitude = |A] ‘

Quando A < 0, ocorre também uma reflexdo em relacdo ao eixo horizontal.
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Funcdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Amplitude, periodo e transformacdes dos graficos

Ja o fator B altera a escala horizontal. Uma oscilacdo completa ocorre quando o
argumento varia 2zz. O menor deslocamento positivo necessario para isso é

2m

T=20|
|B]

Esse é o periodo fundamental tanto de A sen(Bx) quanto de A cos(Bx). O valor ab-
soluto é necessario porque o sinal de B apenas muda a orientacdo com que o ciclo é
percorrido. Para o cosseno isso também decorre de sua paridade; para o seno, o sinal
pode ser incorporado ao fator A.

Por exemplo, em g(x) = 2sen(3x), a amplitude é 2 e o periodo é 27/3. Um periodo
pode ser construido marcando seus quartos:

x |0 n/6 n/3 m/2 2m/3
glo 2 0o -2 o

Entre esses pontos, o grafico conserva a forma suave do seno.

y = 2sen(3x)
2
Al
0 n)é n73 n‘/2 27;/3
—2

T=2n/3

Figura 5.5. O fator A controla a amplitude; o fator B, o periodo.

Para B > 0, os cinco pontos principais de um periodo podem ser organizados sem

novos calculos:
x o T/4 T/2 3T/4 T

Asen(Bx) | 0 A 0 -A 0
Acos(Bx) |A 0 —A 0 A

Se houver translacdes, usamos as regras ja estudadas para graficos. Na forma
F(x) = Asen(B(x - h)) +k ou F(x)= Acos(B(x - h)) +k,

a amplitude continua sendo |A|, o periodo continua sendo 27 /|B|, a linha média passa
a ser y = k e o grafico é deslocado horizontalmente por h. Uma expressdo Bx + C
pode ser escrita como B(x — h) tomando h = —C/B.

100



Funcgdes de uma Variavel / Funcoes trigonométricas Amplitude, periodo e transformacoes dos graficos

Exemplo 5.7.

Analise a funcido
f(x) =3 cos(2(x — 7T/4)) —1.

Determine amplitude, periodo, deslocamento horizontal, linha média e imagem.

<
Solucao. A amplitude é 3| = 3. Como o coeficiente do argumento é 2,

2

T="27

2
O grafico esta deslocado /4 para a direita e sua linha média é y = —1. Como oscila
trés unidades acima e abaixo dessa linha,

Im f =[—4,2].
[

Exemplo 5.8 — Reconstruindo um modelo periddico.

Uma oscilagdo tem valor maximo 7, valor minimo —1 e periodo fundamental 6. No
instante t = 0, seu valor é 5 e estd aumentando. Determine A, B, D e ¢ no modelo

f(t) = D+ Asen(Bt + ¢), A,B>0, 0<¢<2m

Solucdo. O maximo e o minimo determinam primeiro a linha média e a amplitude:

p=TtCED _, 0 L, _T=CED
2 2
Como o periodo € 6,
2r T
== B==.
E-¢ = 3

Resta determinar a fase. A condigao f(0) = 5 fornece
3+4sen¢p =5,
logo
seng = 1
=73
No intervalo [0, 277) ha duas possibilidades:

/4 51

(p:g ou q):?

O valor inicial, sozinho, nio distingue essas duas fases. A informacdo de que a osci-
lacdo esta aumentando resolve a ambiguidade: perto de /6 o seno cresce, enquanto
perto de 57/6 ele decresce. Portanto,

_z
?=%
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e um modelo é

f(t)=3+4sen(%t+%>.

Um modelo escrito com cosseno seria igualmente possivel; seno e cosseno diferem
apenas por uma mudanca de fase. O que os dados determinam é a oscilac¢do, ndo uma

forma tnica de escrevé-la. u
Exercicios
Ex. 5.27 Determine a amplitude e o periodo e 3. y = 3 cos(2x).
esboce um periodo de cada funcdo. Antes de desenhar,
marque os cinco pontos separados por um quarto de pe- 4. y = 2sen(2x + 1/2).
riodo.

50y= cos? x — sen’ x.

1. y = —2cos(3x).
6. y = —3sen(nx + 7).
2. y = =3 sen(—4x).

Exercicios
Ex. 5.28 Determine amplitude, periodo, linha Ex. 5.31 Uma fungio cossenoidal tem amplitude
média e deslocamento horizontal de 5, periodo 47 e linha média y = —2. Dé um exemplo de

formula com essas caracteristicas.

f(x) = 2sen(3(x — 7/6)) + 4.

Ex. 5.32 Considere as duas formulas
T S5t
Ex. 5.29 Determine amplitude, periodo e ima- f(x) =3sen (2x - §)+1, g(x) = 3 cos <2x - ?)+1~
gem de
g(x) = —4 cos(rx) + 2. 1. Mostre que f e g definem a mesma funcéo.
2. Determine amplitude, periodo, linha média e
Ex. 5.30 Reescreva imagem dessa funcao.
h(x) = 3sen(2x — ) + 1 3. Explique por que os deslocamentos aparentes
nas duas formulas sdo diferentes, embora o gra-
na forma A sen(B(x—hy))+k e identifique os parametros. fico seja 0 mesmo.

5.5. Tangente e funcdes associadas

Dominios das funcées
Seno e cosseno estdo definidos para todo nimero real. As demais funcdes trigonomé- associadas

tricas serdo obtidas a partir deles por quocientes e reciprocos. Consequentemente, Thrantis ¢ Sl G5

gem cosx # 0; cotan-
gente e cossecante exi-
gemsenx # 0. Seus 102
dominios sdo obtidos

excluindo os zeros desses
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seus dominios dependem dos zeros dos denominadores envolvidos.

A tangente admite ainda uma interpretacio geométrica: ela fornece a inclinacdo do
raio que liga a origem ao ponto correspondente da circunferéncia.

5.5.1. Tangente e secante

5.2 Definicao

Nos pontos em que cos x # 0, definimos

sen x 1
tgx = R secx = .
COoS X COS X

Assim,
Dom(tg) = Dom(sec) = R\ {% +kr: ke Z}.

A defini¢do também possui uma interpretacdo geométrica direta. Se
P, = (cos x,sen x)

e cos x # 0, entdo o coeficiente angular da reta que passa por O = (0,0) e P, é

senx

=tgx.

cos X
Assim, a tangente pode ser lida como a inclinagio do raio OP, sempre que esse raio

nao é vertical.

Ha uma construgdo que reiine tangente e secante e explica seus nomes. Para 0 <
x < /2, prolongue o raio OP, até encontrar a reta vertical X = 1, que é tangente a
circunferéncia no ponto (1,0). Se chamarmos o ponto de intersecdo de T, entdo

T =(1,tgx).

O triangulo com vértices O, (1,0) e T é retangulo. Sua base mede 1, sua altura mede
tg x e, pelo teorema de Pitagoras,

OT = /1 +tg?x = secx.

No primeiro quadrante, portanto, a tangente aparece como a altura do ponto T e a
secante como o comprimento do segmento OT.

Tangente e fungdes associadas
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Figura 5.6. A reta tangente X = 1 transforma ¢/raio de 4ngulo x no ponto T = (1,tg x). No

primeiro quadrante,

Quando cosx = 0, o raio é vertical e ndo encontra a reta X = 1 em um ponto
finito. Esse é exatamente o motivo geométrico para tangente e secante nio estarem
definidas nesses valores.

A tangente tem periodo , pois

sen(x + ) —senx

tg(x + ) = = =tgx

& cos(x + ) —cosx &

Em cada intervalo entre dois zeros consecutivos do cosseno, seu grafico forma um
ramo. As retas

/s
x=—-+kn
2

sdo assintotas verticais.

y=tgx

| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
t t t >+
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |

Figura 5.7. A tangente tem periodo 7 e assintotas verticais nos zeros do cosseno.

A secante ¢ o reciproco da coordenada horizontal de P,.. Portanto, quando P, se apro-
xima dos pontos superior ou inferior da circunferéncia, essa coordenada se aproxima
de zero e 0o modulo da secante cresce. Como | cos x| < 1, onde a secante esta definida
temos

|secx| > 1.

Portanto,
Im(sec) = (—co, —1] U [1, ).
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Exemplo 5.9.

Determine o dominio de
g(x) = sec(2x)

e explique geometricamente por que esses pontos precisam ser excluidos.

Solucao. A secante exige cos(2x) # 0. Os zeros do cosseno ocorrem quando
T
2x = = + km,
2

isto é,

=~

—, ke?Z.
2
Portanto,
k
Domgz]R\{%+7ﬂ : keZ}.

Nesses pontos o denominador da secante se anula; no grafico, eles correspondem as
retas verticais que separam seus ramos. ]

5.5.2. Cotangente e cossecante

5.3 Definicao

Nos pontos em que sen x # 0, definimos

cotgx = . cossecx = 0
sen x sen x

Assim,
Dom(cotg) = Dom(cossec) = R\ {kx : k € Z}.

A cotangente troca os papéis das coordenadas:

nos pontos em que ambas as expressdes estao definidas.

A construcdo anterior também tem uma versao horizontal. Para 0 < x < /2, pro-
longue o raio OP, até a reta Y = 1, tangente a circunferéncia em (0, 1). O ponto de
intersecao é

C = (cotgx, 1),
e o comprimento OC vale cossec x. Assim, tangente/secante e cotangente/cossecante

sdo construcdes simétricas: numa usamos a reta tangente vertical X = 1; na outra, a
reta tangente horizontal Y = 1.

No primeiro quadrante, esses comprimentos coincidem com os proprios valores de
sec x e cossec x. Fora dele, as formulas algébricas preservam os sinais corretos, en-
quanto comprimentos geométricos correspondem a valores absolutos.
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A cotangente tem periodo . Seus zeros ocorrem quando cos x = 0, isto é,
Vg
x = 5 + ko, ke?z,

e as retas x = krr sdo assintotas verticais, pois nesses pontos o seno se anula.
A cossecante, como reciproco do seno, tem o mesmo sinal do seno e satisfaz
| cossecx| > 1

onde esta definida. As retas x = kx sdo suas assintotas verticais. De modo analogo,
a secante tem o mesmo sinal do cosseno e suas assintotas sdo x = /2 + k.

Yy = cossecx

;

1

‘
Yy =secx

‘

|

|

|

‘

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I 5
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Figura 5.8. Secante e cossecante sdo reciprocos de cosseno e seno. Os zeros do denominador
se tornam assintotas verticais, e os graficos permanecem fora da faixa -1 < y < 1.

Exercicios
Ex. 5.33 Determine o dominio natural. 1. tg(/4).
1. tg x. 2. tg(57/6).
2. sec(3x — 1 /4). 3. sec(2/3).
3. cotg(x — 7 /3). 4. cossec(71/6).

4. cossec(3x).
Ex. 5.35 Mostre que tg é impar e que sec ¢é par.

Ex. 5.34 Calcule exatamente.
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Exercicios

Ex. 5.36 Verifique as identidades e indique exa- 1. 1+tg?x = sec? x.

tamente onde valem.

2.1+ cotg2 x = cossec X.

Quadro de consulta

Na tabela, o dominio é R sem os pontos indicados na segunda coluna, e k percorre Z.
Para tangente, cotangente, secante e cossecante, cada ponto excluido ¢ corresponde a
assintota vertical x = c¢. Seno e cosseno nio possuem assintotas. A coluna T registra
o periodo fundamental.

Pontos excluidos

Funcio do dominio Imagem T, Paridade
sen x nenhum [—1,1] 27 impar
cosx nenhum [-1,1] 2 par

tg x /2 +krx R m  impar
cotg x km R n  impar
secx /2 +kn (=00, —1]U[1,0) 27 par
cossec x ko (—o0,—1]U[1,00) 27  impar

5.6. Simplificacao de expressoes
trigonométricas

As identidades trigonométricas permitem simplificar expressdes, mas é necessario
preservar as restricdes da expressdo original. Por exemplo, se sen x # 0,

1—cos®x B sen® x

sen x sen x

A expressdo simplificada esta definida para todo x, mas a original ndo esta definida
nos multiplos inteiros de 7; a igualdade vale apenas fora desses pontos. Do mesmo

modo, se cosx # 0,
tgx  senx/cosx
= = senx.
sec x 1/ cosx

Novamente, a simplificacio nio acrescenta ao dominio os pontos excluidos no inicio.
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Exemplo 5.10.

Simplifique
sen x sen x

" 14cosx 1—cosx’

Solucdo. No dominio da expressdo original, cosx # +1. Tomando denominador

comum,
g sen x(1 — cosx) + sen x(1 + cos x)
1—cos? x
2senx 2
=——= = 2 cossec x.

sen?x  senx
Os pontos com sen x = 0 ja estavam excluidos da expressio original. |
Exemplo 5.11.
Simplifique

_ tgx +cotgx

sec x cossec x

q
Solucao. Quando senx cosx # 0,
sen® x + cos® x 1
tgx + cotgx = = ,
Sen x cos x Sen x cos x
enquanto
1
secx cossecx = ————.
Sen x cos x
Logo, E = 1 em todo o dominio da expressdo original. ]
Exemplo 5.12.
Simplifique
1 1
~ 1-senx 1+senx’
<
Solucdo. No dominio original, sen x # +1. Assim,
B = (1 +senx)—(1—senx)
1—sen? x
2senx 2t
=——= X Sec X.
cos? x &
|
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Exemplo 5.13.

Simplifique

sen(x + y) + sen(x —
= ( y) ( y)’ senx + 0.
2senx

q
Solucdo. Pelas formulas de adigéo,
sen(x + y) + sen(x — y) = 2sen x cos y.
Portanto, E = cos y no dominio indicado. ]
Exercicios
Ex. 5.37 Considere Ex. 5.38 Verifique cada identidade no dominio
em que os dois lados estdo definidos.
1. sect — cost = tgt sent.
1 — cos(2x)
F(x) = ———22
() [ 9 seny +cosy:1

" cossecy  secy
1. Determine o dominio da expressao original e sim-
plifique-a. 3. tg A+ tgB = sen(A + B)

cos Acos B’

2. Compare esse dominio com o da expressdo sim- 4. cossect — sent = cost cotgt.

plificada.
5. sen(3t) = 3sent — 4sen’ t.
3. Resolva F(x) = 0 e explique o que aconteceria se

as restrlgoes originais fossem esque01das. 6. sen(20) -9 sen3 0cosf + 2send COS3 0.

Exercicios
Ex. 5.39 Determine a imagem de secx e de Ex. 5.40 Mostre que a cotangente tem periodo
cossec x a partir das desigualdades | cos x| < 1e|senx| < 7.
1.
Ex. 5.41 Determine o sinal de tg x em cada qua-
drante.
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Escolha da forma algébrica

Uma identidade trigonométrica pode ser empregada para colocar uma expressio em
uma forma mais adequada ao problema considerado. Dependendo da expressao,
pode ser conveniente preservar um fator, reduzir poténcias ou transformar produ-
tos em somas.

Exemplo 5.14 — Trés maneiras de reconhecer a estrutura.

Reescreva as expressoes abaixo de uma forma que destaque uma estrutura simples:

A = sen> x cos® x, B = sen? x cos? x, C = sen(3x) cos x.

Solucdo. Em A, a poténcia do seno é impar. Convém separar um fator sen x e con-

2 2

verter o restante usando sen® x = 1 — cos® x:

A = senx sen® x cos? x

sen x(1 — cos? x) cos? x

= sen x(cos? x — cos? x).

A expressdo ficou escrita como um fator sen x multiplicando um polinémio em cos x.
Em B, as duas poténcias sdo pares. A identidade de angulo duplo é mais natural:

1 1
sen® x cos? x = 1 sen?(2x) = g(l - cos(4x)).

Em C, os argumentos sio diferentes. Das formulas de adicéo,
sen(u + v) + sen(u — v) = 2senucosv.
Tomandou =3xev = x,
1
sen(3x) cosx = E(sen(4x) + sen(2x)).

Os trés calculos usam identidades conhecidas, mas com objetivos diferentes: preser-

var um fator, reduzir poténcias ou transformar um produto em soma. |
Exercicios
Ex. 5.42 Reorganize Ex. 5.43 Reorganize
tg3 x sec® x
5 4

sen” x cos* x
de modo a deixar em evidéncia um fator sec x tg x e es-

crever o fator restante apenas em termos de sec x.

de modo a deixar um Unico fator sen x e escrever todo o
restante apenas em termos de cos x.
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Ex. 5.44 Use identidades de produto e soma para 2. cos(3x) cos x como soma de cossenos.
reescrever.
3. sen’ x cos® x usando apenas uma constante e
1. sen(5x) cos(2x) como soma de senos. cos(4x).

5.7. Modelos periodicos

Exemplo 5.15 — Massa presa a uma mola.
Em um modelo idealizado de massa presa a uma mola, a posi¢do em relacdo ao equi-
librio é

s(t) = 0,08 cos(4t),

com s em metros e t > 0 em segundos. Determine a amplitude, o periodo e os
instantes em que a massa passa pela posicéo de equilibrio.

Solucao.

A amplitude é 0,08 metro, ou 8 centimetros. Como o argumento aumenta 2 quando
o tempo aumenta T, temos 4T = 27 e, portanto, T = 7 /2 segundo. A massa esta no
equilibrio quando s(t) = 0, isto é,

cos(4) =0 <= 4= % + k.

Logo,
. T N kr
T8 4
para os inteiros k que tornam ¢ > 0. Neste caso, k =0, 1,2, .... ]
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Exercicios

Ex. 5.45
centro estd a 20 m do solo e completa uma volta a cada

Uma roda-gigante tem raio 18 m, seu

40 s. Um passageiro inicia no ponto mais baixo. Dé uma
funcao que modele sua altura.

Ex. 5.46
riodicamente entre 16°C e 24°C, com periodo de 8 horas.

A temperatura de uma cdmara varia pe-

Determine a amplitude e a linha média e dé um modelo
cossenoidal que comece no valor maximo.

Ex. 5.47 Uma maré é modelada por

Tt
h(t) = 2,5+ 1,2sen (?) ,
com h em metros e t em horas. Determine altura média,

amplitude e periodo.

Ex. 5.48 Um sinal sonoro puro é modelado por

s(t) = Acos(2r ft), f>o.
Mostre que seu periodo é 1/ f.

Ex. 5.49
minimo 1 e periodo fundamental 10. No instante ¢t = 0,

Uma oscilagdo senoidal tem maximo 9,

seu valor é 3 e esta diminuindo.

Fungdes trigonométricas inversas

1. Determine A, B, D e ¢ no modelo f(t) = D +
Asen(Bt +¢),com A,B>0e0 < ¢ < 27.

2. Explique por que informar apenas f(0) = 3 néo
determinaria a fase.

3. Determine o primeiro instante ¢ > 0 em que

ocorre um minimo.

Ex.5.50 A tensido de uma rede elétrica idealizada

¢ modelada por
V(t) = 170 sen(1207t),

com t em segundos. Determine a amplitude, o periodo e
a frequéncia da oscilagao.

Ex. 5.51
dia em certa localidade é modelado, de forma simplifi-

O numero médio de horas de luz por
cada, por
D(t) = 12 + 2,5 ( 27 ¢ 172))
= ,5c0s | —(t— ,
365
em que t é o numero de dias ap6s o inicio do ano. Deter-

mine a linha média, a amplitude, o periodo e o instante
em que o modelo prevé o maximo.

5.8. Funcoes trigonométricas inversas

Seno, cosseno e tangente repetem seus valores. Por exemplo, ha infinitos dngulos

com seno igual a 1/2. Assim, a pergunta “qual é o angulo cujo seno é 1/2?” néio

possui resposta tinica enquanto considerarmos toda a reta.

Para construir uma inversa, precisamos escolher um trecho do grafico em que cada

valor apareca uma Unica vez. Fazemos aqui o mesmo tipo de restri¢io que apareceu

nas poténcias pares: restringimos o dominio a um intervalo em que a funcéo seja

bijetora e entdo invertemos essa restrigao.

As escolhas usuais sio as seguintes:

112



Funcgdes de uma Variavel / Fungdes trigonométricas

Funcao dominio escolhido imagem inversa

seno [-7/2,7/2] [-1,1]  arcsen
cosseno [0, 7] [-1,1]  arccos
tangente (—m/2,7/2) R arctg

A imagem de cada restri¢do é o dominio da inversa; o intervalo escolhido é a imagem
da inversa. Outros intervalos poderiam ser usados, mas dariam outras escolhas de
angulo.

Por exemplo, arcsen(1/2) é o Gnico angulo de [—x/2, 7 /2] cujo seno vale 1/2: por-
tanto, arcsen(1/2) = n/6. A func¢io arco-seno inverte o seno nesse intervalo, onde
ele é estritamente crescente. Assim,

sen(arcsenx) =x (-1<x<1),

arcsen(senx) =x (—-r/2<x<1n/2).

Exemplo 5.16.

Calcule
(sen )
arcsen senT

e explique por que o resultado néo é 37 /4.

Solucao. Temos

37[_\/5

sen — = —.
4 2

O arco-seno devolve o tinico angulo de [—7/2, /2] cujo seno vale v2/2. Esse dangulo
é /4. Logo,

( 3 ) T
arcsen|{sen — | = —.
4 4

A composicdo arcsen(senx) = x s6 vale quando x pertence ao ramo [—r/2,7/2]

usado para definir a inversa. ]
y =senx y = arcsen x
2 4

1 7777777 | ﬂ/ |

| |

| |

l l

/2 /2 -1 1
l l
| - _1<7 |

- _ﬂ-/zt
Figura 5.9. A funcéo seno em [—n/2, /2] Figura 5.10. A funcio arco-seno

A mesma construcdo vale para cosseno e tangente. A funcio arco-cosseno inverte
o cosseno em [0, ], onde ele é estritamente decrescente e assume todos os valores

Fungdes trigonométricas inversas
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de [-1,1]:

cos(arccosx) =x (-1<x<1), arccos(cosx) =x (0 < x < ).

A fungédo arco-tangente inverte a tangente em (- /2, 7/2), intervalo em que ela é
estritamente crescente e assume todos os valores reais:

tglarctgx) = x (x € R), arctg(tgx) =x (—m/2 < x < x/2).

Em ambos os casos, como no par seno/arco-seno mostrado acima, o grafico da funcao
inversa é o reflexo do grafico da funcéo restringida em relacdo a reta y = x.

Exemplo 5.17 — O intervalo principal do arco-cosseno.

Descreva F(x) = arccos(cos x) para —r < x < 27 e calcule F(771/6).

Solucao. O arco-cosseno deve devolver um angulo de [0,77]. Se —7 < x < 0, a
paridade fornece cosx = cos(—x), e —x pertence ao intervalo principal. Se 0 <
x < m, o proprio x ji esti nesse intervalo. Finalmente, para 7 < x < 27, vale
cos x = cos(27 — x), com 27 — x € [0, r]. Portanto,

—X, -1 < x <0,
F(x) =1x, 0<x<m,

2r —x, mw<x<2r.

Em particular, F(77/6) = 57 /6. O cosseno preserva o valor procurado, mas a inversa
escolhe seu representante no intervalo principal. |

Exemplo 5.18 — Arco-tangente e composicao algébrica.

Calcule arctg(tg(57/3)) e reescreva G(x) = sen(arctg(2x — 1)) usando apenas opera-
¢Oes algébricas.

Solucao. A tangente tem periodo 7, e 57/3 — 2m = —n/3 pertence a (—n/2,7/2).
Assim,
arctg (tg 5—”) = —E.
3 3
Para a segunda parte, ponha 6 = arctg(2x—1). Entdotgf =2x—1e—-n/2<0 < n/2;
em particular, cos § > 0. Da identidade 1 + tg2 =1/ cos? 0,
1

JirCx—12

Como sen @ = tg 0 cos 0, concluimos que

cosf =

2x —1
G(x)= ———, x€eR

Ji+@x—1)2

Funcoes trigonométricas inversas
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O sinal positivo da raiz foi determinado pelo intervalo de 8. O numerador preserva o
sinal do seno: G(x) é negativo para x < 1/2, nulo em 1/2 e positivo para x > 1/2. m

As restri¢des impedem que a inversa devolva um adngulo fora do intervalo escolhido.
Por exemplo, 57/6 tem seno 1/2, mas

arcsen(sen(57/6)) = arcsen(1/2) = /6.

E 0 mesmo cuidado com o dominio que apareceu em vx?2 = |x|. Inverter uma fung¢ao
também nio significa tomar seu reciproco: arcsen x ndo é 1/ sen x.

Exercicios
Ex. 5.52 Indique dominio e imagem de arcsen, Ex.5.53 Explique por que arcsen x néo significa
arccos e arctg. 1/ senx e dé o nome da fun¢io 1/ sen x.
Exercicios
Ex. 5.54 Calcule Ex. 5.56 Calcule
3 1
arcsen (%) , arccos (—5) , arctg(—1). arctg (tg %) ‘
Ex. 5.55 Calcule ) .
; Ex. 5.57 Determine o dominio da funcéao
sen (arccos §> .
f(x) = arcsen(2x — 1).
Exercicios
Ex.5.58 Determine as expressdes nos intervalos 1. Mostre que o argumento do arco-cosseno per-
indicados e justifique as escolhas de sinal e de ramo. tence a (—1,1] para todo x € R e determine o

dominio de H.
1. arccos(cos x) para & < x < 37.
2. Tome 0 = arctg |x|. Determine o intervalo de 20
2. arctg(tg x) para —37/2 < x < —1 /2. e use a formula do cosseno do angulo duplo para
calcular cos(26).
3. sen(arccos x) e cos(arcsen x) para —1 < x < 1.
3. Conclua que H(x) = 2 arctg|x| e determine a ima-

gem de H.
Ex. 5.59 Aprofundamento. Considere

1—x?
H = .
(x) = arccos ( I x2)
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5.9. Modelos geométricos

As funcdes trigonométricas também aparecem quando uma grandeza depende de
uma direcdo. Nesses problemas, o passo principal é identificar o tridngulo ou a pro-

jecdo que traduz a situacéo fisica em seno, cosseno ou tangente.

Exemplo 5.19 — Altura de um prédio.

De um ponto situado a 35 m de um prédio, o dngulo de elevacio até o topo é 58°. A

camera esta a 1,6 m do chéo. Estime a altura do prédio.

Solucao. No modelo de terreno horizontal e prédio vertical, se H é a altura total,

H-16

te 58° =
& 35

Logo,
H =1,6+35tg58 = 57,6 m.

O termo 1,6 é indispensavel: a tangente fornece a diferenca de altura entre a cAmera

e o topo, ndo a altura total do prédio.

Exercicios

Ex. 5.60
mento a é afastado de um angulo 0 da vertical, como na

Para a > 0, um péndulo de compri-

figura.

Ik

Obtenha a elevacao vertical da massa em relacéo a posi-
¢do mais baixa e indique um dominio adequado para 6

Exercicios

Ex. 5.63
uma das margens retas de um rio de 1000 pés de largura.

Um observador estd no ponto A, em

Quando vé pela primeira vez uma corredora na margem
oposta, a linha de visdo forma um angulo de 30° com a

em uma oscilacdo sem voltas completas.

Ex. 5.61 Um observador estd a 40 m da base de
uma torre. O angulo de elevacdo até o topo é 37°, e seus
olhos estao a 1,7 m do chido. Estime a altura da torre,

explicitando o modelo geométrico empregado.

Ex. 5.62
linha reta, formando um angulo de 20° com a horizontal,

Apoés a decolagem, um avido sobe em

com velocidade de 200 pés por segundo. Quanto tempo
ele leva para atingir uma altitude de 10 000 pés?

margem. Um minuto depois, esse dngulo é de 40°. Su-
pondo que ela corra em linha reta, com velocidade cons-
tante e na direcdo indicada, determine sua velocidade.
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Exercicios

Ex. 5.64 Uma escada de 6 m esta apoiada numa que a rampa forma com a horizontal.
parede vertical e forma um adngulo de 65° com o chdo. A
que altura a escada toca a parede?

Ex. 5.66 Uma arvore projeta uma sombra de

14 m quando o angulo de elevacdo do Sol é 38°. Estime a

Ex. 5.65 Uma rampa sobe 1,2 m ao longo de um altura da arvore em terreno horizontal.
deslocamento horizontal de 8 m. Determine o dngulo

Sintese

A construgio desenvolvida neste capitulo parte da circunferéncia unitaria. Seno e
cosseno sdo definidos pelas coordenadas de seus pontos; tangente, secante, cotan-
gente e cossecante sdo obtidas por quocientes e reciprocos; para definir as fungdes
inversas, restringem-se os dominios a intervalos de injetividade. A descri¢do com-
pleta dessas funcdes envolve, assim, sua origem geomeétrica, seus dominios, suas

propriedades algébricas e seus graficos.
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6

Equacoes e Inequacoes

Eu usava cada verdade encontrada como uma regra para descobrir outras verda-
des.

René Descartes, Discurso do Método

Conhecidas as principais familias de funcoes, passamos a comparar seus valores.
Uma equacéo pergunta onde duas fun¢des coincidem; uma inequagéo pergunta onde
uma delas fica acima ou abaixo da outra. Assim, os problemas deste capitulo podem
ser lidos tanto algebricamente quanto por meio de graficos. Essa dupla leitura sera
util ao longo de todo o livro.

6.1. Equacoes

Sejam f : D - Re g : D —» R. Uma equacao na incognita x é uma igualdade da
forma

fx) = g().

O conjunto D é o dominio da equacido. Resolver a equacéo significa determinar
todos os valores a € D para os quais f(a) = g(a). Esses valores sdo suas solucoes
ou raizes, e o conjunto de todas elas é o conjunto-solucio:

Solf(x)=g(x) ={a € D | f(a) = g(a)}.

Quando néo houver risco de ambiguidade, escreveremos apenas Sol.

Ha duas interpretagdes que convém manter em mente. No grafico, as solugdes sdo
as abscissas dos pontos em que as curvas y = f(x) e y = g(x) se intersectam. Equi-
valentemente, se h = f — g, resolver f(x) = g(x) é determinar a imagem inversa de

zero por h, isto é, encontrar os zeros de h.

As solugdes de uma equagio dependem do dominio considerado. Por exemplo, 2x = 1
tem a solucéo 1/2 quando o dominio é R, mas néo tem solucdo quando o dominio é IN.
Quando o enunciado nao especificar o dominio, adotaremos o dominio real maximo

Neste capitulo

6.1 Equacdes 118
6.2 Inequacdes 129

6.3 Equacdes e Inequagdes Ex-
ponenciais e Logaritmicas 140

6.4 Equacdes e Inequagdes
Trigonométricas 144

Transformacdes e solu-
coes

De x = 1segue x* = 1,
mas a segunda equacédo
admite também x = —1.
Elevar ao quadrado pode,
portanto, acrescentar
solucdes. Quando uma
transformagio nao é
reversivel, os valores
encontrados devem ser
verificados na equacio
original.
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das expressoes envolvidas. Assim, em 1/x = 2, o valor x = 0 deve ser excluido antes
de qualquer manipulacéo.

Em geral, resolvemos uma equacéo transformando-a em outra mais simples. Duas
equacdes sdo equivalentes quando tém o mesmo conjunto-solucdo. Operagdes re-
versiveis, como somar o mesmo nimero aos dois membros ou multiplica-los por um
nimero nio nulo, preservam a equivaléncia. Outras operacdes podem produzir ape-
nas uma consequéncia da equacédo original. Elevar os dois membros ao quadrado,
por exemplo, pode criar candidatos que néo satisfazem a igualdade inicial.

Um roteiro para resolver equacdes

1. Determine o dominio em que todas as expressoes estdo definidas.

2. Simplifique a equagéo, indicando se cada transformagio é uma equivalén-
cia ou apenas uma implicacéo.

3. Encontre os candidatos a solucao.

4. Verifique no problema original os candidatos obtidos quando alguma etapa
néo for reversivel ou quando houver restri¢cdes de dominio.

5. Apresente o conjunto-solugao.

Por exemplo, —2 satisfaz 4x + 8 = 0, pois 4(—2) + 8 = 0. Nesse caso, as operacdes
usadas para isolar x sdo reversiveis e mostram também que nao hé outra solucéo.

6.1.1. Equacoes Polinomiais

Equacéo linear
Uma equacao linear na variavel x pode ser escrita como
ax+b=0,

em que a,b € Rea # 0. Somar —b aos dois membros e, em seguida, dividir por a
produz apenas equacdes equivalentes:

ax+b=0 <= ax=-b <= x=-—

Logo, Sol = {-b/a}.

Equacoes
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Exemplo 6.1 — Uma equacao linear.

Resolva 3x — 7 = 8.

<

Solucao. Somando 7 aos dois membros e dividindo o resultado por 3, obtemos
3x-7=8 < 3x=15 < x=5.

Portanto, Sol = {5}. A substituicdo 3 -5 — 7 = 8 confirma o resultado. ]

Antes de tratar das equagdes quadraticas, recordemos a propriedade do produto nulo:
um produto de nimeros reais é zero se, e somente se, a0 menos um de seus fatores
é zero. Quando um polinémio ja esta fatorado, essa propriedade costuma ser o cami-
nho mais curto para encontrar suas raizes.

Exemplo 6.2 — Um polinomio fatorado.

Resolva (x — 2)(x + 3) = 0.

4
Solucao. Pela propriedade do produto nulo,

(x—2)(x+3)=0 <= x—-2=0o0ux+3=0.
Assim, x = 2 ou x = =3, e Sol = {-3, 2}. n

Equacao quadratica

Sejam a,b,c € R, com a # 0. Uma equacido quadratica é uma equacgéo que pode ser
escrita na forma
ax? +bx +c=0.

A férmula de resolugio pode ser obtida completando um quadrado. Multiplicamos
os dois membros por 4a # 0 e reorganizamos os termos:

ax’+bx+c=0 < 4a%x% + 4abx + 4ac =0
—  (2ax)? + 2(2ax)b + b* = b* — 4ac
—  (2ax +b)? = b? — 4ac.

Denotamos por A = b? — 4ac o discriminante. Se A < 0, o quadrado do membro
esquerdo nao pode ser igual a A, e a equacdo ndo tem solugdes reais. Se A > 0, entdo

2ax +b = i\/K,
de onde obtemos

—b + Vb? — 4ac

2a

X =

Equacoes
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Portanto,
Q, A <O,

Solgx2bxte=0 = i_b + \/K

}, A > 0.
2a

Exemplo 6.3 — Aplicacao da formula quadratica.

Resolva 2x2 + x —3 = 0.

4
Solucao. Neste caso,a =2,b=1ec = —-3. Logo,
A=12-4.2-(-3)=25
e
—-1+5
x = .
4

As duas solugdes sdo x = 1 e x = —3/2. Portanto, Sol = {-3/2,1}. ]

Equacoes biquadraticas
Uma equagdo biquadratica na variavel x é uma expressdo da forma:
ax* +bx? +c=0,

onde a,b,c sio ntimeros reais e a # 0. Para resolver uma equagio biquadratica,
fazemos a substituicio t = x? e, portanto, t* = x*. A equacdo ax* + bx? + ¢ = 0
transforma-se na quadratica at® + bt + ¢ = 0. Ha, contudo, uma restricio que deve

2

acompanhar a substitui¢do: comot = x*, necessariamente t > 0. Descartamos, assim,

as raizes negativas em ¢. Para cada raiz ¢t > 0, obtemos x = +4t; se t = 0, obtemos
apenas x = 0.

Exemplo 6.4.

Resolva a equacéo xt—13x% +36 = 0.

Solucao. Fazendo a substituicio t = x? obtemos t? — 13t + 36 = 0, cujas raizes sio
t; = 4 e t; = 9. Agora resolvemos na incognita x. Lembrando que t = x? temos:

x2=40ux?=9

e logo
Sol = {—3,-2,2,3}

Equacdes polinomiais de grau mais alto nem sempre admitem uma féormula simples
de resolucdo. A fatoracdo, as substitui¢des adequadas e informagdes sobre as raizes

Equacoes

121



Funcdes de uma Variavel / Equacoes e Inequagdes Equacoes

tornam-se entdo especialmente importantes. Em um contexto mais amplo, temos o
resultado seguinte.

6.5 Proposicao
Um polinémio real ndo nulo de grau n possui no maximo n raizes reais distin-

tas. Contadas as multiplicidades, o nimero de raizes reais também nao pode
exceder n.

Demonstracdo. Pelo Teorema do Fator, cada raiz distinta r fornece um fator x —r. Se
r1, ..., sdo raizes distintas, entao

(=) (=)

divide o polinémio. Esse produto tem grau k, logo k < n. Se uma raiz tem multi-
plicidade m, seu fator aparece m vezes; o mesmo argumento mostra que a soma das
multiplicidades reais é no maximo n. ]

Em R, o limite superior dado pela proposicdo nao precisa ser atingido. Por exemplo,
x% +1 ndo possui raizes reais. Para o que faremos neste livro, basta distinguir fatores
lineares reais de fatores quadraticos sem raizes reais.

Exercicios
Ex. 6.1 Dada uma equacio quadratica ax® +bx + Ex. 6.2 Na equacio x? — 2mx + m — 1 = 0 deter-
¢ = 0 com raizes x7, x, mostre que: mine m de modo que:
b , . o
1. A soma das raizes ¢ igual a —, isto é, S = x| + 1. as raizes sejam opostas, isto €, x; = —x;
a
—b
Xy = —. , . . . . 1
a 2. as raizes sejam inversas, isto é, x; = =
2
c
2. O produto das raizes é igual a —, isto é, P =
c a
Xy Xy = —.
1742 a
Exercicios
Ex. 6.3 Resolva as seguintes equagdes polinomi- 3. (x2-2)(x2-9)=0.

ais:
4. x* —24x* —25 = 0.
1. 2x — 3(x — 1) = 8(x + 3).
5. 2x* —5x2 +3=0.
2. x(x? —4) = 0.
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Equacoes

6. (x? —=3x+2)? -3(x*=3x+2)=0. (Dica: na tltima equacio, faca y = x? — 3x + 2.)
Exercicios
Ex. 6.4 Sem efetuar a divisdo, determine o resto Ex. 6.5 Determine todos os valores reais de k

da divisio de g(x) = 2x°> — 3x* + x? — 7 por x — 2 e por para os quais x + 2 seja fator de r(x) = x> + kx? — 4x + 8.
x + 1. Justifique pelo teorema do resto. Para cada valor encontrado, fatore completamente r.

6.1.2. Equacdes Envolvendo Expressdes Racionais

Ao resolver uma equagio com expressdes racionais p(x)/q(x), comecamos excluindo
os valores para os quais algum denominador se anula. Depois disso, podemos mul-
tiplicar os dois membros por um denominador comum: essa multiplicacdo é uma
equivaléncia no dominio ja estabelecido, pois o fator usado é diferente de zero em
todos os pontos desse dominio. Ao final, os candidatos devem ser comparados com
as exclusdes iniciais.

Exemplo 6.6 — Um primeiro exemplo.

Resolva

Solucao. O denominador impde x # 1, de modo que D = R\ {1}. Em D, podemos
multiplicar os dois membros por x — 1:
1 3

=2 = 1=2(x-1) <= x=-=-.
x—1 2

Como 3/2 € D, temos Sol = {3/2}. |

O exemplo seguinte mostra por que a restricao de dominio deve ser registrada antes
de eliminar denominadores.

Exemplo 6.7 — Um candidato excluido pelo dominio.

Resolva
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Soluc¢ao. O dominio é D = R\ {1}. Multiplicando por x—1, operac¢ao valida somente
nesse dominio, obtemos x = 1. Esse é o tinico candidato, mas ele nio pertence a D.
Portanto, a equacdo nio possui solugio: Sol = @. [

No préximo exemplo, o denominador comum elimina as fra¢des, mas conduz a uma
equacdo quadratica. Convém separar com clareza essas duas etapas.

Exemplo 6.8.

Resolva a equacéo:
X x—2

_ 1=

1—x X B

Solucao. Dominio. Os denominadores se anulam em x = 0 e x = 1. Logo,
D =R\ {0, 1}

Redugdao algébrica. Em D, colocamos as parcelas sobre o denominador comum x(1 —

x):

x +x—2_1:x2+(x—2)(1—x)—x(l—x)
1-—x x x(1—x)
_x2+2x—2_
T ox(1-x)

Como o denominador nio se anula em D, a tltima fracéo é zero exatamente quando
seu numerador é zero. Assim,

X2 +2x—2=0,

cujas raizes sdo —1 —+/3 e —1 + /3.
Verificagdo. Nenhuma das duas raizes é 0 ou 1; ambas pertencem ao dominio. Por-

tanto,
Sol = {—1—+/3,—1+ 3}

u

Exercicios

Ex. 6.6 Resolva as seguintes equagdes: 2 2 % -1

x2-1 x-1
1 al + P 5 -2 -1
“Tx2 T ro1 T 3.6x 2 —17x"1+12=0.

Equacoes
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6.1.3. Equacoes Envolvendo Raizes

Nas equacdes com radicais, o dominio e o sinal dos membros orientam cada passo.
Para uma raiz de indice par, o radicando deve ser ndo negativo; raizes de indice impar

estdo definidas para todo radicando real. Além disso, de u = v sempre podemos

concluir #* = v2, mas a reciproca nio vale sem informacdes sobre os sinais. Por

exemplo, x*> = 1 tem as solucdes —1 e 1, enquanto x = 1 tem apenas a segunda.
Em particular, a igualdade \/u(x) = v(x) equivale ao sistema
u(x) = v(x)?, u(x) >0, v(x) > 0.

Também é possivel elevar ao quadrado, obter candidatos e substitui-los na equacio
original. A formulacéo pelo sistema, porém, ajuda a localizar desde o inicio as con-
di¢des que tornam a operacéo reversivel.

Exemplo 6.9 — Isolando uma raiz.

Resolvavx +5 = 3.

Solucdo. O dominio exige x > —5. Como ambos os membros da igualdade sdo nio
negativos, podemos eleva-los ao quadrado preservando a equivaléncia:

Vx+5=3 <= x+5=9 <= x=4.

O valor 4 pertence ao dominio, e Sol = {4}. ]

Exemplo 6.10 — Uma raiz e uma expressao variavel.

Resolvavx+1=x—1.

Solucdo. O radical exige x > —1. Como o membro esquerdo é nao negativo, uma
solucdo também precisa satisfazer x—1 > 0, isto é, x > 1. Sob essa condi¢do, quadrar
preserva a equivaléncia:

Vx+l=x-1 = x+1=(x-1)>
= x(x—-3)=0.

A equagio polinomial fornece os candidatos 0 e 3, mas somente 3 satisfaz x > 1. De
fato, V3 + 1 = 3 — 1. Portanto, Sol = {3}. [ ]

Quando ha mais de um radical, a estratégia usual é isolar um deles antes de elevar
ao quadrado. Esse procedimento pode precisar ser repetido; a cada repetigdo, as
condicoes de dominio e de sinal devem continuar visiveis.

Equacoes
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Exemplo 6.11.

Resolva a equacio v9x + 4 + v/3x — 4 = 24/3x.

Solucdo. Dominio. Os trés radicandos devem ser ndo negativos:

4 4 4
D= [——,oo) N [—,oo) N [0,00) = [—,oo> .
9 3 3
Redugdo. Em D, os dois membros sdo ndo negativos. Podemos, portanto, elevar a
igualdade ao quadrado sem perder a equivaléncia:

(Vox+4+V3x— 4)2 = (2V3%)2,
12x + 2y (9x + 4)(3x — 4) = 12x.

Logo,

JOx + 4)(3x —4) = 0,

o que fornece x = —4/9 ou x = 4/3.
Selegdo e wverificagdo. O primeiro valor ndo pertence ao dominio, de modo que é
descartado. Para x = 4/3, a igualdade original se torna 4 + 0 = 4. Assim,

sol = {21,

Uma outra técnica frequentemente usada na resolugio de equagdes envolvendo ra-

izes é multiplicar a equacdo por uma expressdo diferente de zero, em especial pelo
conjugado.

Exemplo 6.12.

Resolva a equaciio v3x2 — 2x + 15 — V3x2 — 2x + 8 = 1.

Solucao. Escrevamos
A=+3x2—-2x+15 e B=+3x2-2x+38.

Os dois radicandos sdo positivos para todo x € R: seus discriminantes sdo negativos
e os coeficientes de x? sio positivos. Portanto, o dominio é R, e o conjugado A + B é
sempre positivo.
A equacio original é

A-B=1. (6.1)

Multiplicando seus dois membros por A + B, obtemos
(A-B)(A+B)=A+B.

Como A? — B? = 7, segue que
A+B=T7. (6.2)

Equacoes
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Somando (6.1) e (6.2), encontramos 2A = 8 e, portanto, A = 4. Logo,
3x2 -2x+15=16 < 3x°—2x—-1=0.

As raizes dessa equagio sdo x = —1/3 e x = 1. Em ambos os casos, A = 4e B = 3,
de modo que A — B = 1. Portanto,

Sol = {—l,l}.
3
]
Exercicios
Ex. 6.7 Resolva as equacdes com radicais: 3. V4x —3+5x — 1 =+/15x + 4.
LVx+1=8—-3x—1. 4.3x+34-x-3=1

2. \/x+\/x+11+\/x—\/x+1 = 4.

6.1.4. Equacoes Envolvendo Médulos

O moédulo |u| representa a distancia entre u e 0 na reta real. Por isso, se a > 0, a
equagdo |u| = a descreve dois valores possiveis para u:

u=a < wu=aouu=-a

Se a = 0, temos apenas u = 0; se a < 0, ndo ha solucdo. Quando aparecem varios
modulos, os zeros das expressdes internas dividem a reta em intervalos. Em cada
intervalo, o sinal dessas expressdes é conhecido e os modulos podem ser retirados
de acordo com sua defini¢éo.

Exemplo 6.13.

Determine os nimeros reais que satisfazem a igualdade

lx + 1] = 3.

<
Solucdo. Aqui podemos aplicar diretamente a equivaléncia fundamental:
lx+1=3 < x+1=3o0ux+1=-3.
O primeiro caso fornece x = 2; o segundo, x = —4. Logo, Sol = {—4, 2}. Geometrica-
mente, x + 1 deve estar a uma distancia 3 da origem. |

Equacoes
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Exemplo 6.14.

Resolva a equagéo
lx — 1] — 2|x — 2| = 3.

Solucao. As expressdes internas se anulam em x = 1 e x = 2. Esses dois pontos
dividem a reta em trés intervalos, que analisamos separadamente.
Caso (i): x < 1. Temos |[x — 1| =1 —x e [x — 2| = 2 — x. Logo,

1-x-22-x)=-3 < x=0.

Como 0 < 1, o valor encontrado ¢é valido neste caso.
Caso (ii): 1 < x < 2. Agora, |[x — 1| =x—1e|x — 2| =2 — x. Assim,

2
x—1-22-x)=-3 < x =3

Esse valor ndo pertence ao intervalo considerado e deve ser descartado.
Caso (iii): x > 2. Os dois termos internos sdo nio negativos, e

x—1-2(x—-2)=-3 <= x=6.

Como 6 > 2, esse valor ¢é valido. Reunindo os casos, obtemos

Sol = {0, 6}.
[
Exercicios
Ex. 6.8 Resolva as seguintes equagdes com mo- 4 |-x+2/=2x+1
dulos:
5 x+1]+|x—=2|=1
1. |x| = x?
6. 5x —x*—6| =x*—5x+6
2. |x2—3|=2
lx— 1] —2]x — 2]
3. xl=x+2 C 43k -3=4
Exercicios
Ex. 6.9 Resolva |[2x — 5| + |x + 1| = 11 mediante reta real.

uma divisdo em intervalos e represente as solugdes na

Equacoes
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6.2. Inequacoes

Nas equacdes, procuramos os valores em que duas expressdes sdo iguais. Nas ine-
quagdes, procuramos os valores em que uma delas é maior ou menor que a outra.
Graficamente, resolver f(x) > g(x) significa determinar as abscissas para as quais o

grafico de f est4 acima do grafico de g.

Uma inequacdo em uma variavel compara duas expressdes por meio de um dos sim-
bolos <, <, > ou >:

flx) < glx), fx) < glx), f(x) > g(x), flx) > g(x).

Seu dominio é D = Dom f N Dom g. Uma solucao é um valor de D que torna
verdadeira a desigualdade; o conjunto de todos esses valores é o conjunto-solucao.
Assim,

Solf(x)<g(x) ={a € D | f(a) < g(a)},

Sol f(x)<g(x) ={a € D| f(a) < g(a)},

Solf(x)>e(x) ={a € D | f(a) > g(a)},

Sol (x)>g(x) ={a € D| f(a) > g(a)}-

Quando estiver claro a qual inequagao nos referimos, usaremos simplesmente Sol.

Subtraindo g(x) dos dois membros, toda inequacdo pode ser convertida em um es-
tudo do sinal de A(x) = f(x) — g(x). Por exemplo,

f(x) > g(x)

Essa observacédo explica por que zeros, pontos excluidos do dominio e quadros de

= h(x)>0.

sinais aparecem repetidamente nesta secéo.

Um roteiro para resolver inequacdes

1. Determine o dominio.

2. Leve todos os termos para um dos membros e, quando possivel, fatore a
expressao.

3. Identifique os pontos criticos: zeros do numerador, zeros do polinémio e

valores excluidos por denominadores ou radicais.
4. Estude o sinal nos intervalos determinados por esses pontos.

5. Selecione os intervalos desejados e decida, ponto a ponto, quais extremos
podem ser incluidos.

E especialmente perigoso multiplicar uma inequacéo por uma expressio cujo sinal
é desconhecido: se ela for negativa, o sentido da desigualdade deve ser invertido; se

Inequacoes

Intervalos de sinal
constante

Os zeros dos fatores e
os pontos excluidos do
dominio dividem a reta
em intervalos. Em cada
um deles, o produto ou
quociente de polind-

mios tem sinal constante.

Basta, portanto, testar
um ponto de cada inter-
valo; o sinal ndo precisa
mudar ao passar por
cada zero.
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for zero, a operacao pode nem sequer ser reversivel. O quadro de sinais evita esse
problema.

Exemplo 6.15.

Resolva |x — 1| < |x + 3| e interprete geometricamente a desigualdade.

Solucdao. Como ambos os membros sdo ndo negativos, podemos elevar ao quadrado:
(x-102<(x+3)P = -2x+1<6x+9 <= x>-1.

Geometricamente, comparamos as distancias de x aos pontos 1 e —3. O ponto médio
é —1; a direita dele, x estd mais perto de 1 do que de —3, exatamente como indica o

conjunto-solucio (—1, +c0). [ ]
Exercicios
Ex. 6.10 No grafico, estdo representadas f(x) = Ex. 6.11 Uma peca deve medir 25 mm, com to-

x e g(x) = 2—xno dominio [—1, 3]. Determine os conjun- lerancia estrita de 0,02 mm. Escreva uma inequa¢io mo-
tos-solucdo de f(x) = g(x), f(x) > g(x) e f(x) < g(x). dular e determine os comprimentos aceitos.

N f

~

6.2.1. Inequacdes Envolvendo Polinémios

Inequacio linear

Uma inequacdo linear é uma inequacio que pode ser escrita em uma das seguintes
formas:
ax+b<0 ax+b<0

ax+b>0 ax+b>0

onde a,b sdo nimeros reais e a # 0. Para resolvé-la, usamos as propriedades de
ordem de R.
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Propriedades das desigualdades

1. Compatibilidade com a soma:

a<b = a+c<b+ec

2. Compatibilidade com a multiplica¢do por nimero néo negativo:

a<b,¢c>0 = ac<be

3. Compatibilidade com a multiplicacdo por niimero nio positivo:

a<b ¢c<0 = ac>bc

As propriedades também valem com >, invertendo as desigualdades corres-
pondentes. Para desigualdades estritas, a soma preserva o sinal; a multiplica-
¢do preserva o sinal se ¢ > 0 e o inverte se ¢ < 0. Se ¢ = 0, os dois produtos

sdo iguais.

Exemplo 6.16 — Uma primeira inequacao linear.

Resolva 2x — 3 < 5.

Solucdo. Somar 3 aos dois membros e dividir por 2 > 0 preserva o sentido da desi-

gualdade:

2x—3<5 <= 2x<8 <= x<4.
Logo, Sol = (—o0,4). [ ]
Exemplo 6.17.

1
Resolva a inequagéo i + 125 < 335.

Solucao. Subtraimos 125 dos dois membros e multiplicamos por 5 > 0. As duas
operacdes preservam o sentido da desigualdade:

1 1
§x+125£335 —= §x£210 <= x < 1050.

Logo, Sol = (—00,1050]. ]

Inequacoes
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Exemplo 6.18.

Resolva a inequacdo —3x + 12 > 15.

Solucao. Subtraindo 12 dos dois membros, obtemos —3x > 3. Em seguida, dividi-
mos por —3. Como esse nimero é negativo, o sentido da desigualdade se inverte:

—3x>3 = x<-1
Portanto, Sol = (—co, —1). ]

Para polindmios de grau maior, a fatoracdo transforma o problema em um estudo
dos sinais dos fatores. Suponha, por exemplo, que

p(x) = alx —r)™ - (x — r)™, rp < <71

Em cada intervalo determinado pelas raizes, o sinal de cada fator x—r; é fixo; por isso,
o sinal do produto também é fixo. Ao atravessar uma raiz de multiplicidade impar, o
sinal do fator correspondente muda; ao atravessar uma raiz de multiplicidade par, ele
permanece o mesmo. Essa observacao algébrica é suficiente para todos os quadros
de sinais construidos a seguir.

Inequacdes quadraticas e polinomiais

Uma inequacio quadratica é uma desigualdade que pode ser colocada em uma das
formas:
ax? +bx+c¢<0 ax?+bx+c<0

ax?+bx+c>0 ax?+bx+c>0

onde a, b, ¢ sio numeros reais e a # 0. Se A > 0, resolvemos ax® + bx +¢c = 0 e
fatoramos o polindmio por meio de suas raizes. Os fatores obtidos determinam o
sinal em cada intervalo. Se A < 0, a identidade

( +£>2_A
x 2a 4a2

mostra diretamente que a expressdo tem sempre o sinal de a, pois o termo entre

ax’+bx+c=a

colchetes é positivo.

Nos casos < e >, as raizes ndo sao incluidas. Nos casos < e >, elas séo incluidas, pois
tornam o polindémio igual a zero.

Exemplo 6.19.

Resolva a inequagéo x% — 7x + 10 < 0.

Inequacoes
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Solucdo. As raizes de x% —7x +10 = 0sdo 2 e 5, de modo que
x% —7x+10 = (x — 2)(x — 5).

Ambas tém multiplicidade 1; portanto, o sinal do produto muda ao atravessar cada
uma delas. A direita de 5, os dois fatores sdo positivos. Percorrendo a reta para a
esquerda, obtemos os sinais indicados no quadro.

+ - +

2 5

Figura 6.1. Quadro de sinais de (x — 2)(x — 5).

Queremos os pontos em que o produto é negativo. Isso ocorre exatamente entre as

duas raizes. Como a desigualdade € estrita, 2 e 5 ndo pertencem ao conjunto-solugéo.

Logo,
Sol = (2,5).

1% \%

2 5

Figura 6.2. Representagio do conjunto-solucdo na reta real.

[
Exemplo 6.20 — Discussao geral da inequacao quadratica.
Suponha a > 0. Para que valores de x vale
ax’> +bx +c<0?
<

Solucao. Escreva A = b? — 4ac. Ha trés casos.
Caso (i): A > 0. Sejam x; < x; as duas raizes reais. A fatoracdo

ax? + bx + ¢ = a(x — x)(x — x)

permite ler o sinal de cada fator. Como a > 0, o produto é positivo fora do intervalo
entre as raizes e negativo dentro dele, conforme mostra o quadro.

(x—x) — + +

(x=x) — - +

(x = x)(x = x)

X1 X2

Figura 6.3. Quadro de sinais de (x — x;)(x — x,).

Portanto, neste caso, Sol = (xq, x,).

Inequacoes
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Caso (ii): A = 0. Ha uma raiz dupla r = —b/(2a), e
ax® + bx +c=alx—r)? > 0.

O polinémio nunca é estritamente negativo; logo, Sol = @.
Caso (iii): A < 0. Pela forma de quadrado completado apresentada acima, ax? +bx +c
tem sempre o sinal de a. Como a > 0, ele é positivo para todo x, e novamente

Sol = @. ]
Exercicios

Ex. 6.12 Dado a > 0, para que valores de x, Ex. 6.13 Dado a
ax? +bx +c¢>0? ax? 4+ bx +c¢ < 0?
Exemplo 6.21.

Determine as solugdes de

(x — D(x—5)3(x—-9)(x? +9) > 0.

Solucao. O fator x? + 9 é estritamente positivo para todo nimero real. Dividir por
esse fator ndo altera o sentido da desigualdade; portanto, o problema equivale a

(x—1(x-53x—-9)>0.

Os pontos criticos sdo 1, 5 e 9. Todos tém multiplicidade impar: as multiplicidades
sdo, respectivamente, 1, 3 e 1. Assim, o sinal do produto muda ao atravessar cada um
desses pontos.

A direita de 9, todos os fatores sio positivos, e o produto é positivo. Ao percorrer a
reta para a esquerda, os sinais nos quatro intervalos sdo, portanto,

X | (-00,1) (1,5) (5.9) (9,0)
x-Dx-53x=-9| - + -+

Escolhemos os intervalos de sinal positivo. Como a desigualdade é néo estrita, inclu-
imos também os trés pontos em que o produto vale zero. Logo,

Sol = [1,5] U [9, o).

Inequacoes

< 0, para que valores de x,
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Exercicios
Ex. 6.14 Resolva as seguintes desigualdades po- 6. (2x+3)2 <4
linomiais:

7.3x —1)>>9
L6+x—x2>0

8. (x — )3 (x + m)(x + ym)'® > 0
2.x2—1>0

9@-9@+mu+ﬁﬁ>o

10.5<2x+7<13
4.2-x—-x%>0

1. (x+ DB -x)(x—2)2>0
5. x2+2x+1<0

6.2.2. Inequacoes Envolvendo Expressoes Racionais

Uma inequacéo racional combina dois cuidados. Primeiro, os zeros dos denomina-
dores sdo excluidos do dominio. Depois de reunir os termos em uma tnica fracéo,
estudamos separadamente o sinal do numerador e o do denominador. Os zeros do
numerador podem pertencer a solugdo de uma desigualdade nao estrita; os zeros do
denominador nunca pertencem, pois a expressdao nao esta definida neles.

Exemplo 6.22 — Uma fracao com dois pontos criticos.

Resolva

Solucao. O dominio é D = R\ {—2}. O numerador se anula em x = 1 e 0 denomi-
nador, em x = —2. Esses pontos dividem a reta em trés intervalos:

x (=00,-2) (=2,1) (1,00)
x—1 - - +
x+2 - + +
x—1 4 B +
x+2

Escolhemos o intervalo de sinal negativo e incluimos x = 1, que zera o numerador.
O ponto x = —2 permanece excluido. Logo,

Sol = (—2,1].

Inequacoes
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Exemplo 6.23 — Trés pontos criticos.

Resolva
(x—2)(x+1) S

0.
x—3

Solucao. Os pontos criticos sdo —1 e 2, que anulam o numerador, e 3, que anula
o denominador. A direita de 3, todos os fatores sdo positivos. Como cada ponto
critico corresponde a um fator de multiplicidade impar, o sinal muda ao atravessar
cada um deles. Assim, a fragdo é positiva em (—1,2) e em (3,00). A desigualdade é
estrita, portanto os zeros do numerador néo sdo incluidos; o ponto 3 ja estava fora
do dominio. Concluimos que

Sol = (—1,2) U (3, 0).

n
Exercicios
Ex. 6.15 Resolva as seguintes desigualdades ra- 8. 2x+3 1
cionais: 3x+1
4x — 2
3 15 9 2
1. + <1 : =
2 _2x | 2+4x x+4
4x — 2
9 2>6 10.2gx4<3
"2—-x" 3-—x X+
) 1 5
4x“ —6x + 2 11. <1
3. —/———mmmm2>1 2—x 2+x
4x2% + 6x + 2
s 12 2x—5 < 1
4 X2 "2 —6x—7 x-3
4x%2 — 4x —3
2 — x?2
5 X+4<3 13. . <x
©o2x -x
1 4 —2"% 5y
6. =<3 " 4x2—-3x-3
x
1 15, 12% 1
7.-2< =<3 "2—-x2 T x
x
16 ! > >1
"2—-x 2+4+x
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Vd .
Exercicios
Ex. 6.16 Resolva a inequacao Apresente uma tabela de sinais e explique por que x =
(x — 3)(x + 2)? —2 pertence ao conjunto solucdo, ao passo que x = 1 néo
(x—1D(x+4) — pertence.

6.2.3. Inequacdes Envolvendo Raizes

Para resolver inequagdes com raizes quadradas, precisamos controlar tanto o domi-
nio quanto o efeito de elevar os dois membros ao quadrado. Em uma equacgao com
um numero finito de candidatos, podemos testar cada valor obtido. Nas inequagdes,
em que as solugdes costumam formar intervalos, é mais conveniente preservar a
equivaléncia em cada etapa.

A fungéo quadrado é estritamente crescente em [0, 00). Portanto, se u,v > 0, temos
u < v se, e somente se, u? < v2; 0 mesmo vale com <, > ou >. Assim, podemos elevar
os dois membros ao quadrado depois de garantir que ambos sdo ndo negativos. Se um
deles puder ser negativo, separamos os casos antes dessa operagdo. Vejamos como
aplicar esse cuidado.

Exemplo 6.24 — Uma primeira inequacao com raiz.

Resolvavx +1 < 2.

<

Solucdo. O dominio exige x > —1. Nesse dominio, os dois membros sdo nio nega-
tivos, de modo que podemos quadrar preservando a equivaléncia:

Vx+1<2 &= x+1<4 < x<3.

Intersectando essa condi¢do com o dominio, obtemos Sol = [—1, 3]. ]
Exemplo 6.25.
Resolva a desigualdade vx +2 —v3 —x > 1.

<

Solucao. O dominio da inequacdo é D = [-2,3]. Nesse dominio, a desigualdade

equivale a

Vvx+2>14++v3—x.

Os dois membros sdo ndo negativos. Elevando-os ao quadrado e simplificando, obte-
mos a desigualdade equivalente

2x —2 > 23 —x.
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Temos dois casos a considerar.

Caso (i): Se x < 1, o membro esquerdo é ndo positivo e o direito é positivo. Logo,
nio ha solugéo nesse caso.

Caso (ii): Se x > 1, os dois membros sdo nido negativos. Elevando novamente ao
quadrado, obtemos

4(x—12>4B-x) < 4x*—4x—-8>0.

Essa inequac¢io tem conjunto-solugdo (—oo, —1) U (2, o). Intersectando-o com a con-
digdo x > 1 e com o dominio [—2, 3], encontramos

Sol = (2,3].
]
Exemplo 6.26.
Resolva a desigualdade \/9—\/? —J6—x>0.
q

Solucao. A inequagio esta definida quando as trés condicOes seguintes sio satisfei-
tas:

B 6—x2>0,istoé, x <6;
B 2—x2>0,istoé, x <2;
B 9-+2—x2>0,istoé, v2 —x < 9, que, sob a condicdo anterior, equivale a x > —79.

Portanto, o dominio é D = [—79, 2]. Nesse dominio, os dois membros da desigualdade

Jo-V2—x>V6—x

sdo ndo negativos. Elevando-os ao quadrado, obtemos a condicdo equivalente
x+3>v2—x. (6.3)

Como o membro direito é ndo negativo, precisamos ter x > —3. Para esses valores,
podemos elevar novamente os dois membros ao quadrado, preservando a equivalén-
cia:

(x+3)?%>2—x,
x2+7x+7>0.

As raizes do polindmio sdo (—7 —+/21)/2 e (=7 ++/21) /2. Portanto, a tltima desigual-
dade equivale a
-7 -+21 ~7++21
x e |—oo, 2 U > ,00).

Resta intersectar esse conjunto com o dominio [—79,2] e com a condic¢io x > —3

obtida em (6.3). Como as duas raizes sdo aproximadamente —5,7913 e —1,2087, res-
pectivamente, concluimos que

Solz{xER|_7+—m<x<2}:(_7+\/ﬁ,2].

5 <

Inequagoes
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[
Exercicios
Ex. 6.17 Resolva as inequagdes com radicais: 2 Ja—J1T—x—2—x>0.

1.V1—=3x—+5+x>1.

6.2.4. Inequacoes Envolvendo Médulos

A interpretacdo de |u| como distancia fornece equivaléncias tteis. Para a > 0,

lu<a < -a<u<a,
u<a < -a<u<a,
[/ >a <= wu<-aouu>a,
u/>a < u<-aouu>a

Quando ha varios modulos ou expressdes mais complexas dentro deles, retomamos
a separagdo em casos. Em cada intervalo determinado pelos zeros das expressdes in-
ternas, retiramos os modulos e resolvemos a inequacdo correspondente, respeitando
a condi¢do que define o intervalo.

Exemplo 6.27 — Uma inequaciao modular simples.

Resolva |2x — 1| < 5.

q
Solucao. Pela primeira equivaléncia,
2x—1]<5 <= -5<2x—-1<5.
Somando 1 aos trés membros e dividindo-os por 2 > 0, obtemos
—2<x<3.
Logo, Sol = (-2, 3). [ ]
Exemplo 6.28.
Resolva a desigualdade |x? — 1] — 2x < 0
q
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Solucdo. Temos dois casos a considerar.
Caso (i): Se x> —1 > 0, entdio x € (—o0,—1] U [1,00) e |x? — 1| = x? — 1. A inequagéo
torna-se

x*—2x-1<0,

cujo conjunto-solugo é [1 —+/2, 1+ +/2]. Intersectando-o com a condicio deste caso,
obtemos [1,1 + v/2].
Caso (ii): Se x? —1 < 0, entdo x € (—1,1) e |x? — 1| = 1 — x%. A inequacio torna-se

1-x2-2x<0 <= x2+2x—1>0.

A tltima condicéo é satisfeita em (—o0, —1 — v/2] U [~1 + v/2, o). Intersectando esse
conjunto com (—1, 1), obtemos [~1 + v/2, 1).
Reunindo os dois casos, chegamos a

Sol =[-1++v2,1)U[1,1+V2] =[-1+v2,1+2].

Os dois extremos pertencem ao conjunto-solugéo: em ambos, |x%2 —1|—2x = 0, como

exige a desigualdade néo estrita do enunciado. |
Exercicios
Ex.6.18 Resolva as seguintes desigualdades com 2. x=2|—x]x+2/ <1

modulos:
3. [x*—2[+2x+12>0.

L|x=2|—|x+2|>2.
9

4, ———— > |x—2|.
|lx—5]-3

6.3. Equacodes e Inequacoes Exponenciais e
Logaritmicas

Por que a base muda o

As fungdes exponenciais e logaritmicas estudadas no capitulo de funcoes exponenci-
ais e logaritmicas permitem resolver novos tipos de compara¢do. Em ambos os casos,
amonotonicidade é o principio central: ela garante a injetividade usada nas equagoes
e determina se o sentido de uma desigualdade deve ser preservado ou invertido.

6.3.1. Equacoes Exponenciais e Logaritmicas

Fixe uma base a > 0, com a # 1. Como a fung¢éo x > a* é injetiva,

210 = p®

u(x) = v(x).

sentido?

Paraa > 1, as funcdes
exponencial e logarit-
mica sdo crescentes e
preservam a ordem; para
0 < a < 1, sdo decrescen-
tes e a ordem se inverte.
Nos logaritmos, os ar-
gumentos permanecem
positivos.
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O primeiro objetivo, portanto, é escrever os dois membros com a mesma base. Se
isso néo for possivel diretamente, uma substituicio pode converter a equacio expo-
nencial em uma equacéo polinomial.

Exemplo 6.29 — Expoentes com a mesma base.

Resolva 2¥*t1 = 16.

<
Solucdo. Como 16 = 2%, a injetividade da funcdo exponencial fornece
2 =2 = x+1=4
Logo, Sol = {3}. [ ]
Exemplo 6.30 — Uma substituicio exponencial.
Resolva
3% 103 +9=0.
<

Solucao. Facat = 3*. Como 3* > 0, a nova incognita deve satisfazer t > 0. Além
disso, 3% = (3*)2 =t%, ea equagdo se torna

2-10t+9=0 < (@—-1)({t—-9)=0.
As duas raizes, t = 1 et = 9, sdo positivas. Retornando a variavel original,
3¥=1=3% ou 3*=9=32
Portanto, Sol = {0, 2}. ]

Nas equacdes logaritmicas, as condi¢des de existéncia vém antes do uso das propri-
edades algébricas. Para que log u(x) esteja definido, precisamos de u(x) > 0. Sob
essa condicdo, a funcdo logaritmica também é injetiva:

log u(x) =log v(x) <= u(x)=v(x),
desde que u(x) > 0 e v(x) > 0.

Exemplo 6.31 — Isolando o logaritmo.

Resolva em R a equacido
2In(3x — 5) = 15.
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Solucao. O argumento do logaritmo deve ser positivo: 3x —5 > 0, ou seja, x > 5/3.
Nesse dominio, isolamos o logaritmo e usamos sua relacdo com a exponencial:

2In(3x —5) =15 1n(3x_5):§

= 33(—52615/2

el5/2 +5
= x=—-:
3
Como e!5/2 > 0, o valor encontrado é maior que 5/3 e satisfaz a restricdo inicial.
Portanto,
/2 1 5
Sol = —= x =~ 604,347.
]
Exemplo 6.32 — Dominio de uma equaciao logaritmica.
Resolva
log,(x — 1) +log,(x —3) = 3.
<

Solucdo. Dominio. Precisamos de x — 1 > 0 e x — 3 > 0; portanto, D = (3, c0).
Redugao. No dominio, podemos usar a propriedade do logaritmo do produto. Como
3 = log, 8, temos

log,(x = 1) +log,(x=3) =3 < log, ((x —1)(x - 3)) = log, 8
= (x—-1D(x-3)=3s.

Assim, x2—4x—5=0, cujas raizes sdo —1 e 5. Somente 5 pertence ao dominio. Logo,

Sol = {5}. [ ]
Exercicios
Ex. 6.19 Resolva em R: Ex. 6.20 Explique por que
1. 52x—1 _ 95 log,(x — 1) +log,(x — 5) = logz((x —1)(x— 5))

nio é uma equivaléncia valida em todo o dominio real
2.45—-6-2"+8=0. T R .
da expressdo a direita. Dé um valor de x que satisfaca o

membro direito e nao o esquerdo.
3. log,(x +6) = 2.

4. Inx +1In(x—3) =In4.
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6.3.2. Inequacoes Exponenciais e Logaritmicas

Quando a > 1, as funcdes a* e logax sdo estritamente crescentes e preservam a
ordem. Quando 0 < a < 1, ambas sdo estritamente decrescentes e invertem a ordem.
Em simbolos,

a>1: a“*<a" = u<v, log u<log ve=u<wv,
a a

0<a<l: ad*<a"=u>v, log u<log ve=u>v,
a a

com u, v > 0 nas comparacoes logaritmicas. As mesmas regras valem para os outros
simbolos de desigualdade.

Exemplo 6.33 — Base maior que 1.

Resolva 3%~ 1 <9,

<
Solucdo. Escrevendo 9 = 32 e usando o fato de que 3 > 1, obtemos
2x—1 2 3
3 <3 = 2x—-1<2 <= xgi.
Portanto, Sol = (—o0,3/2]. ]
Exemplo 6.34 — Base entre 0 e 1.
Resolva
1 x—1
- >4
(3)
<

Solucao. Como 4 = (1/2)"2 e a fungdo de base 1/2 é decrescente, a comparacio dos
expoentes inverte o sentido da desigualdade:

1 x—1 1 -2
(—) ><—> = x-1<-2
2 2

Logo, Sol = (—o0, —1). [

Exemplo 6.35 — Uma inequacao logaritmica.

Resolva
logl/z(x +1)>-1.
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Solucdo. O dominio exige x > —1. Como —1 = Iogl/z 2 e a funcdo logaritmica de
base 1/2 é decrescente,

logl/z(x+1)2log1/22 = x+1<2.

Intersectando x < 1 com o dominio, obtemos

Sol = (-1,1].
|
Exercicios
Ex. 6.21 Resolva as equagdes e inequagdes a se- 4. In(x—1)=0.
guir:
5. log, x +log,(x —2) = 1.
1. 5571 =25,
6. 2¥t1 < 8,
2.4 =8.
1 2x
7.(3) <o
3,22 —5.2¥ 44 =0, 3
8. In(x +2) > 0.
Exercicios
Ex. 6.22 Resolva em x a equacéo Explique a substituicdo que a transforma em uma equa-

32X _ 43X _ 5 cdo quadratica.

Exercicios

Ex. 6.23 Uma receita usa x gramas de concen- massa de 1g, modele a restricdo por uma inequagio e
trado e 3x + 18 mL de 4gua. A massa final deve estar determine os valores admissiveis de x.
entre 450 g e 630 g. Admitindo que 1 mL de dgua tenha

6.4. Equacoes e Inequacoes Trigonométricas

Valor principal e solu-
As funcdes trigonométricas apresentam uma diferenca importante em relacdo as fun- ¢ao geral

¢Oes exponenciais e logaritmicas: elas sdo periddicas e, portanto, repetem seus valo- A e e gmerdirion

res. Assim, uma equacio trigonométrica pode ter infinitas solu¢des, mesmo quando inversa fornece um valor
principal, néo a lista
completa de solucdes. Por
exemplo, arcsen0 = 0, 144
mas senx = 0 tem as
solugdes x = krm, com

I = 7 A ecahhicran ooral
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sua forma é muito simples. O procedimento natural é encontrar as solu¢des em um
periodo e, em seguida, usar a periodicidade para descrever todas as demais.

As funcoes trigonomeétricas inversas fornecem um angulo principal, mas néo resol-
vem sozinhas o problema. Por exemplo, arcsen(1/2) = /6, embora o seno também
valha 1/2 em 57/6 e nos angulos obtidos desses dois pela adi¢do de voltas completas.

6.4.1. Equacoes Trigonométricas

Considere primeiro uma equacio da forma sen x = a. Se |a| > 1, ndo ha solucio real,
pois a imagem do seno é [—1,1]. Se |a] < 1 e @ = arcsen a, entdo

senx=a <<= x=a+2kr ou x=m-—a-+ 2k, keZ.

As duas familias correspondem aos pontos de mesma altura na circunferéncia unita-
ria. De modo semelhante, se |a| < 1 e o = arccosa, entdo

cosx=a << x=a+2kr ou x=-a-+2knm, keZ.
Por fim, para todo a € R,
tgx=a << x=arctga+kr, keZzZ,

pois o periodo da tangente é 7.

Exemplo 6.36 — Uma equacao elementar.

Resolva em R a equacido

1
senx = —.
2

Solucdao. Em uma volta da circunferéncia unitaria, o seno vale 1/2 nos angulos /6
e 57/6. Como o seno tem periodo 27, todas as solugdes séo

5
x:%+2k7t ou xz?ﬂ+2kﬂ, keZ.

Se o problema restringisse x a um intervalo, bastaria selecionar dessas familias os
valores que pertencem a ele. ]

Quando a incognita aparece dentro do argumento da fungéo, resolvemos primeiro a
equacdo trigonométrica no argumento e somente depois voltamos a variavel original.
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Exemplo 6.37 — Uma transformacao no argumento.

Resolva em R

cos (2x - %) = ?

Solucao. O cosseno vale/3/2 quando seu argumento é congruente a /6 oua —/6,
moédulo 2. Portanto,

ox—2 =21 okr ou 2x—£:—£+2k7t, keZ.
3 6 3 6

Resolvendo as duas equacdes lineares, obtemos

x:£+k7t ou x=£+k7t, keZ.
4 12

Algumas equagdes podem ser tratadas como equacdes algébricas em sen x ou cos x. A
substitui¢ao auxilia a fatoracdo, mas as raizes encontradas ainda precisam pertencer
a imagem da funcéo trigonométrica.

Exemplo 6.38 — Uma equacao algébrica em cos x.

Resolva em R
2cos’x+cosx—1=0.

q
Solucdo. Pondo u = cos x, obtemos
20 +u—1=Qu—-1)(u+1)=0.
As duas raizes, u = 1/2 e u = —1, pertencem a [—1, 1]. Logo, precisamos resolver
1
cosx = P ou cosx=-—1.
Consequentemente,
T T
x=§+2kﬂ, x=—§+2kn ou x =+ 2km, keZ.

|

Exemplo 6.39 — Angulo duplo e solucbes em um intervalo.

Determine as solugdes de

cos(2x) —cosx =0

no intervalo [0, 27].

4
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Solucao. A identidade de angulo duplo cos(2x) = 2cos? x — 1 permite escrever a
equacio apenas em termos de cos x:

2

2cos*x—cosx—1=0 < (2cosx+1)(cosx—1)=0.

Pela propriedade do produto nulo,

1
COSX = —5 ou cosx=1.

Na circunferéncia unitaria, o cosseno ¢é a coordenada horizontal. No intervalo dado,
essa coordenada vale —1/2 nos angulos 27/3 e 47/3, e vale 1 nos angulos 0 e 2.
Assim,
Sol = {O, z—ﬂ 4—” 271}.
3°3
Os dois extremos pertencem ao conjunto-solu¢do: embora 0 e 2 correspondam ao
mesmo ponto da circunferéncia, sio valores distintos de x e ambos estdo no intervalo

pedido. ]
Exercicios
Ex. 6.24 Resolva em R: 3.2sen’x —3senx +1=0.

1. 2senx +1=0.
© Ex. 6.25 Determine as solucdes de cos(2x) =

senx em [0, 27].

2. tg(x—%)zl.

6.4.2. Inequacoes Trigonométricas

Nas inequacdes, a ideia é a mesma: analisamos primeiro um periodo e depois repeti-
mos o conjunto obtido. O grafico ou a circunferéncia unitaria permitem identificar
ndo apenas os pontos de igualdade, mas também os arcos nos quais a funcéo fica
acima ou abaixo do valor de referéncia.

Exemplo 6.40 — Uma inequacéo vista no grafico.

Resolva em R )
senx > —.
2

Figura 6.4. Em um periodo,
senx > 1/2 entre 7/6 e 51 /6.
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Solucao. No intervalo [0, 2], a igualdade senx = 1/2 ocorre em x = 7/6 € x =
57/6. Entre esses pontos, o grafico do seno fica acima da reta y = 1/2. Como a
desigualdade é estrita, os extremos ndo sdo incluidos. Repetindo esse intervalo a
cada 2s, obtemos
T 5t
Sol = | J (5 +2bm, = + 2kr) .
6 6
kez
[

Quando aparece uma funcdo que ndo esta definida em todos os reais, seus pontos
excluidos continuam fora do conjunto-solugdo. Em particular, nas inequacdes com
tangente devemos respeitar os pontos /2 + ki, nos quais cos x = 0.

Exemplo 6.41 — Uma inequacao com tangente.

Resolva tg x > 1 em R, indicando explicitamente os pontos excluidos do dominio.

q
Solucao. A tangente nédo esta definida em x = /2 + kxr. Em cada intervalo
/s /s
~ZtknZ +kn),  kez
( 5 + KT 5 + KT
ela é estritamente crescente e vale 1 em /4 + kr. Portanto,
/s /s
sol = J (5 +kn, 2 +kr).
) U 7 Tk + ko
kezZ
|
Exercicios
Ex. 6.26 Resolva as equacdes em R: 4. sen(2x) = 1.
1. senx = /3/2. 5. cos(x —x/3) = 1/2.
2. cosx = —/2/2. 6. 2sen® x —senx — 1 = 0.
3.tgx =—1.
Exercicios
Ex.6.27 Resolva as equacdes no intervalo [0, 277), 2. tg2 x—secx—1=0.

usando as identidades trigonométricas antes de recorrer

2

as funcdes inversas. 3. cos“x —senxcosx = 0.

2

1. cosx + 2secx = —3. 4. cossec” x —cotgx —1 = 0.
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Exercicios
Ex. 6.28 Resolva as inequagdes no intervalo 2.senx < —1/2.
[0, 277):
3. cos(2x) > 0.
1. cosx < 0.

4. tgx > 1.
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7

Limites e continuidade de
funcoes

Ha muito tempo é um axioma meu que as pequenas coisas sdo infinitamente as
mais importantes.

Sherlock Holmes, em Um Caso de Identidade, de Arthur Conan Doyle

Até aqui, funcdes, equacgdes e inequacdes foram utilizadas para descrever valores e
estabelecer relacdes entre eles. O conceito de limite introduz uma questao de natu-
reza distinta: o comportamento de uma funcdo quando a variavel se aproxima de
determinado ponto.

O problema da reta tangente fornece uma primeira interpretacdo geométrica dessa
aproximacao. Exemplos numéricos e graficos ajudam a formular a definicéo de limite,
da qual decorrerdo as propriedades basicas e a nocao de continuidade.

7.1. Aproximacao e reta tangente

7.1.1. A reta tangente

Seja f uma fungéo e seja P um ponto de seu grafico. O problema consiste em deter-
minar, quando existir, a reta tangente ao grafico de f em P, como na Figura 7.1.

Quando a tangente possui inclinag¢ao finita em P = (a, f(a)), sua inclinagdo pode ser
obtida a partir das inclinagdes das retas secantes que passam por P e por um segundo
ponto Q do grafico. Ao fazer Q aproximar-se de P, estudamos o comportamento
dessas inclinacdes. A definicdo de limite permitira formular essa aproximacao de

maneira precisa.

Neste capitulo

7.1 Aproximacdo e reta tan-
gente 151

7.2 A nocéo de limite 153
7.3 Defini¢io de limite 160
7.4 Limites Laterais 164

7.5 Propriedades do Limite de
Funcoes 169

7.6 Continuidade 178

7.7 Propriedades das Funcdes
Continuas 185

7.8 x Demonstracao das pro-
priedades basicas de limite 191

7.9 * Continuidade uni-
forme 194

Das secantes a tan-
gente

Mantemos P fixo e apro-
ximamos Q ao longo do
grafico. Se as inclinacoes
das secantes tendem a
um mesmo numero real,
esse numero determina
a inclinacio da tangente.
Naio € necessario que
alguma secante chegue a
coincidir com ela.
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Figura 7.1. Reta tangente a f em P.
Quando a tangente nao é vertical, sua determinacgao reduz-se ao célculo de seu coefi-

ciente angular. Para aproxima-lo, consideramos as retas secantes que passam por P
e por um segundo ponto Q do grafico.

>

reta tangente

1IN\ /

Figura 7.2. Retas secante e tangente ao grafico de f.

Se considerarmos o ponto P com coordenadas P : (x, f(x)) e o ponto Q com coor-
denadas Q : (x + h, f(x + h)), entdo o coeficiente angular da reta secante é dado
por:

_ fe+h) -~ f) _ fGth) - f)

m
sec x+h—x h

Aproximacao e reta tangente
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f(x+h) '

fG

Figura 7.3. Quociente incremental entre os pontos P e Q.

Quando as inclinacoes das secantes por P e Q se aproximam de um unico valor finito

a medida que Q se aproxima de P, esse valor define a inclinagio da reta tangente.

Escrevemos entao:

i D f

& h—0 h
O limite anterior, se existir como nimero real, é denominado derivada da funcdo f
no ponto x.

f
\
W

Figura 7.4. Conforme o ponto Q se aproxima de P as retas secantes se aproximam da reta
tangente.

7.2. A nocao de limite

O problema da reta tangente conduz ao estudo de uma funcéo nas proximidades
de um ponto. A nocdo de limite formaliza esse tipo de comportamento: interessa
determinar como se comportam os valores de f(x) quando x se aproxima de a, sem
exigir que x = a.

A nogao de limite

O limite e o valor no

ponto

O limite em a depende
dos valores da fungio
proximos de a, com x #
a. Alterar apenas f(a)
nio altera esse limite.
Assim, o limite pode
existir mesmo que f(a) 153
seja diferente dele ou ndo

esteja definido.



Funcgdes de uma Variavel

Limites e continuidade de funcoes

Descricao Informal de Limite
Dizemos que o limite da funcao f(x) é L quando x tende a a se a funcéo
f(x) torna-se arbitrariamente préxima de L quando x estd suficientemente
proximo de a, mas diferente de a. Denotaremos tal fato por:

lim f(x) =L

X

grafco de f

=

zoom local

/

e f(1)=0

Figura 7.5. O limite descreve o comportamento local da fungao nas proximidades do ponto,
independentemente do valor assumido nele. No exemplo, (1) = 0, mas lim f(x) = 2.
x—1

Para estudar o limite de f em a, é necessario que existam pontos do dominio, distintos
de a, arbitrariamente préximos de a. O valor da funcdo no proéprio ponto, quando
existe, ndo participa dessa analise. Os graficos da Figura 7.6 mostram trés exemplos
de fungdes para as quais os limites existem e sdo L. No primeiro caso, a funcio f
estd definida em a e f(a) = L, na segunda, a funcdo g nio esta definida em a e, na
terceira, apesar da funcéo estar definida em a temos que h(a) # L. Ja os graficos da

[
— ~

=

-

7

Q

il
w4
=

lim}?(?c)lz 2
x—1

Figura 7.7 ilustram duas situagdes nas quais o limite em a nao existe.

A nogao de limite
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/ —s 0 «——

Figura 7.6. Exemplos de funcdes para as quais o limite quando x tende a a é L.

¥

e

Figura 7.7. Exemplos de funcdes para as quais o limite néo existe.

Consideremos inicialmente alguns exemplos em que o limite existe.

Exemplo 7.1.

Conjecture o valor de lin?2 (Bx +1).
X—

Solucao. Para valores de x proximos de 2, a tabela abaixo registra os valores corres-
pondentes de 3x + 1:

A nogao de limite
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x 3x+1 x 3x+1

3 10 1 4

2,1 7,3 1,9 6,7
2,01 7,03 1,99 6,97
2,001 7,003 1,999 6,997

\ 3 3 2

2 7 2 7

A tabela sugere que os valores da funcéo se aproximam de 7 quando x se aproxima
de 2. Essa observacdo pode ser expressa quantitativamente. Por exemplo,

Bx+1-7 <1073

é equivalente a

1073
e — 2| < —.
3

De modo geral, dado ¢ > 0,
£
|x—2|<§ = PBx+1-7|<e

A distancia entre os valores da fun¢éo e 7 pode, portanto, ser controlada pela distan-
cia entre x e 2. Essa relacdo sera formalizada na definicdo de limite. ]

Exemplo 7.2.

. . 2x%—2x
Conjecture o valor de lim ————
x—1 x-—1

Solucdo. A func¢io nio esta definida em x = 1. Isso ndo impede o estudo do limite,
pois interessam os valores assumidos em pontos do dominio préximos de 1. A tabela
abaixo registra alguns desses valores.

2x2 — 2x 2x2 — 2x
X _ X _
x—1 x—1
10 20 0,5 1
1,1 2,2 0,9 1,8
1,01 2,02 0,99 1,98
1,001 2,002 0,999 1,998
1,0001 2,0002 0,9999 1,9998
1,00001 2,00002 0,99999 1,99998
) l l
1 2 1 2

A nogao de limite
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2x% — 2x
x—1

2x? -2
Figura 7.8. Grafico de %

A tabela e a Figura 7.8 sugerem que

Co2x%—2x
lim ——— =
x—1 x—1
Para x # 1,
2x% — 2x
—_— = 2X.
x—1
Assim, dado ¢ > 0,
2x% — 2x
= = —2‘ =2x—1].
x—1
Consequentemente,
|x 1|<€ 2x” — 2x 2| <e¢
2 x—1 ’

O ponto x = 1 permanece fora do dominio, mas isso néo interfere no comportamento

da funcio em suas proximidades. |
Exemplo 7.3.

vx+25-5
Conjecture o valor de lim AE ity

x—0 X
<
Vx+25-5 .

Solucao. A expressdo — ndo esta definida em x = 0.

A nogao de limite
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Vx+25-5

Vx+25-5

Figura 7.9. Grafico de —, _ nas proximidades de x = 0, com o ponto removido.

Calculando valores dos dois lados de zero, obtemos:

Vx+25-5 Vx+25-5
x<0 ——- x>0 ———
X X
-1 0,10102 1 0,09902
-0,1 0,10010 0,1 0,09990
—0,01 0,10001 0,01 0,09999
—0,001 0,10000 0,001 0,10000

Nesse caso, tanto o numerador quanto o denominador se anulam em x = 0. Os
valores dos dois lados sugerem a mesma aproximacéo, o que nos leva a conjecturar

que
. Ax+25-5
lim — =0,1.
x—0 pe
Calcularemos esse limite mais adiante no Exercicio Resolvido 7.23. ]

Exemplos em que o limite nao existe

Exemplo 7.4 — Comportamentos Diferentes a Esquerda e a Direita.

Seja g(x) = % entio linr(l) g(x) ndo existe.
X—

Solucao. Para valores positivos de x temos que

x| _ x
X)=—=-—=1, x>0
g =—==
e para valores negativos de x
x| —x
g(x)=u=—=—1, x<0
x
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I
x|

Figura 7.10. N3o existe o limite lim —
x—=0 X

As igualdades anteriores mostram que mesmo para valores proximos a zero, teremos
valores de x tais que g(x) = 1 e tais que g(x) = —1. Desse fato podemos intuir que o
limite néo existe, pois, independentemente do quao proéximo x fique do zero, g(x) nao
se aproxima de um tnico valor. Provaremos esse fato no Exercicio Resolvido 7.10.m

Exemplo 7.5 — Comportamento llimitado.

T . .1
Nao existe limite finito para lim —

x—0 |x|’
N
Solucio.
—f
Figura 7.11. A funcéo 1/|x| ndo tem limite finito quando x tende a zero.
Seja h(x) = ﬁ Analisando a Figura 7.11 podemos perceber que quando x se apro-

xima de 0, tanto pela direita, isto é, por valores maiores que 0, como pela esquerda,
isto é, por valores menores que 0, temos que h(x) cresce de modo ilimitado. Ou
seja, podemos fazer h(x) maior que qualquer nimero real tomando x préximo de 0.
Como h(x) nio se aproxima de nenhum nimero real, ndo existe limite finito. Esse
comportamento sera descrito adiante pela notacéo 31C1_1’>1’(1) h(x) = +oo. |

A nogao de limite
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7.3. Definicao de limite

Os exemplos anteriores indicam que a distancia entre f(x) e L pode ser controlada
impondo uma condi¢ao sobre a distancia entre x e a. A definicao de limite formaliza
essa relacéo.

Seja f : A — R. Ao estudar o limite em a, supomos apenas que existem pontos de
A\ {a} arbitrariamente proximos de a. Dizemos que um ponto y aproxima a com
erro menor que ¢ quando |y — a| < §. De modo analogo, queremos tornar | f(x) — L|
menor que qualquer erro prescrito, tomando x € A \ {a} suficientemente préximo
de a.

Os dois exemplos anteriores ilustram exatamente essa ideia. O Exercicio Resol-
) 2x% — 2x . -5
vido 7.2 mostra que —_1 aproxima 2 com erro menor que 107~ sempre que
x —

x # 1 aproxima 1 com erro menor que 107> /2. O Exercicio Resolvido 7.1 mostra que
3x + 1 aproxima 7 com erro menor que £ sempre que X aproxima 2 com erro menor
que ¢/3. Chegamos, assim, a defini¢do formal.

7.1 Definicao Limite
Sejam f : A > R,ae Re L € R. Dizemos que

lim /() = L
x€A

se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todo x € A \ {a},

x—al<d = |f(x)-Ll<e.

O valor de f(a), quando definido, néo participa da definicdo do limite.

7.6 Observacao

A notagao lim f(x) = L significa que o limite existe e é igual a L.
X—a

Pela defini¢do anterior, para demonstrar que o limite de f(x) quando x tende a a é
L, teremos que garantir que os valores de f(x) estdo a uma distancia menor que ¢
acima ou abaixo do valor limite L, como mostrado nos graficos de 7.12. Para fazer
isso, devemos escolher os valores de x que estdo suficientemente perto de a, digamos,
a uma distancia § > 0 para a esquerda ou direita de a, como mostrado no segundo
grafico. A terceira figura ilustra que a escolha de um x # a dentro do intervalo azul
(a—8,a+ ) determina um f(x) dentro do intervalo vermelho (L — ¢, L + ¢).

Definicao de limite

A ordem de escolha

Dada qualquer tolerancia
& > 0, procuramos § > 0
que garanta [f(x)—L| < ¢
sempre que 0 < |x —a| <
J, com x no dominio.

O mesmo 6 deve servir
para todos esses pontos,
nio apenas para um
valor escolhido de x.
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Queremos que f(x) esteja em (L —¢, L+ ¢).

a—>0 a+od

L
1 e

Figura 7.12. Definicdo de Limite

A defini¢do de limite pode ser reescrita em linguagem simbolica como:

)1(11}1}1 fx)=L <= (Ve>0)(35>0)(Vxe A\ {a})
x€A
[[x—al <& =|f(x)-L|l<el

A afirmacdo anterior pode ser analisada separando-se suas diferentes condicoes:

B A afirmacdo de que |f(x) — L| < ¢ nos diz que a funcdo em x estard perto do
numero real L. Quéo proximo? Menos de ¢ de distincia.

B Ascondi¢des x € A\{a}e|x—a| < § dizem que x é um ponto do dominio, diferente
de a, a uma distancia menor que § de a.

B A implicacdo “se x € A\ {a} e |x —a| < §, entdo |f(x) — L| < ¢ afirma que a
condicdo de que x esteja § proximo de a forca a funcdo f(x) a estar ¢ proximo
de L. Em outras palavras, ao controlar x permitindo uma varia¢ao inferior a 6,
controlamos f(x) com uma variacdo inferior a ¢.

B Finalmente a afirmacéo inteira nos diz que para qualquer valor de ¢, podemos
encontrar um ¢ que satisfaz o item anterior.

Merece ser ressaltado que a definicao de limite ndo nos fornece modos de determinar

Definicao de limite
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o valor do limite L. Em uma demonstracao a partir da definicdo o valor do limite
deve ser conjecturado. Mais adiante forneceremos uma série de ferramentas que nos
permitirdo efetivamente calcular os limites. Assim, deve estar claro que uma etapa
crucial na demonstracao de um limite a partir da definigéo (por ¢ e ) é encontrar o
6 de modo que

xeA\{a}, |x—da <6 = |f(x)-L|<e

Para realizar tal tarefa uma estratégia é partir da desigualdade |f(x) — L| < ¢ para
entender como esse termo pode ser controlado por 0 < |x —a| < §, em particular
encontrar uma fatoragdo de |f(x) — L| na qual |x — a| é fator. Essa estratégia nos
permite encontrar o §. A etapa seguinte é mostrar que esse § funciona. Ilustraremos
essa estratégia nos exemplos a seguir.

Exemplo 7.7.

Mostre a partir da defini¢do de limite que lim2 (Bx+4)=10
X—>

Solucao. Comecgamos estimando |f(x) — L| < &:
Bx+4—10|=3x—6|=3|x—2| <e¢
Ou seja, [x — 2] < g Agora podemos escolher § = % Fazemos essa escolha pois,

. £ ~
assim, se 0 < |[x — 2| < 3 entdo

|3x+4—10|=|3x—6|:3|x—2|<3§:e

e logo
[3x+4—10| < e.
[
Exemplo 7.8.
Mostre a partir da definigio de limite que lim ¢ = ¢
X—a
<

Solucdo. Como dito anteriormente, para demonstrar um limite temos que estimar
|f(x) — L| numa vizinhan¢a de a. Nesse caso temos que |f(x) —L| = [c—c| = 0,
independentemente dos valores de x. Ou seja, para qualquer §, se 0 < |[x —a| < §
entdo [f(x)—L|=lc—c/=0<e¢ ]

Definicao de limite
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Exemplo 7.9.

Mostre a partir da defini¢ao de limite que lim x = a
X—a

Solucao. Dado ¢ > 0, como:

lfG) = L] =[x — 4
Podemos escolher o valor de §, fazendo § = . Assim, temos que: se 0 < |x —a| <
d = € entéo
lfG)— Ll =|x—d <e
Ou seja, |f(x) — L| < e. [ ]

Exemplo 7.10 — Comportamentos Diferentes a Esquerda e a Direita.

Seja g(x) = lz—l entio liH(l) g(x) néo existe.
X—>

Solucdo. Como:

1 sex >0

gkx) =

-1 sex<0
Suponha, por absurdo, que exista um limite real L. Aplicando a defini¢do com ¢ = 1,
existiria & > 0 tal que |g(x) — L| < 1 para todo 0 < |x| < 4.
Escolhendo x = §/2 > 0, teriamos |1 — L| < 1, isto é, 0 < L < 2. Escolhendo
x =—-6/2 <0, teriamos |— 1 —L| < 1, isto é, =2 < L < 0. As duas condi¢des sdo

Definicao de limite

incompativeis. Portanto, o limite bilateral néo existe. ]
Exercicios
Ex. 7.1 Calcule a funcao nos pontos dados. Use Ex. 7.2 Mostre a partir da definicdo os seguintes
os resultados para conjecturar o valor do limite: limites.
2 X 2
1. f(x) = x° + 2x nos pontos 1,1 1,01 1,001; 1. lim = = =
x=27 7

lim (x? + 2x)
x—1

x—4 x—0
2. g(x) = ———— nospontos4,1 4,01 4,001;
X 3. limx®=0
lim * x—0

1
3. nos pontos 1,1 1,01 1,001;
Jr—1 P
x—1
x—1 {Jx—1
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Ex.7.3 Calcule, se existir, o limite, ou demonstre 3. lim x° —2x
que nao existe: x—2 X—2

L. )lcl_,mz [ —2| Ex. 7.4 Seja

2
k=2 x“sexe€Q
2. lim k=2 fx) =
x52 X —2 Osex &Q
Prove que lim f(x) = 0.
x—0
7.4. Limites Laterais
Os dois lados devem

A defini¢do de limite considera todos os pontos do dominio que se aproximam de a. concordar
Quando o dominio tem pontos dos dois lados e o comportamento da fungdo muda Se o dominio permite
ao atravessar esse ponto, é util examinar separadamente o que acontece a esquerda aproximar a pela es-

g . e , . uerda e pela direita,
e a direita. Essa distin¢do também permite estudar o comportamento nos extremos 4 o P L
o limite em a s6 existe

de um intervalo. quando os dois limites
laterais existem e tém o

mesmo valor.

I

Figura 7.13. Grafico de uma func¢éo com limites laterais distintos na origem.

No Exercicio Resolvido 7.10, vimos que a func¢do g definida como

1sex>0

e R\ {0
—1sex<0 ’ X \ 0%

glx) =

possui dois comportamentos distintos na vizinhanca da origem. Se considerarmos
valores maiores que 0 teremos que g(x) = 1 e logo

lim x)=1,
x—0,x>0 g( )
enquanto que se consideramos valores menores que 0 teremos que g(x) = —1 e logo
lim g(x)=-1
x—0,x<0
Indicaremos tais fatos por:
lim g(x) =1, lim g(x) =—-1
x—07F x—0~
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7.2 Definicao

Sejam f : A = R, a,L € R, e suponha que existam pontos de A arbitrariamente
proximos de a pela esquerda. Dizemos que o limite lateral de f(x) quando x
tende a a pela esquerda é L

lim f(x)=1L
Xx—a-
se para todo ¢ > 0 existe um & = §(¢) > 0 tal que

xX€EA a-6<x<a = |f(x)-Ll<e.

Em linguagem simbodlica:

lim f(x)=Le (Ve>0)35>0)(Vx€ A)[a-d<x<a=|f(x)-L[<e].

De modo analogo, temos:

7.3 Definicao

Sejam f : A > R, a,L € R, e suponha que existam pontos de A arbitrariamente
proximos de a pela direita. Dizemos que o limite lateral de f(x) quando x tende
a a pela direita é L

lim f(x)=1L
x—a*

se para todo ¢ > 0 existe um & = §(¢) > 0 tal que

xX€A a<x<a+d = |f(x)-Ll<e.

Em linguagem simbolica:

Iim+f(x)=L<=>(V5>0)(35>0)(Vx€A)[a<x<a+5=|f(x)—L|<g].

A diferenca essencial da definicao de limites laterais em relacdo a definicdo de limites
é que, nos limites laterais, estamos considerando apenas valores menores que a (ou
seja, intervalos da forma a — § < x < a) nos limites pela esquerda e valores maiores
que a (ou seja, intervalos da forma a < x < a + §) nos limites pela direita.

pela esquerda pela direita

fx) — L J)— L

L _/,o L

— a
x_)aa +

Figura 7.14. Interpretagdo geométrica dos limites laterais em x = a.
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A proxima proposicao relaciona a existéncia dos limites laterais e do limite para uma
funcao f.

7.11 Teorema

Seja f definida em um intervalo aberto contendo g, exceto possivelmente em
a, e seja L € R. Entao

lim f(x) =L < lim f(x)=L= lim+ f(x).

O teorema anterior pode ser usado para demonstrar a existéncia ou nio de alguns
limites, como ilustrado nos exemplos seguintes:

Exemplo 7.12.

Mostre que lim |x| = 0.
x—0

Solucao. A existéncia do limite sera verificada por meio dos limites laterais. Para
isso, comecaremos calculando o limite pela direita. Como |x| = x se x > 0, temos

que
lim |x| = lim x = 0.
x—0* x—0+
De maneira analoga, calculemos o limite pela esquerda. Como |x| = —x se x < 0,
temos que
lim |x| = 0.
x—0~

Como ambos os limites laterais existem e sao iguais, temos pelo teorema 7.11 que:

lim |x| = 0.
x—0

x—> 0" x— 0t

Figura 7.15. Limite |x| quando x tende a 0.

Limites Laterais
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Exemplo 7.13.

Considere a funcdo maior inteiro menor ou igual a x, i.e.,
[x] =max{n € Z : n < x}.
Para todo n € Z, encontre

lim [x] e lim [x]
x—nt x—n-

Solucdo. Comecaremos calculando o limite lim [x]. Para isso, seja x tal que x >
X—n

n. Como estamos interessados no comportamento numa vizinhanca de n, podemos
assumir sem perda de generalidade que x < n + 1 e, assim, que n < x < n+ 1 Dessa
forma, como para todo numero real x, comn < x < n+1, tem-se que [x] = n e assim:

lim [x] =n
x—n*
Para o limite pela esquerda, se n — 1 < x < n, entdo [x] = n — 1. Logo,
lim [x] =n—1.
X—>n-

Como os limites laterais sdo distintos, lim [x]] nio existe para nenhum n € Z. |
X—n

Gréfico de [[x]

&0

Figura 7.16. Comportamento lateral da fun¢ao maior inteiro.

Exemplo 7.14 — Uma dose aplicada instantaneamente.

Imediatamente apos a primeira dose de um medicamento, sua concentragio no san-
gue é de 4mg/L. A contribui¢do dessa dose decai, em fun¢io do tempo ¢ medido
em horas, segundo 4¢7 %1 No instante t = 2, uma segunda dose aumenta instanta-
neamente a concentracio em 6 mg/L; a contribui¢io adicional passa entdo a decair

Limites Laterais
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segundo 6e~%1=2) Construa uma func¢do por partes para a concentragio total C(t),
determine seus limites laterais em t = 2 e interprete a diferenca entre eles.

Solucdo. Antes de t = 2, apenas a primeira dose contribui para a concentracdo. A
partir desse instante, somam-se as contribuicdes das duas doses. Portanto,

47011 0<t<2,

() =
© 4e7 01t 4 6e=010-2) 4> 9

Antes da aplicagao,
lirgl C(t) = 4702,
t—2-

Depois da aplicacio,
lim C(t) = 4¢7 %2 + 6.
t—2+

Os limites laterais diferem em 6 mg/L; portanto, C é descontinua em t = 2. Nesse mo-
delo idealizado, o salto representa uma dose que entra instantaneamente na corrente

Limites Laterais

sanguinea.
c@)

\

|

|

|

|

|

|

|

|

|

D

|

|

|

|

D) t

|
Exercicios
Ex. 7.5 Seja quando x — 2 e conclua sobre o limite bilateral.
(x) = 2x+1, x<0,
fe = x2+1, x>0. Ex. 7.7 Determine C para que a funcéo
Calcule os limites laterais em 0 e decida se lim,_,( f(x)
existe. 3x + C,
h(x) = )
x4+ 2,
Ex. 7.6 Calcule os limites laterais de
x -2 -
glx) = ~—2 tenha limite quando x — 1.
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7.5.

A definicdo permite justificar um limite controlando diretamente as distancias en-
volvidas. Para calcular limites de expressdes mais elaboradas, podemos aproveitar
limites ja conhecidos: as propriedades seguintes mostram como eles se combinam

Propriedades do Limite de Funcoes

por meio das operacdes algébricas.

1.

7.15 Proposicao Propriedades do Limite
Seja ¢ um numero real e f e g duas funcdes reais tais que lim f(x) = Ae
X—a

lim g(x) = B. Entéo:
X—a

lim(f(x) + g(x)) = A+ B. (Limite da Soma)
X—a

. lim(f(x) — g(x)) = A—-B. (Limite da Diferenca)
X—a

. lim(f(x) - g(x)) = AB. (Limite do Produto)
X—a
lim(cf(x)) = cA. (Limite do Produto por Escalar)
X—a
Se lim g(x) = B # 0 entdo lim <@> = é (Limite do Quociente)

x—a x—a \ g(x) B

lim [f(x)| = |Al. (Limite do Mddulo )
X—a
lim (f(x)") = A" para todo inteiro n > 1 (Limite de Poténcias)
X—a

Se f(x) > 0 numa vizinhanca perfurada de a, entdo A > 0 e lim / f(x) =
xX—a
VA (Limite da Raiz)

Usaremos as propriedades anteriores para calcular alguns limites:

Exemplo 7.16.

Calcule liné (x® +3x+2)
x—

Solucio.

lim(x3 + 3x + 2) = lim x® + lim(3x) + lim 2 por 1.
x—2 x—2 x—2 x—2

3
:(limx) + 3 lim x + lim 2 por4.e7.

x—2 x—2 x—2

=8+6+2=16

A indeterminacao 0/0

A forma 0/0 nio deter-
mina um limite. Quando

Propriedades do Limite de Fungoes

x — 0, os quocientes x/x

e x?/x tém essa forma,
mas seus limites sdo 1

e 0. Uma simplificacdo
valida para x # 0 per-
mite distinguir os dois
comportamentos.
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Exemplo 7.17.

4
x*+2
Calcule lim ——
x—a x2 +1
q
Solucio. Se lim(x? + 1) # 0 entio
X—a
: 4
xiyp  Jim(+2) i
im = or 5.
x—ax2+1  lim(x2+1) P
xX—a
lim x* + lim 2
xX—a X—>a
=2 _ 27 or 1.
lim x2 + lim 1 P
X—a X—a
4
_a+2 or 7
a?+1 por7:
]

De modo geral, para um polindmio p(x) podemos calcular o seu limite no ponto a
calculando simplesmente p(a), ou seja, por substituigdo direta de x por a.

7.18 Teorema

Dado um polinémio p(x) = ¢,x" + ¢,_;x" 1 + - + ¢;x + ¢ entdio

lim p(x) = p(a).

Demonstragao. A demonstracio sera feita por inducéo sobre o grau do polinémio. Se
p(x) é um polindmio de grau zero, ou seja, constante, a igualdade é clara. Por hipé-
tese indutiva, suponhamos que a igualdade anterior seja valida para os polindmios
de grau menor ou igual a n — 1. Agora, usando a hipotese indutiva, 1. e 3. temos:

lim p(x) = (lim cnx”_l) (Iim x) + lim (¢ X" 1+ 4 ox + )
X—a X—a X—a X—a

=ca" la+c_1a" 1+ -+ cpa+ ¢y = pla).

Usando a propriedade 5. temos que para fun¢des racionais também vale substituicao

direta para o céalculo de limites:

7.19 Teorema

Sejam p e q polindmios, com g(a) # 0. Entdo

- p(x) _ pla)
I = @)

Propriedades do Limite de Fungoes
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Exemplo 7.20.

3
x°+12x+2
Calcule lim —————.
x—2 4x% +4x — 2

Solucdo. Como 4 - 2244.2-2=22=+0, 0 Teorema 7.19 permite calcular o limite
por substituicdo direta:

imx3+12x+2_8+24+2 3417
x524x2 +4x—2  16+48-2 22 11

Ressaltemos que nem todos os limites podem ser calculados por substituigao direta.

Quando tivermos lim f(x)
X

—a g(x)

. L .0 . o .
indeterminacao do tipo 0 Nesses casos para o calculo do limite temos que realizar

com lim f(x) = 0e lim g(x) = 0 dizemos que temos uma
X—a X—a

uma simplificacio antes da utilizacdo das propriedades do limite. Duas estratégias de
simplificagdo usuais sdo a fatoracdo e a multiplicacdo pelo conjugado, como ilustram
os exemplos a seguir.

Exemplo 7.21.

Considere a funcio
3x -5 sex<?2

2x—C sex>2

fx) =

Determine o valor de C de modo que o limite lim2 f(x) exista.
X—>

Solucdo. Comecemos pelo calculo dos limites laterais
lim f(x)= lim 3x—-5)=1
x—2~ x—2~
li = lim@2x-C)=4-C
3 S0 = g (2= O)
Pelo Teorema 7.11, para que o limite exista devemos ter:
li =l
Jim f(x) Jim, f(x)
Eassim1=4-C,elogoC =3. ]

Exemplo 7.22 — Indeterminacao do tipo 0/0.

2
—6x+8
Calcule lim #.
=2 x24+x—6

Propriedades do Limite de Fungoes

Cancelamento no cal-
culo do limite

Para x # 2, o fator x — 2

é ndo nulo e pode ser 171
cancelado. A expressdo
simplificada coincide
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Solucdo. Nesse caso ndo podemos realizar substituicio direta, tampouco usar a pro-
priedade 5. pois o limite do denominador é 0. Como o limite do numerador também
é 0, temos que 2 é raiz de ambos os polinémios e assim:

x2—6x+8_ (x—2)(x—4)

lim = I T3

=2 x2+x—-6

No calculo do limite interessam apenas os pontos com x # 2, nos quais o fator (x —2)
pode ser simplificado. Logo,

. x2—6x+8 (x—=2)(x—4) . ox—4 2
lim ———— = = =-Z,
=2 x2+x—-6 x-2(x—2)(x+3) x-2x+3 5
]
Agora retornaremos ao Exercicio Resolvido 7.3
Exemplo 7.23 — Indeterminacao do tipo 0/0.
Vx+25—5
Calcule lim Y2222
x—0 X
<

Solucao. Novamente ndo podemos realizar substitui¢do direta nem tampouco usar
a propriedade 5. pois o limite do denominador é 0. Nesse caso, multiplicaremos o
numerador e o denominador pelo conjugado:

lim Vx+25-5 lim (Wx+25-5)(x+25+5)
x=0 X x—0 x(Nx+25+5)
_ x+25-25
=lim ——
x=0 x(+/x + 25+ 5)
= lim —=
x>0 x(y/x + 25 + 5)
. 1
= lim —
x>0 x+25+5

Assim, temos que:

lim
10

x—0

Vx+25-5 1
X

Teorema Teorema do Confronto

Sejam f, g e h definidas em um intervalo contendo a, exceto possivelmente no
proprio ponto, e suponha que

f(x) < g(x) < h(x).

Se
lim f(x) = lim h(x) = L,
X—a X—a

Propriedades do Limite de Fungoes

O papel do conjugado

A identidade (a — b)(a +
b) = a®>—b? elimina a dife-
renca de radicais. Neste
exemplo, o produto do
numerador por seu con-
jugado é x, que pode ser
cancelado para x # 0.
Multiplicar também o de-
nominador pelo mesmo
fator nao nulo preserva o
quociente.
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entao
lim g(x) = L.
X—a

Ao aplicar o teorema a estimativas com modulos, usaremos repetidamente a desi-
gualdade triangular |u + v| < |u| + |v|, estabelecida no capitulo Nimeros.

Figura 7.17. Teorema do Confronto

Demonstragao. Dado € > 0, a hipétese lim f(x) = L fornece ; > 0 tal que | f(x)—L| <
X—a
¢ quando 0 < |x —a| < §;. Analogamente, a hip6tese lim h(x) = L fornece §, > 0
X—a

para o qual |h(x) — L| < e quando 0 < |x — a| < &,.

Escolhemos § = min{d;, 5,, r}, onde (a—r, a+r) esta contido no intervalo das hipoteses.

Se 0 < |x —a| < &, entdo
L-—e< f(x)<g(x)<h(x)<L+e.

Subtraindo L, obtemos —¢ < g(x) — L < ¢, ou seja, |g(x) — L| < e. Isso prova, pela
definicdo, que lim g(x) = L. [
X—a

Exemplo 7.25.

Mostre que lim x?

1
sen — = 0.
x—0 X

Solucéo.

Propriedades do Limite de Fungoes
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Figura 7.18. Confronto de x? sen(1/x) entre —x? e x?.

Como .
—1<sen—<1
X
temos que
1
—x2 < x% sen ; < x2

Como lim x? = lim —x? = 0, pelo Teorema do Confronto temos que
x—0 x—0

lim x2

1
sen — = 0.
x—0 X

7.26 Teorema Primeiro Limite Fundamental

lim &(x) =1
x—0 X
sen(x)
x
sen(x)

Figura 7.19. Grafico de —

Demonstragao. Comecaremos provando que, para 0 < |x| < 7/2, valem as desigual-

dades
sen x 1

0<cosx < .
CcosS X

Propriedades do Limite de Fungoes
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- Sin(x)
v
B
: _ sen(x)
sen(x) cos(x)
x C A
0 cos(x)
sen x 1
Fi 2 _—
igura 7.20. cos(x) < —— cos(0)

Considere no circulo trigonométrico um angulo x com 0 < x < /2, conforme
apresentado na Figura 7.20. Como os triangulos 2AOCB e AOAD séo semelhantes, se
denotarmos por h o tamanho do segmento AD, por semelhanca de tridngulos temos

que
h _ senx
1  cosx’

e logo Area(AOAD) = &(EC)). Se denotarmos a area do setor circular delimitado

pelos pontos O, A B por Area(OAB), pela Figura 7.20, vemos que valem as desigual-
dades para x < E

Area(2OBC) < Area(OAB) < Area(2OAD).

1 1 sen x
—senxcosx < =x < .
2 2 2cosx
sen(x
Dividindo por 2( ) temos:
1

cosx < .
sen x COS X

Finalmente, comparando os inversos dos trés termos, obtemos:

sen x 1

cosx < .
COs X

O caso —7/2 < x < 0 segue substituindo x por —x, pois tanto cos x quanto (sen x)/x
sdo fungdes pares.

Falta ainda estabelecer que lim cos x = 1. Comparando o tridngulo OAB com o setor

x—0
circular, obtemos 0 < senx < x para 0 < x < /2. Pela paridade, | sen x| < |x| para

|x| < /2. Como cos x > 0 nesse intervalo,

SeI’l2 X

=
S

0<1—cosx=——<
1+ cosx

O confronto mostra que lirr(l) cosx = 1; pela regra do quociente, hrn 1/cosx = 1.
—>
Aplicando o Teorema do Confronto a desigualdade anterior, conclulmos que
. senx
lim
x—>0 X

=1

Propriedades do Limite de Fungoes
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Exemplo 7.27.

Calcule lim L(;s(x)
x—0 X

Solucio. Nio podemos usar diretamente a regra do quociente, pois lim x> = 0.
x—0
Para eliminar a indeterminag¢io, multiplicaremos o numerador e o denominador por

1+ cosx.
. 1—cos(x) . 1--cos(x)(1+cos(x))
lim ————= = lim
x—0 x2 x—0 x2 (1 + cos(x))
~ lim 1 — cos?(x) 1
x>0 x2 (1 + cos(x))
. sen?(x) 1
= lim
x—0 x2 1+ cos(x)
sen?(x) . 1

lim m

x—0 x2  x—0 1+ cos(x)
1

2

7.28 Teorema Mudanca de Variaveis

Suponha que
B lim f(y) =L,
y—-b
B g(x) € Dom f para x numa vizinhanca perfurada de a,
B lim g(x) = b,
X—a
B g(x) # b numa vizinhanca de a, com excecio, possivelmente, de a.

Entao

lim f(g(x)) = L.

Demonstrag¢ao. Dado ¢ > 0, como lin}) f(y) = L, existe n > 0 tal que
y*)
0<ly-bl<n = |f(»-L<e
Como lim g(x) = b e g(x) # b numa vizinhanca perfurada de a, existe § > 0 tal que
X—a
0<|x—al<d = 0<|g(x)—bl<n.

Logo, | f(g(x)) — L| < &, como desejado. [
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Exemplo 7.29.

sen(x — 2) _

Mostre que lim 1.

x—2 xXx—2

Solucao. Podemos aplicar o Teorema 7.28 com f(y) = sen(y)/y paray # 0, g(x) =
x —2,a=2eb = 0. Para esse fim, observamos que g(x) # 0 numa vizinhanga de 2,

excluindo o proéprio 2. Dessa forma, como lirr%(x —-2)=0e¢ lirr%) sen(y)/y = 1, pelo
x— y—

Teorema 7.28, temos que:

-2 sen
lim sen(x —2) = lim ) =1
x—2 x—2 y—0 Y
[
Exercicios
Ex. 7.8 Calcule os seguintes limites: Ex.7.10 Determine a de modo que o limite exista.
i x3 —ax® —9x + 9a
im
1. lim 7x® + x + 2 x>2  X2—5x+6
x—2
. 3 3 1
2. )l(l_)né(x +x +2)(x7 +2) Ex. 7.11 Mostre que lim x> cos = = 0.
x—0 X
- 6x% + 2x + 2
) xl_,ni X3 +2 Ex. 7.12 Use o limite fundamental para calcular
os seguintes limites:
41
4. lim
x——-1 x+1 . senbx
1. lim
x—0 X
5. lim 4/8x3 + 4x + 4
x—0 . senbx
2. lim
x—0 sen 4x
6 1i (2+h)? -4
clim ———
tg 5x
h=0 h 3. lim —2
x—0 sen 3x
. (4+h)?-16
7. lim - n . senb5x —sen3x
h—0 4, lim ——
x—0 X
. ox*-81
8. lim 3
=3 X Ex.7.13 Calcule os limites, indicando a transfor-
N macdo algébrica empregada.
% _
x—0 X 2
. x“—4
1. lim
x—2 X —2
Ex.7.9 Fornega exemplos de fungdes f(x) e g(x) )
tal que lin}z( f(x) + g(x)) exista, mas que nio existam 2. lim3 X+ ix3+ 6
—> xXx—— X

lim f(xjce lim g(x)
X—a X—a
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Continuidade

3. lim x3 -1 Ex. 7.14 Calcule, quando fizer sentido em rela-
x—1x2—1 ¢éo ao dominio, os limites laterais e depois determine o
limite da funcéo no ponto indicado.
N14+3x—1
4, lim ————.
x—0 X | x|
1. lirr%) —.
X— X
Jx—2
5. lim .
x—4 x—4 . |x — 1|
2. lim ——
x—1 x—1
1
6. lim 14X .
3. lim ——.
x=0 x x—0 |x | + x
sen(7x
7. lim L o x%2-4
x—0 3x 4. lim
x—2 |x — 2]
. cosx — cos(3x)
8. lim —_—
x—0 X

7.6. Continuidade

O limite descreve o comportamento de uma funcéo nas proximidades de um ponto,
sem levar em conta necessariamente o valor assumido nesse ponto. A continuidade
exige a compatibilidade entre esses dois dados.

Intuitivamente, uma fun¢do f : A — B, com A,B C R, é continua em a quando
valores de x suficientemente proximos de a produzem valores de f(x) préximos de
f(a). Antes da defini¢do formal, consideremos dois exemplos de descontinuidade.

Figura 7.21. Funcao descontinua em x = 1.

Na Figura 7.21, quando tomamos valores de x diferentes de 1, porém cada vez mais
proximos de 1, os valores de f(x) se aproximam de 2, porém o valor de f(1) é 3 e,

Valor, limite e continui-

dade

A continuidade em a

exige que f(a) esteja de-
finido e coincida com o
limite da funcdo nesse
ponto. A existéncia do
limite, sozinha, nio basta:
um valor atribuido de
forma diferente pode
produzir uma descontinui-
dade removivel.
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consequentemente, temos uma descontinuidade nesse ponto. Na Figura 7.22 temos
um tipo distinto de descontinuidade. Quando nos aproximamos de 1 por valores
maiores que 1, temos que f(x) se aproxima de 2, enquanto que se aproximarmos de
1 por valores menores que 1, entdo f(x) se aproxima de 1. Veja que isso se manifesta

no “salto” da funcédo no ponto x = 1.

/

Figura 7.22. Funcio descontinua em x = 1

Considere agora a funcio f(x) = x? nas proximidades de x = 1.

by x?

2 4

1,5 2,25
1,3 1,69
1,2 1,44
1,1 1,21
1,01 1,0201
1,001  1,002001

Intuitivamente, quando tomamos valores de x diferentes de 1 porém cada vez mais
proximos de 1, os valores de f(x) se aproximam de f(1) = 1 e, logo, a fungéo f(x) =

x? é continua nesse ponto.

Continuidade
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‘=

Figura 7.23. Continuidade de f(x) = x> em x = 1.

7.4 Definicao
Seja f : A - Resejaa € A. Dizemos que f é continua em a quando, para todo
€ >0, existe & > 0 tal que

x€A |x—a<§ = |[f(x)-fla)l<e.

Quando ha pontos de A \ {a} arbitrariamente proximos de a, essa condicdo equivale

a

lim f(x) = f(a)

XEA
Nos extremos de um intervalo, isso corresponde ao limite pelo lado pertencente ao
dominio. Em pontos isolados, a condi¢ao é automaticamente satisfeita. Uma funcéo

continua em todos os pontos de seu dominio é dita continua.

7.5 Definicao

Uma funcéo f : [a,b] — R é dita continua por partes se existe uma parti¢io
finita a = xy < x; < -+ < x, = b tal que f é continua em cada intervalo (x;_{, x;)
e possui limites laterais finitos em seus extremos, tomados pelo interior desse
intervalo. Os valores de f nos pontos da parti¢io podem diferir desses limites.
A exigéncia de limites finitos exclui, por exemplo, singularidades ilimitadas em

pontos da partigio.

Utilizaremos a defini¢ao de continuidade apresentada anteriormente para provarmos

que algumas funcoes classicas sdo continuas:

7.30 Teorema

As seguintes funcdes sdo continuas (em todo o seu dominio):
1. Funcgdes Polinomiais.
2. Funcodes Racionais.

3. sen(x)

Continuidade
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4. cos(x)

5. ¢, comc > 0.

Demonstragao. A demonstracdo da continuidade das fung¢des polinomiais e racionais
ja foi feita implicitamente nos teoremas 7.18 e 7.19, nos quais provamos que dados
polinémios p(x) e g(x) com g(a) # 0 entéo:

lim p(x) = p(a) lim @ = @

x—a x—a q(x)  q(a)
Provaremos que sen(x) é continua. Para isso comecamos mostrando que |sen x| <
|x| para |x| < 7/2, com desigualdade estrita quando x # 0. Considere no circulo
trigonométrico um angulo x tal que —7/2 < x < /2, conforme apresentado na

Figura 7.24.

Figura 7.24. Comparagéo entre o tridngulo e o setor circular para 0 < |x| < /2.

Geometricamente, considerando o circulo unitario, a area do tridngulo OBC, que vale
, , . . , | X

|sen(x)/2], é menor que a area do setor circular OBC, cujo valor é >k Consequen-

temente, |senx| < |x| para |x| < 7/2, incluindo o caso x = 0, no qual ambos os

membros se anulam. Fixado a € R, a identidade da diferenca de senos fornece, para

s (557)

|=|x—a|.

lx —al <,

x
|senx — senal = 2‘sen(

X —a
Sz‘
2

Dado ¢ > 0, escolhemos § = min{rx, ¢}. Se |x — a| < §, entdo |sen x — sena| < ¢. Isso

prova a continuidade do seno em qualquer a.

Para o cosseno, a identidade da diferenca da, de modo semelhante,

<x+a) ‘ (x—a)‘
sen sen
2 2

<l|x—dq (lx — a < 7).

|cos x — cosal = 2

Continuidade

181



Funcdes de uma Variavel / Limites e continuidade de fungoes

A mesma escolha de § prova a continuidade do cosseno. A continuidade da funcéo

exponencial sera demonstrada no Teorema 8.22.

Como consequéncia das propriedades do limite, temos as seguintes propriedades da

continuidade de funcdes.

7.31 Teorema

Se f(x) e g(x) sdo continuas num ponto a, entdo:
1. f(x)+ g(x) é continua em a
2. f(x)g(x) é continua em a

3. Se g(a) # 0 entdo f(x)/g(x) é continua em a

Demonstragao. Como f e g sdo continuas em a,
lim f(x) = f(a),  lim g(x) = g(a).
xX—a X—a

As regras da soma e do produto fornecem

)1{132( f+g)x) = fa)+ gla) = (f + g)a)

lim (fg)(x) = f(@)g(a) = (fg)(a).
Se g(a) # 0, a regra do quociente também se aplica:

fx)  fla)

e g(x)  ga)

Logo, as trés funcdes sdo continuas em a nas hipoteses indicadas.

Como corolario do teorema anterior, temos que a fungéo tg(x) =

s, T
em todos os pontos do seu dominio, isto é, em R \ {5 + kmr, comk € Z}

|
|
le a b d c

/

Figura 7.25. Gréafico da funcéo tangente e suas assintotas verticais.

Continuidade

182



Funcdes de uma Variavel / Limites e continuidade de fungoes

Podemos calcular o limite de fun¢des compostas lim f - g(x), desde que a funcéo f
—dad

seja continua, calculando f(lim g(x)).
X—a

7.32 Teorema Limite da Composta

Sejam f e g funcdes tais que Im g € Dom f. Se f é continuaem b e
lim g(x) =
X—a

entao

lim f(g(x) = f(b).

Demonstragao. Dado e > 0, a continuidade de f em b fornecen > 0tal que y € Dom f
e |y — b| < nimplicam |f(y) — f(b)| < . Como hm g(x) = b, existe § > 0 tal que

0 < |x —a| < & implica |g(x) —b| < 5. Além disso, g(x) € Dom f pela hipotese. Logo,

0<|x—d<é = [f(glx)-fb)l<e
Esse argumento inclui os pontos em que g(x) = b, pois neles a tltima diferenca é

zero. Portanto, lim f(g(x)) = f(b). [

O Teorema do Limite da Composta permite calcular limites utilizando a mudancga de
variaveis, como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 7.33.

2
sen(x“ +4x +m)+2
Mostre que lim ( )

= 2.
x—0 cos(x3 + x°)

Solucdo. Como ja dissemos, as fun¢des sen(x) e cos(x) sdo continuas em todos os
pontos. Além disso,

. 2 _ 5\ _
)lclg})(x +4x+7r)—7r, chli%(x +x) 0.
Logo,
chiil})(sen(xz +dx+m)+2) = sen(}lci_rg)(x2 +4x + n)) +2=2
e

lim cos(x® + x°) = cos(lim (x3 + x5)) =1
x—0 x—0
Logo, por 5. temos que:

: 2
lim sen(x? +4x+7m)+2 ,1C1_r,1}) (sen(x® + 4x + 1) + 2)

= =2
x—0 cos(x3 + x°) lin}) cos(x3 + x°)
X—>

Continuidade
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Como consequéncia do Teorema do Limite da Composta (Teorema 7.32), a composi-
¢ao de fungdes continuas é continua:

7.34 Teorema

Sejam g : A —» Be f : B — C, definidas em vizinhancas adequadas de a e
g(a). Se g é continua em a e f é continua em g(a), entdo f o g é continua em
a.

Finalmente, uma funcéo continua e estritamente mondétona em um intervalo tem

inversa continua em sua imagem.

7.35 Teorema
Seja I um intervalo e f : I — R continua e estritamente mono6tona. Entdo
f~1: f(I) —» I é continua em f(I), com a continuidade entendida relativa-

mente ao dominio.

Como consequéncia do Teorema 7.35, temos que as funcdes trigonométricas inver-
sas arcsen(x), arccos(x), arctg(x), etc. e a funcio log sdo continuas em todos os
pontos de seus respectivos dominios de defini¢do. Ainda como consequéncia do Te-
orema 7.34, temos que as funcdes elementares, isto é, as funcdes que sdo obtidas por
soma, produto, quociente e composi¢do de fungdes polinomiais, racionais, trigono-
métricas, exponenciais e logaritmicas sdo continuas em todos os pontos nos quais

estao definidas.

Exercicios

Ex. 7.15 Use o limite da composta para calcular 2. lin}) cos(x)
—
os seguintes limites: *
3. lim |—5x3 + x|
. 2 1 x—3
1. hmcos(x +x+ )
1+x

x—0
4. limz(x3 + 2)(x? — 5x)
X—

2. lim esen(*")
x—0
. x> -1
5. lim ——
. xz—x—z x—>1x2—1
3. lim arcsen ————
x—2 x2+2x—38 At
6. lim
, x? -1 42—\t
4. lim arctg ———
x—1 X2 —4x+3 ( P g
a+t)y —a
7. lim
t—0 t
Ex. 7.16 Calcule os seguintes limites:
g i ‘v 8+t—2
1 .
1. lim (3x3 + =+ 4) 0 t
x—1 X
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9. lim
t—0

V2¥t—+2
t

10. Prove que lim x22c08(x) = o
x—0

Ex.7.17
num ponto a, entao:

Prove que se f(x) e g(x) sdo continuas

1. f(x)+ g(x) é continua em a
2. f(x).g(x) é continua em a

3. Se g(a) # 0 entdo f(x)/g(x) é continua em a

Ex. 7.18 Seja f(x) a funcédo definida como:

x2+1sex<0
ax+3sex>0

flx) =

Determine, se existir, o valor de a que torna f continua
em 0.

Ex. 7.19 Dado g(x) a fung¢io definida como:

X +3x+1sex<b

g(x) = ax’+3sex>b

Determine, se existir, o valor de a que torna g continua
em b, separando o caso b = 0.

Propriedades das Fungdes Continuas

Ex. 7.20 Dado h(x) a funcio definida como:

cos(x)+1sex<b

h(x) = ax?+bsex>b

Determine, se existir, o valor de a que torna h continua
em b, separando o caso b = 0.

Ex. 7.21
os primeiros R$ 2.000 de renda mensal, tributa em 10%

Uma tabela progressiva ficticia isenta

apenas a parcela entre R$ 2.000 e R$ 4.000 e, acima disso,
tributa em 20% somente a parcela excedente. O imposto
total T(x) sobre uma renda x > 0 é, portanto,

0, 0 < x < 2000,
0,10(x — 2000), 2000 < x < 4000,
200 + 0,20(x — 4000), x > 4000.

T(x) =

1. Calcule T(3500) e T(5000).

2. Calcule os limites laterais de T em 2000 e 4000. A
funcio é continua nesses pontos?

3. Para x > 0, defina a aliquota efetiva por E(x) =
T(x)/x. Ela é continua nos dois pontos de corte?
Calcule E(3500) e E(5000).

4. Explique por que a aliquota marginal muda nos
pontos de corte sem que o imposto total dé um
salto.

7.7. Propriedades das Funcoes Continuas

A continuidade é definida ponto a ponto, mas, quando vale em todo um intervalo,
impoe condicdes ao comportamento da funcio nesse conjunto. Os proximos resulta-
dos mostram como ela garante a existéncia de valores intermediarios e, em intervalos

fechados e limitados, de valores extremos.

7.7.1. Teorema do Valor Intermediario

Geometricamente, o Teorema do Valor Intermediario nos diz que o grafico de uma
funcio continua assume todos os valores entre f(a) e f(b), ou, dito de outra forma,

Continuidade no inter-
valo

Em um intervalo fechado
e limitado, a continu-
idade garante tanto
valores intermediarios
quanto a existéncia de
maximo e minimo. Sem
essas hipoteses, as con-
clusdes podem falhar.
Isso ndo significa que
toda funcio fora dessas
condigdes deixe de ter
extremos.
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dado d entre f(a) e f(b), o grafico de f(x) deve interceptar a reta horizontal y = d.

7.36 Teorema Teorema do Valor Intermediario

Seja f continua em [a,b], com f(a) # f(b). Entéo, para todo d estritamente
entre f(a) e f(b), existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

A demonstracdo desse teorema sera apresentada adiante, nesta secdo. Antes, apre- p f /
sentaremos algumas aplicacdes do Teorema do Valor Intermediério na demonstragéo /

de existéncia de solugdes para equacdes. Para tanto, por sua utilidade, enunciaremos |

o Teorema do Valor Intermediario em uma forma especial e mais restrita: o Teorema a € b
de Bolzano. Figura 7.26. Interpretacio

geométrica do Teorema do
Valor Intermediario.

7.37 Teorema Teorema de Bolzano

rf’-f”
Seja f uma funcédo continua em todos os pontos de um intervalo fechado [a, b] d-—-—-——-—--
e suponha que f(a) e f(b) tenham sinais opostos. Entdo existe um ¢ € (a,b) [
tal que f(c) = 0. -

Figura 7.27. O Teorema do
Valor Intermediario s6 é valido

. . . ~ P , ara funcdes continuas.
O teorema anterior nos diz que o grafico de uma funcéo continua que, em a esta ~ ? ¢

abaixo do eixo x e em b esta acima dele (ou vice-versa), em algum ponto do intervalo
[a, b] deve cruzar o eixo x.

f

Figura 7.28. Interpretacdo geométrica do Teorema de Bolzano.

Exemplo 7.38.

Mostre que a equacéo cos(x) = x tem pelo menos uma solu¢io no intervalo [0, r].
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Solucao. A equacdo é equivalente a
cosx —x =0.
Considere g(x) = cos x — x, fungéo continua em [0, r]. Temos
g0)=1>0 e gny=-1-n<o.

Pelo Teorema de Bolzano, existe ¢ € (0, 7) tal que g(c) = 0. Portanto, cosc=c. =

y = cos(x)

Figura 7.29. Intersecg¢io dos graficos de y = x e y = cos(x)

y =cos(x) — x

Figura 7.30. Grafico de y = cos(x) — x.

Exemplo 7.39.

Mostre que a equagdo 3* = x? + 4 tem pelo menos uma solucio no intervalo (1, 2).

Solucdo. A equacio é equivalente a
3¥ —x?—4=0.
Considere g(x) = 3* — x? — 4, que é continua em [1,2]. Como
g)y=-2<0 e g2)=1>0,

o Teorema de Bolzano garante a existéncia de ¢ € (1,2) tal que g(¢) = 0. Logo,
3¢=c%+4. n
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— | 3_x—g4

Figura 7.31. Graficode y = 3* — x> — 4.

Demonstragao do Teorema 7.36. Suponha primeiro que f(a) < d < f(b) e considere
S={xelab]]| f(x)<d}

Esse conjunto é nio vazio, pois a € S, e é limitado superiormente por b. Pela com-
pletude dos reais, existe ¢ = sup S.

A continuidade em a e a desigualdade f(a) < d garantem que alguns pontos a direita
de a ainda pertencem a S; logo, ¢ > a. Analogamente, a continuidade em b e f(b) > d
garantem um intervalo a esquerda de b que ndo contém pontos de S; portanto, ¢ < b.

Dado ¢ > 0, escolha § > 0 de modo que (¢ —d,c+9) C (a,b) e | f(x) — f(c)| < € para
|x — ¢| < 8. Pela propriedade do supremo, existe x* € S com ¢ — § < x* < c. Assim,

flO< f(x)+e<d+e.

Por outro lado, qualquer x € (c, ¢ + §) ndo pertence a S, pois ¢ é cota superior. Logo,
f(x)=de
flo)> f(x)—e>d—e.

Portanto, | f(c) —d| < ¢ para todo ¢ > 0. Pelo Exercicio 1.21, concluimos que f(c) = d.

Se f(b) < d < f(a), aplicamos o caso ja provado a funcio continua — f e ao valor —d.
Obtemos novamente um ponto ¢ € (a,b) com f(c) = d. [

7.40 Proposicao

Uma funcéo continua f : I — R de um intervalo fechado I = [a,b] em R é
injetiva se e somente se a funcio f é estritamente monotonica em [a, b].

Demonstragdo. Se f é estritamente monétona e x < y, entdo f(x) # f(y); logo, f é
injetora.

Reciprocamente, suponha f continua e injetora. Para quaisquer x; < x, < x3 em
[a, ], afirmamos que f(x,) esta estritamente entre f(x;) e f(x3). Se isso ndo ocor-
resse, as trés imagens seriam distintas, e uma das imagens dos extremos estaria entre
as outras duas. Se f(x) estivesse entre f(x,) e f(x3), o Teorema do Valor Intermedi-
ario em [xy, x3] daria um ponto x” com f(x”) = f(x;), contradizendo a injetividade.
Se f(x3) estivesse entre f(x;) e f(xy), aplicariamos 0 mesmo argumento em [x;, X |.
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Propriedades das Fungdes Continuas

Se a = b, a conclusio é imediata. Caso contrario, suponha primeiro f(a) < f(b). A

propriedade que acabamos de provar mostra que f(a) < f(x) < f(b) paraa < x < b.
Paraa < x < y < b, aplicada ao trio a, x, y, ela fornece f(a) < f(x) < f(y). Incluindo
os extremos, concluimos que f é estritamente crescente em [a,b]. Se f(a) > f(b),

aplicamos esse raciocinio a — f e concluimos que f é estritamente decrescente.  m

Exercicios

Ex. 7.22
tem pelo menos uma solugéo no intervalo (1, 2)

Mostre que a equagdo K —-3x+1=0

Ex.7.23 Mostre que a equagéo s —2(x+1)?> =0

tem pelo menos uma solu¢io no intervalo (—1, 1)

Ex. 7.24 Mostre que a equacio x° — x2 —2 =0

tem pelo menos uma solu¢io no intervalo (0, 2)

Exercicios

Ex. 7.28 Construa uma tabela de valores a es-
querda e a direita de 2 para f(x) = (x? — 4)/(x — 2).
Conjecture o limite e explique por que o valor de f(2)
néo é necessario para calcula-lo.

Ex. 7.29 Calcule, se existir,
lx + 1] sen(5x)
im , _—
x—>—1 x+1 x—0 X

No primeiro item, compare explicitamente os limites la-

terais.
Ex. 7.30 Determine a e b de modo que
ax +b, x<2,
fe =14
x“—=3 x2>2

seja continua em 2 e tenha limite 1 nesse ponto. Ha mais
de uma solucéo?

Ex. 7.31 A vazdo de uma bomba é Q(t) = 18 — 3t

L/min para 0 < t < 4. No instante t = 4 min, ela é

Ex. 7.25 Mostre que a equagdo x? = v/x + 2 tem
pelo menos uma solu¢éo no intervalo (0, 2)

Ex. 7.26
pelo menos 3 solugdes.

Mostre que a equagédo tg(x) = x tem

Ex. 7.27 Use o Teorema do Valor Intermediario
para provar que existe um nimero real b tal que b? = 2,

conclua que existe raiz quadrada de 2.

desligada, e Q(t) = 0 parat > 4. Esboce Q em [0,6] e
classifique sua continuidade em t = 4.

Ex. 7.32 Pela defini¢do -, demonstre que

lim(2x — 1) = 5.
x—3

Escolha um § em funcédo de ¢ e verifique a implicagao
completa.

Ex. 7.33 Use o Teorema do Valor Intermediario
para provar que x>+ x — 5 = 0 tem pelo menos uma raiz
em (1,2). Em seguida, explique por que o teorema nao

afirma que a raiz seja Unica.

Ex. 7.34
tinuidade de

Determine todos os pontos de descon-

)

Sl ey e

Classifique cada um como removivel ou infinita e propo-
nha uma redefinicdo que elimine a removivel.
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Ex. 7.35 Um termostato mantém a temperatura Ex. 7.36 Calcule lim,_, (1 —cos(3x))/x? usando
entre 20,0°C e 20,5°C, ligando o aquecedor ao atingir o uma identidade trigonométrica e o primeiro limite fun-
limite inferior e desligando-o no superior. Discuta se a damental.

temperatura e o estado ligado/desligado sdo funcdes con-

tinuas do tempo. Ex. 7.37 Dé um contraexemplo para cada afir-

macéo: “a soma de duas fun¢des descontinuas é descon-
tinua” e “se f? é continua, entdo f é continua”.

7.7.2. Valores Extremos

O Teorema do Valor Intermediario garante que a fun¢éao nao omite valores entre duas
imagens. Outra questdo é saber se ela atinge um maior e um menor valor. Em um
intervalo fechado e limitado, a continuidade também fornece essa garantia.

7.41 Teorema

Se f é continua em um intervalo fechado [a, b], entdo f é limitada nesse inter-
valo.

Demonstragao. Suponha que f néo seja limitada em [a, b]. Divida o intervalo ao meio
e escolha uma metade na qual f continue ilimitada; se isso ocorrer nas duas, escolha
a metade esquerda. Repetindo o processo, obtemos intervalos encaixados

b—a
[an, by, b, —a, = Ton
em cada um dos quais f é ilimitada.

Seja
A={a, : n>0} e a = sup A.

Como os intervalos sdo encaixados, a, < a < b, para todo n. Pela continuidade de f

em a, existe § > 0 tal que
x—al<s — |fI<1+][f(a)]

Escolha n com (b —a)/2" < §. Entdo todo x € [ay, b,] satisfaz |x — | < §, e portanto
f é limitada em [a,, b, |, contradizendo a escolha desse intervalo. [

7.6 Definicao
Seja I um intervalo e f : I — R uma funcéo.
B Diremos que xy € I é um ponto de maximo global (ou absoluto) de f, se

f(x) < f(xp), para todo x € I. Neste caso, diremos que f(x)) é maximo
global.
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B Diremos que x; € I é um ponto de minimo global de f, se f(x) > f(x),
para todo x € I. Neste caso, diremos que f(x,) é minimo global.

B Um ponto x; € I sera dito um ponto extremo global, se x; for um ponto de
maximo global ou um ponto de minimo global.

7.42 Teorema Teorema de Weierstrass do Valor Extremo

Seja f uma funcéo continua em um intervalo [a, b], entdo f atinge seus valores
maximos e minimos em [a, b].

Demonstragao. Como f é limitada em [a, b], sua imagem possui supremo; denotemos
esse numero por M. Suponha que f néo atinja M. Entdo f(x) < M para todo x €
[a,b], e a func¢io

1
(x) = ——F—
SV M=
é continua no intervalo. Pelo Teorema 7.41, ela também ¢é limitada: existe K > 0 tal
que g(x) < K para todo x € [a,b]. Logo,
1

<K = f(x)SM—K

_
M - f(x)

Isso produz uma cota superior para f([a, b]) menor que M, contrariando a defini¢do
de supremo. Portanto, f atinge seu maximo. Aplicando o mesmo argumento a —f,

concluimos que f também atinge seu minimo. ]
Exercicios
Ex. 7.38 Determine o maximo e o minimo abso- Ex. 7.39 Determine os valores maximo e minimo
lutos de de f(x) =1/xem[1,4].
fx)=x*—4x+1 Ex. 7.40 Explique por que o Teorema de Wei-

erstrass nao garante maximo e minimo para f(x) = x
no intervalo aberto (0, 1), e verifique diretamente o que
em [—1,5]. ocorre.

7.8. x Demonstracao das propriedades basicas

de limite

As propriedades algébricas dos limites decorrem diretamente da defini¢do. Mostra-
remos, em particular, as propriedades da soma e do produto.
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7.43 Teorema

Se lim f(x) e lim g(x) existem, entdo
X—a X—a

lim(f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)

Suponha
lim f(x) =Ly, lim g(x) = L.
X—a X—a

A desigualdade triangular fornece

() + 8(x)) = (L + L)l < [f() = Ly| + |g(x) — Lol

Basta, portanto, controlar cada parcela por ¢/2.

Demonstragao. Seja € > 0. Existem J;, d > 0 tais que

0<|x—a <8 =— |f(x)—L1|<§,

0<|x—al<8 =— |g(x)—L2|<g.

Tome
(S = min{51, 52}

Se 0 < |x —a| < §, entdo as duas desigualdades anteriores valem e, pela desigualdade
triangular,

[(fG) + 8(x)) = (Ly + L)l < [f(x) = Lyl +|g(x) — Lof < e

Portanto,
lim(f(x) + g(0) = Ly + L.

7.44 Teorema

Se lim f(x) e lim g(x) existem, entdo
xX—a X—a

Lim (f(x)g(x)) = lim f(x) - lim g(x)

Demonstragdo. Escreva
F = lim f(x), G = lim g(x).
X—a X—a
Dado ¢ > 0, escolha §; > 0 tal que

£
|f(x)—F|<m

quando 0 < |x—a| < §;. Escolha também &, > 0 de modo que, quando 0 < |x—al| < &y,

. &
|g(X) — G| < m1n{1, m} .
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A segunda desigualdade implica
lg(0)l < lg(x) = Gl + |G| < 1 +G|.
Tomando § = min{d;, 5}, se 0 < |x — a| < §, entdo

|f(x)g(x) = FG| < [g()l 1 f(x) = F + [Fl[g(x) - G

<+ |G|)m +(1+|F)

&
2(1 +|F[)

= E£.

Logo,
lim(f(x)g(x)) = FG.

7.45 Teorema Limite do Quociente

Se lim f(x) e lim g(x) existem e lim g(x) # 0, entdo
X—a X—a X—a

. f(x) hm f(X)

lim = X>4

2 g0 lim ()

Demonstragao. Escreva M = lim g(x) # 0. Basta provar que lim 1/g(x) = 1/M,
—> X—a

pois entdo f/g = f-(1/g) e aregra do produto fornece a concluséo.

Dado ¢ > 0, a definicéo de limite fornece 6,5, > 0 tais que

M2
|g(x)—M|<% se 0 < |x—al <d, (7.1)

M
lg(x) — M| < % se 0 < |x—al <.
Pela desigualdade triangular reversa, a segunda condicdo implica

M
8GI 2 M1~ g~ v > 2L

Em particular, g(x) ndo se anula nessa vizinhanca e

1 2
’@ < M (72)

Tomando § = min{d;, 5}, para 0 < |x — a| < § as estimativas (7.1) e (7.2) dao

‘L_i _ 1g) = M|
gk Ml M]|g(x)l
2gC) =M _ 2 eMP? _

- IMP M2 2

Isso prova o limite do inverso e, portanto, o do quociente. ]
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7.9. * Continuidade uniforme

Na continuidade em um ponto, o tamanho da vizinhan¢a no dominio pode depender
do ponto considerado. A continuidade uniforme exige um controle tnico para todo
o conjunto: fixado o erro permitido nos valores da funcao, escolhemos uma mesma
escala no dominio que funciona em todos os pontos.

7.7 Definicao Continuidade uniforme

Seja f : A — R. Dizemos que f é uniformemente continua em A se, para
todo € > 0, existe § > 0 tal que, para quaisquer x,y € A,

x—yl<é = [|f0)-fO)l<e

A diferenca para a continuidade usual esta na ordem das escolhas. Na continuidade
em um ponto X, o nimero § pode depender de x; e de ¢. Na continuidade uniforme,
escolhemos & depois de fixar apenas ¢; em seguida, esse mesmo § deve funcionar
para todos os pares x,y € A.

7.46 Teorema

Se f é uniformemente continua em A, entdo f é continua em cada ponto de
A.

Demonstragao. Fixe xy € A e ¢ > 0. Pela continuidade uniforme, existe § > 0 tal que,
para quaisquer x,y € A com |x — y| < §, vale |f(x) — f(y)| < e. Tomando y = x,
obtemos exatamente a condi¢do de continuidade em x;. ]

Exemplo 7.47.

Mostre que f(x) = 3x + 7 é uniformemente continua em R.

<
Solucao. Dado ¢ > 0, tome § = ¢/3. Se x,y € Re |x — y| < §, entdo
If ) = fl = 3x =3yl = 3lx — y| <36 = &.
A escolha de § ndo depende de x nem de y. |
Exemplo 7.48.
Mostre que f(x) = x? é uniformemente continua em (0, 4).
<q
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Solucao. Dados x,y € (0,4),
[x? = y?| = lx + yllx = y| < 8lx = yl.
Dado ¢ > 0, tome § = ¢/8. Se |x — y| < §, entdo
Ix? —y?| < 85 =e.

Novamente, § depende apenas de ¢. ]
Os dois exemplos anteriores possuem uma propriedade mais forte.
7.8 Definicao Condicdo de Lipschitz
Uma funcédo f : A — R é Lipschitz em A se existe uma constante M > 0 tal que

|f(x) = f(y)| < M|x — y| para todos x,y € A.

Qualquer constante M com essa propriedade é chamada de constante de Lips-
chitz.

7.49 Teorema

Toda funcéo Lipschitz em A é uniformemente continua em A.

Demonstragao. Se M = 0, a fun¢io é constante e qualquer 6 > 0 serve. Se M > 0,
dado ¢ > 0, tome § = ¢/M. Para x,y € A com |x — y| < 6,

If(x) = f)| < Mlx —y| < M5 =e.

7.50 Teorema
Se f e g sdo uniformemente continuas em A C R, entdo f + g é uniforme-
mente continua em A. Além disso, para toda constante ¢ € R, a fungéo cf é

uniformemente continua em A.

Demonstragdo. Dado ¢ > 0, escolha &7, 5, > 0 correspondentes ao erro /2 para f e
g, respectivamente. Com & = min{dy, d,}, se |x — y| < 4, entdo

I(f +8)0) = (f + W < [f(x) = fI +g(x) — gVl <.

Para cf, o caso ¢ = 0 é imediato. Se ¢ # 0, basta usar para f o erro ¢/|c|. |

* Continuidade uniforme
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Exemplo 7.51.

Mostre que f(x) = x? é continua, mas nio uniformemente continua em (0, ).

Solucao. Fixe xy > 0. Dado ¢ > 0, tome

. £
5=m1n{1, }
2x0+1

Se |x — x| < J,entdox <xy+1e
Ix2 — x¢| = |x + x| Ix — x| < (2x9 + 1) < e.

Logo, f é continua em cada x; > 0.
Para mostrar que a continuidade nio é uniforme, tome ¢ = 1. Seja § > 0 arbitrario e

escolha .
Xy = =, X =xy+ =.
075 0"y
Entéo x,xy > 0 e |x — xy| = 5/2 < &, mas
|x2—x2|—<1+5)2— ! —1—#52 >1
0r=\s " 2 52 4~
Portanto, nenhum tnico 6 funciona em todo (0, o). n

O resultado seguinte mostra por que intervalos fechados e limitados tém um papel
especial.

7.52 Teorema Teorema de Heine—Cantor

Se f : [a,b] — R é continua, entdo f é uniformemente continua em [a, b].

Demonstragao. Suponha, por contradicdo, que f ndo seja uniformemente continua.
Entdo existe & > 0 com a seguinte propriedade: para todo § > 0 existem x, y € [a,b]
tais que

x—yl<é e |fG) - fO= 4.

Chamaremos de ruim um intervalo fechado I C [a,b] no qual essa mesma proprie-
dade vale, com 0 mesmo &.

O intervalo [a,b] é ruim. Se I = [u,v] é ruim e tem comprimento £ = v — u, considere
os dois intervalos sobrepostos

2¢ £
L:[u,u+—], I+=[u+—,v].
3 3

Ao menos um deles é ruim. De fato, se nenhum fosse, existiriam §_,6, > 0 para
os quais pares suficientemente proximos dentro de I ou de I, teriam variacdo de f
menor que &. Tomando

5 < min{(s_,(x,g},

196



Funcdes de uma Variavel / Limites e continuidade de fungoes * Continuidade uniforme

qualquer par x,y € I com |x — y| < § estaria inteiramente contido em I_ ou inteira-
mente contido em I, contradizendo o fato de I ser ruim.

Escolhendo a cada etapa um subintervalo ruim, obtemos intervalos encaixados
I, = lap, b,]
cujos comprimentos sdo (2/3)*(b — a). Seja
a = supfa, : n> 0}

Como os intervalos sdo encaixados, a,, < @ < b, para todo n. Pela continuidade de f
em a, existe n > 0 tal que, para z € [a,b],

f—al<y — If@)-f@I< 2.

Escolha n tao grande que b, — a, < 1. Entdo todo z € I, satisfaz |z — a| < n e, para
quaisquer x,y € I,

If) = fFII < 1f () = f@l + |f(y) = f(@)] < &.

Isso contradiz o fato de I, ser ruim. Logo, f é uniformemente continua. ]
Exercicios
Ex. 7.41 Mostre que toda funcdo afim f(x) = Ex.7.42 Mostre que f(x) = x? é uniformemente

mx + b é Lipschitz em R e determine uma constante de continua em [—R, R], com R > 0.
Lipschitz.

Ex. 7.43 Mostre que f(x) = 1/x é uniforme-
mente continua em [1, c0).

O capitulo comecgou com aproximagdes locais: fazer x aproximar-se de um ponto e
controlar o que ocorre com f(x). O Teorema do Valor Intermediario e o Teorema
de Weierstrass mostraram que, em intervalos fechados e limitados, a continuidade
também produz conclusdes globais. A continuidade uniforme fecha esse percurso:
em todo o intervalo, uma mesma escala no dominio controla a variacao da fun¢do. No
proximo capitulo, usaremos limites para descrever o que acontece quando a variavel
ou os valores da fung¢io deixam de permanecer limitados.
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Limites Infinitos e no
Infinito

Segure o infinito na palma da mao e a eternidade em uma hora.

William Blake, Augirios da Inocéncia

O estudo anterior tratou de aproximacdes a pontos e valores reais. Ampliaremos essa
linguagem para descrever duas situacdes: a variavel pode crescer em moédulo sem
limite, ou os valores da funcio podem fazé-lo quando a variavel se aproxima de um
ponto. Distinguir essas situacdes sera essencial para interpretar o comportamento
dos graficos.

8.1. Limites no Infinito

Considere a funcao f(x) = , cujo grafico é apresentado na Figura 8.1. Po-

X
. x2+1 )
demos observar que, a medida que os valores de x crescem, os valores da funcéo se
aproximam de 0. Denotaremos tal fato por
_ x
lim —— =0
x—o00 X4 +1
Por outro lado, quando x assume valores negativos cada vez maiores em modulo, os
valores da func¢éo também se aproximam de 0. Denotaremos tal fato por

im —— =0
x——o0 X% + 1
Podemos modificar a nocéo de limite anterior de modo a lidar com esses casos. A
modificacdo essencial é formalizar a afirmacao de que “se x é suficientemente grande”
por meio de “existe M > 0 tal que, se x > M”.

Neste capitulo

8.1 Limites no Infinito 198
8.2 Limites Infinitos 201

8.3 O numero e e as funcdes
exponencial e logaritmica 211

A aproximacio no
infinito

Na notacdo x — +oo, a
variavel ndo se aproxima
de um numero real. Estu-
damos o comportamento
de f(x) para todos os
valores suficientemente
grandes de x no dominio.
Nao ha um ponto final
em que se possa fazer
uma substitui¢io.

x2+1

™~
~J

Figura 8.1. Grafico de
x
) =

x2+1
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8.1 Definicio Limite quando x — +o0
Seja f definida para todo x > ¢, para algum c € R, e seja L € R. Dizemos que
lim f(x)=L
x—+00

se, para todo ¢ > 0, existe M > 0 tal que

x>M = |f(x)-L|<e

8.2 Definicao Limite quando x — —oo

Seja f definida para todo x < c, para algum ¢ € R, e seja L € R. Dizemos que
lim f(x)=1L
X—>—00
se, para todo ¢ > 0, existe M > 0 tal que

x<-M = |f(x)-L|l<e.

Geometricamente, se lim,_, o, f(x) = Loulim,_, o f(x) = L,aretay = L é uma
assintota horizontal do grafico na extremidade correspondente. O limite deve ser
analisado separadamente em +co e —co, pois os resultados podem ser diferentes.

Exemplo 8.1.

1
Mostre a partir da defini¢do que lim — = 0.
x—oo X

Solucao. Queremos mostrar que existe M tal que, se x > M, |f(x)| < ¢. Para tanto,
comecaremos determinando quando |f(x)| < e. Como estamos interessados no com-
portamento no infinito, podemos supor sem perda de generalidade que x > 0, e,

. . , . 1 .
assim, temos que a desigualdade S <¢€é equivalente a x > - Assim, escolhemos

. .1
M= l Quando x > M, entdo x > 1 e, assim, 0 < 1 < ¢. Issoprovaque lim — = 0.m
£ £ X x—00 X

Exemplo 8.2.

1
Mostre a partir da defini¢do que lim — = 0.
xX—00 /X

Solucdo. Queremos mostrar que existe M tal que, se x > M, |f(x)| < ¢. Para tanto,
comecaremos determinando quando |f(x)| < e. Como estamos interessados no com-
portamento no infinito, podemos supor sem perda de generalidade que x > 0, e,

. . . . 1 .
assim, temos que a desigualdade — < ¢ é equivalente a x > —. Assim, escolhemos
€

NE

1 . 1 . 1
M = 5—2 Quando x > M, entdo x > 5_2 e, assim, 0 < ——= < ¢&. Isso prova que

Jx
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Exemplo 8.3 — Quando uma enzima esta praticamente saturada.

Em um ensaio, observa-se que a velocidade de uma reacdo enzimatica se aproxima
de 80 ymol/min quando a concentra¢do S do substrato aumenta. Para S = 2, a velo-
cidade medida é 40 ymol/min. Adote um modelo de saturacdo da forma

as

V(S):m, 520, a,b>0.

Determine a e b. O laboratorio considera a enzima praticamente saturada quando sua
velocidade atinge pelo menos 95% da velocidade limite. Qual é a menor concentracio
que satisfaz esse critério? A velocidade limite é atingida para alguma concentragéo
finita?

Solucao. Dividindo numerador e denominador por S, vemos que limg_,,, v(S) = a.
A primeira observacdo fornece, portanto, a = 80. Usando a medida realizada em
S=2,

de onde b = 2. Assim, o modelo calibrado é

V(S) = m

A condicio de saturagéo pratica é v(S) > 0,95 - 80 = 76. Como S + 2 > 0,

%276 <~ 805S>765+152 < S >38.

Por outro lado,
160
80 —v(S)==——=>0
VS =5
para todo S finito. A velocidade pode ficar tio proxima de 80 pmol/min quanto se

queira, mas nunca atinge exatamente esse valor no modelo.

2 38
Figura 8.2. O modelo tende ao plat6 80; o nivel de 95% ¢ atingido em S = 38.

Limites no Infinito

Termos dominantes no

infinito

Dividir numerador e de-
nominador pela mesma
poténcia preserva a fra-
cdo, para S # 0, e torna
explicitos os termos que
tendem a zero. O com-
portamento assint6tico
passa, assim, a ser deter-
minado pelos termos de
maior grau.
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Exercicios

Limites Infinitos

Ex. 8.1 Mostre, a partir da definicdo, que Ex. 8.2 Determine as assintotas horizontais de

3
lim =0
x—+o0 X + 2

fx) =

2x

V21

analisando separadamente x — 400 e x — —oo.

8.2. Limites Infinitos

Nos limites no infinito, acompanhamos a fun¢do quando a variavel se afasta inde-
finidamente da origem. Também pode ocorrer que os valores da fun¢ido crescam
sem limite quando a variavel se aproxima de um ponto finito. E o que acontece no

Exercicio Resolvido 7.5: o limite lim ﬂ néo existe como numero real, mas seu com-
x—0 |X

portamento pode ser descrito por um limite infinito.

Figura 8.3. A func¢do 1/|x| ndo tem limite finito quando x tende a zero.

Para x # 0 suficientemente proximo de zero, o valor de 1/ |x| pode ultrapassar qual-

quer numero real positivo. Esse comportamento é expresso pela notacdo de limite
infinito.

Considere também os limites laterais de 7/(x — 4) quando x se aproxima de 4.

O significado de um
limite infinito

Escrever f(x) — +oo
quando x — a significa
que, dado qualquer M > 0,
temos f(x) > M para
todo x do dominio sufi-
cientemente préximo de
a, com x # a. Nao basta
encontrar alguns valores
arbitrariamente grandes.
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Figura 8.4. Limite infinito indicado pelo crescimento sem cota do gréafico.

A partir da Figura 8.4 podemos observar que, quando x tende a 4 pela direita, isto é,

por valores maiores que 4, a funcdo cresce indefinidamente, tomando valores

X —
arbitrariamente grandes. Quando x tende a 4 pela esquerda, isto é, por valores meno-

res que 4, a funcéo decresce indefinidamente, tomando valores arbitrariamente

x—4
grandes e negativos. Representamos esses comportamentos por:
7 . 7
im =00 e lim = —00
x—4t x —4 x—4-x—4

8.3 Definicio Limites infinitos

Seja f uma funcdo definida em uma vizinhanga de a, exceto possivelmente no
proprio ponto a. Dizemos que

lim f(x) = 400
X—a
se, para todo M > 0, existe § > 0 tal que
0<|x—al<d = f(x)>M.
Analogamente, dizemos que
lim f(x) = —o0
X—a
se, para todo M > 0, existe § > 0 tal que
0<|x—al<d = f(x)<-M.

Para o limite pela direita, substituimos 0 < |x —a| < § por 0 < x —a < J;
para o limite pela esquerda, usamos 0 < a — x < §. Em cada caso, basta que f
esteja definida no intervalo lateral correspondente. A desigualdade sobre f(x)
permanece f(x) > M para +o0 e f(x) < —M para —co.

Se pelo menos um dos limites laterais de f(x) quando x — aé +00 ou—co, aretax = a
é uma assintota vertical do grafico. O sinal e o lado de aproximacao descrevem para
qual dire¢do cada ramo se afasta.
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Para definir limites infinitos quando x tende ao infinito, usamos um limiar A > 0.
Para todo M > 0, deve existir A > 0 de modo que:

B x> A= f(x)> M, nocasolimy_, . f(x) = +00;
B x> A= f(x) <—M,no caso lim,_,, f(x) = —oo;
B x<—-A= f(x)> M, no caso lim,_,_, f(x) = +oo;

B x<—-A= f(x) <—M,no caso lim,_,_, f(x) = —c0.
Supomos, em cada caso, que o dominio de f contém a semirreta considerada.

Exemplo 8.4.

Mostre que lim x = oco.

X—>00

Solucdo. Pela definicdo, dado M > 0, devemos encontrar A > 0 tal que x > A
implique x > M. Basta escolher A = M. ]

Exemplo 8.5.

Mostre que lim x? = oo,

X—>00

Solucao. Dado M > 0, escolhemos A = JM. Se x > A, entio x> > M, como
desejado. ]

Exemplo 8.6 — Até onde a paisagem permanece nitida?.

Para uma configuracio fixa de cimera, lente e abertura, seja H uma constante posi-
tiva. Se a camera estiver focalizada a uma distancia s, com 0 < s < H, um modelo
aproximado fornece as extremidades da regido considerada aceitavelmente nitida:

Hs
H-5s

Hs
dperto(s) = H+ts dlonge(s) =

Em uma fotografia de teste focalizada a 8 metros, o ponto mais distante considerado
nitido estava a 24 metros. Determine H e investigue o que ocorre com as duas ex-
tremidades quando s — H™. Nessa configuracdo, uma pedra situada a 5 metros e o
horizonte podem aparecer simultaneamente nitidos?
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Solucdo. A fotografia de teste fornece

8H

24 = ——.
H-38

Logo, 24H — 192 = 8H e H = 12 metros. Consequentemente,

12s . 12s
im =6, lim = 400,
s—12- 12 +s s—12- 12 —s

Ao focalizar progressivamente mais perto de H, o extremo distante da regifo nitida
se afasta indefinidamente, enquanto o extremo préximo tende a 6 metros. A pedra
situada a 5 metros fica fora dessa regido; portanto, ela e o horizonte nio podem
aparecer simultaneamente nitidos nessa configura¢do segundo o modelo.

d

]
Exercicios
Ex. 8.3 Mostre, a partir da definicdo, que Ex. 8.4 Calcule os limites laterais de (x+1)/(x —
1 2) em x = 2 e identifique a assintota vertical.
lim ———— = +oo.
x—3 (x — 3)2

8.2.1. Propriedades dos Limites Infinitos e no Infinito

As expressdes +0o e —oo descrevem comportamentos; ndo sdo nimeros reais acres-
centados a reta. As regras para esses limites decorrem das defini¢des e descrevem
como tais comportamentos se combinam.

Para evitar repeticOes, escreveremos x — « para qualquer um dos casos x — a,

+

X —=a,x >a,x— +ooux — —oo. As desigualdades mencionadas devem valer

para x suficientemente proximo de @, no dominio correspondente.

Comparacio e reciproco. A comparacdo transfere para outra fungido um cres-
cimento ou decrescimento ja conhecido. O reciproco, por sua vez, troca grandezas
proximas de zero por grandezas de médulo elevado, e vice-versa.
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8.7 Proposicao Comparacgdo e reciproco
1. Se f(x) > g(x) e lim,_,, g(x) = +oo, entdo lim,_,, f(x) = +oo. Se f(x) <
g(x) elim,_,, g(x) = —oo, entdo lim,_,, f(x) = —co.

2. Se f(x) — 0 por valores positivos, entdo 1/ f(x) — +oo; se f(x) — 0 por
valores negativos, entdo 1/ f(x) — —oo.

3. Se |f(x)| = 400, entdo 1/ f(x) — 0.

Demonstragao. No primeiro item, dado M > 0, a hipdtese g(x) — +oo garante g(x) >
M suficientemente perto de a; como f(x) > g(x), também f(x) > M. O caso de —oo
¢é analogo.

No segundo item, suponha f(x) — 0 por valores positivos. Dado M > 0, aplique a
defini¢éo de limite com ¢ = 1/M: suficientemente perto de &, temos 0 < f(x) < 1/M,
logo 1/ f(x) > M. O caso de valores negativos é obtido do mesmo modo.

No terceiro item, dado € > 0, escolha o limiar 1/¢. Se | f(x)| > 1/¢, entdo

< e

e

8.8 Observaciao Consequéncias imediatas

As propriedades de comparacdo permitem obter os limites seguintes. Para as
poténcias inteiras, comparamos com x ou —x em semirretas adequadas; para a
exponencial de base ¢ > 1, usamos também a Proposi¢ao 1.16.

1. Dado ¢ > 1, temos lim ¢* = co. Parac = 1, o limite é 1; para 0 < ¢ < 1, é 0.
X—00
De fato, se ¢ > 1 e x > n € IN, a monotonicidade e a desigualdade de Bernoulli
ddo ¢* > " > 1+ n(c — 1), que cresce sem limite com n. O caso 0 < ¢ < 1
segue escrevendo ¢* = 1/(1/c)*.
2. Dado k € N* entiio lim x* = co.

X—>00

3. Dado k € N* impar entio lim x* = —co.

X——00

4. Dado k € N* par entdo lim xF = oo,

X—>—00

Somas: qual termo domina? Uma parcela limitada ndo altera um crescimento
sem cota. Duas parcelas que divergem no mesmo sentido reforcam-se. Ja parcelas
que divergem em sentidos opostos competem entre si, e seus limites isolados nao
bastam para decidir o resultado.

Limites Infinitos
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8.9 Proposicao Somas com limites infinitos

Suponha que r seja limitada quando x — «. Entao:

1. se f,g = +oo, entdo f + g — +oo;se f, g = —oo, entédo f + g — —oo;
2. se f = +oo, entdo f +r — +oo; se f — —oo, entdo f +r — —oo;

3.se f >+oeh—> —oo,entdo f —h —> +c0oeh— f - —oo.

Todos os limites sdo tomados quando x — «.

Demonstragdo. Para o primeiro item, dado M > 0, fazemos f > M/2e g > M/2
suficientemente perto de a; entdo f + g > M. Os casos negativos sdo analogos.

Para o segundo item, existe K > 0 tal que |r(x)| < K perto de a.. Se f — +o0, fazemos
f>M+K;entdo f+r > M. O caso de —oo ¢é analogo.

No terceiro item, —h — +o0, e a concluséo segue do primeiro caso aplicado a f+(—h).
A outra diferenca é tratada da mesma forma. [

Produtos: o sinal decide.

8.10 Proposicao Produtos com limites infinitos

Suponha que f — +o ou f — —oco0 quando x — a. Se g(x) — L # 0, entdo g
fica afastada de zero e conserva o sinal de L para x préximo de a. Assim, L > 0
preserva o sentido da divergéncia de f, enquanto L < 0 o inverte.

Se os dois fatores divergem, aplica-se a mesma regra de sinais:

‘g—>+oo g—> —

f— 40| fg o +0 fg—o —
f——oco| fg—o —0 fg—o +

Todos os limites da tabela sdo tomados quando x — «.

Demonstragao. Suponha primeiro f — +o0eq — L > 0. Como g — L, temos
q(x) > L/2 suficientemente perto de . Dado M > 0, fazemos também f(x) > 2M /L.
Entdo f(x)q(x) > M. Se L < 0, aplicamos o mesmo argumento a —q, o que inverte o
sinal do produto. Os casos f — —oo seguem aplicando o resultado a —f.

Se ambos os fatores divergem, dado M > 0 fazemos | f(x)| > VM e |g(x)| > VM perto
de a. Assim, |f(x)g(x)| > M; o sinal é determinado pelos sinais eventuais dos fatores,
como na tabela. [

Em particular, multiplicar por uma constante positiva preserva o sentido da diver-
géncia, e multiplicar por uma constante negativa o inverte. A constante zero é um
caso separado: 0- f é a funcdo nula. Isso ndo autoriza concluir nada quando um fator
apenas tende a zero.
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Formas indeterminadas nao sao resultados
Os simbolos 0o — 0o e 0 - co ndo determinam, por si s6s, um limite. Quando

x — +oo, por exemplo,

x—x=0, (x+1)—x=1, X% — x —> +oo;

as trés diferencas tém a forma aparente co — co. Do mesmo modo,

—x — 0, —x=1, — X — 400,

x?2 x Jx

embora em todas apareca 0 - oo, E preciso simplificar ou comparar as fungdes
antes de aplicar propriedades de limites.

Limites finitos quando a variavel tende ao infinito. Se o ponto de aproxima-
¢do muda de um ndmero real para +oco ou —co, mas os valores-limite continuam fini-
tos, valem as mesmas propriedades algébricas estudadas no capitulo anterior.

8.11 Proposicao Regras para limites finitos no infinito

Se a € {—oo, +00}, f(x) > A e g(x) > Bquando x — a, com A, B € R, entdo

f+g—>A+B f-g— A-B, fg — AB,
cf > cA, §—>§ (B=+0).

Também podemos passar ao limite no modulo, em poténcias inteiras positivas
e na raiz quadrada, desde que seu dominio seja respeitado. Em particular, se
f(x) > 0 para x suficientemente proximo de @, entio A > 0 e |/ f(x) — VA.

Demonstragao. As demonstracdes sio as mesmas das regras de limites finitos ja pro-
vadas: dado ¢ > 0, controlamos cada parcela ou fator por uma condi¢io valida para
x suficientemente grande em moédulo. A tnica mudanga é substituir a vizinhanca
perfurada de um ponto por uma semirreta x > M ou x < —M. ]

8.12 Teorema Teorema do Confronto no infinito

Se a € {—o0, +0} €, para x suficientemente proximo de «,

f(x) < g(x) < h(x),

com
lim f(x) = lim h(x) = L € R,
X—>a X—a

entdo lim,_,, g(x) = L.

Limites Infinitos
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Demonstragao. Dado ¢ > 0, os limites de f e h fornecem um mesmo limiar, tomando
o maior dos dois necessarios, a partir do qual

L—e< f(x)<g(x)<h(x)<L+e.

Logo, |g(x) — L| < ¢, que é a definicdo do limite no infinito. |

Como escolher a regra. Primeiro identifique separadamente o comportamento
de cada parcela ou fator. Aplique uma propriedade apenas quando as hipoteses co-
incidirem com um dos casos anteriores. Se surgir uma forma indeterminada, a ex-
pressdo precisa ser reorganizada antes: fatoragao, divisao pelo termo dominante e
multiplicacdo pelo conjugado sdo as estratégias mais frequentes.

Em particular, se numerador e denominador divergem em moédulo, o quociente apre-
senta a forma indeterminada oo /co. Essa forma néo informa o valor do limite: ele
dependera da rapidez relativa de crescimento das duas fungdes. Os exemplos seguin-
tes mostram como revelar essa comparagao por meio de simplificacdes algébricas.

Exemplo 8.13.

2
Cooxc+1
Calcule lim ——.
x—o0 x2 — 1

Solucao. Para x # 0, dividimos numerador e denominador por x?:

x*+1  1+1/x*
x2—1 1—1/x%

Como 1/ x50 quando x — +o0, 0 numerador tende a 1 e o denominador também
tende a 1 # 0. Pela regra do quociente,

. X241
lim ——=1.
x—o0 X4 — 1
|
Exemplo 8.14.
Calcule lim (2x3 — 3x% + 1).
X—00
g

Solucao. Colocando o termo de maior grau em evidéncia, obtemos, para x # 0,
3 1
2x3—3x2+1:x3<2——+—).
x
Quando x — +oo, 0 fator entre parénteses tende a 2 > 0, enquanto x> — +oo. Pela
propriedade do produto de uma funcéo com limite positivo e outra com limite +oo,

lim (2x3 — 3x% + 1) = +o0.

X—>00

Limites Infinitos
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]
Exemplo 8.15.
2x3 +3x2 +1
Calcule lim —————.
x—o0 4x2 —2x +1
<

Solucao. Para x # 0, a fatoragéo dos termos de maior grau fornece

23 +3x2+1 K32 +3/x+1/x%)
4x2 —2x+1  x2(4—2/x+1/x2)
2+3/x+1/x3
=X .
4—2/x+1/x2

O quociente que multiplica x tende a 2/4 = 1/2 > 0. Como x — oo, a propriedade
multiplicativa da

o203 4+3x% +1
Im —————— =+
x>0 4x2 —2x + 1
[ |
Exemplo 8.16.
X 1
Mostre que lim ——— = —.
s oz r1 3
<
Solucdo. Como x — +o0, podemos supor x > 0; assim, JVx2 = |x| = x. Portanto,
lim — I !
im —— = lim —
X200 \J9x2 41 x>0 \9x2 4+ 1/x
. 1
= lim ———.
x=e0 [o 41 /x2
Como
. 1
lim (9 + —2> =09,
X—>00 X
a continuidade da raiz quadrada fornece
lim |9+ — =3
X—>00 X
Portanto,
. X 1
lim ——— = -
x>0 fox2 41 3
[ |
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Exemplo 8.17.

5%3 +x2 -3
Calcule hm —_—.
x—o0 2X3 —x+5

Solucao. Para x # 0, dividimos numerador e denominador por x3:

5x3+x2 -3 54+1/x-3/x°

2x3—x+5 2—1/x2+5/x3

Quando x — +0c0, 0o numerador tende a 5 e o denominador tende a 2 # 0. Pela regra

do quociente,
5x°+x*—3 5

lim ———=-.
x>0 2x3—x+5 2
]
Exemplo 8.18.
5x2+x—3
Calcule lim ———.
x—oo 4x% — x + 2
q
Solucdo. Para x # 0, dividimos numerador e denominador por x*:
5x°+x—3 5/x% +1/x3 —3/x*
4x4—x+2 4—1/x3+2/x4
O numerador tende a 0 e o0 denominador a 4 # 0. Pela regra do quociente,
. 5x°+x-3
lim ————— =
x—o0 4x% — x + 2
]

Os limites no infinito também permitem comparar uma fun¢do com uma reta nio
horizontal. Se

lirf (f(x) —(mx + b)) =0 ou 1_1)111 (f(x) — (mx + b)) =0,

areta y = mx + b é uma assintota obliqua na extremidade correspondente quando
m # 0. O caso m = 0 recupera uma assintota horizontal.

Exercicios

Ex. 8.5 Calcule os limites e determine as assin- 2. lim L.

x—>=00 \[ox2 1 1

totas pedidas.

3x2 — x 3. lim (Vx2 + x — x).

1. lim ——. X—00
x—co 5x2 + 2
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4. Determine, por limites, as assintotas de f(x) =
(2x? = 3)/(x*> —x — 6).

Ex. 8.6
quais

Encontre as constantes m e b para as

3
(mx+b—x—+l>=0.

lim
x2+1

X—>00

Explique o significado geométrico da reta y = mx + b.

Ex. 8.7 Considere, paraa # 0 e b # 0, a equagéo
ax? —bx +c =0,

em que b e ¢ permanecem fixos enquanto a — 0.
1. Mostre que uma das raizes tende a c¢/b.

2. Mostre que a outra raiz é ilimitada e determine
seu comportamento dominante.

3. Explique por que isso é compativel com a equa-

O numero e e as fun¢des exponencial e logaritmica

¢do limite —bx + ¢ = 0.

Ex. 8.8 Os modelos abaixo descrevem trés res-

postas com saturacao:

12N
5+ N’

Rt
T 12041

V(s) = 3,6s '

2+s

c(N) = P(I)
Aqui, ¢ é o consumo de presas por um predador em fun-
¢do da densidade N; P é uma taxa de fotossintese em
funcdo da intensidade luminosa I; e V é o consumo de
oxigénio durante exercicio em funcéo da intensidade s.

1. Determine o limite de cada funcdo quando sua
variavel tende a +oo e interprete os trés resulta-

dos.

2. Em que valor da respectiva variavel cada res-
posta atinge metade de seu valor-limite?

3. Identifique a forma comum Ax/(B+x) e explique
os papéis de A e B.

8.3. O nimero e e as funcoes exponencial e

logaritmica

A forma indeterminada

O numero e pode ser obtido a partir de um limite no qual a base se aproxima de 1 1=

enquanto o expoente cresce. Essa construcdo fornece a base da funcdo exponencial

natural e do logaritmo natural.

8.19 Teorema Segundo Limite Fundamental

1 X
lim (1 + —) =e,
X—00 X

Demonstracdo. Para cada inteiro n > 1, escreva
1 n
a, =1+ —) .
" ( n

k—

w32 T16-0)

k=0 j=

Pelo binémio de Newton,

—_

.

onde e = 2,71828 é o numero de Euler, também chamado nimero de Neper.

A notacdo 1% descreve
dois comportamentos
simultaneos, nio uma
poténcia comum. O limite
depende de como a base
se aproxima de 1 e o
expoente cresce. Em

(1 + 1/x)*, quando x —
+00, essa combinacio
produz o limite e.
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com produto vazio igual a 1. Quando n aumenta, cada fator dos termos ja presentes
nao diminui, e aparece um novo termo positivo; portanto a,, > aj,.

Além disso,
o1 51
HSZH£2+ZZIC_—1<3'
k=0 k=2
Logo, pelo axioma da completude, existe
e =supfa, : n>1}.
A estimativa k! > 2 - 3k_2, para k > 2, fornece ainda

11
a, < Z,

11
portanto 2<e< T <3.
A definicdo de supremo da diretamente a aproximacéao de e de que precisamos: dado
n > 0, existe N, tal que
e—n<ay,<e.

Como os a, crescem, a mesma desigualdade vale para todo n > Nj,.

Agora fixe ¢ > 0 e tome = ¢/2. Aumentando N, se necessario, podemos supor

também que
3 < £
Ny 2
Para x > N, sejan = |x|. Entdon < x < n+ 1. Como todas as bases abaixo sio

maiores que 1, temos

e, por outro lado,

Portanto,

1 n 1 X 1 n+1
@+———)S(Lwﬂ g@+—) .
n+1 X n

Os extremos podem ser escritos como

an+1 ( 1)
T E—— e a 1+—-).
1+1/(n+1) "

Comoe—¢/2 < a, <e< 3, temos
1 a 3
apll+—-)=a,+—<e+-<e+e
n n n

Por outro lado,

n+1 an+1 € 3
— =0y — —— - —— >e—¢.
1+1/(n+1) ™1 pi2 2 n+2
Portanto,
a 1\* 1
e—£<"—+13<1+—) San<l+—)<e+€.
1+1/(n+1) x n

Isso é exatamente a defini¢do de

1 X
lim (1 + —) =e.
X—00 X
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l X
Figura 8.6. lim (1 + ;) =e

X—00

Exemplo 8.20.

5 X
Calcule lim (1 + ;) .

X—>00

~ ., X
Solucédo. Fazemos a mudanga de variavel t = = temos:

5 X 1 5t
lim (1 + —) = lim (1 + —>
X—>00 X t—o0 t

1
= <lim (1-!——))
t—o00 t

:eS

Exemplo 8.21.

X X
Calcule lim ( ) )
x+1

X—>00

Solucdo. Dividindo o numerador e o denominador por x, temos:

x
x \* 1
1im< 1) = lim 1
x—oo \ X + X—00 142
1
= lim ———
(1+3)
X
= e_l

O numero e e as fun¢des exponencial e logaritmica
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8.4 Definicao

O logaritmo de base e é denominado fun¢ao logaritmo natural ou simples-
mente logaritmo. Assim, pelos fatos apresentados na secéo 4.3, a funcio loga-
ritmo é a fun¢io In : (0,0) — R dada pela regra

Inx=yee =x.

O grafico da funcdo logaritmo natural esta representado abaixo:

4@)/ In(x)

Figura 8.7. Grafico da funcao logaritmo natural.

8.22 Teorema Continuidade das Fun¢oes Exponencial e Logaritmo

Para ¢ > 0, a fun¢do x +— ¢* é continua em R. Parac > 0 e ¢ # 1, a funcéo
x > log x é continua em (0, 00).

Demonstragdo. Suponha primeiro ¢ > 1. Dado ¢ > 0, escolha um inteiro n tao grande

que
c—1

< e
n

Escreva u = ¢'/" — 1> 0. Pela desigualdade de Bernoulli,
c=1+uw)">1+nu,

de modo que

c—1
O<u< —<e.
n

Além disso,
u
0<1-cn=—_ <yc<e
14+u

Se |h| < 1/n, a monotonicidade da func¢éo exponencial da

C—l/n S Ch S Cl/n’

e portanto | — 1| < e. Assim,
lim ¢ = 1.
h—0
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h h h

Como ¢**" = ¢, segue que ¢*™* — ¢?, provando a continuidade em qualquer a € R.
Se 0 < ¢ < 1, escrevemos ¢ = 1/(1/c)* e usamos o caso anterior e a regra do

quociente. Parac=1,a fungéo ¢é constante.

Quando ¢ # 1, a exponencial é continua e estritamente mondtona de R sobre (0, o).
Pelo Teorema 7.35, sua inversa logc é continua em (0, ). ]

Como a funcio e* é continua e crescente, pelo Teorema 7.35, sua funcio inversa
In(x) : (0,00) — R é continua em todo o seu dominio.

8.23 Teorema Terceiro Limite Fundamental
X

. a
Para a > 0, temos lim =lna.

x—0 X

Demonstragao. Comecemos pela relagio
lim(1 + w)/* =e.
u—0

Parau — 07, isso é o segundo limite fundamental com x = 1/u. Parau — 0, ponha
v=-u/(1+u)>0.Entiov —> 0" e

A+ =1+ =1+ )/ A +v) — e

Pela continuidade do logaritmo,

@ = ln((l +u)1/u) —> lne=1.

Se a = 1, o quociente do enunciado é zero e a concluséo é imediata. Paraa > 0,a # 1,
facau = a* —1. A continuidade da exponencial garante u — 0 quandox — 0, e u # 0
se x # 0. Além disso, x = In(1 + u)/ Ina, de modo que

a* -1 u
Ina ———— — Ina.

x In(1 + w)

. L 2¢=1
Figura 8.8. lim — = In2.

x—0
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Exemplo 8.24.

x—2
... 35 —1
Calcule o limite lim .
x—2 X—2
q
Solucao. Fazendot = (x — 2)/5, temos x — 2 = 5t e t — 0. Portanto,
o35 st 1 1. 3—-1 In3
lim ——— =1lim = —lim = —,
x—2 X —2 t—0 5t 5150 t 5
pelo Teorema 8.23 com a = 3. |
Exercicios
Ex. 8.9 Use os limites fundamentais associados 3 lim In(1 + 5x)‘
a e e ao logaritmo. x=0 x
9% 4. Um capital de R$1.000,00 é aplicado por dois
1. lim (1 + —) . anos a taxa continua de 4% ao ano. Determine
—00 X
* o montante exato e uma aproximacdo em centa-
LY VOs.
2. lim
x—0 X

8.3.1. Juro Composto

Considere um capital inicial C > 0, aplicado por k anos a uma taxa nominal anual
r > 0, escrita em forma decimal. Nos juros simples, a taxa incide sempre sobre o
capital inicial, e o montante é C(1 + rk).

Nos juros compostos, cada parcela de juros é incorporada ao saldo antes do periodo
seguinte. Se a capitaliza¢do ocorre n vezes por ano, a taxa de cada periodo é r/n.
Depois de nk periodos, o montante é

r nk
M, =C (1 + —) .

n
Quando aumentamos a frequéncia de capitalizacio,

k

n
M, = C[(l + I) ] — ce'k.
n

O valor Ce’* corresponde ao modelo idealizado de capitalizacdo continua. O limite

ndo afirma que instituicdes financeiras capitalizem infinitas vezes por ano; ele des-
creve o valor para o qual convergem os regimes com periodos cada vez menores.

216



Funcdes de uma Variavel / Limites Infinitos e no Infinito O numero e e as fun¢des exponencial e logaritmica

Exercicios

Ex. 8.10 Um capital de R$ 10 000 é aplicado por 3 Ex. 8.11 Para um capital C aplicado por um ano
anos a uma taxa nominal anual de 6%. Determine o mon- a uma taxa anual r > 0, compare as expressdes corres-
tante previsto pelo modelo de capitalizag¢do continua. pondentes a capitalizacdo anual, mensal e continua.

8.3.2. Crescimento Demografico

Denote por Py > 0 a populagio inicial e suponha que a taxa de crescimento por
unidade de populagio seja uma constante A > 0, medida em anos inversos. Essa hi-
potese ja é uma idealizacdo: populagdes reais sofrem variacdes de recursos, migracéo,
mortalidade e natalidade.

Para estimar a populacdo depois de ¢ anos, divida o intervalo de tempo em n partes
iguais. Em cada parte, o incremento relativo é aproximadamente At/n; por isso,

P,(t) =P, (1 + %)n

Parat > 0, escrevemos

() <[ )

Quando as subdivisoes se tornam cada vez mais finas, o Segundo Limite Fundamental
mostra que a expressio entre colchetes se aproxima de e. Assim, o modelo continuo
é
P(t) = Pye’t.

Para t = 0, a mesma formula fornece P(0) = P;. O mesmo padrdo matematico apa-
rece na capitalizacdo continua: em ambos os casos, a taxa de variagao é proporcional
ao valor presente da grandeza. Se a constante de proporcionalidade for negativa, o
modelo descreve decaimento exponencial, como em uma primeira aproximacao para
a massa de uma substancia radioativa.

Exercicios

Ex. 8.12 Determine as assintotas horizontal, ver- Ex. 8.14 A corrente de um circuito é I(R) = 12/R
tical e obliqua, quando houver, de f(x) = (2x> —3x + A, onde R > 0 ¢é a resisténcia em ohms. Interprete
1)/(x — 1). Faga um esbogo que seja compativel com limg_,q+ I(R) e limp_, I(R), apontando a limitagdo fi-
seus resultados. sica do primeiro modelo.

Ex.8.13 Demonstre, usando a definicio de limite
no infinito, que lim,_,, 7/(x + 4) = 0. Para um erro ma-
ximo ¢, produza um limiar explicito N(e).
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Ex. 8.15 Calcule os dois limites laterais de ¢!/* em que resta 10% da dose inicial.
quando x — 0" e x — 07, e explique por que nio ha
limite bilateral finito em zero.

Ex. 8.17 Encontre uma funcéo simples assinto-
tica a

Ex. 8.16 A razdo entre a massa de um medica- 3x3 —2x +7

mento no instante ¢t e a massa inicial é M(t)/M(0) = x% +4

eI Determine o limite quando t — oo e o instante quando x — oo, e mostre que a diferenca entre as duas
tende a zero.
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9

Derivadas

Sobre os que entram nos mesmos rios, aguas sempre diferentes correm.

Heraclito, Fragmento 12

A derivada mede a variagéo local de uma funcdo. Geometricamente, quando a tan-
gente nio é vertical, ela fornece o coeficiente angular da reta tangente; em proble-
mas de movimento, fornece a velocidade instantanea; em outros contextos, descreve
taxas de crescimento, decaimento e sensibilidade. Os problemas da tangente e da
velocidade conduzem ao mesmo limite, que define a derivada. Sua relacdo com a
continuidade e as regras de derivagdo permitem estudar as funcdes elementares. A
derivada também determina uma aproximacio local: perto de um ponto de diferen-
ciabilidade, a funcao se comporta, em primeira aproximacao, como uma fun¢éo afim.
A derivada é o coeficiente que determina essa aproximagéo local.

9.1. Motivacoes

9.1.1. O problema da reta tangente

Um dos problemas que conduzem a derivada é geométrico: determinar a reta tan-
gente ao grafico de uma fun¢ido em um ponto. A tangente registra a dire¢ao local da
curva e, quando néo é vertical, fica determinada por seu coeficiente angular.

No inicio do século XVII, Pierre de Fermat desenvolveu métodos para determinar
maximos e minimos de certas fun¢des. A Figura 9.1 ilustra a relacdo entre esse pro-
blema e as retas tangentes: suas inclina¢des variam ao longo da curva e se anulam
nos dois extremos indicados.

Em um ponto interior no qual uma funcéo diferenciavel atinge um maximo ou um
minimo local, a reta tangente é horizontal. A procura por extremos conduz, portanto,
ao estudo dos pontos em que a inclinagéo da tangente se anula.

Para uma curva geral, porém, a propria nog¢éo de tangente precisa ser formulada com

Neste capitulo

9.1 Motivagoes 220
9.2 Definicéo de derivada 224

9.3 Derivadas das fungdes
classicas 232

9.4 Regras de derivacdo 235
9.5 A regra da cadeia 242

9.6 Derivada da funcéo in-
versa 246

1 4 X
Figura 9.1. Retas tangentes
em varios pontos da curva. As
tangentes horizontais
destacam o maximo e o
minimo locais.
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cuidado. Dados uma funcéo f e um ponto P de seu grafico, procuramos uma reta
que descreva a direcdo da curva nas proximidades de P.

A experiéncia com a circunferéncia pode sugerir que a tangente seja uma reta que
encontra a curva em um unico ponto. Para graficos de fungdes, porém, esse critério
nao basta, como mostram as figuras seguintes.

Na Figura 9.2a, a tangente cruza a curva em outro ponto; na Figura 9.2b, a reta encon-
tra o grafico uma tnica vez, mas nao acompanha sua direcdo nesse ponto. O nimero
de intersecdes, portanto, nao caracteriza a tangéncia.

Quando a tangente nao ¢é vertical, podemos determina-la por seu coeficiente angular.
Para aproximar esse coeficiente, tomamos uma reta secante que passa pelo ponto
fixo P e por um segundo ponto Q do grafico. Se P = (a, f(a)) e Q = (a + h, f(a + h)),
com h # 0, o coeficiente angular da secante é

m _f@th-fa fla+h - fla)
s« (a+h)—-a h '

reta tangente

Motivacoes

(a) A tangente pode reencontrar a
curva.

(b) Uma s6 interse¢do nao basta.

Figura 9.3. Quando Q se aproxima de P, as retas secantes se aproximam da reta tangente.

Mantendo P fixo, fazemos Q se aproximar de P, isto é, fazemos h tender a zero. Se os
coeficientes angulares das secantes convergem para um numero real m, esse limite
determina a inclinacdo da reta tangente:

m= lim 1@~ f@

h—0 h

A reta tangente no ponto fixo P = (a, f(a)) tem, portanto, equacio

y = f(a) = m(x — a).

Esse limite sera a derivada de f no ponto a. Um primeiro calculo ilustra sua obtencio;
o estudo do movimento mostraré outra interpretacdo do mesmo quociente.

Por que podemos can-
celar h?

O quociente incremental
é considerado para h # 0.
Se a fatoracgdo revela h

no numerador, esse fator
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Exemplo 9.1.

Determine a inclinaciio da reta tangente ao grafico de f(x) = x? no ponto (a, a?).

Solucao. Pela definicio, a inclinacdo da reta tangente no ponto a é

m = lim 2@~ f(@)
h—0 h

Para f(x) = x?, segue que

2 2
m:Iim—(a+h) a
h—0 h
a® + 2ah + h? — @2

= lim(2a + h)
h—0
= 2a.

Assim, a inclinacio da reta tangente no ponto a é 2a. [

9.1.2. O problema da velocidade

O mesmo quociente usado para calcular a inclinacdo de uma secante aparece no
estudo da velocidade. Suponha que uma particula se mova em linha reta e que sua
posicéo no instante ¢ seja dada por s(t). Para At # 0, com os dois instantes no dominio
de s, a velocidade média entre ; e ty + At é

o As  s(ty + At) — s(t)
™At At '

A velocidade média descreve o deslocamento por unidade de tempo nesse intervalo.

Para obter a velocidade em um instante, fazemos o intervalo encolher, tomando o
limite quando At — 0. No grafico de posicdao em funcdo do tempo, isso corresponde
a passagem das secantes a tangente que acabamos de estudar.

9.1 Definicao

Se uma particula se move sobre uma reta e sua posicdo é descrita por s(t), entdo
sua velocidade instantanea em ¢, é

AF) —
v = lim sty + At) — s(tp)
At—0 At

desde que o limite exista e seja finito.

Motivacoes

Velocidade e rapidez

No movimento retilineo,
o sinal da velocidade in-

dica o sentido em relagio

a orientacéo escolhida.
Se v = —3 metros por
segundo, a rapidez é 3
metros por segundo, e
0 movimento ocorre

no sentido negativo. A
rapidez é sempre |v|.
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Exemplo 9.2.

A posicio de uma particula é dada por s(t) = t? — 5, com s(t) em metros e t > 0 em
segundos. Determine a velocidade no instante a > 0, calcule-aemt = 0 eemt = 4,
identifique quando a particula se move para a direita ou para a esquerda e determine
quando ela esta em repouso.

Solucdo. Para a > 0, calculamos a velocidade pela definicdo:

s(a+ At) — s(a)
m 22/ AY

=1
V(a) At—0 At
. (a+ A% —5(a+ At) —d? + 5a
= lim
At—0 At
. a®+ 2aAt + (At)? — 5a — 5At — a® + 5a
= lim
At—0 At
. 2aAt + (A% — 5At
= lim
At—0 At
= lim 2a+ At -5
At—0
= 2a—5.

Logo, v(a) = 2a— 5. No instante inicial, fazemos o mesmo calculo com At — 07, pois
o movimento esta definido apenas parat > 0. Obtemos v(0) = —5m/s; em ¢ = 4,
temos v(4) = 3m/s. Para determinar quando a particula se move para a direita,
resolvemos

20—-5>0 < a>5/2

De modo analogo, a particula se move para a esquerda quando
20-5<0 < a<5/2

Como a > 0, isso ocorre em 0 < a < 5/2. Por fim, a particula esta em repouso se, e
somente se, a = 5/2. ]

Taxas de variacao

A posic¢io e o tempo podem ser substituidos por outras grandezas. Se Q depende de
uma variavel x, o quociente de suas variacdes mede quanto Q varia, em média, por
unidade de x.

9.2 Definicao

A taxa de variacao média de uma grandeza Q em relacdo a variavel x entre a e
a+h,comh=+0,é

AQ _ Qla+h)=0(a)
Ax h )

Assim como no célculo da velocidade, a passagem ao limite fornece uma medida da

Motivacoes
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variagdo em um ponto.

9.3 Definicao

A taxa de variacio instantinea de uma grandeza Q em relacdo a variavel x no
ponto a é
d a+h)—0Q(a
do| . Q@+h)-0@
dx h—0 h

X=a

5

desde que o limite exista e seja finito.

Por exemplo, quando a variavel é o tempo, essa taxa pode representar a velocidade de
um automoével ou o crescimento de uma populacao de bactérias. Em outras situacdes,
pode medir como o lucro de uma empresa varia com o volume de vendas. Em todos
esses casos, calculamos um limite da mesma forma; a interpretacio e as unidades
dependem das grandezas envolvidas.

9.2. Definicao de derivada

Os problemas da tangente e da velocidade conduzem a mesma expressao. Abstraindo
as interpretacdes geométrica e fisica, obtemos a defini¢io de derivada em um ponto.

9.4 Definicao
Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto que contém a. A derivada

de f em a, denotada por f’(a), é

= i Lt =@

desde que o limite exista e seja finito. Figura 9.4. A secante passa
por P = (a, f(a)) e
Q=1(a+h, f(a+h)). Sua

O simbolo f’(a) 1é-se “f linha de a”. Dizer que f’(a) existe significa que o limite inclinagio ¢ a razo entre as

da Definicdo 9.4 existe como um namero real. Geometricamente, esse nimero é a variagdes vertical e horizontal.

inclinacdo da tangente ao grafico em (a, f(a)), cuja equacdo podemos escrever como

y—f@ = f(a)(x - a).

Exemplo 9.3.

Calcule a derivada de g(x) = Vx em x = 4.

|

|

|

|

|

l

|

A‘L 224
Figura 9.5. Tangente a
o(x) = Jx em (4.2).
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Solucdo. Pela definicdo de derivada,

. g4+h)—g()
'(4) = lim =———.
g'(4) = lim ,
Substituimos g(4) = 2 e g(4+h) = V4 + h nesse quociente. O limite que procuramos
¢ ainclinacdo da tangente representada na figura.
Para calcular o limite, multiplicamos o quociente pelo conjugado do numerador di-
vidido por ele mesmo:
V4d+h-2
’(4) = lim ———
g'(4) = lim —

Vd+h—-2 V4+h+2

SN T h VaTh+z
_ lim 4+h—-4

=0 b (V&+h+2)
lim——

h=0 h(Va+h+2)
— lim—

h=0 4+ h+2

1
!

Portanto, a reta tangente ao grafico de g em (4, 2) tem coeficiente angular 1/4. m
Exemplo 9.4.

Calcule a derivada de f(x) = x no ponto a.

<
Solucdo. Pela definicdo de derivada,
. fla+h) - f(a)
’ -1
f'(a) = lim A
~ lim @ +h—-a
>0 h
=lim1=1
h—0
Assim, f’(a) = 1 paratodoa € R. ]

9.2.1. Funcao derivada

Quando f’(a) existe, dizemos que f é diferenciavel em a. Se isso ocorre em todo
ponto interior de seu dominio, dizemos simplesmente que f é diferenciavel. Nas
extremidades de intervalos, consideraremos separadamente as derivadas laterais.

Até aqui, calculamos a derivada em um ponto. Podemos também deixar esse ponto
variar: a cada x em que a derivada existe, associamos o nimero f’(x). Obtemos

Defini¢ao de derivada
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assim a funcao derivada de f, denotada por f’, com dominio
Dom f” = {x € Dom f : f’(x) existe}.

O dominio de f’ pode ser estritamente menor que o dominio de f.

Exemplo 9.5.

O Exemplo 9.4 mostra que f(x) = x é diferenciavel em todos os reais. Assim, pode-
mos definir sua func¢éo derivada f* : R — R; nesse caso, ela é a funcdo constante

f(x)=1.

Exemplo 9.6.

Calcule a derivada de f(x) = x* + x?. Qual é o dominio de f’?

Solucao. Pela definicéo,

fx+h) - fx)
- :

’I x) = lim
( ) h—0
Neste caso,

flx +h) = x>+ 3x%h + 3xh? + b3 + x% + 2hx + h?
flx) = x® + x2.
Substituindo essas expressdes no quociente e simplificando o fator A,

F/(x) = lim x3 4 3x%h + 3xh? + h3 + x? + 2xh + h? — (3 + x?)
B h—0 h

= lim (3x2 +3xh+h? +2x + h)
h—0
= 3x% + 2x.
O limite existe para todo x € R; portanto, Dom f’ = R. ]

Exemplo 9.7.

Seja f(x) = /x. Calcule a derivada de f. Qual é o dominio de f’?

Defini¢ao de derivada
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Solucdo. Para x > 0, aplicamos a defini¢do de derivada e racionalizamos o numera-

dor:

£/ = Jim YR

Vx+h—x Jx+h+x

= lim
h—0 h Jx+h +\/—
~ lim x+h b'e
h—>0h(\/x+ +x)
zlim—
h—=0 \/x + h + /x
1

Portanto, Dom f” = (0,0). Embora f esteja definida em x = 0, a derivada lateral
direita ndo é finita: o quociente incremental tende a +o0 quando h — 0. |

9.2.2. Definicao equivalente de derivada

Na definicdo anterior, o ponto préximo de a foi escrito como a+h. Podemos chama-lo
simplesmente de x: nesse caso, h = x —a, e h = 0 equivale a x — a. Para f definida
em um intervalo aberto que contém a, obtemos

() = f() f(a)

Podemos, portanto, usar a seguinte forma equivalente:

9.5 Definicao
Seja f uma func¢io definida em um intervalo aberto que contém a. A derivada

de f em q, denotada por f’(a), é

= tm £~ @

desde que o limite exista e seja finito.

Se escrevermos Ax = x —a e Af = f(x) — f(a), a mesma expressdo assume a forma
Af
() = lim =~
fla)= x>0 Ax

Essa forma também esclarece a notacdo de Leibniz, na qual se explicita a variavel em
relacdo a qual a derivacéo é realizada.

9.8 Notacdao Notacdo de Leibniz
A derivada de f em c, denotada por f’(c), também pode ser escrita como

af
dx x=c

Defini¢ao de derivada
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Ja a funcéo derivada f’ é denotada também do seguinte modo:

df
dx

d
Embora lembre um quociente, d_f denota a fun¢io derivada, obtida pelo limite dos
x
quocientes incrementais. As duas formas da definicdo sdo equivalentes; escolhemos
a que torna o célculo mais simples.

Exemplo 9.9.

Calcule a derivada de f(x) = x'/3 no ponto a # 0.

q
Solucdo. Pela definicdo equivalente de derivada,
d -
df| o 0= f@
dx x=q X—a X —a
B/
= lim
x—a X—a
/3 _ 41/3
= li .
xl_,ma (x1/3)3 — (a1/3)3
Usamos a fatoragdo
S-dB=0C-d+cd+d?
comc=x3ed=adl/3 Logo,
df X1/3 _ 41/3
- = lim
dx g X—a (x1/3 _ a1/3)(x2/3 + x1/341/3 & a2/3)
= lim !
T ioa (x2/3 + x1/3a1/3 + g2/3)
1
- 3a2/3 ’
A expressdo é finita para a # 0, conforme suposto no enunciado. ]
Exemplo 9.10.
2 1
x“sen— sex#0
Seja f(x) = x Mostre que existe f7(0).
0 se x = 0.
q

Defini¢ao de derivada

Oscilagao limitada

A funcio sen(1/x) oscila
quando x — 0, mas
permanece entre —1 e

1. Um fator que tende

a zero pode, portanto,
controlar essa oscilagio.
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Solucdo. Pela definicéo,

1
x2sen=-—0

7(0) = lim ———
f ( ) x—0 x—0
. 1
=lim x sen—
x—0 ;‘0
limitado

=0.

A tltima igualdade decorre do teorema do confronto. Logo, f’(0) existe e vale 0. ®

9.2.3. Derivadas laterais

Em um ponto de jung¢io, ou em uma extremidade do dominio, o quociente incremen-

tal pode ter comportamentos distintos de cada lado. As derivadas laterais registram
separadamente esses dois limites:

9.6 Definicido Derivadas Laterais

A derivada pela direita é definida como

f&) - f(a)
x—a

fi(a) := lim
x—at

e a derivada pela esquerda é definida como
f&) - f(a)
x—a

fl(a) := lim

Cada derivada lateral é definida quando o respectivo limite existe e é finito.

Se a é um ponto interior do dominio, f é diferenciavel em a se, e somente se, as duas
derivadas laterais existem e coincidem. Em uma extremidade do dominio, conside-

ramos apenas a derivada lateral correspondente aos pontos em que a funcéo esta
definida.

Exemplo 9.11.

Considere a funcao
2

="

2x—1, x> 1.

x <1,

Calcule as derivadas laterais em x = 1 e determine se f é diferenciavel nesse ponto.

Defini¢ao de derivada

V 2x—1

229
Figura 9.6. Grafico da funcéo

definida por uma parabola a

nnnnnnn I R [ N .



Funcdes de uma Variavel / Derivadas Definicao de derivada

Solucao. Como f(1) = 1, usamos esse mesmo valor nos dois quocientes incremen-
tais. A esquerda de 1, temos f(x) = x2; logo,

f2(1) = lim
= lim(x+1)=2.
x—1-

A direita, usamos f(x) = 2x — 1:

f;_(l) - xlinilJr %
2(x—1)

= lim

x—1+ x—1

=2.

As duas derivadas laterais coincidem. Portanto, f é diferenciavel em 1 e f’(1) = 2.
A parabola e a reta se encontram com a mesma inclinacdo, como sugere o grafico. m

A igualdade das derivadas laterais é essencial. No exemplo seguinte, os dois limites
existem, mas tém valores diferentes.

Exemplo 9.12.

Mostre que a funcdo f(x) = |x| ndo é diferenciavel em 0.

q
m=-1 B m=1
Solucao. As derivadas laterais em 0 sdo
0) = hm u= lim 1 =1,
f1(0) = - = Jim
, Y .
f2(0) = lim — = lim (-1) = —-1. 0 %
x—=>0- X x—0~
Figura 9.7. O canto do grafico
Como f{(0) # f’(0), a funcdo nio é diferenciavel em 0. B dey = || redne duas
inclinacdes laterais diferentes
A funcéo valor absoluto é continua em 0, mas néo é diferenciavel nesse ponto. Assim, em x = 0.

a continuidade ndo garante a existéncia da derivada. No sentido inverso, porém, a
implicacao sempre vale:

9.13 Teorema

Se f é diferenciavel no ponto x, entdo f é continua em x. Equivalentemente,
se f néo é continua em x entdo f nio é diferenciavel em x.

Demonstragao. Como f é diferenciavel em x, temos que

o 1V~ f0) f( )

yﬁx Y-

= f'(0).

Para Y # X, escrevemos

- x).

fo)—f =1L (yy) SO

X
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Tomando limites quando y — x, obtemos
lim () = f) = /()0 = .

Assim, lim,,_,, f(y) = f(x), logo f é continua em x. |

Podemos agora combinar a continuidade e o calculo das derivadas laterais para de-
terminar os coeficientes de uma fungao por partes.

Exemplo 9.14.

x2

seja diferenciavel em todos os

Determine a e b de modo que f(x) =
ax+b x2>1

pontos.

Solucao. Em cada um dos intervalos (—o, 1) e (1, 00), a fungéo é polinomial e, por-
tanto, diferenciavel. Resta analisar o ponto de juncio.
A diferenciabilidade em x = 1 exige primeiro a continuidade:

lirgl x’=f(1)=a+b = a+b=1.
x—1-

Sob essa condicdo, f(1) = 1, e as derivadas laterais sao

x% -1
=2

£/(1) = lim

x—1- x—1

ax+b—(a+b) .

£ = xlglil‘f x—1

Elas coincidem precisamente quando a = 2. Substituindo esse valor ema + b = 1,

obtemos b = —1. Logo, a fungio é diferenciavel em todos os pontos se, e somente se,
a=2 e b=-1.
]
Exercicios
. Ay N 1
Ex. 9.1 Calcule a razéo 2, Paraa fungéo y = p Ex. 9.2
1
y==?
1.noponto2e Ax =1 x
2. noponto2e Ax =0,1 Ex. 9.3

Defini¢ao de derivada

Funcdes definidas por

partes

Os quocientes laterais
usam o mesmo valor
f(a). A continuidade no
ponto de juncio deve

ser verificada antes da
comparacéo das derivadas
laterais; derivar apenas as
expressoes de cada trecho
pode ocultar um salto.

. Ay -
Quanto vale limp,_, A, baraa funcao

Para as funcdes a seguir, calcule a deri-

vada no ponto indicado por meio do limite do quociente

3. no ponto 2 e Ax = 0,01 de Newton:

f'(@) = lim

fla+h - f@
h
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1. derivada de f(x) = x no ponto a = 0

2. derivada de f(x) = x? + 1 no pontoa = 1
3. derivada de f(x) = x? no pontoa = 1

4. derivada de f(x) = 3x® — x no ponto a = 2
5. derivada de f(x) = x> no pontoa = —1

6. derivada de f(x) = x* no ponto a = 0

7. derivada de f(x) = /x no ponto a = 4

Derivadas das funcdes classicas

8. derivada de f(x) = {/x no ponto a = 8

1
9. derivada de f(x) = S 1o pontoa =1

10. derivada de f(x) = % no ponto a = —1

Ex. 9.4 Determine a, b reais de modo que a fun-

. x> +2x x<1 o »
cdo f(x) = seja diferenciavel em todos
0s pontos.

ax+b x>1

9.3. Derivadas das funcoes classicas

A defini¢do por limite permite calcular a derivada de qualquer funcio para a qual

o limite exista. Para as funcdes elementares, porém, convém estabelecer formulas

que possam ser reutilizadas. Elas serdo deduzidas a partir da definicao e dos limites

fundamentais e formarao o repertorio basico do calculo diferencial.

9.15 Teorema Foérmulas de Derivacio

Sao validas as seguintes formulas de derivagio

|E| Se f(x) = ¢, entdo f’(x) =0,

x €R,
[d] Se f(x) = senx entdo f'(x) = cosx,
[] Se f(x) = cosx entdo f'(x) = —senx,
Se f(x) = e entdo f’(x) = €,

X

Se f(x) =Inx entdo f'(x) = l, x> 0.

E Se f(x) = x" entdio f’(x) = nx""! para todo n inteiro positivo,

. 1 -1 ,
Se f(x) = ’{/; = x1/"_entio f'(x) = =xn ~. Para n par, a formula vale
n
em x > 0; para n impar e n > 3, vale em x # 0; paran = 1, vale em todo

A raiz no ponto 0

Paran > 2, a funcéo x'/"
esta definida em 0, mas
nio tem derivada finita
nesse ponto. Se n é par, 0
é ainda uma extremidade
do dominio. E preciso
distinguir o dominio da
funcdo do dominio de 232

sua derivada.
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Demonstracdo. Para o item |Z| a definicdo fornece imediatamente
c—c¢
"(x) = lim —— =0.
f ( ) h—0 h

Apresentaremos duas demonstracdes do item |£| A primeira usa a fatoragao

yn — X" = (y _ x)(yn—l + yn—2x 4ot yxn—2 + xn—l)_

Assim,
n n
—-x
F(x) = lim 2—=
y—=>x Yy —X
g @O0 Y x4 4 x4+ )
= lim
y—x y—x
= Lm (" +y" x4+ -+ yx2 4+ 4"
y—=x
=" x gL
=nx""1.

A segunda demonstragdo usa o bindmio de Newton:

flx+h)— f(x)
h

f'6x) = lim

. (x+h)=x"
=lim —————
h—0 h
(xn + nx”_lh + M 4+ e+ hn) — x"
= lim
h—0 h
nx™ 1h + —(n)(n_l)x"_zh2 + -+ A
= lim 12
h—0 h
= lim (nxn_1 + —(n)(n —_ 1)xn_zh1 + e+ hn_1>
h—0 1-2
=nx"1+0+-+0
=nx"" 1.

Paran = 1, o item |£| ¢ a derivada da identidade, ja calculada. As expansdes anteri-
ores sdo entendidas para n > 2. Para o item , fixemos x no interior do dominio e,
quando n > 2, suponhamos também x # 0. Fazendo u = W ev= W, temosu — v
quando y — x. Pelo item anterior,

u—v
! = lim ——
f (x) u—v Ut — v
li 1
= l1um
u—v (W —v)/(u—v)
= 1 = lxl/n_l
mh-1 n '

Para o item IEL usamos a identidade de transformacéo de soma em produto:
A unidade do angulo

A férmula (senx)’ =

COs X pressupde que x

seja medido em radi-

anos, como no limite
senh/h — 1. Uma
mudanca da unidade
angular altera a taxa de 233
variacdo e introduz o
correspondente fator de
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F(x) = lim seny —sen x
y—)

X y—Xx
— +
2sen(y x)cos<y x)
— i 2 2
= lim
y—x y—Xx
- +
sen(y x)cos<y x)
= lim 2 2
y—x y—x
2
y—x
' sen( 5 . y+x
= lim ——=—= lim cos( )
yox Y TX o yox
2

No primeiro limite, fazemos h = (y — x)/2; assim, h — 0 quando y — x.
)

Usamos aqui o primeiro limite fundamental apresentado na Se¢éo 7.26:

Joon 1. senh y+
ooy 52y

= COS X.

. senh
lim =

1.
h—0 h

Para o item [ ¢ |, aplicamos a férmula da adigdo do cosseno:

cos(x + h) — cos x

— cosx = lim
dx h—0 h
. cosh—1 . senh
= cos x lim ———— —senx lim
h—0 h h—0 h
= —senx.

Na ultima passagem usamos, além do primeiro limite fundamental, a identidade
cosh—1 = —2sen?(h/2). De fato,

cosh—1 h\ sen(h/2)
— =-sen|=-|———=—0-1=0.
h 2 h/2
Para o item ,
ex+h — e eh -1
"(x) = lim ———— =¢* lim =e".
f ( ) h—0 h h—0
Nesse calculo, usamos o terceiro limite fundamental, enunciado no Teorema 8.23:
li e -1 1
im =1.
h—0 h

Finalmente, para o item[g|e x > 0,

f(x) Z}lii)lg)—ln(x+:)_lnx zilli_r>r(1)%ln(1+ ﬁ)
Fazendo u = h/x, temos u — 0 e h = xu. Portanto,
f'(x) = 1 lim M -1 1n<lim(1 + u)”“) -1 Ine = l
X u—0 u X u—0 X X

Na pentltima passagem, usamos o segundo limite fundamental, lin}) (1+w)/t=ec. m
Uu—>

As fungoes elementares aparecem com frequéncia combinadas por somas, produtos
e quocientes. As regras de derivagdo permitem obter a derivada dessas combinacdes
a partir das derivadas de suas componentes.
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9.4. Regras de derivacao

A estrutura algébrica da expressdo determina a regra apropriada. Somas e multiplos
constantes se comportam linearmente; produtos e quocientes introduzem termos
adicionais que decorrem diretamente do quociente incremental.

9.16 Teorema Derivada da Soma e Subtracio

Se f e g sdo fungdes diferenciaveis em x = a entdo a funcéo f+g é diferenciavel
emae

(f+£) (@ = f(a) £g'(a).

Demonstragao. Basta demonstrar o caso da soma; o caso da subtragio é analogo. Seja
h(x) = f(x) + g(x) e suponha que f e g sejam diferenciaveis em x.
W (x) = }mé h(x + ti — h(x)
o LGt D+ g6+ D] = 1) + ()
t—0 t
:}in&f(X+t)—f(X)Jtrg(X+t)—g(X)
L fGED @) gt - g0
t—0 t t—0 t

= f'(x0) + g ().

Exemplo 9.17.

Calcule a equacio da reta tangente a f(x) = x* + /x no ponto x = 1.

Solucdo. Pelas regras da soma e da poténcia,

1
f(x) = 4x3 + —, x> 0.

2%
Assim, o coeficiente angular da tangente em x =1 é

1 9
=f(1)=4+== -
m= f'(1) 53

Como a reta passa por (1, f(1)) = (1, 2), sua equagéo é

y—2=%(x—1).

Regras de derivacao

A estrutura da expres-
sao

A regra inicial é sugerida
pela operacdo mais ex-
terna da expressdo: soma
em x? + sen x, produto
em x* sen x, composi¢ao
em sen(x?). Identificar
essa estrutura ajuda a or-
ganizar a derivacdo antes
dos calculos.
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9.18 Teorema Derivada do Produto por uma Constante

Se f é uma funcéo diferenciavel em x e ¢ € R entao a funcéo cf é diferenciavel

€m Xx e

(f)' () = cf' ().

Demonstragao. Seja h = cf. Pela definicdo de derivada e pela linearidade do limite,

W (x) = }1_{% h(x + tz — h(x)

clfx+1t)— f(x
o G0~ FG0]
t—0 t
+1) -
o FGHD = f0)
t—0 t
=cf’(x).
|
Exemplo 9.19.
Calcule a derivada de f(x) = 2x3 — 9x% + 12x + 4
q
Solucdo. Aplicando a linearidade da derivada e a regra da poténcia,
d d d d d
—[2x3 —9x? + 12x + 4] = —2x> — —9x* + —12x + —4
dx [ ] dx dx dx dx
2l o2 pd, 4y
dx dx dx dx
= 6x% — 18x + 12.
A derivada esta definida para todo x € R. |
Regra do produto
. A derivada de um produto
9.20 Teorema Derivada do Produto L —
Se f e g sdo fungdes diferenciaveis em x entdo a funcéo f - g é diferenciavel vadas. Em (x - x)’, a regra
fornece 1-x+x-1 = 2x; as
em x e 4 )
, uas parcelas correspon-
(f ' g) () = f’(x)g(x) + f(x)g’(x). dem as variagdes locais de
cada fator.

Demonstragao. Sejam = fg. Somamos e subtraimos f(x)g(x + h) no numerador do
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quociente incremental:

m(x + h) — m(x)

m'(x) = }111_r)r(1)

h

- lim flx+h)g(x +hh) - f(x)gx)

-0
iy T g B) — f)glx + ) + f()glx + k) — f(0)g(x)

h—0 h
iy LGP — fOO] gGe+ h) + f) - [gx + ) — g(0]
~ hoo h
:%%w.}l%g(erh)Jr%%ﬂx).%ﬂw
= f/(x)g(x) + fx)g' (x).

No dltimo passo, usamos também que toda funcéo diferenciavel é continua, de modo
que limy_,q g(x + h) = g(x). [

Em todo ponto em que f e g sdo diferenciaveis, portanto,

(f &) (%) = f(0)g(x) + fx)g’ (x).

Exemplo 9.21.

Determine os pontos do grafico de f(x) = 2x* — 4x? + 4 nos quais a reta tangente é
horizontal.

<

Solucdo. A reta tangente é horizontal quando seu coeficiente angular é zero, isto é,
quando f’(x) = 0. Como

F/(x) = 8x3 — 8x = 8x(x — 1)(x + 1),

issoocorreemx =—1, x =0ex = 1.
Calculando os valores da funcéo,

f-n=2 flo=4  f(1)=2

Portanto, os pontos procurados séo

(-12)., (0.9, (1.2)]

Exemplo 9.22.

Calcule a derivada de f(x) = xsenx.
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Solucao. Pela regra do produto,

f'(x)=1-senx + xcosx

sen x + x cos x.

A expressdo é valida para todo x € R. ]

Quando uma regra
nao se aplica

Exemplo 9.23.
A falta de uma hipétese

Calcule a derivada de f(x) = {/x2(x? + x). impede usar a regra, mas
nao prova que a derivada

deixe de existir. Uma

4 simplificagdo da expres-
sdo pode resolver o pro-
Solucao. Para x # 0, a regra do produto fornece blema; caso contrério, o
limite do quociente incre-
2 . .
f’(x) — gx‘1/3(x2 +x)+ x2/3(2x +1) ?ental permite examinar
iretamente o ponto.
2/3
X
= 2 —(8x +5).

Além disso, f’(0) = limh_>0(h8/ 3+ h5/3) /h = 0. Portanto, a tltima expresséo estende-
-se a x = 0 e vale em todo R. [ ]

Exemplo 9.24.

Calcule a derivada de g(x) = e*/x

Solucao. A funcéo esta definida para x > 0. Para x > 0, a regra do produto fornece

oy = X e
gx)=e \/§+2\/;.

Em x = 0, a derivada lateral direita néo é finita; assim, a férmula vale em Dom g’ =

(0, 00). L
Regra do quociente
Na férmula P =
9.25 Teorema Derivada do Quociente (f'g - fg’)/(gz/i)ordem

das parcelas do nume-

Se f e g sdo funcgoes diferenciaveis em x = a com g(a) # 0, entdo a funcdo = ) i
g rador determina o sinal.

é diferenciavel em a com A regra s6 se aplica nos
, , , pontos em que g = 0.
<i) (@) = f'(@)g(a) — f(a)g'(a)
g (g(a))? ’
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f

Demonstragao. Considere a funcio m = =. Como g(a) # 0 e g é continua, existe
g

e > 0tal que |h| < € = g(a+ h) # 0. Ou seja, a fungdo m esta definida numa
vizinhanca de a. Pela defini¢io de derivada,

oy L(fla+h)  fla)
m(“)_%lf%@(g(mh) g(a))

- g@)(fla+h) - f(@) - fl@)(gla+h) - gla))

h ’%1—’0 hg(a+ h)g(a)
_ <1im ;)
h—0 g(a + h)g(a)
h) — n) —
X [g(a)%i_%w _f(a)}lzi_% M )

O primeiro limite é calculado pela continuidade de g em a:

lim : =
h-0 gla+h)gla)  gla)?

Os outros dois limites sdo, respectivamente, as defini¢cdes das derivadas de f e g em

glath g _

+h)—
W = f)z D _ @) e A =& @
Portanto,
o - L @E@ ~ @@
[g(@)]?
|
9.26 Proposicao
Se n é um inteiro positivo, x # 0 e f(x) = x™", entdo f’'(x) = —nx""" L.
~ B 1 —nxt1 g
Demonstragao. f(x)=x""= — elogo f'(x) = — =-—nx " [
xn X n
Exemplo 9.27.
2 _
Calcule a derivada de f(x) = M
x+1
q
Solucdo. Para x # —1, a regra do quociente fornece
P = Ax-—Dx+1D)-(2x>—x+1)

B (x+1)2

_2(x*+2x—1)

o (x+1)2
Logo, Dom f/ =R\ {-1}. [
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Exemplo 9.28.

X — 2
X241

Calcule a derivada de

Solucao. Como x? + 1 nunca se anula, a regra do quociente é valida em todo R e

fornece
d [(4x-2)] _ (OG*+1) - (4x — 2)(2x)
dx| x2+1 ] (x% +1)?
_ —Ax® +4x+4
o (x2+1)2
[
Exemplo 9.29.
. _ =
Calcule a derivada de f(x) = =
<

Solucao. A funcdo estd definida para x > 0. Para x > 0, a regra do quociente

fornece

L(x2 +1) — 2xy/x

fr =2
(x2 +1)2
__1-3x? x>0

2Jx(x2 +1)2° '
Em x = 0, a derivada lateral direita néo é finita. Portanto, Dom f’ = (0, o). ]
Exemplo 9.30.

Calcule a derivada de tg x

Solucao. Como tgx = senx/ cos x, a regra do quociente fornece

d d
ax = 7z (coey)

_ (cos x)(cos x) — sen x(— sen x)

cos? x

cos® x + sen® x 9

=5 =sec’x,
COS% x

A férmula é valida nos pontos em que cos x # 0, isto é, em cada intervalo do dominio
da tangente. |
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Exemplo 9.31.

Encontre todos os pontos no grafico de y = x> — 3x em que a reta tangente é hori-

zontal.
<
Y

Solucao. A derivada é 2 /

y = 3x2 — 3. | /
A tangente é horizontal quando y’ = 0. Portanto, - % -

3x2-3=0 < x=-loux=1. / l
/ -2

Como f(—1) =2e f(1) = —2, os pontos procurados sdo (-1, 2) e (1, —2). ]

Figura 9.8. Tangentes
horizontais ao grafico de

ExerCiCiOS f(x) =x*—3x.

A equacdo f’(x) = 0 fornece
Ex. 9.5 Encontre as derivadas das seguintes fun- 2. f(x) =tg(x) — cotg(x)alS abscissas. Para encontrar os

- pontos do grafico, calculamos
goes: ) ( )também f(x).
sen(x) + cos(x
3. () =

1 f(x)=3x*+5x+8 sen(x) — cos(x)

4. f(x) = x cotg(x)

N

1
.f(x):x7+6x6+§x5+x4+3x3+x2+ﬂ

5. f(x) = (x — 2) sen(x) + x? tg(x) + sen(x) cos(x)

3. f(x) = ax® +bx +c¢
4. f(x) = ax™ + bx™", com m,n € N* Ex. 9.8 Encontre as derivadas das seguintes fun-
coes:
7 In(4)
5. ==+ —2+V5x+In(7
f& x2 x V5% + In(7) 1 f(x) = x"€*
2 1 x
6. = - - _¢
f@&) 5x—3  x 2.f(x)—§
7. f(x) = a b 3. f(x) = €* cos(x)
Ux?2  xx?
xn
4. f(x) = G’ comn € N*
Ex. 9.6 Quantas retas tangentes a curva y =
assam pelo ponto (1,2)? Em quais pontos essas 3
x+1P? pelop q P 5. f(x):x3ln(x)—x?

retas tangentes tocam a curva?

Ex. 9.7 Encontre as derivadas das seguintes fun- Ex. 9.9 Em que ponto a tangente a parabola
coes: y = x%—7x + 3 é paralela a reta 5x + y — 3 = 0.

1. f(x) = 5sen(x) + 6 cos(x)
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Ex. 9.10 Determine as equacdes das retas tan- Determine os valores de a, b em termos de ¢ de modo que
gente e normal a curva y = x> +2x% —4x -3 no ponto  f’(c) exista.
(1,—4).

Ex. 9.15 Seja f a funcdo definida como:
Ex. 9.11 Determine as equacdes das retas tan-
gente e normal a curva y = x3 +2x% —4x — 3 no ponto
(=2,5). sen(x) se x < ¢

fl) = g

ax+bsex>c

_ 13 2
Ex. 9.12 Dado f(x) = 5" —2x" +3x + 1. En- Determine os valores de a, b em termos de ¢ de modo que
contre os pontos do grafico de f nos quais a tangente é £7(c) exista.
horizontal.
o 3 ) Ex. 9.16 Dado ¢ > 0, seja f a funcéo definida
Ex. 9.13 Dado o polinémio p(x) = ax” + bx* +
cx + d, usando a notagéo p” = (p’)’, determine a, b, c, d
se p(0) = p(1) = =2, p’(0) = —1 e p”(0) = 10.
1
— se |x| >¢
Ex. 9.14 Seja f a funcéo definida como: flx) = ] )
a+bx®se |x|<c
) x2sex<c Determine os valores de a, b em termos de ¢ de modo que
x) = .
f ax+bsex >c¢ f’(c) exista.

9.5. A regra da cadeia

Quando h = f o g, uma variagio da variavel independente produz dois efeitos suces-
sivos: primeiro modifica o valor de g e, em seguida, modifica o valor de f. A Regra

da Cadeia descreve como essas duas variacdes locais se combinam.
Composicao de taxas

) Para fungoes diferencia-
9.32 Teorema Regra da Cadeia veis, uma variacio de x

Se g é diferenciavel em t, e f é diferenciavel em g(tj), entdo h = f o g é ¢ transmitida a u = g(x)
pela taxa g’(x) e, depois,

’ ’ , ay = f(u)pela taxa
h (%) = f(g(t))g’ (to). (9.1) F(g(x)). A taxa resul-

tante é o produto desses

diferenciavel em ¢ e

fatores. A derivada ex-

- terna é avaliada no valor
Demonstragao. Defina L
da funcéo interna.

f(w) — f(g(t))
O(u) = u— g(t)
1(g(t)), u = g(to).

. u=* gt

Pela defini¢ao de derivada, ®(u) — f’(g(ty)) quando u — g(t,); portanto, ® é conti-
nua em g(t;). Como a diferenciabilidade de g implica sua continuidade em t,, temos
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g(t) — g(ty). Além disso, para todo t proximo de £,

flg®) - flglty)) = 2(g®)(g®) - gty)),

inclusive quando g(t) = g(t;). Assim,

. 1) — gt
W(ty) = lim (g E0—E0)
t—t, I —t
= 1" (g(tp))g’ (ko).
|

9.33 Notacao
Sex = g(t) e y = f(x), entdo y = f(g(t)) e, nas condi¢des do Teorema 9.32,

dy dydx

dt ~ dx dt’ 62

Embora essa notacéo sugira um cancelamento de diferenciais, a igualdade é uma
forma compacta de registrar a Regra da Cadeia, e ndo uma simples manipulacéo
de fracoes.

Exemplo 9.34.

Calcule a derivada de h(t) = sen(t?).

Solugio. Decompomos h tomando g(t) = t?> e f(x) = senx. Entio h = f o g,
g’(t) =2t e f’(x) = cos x. Pela regra da cadeia,

R (1) = f'(g1))g’(t) = 2t cos(t?).
| ]

Nos exemplos seguintes, a decomposicido em fung¢io externa e funcédo interna torna
visiveis os fatores produzidos pela regra da cadeia.

Exemplo 9.35.

Calcule a derivada de h(t) = In(5¢ + 3).

Soluc¢ao. O dominio de h é ¢+ > —3/5. Fazendo g(¢) = 5t + 3 e f(x) = Inx, temos
h=fog g’(t)=5e€ f’(x) = 1/x. Pelaregra da cadeia,

5 3
1> —-.

WO = OO = . .

A regra da cadeia

Duas etapas. A taxa total é
o produto das taxas de cada
etapa, avaliadas nos pontos
correspondentes.

O fator da funcao in-
terna

Em sen(x?), o seno de-
pende de x por meio

de x?. A derivada é

2x cos(x?): o fator 2x
registra a variagéo da
funcio interna. Omiti-lo
seria tratar x? como se va-
riasse & mesma taxa que
X.
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Funcdes de uma Variavel / Derivadas

Exemplo 9.36.

Calcule a derivada de h(x) = cos (\/})

Solucao. Tomamos g(x) = Jx e f(u) = cosu, de modo que h = f o g. Como
g'(x) =1/(2Jx) e f'(u) = —senu, a regra da cadeia fornece

_sen(y®)

h(x) = N

x>0.

Exemplo 9.37.

Calcule a derivada de g(x) = eV7*"1,

Solucao. Para que a funcéo seja real, é necessario x > —1/7. Nos pontos interiores
desse dominio, a regra da cadeia fornece

_ N7x+1 7 1
gx)=e _— x> —=.
24/7x +1 7
Em x = —1/7, a derivada finita nio existe; portanto, Dom g’ = (—1/7, o). ]

Com a regra da cadeia, podemos estender a derivac¢do das poténcias inteiras x" as

clnx

poténcias reais x°, definidas por x° = ¢ para x > 0.

9.38 Teorema Regra da Poténcia

Se ¢ é um namero real, entdo, para x > 0,

(x€)" = ex¢7 1,

Demonstragdo. Para x > 0, temos x¢ = e© Inx pela regra da cadeia,

d c
2= eclnx_ = 5
dx X

c c—1

=X

=1lo

9.39 Observacao

Se ¢ = p/q esta em forma irredutivel e g é impar, a poténcia real x¢ também
esta definida para x < 0, e a formula (x¢)’ = cx°~! vale nesses pontos negativos

clnx ;5ada acima

nao nulos. Para um expoente real arbitrario, a construcdo x° = ¢
exige x > 0. Assim, a regra deve sempre ser lida junto com o dominio da poténcia

considerada.

A regra da cad

Composicdes sucessi-
vas

7x+1

Para calcular /71, apli-
camos sucessivamente

a func¢io afim, araiz e a
exponencial. Na deriva-
¢d0, percorremos essa
composicao de fora para
dentro, multiplicando

as derivadas. Cada fator
deve ser avaliado na ex-
pressdo que lhe serve de
argumento.

eia
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Exemplo 9.40.

Calcule a derivada de f(x) = W + W

Solucdo. Como os denominadores 3 e 5 sdo impares, podemos escrever
flx) = x5/3 4+ x3/5

para todo x € R. Pela Regra da Poténcia e pela observacédo anterior, para x # 0,

3 a5 _ VX3

f(x)= §x2/3 + —x"

5 3 s

Em x = 0, o quociente incremental do termo x3/5 contém h3/5 /h = h=2/5, que nao
possui limite finito. Portanto, Dom f’ = R \ {0}. |

Exemplo 9.41.

Calcule a derivada de (3x — 7)".

<

Solucdo. Pelas regras da cadeia e da poténcia,

d d

—Bx =7 =2B3x=7)"1—0Bx—-7)

dx dx

=37(3x —7)" L.

A funcio real e sua derivada estdo definidas para x > 7/3. ]
Exercicios
Ex.9.17 Paraa € Re x > 0, derive 4. h(t) = 311

fx) = x4/2 4 x(@td)/2 4 gya—1

5. /() = (x+ 1)

6. f(x) = cos(3x)

Ex.9.18 Calcule as derivadas das seguintes fun-
oes:
¢ 7. g(x) = tg(5x)
Nivel 1 — composicdes diretas.
Nivel 2 — composicdes aninhadas, logarit-

1. f(x) = (2x + 10)'? mos e exponenciais.
2. f() = (3t —2)° 8. h(t) = sen*(2t)
3. g(0) = (sen® + cos 0)? 9. p(t) = cos®(t? + 3t + 1)
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10

1

—_

1

Do

13.

14.

15.

16.

17.

18

19.

20.

21.

Ex. 9.

. f(x) = In(cos x) 1L f(x)=(Ux® =)0 emx =0
f
. f(x) = In(x?) 2. f)=GBt—2) emt =1
F&) f
. f(x) = 2In(x) 3. g(0) = (sen® + cos0)® em 0 = /2
g(r) =€ 4. h(t) = S lemt = —1
g(t) = ecost ]
Ex. 9.20 Parak > 0 e x > 0, calcule E(In(kx))
g = 152 de duas formas diferentes:
(w) = e 1. usando a regra da cadeia; e
mw) = eZ_W

2. primeiro usando a regra do logaritmo In(ab) =
Ina + Inb, e entdo calculando a derivada.
Nivel 3 — regra da cadeia combinada com

produto e quociente.

Ex. 9.21 Para x > 0 e k € R, calcule di( ln(xk))
X
m(w) = e’ +1 de duas formas diferentes:
2w
2 1. usando a regra da cadeia; e
er +x
@)= e2x? . .
2. primeiro usando a regra do logaritmo In(a?) =
F(x) = 2 sen(5x) plna, e entdo calculando a derivada.
— 2
g(t) = cos(t® + 3t) sen(5t — 7) Ex. 9.22 Mostre que a funcio

g(t) = cos(;)e™

1
- 1
X3 sen; sex =0

fl) =

19 Encontre as retas tangentes e normais 0 sex =0

nos pontos dados. é continua em 0, mas néo diferenciavel nesse ponto.

9.6.

Selé
£

Derivada da funcao inversa

um intervalo e f : I — R é continua e injetiva, entdo f admite uma inversa
f(I) — I, também continua. A reflexdo dos graficos em relagdo a reta y = x

sugere como suas derivadas se relacionam: as inclina¢oes correspondentes devem ser

recipr

Usaremos aqui o teorema de continuidade da inversa ja demonstrado no capitulo de

ocas, desde que ndo sejam nulas. O teorema a seguir formaliza essa observacao.

Inclinacdes correspon-
dentes

limites (Teorema 7.35). Sob as hipéteses do teo-

rema da funcéo inversa,
areflexioemy = x
transforma uma tangente
de inclinaciom # 0

em outra de inclinacdo

1/m. As derivadas sio



Funcdes de uma Variavel / Derivadas Derivada da funcao inversa

9.42 Teorema Derivada da Funcédo Inversa
Seja f : I — R uma fungdo injetiva e continua, com I um intervalo. Se
a é interior a I, f é diferencidvel em a, f’(a) # 0 e b = f(a), entio 71 é

diferenciavel em b, e
1

—1ys —
SR 0]

Demonstragdo. Escreva a = f~1(b). Para x # b, ponha y = f~1(x). Pela injetividade
de f, temos y # a; pela continuidade de f~!, garantida pelo Teorema 7.35, temos
y — a quando x — b. Portanto,

Sty - e JTHOO) = fHB)
(f 1) (b)_)lclil}yT

= lim —2—2
y=a f(y) - f(a)
= lim !
yoa f(y) - f(a@)
y—a
1 1
fr@  fr(fie)
|
Inversa nao é reciproca
9.43 Observacao f7! é afungio que des-
Na notacio de Leibniz, escrevendo y = f~1(x) e, portanto, x = f(y), a formula gaezbf ;_na; (S;)gnelrflitcﬁzl/ f-
assume a forma sugestiva (f—l)/(b) — ’l/f’(a),
d_y = i quando as hipéteses do
dx dx teorema sdo satisfeitas.

dy
Essa escrita deve ser entendida como uma maneira de recordar o teorema, e nao

como uma divisdo puramente algébrica de simbolos.

Exemplo 9.44.
Para n > 2, mostre, usando o teorema da derivada da funcéo inversa, que
1/n—1

g =x/1 = g’(x):%x

Determine também o dominio em que essa derivada existe.
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Funcdes de uma Variavel / Derivadas

Solucao. Observamos inicialmente que g(x) = x/néa funcdo inversa de f(x) = x"
quando restringimos f a [0,00) se n é par; se n é impar, consideramos f : R — R.
Em ambos os casos, o teorema da derivada da funcio inversa exige f’(g(x)) # 0;

Derivada da funcao inversa

portanto,

1 1

’ _ —1y/ _ —
£09 =09 = gy = —

1

= —Xn

n

Se n é par, g estd definida em [0, 0) e Dom g’ = (0, ). Se n é impar, g estd definida

em R eDomg’ =R\ {0}.

Exercicios

Ex.9.23 Use diretamente o Teorema da Derivada

da Funcdo Inversa.

1. Seja f(x) = x3+x. Sabendo que f(1) = 2, calcule

Exercicios

Ex. 9.24
derivada de f(x) = x> — 4x em x = 3. Escreva também

Usando a defini¢io por limite, calcule a

a equacdo da reta tangente nesse ponto.

Ex. 9.25
3 — 6t% + 9¢, em metros. Determine velocidade e ace-

A posi¢do de um carrinho é s(t) =

leracdo para t > 0, os instantes em que o carrinho esta
em repouso e o sentido do movimento em cada intervalo

relevante.
Ex. 9.26 Derive e simplifique
2
+1
y = %, x>0, x 2.

Identifique onde cada regra de derivacéo é usada.

Ex. 9.27 A area de um circulo cresce segundo
A®) = nr(t)?. Se r(t) = 2 + 0,15t cm, com t medido
em segundos, determine A’(t) e interprete seu valor em
t =10.

Ex. 9.28
nao ¢é derivavel em 0. Relacione sua conclusio com a

Mostre, pela defini¢do, que f(x) = |x]|

geometria do grafico.

@

2. Seja g(x) = x + Inx, para x > 0. Sabendo que
g(1) = 1, calcule (g7 1)’ (1).

Ex. 9.29 Determine os pontos em que y =
{1 + cos(4x2) é derivavel, obtenha sua derivada nesses

pontos e avalie-a em x = 0.

Ex. 9.30
rivada da inversa para calcular (f~1)’(2) sem obter uma

Para f(x) = x3+x, use a formula da de-

formula explicita para f~1.

Ex. 9.31
rida por uma ciclista em func¢io do tempo. A reta trace-

O grafico representa a distancia percor-

jada é secante ao grafico em dois instantes proximos de
t = 6 min.

s (km)

A

> t (min)

Explique como usar a inclinagio dessa secante para esti-
mar a velocidade instantanea em ¢t = 6 min e indique as
unidades do resultado.
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10

Topicos em diferenciacao

A formulagdo de um problema é frequentemente mais essencial que sua solugao.
Albert Einstein e Leopold Infeld, A Evolucdo da Fisica

Nem toda relacdo entre grandezas aparece inicialmente na forma y = f(x), e nem
toda derivada pode ser obtida apenas pelas regras algébricas basicas. A derivagao
implicita, a derivacéo logaritmica e o teorema da funcéo inversa ampliam o alcance
das técnicas desenvolvidas no capitulo anterior. Essas ferramentas permitem tratar
funcdes exponenciais de base geral, fun¢des trigonométricas inversas e problemas de
taxas relacionadas. Derivadas de ordem superior e fung¢des hiperbdlicas completam
o repertorio; a aproximacio linear, ao final, retoma a interpretacdo local que esta na
origem da derivada.

10.1. Derivacao implicita

Muitas fun¢des sao apresentadas explicitamente na forma y = f(x). Outras surgem
como ramos de uma relacdo entre x e y, expressa por uma equagao:

F(x,y) = G(x,y) (10.1)

Dizemos que uma fun¢do y = f(x) é definida implicitamente por tal equacéo se
o ponto (x, f(x)) for solugdo da equacdo 10.1 para todo x € Dom f. Uma mesma
relacdo pode determinar varios ramos locais, ou até nao definir y como fungéao global

de x; por isso, é necessario identificar o ramo e as condi¢des em que a derivada existe.

Exemplo 10.1.

Determine as funcoes definidas implicitamente pela equacio y? + x?y — 4 = 0.

Neste capitulo

10.1 Derivagdo implicita 249

10.2 Derivadas das funcdes
exponencial e logaritmica 255

10.3 Derivadas das funcoes
trigonométricas inversas = 259

10.4 Taxas relacionadas 262

10.5 Funcdes hiperbolicas e
suas derivadas 269

10.6 Derivadas de ordem
superior 275

10.7 Aproximacoes lineares e
diferenciais 277
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Funcdes de uma Variavel / Tépicos em diferenciacio

Solucdo. A equacio é quadratica em y. Pela formula resolutiva,

—x2+Jxt+16

y= 2

Como x*+16 >0, a relacdo determina duas funcdes reais, ambas definidas para todo
x €R. [ ]

Exemplo 10.2.

Sejam a,b > 0. Uma elipse é caracterizada pela equagao
xZ y2

2z e =]

Determine as fungoes de x definidas implicitamente por essa equacéo.

Solucao. Isolando y na equacéo da elipse,

2 2
oA
az b2
yz_l X2
-
2
X
=+b\|1 - —.
y 22

Logo, para |x| < a, a parte superior e a parte inferior da elipse sdo os graficos das

fungdes y,(x) = b\J1—x2/a% e y_(x) = —b\1—x2/a%. A elipse inteira nio é o

grafico de uma unica funcéo de x. |

Quando uma funcéo é dada implicitamente, calculamos a derivada de y em relacéo a
x por derivaciao implicita: em um ramo no qual y = y(x) é diferenciavel, diferenci-
amos os dois lados da equacio, aplicamos as regras de derivagao e isolamos dy/dx. A
divisdo feita nesse altimo passo deve ser registrada como uma condicdo de dominio.
Utilizaremos a técnica de derivacdo implicita para apresentar outra forma de deduzir
a derivada do logaritmo natural.

Exemplo 10.3.
d 1
Mostre que P In(x) = e

Solucao. Parax > 0, escrevemos y = In x, ou, equivalentemente, x = €Y. Derivando
implicitamente em relacéo a x,
1=¢e¥—.
dx
Como e’ = x, concluimos que
dy 1 1

= = -, x> 0.
dx e x

Derivacao implicita
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Funcdes de uma Variavel / Tépicos em diferenciacio Derivacao implicita

[
Exemplo 10.4.
Calcule a derivada de cosx + cosy = 1/2.
<
Solucao. Derivando implicitamente em relacéo a x,
—senx—senyy =0,
y = _XRY _ _ cossec Yy senx.
seny
A férmula é valida nos pontos da relacdo em que seny # 0. |
10 J
8t ]
4t ]
2+ ]
NN
0 2 4 6 8 10 12

Figura 10.1. A relagdo cosx + cosy = 1/2 possui varios ramos locais e néo define global-
mente uma unica func¢éo y = f(x).

3 ]
2L i
1r i
0f i
1k i
2F i
3h ‘ _

3 2 1 0 1 2 3

Figura 10.2. A relacio sen(x/y) = 1/2 redne varios ramos contidos em retas que passam
pela origem, com a origem excluida.
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Exemplo 10.5.

1
Calcule dy/dx na relacdo seng =3

Solucao. Como y # 0, podemos diferenciar implicitamente a relacdo em relagio a

x:
dy
_— x—
x|V ax
cos — 3 =0,
y
dy
—x===0
Yo ¥ax T
4y _y
dx x
Nas solucdes da equacdo, cos(x/y) # 0, o que justifica a simplificagdo. A féormula
final requer também x # 0. |
3 F - o]
2} -\‘--\ 1
.
1+ \"-. \"\. 1
-, -"-.,_
. - ™.
~. .
o+ \"»._. \."ﬁ__ 4
s -,
-'\..‘_ S
.
-1k "~.‘$' 4
- -.\\\‘- -----------
o[ e \\x . 1
-."'-. s .,
-, -... "-\.-.
., i .
3 2 1 0 1 2

Figura 10.3. Curva implicita definida por tg(x + y) = sen(xy), com varios ramos separados
pelas singularidades da tangente.

Exemplo 10.6.

Considere a fungéo y = y(x) definida implicitamente por
tg(x + y) = sen(xy).

Encontre a equagdo da reta tangente a curva no ponto (\/, —/x).

Derivacao implicita
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Solucdo. Diferenciando ambos os lados em relacio a x,

sec?(x + y)(1 +y) = cos(xy)(y + xy”).

Isolando y’, obtemos
, _ ycos(xy) — sec?(x + y)
~ sec(x + y) — xcos(xy)’

nos pontos em que o denominador ndo se anula. No ponto (\/7r, —/7), temos x+y = 0,
Xy = —7 e, portanto,

| _ (@) cos(—r) = sec?(0)
~ sec2(0) — 7z cos(—1)
-
T+l

Logo, a reta tangente a curva nesse ponto é

_ ¥zl —~m) =7
y—\/EH(x r) —x.

Exemplo 10.7.

d
Se x3 + y3 = 6xy, encontre —y

dx

4 2 o0z Ta

Figura 10.4. O fo6lio x* + y* = 6xy possui um lago e ramos que ndo formam o grafico global
de uma unica funcao de x.
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Derivacao implicita

Solucdo. Derivando ambos os lados da equacdo em relacédo a x, obtemos

3x? +3y%y’ = 6y + 6xy’.

Isolando y’,
’ _ 2y — x*

S y2—2x’

nos pontos em que y2 —2x +0.

Exercicios
Ex. 10.1 Encontre dy/dx diferenciando implici-
tamente

1 x? + y2 =1

2. xzy + xy2 =3x
3.x+y+xy=6

4. x sen(y) + cos(2y) = cos(y)
5.xY =y*

6.y = In(x? + y?)

7. x* + y2 +y=7

8. x2/5+y2/5:1

dy ,
Ex.10.2 Mostre que 2 ¢ amesma para cada uma

das seguintes funcdes definidas implicitamente.

l.xy=1
2. x%y? =1
3. sen(xy) =1
4. In(xy) =1
Ex.10.3 Encontre uma equacéo da reta tangente

a curva no ponto dado

2 2
1. )16_6 - % = 1 no ponto (—5,9/4)
2 2
x
2. 5 + ?’,}_6 = 1 no ponto (—1,4+/2)

3. 2 = x3(2 — x) no ponto (1,1)

Ex. 10.4 A funcdo y = f(x), y > 0 é dada im-
plicitamente por x? + 4y? = 2. Determine a equacio da
reta tangente ao grafico de f(x) no ponto de abscissa 1.

Ex. 10.5
renciacdo implicita, que a tangente a elipse

Sejam a,b > 0. Mostre, fazendo a dife-

2 2
x_ + y_ — 1
az = b2
no ponto (xg, yp) é
XX WY _,
a? b2

Ex. 10.6
interceptos nos eixos x e y da reta tangente a curva

Seja ¢ > 0. Mostre que a soma dos

Jx + /[y = Jc, em qualquer ponto com x > 0ey >0, é
igual a c.

Ex. 10.7
tes a elipse x? + 4y? = 36 que passam pelo ponto (12, 3).

Encontre as equacdes das retas tangen-

Ex.10.8
secdo transversal é constante e igual a 50 m?. Na parte

A agua escoa de um tanque cuja area da

inferior do tanque, ha um orificio de rea 14 m?. A altura
inicial da agua é 20 m e, apos t segundos, a altura h, em
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Funcdes de uma Variavel / Tépicos em diferenciacio Derivadas das funcdes exponencial e logaritmica
metros, satisfaz

t
2 h+g—2«/%=o.

O modelo vale para 0 < t < 50v/20. A que taxa a altura
da agua diminui no instante em que h = 9m?

A derivacgao implicita permite diferenciar uma relacdo sem isolar previamente uma
das variaveis. Combinada a regra da cadeia e as identidades entre exponenciais e
logaritmos, ela também conduz as férmulas de derivacao para bases gerais.

10.2. Derivadas das funcoes exponencial e

logaritmica

A identidade a* = ¢*1"? reduz qualquer base positiva 4 base e. Com ela e a regra da
cadeia, as derivadas de a* e log x seguem das que ja conhecemos.

10.8 Teorema
Se a > 0, entdo

—a* =ad*Ina.

dx

Demonstracdo. A identidade a* = X4 permite aplicar diretamente a regra da ca-

deia:
d x xIlna x
—a* =e Ina=a*Ilna
dx
|
Exemplo 10.9.
Calcule a derivada de y = 2vx
<q

Solucao. A funcio esta definida para x > 0. Para x > 0, a regra da cadeia fornece

1 2*In2
y =22 —=22%
2% 2%
Em x = 0, a derivada finita nio existe; logo, Dom y” = (0, c0). ]
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10.10 Teorema

Sea>0,a+1ex>0,entdo

dx 8a " xlna’

Derivadas das funcdes exponencial e logaritmica

Demonstragdo. Pela mudanca de base, log, x = Inx/Ina. Como Ina é uma constante

6. y = cos x + x% no ponto x = 0

nao nula,
1
ax %8 * T hngdx ™ T Xlna
Exercicios
Ex. 10.9 Encontre as derivadas das seguintes
funcoes:

1 f(x) =2 +3"+4%+ 55+ 6X + 7
2. f(x) =¥+ 3*x + 4% cosx
3. f(x) =log, x + log, x + log, x

4. f(x) =2%log, x

X Ina

Ex. 10.10 Mostre, usando a* = e a regra

da cadeia, que %a" = In(a)a*, para a > 0.

Ex. 10.11
curvas y = f(x) no ponto especificado. Esboce o grafico

Escreva a equacdo da reta tangente as
de f(x) e da reta tangente.

1.y=x3

no ponto x = 3
2.y=x7+3xn0pont0x=1
3.y =1/(x —1) no ponto (—1,—1/2)

4. y = senx no ponto x = 7

5. y = 2* no ponto x = 2

Ex. 10.12 Calcule a derivada de f(t) = (Int)e’ e
indique o dominio.

Ex. 10.13
um modelo idealizado, que a intensidade percebida de

A lei de Weber-Fechner propde, em
um estimulo seja

pg):km<i), >0,
Iy

em que k e Iy sdo constantes positivas.

1. Calcule P’(I) e interprete seu comportamento
quando I aumenta.

2. Mostre que duplicar o estimulo sempre produz
0 mesmo acréscimo na percepc¢ao prevista pelo
modelo.

Ex.10.14
disparo de um neurdnio é

f) =ayI-L,

emquea > 0, éacorrente de entrada e I, é um limiar. A

Uma curva idealizada de frequéncia de

I>1,

derivada f”(I) é chamada de ganho. Determine o ganho,
estude seu limite quando I — I e interprete o resultado.
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Exemplo 10.11.

Calcule a derivada de y = loglo(x2 +1).

Solugao. Como x? + 1 > 0 para todo x € R, a composicéo esta definida em todo R.

Pela regra da cadeia,

1 2x

ilog PH+)= —————— 2= ——
10 In10 (x2 + 1) (x2+1)In10

dx

10.2.1. Derivada de f(x)g(x)

10.12 Teorema

Sejam f e g funcdes diferenciaveis em um intervalo, com f(x) > 0. Entéo
h(x) =[f (x)]g(x) é diferenciavel e

0] )

W) = I (g nl o) + £

Demonstragdo. Aidentidade h(x) = e8®)1nf() ¢ 4 regra da cadeia garantem primeiro
que h é diferenciavel. Como f(x) > 0, também h(x) > 0, e podemos escrever

In h(x) = g(x) In[ f(x)].

Diferenciando implicitamente e aplicando as regras do produto e da cadeia,

};1,((;)) = g’(x)In[ f(x)] + %
Multiplicando por h(x) = [ f (x)]8%), obtemos a formula enunciada. .

O procedimento empregado na demonstracdo é chamado derivaciao logaritmica:
aplicamos o logaritmo a identidade que define a funcéo, simplificamos a expressao
obtida e diferenciamos implicitamente.

Exemplo 10.13.

Calcule a derivada de x*, para x > 0.
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Solucao. Para x > 0, ponha y = x*. Como y > 0, podemos aplicar o logaritmo
natural:
Iny=xInx.

Derivando implicitamente,

=Inx+1,

<=

Y =y(lnx+1) = x*(Inx + 1).

A mesma férmula resulta da identidade x* = e¥Inx, ]

Exemplo 10.14.

Calcule a derivada de (sen x)°°5~*,

Solucao. Trabalhamos em qualquer intervalo no qual senx > 0, condigédo necessa-
ria para usar o logaritmo real. Ponha y = (sen x)“°**. Entéo

Iny = cos x In(sen x).

Derivando implicitamente e aplicando as regras do produto e da cadeia,

Y __ sen x In(sen x) + cos x5 x’
y sen x
2
Yy’ = (senx)®05¥ (— sen x In(sen x) + cos x) .
sen x
]
Exercicios
Ex. 10.15 Calcule as seguintes derivadas 6. (2x + 1)¥
1. eSenx 7. In(In(In(x)))
2. In(1 + x?) 8. In(x)*
3. x* 9. x¢
4. cos(x)* %9, x*°
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10.3. Derivadas das funcoes trigonométricas

inversas

Seno, cosseno e tangente ndo sdo injetivas em seus dominios naturais. Ao restringi-
-las aos intervalos escolhidos na Se¢do 5.8, obtemos fungdes bijetivas e, portanto,
inversas bem definidas. O teorema da derivada da fun¢io inversa permite entio
deduzir as derivadas de arco seno, arco cosseno e arco tangente, com seus respectivos
dominios.

10.15 Teorema

Seja arcsen : [—1,1] - [_Tﬂ, %] entéo

d 1
— arcsen x = —— -1<x<1.

dx Nyl

~ ~ e . . —-T . .
Demonstragao. A funcéo sen x é injetiva no intervalo [7 , E] com imagem o inter-

valo [—1,1]. Logo,

y = arcsen x — seny = X, -

S

<y<

B

Para —1 < x < 1, temos —/2 < y < /2 e, portanto, cos y > 0. Assim, a derivada
de sen néo se anula no ponto correspondente e as hipoteses do Teorema 9.42 estdo
satisfeitas. H4 duas maneiras de obter a derivada. Pelo Teorema 9.42,

1

(arcsenx) = ——— .
cos(arcsen x)
Alternativamente, a derivagdo implicita de sen y = x fornece

d d
cosy%zl o %z !

cosy’

Em ambos os casos, como y € [—n/2,7/2], temos cosy > 0 e

cosy =+/1—sen?y =+1—x2

Portanto,
(arcsenx)’ = ! -1<x<1
JI—x2
Nos extremos x = +1, a derivada nao é finita. ]
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2.4

f(x) = arcsen (x)

Figura 10.5. Grafico da fungéo arco seno.

10.16 Teorema

Seja arccos : [—1,1] — [0, 7] entédo

1
—— arccos x = — -1<x<1.

dx 111_x2’

Derivadas das funcdes trigonométricas inversas

Demonstragao. A funcio cos x é injetiva em [0, 7] e tem imagem [—1, 1]. Assim,

y = arccosx <<= CcOoSy = X, 0<y<m.

Derivando implicitamente e usando sen y > 0 nesse intervalo,

dy_

—senya =1,

seny =+/1—cos?y =+1—x2

Logo,
(arccos x)’ = 1 -1<x<1
J1—x2
Nos extremos x = =1, a derivada nio é finita.
10.17 Teorema
Seja arctg : R — (—/2,7/2) entdo
d 1
— arctgx = ——, xeR.
dx & 1+ x2

A restricdo de tg ao intervalo (- /2, 7/2) é bijetiva sobre R. Sua inversa é a fungéo

arctg : R — (—x/2,71/2), caracterizada por

y =arctgx << tgy=x.
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f(x) = arctg(x)

Figura 10.6. Grafico da funcéo arco tangente.

Demonstragao. Se y = arctg x, entdo tg y = x. Derivando implicitamente,

dy

azl.

sec® y

Como sec? y = 1+ tg? y = 1+ x?2, concluimos que

dy 1
dx 1+ x2’

x eR.

Para as outras inversas trigonométricas, fixamos as convencdes

arcsec x = arccos(1/x), arccossec x = arcsen(1/x)

(x| > 1),

Derivadas das funcdes trigonométricas inversas

e arccotg x = /2 —arctg x para x € R. Assim, os valores da arco-secante pertencem

a [0, 7] \ {r/2}, os da arco-cossecante a [—/2,7/2] \ {0} e os da arco-cotangente a

(0, 7). A regra da cadeia e as formulas ja demonstradas dao as derivadas seguintes.

10.18 Teorema Derivadas das Funcdes Trigonométricas Inversas

1 d 1
B —arcsenx = —, |x| < 1; B —arcsecx = ———
dx V1 — %2 dx Ix|VxZ — 1
d _
B — arccotgx = 1

— X
B — arccosx = L x| < 1; dx +x2°

-1
dx 1/1 _ x2
B — arccossecx =

d
m oLarctgx = o eR 1.

— _x
dx + x2

Exercicios

Ex. 10.16 Calcule as seguintes derivadas

1. arcsen(x>)

2. arccos(sen(x))

eR;

-1
dx xVxZ—1

x> 1

x| >

3. arccossec(2x)
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—_

Ex.10.17 Calcule as derivadas e indique onde as
formulas sao validas.

1. h(t) = arcsen(2t)

2. f(t) = arcsec(2t)

3. g(x) = arctg(2x)

5
4. f(x) = xarcsen x
5. g(t) = sent arccost 6
6. h(x) = arcsen x/ arccos x 7
7. g(x) = arctg(Vx)

8
8. f(x) = arcsec(1/x)

9

Ex.10.18 Faca um treino cumulativo das regras

de derivacao.

v(x) = In(

10.

Taxas relacionadas

f) = (x*+1)°.

Cglx) = e’ sen x.
. h(x) = In(1 + x?).
. p(x) = x¥, para x > 0.

. g(x) = (sen x)*, em um intervalo no qual sen x >

0.

1+x
.r(x) = |——,para—1< x < 1.
1—x

. u(x) = arctg(e¥).

X% +1

1 ),parax> 1.

. Calcule y’ se x* + xy + y* = 7.

Calcule f”(x) se f(x) = x?€~.

Até aqui, a regra da cadeia e a derivac¢do implicita foram usadas principalmente

para obter novas férmulas de derivacdo. Quando véarias grandezas dependem de um

mesmo parametro — em geral, o tempo —, as mesmas técnicas tornam-se uma fer-

ramenta de modelagem: uma relacdo entre grandezas passa a produzir uma relagao

entre suas taxas de variacéo.

10.4. Taxas relacionadas

Em muitos problemas, duas ou mais grandezas variam com o tempo e permanecem

ligadas por uma equacdo. As taxas relacionadas sdo as derivadas dessas grandezas

em relacdo ao tempo. Um procedimento util consiste em identificar as grandezas que

variam, escrever uma equacdo que as relacione, diferenciar essa equacao em relacédo

at e somente entdo substituir os valores correspondentes ao instante considerado.

Por exemplo, se x = x(t) e y = y(t) estdo relacionadas por uma equacgio envolvendo

x e y, tratamos ambas como fung¢des do tempo e diferenciamos a relacdo inteira em

relacdo a t, usando a regra da cadeia sempre que necessario. Os valores numéricos

das grandezas devem ser substituidos somente depois da diferenciacdo, pois, durante

o0 processo, todas elas variam com ¢.
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Exemplo 10.19.

Seja A a area de um quadrado cujo lado ! varia com o tempo. Qual é a relagio entre

as taxas dl/dt e dA/dt?

Solucio. Escrevemos I = [(t) e, consequentemente, A = A(t). Como A = I, a regra
da cadeia fornece
aaA_,d (10.2)
dt — “dt’ '

Essa identidade relaciona, em cada instante, a taxa de variacdo da area a taxa de
variagdo do lado. ]

Exemplo 10.20.

Ar é bombeado para o interior de um baldo esférico, cujo volume cresce a taxa de
50 cm®/s. A que taxa o raio cresce quando mede 5 cm?

<
Solucao. Sejamr =r(t) oraio e V = V(t) o volume. Como
4
V= —m"3,
3
derivando em relagdo ao tempo, obtemos
d dt dt — 4mr2 dt’
o av 3 .
Substituindo i 50 cm’/s e r = 5 cm, concluimos que
dr 1
primioy cm/s
]

Exemplo 10.21.

Um tanque de 4gua tem a forma de um cone circular invertido, com raio superior de
2m e altura de 4m. A dgua é bombeada para o tanque a taxa de 2m3/min. Determine
a taxa de elevacdo do nivel da dgua quando a profundidade é 3 m.

Solucao. Sejam V = V(t) o volume de agua, r = r(t) o raio da superficie e h = h(t)
a profundidade. O volume satisfaz

Taxas relacionadas
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4m

Figura 10.7. No corte axial do tanque, a semelhanca entre o cone de agua e o tanque fornece

r()/h() = 2/4.

1
V = —xréh.
3

Por semelhanga de tridngulos, r/h = 2/4, isto é, r = h/2. Portanto,
2
v=lg (ﬁ) h= g3,
3 2 12

Derivando em relacéo a t,

v _zhtdh o dh 4 dV
dt 4 dt dt  mh?dt’
Comh=3me v = 2m>/min, resulta

dt
dh 8

T on m/min.

Exemplo 10.22.
Um balanco esta preso a extremidade de uma corda de 10 m, fixada no ponto Q. Seja
P a posicdo do assento. No instante t = 0, o balango esta diretamente abaixo de Q

e comeca a ser puxado horizontalmente, da esquerda para a direita, a velocidade de
6 m/s. Determine:

1. a velocidade vertical do balanco apés 1s;

2. avelocidade angular da corda, em graus por segundo, apos 1s.

Taxas relacionadas
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Solucao. Fixemos a origem na posicéo inicial de P. Se x = x(t) é o deslocamento

. , ~ ~ s e e o X
horizontal e y = y(t) é a elevacdo em relagio a posicdo inicial, entdio — = 6m/s.

dt

dy
No primeiro item, procuramos ——; no segundo, procuramos —, em que 8 é o angulo

dt

da corda com a vertical, medido em radianos.

Q

10 — y(t)

y(®)

Figura 10.8. As variaveis do balango formam um tridngulo retdngulo com catetos x(t) e
10 — y(¢) e hipotenusa 10.

Para a velocidade vertical, o tridngulo retdngulo da figura tem catetos x e 10 — y e
hipotenusa 10. Logo,
x? + (10 — y)? = 100.

Derivando,
2xx —2(10 — y)y = 0.

Apbs 1s, temos x = 6m e, pelo teorema de Pitagoras, 10 — y = 8 m, de modo que
y=2m. Comx = 6m/s,

2:6:6-2-83y=0 = y=45m/s.

Para a velocidade angular, relacionamos x e 6 por

senf = 1.
10
Derivando em relacéo a t,
1
cosff = —x.
10
No instante considerado, o tridngulo tem lados 6, 8 e 10, portanto cosf = 8/10.
Assim,
.6 3
0 =-="=rad/s.
8 4
Multiplicando por 180/, obtemos aproximadamente 43 graus/s. |

Exemplo 10.23.
N . 1
A energia cinética de um corpo de massa constante M é dada por K = EMVZ. Se

o corpo esta em queda livre com aceleracio 9,8 m/s?, a que taxa a energia cinética
aumenta quando sua velocidade é 30 m/s?
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~ 1 , . .~ ~
Solucdo. Como K = EMVZ e M é constante, a diferenciacido em relacdo ao tempo

fornece Ik "
i MVE.
No instante indicado, v =30m/s e Z—: =9,8m/s?. Portanto,
cil_If =M-30-9,8 =294MW,
quando M é medido em quilogramas. ]

Exemplo 10.24.

Um gés esta em uma camara de parede flexivel. Mantidos constantes a quantidade
de gas e a temperatura, a pressdo P e o volume V satisfazem PV = k, em que k > 0
é constante. Se o volume diminui a uma taxa constante, qual é a taxa de variagio da
pressao?

Solucdo. Derivando PV = k em relagio ao tempo,

p& 4P _, _, dP__PdV__kdV
dt dt dt ~ Vdt veZdth

av dpP ~ v,
Como — < 0, resulta — > 0: a pressdo aumenta. Se — é constante, o fator

dt dt dt
k/V? cresce a medida que o volume diminui; portanto, a pressio sobe cada vez mais
depressa. |
Exercicios
Ex.10.19 A agua flui sobre uma superficie plana 3. 100 cm?

ataxa de 5 cm3 /s, formando uma poca circular de 10 mm

de profundidade constante. A que taxa o raio cresce ,
Ex. 10.20 Uma escada de 8 m estd encostada em

quando mede: i )
uma casa enquanto sua base é afastada a uma velocidade

constante de 0,5m/s.

parede
(1) <0
- () %,
. 1cm?
{(t)=0,5m/s
2. 10 cm?
x(t)
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A que velocidade vertical o topo da escada desliza pela
parede quando a base esta a:

y(t) .
10m
1. 1m da casa?
peso
2. 4m da casa? —>
0,6m/s

3. 7,5m da casa?
Suponha que o trabalhador esteja inicialmente ao lado

do peso, de modo que o comprimento total da corda seja
20 m, e comece a se afastar a 0,6 m/s. A que velocidade
0 peso sobe depois que ele percorre (a) 3m e (b) 12 m?

4. 8 m da casa?

Ex.10.21 A luminosidade L de uma estrela é mo-
delada pela lei de Stefan-Boltzmann,
Ex. 10.24 Um barco é puxado em dire¢io a uma
L = 470 R%T*, doca por uma corda recolhida por um guincho a taxa

constante de 9m/min. O guincho estd 3m acima do

em que R é o raio, T é a temperatura da superficie e 0 é convés do barco, e essa diferenca de altura permanece
constante. Mostre que constante.

1dL 1dR 1dT

@ rRa Virar

Em certo instante, o raio cresce a taxa relativa de 0,4%
por século e a temperatura diminui a taxa relativa de

0,1% por século. Qual é a taxa relativa de variacdo da

luminosidade nesse instante?

Ex. 10.22 Um tanque cdnico invertido, com
20 m de profundidade e 10 m de didmetro na parte su- gui%%ﬁ%
perior, esta sendo preenchido com agua a uma taxa de -1 s'(t) = —9m/min
10m3/min. A que taxa a agua esta subindo quando sua \\
profundidade é: 3m @)
Lim? E
x(t)
2. 10 m?
A que velocidade o barco se aproxima do cais quando o
3. 19 m? .
barco esta:
Quanto tempo o tanque levara para encher quando co- 1 15m distante da doca?

mecar vazio?

2. 4,5m distante da doca?

Ex. 10.23 Uma corda inextensivel presa a um

peso passa por uma polia no teto e retorna até um tra- 3. 0,3 m distante da doca?

balhador. Ele mantém a extremidade livre a uma altura

constante, 10 m abaixo da polia. Inicialmente, o ponto 4. E possivel que o trecho de corda entre o barco e
de conexdo da corda com o peso esta nessa mesma altura. o guincho tenha menos de 3 m de comprimento?

Despreze o trecho de corda em contato com a polia.
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Ex. 10.25 Uma aeronave voa a 800 km/h, a uma
altitude constante de 3km, em trajetdria retilinea que

passa diretamente sobre um dispositivo de rastreamento.

800 km/h

-~
aeronave

rastréader—»
x(t)

A que velocidade angular o dispositivo deve girar para
acompanhar a aeronave, em graus por segundo, quando
a distancia horizontal do avido ao dispositivo for:

1. 1km?

2. 0,2km?

3. zero, isto é, quando a aeronave estiver direta-

mente acima dele?

Ex. 10.26
areia em uma pilha conica a taxa de 1m>/s. As propri-

Uma empresa de paisagismo despeja
edades fisicas da areia asseguram que a altura do cone

seja sempre igual a 2/3 do didmetro de sua base circular.
A que taxa a altura da pilha aumenta quando mede 10 m?

Ex. 10.27
massa presa a uma mola amortecida é

A posicdo, em centimetros, de uma

s(t) = 2¢73/2 sen(2nt), t>0,

com t medido em segundos.

1. Determine a velocidade v(t).

Taxas relacionadas

2. Calcule v(0) e interprete seu sinal.

3. Encontre o primeiro instante positivo em que a
massa esta momentaneamente em repouso.

4. Mostre que a amplitude das oscilagdes tende a

ZEero.

Ex. 10.28 Um cristal ctbico cresce preservando

sua forma. Se x é a medida da aresta, em milimetros, e

V = x3 é o volume, responda:

1. Qual é a taxa de variagdo do volume em relacdo
a aresta?

2. Quanto vale essa taxa quando x = 3 mm?

3. Relacione dV /dx com a area superficial S do

cubo.

Ex.10.29
em numero de individuos, obedece ao modelo logistico
com retirada proporcional

Uma populag¢io de peixes P(t), medida

P

P'=r0<1—E>P—ﬁP,

em que ry, P. e f sdo positivos. Chamamos de equilibrio
um valor constante P = P, para o qual P’ = 0.

1. Determine os equilibrios do modelo e diga
quando existe um equilibrio positivo.

2. Para P, = 10000, ry = 0,05 e = 0,04, determine
o equilibrio positivo.

3. O que o modelo prevé quando f = ry e P(0) > 0?

Ex. 10.30
8 mm e 4 mm. Determine a taxa de variacdo da distancia

Os ponteiros de um relégio medem

entre suas pontas exatamente a uma hora. Considere o
movimento continuo dos dois ponteiros.
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10.5. Funcoes hiperbdlicas e suas derivadas

As funcoes hiperbdlicas sdo combinacdes de exponenciais que apresentam proprie-
dades algébricas e geométricas analogas as das fungdes trigonomeétricas. Sua origem
esta ligada a hipérbole x? — y? = 1, assim como seno e cosseno estio ligados a cir-
cunferéncia unitaria.

10.5.1. Definicoes e propriedades basicas

O nome funcgoes hiperbélicas vem de uma relacio geométrica analoga aquela que
liga as fung¢bes trigonométricas a circunferéncia unitaria. Enquanto os pontos da
circunferéncia podem ser parametrizados por (cost, sent), os pontos do ramo direito
da hipérbole x? — y? = 1 podem ser parametrizados por (cosht, senht).

Essas funcdes aparecem naturalmente como combinagdes de exponenciais. Também
surgem em diversos modelos fisicos. Um exemplo classico é a catenaria, curva de
equacao
X
y =acosh(—], a>0,
a

que descreve a forma de uma corrente homogénea, perfeitamente flexivel, suspensa
pelas extremidades e em equilibrio sob a acdo da gravidade.

10.1 Definicao
As funcgoes seno hiperboélico e cosseno hiperbdlico sio definidas, para todo

x € R, por
X —X X —X
X —e ef+e
senh x = — coshx = B

10.25 Proposicao Identidade fundamental e simetrias

Figura 10.9. Uma corrente
Paratodo x € R, & .
homogénea suspensa pelas
cosh? x — senh?x = 1 :
: extremidades assume, em
, . .. , equilibrio, a forma de uma
Além disso, senh é impar, cosh é par e coshx > 1. c:tenéria

Demonstragao. Das defini¢des,

X e X 2 X _ g 2
coshzx—senhzxz( ze )_(e 5 ) =1

Substituindo x por —x nas mesmas férmulas, obtemos
senh(—x) = — senh x, cosh(—x) = cosh x.

Por fim,

coshx—1= (ex/2 - e_x/z)z > 0.

DN =
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Aidentidade fundamental mostra que (cosht, senh t) pertence & hipérbole x?—y? = 1.
Como cosht > 0, essa parametrizacdo percorre seu ramo direito.

= coshx
y = senh x Y

-1 1 14

/ S

Figura 10.11. A funcéo cosseno hiperbo-

Figura 10.10. A funcéo seno hiperboélico i
ico

10.2 Definicao

As fungdes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbolicas sdo definidas

por
toh senhx e¥—e™*
X = = s
& coshx eX+eX
coshx e +e*
cotgh x = = ,
senhx eX—e™*
1 2
sechx = = ,
coshx eX+e™X
1 2
cschx = =

senhx eX—ex’

As funcgoes tgh e sech estido definidas em todo R; as funcdes cotgh e csch estdo defi-
nidas em R \ {0}. A identidade fundamental também fornece

1- tgh2 x = sech®x, cotgh2 x—1=csch®x.

Figura 10.12. A funcéo tangente hiperbodlica

10.5.2. Derivadas das funcoes hiperbolicas

Como as funcdes hiperboélicas foram definidas em termos de exponenciais, suas de-
rivadas seguem das regras ja estabelecidas.
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10.26 Teorema Derivadas das func¢oes hiperbodlicas

Nos respectivos dominios,

Demonstragdo. Derivando as defini¢des de senh e cosh, obtemos
— senh x = ! (¥ +e ) =coshx
dx 2 ’
1
—coshx = = (¥ —e™™) = senh x.
dx 2 ( )

Pela regra do quociente e pela identidade fundamental,

d cosh” x — senh® x 1
—tghx = 5 = 5 = sech? X,
dx cosh” x cosh” x
d senh? x — cosh? x 1 2
— cotghx = 5 =- 5— = —csch” x.
dx senh” x senh” x
Por fim, derivando os reciprocos,
d senh x
—sechx = ——— = —tgh x sech x,
dx cosh” x
cosh x
—cschx =— 5— = —cotghx eschx.
dx senh” x

Exemplo 10.27.

A catenaria de parametro a > 0 é dada por

x
y =acosh (E> .
Calcule y’ e y” e verifique as relagdes

Y'== e 1+(y’)2=(%)2.

— senh x = cosh x, i cosh x = senh x,
dx dx
— tghx = sech® x icot hx = —csch? x
dx & ’ dx & ’
d
P sechx = —tgh x sech x, P cschx = —cotgh x csch x.

Funcoes hiperbdlicas e suas derivadas
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Solucao. Pela regra da cadeia e pelas derivadas das fun¢des hiperboélicas,

y = senh(g), Y’ = écosh(g) = alz'

Além disso, da identidade cosh® u — senh? u = 1 segue que

14 () = 1+ senh? () = cosh? (¥) = (2).

Assim, a fun¢io que motivou a se¢do também fornece um exemplo direto do uso das
novas férmulas de derivacao. ]

Para definir as inversas, podemos verificar a monotonicidade diretamente pelas re-
presentacdes exponenciais, sem recorrer ainda ao critério baseado no sinal da deri-
vada. Se x < y, entdo

1
2

de modo que senh é estritamente crescente; como seus limites em —oo e 400 sdo,

senhy —senhx = =[(e¥ —e*) + (¥ —e V)] >0,

respectivamente, —oo e +oo, ela é uma bije¢do de R sobre R.

Para0 < x < y,ponhau=e*ev=e’. Entio1 <u<ve

v—u 1
hy — coshx = (1——)>o.
COS y cosnx 5 w

Como cosh0 = 1 e coshx — co quando x — oo, a restri¢do de cosh a [0, o0) é uma
bije¢do sobre [1, o). Finalmente,
tchx =1— ———,
& e2x +1
portanto tgh é estritamente crescente. Juntamente com
lim tghx = -1, lim tghx =1,
X—>—00 X—00

isso mostra que tgh é uma bijecao de R sobre (-1, 1).

Exemplo 10.28.
Calcule a derivada de tgh(x?).

<

Solucao. A funcio externa ¢ a tangente hiperbélica e a interna é x?. Pela regra da
cadeia,

da 2y _ 2(,2
Ix tgh(x®) = 2x sech”(x*).
10.5.3. Funcoes hiperbdlicas inversas

A bijetividade estabelecida acima permite definir os ramos principais das funcoes
hiperbolicas inversas. Vejamos uma dessas inversdes em detalhe. Se y = arcsenh x,
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entao
ey — e_y

2
Pondo z = ¢¥ > 0 e multiplicando por 2z, obtemos

x =senhy =

22 —2xz—1=0.

A raiz positiva é z = x + Vx2 + 1; portanto, y = ln(x +Vx2 + 1). Assim,

arcsenh x = In (x +/x2 + 1), x €R. (10.3)

Para o cosseno hiperbdlico, usamos a restrigdo cosh : [0,00) — [1,00):

arccoshx = In (x +/x2 — 1), x> 1. (10.4)

Finalmente, como tgh : R — (—1, 1) é bijetiva,

-1<x<1. (10.5)

1 1+x
arctanh x = 3 ln( )

1—x

De modo anélogo, arcoth denota a inversa de
cotgh : R\ {0} — (—c0,—1) U (1, 0),
arsech denota a inversa da restri¢iao
sech : [0,00) — (0, 1],
e arcsch denota a inversa de

csch : R\ {0} — R\ {0}.

y = arcsenh x y = arccosh x
1 21
-2 2 1
-1
1 3
Figura 10.13. A funcdo arco-seno hiperbo- Figura 10.14. A funcio arco-cosseno hi-
lico perbolico

y = arctanh x

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
[
[

\
|
\
|
|
|
|
!
1 1
|
\
\
|
|
|
\
|
|

Figura 10.15. A funcéo arco-tangente hiperbdlica
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10.29 Teorema Derivadas das func¢oes hiperbodlicas inversas
Nos respectivos dominios,
h ! eR
— arcsenhx = ———, x ,
dx x2 +1
1
— arccosh x = ——, x> 1,
dx x2 -1
d 1
— arctanhx = ——, x| < 1,
dx 1— x2 ol
d 1
— arcothx = ——, x| > 1,
dx 1 — x2 I~
d arsech ! 0<x<1
—arsechx = ————, x ,
dx xV1 —x?
arcsch ! =0
— X=—-———, x .
dx Ix[v'1 + x2

Demonstragao. As féormulas seguem do teorema da derivada da funcéo inversa e das
identidades hiperbolicas. Nos ramos escolhidos, as derivadas das fung¢oes diretas ndo
se anulam nos pontos interiores relevantes: cosh y > 0; para arccosh x temos y > 0
e, portanto, senh y > 0; além disso, sech® Y csch? y e os produtos que aparecem nos
dois ultimos casos sdo nao nulos em seus respectivos dominios. Assim, as hipoteses
do Teorema 9.42 estdo satisfeitas. Indicamos os calculos, incluindo as restricdes dos
ramos principais:

1 1
y = arcsenh x = x = senhy = y’ = coshy - —
= arccoshx = x =coshy =y’ = 1 _ 1
v - Y Y ~senhy  JyZ_1
y = arctanhx = x =tghy — y’ = 1 - 1
sech’y 1—x%
y = arcothx = x = cotghy =y’ = 1 _ 1
—csch?y 1—x%
= arsechx = x =sechy = vy’ = 1 - _ 1
v - Y Y ~ —sechytghy  J1_x2
1 1

y =arcschx = x =cschy =y’

—cschy cotghy |y V14 2

Nos dois tltimos calculos, os sinais sdo determinados pelos ramos principais: para

arsech, y > 0; para arcsch, cotgh y tem o mesmo sinal que x = csch y. ]
Exercicios
Ex. 10.31 Calcule as derivadas: 2. tgh(x?).

1. senh(2x). 3.1/ coshx.
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4. arsenh(3x). 6. xcoshx, para x > 0.

5. (senh x)®8"* para x > 0.

10.6. Derivadas de ordem superior

Uma derivada também pode variar e, portanto, pode ser novamente derivada. As
derivadas sucessivas descrevem variacdes de ordem cada vez mais alta: na mecénica,
por exemplo, a derivada da posicdo é a velocidade, e a derivada da velocidade é a
aceleracio.

Formalmente, seja f uma func¢ao diferenciavel em um intervalo aberto I. A func¢éo
f’ + I - Réchamada derivada primeira de f. Quando f’ também ¢é diferenciavel,
sua derivada é a derivada segunda de f:

(0 = tim PEERZT gy = g0,

A derivada de f”, quando existe, é a derivada terceira de f, denotada por
f(3) ou f"”.

De modo geral, paran € IN*, denotamos por f(") a derivada n-ésima de f, sempre
que ela exista. Adotaremos também a convencéo f ©) = f.

Na notacéo de Leibniz, para y = f(x), escrevemos

d?y d(dy) ou d*f d(df)

dx? ~ dx \dx dx?  dx \dx
3 d3
para a derivada segunda. Analogamente, 3 a3 denotam a derivada terceira, e
x x

assim por diante.

Exemplo 10.30.

Calcule as quatro primeiras derivadas de f(x) = x> + 2x? + x — 3/x, para x # 0.

Solucao. Escrevendo f(x) = x>+ 2x? + x —3x~!, aplicamos sucessivamente a regra
da poténcia:
f/(x) =3x% +4x +1+3x72,
f7(x)=6x+4— 6x3,
fOx) =6+ 18x74,
f(4)(x) = —72x7°.

Derivadas de ordem superior
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Todas essas derivadas estdo definidas para x # 0, que é também o dominio da funcéo
original. ]

Exemplo 10.31.

Calcule a segunda derivada de f(x) = senx +e* + 1.

<
Solucdo. Derivando uma vez,
f’(x) = cosx + €~
Derivando novamente,
f”(x) = —senx + €~.
Ambas as derivadas estido definidas para todo x € R. ]
Exemplo 10.32.
Calcule sen®® x.
<

Solucdo. As primeiras derivadas revelam um padrao periodico:

sen’ x = cos x,
” —_
sen” x = —senx,
sen” x = —cos x,

sen(4) X = sen Xx.

As derivadas, portanto, repetem-se em ciclos de comprimento 4. Como 98 = 4-24+2,
a derivada de ordem 98 ocupa a mesma posi¢do que a derivada segunda no ciclo.

Logo,
sen®®) x = —sen x.
|
Exemplo 10.33.
1 . (=1)"n!
Mostre que se f(x) = p entio f(”)(x) =
<
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Solucao. A afirmacéo vale para n = 0. Suponha que, para certo n > 0,
FO(x) = (1)t x 1,
Derivando mais uma vez,
1) (n+1)!

JOD) = (~ymi(n - 2 = C

Pelo principio da inducéo, a formula vale para todon > 0 e x # 0. ]
Exemplo 10.34.

A posicio de uma particula é dada pela equacio s(t) = 5t> — 6t> + 9t. Encontre a
velocidade e a aceleracdo no instante t = 2.

<
Solucao. A velocidade e a aceleracdo sdo, respectivamente,
v(t) = s'(t) = 15t — 12t + 9,
a(t) = s”(t) = 30t — 12.
No instante t = 2 s, temos
v(2) = 45m/s, a(2) = 48 m/s?,
se a posicao s for medida em metros. |

Depois de ampliar o repertorio de técnicas de diferenciacéo, voltamos a interpretagio
geométrica que motivou a derivada. A reta tangente nio registra apenas a inclinagéo
do grafico: perto do ponto de tangéncia, ela fornece uma aproximacio da propria
funcao.

10.7. Aproximacoes lineares e diferenciais

Em muitas situa¢des, precisamos estimar de modo rapido a varia¢do de f(x) pro-
vocada por uma pequena variacdo em x. O incremento da variavel dependente é

Ay = f(x + Ax) — f(x).
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f(x+ Ax)

f)

Figura 10.16. Incrementos Ax e Ay no grafico de uma fungéo.

Se f é diferenciavel em p, seu grafico e sua reta tangente tornam-se indistinguiveis
em primeira ordem nas proximidades de (p, f(p)). A reta tangente tem equacio

y =)+ f'(p)x = p),
0 que motiva a aproximacao
f&) = f(p) + £ (p)(x = p).

A funcio L(x) = f(p) + f’(p)(x — p) é chamada linearizacao de f em p.

47 grafico de f
zoom local
37 / £ (a, f(a)) retefangente
21
1 4
XxX=a x
: : : : f(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

0 1 2 3 4 X

Figura 10.17. Perto de P = (a, f(a)), o grafico de uma fungéo diferenciavel se aproxima de sua reta tangente; sob ampliacéo,
a aproximagcao linear se torna visualmente dominante.

Exemplo 10.35.

Use a linearizacgéo de f(x) = Inx em torno de x = 1 para estimar In(1,02).
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Solucao. Como f(1) =0e f’(1) = 1, a linearizacdo em 1 é
Lix)=x—1.

Portanto,
In(1,02) = L(1,02) = 0,02.

O valor real é aproximadamente 0,01980: a aproximacdo ja é boa porque 1,02 esta
préximo do ponto de referéncia 1. ]

Exemplo 10.36 — Sensibilidade de um modelo.
A concentracdo de um farmaco é modelada por
C(t) = Coe™ 2,

com t medido em horas. Use a linearizac¢do em torno de t = 5 para estimar a variagio
relativa de C quando o tempo aumenta em 0,1 hora.

Solucgao. Como C’(t) = —0,2C(t), perto de t = 5 temos
AC = C'(5) At = —0,2C(5)(0,1) = —0,02C(5).

Assim, um aumento de 0,1 hora produz, nesse ponto do modelo, uma reducéo de apro-
ximadamente 2% na concentracdo. A derivada mede diretamente essa sensibilidade
local. [ |

Exemplo 10.37.

Aproxime /3,95 e /4,02 utilizando a linearizacio de f(x) = y/x em torno de x = 4.
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f(x + Ax)

f)

Figura 10.18. Linearizac¢do de f(x) = +/x nas proximidades de x = 4.

Solucdo. Como f’(x) = 1/(2Jx), a linearizacdo em p = 4 é

1
LO=fO+fWx-D=2+ (-4
Portanto,
J3,95 ~ [(3,95) = 1,9875 e +/4,02 ~ L(4,02) = 2,005.
Para comparacio, uma calculadora fornece /3,95 = 1,98746 e /4,02 = 2,00499. ]

A notacdo de incremento pode ser usada na definicdo da derivada de uma fungéo.

fEHAD = f) Ay

Ax Ax—0 Ax’

’ — 1
fre) = lim

Portanto,
Ay .
v f’(x) quando |Ax| é pequeno.

Equivalentemente,

Ay = f’(x)Ax quando |Ax| é pequeno.

10.3 Definicao

Seja y = f(x) uma funcéo diferenciavel e tome Ax como o incremento de x.
B A diferencial dx da variavel independente é definida como dx = Ax.

B A diferencial dy da variavel dependente é definida como

dy = f/(x)Ax = f’(x) dx.
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Nesta segéo, a escrita dy/ dx registra a derivada e a relacio dy = f’(x) dx entre
diferenciais; ela nao deve ser manipulada como uma fracio algébrica ordinaria sem
a justificativa de um teorema.

dy=tga dx = f'(x) dx

flx+ dx)

f)

Figura 10.19. A variacdo real Ay segue a curva, enquanto a diferencial dy = f’'(x)dx é a
variagdo prevista pela tangente.

Para interpretar geometricamente a diferencial, considere a Figura 10.19. Seja dx =
Ax a variagdo em x e seja Ay = f(x + dx) — f(x) a correspondente variacdo em
y. Como f’(x) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto
(x, f(x)), a quantidade dy representa a variacio prevista pela reta tangente, en-
quanto Ay representa a variagio efetiva da funcao.

10.38 Observacao

Quando dx é suficientemente pequeno, dy aproxima Ay = f(x+ dx)— f(x) no
seguinte sentido:

Ay—dy |

P 0, quando dx —0.

Isso significa que o erro cometido ao aproximar Ay por dy é de ordem menor
que dx. Portanto,
Ay = dy

para dx suficientemente pequeno. Finalmente, na nota¢ao de diferenciais, a apro-
ximacdo linear pode ser escrita como

flp+ dx) = f(p)+ dy, dy = f’(p) dx.
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R 10
n=10CIl

agua

Figura 10.20. No corte da tigela de raio 10 cm, a altura medida x determina o volume de
agua.

Exemplo 10.39.

Uma tigela tem o formato de uma semiesfera de raio 10 cm e contém agua até a altura
de x cm. O volume da agua é

V= %(30x2 —x3).

Suponha que a altura medida seja 5 cm, com erro maximo de 0,1 cm. Estime o erro
méaximo no volume calculado.

Solucao. Seja x* a altura real da 4gua e ponha Ax = x* — 5. A hipdtese sobre a
medicéo fornece |Ax| < 0,1. Como

V/(x) = 3(60x = 3x%) = m(20x - x2),
a aproximacéo linear em x = 5 fornece
AV = dV = V'(5)Ax.
Consequentemente,
|AV| = |dV| = 757|Ax| < 7,57 = 23,56 cm®.

Portanto, o volume calculado é V(5) = 6257/3 = 654,50 cm3, com erro absoluto
maximo estimado pela linearizacio em 23,56 cm>. Essa é uma estimativa de primeira
ordem. Como a formula exata de V é conhecida e V cresce no intervalo [4,9,5,1], o
erro maximo efetivo é

22649
3000

V(5,1)-V(5) = ~ 23,72 cm®.
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|dr] < 0,05cm

espessura representada fora de escala

Figura 10.21. Um erro dr na medida do raio produz, em primeira ordem, uma casca esférica
de volume dV = 4nr?dr.

Exemplo 10.40.

O raio medido de uma esfera é 21 cm, com erro maximo de 0,05 cm. Estime o erro
maximo no volume calculado a partir dessa medida.

Solucdo. Se o raio da esfera é r, entdo V = (4/3)zr3. Usamos a diferencial dr para
aproximar o erro Ar na medida do raio. A variacdo correspondente do volume é
aproximada por

dV = 471 dr.

Como r = 21 e |dr| £ 0,05, temos
|dV| < 47 - 212 - 0,05 = 88,27 ~ 277,09.

Logo, a linearizacio estima o erro absoluto maximo em 277,09 cm3. O erro maximo
exato, obtido pela formula do volume e pela monotonicidade em [20,95, 21,05], é

4
5 (21.05° - 21%) = 277,75 em®.

A pequena diferenca corresponde aos termos de ordem superior desprezados pela
aproximacéo linear. ]

Exemplo 10.41.

1. Utilizando aproximacéo linear, encontre uma férmula aproximada para o volume
de uma casca cilindrica de altura h, raio interno r e espessura ¢.

2. Qual é o erro envolvido ao usar essa formula?

Aproximacdes lineares e diferenciais
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Aproximacdes lineares e diferenciais

Solucio. Considere V(r) = nr’h, com h constante. O volume da casca é o incre-

mento produzido quando o raio passa de r para r + t. Pela aproximacéo linear,

AV = dV = 2xrht.

O volume exato da casca é

AV = 7(r + t)*h — nr’h = 27rht + ht?.

Portanto, o erro absoluto da aproximacio é E = rht?, que é de segunda ordem na

espessura.

Exercicios

Ex. 10.32 Para k € R, mostre que a linearizacéo
de f(x)=(1 +x)Femx=06Lx) =1+kx.

Ex. 10.33
com x em milimetros. Use a linearizacdo de V em x = 3
para estimar a variacdo do volume quando a aresta passa

Exercicios

Ex. 10.35
implicitamente perto de (1,2). Encontre dy/dx e a reta

A curva x% + xy + y? = 7 define y

tangente nesse ponto.

Ex. 10.36 Derive por diferenciacdo logaritmica
R
y= T, x> 0.

Indique em que ponto a hipotese x > 0 é usada.

Ex.10.37 Determine a derivada de arctg(2x/(1—

x?)) nos intervalos em que a expressio esta definida.

Compare a resposta com a derivada que seria obtida ao
simplificar apenas localmente pela féormula da tangente
dupla.

Ex. 10.38
Quando seu raio é 5 cm, a que taxa cresce a area de sua
superficie?

Um baléo esférico é inflado a 30 cm3/s.

de 3 para 3,02 mm.

. 1 .3 . . - .
Um cristal cubico tem volume V = x”, g = 8 para obter uma linearizacio e, com ela, aproximar

Ex. 10.34 Para f(x) = i/x, use o ponto-base
8,7.

Ex. 10.39 Use a linearizacdo de v; emx = 8

para aproximar {/8,12.

Ex. 10.40 A voltagem de um sinal é V(t) =

4 cosh(0,3t) volts. Determine V’(t) e interprete o resul-
tadoemt = 2s.

Ex. 10.41 Uma escada de 8 m desliza: sua base
afasta-se da parede a 0,4 m/s. Quando a base estd a 3 m
da parede, determine a velocidade da extremidade supe-

rior e diga se sua altura aumenta ou diminui.

8m
0,4m/s
—
—
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Aplicacoes de derivadas

Nada acontece no universo em que nao apareca alguma regra de maximo ou de
minimo.

Leonhard Euler

O conhecimento da derivada permite estudar o comportamento de uma funcio em
um intervalo. O sinal de f” controla crescimento e decrescimento; o sinal de f”
descreve a concavidade; pontos criticos e extremidades organizam a busca por ma-
ximos e minimos. O Teorema do Valor Médio é o principio que permite passar da
derivada em pontos do intervalo ao comportamento da funcido como um todo. Essa
relacdo fundamenta critérios para o esboco de curvas e a resolugio de problemas de
otimizacdo. A regra de L’Hopital e os polindmios de Taylor fornecem outros usos da
derivada no calculo de limites e de aproximacdes.

11.1. Valores extremos

11.1.1. Extremos absolutos

Maéaximos e minimos dependem do conjunto em que a funcio é considerada. Um ex-
tremo absoluto compara um valor da funcio com todos os demais valores assumidos
no intervalo.

11.1 Definicao
Sejam I um intervalo e f : I — R uma funcéo.
B Diremos que x; € I é um ponto de maximo global (ou absoluto) de f, se

f(x) £ f(xp), para todo x € I. Neste caso, diremos que f(x)) é maximo
global.

B Diremos que x; € I é um ponto de minimo global de f, se f(x) > f(x),
para todo x € I. Neste caso, diremos que f(xy) é minimo global.

Neste capitulo

11.1 Valores extremos 285

11.2 Teorema do valor mé-
dio 294

11.3 Funcgoes crescentes e
decrescentes 298

11.4 Concavidade 303
11.5 Regra de L'Hopital 311
11.6 Assintotas 320
11.7 Esbogo de curvas 322

11.8 Problemas de otimiza-
cao 334

11.9 Polindmios de Taylor 341
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B Um ponto x; € I sera dito um ponto extremo global, se x; for um ponto de
maximo global ou um ponto de minimo global.

Maximo global

Exemplo 11.1. Minimo global

Determine os extremos das seguintes func¢des analisando seus graficos: |E|

x2 IE' X3 1/x E x Figura 11.1. A curva atinge

Ix2 +1 um minimo global no vale

assinalado e um maximo
N global no pico assinalado.

=

1/x VxZ+1

Figura 11.2. Entre as quatro func¢des, apenas x* atinge um extremo global em R: o minimo
Oemx = 0.

Solucio. IE‘ A funcio x? possui minimo absoluto 0 em x = 0 e nio possui maximo.
[b] A funcio x* nido possui maximo nem minimo. A funcio 1/x ndo possui
/o ;. ~ X . .
méximo nem minimo. [ d ] A fungio ——— tem imagem (-1, 1): aproxima-se de —1
Jx2

x-+1
e de 1, mas ndo atinge esses valores. Portanto, ndo possui maximo nem minimo. ®

Exemplo 11.2.

Utilizando os graficos da figura, determine os extremos das seguintes fun¢des nos
intervalos especificados: |E| x? em [-1, 2] |E| x? em (—1,2)
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Intervalo fechado [—1, 2] Intervalo aberto (—1,2)

47 47
34 34
27 27

1 2

S,

-1 0 1 2 -1

f(2) = 4: maximo atingido. sup f = 4, mas ndo ha maximo.
Figura 11.3. Em [—1, 2], x? atinge minimo e méaximo; em (—1, 2), atinge o minimo, mas nio
0 supremo 4.

Solucao. |E| Pelos graficos da Figura 11.3, temos que o maximo de x? em [—1, 2]
ocorre em x = 2. O valor maximo que a func¢io atinge é f(2) = 4. O minimo é
f(0) =0. |E| Em (-1, 2), a fungdo x? também possui minimo 0 em x = 0, mas nio
possui maximo: o extremo 2 néo pertence ao intervalo. Um modo de ver isso é por
reducdo ao absurdo. Suponha que a funcéo tivesse um maximo em a, que podemos
supor maior que 0. Se tomarmos um valor b entre a e 2, a fungao sera maior em b, pois

é crescente em [0, 2). Isso levaria a um absurdo; logo, a fun¢do néo possui maximo.

Por que esse argumento nao funciona no item anterior? No intervalo fechado, o
candidato a = 2 pertence ao dominio e nao existe b do dominio com a < b. |

11.1.2. Extremos relativos

Um valor pode ser maior que os valores vizinhos sem ser o maior de todo o intervalo.

Ao restringir a comparacdo a uma vizinhanca do ponto, obtemos a no¢éo de extremo

relativo ou local, mais diretamente ligada ao comportamento descrito pela derivada.

11.2 Definicao

Seja I um intervalo e f : I — R uma funcéo.

B Diremos que x; € I é um ponto de maximo local de f, se existir § > 0 tal
que f(x) < f(x), para todo x € (x9 — 8, x9 + &) N I. Neste caso, diremos que
f(x9) é um maximo local.

B Diremos que xy € I é um ponto de minimo local de f, se existir § > 0 tal
que f(x) > f(xy), para todo x € (x9 — 8, x9 + &) N I. Neste caso, diremos que
f(x) é minimo local.

B Um ponto x; € I sera dito um ponto extremo local, se x; for um ponto de
maximo local ou um ponto de minimo local.

Valores extremos

O alcance da compara-
cao

Um maximo local com-
para f(x,) apenas com
os valores suficiente-
mente proximos, dentro
do dominio. Um méximo
global compara esse va-
lor com todos os demais.
Por isso, o estudo de uma
vizinhanga nio basta
para concluir que um
extremo é global.
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(c. f(©))

(a, f(a))
(d, f(d))

(®, £(b))

Figura 11.4. Maximos locais em a e ¢ e minimos locais em b e d; a comparagcéo ¢ feita apenas
em vizinhancas desses pontos.

A funcio f possui maximos relativos nos pontos a e ¢ e minimos relativos nos pontos
bed. Observe que f(d) > f(a), ouseja, o valor de uma fun¢io em um minimo relativo
pode ser maior que o valor em um méaximo relativo.

A diferenciabilidade fornece uma condicdo necessaria para extremos locais em pon-
tos interiores e, com isso, reduz a busca a um conjunto de candidatos.

11.3 Teorema Teorema de Fermat

Se f é uma fungio definida no intervalo aberto (a, b) e x € um ponto de maximo
ou minimo local de f em (g, b), entdo ou f néo é diferenciavel em x ou f’(x) =
0.

Demonstragao. Suponha que f seja diferenciavel em x; e que x; seja um maximo
local (uma prova similar pode ser feita quando xy é um minimo local). Entéo, 36 > 0
tal que (xy — d,x) + &) C (a,b) e tal que f(xy) > f(x) para todo x satisfazendo
|x — x| < 8. Logo, para qualquer h € (0, §), temos que:

flxo +h) = f(x) <0
A <0.

Tomando o limite quando & — 0" e usando a existéncia de f’(x,), obtemos f’(x,) < 0.
Por outro lado, para h € (-6, 0), temos

flxo +h) = f(x) >0
h > 0.

Tomando agora o limite quando h — 07, obtemos f’(xp) > 0. Logo, f'(x) =0. =

11.4 Observacao

A reciproca nio é necessariamente verdadeira. Seja f(x) = x> que esta definida
em todo x € R. Logo f’(x) = 3x2. Portanto f’(0) = 0. Porém 0 nio ¢ um ponto
nem de maximo nem de minimo para a fun¢éo f em qualquer intervalo (a, b) que
contenha o 0.

Valores extremos
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11.3 Definicao

Seja p um ponto interior de Dom f. Dizemos que p é um ponto critico de f se
f’(p) = 0 ou se f nao é diferenciavel em p. Neste caso, o valor f(p) é chamado
valor critico da funcéo f.

Assim, pontos que ndo pertencem ao dominio néo sido pontos criticos, e as extremi-
dades de um intervalo fechado sdo tratadas separadamente na busca por extremos.

Exemplo 11.5.

Determine os pontos criticos da fungéo y = 3x + 2 cos(3x).

<
Solucdo. A derivada é dada por
y' =3 —6sen3x
Os pontos criticos ocorrem quando
1
sen3x = -
2
Ou seja, quando
5
3x = %4—27[/( 3x:?ﬂ+2ﬂk kez
Ou seja, quando
2k 5 21k
x=2 428 x=Z 1 ez
18 3 18 3
|
Exemplo 11.6.
Determine os pontos criticos da fungio g(x) = x — x1/3,
<
Solucao. Derivando temos que g’(x) = 1 — %x‘z/rj, para x # 0. Ou seja, g’(x) =
1- . Simplificando, temos:
3V x?
o) =1 1 3x2-1
3%/ x2 3%/ x2
e assim os pontos criticos sio:
I U
33 ’ 33
O ponto 0 também é critico: g(0) = 0, mas o quociente [g(h) — g(0)]/h=1— |h|~2/3
ndo possui limite finito. ]

Valores extremos

Pontos criticos sao
candidatos

Para f(x) = x°, temos
f’(0) = 0, mas ndo ha
extremo em 0. A condi-
¢do identifica um candi-
dato, ndo uma conclusio.
Pontos interiores onde

a derivada nio existe
também sio criticos; as
extremidades do intervalo
devem ser examinadas
separadamente.

g0 =x-3fx
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Exemplo 11.7.

Determine os pontos criticos da fungéo g(x) = %
<
Solucao. O dominio é R \ {2, 3}. Pela regra do quociente,
, 2x(x> = x—6)— (x> +1)(2x—-1) —x*—-14x+1
g'(x) = (x2 —x—6)2 - (x2—-x-6)%"
Logo, os pontos criticos séo x = —7 — 5v2 e x = =7 + 52, ambos pertencentes ao

dominio. Os pontos —2 e 3 ndo sdo criticos, pois a funcdo nio esta definida neles. m

11.1.3. Extremos em intervalos fechados

O Teorema de Weierstrass 7.42 garante que uma funcéo continua em um intervalo
fechado e limitado atinge maximo e minimo globais. O Teorema de Fermat localiza

os extremos interiores entre os pontos criticos. Restam as extremidades do intervalo.

Reunindo essas duas observagdes, obtemos o critério seguinte.

11.8 Teorema

Se f é continua no intervalo fechado e limitado [a,b], entdo f tem pontos
de maximo e de minimo em [a,b]. Mais ainda, os Unicos pontos extremais
possiveis da funcéo f sdo:

1. pontos criticos de f;

2. os extremos do intervalo fechado [a, b], isto é, a ou b.

Valores extremos
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a X b a X b
X, um maximo interior, X, um maximo interior,
f'(x) =0. f’(x,) ndo existe.
Sem pontos de minimo interior. Sem pontos de minimo interior.

*— —e—>
a x X2 b

X;, X, minimos,
fGa) = f()=0.

H4 um maximo entre x; e x,.

Figura 11.6. Os extremos no interior do intervalo devem ocorrer nos pontos onde f’ é zero
ou nao existe.

Exemplo 11.9.

Ache os extremos de f(x) = 3x* — 4x> — 8 em [~1, 2].

<
Solucao. Como f ¢é diferenciavel, os pontos criticos ocorrem quando f’(x) = 0. ' .
Calculando a derivada, temos:
f(x) = 12x3 — 12x2
(-1,-1) f
Resolvendo,
12x% —12x% = 0 0 .
. . 19 ’
temos que a derivada se anula em x = 0 e x = 1. Logo, os candidatos a pontos 1
extremos sdo —1,0, 1, 2. Calculando o valor da funcéo nesses pontos, temos: Figura 11.7. Grafico de
f(x) =3x*—4x* -8 no
f(=1)=-1 intervalo [—1, 2].
f(0)=-8
F=-9
f2)=38
Logo, x = 2 é o ponto de méximo e x = 1 é o ponto de minimo. ]
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Exemplo 11.10.

Um fazendeiro deseja construir um curral retangular e possui 500 m de cerca. O local
onde deseja construir o curral faz divisa com um edificio; assim, ndo sera necessaria
uma cerca desse lado. Quais sdo as dimensdes do curral que encerrara a maior area?

<

Solucdo. Se x é a medida de cada lado perpendicular ao edificio e y a do lado para-
lelo, entdo 2x + y = 500. Portanto,

A(x) = x(500 — 2x) = 31250 — 2(x — 125)%, 0 < x < 250.

O maximo ¢ 31250 m?, atingido quando x = 125m e y = 250 m. A derivada A’(x) =
500 —4x confirma o crescimento antes de 125 e o decrescimento depois desse ponto.m

Exemplo 11.11.

Determine a razio entre a altura e o diAmetro da base do cilindro de volume méaximo
que pode ser inscrito numa esfera de raio R > 0.

Solucao. O volume do cilindro é dado por
V = nr’h
e, pelo Teorema de Pitagoras, temos a seguinte relacio entre o raio e a altura:
r? +(h/2)? = R?
Logo a expressdo do volume em funcéo da altura é

2 3
V(h) = mh (R2 — hz) = 7R?h — i.

Como o cilindro esta contido na esfera, temos que os valores de h estdo no intervalo
[0,2R]. Assim, temos um problema de extremos em um intervalo fechado e, con-
sequentemente, temos a existéncia de um maximo. Esse maximo ocorrera ou nos
pontos extremos do intervalo ou nos pontos criticos. Como V(h) é diferenciavel, os
pontos criticos sdo os pontos de derivada iguais a 0. Derivando

V(W) =n (R2 - %) )

Resolvendo V’(h) = 0 temos:

_ 2R
V3
Como
r? + (h/2)? = R?
temos que
2
r=,|=R
3

Valores extremos

/2

Figura 11.8. No corte
meridiano do cilindro inscrito,
o raio R da esfera é a
hipotenusa do tridngulo com
catetosr e h/2.
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e assim f f )

- = \/E e, portanto, — = —,

r 2r 2

A razio pedida é a segunda, pois o didmetro mede 2r. Como V(0) = V(2R) = 0 e
o volume é positivo no dnico ponto critico interior, esse ponto fornece o maximo

global. |
Exercicios
Ex. 11.1 Suponha que f seja uma fun¢io conti- 4. f(t) = sen(t) + cos(t) no intervalo [0, 7/3]

nua no intervalo [a, b]
5. f(x) = x — 31n(x) no intervalo [1, 4]
1. f possui maximos e minimos globais nesse inter-

valo? Justifique.
Ex. 11.5 Suponha que f seja uma funcéo conti-

nua no intervalo (a, b
2. Como podemos encontrar esses pontos? (a,b)

1. Diga algumas condicdes para que f possua ma-
Ex. 11.2 Encontre os valores maximos e mini- ximos e minimos globais nesse intervalo. Justifi-
mos absolutos de f no intervalo dado: que.

xt—4
1. f(x) = — no intervalo [—4, 4 , . ..
f (x) x2+1 [ ] Ex. 11.6 Encontre os valores maximos e mini-

mos globais de f (se existirem) no intervalo dado:
2. f(x) = xv4 — x2 no intervalo [—1, 2]
L flx)=1+ L no intervalo (0,0)
3. xe * no intervalo [0, 2] *

In(x) 2. g(x) = V9 + x2 no intervalo (—oco, c0)
4. no intervalo [1, 3]
X
3. h(x) = x> — 7x? + 2 no intervalo (—oo, c0)
Ex. 11.3 Prove que a funcio f(x) = x1%1 + x°! +

4. k(x) = In(x) — x no intervalo (0, )
x + 1 ndo tem maximos nem minimos locais.

5. m(x) = 1/(x — x%) no intervalo (0, 1)

Ex. 11.4 Encontre os valores maximos e mini-
mos globais de f no intervalo dado:
Ex. 11.7 Encontre os pontos da hipérbole y* —
1. f(x) = x* — 4x® + 2 no intervalo [3, 2] x% = 4 que estdo mais proximos do ponto (2,0).
_ X . 1
2. g(x) = 7o o intervalo [1.2] Ex. 11.8 Encontre a area do maior retangulo

que pode ser inscrito na elipse x?/a? + y?/b? = 1, com

3. h(x) = ¥9 — x2 no intervalo [—1, 2] a,b>0.

A localizacdo de pontos criticos ¢ uma informacao local. Para deduzir propriedades
validas em todo um intervalo, é necessario relacionar a variacdo instantinea, dada
pela derivada, com a variagdo média entre dois pontos.
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11.2. Teorema do valor médio

A derivada de uma funcéo constante é zero. A reciproca, em um intervalo, também
é verdadeira e é consequéncia de um resultado mais forte. Sob hipéteses adequadas,
existe ¢ € (a,b) tal que

PRI
b—a

O coeficiente angular da tangente em algum ponto interior coincide, portanto, com

o coeficiente angular da secante que une as extremidades do grafico. Em linguagem

de movimento, alguma velocidade instantidnea coincide com a velocidade média no

intervalo. O caso em que f(a) = f(b) é o Teorema de Rolle.

11.12 Teorema Teorema de Rolle

Sejam a < b e f uma funcéo continua no intervalo fechado [a, b], diferenciavel
no intervalo aberto (a,b) tal que f(a) = f(b). Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

f'(c)=0.

Figura 11.9. Como f(a) = f(b), o Teorema de Rolle garante ao menos um ponto ¢ € (a,b)
em que a tangente é horizontal.

Demonstragao. Como f é continua em [a,b], ela atinge um méaximo M em algum
x; € [a,b] e um minimo m em algum x, € [a,b]. Se m = M, entdo f é constante
em [a,b] e qualquer ¢ € (a,b) satisfaz f’(c) = 0. Se m < M, pelo menos um dos
valores extremos é atingido em um ponto interior: de fato, como f(a) = f(b), os
dois extremos ndo podem ocorrer apenas em a e b. Nesse ponto interior, f possui
um extremo local e o Teorema de Fermat fornece f’(c) = 0. [

Teorema do valor médio

Hipoteses do Teorema
do Valor Médio

O teorema exige conti-
nuidade em [q, b] e dife-
renciabilidade em (a, b),
coma < b. Nio se exige
derivada nas extremida-
des. J4 a continuidade
nesses pontos relaciona
os valores f(a) e f(b)
ao comportamento da
funcio no interior.
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Exemplo 11.13.

Sem calcular explicitamente a derivada, localize os zeros de p’ para

p(x) = (x +2)(x — D(x = 3)(x - 5).

Solucao. O polindémio p se anula em —2, 1, 3 e 5. Pelo Teorema de Rolle, p” possui
ao menos um zero em cada um dos intervalos disjuntos

(=2,1), (1,3), (3,5).

Como p’ tem grau 3, ndo pode ter mais de trés zeros reais. Portanto, ha exatamente
um zero de p’ em cada um desses intervalos. |

11.14 Teorema Teorema do Valor Médio

Sejama < be f uma funcéo continua no intervalo fechado [a, b] e diferenciavel
no intervalo aberto (a, b). Entéo, existe ¢ € (a, b) tal que

f®) - f@) (b) fl@

—a

fe)=—7F—"

e = [0S

= f'(0)
y=f@+ fe)x-0

(c. f(e))

b, f(b
@ f@) (b, f(b))

Figura 11.10. O Teorema do Valor Médio garante um ponto ¢ € (a,b) cuja tangente é
paralela a secante pelos extremos.
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Demonstragao. A equacio da reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) é dada
por

o= 1O1@,

Definamos a funcio auxiliar

f (b) f (a)

h(x) = f(x) - fl@) - —F———(x - a).

Comecamos observando que h(x) é continua em [a, b], pois é soma da fung¢io conti-
nua f e um polinémio de grau 1. Analogamente, temos que a funcéo h(x) é diferen-
ciavel em (a, b). Finalmente, é imediato da definicdo de h que h(a) = h(b) = 0. Logo,
pelo teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que h’(c) = 0. Portanto,

f®) — f(a) (b) fa) f (b) f® - fla)
—a

—a

0="h(c)=f()- o=

Exemplo 11.15 — Uma velocidade que deve ter ocorrido.

Um automoével percorre 150 km entre dois postos de controle em exatamente uma
hora. Admitindo que sua posi¢io s(t) seja continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1),
o que o Teorema do Valor Médio permite concluir sobre a velocidade instantdnea?

Solucao. Escolhendo a origem no primeiro posto, temos s(0) = 0 e s(1) = 150. Pelo
Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (0, 1) tal que

s'(c) = S(l) S(O) = 150 km/h.

O teorema nio informa quando isso ocorreu nem afirma que a velocidade foi cons-
tante. Ele garante, porém, que em algum instante a velocidade foi exatamente
150 km/h; em uma via limitada a 120 km/h, o limite foi ultrapassado.

~

A

150 km

11.16 Teorema Teorema do Valor Médio de Cauchy

Sejama < b e f e g funcdes continuas no intervalo fechado [a, b] e diferencia-
veis no intervalo aberto (a,b). Entéo, existe ¢ € (a,b) tal que

gb) - g(a) f(b) f(a) ,

e HOE 10!

Teorema do valor médio
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Demonstragao. O resultado pode ser demonstrado aplicando o Teorema de Rolle a
funcio

h(x) = [f(b) = f(@)]g(x) - [g(b) - g(@)] f(x)

e observando que

h(a) = [f(b) - f(@)]g(a) — [5() - g(@)] f(a)
= f(b)g(a) — g(b)f(a)
= [f®) - f(@)]g®) - [g(b) — g(@)] f(b)
= h(b)

e, assim, h’(c) = 0 para algum ponto ¢ € (a,b). Diferenciando h, o resultado segue.
|

11.2.1. Consequéncias do Teorema do Valor Médio

11.17 Teorema

Se f’(x) = 0 para todo x € (a,b), entdo f é constante no intervalo (a, b).

Demonstragao. Sejam x; e x5 € (a,b), com x; < x,. Como f é diferenciavel em (a, b),
ela é continua nesse intervalo; em particular, é continua em [x;, x,] e diferenciavel
em (x1,x). Aplicando o Teorema do Valor Médio, temos que existe ¢ € (x, xy) tal
que

fCx) = f(x1) = f/(e)(x2 — x7).

Como f’(x) = 0 para todo x, temos que f’(c) = 0 e assim

fx) = f(x1)

A hipoétese de que trabalhamos em um intervalo é essencial. Por exemplo, f(x) =
x/|x|, definida em R \ {0}, satisfaz f’(x) = 0 em todo ponto do dominio, mas nio é
constante: o dominio tem duas componentes. O teorema acima responde de forma
explicita e positiva a pergunta feita no comeco desta se¢do: um corpo cuja velocidade
instantanea é zero no intervalo de tempo dado encontra-se em repouso.

11.18 Corolario

Sejam f e g funcdes continuas no intervalo fechado [a, b] e diferenciaveis no
intervalo aberto (a,b), tais que f’(x) = g’(x) para todo x € (a,b). Entéo,
existe K € R tal que

fG) =gl +K

para todo x € [a,b].
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Demonstragao. Considere a funcdo F(x) = f(x)—g(x). Entdo F'(x) = f/(x)—g’(x) =
0 para todo x em (a,b). Logo, f — g é constante em (a, b); pela continuidade, essa
mesma constante é o valor de f — g também em a e em b. ]

Exemplo 11.19.

Mostre que arcsen x + arccos x = /2 para x € [—1,1].

Solucao. Calculando a derivada de arcsen x + arccos x, temos:

1 1

Vi—x2  VJ1-—x2

Logo
arcsen x + arccosx = K

Em x = 0, temos
arcsen 0 + arccos 0 = K

T . ~
elogo K = —. O argumento vale em (—1, 1); a continuidade das duas funcdes estende

aigualdade a x = 1. =
Exercicios
Ex. 11.9 Verifique as hipoteses do Teorema do provar que | senb—sena| < [b—al para quaisquer a,b € R.

Valor Médio para f(x) = x? em [1,3] e determine o

to ¢ f ido pelo t .
ponto ¢ formiecido pelo tearema Ex. 11.11 O Teorema do Valor Médio pode ser

aplicado a f(x) = |x| em [—1, 1]? Justifique.
Ex. 11.10 Use o Teorema do Valor Médio para

O Teorema do Valor Médio transforma o sinal da derivada em informagao sobre a
varia¢do da fun¢do em intervalos.

11.3. Funcoes crescentes e decrescentes

Se a < b, 0 Teorema do Valor Médio escreve a diferenca f(b)— f(a) como f’(c)(b—a)
para algum ponto intermediario ¢. Como b —a > 0, o sinal de f’ determina o sinal
da variacéo de f.
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11.4 Definicao

Uma funcéo f é crescente no intervalo dado I se, para qualquer par a,b € I com
a < b, tem-se que f(a) < f(b). A funcio f é decrescente em I se, para quaisquer
a,b € I coma < b, tem-se que f(a) > f(b).

O sinal da derivada fornece um critério direto para determinar os intervalos de cres-
cimento e decrescimento de uma funcio.

11.20 Proposicao

Seja f : D - Resejal C Dum intervalo. Se f’(x) > 0 para todo x € I, entéo
f é crescente em I. Por outro lado, se f’(x) < 0 para todo x € I, entdo f é
decrescente em 1.

Demonstragao. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f em [xy, x,], existe um ¢ €
(x1, x7) tal que

() = fx) = f/(e)(xz — x7).
Como f’(c) > 0 e x,—x; > 0 devemos ter que f(x3)— f(x;) > 0 ouseja, f(x7) < f(xy).
Logo f é crescente. A prova do outro caso € analoga. ]

Exemplo 11.21.

. . 1 3 ;
Determine os intervalos em que f (x) = —x3—Zx?+2x—1é crescente ou decrescente.

3 2
Utilizando essa informacéo, esboce o grafico.

1 3
Solucao. Seja f(x) = §x3 - Exz +2x—1,entio f/(x) = x> —3x+2 = (x—1)(x—2).
Como f’ é positiva em (—o0,1) U (2,00) e f’ é negativa em (1, 2) podemos concluir

pela proposicéo anterior que a fungéo f é
1. crescente em cada um dos intervalos (—oo, 1] e [2, 0);
2. decrescente em [1,2].

A Figura 11.11 mostra geometricamente esses intervalos de crescimento e decresci-
mento. u

Funcdes crescentes e decrescentes
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0,4 y /
X

—0,2 -

—1,5

Figura 11.11. Crescimento e decrescimento de f(x) = §x3 - sz +2x —1, com maximo local
em (1,—1/6) e minimo local em (2,—1/3).

Exemplo 11.22.

Determine os intervalos em que f(x) = 1 é crescente ou decrescente.

X
%2 —

Solucdo. A funcao ndo esta definida em x = —1 e x = 1. A derivada de f é:

—2X

’ x) =
10 = e
Como o denominador é positivo em todos os pontos do dominio, a derivada é positiva
quando x < 0 e negativa quando x > 0. Ou seja:

1. crescente em cada um dos intervalos (—o0, —1) e (-1, 0];

2. decrescente em cada um dos intervalos [0, 1) e (1, o).

11.3.1. Teste da primeira derivada para maximos e

minimos

Ossinal de f” nos dois lados de um ponto critico permite distinguir maximos, minimos

e pontos criticos sem extremo.

11.23 Teorema

Seja x um ponto criticode f : I — R. Suponha que exista ¢ > 0 com (x—¢, x+
€) C I, que f seja continua em x e diferenciavel nos dois intervalos (x — ¢, x)
e (x,x + ¢). Entéo,

1. Se f’ > 0 no intervalo (x — ¢, x) a esquerda de x e se f’ < 0 no intervalo
(x,x + ¢) a direita de x, entdo x é um ponto de maximo local.

2. Se f’ < 0 no intervalo (x — ¢, x) a esquerda de x e se f* > 0 no intervalo
(x,x + ¢) a direita de x, entdo x é um ponto de minimo local.

Funcdes crescentes e decrescentes
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3. Se f’ é estritamente positiva nos dois intervalos ou estritamente negativa
nos dois, isto é, tem o mesmo sinal ndo nulo no intervalo (x—e¢, x) a esquerda
de x e no intervalo (x,x + ¢) a direita de x, entdo x ndo é nem ponto de
maximo nem ponto de minimo local.

Demonstragao. Parat < x proximo de x, o Teorema do Valor Médio em [t, x] fornece

fG) = f®) = f'(w(x—1)

para algum u € (t,x). Como x —t > 0, se f* > 0 a esquerda de x, entdo f(¢) < f(x);
se f/ <0, entdo f(t) > f(x).

Para t > x proximo de x, aplicando o teorema em [x,t], obtemos

f®) - f&) = f/()(t - x)

para algum v € (x,t). Como t — x > 0, se f’ > 0 a direita de x, entdo f(t) > f(x); se

f’ <0, entao f(t) < f(x).

Combinando as comparacdes dos dois lados, obtemos, respectivamente, maximo lo-
cal, minimo local ou auséncia de extremo, conforme os trés casos do enunciado. A
continuidade em x é o que permite aplicar o Teorema do Valor Médio nos intervalos
que tém x como extremidade, mesmo quando f’(x) ndo existe. ]

Exemplo 11.24.

Ache os maximos e minimos locais de f(x) = x1/3(8 = x).

Solucgao. Para x # 0,
yooN_ 8—4x

Os pontos criticos sdo 0, onde a derivada nio existe, e 2, onde ela se anula. Como

o denominador é positivo, f* > 0 parax < 2, x # 0, e f’ < 0 para x > 2. Pela
continuidade em 0, a funcio é crescente em todo (—o0, 2] e decrescente em [2, o).
Portanto, 2 é ponto de méaximo, com valor 6{/5; esse maximo é também global. O

Funcodes crescentes e decrescentes

ponto 0 ndo é extremo, e ndo ha minimos locais. ]

Exercicios

Ex. 11.12 Prove que a fungio 2x° + x% + 2x é Ex. 11.13 Determine os intervalos nos quais
Inx

crescente em todos os pontos.

f(x) = — é crescente e nos quais é decrescente.
x
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Ex. 11.14 Determine os intervalos nos quais
—x2/2 c
flx)=e* /2 & crescente e nos quais é decrescente.
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Ex. 11.15 Nos exercicios a seguir uma fungéo é
dada. Para essa funcio

1. Calcule o dominio de f
2. Encontre os pontos e valores criticos.

3. Encontre os intervalos de crescimento e decres-
cimento.

4. Use o teste da primeira derivada para dizer se os
pontos criticos sdo de maximo ou minimo local
ou nenhuma dessas opc¢des.

1L f(x)=x?>—3x+5
2. f(x) =cosx
3. f(x) =tgx

e

f)=x3—5x2 +7x -1

(&}

(@)

~

o]

Nel

10

11

12

13

14

) =2x—xt+x-1
.f(x):x4—5x2+4
1
'f(x):x2+1
f(xX)=x?+2x-3
Cf)=x3+3x% +3
1
SO =
24
) = S5
x
SO =T
C(x—2)?3
'f(x)_T

. f(x) = senx cos x em (—r, 7).

Saber onde a funcéo cresce ou decresce ainda ndo descreve completamente a forma

do grafico. O passo seguinte é acompanhar como a propria inclinac¢do varia.

11.4. Concavidade

O sinal da derivada indica se os valores da funcdo aumentam ou diminuem. Para

compreender melhor a forma do grafico, interessa também saber como a prépria

inclinacio varia. Essa nova informac¢ido conduz ao estudo da concavidade e ao uso

da derivada segunda.

Geometricamente, uma fungéo é cdncava para cima quando o segmento que une dois

pontos de seu grafico fica acima do grafico ou coincide com ele; para a concavidade

para baixo, ocorre o contrario. Essa descricao pode ser escrita diretamente em termos

da altura da corda.
11.5 Definicao

a<x<beml,
o —

16 < 77X @y + 22 e,

Uma fungio f é dita concava para cima no intervalo I se, para qualquer terna

Ela é concava para baixo em [ se, para toda ternaa < x < b, vale a desigualdade

Concavidade
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inversa.

A expressao do lado direito é exatamente a ordenada, na abscissa x, da corda que
liga (a, f(a)) a (b, f(b)). Para a concavidade para cima, a mesma condigdo pode ser
escrita, de forma equivalente, como

f&) - f@ _ fO) - fl@) _ fb) ~ f&x)

x—a b—a - b—x

5

e as desigualdades se invertem para a concavidade para baixo. Para célculos, o crité-
rio por meio de f” sera normalmente mais pratico.

Uma funcéo concava para cima também é chamada convexa; uma fungéo céncava
para baixo, simplesmente concava. Se a desigualdade correspondente for estrita
para toda terna a < x < b, usamos os termos estritamente convexa ou estrita-
mente concava. Com a convengao nio estrita, toda funcdo afim pertence as duas
classes. Geometricamente, os segmentos podem coincidir com o grafico. Equivalen-
temente, dados x,y € [ e 0 <t < 1, a convexidade se escreve como

f(tx +(1- t)y) <tf)+ 1=t f(y),

e a concavidade corresponde a desigualdade inversa. Nas figuras seguintes, tx + (1 —
t)y é a abscissa do ponto intermediario, enquanto ¢ f(x) + (1 —t) f(y) é a ordenada
do ponto correspondente na corda.

Concavidade
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flx+(1-1)y)

AL

tfG)+ QA -0f(y)

—_——tg - -

|
x
tx+(1—-1t)y

Figura 11.12. Na concavidade para baixo, o grafico fica acima da corda entre dois de seus
pontos.

tf)+ A -0f(y)

fltx+ (1 =1)y)

N

tx+(1-1t)y

Figura 11.13. Na concavidade para cima, o grafico fica abaixo da corda entre dois de seus
pontos.

11.25 Teorema Teste da Concavidade

Seja f duas vezes diferenciavel em um intervalo aberto I.

B Se f” > 0 em I, entdo f é concava para cima em I. Se f” > Oem I, a
concavidade é estrita.

B Se f” < 0em I, entdo f é concava para baixo em I. Se f” < 0Oem I, a
concavidade é estrita.

Demonstragao. Suponha f” > 0. Pelo Teorema do Valor Médio aplicado a f’, a
derivada f’ é néo decrescente. Para a < x < b em I, aplique o mesmo teorema a f
nos intervalos [a, x] e [x,b]. Existem u € (a,x) e v € (x,b) tais que

FOI@ _ iy ¢ = FO=IC)

Multiplicando pelos denominadores positivos e reorganizando, obtemos a desigual-

dade da definicdo de convexidade. Se f” > 0, f’ é estritamente crescente e a de-
sigualdade é estrita. Os casos f” < 0 e f” < 0 seguem aplicando o resultado a

~f. ]

Concavidade
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>0 <0
crescente decrescente
f// <0 /
cdncava para baixo
] > |
f'>0, f7<o fr <o, f7 <0
fll > 0
concava para cima
= 5 ]
f >0, f7>0 f <o, f7>0

Figura 11.14. As quatro combinagdes possiveis entre monotonicidade e concavidade.

Exemplo 11.26.

X2

Estude a concavidade de f(x) = e 2 eesboce o grafico.

X2

Solucao. Comecamos calculando as duas primeiras derivadas f’(x) = —xe 2 e

x? x?

F7(x) = (x% - 1)6_?. Comoe 2 >0 para todo x, o sinal de f” é dado pelo sinal

de x% — 1. Portanto,
B f”(x)>0em(—oo,—1)e(1,+00) = f écOncava para cima em (—oo, —1) e (1, +00),

B f”(x)<0em(—1,1) = f é concava para baixo em (-1, 1).

Assim, os pontos x = —1 e x = 1sdo pontos de inflexdo: neles f” muda de sinal.
A Figura 11.16 exibe a concavidade para baixo entre esses pontos e para cima fora
desse intervalo. |
12
Y
x
-35 To1 3.5

Figura 11.15. Gréfico de e *"/2; os pontos de abscissas +1 separam os trechos de concavi-

dade.

Figura 11.16. Concavidade de f(x) = e */? e seus pontos de inflexdo em x = +1.
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11.4.1. Pontos de inflexao

Intuitivamente, um ponto de inflexdo é um ponto do grafico em que a concavidade
muda. A defini¢do seguinte torna essa condi¢do precisa.

11.6 Definicao

Seja f uma funcdo continua em p € Dy. Diremos que p é ponto de inflexdo
de f se existe ¢ > 0 tal que f é estritamente concava para baixo em (p — ¢, p)
e estritamente concava para cima em (p, p + ¢), ou ocorre a situacdo inversa.
Esses intervalos devem estar contidos no dominio. A exigéncia de uma mudanca
efetiva exclui os pontos de um trecho afim.

11.27 Teorema

Seja f : I - R continua em a, com b < a < c e (b,c) C I. Suponha que f seja
duas vezes diferenciavel em (b, a) e (a,c), com f” > 0 em um desses intervalos
e f” < 0 no outro. Entéo a é um ponto de inflexdo de f.

Exemplo 11.28.

Mostre que f(x) = x" possui um ponto de inflexdo na origem se n > 3 for um inteiro

impar.

Solucido. Temos f”(x) = n(n — 1)x" 2. Como n — 2 é impar, a derivada segunda
¢é negativa para x < 0 e positiva para x > 0. A funcéo é continua em 0 e muda de
concavidade nesse ponto; portanto, a origem é um ponto de inflexdo. |

Exemplo 11.29 — Ativacao de canais ionicos.

Canais i6nicos sensiveis a voltagem sdo proteinas que podem alternar entre estados
fechado e aberto. Quando a membrana é mantida a um potencial V, medido em
milivolts, a fracdo de canais abertos apds a estabilizacdo pode ser aproximada pela
curva de Boltzmann

1
Me(V) = ——————, k> 0.
(V) 14 e V-V12/k
Em um experimento, metade dos canais esta aberta a —40 mV e 90% deles esta aberta
a—20mV. Determine V; /; e k. Em seguida, encontre os limites de m,, nos extremos,

seu ponto de inflexdo e a inclinagdo nesse ponto.

Concavidade

Concavidade e inflexao

Para f(x) = x*, temos
f7(0) = 0, mas f” é po-
sitiva dos dois lados de 0:
nio ha mudanga de conca-
vidade. Portanto, anular

a segunda derivada néo
basta. Também podem
existir pontos de inflexdo
nos quais a segunda deri-
vada nio esta definida.

157

g
10 f,,ﬁ<0
5 C. a

Figura 11.17. Os pontos
assinalados sdo pontos de
inflexdo porque a concavidade
muda ao atravessa-los.
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Solugao. Como me(Vy/3) = 1/2, a primeira observacio fornece V;/, = —40mV.
Usando a segunda,

_ 1 —20/k _ 1
WO T T T
de modo que
20
k=—mV.
In9
Os limites
li (V) =0, li (V) =1
V—l>Izloom ( ) V—Ig-loom ( )

descrevem a passagem entre uma populacdo quase inteiramente fechada e uma quase
inteiramente aberta. Escrevendo m = m(V), as derivadas assumem a forma

, m(1 —m) ”_ m(1 —m)(1 — 2m)

k7 k2

Como 0 < m < 1, a derivada segunda muda de sinal quando m = 1/2, isto é, em
V = Vi, = —40mV. Esse € o ponto de inflexdo e também o potencial de meia-
-ativacio. Nele, a inclinac¢io vale

1 In9 __
mé&(Viy2) = i —mVL

80

11.4.2. Teste da segunda derivada para maximos e

minimos

A concavidade permite retomar a classificacdo dos pontos criticos: perto de uma
tangente horizontal, a forma como o grafico se encurva pode distinguir um maximo
de um minimo. Para uma fun¢do f : I — R duas vezes diferenciavel, o sinal da

derivada segunda fornece o critério seguinte.

11.30 Teorema

Seja f duas vezes diferenciavel em um intervalo aberto que contém a, com
f’(a) = 0. Se f”(a) > 0, entdo a é ponto de minimo local; se f”(a) < 0, entéo
a é ponto de maximo local.

Concavidade
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Demonstragao. Como f’(a) = 0,

’
ro-mle
Se esse limite é positivo, o quociente também ¢é positivo suficientemente perto de a.
Logo, f’(x) < 0 a esquerda e f’(x) > 0 a direita, o que d4 um minimo pelo teste
da primeira derivada. Se o limite é negativo, os sinais se invertem e obtemos um
maximo. [ |

Exemplo 11.31.

Determine os pontos criticos da fungéo f e classifique-os como maximos ou minimos
locais, quando possivel:

|E|f(x) = %4 —x3 —2x% + 3; |E| f(x) = x%e™>*,

Solucio. |E|Temos F/(x) = x3—3x% —4x = x(x? —3x — 4). Portanto, x = -1, x = 0
e x = 4sdo os pontos criticos de f. Como f”(—1) =5, f”(0) = —4 e f”(4) = 20,
concluimos que 0 é ponto de maximo e —1 e 4 sdo pontos de minimo. |£| Temos
F(x) = e>*x(2 — 5x) e f”(x) = e>*(25x% — 20x + 2). Como f”(0) = 2 > 0e
f”(2/5) = —2¢72 < 0, x = 0 é ponto de minimo local e x = 2/5 é ponto de maximo
local. |

Exemplo 11.32.

Seja a funcdo f(x) = (x — 1)3 + 1. Analise seus pontos criticos.

Solucao. Temos
f)=3(x-1%  f"(x)=6(x-1).

O tnico ponto critico é x = 1. Como f’(1) = f”(1) = 0, o teste da derivada segunda
é inconclusivo. Entretanto, f’(x) > 0 para x # 1, de modo que f é crescente em toda
a reta e ndo possui maximos nem minimos locais. Além disso, f”(x) < 0 para x < 1
e f”(x) > 0 para x > 1. Portanto, a concavidade muda em x = 1, e (1, 1) é um ponto
de inflexdo com tangente horizontal. |

Concavidade
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Exercicios

Ex. 11.16 Esboce o grafico de uma funcdo f(x)
que seja:

1. Crescente, concava para cima em (0, 1),
2. crescente, concava para baixo em (1, 2),
3. decrescente, concava para baixo em (2,3) e

4. crescente, concava para baixo em (3, 4).

Ex.11.17 Encontre os valores de c tal que o gra-
fico de
flx) = x*+2x3 +ex? +2x + 2

seja concavo para cima em todos os pontos.

Ex. 11.18 Mostre que a funcdo f(x) = x |x| tem
um ponto de inflexdo em (0, 0) mas que f”(0) nio exista.

Ex. 11.19 E possivel que uma funcio seja cres-
cente e concava para cima em (0, ) com assintota hori-
zontal y = 1? Nesse caso, dé um esboco de tal funcéo.

Ex. 11.20 E possivel que uma funcéo seja cres-
cente e concava para baixo em (0, ) com assintota ho-
rizontal y = 1? Nesse caso, dé um esboco de tal fungao.

Ex. 11.21 Nas proximas questdes, determine os
pontos de inflexdo e os intervalos nos quais as fungoes
sd0 cOncavas para cima e para baixo:

L f(x)=x?>-2x+1

2. f(x) = —x?—5x+7

3. f(x)=x3—x+1

4. f(x) =2x> —3x2 +9x+5

xt %3

5.f(x)zz+?—2x+3

6. f(x) = —3x* +8x> + 6x% — 24x + 2

Concavidade

7. f(x) = x* —4x® + 6x% —4x + 1
1
8. =
f@x) x2+1
x
9. =
f6) =

10. f(x) = senx + cos x em (—r, 1)
11. f(x) = x%e*
12. f(x) = x*Inx

13. f(x) = e

Ex. 11.22 Nas proximas questdes, é dada uma
funcdo f(x). Encontre os pontos criticos de f e use o
Teste da Segunda Derivada, quando possivel, para deter-
minar os extremos relativos.

L f(x)=x?—2x+1

2. f(x) = —x? —5x+7
3. f(x)=x3—x+1
4. f(x)=2x>—3x2+9x+5
4 3
x*  x
5. =2 42 _ox+3
fo=7+75-2x
6. f(x) = —3x* + 8x3 + 6x% — 24x + 2
7. f(x) = x* —4x® + 6x% —4x + 1
1
8. f(x) =
f@®) x2+1
x
9. f(x) =
£ =

10. f(x) = senx + cos x em (—r, 1)
11. f(x) = x%e*

12. f(x) = x*Inx
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13. f(x) = e

2. Mostre que

Ex. 11.23
buir significados distintos ao ponto de meia-resposta.

Duas fungdes sigmoidais podem atri-

Para x > 0, considere a equacédo de Hill

2

M= g

H”(x) =

Regra de L’Hépital

2K%(K? — 3x?)
(K2 + x2)3

e determine o ponto de inflexio.

K >0. 3. Compare esse resultado com a curva de Boltz-

mann do exemplo anterior: em qual dos dois mo-

1. Verifique que H(K) = 1/2.

Extremos, monotonicidade e concavidade descrevem o grafico a partir das deriva-
das. A comparagio entre derivadas também fornece um método para certos limites
indeterminados.

11.5. Regra de L’Hépital

A regra de L’Hopital decorre do Teorema do Valor Médio de Cauchy e compara um
quociente de funcdes com o quociente de suas derivadas. Sua forma basica trata
limites do tipo
lim @
x—a g(x)
quando lim f(x) = lim g(x) = 0.
X—a X—a

11.33 Observacao

A lei do quociente para limites néo se aplica diretamente a essa situagio, pois o
limite do denominador é zero.

Um resultado que permite em diversos casos simplificar o calculo desses limites é
conhecido como regra de L’Hdpital e converte a forma indeterminada dada em um
limite envolvendo derivadas, que muitas vezes é mais facil de calcular.

11.34 Teorema Regra de L’Hopital
Sejama < breaise f, g : (a,b) = R funcdes diferenciaveis tais que
lim f(x)= lim g(x)=0.
x—at x—at
Suponha que g’(x) # 0 para todo x € (a,b) e que
o £ _

x—at g’ (%) B

L, L € RU{—o0, +00}.

Entdo g(x) # 0 em (a,b) e
im £ _
x—at g(x)

delos a meia-resposta coincide com a inflexdo?

A aplicacao da regra de
L’Hopital

A forma indeterminada
¢é apenas a primeira veri-
ficagdo: também devem
valer as demais hipote-
ses do teorema. A regra
compara o limite de f/g
com o de f’/g’. Esse tl-
timo quociente néo é a
derivada de f/g.
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Demonstragao. As funcdes nao precisam estar definidas em a. Como seus limites
pela direita sdo zero, podemos estendé-las continuamente a esse ponto, definindo
f(a) = g(a) = 0 e mantendo seus valores em (a,b). As extensdes sdo continuas em
[a, x] e diferenciaveis em (a, x) para cada x € (a,b).

Se g(x) = 0, o Teorema de Rolle aplicado a § em [a, x| produziria um ponto onde
g’ = 0, contrariando a hipotese. Logo, g(x) # 0. O Teorema do Valor Médio de
Cauchy, aplicado as duas extensdes em [a, x|, fornece &, € (a, x) tal que

&) _ F®) -l _ &)
g g0 -g@ &)

Como a < & < x, temos & — a' quando x — a*. A hipétese sobre o limite do

quociente das derivadas da a conclusao, tanto para L finito quanto para L = +co. m

11.35 Observacao Outras versdes da forma 0/0

O resultado vale também para limites pela esquerda e para x — +oo, sempre com
diferenciabilidade no intervalo lateral ou na semirreta em questao e g’ # 0 ali.
No caso bilateral, as hipdteses devem valer de ambos os lados e os limites obtidos
devem coincidir. Essas versoes seguem da anterior por uma mudanca de variavel:
uma reflexdo trata o limite pela esquerda; x = 1/t ou x = —1/t,comt — 0, trata
os limites no infinito. Pela regra da cadeia, os fatores da mudanca de variavel se
cancelam no quociente das derivadas.

11.36 Teorema Regra de L'Hopital: forma oo /oo

Considere um limite quando x tende a um extremo c, que pode ser um ponto
real abordado por um dos lados ou +oo. Suponha que f e g sejam diferenciaveis
no intervalo lateral ou na semirreta correspondente, que g’(x) # 0 ali e que

— 0 f/(X) e
lg()l : 700 L,
com L € RU {—o0, +o0}. Entdo
16
§(x) b

Em particular, o resultado se aplica as formas oo/c0, com quaisquer combina-
¢oes de sinais.

Demonstragao. Fixe um ponto ¢, suficientemente proximo do extremo considerado.
Para x ainda mais proximo desse extremo, o Teorema do Valor Médio de Cauchy

fornece um ponto & entre ¢ e x tal que

fG) — fle) _ [
g(x) —glep) g ()

O denominador a esquerda néo é zero, pois, caso contrario, o Teorema de Rolle apli-

cado a g produziria um ponto onde g’ = 0. Escolhendo ¢ suficientemente proximo

Regra de L’Hopital
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do extremo, o quociente das derivadas fica tdo préximo de L quanto desejarmos em
todo o intervalo entre ¢, e x. Além disso,

fG) _ f&) = fle) (1 B g(cO)) N flco)
gx)  glx) — glcp) gx)/)  gx)’

Como |g(x)| — oo, os dois termos que contém g(x) no denominador tém os limites
esperados, e obtemos f(x)/g(x) — L. Para L = +o0o0, 0 mesmo argumento é feito
substituindo uma tolerancia por um limiar arbitrariamente grande em médulo. m

Antes de aplicar a regra, é necessario verificar a forma indeterminada, a diferencia-
bilidade e a condicdo g’ # 0 no intervalo relevante. A existéncia de um quociente de
derivadas, por si s6, ndo autoriza a conclusio.

Aplicando a Regra de L’Hépital

1. Identifique uma forma 0/0 ou um denominador cujo médulo tende a infi-
nito; verifique a diferenciabilidade e a condigdo g’ # 0 no intervalo rele-
vante.

2. Derive separadamente o numerador f e o denominador g.

3. Calcule o limite de f’/g’. Se ele existir, finito ou infinito, a regra garante
o mesmo limite para f/g. Se ele nao existir, a regra ndo decide o limite
original.

Exemplo 11.37.

1—e?X
Calcule lim
x—0 X
<
Solucdo. Como lim 1 —e?* = 0 e lim x = 0 pela Regra de L’Hopital,
x—0 x—0
1— er 1= er ’ _262x
lim = lim ( ) = lim =-2.
x—0 X x—0 x’ x—0 1
]
Exemplo 11.38.
Calcule lim 22X
x—0 X
<

Regra de L’Hépital
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Solucao. Como lim senx = 0 e lim x = 0 pela Regra de L’Hopital,

x—0 x—0
. senx .. (senx)’ . cosx
lim = lim = lim =1
x—0 X x—0 x’ x—0 1

Este calculo ilustra a regra, mas ndo substitui a demonstracéo original do limite fun-
damental: esse limite ja foi usado para obter a derivada do seno. |

Exemplo 11.39.

2
X+ 2x ..
Calcule lim ———— se existir.
x—0 sen (x)

Solucdo. Observe que hm(x +2x) = hr% senx = 0 e que as funcdes envolvidas

sdo diferenciaveis em toda parte Logo, podemos aplicar a regra de L’Hdpital.

x% + 2x . 2x+2

im ——— e
x—0 sen(x) 50 cos (x)

]
Exemplo 11.40.
— cos
Calcule lim 1= cos(x) se existir.
x—0 xsen(x)
<

Solucao. Observe que lirr(1)(1 —Ccosx) = lirr(l)(x sen x) = 0 e que as funcdes envolvidas
X—> X—>

sdo diferenciaveis em toda parte. Logo, podemos aplicar a regra de L’Hépital.

1—cos(x) .. sen (x)

x—0 xsen(x)  x—0sen(x)+ xcos(x)’

Observe que lim senx = hm(senx + xcosx) = 0 e que as fungdes envolvidas sdo
x—0 x—0

diferenciaveis em toda parte. Logo, podemos aplicar a regra de L’Hépital novamente.

sen (x) . cos (x)
x—0 sen (x) + xcos(x)  x—02cosx — x senx
1
T2
Portanto podemos concluir que 11 Los(x) l ]
-0 xsen (x) 2

Exemplo 11.41.

1
1—cos (—)
X

Calcule lim ————== se existir.

()
sen | —
X

0.4 %

Regra de L’Hopital
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1 1
Solucdo. Observe que 1 — cos (—) e sen (—) sdo diferenciaveis para todo x > 0 e
X x

que ambas as func¢des convergem para 0 quando x — . Logo, temos que

1 9 1
1—cos|— —x “sen|—
X . X
_—_— = 11m _—
X—>00 1 X—>00 _2 1
sen | — —X"4cos|—
X X
1
sen| —
= lim ——X/

=L
sen (0)
cos (0)

=0.

11.5.1. Diferencas e produtos indeterminados

No caso de produtos indeterminados utilizamos que fg = f/(1/g), quando g # 0,
para transformar o produto em quociente. Essa estratégia é ilustrada nos exemplos
a seguir.

Exemplo 11.42.

lim xInx
x—0F
<
. y
Solucao. : .
. . nx 4
11m+xlnx = hm+ 7 0.4 /
x—0 x—0 X x ln x
Utilizando L’Hépital, temos 0.2 +
In x 1/x
lim — = lim / X
x—0% l/x x—0t —1/x2 0.5 1.4
2 | |
= hm — _0.2 T
x—0t X
= lm —x=0 —0.4 +
] Figura 11.19. Gréfico de
xInx para x > 0.
Exemplo 11.43.
lim xe*
X—>—00
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Solucéo.
x
lim xe* = lim —
X——00 x——00 €%
Utilizando L’Hopital, temos
x
lim — = lim =0

x——0c0 X x——00 —e~X

No caso de diferencas, temos que manipular a expressdo de modo a converté-la num

quociente ou num produto indeterminado:

Exemplo 11.44.

Calcule
. 1 1
lim (—2 — )
x—>0T \ X sen x
Solucao.
2
lim — (1 — )
x—0+ x2 sen x
e
52

m X

im i =
x—0t senx x—0t senx

Assim, o fator entre parénteses tende a 1, enquanto 1/x? — +oco. Portanto, o limite

da diferenca é +oo.

Exemplo 11.45.

Calcule
. 1
lim xsen —
X—00 X
Solucao.
1
sen —
lim xsen— =
x—00 X  x-o00 1/x
—x"2cos—
= lim X
X—00 —x_2
. 1
= lim cos —
X—00 X

. 1
= cos ( lim —)
x—oo X

Regra de L’Hopital

Figura 11.21. Comparacdo
dos termos da diferenca
indeterminada.

Figura 11.22. Gréfico de
x sen(1/x).
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11.5.2. Poténcias indeterminadas

Quando temos uma forma indeterminada que envolve uma poténcia, ou seja, formas

indeterminadas da forma 0°, 1° e 0, em geral a estratégia a ser utilizada é aplicar

o logaritmo natural: se f(x) > 0 nas proximidades consideradas e lim In (f(x)) = L,
X—C

entdo lim f(x) = lim en(f(0)) = oL,
X—C X—C

Exemplo 11.46.

1 X
lim (1 + —)
X—>00 pe

Solucao. Temos uma forma indeterminada do tipo 1%. Seja f(x) = (1 + 1/x)*.
Dessa forma, queremos calcular lim f(x). Comec¢aremos calculando lim In ( f (x))
X—00 X—00

1 X
lim 1 — lim 1 (1 —)
() = ity
= lim xln(l—i—l)
xX—00 X
1
ln<1+—)
= lim ——*Z2
X—00 l/x

Como temos uma forma indeterminada 0/0, logo, aplicando a Regra de L’Hoépital:

1 2
RS VE: 71/
x>0 (—1/x2)
Cxoeo 14+ 1/x
=1

1 X
Logo, lim In(f(x)) = 1. Voltando ao limite original, lim, e (1 + ;) =
X—00

lim, e f(x) = limy_,e0 en(f() = ¢l = ¢ Como no caso de sen x/x, este célculo
é uma releitura do limite fundamental por meio da regra de L’Hopital, e ndo uma de-
monstragao independente: esse mesmo limite foi usado anteriormente na obtenc¢ao
da derivada do logaritmo. [

Exemplo 11.47.

lim x*.
x—0F

Regra de L’Hopital

Poténcias e logaritmos

Quando f(x) > 0, o loga-
ritmo transforma f(x)8®
no produto g(x)In f(x).
Se esse produto tende

a um numero real L, a
poténcia tende a e!. E
necessario, portanto, re-
tornar pela exponencial
ao final do célculo.

v,
2.5 T
2__
(1+1/x)*
1.5 1
s x
1 2 3

Figura 11.23. Convergéncia
de (1+ 1/x)" parae.

3
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Regra de L’Hopital

Solucao. Temos uma forma indeterminada do tipo 0°. Seja f(x) = x*. Comecare-

mos calculando 1in01 In (f(x)).
x—0*

lirgJr In ( f (x))

lim In(x%)
x—0%

lim xInx
x—0*t

Inx

m .
x—0+ 1/x

Como temos uma forma indeterminada —oo /o0, logo, aplicando a Regra de L’Hopital:

1/x
= 1lum
x—0+t —1/x2
= lim —x
x—0+
=0.

Logo, lil}’)l In (f(x)) = 0. Voltando ao limite original,
x—07F

lim x* = lim f(x) = lim en(f() = o0 = 1,
x—0* x—0* x—0*

Exercicios

Ex. 11.24
L’Hépital, quando possivel.

Calcule os seguintes limites usando

. 43 + x2 +3
1. lim ———
x——1 x> +1
. x100 _ 52 4 x—1
2. lim
x—1 x12 -3
L
3. lim xex
x—0t
. eF
4. lim —=
x—00 X
ex
5. lim —, com n > 1 inteiro.
x—00 X
tg x
6 Bx

. lim
x—mr/2 tg 5x

. a
7. lim xsen —
X—00 X

8. lim In(x)In(x —1)
x—1+

9. lim x!/*
X—00

lim xsen(x)
x—0F

10.

3
11, Tim S€C°G)
x—0 1 — cos(x)

lim

x x
x%w<x2 + 1)

3

12.

lim x3e™%*
X—00

13.

lim xInx
x—0*

14.

lim

1 1
5. i (- =L )
x—0t \x2 senx

Ex. 11.25
L’Hopital quando possivel

Calcule os seguintes limites usando

X2 +x-2
x—1

1. lim
x—1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18. 1i

19.

. lim

. lim

Aplicacoes de derivadas

2+x—6

lim ——~F——
x—2 x2 —7x 4+ 10

sen x

Xx—>n X —T

Senx — cos x
cos(2x)

1
x—>r/4

sen(5x)
x—0 X

sen(2x)

Tx—0 x+2

sen(2x)

" x—0 sen(3x)

M comb = 0.

" x>0 sen(bx)’

lim
X—>00 x

lim
X—>00

lim
x—o0 3%

. X —5x2+3x+9
lim
x—3 x3 —7x%2 + 15x — 9

. X3+ 4x? + 4x
m
x——2 x3 + 7x% + 16x + 12

Um algoritmo exige aproximadamente nlnn ope-
racoes, enquanto outro exige n?. Para comparar
suas ordens de crescimento, estenda a razio a

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Regra de L’Hépital

uma variavel real x e calcule lim (xInx)/x? =
X—00

lim (In x)/x. Interprete o resultado.
X—>00

2
lim _ln(x )

X—>00 X

2
- ( In x)

xX—00 pe

lim x-lnx
x—0*t

lim Vx-lnx
x—0*

3 2

lim x° — x

X—>00

lim Vx —Inx

X—>00

lim xe*
X—>—00

Ex. 11.26

10.

11.

1
. lim —e™

) lim+(sen x)*

1/x
x—=0t X

. lim (14 x)V/*
x—0F

. lim (2x)*

x—0*

. lim (2/x)"
x—0F

Dica Teorema do Confronto.
x—0

Clim (1 —x)*

x—1"

. lim (x)V/*

X—>00

. lim (1/x)*
X—>00

) lim+(ln x)1

x—1

lim (1 + x)/*

X—>00

lim (1 4 x2)1/*

X—>00
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12. lim tgxcosx 16. lim xtg(1/x)
X—00

x—m/2
. . In x)3
13. xll)gl/z tg x sen(2x) 17. xh—r&%
1 1
14. lim — — m X X2
x—1tlnx  x-1 18. lim ———
x—1 Inx
] x
15. lim 19. lim xel/*

x—>3+x2—9 x_3 X_)0+

11.6. Assintotas

Limites laterais e limites no infinito podem revelar retas que organizam o comporta-
mento global do grafico. Essas retas sdo as assintotas.

Uma assintota de uma curva é uma reta tal que a distincia entre a curva e a reta
tende a zero quando as coordenadas x ou y tendem ao infinito.

11.7 Definicao
A reta x = a é uma assintota vertical de uma funcédo f se pelo menos um dos
limites laterais diverge em modulo:

lim f(x) = +o0 ou lim f(x) = +oo.
x—a- x—at
Exemplo 11.48.
, , . 2
A reta x = 3 é assintota vertical de f(x) = 3
q
11.8 Definicao
A reta y = L é chamada de assintota horizontal para uma funcéo f se
lim f(x)=1L ou lim f(x)=1L
X—+00 X—>—00
Exemplo 11.49.
A reta y = 1 é assintota horizontal de f(x) = x’—1
y= Cox2 41
4

Assintotas

Assintotas e interse-
coes

Uma assintota horizontal
ou obliqua descreve a
aproximacéo do grafico
a uma reta quando x
tende a +oco ou a —oo.

A diferenca entre suas
ordenadas deve tender

a zero. Essa condicdo
néao impede que o grafico
encontre ou atravesse a
reta.
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11.9 Definiciao

Suponha que o dominio de f contenha valores arbitrariamente grandes. Dizemos
que a reta y = ax + b é uma assintota de f quando x — +oo se

hrf (f(x) — (ax + b)) =0.

Se a = 0, a assintota é horizontal; se a # 0, ela é obliqua.

A defini¢do em —oo é anéloga, desde que o dominio contenha valores arbitrariamente
negativos. Os coeficientes podem ser diferentes nas duas extremidades.

Como encontrarae b?

Se y = ax + b é uma assintota quando x — +o0, entdo seus coeficientes sdo determi-
nados pelos limites

R (€)) o B
a= xh_r)rolo Pt b= xgrfm(f(x) ax).
De fato, da relacdo f(x) —ax —b — 0 segue que
—ax—b
f& b f—ax—b |

X X X

a)
e entdo f(x) —ax — b. Reciprocamente, se esses dois limites existem, temos direta-

mente f(x)—(ax+b) — 0, de modo que a reta é uma assintota. O mesmo argumento
vale em —oo.

Exemplo 11.50.

Determine as assintotas de f(x) = v9x2 + x + 1 e esboce o gréafico.

q
Solucdo. Antes de calcular os limites, faremos algumas simplificacées L
AN
fe PN
x x
1 1
94—+ ") se x >0,
- X x
9+ ! + = <0
- / - +— sex<O0.
x  x2 X
x x
Os limites mostram que lim f) = 3e lim f) = —3. Assim a = 3 para
x—>+00 X x—>—o0 X
X — 400 ea = —3 para x - —oo. Resta determinar b.
| A
. . x+1 1 +—t >
lim [V9x2 + x+1—3x] = lim =-.
x>t ot o2 T x 3 143x 6 —2-1 12

Figura 11.25. Grafico e
assintotas de

fl0) =vox2+x+ 1. 321
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1, 1
Logo, y = 3x + 3 ¢ assintota para x — +o0. Analogamente vemos que y = —3x — 3
é assintota para x — —oo. ]
Exemplo 11.51.
3
Determine as assintotas de f(x) = .
f&) x2+1
<

Esboco de curvas

Solucio. Como x? + 1 nunca se anula, a funcéo esta definida e é continua em toda
a reta; portanto, ndo ha assintotas verticais. Uma vez que lim f(x) = oo, ndo ha
X—>+o00
assintotas horizontais. Fazendo a divisdo de polinémios obtemos 3
x3 X Cox24+1
—x—
x2+1 x2+1

entao 3

. X . —X

lim ( 5 1—x>: lim — 1=O

xodeo \ X%+ Xdkeo X Figura 11.26. Grafico e
Portanto, a reta y = x é uma assintota obliqua. n assintota obliqua de
fx) =x*/(x* +1).
Exercicios
Ex. 11.227 Determine todas as assintotas de Ex.11.28 Determine as assintotas horizontais de
x“+1 X :
x) = ) g(x) = ———= em cada extremidade da reta.

) x—1 Vx2 41

11.7. Esboco de curvas

Dominio, simetrias, monotonicidade, extremos, concavidade e assintotas descrevem
aspectos complementares de uma fun¢do. Reunidos, esses dados determinam a es-
trutura qualitativa do grafico. O roteiro a seguir organiza a analise sem substituir o
exame das particularidades de cada fungéo.

Dominio e descontinu-
idades

Restri¢oes do dominio

e descontinuidades divi-
dem a analise em trechos
e devem ser identifica-
das antes do estudo por
derivadas. Isso evita, em
particular, conectar par-
tes do grafico que nio
pertencem ao mesmo
ramo.
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Roteiro para a construcao de graficos

Encontrar o dominio Dom f.

Calcular os pontos de intersec¢do com os eixos.
Encontrar os pontos criticos e os valores criticos.
Verificar, quando possivel, se f é par ou impar.
Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento.
Identificar os maximos e minimos de f.

Determinar os intervalos de concavidade.

Identificar os pontos de inflexéo.

O 0 I N U W N =

Encontrar as assintotas.

—_
(=]

Reunir as informacdes e esbocar o gréafico.

Observacao

1. Simetrias e periodicidade podem reduzir o trabalho: depois de estudar uma
parte do dominio, a informacdo pode ser transportada para as demais.

2. Um ponto critico é apenas um candidato a extremo. O sinal de f’ e a compa-
racdo de valores decidem se ha maximo ou minimo, local ou global.

3. Pontos onde a func¢io nio esta definida sdo candidatos a assintotas verticais,
nao assintotas automaticas; os limites laterais devem ser examinados.

Exemplo 11.53.

Esboce o grafico de f(x) = x> — 6x% + 9x + 4.

Solucéo.
1. Como f épolinomial, seu dominio é R e ndo ha assintotas verticais. As interse¢des
com os eixos sdo (0, 4) e, numericamente, (—0,355,0). Essa é a tinica raiz real.
2. A derivada
fr(x)=3x% —12x +9 =3(x — 1)(x — 3)

se anula em x = 1 e x = 3. Como o coeficiente de x? em f’ é positivo, f cresce em
(—00,1) e (3, ) e decresce em (1, 3). Portanto, (1,8) é um maximo local e (3,4) é
um minimo local.

3. Como f”(x) = 6x — 12 = 6(x — 2), a fung¢do é concava para baixo em (—oo,2) e
para cima em (2, ). O ponto (2, 6) é um ponto de inflexdo.

4. Por fim,

lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo,
X——00 X—00

Esboco de curvas
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Os limites excluem assintotas horizontais. Além disso,

f6) _
2=

2 4
xX“=6x+9+ — — 400
x

quando x — =*oo; portanto, nio existe coeficiente angular finito para uma assin-
tota obliqua.

5. Reunimos os pontos criticos e o ponto de inflexdo na reta real da Figura 11.27; os
sinaisde f’ e f” determinam, respectivamente, a monotonicidade e a concavidade
em cada intervalo.

crescente decrescente decrescente crescente
fr>0 fr <0 fr <o fr>0
cbncava | coOncava | concava T concava T
77 <o <0 2% N
f f f
L1 a2 .3
maximo inflexdo minimo

Figura 11.27. Reta real para a func¢do f do Exemplo 11.53.

6. A Figura 11.28 mostra como essas informacdes conduzem do esquema inicial ao
esboco final do grafico.
u
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© MARCOS © + MONOTONICIDADE
intersecdes e limites extremos e sentido de percurso
y y
A
M /
8+ 8+ g g
/ N /
/ >SS /
/ SN /
/ S~ %
4 e (0,4) 4 / e
// m
/
/
/
. : : : — x e : : : — x
—0,355 1 2 3 4 / 1 2 3 4
//
/
/
/
/
/
Dom f =R. M =(1,38).
x — —00 1 f(x) — —oo. m=(3,4).
X — 400 : f(x) — 400,
© + CONCAVIDADE @ GRAFICO FINAL
inflexdo e forma da curva
y y
max.
81 \ 81 ’\
o | o_ inflexio
4 \ 4 & \.
min
—_— t t t t X o t t t t X
1 2 3 4 1 2 3 4

Para baixo se x < 2; para cima se x > 2.
I=1(2,6).

Figura 11.28. Construgdo do esboco de f(x) = x* — 6x% + 9x + 4.
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Exemplo 11.54.

2
x“—x-2
Esboce o grafico de f(x) = ———.
g f = 3%
q
Solucéo.
1. Como x? — x — 6 = (x — 3)(x + 2), o dominio é R \ {—2,3}. As intersecdes sio

(—1,0),(2,0) e (0,1/3).

2. Temos
4 —8x
(x —3)2%(x +2)?
O denominador é positivo no dominio, de modo que f cresce em (—co,—2) e
(—2,1/2) e decresce em (1/2,3) e (3, 0). Assim, (1/2,9/25) é um maximo local.

f'(x) =

3. A derivada segunda é
24x* — 24x + 56

(x=3)3(x+2)3°

O numerador é sempre positivo. Portanto, f é concava para cima em (—oo, —2) e

fl/ (x) —

(3, ) e para baixo em (-2, 3). Ndo ha pontos de inflexdo, pois os pontos em que
a concavidade muda néo pertencem ao dominio.

4. Os limites laterais confirmam as assintotas verticais x = —2 e x = 3. Como
lim f(x)=1,
X—+00

areta y = 1 é assintota horizontal.

5. A Figura 11.29 resume os sinais de f’ e f” nos intervalos determinados por —2,

1/2e3.
crescente | crescente decrescente | decrescente
, | ’ , | ’
>0 ! f >0 <0 ! fr<o
concava T } concava |, concava | } concava
>0 } f7 <o f7 <o } >0
I I
I I
| | |
= b )
assintota 1’1’12‘11){1%1’10 assintota

Figura 11.29. Reta real para f do Exemplo 11.54.

6. A Figura 11.30 retine as interse¢des, a monotonicidade, a concavidade e as trés
assintotas no esboco final.

Esboco de curvas
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intersegdes e assintotas
y
x=-2| lx=3

I 3+ I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

I I y=1

7777777 oA e e

I I

I I

| |

T e T

g —

2 1

I I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

I I

Dom f =R\ {-2,3}.

Interseg¢des: (—1,0), (2,0) e (0,1/3).

© + CONCAVIDADE

trés ramos separados

y

|

[ 3+

}

|

|

|

,,,,,,, [

|

| —_

d2 f-1

|

|

|

|

|

|

|

|

|

Para cima fora de [-2, 3]; para baixo em (-2, 3).

Nao ha pontos de inflexao.

Figura 11.30. Construgéo do esboco de f(x) = zz

Aplicacoes de derivadas

e + MONOTONICIDADE

maximo e sentido de percurso

M =(1/2,9/25) é maximo local.
As setas indicam o percurso em cada intervalo do

dominio.

@ GRAFICO FINAL

—-x—2
—-x—6

Esboco de curvas
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Exemplo 11.55.

4(x=3)(x+1)

Esboce f(x) = o3

Solucao.

1. Como x? 4+ 2x +3 = (x + 1)> + 2 > 0, o dominio é R. As intersecdes sdo (—1,0),
(3,0) e (0, —4).

2. A derivada

fx) = (xlzé—f(;x-:—?’;)z

mostra que f cresce em (—oo,—3) e (0,00) e decresce em (—3,0). Logo, ha um

maximo local em (-3, 8) e um minimo local em (0, —4).

3. Para a concavidade,
16(2x% +9x* - 9)
(x2+2x+3)3

f//(x) —

As trés raizes do numerador sdo aproximadamente r; = —4,251, r, = —1,161 e
ry = 0,912. Assim, f é concava para cima em (—oo,r;) e (r5,1r3), e para baixo em
(ry, 1) e (r3,0). Os trés valores de r; fornecem pontos de inflexao.

4. Nao hj assintotas verticais. Como

lim f(x) =4,

X—>%00

areta y = 4 é assintota horizontal.

5. A Figura 11.31 organiza os pontos criticos e os pontos de inflexdo e registra os
sinais de ' e f"”.

crescente crescente decrescente decrescente crescente crescente
f >0 f >0 <o <o >0 f >0
concava 1 concava | concava | concava 1 concava T concava |
f//>0 f//<0 fll<0 f//>0 f//>0 f”<0
f f f f f
S o3 2 .0 B
inflexdo maximo inflexao minimo inflexao
r o~ —4251, r,~-1,161, ry~0912

Figura 11.31. Reta real para f do Exemplo 11.55.

6. A Figura 11.32 mostra a passagem dessas informacdes ao esbogo, incluindo as
raizes —1 e 3.
]
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interse¢des e assintota

o + MONOTONICIDADE

maximo, minimo e percurso
y y
M
8 T = 8 A
_- \
_- \
\
\
\
y=4 \\
———————————— gt——mmm D e et et SEEETEEE e TS
\
\
\
\
\
\
\
t L] L] X t ® :
-3 -1 3 -3 =1 3
\ //
\ //
\ s
y.-
—4 e e
Dom f =R. M = (-3,8); m = (0,—4).
Intersecoes: (—1,0), (3,0) e (0,—4). Cresce antes de M e depois de m.
© + CONCAVIDADE @ GRAFICO FINAL
trés pontos de inflexao
y y
max.
_—* 8 +
y=4
7777777777 74,<,7777777777777,
} \' '/ )
-3 - /3
/
—4 ¢ min.

Abscissas: ry = —4,251,r, = —1,161, 3 = 0,912.
Para cima em (—oo,ry) € (ry,13).

Figura 11.32. Construgédo do esbogo de f(x) =

4(x=3)(x+1)
x2+2x+3
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Exemplo 11.56.

2
Esboce o grafico da funcio f(x) = x + 2x3 = x + 23/ x2.

Solucio.

1. A raiz cibica esta definida para todo niimero real; portanto, Dom f = R. A func¢éo
é continua em toda a reta, mas nio é par nem impar. Suas raizes sdo x = —8 e
x =0.

2. Parax # 0,

4
ffx)=1+—.

33/x

A derivada se anula em x = —64/27 e néo existe em x = 0, embora f esteja
definida nesse ponto. O sinal de f” mostra que f cresce em (—o0, —64/27) e (0, )
e decresce em (—64/27,0). Logo,

(64 32

~5 2—7> é um maximo local, e (0,0) ¢é um minimo local.

3. Parax #0,

£ = -

ox?/3 <0.

Assim, o grafico é concavo para baixo em (—o0,0) e (0,0). Como a concavidade

ndo muda ao atravessar 0, esse ponto ndo é um ponto de inflexao.

4. Temos
lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo.
X——00 X—00
Nao ha assintotas verticais ou horizontais. Tampouco ha assintota obliqua: em-

bora f(x)/x — 1, a diferenca f(x) — x = 2x%/3 nio tende a um ntimero real.

5. A Figura 11.33 retne essas informacdes. A janela inclui a raiz —8 e destaca, em
x = 0, a cuspide onde f’ ndo existe.
|
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raizes e limites extremos e cuspide
y y
41 a1
!
i
/l
1
!
//
!
2 T 21/
M /
P ,7&\ r,
e . \\ !
_- N 1
(-8,0) 7 |
) 1 x i 1 > x
-8 —4 (0,0) = —4 m
Dom f = R. M = (=64/27,32/27); m = (0,0).
x> —00 1 f(x) > —oo. Em 0, a derivada néo existe.
X — 400 : f(x) — 400,
© + CONCAVIDADE @ GRAFICO FINAL
curvatura em cada intervalo
y y
41 4+
2 1 2 1
max.
.\
‘ x o ‘ x
—4 /8 —4 min.

s

Para baixo em (—, 0) e (0, c0).
A concavidade ndo muda em 0: nao ha inflexao.

Figura 11.33. Construcgdo do esboco de f(x) = x + 23/ x2.
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Exemplo 11.57 — Quando a concentracao atinge o pico.

Apds uma dose administrada fora da corrente sanguinea, o firmaco precisa ser absor-
vido antes de alcanca-la e, a0 mesmo tempo, comeca a ser eliminado pelo organismo.
Um modelo simples para a concentracgio resultante é

Ct) = A(e™®t —ekt),  A>0, kuk >0, t>0,

em que k, e k, estdo associados, respectivamente, a absor¢io e a eliminacido. Em
determinado caso, os tempos para que cada parcela exponencial se reduza a metade
sd0 0,5 hora para a absorcao e 4 horas para a eliminacdo. Determine k, e k,, encontre
o instante de concentracdo maxima e descreva os tracos principais do grafico.

k

Solucido. Para uma parcela da forma e ™, o tempo T de reduciio a metade satisfaz

e kT = 1/2;logo, k = In2/T. Portanto,

_In2
T4

k,=2In2h71, k, h™1.

Em particular, k;, > k.. Temos C(0) = 0, C(t) > 0 parat > 0 e lim;_,, C(t) = 0. Além
disso,
@) = A(kae_kat - kee_ket).

A equagdo C’(t) = 0 tem uma tnica solugéo:

_ In(k,/k)
max ka _ ke .
Substituindo os pardmetros calibrados,
In8 12

foo=— =
M 2In2-(In2)/4 7

Como C’(0) = A(k, — k.) > 0 e, depois desse ponto, a parcela de eliminagdo predo-
mina, a concentragéo cresce até t,,,, e decresce em seguida. O grafico parte de zero,

possui um unico pico e retorna assintoticamente a zero.

C@®)
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Exercicios

Ex. 11.29

Para cada uma das fungdes seguintes,

faga um estudo completo e esboce o grafico. Para isso:

—_

o

w

4.

i

(@)

~

o]

Nel

10

11

12

13

. Encontre os intervalos para os quais a funcéo é

crescente ou decrescente;

. Encontre os valores de maximo e minimo locais;

. Encontre os intervalos de concavidade e os pon-

tos de inflexdo;

. Encontre as assintotas horizontais, verticais e in-

clinadas;

. Esboce o grafico utilizando as informagdes dos

itens anteriores.

flx) =x3—2x® +4x +1
flx) = —x3 +5x% — 3x + 2
flx) =x+3x% +3x + 1
flx)=x3—x?—x+1
() = (x - 2) In(x ~ 2)

f(x) = (x = 2)*In(x - 2)

2 _
fo =27
x2—4x+3
f(x):x2—6x+8
X —2x+1
f(x):x2—6x+8
fx)=xVvx+1
fx) = x%e

f(x) = senxcosx em [—r, 7]

f) =(x =303 +2

14.

15.

16.

Ex. 11.30

coes:

1.

10.

11.

Ex. 11.31

xtgx

Esboco de curvas

(x*—1)°

3x2/3—x

3
(x+2)z2+1

Esboce o grafico das seguintes fun-

x + cos(x)

 x1B3(x + 4)
In(x* + 27)

. In(1 — In(x))

-1

. ex+1

. In(tg? x)

x2 -9
—n/2<x<m/2
ecos(x)

1

—— 2 < x <21
1 — cos(x)

2 —4

Nas proximas questdes, é dada uma

funcdo com pardmetros a e b. Descreva os pontos criti-

cos e os possiveis pontos de inflexdo de f em termos de

aeb.

1.

2.

3.

a
x2 + b2

f&x) =
f(x) = sen(ax + b)

f(x)=(x-a)x-b)
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A analise de curvas mostrou como reconhecer extremos a partir da estrutura de uma
funcdo. Em problemas de otimizagdo, a mesma ideia sera precedida por uma etapa
adicional: construir a funcéo a partir da situagio concreta.

11.8. Problemas de otimizacao

Restricdes na otimiza-

Em um problema de otimizac¢do, a funcdo a ser maximizada ou minimizada ndo cos- cao

tuma vir pronta. Ela precisa ser construida a partir das grandezas do problema e iz sl el ian
de suas restricdes. A modelagem determina tanto a expressdo da funcdo quanto o s6 é admissivel se res-
dominio viavel; somente depois entram os critérios de maximos e minimos. peitar as restri¢des do

problema. Por isso, o
dominio deve ser de-
Exemplo 11 -581amMmaigaixa sem tampa. terminado junto com a
funcéo a otimizar. Para
decidir um extremo glo-

) bal, é preciso comparar
lado. Para isso, recortam-se quadrados congruentes nos quatro cantos e dobram-se os candidatos e conside-

Uma caixa sem tampa deve ser construida a partir de uma folha quadrada de 60 cm de

as abas restantes. Qual deve ser o lado dos quadrados recortados para que o volume rar as extremidades que

da caixa seja maximo? pertencem ao dominio.

caixa aberta

60 — 2x

60 cm

Figura 11.34. Ao retirar quadrados de lado x, a altura da caixa é x e cada lado da base passa
a medir 60 — 2x.
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Solucdo. Se x é o lado de cada quadrado recortado, a caixa resultante tem altura x
e base quadrada de lado 60 — 2x. Portanto,

V(x) = x(60 — 2x)2.

A geometria também determina o dominio do problema. Para que a construcéo faga
sentido,
0 < x <30.

Nos extremos, a caixa degenera e seu volume é zero. Para procurar um maximo no
interior, derivamos:
V’(x) = (60 — 2x)(60 — 6x).

O Unico ponto critico interior é x = 10. Comparando os valores relevantes,
V(0)=0,  V(10) =10-40% = 16000,  V(30) = 0.

Logo, o maior volume é
16000 cm®,
obtido quando recortamos quadrados de lado 10 cm. A caixa 6tima tem, portanto,

base 40 cm x 40 cm e altura 10 cm. [}

Exemplo 11.59.

Um fabricante de embalagens deseja fabricar uma lata cujo formato é um cilindro
circular reto de volume V; > 0. Quais devem ser as dimensdes da lata de modo
a minimizar a quantidade de material gasto na fabricacdo, ou seja, a area total da
superficie, incluindo a tampa e a base?

<

Solucao. Sejam r e h o raio da base e a altura da lata, respectivamente. O volume
da lata é dado por
Vo = nr’h (11.1)

T

<>

~

Vo = nr’h

A =2mr? + 2nrh

Figura 11.35. O raio r e a altura h determinam a restri¢do de volume e a area total da lata
fechada.

e a area total
A =2mr% + 27rh (11.2)

Problemas de otimizagao
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Isolando h na equacéo 11.1, temos:

e substituindo em 11.2 temos
Vi
A(r) = 27r® + 20
.

Como o raio deve ser positivo e a area deve estar definida, temos que 0 < r < c0. A
funcdo A(r) é diferenciavel em todos os pontos do dominio. Assim, para calcular os
pontos criticos, derivamos:

Vi
A'(r) = dnr — 2—3
,

2 (27rr3 — Vo)
= r—z

e logo a derivada é igual a zero em:

1

Vs

(%)
2r

Como nio estamos num intervalo fechado, ndo temos a garantia de existéncia de um

minimo. Para analisar o comportamento de A(r), estudaremos o sinal da derivada.
A derivada é positiva para r > (V,/ @n)/3 e negativa para 0 < r < (V,/ (2m))'/3.
1

Vi
Assim, o pontor = (2—0> *éum ponto de minimo global. A altura correspondente é
/1

h =V /(r?) = 2r: alata 6tima tem altura igual ao didmetro. |
Exemplo 11.60.

Encontre as dimensdes do tridngulo isosceles de maior area que esteja inscrito na
circunferéncia de raio R.

Solucao. Sejam x a altura do tridngulo, y a base e z a medida de um dos lados
1
congruentes. A area do tridngulo é A = 3%y onde x € (0,2R) e y € (0,2R]. Pelo

Teorema de Pitagoras, temos que

2
(3) +G-R?*=R eportanto  y=2\2Rx -

Substituindo obtemos A(x) = xv2Rx — x2. Logo, o problema se reduz a maximizar a

A(x) = xV2Rx — x2 x € (0,2R).

fungéo

Calculando a derivada,

3R-2
()= TR
V2Rx — x?
3
temos que x = ER é o0 Unico candidato a ponto de maximo no intervalo (0, 2R).

. . . . 3.
Analisando o sinal da derivada primeira, vemos que, de fato, x = ER ¢ um ponto de

Problemas de otimizagao

Figura 11.36. A alturaxea
base y determinam a area; o
tridngulo retangulo auxiliar
fornece (y/2)* + (x — R)* = R
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maximo. Portanto as dimensdes sdo
3 ;2 _ 952 3 2
alturaszR ebase y =v3R edaiz :ZR +ZR = 3R*.

Logo o tridngulo é equilatero. |
Exemplo 11.61.

Uma calha deve ser construida com uma folha de metal de largura 30 cm dobrando-
-se para cima 1/3 da folha de cada lado, fazendo-se um angulo 6 com a horizontal.
Determine o angulo que vai maximizar a quantidade de agua que a calha pode conter.

Solucdo. Como o comprimento da calha é fixo, maximizar seu volume equivale a
maximizar a area da se¢do transversal. A Figura 11.37 retine a secdo transversal e
sua decomposi¢do nas grandezas usadas no calculo.

10

Figura 11.37. A secio trapezoidal decompde-se em um retangulo e dois tridngulos, com
b=10cosfeh=10senb.

A area seccional pode ser obtida somando-se a area do retangulo e as areas dos tri-
angulos. Como b = 10cosf e h = 10 sen 0, temos:

A=10h+2 (%bh) = 100sen + (10 sen 8)(10 cos #)

A =100(sen 8 + sen 6 cos 9)

Podemos assumir que 6 pertence ao intervalo 0 < 6 < /2. Calculando a derivada,
temos:

A’(6) = 100(cos 8 + cos® O — sen? 6)
= 100(cos 8 + cos? 0 — (1 — cos? 0))
=100(2 cos? 0 + cos O — 1)
=100(2cosf — 1)(cosf + 1)

Logo, a derivada se anula quando 2 cos @ —1 = 0, ou seja, cos @ = 1/2 e, logo, 0 = 7/3;
ou quando cos0+1 = 0. A segunda equacdo nio possui solu¢do no intervalo [0, 7 /2].
Como A(0) = 0, A(r/3) = 129,9 e A(xr/2) = 100, temos que a area seccional maxima
ocorre quando 6 = /3. |

Problemas de otimizagao
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Exemplo 11.62.

Um arame de comprimento L é cortado em duas partes. Com uma dessas partes faz-
-se um quadrado e com a outra um tridingulo equilatero. Em que ponto deve-se cortar

0 arame para que a soma das areas seja maxima?

Solucao. A soma das areas é dada por

B

2
b (11.3)

A=d%+

3 i .12
onde a? é a 4rea do quadrado de lado a e %bz é a area do tridngulo equilatero de

L-3b
lado b. Como o arame tem comprimento L, temos L = 4a+ 3b — a = YR
Substituindo o valor de a na equacdo 11.3, obtemos A como fun¢do de apenas uma
variavel:

L-3b1% 3 L% — 6Lb + 9b? + 4+/3b*
Alb) = [ ] + £b2 = V3
4 4 16
_ 1 2 2
== (9+4V3)b? — 6Lb + L2

Devemos determinar um valor para b de modo que A(b) seja maxima. Comecaremos

procurando os pontos criticos

(9 + 4V3)b — 3L

A'(b) = s

O tnico ponto critico satisfaz

3L
9+ 443

Como A”(b) = (9+4+/3)/8 > 0, ele fornece o minimo global. Nesse caso, a = Lv3/(9+

Ab)=0 = b

L
44/3). Como a funcéo A(b) é continua no intervalo [0, E] existem um maximo e um

minimo absolutos em |0, §] O tnico ponto critico interior ¢ um minimo. Portanto,

o maximo absoluto deve ocorrer em uma das extremidades. Comparando os valores:
L L\ 1 L
Se b = 0 e, portanto, a = T temos A(0) = (—) = RLZ; Seb = 3 e, portanto,

4
V3 (L\?

L 3 3 1 4
a = 0, temos A(E) = T<§> = %Lz Como £L2 < RLZ (porque 5\/5 <1

3

36
e V3 < 2), segue-se que, admitindo uma das partes com comprimento zero, a 4rea
méaxima é obtida usando todo o arame no quadrado de lado L/4. Se o corte deve
produzir duas partes de comprimento positivo, ndo existe maximo: a soma das areas

pode aproximar-se de L?/16 sem atingi-lo. |

Problemas de otimizagao
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Exemplo 11.63 — Principio de Fermat e lei de Snell.

Dois meios homogéneos sdo separados por uma interface plana. No primeiro, a luz
se propaga com velocidade v;; no segundo, com velocidade v,. Um raio deve ir de
A =(0,a)aB=(L,—b),coma,b, L > 0, atravessando a interface y = 0. Em que ponto
deve ocorrer a passagem de um meio para o outro para que o tempo de percurso seja
minimo? Que relacdo os angulos do caminho 6timo satisfazem?

A

meio 1 (v;)

Figura 11.38. O ponto P = (x,0) pode deslizar pela interface. O principio de Fermat seleci-
ona o caminho que minimiza o tempo total de percurso.

Solucao. Se o raio cruza a interface em P = (x,0), com 0 < x < L, as distincias
percorridas nos dois meios sdo

AP =+x% + a? e PB = /(L —x)% + b2,

Como tempo ¢ distancia dividida pela velocidade, o tempo total é

Vx2 + a? N VL —x)% +b?

Vi V2

T(x) =

Observe que aqui ndo estamos minimizando a distancia total: se as velocidades forem
diferentes, pode ser vantajoso percorrer um caminho geometricamente mais longo
para permanecer mais tempo no meio mais rapido.
Derivando,
T(x) = X B L—x '
vivxZ + a2 (L — x)? + b2

Além disso,
T’(0) <0 e T’(L) > 0,

Problemas de otimizagao
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de modo que existe um ponto critico no interior. Mais ainda,

a? b?

T”(x) = + >0
O = @ T L=+

Portanto, T é estritamente convexa e esse ponto critico é o inico minimo global.
No ponto de minimo, T"(x) = 0, isto é,

x _ L—x
w2+ a2 L — %2+ b2

Se 0, e 6, sdo os angulos que os dois trechos do raio formam com a normal a interface,

a Figura 11.38 mostra que

x L—x

_ senfy = ————.
2t a LT

senf; =

Assim, a condicdo de minimo se transforma em

senf;  sen0,

V1 V2

Se n; = ¢/v; é o indice de refracdo do meio i, obtemos a forma usual da lei de Snell:
ni sen 91 = Ny sen 92.

Desse modo, uma lei fisica surge diretamente de um problema de otimizacdo do

tempo de percurso. |
Exercicios
Ex. 11.32 Um homem dispde de 100 metros de Ex. 11.35 Uma lata cilindrica sem topo ¢é feita
cerca e deseja construir um cercado retangular de drea para receber Vem? de liquido. Encontre as dimensdes
maxima. Quais devem ser as dimensdes do cercado? que minimizardo o custo do metal usado para fazer a lata.
———t————tt—+—+
Ex. 11.36 Uma caixa com tampa conforme a fi-
A gura abaixo é feita a partir de uma folha de papel de
=
Y y 12 cm x 12 cm. Na construcao indicada, a altura é x. Use
2x +2y = 100 a planificacdo para expressar as dimensdes da base em
fungdo de x e encontre as dimensdes que maximizam o
11— volume.
X
. ~ . ~ A x
Ex. 11.33 Quais sdo as dimensdes do retangulo /%"S‘
com a maior area que pode ser desenhada dentro do cir- N
o
culo unitario? 6—x
Ex. 11.34 Encontre a drea maxima de um tridn- Dimensdes em centimetros; tampa articulada a um dos lados.

gulo retangulo com hipotenusa de comprimento 1.
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Ex. 11.37
pendicularmente a propria frente e atravessa obliqua-

Uma fileira de soldados marcha per-

mente uma fronteira reta entre dois terrenos. No pri-
meiro terreno, cada soldado marcha com velocidade vy;
no segundo, com velocidade v,. Quando o primeiro sol-
dado da fileira atinge a fronteira no ponto A, o ultimo
ainda esta no primeiro terreno, no ponto B. Apo6s um
intervalo At, esse ultimo soldado chega a fronteira no
ponto C, enquanto o primeiro chega ao ponto D no se-
gundo terreno. As fileiras AB e CD sdo, respectivamente,
as frentes antes e depois da mudanca de direcéo.

Mostre, usando os dois tridngulos retangulos formados
e denotando por 6; e 6, os angulos da direcdo de marcha
com a normal a fronteira, que

senf;  sen0,

V1 V2

Explique também para que lado a fileira gira quando
Vo < Vi.

Ex.11.38
com velocidade inicial vy e angulo 0 < 6 < /2. Despre-

Um projétil é lancado, do nivel do solo,

zando a resisténcia do ar, seu alcance horizontal é dado
por
2

0

R(0) = — sen(20).
8

Determine o angulo que maximiza o alcance e o valor
maximo correspondente.

Ex. 11.39
mento natural de uma populacdo de peixes de tamanho

Em um modelo logistico, o cresci-

Polinémios de Taylor

P,com0<P<K,é

G(P) =P (1~ 5), rK >0,
K

Uma retirada constante s6 pode ser sustentavel se néo

exceder esse crescimento. Determine o tamanho da po-

pulacdo que produz o maior rendimento sustentavel e o

valor desse rendimento.

Ex. 11.40
musculo é aproximada pela equa¢io de Hill

A relagido forca—velocidade de um

(F+a)(v+b)=(Fy+ a)b,

em que a,b, ) > 0, F é aforcaev > 0 ¢é a velocidade de
encurtamento. A poténcia mecéanica é P(v) = vF(v).

1. Escreva F e P como funcoes de v e determine o
intervalo fisicamente relevante em que F > 0.

2. Encontre a velocidade e a for¢a que maximizam
a poténcia.

3. Determine a poténcia maxima.

Ex. 11.41
tro d > 0 de um prolongamento neuronal o custo

Um modelo simples associa ao didme-

B
d) = Ad%> + —,
J(d) +JE

O primeiro termo representa custo de material e o se-

A,B>0.

gundo penaliza a conducéo lenta em diametros peque-
nos. Determine o didmetro que minimiza J e justifique
que o ponto encontrado é um minimo.

A aproximacao linear utiliza apenas o valor de f e de f’ em um ponto. Derivadas

de ordens superiores permitem construir aproximagdes polinomiais que reproduzem

sucessivamente mais informacéo local.

11.9. Polinomios de Taylor

O polindémio de Taylor de ordem n em torno de um ponto é construido para concordar
com a funcéo e com suas primeiras n derivadas nesse ponto. O grau da aproximacio
aumenta juntamente com a quantidade de informacéo local incorporada; a diferenca

Aproximacio e erro

O polinémio de Taylor
concorda com a funcio

e com suas primeiras
derivadas no centro

da expansdo. Isso ndo
implica igualdade fora 5,
desse ponto. Para justi-
ficar uma aproximacéo

NIIMeArica é nrecico con-
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entre a funcéo e o polindmio é medida pelo erro da aproximagao.

11.9.1. Polindmios de Taylor de ordem 1 e 2

O exemplo mais simples de aproximagio de uma fung¢iao por um polinémio é a apro-
ximacao linear, que apresentamos na se¢ao 10.7. Naquela secéo, utilizamos a aproxi-
macao linear

Pi(x) = f(a) + f'(a)(x - a)

para aproximar a funcdo f(x) para x numa vizinhanca de a. Definimos o erro que
cometemos ao aproximar f(x) por P; como

Ei(x) = f(x) — Py(x).
Dessa forma, podemos escrever:

fx) = fla) + f'(a)(x — a) + Eq(x)

11.64 Proposicao

O erro E;(x) tende a zero mais rapidamente do que (x — a). Isto é,

lim —El (x) =

x—a X —da

0.

Demonstragdo. Observemos que, para x # a,

E@ _ f&) - f(a)

X —da X—a

- f'(a).

Quando x — a, o primeiro termo do lado direito tende a f’(a) pela propria defini¢ao
de derivada. Portanto,

im 2% _ p) = f@ = 0.

x—a X —da

O polinémio de Taylor de ordem 1 de f(x) ao redor de a é definido como

Pi(x) = f(a) + f'(a)(x - a)

11.65 Teorema

Seja f diferenciavel em a. Entdo
Pi(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

é 0 tinico polindmio de grau no méaximo 1 cujo erro E(x) = f(x)—P;(x) satisfaz

Polinémios de Taylor
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E(x)/(x —a) — 0 quando x — a. E nesse sentido que ele fornece a melhor
aproximacéo afim local.

Demonstragao. Seja q(x) = d +m(x —a) uma fungéo afim e defina E(x) = f(x)—q(x).
Suponha que
lim £ _
x—a X —da
Para x # a, temos E(x) = (x — a) E(x)/(x — a), de modo que E(x) — 0. Como f é
diferenciavel em a, ela é continua nesse ponto; como q também é continua, E = f—q

0.

é continua em a. Logo, E(a) = 0 e, portanto, d = f(a).

Assim,
f(x) = f(a) = m(x — a) + E(x).

Dividindo por x — a e tomando o limite,

E
f’(a) =m+ lim () =m
x—>a X —d4a
Portanto, g = P;, o que prova a unicidade. ]

A aproximacao linear reproduz o valor e a inclinagdo de f no ponto de expansao,
mas nao incorpora a concavidade. Para registrar também a derivada segunda, supo-
nha que f seja duas vezes diferenciavel e procuremos um polinémio quadratico P;.
Procuramos um polindmio P,(x), de grau no maximo 2, tal que

f(@) = Py(a), f'(a)=P(a) e f"(a)=Pj(a).
Devemos procurar P,(x) na forma P,(x) = ¢y + ¢;(x — a) + cy(x — a)? que satisfaca:
m f(a) = P(a) = ¢ = f(a),
B Pi(x) =c; +2c(x—a) = Pj(a) =c; = f'(a),

m P =20 — PY@ =20 = ["(@) — o=1 Hz(a).

Concluimos, portanto, que

Py(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + %@(x —a).

Novamente, definimos o erro cometido ao aproximar f(x) por P,(x) por

Ey(x) = f(x) = Py(x).

Observemos que, para x # a,

b [0 @ F@e-a- L0 - a

(x—ay (x —a)? ’

Polinémios de Taylor
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e, utilizando a regra de L'Hépital, obtemos

M
(x—

Ou seja, quando x — a, o erro E,(x) tende a zero mais rapidamente que (x — a)?.

lim Ep(x)

_11
x—a (x — a)? T 2x>

fll( ) — O

Definimos o polinémio de Taylor de ordem 2 de f(x) ao redor de a por

f/l( )

Py(x) = f(a) + f'(@(x — @) + =——=(x — @)’

Novamente, podemos provar que P, é o polindmio de grau no maximo 2 que melhor
aproxima localmente f(x) ao redor de a.

11.9.2. Polindmio de Taylor de ordem n

As aproximagdes de primeira e segunda ordem seguem um mesmo principio: fazer o
polinémio concordar com a fung¢éo e suas derivadas no ponto de referéncia. Podemos
repetir essa construcio até uma ordem qualquer, desde que existam as derivadas
necessarias.

Suponha que f tenha derivadas até a ordem n no ponto x = 0, em que n > 1. Encon-
traremos um polindmio

P,(x)=cy+cx+ -+ cx"

que concorda com f e suas primeiras n derivadas em 0. Ha n + 1 condicdes a serem
satisfeitas, ou seja,

Pi0) = fO), Pi(©) = /0, .. PO = f70).
A equacio P,(0) = f(0) nos da que ¢y = f(0). Diferenciando, temos
Pi(x) = ¢; + 2cpx + - + neyx™ !
e, assim, P;(0) = ¢; = f’(0) e, logo, ¢; = f’(0). Diferenciando novamente, temos
PY(x) = 2¢cy + - + n(n — 1)e,x" 2
e, assim, P;(0) = 2¢y, = f”(0) e, logo, c; = f”(0)/2. Apos diferenciar k vezes:
o = fO)/k!

temos que tal polindmio tera a seguinte forma:

” (n)
P) = ) + 00 + L2 4y L0

O célculo acima é o caso particular em que o centro da aproximacéo é a origem. A
defini¢do geral é a seguinte.

Polinémios de Taylor
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Definicao
Suponha que f possua derivadas até a ordem n no ponto a. O polindmio
f ”( ) £ ( )

—a)? -+

Ejf(” x-a)f = fay+f/(@)x-ay+ L2

(x—a)"

é denominado polinémio de Taylor de ordem n de f centrado em a. Quando
a = 0, obtemos

” (n)
Pa) = fO) + froxt LDty L0

chamado polinémio de Maclaurin de ordem n.

Por construgao,

P = f@), P = f(a), .., M) = f™(a).

Exemplo 11.66.

1. Determine o n-ésimo termo do polinémio de Taylor para f(x) = e*.

2. Use P5(x) para aproximar o valor de e.

Solucao.

1. Comecamos tabelando as derivadas de e* calculadas no ponto x = 0.
f(x) =e* fl)=1

frx)=¢€* r=1
f’(x)=e = f”(0)=1 Dessaforma, pela definicdo de Taylor,

U

U

fO@ = = fO0)=1

” "0 (n) 0
Py(x) = f(0) + f/(0)x + fz(' )2 L 3'( ) oy L200 n'( ) o
_ 1o, 1 L 4 L on
—1+x+§x +gx +ﬂx +-~-+Hx .
2. Da parte 1,
1o 13 1 4. 1 5
Ps(x) =14+ x4+ -x°+ —-x° + —x* + —x°.
2 6 24 120
Para aproximar o valor de e, observe que e = e! = f(1) = P5(1). A avaliacio é
direta:
1 1 1 1 163
Ps()=14+1+=-+-+—+— = — = 2,71667.
2 6 24 120 60

O grafico de f(x) = ¥ e Ps(x) é mostrado na figura 11.39.

Polinémios de Taylor
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10+

y = Py(x)

Figura 11.39. Grafico de f(x) = e* e de seu polinémio de Taylor P;(x), de grau 5.

Exercicios
Ex. 11.42 Determine o polindmio de Taylor de Ex. 11.43 Usando o polindémio de Taylor de or-
ordem 2 de f em torno de x; dem 2, calcule o valor aproximado e avalie o erro:

1. In(x) em torno de 1 1. In(1,2)

2. ¢¥ em torno de 0 2.3,8

3. sen(x) em torno de 0 3. sen(0,1)

4. cos(x) em torno de 0 4. sen(/25)

5. senh(x) em torno de 0 5. 0,003

6. cosh(x) em torno de 0 Ex. 11.44 Determine o polindmio de Taylor de

ordem 5 de f em torno de x;
7. {/; em torno de 1 f

1. In(x) em torno de 1
8. \/x em torno de 4

2. ¢ em torno de 0
em torno de 0

1 —x2
3. sen(x) em torno de 0

Para os exercicios seguintes, usaremos ainda sem de-

e

monstracdo a estimativa do resto . cos(x) em torno de 0

(&}

M . senh(x) em torno de 0
116 = PG < S =P

(@)

. cosh(x) em torno de 0
sempre que | f”/(t)] < M entre a e x. Essa estimativa sera
demonstrada adiante no Teorema do Resto de Lagrange. 7. V} em torno de 1
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8. \/x em torno de 4 Ex. 11.46 Usando polinémios de Taylor, calcule
cos(1) com erro em médulo inferior a 10~
9. (1 + x)* em torno de 0

Ex. 11.47 Use o polinémio de Taylor de ordem

Ex. 11.45 Quantos termos do polinémio de Tay- 4 de cos(2x) para calcular o valor exato do limite

lor sdo necessarios para aproximar e com erro inferior a
. 1—cos(2x)
m —_—

=59 li
107 x—0 3x2

Exemplo 11.67.
1. Ache o n-ésimo termo do polindémio de Taylor de y = Inx em x = 1.

2. Use P4(x) para aproximar o valor de In 1,5.

3. Use Pg(x) para aproximar o valor de In 2.

Solucio.

1. Comecamos tabelando a derivada de Inx em x = 1.

f(x)=Inx = f(1)=0
) =1/x - (=1
f7(x) = -1/x* = f"(1)=-1
fre=2/x = )=z
FWx)=-6/x* = f@W@a)=—6 Peladefinicio 11.10, temos
F®0) = = fO)=
—_1\yt1(y —
Lﬁnl)! (_1)n+1(n _ 1)!
X'
P = f0)+ G-+ LD ey
+ f,;!l)(x — 1P 4+ @(x —-1)"

:0+(x—1)—%(x—1)2+%(x—1)3

_i(x_1)4+...+ﬂ

(x—1)".
2. Assim, Pg(x) é dado por
1 2,1 3
P() = (e = 1) = 50r = D2+ 3= 1)

- %(x -1+ %(x —1) — %(x —-1)5.
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E desta forma
1 2, 1 3 1 4
&Uﬁ)z@j—l)—zﬁﬁ—l)+505—1)—105—1)+n

1 1
et =(1,5-1)° - =(1,5-1)°
5( ) 6( )

_ 259
640
~ 0,404688.

Esta é uma boa aproximacio, ja que In 1,5 = 0,4055. A figura 11.40 mostra o grafico
dey=Inxey= Pg(x).

3. Agora aproximaremos In 2 por Py(2):
P6(2) = (2 - 1) - 5(2 - 1) + 5(2 - 1) - 1(2 - 1) + -

1 1
SR 1)° - - 1)°

1 1 1 1 1

=l—-c-+-—=-+-=-—-
2 3 45 6

37

"~ 60

~ 0,616667.

Essa aproximagdo tem precisdo limitada: uma calculadora mostra que In2 =
0,693147. O grafico na Figura 11.40 mostra que Pg(x) fornece aproximacdes me-
nos precisas de In x quando x fica proéximo de 0 ou 2. O polindmio de ordem 20
também pode fornecer aproximacdes pouco precisas quando x ultrapassa 2, como
mostra a Figura 11.41. Para cada x > 2 fixo, os termos (x — 1)"/n néo tendem a
zero; por isso, aumentar a ordem indefinidamente néo produz convergéncia para
Inx. As estimativas de resto a seguir quantificam o erro de cada aproximacéo
finita.

]

y
2,,
y=Inx
% X
1.5 2 2. 3
y = P(x)

Figura 11.40. O polindmio de Taylor de ordem 6 aproxima In x perto do centro x = 1.
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Y = pao(x)

Figura 11.41. Mesmo em ordem 20, o polinémio centrado em x = 1 aproxima In x apenas
dentro de seu intervalo de convergéncia.

Para entendermos por que a aproximacao acima falha, precisamos entender a pre-
cisdo com que uma funcao é aproximada por polinémios de Taylor. Para esse fim,
definimos o erro como

Ey(x) = f(x) = Py(x),

sendo f(x) a fungao dada e P,(x) o polindmio de Taylor de grau n ao redor de a. A
formula de Taylor com resto de Lagrange quantifica esse erro.

11.68 Teorema Formula de Taylor com resto de Lagrange

Seja f uma fungédo (n + 1) vezes diferenciavel em um intervalo aberto I que
contém a. Para cada x € I, x # a, existe um ponto § estritamente entre a e x
tal que

D)

( +1)' (x a)n-i—l.

En(x) = f(x) = Po(x) =
Em particular, se | f"+*D(t)| < M no segmento entre g e x, entio

|x _ a|n+1

B < s

Para x = a, o erro é zero.

Exemplo 11.69.

Use o Teorema 11.68 para estimar o erro cometido ao aproximar In 1,5 e In 2 por Pg(x),
o polindmio de Taylor de grau 6 de f(x) = Inx centrado em x = 1, como calculado
no Exemplo 11.67.
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Solucio. A derivada de ordem 7 de f(t) = Int é f((t) = 6!/t7, positiva para t > 0.
Para as duas avaliacdes, o segmento entre o centro a = 1 e o ponto considerado esta
contido em [1, 2]. Nesse segmento, 0 < f(7)(t) < 6! = 720. Podemos usar esse limite
diretamente, sem procurar um maximo em um intervalo aberto.

1. Para x = 1,5, o Teorema 11.68 fornece

720 /1)’
0 < E. (1,5 s—(—)
6(1,5) - \3

1
= — < 0,001117.
896

Como P4(1,5) = 0,4046875 e In(1,5) = 0,4054651081, o erro real é aproximada-
mente 0,0007776081, menor que o limite estimado. O sinal do resto também mos-
tra que o polindmio subestima o logaritmo nesse ponto.

2. Para x = 2, obtemos

720 1
0 < Eg(2) < 7 = - = 0,142857.

Como Pg4(2) = 37/60 = 0,616667, a estimativa garante

37 37 1 319
—<In2< —+-=—.
60 60 7 420

O erro real é aproximadamente 0,0764805. A estimativa é menos precisa que a
anterior: embora a derivada tenha o mesmo limite superior, a distincia ao centro
aumentou de 1/2 para 1, e aparece elevada a sétima poténcia na formula do resto.

]

Exemplo 11.70.

Quantos termos do polindmio de Taylor sdo necessarios para aproximar e com um
erro inferior a 107°?

4

. -5 3 5

Solucado. Queremos que E,(1) < 107>. Logo, basta tomar n tal que Y <1077,
n !

ou seja, tal que (n + 1)! > 3(10°). O menor grau que satisfaz essa estimativa é n = 8.

Portanto, bastam nove termos, de 1/0! a 1/8!, pois 3/9! < 107, ]

11.9.3. x Irracionalidade de e

O controle do erro de Taylor permite ir além do calculo aproximado. Aplicado a
fungdo exponencial, ele fornece uma representacdo de e que usaremos para provar
sua irracionalidade. Comecaremos estabelecendo essa representacéo:

Polinémios de Taylor
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11.71 Teorema

. 1 1 1 1
e= lim (1+1+—+—+—+...+_)
n—>-o0 27317 4 n!

Demonstrag¢ao. Como vimos, o polinémio de Taylor de ordem n ao redor do zero da
2 3 4 n
x x x x
funcdo f(x) = e¥ é Py(x) = 1+ x + - + m + o + ot ol Observe que para
x€[0,1],0<e* = f(”H)(x) < e < 3. Pelo Teorema 11.68, o erro da aproximacéo é

dado por

e =Bl =fe— (141454 54 g4+ = B =

f(n+1)(x)
2 3! 4! ‘

(n+1)!
para algum x € [0, 1]. Logo,
1 1 1 1 3
|e—(1+1+—+—+—+---+—)‘£—.
2 31 4 n! (n+ 1)
Finalmente, tomando o limite e aplicando o Teorema do Confronto obtemos

. 1 1 1 1
lim (1+1+—+—+—+---+—)=e.
n—+o00 2 3! . n!

11.72 Teorema

O numero e é irracional.

Demonstragao. Suponha que e é um ntimero racional. Entdo existem inteiros positi-
vos a e b de tal forma que e = a/b. Defina o niimero

b

x=b!<e—2%>

n=0

Dessa forma, se e é racional, entdo x serd um inteiro. Para verificarmos esse fato,
substituimos e = a/b nessa defini¢io e obtemos

b b
a 1 b!
c=n (2 N owoon- T2
b n! n!
n=0 n=0

O primeiro termo é um nimero inteiro, e cada fracdo na soma é realmente um nu-
mero inteiro porque n < b para cada termo. Portanto, x é um niimero inteiro. Agora,
demonstraremos que 0 < x < 1. Primeiramente, provaremos que x é positivo; para
isso, utilizaremos a representagio de e em série obtida anteriormente, obtendo
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Agora demonstraremos que x < 1. Para todos os termos com n > b + 1 temos a

estimativa
b! 1 1

— = < .
nt b+1G+2)G+(n-b) " (b+1)rb
A igualdade ocorre paran = b + 1; a desigualdade ¢ estrita para todo n > b + 2. Por

isso, a desigualdade entre as somas sera estrita. Alterando o indice de soma para
k = n — b e utilizando a férmula da série geométrica, obtemos

|
X:Zgi
n=b+1
o 1
n=b+1 (b+ 1)n—b
e 1
=AY
_ ;< 1 )
+1 1
T
7 <

Como nao existe inteiro estritamente entre 0 e 1, chegamos a uma contradicéo e,
assim, e deve ser irracional. ]

11.9.4. » Demonstraciao da Férmula de Taylor com Resto
de Lagrange

As estimativas anteriores dependeram de uma expressio precisa para o resto de Tay-
lor. Nesta subsecdo reunimos material técnico para a analise de aproximacdes de
ordem superior; ela pode ser omitida em uma primeira leitura.

Antes da demonstracgdo do resto de Lagrange, registramos uma versdo de ordem n
do Teorema do Valor Médio de Cauchy. Este é o Teorema do Valor Médio de Cau-
chy Generalizado, distinto do resultado de primeira ordem usado anteriormente na
demonstracdo da regra de L’Hopital. Ele organiza, em uma tnica identidade, a com-
paracéo entre restos de Taylor de duas funcdes.

11.73 Teorema Teorema do Valor Médio de Cauchy Generalizado

Sejam a < b, n > 1 inteiro e f, g fun¢des n vezes diferenciaveis em (a,b), com
f(k) e g(k) continuas em [a, b] parak = 0, ...,n— 1. Nos extremos, as derivadas
sdo entendidas lateralmente. Suponha ¢ € [a,b]. Entdo, para cada x € [a,b],
com x # c, existe x; entre c e x tal que

(k)
Qm Zf(onﬂww>

—¢Wm@m Zg“)-&)
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Demonstragao. Suponha inicialmente x > ¢. Com x fixo, considere
f K
F(t) = (t)+Z O p

n—1 (k)
G) = g0) + igﬂw—nk
k=1 ’

para cada t € [c,x]. Entdo F e G sdo continuas em [c, x| e derivaveis em (c, x). Pelo
Teorema do Valor Médio de Cauchy,

F'(x)[G(x) = G(0)] = G’ (x)[F(x) — F(o)]

para x; € (c, x). Logo

F'(x)lg(x) = G()] = G"(xp[ f(x) — F()],

pois F(x) = f(x) e G(x) = g(x). Para tornar visivel o telescopamento, derivamos:

n—1
, , TR0, JA0)
F/(t) = f(t)+k§_:1 G-t -
(x )
Analogamente,
’r) — & o

Substituindo t = x; e cancelando o fator nio nulo (x — x;)""!/(n — 1)!, obtemos a
formula desejada. Se x < ¢, aplicamos Cauchy a F e G em [x, c]; a inversédo dos extre-
mos troca o sinal das duas diferencas, e o mesmo cancelamento fornece a identidade.
Para n = 1, as somas vazias valem zero. [ ]

Demonstramos agora a formula enunciada no Teorema 11.68.

Demonstracdo. Fixe x # a e defina

t_a n+1
—a) '

§0) = FO = B0~ B (£
Temos ¢(x) = 0 e, como P, concorda com f e suas primeiras n derivadas em a,

$(a) = ¢'(a) = - = ¢"(a) = 0.

Rolle aplicado entre a e x fornece ¢, estritamente entre esses pontos, com ¢’(¢;) = 0.
Como também ¢’(a) = 0, uma nova aplica¢io, agora a ¢’, fornece c, entre a e ¢, com
¢’ (cz) = 0. Repetindo o argumento, usando ¢9(a) = 0 em cada etapa, obtemos ¢,
entre a e x, com ¢ (c,, ;) = 0. Cada aplicacéo é valida porque a derivada da etapa
é continua no segmento e diferenciavel no interior. Tome ¢ = ¢, . Portanto,

(n+ D! E,(x)

0= fE) -

de onde segue a féormula desejada. ]

Polinémios de Taylor

353



Funcdes de uma Variavel / Aplicacoes de derivadas

Exercicios

Ex. 11.48
decrescimento, concavidade e pontos de inflexdo de

Determine intervalos de crescimento,

f(x) = x> — 3x? — 9x + 2. Use essas informagdes para
fazer um esboco qualitativo.

Ex. 11.49 Encontre maximos e minimos absolu-
tos de f(x) = x + 4/x no intervalo fechado [1/2,6]. Ex-
plique por que os extremos também exigem a verificacdo
dos extremos do intervalo.

Ex. 11.50
432 cm?, margens laterais de 3 cm e margens superior e

Um cartaz deve ter drea impressa de

inferior de 4 cm. Determine as dimensdes que minimi-
zam a area total de papel.

4cm
Sk—y—5
o o
4 cm

Ex. 11.51 A receita R(q) = 1209 —0,4¢° e o custo
C(q) = 18q + 900 estdo em reais, para g > 0 unidades.
Determine a producdo que maximiza o lucro e o lucro

maximo.

Polinémios de Taylor

Ex. 11.52
cavel, para calcular

Use a regra de L’'Hopital, quando apli-

e2X —1—2x Inx

lim —2 e lim
x—0 X X—00 L/x

Ex. 11.53
em graus Celsius, T(x) = 20 + 7xe

Um cabo de fibra tem a temperatura,
*x/4, onde x > 0 esta
em metros a partir de um conector. Localize o ponto de
maior temperatura e interprete o comportamento para

valores grandes de x.

Ex. 11.54
grau 2 de Inx centrado em x = 1 e use-o para aproxi-
mar In(1,06).

Obtenha o polindmio de Taylor de

Ex.11.55 Para f(x) = x%e™*, calcule £(0), f/(0),
£7(0) e £®3)(0) e escreva o polinémio de Taylor de grau
3 em torno de 0.

Ex.11.56
em [a, b], diferenciavel em (a, b) e com derivada positiva

Explique por que uma funcéio continua

em todo (a, b) ndo pode assumir o mesmo valor em dois
pontos diferentes do intervalo.
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12

Integral indefinida

A vida deve ser compreendida para tras. [...] Mas deve ser vivida para a frente.
Seren Kierkegaard, Didrios

A derivada associa a uma func¢éo sua taxa de varia¢do. O problema inverso consiste
em recuperar uma funcdo a partir de sua derivada. Se conhecemos a velocidade,
por exemplo, procuramos reconstruir a posicéo; se conhecemos uma taxa de cresci-
mento, procuramos a grandeza acumulada. Esse problema conduz as antiderivadas.
As regras de derivacio, lidas no sentido inverso, fornecem as primeiras formulas de
integracao e explicam por que a resposta envolve uma familia de funcoes.

12.1. Integral indefinida

Dada uma fungéo f, procuramos uma funcéao F cuja derivada seja f, isto é,

F'(x) = f(x). (12.1)

A equacdo 12.1 é a forma mais simples de uma equacéo diferencial. Por exemplo,
y’ = 2x pergunta quais funcdes tém derivada 2x. Tanto x? quanto x?+1 sio solugdes
e, de modo geral, x? + C também é. A constante aparece porque a derivacio elimina
constantes; inverter esse processo recupera, portanto, uma familia inteira de fung¢des.

Neste capitulo

12.1 Integral indefinida 356

12.2 Integracgdo por substitui-
cao 362

12.3 Integracao por partes 372

12.4 Equagdes diferenciais e
problemas de valor inicial 380
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12.1 Definicao
Uma funcéo F definida num intervalo aberto I é denominada uma primitiva ou
antiderivada de f se

F'(x) = f(x)

para todo x € I. O conjunto de todas as primitivas de f(x) é denominado inte-
gral indefinida de f, e sera denotado por

J f(x)dx.

Se F for uma primitiva de f, entdo, por defini¢éo, a funcgao F é derivavel e, portanto,
continua. Conhecendo uma antiderivada de f, podemos encontrar outras simples-
mente adicionando uma constante. O Corolario 11.18, demonstrado a partir do Te-
orema do Valor Médio, mostra que, em um intervalo, essa é a forma de obter todas
elas. Usando a Definicdo 12.1, se F é uma primitiva de f em um intervalo, todas as
primitivas de f nesse intervalo sdo dadas por

Jf(x) dx = F(x) + C.

A descrigdo é intervalar: se o dominio de f tem mais de uma componente, a constante
pode ser escolhida independentemente em cada uma delas.

Exemplo 12.1.

Calcule sz dx.

Solucdo. Pela regra da poténcia,
3
J x? dx = x? +C.

A verificacdo é imediata: (x3 /3+ C), = x2. ]

12.1.1. Regras basicas de integracao

Uma féormula de integracdo indefinida pode ser lida como uma férmula de derivagio
invertida. A derivacido continua sendo o critério de verificacio: uma funcio F é
primitiva de f precisamente quando F’ = f. As regras basicas a seguir sdo obtidas
dessa maneira.

Integral indefinida

Uma familia de fun-

coes

A integral indefinida re-
une funcdes cuja derivada
é o integrando. Néo repre-
senta uma area nem um
numero obtido entre dois
extremos. Se F é uma pri-
mitiva em um intervalo,

a notacgdo F + C descreve
todas as primitivas nesse
intervalo.

A constante de integra-
cao

SeF’ = G = f,en-
tdo (F — G)’ = 0. Pelo
Teorema do Valor Mé-
dio, uma fung¢io com
derivada nula em um
intervalo é constante;
portanto, F — G = Ce
F=G+C.

Figura 12.1. Antiderivadas de

3

B x
x?% sdo da forma 5 +C

Constantes em interva-
los distintos

A diferenca entre duas
primitivas é constante

em cada intervalo de
definicdo. Para 1/x,
podemos usar In |x| + C_
emx < Oeln|x| + C,

em x > 0. Ndo hé razdo 357
para exigirC_ = C,,

pois os intervalos estdo
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12.2 Proposicao

Parane R, n# —1,e x > 0, vale

xn+1
Jx”dxz +C n=#-1
n+1

Demonstragao. Levando em consideracio que a regra de derivacdo de poténcias con-
siste em:

1

B Diminuir a poténcia de x" por 1 obtendo x* .

® Multiplicar x*! pela poténcia inicial n obtendo nx™"!.

Revertendo o processo passo a passo, temos:
1

B Aumentar a poténcia de x" por 1 obtendo x"*!.

® Dividir x™*! pelo novo expoente n + 1, obtendo x™*! /(n + 1).

Esse argumento sugere que

xn+1
xMdx = +C n=#-1
n+1

De fato, verificando

n+1
X n+1 _
C] = —— "L =

E n+1 T n+1

De maneira similar, as regras de deriva¢do que obtivemos nos capitulos anteriores
podem ser convertidas em integrais indefinidas:
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r n+1

xndx=x +C.

n+1

~

1
—dx =In|x|+C.
X

~

senxdx = —cosx + C.

~

J
|
|
4. J cosxdx = senx + C.
|
|
J
|

~

sec? xdx = tgx + C.

[ 1
sen? x

~

tgxdx = —In|cos x| + C.

~

efdx =€+ C.

Exemplo 12.4.

dx = —cotgx + C.

em cada componente do dominio.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

Integral indefinida

J
|
]
J
|
]
|
J

~

~

r

~

~

r

~

~

12.3 Proposicao Tabela de Integrais Indefinidas

As férmulas valem em intervalos nos quais os integrandos estao definidos. Na
regra da poténcia, n # —1; para expoentes reais arbitrarios, tomamos x > 0.
Na férmula exponencial, a > 0 e a # 1; nas demais féormulas que contém o pa-
rametro a, supomos a > 0. A constante pode ser escolhida independentemente

X

axdlea—+C.

na

cotg xdx = In|senx| + C.

1
dx = arctg x + C.
1+ x2 &

1 1 X
———dx = - arct (—)—I—C.
a? + x2 a & a

1 1 a+x
—dxz—ln‘ ‘+C.
a? —x2 2a  la—x

1
——— dx = arcsen(x) + C.
Vv1—x2

1 X
——— dx = arcsen (—) +C.
JaiZ — x2 a

1
— dx
Vx2 +a?

In ‘x +x2 =+ az‘ +C.

Calcule as seguintes antiderivadas. [a| J 1dx[b] J x* dx J % dx [d] J Vxdx

Solucdo. Pela regra da poténcia,

1. |1dx=x+C.

~

2. | x*dx=x/5+C.

~

3. | x> dx = —1/(4x*) + C, em cada lado de 0.

~

4. | Jx dx = (2/3)x3/2 + C, para x > 0; a expressio estende-se continuamente a 0.

Das propriedades da derivada 9.16 e 9.18, obtemos as seguintes propriedades da in-

tegral indefinida.

Integral indefinida
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12.5 Teorema Linearidade da integral indefinida

Se F; e F, sdo primitivas de f; e f, em um mesmo intervalo e a € R, entdo
F| + F, é uma primitiva de f; + f, e aF; é uma primitiva de af;. Em particular,

j (£iG) + ) dx = F(x) + F(x) +C

J afi(x) dx = aF;(x) + C.

Demonstragdo. Pela linearidade da derivada,
(F+R)Y =F+FK=i+f e (aF) =af =af;.

Logo, as expressdes exibidas descrevem as familias de primitivas correspondentes.
Quando a = 0, a segunda familia é precisamente a familia das fun¢des constantes. m

Exemplo 12.6.

1
Calcule a antiderivada de f(x) = 3x* — senx + 6—.

V2x
q
Solucao. Para x > 0, escrevemos
b _06
Vox 2
Assim, pela linearidade e pela regra da poténcia,
J(3x4—senx+ i)dx = 3J'x4 dx—Jsenx dx + ijx_l/z dx
Vex V2
3
= gxs +cos x + 6v2x + C.
De fato, (6+/2x)" = 6/+/2x. [ ]
Exemplo 12.7.
1
Calcule a antiderivada de f(x) = x%/3 — 3¢* + 6;.
<
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Solucao. Em cada um dos intervalos (—o0, 0) e (0, ),
2/3 _ax, © 3. 5/3 ax
x“/2 —3e¥ + — |dx = X -3¢ +6In|x| +C.
x
As poténcias com denominador 3 sdo entendidas por meio da raiz cibica real. ]
12.8 Proposicao

Se F é uma primitiva de f e a # 0, entdo, em cada intervalo no qual ax + b
pertence ao dominio de f,

Jf(ax+b)dx: éF(ax+b)+C.

Demonstragao. Derivando a expressio do lado direito,

(lF(ax +b)+ C>, = lF’(ax +b) (ax + b)
a a

= %f(ax +b)a
flax +b).

Portanto, F(ax + b)/a é uma primitiva de f(ax + b). [

Exemplo 12.9.
Sy 1
Calcule a antiderivada de f(x) = —.
x+1
<
Solucao. Utilizando a Proposigio 12.8 temos:
1
J dx=In(x+1D)+C
x+1
]
Exemplo 12.10.
Calcule a antiderivada de f(x) = cos(2x + 1).
4
Solucdo. Utilizando a Proposigio 12.8 temos:
1
J cos(2x + 1)dx = 3 sen(2x +1)+C
]
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Exercicios

Ex. 12.1 Calcule as seguintes antiderivadas:

1. | xdx

(B3x +1)dx

x™"dx

-~

~
v_, _, _, — —_— —_— —_— (S (— — % _,
B
o
=

(x +x+1)dx

le _
(oW
S

—
%
+

Rwl —

~
joN
=

oo

(3v_ + cos(x))

o
WS
=

o

=

10. | cos(3x)dx

11.

(x + 3¢ + cos(2x)) dx

12. | (1 — cos4x + sen(x/7)) dx

12.2. Integracao por substituicao

Integracao por substituicao

13.
\ll—x2

14.
1+

16. | sec?(2x)dx

17. | sen?(x)dx

| 7=
J =
5 ngdx
J
I

Ex. 12.2 Neste problema, investigamos por que
1

J—dx=ln|x|+C.
X

1. Qual o dominio de y = In x?
2. Encontre i( Inx)
. . .
3. Qual o dominio de y = In(—x)?
4. Encontre i(ln(—x)).
dx
5. Vocé deve ter percebido que 1/x tem dois tipos

de antiderivadas, dependendo se x > 0 ou x < 0.
Em uma expressdo, forneca uma formula para

1 . .
J p dx que leve em conta esses diferentes domi-

nios e explique sua resposta.

A mudanca de variavel

A integracdo por substituicdo é a forma inversa da regra da cadeia. Quando o inte- completa

grando contém uma composi¢ido acompanhada, a menos de um fator constante, pela
derivada da funcéo interna, uma mudanca de variavel pode reduzir a integral a uma

forma elementar.

Suponha que F(x) seja uma antiderivada de f(x) e que g(x) seja uma funcio diferen-

Aescolhau = g(x)
vem acompanhada de

du = g’(x)dx. Anova
integral deve usar ape-
nas u como variavel, sem
fatores dependentes de

x ainda por transformar.
Na integral indefinida, a
resposta volta & variavel 362
original pela substituicdo
u = g(x).
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ciavel. Logo, F(g(x)) é uma antiderivada de f(g(x))g’(x), ja que

(F(g(x)))" = F’'(g(x))g’ (x)
= f(g(x))g’(x).

Dessa forma, se F é uma primitiva de f e g tem valores no dominio de f, entdo

[ statng@ac = rigen v

Escrevendo u = g(x) e observando que J. f(u)du = F(u) + C, temos que

[ #tetong ra = [ fau
A féormula acima é conhecida como método de substituicio.

12.11 Teorema Método de Substituicao

Se F é uma primitiva de f em um intervalo J e g : I — J é diferenciavel em
um intervalo aberto I, entdo

j Fe()g’(x) dx = j Fu)du,

Integracao por substituicao

onde u = g(x).
Exercicios
Ex.12.3 Retome os itens 9, 10, 11, 12 e 16 do pri- cela composta, identifique a mudanca de variavel linear

meiro bloco de exercicios deste capitulo. Em cada par- implicita e confira a primitiva ja obtida por derivacéo.

Exemplo 12.12 — Integracao por Substituicao.

Calcule J x sen(x? + 5) dx.

Solucdo. Sabendo que a técnica de substituicdo esta intrinsecamente relacionada a
regra da cadeia, escolhemos u como a funcio interna de sen(x?+5). (Ressaltamos que
essa nem sempre ¢ uma boa escolha, mas muitas vezes é a melhor tentativa inicial.)
Fazendo u = x% + 5, temos du = 2x dx. O integrando possui um termo x dx, mas nio
um termo da forma 2x dx. Logo, dividimos ambos os lados da expressio por 2:

du=2xdx = %du = xdx.
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Agora substituimos

J xsen(x? +5)dx = J sen(x? + 5) xdx

u ldu
2
1
= J —senudu
2
1 ‘
= —5 cosu+C (trocando u por x? + 5)
1
=3 cos(x? +5) +C.

1
Logo, J xsen(x? +5)dx = 5 cos(x? + 5) + C. Podemos verificar a resolucio calcu-

lando a derivada do lado direito. ]

Integracao por Substituicao

1. Escolha u = g(x), geralmente, a “fun¢do interna” da funcdo composta

fg(x)).

2. Calcule du = g’(x) dx.

3. Use a substituicdo u = g(x) e du = g’(x) dx para transformar a integral

em uma expressdo que envolva apenas u: | f(u) du.

4. Calcule a integral resultante.

5. Substitua u por g(x), de modo a expressar a solucdo final somente em ter-
mos de x.

Exemplo 12.13 — Integracao por Substituicao.

Calcule J xVx + 3dx.

Solucdo. Nesse caso, apds reconhecer a fungdo composta, escolhemos u = x + 3.
Dessa forma, du = dx. A troca de variavel, porém, ainda nio terminou: o fator
x também precisa ser escrito em termos de u. Por isso, nesta etapa seria incorreto
escrever

?
J xJvx+3dx = J xJu du, pois o lado direito mistura x e u.

Como x depende de u, precisamos reescrever esse fator antes de integrar. Como

Integragao por substituicdo
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1
u = x + 3, temos u — 3 = x. Substituimos x por u — 3 e reescrevemos \/ﬂ como uz2.

Jx\/mdx = J(u - 3)u§ du
= J (uZ — 3u§) du

3

2 32 3
=-uz—2uz +C
5
2 Rl 3
= g(x+ 3)z —2(x+3)2 +C.
|
Exemplo 12.14 — Integracao por Substituicao.
Calcule J (2x + 2) X F2xH .
<
~ , .~ 2 du
Solucao. Apods reconhecer a composicio, escolhemos u = x* + 2x + 1. Logo, T
2x + 2. Pelo método de substitui¢do, concluimos que
J (2x +2) X 2l dx = Je” du=et+C=e"t2xH 4.
|
Exemplo 12.15 — Integracdo por Substituicao.
Calcule J 15x%3/5x3 + 7 dx.
<
x e 3 du 9
Solucdo. Fazendo a substituicdo u = 5x° + 7, P = 15x“, temos:
5u6/5 5(5x3 + 7)6/5
J15x2V5x3+7dx: JWduz u6 +C= % +C.
[
Exemplo 12.16 — Integracao por Substituicao.
Calcule J x?Vx + 1dx.
<
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Integragao por substituicdo

Solucdo. Fazendo a substitui¢do u = x + 1, temos x = u — 1 e du = dx. Entéo,

Jx‘z\/x +1dx = J(u —1%Judu
= J(u2 —2u+1ul/2du
- [ (w2 - 22 s )
zu7/2 - Zzui;/2 + E1,13/2 +C
7 5 3
%(x +1)7/2 - g(x L1524 %(x F1324c

Exemplo 12.17 — Integracao por Substituicao.

Calcule J Jsen x cos x dx.

~ e dt .
Solucdo. Fazendo a substitui¢do ¢t = sen x, — = cos x e, assim, temos que

dx

J\/senxcosxdx = J\/Zdt

= 2pleyc
3

% sen3/2(x) + C

Exemplo 12.18 — Integracao por Substituicao.

Calcule J _* dx.
1+

x2

Solucdo. Observe que (1 + xz)/ = 2x. Utilize a substituicdo t = 1 + x?

dt 2x, e temos que
= =2x, u
dx d

X 1[1
Jl+x2dx_§I?dt

% In(t) + C

%ln(1+x2)+C

. Logo,
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12.2.1. Integrais trigonométricas

Nas integrais trigonométricas, uma identidade pode revelar a substituicio que a ex-
pressdo original ndo deixava evidente. Os proximos exemplos combinam esses dois
recursos; as estratégias serdo retomadas e ampliadas nas secdes 14.3 e 14.4.

Exemplo 12.19.

Calcule J sen(x) dx.

Solucao. Observe que sen®(x) = sen?(x) sen x = (1- cosz(x)) sen x. Utilize a subs-

G t
tituicdo t = cos x. Logo, —— = —sen x e temos que

dx
J sen’(x)dx = J (1 - COSZ(X)) sen x dx
= - J (1-t*)dt
13
=—t+-134C
3
=— <cos x— % cos3(x)) +C

1
= = cos3(x) — cosx + C.

3
]
Exemplo 12.20.
Calcule J tg x dx.
4
Solucao. Como tgx = senx/ cosx, tome u = cos x, de modo que du = — sen x dx.
Entao
thx dx = J Y dx
Cos x
_ du
- u
=—Inful+C
= —In|cosx|+C.
Como |sec x| = 1/| cos x|, essa forma é equivalente a In | sec x| + C. ]

Integragao por substituicdo
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Exemplo 12.21.

Calcule J. sec x dx.

Solucao. Uma transformacéo algébrica permite reconhecer a derivada de um loga-
ritmo. Multiplicando o numerador e o denominador por sec x +tg x, que néo se anula
onde cos x # 0 porque (sec x + tg x)(sec x — tg x) = 1, temos:

2
sec”’ x +secxtgx
secxdx = & dx
secx +tgx

Fazendo a substituiciio u = sec x + tg x e du = (sec? x + sec x tg x) dx. Temos

Jsecxdxzj% =Inlu|+ C = In|secx + tg x| + C.

[
12.22 Proposicao Integrais das func¢oes Trigonométricas
] thudu =In|secu|+C
] Jcotgudu =1In|senu|+C
] Jsecudu =In|secu+tgu|+C
] J cossecudu = In|cossecu — cotgu| + C
12.23 Observacao
A forma [tgu du = In|secu| + C é a mesma que aparece na tabela como
—In|cosu| + C, pois secu = 1/ cosu onde a tangente esta definida.
Exemplo 12.24.
Calcule J x? cossec x> dx.
<

Integragao por substituicdo
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Solucdo. Facau = x3, de modo que du = 3x2 dx. Entio,
2 3 1 1 3 3
x“ cossec(x”) dx = 3 | cossecu du = 3 In | cossec(x?) — cotg(x”)| + C.

A igualdade vale em cada intervalo no qual sen(x®) # 0. |

12.25 Proposicao Integrais Envolvendo as Fung¢des Trigonométricas Inver-
sas

1
( du = arcsenu + C
J N1 —u?
1

] (mduzarctgu+c

du = arcsecu+C, |u| > 1

( 1
J juNuz -1

Exemplo 12.26.

X

1 e

1
Calculelajmdxlﬂjmdxjmdx

q
Solucao.
1. Com u = 2x, obtemos % arcsen(2x) + C, para |x| < 1/2.
2. Com u = 2x/3, obtemos %arcsen(Zx/S) + C, para |x| < 3/2.
3. Com u = €*, obtemos
d
J “ =In(u+V1+u2)+C =In(e" +V1+e¥)+C.
V1 + u?
O argumento do logaritmo é positivo para todo x € R.
|

Exercicios

-
Ex.12.4 3. J x(xz + 4)7 dx

1. J. 4x3(x* +3)0 dx -
4. J (10x + 21)(5x% + 21x + 2)* dx

2. J (6x + 2)(3x% + 2x — 4)* dx

-
5. J (6x? + 10x)(2x3 + 5x% + 1)7 dx
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Integral indefinida

Funcgdes de uma Variavel
x sen(x?) dx

6. J cos?(x) sen(x) dx
x? sec?(x® + 4) dx

sen(5 — 2x) dx

7.
8. 25. | cotg?(x)dx

1

9 dx

5x+3
1 3 a2

10 dx 27. | 4x3 sen?(x* + 1) cos(x* + 1) dx
3x+1
28. | 2xtg(x?) sec?(x?) dx
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|
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11.

12.

13.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

25.

26.

27.

1
J x In(x3) dx

x2 +5x+2

X2 +4x+4
x3 4+ 6x2 +12x + 8

2x3 +3x% + 12x + 2

x2+2x+4

Integral indefinida

dx

J==
J
3
[
|7 =
J
J
[
|
[=
| ==
| 7=
J&
| o=
| =
[

10.

11.

12.

13.

15.

|
|
|
|
|
|
|
|
9.[
|
|
|
|
|
|

s
oo
+
(0]
)
+
A
—

sen(x)

Integracao por substituicao
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Integracao por partes

16. L(x)dx 22. Jcotgxdx. A dica é reescrever cotgx como
1+ 4 sen?(x)
cos x/ sen x, e fazer u = sen x.
sen(x
o [ o)y,
sen®(x) — 1 23. J cossecx dx. A dica é multiplicar cossec x por
5x — 10 (cossec x + cotg x)/(cossec x + cotg x).
18. dx
x2—4x—1 -
24. J cos3(x) sen(x) dx
x—4
19. J ——dx
x2 —8x+ 10 [ X
25. J dx
3 eX +1
| =
20. | ——=dx
1—x8 i
26. J sen (5x + 1) dx
4
+1
21. J. X dx
x2+1

12.3. Integracao por partes

A regra do produto fornece uma segunda técnica fundamental. Escrita ao contrario,
ela permite transferir a derivacdo de um fator para outro e substituir a integral ori-
ginal por uma nova integral. Essa é a integracdo por partes; sua eficiéncia depende
da escolha dos fatores.

12.27 Teorema

Sejam f, g : [a,b] — R diferenciaveis em (a,b). Se existir uma antiderivada
de f’(x)g(x), entdo também existira uma antiderivada de f(x)g’(x) e valera a
formula de integracio por partes:

Jf (0)g’(x) dx = f(x)g(x) - J f'(x)g(x) dx (12.2)

Demonstragdo. Para cada x € (a,b), a regra do produto fornece
[f()g()] = f(x)g(x) + f(x)g’ (),
ou, equivalentemente,
FG)g (x) = [f(x)g(x)]" = f(x)g(x).

Como f(x)g(x) é uma antiderivada de [ f(x)g(x)]’, integrar essa identidade da a
Equagéo (12.2). [

A escolha na integra-

cao por partes

O sinal negativo decorre
de isolar uma das parcelas
na regra do produto. A
escolha de u e dv deve
permitir obter v e tornar
a nova integral mais
acessivel. Nem sempre
du fica mais simples:
aplicacdes sucessivas
podem produzir uma
equagéo para a integral
original.
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12.28 Notacao

Se denotarmos u = f(x) e v = g(x), temos
du = f’(x)dx e dv = g’(x)dx.

e podemos reescrever a Equagio (12.2) como
Judv:uv—Jvdu

Exemplo 12.29 — Integracao por Partes.

Calcule J x cos x dx.

Solucao. A chave para a integracéo por partes é identificar uma parte do integrando
como “u” e outra como “dv”. A pratica ajudara a fazer boas escolhas; mais adi-
ante, apresentaremos alguns principios que auxiliam nesse processo. Nesse exem-
plo, escolheremos u = x, pois sua derivada é uma constante (e, assim, esperamos
que a integral do lado direito seja mais simples); consequentemente, escolhemos
dv = cosxdx. Em geral, é util fazer uma pequena tabela de valores, como abaixo.
Inicialmente, conhecemos apenas u e dv, como mostrado no lado esquerdo da Figura
12.2; a direita, preenchemos os valores restantes. Se u = x, entdo du = dx. Como

dv = cosxdx, v é uma antiderivada de cosx. Logo, podemos escolher v = sen x.
= = ? = =
u=x v =7 - u=x v =senx

du=7 dv = cosxdx du = dx dv = cosxdx

Figura 12.2. Montando a Integracdo por Partes
Fazendo as substitui¢cdes na integral por partes, temos

chosxdx =xsenx — J sen x dx.
Integrando sen x, temos — cos x + C e, assim,

JXCOSde =xsenx +cosx +C.

O exemplo acima demonstra como a integracdo por partes funciona de modo geral.
Tentamos identificar u e dv na integral dada, e o ponto crucial é que geralmente que-
remos escolhé-los de modo que du seja mais simples do que u e que v nédo seja muito
mais complicado do que dv. Isso significa que a integral do lado direito da férmula de

integracdo por partes, | vdu, sera mais simples do que o integrando original J udv.

No exemplo acima, noés escolhemos u = x e dv = cos x dx. Entdo du = dx era mais
simples do que u e v = sen x nao é mais complicado do que dv. Portanto, em vez de
integrar x cos x dx, poderiamos integrar sen x dx, o que sabemos fazer.

Integracao por partes

373



Funcdes de uma Variavel / Integral indefinida Integracgao por partes

Exemplo 12.30 — Integracao por Partes.

Calcule J xe* dx.

<
Solucao. Fazemos u = x e dv = e¥ dx. Logo du = dx e v = ¢*.
Logo, utilizando integracio por partes, temos
Jxex dx = xe* — J e* dx.
Jxexdxzxex—ex+C.
[
Exemplo 12.31 — Integracao por Partes.
Calcule J x? cos x dx.
<

Solucdo. Faremos u = x2 e, logo, dv = cos x dx. Assim, du = 2xdx e v = senx.
A férmula de integracéo por partes fornece entéo:

sz cos x dx = x? sen x — J 2x sen x dx.
Neste ponto, podemos constatar que a integral a direita é realmente mais simples do

que aquela com que comecamos, mas, para calcula-la, precisaremos fazer novamente
uma integracdo por partes. Agora, escolhemos u = 2x e dv = sen x dx.

Como
J 2xsenx dx = —2xcosx + 2 J cos x dx,
temos
sz cosx dx = x% sen x + 2x cos x — ZJcosx dx.
Logo,

szcosxdx =x%senx + 2xcosx —2senx + C.

Exemplo 12.32 — Integracao por Partes.
Calcule J e* cos x dx.

Reunindo as constan-
tes

Em um mesmo intervalo,
somas e diferencas de 374
constantes arbitrarias

podem ser reunidas em
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Solucao. Essa é uma integral classica. Faremos u = e* e dv = cosxdx. Entéo,
du=e"dxev=senx:

Neste caso, du ndo é mais simples do que u. Ainda assim, a repeti¢do da integra-
¢éo por partes permite obter uma equacéo para a integral procurada. A primeira
aplicacdo fornece

Jexcosxdx = exsenx—Jexsenxdx.

A integral a direita tem estrutura semelhante a inicial. Aplicando novamente a inte-
gragio por partes, agora com u = e* e dv = sen x dx, obtemos:
Na segunda aplicacéo,

Jexsenx dx = —excosx+Jexcosx dx.

Substituindo essa expressdo na primeira integracédo por partes,

Jex cos x dx

eXsenx — (—ex cos x + J eX cosx dx)

= exsenx—i-excosx—Jexcosx dx.

O lado direito contém novamente J e* cos x dx. Essa igualdade permite isolar a inte-
gral e determinar seu valor.

Adicionando J e* cos x dx a ambos os lados, obtemos, para uma escolha de primiti-

vas,
ZJexcosxdx =e¥senx +e*cosx

Dividindo ambos os lados por 2:

1
Jex cos x dx E(ex senx + e* cos x).

Simplificando, temos

1
Jex cosxdx = Eex (senx + cosx) + C.

Exemplo 12.33 — Integracao por Partes.

Calcule J In x dx.

Integracao por partes
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Solucao. Até este ponto, obtivemos regras para integrar as funcgdes trigonométri-
cas familiares e €*, mas ainda nfo apresentamos uma regra para integrar In x. Isso
porque In x ndo podia ser facilmente integrado com nenhuma das regras que apre-
sentamos até aqui. A integracdo por partes também se aplica a um integrando escrito
como produto de uma fungéo pelo fator constante um. Escolhendo u = In x e dv = dx,
obtemos du = (1/x)dxev = x.

Logo, por integracao por partes

Jlnxdx =xlnx— Jx%dx.
Essa expressao pode ser simplificada para:

Jlnxdx =xlnx—-x+C.

Exemplo 12.34 — Integracao por Partes.

Calcule J arctg x dx.

Solucao. Utilizaremos o mesmo procedimento da integral anterior. Faca u = arctg x
e dv = dx. Entio, du = 1/(1 + x?) dx e v = x. Por integragio por partes, temos:

dx.

x
Jarctgxdx = xarctgx—J N

+ x2

A ultima integral pode ser calculada por substituicdo. Para néo reutilizar a variavel
ja empregada na integraciio por partes, faca w = 1 + x?, de modo que dw = 2x dx.

1 (1
Assim, | arctg x dx = xarctg x — 2w dw. Logo
w

J arctg x dx = x arctgx — % In(1 + x?) + C.

Integracao por partes

|
Exercicios
Ex. 12.7 Em cada integral, escolha u e dv de 3. flnx dx
modo que a nova integral seja mais simples. Nao é ne-
cessario concluir o calculo.
Ex. 12.8 Calcule [ x cos(2x) dx.
1. foex dx
Ex. 12.9 Calcule [ x%¢* dx usando integragio

2. [ xcos(2x) dx por partes duas vezes.
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12.3.1. Férmulas de recorréncia

As vezes, a integracio por partes ndo encerra o céalculo, mas reduz um expoente
e produz uma integral da mesma familia. Ao registrar essa relacdo, obtemos uma
formula de recorréncia, que permite reduzir o problema sucessivamente até um caso
conhecido.

12.35 Teorema Recorréncias para poténcias de seno e cosseno

Para todo inteiro n > 2, valem as identidades entre primitivas:

1.
n—1
COS X sen x n-—1 _
senx dx = — + sen™ 2 x dx;
n n
2.
n senx cos" lx n—1 n—2
cos x dx = + cos" ¢ x dx.
n n

As constantes de integracdo podem ser incorporadas a primitiva do segundo
membro. Os casos iniciais sdo [1dx = x + C, [senx dx = —cosx +C e
| cosx dx = senx + C.

Demonstragdo. Para o item 1., escreva S, = fsen”x dx e integre por partes com

u=sen" !xedv=senx dx. Comov = —cosxedu = (n— 1)sen” 2 xcosx dx,

obtemos

:"’
Il

—sen” lxcosx+(n—1) J sen 2 x cos? x dx
=—sen™ ! xcosx + (n—1)S,_5 — (n—1)S,.

2 2

Na segunda igualdade usamos cos®*x = 1 — sen“x. Reunindo os termos em S, e

dividindo por n, chegamos a primeira recorréncia.

Para o item 2., escreva C,, = fcos” x dx e tome u = cos™ ! x, dv = cosx dx. Entdo
v=senxedu=—(n—1)cos" 2 xsenx dx, de modo que
C,=cos" xsenx+(n—1) J cos" % x sen® x dx
=cos" Lxsenx + (n—1)C,_p — (n— 1)C,.

2

Agora usamos sen® x = 1 — cos? x. Isolando C,, obtemos a segunda recorréncia.

12.36 Proposicao Recorréncia para x"e*

Para todo inteiron > 1,

Jx”ex dx = x"e* —n J xleX dx.

Integracao por partes
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Demonstracio. Fazendo u = x™ e dv = e¥dx, temos du = nx" ldx e v = €~ Apli-
cando a integracdo por partes, obtemos:

Jx”ex dx = x"e* — J e nx"1 dx

=x"e* —n J X" 1le* dx.

12.37 Proposicao Recorréncia para poténcias da secante
Para todo inteiro n > 2,
2

tex sec™ “x n-—2
sec" x dx = & + sec 2 x dx.
n—1 n—1

Demonstragdo. A prova é por integracio por partes:

J sec™(x) dx = J sec?(x) sec"2(x) dx

d sec"2(x) dx

 tg(x) sec2(x) - j g0 2

Como a derivada de sec” 2(x) = (sec(x))" 2 é (n — 2) sec” 3(x) sec(x) tg(x), temos:
J sec™(x) dx = tg(x) sec” 2(x) — (n — 2) J tg?(x) sec”2(x) dx
Agora, usando a identidade tg?(x) = sec?(x) — 1, temos:
J sec" x dx = tgxsec” 2 x — (n—2) J sec" x dx
+(n— Z)J sec" 2 x dx.

ou seja,
I, = tg(x) sec 2(x) — (n — 2)I, + (n — 2)I,_,

Adicionando (n — 2)I,, a ambos os lados, temos:
(n— DI, = tg(x) sec" 2(x) + (n — 2)I,_,

Como n > 2, temos n— 1 # 0; dividindo por n — 1, obtemos a formula anunciada. m

Integracao por partes
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Exercicios

Ex. 12.10 Calcule as seguintes integrais indefi-
nidas:

1. | xsenxdx
2. | xe *dx

3. | x®senxdx
4. | x3senxdx
5. | xe<" dx

6. | x3e* dx

7. | xem®* dx

8. | e* cosxdx

e** sen(3x) dx

10. | e cos(5x) dx

11. | senxcosxdx
12. | arcsen x dx
13. | arctg(2x) dx
14. | xarctgx dx
15. | arcsen x dx
16. | x coshx dx

o

17. | xsenh x dx

18. | xInxdx
19. | (x —2)Inxdx
20. | xIn(x —1)dx
22. | x*Inxdx
23. | (In x)2 dx
24.

(In(x + 1))* dx

25. | xsec? xdx

I
J
J
J
e
J
J
J
J

26. J x cossec? x dx

Ex. 12.11

1. steczxdx
2. thgzxdx
3. chotgzxdx

4. J cossec x cotg x dx

Integracao por partes

Ex.12.12 Calcule a integral indefinida depois de

fazer uma substituicéo.

1. J cos(ln x) dx
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2. J cos(v/x) dx

3. J ln('v;) dx

Exercicios

Ex.12.13 Encontre a familia de primitivas de
5 4 X
6x” — — +3cosx — 2.
x

Diferencie a resposta para conferi-la.

Ex. 12.14 Determine a func¢io s(t) sabendo que
s’(t) = 3t> — 8t + 6, s(0) = 14. Interprete a constante de
integracdo no contexto de posicdo.

Ex. 12.15 Calcule [ xv5— x2 dx por substitui-
¢éo e explicite a escolha de variavel nova.

Ex. 12.16
uma tabela de integrais. Indique a identidade e a substi-

Calcule j sen? x cos® x dx sem usar

tuicdo empregadas.

Equacoes diferenciais e problemas de valor inicial

4, J e3V* dx

5. Je_lnx dx

Ex. 12.17
vatorio é r(t) = 40+ 12 sen(st/6) L/min. Determine uma
expressdo para a quantidade acumulada ap6s t minutos

A taxa de entrada de agua num reser-

se havia 250 L inicialmente.

Ex. 12.18
lar [ xIn(x + 1) dx. Justifique a escolha de u e dv.

Use integragao por partes para calcu-

Ex. 12.19 Encontre uma féormula de recorréncia

para K,, = f x"e?* dx,n > 1, e use-a para obter Kj.

Ex. 12.20
diferentes como primitivas de um mesmo integrando.

Dois estudantes propdem expressoes

Formule um teste, baseado em derivadas, que permita
decidir se ambas estdo corretas e, em caso afirmativo, se
sdo equivalentes.

12.4. Equacoes diferenciais e problemas de

valor inicial

Em muitos problemas, a informacéo disponivel ndo é a prépria fungio, mas sua taxa
de variagdo. Antiderivar significa, nesse contexto, reconstruir uma fungao a partir

de sua derivada.

12.2 Definicao

mais simples,
dy
il (x),

Uma equacio diferencial é uma equacio que envolve uma fun¢io desconhecida
e uma ou mais de suas derivadas. Neste capitulo, consideraremos apenas o caso

O papel da condicao
inicial

Para y’ = f(x), as so-
lucdes em um intervalo
tém a forma y = F(x)+C,
quando F’ = f. A condi-
¢do y(x,) = y, determina
C =y, — F(x,). Ela fixa
a posicao de um grafico
dentro da familia de
translagdes verticais.

em que f é conhecida e a funcdo y deve ser determinada.
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Resolver essa equagao significa encontrar as funcdes cuja derivada é f. Se F é uma
antiderivada de f em um intervalo, entdo

y(x) = F(x) + C, C eR,

é uma solugdo. Reciprocamente, todas as solugdes nesse intervalo sdo obtidas dessa
forma. Assim, uma equacio diferencial determina, em geral, uma familia de curvas,
e ndo uma tinica curva. Por exemplo, as solucoes de y’(x) = 3x? sio

y(x) = x3+C, CeR

Os diferentes valores de C correspondem as translacdes verticais do grafico de y = x>.

Para selecionar uma curva dessa familia, podemos prescrever o valor da func¢do em
determinado ponto. Uma condigao da forma

y(x0) = ¥

é chamada de condicao inicial. A equacdo diferencial acompanhada dessa condigéo
constitui um problema de valor inicial, ou simplesmente um PVI:

y'(x) = f(x),
y(x0) = Yo

Se F é uma antiderivada de f, a condicéo inicial exige que
F(xp) +C = y.
Portanto, C = y, — F(xp) e, neste caso simples, o PVI possui a unica solucdo
y(x) = F(x) + yo — F(xp).

Geometricamente, entre todas as curvas da familia y = F(x) + C, a condi¢io inicial
seleciona aquela que passa pelo ponto (xg, )

Exemplo 12.38.

Resolva o problema de valor inicial

VY (x) = 2x + 3,
y(1) = 2.

Solucao. Integrando a equacéo diferencial, obtemos
y(x) = x? +3x + C.
Impor y(1) = 2 determina a constante:

2=y(1)=1+3+C,
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de modo que C = —2. A solucdo do PVI é, portanto,
y(x) = x% +3x - 2.
|

Nos exemplos anteriores, as antiderivadas foram obtidas diretamente das regras basi-
cas. O procedimento néo se altera quando o calculo exige uma técnica de integracéo:
primeiro determinamos a familia de solucdes e, em seguida, usamos a condigao ini-
cial para encontrar a constante.

Exemplo 12.39.

Resolva o problema de valor inicial

y’(x) = 2x cos(x?),

y(0) = 3.
4
Solucdo. Para calcular a antiderivada, fazemos
u=x2 du = 2x dx.
Assim,
y(x) = J 2x cos(x?) dx = J cosudu = sen(x?) + C.
Como y(0) = 3,
3=sen0+C=C.
Logo,
y(x) = sen(x?) + 3.
|
Exemplo 12.40.
Resolva o problema de valor inicial
y'(x) = xe”,
y(0) = 1.
<

Solucao. Aplicamos integracdo por partes, escolhendo

u=x e dv = e* dx,
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temos du = dx e v = €*. Assim,

y(x) = xe* — J' X dx
=xe¥—e*+C

=(x—-1e* +C.

Agora, y(0) = 1 implica
1=9y(0)=-1+C,

e, portanto, C = 2. A solugdo procurada é

y(x) = (x — 1)e* + 2.

Exemplo 12.41 — Da taxa ao total acumulado.

Equacoes diferenciais e problemas de valor inicial

Um ajuste simplificado para os dados de um surto localizado descreve a taxa de apa-

recimento de novos casos por

N’(t) = 200te /25, t>0,

em que N(t) é o nimero acumulado de casos ap6s ¢ dias. Suponha que N(0) = 0.

Determine N(t), o numero total de casos previsto pelo modelo e o instante em que a

taxa de novos casos é maxima.

Solucao. O numero acumulado satisfaz o PVI

EN’(t) = 200te /25,

N(0)=0.
Usando )
t 2t
u 75 du 75 dt,
obtemos

N() = J 200te~t/25 dt

= 2500 J e “du

= —2500e “ +C

= —2500et/%5 4 C.

Como N(0) = 0, segue que C = 2500 e, portanto,

N(t) = 2500 (1 - e/%).

No longo prazo, o modelo prevé

lim N(z) = 2500.
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Ja a taxa de novos casos é
r(t) = N'(t) = 200t /%,

Derivando,

212
r(t) = 200e /25 [1 - = ).
25

Como o fator exponencial é sempre positivo, r’(t) = 0 quando

5
I = — = 3,54.

V2

A taxa cresce antes desse instante e decresce depois dele. Assim, o modelo prevé
2500 casos no total e incidéncia maxima aproximadamente trés dias e meio apos o
inicio do periodo considerado. ]

12.4.1. Movimento retilineo

Uma aplicacdo direta dessas ideias aparece na descri¢do do movimento. Considere
uma particula que se desloca ao longo de um eixo. Se x(t) representa sua posi¢cdo no
instante t, entdo a velocidade e a aceleragio sao dadas por

v(t) = x’(1), a(t) = v'(1).

Quando conhecemos a aceleragio a(t), a posicio inicial x(0) = x, e a velocidade
inicial v(0) = v, o movimento pode ser reconstruido resolvendo sucessivamente
dois problemas de valor inicial:

v(t) = a(t), x'(t) = v(t),
v(0) = v, x(0) = x,.

Primeiro determinamos a velocidade a partir da aceleracdo; em seguida, determina-
mos a posi¢do a partir da velocidade.

Exemplo 12.42.

Uma particula move-se ao longo de uma reta com aceleragao
a(t) = 18t.

No instante t = 0, ela estd em x = 5 e encontra-se em repouso. Determine sua
velocidade e sua posicdo no instante ¢.
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Solucao. Integrando v/(t) = 18t, obtemos

v(t) = 9% + Cy.
O repouso inicial implica C; = 0; assim,

v(t) = 92,

Em seguida, x’(¢) = 9t? fornece

x(t) = 33 + C,.
De x(0) = 5, resulta C, = 5. Logo,

x(t) = 3t3 + 5.

[

O exemplo anterior mostra o procedimento geral: a acelera¢do determina a velo-
cidade, e a velocidade determina a posicdo. Quando a acelerag¢do nio depende do
tempo, essas duas etapas levam a formulas especialmente simples.

12.4.2. Aceleracao constante

Um caso particularmente importante ocorre quando a aceleracio é constante:
a(t) = a.

Integrando Vv/(t) = a, temos
v(t) = at + Cy.

Usando a condi¢io v(0) = v, obtemos
v(t) = at + .
Antiderivando novamente e usando x(0) = x,, encontramos
x(t) = %atz + Vot + xo.

Portanto, para um movimento com aceleracio constante,

1
v(t) = at + vy |, x(t) = Eat2 + vt + xp |

12.43 Observacao

A hipoétese de aceleragio constante é essencial. Quando a varia com o tempo, é
necessario antiderivar a fungéo a(t); ndo se pode simplesmente substituir uma
aceleracdo variavel nas féormulas anteriores.
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Exemplo 12.44.

Ao final de uma reta, um carro de Féormula 1 percorre 250 m desde o inicio da fre-
nagem até parar. Suponha, em um modelo simplificado, que sua aceleracdo tenha
permanecido constante e igual a

—20m/s?.

Qual era a velocidade do carro no instante em que os freios foram acionados?

Solucao. Tomamos ¢t = 0 no inicio da frenagem e x, = 0. Se v, é a velocidade

procurada, entdo
v(t) = =20t + vy, x(t) = =10t + yyt.

Se T > 0 é o instante em que o carro para, temos v(T) = 0 e x(T) = 250. Consequen-

temente,

—20T + vy = 0,
—10T? + v, T = 250.

Da primeira equacéo, vy = 207T. Substituindo esse valor na segunda,
10T? = 250,
de onde T = 55s. Assim,
v =20-5=100m/s = 360 km/h.

Esse valor é uma previsao do modelo de desaceleracdo constante. Em uma frenagem
real, a aceleracdo varia ao longo do tempo. |

Exemplo 12.45.

Um elevador parte do repouso e percorre 12m em 4 s com aceleracéo constante. De-
termine a aceleracgdo e a velocidade ao final desse intervalo.

Solucao. Tomamos x; = 0 e vy = 0. Como x(4) = 12,
L2
12 = 561(4) = 8a,
de modo que a = 1,5m/ s%. Portanto,
v(4)=a-4=6m/s.

O exemplo mostra como uma informacéo de posi¢cdo pode determinar a aceleragéo
do modelo e, em seguida, a velocidade. ]
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A queda livre fornece um caso fisico importante de aceleracdo aproximadamente

constante.

12.4.3. Movimento vertical sob a acao da gravidade

Perto da superficie da Terra, e desprezando a resisténcia do ar, a aceleragdo de um
corpo em queda livre pode ser considerada constante. Seu modulo é

g£=98m/ s2,
e sua direcdo é vertical, apontando para baixo.

Se escolhemos o eixo y positivo para cima, entdo a = —g. As férmulas do movimento
com aceleracio constante tornam-se

1
v(t) = —gt + v, y() = —Egt2 + vt + Y-
Usando g = 9,8 m/sz,

v(t) = =98t +vy,  y(t) = —4.9t% + vt + .

Exemplo 12.46.

Um dardo é langado verticalmente para cima a partir do solo e retorna ao chio 10s
depois. Desprezando a resisténcia do ar, determine sua velocidade inicial e a altura
maxima prevista pelo modelo.

Solucao. Como y, =0,
y(t) = —4,9t% + yt.

O dardo retorna ao chio no instante t = 10, de modo que
0 = y(10) = —4,9(10)? + 10v,.

Logo,
v =49m/s.

A altura méxima é atingida quando a velocidade se anula:
v(t) = —9,8t + 49 = 0.
Isso ocorre em ¢t = 5. Portanto,
Ymax = Y(5) = —4,9(5)? + 49(5) = 122,5m.

A resisténcia do ar reduziria a altura atingida; o valor obtido corresponde ao modelo
idealizado de queda livre. ]
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Exercicios

Ex. 12.21 Uma particula se desloca sobre o eixo 3. f/(x)=3e"e f(0)=1
x com uma func¢io posi¢do x = x(¢). Determine x = x(t)

sabendo que: 4. f'(x) =6x*>—4xe f(1) =5
1 ‘jl_f =2t —1ex(0)=2 5. f'(x) = cossec’ x e f(r/4) =2
dx 1 6. f'(x)=3%e f(1)=2
2. %:mex(O):O
7. f”(x)=8¢e f'(0) =3, f(0) =5
3 (iz—x—Sev(O)—lex(O)—l
A - B 8. f"(x)=12xe f'(0) = -2, f(0) =14
4. % =e'ev(0)=0ex(0)=1 9. f"(x) =3¢ e f'(0) =1, f(0) = 2
d%x 10. f”(60) = cosfe f'(0) =1, f(0) =3
5. i cos(3t)ev(0) =1ex(0)=0
11. f”(x) = 6x+3* —senxe f'(0) =4, f(0) =0
Ex. 12.22 Resolva os seguintes problemas de va- 12. f7(x)=0e f/(2) =5, f(2) = 1

lores iniciais.

1 f'(x)=5x—1e f(0) =3 13. f'(x) = xe™ e f(0) = 1

) ) cose f(0)— 2 1 f7() = = (> 0)e /() =0, f(1) =2

Exercicios

Ex. 12.23 Um movel parte de xy = 4m com ve- Ex. 12.25 Uma pedra é langada verticalmente
locidade v, = 3m/s e aceleracdo constante a = 2m/s?. para cima com velocidade inicial 19,6 m/s a partir de
Determine v(5) e x(5). uma altura de 5m. Desprezando a resisténcia do ar, de-

termine o instante em que atinge a altura maxima e essa

. altura.
Ex. 12.24 Um carro reduz uniformemente sua v

velocidade de 30 m/s a 10m/s em 5s. Determine a ace-
leracdo e o deslocamento nesse intervalo.
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13

Integracao definida

A natureza ri das dificuldades da integracdo.

Pierre-Simon Laplace

A integral definida permite representar a acumulacdo de pequenas contribuicdes dis-
tribuidas ao longo de um intervalo. Sua construgédo parte de um problema distinto
daquele das antiderivadas. O célculo de areas fornece o primeiro modelo dessa ideia;
as somas de Riemann a transformam em uma definicdo precisa. O Teorema Funda-
mental do Célculo estabelece a relacdo entre acumulacio e antiderivacdo. A partir
dessa relagao, integrais definidas podem ser calculadas por primitivas, e os métodos
de substituigio e integragao por partes se estendem as integrais definidas.

13.1. Areas e somas de Riemann

Considere inicialmente uma funcdo continua e ndo negativa f em [a,b], com a < b.
Queremos determinar a area da regido delimitada por seu grafico, pelo eixo x e pelas
retasx =aex =b.

A regido pode ser aproximada por uma colec¢éo de retingulos, como na Figura 13.1.
Ao refinar a divisdo do intervalo, diminuem-se as larguras dos retingulos, e suas
areas fornecem aproximacoes sucessivas da area procurada. O limite dessas somas
daré a definigao precisa.

Neste capitulo

13.1 Areas e somas de Rie-
mann 389

13.2 Integral Definida 396

13.3 * Fungodes Continuas sio
Integraveis 401

13.4 Propriedades da Inte-
gral 404

13.5 Teorema fundamental do
calculo 412

13.6 Deslocamento e espaco
percorrido 422

13.7 » As funcdes logaritmica
e exponencial revisitadas 426

Integral e area geomé-
trica

Com os extremos em
ordem crescente, as re-
gides acima do eixo con-
tribuem positivamente
para a integral, e as re-
gides abaixo contribuem
negativamente. A area ge-
ométrica entre o grafico
e o eixo soma ambas po-
sitivamente: ela é obtida
integrando | f].
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/| /|

a b a b

Figura 13.1. Ao refinar a partigdo, a soma das areas dos retangulos se aproxima da area sob
o gréafico.

Considere a regiio abaixo do grafico de y = x? em [0, 1], apresentada na Figura 13.2.
Como x2 > 0 nesse intervalo, sua area geométrica coincide com a acumulagdo com
sinal que, mais adiante, chamaremos de integral de x? entre 0 e 1 e denotaremos por

1
J x? dx. Primeiro faremos aproximagdes. Dividimos [0, 1] em quatro subintervalos
0

de comprimento 1/4: [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4] e [3/4,1]. Essa divisdo é uma
particdo do intervalo. Em cada subintervalo, desenharemos um retangulo.

o o o o 0
0 14 12 3/4 1

Figura 13.2. Regido sob

Figura 13.3. Particdo do intervalo [0, 1] em quatro subintervalos iguais. f(x) = x em [0, 1], cuja drea

sera aproximada por somas de
Riemann.

Trés escolhas sdo usuais para determinar a altura de cada retangulo: o extremo
esquerdo, o extremo direito e o ponto médio do subintervalo.

B Extremo esquerdo. A altura é o valor da fun¢io no extremo esquerdo de cada
subintervalo.

B Extremo direito. A altura é o valor da funcdo no extremo direito de cada subin-
tervalo.

B Ponto médio. A altura é o valor da funcdo no ponto médio de cada subintervalo.

Extremo esquerdo Extremo direito Ponto médio
fo f —~J
|
I T\\
| | \
| |
/ | \/
R
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
HEEEEN
b a b a b

Figura 13.4. Aproximacdes pela esquerda, pela direita e pelo ponto médio. Os pontos sobre
a curva identificam as amostras que determinam as alturas.
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Exemplo 13.1.

1
Aproxime o valor de J x? dx utilizando o extremo esquerdo, o extremo direito e o

0
ponto médio, com 4 subintervalos de mesmo tamanho.

Solucdo. Aproximacio usando o extremo esquerdo. Dividiremos o intervalo
[0, 1] em 4 subintervalos. Na Figura 13.5, os pontos sobre a curva indicam os extre-
mos esquerdos usados como amostras; as guias verticais mostram as alturas corres-
pondentes.

1/2+
Iha = fQ/2)=1/4
—T | |
0 1/4 1/2 3/4 1
Ax=1/4

1
Figura 13.5. Aproximando J x? dx usando o extremo esquerdo. A seta vertical destaca uma

0
altura e a chave horizontal destaca a base Ax.

Observe que no primeiro subintervalo, [0,1/4], o retangulo tem altura f(0) = 0.
Desta forma somando as areas dos retangulos (base x altura) temos:

f0)-1/4+ f(1/4)-1/4+ f(1/2)-1/4+ f(3/4) - 1/4 =
0+1/64+1/16 + 9/64 = 14/64.

Aproximacio usando o extremo direito.

1/2¢

Ihz - f0/2 =1/

5 : : *
1/4 1/2 3/4
Ax=1/4

1

Figura 13.6. Aproximando J x? dx usando o extremo direito. Cada altura é determinada
0
pelo ponto marcado na extremidade direita.

Areas e somas de Riemann
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Somando a area dos retangulos (alturax bases) temos:

fQ/4)-1/4+ f(1/2)-1/4+ f(3/4) - 1/4+ f(1)-1/4 =
1/64+1/16 +9/64 + 1/4 = 30/64.

Aproximacio usando o ponto médio. A Figura 13.7 mostra a aproximacio de f
usando o ponto médio.

1/2+ /

) = 25/64
0 1/4 1/2 3/4 1
Ax =1/4

1

Figura 13.7. Aproximando J x% dx usando o ponto médio. Cada guia passa pelo centro da
0
base do respectivo retangulo.

1

Temos a aproximacio de J x% dx como:
0

fQ/8)-1/4+ f(3/8)-1/4+ f(5/8)-1/4+ f(7/8)-1/4 =
1/256 + 9/256 + 25/256 + 49256 = 21/64.

2 ¢ crescente em [0, 1], os extremos esquerdos produzem retangulos abaixo

Como x
do grafico e, portanto, subestimam a integral; os extremos direitos a superestimam.

Neste exemplo, a soma dos pontos médios é a mais precisa das trés: 21/64 esta mais

préximo do valor exato 1/3 do que 14/64 e 30/64. ]
Exercicios
Ex. 13.1 Para f(x) = x em [0, 2], use quatro su- Ex. 13.2 Se f é crescente em [a, b], qual das so-

bintervalos iguais e calcule as somas pelos extremos es- mas com uma mesma parti¢do, esquerda ou direita, for-
querdos, pelos extremos direitos e pelos pontos médios. nece a estimativa menor?
Compare-as com a integral exata.

Exercicios

Ex. 13.3 Uma tabela fornece a poténcia de uma Para quatro subintervalos de comprimento h, a regra de

bomba a cada 2 s:

ts) o0 2 4 6 8
P(W) 120 150 138 132 110
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Simpson é uniforme x; = ih, com h = 1/2. Calcule as aproximagdes
h xp) + f(x ’
S1= 5[ fG0) +4(fG) + f() 1, = | LT $ g
i=1
+2f(xp) + f(x4)]-
e
h
Use-a para aproximar a energia transferida pela bomba Sy = §[ f(xo) + 4( flx) + f(x3))
no intervalo e indique a unidade do resultado.
1 +2f(e) + f(x)].
Compare os valores e explique por que a integral nao foi
Ex. 134 Para foz e dx, considere a particdo calculada por meio de uma primitiva elementar.

13.2 Observacao
Dada uma particdo de [a, b], o i-ésimo subintervalo é [x;_;, x;]. As trés escolhas
anteriores correspondem as seguintes marcas x;":

B extremo esquerdo: X, = x;_;, com altura f(x;_);

B extremo direito: x; = x;, com altura f(x;);

X1+ X

i, com altura f (

e X1+ X
® ponto médio: x" = ﬁ)

2

Mais geralmente, podemos escolher qualquer marca x° € [x_1,%]. Se Ax; =
X; — X;_1, @ €Xpressao

> f)A%;
i=1

¢ uma soma de Riemann de f em [a,b].

Nos proximos calculos, manteremos uma escolha simples de marcas, mas deixaremos
o nimero de subintervalos variar. Isso permitira observar o limite das aproximacdes
antes de formular a definicdo geral.

Exemplo 13.3.

1
Calcule J x% dx aproximando a area utilizando o extremo direito com n subinterva-

0
los igualmente espacados.

Solucao. Sabemos que Ax = —— = 1/n. Também sabemos que x;_; = (i — 1)/n.
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O extremo direito é x; = i/n. Assim, a soma sera

1 n
J x%dx = Zf(xi)Ax

0 i=1

Il
~
—
SHES
~—
B>
=

S

_ (%)( (n+ 1)6(2n+ 1))

2n? +3n+1
6n?

Encontramos uma férmula para aproximar a integral definida utilizando n subinter-
valos igualmente espacgados e o extremo direito. Com 10 subintervalos, temos uma
aproximacao de 0,385. Com n = 1000, obtemos uma aproximacio de 0,3338. ]

Exemplo 13.4.

5
Aproxime J x3 dx usando o extremo direito e n subintervalos igualmente espaca-
-1

dos; em seguida, faca n — oo para encontrar o valor exato da integral, isto é, a area
com sinal.

Neste caso Ax =

5—-(-1
% = 6/n. Também temos que x; = (—1) + iAx; A soma

Areas e somas de Riemann
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correspondente ao extremo direito é:
5 n

J dx = Z f(x)Ax
-1 =1

n

= Zf(—l +iAx)Ax
i=1
n

= Z(—l +iAx)3Ax
i=1

n
= Z ((iAx)3 —3(iAx)? + 3iAx — I)Ax
i=1
(distribuindo Ax)

n
= Y (BAx* - 3iAx3 + 3iAx? — Ax)
i=1

(abrindo o somatoério)

n n n n
=Ax4Zi3—3Ax3Zi2+3AxZZi—ZAx
i=1 i=1 i=1 i=1

Ay (n(nz-l- 1))2 A n(n + 1)6(2n +1)

nn+1)

+ 3Ax? nAx

(usando Ax = 6/n)

n4 4 n3 6
36 n(n+1)
nz 2

_ 1296 n*(n+1)* 5216 n(n+1)2n+1)

+3 6

(simplificando)

378 216
=156+ — + =

n n
Mais uma vez, encontramos uma férmula sucinta para aproximar a integral definida
utilizando n subintervalos igualmente espacados e o extremo direito. Com 10 subin-
tervalos, temos uma aproximacao de 195,96. Com n = 100, obtemos uma aproxima-

¢do de 159,802.

Areas e somas de Riemann
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100

50

. =~ : :

-1 1 2 3 4 5

\4
x

5
Figura 13.8. Aproximando J x* dx usando o extremo direito e 10 subintervalos igualmente
-1
espagados.

Podemos agora calcular o valor exato utilizando o limite

5
J x> dx = lim
-1

n—oo

378 216
<156 +— + —2> = 156.
n n

13.2. Integral Definida

Malha da particao

Os exemplos anteriores usaram particdes uniformes e marcas escolhidas de uma ma- o )
. . L . A condigéo |P| — 0 exige
neira particular. Uma defini¢do ndo pode depender dessas conveniéncias: ela deve .

que o comprimento do

produzir o mesmo nimero para subintervalos de comprimentos diferentes e para e bl famh
qualquer escolha de marcas, desde que toda a particéo se torne suficientemente fina. a zero. Fazer apenas o

Seja [a,b] C R um intervalo fechado e limitado, com a < b. Dizemos que namero de subintervalos
crescer nao exclui par-

P:a=xg<x<xp<-<x,=b neN, ticdes em que alguma
faixa permaneca larga.

é uma particao ou divisao de [a, b]. Neste caso, escrevemos P = {x}i-,, comn > 1.
A norma ou malha da particdo é o maior comprimento de seus subintervalos:

|P| = max (x; — x;_1)
1<i<n

Assim, |P| — 0 exige que todos os subintervalos se tornem pequenos, e ndo apenas

que seu nimero aumente.

o o—0 o o )
Xp =a X1 X X3 x,=b

Figura 13.9. A particio P divide [a, b] nos subintervalos [x_, x;].

Denotaremos por Ax; = x; — x;_; 0 comprimento do i-ésimo subintervalo e escolhe-
remos uma marca x;7 € [x;_y,x;| em cada um deles. O conjunto das marcas sera
denotado por C = {x"}"; o par (P,C) é chamado de parti¢io marcada.
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xq X3 X3 X
*—o——0—0— 00— — 00— 00
Xp=a X1 X2 X3 X, =b

Figura 13.10. Em cada subintervalo, a marca x;" determina a altura f(x") do retangulo.

Para uma fungéo limitada f : [a,b] — R, a soma associada a parti¢do marcada (P, C)
é
n
Rf)p,c = Z f(xl-*)Axi.
i=1
A integrabilidade exige uma convergéncia uniforme em relacido a todas essas es-

colhas: quando a malha é pequena, toda soma de Riemann deve estar proxima do
mesmo numero A. A formulacéo precisa é a seguinte.

13.1 Definicido Integral de Riemann
Uma funcio limitada f : [a,b] - R, com a < b, sera dita integravel, se existir

A € R tal que para todo € > 0, exista § > 0 tal que

<é¢

> fG)A% — A
i=1

para toda particdo de [a,b] com |P| < §, qualquer que seja a escolha das marcas
x" € [x_1, x]. Neste caso, escrevemos

A= Jb f(x) dx

que é denominada integral definida ou simplesmente integral de f em relacdo
a x no intervalo [a, b].

A integral é um ntimero; a letra x em dx identifica apenas a variavel de integracio.
Quando f > 0, esse nimero coincide com a area sob o grafico. Quando f muda
de sinal, as contribuicdes abaixo do eixo x entram com sinal negativo, e a integral
representa uma acumula¢do com sinal.

A definicao estabelece o que significa ser integravel, mas ainda nio garante que uma
funcdo dada tenha essa propriedade. O primeiro critério amplo de existéncia é o
seguinte.

13.5 Teorema Funcgodes Continuas sao Integraveis

B Seja f uma funcio continua no intervalo fechado [a, b]; entdo, f é integravel
em [a,b].

B Se f é limitada e continua por partes no intervalo [a, b], entdo f é integravel
em [a,b].

A demonstracio sera apresentada na proxima sec¢do. Antes disso, calcularemos algu-

Integral Definida
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mas integrais diretamente pela defini¢do. Como as fung¢des consideradas sdo conti-
nuas, o teorema garante sua integrabilidade; podemos, portanto, escolher parti¢des
e marcas que simplifiquem as contas.

Exemplo 13.6.

b
1
Mostre que J xdx = E(b2 —a%).
a

Solucao. Subdividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de tamanho

b—a
Ax =
n
Dessa forma, os pontos da particdo sdo:
N b—a N 2b —a
Xo=a Xy =a , Xp=a ,
0 1 n 2 "

b—a
X =a+k ,

Agora, escolheremos x;; como o extremo direito do subintervalo, isto é, x; = x.
Logo,

b n
J xdx = lim ) f(x})Ax
a n—oo =1

n

= lim Z [a—i—kb_a] <b—a>
n—>c>ok:1 n n

n

=(b-a) lim lZ[a+kb_a]

naoonkzl n

1< b—a —
=(b—a) lim - Za+ Zk]
k=1 L

n—oo N
b—an(n+ 1)]
n

=(b—a) lim l[na+

n—oo N 2
=(b—-a) lim [a+ _b—a—n(n;i- 1)]
n—oo 2 n

:(b—a)[a—i—b;a lim ”("“)]

n—o0 n2
b—a
—(b—a)<a+ 5 )

S0P %)
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Exemplo 13.7.

1
1

Mostre que J x?dx = .
0 3

Solucao. Subdividimos o intervalo [0, 1] em n subintervalos de tamanho
1
Ax = -
n

Dessa forma, os pontos da particéo sio:

1
s xz = 2_,

X9 =20 X1 = —
0 1= n

1
X = k;, x, =1

Agora, escolheremos x,ir como o extremo esquerdo do subintervalo, isto é, x,j = Xp_1.

Logo,

1
J x2 dx
0

n
lim Z fGe)Ax
n 2
lim 3 [(k— 1)1] 1
n—oo = n n
1 n
lim — " (k- 1)
k=1

n—oo n3

1 n n n
lim — Zkz—zzk+21]
k=1 k=1 k=1

n—oo n3

lim — [2n(n + 120+ 1)~ nn + 1) + ]
n—con” L6

. [l 1 l]
= lim |— — — + =
00 6712 2n 3

n—
1
3

Exemplo 13.8.

a
Mostre que J x}dx =a*/4 paraa > 0.
0

Solucao. Subdividimos o intervalo [0, a] em n subintervalos de tamanho

a
Ax = —
n

Dessa forma, os pontos da particdo sio:

a 2a
XOZO xlzz, XZIF,

Integral Definida
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ka
Xk = 7, X, =a
Agora, escolheremos x; como o extremo direito do subintervalo, isto é, x;' = x;.
k k k

Logo,

a n
J x3dx = lim Z fO)Ax

0
n 3
kal’ a
= 1i =12
ningo];[n] n

I
Tr
g8
3'9
[N =N
™
k‘
w

I
=
8
| S
|
=
Do
~
S
+
—_
~—
oo
N~—

Exemplo 13.9.

b
Mostre que J' eXdx = el — e

a

Solucao. Subdividimos o intervalo [a, b] em n subintervalos de tamanho

b—a
n

Ax =

Dessa forma, os pontos da parti¢éo sao x, = a + kAx. Agora, escolheremos x;; como
o extremo direito do subintervalo, isto é, x,f = x3.. Logo,

b n
J e*dx = lim Zf(x]’;)Ax
a n—>oo k:l

n
lim Z

ea+kAx Ax

n
= lim e*Ax Z ekAx

n—oo k:l

Usando a féormula da soma da P.G.

eAx ((eAx)n _ 1)

= lim e%Ax 0
n—oo eRx — 1
b—a
e -1
= lim e%®*Ax 0
n—soco eRfx — 1
Quando n — oo temos que Ax — 0
eAx(eb _ ea)

=l -~ 7
Ax—0 (A% —1)/Ax
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Como (e®* — 1)/Ax — 1 quando Ax — 0

= b — e

Exercicios

Ex. 13.5 Para f(x) = x? em [0, 1], considere a

particdo P = {0,1/4,1} e as marcas x; = 1/8 e x; = 1/2.

Calcule a soma de Riemann Ry p ¢ e a malha |P|.

Ex. 13.6 Mostre diretamente, usando somas de
Riemann, que a funcio constante f(x) = c é integravel
em [a, b] e determine sua integral.

* Funcdes Continuas sao Integraveis

Ex. 13.7 Para f(x) = x em [0, 1], use a parti¢do
uniforme e os extremos direitos para escrever a soma
com n subintervalos e calcular seu limite.

Ex. 13.8 Dé uma sequéncia de parti¢des de [0, 1]
cujo numero de subintervalos tenda ao infinito, mas cuja
malha néo tenda a zero. Explique por que a defini¢ido usa
|P| — 0, e ndo apenas n — oo.

13.3. x Funcoes Continuas sao Integraveis

A definicdo anterior contém duas exigéncias simultaneas: controlar particdes dife-
rentes e controlar todas as marcas em cada particdo. As somas inferiores e superi-
ores resolvem a segunda dificuldade, pois delimitam de uma s6 vez todas as somas
de Riemann associadas a mesma parti¢do. Restara entdo mostrar que a distancia en-
tre esses dois extremos tende a zero. Esta secdo apresenta a justificativa rigorosa
desse argumento. Numa primeira leitura, pode-se aceitar o Teorema 13.5 e seguir
diretamente para a sec¢do de propriedades da integral.

13.2 Definicio Soma Superior e Inferior

Seja I; = [x;_1, x;]. Para uma fungéo limitada f : [a,b] — R, defina
m; = inf f(x) e M; =sup f(x).
x€l; x€l;

As somas inferior e superior de f em relacéo a particio P sio, respectivamente,

I(f,P)= Y mAx; e S(f.P)=) MAx.
i=1 i=1

Como m; < f(x") < M; em cada subintervalo, toda escolha de marcas satisfaz

I(f.P) < Repe < S(f, P).

A diferenca S(f, P)—I(f, P) mede, portanto, a incerteza maxima causada pela escolha

das marcas nessa particéo.
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Figura 13.11. As somas superior S(f, P) e inferior I(f, P) limitam a area sob uma funcéo
continua e positiva.

Se uma particido P’ refina P, cada infimo pode apenas aumentar e cada supremo pode
apenas diminuir quando subdividimos um intervalo. Portanto,

I(f,P) <I(f,P") <S(f,P") < S(f,P).

Para duas particdes quaisquer P, Q, a unido de seus pontos é um refinamento comum,
de modo que I(f, P) < S(f,Q). Como f é limitada, o nimero

A = sup{I(f,P) : P é particdo de [a,b]}

é finito e satisfaz I(f,Q) < A < S(f, Q) para toda particdo Q. Assim, se a diferenca
S(f,Q) — I(f,Q) se tornar arbitrariamente pequena, as duas somas serao forcadas a
convergir para esse mesmo nimero A.

13.3 Definicdo Integral de Darboux
Considere uma funcéo limitada f : [a,b] — R. Se existe A € R tal que

lim I(f,P) = lim S(f,P) = A,
e (f.P) e (f.P)

dizemos que a integral de Darboux existe e vale A. Os limites referem-se a todas
as parti¢des cuja malha tende a zero. Pelo argumento dos refinamentos, basta
que S(f, P)—I(f, P) — 0: ambas as somas ficam entdo arbitrariamente proximas
do nimero A definido acima.

13.10 Teorema

A integral de Riemann existe se e somente se a integral de Darboux existe.
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Demonstragdo. Para qualquer particdo P e qualquer conjunto de marcas C,

I(f,P) < Rppc < S(f,P).

Se as somas de Darboux convergem para A quando |P| — 0, o confronto mostra
que todas as somas de Riemann também convergem para A, independentemente das
marcas.

Reciprocamente, suponha que a integral de Riemann seja A. Dado ¢ > 0, escolha
6 > 0 tal que toda soma de Riemann de malha menor que ¢ difira de A por menos
que ¢/2. Tome uma parti¢do qualquer P com |P| < §. Pela defini¢do de supremo e
infimo, em cada [x;_1, x;] podemos escolher u;, v; tais que

St ( y <SS el fr 2(b€—a)

Multiplicando pelos comprimentos e somando, obtemos
S(f.P)<Rfpguyt+e/2<A+e, I(f,P)>Rpppy—€/2>A—e

Como I < R < S e qualquer uma dessas somas de Riemann também esta a menos
de ¢/2 de A, ambas as somas de Darboux estdo a menos de ¢ de A. Isso prova a
convergéncia exigida. ]

13.11 Teorema Funcdes Continuas sdo Integraveis

Seja f uma funcéo continua no intervalo fechado [a, b]; entdo, existe a integral
de Riemann de f.

Demonstragao. Dado ¢ > 0, a continuidade uniforme de f em [a, b] fornece § > 0 tal
que

lu—v|<éd =

Considere uma particdo P = {x, ..., x,} com |P| < §. Em cada subintervalo [x;_1, x|,
o Teorema de Weierstrass garante pontos u e Vi nos quais f atinge, respectivamente,
0 méaximo e o minimo. Como |y — vi| < x; — X1 < J, temos

f) = f) < .
Portanto,
S(f,P) = I(f,P) = ) (f(u) = F()) (e = %-1)
k=1

n

£
< b—a Z(xk — X-1) = &.

k=1

A diferenca entre as somas superior e inferior tende, assim, a zero quando |P| — 0.

Pela equivaléncia entre as integrais de Darboux e de Riemann, f é integravel. ]
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13.12 Corolario Funcdes continuas por partes sdo integraveis

Se f é limitada e continua por partes em [a, b], entdo f é Riemann-integravel
em [a,b].

Demonstragao. Seja D o conjunto finito formado pelos pontos de divisdo dos trechos
e pelos extremos a, b, e escreva r = |D|. Pelos limites laterais finitos, a restricdo de f
ao interior de cada trecho admite uma extensido continua ao fecho. Cada uma dessas
extensdes é uniformemente continua. Escolha M com |f| < M; se M = 0, nada ha a
provar.

Dado ¢ > 0, escolha uma malha § tido pequena que, nos subintervalos que néo tocam
D, a oscilacdo seja menor que £/(2(b — a)), e que 4Mrd < ¢/2. Os subintervalos de
uma particdo com |P| < § que tocam D tém comprimento total no maximo 2rd. Sua
contribuicdo para S —1I é no maximo 4Mr$ < £/2; a contribuicio dos demais é menor
que ¢/2. Portanto, S — I < ¢ para toda particdo suficientemente fina. A equivaléncia
com Riemann prova a integrabilidade anunciada no Teorema 13.5. ]

13.4. Propriedades da Integral

A integral foi construida a partir de somas, e suas propriedades refletem essa origem.
Elas serdo organizadas em trés grupos: operacdes algébricas, comparacio de fun-
¢oes e decomposi¢do do intervalo. Antes disso, estenderemos a notagao para incluir
intervalos de comprimento zero e limites de integracdo invertidos.

13.4 Definicao
Definimos j; f(x) dx = 0. Paraa < b e f integravel em [a, b], definimos

J: f(x) dx == — Jj f(x) dx.

Operacoes algébricas

A linearidade permite integrar combinacdes lineares termo a termo. O produto de
funcdes integraveis também é integravel, embora nio exista uma formula que escreva
sua integral apenas em termos das integrais dos fatores.

Propriedades da Integral

A orientacao da inte-
gral

Define-se a integral com
os extremos invertidos
como o oposto da in-
tegral original. Essa
convengao preserva a
aditividade: percorrer
um intervalo e retornar
produz contribuicao total
nula. O sinal pertence a
orientagdo da integral; a
area geométrica continua
ndo negativa.
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13.13 Proposicao

Sejam f, g : [a,b] — R funcoes integraveis. Entdo a integral é linear, isto é,

B para todo A € R, a funcéo Af é integravel e
b b
J Af(x) dx = AJ f(x) dx.
a a
B A funcido f + g é integravel e

b b b
j [fGO) + g(O] dx = j G do + j () dx.

Demonstragao.

b n
J Af(x) dx = lim > Af(x)Ax;
a |P|—0 =
n
= lim 1 Y A
s 2, FG)Ax;
n

= A lim Z F(x)Ax;

|Pl=0 =

= Abe(x) dx

b n
[ 700+ 500 ax = tim ¥ [70)+ g0a0)] o
a i=1

= lim [Z F&)Ax; + Z g(xi*)Axi]
i=1

IPI=0 | =

n n
= lim (x)Ax; + lim () Ax;
lPHO;f A%, lPHOi;g A%,

= Jb f(x) dx + JJJ g(x) dx

13.14 Proposicao

Se f e g sdo integraveis em [a, b], entdo o produto fg também é integravel.

Demonstragdo. Escolha My, My com |f| < My e |g| < M,. Para dois pontos u, v de
um mesmo subintervalo,

|f(Wgw) — f(MgW)| < Mylg(w) — W) + My f(w) - f()I.

Portanto, a oscilagdo do produto € no méaximo My vezes a oscilagdo de g mais M,
vezes a de f. Multiplicando pelos comprimentos e somando,

S(fg.P)— I(fg.P) < Mg(S(g. P) — I(g. P)) + My(S(f.P) - I(f.P)).

Propriedades da Integral
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O lado direito tende a zero quando |P| — 0. A equivaléncia entre as integrais de
Darboux e Riemann da o resultado. ]

Comparacao e estimativas

Como os comprimentos Ax; sdo nio negativos, desigualdades entre funcdes passam
as somas de Riemann e, depois, as integrais. Essa observacao produz critérios simples

para sinal, comparacgio e estimativa.

13.15 Proposicao

Sejam f,g : [a,b] — R integraveis, com a < b. A integral preserva a nio
b

negatividade, isto é, se f(x) > 0, para todo x € [a,b], entdo J f(x) dx > o.
a

Em particular, se g(x) < f(x) para todo x € [a, b], entdo

Jb gx) dx < Jb f(x) dx.

Além disso, se f(x) = 0, para todo x € [a,b], entdo f sera integravel e

I f(x)dx=0.

n
Demonstragao. Como f(x") > 0 entéo Z f(x)Ax; >0
i=1

b n
J f(x) dx = lim Z F(x)Ax; >0
a |Pl=0 =

Para demonstrar a segunda parte, aplique a primeira a fun¢io integravel f —g >0e
use a linearidade. ]

13.16 Proposicao
Seja f : [a,b] — R integravel e m, M € R. Se m < f(x) < M entéo:

b
m(b —a) < J f(x)dx < M(b—a)

Demonstragao. Pela Proposicao 13.15 temos:

medxg be(x)deJ'bde

b
m(b—a) < J f(x)dx < M(b—a)
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Decomposicao do intervalo

Dividir o intervalo de integrac¢do ndo altera a acumulacdo total: apenas separa a
mesma soma em duas parcelas. Essa propriedade sera indispensavel quando o inte-
grando mudar de sinal ou quando um extremo de integracio passar a variar.

13.17 Proposicao
c
A integral é aditiva, isto é, se existirem as integrais J
a

b
f(x) dx e J f(x) dx,

b
com c € [a,b], entdo existira a integral J f(x) dxe
a

be(x) dx = ch(x) dx + be(x) dx .

c

Isto quer dizer que basta integrar f nos dois subintervalos contiguos para obter
a

a integral em [a, b]. Em particular, quando ¢ = a, teremos J f(x) dx =o0.
a

Demonstragao. Se ¢ = a ou ¢ = b, a igualdade segue da definicdo da integral em um
intervalo de comprimento zero. Suponha a < ¢ < b. Para parti¢cdes que contém c, a
soma de Riemann em [a, b] é a soma das duas somas de Riemann nos subintervalos.
Quando a malha tende a zero, ela converge para a soma das integrais dadas.

Para uma parti¢do que ndo contém c, acrescente esse ponto. Apenas o subintervalo
que contém c ¢ dividido. Se | f| < M em [a, b], a diferenca entre a contribui¢io antiga
e as duas novas é no maximo 2M|P|, qualquer que seja a escolha das marcas. Essa
diferenca tende a zero; portanto, todas as somas tém o mesmo limite, provando a
integrabilidade e a igualdade. ]

Reciprocamente, uma funcio integravel em [a, b] é integravel em cada subintervalo.
Para ver isso, estenda uma particdo fina do subintervalo a uma particdo igualmente
fina de [a,b]: a soma das oscila¢des, multiplicadas pelos comprimentos, no subinter-
valo é no maximo a soma correspondente no intervalo inteiro, que tende a zero. Esse
fato permite usar livremente integrais com extremo variavel.

Propriedades da Integral
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\
f
f)

a C b\
b

b c
Figura 13.12. J f(x) dx = J f(x) dx+J f(x) dx

Propriedades da Integral

Exercicios
Ex. 13.9 Sabendo que foz f(x)dx = 3 e riorpara jl4f(x) dx.
f25 f(x) dx = —1, calcule f(f f(x) dx.
Ex. 13.11 Se jff = -2e jfg =
Ex. 13.10 Seja f integravel em [1,4], com 2 < (b
[,Bf +29).

f(x) <5 para todo x € [1,4]. Dé limites inferior e supe-

Valor Médio

A integral também estende a ideia de média a uma fun¢do em um intervalo. Para
obter a féormula, comecamos com médias de um nimero finito de valores e reconhe-
cemos uma soma de Riemann.

A média dos valores y, s, ..., ), €

_ Nttt
n

m

Para uma fungio f em [a,b], dividimos o intervalo em n partes iguais, de compri-
mento Ax = (b — a)/n, e escolhemos uma marca x;° em cada parte. A média dos
valores amostrados pode entdo ser escrita como

G+ + fGa)

. o [FGAx + -+ fG)Ax]
= 3 G,

i=1

Se f é integravel, o limite das somas existe e ndo depende das marcas. Portanto,

n b
. 1 " 1
tim o 3 O = [0 d

5, calcule
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13.5 Definicao Valor Médio de uma funcéo
Suponha que f seja integravel em [a,b], com a < b. O valor médio de f no

intervalo [a, b] é

b
fo= j fG0) d.

Nos dois exemplos seguintes, usaremos a regra

b
J' f(x) dx = F(b) — F(a), F' = f,

cuja justificativa pelo Segundo Teorema Fundamental do Calculo sera apresentada
adiante.

Exemplo 13.18.

Calcule o valor médio para f(x) = x? em [1,3].

q
Solucao.
3
1 2
= — d
Jm 35-1), x-ax
13 13
2\3 3
13
3
|
Regido sob f(x) = x? Retangulo equivalente
— 13
- fm = ?
3 3

Figura 13.13. O retangulo de altura f,, = 13/3 tem a mesma area que a regido sob f(x) = x?
em [1,3].
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Exemplo 13.19.

Determine o valor médio de f(x) = 1/x em [1,e] e encontre um ponto ¢ € (1,e) no
qual f(c) seja igual a esse valor médio.

Solucao. Como fle ldx=Ine—In1= 1,
X

Para que f(c) = fi, precisamos de

portantoc =e—1. Como 1 < e —1 < ¢, esse ponto pertence ao interior do intervalo,
como prevé o Teorema do Valor Médio para Integrais. ]

13.20 Teorema Teorema do Valor Médio para Integrais

Seja f continua em [a,b], com a < b. Entéo existe ¢ € (a, b) tal que

b
j () dx = f(Q)(b —a).

Equivalentemente, f(c) = fy.

Demonstragao. Pelo Teorema de Weierstrass, f atinge um valor minimo my e um
valor maximo M, em [a, b]. Como

my < f(x) < M,

a comparacdo de integrais fornece

b
my < %J f(x) dx < M,.
a

Se f é constante, qualquer ¢ € (a, b) satisfaz a conclusio. Se ndo é constante, as duas
desigualdades sdo estritas: as funcdes continuas f —mg e My — f sdo ndo negativas e
positivas em algum intervalo de comprimento positivo. Assim, f;,, esta estritamente
entre my e M,. Pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =
fms 0 que equivale a formula do enunciado. ]
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’ °

Exercicios

Ex. 13.12 Encontre o valor médio de f(x) = 3x% Ex.13.13 A vazio de entrada em um reservato-

em [0, 2] e um ponto ¢ € (0,2) no qual f(c) assuma esse rio é q(t) = 20 + 4t litros por minuto, para 0 < t < 5.

valor. Determine a vazao média nesse intervalo e um instante
em que a vazdo instantanea coincide com ela.

Paridade

As simetrias de um grafico podem simplificar o calculo de uma integral. Em interva-
los simétricos em relagdo a origem, as contribuicdes de uma fung¢io par se repetem,
enquanto as de uma funcédo impar se compensam.

13.21 Teorema

Suponha que a > 0 e que f seja continua em [—a, a]. Entdo

a a

flx)dx = ZJ f(x)dx.

B Se f é par entdo J
0

—a
a

B Se f é impar entdo J flo)dx =0
a

Fungao par Funcéo impar

Figura 13.14. Em [—a, a], as areas de uma func¢do par se repetem, enquanto as contribuicoes
de uma funcdo impar se cancelam.

Exemplo 13.22.

tgx

1
Calculej —
g l+xe+x
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S I = C f( ) tgx s 7 .
olucao. omo X) = ————— € 1mpar, pois
¢ 1+ x2 + x6 pat b
tg—x tgx
—X) = = — = — X
f=) 1+ (—x)2 4+ (—x)° 1+ x2+4x6 f&)

temos que

1
tg x
[ ae
T+ x?+x6

13.5. Teorema fundamental do calculo

Primeiro Teorema Fundamental do Calculo

Até aqui, a integral associou um nimero a uma funcédo e a um intervalo fixo. Se o
extremo superior puder variar, a acumulacio passara a definir uma nova funcéo:

g0 = j £ d.

Quando f > 0, g(x) é a area sob o grafico entre a e x; para uma fungéo de sinal
variavel, é a acumulagdo com sinal. O Primeiro Teorema Fundamental do Céalculo
identifica a taxa de variacdo dessa acumulacio.

)= j £ d

Figura 13.15. A fung¢fo acumulada g(x) = f: f(¢) dt mede a area sob f entre a e o extremo
variavel x.

Antes da demonstragio, consideremos a ideia geométrica. Para h > 0, a aditividade
da integral mostra que g(x + h) — g(x) é a acumulacdo de f no pequeno intervalo
[x,x + h].

Teorema fundamental do calculo

A taxa da acumulacao

Se F(x) = f: f@t) dte

f é continua no ponto
interior x, o incremento
de F ¢é aproximado por
f(x)h. Ao dividir por h e
tomar o limite, obtemos
F'(x) = f(x). A con-
tinuidade justifica essa
passagem da média local
ao valor no ponto.
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f® \

Area=g(x)

a X x+h

Figura 13.16. O acréscimo g(x + h) — g(x) é a area sob f no pequeno intervalo [x, x + A].

Se h é pequeno e f é continua, os valores de f(t) nesse intervalo estdo proximos de
f(x). Por isso, a acumulacéo é aproximadamente a area do retangulo de altura f(x)
e largura h:

gt h) - g <hf(r),  logo  SEEMZEW gy

Assim esperamos que
. glx+h) —g(x)
4 = 1 _— = .
g6 = lim £ 1)
O teorema transforma essa aproximacio local em uma igualdade exata no limite.

13.23 Teorema Primeiro Teorema Fundamental do Calculo

Seja f uma funcéo continua em [a, b]; entdo, a funcéo g definida por
X
glx) = J f(@) dt, a<x<b
a

é continua em [a, b], diferenciavel em (a, b) e satisfaz g’(x) = f(x).

Demonstragao. Como f é continua no intervalo fechado [a,b], existe M > 0 tal que
|f(t)| < M para todo t € [a,b]. Pela aditividade e pela comparacéo de integrais,

lg(y) — glx)| = < Mly —x|.

Jy f(t) dt

Logo, g é continua em [a, b].

Fixe agora x € (a,b) e tome h # 0 suficientemente pequeno para que x + h € [a,b].
Novamente pela aditividade,

x+h
R OR IIOR
X
Subtraindo f(x) do quociente incremental, obtemos

B x+h
CAZORE- O j (f©) ~ () d.
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Se Jj, é o intervalo cujos extremos sdo x e x + h, entdo

SO =80 _ fs0] < sup o) - ).

te]h

Quando h — 0, todos os pontos de Jj se aproximam de x. Pela continuidade de f em
x, o membro direito tende a zero. Portanto,
, . gx +h)—g(x)
g/() = lim S8 < (),

como queriamos demonstrar. ]

Exemplo 13.24.

X
Ache a derivada da funcéo g(x) = J \J1+1t2 dt.
0

<
\/_/
£) =1+t
Solucao. Como f(t) = V1 + t% é continua, pelo Primeiro Teorema Fundamental do U
Célculo g’(x) = V1 + x2. [
0 X

Exemplo 13.25.
Figura 13.17. Area

4 .
. _(* - 1/4 acumulada associada a
Calcule a derivada de g(x) fl sect dt no dominio |x| < (7/2)*/%. §G0) = [P dr
q
e
Solucéo. f@) = sect!
Utilizamos o Primeiro Teorema Fundamental do Calculo e a Regra da Cadeia. Seja ;
u= x4, entao 1
|
d * rRe d [* d d Al ¥
u u N T N
g'x)= —J sect dt = —J sect df— = secu— = sec(x*)4x3. 0 1 A
dx J; du J, dx dx
u Figura 13.18. Area
acumulad4a associada a
Exemplo 13.26 — Vazéo e volume acumulado. g(x) =[] sect dt.

Um reservatério contém inicialmente 500 L. Durante os primeiros dez minutos, a
agua entra com vazio

gq)=30+4  (0<t<10),

em litros por minuto. Determine o volume Q(t) no reservatorio, verifique sua relagao
com a vazdo e calcule o volume apds dez minutos.
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Solucao. O volume inicial deve ser somado a quantidade que entrou até o instante

t:
t

t
O(t) = 500 + J q(s) ds = 500 + J (30 + 4s) ds = 500 + 30t + 2¢2.
0 0
Pelo Primeiro Teorema Fundamental do Célculo,
Q') = q@).

Assim, a vazdo ¢é a taxa instantanea de variacdo do volume acumulado. Em particular,
0(10) = 1000 L.

q(t)
1
30 |
|
0!
|
Exercicios
Ex. 13.14 Seja G(x) = fzx(t3 + 1) dt. Determine H’(x).
G’ (x).
Ex. 13.16 Seja K(x) = L? e dt. Determine
2 . . .
Ex.13.15 Seja H(x) = [ V1+ 1% dr. Determine K'(x) e explique o sinal obtido.

13.5.1. Segundo Teorema Fundamental do Calculo

O primeiro teorema parte da integral e produz uma antiderivada. O segundo percorre
o caminho inverso: parte de uma antiderivada conhecida e a usa para calcular a
integral definida. Assim, um limite de somas de Riemann, muitas vezes trabalhoso,
reduz-se a diferenca entre dois valores de uma funcao.

13.27 Teorema Segundo Teorema Fundamental do Célculo

Suponha que f seja continua em [a, b]; entdo,

b
f fx) dx = F(b) - F(a)

onde F é continua em [a,b] e satisfaz F/ = f em (a,b), isto é, é uma antideri-

vada com extensio continua aos extremos.
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Demonstragao. Seja g(x) = J; f(t) dt. Pelo Primeiro Teorema Fundamental do Cal-
culo, g’ = f em (a,b); logo, F e g sdo duas antiderivadas de f. Pelo Corolario 11.18,
existe uma constante k tal que F(x)— g(x) = k em (a,b). Como ambas as funcdes sao
continuas em [a, b], a igualdade estende-se aos extremos. Em x = g, temos g(a) = 0
e, portanto, k = F(a). Em x = b,

b
FO) - F@) = 50) = | () .

O teorema supde que o integrando é continuo. A formula de Newton-Leibniz con-
tinua valida em uma situagdo um pouco mais geral, til quando conhecemos direta-
mente uma funcio e sabemos que sua derivada é integravel.

13.28 Corolario Newton-Leibniz para derivadas integraveis

Se F é continua em [a,b], diferenciavel em (a,b) e F’ é Riemann integravel,
atribuindo-lhe valores quaisquer nos extremos, entéao

b
J F’'(x) dx = F(b) — F(a).

Demonstragao. Para cada partigdo, o Teorema do Valor Médio fornece ¢ € (x;_;, x;)
com F(x;) — F(x;_1) = F’(¢;)(x; — x;_1). Somando, o lado esquerdo telescopa:

F(b) - F(a) = ) F'(q)Ax;.
i=1

Quando a malha tende a zero, a soma de Riemann converge para a integral de F’,
provando a formula sem exigir continuidade da derivada. ]

13.29 Notacao

Se F é uma antiderivada de f, utilizaremos a notacdo

b
F(x)| = F(b) — F(a).

a

Desse modo, o Segundo Teorema Fundamental do Calculo pode ser escrito como

b

= F(b) — F(a).

a

b
j fx) dx = Fx)

O procedimento de célculo tem, portanto, duas etapas: encontrar uma antiderivada
do integrando e avalia-la nos extremos, sempre na ordem “extremo superior menos
extremo inferior”.
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Exemplo 13.30.

Calcule a integral de f(x) = x? no intervalo [1, 2].

q
2 32
8§ 1 7
J de=2| =2--=1L
. 31, 3 3 3
Exemplo 13.31.
0
Calcule J (x> +3x—1) dx.
-1
q
0 0
J (x3+3x—1)dx—J 3dx+J 3xdx—J 1 dx
~1 -1
S L N L
4 —1 2 1 —1 4
Exercicios
Ex. 13.17 Use o Teorema Fundamental do Cal- e 9
) ) - 7. cos“(t) dt
culo para achar a derivada das seguintes funcoes: —ex?
X x3
1 J N1+ 2tdt 8. J Jt cos(t) dt
0
Jx
2. J In(t) dt
1 Ex. 13.18 Use o Teorema Fundamental do Céal-
culo para calcular as seguintes integrais ou explique por
3 J ? cos(:2) dt que elas nao existem:
1
cos(x) 1. J x4+ 3xdx
4. J (t + cos(t)) dt 0
! 4
2. J x® dx
5. J (t + cos(t)) dt -1
! 5
0 3. J 7 dx
6. J cos?(t) dt -2
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1
5. J x3/2 dx
0

(@)}
—
=
&

4 1
7 J x6/7 dx 13.J eVt dy
1 0
5 2 1
8 J — dx 14.J 5t dt
x
-5 0
2 1 1
9 J x(2 4+ x°) dx 15.J dt
0 o 2+1
4
1
10.J —dx
1 X

13.5.2. Integracao por substituicao na integral definida

O Segundo Teorema Fundamental do Calculo permite transportar para integrais de-
finidas os métodos usados na busca de antiderivadas. Na substituicdo, ha dois proce-
dimentos equivalentes: encontrar uma primitiva e voltar a variavel original antes de
avaliar os extremos, ou mudar também os limites de integracdo e concluir o calculo
na nova variavel. O exemplo a seguir ilustra o primeiro procedimento:

2 2
[Caxfiraarn = 2a vy = 2o 2ap = -
0 0

No segundo procedimento, os extremos sdo transformados juntamente com o inte-
grando e o diferencial. Assim, nenhuma variavel antiga deve permanecer depois da
substituicdo. Regra da Substituicio para Integrais Definidas. Se g tem derivada

continua em [a,b] e f é continua em um intervalo que contém a imagem de g, entdo

g®)
f(u) du.

b
[ rtetmemax -
a ga)
Demonstragao. Seja F uma antiderivada de f. Entdo, F(g(x)) é uma antiderivada de
fg(x))g’(x),logo, pelo Segundo Teorema Fundamental do Célculo (Teorema 13.27),
temos

b
j Fe()e () dx = F(g(b)) - F(g(a).

Por outro lado, aplicando uma segunda vez o Segundo Teorema Fundamental do
Calculo também temos
) g(b)
f@)du=FQu) = F(gh)) - F(g(a)).

g(a) g(a)

Teorema fundamental do calculo
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n
Exemplo 13.32.
3 V2 ,
Determine: EJ' e 2% dx; EJ xe>* dx.
-1 0
<
Solucao. |z| Tome u = —2x. Entdo, du = —2dx. Logo, dx = —du/2. Quando
x = —1,u = 2; quando x = 3, u = —6. Logo, trocando o integrando, dx e os limites de
3 —6 u|—6 —6 2
e e e 1
integracio, J e dx = J =1/2)du= ——| =—-————(—=)==(e®-¢e).
. ) 21, 2 2’7 2

. o _ e
Outro modo é primeiro encontrar a antiderivada: J e X dx = J e¥(—1/2) du = -5+
e—2x

3
1
5 = 5(62 —e%). |£|
du/6. Quando x = 0, u = 0;
quando x = V2, u = 6. Logo, trocando o integrando, dx e os limites de integracio,

—2x
2
Tome u = 3x2.

c=-%

3
+ C. Agora basta calcular J e ?Xdx = —
-1

Entdo du = 6xdx. Logo, xdx =

\/E 9 6 eu 6 66
J x> dx = J e*du/6 = —| = — — —. Outro modo é primeiro encontrar a
0 0 6lp 6 06
2 e 3
antiderivada: Jxe3x dx = Je” du/6 = <t C = — T C. Agora basta calcular
vz 2 3’ v et 1
J xe¥ dx = —| =——-. |
0 6 6 6
0
Exemplo 13.33.
1
Calcule J Vv2x — 1dx.
1/2
<

1 1
Fazendo u = 2x — 1, temos du = 2dx ou Edu = dx Quando x = 2 u = 0; quando
x =1, u = 1. Assim,

1

! b 1 (! 12 1
J. V2x—1dx:J \/ﬁ—du:—J Judu = =432 ==,
1/2 o 2 2 )y 23 0
Exercicios
Ex. 13.19 Calcule as integrais. Use a substitu-

icdo indicada nos cinco primeiros itens e escolha uma 0

conveniente nos demais:

0

Teorema fundamental do calculo

T
1. J cos(3x)dx u=3x

1
Z.J x(4+x)0dx u=4+x?
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Teorema fundamental do calculo

2 /2
[
3. J WNx3+1dx u=x3+1 8. J sen® x cos x dx
0 —/2
% /4 1
sen(+/x [
4. J () dx u = x, definindo o inte- 9. J 2x(1 — x?)* dx
0 X 0
grando em x = 0 por seu limite, igual a 1.
—1
n/2 10. J (x + 1)eX T2+ gy
5 J 519 cos(0)d0  u = sen(f) -2
0
1 1
3 11. J — dx
6. J dx g 1tx
; X=5
(4 1
6 12. J 5 d
7.J xVx —2dx g X —6x+10
2
F\/g 1
13. J dx
1 4—x2

13.5.3. Integracao por partes na integral definida

A integracdo por partes também se adapta ao intervalo de integracdo. Ao combina-la
com o Segundo Teorema Fundamental do Calculo, o termo que contém o produto das
fungées passa a ser avaliado nos extremos, e a integral restante conserva os limites
correspondentes:

13.34 Proposicao integracdo por partes
Sejam f e g continuas em [a, b], diferenciaveis em (g, b), com f” e g’ Riemann-
-integraveis. Entao

b b
j Fg () dx = (B)g®) — f@)gla) — j F(0)g() dx.

Demonstragao. Seja h(x) = f(x)g(x). Pela regra da derivada do produto, h’(x) =
f'(x)g(x) + f(x)g’(x). Como produtos de fungdes integraveis sao integraveis, h’ é
integravel. Pelo Corolario 13.28, temos:

b
J k' (x)dx = h(b) — h(a)
= f(b)g(b) — f(a)g(a)
b b
= J f(x)glx)dx + J f(x)g’(x)dx.

Reorganizando os termos, obtemos o resultado. ]
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Exemplo 13.35.

In2

T
Determine: |E| e* x dx; IE J x cos x dx.
0 0

Solucao. |E| Tome u = x e dv = e* dx. Assim, du = dx e v = e*. Logo, | xe* dx =

In2
xe* —J e* dx = xe*—e*+C. Agora utilizamos os limites de integracéo: J efxdx =
0
xe¥ — exlz)nz = 21In(2) — 1. Caso tivesse tomado u = €* e dv = x dx, teriamos du =
x2eX x?
efdxev = x2/2. Assim, Jex xdx = 5~ J 76" dx, uma integral ainda mais

complicada! Reflita sobre isso...m Tome u = x edv = cosxdx. Assimdu = dx e

v = senx. Logo, chosxdx = xsenx—Jsenxdx =xsenx + cosx + C. E assim

T
J xcosxdx = (xsenx + cosx)|g =-2. ]
0

Exemplo 13.36.

e

Calcule J ln_x dx.
. X

1
Fazendo u = In x, temos du = —dx. Quandox = 1, u =In1 = 0; quando x = e, u =
x

e 1 2
J ln—xdx:J' udu = =
1 X 0 2

Ine = 1. Assim,
1

0

Teorema fundamental do calculo
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Exercicios

T

Ex. 13.20 x cos(5x) dx

T
1.J x sen x dx

0 2. | re’/3dr
1

2

-1 3. | x“cos(mx)dx

3. J x2 sen x dx 4.

—r/4

1,
|
|
J
o] s [eea
]
]
|

In(2x + 1) dx

o

(In(x))? dx

[\S)
=)

~

zsenh(z) dz

1
(x? + De ¥ dx

o

0

4
9, J Jiln(r) dt

2
10 J’ ln(x)
1

—77.'/2 1
11. J x2% dx
0
Ex. 13.21 Calcule as seguintes integrais:

12.

Do

J cos(In(x)) dx

13.6. Deslocamento e espaco percorrido

No movimento retilineo, a integral da velocidade fornece a variacdo liquida da posi-
¢do. Se a velocidade muda de sinal, essa variagdo nao coincide com o espaco total
percorrido; a distin¢do corresponde exatamente a diferenca entre integrar v e inte-
grar |v|.

Consideremos uma particula que se desloca sobre o eixo x com equagio de posigédo

Deslocamento e espaco percorrido

Deslocamento e distan-
cia percorrida

Movimentos em sentidos
opostos podem se can-
celar no deslocamento,
mas suas distancias se
somam. Por isso, inte-
gramos v para obter o
deslocamento e |v| para
obter a distancia percor-
rida. Na montagem por 422
trechos, identificamos
onde a velocidade muda
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d
x = x(t) e com velocidade v = v(¢) continua em [a, b]. Sabemos que d—);(t) = (1), ou
seja, x(t) é uma antiderivada de v(t). Portanto, pelo Segundo Teorema Fundamental
do Calculo (Teorema 13.27), temos

b
J' v(t) dt = x(b) — x(a) (13.1)

que ¢é o deslocamento da particula entre os instantes a e b. Para calcular a distan-
cia percorrida, devemos ignorar o sinal da velocidade e somar as contribui¢des em
modulo. Assim,

b
J [v(t)| dt (13.2)

¢ a distancia percorrida pela particula entre os instantes a e b. Quando v(¢) > 0 em

todo o intervalo, ndo ha movimento no sentido negativo. Nesse caso, deslocamento
e distancia percorrida coincidem e valem

r v(t) dt.

Se a velocidade muda de sinal, seus zeros indicam onde o intervalo deve ser dividido
para calcular a integral do médulo.

Exemplo 13.37.
Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) = 2 —¢.
|Z| Calcule o deslocamento entre os instantes t =1 e t = 3.

IE' Calcule o espago percorrido entre os instantes 1 e 3.

Solucao.
3 t2 3
Deslocamento = J 2-t)dt= (Zt - E) =0.

1

1
3

2 3
Espago percorrido = J |2 —t|dt = J' (2—-t)dt— J @2-tdt=1.
1 2

1
Interpretacdo: em [1, 2) a velocidade é positiva, o que significa que neste intervalo a
particula avanca no sentido positivo; em (2, 3] a velocidade é negativa, o que significa
que neste intervalo a particula recua, de tal modo que em t = 3, ela volta a ocupar a
mesma posicdo que ocupava no instante ¢t = 1. [

Deslocamento e espaco percorrido
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Exercicios

Ex. 13.22 Uma particula tem velocidade v(t) = tros por segundo, é modelada por

t—1em 0 <t < 3. Calcule o deslocamento e a distancia

percorrida. 3t, 0<t<2,
v(t) = 16, 2<t<5,

Ex. 13.23 A posicdo de uma particula é s(t) = 21-3t, 5<t<7

t3—3tem 0 <t < 2. Calcule o deslocamento e a distan-

cia percorrida. 1. Esboce o grafico de v e explique as trés etapas do

movimento.
Ex. 13.24 A velocidade de um veiculo, em me- 2. Calcule o deslocamento e a distancia percorrida
entret=0et =7.

3. Se s(0) = 4m, determine s(7) e a velocidade mé-
dia no intervalo.

Exemplo 13.38.

Por que foguetes sao construidos em estagios?

Até aqui, integramos a velocidade para recuperar a variacdo da posi¢do. A mesma
ideia pode ser aplicada um passo antes: integrando a aceleracdo, obtemos o ganho
de velocidade.

Considere um foguete que expele gases com velocidade u em relacdo a si mesmo e
consome combustivel a uma taxa constante r. Se mg é a massa no inicio da queima,
entdo m(t) = my — rt. No modelo ideal, o empuxo tem modulo ru e a aceleragiao
produzida pelo motor é .

a(t) =

mo —rt

Adote u = 3,5km/s e suponha que tanques, motor e demais componentes estruturais
representem pelo menos 10% da massa inicial. Compare a capacidade de um foguete
de estagio tinico com a de um foguete de dois estagios, cada um dos quais opera com
razdo entre massa inicial e massa final igual a 4. Para chegar a uma Orbita terrestre
baixa, considere necessario um ganho efetivo de velocidade de aproximadamente
9,4km/s.
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Um tnico estagio. Tanques e motores va- Dois estagios. A estrutura que ja cumpriu
zios continuam sendo acelerados durante sua funcéo é abandonada, e o mddulo supe-
toda a subida. rior prossegue com massa Imenor.

<

Solucdo. A aceleracio nio é constante. A medida que o combustivel é consumido, a
mesma forca atua sobre uma massa cada vez menor. Se a queima termina no instante
Tem F=mp— rT é a massa restante, entao

T T ru
Av:J a(t)dt:J —dt

0 0 mgy —rt

= uln(m).
mg

Essa é a equacdo do foguete. A taxa de queima r desaparece do resultado: no modelo
ideal, o ganho de velocidade depende da velocidade de exaustdo e da razio entre as
massas inicial e final.

Em um foguete de estagio unico, mesmo fazendo a carga util tender a zero,

m
my > 0,10mg — — <10.
mg

Consequentemente,
Mpax = 3,5In(10) = 8,06 km/s,

valor inferior aos 9,4 km/s necessarios. Sob as hipdteses do modelo, um tnico estagio
néo consegue realizar o langamento.
Com dois estagios, cada razdo de massas igual a 4 fornece

Av; = 3,5In(4) = 4,85km/s.

Apds a primeira queima, o tanque e o motor vazios sdo abandonados. O segundo
estagio ndo precisa continuar acelerando essa massa, e os ganhos se somam:

AViotal = Avy + Avy = 2(3,51n4) = 9,70km/s.
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Separar estagios ndo cria energia; apenas evita gasta-la acelerando uma estrutura
que ja cumpriu sua funcéo. Se incluirmos a gravidade durante uma queima vertical,
obtemos

ru
alt) = —— -
mgo —rt

- Mo _
g e Av = uln(mf) gT,

0 que torna a limitagdo do estagio unico ainda mais severa.
Alcance do modelo. A impossibilidade demonstrada depende dos valores adotados
para a velocidade de exaustio e a fracdo estrutural. As leis da Fisica ndo proibem em

sentido absoluto um veiculo de estagio Gnico, mas tornam esse projeto extremamente
exigente com propulsdo quimica e carga util positiva. [ ]

13.7. * As funcoes logaritmica e exponencial

revisitadas

O Teorema Fundamental do Calculo nao serve apenas para avaliar integrais: ele per-
mite definir novas fun¢des por acumulacio e obter imediatamente suas derivadas.
Retomaremos por esse caminho o logaritmo natural e, a partir de sua inversa, a fun-
¢éo exponencial.

Como t +— 1/t é continua em (0, ), a integral entre 1 e qualquer ponto x > 0 esta
bem definida. Isso motiva a definicdo seguinte.

13.6 Definicao

A funcio logaritmo natural é uma funcéo definida por

1
lnx:zj — dt, x > 0.
1 t

I ! *

Figura 13.19. Para x > 0, In x é a rea com sinal sob 1/t entre 1 e x.

O intervalo na defini-
cao do logaritmo

Para x > 0, o intervalo
entre 1 e x ndo contém
0, e 1/t é continua em
todo ele. Parax < 0,
esse percurso encontra

a singularidade. A defi-
nicéo por essa integral

* As fungdes logaritmica e exponencial revisitadas

estabelece, portanto, uma

funcdo em (0, c0).
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13.39 Proposicao Propriedades do Logaritmo

A fungéo logaritmo é continua e diferenciavel em todo seu dominio e satisfaz:

E In1=0,
, 1
E In"x = ;paratodox>0,
In(ab) = Ina + Inb, para todo a,b > 0,
a
E In (5) =1Ina —Inb, para todo a,b > 0,

|z| In(d") = rlna para todo a > 0 e r racional.

Demonstragao. O item (a) segue diretamente da definigéo pois

In(1) = L

A diferenciabilidade de In x, bem como o item (b) sdo consequéncias do Teorema
Fundamental do Calculo I 13.23:

1
1
—dt =0.
t

A continuidade da funcéo logaritmo é consequéncia de sua diferenciabilidade. Para
demonstrar o item (c), seja f(x) = In(ax), onde a é uma constante positiva. Pela

Regra da Cadeia, temos
1 1
F) = —a=~.

ax X
Portanto, f(x) e In x tém a mesma derivada; entéo, pelo Corolario 11.18, diferem por
uma constante:

In(ax) =Inx + C.

Fazendo x = 1, temos que Ina = C. Assim,
In(ax) =Inx +1na,

e substituindo x = b, temos a propriedade (c). O item (c¢) também pode ser demons-
trado do seguinte modo

V1 1 1 Y1
ln(xy):J —dt:J —dt+J —dtzln(x)+J = dt.

1 t 1 t x t x t
Agora, fazemos a substituicdo u =t /x e, assim, temos

Xy y y
J %dtzj ixduzJ %duzln(y).

x 1 XU 1

Para demonstrar o item (d), utilizaremos o item (c) com a = 1/b; temos que

ln(%) +Inb=In1=0, portanto In (%) =—Inb.

Agora,

a 1 1
ln(g) = ln(az) = lna+ln<z) =Ina—1nb.

427



Funcdes de uma Variavel / Integracao definida * As fungoes logaritmica e exponencial revisitadas

Para o item (e), escrevar = m/n,comm € Z en > 1. O item (c), aplicado repeti-
damente, da In(z") = nlnz; com z = al/", segue que In(a'/") = In a/n. Param > 0,
uma nova aplicacio do item (c) fornece In(a™/™) = (m/n)Ina. O caso m = 0 segue
de a® = 1, e 0 caso m < 0, do item (d) e da identidade a=9 = 1/ad. [

Exemplo 13.40.

6

1
Calcule J — dt usando a definicdo integral do logaritmo e suas propriedades.
2

Solucao. Pelo Segundo Teorema Fundamental do Calculo,

6
J lclt:lms—lnz:1n(9):1na.
, 1 2

A conta mostra geometricamente a propriedade de quociente do logaritmo: a acu-
mulagio de 1/t entre 2 e 6 depende apenas da razao 6/2. |

13.7.1. Grafico do logaritmo

Da definicdo integral obtivemos propriedades algébricas do logaritmo. Sua derivada
permitira recuperar também as caracteristicas do grafico, usando os critérios de cres-
cimento e concavidade ja estudados.

13.41 Proposicao

A fungio In x é crescente e seu grafico é cdncavo para baixo em todos os pon-
tos.

Demonstragao. Como a derivada de In x é sempre positiva, o logaritmo é crescente e
. ’ . ” 2 . ’ A

como a derivada segunda é sempre negativa, In” (x) = —1/x°, o logaritmo é concavo

para baixo em (0, +00). [

Observe que, em particular, esta proposicdo implica que In x é injetiva.

13.42 Proposicao

lim Inx = o0
X—00
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Demonstragao. Observe que In2 > 0 e paran € N, In2" = nln2. Como Inx é
crescente, quando x > 2", In(x) > nln2. Como lim nln2 = oo, entdo lim Inx =

n—oo X—00

0, | ]

13.43 Proposicao

lim, ¢+ Inx = —o0

Demonstragao. Se 0 < x < 1, entdo (1/x) > 1 e lim,_,(+(1/x) = oo. Sejay = 1/x;
entdo lim, o+ Inx = lim),_,o, In(1/y) = lim;, . In(1) — In(y) = lim, e —In(y) =

—00, | ]

Logo, o dominio de In é (0, 00) e a imagem é R: pela continuidade e pelos limites nas
duas extremidades, todos os valores reais sio atingidos. O grafico aparece na Figura
13.20.

Inx

[

Figura 13.20. O logaritmo natural é crescente, concavo para baixo e tem assintota vertical
em x = 0.

ComoInl =0, lim Inx = 400 e Inx é uma funcéo continua crescente, pelo Teo-
X—>400

rema do Valor Intermediario 7.36, existe um ntimero para o qual In x assume o valor

1. Esse nimero é denotado por e.

13.7 Definicao

Denotamos por e o niimero tal que Ine = 1.

Esta definigéo é consistente com a defini¢do anterior de e por um limite. Primeiro, a
identidade In(a") = rlna estende-se de expoentes racionais a reais: tome racionais
rj—>reusea continuidade de r > a’, ja estudada, e a de In.

Para f(x) = Inx, temos f”(1) = 1. Pela defini¢do de derivada,
. In(1+h)—In1 . In(1+h)
lim = lim =

1.
h—0 h h—0 h

Para h > —1, h # 0, a propriedade das poténcias fornece

In(1 + h)

In((1 + /") = -
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A funcdo In : (0,00) — R é continua, estritamente crescente e sobrejetora; sua
inversa é, portanto, continua. Aplicando essa inversa ao limite anterior,

(1+m/h =" <—In(1h+ ")

) — 1) =e

Assim, a existéncia do limite decorre da continuidade da inversa, sem pressupor a
existéncia do limite da poténcia. A mudanca h = 1/x recupera a defini¢io com

X — 400,

13.7.2. Funcao exponencial

A andlise anterior mostrou que In : (0,00) — R é bijetora. Podemos, portanto,
recuperar a funcio exponencial de modo intrinseco, como a inversa do logaritmo
definido pela integral.

13.8 Definicao
A funcéo inversa de In(x) é denominada funcao exponencial natural e deno-
tada por y = exp(x).

O dominio da fun¢io exp(x) é o conjunto dos nimeros reais, e sua imagem é (0, ).
Observe que, como exp(x) é ainversa de In(x), exp(In x) = x parax > 0, e In(exp x) =
x para todo x. Além disso, como consequéncia das propriedades do In(x) temos que
exp(1) = e, exp(0) = 1, xh_r){)lo expx = o, e xlim expx = 0.

——00

13.44 Proposicao

A funcéo exponencial é diferenciavel em todos os pontos do dominio e

% exp(x) = exp(x).

Demonstragao. Pelo Teorema da Funcéo Inversa, exp(x) possui derivada em todos os
pontos. O teorema também nos diz qual é a derivada. Alternativamente, podemos
calcular a derivada usando diferenciacio implicita: Seja y = exp x; entdo, Iny = x.

. . ~ 1 . d
Diferenciando em relacdo a x, chegamos a _d_y = 1. Assim, d—y =y =expx. ]
y dx x

Como exp x > 0, a fun¢éo exponencial é crescente e seu grafico é concavo para cima.

Exemplo 13.45.

Se
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simplifique F(x) e determine F’(x).

Solucdo. Pela definicdo do logaritmo e pela relacdo entre funcdes inversas,
F(x) = In(exp(2x)) = 2x.

Consequentemente, F/(x) = 2. O mesmo resultado aparece diretamente pelo Pri-
meiro Teorema Fundamental e pela regra da cadeia:

1
() exp(2x) exp(2x)
|
Exercicios
3e? ’ . .
G lifique G(x).
Ex. 13.25 Calcule J % de. (x) e simplifique G(x)
3
Ex. 13.27 Use a identidade In(ab) = Ina + Inb
L e o fato de que exp é a inversa de In para mostrar que
Ex. 13.26 Para G(x) = J ? dt, determine exp(a + b) = exp(a) exp(b)
1

Com isso, fecha-se o percurso iniciado pelas somas de Riemann: a integral define
uma funcédo, o Primeiro Teorema Fundamental identifica sua derivada e o Segundo
permite voltar das antiderivadas ao calculo da acumulagio. Os exercicios seguintes
articulam essas trés perspectivas.

Exercicios

Ex. 13.28 Escreva, sem calcular o limite, uma Ex. 13.31 Calcule Jol 3 dx por substituicio.
. ’1s 3 2 1+x3

soma de Riemann pelo ponto médio para | 1 (2x°—x) dx Compare a mudanca de limites com o procedimento de

com n subintervalos. Identifique Ax e o ponto de amos- vqltar 4 variavel original.

tragem.

Ex. 13.32 Use integragdo por partes para calcu-
Ex. 13.29 Calcule a area total entre o grafico de |5r | 02 xe™ dx. Qual das etapas muda quando a integral
y = x? — 2x — 3 e 0 eixo x no intervalo [0,4]. Explique ¢ definida?
por que uma Unica integral assinada ndo basta.

Ex. 13.33 A velocidade de um elevador é v(t) =

2 _ 2 :
Ex. 13.30 Se F(x) = f;c cos(1+£3) dt, determine 2t — 0,3t m/s para 0 <t < 6. Determine o deslocamento

e a distancia percorrida. Verifique se é necessario sepa-
F’(x) e F'(0). p q p

rar intervalos.
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Ex. 13.34 Encontre o valor médio de f(x) =x Ex. 13.36 Uselnx = jlx % dt para justificar que
em [0,9] e um nimero ¢ € [0,9] tal que f(c) seja esse In(ab) =Ina+Inb, coma,b > 0.

valor médio.

Ex. 13.37 A concentracdo de poluente num ria-
Ex.13.35 A poténcia consumida por um disposi- cho é dada por c(t) mg/L e a vazdo ¢é constante, g L/min.
tivo & P(t) = 50+10 cos(rrt/4) W, 0 <t < 8s. Determine Explique por que g foéo c(t) dt representa a massa de po-
a energia consumida no intervalo e a poténcia média. luente que passa por uma secio em uma hora.
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14

Técnicas de integracao

A melhor maneira de explicar é fazer

Alice no Pais das Maravilhas, Lewis Carroll

O Teorema Fundamental do Calculo reduz muitos problemas de integragio ao pro-
blema de encontrar primitivas. Ndo existe, porém, uma tnica regra capaz de inte-
grar todas as fun¢oes elementares. A estrutura do integrando orienta a escolha do
método. Fungdes racionais conduzem a fra¢des parciais; poténcias trigonométricas
sdo reorganizadas por identidades; certas raizes quadradas sugerem substitui¢des tri-
gonométricas. A escolha de uma técnica pode exigir sua combina¢do com outras, de
acordo com a forma do integrando.

14.1. Fracoes parciais

Uma funcgéo racional pode ser decomposta em uma soma de termos mais simples de
integrar. O método das fracoes parciais obtém essa decomposi¢do a partir da fatora-
¢do do denominador. Considere a funcao racional
P(x)
fO) ===
Q(x)
onde P e Q sdo polindémios reais, Q nio é o polindmio nulo e consideramos os pontos
em que Q(x) # 0. Se o grau de P é maior ou igual ao de Q, comegamos pela divisdo

polinomial:
Plx) _ R(x)

) 00’

onde S e R sdo polindmios e o resto R é nulo ou tem grau menor que o de Q. Quando o

S(x) +

grau de P for menor que o grau de Q, dizemos que P(x)/Q(x) é uma func¢ao racional
propria. Essa sera a primeira etapa da técnica de integracdo de fungdes racionais:
realizar a divisdo de polindmios de modo a obter uma funcéo racional propria.

Neste capitulo

14.1 Fracgdes parciais 433

14.2 * Decomposi¢do em
fracdes parciais 447

14.3 Integrais trigonométri-
cas 452

14.4 Substituicao trigonomé-
trica 461

14.5 x A substitui¢ao de Wei-
erstrass u = tg(x/2) 468

14.6 Estratégias de integra-
cdo 470

A divisao polinomial

inicial

Se o grau do numerador
ndo é menor que o do
denominador, a divisdo
polinomial separa uma
parte polinomial de uma
fracdo propria. A decom-
posicéo em fragdes par-
ciais é aplicada apenas a
parte fracionaria; a parte
polinomial é integrada
diretamente.
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Exemplo 14.1.

3
Calcule J ol dx.
x—1

Fazendo a divisdo polinomial

4
( x3 +2x+1)+(x—1):x2+x+3+—
3 9 x—1
—x°+x
X%+ 2x
—-x% +x
3x+1
—3x+3
4
obtemos
x3 +2x+1 4
X +x+3+—>dx
x—l x—1
x3
=?+7+3x+41n|x—1|+C

A segunda etapa da técnica de integracdo de funcdes racionais consiste em fatorar

o denominador Q(x) o maximo possivel. Pode ser mostrado que qualquer polinémio
real ndo nulo Q(x) pode ser fatorado como produto de fatores lineares e de fatores
quadraticos irredutiveis. Um fator quadréatico é dito irredutivel se néo tiver raizes
reais, ou seja, se A < 0. Portanto, qualquer polindmio real ndo nulo Q(x) pode ser
fatorado como produto de termos da forma:

(ax + b)™ (cx? +dx +e)*

O seguinte quadro estabelece como decompor uma fungéo racional como uma soma
de funcdes racionais cujos denominadores sdo poténcias dos fatores lineares ou qua-
dréaticos irredutiveis de Q(x).

Numeradores e fatores
irredutiveis

Em cada parcela, o nu-
merador tem grau menor
que o fator irredutivel
correspondente: uma
constante para um fator
linear, e Bx + C para um
fator quadratico. Isso
continua valendo quando
o denominador da par-
cela é uma poténcia
desse fator.
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Decomposicao em Fracdes Parciais

P(x
Q(x)

Q. Para obtermos a decomposi¢do em fracdes parciais, repetimos os passos

Seja uma funcdo racional na qual o grau de P é menor que o grau de

abaixo para cada fator linear e para cada fator quadratico irredutivel de Q(x).

1. Termos Lineares: Se (x — a) divide Q(x), seja (x — a)" a maior poténcia

de (x —a) que divide Q(x). Entdo a decomposi¢ao de Q(—);) conterd a soma
de termos
Ay Az An

G0 G-af T G—ar

2. Termos quadraticos: Se x? + bx + ¢ é irredutivel e divide Q(x), seja
(x? + bx + ¢)* a maior poténcia de x* + bx + ¢ que divide Q(x). Entio

a decomposigdo de (x contera a soma de termos
Q(x)
Bix+C; Byx + Gy B,x +C,
x2+bx+c (x2+bx+c)? (x2 +bx + o)’

De posse dos termos que aparecem na decomposi¢ao em fracdes parciais, para
determinar os coeficientes A;, B; e C;:

1. Multiplique as fra¢des por Q(x), simplifique o denominador. Agrupe os
termos de mesmo grau.

2. Iguale os coeficientes das mesmas poténcias de x e resolva o sistema de
equagdes lineares resultante.

3. O truque de Heaviside apresentado abaixo pode ajudar a simplificar o sis-
tema.

Explicamos os detalhes dessa expansao através dos diferentes casos que podem ocor-
rer.

14.1.1. Fatores lineares

Fracoes parciais
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Teorema

a seguinte soma de m fracdes parciais

A + Ap 4o+ L
ax+b (ax+b)? (ax +b)m

onde Ay, A,, ..., A, sdo constantes a serem determinadas.

Exemplo 14.3 — Decompondo em Fracdes Parciais.

Encontre a Decomposicio em Fragdes Parciais de 71
X2 —

Solucao. O denominador fatora-se em um produto de termos lineares: x?

(x = 1)(x + 1). Logo, temos a seguinte expansio:

1 A B
= + .
x2-1 x-1 x+1

Para cada fator da forma (ax+b)™, a decomposi¢io em fragdes parciais contém

Para determinar as constantes A e B, multiplique ambos os lados por x> — 1 = (x —

D(x +1):

1 Alx—1)(x+1) N B(x —1)(x+1)
- x—1 x+1
=A(x+1)+B(x—-1)

=Ax+A+Bx—B
Agrupe os termos de mesmo grau
=(A+ B)x + (A — B).

Temos a igualdade
1=(A+ B)x+ (A-B).

Por clareza, reescrevemos o lado esquerdo como

0x+1=(A+B)x+(A-B).

No lado esquerdo, o coeficiente do termo x é 0; a direita, é (A + B). Uma vez que

ambos os lados séo iguais, temos que 0 = A+ B. De modo analogo, no lado esquerdo,
o termo constante é 1; no lado direito, o termo constante é (A — B). Logo,

temos

1 = A — B. Temos um sistema linear com 2 equacdes e duas variaveis. Resolvendo

temos
A+B=0 A=1/2
= .
A-B=1 B=-1/2
Logo
1 . 1/2 1/2

x2—-1 x-1 x+1

Fracoes parciais
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Exemplo 14.4 — Integrando usando Fracées Parciais.

Utilize a decomposi¢do em fracdes parciais para integrar

J x+3
—— dx.
x2 —3x+2

Solucao. Observe que x — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2). O método de fragdes parciais
fornece a decomposicéo

x+3 A B
= +
x2—-3x+2 x—-1 x-2

e portanto A(x—2)+B(x—1) = x+3 ou (A+B)x—2A—B = x+3. Como os polindmios
sao idénticos, seus coeficientes devem ser iguais. Logo, A+ B =1e —2A - B = 3.
Resolvendo, obtemos A = —4 e B =5 e assim

+3 —4 5
[ g (2 e
x2 —3x+2 x—1 x-=2

—4ln|x—1/+5In|x — 2| + k.

14.5 Observacdo Método de Heaviside

O método de Heaviside facilita a determinacéo dos coeficientes da decomposicéo
a partir de uma identidade polinomial. Como a igualdade de polinémios deve ser
satisfeita para todos os valores de x, tomaremos alguns valores particulares para
os quais a igualdade se simplifica, em especial, tomaremos as raizes dos termos
lineares.

Ilustraremos a utilizagdo do método no exemplo no qual devemos determinar A, B

na expansao
3x+1 A B

= + .
(x+3)(x+1) x+3 x+1

Para isso multiplique os dois lados por (x + 3)(x + 1):
3x+1=A(x+1)+ B(x +3).

Como a equacdo anterior deve ser satisfeita para todos os valores de x, tomaremos
alguns valores particulares para os quais a igualdade se simplifica, em especial, to-
maremos as raizes dos termos lineares. Aplicando essa escolha a identidade anterior:
Tome x = —1 para obter —2=2B e portanto B = —1.

Tome x = —3 para obter —8 =(—2)A e portanto A = 4.

Fracoes parciais

A identidade usada
por Heaviside

Depois de eliminar os
denominadores, trabalha-
mos com uma identidade
polinomial, valida tam-
bém nas raizes desses
denominadores. Subs-
tituir tais raizes pode
isolar coeficientes. A
substituicio é feita nessa
identidade, néo na fracéo
original, que néo esta
definida nesses pontos.
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Exemplo 14.6 — Integrando usando Fracées Parciais.

Utilize a decomposi¢do em fracdes parciais para integrar

x3
J Gy &

Solucdo. A estratégia de decomposicao apresentada acima pressupde que o grau do
numerador seja menor que o do denominador. Como esse néo é o caso, comec¢amos
usando a divisdo polinomial para reduzir o grau do numerador.

19x + 30
( ®)s(x?-2x-15)=x+2+ 50—
3 9 x«—2x—15
—x7 +2x° + 15x
2x% + 15x
—2x% +4x+30
19x + 30
Assim
x* gy 19x+30
- _ = x —_—
(x=5)(x+3) (x=5)(x+3)
Usando fracdes parciais, fazemos a expansio
19x + 30 A B

Gr—5)(x+3) x-5 x+3

para valores apropriados A e B. Logo

19x + 30 = A(x + 3) + B(x — 5)
=(A+ B)x + (3A—5B).

que implica que

19=A+B
30 =3A —5B.
resolvendo o sistema linear
125/8 = A
27/8 = B.

Integrando

3
J S S, - J (x +2+ —125/8 + —27/8 ) dx

(x—=5)(x+3) x—5 x+3
2
125 27
:x?+2x+Tln|x—5|+gln|x+S|+C.

Fracoes parciais
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Exemplo 14.7 — Integrando usando Fracées Parciais.

Utilize a d icio em fracs fai int 2xtl g
111Ze a eCOmpOSl(}aO em ragoes parCIaIS para m egrar x3 — xz —xt 1 X.

2_x+1,1ogo(x—1)é

um fator. Fazendo a divisdo de polindmios obtemos x* —x? —x+1 = (x—1)(x>-1) =

Solucao. Primeiramente observamos que 1 é raiz de x> — x

(x — 1)?(x + 1). Consequentemente a decomposicio em fracdes parciais é

x+1 A B _C
WB—-x2—-x+1 x+1 (x—-1) (x—1)2%

Expandindo, temos que 2x + 1 = A(x — 1)? + B(x + 1)(x — 1) + C(x + 1). Utilizaremos
o método de Heaviside. Fazendo x = 1 obtemos 3 = 2C ou seja C = 7 Fazendo

1
x = —1, obtemos —1 = 4A ou seja A = T Finalmente fazendo x = 0, obtemos

1 3 1
l1=—-—-B+ 3 € assim B = T Consequentemente

4
2x +1
[+
xB-x2—-x+1

__! ! dx+l de+§ ;dx
4] x+1 4] x—-1 2) (x—1)2

1 1 3 1
= —Zln|x+ 1|+ Zln|x— 1|— Em +C.
]
Exercicios
Ex. 14.1 Decomponha em fracdes parciais e in- Ex. 14.3 Calcule
tegre _
I 3x+5 dx J 4x—; X.
Z_x_2 x(x +2)
Ex. 14.2 Decomponha e integre
2x+3
| &5 o
(x —1)?

14.1.2. Fatores quadraticos

Nem todo polinémio se decompde em fatores lineares reais. Quando aparecem fato-
res quadraticos sem raizes reais, precisamos ampliar a decomposicio e reconhecer
como integrar os novos termos. Completar quadrados sera a ligacdo com as primiti-
vas ja conhecidas.
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Queremos calcular integrais do tipo

P(x)
————dx,
ax?+bx +c
onde P é um polinémio e A = b>—4ac < 0. Entio devemos reescrever o denominador
como soma de quadrados. Em seguida, fazemos uma mudancga de variavel e calcula-

mos a integral. Antes de ampliar a decomposicdo em fra¢des parciais para esse caso,
mostraremos como integrar os termos que ela produz.

Exemplo 14.8.

2x+1

Calcule J R
X4+ 2x+2

Solucao. Escrevamos o denominador como soma de quadrados x? + 2x + 2 = x% +
2x + 141 = (x + 1)® + 1. Fazendo a substituicio u = x + 1, temos du = dx;

J 2x +1 dx—J 2x +1 dx
x2+2x+2 ) (x+12+1
Iz(u—1)+1

= ———du

u? +1

=J 2u du+J_—1du

u? +1 u? +1
=In(1+u?) —arctg u+C

=In(1+ (x + 1)?) —arctg (x + 1) + C.

[ |
Exemplo 14.9.
4x% —3x 42
Calcule J. X moxwe dx.
4x2 — 4x + 3
<

Solucdao. Como o grau do numerador é igual ao grau do denominador, primeiro
vamos dividir os polinémios,

4x? —3x +2 x—1 x—1
L E S (M
4x2 —4x +3 4x2 —4x +3 (2x—-1)2+2

Fracoes parciais
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u+1
Fazendou =2x—-1oux = — temos du = 2 dx, assim

J4x2—3x+2
- dx
4x2 — 4x +3
x—1
:J(1+—)dx
(2x —1)2 +2
u+1
1 2 -1
=x+—(—du
2) u2+2
l(u—l
=x+- | >—
4 ) u2+2
1 u 1 1
=x+—( du——J du
4 ) u2+2 4 ) u2+2

1 11
=x+—ln(u2+2)———arctg(i)+c

C 17"\

_ 1 11 (2x—-1)
=x+ 3 In((2x —1)? +2) — ZE arctg (T) +C.

Teorema

Para cada fator quadratico irredutivel (ax? + bx + ¢)*, com n > 1 igual a sua
multiplicidade no denominador, a decomposicdo em fracdes parciais contém
a seguinte soma de n fragdes parciais

Alx + Bl Azx + B2 n Anx + Bn
ax?2+bx+c (ax2+bx +c)? (ax? +bx +c)n

onde Ay, ..., A, e By, ..., B, sdo constantes reais a serem determinadas.

Exemplo 14.11 — Decompondo em Fracées Parciais.

1

(x+5)(x =232 +x+2)(x2+x+7)2
mas nao determine os coeficientes resultantes.

Decomponha f(x) = em fracdes parciais,

<

Solucido. O denominador ja se encontra fatorado, ja que x% + x + 2 e x + x + 7 sdo
irredutiveis. Como (x + 5) é um termo linear que divide o denominador, teremos o

termo
A

x+5

na decomposicio. Como (x — 2)* divide o denominador, teremos os seguintes termos
na decomposigio :

B C D
, e —.
x—=2" (x-2)2 (x—2)3
. x+ F .
O fator x% + x + 2 no denominador fornece o termo PRt Finalmente, o termo
x2 4+ x

Fracoes parciais
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(x? + x + 7)? gera os seguintes termos na decomposicio

Gx+H . Ix+]
x24+x+7 (x2+x+7)%

Juntando tudo temos:

1
(x+5)(x =282+ x+2)(x2+x+7)2
_A B ¢ L2
S x+5 x—2 (x—2)2 (x-2)3
Ex+F Gx+H Ix+]
+ +
xX2+x+2 xX24+x+7 (x2+x+7)>
Determinar os coeficientes A, B, ..., J seria um processo tedioso. [ ]

Exemplo 14.12 — Integrando usando Fracdes Parciais.

5
. . ~ .. . x> +x+1
Utilize a decomposi¢do em fracdes parciais para integrar e dx.
X3 —

<

Solucao. Como o grau do numerador é maior que o grau do denominador, comeca-
mos fazendo a divisdo polinomial:

8x2+x+1
( x° +x+1)+(x3—8)=x2+—
5 5 x3 -8
— x>+ 8x
8x>+x+1
Como x3 — 8 = (x — 2)(x? + 2x + 4), temos
x4+ x+1 2 8x2+x+1 2 8x%+x+1
—_— =X+t —=x .
x3 -8 x3-38 (x—2)(x2 +2x +4)
Pelo método de fracdes parciais,
8x°+x+1 A Bx+C

= + .
(x—2)(x2+2x+4) x—2 x2+2x+4

Entio, 8x2+x+1 = A(x?+2x+4)+(Bx+C)(x—2). Fazendo x = 2 obtemos 35 = 12A

35 16
OuA= TR Fazendo x = 0, obtemos 1 = 4A—2CouC = 3 Fazendo x = 1, obtemos
61
10=7A—B—-—CouB= E.Assim,

61 16

8x%+x+1 35 [ 1 25t
j Y DN i
(x—2)(x2 +2x + 4) 12 ) x—2 x2+2x+4
35 1 61x + 64
=—=hjx-2|+ = | ———
12 12 ] x2+2x+4

Para calcular a wltima integral, escrevemos x? + 2x + 4 = (x + 1)? + 3 e fazemos
u=x+1oux =u—1edu= dx; portanto,

J' 61x + 64 :J 61x + 64 d =J61(u_1)+64du

x2+2x+4 (x+1)2+3 u? +3
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u 1 61 3 u
=61 du +3 du = —In(u?® +3) + —= arctg — +C
Ju2+3 ! Ju2+3 U= a8+ marctg o

61 3 x+1
= —In((x + 1)? + 3) + — arctg —— +C.
2 73

NE]

Finalmente,

_ = — — _ 2
P dx 3 121n| 2|+ ln((x+1) +3)

x+1
— rctg—+C

\/— V3

Exemplo 14.13 — Integrando usando Fracées Parciais.

- o« ~ .. . x?+2x+5
Utilize a decomposicdo em fragdes parciais para integrar a1 dx.
x%(x —

Solucao. Expandindo em fra¢des parciais temos:

x2+2x+5_a b c
x2(x—1) x x2 x-1

Para calcular a, b, ¢, colocamos o lado direito com o mesmo denominador:

x> +2x+5 B ax(x — 1)+ b(x — 1) + cx? _ (@+o)x®*+(b—-a)x-b
x2(x—1) x2(x—1) B x2(x—1)

Igualando os coeficientes obtemos o sistema
at+c=1, b—a=2, -b=5
Resolvendo, obtemos a expansdo em fragdes parciais:

x*+2x+5 7 5 8
2(x—-1) x x2 x-1

Integrando cada um dos termos da direita, obtemos:

Jx2+2x+5

5
mdx:—7ln|x|+;+81n|x—1|+C.

Exemplo 14.14 — Integrando usando Fracdes Parciais.

Utilize a decomposi¢do em fracdes parciais para integrar

I 7x% + 31x + 54
(x+ 1)(x2 + 6x + 11)
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Expandindo em fracdes parciais

7x% + 31x + 54 A Bx+C
(x+1Dx2+6x+11) x+1 x2+6x+11

Colocando no mesmo denominador

7x% +31x +54 = A(x® + 6x + 11) + (Bx + O)(x + 1)
=(A+B)x* +(6A+ B+ CO)x + (11A + ).

o que implica:

7=A+B
31=6A+B+C
54 =11A +C.
Resolvendo o sistema, obtemos A =5, B=2e C = —1. Logo
7x% + 31x + 54 J( 5 2x — 1 )
x = +
(x+ 1)(x2 + 6x + 11) x+1 x2+6x+11

O primeiro termo é facil de integrar e é igual a 51n|x + 1|. O segundo termo exigira
2x —1

. ) x2 +6x+ 11
no denominador e um termo linear no numerador. Isso nos leva a tentar uma subs-

um pouco mais de trabalho. O integrando possui um termo quadratico
tituicio. Faremos a substituicio u = x? + 6x + 11, logo du = (2x + 6)dx. Como
o numerador é 2x — 1, e ndo 2x + 6, podemos obter o termo 2x + 6 no numerador
adicionando e subtraindo 7.

2x-1 2x—1+7-7
x2+6x+11  x2+46x+ 11
2x + 6 7

X2 +6x+11 x2+6x+11

Podemos agora integrar o primeiro termo por substitui¢do, obtendo In|x? + 6x +
11]. O termo final pode ser integrado usando arco-tangente. Em primeiro lugar,
completamos o quadrado no denominador:

7 7
x2+6x+11 (x+3)2+2

Fazendo a substituicdo u = x + 3 obtemos

J;dx—larct x+3 +C
x2+6x+11 2 & J2 '

Juntando tudo

J 7x? 4+ 31x + 54 .
(x+ 1)(x% + 6x + 11)

5 2x —1
= ( + )dx
x+1 x2+6x+11

2x+6 7
=] —dx+| ————dx— | —— dx
x+1 x2+6x+ 11 x2+6x+11

7 +3
=51n|x+1|+ln|x2+6x+11|——arctg(x—>+C.
V2 V2

Nem sempre o método de fracdes parciais é o método mais simples, como ilustra o
exemplo a seguir:

Fracoes parciais
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Exemplo 14.15.

xS 42
lcule | ——— dx.
Cacuer(x_l)2 dx

Solucdo. Essa integral pode ser calculada por fracdes parciais, mas nesse caso é
melhor fazer uma mudanga de variaveis. Sejau = x —1loux = u+1edu = dx.
Assim, temos

3 3
x> +2 (u+1) +2
Jﬁdx: ————du
(x—-1) u
Ju3+3uz+3u+3
= 5 du
u

2

3
u—+3u+31n|u|——+C
2 u

Fracoes parciais

—1)? 3
X o) 43— 1) - —— +C.
2 x—1
|
Exercicios
Ex. 14.4 Decomponha — em fragdes par- 4, J _x-3
s X=X x2+3x+2
ciais.
7—x . Ex.14.8 Seja o # 0. Mostre que:
Ex. 14.5 Decomponha — em fracgdes parci-
2 —
ais. 1 1 x
J mdx = E arctg(;) +k
Ex. 14.6 Dados a, ,m,n constantes, com a # 8 Use esse fato para calcular as integrais:
mostre que existem A e B tais que:
[ 1
1. J 5 dx
mx+n A N B S+x
x-—a)x-p) x-a x-f -
2. | ———=dx
3+ 4x2
. : (1 3% +1
Ex. 14.7 Usando o exercicio anterior calcule as 3. J > dx
seguintes integrais: 0 2+X
1 .
1. J —_—dx Ex. 14.9 Dados a,m,n € R, mostre que existem
(x+1)(x—-1) .
A e B tais que:
J’g x—1 mx +n A B
———dx = + .
7 x(x—2) (x—a)? x—-a (x—a)
-1
3. J x2 dx
x4 —4
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Ex. 14.10
¢oOes parciais:

1
1. dx
sz -9

Calcule as seguintes integrais por fra-

»

-~

Ex. 14.11
¢Oes parciais:

Calcule as seguintes integrais por fra-

J 20x% + 28x
(x+2)(4x2 +3x —2)

3x2 +2x +5
(x+2)(x2 + 16)

5x2 +7x—9
(x —2)(x2+4x+13)

X2 +3x+9
X2+ 2x+ 17

dx
x3 + 3x2 + 4x

x*+2x3-3x2+3x—38
x(x—1)(x+4)

dx

=)

8x3 4+ 11x% + 6x + 8

T

J e
3
v
| wen
3
3

Ex. 14.12 Calcule as seguintes integrais

[ 9% +9 d
| ear0%

[ 8x—3

J x(x+1)dx

[ -2
J x2—16dx

[ 2x + 15 .
J (x +6)2

—4x — 31
5.Jx—dx

~

oo

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(x+9)2

J8x2+9x+5
— —dx

x(x +1)2

J 10x% —33x + 5
(x—2)(x+5)(2x —5)

49x% —37x — 6
| (Bx —2)(4x — 1)(5x + 2)

J X2 4+ 2x + 2
x—2)(x+3) "

2x3 + 6x% —3x — 54
2(x — 2)(x + 3)

x2 4+ 5x + 11

J 4x% + 20x + 44
dx
J 3x% 4+ x + 10
(x +3)(x2 + 25)
[ 7x% —22x+ 10
J (x —4)(x2 + 2x + 10)

[ x% +5x + 24 .
J x2 +4x + 29

[ 1
J — dx
x(x2 + 5x + 10)

[ 12x% +24x—4
J (x +3)(3x2 +2x —5)

[ —2x% —6x—94
J (x = 5)(x2 + 4x + 13)

dx

Fracoes parciais
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» Decomposicido em fragdes parciais

6x% — 32x + 106 (1 X2 +3x—2
18 . 22. J
(x—6)(x% +2x +17) _; (x=8)(x% +2x +6)
J’ 5x2 + 24x + 43 2
23 ——dx
(x+3)(x%2 +6x + 13) : Jo (x +2)3
3
2. J 9x + 14 04 r 6x + 4
NeFnermke R rvrehy
2 7x+13 [ —3x3 + 7x% + 12x + 52
21. J 25.J dx
o GrDx+3) (x + 1)(x2 + 4)2
[ 2x3 +7x% + 18x + 9 .

(x2+1)(x2+9)

14.2. « Decomposicao em fracoes parciais

Os exemplos anteriores mostraram como usar a decomposicdo em fracdes parciais.

Para justificar por que ela existe e por que assume aquelas formas, examinaremos as
propriedades algébricas dos polinémios que sustentam o método.

Nesta se¢do, denotaremos por R[x] o conjunto dos polindmios com coeficientes reais.

14.16 Teorema Teorema do Fator
Seja P(x) € R[x] e ¢ € R tal que P(c) = 0. Entdo existe Q(x) € R[x] tal que
P(x) = (x = 0)Q(x).

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisdo de polindmios, a divisdo de P(x) por x — ¢

terd como resto uma constante (possivelmente nula), isto é, P(x) = Q(x)(x —¢) + S.

Como P(c) =0 =Q(c)(c—c)+ S =S =0,logo P(x) = Q(x)(x —c). [

14.17 Teorema Fracdes Parciais - Raizes Reais
Sejam P(x) e Q(x) € R[x],a € Rcom Q(a) = 0 e n € N, n > 1. Entdo existem
B € R e R(x) € R[x] tais que
P(x) _ R(x) N B
Q)(x—ay  Q)(x—ay1  (x—ay
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Demonstragao. Colocando os dois lados sobre o mesmo denominador, queremos R
e B tais que P(x) = R(x)(x — a) + BQ(x). Como P(a) = BQ(a), e Q(a) # 0, defina
B = P(a)/Q(a). Defina h(x) = P(x)—BQ(x). Pela defini¢do de B, é claro que h(a) = 0.
Pelo Teorema 14.16, existe R € R[x] tal que h(x) = R(x)(x—a) = P(x)— BQ(x). Logo,
P(x) = R(x)(x — a) + BO(x). [

Como consequéncia, temos:

14.18 Corolario

Sejam P(x) e Q(x) € R[x],a € Rcom Q(a) # 0 e n € N, n > 1. Ento existem
By, ..., B, € Re R € R[x] tais que

P(x) _R&x) B B, B
00 -a 0@ - G-af T a-ar

Assim, se b € R é raiz de Q(x) do corolario acima, podemos aplicar o proprio corolario
R(x)
Q(x)

sem raizes reais, continuaremos inteiramente em R. A ideia é determinar diretamente

e prosseguir na expansao em fracdes parciais. Para tratar fatores quadraticos

a

o numerador linear que corresponde a um fator quadratico.

14.19 Teorema Fragdes Parciais — Fatores Quadraticos sem Raizes Reais

Sejam P,Q € R[x] e
q(x) = x* + bx +c, b? — 4c < 0,

com g nao dividindo Q. Sen € N, n > 1, entdo existem B,C € Re R(x) € R[x]

tais que
P(x) R(x) Bx +C

O ~ QG | qGor

Demonstragao. Pela divisdo de polindmios por g, escrevemos
P(x) = T(x)q(x) + px +r, Q(x) = S(x)q(x) + ux + v,

com p,r,u,v € R. Como g néo divide Q, temos (u,v) # (0,0).

Queremos escolher B e C de modo que
P(x) — (Bx + O)Q(x)

seja divisivel por g. Ao dividir (Bx + C)(ux + v) por g(x) = x? + bx + ¢, podemos
substituir o termo x2 por —bx — c ao calcular o resto. Assim, esse resto é

[(v —bu)B+ uC]x + [—cuB + VC] )

Portanto, basta resolver
(v —bu)B + uC = p,

—cuB+vC =r.
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Multiplicando a primeira equagao por v, a segunda por u e subtraindo, obtemos
(v2 —buv + cu®)B = pv —ru.

O coeficiente de B é estritamente positivo, pois

b \? b?
vz—buv+cu2=(v—§u) +(C—Z)u2>0.

De fato, b% —4c < 0 e (u,v) # (0,0). Assim, B é unicamente determinado. Se u # 0, a
primeira equacdo determina C; se u = 0, entdo v # 0 e a segunda equacdo determina
C.

Com essa escolha, o polinémio
h(x) = P(x) — (Bx + C)Q(x)
tem resto zero na divisdo por g. Logo existe R € R[x] tal que
P(x) = R(x)q(x) + (Bx + C)Q(x).

Dividindo por Q(x)q(x)", obtemos a formula anunciada. ]

Aplicando o teorema repetidamente, obtemos o analogo do corolario anterior.

14.20 Corolario
Sejam P,Q € R[x] e g(x) = x? + bx + ¢, com b? — 4¢ < 0 e g ndo dividindo Q.
Paran > 1, existem By, ..., By, Cy, ...,C, € Re R € R[x] tais que

P(.‘X') _ R(X) n le + Cl " Bzx + C2 an + Cn
QU)glx)r — Qx) ~ q(x) q(x)? g

Exemplo 14.21 — Dois fatores lineares distintos.

Decomponha
2x +1
(x—1)(x+2)
<
Solucdo. Escrevemos
2x +1 A + B
(x-1Dx+2) x—-1 x+2
Multiplicando pelo denominador e tomando x = 1 e x = —2, obtemos A = B = 1.
Portanto,
241 _ 1 1
(x—1Dx+2) x-1 x+2
]
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Exemplo 14.22 — Fator linear repetido.

Decomponha
x+1

x(x—1)2

Solucdo. A forma prevista pelo corolario é

x+1 A B C

— = + .
x(x—-1)2 x x—-1 (x—1)2

Da identidade obtida ao eliminar os denominadores, x = 0 fornece A = lex = 1
fornece C = 2. Comparando o coeficiente de x2, obtemos B = —1. Assim,

x+1 1 1 2

x(x —1)2 _;_x—1+(x—1)2'

[ |
Exemplo 14.23 — Fator linear e fator quadratico.
Decomponha
x%+2
(x—1)(x2+1)
N

Solucdo. Escrevemos

*+2 A L Bx+C
(x—1D(x2+1) x—-1 x24+1°

Multiplicando pelo denominador,
x24+2=A%*+1)+(Bx+C)(x—1).

Tomando x = 1, obtemos A = 3/2; a comparac¢ao dos coeficientes restantes fornece
B=C=-1/2. Logo,

*+2 3 x+1
(x—D(2+1) 2(x—-1) 2(2+1)

|
Exemplo 14.24 — Fator linear repetido e fator quadratico.
Decomponha
3x2 +1
(x—2)2(x2 +4)
<
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Solucdo. A decomposicio tem a forma

A N B +Cx+D
x—2 (x—2)2 x2+4°

Eliminando os denominadores e comparando coeficientes, obtemos

11 13 11
A=—, B=—, =——, D=0.
16 8 16
Portanto,
3x2+1 11 L 13 1x
(x—2)2(x2+4)  16(x—2) 8(x—2)2 16(x2+4)
]
Exemplo 14.25 — Outro fator quadratico irredutivel.
Decomponha
x+3
(x+1D)(x2+1)
<
Solucdo. Tomamos
x+3 A . Bx+C
(x+1)(x2+1) x+1 x2+1°
A identidade
x+3=A(x*+1)+(Bx+0O)(x+1)
fornece A=1,B=—-1eC = 2. Assim,
x+3 _ 1 x=2
(x+1Dx2+1) x+1 x2+1
|
Exercicios
Ex. 14.13 Escreva, sem determinar os coeficien- Ex. 14.15 Decomponha
tes, a forma da decomposi¢ao de
241 2x+5
Xt . x(x —2)2°
x(x—1)2(x2 + 4)
Ex. 14.14 Decomponha Ex. 14.16 Decomponha
4x+1
G- D(x+3)° x2+1

(x+1(x2 +4)
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14.3. Integrais trigonométricas

Nas func¢des racionais, a fatoracdo separa o integrando em parcelas mais simples. Nas
expressOes trigonomeétricas, as identidades cumprem papel semelhante: reorganizam
as poténcias de seno, cosseno, tangente e secante de modo que uma substitui¢do ou

uma foérmula basica possa ser aplicada.
Exemplo 14.26.

Calcule J sen” x cos x dx

Solucao. Naintegral em questdo podemos realizar a substituicdo simples u = sen x.

J sen5 xcosxdx = J u5 du  Fazendoa substituicdo u = sen x

1 6
—-sen°x +C
6

Exemplo 14.27.

Calcule J cos® x dx.

Solucdo. A substituicdo u = cos x exigiria um fator sen x que ndo aparece no inte-

grando. Podemos, porém, escolher u# = sen x: separamos um fator cosseno e con-

4

vertemos o fator cos® x restante em uma expressido que envolva o seno, usando a

identidade trigonométrica fundamental sen? x + cos? x = 1: Observe que cos® x =

cos? x cosx = (1 — sen® x)? cos x.

J cos® xdx = J(l — sen? x)? cos x dx

= J'(l - u2)2 du  Fazendo u = senx, du = cos x dx.

J(l —2u? +u*)du

2 3 uw
=u—-uw+—+C
3 5
2 sen® x
=senx—§sen3x+T+C

Integrais trigonométricas

Como a paridade ori-
enta a substituicao

Uma poténcia impar de
seno permite separar
um fator sen x e escre-
ver o restante em ter-
mos de cosseno, usando
u = cos x. Para uma po-
téncia impar de cosseno,
procede-se de modo ana-
logo. Quando ambas sdo
pares, as identidades de
meia-angulo reduzem as
poténcias.
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Exemplo 14.28.

Calcule J sen® x cos? x dx.

<

Solucao. Neste caso, o expoente do seno é impar e o do cosseno é par. Separamos
um fator seno e expressamos os fatores restantes em termos do cosseno.

sen® x cos? x = (sen? x)? cos? x sen(x)
= (1 — cos® x)? cos? x sen x.
Fazendo a substituicdo u = cos x temos du = — sen x dx e assim

J sen’ x cos® x dx = J(l — cos?® x)? cos® x sen x dx
- J(l —u?)%u? du

- J(u2 —2u* +u®) du

3 5 7
u u u
=—(=-2—+=)+C
3 5 7
cos3x COSSX COS7.'X'
=— + — +C.
3 5 7

O Unico caso que ainda nao analisamos é aquele em que ambos os expoentes sido
pares. Nesse caso, a técnica que usamos nos primeiros exemplos simplesmente néo
funcionara. A estratégia é utilizar uma ou mais das formulas a seguir para reescrever
o integrando.

cos“x = = [1 + cos(2x)]

sen“x = = [1 — cos(2x)]

N =N

Exemplo 14.29.

Calcule J cos* x sen? x dx.

<

Solucdo. Como as poténcias de seno e cosseno sao ambas pares, procedemos como
segue:

2
Jeotasatsin = (522 (1225

_ J 1+ 2cos(2x) + cos?(2x) 1 — cos(2x) dx
B 4 2

= J %(1 + cos(2x) — cos?(2x) — cos3(2x)) dx
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O termo cos(2x) é facil de integrar. O termo cos?(2x) exige que reduzamos a poténcia
novamente. O termo cos3(2x) possui poténcia impar e, para calcula-la, utilizaremos
uma substituicao.

J cos(2x)dx = % sen(2x) + C.

1+ 4 1 1
J cos?(2x)dx = J w dx = E(x + 2 sen(4x)) + C.
Finalmente, para cos3(2x), temos

cos3(2x) = cos?(2x) cos(2x) = (1 - sen2(2x)) cos(2x).

Fazendo u = sen(2x), temos du = 2 cos(2x) dx, logo

J' cos3(2x)dx = J (1- sen2(2x)) cos(2x) dx

J'%(l—uz)du

1, 1.,

E(u—gu )+C

1 1,
E(sen(Zx)—gsen (2x)) +C

Agrupando, temos:

J cos* xsen® xdx = J %(1 + cos(2x) — cos?(2x) — Cos3(2x)) dx
1 1 1 1
= g[x + 3 sen(2x) — E(x + 2 sen(4x))
1 1,
- E( sen(2x) — 3 sen (2x))] +C
i 1 1 en3
= 8[2x s sen(4x) + g sen (Zx)] +C

Exemplo 14.30.

Calcule J sen(x) dx.

<

Solucio. Nesse caso o expoente do seno é par (e podemos considerar o fator cos® x)

1 1
e utilizaremos as identidades sen?(x) = 3 [1—cos(2x)] e cos® x = 3 [1+ cos(2x)].
Assim,

J sent(x) dx = % J (1- cos(Zx))2 dx

= % J(l — 2 cos(2x) + cos?(2x)) dx
= i J (1 — 2cos(2x) + %(1 + cos(4x))) dx
= i (37x —sen(2x) + sen§4x)> +C.

Integrais trigonométricas

454



Funcdes de uma Variavel / Técnicas de integracdo Integrais trigonométricas

[ ]
Exemplo 14.31.
Calcule a seguinte integral J sen? x cos? x dx
q
Solucdo. Faremos de dois modos: Solucao 1
1
No primeiro modo utilizaremos as identidades sen?(x) = 3 [1—cos(2x)] e cos® x =
1
> [1+ cos(2x)]. Assim,
9 9 1 1
sen” x cos® x dx = 3 [1— cos(2x)] 3 [1+ cos(2x)] dx
1 2
=1 1 — cos“(2x) dx
Novamente reutilizaremos a férmula de angulo duplo:
2 2 1 2
sen” x cos” x dx = 2 1 — cos“(2x) dx
_1 1- 1 [1+ cos(4x)] dx
4 2
1 1 1
== J (— - = COS(4X)> dx
4 2 2
1
== [f - = sen(4x)] +C
412
=X sen(4x) +C
8 32
Solucao 2
No segundo modo utilizaremos a identidade:
J sen? x cos? x dx = J [sen x cos x]2 dx
1 2
= J [5 sen(2x)] dx
1 2
=7 | sen (2x) dx
1
=3 J 1 —cos(4x) dx
x 1
== — —sen(4x) +C
8 32
[
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Estratégia para avaliar J sen™ x cos" x dx

Para m, n inteiros ndo negativos,

|E| Se n for impar,
J sen™ x cos(®*tD x dx = J sen™ x (cos? x)K cos x dx
= J sen™ x(1 — sen? x)* cos x dx.
Entéo faga u = sen x.
IE Se m for impar,
J sen*+1) x cog™ x dx = J(senz x)K cos™ x sen x dx
= J(l — cos? x)k cos™ x sen x dx.
Entéo faca u = cos x.
Se m e n forem pares, utilizamos as identidades dos &ngulos metade

1 1
sen’ x = 5(1 — cos(2x)) cos? x = 5(1 + cos(2x)).
Algumas vezes pode ser util a identidade

1
senx cosx = 3 sen(2x).

Quando tivermos produtos de senos e cossenos podemos usar também as identidades:

|Z| 2sena cosb = sen(a — b) + sen(a + b),
E 2sena senb = cos(a — b) — cos(a + b),

2cosa cosb = cos(a —b) + cos(a + b).

Exemplo 14.32.

Calcule J sen(3x) cos(2x) dx.

Integrais trigonométricas
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1
Solucao. Como sen(3x) cos(2x) = E[sen(Sx) + sen(x)]. Entao,

J sen(3x) cos(2x) dx = % J[sen(Sx) +senx] dx

1 1
= ——cos(5x) — = cosx + C.
10 2

Estratégia para avaliar
sen(mx) cos(nx) dx J sen(mx) sen(nx) dx J cos(mx) cos(nx) dx

Utilize a identidade correspondente:

|Z| 2sena cosb = sen(a — b) + sen(a + b),
|£| 2sena senb = cos(a — b) — cos(a + b),

2cosa cosb = cos(a — b) + cos(a + b).

Podemos usar uma estratégia semelhante para avaliar integrais envolvendo potén-
cias de tangente e secante.

Exemplo 14.33.

Calcule J sec x dx.

Solucédo. Faremos de dois modos. No primeiro modo converteremos em senos e

COssenos:

T cos(x)
sec3(x) = cos3(x) - (1 —sen?(x))?2

Como cos x aparece com uma poténcia impar, a substitui¢do u = sen x transforma a

integral em uma funcéo racional:

du
3 _
Jsec x dx = J —(1 — 7y

A dltima integral admite a seguinte expansdo em fracOes parciais

1 1/4 1/4 1/4 1/4

= - + =y .
1-u22 1-u (A-uw? 14+u (1+u)?

Integrais trigonométricas
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Calculando as antiderivadas termo a termo temos

du 1 1 1
J(l uz)z———ln(l—u)+m+zln(1+u)—
1+u 1 u

In + = +C
1-u 21-u?

1
4
1 l1+senx 1 senx
4
1

In + = +C
1—senx 2cos?x

l1+senx 1
In ——— + —secxtgx + C.
4 1-—senx 2

No segundo método utilizaremos integral por partes

Jsec3x dx=Judv

com
dv = sec? x dx,
v =tgx,
u = secx,
du = sec x tg x dx.
Entao

Jsec3xdxzju dv

zuv—Jvdu

secxtgx — Jsecxtgzxdx
=secxtgx — Jsecx(seczx— 1)dx
=secxtgx — (J sec® x dx — J secxdx)
=secxtgx — Jsech dx+Jsecxdx.

Dessa forma

stec3x dx = secxtgx-i—Jsecxdx

=secxtgx +In|secx +tgx| +C.

E logo

1 1
Jsec3x dx = S secxtgx + Elnlsecx+tgx| +Cy.

Observacido Uma terceira substituicio

Em um intervalo em que cos x nédo se anula, seu sinal o € {—1, 1} é constante.

4(1+u)+c

Integrais trigonométricas
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Com u = tg x, temos du = sec? x dx e secx = o1 + u2, portanto

Jsec3x dx=GJ\/1+u2 du.

A integral do lado direito sera calculada por substituicdo trigonométrica na pro-
xima se¢do. Sua primitiva é %[u\/ 14+ u? + In(u + V1 +u2)]. Ao voltar a x, ela
fornece a mesma férmula dos dois métodos anteriores. Quando o = —1, usamos
(V1 +u2 —w)(V1+u2 + u) = 1 para simplificar o logaritmo. Assim, o método
também respeita os intervalos em que a secante é negativa.

Exemplo 14.35.

Calcule J. tg® x sect x dx.

Observe que tg6 x sectx = tg6 x sec® x sec’x = tg6 x(1 + tg2 x) sec? x . Fazendo

u = tg x temos du = sec? x dx e assim

J tg® x sec* x dx = J tg® x(1 + tg? x) sec® x dx = J (1 +u?)du

7 9 7 9

tg'x tg'x
:u_+u_+C:g_+g_+C'
7 9 7 9
Exemplo 14.36.
Calcule J tg® x sec’ x dx.
<

Observe que

tg5 xsec’ x = tg4 x sec® x sec x tgx

= (sec? x — 1)? sec® x sec x tg x.

Fazendo u = sec x temos du = sec x tg x dx e assim
thS x sec’ xdx = J(secz x —1)% sec® x secx tgx dx = J(uz —1%ul du

u“ ? 7 sec“ X sec9 X sec7 X

u u
=—-2—+—+C= -2 - +C.
11 9 7 11 9 7
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Estratégia para avaliar J tg™ x sec” x dx

Para m, n inteiros ndo negativos,

|E| Se n > 2 for par,

Entdo facau = tg x.

IE' Se m for imparen > 1,

= J(secz x — ¥ sec™ 1 x secx tg x dx.

Entéo faca u = sec x.

J tg™ x sec? x dx = J tg™ x (sec? x)k 1 sec? x dx

= J tg™ x(1 + tg? x)F 1 sec? x dx.

J tg(2k+1) x sec xdx = J(tgz %)k sec” 1 x secx tg x dx

Exercicios

Ex. 14.17 Calcule as seguintes integrais 9.

1. J sen x cos* x dx
10.

2. J sen? x cos x dx

11.
3. J sen3 x cos® x dx

12.
4. J sen3 x cos® x dx

13.
5. J sen® x cos® x dx

14.
6. J sen? x cos’ x dx

15.
7. J sen? x cos® x dx

16.
8. J sen(5x) cos(3x) dx

e
)

sen(x) cos(2x) dx

sen(3x) sen(7x) dx

sen(rx) sen(2rx) dx

cos(x) cos(2x) dx

[ cos (Zx) cos(rx) d
cos (Ex) cos(rrx) dx

tg* x sec? x dx

tg? x sect x dx

tg® x sect x dx

Integrais trigonométricas
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3 2 d /2
17. | tg” x sec” x dx 2. J cos(x) cos(2x) dx
—/2
18. | tgd xsec3 x dx /4
3 J tg* x sec? x dx
0
19. | tg® x sec® x dx /4
4. J tg? x sec? x dx
—r/4
20. | tg* x dx
Ex. 14.19 Calcule:

1. J sen(x) sen(8x) dx

2

22. x sec x dx

tg
sen3(x) dx

[N

2

23. x sec> x dx

tg
cos?(4x) dx

w

T

24, sen x cos* x dx

J
J
J
I
J
J

0

3
Je
J sen(x) cos*(5x) dx
|
|

4.
T
25. J sen® x cos x dx
5. | sen(2x) cos®(2x) dx
/2
26. J sen® x cos” x dx n/4
—/2 6. sen?(2x) cos?(2x) dx
0
. . . T
Ex. 14.18 Calcule as seguintes integrais. 7 J cos(x) cos?(4x) dx
0
/2
1. J sen(5x) cos(3x) dx
0
. . ~ ° ’ .
14.4. Substituicao trigonomeétrica
Identidades e sinais na

As identidades trigonométricas também podem simplificar integrais cujo integrando substituicao
original nio contém func¢odes trigonométricas. Ao escolher uma nova variavel, po- A albicio g
demos transformar certas expressdes com raizes quadradas em expressdes trigono- nométrica transforma
métricas para as quais ja dispomos de métodos de integracdo. Em particular, fixado a expressao sob a raiz

em um quadrado. Para
a > 0ex = asenf,

por exemplo, a raiz de
a2 — x2 2 2 2 _ g2
as—x \/a +x \/x a a® — x? se torna a| cos 0.

A escolha do intervalo de

a > 0, queremos calcular integrais que contém expressdes da forma:

0 permite determinar o
sinal e retirar o médulo
corretamente.
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A estratégia para calcular tais integrais é fazer uma substituigao que elimine o radical.

Por exemplo, para eliminar Va2 — x2 faga x = asenf. Logo 0 = arcsen(x/a), para
—n/2 < 6 < /2. Nesse intervalo, cos 0 > 0, logo

Va2 —x2 =acosf

Vejamos um exemplo:

Exemplo 14.37.

Calcule J V9 — x2 dx.

Solucao. Como 1 — sen’t = cos’t, entio 9 — 9sen’t = 9cos’t, a mudanca x =
T T .. . . x
3sent, -3 <t< > elimina a raiz do integrando. Temos dx = 3 cost dt. Entéo,

J\/9—x2dx =3|9—9sentcost dt

=3 | +\9cos?tcostdt

~

=9 | |cost|costdt = 9Jcosztdt

. T T .
pois cost > 0 se 3 <t< 7 Assim,

J\/9—x2dx=9Jcosztdt
1 1
= 9J (— + = cos(2t)> dt
2 2
9 9 9 9
= —t+ - sen(2t) + C = =t + = sent cost +C
2 4 2 2

N . /2 T
Devemos retornar a variavel x original. Como x = 3sent e —3 <t < —, segue que

2
t = arcsen(x/3) e cost = V9 — x2/3; logo,

9 x
J\/9—x2 dx = Earcsen(x/3)+ 5\/9—x2 +C, —-3<x<3.

Substituicao trigonométrica
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Substituicdo Trigonométrica

[a] Para integrandos contendo va? — x:

Faca x = asen®, dx =acos0 df

Logo 6 = arcsen(x/a), para—n/2 < 0 < > X
/2. )

No intervalo, cos8 > 0, logo m

Va2 —x2 =acosf

Figura 14.1. Substituicdo
trigonométrica para

va? — x2.

|£| Para integrandos contendo vx?2 + a2:

Faca x = atg, dx = asec?6 do \/&
2
Logo 6 = arctg(x/a), para —r/2 < 0 < * X
/2.
4 A substituiciao no
a

No intervalo, secd > 0, logo e r
Vx2 +a? = asecl Figura 14.2. Substituiciio Parag > Oex < —a,
trigonomeétrica para a escolha x = —asec®,
Vx2Z + a2, com0 < 0 < 7/2,
transforma vx? — a? em
Para integrandos contendo vx?% — a2: atgd. O sinal negativo
F _ 0 d _ permanece na derivada
aca x - asecv, X o X v a—; da substituigio: ele ndo
asecOtgf do pode ser descartado ao
4 transf diferencial.
Logo 6 = arcsec(x/a). Se x/a > 1, . ransformar o diferencia
a < ; < - a .
entio 0 < § < /2; se x/a < —1, entéo Figura 14.3. Substitui¢io
n/2<0< . trigonométrica para
Restringimos a x > a; logo, x/a > 1 e Vx? —a?.
0 < 0 < x/2. No intervalo, tgf > 0;
logo,
Vx2 —a? =atgh

Exemplo 14.38 — Usando Substituicao Trigonométrica.

Calcule J 1 dx.
54 x2
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Solugao. Reconhecemos facilmente a escolha a = /5 e fazemos x = 5tg0, com
—7/2 < 0 < /2. Dessa forma, dx = /5sec?f df. Usaremos o fato de que V5 + x2 =
{5+ 5tg? 0 = V5 sec2 = /5 sec 6. Substituindo, temos:

J ! dx=J;\/§sec29 dé

V5 + x2 J5 +5tg2 0
2

:J’\/gsec 0 &0
J5sect
zjsecé’ dé

= 1n|sec9+tg9| +C.

Resta expressar a primitiva em termos de x, a variavel do problema original. O tri-
angulo de referéncia (b) da substitui¢do trigonométrica ajuda. Como x = /5tg,

temos
tg@zi e secl= x2+5‘
V5 V5
Logo
J ! dlen|sec9+tg0|+C
N
V55

Podemos deixar esta resposta como esta, ou podemos usar uma identidade logarit-
mica para simplifica-la. Observe:

Vx24+5  x 1
| +—=[+C=In|=(HKx2+5+x)|+C
n G G n\/g( x x)
zlni +In|Vx2+5+x|+C
V5
=1n|\/x2+5+x|+C,
o termo In (1 / \/5) é absorvido na constante C. ]

Exemplo 14.39 — Usando Substituicao Trigonométrica.

Calcule J \V4x2 — 1dx.

<

Solucao. Comecgamos reescrevendo o integrando na forma vx?% — a2 para algum va-

lor de a:

1
4x2 —1= 4(x2——>

12
SR
¥z

Assim, temos que a = 1/2 e, seguindo a ideia da substituicdo trigonométrica (c),

Substituicao trigonométrica
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1
comegamos pelo ramo x > 1/2 e fazemos x = 7 sec 0, com 0 < 6 < /2. Logo,

1
dx = 5 sec 0tg0 df. Fazendo as substituicoes, temos

~

2
J\/4x2—1dx= 2 x2—<l) dx

J 2

= (&/lsecze— E (l sec@tg@) do
4 4\2

J

= :‘ [%(se@@ - 1)( sec@tg@) do
= PJitgz@(sec@tg@) do

~

_ %tgzeseCH do

o

%J (secZG— 1) secO df
= % J (sec39— secd) do.
Calculamos a integral de sec® 6 no Exemplo 14.33:
3 1
sec’ 0 do = E(secﬁtgﬁ +In|secOd + tg9|) +C.

Logo

J’\/4x2 —1dx

= %J(secSQ—seCQ) do
1/1
=3 <§(sec9tg9+ln|se09+tg0|) —1n|sec€+tg9|) +C

= i(sec@tg@—lmlsec@+tg9|)+C.

e 1 " o
Retornamos a variavel inicial. Coma = 1/2ex = 5 sec 0, o tridngulo da substituicio

trigonométrica (c) mostra que

tgh = /x2 - 1/4/(1/2) =2Jx2—-1/4 e secH=2x.

Logo
%(secetg9—1n|se(:9+tg9|) e
= i(zx-z\/mqn|2x+z\/m|) +C
= i(4x\/x2—71/4— In [2x + ZWD +C.
Assim

J\/4x2 —1dx = i(4x\/x2 —1/4-Infx + 2x2 — 1/4]) + C.

A expressdo final também é uma primitiva em x < —1/2, como se verifica por dife-

. d .
renciagao: — In|2x + V4x2 — 1| = 2/V4x2 — 1 nos dois ramos. As constantes podem
ser escolhidas independentemente em cada intervalo. ]
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Exemplo 14.40 — Usando Substituicao Trigonométrica.

V4 — x?

dx.
2

Calcule J

Solucao. Usando a Substituicdo Trigonométrica (a) com a = 2, x = 2senf, dx =
2cosf db,com—r/2 <0< n/2eB + 0elogov4 — x% = 2cosf. Consequentemente

V4 — x? [ 2cos6
J.de—J m(ZCOSQ) d9

= Jr cotg? 9 do

= J (cossec? 6 —1) do
= —cotgf -0+ C.

Para reescrever a resposta em termos de x, utilizaremos o tridingulo de referéncia da
substituicio trigonométrica (a); assim, cotg @ = V4 — x2/x e 6 = arcsen(x/2). Logo,

V4 — x? V4 — x? X
dx = — —arcsen(—)+C.
x2 X 2
]
Exemplo 14.41 — Usando Substituicio Trigonométrica.
1
Calcule J — dx.
x2+1
<

Solucdo. Ja sabemos que a integral anterior é arctg x + C. Aplicamos a substitui¢ao
trigonométrica para mostrar que obtemos a mesma resposta sem depender do co-
nhecimento da derivada da funcéo arco-tangente. Fazendo a substituicdo (b), tome
x = tgh, dx = sec’§ df e note que x?> +1 = tg? 0 + 1 = sec? §. Logo,

1 _ 1 9
Jx2+1dx_JseczgseC 0 do

:JldG

=0+C.

1
Como x = tg0 e § = arctg x, concluimos que J i1 dx = arctgx + C. ]
X

Substituicao trigonométrica
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Tabela 14.1. Substituicdes Trigonométricas

Expressio no Substitui¢do Restricdo

integrando

va? — x? x =asenf —r/2<0< /2

Va2 + x? x=atgh —r/2<0< /2

Vx2 —g? x =asecl 0<O<m/2sex>a
Exercicios

Ex. 14.20 Calcule as integrais usando substitui-

¢éo trigonométrica. Esboce o tridngulo retangulo asso-
ciado, indicando seus lados e o dominio utilizado.

1
1 j S
x2Jx2 -9
239 — x2dx

2

53

3
Vx2 49

2
3

|
|
o[ o
|
|

dx
x\V1—xtdx

5

dx

6
(5 — 4x — x2)*/?

Ex. 14.21

1. J Vx2 +5dx
Vx2 +9dx

2

4

3
B.dex
.J.\/ﬂdx

Substituicao trigonométrica

Simplificagéo

@’ —x* = a®> —a’sen?0

=a’?cos? 0

a@+x*=a+atg’f

=a’sec’d

x% —a® = a*sec? 0 — a?

=a’tg’0

~

o

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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1 1
17. | ————dx 25, | ———dx
J, (x2 + 6x +13)2 J, x2Jx2 + 16

x
— dx 26. J\/x2—6x+ 13 dx

18.

19. | x2(4 — x2)"3/2 dx Ex. 14.22

20.

3
x2 4 — x2dx 1J \jx2+16dx
0

21. ———dx

22.
23.

13
24. J x2 —25dx
5

14.5. % A substituicio de Weierstrass u = tg(x/2)

Ha uma ligacéo adicional entre os métodos estudados: certas integrais trigonométri-
cas podem ser transformadas em integrais de fung¢des racionais. A substituicdo de
Weierstrass estabelece essa ligacdo e permite recorrer, quando necessario, as fragdes

parciais.

Se um integrando é uma funcao racional de senx e cosx, ele pode ser reduzido a
uma fungéo racional de u pela substituicdo de Weierstrass u = tg(x/2). Trabalhamos
em intervalos que nao contém pontos x = (2k + 1)x, onde a substituicdo nao esta
definida. Nesses intervalos, o fato pode ser verificado observando que

senx = 2sen(x/2)cos(x/2) = ZM cos®(x/2).
cos(x/2)
Assim,
2tg(x/2)  2u

senx = 5 = -
1+tg*(x/2) 1+u

De modo anélogo, temos:
cosx = 1 —2sen?(x/2) = cos?(x/2) sec’(x/2) — 2 cos?(x/2) tg?(x/2),

logo,
1 —tg?(x/2) 1 u?
1+1tg?(x/2) 1+u?

Intervalos da substitui-
cao de Weierstrass

A substituicio u =
tg(x/2) néo atravessa os
pontos x = (2k + 1)7. Es-
ses pontos, porém, podem
pertencer ao dominio do
integrando. Nesse caso,
férmulas obtidas em inter-
valos vizinhos precisam
ser compatibilizadas para
representar uma mesma
primitiva através deles.
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Dessa forma, ao realizarmos a substitui¢do u = tg(x/2), temos:

2u 1—u?
cosx =
1+ u? 1+ u?

sen x =

Como u = tg(x/2), temos que du = % sec?(x/2)dx = %(1 + tg?(x/2)) dx. Logo,

2d
dx = “
1+ u?

Exemplo 14.42.

Calcule J cossec x dx

q
Fazendo t = tg(x/2), obtemos
d 1412 1 d
| —— a= |2 = Injt|]+C = ln‘tg£‘+C.
sen x 2t 1442 t 2
Exemplo 14.43.
1
Calcule | ———
cos x + sen x
4
1 2 - 2
Fazendo u = tg(x/2), temos que du = 5(1 + tg®(x/2)) dx, entdo dx = TT2 du.
u
Utilizando as identidades trigonométricas anteriores,
1—u?+2u
cosx +senx = —————
14 u?

Assim,

1 1
———dx =2 | ————— du,
CoS X + sen x 1—u?+2u
a qual pode ser integrada utilizando fra¢es parciais. Note que

1 1 1

1—uw2+2u w—2u-—1 :_(u—a)(u—b)

_L<1_1>
 2f2\u—a u-b/)’

ondea=1++2eb=1-+/2. Portanto,

1 1
deX—ﬁ(ln|u—b|—ln|u—a|)+c

- Lz(lnltg(x/z)— 1+V2| - In|tg(x/2) - 1-2|) + C.
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14.6. Estratégias de integracao

Alice perguntou: “Poderia me dizer, por favor, que caminho devo tomar ...?”
“Isso depende bastante de onde vocé quer chegar’, disse o Gato.

“O lugar ndao me importa muito...”, disse Alice.

“Entao nao importa que caminho tomar”, disse o Gato.

Alice no Pais das Maravilhas, Lewis Carroll

Conhecer vérias técnicas amplia nossas possibilidades, mas também exige decidir
por onde comecar. Para orientar essa escolha, organizaremos uma estratégia geral
de integragdo que ajuda a reconhecer simplifica¢des, identificar formas conhecidas
e reformular o problema.! A estratégia tem trés etapas:

B SIMPLIFICAR,;
B CLASSIFICAR;

® MODIFICAR.

No passo 1, SIMPLIFICAR, procuramos reescrever o integrando em uma forma mais
simples de integrar. Quando isso ndo é suficiente, o passo 2, CLASSIFICAR, usa a
forma do integrando para orientar a escolha de técnicas como integragido por par-
tes e substituicdo. Se formos incapazes de classificar o integrando, passamos para
a etapa 3, MODIFICAR. Nesse caso, temos que manipular o integrando de uma ou
mais formas. Devemos sempre buscar alternativas simples antes de iniciar os célcu-
los mais complicados e iniciar o processo com o passo 1 sempre que conseguirmos
transformar a integral para algo mais facil. Ha algumas observacoes a fazer sobre
essa estratégia. Primeiro, ela ndo é um conjunto rigido de regras para determinar o
método a ser usado, mas um conjunto geral de diretrizes que nos ajudam a identificar
as técnicas que podem funcionar. Algumas integrais podem ser calculadas de mais
de uma maneira; assim, dependendo do caminho escolhido, pode-se chegar a uma
técnica diferente daquela usada por outra pessoa que também segue essas estratégias.

A verificacao pela
derivada

Uma resposta para uma
SIMPLIFICAR integral indefinida deve
ter derivada igual ao
integrando em todo o
Antes de aplicar uma técnica de integracdo, convém verificar se uma simplificacido intervalo considerado.
algébrica permite reconhecer uma primitiva conhecida. O quadro a seguir retine dois A aparéncia da formula
procedimentos frequentes. ndo decide sua corregao:
expressoes diferentes
podem representar primi-
tivas que diferem apenas
por uma constante.

'Essa estratégia é baseada na estratégia apresentada em Schoenfeld, 1978 e sua eficiéncia é discutida
em Kallam e Kallam, 1996.
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Simplificar antes de escolher
Antes de procurar uma técnica especial, tente reduzir o integrando a uma
forma conhecida.

B Expanda, fatore, divida ou use identidades quando isso eliminar uma com-
plicacdo aparente.

B Procure uma substitui¢do imediata quando uma funcdo aparece acompa-
nhada de sua derivada.

Exemplo 14.44.

Antes de escolher uma técnica, simplifique os seguintes integrandos:

Jx(1 +Vx) dx, cos? x dx,
| |

-3 3x% —2x + 1
70 dx, X T AXT oy
x—4 2x —1

Solucao. No primeiro caso, basta distribuir /x:
Vx(1+x) = Jx +x.

No segundo, a identidade de meia-angulo fornece

5 1+4cos(2x)
cos®x = ————.

No terceiro, o numerador difere do denominador por 1:

No ultimo, a divisdo polinomial produz

3x2—2x+1 3 1+ 3
—_— ==X+ —.
2x —1 2 4 4(2x-1)

Em cada caso, a simplificacdo revela imediatamente regras de integracéo ja conheci-
das. |

Exemplo 14.45.

X
dx
x2+1
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Solucio. Facau = x? + 1, du = 2x dx. Entéo fx/(x2 +1) dx = %ln(x2 +1)+C. =

Exemplo 14.46.

Calcule J,X?’\, x2 —1dx

<
Solucao. Facau = Vvx2 — 1, de modo que xdx = udue x% = u® + 1. Assim,
Jx3\/x2 —1dx= J'(u4 +u?) du
2 1\5/2 2 _ 1)3/2
1 1
I Calnd) i C ot )N R NI
5 3
]
Exemplo 14.47.
Calcule .
X
J g4 dx
sect x
<
Solucao.
tg x sen x
J g4 dx = J =~ costxdx
sect x cos x
= J sen x cos> x dx u = cosx
=— J w3 du
I 4
=—= +C
7 o8 X
]
Exemplo 14.48.
+1
Calcule J x2_ dx
x4 +1
<
Solucio.
x+1  x + 1
x2+1 x24+1 x2+1°
Logo [(x + 1)/(x*+1)dx = %ln(x2 + 1) + arctg x + C. [ ]
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Exemplo 14.49.

Calcule

Estratégias de integracao

Solucgao. Para x > 1, faga u = Inx e du = dx/x. Obtemos fu_l/z du=2Ju+C=

2vInx + C.
Exercicios
Ex. 14.23 Simplifique antes de integrar:
2 _
J -9 dx.
x—3
Ex. 14.24 Calcule

2x

et —1
dx

eX+1

comecando por fatorar o numerador.

CLASSIFICAR

Ex. 14.25 Calcule

J’x3+x2+x+1
—_—  dx

x+1

sem usar fracdes parciais.

Ex. 14.26 Explique por que [ xVx2 + 4 dx deve
ser simplificada por substituicao direta antes de se con-
siderar substituicao trigonométrica.

Se as simplificagdes iniciais ainda ndo revelaram uma primitiva, a forma do inte-

grando pode indicar um método adequado. Reconhecer uma fungéo racional, um

radical ou um produto de funcdes ajuda a escolher entre fra¢des parciais, substitui-

¢oes e integragdo por partes.
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Classificar pela forma do integrando
Se a simplificac¢do nio resolve o problema, procure a estrutura dominante:

B funcdes racionais sugerem divisdo polinomial e fra¢des parciais;

® radicais do tipo Va2 — x2, Va2 + x2 ou Vx2 — a? sugerem substituicio trigo-
nomeétrica;

B produtos de poténcias trigonométricas pedem primeiro as identidades e
estratégias da secdo correspondente;

B produtos de um polinémio com exponenciais, logaritmos ou fun¢des trigo-
nométricas frequentemente favorecem integracéo por partes;

B outros radicais podem ser simplificados por uma mudanca como
u=4X/gx).

A classificacdo nao determina mecanicamente o método, mas reduz o niimero
de tentativas plausiveis.

Exemplo 14.50.

Cla

J

ssifique as seguintes integrais:

x2

———dx
Vax2 -9

[ x3 sen x? dx

( sen(3x) cos(8x) dx
J

( CHx+1
x2—2x+1

[ sen(5x) cos*(5x) dx
J

[ €% cos(4z) dz

Estratégias de integracao
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Solucao. |E| Como o integrando possui uma raiz Vax2 =9, que pode ser simplifi-
cada para 2,/x% — 9/4, uma boa escolha é fazer uma substitui¢do trigonométrica. |£|
Nesse caso comeg¢amos com uma substituicio u = x?, e logo du = 2x dx e apds essa
substituicdo a integral fica:

1
—Jusenu du
2

que pode ser feita por partes. | ¢ | Essa integral é produto de senos e cossenos e pode
ser convertida numa soma usando a relagéo:

2sena cosb = sen(a —b) + sen(a + b)

[d] Como a integral em questdo envolve uma funcéo racional com o grau do nume-
rador maior que o denominador, a estratégia é fazer a divisdo polinomial e usar inte-
gracdo por fracdes parciais. |E| Integral Trigonométrica. A integral em questdo
pode ser calculada por integracdo por partes duas vezes. |

Exemplo 14.51.

Jxlnxdx
q
Solucao. Por partes, com u = Inx e dv = x dx, temos
2 2 2
X 1 X X
| =—Ilnx——- =—lnx—- — .
anxdx 5 nx 2J'xdx 5 nx 4+C, x>0
[

MODIFICAR

Algumas integrais podem néo se encaixar no esquema de classificacdo anterior e,
nesse caso, podemos ndo conhecer uma forma adequada de resolvé-las. Uma ma-
neira de abordar esses problemas é procurar similaridades entre essas integrais e
outras que sabemos calcular. Se a forma de um problema dificil se assemelha a de
um problema padréo, existem duas possibilidades: podemos conseguir reduzir o pro-
blema dificil a uma forma “padrdo” ou as técnicas que usariamos no problema mais
facil podem nos ajudar a resolver o mais dificil. Observagéo: existem problemas de
integracdo que parecem muito semelhantes a um problema soluvel, mas que, apds
um exame mais minucioso, mostram-se impossiveis de resolver com as técnicas apre-

sentadas neste livro.

Estratégias de integracao
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Modificar por comparacao
Quando o integrando néo se encaixa diretamente nas classes anteriores, com-
pare-o com problemas que vocé ji sabe resolver.

B Identifique uma forma proxima e pergunte o que impede o método conhe-
cido de funcionar.

B Tente uma manipulacio que produza essa forma: fatoracéo, racionalizagio,
divisdo ou introducdo compensada de um termo.

B Depois da modificacéo, volte a classificar o novo integrando antes de pros-
seguir.

Algumas manipulacdes algébricas sdo bastante faceis de usar e vale a pena considera-
-las antes de tentar qualquer outra abordagem. Por exemplo, quase sempre decom-
pomos o integrando de uma soma em uma soma de integrais e depois integramos
termo a termo. Antes de fazer isso, no entanto, devemos procurar outras alterna-
tivas. Uma operacdo mais complicada, mas que também merece ser considerada, é
simplificar fung¢des racionais por divisdo polinomial. Chamamos de “fragdo propria”
uma fungio racional (o quociente de dois polindmios) cujo grau do numerador é me-
nor do que o grau do denominador. Frag¢des proprias sdo geralmente mais faceis de
manipular do que as improprias.

Exemplo 14.52.

Calcule

Para —1 < x < 1, multiplique o numerador e o denominador por v1 — x:

1-x 1-x
l+x T2

Portanto, [ /(1 — x)/(1 + x) dx = arcsen x+v1 — x2+C. A expresséo do integrando

também se estende continuamente a x = 1.

Exemplo 14.53.

Calcule

J'cos\/f dx
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Solucao. Faca a substituicio u = /x entio x = u? e logo dx = 2u du. Assim:

Jcos\/} dx = Zjucosudu.

Por partes, [ ucosu du = usenu+cos u+C. Logo, a integral procurada é 2\/x sen/x+

2cosx + C, para x > 0, com extensao ao extremo 0.
Exemplo 14.54.

Calcule

2
J dx
3 + 2x2

Solucio.

JLdFEJ;dx
3 + 2x2 3 Jz 2
1+<ﬁx>

Fazendo u = /2/3 x, obtemos \2/3 [(1 + u?)™! du = /2/3 arctg(y/2/3 x) + C.

Caso nada disso funcione, tente:

B Racionalizacéo;

B Uso de identidades trigonométricas

B Substituicdes “inusitadas”

B Tente modificar a integral para produzir o termo de que vocé precisa.

B Introduza um termo conveniente e compense sua inclusao.

Exemplo 14.55.

1

Calcule J _—
1+ senx

Estratégias de integracao
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Solucéo.

Técnicas de integracao

1 —senx
= dx
1+senx l1+senx1—senx
_J’ l—senx
1 —sen? x
J’l—senx
cos?

= J(secz x —tg xsecx)dx

=tgx—secx+C

Estratégias de integracao

Essa expressdo vale onde cos x # 0. Para cobrir também os pontos em que sen x = 1,

€SCrevemos tgx — SeCX

derivada dessa ultima expressao é 1/(1 + sen x) em todo o dominio original.

Exercicios

Ex. 14.27
L

.
)

[ e
1+ x2

dx

Vx+3

sen(Int) dt

arctg x

[ x

vx+3

dx

[ 6
cossec®(2t) dt

5.J
[ 1

6'J 4x2 + 4x — 3
[ x%+x

dx

x3 —x2 - 2x

-
8. J x3 sen(x?) dx
[ senhx
9. | —————
1+ cosh x

10. | €37 cos(4z) dz

Calcule: 11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

JF

—cosx/(1 + senx) e usamos a extensdo continua. A

[(4x* +x + 1

dx
x5+ x4

tg?(2t) sec*(2t) dt

x2

4x2 -9

-
21+ x2dx

dx

r 21
sen”(2x) dx
0

Jylnydy

-
x2x —2dx

J—dx

—dx
V16x2 +9

1

V16x2 +9

[ senh(In x) d

dx

X
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T
22. J. cos(3x) cos(8x) dx
0

Ex. 14.28 Calcule:

1. I 2V* dx

tgx +senx

2. dx

(e
e
J

SecC X

o,

(=]

Exercicios

Ex. 14.29 Para cada integrando, indique uma
técnica inicial plausivel e justifique em uma frase: x?e*,
sen?x, 1/(x? = 9), x/V16 — x2 e In x. Néo calcule as in-

tegrais.

Ex. 14.30
as contas por integracdo por partes tabulada ou por duas

Calcule fxz cos(3x) dx organizando

aplicagbes explicitas da formula.

Ex. 14.31
que por que a substituicdo u = cotg x é mais direta que

Calcule [ cotg® x cossec? x dx e expli-

a expanséo €m S€nos € CoSsenos.

Ex. 14.32 Calcule [ R dx por completar
Xe—0X

quadrados e substitui¢io trigonométrica ou pela formula

correspondente.

Ex. 14.33 Decomponha em fracoes parciais e in-

Estratégias de integracao

=)

sen(3x) cos(8x) dx

sen? x dx

o]

sec?(x) dx

O

10. | sec®(x)dx

|
|
e
[
J
I
s
| ==

11. | sen®* x cos 2x dx
x2 -3
12.
x2+3x+2
x* + x2 +1
13.
tegre

5x+1 d
Ju—nu+m x

Verifique a decomposicio antes de integrar.

Ex. 14.34 Calcule [+V36 — x% dx por substitui-
¢do trigonomeétrica e interprete geometricamente a cons-
tante 36.

Ex. 14.35 Uma lente semicircular de raio 6 cm
tem area dada por ff o V36— x2 dx. Escolha uma técnica
de integracdo para confirmar sua area e compare-a com
a féormula geométrica conhecida.

Ex. 14.36
contém uma raiz quadrada, a substituicdo trigonomé-

Avalie a afirmacéo: “se um integrando

trica é sempre a melhor escolha”. Dé um contraexemplo
e explique uma alternativa melhor.
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15

Aplicacoes da integral

Dé-me um ponto de apoio e moverei a Terra.

Arquimedes, segundo Papo de Alexandria

Nas aplicagdes, a primeira etapa consiste em determinar qual integral representa
a quantidade procurada. O principio é o mesmo das somas de Riemann. Divide-
-se 0 objeto em pequenas partes, aproxima-se a contribui¢do de cada parte e passa-
-se ao limite. Areas, volumes, trabalho, comprimento de arco, area de superficie e
centro de massa diferem geometricamente, mas compartilham essa mesma estrutura
de acumulacido. Em cada caso, a escolha da variavel e da contribuicio elementar
determina a formula integral.

15.1. Construcao de formulas integrais

Considere uma func¢io f limitada e continua por partes em [a, b| e uma parti¢ao

P ={xg, x1, ..., %}, a=x<x <-<x,=b.

Seja Ax; = x; — x;_1 o comprimento do i-ésimo subintervalo e escolha uma marca
¢ € [x_1,x]. A soma

> fe)Ax
i=1

é uma soma de Riemann. Para uma funcéo limitada e continua por partes, pelo Teo-
rema 13.5, quando a malha da particdo tende a zero,

n b
lim Z fle)Ax; = J f(x)dx.
|P|—>0 &
i=1 a
Particdes uniformes serdo usadas com frequéncia por conveniéncia, mas néo sio es-
senciais. O principio é sempre o mesmo: aproximar a quantidade por uma soma de
pequenas contribui¢des e passar ao limite. O quadro a seguir resume essa constru-

cdo.

Neste capitulo

15.1 Construc¢io de féormulas

integrais 480
15.2 Areas 481
15.3 Volume 488
15.4 Trabalho 501
15.5 Forcas hidrostaticas 507

15.6 Comprimento de arco e

area superficial

15.7 Centro de massa

512

518

A contribuicao de cada
parte

Antes de integrar, iden-
tificamos a quantidade
aproximada por f(c)Ax;.
Suas unidades devem ser
as da grandeza procu-
rada. Por exemplo, area
de secido multiplicada
por espessura produz vo-
lume; forca multiplicada
por deslocamento produz
trabalho.
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Aplicacdo da Estratégia de Integrais Definidas
Considere uma quantidade Q cujo valor deve ser calculado.

1. Divida a quantidade em n “subquantidades” menores de valores Q;.

2. Identifique a variavel x e a fungdo f(x) de tal forma que cada subquanti-
dade possa ser aproximada pelo produto f(¢)Ax;, em que Ax; representa
uma pequena mudanca em x. Assim, Q; = f(¢)Ax;.

3. Reconheca que Q = 2?21 Q= Z:.lzl f(¢)Ax;, que é uma soma de Riemann.

b
4. Fazendo |P| — 0, obtemos Q = J f(x)dx.

a

15.2. Areas

15.2.1. Area entre duas curvas

O problema da area sob um grafico pode ser ampliado para uma regiao entre duas
curvas. Em cada faixa vertical, a contribuicdo passa a depender da distancia entre o
grafico superior e o inferior, mantendo a mesma construgéo por somas de Riemann.

Sejam f e g fun¢des continuas em [a, b], tais que g(x) < f(x) para todo x € [a, b]; en-

tao, f(x)—g(x) é continua em [a,b] e f(x)—g(x) > 0. Considere P = {x, ..., x,} uma
particdo de [a, b] em subintervalos de igual comprimento, entédo a soma de Riemann

> (FG) - g() Ax;
i=1

é uma aproximacao para a area entre as curvas f(x) e g(x).

Areas

A altura de cada faixa

Em uma faixa vertical, a
altura é a diferenca entre
as ordenadas superior e
inferior e deve ser ndo
negativa. Quando as
curvas trocam de posicéo,
essa diferenca precisa
ser escrita por trechos
ou com moédulo. Manter
a mesma ordem pode
subtrair areas em vez de
soma-las.

fGx

g(x)

Figura 15.1. Cada retangulo
tem altura f(x") — g(x"), de
modo que sua area aproxima a
regido entre as curvas.
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AT

Area Positiva

—~ 3%

g(x)

f fG)
fx) ™7

Area Positiva

i~ a e
3
d P g(x)

altura= f(x") — g(x")
area= (f(x") — g(x")Ax;

Figura 15.2. Aproximacao da area entre duas curvas por retangulos.

Como f— g é continua e ndo negativa em [a, b], o limite das somas de Riemann existe
e fornece a defini¢ao seguinte.

15.1 Definicdo Area entre curvas — faixas verticais

Sejam f e g continuas em [a, b], com f(x) > g(x) em todo o intervalo. A area da
regido limitada por y = f(x), y = g(x), x =aex=>b¢é

b
A= J (f(x) - g(x)) dx.

Exemplo 15.1.

X

Calcule a area da regifo limitada por y = xe™ ’ y=¢e,x=—-lex=1

Figura 15.3. Regido limitada
pory = xe ™, y=e,x=-1e

x=1
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2 2
Solucdo. Para —1 < x < 0,temos xe™* <0 <eX.Para0 <x < 1,valexe ™ <x<

1 < ¢*. Portanto, a area é dada por:

1
A= J (e* — xe‘xz)dx

-1

1

1
= J eXdx — J xe ™ dx
-1 -1

A segunda integral é nula por paridade. Também podemos usar a primitiva e’ /2

para seu integrando:

1
= (ex + le_xz)
2 -1
1
—e— —
e
|
Exemplo 15.2.
Calcule a area da regiio compreendida entre os graficos de y = x? e y = J/x.
<

Solucao. Primeiramente, determinaremos os pontos nos quais as curvas y = x° e

y = x se intersectam. Igualando as equacbes, temos que x? = /x; resolvendo,
obtemos que as curvas se intersectam em x = 0 e x = 1. Observamos que x? < y <
Jx para todo x € [0, 1]. Consequentemente, a area é dada pela integral:

1
A=J;) Wx—x¥dx = %

Exemplo 15.3.

Mostre que a area do circulo de raio r é zr?.

Solucao. A area do circulo de raio r pode ser calculada pela integral
r r

J [\/rz—xz—(—\lrz—xz)] dx = ZJ \Vr2 — x2 dx.
—r —

Para calcular a integral, faremos a substituicdo: x = rsen@ e assim dx = r cos§ dé.
Usamos aqui a substituigdo trigonométrica estudada na Secédo 14.4. Com essa substi-

Areas

N

Figura 15.4. Area entre os
graficosde y =x*e y = J/x.

Figura 15.5. A area do circulo

é duas vezes a area sob o
semicirculo superior

y=r2—x2
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- x
tuicdo, temos que: 6 = arcsen (—)
r

r /2
J Nr2 —x2dx = J \Jr2(1 —sen?0) - rcos6do
—-r

—n/a

7r/2
= J r? cos? 0 do
—”/2
w2
= — (1 + cos20)dd

2 [ 72
:r_(e
2

n/z )
_71/2
2

, , , nr
Portanto, a area do circulo é 2 - > = ;re. ]

+ [l sen 2«9]

_7[/2

15.2.2. Integrando em relacao a y

A escolha das faixas deve acompanhar a forma da regiao. Quando suas fronteiras sao
mais simples de descrever como fung¢des de y, faixas horizontais podem facilitar o
calculo; nesse caso, integramos em relagio a y a distincia entre as fronteiras direita
e esquerda. Considere, por exemplo, a regido R delimitada pelos graficos de x = f(y)
e x = g(y), em que f(y) > g(y), e pelas linhas horizontais y = c e y = d. Nesse
caso, a area é obtida integrando em relagéo a y a distancia entre as fronteiras direita
e esquerda.

15.2 Definicado Area entre curvas — faixas horizontais

Sejam f e g continuas em [c,d], com f(y) > g(y) em todo o intervalo. A area da
regido limitada por x = f(y),x = g(y),y=cey=d é

d
A= j ()= ) dy.

Exemplo 15.4.

Calcule a area da regido compreendida entre os graficos de y = x — 2 e x = y?

Areas

Faixas horizontais

Ao integrar em relacio

a y, alargura da faixa é
a abscissa da fronteira
direita menos a da es-
querda, ambas expressas
em funcdo de y. Sua es-
pessura é dy, e os limites
de integracdo sio valores
de y, ndo de x.
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Solucao. Comecaremos calculando a intersec¢do das duas curvas: Igualando as
equacoes, temos x = y + 2 = y2 e, logo, y2 — 3y —2 = 0. Assim, as curvas se
intersectam em y = —1 e y = 2. Integrando em relacéo a y, temos:

2 2 y2 y3 2 9
A_—J1((y+2)—y)dy—_[7+2y—?] 1_—5.
| |

15.2.3. Curvas que se entrelacam

Até aqui, identificamos uma curva superior e uma inferior em todo o intervalo. Se
os graficos se cruzam e trocam de posicdo, essa ordem precisa ser examinada por
trechos. Para calcular a area entre f e g, dividimos a regido nos pontos de troca e,
em cada sub-regido, integramos a diferenca entre a funcdo que esti acima e a que
esta abaixo.

Exemplo 15.5.

, < o , 2
Encontre a area da regido R limitada pelos graficosde y = cosxey = —x —1e as
T
retas verticais x = 0 e x = 7.

q
Solucao.
/2
A = J’ [f(x) — g(x)]dx =g
0
/2 2
:J [cosx—(—x—l)] dx
0 s
x2 /2 4+
=|senx— — +x = —
0 4
e
T
Ar=| g - f@ldx o
/2
Tore
= J [—x— 1 —cosx]dx
/2 4
[xz ] i 4+
=|— —x—senx = —
T /2 4
Assim, a area total é
A=A +Ay =2+ %
]

Areas

Figura 15.6. Regido limitada
pory=x—2ex=y%

Intersecao e troca de
posicao

Uma intersecao nao im-
plica necessariamente
troca entre a curva su-
perior e a inferior: os
graficos podem apenas
se tocar. Para montar a
area por trechos, verifica-
mos a ordem das func¢des
entre as intersegoes. E

a troca de posicdo que
exige inverter a dife-
renca.

Figura 15.7. Regides entre

y=cosxey=2x/m—1no
intervalo [0, ].
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Exercicios

Ex.15.1 Nos seis itens seguintes, encontre a area
da regio sombreada no grafico.

y
6 y=3x+3
4.
4 y = sin(4x)
1.
el X
2 y=2cosx+1 /8 W/x
/-\/
+ } X
71' 2m
y
31 5.
y= =3 +3x+2
2
2.
1 EE
T T X
0.5 1
X
| / '
~ e A =2
2 —
y
2 | y=sinx+1
6. 1
y=1
3 1/ : : x
2 ™
y = sinx ~/
{ X
/2 7\ Ex.15.2 Esboce a regido delimitada pelas curvas

e decida se a integracdo deve ser feita em relagéo a varia-
vel x ou y. Desenhe um retangulo tipico com sua altura
e largura. Finalmente ache a area da regido.

l.y=x+1, y=9—x2, x=-1, x=2

2.y =sen(x), y=x>

S.yzxz,y=x4
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4.x+y=1 x+y=1
5.y =1/x, yzl/xz, x=2
6.x=2y2 x+y=1
7.y=cosx, y=1-2x/n

Z_x x=2

o]

.y=sen(rx) y=x

9.y=seczx, y=cosx, x=-n/3, x=m/3

Ex. 15.3 Ache a area da regido delimitada pela
parabola y = x?, pela reta tangente a essa parabola no
ponto (1, 1) e pelo eixo x.

Ex. 15.4 Ache o nimero b tal que aretay = b
divida a regiio limitada pelas curvas y = x> e y = 4 em
duas regides de areas iguais.

Ex. 15.5 Determine c para que a area da regido
delimitada pelas parabolas y = x? —c? e y = ¢? — x? seja
576.

Ex. 15.6 Use integracdo para deduzir a area da
elipse

2 2
Y _
a_Z b—z = 1, a,b > 0.

Ex. 15.7 Nos proximos itens encontre a area da

regido delimitada pelas funcdes de duas maneiras: 1. des-
crevendo as fronteiras como funcdes de x, e 2. descre-
vendo as fronteiras como fungdes de y.

y=31(x-3)2+1

y=1
1 3
1 = X
0.5 |
y=—2x+3
1 2
—0.5 +
y=—3x

Areas
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15.3. Volume

15.3.1. Seccoes transversais

Para calcular areas, somamos contribui¢des de faixas estreitas. No espaco, podemos
proceder de modo semelhante, dividindo um sélido em fatias: a area de cada sec¢do
transversal, multiplicada pela espessura, aproxima o volume da fatia.

Seja S um sdlido limitado pelos planos x = a e x = b, como o primeiro da Figura 15.8.
Quando interceptamos o sdlido S com um plano, obtemos uma regido plana deno-
minada sec¢ido transversal de S. Na segunda imagem da figura 15.8 apresentamos
uma secio transversal de S.

y =f(x)

Figura 15.8. Um plano perpendicular ao eixo x corta o solido S em uma regido de area A(x).

Denotaremos por A(x) a area da seccéo transversal perpendicular ao eixo x e que
passa pelo ponto x, com x € [a, b]. Para obter uma soma de Riemann, considere uma
particdo P = (x;) de [a, b] e divida o sélido S em n fatias pelos planos Py ,..., P, . A
Figura 15.9a representa essa decomposigéo. Escolhemos, entéo, pontos x; € [x_1, x;]
e consideramos a se¢do transversal que passa por x;". O volume da i-ésima fatia S;
pode ser aproximado pelo volume do cilindro reto cuja base é a se¢do que passa por
x;" e cuja altura é Ax;. A aproximacéo por cilindros é apresentada na Figura 15.9b.

(a) Fatias do sdlido

(b) Aproximagcéo do sélido por cilindros

Volume

A area da secao trans-
versal

Na féormula do volume,
A(x) representa uma
4rea, nio uma altura ou
um raio. E preciso iden-
tificar a forma da secéo

e calcular sua area em
funcio de x. Uma fatia
de pequena espessura Ax
tem volume aproximado
A(x)Ax.
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Como a area da base de cada cilindro é A(x;") e sua altura é Ax;, uma aproximacio
para o volume da i-ésima fatia S; é

V(S) = A(x")Ax;.

Somando os volumes dessas fatias, obtemos uma aproximacdo para o volume total:
n
V= Z A(x")Ax;.
i=1

Fazendo o tamanho da parti¢io tender a zero, |P| — 0, temos:

n b
V = lim Z A(x)Ax; = J A(x)dx.
[P0 i=1 a

15.3 Definicdo Volume por secdes transversais

Seja S um solido limitado pelos planos perpendiculares ao eixo xemx = ae x = b.
Se a area da secéo transversal perpendicular ao eixo é A(x), com A continua em
[a, b], definimos o volume de S por

V= Lb A(x) dx.

Exemplo 15.6.
Figura 15.10. A fatia de

espessura Ax; tem volume

Determine o volume de uma piramide com base quadrada de lado [ e altura h. . .
aproximado A(x)Ax;.

Figura 15.11. A sec¢fo a altura y é um quadrado de lado 2x; a semelhanca fornece x/(I/2) =

(h=y)/h.
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Solucdo. Uma fatia da pirdmide a altura y é um quadrado de lado 2x. Por seme-

lhanca de triangulos,

x _h-y L, L
l/_2_ PR isto é, x—zh(h ¥).

Logo, a area da secéo transversal é

2
AG) = @02 =4 = (- )P

Como a pirdmide est4 entre os planos y = 0 e y = h, temos que o volume é dado pela

integral:
V= [ Aoy = [ oy
0 o h
12 AP 1,
- [_W(h_y) ] ,Tath
]
Exemplo 15.7.
/3
Mostre que o volume da esfera de raio r é
<
r R(x)* + x* =r*
) i
A(x) = mR(x)
o x| x

Figura 15.12. Na posic¢éo x, a se¢do da esfera é um circulo de raio R(x) = Vr? — x2.

Solucao. A secdo transversal da esfera por x é um circulo de raio R(x). Pelo Teorema
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de Pitagoras, temos que R(x) = Vr2 — x2. Logo, o volume é dado por

. j (V2 =?) ax
T [r (r* —x*)dx

Vv

3 X=r
2 x
=nTr‘x —m—
3
xX=-r
3 3
=\ =) -nrP+ —
3 3
=271r3 — Z713
_ 4sr3
3

Exemplo 15.8 — Sélido de Steinmetz.

Calcule o volume da regido delimitada pela intersec¢io de dois cilindros, ambos de
raio r, se os eixos dos cilindros se intersectam perpendicularmente.

Figura 15.13. Solido de Steinmetz e suas sec¢des transversais quadradas.

Solucao. Uma secédo do sélido perpendicular ao eixo z é um quadrado de lado 2x.
Uma vez que o so6lido é obtido a partir da interseccdo de dois cilindros de raio r, a
metade do lado do quadrado, x, e a altura z sdo relacionadas por

x% + 22 = r?

Dessa forma, a area do quadrado é A = (2x)?, que pode ser expressa em termos de z
como
A(z) = 4x? = 4(r* = 2%).

O método de integracdo por secdes transversais fornece, entfo, por simetria, que o
volume é dado por

' r B\ 16
VZZJ A(z) dz=8J (GE) dz=8(r3——):—r3,
0 0 3 3
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15.3.2. Solidos de revolucao

Um caso particular importante no qual podemos utilizar o método das sec¢des trans-
versais ocorre quando o sélido S é obtido por rotagdo, em torno do eixo x, da regido

A:{(x,y)e]Rﬂagxgb,OSySf(x)},

onde f é continua e ndo negativa em [a, b].

A(x") = [ f(x9)]?

)

-

a
Ax;

b

Figura 15.14. Uma fatia perpendicular ao eixo de rotacdo é aproximada por um disco de
raio f(x) e espessura Ax;.

Nesse caso, temos que a area da secdo transversal que passa por x é
A(x) = 7 f(O2.

Consequentemente, temos que o volume do sdlido S obtido por rotacio, em
torno do eixo x, do conjunto A é

b
V= ﬂj [F(0)]? dx.

Método dos Discos
Seja f continua e ndo negativa em [a,b]. Seja S o sélido obtido pela rotacdo
da regido entre y = 0 e y = f(x), paraa < x < b, em torno do eixo x. O

volume do sélido S é dado por

b
V= nJ F(x)? dx.

Volume
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Exemplo 15.9.

Encontre o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo x da regido sob a
curva y = /x de 0 até 4.

Solucao. Quando fatiamos o sélido por um plano perpendicular ao eixo x e que
passa pelo ponto x, obtemos um disco de raio /x. Logo a area da secgdo transversal
é

A(x) = n(\x)? = 7x.
Portanto, o volume do sélido é

4
= 8.

4 4 x2
V:J A(x)dxznj xdx =n1—
0 0 2

0
]

De modo similar, para determinar o volume de um sélido obtido com a rotagao, em
torno do eixo y, de uma regido compreendida entre o eixo y e a curva x = f(y),c <

y < d, observamos que a secciio transversal é um circulo de area A(y) = 7| f(y)]?
e, consequentemente, o volume é dado por

V= Ld A(y) dy.

Exemplo 15.10.

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao, em torno do eixo y, da regido com-

. . 2
preendida entre o eixo yeacurvax = —,1 < y < 4.
y

Solucao. O volume é

[ rorwresf (ol

Exemplo 15.11.

Calcule o volume do sélido obtido pela rotagéo, em torno do eixo y, da regido com-

2

preendida entre a parabola y = x“ e a reta y = 2x no primeiro quadrante.

Volume
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Solucao. A reta e a parabola se cortam em y = 0 e y = 4, portanto os limites de
integracéo sdo ¢ = 0 e d = 4. O volume pode ser expresso entdo como

V=Vvi-V,

em que V; e V; sdo os volumes dos sélidos obtidos pela rotacdo, em torno do eixo y,

das curvas R(y) = Jy er(y) = % respectivamente. Assim,

4.2

4
16
VIZEJ (y)?dy = 8r Vo=m y—dy:—”.
0 0 4 3
Portanto, V = 87 — léTﬂ = 8?” [ ]

Exemplo 15.12.

Deduza a férmula do volume do toro obtido ao girarmos o circulo x% +(y — R)? = r?,

com R >r > 0, em torno do eixo x.

Figura 15.15. Toro obtido pela rotagdo de um circulo em torno do eixo x.

Solucao. A regido é delimitada superiormente por y = R++r2 — x2 e inferiormente
por y = R—+r2 —x2 com x € [—r,r]. Assim, definindo K = vr2 — x2, 0 volume do
toro é dado pela integral

r

[r 7[(R+K)? —(R—K)*]dx = J

—-r

-
47RK dx = 477.'RJ \r?2 — x2dx.
—r

r 2
. , ; . . r
Como J \r2 — x2 dx é metade da area do circulo de raio r, esta integral vale —
—-r
, , mr? 9
Assim o volume do toro é 477.’RT = (2nR)(rr?). [ ]

Volume
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Exercicios

Ex. 15.8 Nos Exercicios 1 - 4, uma regido do
plano cartesiano é sombreada. Use o método das se¢oes
transversais para encontrar o volume do sélido de revo-
lucido formado pela rotagio da regido em torno do eixo

X.

y=vx

0.5 1

10

0.5 1 1.5 2

Volume

y
1
y = cosx
4. 0.5
X
0.5 1 1.5
Ex. 15.9 Nos Exercicios 1 - 4, uma regido do

plano cartesiano é sombreada. Use o método das secdes
transversais para encontrar o volume do sé6lido de revo-
lucdo formado pela rotagio da regido em torno do eixo

y.

y = VX

0.5 |

0.5 1
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10

3. 3. O tridngulo de vértices (1, 1), (1,2) e (2, 1). Rota-
cionada em torno:

a) do eixo x

0.5 1 1.5 2

b) dey =2
c) doeixo y

d) dex=1

4. Regido limitada por y = x? —2x +2e y = 2x — 1.
Rotacionada em torno:

a) o eixo x

Ex. 15.10 Nos proéximos itens, uma regido do
plano cartesiano é descrita. Encontre o volume do sélido

de revolucio formado pela rotacdo da regido em torno de
5. Regido limitada por y = 1/Vx2+1, x = —1,

x = 1 e o eixo x. Rotacionada em torno:

cada um dos eixos dados.

1. Regido limitada por: y = Jx,y = 0ex = 1.

Rotacionada em torno: a) do eixo x
a) o eixo x b) dey =1
b) y=1 c) dey=-1
c) oeixo y 6. Regido limitada por y = 2x, y = x e x = 2. Rota-

cionada em torno:
d x=1
a) do eixo x

2. Regido limitada por: y = 4 — x? e y = 0. Rotacio-

nada em torno: b) y=14
a) o eixo x c) doeixoy
b) y=4 d) x=2

496



Funcées de uma Variavel / Aplicagbes da integral

Ex. 15.11 Calcule o volume de um cone circular

reto com altura 10 e raio da base 5.

Ex. 15.12 Calcule o volume de um cone circular

obliquo com altura 10 e raio da base 5. (Dica: todas as

se¢des transversais sdo circulos).

Ex. 15.13
altura 10 cuja base é um triangulo retangulo is6sceles

Calcule o volume de uma piramide de

15.3.3. Cascas cilindricas

A escolha da decomposi¢do pode simplificar um volume de revolucdo. Cortes per-
pendiculares ao eixo de rotacdo produzem discos ou arruelas; faixas paralelas ao eixo
produzem cascas cilindricas. Nesta segunda descri¢do, cada faixa gera aproximada-

mente a superficie lateral de um cilindro fino.

Considere o solido S obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido limitada por
y = f(x), onde f(x) > 0, e pelasretasy = 0, x = ae x = b, com 0

continua.

Volume

com catetos de comprimento 4.

Ex. 15.14 Calcule o volume do sélido de com-
primento 10 representado a seguir. Uma extremidade
¢ um quadrado de lado 5; a outra é um triangulo de

base e altura 5, e as faces que as ligam sdo planas.

Os fatores de uma
casca cilindrica

O volume de uma casca
fina é aproximado por
circunferéncia, altura e
espessura multiplicadas:
2nrh Ar. O raio r é a dis-
tancia ao eixo de rotacéo.

<a<bef Ele s6 coincide com a

coordenada escolhida
quando a posi¢do do eixo
permite essa identifica-

cdo.
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1.2
1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

L L
0.5 1.0

Figura 15.16. Sélido S obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido limitada por y =

f)

Seja P = (x;) uma parti¢do do intervalo [a,b] e seja x;° € [x_1, %] o ponto médio
do i-ésimo intervalo, x; = (x; + x,_1)/2. Se o retangulo com base Ax; = (% — x;_1)
e altura f(x") é girado ao redor do eixo y, entdo o resultado é uma casca cilindrica
cujo volume é

V; = 2nx") f(x")Ax; = [circunferéncia][altura][espessura].

Figura 15.17. Casca cilindrica, espessura e desenvolvimento de sua superficie lateral.

Portanto uma aproximagio para o volume V de S é dada pela soma dos volumes

n
VzZVl:
i=1 i

dessas secoes:

=

(27x) £ (o7 )Ax;.
1

Volume
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Esta aproximacéo torna-se melhor quando |P| = 1n<1g1<x Ax; — 0. Entdo definimos o
SIsn

volume do sélido S obtido pela rotacao, em torno do eixo y, da regiao limitada

por y = f(x), onde f(x) >0,y =0,x =aex =bpor

n b
V=2r |l})i|m0 Z X" f(x)Ax; = ZJTJ x f(x)dx.
~Yiz1 a

15.4 Definicido Volume por cascas cilindricas

Seja f continua e ndo negativa em [a,b], com 0 < a < b, e seja S o sélido obtido
pela rotagdo, em torno do eixo y, da regido entre y = 0 e y = f(x). Com raio
r(x) = x e altura h(x) = f(x), definimos

b
V= ZnJ r(x)h(x) dx.

Exemplo 15.13.

Encontre o volume do sdlido formado pela rotagdo da regido limitada por y = 0,
y=1/(1+x%),x=0ex =2em torno do eixo y.

1/(14x?)

05 1.0 1.5 2.0 Il I

Figura 15.18. Regido e cascas cilindricas do so6lido de revolucéo.

Solucao. Nesse caso temos que o raio da casca cilindrica é r(x) = x e a altura é
y = 1/(1 + x?). Como a regiio ¢ limitada pelos planos x = 0 e x = 2, temos que o

volume é dado por

2
V=2ﬂj d dx.
o 1+x2

Fazendo a substituicio u = 1+ x?, temos du = 2x dx. Além disso u(0) = 1 e u(2) = 5.

5
= ﬂj ldu
L u
5
:ﬂlnu‘
1
=mln5 = 5,056.
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Exemplo 15.14.

Determine o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, da regido
limitada por y = 2x? —x3 e y = 0.

2x2-x°

25

Figura 15.19. Rotacio da regido sob y = 2x* — x* em torno do eixo y.

Solucio. A funcio 2x? — x> intercepta o eixo x em x = 0 e x = 2. Logo podemos
expressar o volume como:

2 2
V:277,'J xf(x)deZnJ x(2x% — x3) dx
0 0

2
32, 16
= ZnJ @Cxd—xYHdx=228- )= —nx.
0 5 5

Exercicios

Ex. 15.15 Nos exercicios a seguir, uma regido do y
plano cartesiano é sombreada. Use o método das cascas
cilindricas para encontrar o volume do sélido de revo-
lugao formado pela rotagdo da regido em torno do eixo
y. No primeiro item, basta usar a metade da regido com 2
x > 0: a metade simétrica gera o mesmo solido.
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10

0.5

Trabalho

y = VX

0.5

1.5

15.4. Trabalho

A acumula¢do de pequenas contribui¢des também aparece em grandezas fisicas.
Quando uma forca varia com a posicdo, dividimos o deslocamento em trechos
nos quais ela pode ser aproximada por uma forca constante; a soma dos trabalhos
nesses trechos conduz a integral. Comecamos lembrando que no caso de uma forca
constante F, o trabalho realizado ao mover um objeto sob a¢éo dessa forca é definido
pelo produto de sua componente na dire¢io do movimento pelo deslocamento
orientado d:

7 =Fd, trabalho = forca x deslocamento.

Agora consideremos o deslocamento de uma particula de x =g até x =bcoma < b
e suponhamos que a for¢a dependa da posic¢ao, isto é, F = F(x), e que a forca seja
continua no intervalo [a,b]. Considere entio P = (x;) uma particido do intervalo
[a,b] com marcas x;* € [x_1,%], i = 1,...,n. Se o tamanho do i-ésimo intervalo
Ax; = x; — x;_; for suficientemente pequeno, F sera praticamente constante nesse
intervalo, e entdo o trabalho realizado pela forca de x;_; até x; é aproximadamente

7; = F(x")Ax;.

Logo podemos aproximar o trabalho realizado por F de a até b pela soma dos traba-

0.5

O que varia no traba-
lho?

Na mola, a forca depende
da deformagdo. Ao bom-
bear um liquido, cada
camada tem um peso e
uma distancia de elevacio.
Nesses casos, é preciso
identificar separadamente
a forca e o deslocamento
de cada contribuigéo:

uma distancia variavel
nio é, por si s0, uma forca
variavel.
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lhos realizados nos intervalos [x;_1, x;],i = 1,2,...,n, isto é
n
*
T~ Z F(x")Ax;.
i=1

Fazendo o tamanho dos intervalos diminuir, a aproximacéo sera melhor, o que nos
motiva a definir trabalho como segue.

15.5 Definicao

O trabalho 7 realizado por uma forga F sobre uma particula no deslocamento de
x = aaté x = b é dado por

n b
7= lim Z F(x")Ax; = J F(x)dx.
|P|—0 i=1 a

Exemplo 15.15.

Calcule o trabalho realizado pela forca gravitacional quando um corpo de massa m
kg é deslocado radialmente da superficie da Terra até uma altura 2 > 0 m. Determine
também o trabalho necessario para eleva-lo lentamente, desprezando outras forcas e
arotacdo da Terra. Utilize o fato de que a forca da gravidade exercida por uma massa
M sobre outra massa m é dada por

_ —GMm
=—

F

Solucdao. Como podemos aproximar o trabalho realizado? Dividimos o caminho a ? .
partir da superficie até a altura final em n pequenos subcaminhos. Em cada sub- F=-=
caminho a forca da gravidade é mais ou menos constante, com valor —GMm/ rl-2 a

distancia r;. Logo o trabalho realizado pela gravidade durante o deslocamento do ob-

jeto de r; até r,; é aproximadamente —GMm/r?Ar e assim o trabalho total pode ser

aproximado por

n—1
-GMm A
r2 " Figura 15.20. Forca
i=0 i S
gravitacional ao longo do
No limite, . deslocamento radial.
' —-GMm
W= J ——dr,
r

To

onde ry € o raio da Terra e r; é ry + h Assim, o trabalho é
W= Jrl —G]2\/1m g = —GMm[" _ GMm _ GMm
r
"o

Ty rl rO

r

Como r; > ry, esse trabalho é negativo. Para a elevacéo lenta, o agente externo exerce
forca oposta a gravidade e realiza trabalho Weyy = GMm(1/ry —1/r;) > 0. Colocar o
corpo em Orbita exigiria considerar também sua energia cinética orbital, que n3o faz
parte deste deslocamento radial. ]
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Exemplo 15.16 — Calculando o Trabalho.

Uma corda de escalada de 50m esta pendurada na beira de um precipicio. Quanto
trabalho é realizado ao puxar a corda até o topo? Considere que a corda tem massa
de 66g/m.

Figura 15.21. Modelo para o trabalho realizado ao erguer uma corda.

Solucao. Denote por x a quantidade de corda puxada; dessa forma, a quantidade de
corda ainda pendurada é 50 — x. Cada metro de corda tem massa de 66 g, ou 0,066 kg.
A massa da corda ainda pendurada é 0,066(50 — x) kg; multiplicando essa massa pela
aceleracédo da gravidade, de 9,8 m/ s%, temos uma forca variavel descrita por

F(x) = (9,8)(0,066)(50 — x) = 0,6468(50 — x).

Assim, a quantidade total de trabalho realizado ao puxar a corda é

50
W= J 0,6468(50 — x) dx = 808,5 J.
0

Exemplo 15.17 — Relacao entre Trabalho e Energia Cinética.

Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo x com fungéio de posic¢io x = x(2),
com xy = x(t)) e x; = x(t;). Suponha que m > 0 seja constante, que x(¢) tenha
duas derivadas continuas em [fy, ;] e que a forga resultante f seja continua em um
intervalo que contenha toda a trajetoria, com f(x(t)) = mx”(t). Sejav = v(t) a
funcdo que descreve a velocidade da particula, com vy = v(ty) e vi = v(¢;). Mostre
que o trabalho realizado pela resultante de x; até x; é igual a variagdo na energia
cinética, isto é, ,

1

. L o2 1 o, 1 5
f(x)dx = SMmV[ — smvg = omv @) .

Xo )

Trabalho
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Solucao. A posi¢do é dada por x = x(t). Logo dx = x’(t)dt. Como xy = x(ty) e
x; = x(t1), entdo para x = xy,t = t; e, para x = x1,t = t;. Assim

x t f
J F(x) dx = J FE@) @t = | faO@) dt (15.1)
Xo ) x T ty

Pela 22 Lei de Newton, temos

f(x@®) =m-a(®), (15.2)

onde a = a(t) é a aceleragio da particula no instante t. Fazendo a mudanca de variavel
v =(t),dv =v'(¢t)dt = a(t)dt, parat = fy,v = vy e para t = t;,v = v;; portanto, de
(15.1) e (15.2),

X1 tl
j £ dx=j FGOw) de
X0 17

0
t

J ma(t)v(t) dt

s}

=m| v(t)a(t)dt
h 5 dv
Vi Ve

=m vdv=m—
2

St

Vi
= lI’l’l\/z — lmvz
- 1 0-
2 2
Y

Yo

15.4.1. Molas e a lei de Hooke

A Lei de Hooke afirma que a forca necessaria para comprimir ou esticar uma mola x
unidades a partir de seu comprimento natural é proporcional a x; isto é, essa forga é
F(x) = kx para alguma constante k. Por exemplo, se uma forca de 1 N estende uma
mola em 2 cm, entdo uma forca de 5N alongara a mola em 10 cm. Convertendo as
distancias para metros, temos que alongar essa mola em 0,02 m requer uma forca de
F(0,02) = k(0,02) = 1 N; portanto, k = 1/0,02 = 50 N / m.

Exemplo 15.18.

Uma forca de 90N estende uma mola de seu comprimento natural, 7 cm, até 12 cm.

Quanto trabalho é realizado nessa deformacio?

Trabalho
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Figura 15.22. Comparagio entre o comprimento natural e uma configuracio alongada da
mola.

Solucao. Na Lei de Hooke, a variavel é a deformacédo em relagdo ao comprimento
natural, e ndo o comprimento total da mola. Neste caso, a extensdo é 12—7 = 5cm =
0,05m, como indica a Figura 15.23.

natural

7 cm

, 90N
esticada

x=5cm

Figura 15.23. A forca alonga a mola de 7 cm para 12 cm; a variavel da Lei de Hooke é a
extensdo x = 5 cm.

Como F(x) = kx e F(0,05) = 90, temos k = 1800N/m. O trabalho realizado ¢,
portanto,

0,05
W = J 1800x dx
0

0,05
- 900x2‘ =225].
0

Trabalho
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Exemplo 15.19.

Suponha que um tanque de 4gua tem a forma de um cone circular reto com a ponta
na parte inferior, e tem 10 metros de altura e raio de 2 metros. Se o tanque esta
cheio, quanto trabalho é necessario para bombear toda a agua para fora por cima do

tanque?

UL W £ )
saida
2m
h
r(h) _ 10—-h
10m r(h) >
Ah AV = mr(h)*Ah

Figura 15.24. Uma lamina a profundidade h tem raio r(h) = (10 — h)/5 e precisa ser elevada
a distancia h.

Solucdo. Para aproximar o trabalho, dividiremos a 4gua no tanque em seccdes ho-
rizontais, aproximaremos o volume de 4gua em uma sec¢édo por um disco fino, e cal-
culamos a quantidade de trabalho necessaria para levantar cada disco para o topo do
tanque. Como de costume, tomamos o limite fazendo as sec¢des mais finas, obtendo
o trabalho total. Na profundidade h a sec¢do transversal circular através do tanque
tem um raio r = (10 — h)/5, usando semelhanca de tridngulos, e area (10 — h)?/25.
Uma secdo do tanque em profundidade h, portanto, tem um volume de aproximada-
mente 7(10—h)?/25Ah e logo contém o(10—h)? /25Ah quilogramas de 4gua, onde &
¢é a densidade da agua em quilogramas por metro ctbico; o = 1000. Assim a forca da
gravidade sobre esta quantidade de 4gua é 9,807(10 — h)?/25Ah, e, finalmente, esta
secio de agua deve ser levantada uma distancia h, o que exige h9,80(10 —h)?/25Ah

Trabalho
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Forcas hidrostaticas

newton-metros de trabalho. Logo o trabalho total é dado por

980000

9,801 10 9
W = h(10 — h)*dh =
25 ),

Exercicios

Ex.15.16
tons atua na direcdo do movimento enquanto um corpo

Uma forca variavel F(x) = 10+ x new-

se desloca de x = 0 a x = 4 metros. Calcule o trabalho
realizado.

Ex. 15.17
300/(14x) newtons atua formando um angulo constante

Uma for¢a de intensidade F(x) =
de 60° com a direcdo do movimento. Calcule o trabalho

realizado quando o corpo se deslocade x = 0ax =3
metros.

Exercicios

Ex. 15.20
gada 0,12 m além do comprimento natural. Determine o

Uma mola requer 18 N para ser alon-

trabalho necessario para alonga-la de 0,05m a 0,20 m.

Ex. 15.21 Uma corda de 20 m tem massa linear
constante 0,5 kg/m e pende verticalmente do alto de um

edificio. Calcule o trabalho necessario para recolhé-la

15.5. Forcas hidrostaticas

A pressdo em um fluido em repouso aumenta com a profundidade. Se y é a profun-
didade medida a partir da superficie da agua, a diferenca entre a pressao do fluido e

a pressdo atmosférica é
p(y) = pgy

onde p é a densidade do fluido e g é a aceleracdo da gravidade. Assim, uma faixa
horizontal de largura w(y) e espessura dy recebe uma forca aproximada

dF = pgy w(y) dy.

A forga total sobre uma superficie vertical é obtida somando, por integracio, as forgas

exercidas sobre essas faixas.

= 1026254 newton-metros.

Ex. 15.18 Uma forca atrativa radial tem intensi-
dade F(r) = k/r?, com k > 0. Calcule o trabalho neces-
sario para afastar lentamente uma particula da distancia
r =aatér =b > ado centro de atragio.

Ex. 15.19 Uma mola obedece a lei de Hooke
F(x) = kx. Para k = 40N/m, calcule o trabalho neces-
sario para aumentar sua deformacéo de 0,10 m para 0,25
m.

inteiramente, usando g = 9,8 m/ s2.

Ex. 15.22
altura 5m esta cheio de agua. Calcule o trabalho ne-

Um tanque cilindrico de raio 2m e

cessario para bombear toda a dgua até a borda superior,
usando pg = 9800 N/m3.

A profundidade na

pressao

Em p = pgy, a variavel
y mede a profundidade
abaixo da superficie li-
vre, para um fluido de
densidade constante. Se
a coordenada vertical
cresce para cima, é ne-
cessario converté-la em
profundidade. A forca
sobre uma faixa pequena
¢é aproximada por pressdo
vezes area.
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Exemplo 15.20 — Forca sobre uma comporta retangular.

Uma comporta retangular vertical tem 2 m de largura e 3 m de altura, com a borda
superior ao nivel da dgua. A uma profundidade y, em metros, a pressdo é p(y) =
9800y Pa. Modele uma faixa horizontal de espessura dy, escreva a integral da forca
hidrostatica total sobre a comporta e calcule seu valor.

Solucdo. A faixa situada a profundidade y tem area aproximada
dA =2dy.
Consequentemente, a forga exercida sobre ela é
dF = p(y) dA = 9800y - 2 dy.

Integrando da superficie até a borda inferior da comporta, obtemos

3 213
F= J 19600y dy = 19600 [%] = 88200N.
0

0

Exemplo 15.21 — E possivel abrir a porta de um carro submerso?.

Um experimento popularizado pelo programa MythBusters! investigou se uma pes-
soa conseguiria abrir a porta de um automoével submerso antes que a cabine se en-
chesse de agua.

Considere o seguinte modelo idealizado. O carro permanece na posi¢do normal e
uma de suas portas é representada por um retangulo vertical de largura b = 1,00 m
e altura H = 1,20m. A borda superior da porta esta a profundidade a = 0,40 m. A
porta abre para fora, suas dobradicas formam um eixo vertical em uma das bordas e
o puxador est4 na borda oposta. Tome a densidade da 4gua como p = 1000 kg/m?> e
g=98m/s%

0 experimento foi apresentado no episodio Underwater Car, exibido em 2007.

Forcas hidrostaticas
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Inicialmente, a cabine contém apenas ar a pressao atmosférica. Despreze a pressido
produzida pelo ar acima da pressao atmosférica, o atrito nas dobradicas e a resisténcia
da vedacio.

1. Mostre que a forca resultante exercida pela 4gua sobre a porta é

a+H H
Fy =png y dy =png(a+ 5),
a
e calcule seu valor.

2. A profundidade yp do ponto de aplicagido da forca resultante é definida pela igual-
dade entre os momentos em torno de um eixo horizontal na superficie:

a+H

yrFy = png ¥ dy.

a

Calcule yg e compare-o com a profundidade do centro geométrico da porta.

3. Calcule o0 momento da pressdo em relacdo ao eixo vertical das dobradicas. Em
seguida, determine a forca perpendicular que uma pessoa precisaria exercer no
puxador para iniciar a abertura. Seria possivel abrir a porta se a pessoa conse-
guisse exercer no maximo 600 N?

4. A agua comeca agora a entrar na cabine. Seja ¢ a profundidade, medida a partir da
superficie exterior, em que se encontra a superficie da 4gua no interior. Assim, ¢
diminui a medida que a cabine se enche e ¢ = 0 corresponde a igualdade entre os
niveis interno e externo. Suponha que a pressdo do ar no interior continue igual
a atmosférica. Determine a forga resultante F(c) para0 <c <a+ H.

5. Determine qudo proéximos devem estar os dois niveis para que a forca necessaria
no puxador ndo ultrapasse 600 N. Interprete o resultado a luz do experimento.

Forcas hidrostaticas
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y=0_ .
a exterior
c
—] A
> __._ .
interior
—>
_ °| |H
— &
3
’ v &
cabine inicialmente seca cabine parcialmente cneia

Figura 15.25. Modelo da porta e diferenca ¢ entre os niveis de a4gua. A ilustracio editorial
apresenta a situacdo fisica; este esquema identifica as grandezas do modelo.

Solucio. A profundidade y, a pressio exterior é p,, + pgy, enquanto a pressio
interior inicial é p,;,. A pressdo atmosférica atua dos dois lados e se cancela. Uma
faixa horizontal da porta, de altura dy, tem area b dy; portanto,

dF = pgyb dy.

Somando as contribuicdes desde a borda superior até a inferior,

at+H
Fy = png y dy
a

b(a +H)? -a®
2

= png<a+ g)

Com os valores fornecidos,
Fy=1000-9,8-1-1,2-1=11760N.
A profundidade da forga resultante é

a+H
24
L e (1,6 —0,4%)/3
YR = = =112m

a+H - (1,62 — 0,42)/2 -
J y dy
a

O centro geométrico esta a profundidade a+ H/2 = 1,00 m. O centro de presséo fica
abaixo dele porque as faixas inferiores recebem maior pressao.

A pressdo é uniforme ao longo de cada faixa horizontal. Por isso, a resultante da
faixa atua no ponto médio de sua largura, a uma distancia b/2 do eixo vertical das
dobradicas. Assim,

a+H b
Ty = J 2 pgby dy = EFO = 5880 Nm.
a
Uma forca P, aplicada perpendicularmente no puxador possui brago b, de modo que

F,
Pb=1y =— Py= ?O = 5880N.

Esse valor é quase dez vezes o limite de 600 N estipulado no enunciado. No modelo,
a porta nio pode ser aberta nessa etapa.
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Quando a superficie interna esta a profundidade c, a parte da porta situada acima
desse nivel ainda tem ar no lado interior; nela, a diferenca de pressio é pgy. Abaixo
do nivel interno, as pressdes sdo

Pext = Patm t+ P8Y: Pint = Patm T pg(y - C),

e sua diferenca é a constante pgc. Consequentemente,

He, 0<c<a,

F(c) = pgb r

a+H
ydy+J cdy, a<c<a+H.

a c

Apds calcular as integrais,

He, 0<c<a,

F(c) = pgb 2, 2
+
c(a+H)—C za, a<c<a+H.

As duas expressdes coincidem em ¢ = a, e para ¢ = a + H recuperamos F,. Quando
¢ = 0, as pressdes hidrostaticas dos dois lados coincidem ponto a ponto e a forca
resultante se anula.

Como a distribuicido continua uniforme na direcdo horizontal, a forca necessaria no
puxador é P(c) = F(c)/2. O limiar procurado ocorre no primeiro caso da fungio por

partes:
pgbHc €600 > o< 1200
2 - ~ 1000-9,8-1-1,2

Assim, dentro das hipdteses do modelo, os niveis interno e externo precisam diferir

=~ 0,102 m.

por no maximo aproximadamente 10 cm. Isso explica por que a porta permanece pra-
ticamente bloqueada durante boa parte do enchimento e se torna manejavel somente
quando as pressdes estdo quase equalizadas. |

Observacao

O célculo anterior é um modelo para a forca sobre a porta, ndo uma orientagéo
de sobrevivéncia. Ele desconsidera o movimento do veiculo, a compressdo do
ar, vazamentos, deformacdes, a vedagio e outros fatores importantes em uma
situacdo real. Em uma emergéncia, recomenda-se sair pela janela o mais cedo
possivel; aguardar a equalizacdo das pressdes para tentar abrir a porta é apenas
um ultimo recurso quando a janela ndo pode ser utilizada.

Exercicios
Ex. 15.23 Nos exercicios a seguir, use g = ficie da agua e sua borda inferior esta a 3m de
9,8 m/s? e despreze a pressio atmosférica, que atua dos profundidade. Calcule a for¢a hidrostatica resul-
dois lados da placa quando pertinente. tante.

1. Uma comporta retangular vertical tem 2 m de lar- 2. Uma janela retangular vertical de 2m de largura

gura, sua borda superior coincide com a super- estende-se da profundidade de 2m a de 4m em
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agua. Calcule a forca hidrostatica resultante.

3. Uma placa triangular vertical tem o vértice na su-
perficie da agua e base horizontal de 2m a 3 m de
profundidade. Calcule a forca hidrostatica sobre
a placa.

Exercicios

Ex. 15.24 Uma escotilha circular horizontal de
raio 0,5m esta a 3 m abaixo da superficie da agua. Cal-

cule a forca hidrostatica sobre ela.

Ex. 15.25
gura L e altura H tem a borda superior a profundidade

Uma placa retangular vertical de lar-

d. Mostre que a forc¢a hidrostatica é

F=ngH<d+g).

Ex.15.26
horizontal de 3 m na superficie da agua e vértice a 4m

Uma placa triangular vertical tem base

de profundidade. Calcule a forca hidrostatica resultante.

Comprimento de arco e area superficial

4. Uma comporta retangular vertical de 1,2 m de lar-
gura e 2m de altura tem sua borda superior a 1 m
da superficie de um 6leo de densidade 850 kg/m>.
Calcule a forca resultante.

Ex. 15.27
raio 1 m tem o didmetro sobre a superficie da agua e o

Uma janela semicircular vertical de

semicirculo abaixo dela. Calcule a forca hidrostatica.

Ex. 15.28
de largura e 3m de altura tem centro geométrico a 4 m

Uma placa retangular vertical de 2m

de profundidade. Calcule a for¢a hidrostatica e verifique
que ela é pg vezes a area vezes a profundidade do centro.

Ex. 15.29
lado 1,5 m tem a borda superior a 0,5 m da superficie de

Uma comporta quadrada vertical de

um 6leo de densidade 800 kg/m3. Calcule a forca hidros-
tatica.

15.6. Comprimento de arco e area superficial

15.6.1. Comprimento de arco

O mesmo principio de aproximacgao permite medir uma curva. Para isso, usamos
uma poligonal, cujo comprimento é a soma dos comprimentos de seus segmentos,
e refinamos essa aproximacio. Suponhamos que a curva C seja dada pela equagio
y = f(x), onde f tem derivada continua em [a, b]. Seja P = (x;) uma partigéo de [a, b].
Entdo a poligonal com vértices (x;, f(x;)) é uma aproximacao para C. O comprimento
da curva C é aproximadamente o comprimento da poligonal, e a aproximacéo torna-

-se melhor quando |P| — 0.

O comprimento acom-
panha a curva

O fator /1 + (f*(x))? re-
Une as variagdes horizon-
tal e vertical e converte
dx em comprimento de
arco. Integrar 1 mede
apenas a extensdo ho-
rizontal do intervalo;
integrar | f’| mede a vari-
acdo vertical total, ndo o
comprimento da curva.
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X1 Xi-1 X Xn

Figura 15.26. Aproximacéo de uma curva por uma poligonal inscrita.

O comprimento da poligonal é

L(P) = Y \Gg = %12 + (f(q) — f(xi-1))%
i=1

Aplicando o Teorema do Valor Médio 11.14 em cada intervalo [x;_;, x;], existe um
x" € (x_1, %) tal que

fO) = f(xima) = /O — x-1) = /() Ax;.

Dessa forma,

L) = Y + (Faan) = Y1+ (/)2 A,
i=1 i=1

Entdo, definimos o comprimento da curva C por

n b
L= |}1}|T0 ; 1+ (7 ()2 Ax; = L V14 [f/(x)]? dx.

Exemplo 15.23.

Calcule o comprimento de arco da curva f(x) = x¥/2 com1< x <4

3/2

3
Solucao. Como f(x) = x°/¢, temos que f'(x) = Exl/z, e assim,

A
L:J 1+ —xdx.
1 4

e 9 N 9 13
Fazendo a substitui¢do, u = 1 + Zx, entao du = 1 dx. Quando x = 1,u = I; quando

= 2% [103/2 - (?)3/2] :

x = 4,u = 10. Consequentemente,

10

10
4 42
L:—J \/udu:——uz’/2
9 ) i34 93

13/4
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15.6.2. Comprimento de uma curva paramétrica

Uma curva plana pode ser descrita por duas fun¢des de um parametro,

y(@®) = (@, y®).,  a<t<p.

Essa descricdo também permite tratar curvas que néo sio graficos de uma unica fun-
¢éo de x, como uma circunferéncia. Suponhamos que x e y tenham derivadas conti-
nuas em [a, f]. As duas coordenadas variam com taxas x’(t) e y’(t). Pelo Teorema
de Pitagoras, a velocidade escalar com que o ponto percorre a curva é

JIx O + [y 02

O comprimento percorrido, contando cada trecho tantas vezes quantas a parametri-

zacao o percorra, é

B
L= j JEOP Ty OF d.

Se a curva é percorrida uma Unica vez, essa integral é o comprimento geométrico de
seu tracado. A formula também vale para curvas continuamente diferenciaveis por
partes, somando-se os comprimentos dos trechos.

Para justificar a formula, tome uma particio o =ty < -+ < t, = f. O comprimento
da poligonal inscrita é

A — x(6- )12 + [y®) — v

i=1
Pelo Teorema do Valor Médio, os incrementos de x e y sao suas respectivas derivadas
em pontos do subintervalo, multiplicadas por At;. Esses pontos ndo precisam coinci-
dir, mas a continuidade uniforme das derivadas em [a, f] permite substitui-los por
uma mesma marca, com um erro total que tende a zero quando a norma da particdo
tende a zero. O limite das somas é, portanto, a integral da velocidade escalar.

Exemplo 15.24.

Para a circunferéncia x(t) = Rcost, y(t) = Rsent,com R > 0 e 0 < ¢ < 27, temos

\/[x’(t)]2 +[y’@®)]? = \/R2 sen?t + R2cos?t = R.

Assim, seu comprimento é foz "R dt = 27R. Se tomarmos x(t) =t e y() = f(@), re-
cuperamos a formula anterior para o comprimento do grafico de f. Se mantivermos
as mesmas equagdes no intervalo 0 < t < 41, o traco geométrico continua sendo a
mesma circunferéncia, mas ela é percorrida duas vezes; por isso a integral vale 47R.

15.6.3. Area superficial

A aproximacio de uma curva por uma poligonal também permite estudar a superficie
gerada por sua rotacdo. Ja usamos a rotacdo de uma regido para calcular volumes;

Area superficial e vo-

lume

Ao girar uma curva, uma
pequena faixa de superfi-
cie tem area aproximada
27tr As, em que r é a dis- 514
tancia ao eixo. O compri-
mento As acompanha a
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ao girar apenas sua curva de fronteira, o comprimento de cada pequeno segmento
passa a contribuir para a area superficial.

S~

——

Y pe

poligonal geradora

superficie por troncos de cone

Figura 15.27. Ao girar a poligonal inscrita em torno do eixo x, cada segmento gera um
tronco de cone.

Podemos aproximar a drea da superficie pela area da superficie gerada pela revolucéo
de uma poligonal plana em torno de um eixo desse plano. Consideremos f nio
negativa em [a,b], com derivada continua nesse intervalo fechado. Seja P = (x;)
uma partigdo de [a, b]. Consideremos a poligonal com vértices (x;, f(x;)) e, girando-a
ao redor do eixo x, obtemos uma aproximagao para a superficie. Seja A a area lateral
da superficie gerada pela rotacdo da poligonal da figura abaixo. Lembramos que a
area lateral, A, do tronco de cone é dada por

Ar =n(ry +rp)g = 2nrg
1
onde r = E(rl +719).

Para obter a 4rea lateral de um sélido de revolugido em torno do eixo x, aproximamos
sua superficie por uma unido de troncos de cone e somamos as respectivas areas late-
rais. Se denotarmos por L; o comprimento do segmento entre os pontos (x;_1, f(x_1))

e (x5, f(x;)), entdo

L = J(Ax)? + [f(x) — f(xip)]2.

Pelo Teorema do Valor Médio, existe x;" € (x;_1, x;) tal que f(x)—f(x_1) = f'(x")Ax;.
Portanto, para esse segmento,

Ly = 1+ [f"(x")]? Ax;.

Os raios do tronco sdo R = f(x;) er = f(x;_1). Assim, a area da superficie de um dos
troncos de cone é aproximadamente
x_1)+ f(x
271'f( i 1)2 f( l) 1+ [f,(xj*)]zAxi-

Como f é uma funcio continua, pelo TVIL existe d; em [x_1, x;] tal que f(d;) =

f (xi—l);' f (Xi); logo
27 f(d1 + f/( )20

Somando sobre todos os subintervalos, temos

n
Area Superficial = Z 21 f(d)\1 + f/(x)2Ax;,
i=1
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As marcas d; e x;° podem ser diferentes. Pela continuidade uniforme de f, podemos
substituir f(d;) por f(x): o erro absoluto total ¢ limitado por 27(b — a)Mw¢(|P)),
onde M = maxy,p) 1+ f/(x)? e wf(6) = SUP|,_yi<s |f(w) — f(v)] - 0. A soma
resultante é uma soma de Riemann. Tomando o limite, temos

b
Area Superficial = Zﬂj FOONT+ f7(x)? dx.
a

A area da superficie do sélido formado pela rotag¢do do grafico de y = f(x) ao redor
do eixo y, coma,b > 0, é

b
Area Superficial = 27TJ' xy1+ f7(x)2 dx.
a

Exemplo 15.25.

Determine a 4rea de superficie do solido formado pela revolucio da curva y = x* em

[0, 2] em torno do eixo x.

<
x3
8 L
6 L
2 L
0.5 1.0 15 2.0
Figura 15.28. Superficie gerada pela rotagdo de y = x> em torno do eixo x.
Solucao.
2
A= J 273\ 1 + 9x4 dx
0
Com u = 1 + 9x*, temos du = 36x> dx e 0s novos extremos sdo 1 e 145:
p 145
= — ul/2 du
18 J,
2] W T (145185 — 1) ~ 203,04
= —|u = — — =~ s .
27 1 27
]
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Exemplo 15.26.

Determine a area de superficie do solido formado pela revolucio da curva y = x? em

[0, 1] em torno do eixo y.

x2
sl
6L
4k
2l
0.5 110 1.‘5 210

Figura 15.29. Superficie gerada pela rotacio de y = x* em torno do eixo y.

Solucdao. Uma vez que estamos girando em torno do eixo y, o “raio” do sélido nao
é f(x), mas sim x. Assim, a integral para calcular a area de superficie é:

1
A= Zyrj x\1+ (2x)2 dx.
0

Substituicdo u = 1 + 4x2; novos extremosu =1eu = 5.

5

/8
—ZJ; \/ﬂdu
5
= —-u

13 |
4
ZE(S\/E_l)

5,33.

Q

Exemplo 15.27.

Encontre a area da superficie obtida pela rotagdo da curva y = v4 — x2, -1 < x < 1,
ao redor do eixo x.
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Solucao. Temos f’(x) = = eassim,
4 — x2

—_

S=2r

—_

J 4
21 4—x2 2
Y

|

dx

V4 — x2

1dx = 8.

—_

4r
-1

Exercicios

Ex. 15.30

_ 2 3/2
y=3x

Calcule o comprimento do arco de
para0 < x < 1.

Exercicios

Ex. 15.32
y= g(x+ 1)¥2entrex=0e x = 3.

Encontre o comprimento do arco de

Ex. 15.33
torno do eixo x. Explique, a partir de pequenos tron-

Uma curva y = f(x) > 0 gira em

cos de cone, por que a area da superficie envolve o fator

27 fOONT + [f7 ()%

Ex. 15.34
Rsent, 0 <t < /2, descreve um quarto de circunferén-

A curva paramétrica x = Rcost, y =

15.7. Centro de massa

O centro de massa é uma média ponderada pela distribuicdo de massa. Para uma
placa continua, massa e posicdo sdo acumuladas simultaneamente; as somas de mo-
mentos conduzem, no limite, as formulas integrais para suas coordenadas.

Centro de massa

, 2

x
V4 —x2 1+ de
1 4—x

Ex. 15.31 x, 0 <
x < R, em torno do eixo x gera a superficie lateral de

A rotagdo do segmento y =

um cone. Calcule sua area pela integral e confira-a pela
féormula geométrica.

cia. Calcule seu comprimento pela féormula paramétrica.

Ex. 15.35 Calcule o comprimento da curva para-
métrica
r 2
t)=—, t) =+, 0<t<1
=%  y0=3
Ex. 15.36 Faca o semicirculo y = VR2 —x2,

—R < x < R, girar em torno do eixo x e recupere a area
47 R? da esfera.

Centro de massa como
média ponderada

Para massas discretas,
concentrar a massa
total M em X sem alte-
rar o momento exige
Mzx = Y x;m;. Portanto,
x = Q xm;)/M; a for-
mula integral é a versdo
continua dessa média 518

ponderada.
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Consideremos uma placa fina com densidade uniforme p > 0 que ocupa uma regido
R do plano. Desejamos encontrar o centro de massa da placa. Suponha que a regido
seja da forma

R={(x,y) eR}: a<x<b 0<y< f(x)},

onde f é funcéo definida e continua em [a, b], com f(x) > 0 em [a,b] e ff f(x) dx > 0.

f &

Figura 15.30. Regifio R ocupada por uma placa de densidade uniforme.

Consideremos uma parti¢do P = (x;) de [a, b] e escolhamos o ponto x;" como o ponto
x; +

/1 . . - Xi—1 . . ~
médio do intervalo [x;_1, %], isto é, x" = — Isto determina uma aproximacéo

por retangulos de R.

(¢, 1/2£(x0))

) / =

Xp=a Xi x=b
X Xit1

Figura 15.31. Retangulos que aproximam R e cujos centros aproximam a distribuicao de
massa.

*
X;
O centro de massa do retangulo R; é seu centro (xl-* f(zl )) Como sua area ¢
f(x")Ax; temos que a massa do i-ésimo retangulo é
m; = p Ax; f(x7). (15.3)

base altura

Logo, o centro de massa da regido formada pela unifo dos retangulos Ri, R, ... R, é

n n n
Yoxm o Y pfOA Y f()Ax;
i=1 =1 _i=1

X =

>om D P > fGAx
i=1 i=1 i=1

Centro de massa
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YL IS eseins Y feomy
)—} — i=1 - — i=1n — i:l
>om > pf()Ax > fG)Ax
i=1 i=1 i=1

Fazendo o tamanho da parti¢do tender a zero, |P| — 0, obtemos as coordenadas do

centro de massa da regido R

bez(x) dx

N —

Jb xf(x)dx

5/:

X

Jb f(x)dx be(x) dx

O argumento anterior motiva a definicéo:

15.6 Definicao

Para uma placa de densidade uniforme p > 0 que ocupa a regido sob f > 0
em [a,b], com f continua e area Ay = f: f(x) dx > 0, o centro de massa (ou
centroide da regido) é o ponto (X, y) definido por

1

b b
x = Aio L xf(x) dx, y= Z_AO J.a f(x)? dax.

A densidade constante cancela nos quocientes; por isso o ponto depende apenas

da geometria da regido.

Exemplo 15.28.

Calcule o centro de massa da regido limitada pelas curvas y = cosx, y =0,x =0 e

x=m/2.
q
/2 /2
Solucao. A éarea total da regido é Ay = J cos xdx = senx = 1; assim,
0 0
1 /2 /2
)_CZA—J xf(x)dxzj x cos x dx
0 Jo 0
/2 /2 T
= xsenx —J senxdx == -1,
0 0 2
1 /2 1 /2 1 /2
y= 74, L fA(x)dx = 5 L cos? xdx = 2 L (1 + cos(2x)) dx
1 1 /2
== (x + = sen(Zx)) ==
4\" "2 . 8
(T T
Portanto, o centro de massa é (E -1, g) . [ |
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Exemplo 15.29.

Calcule o centro de massa do semicirculo de raio r.

Figura 15.32. Semicirculo usado no calculo do centro de massa.

Solucao. Por simetria x = 0. Por outro lado

b
%J F2(x) dx
et —
[ rwa

Jr (r? — x?)dx

—r

DO | =

77.'7'2

2
4r

3

15.7.1. Centro de massa da regiao entre duas curvas

Para uma placa de densidade uniforme e area total Ay > 0, se a regido R esta entre
os graficos de fungdes continuas y = f(x) e y = g(x), onde f(x) > g(x), entdo o
mesmo argumento anterior pode ser usado para mostrar que o centro de massa de

R={(x,y) ER* a<x<b glx)<y< flx)}
é dado por

1

A -

b
[ st -gonax, 5= | 1@ - geolx

X =
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7.5

f(x)

g(x)

-2.5

0 2 4 6 8 10

Figura 15.33. Centroide de uma regido plana entre duas curvas.

Exemplo 15.30.

Determine o centro de massa da regido A limitada pela reta y = x e pela parabola

y = x2.

<
Solucdo. A area total da regido é
1 2 31
1
A0=J (x—xz)dx=x——x— ==
o 2 31, 6
Portanto,
1 3 4\ (1
1
#=6| x(x—x?)dx=6 r X ==,
. 3 4|, 2
1 3 5\ 1
1 2 4 _ X X 2
y—62L(x x)dx—S(3 5)0—5.
(1 2
O centro de massa é (—, —) . [ ]
2°5
Exercicios
Ex. 15.37 * Determine o centro de massa da re- dade uniforme.

gidosobaretay =1—xem 0 < x < 1, supondo densi-

15.7.2. x Teorema de Pappus

O centroide estabelece uma nova conexio com os sélidos de revolucdo. Conhecendo
sua distancia ao eixo de rotacdo e a area da regido, podemos calcular o volume por
meio do Teorema de Pappus, sob as condi¢des enunciadas a seguir.

Centro de massa
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15.31 Teorema Teorema de Pappus

Seja R uma regido plana, que se situa inteiramente de um dos lados de uma
reta L no mesmo plano. Se denotarmos por r a distancia entre o centroide de R
e areta L, entdo o volume V do sdlido de revolucéo obtido a partir da rotagéo
de R ao redor de L é dado por

V= ZJTY'AO

onde Ay é a area de R.

O teorema vale na generalidade enunciada. Demonstraremos apenas o caso que usa-
remos neste curso: depois de escolher coordenadas em que L é o eixo y, a regido é
descrita entre dois graficos continuos,

g)<y<fx),  a<x<b,

com0<a<b.

Demonstragdo. Nesse caso, a formula do centroide fornece

b
Aot = [ %1 - ] dx.

a

Por cascas cilindricas, o volume gerado pela rotacdo da mesma regiao é

b
V= ZHJ x[f(x) — g(x)] dx = 27xA,.

a

Como a regido esta de um tnico lado do eixo, X é precisamente a distancia do cen-
troide a L, e a formula de Pappus segue nesse caso. ]

trajetoria de C:
comprimento 277

Figura 15.34. Ao girar em torno de L, o centroide C percorre 27r; o volume gerado é essa
distancia vezes a area de R.
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Exemplo 15.32 — Volume do toro.

Calcule o volume do toro obtido ao rotacionar o circulo de raio r, cujo centro é (R, 0),
com R >r > 0, em torno do eixo y, usando o Teorema de Pappus.

Figura 15.35. O circulo gerador tem 4rea 7%, e seu centroide percorre uma circunferéncia
de raio R.

2

Solucdo. Como a area do circulo é nr® e a distancia entre o centroide do circulo

gerador e o eixo y é R, o volume do toro é
V = 27%Rr?.
E 0 mesmo valor obtido pelo método das secdes transversais no Exemplo 15.12. =

Exemplo 15.33 — Volume da Esfera.

Calcule o volume da esfera usando o Teorema de Pappus.

Solucéo.

Figura 15.36. O semicirculo gira em torno de seu didmetro; seu centroide estd a 4r/(37) do
eixo.

. . 4 . .
O centroide do semicirculo esta a Fy da origem e, logo, o volume é
T
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Centro de massa

Esse resultado coincide com o calculo por secdes transversais do Exemplo 15.7. m

Exercicios

Ex.15.38
sob y = 4—x? e acima do eixo x. Use simetria e integrais

Uma chapa homogénea ocupa a regido

para localizar seu centro de massa.

Ex.15.39
soby=x’em0<x<1.

Determine o centro de massa da regido

Ex.15.40
soby=1-x’em-1<x<1.

Determine o centro de massa da regido

Ex.15.41
entrey=1ey=x2,para—1§x§ 1.

Determine o centro de massa da regido

Ex. 15.42
lume conhecido da esfera para recuperar a distancia do

* Use o Teorema de Pappus e o vo-

centroide de um semicirculo de raio r ao seu diAmetro.

Ex.15.43 *OretanguloR < x < R+4a,0< y < A,
com R > 0, gira em torno do eixo y. Use Pappus para cal-
cular o volume e confira pela formula da coroa circular.
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Integrais improprias

O infinito! Nenhuma outra questdo comoveu tdo profundamente o espirito hu-
mano.

David Hilbert, Sobre o Infinito

A integral definida foi construida em intervalos finitos para func¢oes limitadas. Ha,
porém, problemas de acumulacdo em que uma dessas condicoes falha: o intervalo
pode se estender indefinidamente, ou o integrando pode tornar-se ilimitado proximo
de um ponto.

Em ambos os casos, a integral é definida por aproximacéo. Substituimos o problema
improprio por integrais definidas usuais e examinamos o limite dessas integrais. A
existéncia de um valor finito é, portanto, uma questdo de convergéncia.

16.1. Intervalos infinitos

Em um intervalo infinito, truncamos primeiro o dominio. A integral improépria existe
quando as integrais sobre esses intervalos finitos convergem para um nimero real a
medida que a extremidade se afasta indefinidamente.

16.1 Definicdo Integrais improprias em intervalos infinitos

1. Seja f uma fung¢do continua em [a, ). Definimos
o b
J f(x) dx := lim J f(x) dx.
a boeo Jy

2. Seja f uma funcéo continua em (—oo, b]. Definimos

b

b
f(x) dx := 11111 J f(x) dx.

—00

Neste capitulo

16.1 Intervalos infinitos 526

16.2 Integrandos desconti-
nuos 532

16.3 Convergéncia e divergén-
cia 535

16.4 Probabilidade 541

Convergéncia de cada
cauda

A integral sobre toda a
reta exige que as duas
caudas convirjam sepa-
radamente para valores
finitos. Um limite tomado
apenas com extremos si-
métricos pode esconder o
cancelamento de parcelas
divergentes. Sua exis-
téncia ndo basta para a
convergéncia da integral
improépria.
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3. Seja f uma fun¢io continua em (—oo, ). Seja ¢ um ndmero real; entdo, defi-
nimos

) @ b
J f(x) dx = lim J f(x) dx +blim J f(x) dx.

Uma integral impropria é dita convergente se o limite correspondente existe
e ¢ finito; caso contrario, ela ¢ dita divergente. A integral imprépria do item
3 converge se e somente se ambos os limites existem e sdo finitos. A soma de
divergéncias de sinais opostos nao define uma integral; em particular, ndo se deve
substituir esses dois limites independentes por um tnico limite com extremos
simétricos. A escolha de ¢ néo altera o resultado, pois mudar ¢ acrescenta uma
integral em intervalo finito a uma parcela e a subtrai da outra.

Exemplo 16.1 — Calculando integrais improprias.

Calcule as seguintes integrais improprias.

1. J' — dx 3. J e’ dx
1 x o)
o0 1 00
2. J Lax o[ —ax
1 X oo 1+ x2
q
Solucao.

) b

1 1 —1p

1. J —dx = lim | —dx = lim — O grafico da area definida por essa
1 X b—oo 1 X b—ooo X 11

.o —1
Syt
=1L
integral é apresentado na Figura 16.1.

0.5t

1 5 10

Figura 16.1. A cauda positiva de 1/x? em [1, o0) tem 4rea total finita, igual a 1.

Intervalos infinitos
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) b
1 1
2. J —dx = lim | —dx
1 X b—o0 1 X
b
= lim In |x|’
b—oo 1
= lim In(b)
b—oo
= OQ.
(o]
O limite néo é finito; logo, a integral impropria J — dx diverge. Compare os
x

1
graficos das Figuras 16.1 e 16.2; observe que 1/x decresce mais lentamente. Os

limites calculados mostram que sua area acumulada cresce sem limite, enquanto
a de 1/x? permanece finita.

057

1 5 10

Figura 16.2. A cauda de 1/x decresce lentamente, e sua area acumulada em [1, b] cresce
sem limite.

0 0
3. J e“dx = lim J eX dx
a——oo
oo a
. 0
lim €e*
a——oo

a

lim € — ¢?

a——oo

=1

O grafico da area definida por essa integral é apresentado na Figura 16.3.

y

-10 -5 -1

Figura 16.3. Embora se estenda até —oo, a regido sob e* a esquerda de 0 tem area finita,
igual a 1.
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4. Devemos separar a integral em duas integrais improprias, como na Definicdo 16.1.

A escolha do ponto de separacio ¢ livre; tomemos ¢ = 0.

[ 0 b
J ! dx = lim J ! dx + lim J ! dx
o 1+ x2

1+ x2 a—>—co J, b—oo Jg 1+ x2
0 b
= lim arctgx| + lim arctg x‘
a——o0 a b—ooo 0
= lim (arctg0— arctga) + lim (arctgb — arctg0)
a—>—o0 b—oo

(0-5)+(5-0)
2 2 '
Cada limite existe; portanto, a integral original converge e vale
= 7.

O grafico da area definida por essa integral é apresentado na Figura 16.4.

y
1
1
f@) = 1+ x2
‘ : ‘ X
-10 =5 5 10

Figura 16.4. As duas caudas de 1/(1 + x?) devem ser integradas separadamente; juntas,

tém area sr.

Exemplo 16.2 — A Corneta de Gabriel: volume finito e area infinita.

Considere a regido sob a curva
_ ! >1
y= L x 21,
e o solido obtido ao gira-la em torno do eixo x. Determine o volume do sélido e

decida se a area de sua superficie de revolugao é finita.

=1

Figura 16.5. A Corneta de Gabriel é obtida pela rotagdo de y = 1/x, x > 1, em torno do
eixo x. O desenho mostra apenas uma porcéo finita da superficie; a cauda continua indefini-

damente.
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Solucdo. Para o volume, usamos o método dos discos:

Portanto, apesar de se estender indefinidamente, a corneta possui volume finito.

Para a 4rea da superficie de revolucdo, como y = 1/x e y’ = —1/x?, obtemos
[o¢]
1 1
SZZEJ - 1+—4dx.
L XN x
Como
1 1 1
—\Jlt=== (x>0,
x x*t T x

e jloo i dx diverge, o teste da comparacao mostra que S = oo.

Assim, a Corneta de Gabriel tem volume finito e area superficial infinita. Nao ha
contradicio: no volume, o raio aparece ao quadrado, produzindo a integral de 1/x?;
na area, o termo dominante decai como 1/x. E exatamente a diferenca entre as duas
integrais que acabamos de estudar no Exemplo 16.1. |

Exemplo 16.3 — Integracao impropria e a regra de L’Hépital.

oo

Calcule a integral imprépriaJ n_zx dx.
x

1

Solucdo. Para calcula-la, aplicamos integracao por partes. Tome u = Inx e dv =
x~% dx. Entao,

Inx

f(x):?

! : : x
1 5 10

Figura 16.6. A funcdo (Inx)/x? é niio negativa em [1,0) e decai o bastante para produzir
area finita.

Intervalos infinitos
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b
O termo 1/b tende a zero e In1 = 0, deixando lim ~% 4 1. Precisamos calcular

b—oo b
. Inbd TTA
bhm e pela Regra de L'Hépital. Temos:
1 por L’Hépital 1/b
lim Inb = lim /b
b—oo b b—oo 1

Logo a integral imprépria vale:

J ln—zxdx=1.
;X

Exercicios

Ex. 16.1 Calcule as integrais improprias.

oo

1
. G2 dx

FOO

2. J e 3% dx

<
.
e 1 x2

Ex.16.2
diverge. Calcule seu valor quando houver convergéncia.

Determine se cada integral converge ou

0
1. J sen x dx
0

o0

2. JO

(00

1
x+1

3 1
'Jfoox2+4x+9

FOO

1
4. Jz

x2 -1

dx
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16.2. Integrandos descontinuos

A dificuldade pode estar no proprio integrando, mesmo quando o intervalo é finito.
Perto de uma assintota vertical, a fungao deixa de ser limitada. A ideia de aproxi-
macao permanece: integramos até pontos anteriores a singularidade e estudamos os
limites correspondentes em cada lado relevante.

16.2 Definicdo Integracdo impropria com integrandos descontinuos

Seja f(x) uma fun¢do continua em [a,b], exceto em ¢, a < ¢ < b, em que o
integrando é ilimitado nas proximidades de ¢ (em particular, x = ¢ pode ser uma
assintota vertical). Definimos

1. Sea < c < b, entdo
b t b
J f(x) dx = lim I f(x) dx + lim J f(x) dx.
@ t—=c” J, t—ct ¢

2. Se ¢ = a, entao

b b
J f(x) dx = lim J f(x) dx.
a t—at "

3. Se ¢ = b, entao

b t
L f(x) dx = t1—1>rl?* L f(x) dx.

A integral converge se todos os limites correspondentes existem e séo finitos; ela
diverge caso contrario. Se houver véarias singularidades, inclusive nos dois extre-
mos, dividimos o intervalo em trechos com apenas uma singularidade em cada
extremo e exigimos a convergéncia de todos os limites. O mesmo procedimento
se aplica quando também ha extremos infinitos.

Exemplo 16.4 — Integracao improépria de funcdes descontinuas.

Calcule as seguintes integrais improprias:

1y
1.J—dx
0 VX

1
1
1 X

Integrandos descontinuos

Limites em cada lado

da singularidade

Quando o integrando é ili-
mitado nas proximidades
de um ponto interior, exa-
minamos separadamente
as integrais a esquerda e
a direita. Cada uma deve
ter limite finito. A soma
s6 é formada depois dessa
verificacdo; divergéncias
de sinais opostos néo se
compensam.
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Solucéo.

1. O grafico de f(x) = 1/4/x é apresentado na Figura 16.7. Observe que f tem uma
assintota vertical em x = 0; em certo sentido, estamos tentando calcular a area de
uma regiao que nio tem “topo”.

1 1
J idxz limJ de

0 \/E a—0* a \/}
1
= lim 2Jx
a—0+ a
= lim 2 (\/T — \/5)
a—0*
= 2.

A regifo ¢é ilimitada em altura, mas sua area ¢ finita. Nao ha contradigio: a altura
cresce sem limite apenas perto de um ponto, e a largura da faixa correspondente
tende a zero.

Observacao

Na Definicéo 16.2, c pode ser um dos extremos (a ou b). Nesse caso, ha apenas
um limite a ser considerado.

10+

ns 1

Figura 16.7. A assintota em x = 0 torna a regido ilimitada em altura, mas sua area em
(0,1] é finita.

2. A fun¢do f(x) = 1/x? tem uma assintota vertical em x = 0, como apresentado
na Figura 16.8; logo, esta integral é impropria. A aplicacdo direta da regra de
avaliagdo por primitivas, sem considerar a singularidade, produziria o seguinte

Il L dx = _L

-1 x? X1-1
- —1-()

—2.()

célculo incorreto:
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10+

X

-1 —0s ns 1

Figura 16.8. Em x = 0, as duas parcelas de 1/x? tém 4reas positivas divergentes; por isso
a integral em [—1, 1] diverge.

O integrando é positivo, portanto uma area negativa ja revela que o calculo ante-

rior ndo pode representar a integral. A falha ocorreu ao aplicar o Teorema Funda-

mental do Calculo através de um ponto em que a funcéo néo é continua. Devemos

dividir o intervalo em x = 0 e usar a Definicdo 16.2.

1 by 1
J —2dx=lim —2dx+lim —zdx
1 X t—0— 1 X t—0t p X
t ) 11

Il
5
|
+
5
|
I

. 1 ) 1
=lim-—--1+ lim -1+ -
t—0- I t—0+ t

:>(oo—1) + (—1+oo).

Nenhum dos limites é finito, de modo que a integral impropria diverge. O valor —2

obtido anteriormente resulta de uma aplica¢io indevida da férmula de Newton-

Leibniz e néo é o valor da integral.

]
Exercicios
Ex.16.3 Calcule as integrais improprias conver- 4 7z d
gentes e identifique as divergentes. o sen?x x
-1
L. JO Inx dx Ex.16.4 Determine se cada integral converge ou
diverge. Quando houver convergéncia, calcule seu valor.
2 [ L 2
. — dX 1
[ % N
o (x—1)2
s [ g 1/2
. — dx
1
J—1 NIEY 2. J
o XIlnx
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1/2
3. J. ! dx

2
o xln“x

16.3. Convergeéncia e divergéncia

Para uma integral impropria, a primeira pergunta é se ela converge. O valor exato
pode ser secundario ou mesmo inacessivel por primitivas elementares. Testes de
comparacdo permitem decidir a convergéncia a partir de fun¢des-modelo; a familia
fundamental é 1/x?.

Exemplo 16.6 — Integracao imprépria de 1/x?.

. . 1
Determine os valores de p para os quais = dx converge.
x
1

Solucao. Integrando e calculando o limite:

00 b
J idx=limJ‘de
1

xP b—oo 1 xP
b
= lim J x P dx (p=1)
b—oo 1
1 b
= lim x_PH’
b—ooo —p + 1 1
1
= lim ——(b'~P - 1).
booo 1 — p

Se p > 1, entdo b P — 0, e a integral converge. Se p < 1, entdo b1 — oo, e
a integral diverge. O caso p = 1, excluido do calculo acima, é a integral de 1/x e
também diverge.

Convergéncia e divergéncia

O sentido da compara-
cao

Para0 < f < g, acon-
vergéncia da integral de
g garante a de f; a diver-
géncia da integral de f
garante a de g. As inte-
grais truncadas crescem
com o intervalo, e a com-
paracéo controla se esse
crescimento permanece
limitado.

535



Funcdes de uma Variavel / Integrais improprias

Figura 16.9. A curva tracejada 1/x separa visualmente os comportamentos: 1/x” converge
para p > 1 e diverge para p < 1.

Portanto, | 100 x~P dx converge exatamente quando p > 1. Na Figura 16.9, o grafico
tracejado de 1/x separa visualmente os dois regimes: expoentes maiores que 1 pro-
duzem decaimento mais rapido; expoentes menores que 1, decaimento mais lento.m

O resultado do Exemplo 16.6 fornece uma ferramenta importante na determinagao

da convergéncia de outras integrais. Um resultado similar sobre integrais improprias
1

1 . - < .
da forma J = dx é provado nos exercicios. Esses resultados estdo resumidos no
x
0

quadro a seguir.

Convergéncia das integrais de 1/x?

[o¢]

1
1. A integral imprépria J P dx converge quando p > 1 e diverge quando
1
p<L

1
1
2. A integral impropria J 2 dx converge quando p < 1 e diverge quando

0
p=1
Exercicios
Ex. 16.5 Determine para quais valores de p > 0 1 Jl 1 dac
cada integral converge e, nos casos de convergéncia, cal- )y xP
cule seu valor.
1
2. J — dx
P

Convergéncia e divergéncia

O caso critico p =1

Para p # 1, a primitiva
dex?éx"?/(1 - p).
No infinito, o limite é
finito quando p > 1; na
origem, quando p < 1.
Para p = 1, a primitiva é
In x, e as duas integrais
improprias divergem.
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A técnica basica para determinar a convergéncia de uma integral impropria é com-
parar seu integrando com outro cujo comportamento seja conhecido. As integrais
de 1/xP fornecerdo os modelos de comparagio mais frequentes.

16.7 Teorema Teste da comparacédo direta para integrais improprias

Intervalo infinito. Sejam f e g continuas em [a,0), com 0 < f(x) < g(x).
Se f:o g(x) dx converge, entdo f:o f(x) dx converge. Se f:o f(x) dx diverge,
entdo f:o g(x) dx diverge.

Singularidade finita. Sejam f e g ndo negativas e continuas nos lados relevan-
tes de ¢ € [a,b], com f(x) < g(x) para x # c¢. Em cada integral unilateral
determinada por ¢ valem as mesmas duas conclusdes. Se a < ¢ < b, é preciso
aplica-las separadamente em [a, c) e (¢, b].

Demonstragao. Parat > a, ponha F(t) = f; f(x) dx e G(t) = f; g(x) dx. Pela nao
negatividade, ambas as fung¢des sdo nio decrescentes e 0 < F(t) < G(t). Se j:o g
converge a M, entdo F(t) < M; o limite de F existe e é finito, pois é o supremo de
seus valores. Isso prova a primeira conclusdo para um intervalo infinito. A segunda
é sua contrapositiva: se a integral de g convergisse, a de f também convergiria. Para
uma singularidade finita, aplicamos o mesmo argumento as integrais truncadas em
cada lado de c, cujos valores crescem a medida que a regido de integracdo aumenta.
Se ¢ é interior, as duas parcelas devem convergir separadamente. ]

Exemplo 16.8 — Convergéncia de integrais improprias.

oo
Determine a convergéncia das seguintes integrais improprias. 1. J e X dx
1

I |
z.j L ax
3 Vx?2—x

Solucao.

1. A funcéo f(x) = e ndo tem antiderivada elementar, portanto ndo podemos
calcular a integral diretamente por uma primitiva. Compare-a com g(x) = 1/x%:
como mostra a Figura 16.10, 0 < e < 1/x% em [1,00). Pelo Exemplo 16.1,

(<] (o]
— —_ 2 ’
J x~2 dx converge; logo, J e dx também converge.
1 1

Convergéncia e divergéncia
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=3

0.5¢
fe)=e™

X

1 2 3 4
Figura 16.10. Em [1,0), 0 < e <1 /x?; a comparacgdo com a curva superior garante a
convergéncia.

1 1 1 c r" 1 4
——— = — = —. Como —dx
VX2 — x Jx2 X 5 X
diverge, isso sugere comparar o integrando original com 1/x. Quando x > 3,

temos x = Vx2 > VxZ —x e, logo,

2. Observe que, para grandes valores de x,

1
<

SRR

x2 —x

Pelo Teorema 16.7, a divergéncia de j;o x~1 dx implica a divergéncia de

® 1
[
3 Vx2—x
A Figura 16.11 ilustra isso.

y
)4+ fe) =

1

Figura 16.11. Para x > 3, 1/Vx? — x > 1/x; a area sob a curva maior também diverge.
|
Nem sempre a comparacio direta aponta na direcdo necessaria. Por exemplo,

1
Vx2+2x+5

mas estar abaixo de uma func¢io cuja integral diverge ndo permite concluir nada: uma

< (x> 0),

|-

Convergéncia e divergéncia
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funcdo menor ainda pode ter integral convergente. Nesse caso, é mais informativo
comparar a razdo entre os integrandos.

16.9 Teorema Teste da comparacéo pelo limite para integrais improéprias

Sejam f e g funcdes continuas em [a, o), com f(x) > 0 e g(x) > 0 para todo

x. Se
lim f&) _

— =1, 0<L<oo,
x—>oog(x)

entdo as integrais

J:o f(x) dx e L"" g(x) dx

ambas convergem ou ambas divergem.

Demonstragdo. Como L > 0, existe A > a tal que, para x > A, L/2 < f(x)/g(x) <
3L/2. Logo,

L < f0< Ty, x24

Pela comparacio direta, a integral de g converge se e somente se a de f converge em
[A, ). As integrais em [a, A] sdo finitas por continuidade, portanto nio alteram a
convergéncia das integrais originais. |

Exemplo 16.10 — Comparacao pelo limite.

[e¢]

. N 1
Determine a convergéncia de J — dx.
3 Vx2+2x+5

Solucdo. Para valores grandes de x, o termo dominante no denominador é x2; por
isso, a funcédo deve se comportar como 1/x. Calculamos a razao:

1/Vx2+2x+5
lim AL X zlim;.

x—00 1/x x>0 \[x2 4 2x + 5
Para x > 0, podemos dividir o numerador e o denominador por x:

X 1

Vx2+2x+5 \J1+2/x+5/x2

_)1’

pela continuidade da raiz quadrada e da funcéo reciproca em 1. Assim, os dois in-
tegrandos sdo assintoticamente equivalentes. Como f,;o x~1 dx diverge, o teste da
comparacdo pelo limite mostra que

o0
1
[
3 Vx24+2x+5

também diverge. A Figura 16.12 ilustra a aproximacgio entre as duas curvas para
valores crescentes de x.
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X

5 10 15 20
Figura 16.12. As fung¢des 1/vVx2 + 2x + 5 e 1/x se tornam assintoticamente equivalentes: a
razdo entre elas tende a 1.

Exercicios

Ex.16.6 Determine se cada integral converge ou Ex. 16.7 Use o teste da comparagéao direta ou o
diverge. Calcule seu valor quando houver convergéncia. teste da comparacio pelo limite para decidir se cada in-
tegral converge. Indique a func¢do de comparacio.

lnx
1. — o 5
X
1 Y T
10 V3x2 +2x—5
J,
2. o 4
! B
2 N7x3 —x
3J xlnx o0 Jx +£3
+
2 3.J d dx
- 0 Vx3—x2+x+1
4. J —— dx o
0 x(1+ln x) 4.[ e *Inx dx
1

x2

© cos X  senx
5. J ) dx
0

6. dx oo
L xz—x—i-l ‘ Jx
), @

dx

E Lw G- 1)
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16.4. Probabilidade

Até aqui, a convergéncia de uma integral impropria determinava se uma area ou uma
quantidade acumulada possuia valor finito. Em probabilidade, a mesma questio ad-
quire um significado estrutural: uma funcdo s6 pode descrever como a probabilidade
se distribui sobre a reta se sua massa total for finita e puder ser normalizada para valer
1. A convergéncia de outras integrais determinara, por sua vez, se essa distribuicdo
possui média ou momentos de ordem superior.

Uma variavel aleatoria pode representar, por exemplo, o tempo de duragdo de uma
lampada ou a altura de uma pessoa escolhida em uma populacdo. Seus valores nao

precisam pertencer a [0, 1]; sdo as probabilidades dos eventos que ficam entre 0 e 1.
Consideraremos modelos descritos por densidades.

16.3 Definicio Densidade de probabilidade
Uma fungéo f : R — R é uma densidade de probabilidade quando

f(x) >0 paratodox eR e J f(x) dx = 1.

Se uma variavel aleatoria X possui densidade f, definimos, para a < b,

b
P(aSXSb)=J- f(x) dx.

A segunda condi¢do é chamada normalizacio: a area total sob o grafico de f repre-

senta a probabilidade do evento certo X € R. Como f é ndo negativa, sua integral
sobre qualquer intervalo esta entre 0 e 1. Além disso, P(X = x) = 0 para cada ponto

X, pois a integral sobre um intervalo de comprimento zero é nula. Por isso, em mo-

delos com densidade, incluir ou excluir os extremos de um intervalo nao altera sua

probabilidade.

Nem toda fun¢do ndo negativa pode ser normalizada. Por exemplo, se ¢ > 0, entéo

© e
J dx = oo;
o 1+x

logo, nenhuma escolha de ¢ transforma ¢/(1 + x), em [0, ), numa densidade.

16.4.1. Funcao de distribuicao acumulada

As probabilidades de todos os intervalos podem ser reunidas numa tnica func¢do. A
funcao de distribuicao acumulada de X é

F(x) = P(X < x) = r £@) dr.

Probabilidade

Densidade e existéncia
de momentos

Uma densidade deve

ser ndo negativa e ter
integral total 1. Essas
condi¢des garantem a
normalizacdo das proba-
bilidades, mas nao uma
média finita. Para isso,

é preciso também que

a integral de |x| vezes

a densidade seja finita;
momentos superiores
exigem verificagdes pro-
prias.
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Ela mede a massa acumulada a esquerda de x. Como f > 0, a funcéo F é nao decres-
cente e satisfaz

0< F(x)<1, lim F(x) =0, lim F(x) = 1.
X—>—00 X—>00

Quando f é continua, o Teorema Fundamental do Calculo fornece F'(x) = f(x).
Assim, a densidade descreve a taxa com que a probabilidade se acumula. Também

podemos calcular
P(a < X <b) = F(b) - F(a).

16.4.2. Valor esperado e momentos

A densidade também permite construir uma média dos valores possiveis, ponderada
por suas probabilidades. Para que essa média ndo dependa de um cancelamento entre
duas integrais divergentes, exigimos convergéncia absoluta.

16.4 Definicao Valor esperado
Se

r’ b7 e < 5

o valor esperado de X é

oo

E[X] = J xf(x) dx.

Mais geralmente, a existéncia do momento de ordem r > 0 é determinada pela
convergéncia de fjooo x[" £(x) dx.

O cancelamento entre as parcelas sobre os dois semieixos, quando ambas divergem,
néo produz um valor esperado. Introduziremos ainda o segundo momento

E[X?] = Jm x? f(x) dx.
Quando ele é finito, a variancia é
Var(X) = E[(X - E[X])?] = E[X?] - E[X]*

Uma densidade pode ser interpretada como uma distribui¢io de massa total 1. Nessa
analogia, quando a integral correspondente converge, E[X] fornece a abscissa do
centro de massa da distribui¢io; compare com a Se¢éo 15.7.

Exemplo 16.11 — Duracao da queima de uma lampada.

A duragao T, em horas, de uma ldmpada é modelada por uma distribui¢ido exponen-
cial de parametro A > 0, com densidade

de ™™ >0,
f® =

0, t<O0.

Probabilidade
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Verifique a normalizagio, calcule a probabilidade de alampada durar mais que t horas
e determine sua média e sua variancia.

Solucdo. A funcio é nio negativa e esta normalizada, pois

ro f@) dt = ro de™M dt = 1.
—00 0

Parat > 0,

P(T>t) = J e M dy = e M,
t

Essa é a probabilidade de a lampada continuar acesa depois de t horas. Integragdes
por partes fornecem

E[T] = J the M dt = % E[T?] = J 2leM dt = i'
0

0 A2
Logo,
2 1 1
Var(T) = ﬁ - ﬁ = ﬁ
Se a duragido média é de 1000 horas, entdo A = 1/1000 por hora. ]
f@w) = e

F T

Figura 16.13. O eixo horizontal representa o tempo, e a irea sombreada em [¢, ) é P(T >
t) = . O desenho usa A = 1 apenas para ilustrar a forma do gréfico.

Exemplo 16.12 — Média finita e variancia infinita.

Considere 3
flx) =12
0, x <1

Verifique que f é uma densidade e examine seus dois primeiros momentos.
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Solucdo. Temos

<3
J 2x5/2 dx = 1,
1 2

de modo que f esta normalizada. Além disso,

3 © 3 00
EX]=>| x3/2de=3  E[X*|=3| x/?dx=+e.
2 ) 2 J;
A média existe e é finita, mas a variincia ndo existe como numero finito. m

Exemplo 16.13 — Uma densidade sem valor esperado.

A funcéo
1

m(1+ x2)’

f(x) =

x €R,

é a densidade de Cauchy. Verifique sua normalizagio e mostre que seu valor esperado
finito nao existe.

Solucao. Como f(x)>0e
® 1 1 .
—— dx=— t =1,
J_oo (1 + x2) i larctg x]_,

temos uma densidade. Embora x f(x) seja impar, a simetria ndo autoriza escrever
E[X] = 0. De fato,

b
X _i 2
L ) dx = 2n1n(1+b)—>00,

00 . . o . . o
e, portanto, f_oo |x| f(x) dx diverge. O cancelamento obtido com limites simétricos
fornece um valor principal, ndo uma esperanca. Assim, a esperanca finita néo existe

e, consequentemente, a varidncia também n#o esta definida. ]
Exercicios
Ex. 16.8 Determine a constante ¢ para que justificativa com o caso da densidade de Cauchy.
c
X) = ——, x €R,
@) (1+x2)2 .
Ex. 16.11 Para a densidade de Pareto
seja uma densidade de probabilidade. a
Ja(x) = a x21,
Ex. 16.9 Se X tem distribuicdo exponencial de com & > 0, determine:
parametro A > 0, calcule E[X?] e Var(X) = E[X?] - o
E[X]2. 1. quando a esperanca ¢é finita;
2. quando o segundo momento ¢ finito;
Ex. 16.10 Mostre que f(x) = %e"’d, x ER,é
uma densidade e justifique que E[ X | = 0. Compare essa 3. para quais valores de « a esperanga ¢ finita e a
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variancia é infinita.
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Ex. 16.12 A duracido T, em horas, de uma lam-
pada é modelada por uma distribuicdo exponencial com
vida média de 1200 horas. Para este exercicio, a mediana
m é definida por F(m) = 1/2 e, quando P(B) > 0,

P(A N B)

1. Determine o parametro A e calcule P(T > 1000).

2. Calcule P(500 < T < 1500).

3. Determine a mediana da duracao.

Probabilidade

4. Calcule P(T > 1800 | T > 600) e interprete o

resultado.

As integrais improprias encerram este percurso retomando uma ideia presente em

todo o calculo: aproximar uma quantidade por objetos finitos e estudar o limite des-

sas aproximagdes. Aqui, a existéncia do limite ndo é um detalhe técnico; ela decide

se a area, a massa ou o momento considerado possui significado finito.

Ha varias continuidades naturais. As séries aplicam a mesma pergunta de conver-
géncia a somas infinitas; o calculo em varias variaveis estende derivadas e integrais
a fendmenos com mais de uma coordenada; e a probabilidade continua desenvolve,
a partir das densidades, outros modelos e outras medidas de comportamento. Em
todos esses caminhos, permanecem centrais as relacdes entre aproximacao, variagao

e acumulacido estudadas neste livro.
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Respostas dos exercicios

As respostas seguem a numeracdo dos exercicios de cada capitulo. Dentro de cada
resposta, os itens aparecem na mesma ordem do enunciado. Nas integrais indefinidas,
a constante de integracdo pode ser escolhida independentemente em cada intervalo
do dominio.

1.1 Suponha V3 = m/n, com m,n € Z,n # 0, e a fracdo reduzida. Entao m? = 3n?.
Como 3 é primo e divide m?, temos 3 | m; escrevendo m = 3k, obtemos n® = 3k?, e
portanto 3 | n. Isso contradiz a hipdtese de que m/n estava reduzida. A primalidade
é usada na passagem 3 | m?> = 3 | m.

1.2 Se x = 0,4545 ..., entao

100x = 45,4545... = 45 + x.

Logo, 99x = 45 e x = 5/11. Para qualquer decimal periddico, multiplicar por uma
poténcia de 10 correspondente ao comprimento do periodo alinha as duas caudas
periddicas; ao subtrair as expressoes, a parte infinita se cancela e resta uma equacgéo
linear para x.

1.3 Como x, = 1 — 107", temos 1 — x, = 10™™. A desigualdade 10™" < 107° exige
n > 6; portanto, o menor valor é n = 7. A igualdade 1 = 0,999... exprime o fato
de que essa diferenca pode ser tornada menor do que qualquer tolerancia positiva
escolhida de antemao; o capitulo de limites formalizara essa afirmaco.

1.4 1. Se 0 e 0’ sdo neutros aditivos, entao 0 = 0 + 0’ = 0’.
2. Se b ecsdoopostosdea, entiob=b+0=b+(a+c)=0b+a)+c=0+c=c.

1

3. Multiplique ax =apora: x = (a la)x =a la=1.

4. Temos ab + a(—b) = a(b —b) = a- 0 = 0. Portanto, a(—b) é o oposto de ab e, pela
unicidade do oposto, a(—b) = —(ab).

1.5 1. 4x%(2x - 3).

2. (x—4)(x+4).
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. (x=3)%

w

4. (x+2)(x®> =9) = (x + 2)(x — 3)(x + 3).

(851

. Bx+ 1)(x—2).

(o))

=D+ D) = (o= D+ D%+ 1).

1.6 1. x(x*> —5x +4) = x(x — 1)(x — 4) = 0; logo, x € {0,1,4}.
2. (2x+3)(x—1) = 0;logo, x € {-3/2,1}.

3. (x? —4)(x? + 4) = (x — 2)(x + 2)(x? + 4) = 0. Como x? + 4 > 0 para todo real x,
temos x € {-2,2}.

1.7 Ao distribuir, os termos intermediarios se cancelam dois a dois:

a(a”_1 +a" b4 -+ b”_l) - b(a”_1 +a" b4 -+ bn_l) =d' - b

1.8 Elevando a igualdade ao quadrado,

12
b2=<a+—> =a2+2+i.
a a?

Logo,

1
612+—2=b2—2.
a

1.9 1. (x+4)%—13.
2. (x —5)% —18.

3. 3(x +2)% — 13.
1.10 p(x) = x(x + 2)(x — 3)(x — 5); portanto, o conjunto-solugdo é {—2,0, 3, 5}.

1.11 O quadrado interno tem lado x — 4. Logo,
Alx) =x% —(x —4)? =8x — 16 = 8(x — 2), x > 4.

Se for exigida uma abertura interna ndo degenerada, toma-se x > 4.

1.12 1. x+ 2, com x # 2.

,comx # 0,—1.
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3, ————,comx #0,—1.
x(x+1)
4 ! mx > —1 =0
. —,comx>—-lex .
Vx+1+1
x+3 3
1.13 1. =14+ —,comx + 0.
X

2. Vx2 =|x|; a igualdade V2 = x vale apenas se x > 0.

3. Aigualdade é valida apenas para x # 0, pois a expressao original nao esta definida
emx = 0.

1.14 1. z_w,comz+w¢0ez—w:t0.
zZ+w

Pq

2. ,comp#0,g#0ep+qg=#0.
T compF0gF0eptg

1
3. m,comaiO,biOebiia.

4xy

4 ———,comx >2ey+0.
3(x — 2)5/2 Y

1.15 1. 2x + h.

2. 3x2 + 3xh + h2.

2x +h

. ————— comx#*0ex+h=0.
x2(x + h)?

1.16 1. Some —a — b aos dois membros de a < b.
2. Temos a+c < b+ c < b +d; aplique a transitividade.
3. Comoa<bea>0,a%<ab. Comoa<beb>0,ab< b2 Portanto, a® < b?.

4. Se a > b > 0, multiplicando a > b sucessivamente pelos nimeros positivos a e b,
obtemos a? > ab > b?, contrariando a hipotese.

1.17 1. (1,5).
2. [-5,3].

3. (—00,4) U (6, +0).
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1.18 Os pontos de mudanga de sinal sdo —1 e 2. Portanto,

1—-2x, x<-—1,
lx —2|+|x+1] =13, -1<x<2,
2x—1, x2>2.

1.19 Temos 3x —1 =50u3x — 1 = —5. Logo, x = 2 ou x = —4/3.

1.20 Da desigualdade triangular, |x| = [(x—y)+y| < [x—y|+|yl, logo |x|—|y| < [x—y|.

Trocando x e y, obtemos |y| — |x| < |x — y|. As duas desigualdades equivalem ao
resultado.

1.21 As desigualdades equivalem a |x —a| < . Se x # a, tome ¢ = |x —a|/2 > 0.

Teriamos entdo |x — a| < |x — a|/2, o que é impossivel. Logo, x = a.

1.22 1. inf A = 2, sem minimo; sup A = max A = 5.
2. inf B = 0, sem minimo; sup B = max B = 1.
3. infC = minC = 0 e sup C = 1, sem maximo.

4. D néo possui minimo, maximo, infimo nem supremo em R.

1.23 Se M = max A, entdo M é uma cota superior. Qualquer cota superior L satisfaz
M < L, pois M € A. Logo, M é a menor cota superior.

1.24 1. 2723 = Rf27)2 = 9.
2. 1673/4 = 1/16%/% = 1/s.
3. (=273 = 3.

4. Todo quadrado real é ndo negativo; portanto, ndo existe real cujo quadrado seja
—16.

5. a®273 = a,com a # 0.

6. 32 |x]|, para todo x € R.

1.25 Nos dois primeiros itens é necessario a # 0. Para admitir todo expoente real x
no contexto deste capitulo, tomamos a > 0.

2.1 1. AxB={(0,-1),(0,2),(1,-1),(1,2)}
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2. Bx A={(-1,0),(-1,1),(2,0),(2,1)}.

3. Nao. A ordem dos conjuntos determina a ordem das componentes.

2.2 1. P esta no segundo quadrante e Q, no quarto.

2. d(P,Q) = (1 +2)2 +(-3—-1)2 =9+ 16 = 5.

2.3 E a parte do plano a esquerda do eixo y e acima da reta y = 1. O eixo y ndo
pertence a regido; a reta y = 1 pertence.

2.4 1. R\ {-2,2}
2. (—o0,3].
3. (2,+): como a raiz esta no denominador, é necessario x — 2 > 0.

4. [0,1) U (1, +00).

2.5 Nido em ambos os casos. As funcdes f e g tém dominios diferentes, enquanto
h e k tém contradominios diferentes. Igualdade de fungdes exige que dominio, con-
tradominio e regra coincidam. Nos quatro casos, a imagem é [0, +00), 0 que mostra
também que ter a mesma imagem néo basta.

2.6
fA-1.3D =[-45],  f'doh ={-2.2},

fi0-40D=[-22,  f1(-,-5) = 0.

No dltimo caso, usamos que f(x) > —4 para todo x € R.

2.7 Para que U fosse funcdo de T, uma mesma temperatura teria de determinar sem-
pre a mesma umidade. Um contraexemplo possivel é

hordrio 8h 9h 10h 11h
T(CC) 20 22 22 24
U(%) 8 72 65 58

A temperatura de 22°C correspondem duas umidades, embora T e U sejam, separa-
damente, func¢oes do horéario.

2.8 A semicircunferéncia superior é y = V16 — x2, com —4 < x < 4. Na unifo, para
cada —4 < x < 4 ha dois valores de y, £V16 — x2; por isso ela ndo passa no teste da
reta vertical.
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2.9 Um esboco admissivel é uma curva oscilatoria continuaem 0 < t < 120 s, seguida
por uma subida rapida durante o recolhimento e por um trecho constante positivo
quando a boia chega ao convés. O desenho pressupde altura medida em relagéo a
superficie média da dgua e transi¢des continuas; outros esbogos sio possiveis se essas
hipéteses forem alteradas.

2.10 Como n conta operacOes, apenas valores inteiros nio negativos tém sentido;
ligar os pontos atribuiria valores a “fracdes de operaciao”. Por exemplo, se D(5) = 12
e a sexta operacdo exclui trés arquivos, entdo D(6) = 9.

2.11 (fog)(x) = (x +1)? e (g° f)(x) = x? + 1, ambas com dominio R. Em x = 1, os
valores sdo 4 e 2.

212 (feg)x)=v4—x,comx <4;(ge f)(x) =3 —+x+1,comx > —1.

2.13 Como g(0) = 1 e g(1) = 3, os pontos pedidos sdo (0,4) e (1,—2). Também
g(f(1)) =9 e g(f(3)) = —3. Em particular, (f » g)(1) = =2 # 9 = (g = /)(1).

2.14

(fe9)) =1~ o Dom(feg)=(-1/2]U[3/2.09)

pois |x — 1| > 1/2. Na outra ordem,

1

Ny Dom(g o f) = [-2,2] \ {—V/3,/3}.

(8° Hx) =

A raiz exige |x| < 2 e o denominador exclui as solugdes de V4 — x2 = 1.

2.15 Temos w(s) = 1//s, coms > 0, e H = wevou. A condicio4—(2x —1)> >0
equivale a —1/2 < x < 3/2. Nesse intervalo, 4 — (2x — 1)? assume todos os valores
de (0,4]; logo, Im H = [1/2, ). O minimo 1/2 é atingido em x = 1/2.

2.16
Dom(f + g) = Dom(fg) = [—4,00) \ {1}.

Para f o g, exigimos x # 1 e 1/(x — 1) + 4 > 0, logo

Dom(f  g) = (—00,3/4] U (1, 0).

Para g o f, exigimos x > —4 e Vx + 4 # 1; portanto, Dom(g » f) = [—4,00) \ {-3}.

2.17 (peoc)(g) = 18g + 7 é o preco, em reais, de uma preparacdo com g gramas. O
dominio fisico é 0 < g < 2000.
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2.18 Para expoentes reais arbitrarios, uma escolha sempre valida é
D ={x €Dom fnDomg : f(x)> 0}.

Também podemos incluir pontos em que f(x) = 0 e g(x) > 0. Bases negativas exi-
gem restri¢des sobre os valores de g(x): a poténcia real existe, por exemplo, quando
g(x) é inteiro ou é racional com denominador impar na forma irredutivel. Portanto,
as restricdes dependem dos valores das funcdes, ndo apenas de seus dominios.

219 1. f(x+2)=x+2, f(—x) = —x, f(x +h) = x + h; 0 quociente incremental é 1.

2. f(x+2) =3x+10, f(—x) = 4-3x, f(x+h) = 3x+3h+4; 0 quociente incremental
é3.

3. f(x+2) = x%+4x +4, f(-x) = x%, f(x +h) = (x + h)?; 0 quociente incremental
é2x+h.

4. f(x+2) = 5x%+20x + 21, f(—x) = 5x2 + 1, f(x +h) = 5(x + h)? + 1; 0 quociente
incremental é 10x + 5h.

5 f(x+2)=x?+3x+2, f(—x) = x* + x, f(x + h) = (x + h)?> — (x + h); 0 quociente
incremental é 2x + h — 1.

6. f(x+2)=x>+7x*+16x+12, f(—x) = —x> + x?, f(x +h) = (x + h)> + (x + h)%;
o quociente incremental é 3x% + 3xh + h? + 2x + h.

2.20 Se x < y pertencem ao mesmo intervalo (—oo0, —1) ou (—1, ®), entdo

_ y—x
f(Y)—f(x)—m>0-

Logo, f é estritamente crescente em cada um desses intervalos. Ela ndo é monodtona
em todo o dominio: por exemplo, —2 < 0, mas f(—2) =2 >0 = f(0).

2.21 Dados pontos distintos x e y do dominio, podemos supor x < y. A monotonici-
dade estrita fornece f(x) < f(y) ou f(x) > f(y), conforme a funcéo seja crescente
ou decrescente. Em ambos os casos, f(x) # f(y); portanto, f é injetora.

2.22 1. Nao: faltam imagens para a, i e u.

2. Sim: cada elemento de A aparece exatamente uma vez como primeira coordenada.
3. Sim, pelo mesmo motivo.

4. Nao: e e u tém duas imagens, e 0 ndo tem imagem.

5. Sim: todos os elementos de A tém imagem 3.
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6. Sim: cada elemento de A tem uma tnica imagem.

7. Sim: cada elemento de A tem uma tnica imagem.

2.23 Nos itens 2, 5 e 6 do exercicio anterior, as fun¢des ndo sio injetoras nem sobre-
jetoras: suas imagens sdo, respectivamente, {1, 2}, {3} e {1, 2, 3}, e ha valores repetidos.
Nos itens 3 e 7, as fungdes sdo bijetoras, pois cada elemento de B aparece exatamente
uma vez como imagem. Os itens 1 e 4 ndo definem fung¢des de A em B.

2.24 Sen = 2k, entdo f(n) = 2k; se n = 2k + 1, entdo f(n) = —(2k + 1). Portanto,

Im f ={0,2,4,6,..} U{-1,-3,-5,..}.

2.25 Temos g(n) = (=1)"n + (=1)*"1(n + 1) = (=1)"*1. Assim, g(n) = —1 se n é par
e g(n) = 1 se n é impar, logo Im g = {1, 1}.

2.26 1. Se f é injetora, os n elementos distintos de A tém n imagens distintas em B.
Logo, B tem pelo menos n elementos.

2. Se f é sobrejetora, B = f(A). Uma lista de n imagens contém no méaximo n valores
distintos, logo B tem no maximo n elementos.

3. Uma bijecdo implica as duas desigualdades, portanto as cardinalidades sdo iguais.

Reciprocamente, se A = {ay, ..., a,} € B = {by,...,b,}, aregra f(a;) = b; define uma
bijecdo. Para os dois conjuntos vazios, a func¢éo vazia é bijetora.

2.27 1. Néo ¢ injetora, pois f(1) = f(2) = 1, nem sobrejetora: a imagem é
{1,2,3,5,7}.

2. E bijetora: g permuta ciclicamente os sete elementos, com g(7) = 1e g(k) = k+1
paral <k <.

3. E injetora, pois 3n+ 1 = 3m + 1 implica n = m. Nio ¢ sobrejetora: 0 néio pertence
a imagem.

4. Néo ¢ injetora, pois todos os inteiros ndo negativos tém imagem zero. Néo é
sobrejetora: a imagem é {0, -2, —4,...}.

5. E bijetora, com inversa y — (y — b)/a.
6. Néo é injetora, pois f(1) = f(—1), nem sobrejetora, pois a imagem é [0, c0).
7. E injetora, mas nio sobrejetora em R: a imagem ¢é (0, ).

8. Nao é injetora, pois f(1) = f(—1), nem sobrejetora: a imagem é (0, c0).
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9. E injetora, mas nio sobrejetora em R: a imagem é [0, ).
10. E injetora; néio é sobrejetora, pois a imagem é a diagonal {(¢,t) : t € R}.

11. E injetora pela primeira coordenada; nio é sobrejetora, pois a imagem é {(t, |¢|) :
t e R}

12. E sobrejetora, pois f(z,0) = z para todo z € R. N4o é injetora: (0,0) = f(1,1) =
0.

13. E bijetora, com inversa (u, v) — (u, W).

2.28 Em cada item, os trés conjuntos sao apresentados na ordem pedida.

1. ,{0}e .

2. @, ® e @. De fato,
x> +5x43, —3<x<-1,

—x2—3x—3, x<-3o0oux>-1,

e em todos esses intervalos f(x) < —1. No intervalo central, f(x)+1 = (x+1)(x+
4) < 0; foradele, f(x)+1=—(x+1)(x+2)<0.

3. @,{0} e @, pois

fx) = € (0,1],

1
Vx+1+4x

e o valor 1 s6 é atingido em x = 0.

4. {(Jt|,t) - teRL{(1 +t|,t) : t€eR}e{(2+]t],t) : t R}

2.29 Escreva f : A —> B,ig(x) =xem Aeip(y)=yemB.

1. Parax € A, (15> f)(x) = f(x) e (fo14)(x) = f(x). Os dominios e contradominios
também coincidem.

2. Se f é bijetora, a definigdo de inversa da f_l(f(x)) =xparax € Ae f(f_l(y)) =
yparay € B. Logo, f 1o f=14¢e fo fl=13

2.30 Temos Dom f = [0, 2], contradominio [0,5] e Im f = [0,4]. A fungéo é injetora,
mas nio é sobrejetora sobre [0,5]; por isso, ndo possui inversa com dominio [0, 5].
Substituindo o contradominio pela imagem, obtemos uma bijecio cuja inversa é

o4 —02, )=y

Assim, o dominio de f~! é a imagem de f, ndo todo o contradominio escolhido para

f.
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2.31

2x+1

1= Domf=R\{-2,  Domf™'=R\{4.

)=

Substituicdo direta fornece f~'(f(x)) = x para x # —2.

2.32 C(F) = Z(F — 32). A fungéo original recebe graus Celsius e devolve graus
Fahrenheit; a inversa recebe graus Fahrenheit e devolve graus Celsius.

2.33 h(h(x)) = a—(a—x) = x,logo h™! = h. Seu gréfico é areta y = a— x, simétrica
em relacdo a reta y = x.

2.34 Uma inversa usual existe quando a distancia é estritamente crescente. Em um
trecho constante, varios instantes correspondem a mesma distancia. A ambiguidade
pode ser eliminada restringindo o dominio a um trecho estritamente crescente ou
convencionando escolher, por exemplo, o primeiro instante em que a distancia é
atingida.

2.35 Expandindo o quadrado, recuperamos x2 + bx + c. A translacio horizontal ¢ de
—b/2, e a vertical, de ¢ — b% /4. O vértice resultante é (—=b/2,c — b*/4).

2.36 Temos Dom g = A. Ja h(x) esta definida quando cx € A; portanto,

Domh={x€R :cxe€ A} ={a/c : a € A}

2.37 1. Translacao de duas unidades para cima. O dominio permanece [0, +0).

2. Primeiro, translacido de trés unidades para a esquerda, que leva o dominio a
[—3,4+0); depois, escala vertical por fator 2 e translagio de uma unidade para
baixo, que néo alteram o dominio.

2.38 Temos Domg=Ae

Domh={x€R : —x € A} = —A.
Assim, a reflexdo no eixo x preserva o dominio, enquanto a reflexdo no eixo y o

substitui por seu simétrico em relacdo a origem.

2.39 1. Sim, apenas para a func¢do nula: a simetria exigiria que (x, y) e (x, —y) per-
tencessem ao grafico, e a unicidade da imagem forca y = 0.

2. O dominio deve ser simétrico em relagio a origem.

3. A funcédo nula. As duas identidades de paridade dio f(x) = f(—x) = —f(x).
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4. A soma de duas fungdes pares é par, e a de duas impares é impar. O produto de
duas pares ou de duas impares é par; o produto de uma par por uma impar é impar.
Para uma soma de par com impar, em geral ndo ha paridade.

5. kf épar, kg é impar e f + k é par. Se k = 0, entdo g + k é impar; se g é nula, g+ k
é par; nos demais casos, g + k ndo é par nem impar. As fungdes |f| e |g| sdo pares.
A fungio nula deve ser lembrada como simultaneamente par e impar.

2.40 Translade duas unidades para a direita, dilate verticalmente por fator 3, reflita
no eixo x e translade cinco unidades para cima. O vértice é (2,5), 0 eixo é x = 2, 0
dominio é R e a imagem ¢é (—oo, 5].

2.41 Substituindo —x, obtemos u(—x) = u(x) e v(—x) = —v(x). Além disso,

fG) + f(=x) + f(x) - f(=x)
2

u(x) +v(x) =

= f(0).

2.42 Todo inteiro positivo n é periodo, pois [x + n] = [x] + n. Reciprocamente, se
r > 0 é periodo, entdo f(r) = f(0) = 0; logo, r — [[r] = 0 e r é inteiro. O menor
periodo positivo é, portanto, 1.

3.1 1. As duas inclinacdes séo 2; as retas sdo paralelas.
2. As duas retas sao verticais; portanto, sdo paralelas.
3. As inclinacdes sdo —1/2 e 2; como o produto é —1, as retas sdo perpendiculares.

4. As inclinagdes sdo 3/2 e —2/3; as retas sdo perpendiculares.

3.2 1. Igualando as inclinagdes,

obtemos a = —6.
2. As inclinacoes sao (a — 4)/3 e 12/(a + 1). Seu produto vale —1 quando a = 3.

3. A reta procurada tem inclinacdo —1/3. Logo, (k —3)/(—5 — 1) = —1/3, de onde
k =5.

4. myp =5/2 e mpe = —2/5. Como o produto é —1, os lados AB e BC sdo perpendi-
culares e o angulo reto estd em B.

3.3 1. Se bib, # 0, os coeficientes angulares sdo —a;/b; e —ay /by, que sdo iguais
exatamente quando a;by — bja; = 0. Se algum b; é zero, essa mesma igualdade
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forca o outro a ser zero, e as duas retas sdo verticais. Quando tém a mesma direcao,
existe A # 0 tal que ay = Aa; e by = Aby; elas coincidem precisamente quando
também ¢, = Ac;. Caso contrario, sdo paralelas distintas.

2. A expressdo proposta é equivalente a bx + ay = ab. Ela é satisfeita por (a,0) e
(0,b) e representa uma reta; como dois pontos distintos determinam uma dnica
reta, é a equacéo procurada.

3.4 Parah # 0,
2+h)? -4
my = ————
h h
Assim, my, se aproxima de 4, e a reta prevista é y —4 = 4(x — 2),ou y = 4x — 4.

=4+ h.

3.5 1. Sed é a distancia horizontal, entdo 1000/d = 0,22. Logo,

1000 50000 ,
= —— = —— = 4545 pés.
0,22 11

2. Calculando a inclinacao de cada barra e usando um de seus extremos, obtemos
12 12
OD:y=7x, AD : y=—7x+6,

6 21 6 57
AC : y==-x— — BC: y=—=x+—.
C:y =X~ C:y 7x+ 7

3.6 Set é otempo de permanéncia em horas, um modelo para um periodo diario é

6, t=0,
P(t)=46+35n, n—1<t<n, n=1,..,7,
34, 7 <t < 24.

O grafico é uma funcio em degraus e atinge o teto de R$ 34,00 quando se inicia a
oitava hora.

3.7 1. O coeficiente angular é (9 —3)/(4 — 1) = 2; logo, f(x) = 2x + 1.
2. A temperatura aumenta 3 °C por minuto; 20 é a temperatura inicial.

3. Paraafuncdo modular, 7 = 2a—1, de modo que a = 4. Para a quadratica, 7 = 4a—1,
de modo que a = 2.

3.8 1. f(-2) = 13.
2. —3x 4+ 7 = 0 fornece x = 7/3.

3. —3x + 7 = 16 fornece x = —3.
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4. Isolando x em y = —3x + 7, obtemos x = (7 — y)/3; logo, f~1(x) = (7 — x)/3.

5. =3x +7 > 1 equivalea x < 2.

3.9 O coeficiente angular é

T D"
Usando 5 = —2(—2) + b, obtemos b = 1 e, portanto, f(x) = —2x + 1. A intersecio
com o eixo y é (0, 1); a interse¢do com o eixo x é (1/2,0).

a —2.

3.10 1.
—2x—5, x<-1,
g(x) =
2x —1, x> -1
2. O vértice é (—1,—3), o eixo de simetria é x = —1 e Im g = [—3, ).

3. 2|x + 1| =3 =0 equivale a |x + 1| = 3/2; logo, x = —5/2 ou x = 1/2.

4. 2|x + 1] — 3 < 1 equivale a |x + 1| < 2; portanto, =3 < x < 1.

3.11 1. g(x) = —2(x — 2)? + 3.

2. O vértice é (2,3), o eixo de simetria é x = 2 e Imq = (—o0, 3].
3. De (x — 2)? = 3/2, obtemos x = 2 +/6/2.

4. Como a parabola tem concavidade voltada para baixo,

J6 V6

2——<x<2+ —.
2 2

3.12 1. Ostermos 18 e 6 so as tarifas fixas; 1,40 e 1,90 sdo os pre¢os por quilometro.

2. 18 + 1,40x = 6 + 1,90x fornece x = 24 km.

3. Para 0 < x < 24, a empresa B é mais econdmica; para x > 24, a empresa A é mais
econdmica. Em x = 24, os precos coincidem.

4. A(40) = R$ 74,00 e B(40) = R$ 82,00.

3.13 1. R(p) = p(600 — 20p) = —20p? + 600p.

2. R(p) = —20(p — 15)? + 4500; portanto, a receita maxima é R$ 4500,00, obtida com
p =R$ 15,00 e venda de 300 ingressos.
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3. Em p = 0, ha procura, mas os ingressos sdo gratuitos; em p = 30, o modelo prevé
procura nula. Nos dois casos, a receita é zero.

3.14 O dominio fisico é [0,4] e a imagem é [12,16]. A altura maxima, 16 m, ocorre
emt = 2s. A equacgdo h(t) = 15 tem as solucdbest = 1set =3 s.

3.15 1. Ambas tém dominio R. A imagem de p é [0,+) eader éR.

2. O dominio é [—1,4) e a imagem é [—2,+00). De Vx + 1 = 2, obtemos x = 3. O
gréfico de /x é deslocado uma unidade para a esquerda e duas para baixo.

3. A funcéo restrita é uma bijegao de [0, +c0) em si mesmo. Sua inversa é y {[— ,
com dominio [0, +0).

3.16 Como 163/4 =8,

B(16M) = By(16M)3/* = 8B(M).

Por outro lado, B(M)/M = BOM_I/ 4, Portanto,

B(16M) _ 1 B(M)
16M 2 M

Nesse modelo, o animal de massa dezesseis vezes maior tem taxa metabdlica total
oito vezes maior, mas taxa por unidade de massa duas vezes menor.

3.17 O quociente deve ser ndo negativo e x # 3, de modo que
Dom f = (—co,—2] U (3, o).

Se y = f(x), entioy > 0 e y?> = (x +2)/(x —3). O valor y = 1 é impossivel; todos os
demais valores ndo negativos ocorrem. Assim, Im f = [0,1) U (1, c0).

3.18 1. O grau é 3. As raizes sdo —1, de multiplicidade 2, e 2, simples. Temos P(0) =
2. O extremo esquerdo aponta para cima e o direito, para baixo. O grafico toca o
eixo em —1 e o0 cruza em 2.

2. Q(x) = x(x — 2)(x + 2), com raizes simples —2, 0 e 2. O sinal é negativo em
(—00,—-2) e (0,2), e positivo em (—2,0) e (2, +0). A funcio é impar: seu grafico é
simétrico em relagdo a origem. O extremo esquerdo aponta para baixo e o direito,
para cima.

3.19 1. g(x) = x + 2, para x # 2. Falta o ponto (2, 4), e os valores se aproximam de
4 pelos dois lados.
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2. O dominio exclui 2. As intersecdes sdo (—1,0) e (0, —1/2). Como h(x) = 1+3/(x—
2), as assintotas sdo x = 2 e y = 1. A funcio é positiva em (—co,—1) e (2,+o0) e
negativa em (—1,2). Perto de 2, decresce sem limite pela esquerda e cresce sem
limite pela direita. Longe da origem, aproxima-se de 1. O grafico é obtido de 1/x
por uma translacdo de duas unidades para a direita, escala vertical por fator 3 e
translacao de uma unidade para cima.

3. O dominio exclui 2. Os valores sdo negativos e decrescem sem limite dos dois
lados de 2. Quando |x| cresce, aproximam-se de 0 por valores negativos.

3.20 P(12) = 720/12 = 60kPa e P(8) = 720/8 = 90 kPa. A pressdo aumenta 30 kPa,
isto é, 50% em relacdo ao valor inicial.

3.21 (fog)(x) = 1/(x? — 1), com dominio R \ {~1,1}; (g f)(x) = 1 + 1/(x — 2)?,
com dominio R\ {2}. A imagem da segunda composicio é (1,0): 1/(x —2)? percorre
(0,00). A fungéo g atinge 1 apenas quando sua entrada é zero, mas f(x) nunca é zero.

4.1 1. Dom f = R, Im f = (0, =), crescente, assintota y = 0.
2. Dom g = R, Im g = (0, o), decrescente, assintota y = 0.
3. Domh = R, Imh = (—1, o), crescente, assintota y = —1.

4. Domg = R, Imq = (-0, 5), crescente, assintota y = 5.

4.2 Dalei a®* (™) = g% = g% = 1, segue a* = 1/a*. Como a™* = f(—x), a

segunda funcao ¢ a reflexdo horizontal da primeira.
4.3 4 o7
fa=5  fO=1  f@=3.

Como a base é maior que 1, a funcéo é crescente.

4.4 Como 4% = 2%%, para x > 0 temos 4* > 2%; para x = 0, ambas valem 1; para
x <0, 4% < 2%,

4.5 Como 1/8 = 273, temos x = —3.

4.6
Domg =R, Im g = (—00,0).

Como 2% é crescente, —2* é decrescente. A assintota horizontal é y = 0.
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4.7 O grafico é deslocado uma unidade para a direita, esticado verticalmente por
fator 3 e deslocado quatro unidades para baixo. Como 32¥~1 > 0,

Imh = (—4, o).

4.8
P(t) = 1200(1,08), P(5) = 1763.

4.9
M(t) = 50(0,88)", M(6) =~ 23,22 g.

4.10 A incognita aparece no expoente. Isola-la exige desfazer uma exponenciagio;
essa operagdo inversa sera precisamente o logaritmo.

4.11 Se Q(t) = 80r, entdo 80r3 = 640, logo r3 = 8 e r = 2. Portanto,

O(t) = 802"

4.12 A tem acréscimo constante de 20 por unidade de tempo, portanto é afim. B tem
fator multiplicativo constante 1,2, portanto é exponencial.

4.13 2* =16,52 =1/25€ 10> = 1000.
4.14 log, 81 = 4,log (107°) = =5 e log, 1 = 0.
4.15
Dom f = (0, ), Imf =R

A funcéo é decrescente e sua assintota vertical é x = 0.

4.16 Para a > 0, toda poténcia real a* é positiva. Portanto nao existe expoente real

x com a¥ = —2.
4.17 3, —1/2 e —3, respectivamente.

4.18 E preciso x — 3 > 0, portanto
Dom f = (3, ), Imf =R

A assintota vertical é x = 3.

4.19
x = log, 17.

562



Funcdes de uma Variavel / Respostas dos exercicios
4.20 1. Dominio x > 0; 3 + log2 X.

2. Dominio x # 0; 21n |x|.

.. 1
3. Dominio x > 0; Elnx — 2x.

4.21 A primeira e a terceira sido verdadeiras. A segunda é falsa em geral: as leis dos
logaritmos correspondem a produtos, quocientes e poténcias, ndo a somas.

4.22
log, 20 = In20
&7 7
4.23
3+ 3log, x —log, y.
4.24

()

4.25 A expressdo original exige simultaneamente x —1 > 0,x+2>0ex+ 1 > 0;

portanto,
Dom E = (1, o).
Nesse dominio, ( )
(x—1)(x+2 )
E(x) =1 - ).
(%) = log, ( x+1

A expressio isolada a direita esta definida quando

s,

5

isto é, em
(-=2,-1)u (1, 00).

O intervalo (-2, —1) aparece apenas depois de combinar os logaritmos: nele, os lo-
garitmos da expressdo original nio existem separadamente. Logo, a igualdade entre
as duas féormulas vale somente no dominio original (1, o).

1

4.26 Como a° = 1, temos log, 1 =0. Comoa = a, temos log a = 1.

4.27 (f o g)(x) = x — 1, com dominio R; (g » f)(x) = x/2, com dominio (0, ). Na
segunda ordem € necessario calcular primeiro log, x.

4.28 As etapas sio x > 4 — x?

, a raiz quadrada, a soma de 1 e o logaritmo natural.
A raiz exige —2 < x < 2; nesse intervalo o argumento do logaritmo esta em [1, 3].
Portanto, DomL = [-2,2] e ImL = [0,In3]. O minimo 0 ocorre em x = *2 e o

maximo In3 em x = 0.
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4.29 A condicéo 3 — 2* > 0 fornece x < log,3. A fungéo 3 — 2% € decrescente e
o logaritmo de base 1/2 também; a composicdo é crescente. O argumento percorre
(0,3), de modo que

ImF = (1 —log, 3, ).

Quando x se aproxima de log, 3 pela esquerda, o argumento positivo se aproxima de
zero e F(x) cresce sem limite: a assintota vertical é x = log, 3. Quando x assume va-
lores negativos de médulo cada vez maior, 2* se aproxima de zero e F(x) se aproxima
de 1 —log, 3: essa € a assintota horizontal. Por fim,

y-1=log ,(3-2%) 217V =3 - 2%,
portanto

Fl(y)= log,(3 - 2177), y>1-log,3.

430 1. f : R— (0,+)e g : (0,+0) — R sdo inversas; por isso, seus graficos sdo
simétricos em relacdo a y = x.

2. N(12) = 800(1/2) = 100: ap6s 12 unidades de tempo, resta um oitavo da quanti-
dade inicial.

4.31 A condicio I(Ty,) = 101, fornece

e *Too = 1070,

Aplicando o logaritmo natural, obtemos —kTgy = —6In10 e, portanto, Ty, =
6In(10)/k. Quanto maior for k, mais rapidamente o som decai.

4.32 1. 5.
2. =3.
3.x=4
4. x=3

5. E necessario x > 1; a equacio fornece x — 1 = 9, logo x = 10.

6. x=log,5—-1=In5/In2—1.

4.33 V(5) = R$17795,51. Como 10g(15000/48000)/ 10g(0,82) ~ 5,861, o primeiro
ano inteiro com valor inferior a R$ 15 000,00 é o sexto.

4.34 O primeiro pH é —log, /(2,5 x 107%) = 5,60. A solugio de pH 5,1 é mais acida e
sua concentracio de H" é cerca de 3,18 vezes maior.
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4.35 O dominio é (3, ). Nesse intervalo,

2 [T
In xyxtl =21nx+lln(x+1)—3ln(x—3).
(x —3)3 2

436 f; = 60dB e f, = 76,02dB. A diferenca é 10log, (I;/I;) = 10log, 40 =
16,02 dB. A escala é logaritmica: ela transforma razdes de intensidades em diferencas
de niveis.

5.1 27/3,57/4, 135° e 315°, respectivamente.

5.2

5.3 O deslocamento angular é
12 - % = 4y rad,

correspondente a duas voltas completas.

54 1. V3/2e-1/2.
2. —J2/2e —2/2.

3. —1/2e3/2.
5.5 Negativo, negativo, negativo e negativo, respectivamente.
5.6 1/2,72/2e1/2.

5.7 O ponto P, = (cosx,senx) pertence a circunferéncia unitaria, cuja equagio é
X2+Y2=1.

5.8
1 V3 V2 2
P2;r/3 = (—5, 7), P771'/4 = (7,—7)

5.9 O ponto inferior da circunferéncia corresponde a

x:%r+2k7r, keZ.

5.10 A reflexdo no eixo horizontal da
3 4
po-(2-0)
x 55

4 3
sen(—x) = —5 cos(—x) = =

Logo,

565



Funcdes de uma Variavel / Respostas dos exercicios

5.11 Ambas tém dominio R, imagem [—1, 1] e periodo 27. Os zeros do seno sdo k;
os do cosseno sdo 7/2 + kx, com k € Z.

5.12 Para o seno, os valores sd0 0, 1,0, —1, 0. Para o cosseno, sdo 1,0,—1,0, 1.

5.13 Somar /2 ao argumento do seno desloca seu grafico para a esquerda em 7 /2;
o resultado coincide com o grafico do cosseno.

5.14 F positivo em (0, 7), negativo em (7, 27) e nulo em 0, 7z, 27.

5.15 E positivo em [0, 7/2) U (37/2, 27], negativo em (7/2,37/2) e nulo em /2 e
3r/2.

5.16 Os maximos, de valor 1, ocorrem em
T
x = ) + 2k,

Os minimos, de valor —1, ocorrem em

3
x:7ﬂ+2kn, ke Z.

5.17 Ambas as fung¢des tém periodo 2z. Portanto, o padrdo em qualquer intervalo
de comprimento 27 se repete por translacdes horizontais de 2kz.

5.18 As duas composicdes tém dominio R. Como [x] é inteiro,

(f » g)(x) = sen(x[x]) =0,

logo Im(f = g) = {0}. Ja (g f)(x) = n[sen x| assume os valores —r, 0 e 7. Portanto,
(g o f) = {-m,0,7}

5.19
5n_\/€+\/§ ﬂ:x/g+\/§ s 71'_\/8—\/5

= , en
12 4 12 4 12 4

5.20 A igualdade é a formula do cosseno da soma com os dois Angulos iguais. Com
sen® x + cos® x = 1, ela fornece cos? x = (1 + cos(2x))/2 e sen? x = (1 — cos(2x))/2.

5.21 A fatoracéo é 2 cos(3x) sen(2x). Os zeros em [0, 7] sd0 0,7/6,7/2,51/6, 7. No
segundo item,

sen(x +h) —senx _ ( . ﬁ) sen(h/2)
7 =cos(x “h2

A divisdo é permitida porque i # 0.
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5.22 Some as formulas de cos(x +y) e cos(x —y) e tome x = (u+v)/2, y = (u—v)/2.

5.23 Substitua y por —y nas férmulas de adic¢do e use sen(—y) = —sen y e cos(—y) =
Cos y.

5.24 Expanda os dois cossenos pelas féormulas de adicdo; os termos contendo
senusenv se cancelam.

5.25 Da formula
cos(2x) =1—2sen’ x

segue imediatamente a identidade.
5.26 Use sen(r/2) =1 e cos(r/2) = 0 nas formulas de diferenca.

5.27 1. A amplitude é 2 e o periodo é 27/3. Em [0, 277 /3], os valores nos quartos do
periodo sao —2,0, 2,0, —2.

2. Como —3sen(—4x) = 3 sen(4x), a amplitude é 3 e o periodo é /2. Em [0, 7/2],
os valores principais séo 0, 3, 0, —3, 0.

3. A amplitude é 3 e o periodo é 7. Em [0, 7], os valores principais sdo 3,0, —3,0, 3.

4. Como 2sen(2x + /2) = 2 cos(2x), a amplitude é 2 e o periodo é . Em [0, 7], os
valores principais sdo 2,0, -2, 0, 2.

5. Pela férmula de angulo duplo, a funcéo é cos(2x). Sua amplitude é 1 e seu periodo

é .
6. Como —3sen(rx + ) = 3sen(nx), a amplitude é 3 e o periodo é 2. Em [0, 2], os

valores principais séo 0, 3, 0, -3, 0.

5.28 Amplitude 2, periodo 27/3, linha média y = 4 e deslocamento /6 para a di-
reita.

5.29 Amplitude 4, periodo 2 e

Img =[-2,6].

5.30

h(x) = 3sen (2 (x - %)) + 1.

Logo, A=3,B=2,hy=n/2ek=1.
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5.31 Uma possibilidade é

f(x) =5cos (g) — 2.

5.32 Como senu = cos(u — n/2),

T T 5
sen(2x— —) = cos(2x— - — —) = Cos(2x— —),
3 3 2 6

logo f = g. A amplitude é 3, o periodo é 7, a linha média é y = 1 e a imagem ¢é
[—2,4].

As duas férmulas usam funcdes basicas diferentes. Seno e cosseno ja diferem por uma
mudanca de fase de 7/2; por isso, a mesma oscilacdo pode aparecer com paradmetros
de fase distintos sem que o grafico mude.

533 1. x # n/2+ k.
2. 3x —w/4# /2 + kn,isto é x = /4 + kn/3.
3. x =m/3+ k.

4. x # kn/3.
5.34 1,-1//3, -2 e —2.

5.35

—sen x 1
= —tgx, sec(—x) =
cos X cos X

= SecXx.

tg(—x) =

5.36 A primeira vem de dividir sen? x+cos? x = 1 por cos?

2

A segunda vem da divisdo por sen” x e vale para x # kx, sempre com k € Z.

5.37 O dominio é R\ {kz/2 : k € Z}. Nele, 1 —cos(2x) = 2sen® x e F(x) = 2tgx. A
expressao 2 tg x também esta definida nos multiplos inteiros de 7, mas esses pontos
nao pertencem ao dominio de F. Os tnicos zeros de 2tgx sdo justamente esses
multiplos; portanto, F(x) = 0 ndo tem solu¢do. Cancelar um fator néo restitui os
pontos em que ele era zero.

5.38 1. Para cost # 0,

1-cos’t sen’t
seclt —cost = = = tgt sent.
cost cost

2. Paraseny # 0 e cos y # 0, o lado esquerdo é sen® y + cos? y = 1.

x evale parax # n/2+kr.
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3. Paracos AcosB # 0,

to A+t B_senAcosB+cosAsenB_sen(A+B)
& &0 = cos A cos B ~ cosAcosB’

4. Parasent = 0,

1—sen?t _ cos? ¢

cossect —sent = = cost cotgt.

sent "~ sent

5. Pela formula de adicao,

sen(3t) = sen(2t) cost + cos(2t) sent = 2sent cos®t + (1 — 2 sen®t) sent.

Substituindo cos?t = 1 — sen® t e simplificando, obtemos 3 sent — 4 sen> t.

6. O lado direito pode ser fatorado como

2 sen 6 cosO(sen? O + cos? §) = 2sen b cos O = sen(20).

5.39 Onde estio definidas,

1 1
|secx| = >1, | cossec x| = > 1.
| cos x| | sen x|
Portanto, ambas tém imagem
(_005 _1] U [1> OO)

5.40

cos(x +m) —cosx

cotg(x + ) = = = cotg x
sen(x + ) —senx

sempre que as expressdes estdo definidas.

5.41 Como tgx = senx/ cosx, ela é positiva nos quadrantes I e III, em que seno e

cosseno tém o mesmo sinal, e negativa nos quadrantes I e IV.

5.42

sen® x cos? x = sen x(sen® x)? cos* x

= sen x(1 — cos® x)? cos* x

= sen X(COS4 x—2 COS6 X+ COS8 )

5.43 Como tg? x = sec? x — 1,

tg® x sec® x = (tg? x sec* x)(sec x tgx)
= (sec? x — 1) sec* x (sec x tg x)

= (sec® x — sec? x)(sec x tg x).
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5.44 1.
sen(5x) cos(2x) = %(sen(7x) + sen(3x)).
2.
cos(3x)cosx = %(cos(4x) + cos(Zx)).
3.

1 1
sen x cos? x = 2 sen?(2x) = g(l - cos(4x)).

5.45 Uma possibilidade é
H(t) = 20 — 18 cos (ﬂ—t) .
20
Ela tem linha média 20, amplitude 18, periodo 40 e H(0) = 2.

5.46 A amplitude é 4 e a linha média é 20. Um modelo é

T(t) = 20 + 4 cos (%t) .

5.47 A altura média é 2,5 m, a amplitude é 1,2 m e o periodo é

2
=~ —12h,
/6
5.48 O argumento aumenta 27 quando
2 fT = 2m,

portanto T = 1/ f.

5.49 A amplitude é A = 4,alinhamédiaé D =5e B =27/10 = /5. De5+4sen¢@ =
3vemsen ¢ = —1/2,logo ¢ = 77/6 ou 117/6 no intervalo escolhido. O seno diminui
perto de 77/6 e aumenta perto de 11/6; a condigdo inicial seleciona ¢ = 77/6.
Portanto,

f(t)=5+4sen<%t+7?”).

Sem a informacéo sobre o sentido da variagdo, as duas fases seriam possiveis. O
primeiro minimo ocorre quando nt/5+ 77 /6 = 37/2, isto é, emt = 5/3.

5.50 A amplitude é 170. Como

2
T= T S,
120 60

a frequéncia é 1/T = 60 Hz.

5.51 A linha média é 12 horas, a amplitude é 2,5 horas e o periodo é 365 dias. O
maximo ocorre quando o cosseno vale 1, pela primeira vez em t = 172.
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5.52
Dom(arcsen) = Dom(arccos) = [—1, 1],

Im(arcsen) = [—7/2,71/2], Im(arccos) = [0, ],

Dom(arctg) = R, Im(arctg) = (- /2,7/2).

5.53 arcsen é a funcdo inversa de uma restricdo do seno; 1/senx é a cossecante.
Inversa e reciproco séo operagdes diferentes.

5.54

5.55 Se O = arccos(3/5), entdo 0 € [0, 7] e cosf = 3/5. Como o cosseno é positivo,
0 esta no primeiro quadrante. Pela identidade pitagérica,

4
senf = —.
5

5.56 Como tg(37/4) = —1 e a imagem de arctg é (—n/2,7/2),

arctg(—1) = —%.

5.57 E necessario
-1<2x—-1<L1,

0 que equivale a
0<x<1.

Logo, Dom f = [0, 1].

5.58 No primeiro item, a expressdo é 27 — x em [, 2] e x — 27 em [27,37]. No
segundo, é x + 7, que pertence a (— /2, 7/2). No terceiro, ambas sdo V1 — x2: o seno
é ndo negativo em [0, 7], e o cosseno é ndo negativo em [— /2, 7/2].

5.59 O quociente é 1—2x2/(1+x?) < 1 e, a0 somarmos 1 a ele, obtemos 2/(1+x?) > 0.
Portanto, DomH = R. Como 0 <0 < /2, temos 0 <20 < 7 e

1-tg%0  1-—x*

1+tg20  1+x%

cos(260) =

O angulo 20 ja esta no intervalo principal do arco-cosseno, logo H(x) = 2 arctg |x|.
A imagem é [0, 7); o valor 7 ndo é atingido.

5.60 A projecdo vertical do fio mede a cos 0; portanto, a elevacio é h = a—acosf =
a(1 — cos ). Um dominio adequado é —7 < 6 < x; em uma oscilacdo de amplitude
0y < 7, pode-se usar [—6y, 0 ].
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5.61 No modelo de terreno horizontal e prédio vertical,

H=17+40tg37" = 31,8m.

5.62 A componente vertical da velocidade é 200 sen 20° pés por segundo. Assim,

10000

= ———— = 146 segundos,
200 sen 20°

ou aproximadamente 2,44 minutos.

5.63 Se N é o pé da perpendicular tracada de A a margem oposta, entdo
NP, = 1000 cotg 30°, NP, = 1000 cotg 40°.
Em um minuto, a corredora percorre
1000(cotg 30° — cotg 40°) ~ 540,3 pés.

Sua velocidade é, portanto, aproximadamente 540 pés por minuto, ou 9,0 pés por
segundo.

5.64
h =6sen65° =~ 5,44 m.

5.65 Se 0 é o angulo,

1,2
tg9 = ? = 0,15,

portanto
0 = arctg(0,15) = 8,53°.

5.66
H =14tg38° = 10,94 m.

6.1 Comoa # 0, a fatoracio é ax’+bx+c = a(x—x;)(x—x,) = ax®—a(x;+xy)x+ax, x,.
Comparando coeficientes, obtemos:

1. —a(x; + xp) = b, logo x; + x, = —b/a.

2. ax;xy = ¢, logo x;x = c/a.

6.2 1. Raizes opostas tém soma zero. Como x; + x, = 2m, precisamos de m = 0.
Nesse caso, a equagao é x% —1=0e as raizes sio —1 e 1.

2. Raizes inversas tém produto 1. Como x;x, = m — 1, precisamos de m = 2. Nesse
caso, as raizes sio 2 — /3 e 2 + /3, cujo produto é 1.
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6.3 1. {~7/3}.

2. {~2,0,2}.

3. {-3,—/2,v/2,3}

4. {-5,5}.

5. {~1,-V6/2,6/2,1}.

6. {(3—-+13)/2,1,2,(3 +J13)/2}.
6.4 Pelo teorema do resto, os valores procurados sdo q(2) = 13 e g(—1) = —11.

6.5 E necessario que r(—2) = 4k + 8 = 0, logo k = —2. Nesse caso,
r(x) = x3 — 2x% —4x + 8 = (x + 2)(x — 2)2.

6.6 1. {(—1—+73)/4,(-1 +73)/4}%.

2. {-3/2}.

3. {2/3,3/4}. Com y = x™!, a equacio se reduz a 6y* — 17y + 12 = 0.

6.7 1. {65 — 402}
2. {5}
3. {(43 + 3v269)/22}.

4. {—61,30}.

Em cada item com raizes quadradas, os candidatos devem ser substituidos na equagéo
original. No ultimo item, a substitui¢do u = {/ x — 3 reduz o problema a (u+4)(u—3) =
0.

6.8 1. {~1,0,1}.
2. {—/5,-1,1,+/5%
3. {—1}

4. {1/3}.

5. @.

573



Funcdes de uma Variavel / Respostas dos exercicios

6. (—c0,2] U[3, ).

7. [1,2] U {5}

6.9 Os pontos de mudanca sdo —1 e 5/2. A anélise dos trés intervalos fornece x =
—7/3 no primeiro, nenhuma solugéo no segundo e x = 5 no terceiro. Logo, Sol =

~7/3,5%

6.10 Os graficos se cruzam em x = 1. No dominio indicado,

SOlf:g = {1}, Solf>g =(1,3], SOlng =[-1,1].
6.11 A condicéo é |x — 25| < 0,02, equivalente a 24,98 < x < 25,02.

6.12 Escreva A = b?> — 4ac. Se A > 0, sejam x; < x, as raizes; se A = 0, escreva
r = —b/(2a). O conjunto-solugio é

R, A <0,
Sol={R\ {r}, A =0,
(—OO, xl) U (x2> OO), A > 0.
De fato, sem raizes reais o polinémio tem o sinal de a; com raiz dupla, tem esse sinal

exceto na raiz; com duas raizes distintas, a fatoracdo a(x — x;)(x — x;) mostra que o
sinal coincide com o de a fora do intervalo entre as raizes e é oposto dentro dele.

6.13 O resultado coincide com o do item anterior porque, nos dois enunciados, pro-
curamos os pontos em que o trindmio tem o mesmo sinal de seu coeficiente principal.

Escreva A = b>—4ac. Se A > 0, sejam x; < x; as raizes; se A = 0, escrevar = —b/(2a).
Entédo
R, A <0,
Sol = 1R\ {r}, A =0,

(=00, x1) U (x9,00), A>0.

Com duas raizes distintas, por exemplo, a parabola abre para baixo e fica negativa
fora do intervalo [xq, x5 ].

6.14 1. [-2,3].

2. (=00, —1) U (1, 00).
3. [-2,2].

4. [-2,1].

5. {—1}.
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6.

7.

8

9.

10.

11.

[-5/2,-1/2].
(—o0,—2/3) U (4/3, ).
(—c0, —1) U (1, ).
(=7, =3) U (7/2, 0).
(-1,3].

[—1,3].

6.15 1. (—co,—1/2) U (1, ).

2.
3.

4.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

6.16 Os pontos criticos sio —4, -2, 1,3. O fator (x + 2)? tem multiplicidade par, por

(3/2,2) U (3, ).
(=00, —1) U (-1/2,0].

(=00, —1/2) U (3/2,5).

. (—00,0) U (4/5, 0).

(—00,0) U (1/3, ).

(—00,—1/2) U (1/3, 00).

(=00, —1/3) U (2, 0).

. (=00, —4) U [5, ).

[5,14).

(—c0, —2) U (2, o).

(—c0,—1) U (3,7).

(1,2).

((3—/57)/8,(3 + 57)/8) U (r, ).
(=00, —/2) U (0,+/2) U [2, o).

(-2,2).
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isso ndo muda o sinal e seu zero é incluido; x = 1 anula o denominador e é sempre
excluido. A tabela de sinais fornece

Sol = (—o0, —4) U {-2} U (1, 3].

6.17 1. [-5,(=9 —61)/8).

2. ((-=5++13)/2,1].

Em cada etapa, a elevacdo ao quadrado é feita somente depois de impor o dominio e
verificar que os dois membros sdo nio negativos.

6.18 1. (—oo0,—1).
2. ((=3++13)/2,0).
3. (=00, —1 — 2] U [~1, ).

4. (-1,2) U (8,5 + 3v2).

6.19 1. Sol = {2}.
2. Comt = 2¥ > 0, temos (¢t — 2)(t — 4) = 0; logo Sol = {1, 2}.
3. O dominio é x > —6 e x + 6 = 9; logo Sol = {3}.

4. O dominio é x > 3. Como x(x — 3) = 4, obtemos (x — 4)(x + 1) = 0; apenas x = 4
pertence ao dominio. Logo Sol = {4}.

6.20 O membro direito exige apenas (x — 1)(x — 5) > 0, o que também ocorre para
x < 1. O membro esquerdo exige simultaneamente x > 1 e x > 5. Por exemplo,
x = 0 pertence ao dominio do membro direito, mas ndo ao do esquerdo.

6.21 1. {3}.

2. {3/2}.

w

. 10,2},

b

{2}.

o

{3}.

6. (—o0,2).
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7. [—1,00).

8. (—1,00).

6.22 Pondo u = 3* > 0, obtemos u?® — 4u — 5 = 0, isto é, (u — 5)(u + 1) = 0. Somente

u = 5 € admissivel; portanto, x = log, 5.

6.23 A massa total é x + (3x + 18) = 4x + 18. Assim,

450 <4x+18<630 < 108 <x < 153.

6.24 Em todos os itens, k € Z.

1. x=—n/6+2kroux=7r/6+ 2krm.

2. x=m/2+km.

3. Como (2senx — 1)(senx — 1) = 0, obtemos x = 7/6 + 2kx, x = 57/6 + 2kz ou

x=m/2+ 2knm.

6.25 Como cos(2x) = 1 — 2 sen? x, temos (2sen x — 1)(senx + 1) = 0. Logo,

Sol={£,5—”,3—ﬂ}.
6 6 2

6.26 Em todos os itens, k € Z.

1. x =n/3+ 2k oux = 21/3 + 2kr.
2. x =3x/4+ 2kr oux =51/4+ 2kr.
3. x=—-x/4+km.

4. x =7 /4+ k.

5. x = 2k ou x = 21 /3 + 2k

6. Como (2senx + 1)(senx — 1) = 0, temos

7 11
x=%+2kﬂ, x=?ﬂ+2k7r ou x=Tﬂ+2k7r.

6.27 1. Como cos x # 0, podemos multiplicar a equacédo por cos x:

cos?x +3cosx+2=0.

As possibilidades sdo cosx = —1 e cosx = —2; a segunda é impossivel. Logo,

X =TI.
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2. Usando tg? x = sec? x — 1, obtemos

sec? x —secx —2 = 0.
Assim, secx = 2ousecx = —1,e x € {r/3,7,57/3}.

3. Fatorando,
cos x(cos x —senx) = 0.

Portanto, x € {n/4,7/2,57/4,31/2}.

4. Como cossec?x =1+ cotg2 X, a equacio equivale a cotg x(cotg x — 1) = 0. Logo,

x€{r/4,7/2,57/4,371/2}.

6.28 1. (1/2,31/2).
2. [7r/6,117/6].
3. [0,7/4] U [37/4,5x/4| U [T /4, 2r).

4. (r/4,7/2) U (57/4,31/2). Os pontos /2 e 37/2 ficam excluidos porque a tan-
gente ndo esta definida neles.

7.1 1. Os valores so 3,41, 3,0401 e 3,004001. Conjectura: 3, confirmada por substi-
tuigdo direta.

2. Os valores sdo aproximadamente 0,140845, 0,142653 e 0,142837. Conjectura: 1/7.
Para x # 4, a expressdo é 1/(x + 3).

3. Os valores sdo aproximadamente 0,661358, 0,666114 e 0,666611. Conjectura: 2/3.

Para confirmar, ponha u = x1/6: o quociente fica (u? —1)/(® —1) = (u+1)/(u? +
u+1), comu — 1.

7.2 Em todos os itens, dado ¢ > 0, a escolha de § abaixo garante a desigualdade
exigida pela definicéo.

1. Tome § = 7¢. Se 0 < |x — 2| < &, entdo |x/7 —2/7| = |x — 2|/7 < e.
2. Tome § = \Je. Se 0 < |x| < 8, entdo |x?| < 8% = &.
3. Tome § = i/z Se 0 < |x| < 8, entdo |x3| < 8% =&

4. Tome 6 = min{l,¢/5}. Se 0 < |[x —2| < d,entdo 1 < x < 3,logo [x +2| < 5e
X2 —4|=|x—2||x+2/<55<e.

7.3 1. 0: dado ¢ > 0, tome § = ¢.
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2. Nao existe: o limite pela esquerda é —1 e o da direita é 1.

3. 2, pois (x? — 2x)/(x — 2) = x para x # 2.

7.4 Para todo x, temos 0 < f(x) < x%. Dado ¢ > 0, tome § = . Se 0 < |x] < &,
entio | f(x)| < x? < ¢, provando o limite pela defini¢éo.

7.5
lim ’ x)=1 lim ’ x)=1.
1 0- ( ) > 1 o0+ ( )

Como os dois limites laterais coincidem, lim,._,, f(x) = 1.

7.6 Para x < 2, g(x) = —1; para x > 2, g(x) = 1. Logo,
li =-1, li =1,
g8 3.8

e o limite bilateral ndo existe.
7.7 Os limites laterais sdo 3 + C e 3. Eles coincidem se e somente se C = 0.

7.8 1. 60.

2. 928.

8. 108.

9. 1.

6

No item 4, fatoramos x> + 1 = (x + 1)(x? — x + 1). No item 8, x* — 81 = (x — 3)(x +
3)(x? + 9), para x # 3. No item 9, a racionalizacio fornece 1/(Vx2 + 9 + 3), cujo
limite é 1/6.

7.9 Tome f(x) = 1parax > a, f(x) = —1parax < a, e defina f(a) = 0. Faca g = —f.
Os limites laterais de cada funcéo sdo distintos, logo nenhum dos limites bilaterais
existe. Entretanto, f(x)+ g(x) = 0 para todo x, de modo que o limite da soma é 0.
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7.10 O numerador se fatora como (x — a)(x — 3)(x + 3), e o denominador como
(x — 2)(x — 3). Perto de 2, a expressdo é (x — a)(x + 3)/(x — 2). Paraa = 2, ela se
reduz a x + 3 e o limite é 5. Para a # 2, o numerador tende a 5(2 — a) # 0, enquanto
o denominador troca de sinal em 2; os limites laterais sao infinitos de sinais opostos.
Portanto, o tinico valor é a = 2.

7.11 Temos |x° cos(1/x)| < |x|? para x # 0. Como |x|* — 0 quando x — 0, 0 Teorema
do Confronto da o limite 0.

7.12 1. 5.

Usamos sen(kx)/x = k[sen(kx)/(kx)] e tg(5x) = sen(5x)/ cos(5x). No altimo item,
subtraimos os limites 5 e 3.

7.13 1. 4, apos fatorar x? — 4 = (x — 2)(x + 2).

2. —1, ap6s fatorar x? + 5x + 6 = (x + 2)(x + 3).

3. 3/2, pois (x*> = 1)/(x*> = 1) = (x® + x + 1) /(x + 1) para x # 1.
4. 3/2, ap6s multiplicar pelo conjugado.

5. 1/4, pois a razdo se reduz a 1/(\/x + 2).

6. —1, pois a expressao se reduz a —1/(1 + x) para x # 0.

7. 7/3.

8. 4, usando cos x — cos(3x) = 2 sen(2x) sen x.

7.14 1. Os limites laterais sdo —1 e 1; o limite bilateral ndo existe.
2. Os limites laterais sdo —1 e 1; o limite bilateral nio existe.

3. O dominio € (0, ) e, nele, a expressio vale 1/2. Portanto,

. X 1
lim = -,
x—0 |x|+x 2

x€(0,00)
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Nao ha pontos do dominio a esquerda de 0, portanto ndo ha limite lateral esquerdo
a calcular.

4. Como a expressio vale —(x +2) a esquerda de 2 e x + 2 a direita, os limites laterais
sao —4 e 4; o limite bilateral nao existe.

7.15 1. cos(1).

4. I
4

No item 3, o argumento do arco-seno simplifica-se para (x +1)/(x +4) e tende a 1/2.

No item 4, o argumento do arco-tangente simplifica-se para (x + 1)/(x — 3) e tende
a—1.

7.16 1. 8.

3. 132.

10. 0.
No item 6, a racionalizacio reduz o quociente a 2 + /t. No item 8, use a — b =

(@ —-b%)/(@® +ab+b*)coma=3/8+teb =2 Noitem 10, 1/2 < 2% < 2, de
modo que 0 < x22¢95% < 2x2 — (.

7.17 Pela continuidade, lim f(x) = f(a) e lim g(x) = g(a). Aplicando as proprieda-
xX—a xX—a

des dos limites:
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1 I (f() + g()) = £(@) + g(@) = (f + )(a).
2. lm(f()g(x)) = f(@e(@ = (F)@.

3. Se g(a) # 0, a continuidade garante que g ndo se anula numa vizinhanga de a. A
regra do quociente da lim f(x)/g(x) = f(a)/g(a) = (f/g)(a).
X—a

Cada igualdade é a definicdo de continuidade da func¢do correspondente.

7.18 Nio existe tal a. O limite pela esquerda em 0 é 1, enquanto f(0) = 3 e o limite
pela direita é 3, independentemente de a.

7.19 Seb # 0, a continuidade exige b> +3b+1 = ab®+3, portanto a = (b> +3b—2)/b°.
Para esse valor, os limites laterais e g(b) coincidem. Se b = 0, o limite pela esquerda
é1e g(0) =3, de modo que nenhum valor de a serve.

7.20 Se b # 0, a continuidade exige cosb+1 = ab?®+b, portanto a = (cosb+1 —b)/b%.
Se b = 0, o limite pela esquerda é 2, mas h(0) = 0, de modo que nenhum valor de a

serve.

7.21 1. T(3500) = R$ 150 e T(5000) = R$ 400.

2. Em 2000, os dois limites sdo 0; em 4000, ambos sdo 200. Logo, T é continua nos
dois pontos.

3. Como x néo se anula nos pontos de corte, E = T/x também é continua neles.
Além disso,
150 3 400

E(3500) = —— = — ~429%,  E(5000) = — = 8%.
3500 70 5000

4. A inclinagio de cada trecho passa de 0 para 0,10 e depois para 0,20, mas as cons-
tantes dos trechos fazem coincidir seus valores nos pontos de corte. Assim, muda
a taxa aplicada ao proximo real sem mudar subitamente o total ja devido.

7.22 A funcio F(x) = x> — 3x + 1 é continua em [1,2]. Como F(1) = —1e F(2) = 3
tém sinais opostos, o Teorema de Bolzano fornece ¢ € (1,2) com F(c) = 0, como
pedido.

7.23 A funcio F(x) = 4 2(x+ 1)2 é continua em [—1,1]. Como F(-1) = 4
e F(1) = —4 tém sinais opostos, o Teorema de Bolzano fornece ¢ € (—1,1) com
F(c) = 0, como pedido.

7.24 A funcio F(x) = x> — x? — 2 é continua em [0, 2]. Como F(0) = —2 e F(2) = 26
tém sinais opostos, o Teorema de Bolzano fornece ¢ € (0,2) com F(c) = 0, como
pedido.
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7.25 A funcio F(x) = x? —Jx + 2 é continua em [0, 2]. Como F(0) = —/2 e F(2) = 2
tém sinais opostos, o Teorema de Bolzano fornece ¢ € (0,2) com F(c) = 0, como
pedido.

7.26 Uma solucdo é x = 0. Para obter uma positiva, considere F(x) = sen x —x cos x,
continua em [r,37/2]. Temos F(r) = 7 > 0 e F(37/2) = —1 < 0. Pelo Teorema
de Bolzano, existe ¢ € (;r,37/2) com F(c) = 0. Como cosc¢ # 0 nesse intervalo, isso
equivale a tg ¢ = c. Pela imparidade da tangente, —c também é solu¢do. Assim, —c, 0
e ¢ sdo trés solugdes distintas.

7.27 A funcio F(x) = x? é continua em [1,2], e F(1) = 1 < 2 < 4 = F(2). Pelo
Teorema do Valor Intermediario, existe b € (1,2) com b* = 2. Comob > 0, esse
ntmero é /2.

7.28 Para x # 2, f(x) = x + 2. Por exemplo, os valores em 1,9, 1,99, 2,01 e 2,1 sdo,
respectivamente, 3,9, 3,99, 4,01 e 4,1. Portanto, o limite é 4. O limite depende dos
valores arbitrariamente proximos de 2, ndo do valor no ponto, que néo esta definido
na expressao original.

7.29 No primeiro limite, o quociente vale —1 a esquerda de —1 e 1 a direita; como os
limites laterais diferem, o limite bilateral ndo existe. No segundo,

. sen(5x) . sen(5x)
lim ———= =5lim ———= =
x—0 X x—0  5x

5.

7.30 Como f(2) = 1, basta exigir 2a + b = 1. Ha infinitas solucdes: b = 1 — 2a, com
a € R arbitrario.

7.31 O grafico é o segmento da reta 18 — 3t até um circulo aberto em (4,6) e, a
partir de t = 4, o segmento horizontal Q = 0, com ponto fechado em (4,0). Como
lim;_,4- O(t) = 6 e lim,_, 4+ Q(t) = Q(4) = 0, ha uma descontinuidade de salto.

7.32 Dado ¢ > 0, tome § = ¢/2. Se 0 < |x — 3| < §, entdo
[(2x—1)—5|=2]x —3| <20 =«

Isso prova o limite pela definicao.

7.33 Para F(x) = x> + x — 5, temos F(1) = —3 e F(2) = 5. Como F é continua,
o TVI fornece ao menos uma raiz em (1,2). O teorema é apenas uma afirmagao de
existéncia; sem uma hipétese adicional, como monotonicidade estrita, ele ndo exclui

outras raizes.

7.34 No dominio original, x = —1 e x = 3 sdo excluidos. Para x # 3, g(x) = (x +
3)/(x + 1). Assim, x = 3 é uma descontinuidade removivel, eliminada definindo
g(3) = 3/2, enquanto x = —1 é uma descontinuidade infinita.
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7.35 Num modelo fisico usual, a temperatura varia continuamente, inclusive nos
instantes em que o termostato comuta. Ja o estado ligado/desligado assume dois
valores discretos e muda por salto nos limiares; portanto, nao é continuo nesses
instantes.

7.36 Usando 1 — cosu = 2sen®(u/2),

lim

x—0 x2

1-cos(3x) _, (§>2}£}) (sen(3x/2)>2 B z'

3x/2 2

7.37 Para a primeira, tome a funcdo de Dirichlet d, igual a 1 nos racionais e a 0 nos
irracionais: d e —d sdo descontinuas em toda parte, mas sua soma é zero. Para a
segunda, tome f(x) = —1sex < 0e f(x) = 1se x > 0; f é descontinua em 0, mas
f? =1 é continua.

7.38 Como f(x) = (x — 2)? — 3, 0o minimo absoluto é —3, atingido em x = 2. Nos
extremos,

f1D)=f06) =6

portanto o maximo absoluto é 6, atingido em x = —1 e x = 5.

7.39 A funcio é continua e estritamente decrescente em [1,4]. Assim, o maximo é
f(1) =1 e ominimo é f(4) =1/4.

7.40 O intervalo ndo é fechado, portanto falta uma das hipoteses do teorema. A
func¢do é continua em (0, 1), mas ndo atinge nem 0 nem 1: ndo possui minimo nem
maximo absolutos nesse dominio.

7.41
|fGe) = fI = Iml[x =y,

portanto podemos tomar M = |ml|.

7.42 Se x,y € [—R, R], entdo
|x? — 2| = |x + yllx — y| < 2R|x — y.

Assim, f é Lipschitz com constante 2R.

7.43 Parax,y>1,

Xy
Logo, f é Lipschitz com constante 1 nesse dominio.

8.1 Dadoe > 0,tome M =3/e. Sex > M,entdox+2>x> Me

3
x+2

3
0< < —=<e
X
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8.2 Parax >0, )
f(x) = ——— — 2.
J1+1/x2

Para x < 0, usamos vx2 = |x| = —x:

) = e —> 2.

J1+1/x2

As assintotas horizontais sdo y = 2 a direita e y = —2 4 esquerda.

8.3 Dado M > 0, tome § = 1/m. Se 0 < |x — 3| < &, entdo (x — 3)> < 1/M e,
portanto, 1/(x — 3)? > M.

8.4 O numerador tende a 3 > 0. Assim,

.o x+1 .o x+1
lim = o0, lim = —00
x—o2t X — 2 x—o2- X — 2

Logo, x = 2 é assintota vertical. O limite bilateral ndo é +oco0 nem —oo, pois os dois
lados tém comportamentos opostos.

8.5 1. 3/5.
2. —1/3, pois, para x < 0, JxZ = |x| = —x.

3. Racionalizando, Vx2 + x —x = x/(Nx2 + x + x) — 1/2.

4. Como x?

—x—6 = (x—3)(x+2) e o numerador nio se anula em 3 nem em —2, as
assintotas verticais sdo x = 3 e x = —2. Além disso, lim,_,, f(x) = 2, de modo

que y = 2 é a assintota horizontal.

8.6 A divisdo polinomial fornece

x> +1 1-x

- =x+ .

x2+1 x2+1
Logo, a diferenca tende a zero exatamente param = 1eb = 0. Aretay = x é
a assintota inclinada do grafico quando x — oo0; 0 mesmo calculo mostra que ela
também ¢é assintota quando x — —oo.

8.7 Pelas relacdes de Viéte, se r; é a raiz que permanece limitada e r, a outra, entdo

Cc
r t+r= E, Ity = E

Uma forma estavel de escrever a raiz limitada é
2c

r = ,
! b + sgn(b)Vb? — 4ac

para a suficientemente proximo de zero e discriminante positivo. Assim, r; — ¢/b.

Consequentemente, r, = b/a —r; ~ b/a, sendo ilimitada. A equacio limite é linear
e conserva apenas a raiz finita ¢/b; a segunda raiz escapa para o infinito quando o
termo quadréatico desaparece.
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8.8 1. Oslimites sédo, respectivamente, 12, 18 e 3,6. Em cada caso, o valor representa
o platd previsto pelo modelo.

2. As metades dos platos sdo atingidas quando N = 5,1 =120 e s = 2.

3. Em Ax/(B + x), o pardmetro A é o valor-limite e B é o valor da variavel no qual
a resposta vale A/2.

8.9 1. ¢°.

4. 1000e*%8 ~ R$ 1.083,29.

8.10 Com C = 10000,r = 0,06 e k = 3,

M = Ce'* = 1000018,

8.11 Os trés montantes sdo

C(1+7), c(1+é)12, Ce’.

Eles correspondem, respectivamente, an = 1, n = 12 e ao valor-limite obtido quando
a frequéncia de capitalizacdo cresce sem limite.

8.12 Como 2x%? —3x +1 = (2x — 1)(x — 1), temos f(x) = 2x — 1 parax = 1. O
grafico é essa reta com um ponto removido em (1, 1). Nao ha assintotas verticais ou
horizontais; y = 2x — 1 é a assintota obliqua.

8.13 Dado ¢ > 0, tome N = 7/¢. Se x > N, entio

‘ 7 7

8.14 limp_,¢+ I(R) = +o0 e limp_, o, [(R) = 0. A primeira previsdo néo é fisicamente
realizavel: a fonte e os condutores possuem resisténcia interna e limites de corrente,
ignorados pelo modelo 12/R.

8.15 lim,_q+ e/ = 400 e lim,_,o-e!/* = 0. Como os comportamentos laterais
diferem, nao ha limite bilateral em 0.

8.16 Arazio tende a 0. Para obter 10%, e"%18 = 0,1, de onde t = In(10)/0,18 = 12,79,
na unidade de tempo do modelo.
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8.17 A divisao polinomial fornece

3x3 —2x +7 —14x+7
— =3x4+ ——.
X2 +4 X2 +4

Logo, a fung¢ao simples é 3x, e a diferenca tende a zero em ambas as extremidades.

9.1 Para y = 1/x, no ponto x = 2,

1 1
Ay _2+Ax 2 _ 1
Ax Ax 2(2 + Ax)’

Substituindo os trés incrementos pedidos, obtemos

1. —1/6.
2. —5/21.
3. —50/201.

9.2 —1/x? para x # 0.

9.3 1. f7(0) = limy_,o(h—0)/h = 1.

2. f/(1) = limy_,o[(1 + R)? + 1 = 2]/h = limy,_, (2 + ) = 2.
3. £/(1) = limy_,o[(1 + k)% — 1]/h = lim_,((2 + h) = 2.

4. Pela definicéo e expansio do cubo,

f/(2) = lim 3(2+h)° — (2 +hh) —(3.25-2)

= 1im(35 + 18h + 3h?) = 35.
h—0

5. f/(=1) = limj,_,o[(=1 + h)> + 1]/h = limj,_,o(3 — 3h + h?) = 3.
6. f/(0) = limy_,o h*/h = limy,_,o h3 = 0.

7. Racionalizando o quociente,

Na+h—-2 1 1
(4) = lim ——— = lim — = .
F® B0 h h%1/4+_h+2 4
8. Usando a diferenca de cubos,
F(8) = lim L8 =2 ! - L
h>o0  h h=0Rfg+h2 +23/8+h+4 12
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9. /(1) = limy_o[1/(1 + h) — 1]/h = limy_o —1/(1 + h) = —1.

10. f/(=1) = limy,_o[1/(=1 + k) + 1]/h = limy, o 1/(h — 1) = —1.

9.4 A continuidade em 1 exige a+b = 3. Sob essa condigio, a derivada pela esquerda
é2-1+2 =4, eadadireita é a. Portanto,a = 4 e b = —1. Com esses valores, a funcio
é diferenciavel na juncéo e nos demais pontos, onde é polinomial.

9.5 Aplicando a regra da poténcia termo a termo e preservando as restri¢des de do-
minio, obtemos

1. 12x3 +5.
2. 7x% +36x° + x* + 4x3 + 9x?% + 2x.
3. 2ax + b.

4. amx™ 1 4+ b(m + n)x™ 1.

27 In4
5. —F—?+\/§,parax¢0.
6 10 + ! #0ex=3/5
. —————= + —, para x ex .
(5x —3)%  x2 P
2 5b
7. —?ax_5/3 + ?x_8/3, para x # 0.

9.6 A tangente no ponto de abscissa u # —1 é

u 1
u+1  (u+1)2

y (x —u).

Para passar por (1, 2), ela deve satisfazer (u+ 2)(u+1) = 1 —u, isto é, u? +4u+1 = 0.
Assim, ha duas tangentes, nos pontos

(—2+\/§,1_T\/§) e (—2—\/§,1+‘/§).

2

Suas inclinacdes sdo 1/(—1 ++/3)? e 1/(—1 — V/3)?, respectivamente, e sio distintas.

9.7 Usando as derivadas trigonométricas e, quando necessario, as regras do produto
e do quociente, obtemos

1. 5cosx — 6senx.

2

2. sec? x + cossec X, para senx cos x = 0.
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2

3, ——
(senx — cos x)2

, para sen x # Cos X.

2

4. cotgx — x cossec” x, para senx * 0.

5. senx + (x — 2)cos x + 2xtgx+x2 sec? x + cos® x — sen? x, para cos x # 0.

9.8 Combinando as regras do produto e do quociente com (¢¥)” = e¥ e (Inx)” = 1/x,
obtemos

1. e¥(x” + 7x9).

g &2 %0
. — — —,parax = 0.
x2  x3 P

3. e*(cos x — sen x).

" nlnx—1)

,parax >0ex =+ 1.
(In x)?2 p

5. 3x%Inx, para x > 0.

9.9 Areta 5x + y — 3 = 0 tem coeficiente angular —5. Como

f(x)=2x-7,
a tangente a parabola é paralela a essa reta quando 2x —7 = —5, isto é, quando x = 1.
Como f(1) = —3, o ponto procurado é (1, —3).
9.10 Para f(x) = x3 + 2x% — 4x — 3,

F/(x) = 3x% + 4x — 4,

e, portanto, f’(1) = 3. A reta tangente no ponto (1, —4) é

y+4=3(x-1).
Como a normal é perpendicular a tangente, seu coeficiente angular é —1/3:

y+d= —%(x—l).

9.11 A derivada é f’(x) = 3x? + 4x — 4, de modo que f’(—2) = 0. Assim, a tangente
em (—2,5) é horizontal,

e a reta normal é vertical,
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9.12 Temos
fr(x)=x?—4x+3=(x—1)(x —3).

A tangente é horizontal quando f’(x) = 0, portanto em x = 1 e x = 3. Como
f(1)=7/3e f(3) = 1, os pontos sdo

(1,7/3) e  (31).

9.13 De p(0) = —2 obtemos d = —2, e de p’(0) = —1 segue ¢ = —1. Como
p”(x) = 6ax + 2b,

a condi¢do p”(0) = 10 fornece b = 5. Por fim, p(1) = —2 implica
at+b+c+d=-2,

de onde a = —4. Portanto,

9.14 A continuidade exige ac + b = c¢? e a igualdade das derivadas laterais exige
a=2c. Logo,a=2ceb=—c

9.15 A continuidade exige ac + b = senc e a igualdade das derivadas laterais exige
a = cosc. Logo,a = cosceb =senc—ccosc.

9.16 Como ¢ > 0, a continuidade exige a+bc? = 1/c. A derivada pela esquerda é 2bc
e pela direita é —1/c?. Portanto, b = —1/(2c*) e a = 3/(2¢).

9.17 Pela regra da poténcia para expoentes reais,

+4
f'(x) = gxa/z_l 4472 5 x(a+D/2 4 (g — 1)x2, x> 0.

9.18 Aplicamos a regra da cadeia em todos os itens e combinamos, nos tltimos, as
regras do produto e do quociente. As respostas estdo organizadas nos mesmos trés
niveis do enunciado.

Nivel 1 — composicdes diretas.

1. f'(x) = 24(2x + 10)!.

2. f'(t) = 15(3t — 2)*.

3. g(0) = 3(sen @ + cos 0)*(cos O — sen 6).
4. W) = (6t + 1)+,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

9

f/(x) = 4(x + 1/x)3(1 —1/x?), para x # 0.

f’(x) = =3 sen(3x).

. g'(x) = 5sec?(5x), para cos(5x) # 0.

Nivel 2 — composicoes aninhadas, logaritmos e exponenciais.
h'(t) = 8 sen3(2t) cos(2t).

p’(t) = =3(2t + 3) cos?(t? + 3t + 1) sen(t? + 3t + 1).

f’(x) = —tg x, nos intervalos em que cos x > 0.

f’(x) = 2/x, para x # 0.

f’(x) = 2/x, para x > 0.

g'(r) = 4e™.

g'(t) = —e%Stgent,

g =0

m'(w) = —e ™.

Nivel 3 — cadeia combinada com produto e quociente.

eV +2
eZw

m’'(w) = —

ezxz(er"Z + 1) - (e"2 + x) 4xe?

f(x) = e
f/(x) = 2x sen(5x) + 5x2 cos(5x).

g’ (t) = 5cos(t? + 3t) cos(5t — 7) — (2t + 3) sen(t* + 3t) sen(5t — 7).

2 1 1 1
g =et (10t cos — + = sen ?), parat = 0.

.19 Em cada item, calculamos primeiro a inclinacdo da tangente no ponto indicado.

Quando essa inclinacdo ¢ ndo nula, a normal tem coeficiente angular igual ao reci-

proco negativo.

1

. Tangente: y = 0. Normal: x = 0.
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1
2. Tangente: y — 1 =15(t — 1). Normal: y — 1 = _E(t —1).
1
3. Tangente: y — 1 = —3(0 — 7 /2). Normal: y — 1 = 5(9 —1/2).
1
4. Tangente: y —e = —5e(t + 1). Normal: y —e = §(t +1).

9.20 Se f(x) = In(kx), com k > 0 e x > 0, entéo, pela regra da cadeia,
e L1
Por outro lado, In(kx) = Ink + In x, de modo que
ey ow L1
f'(x)=0+ i

As duas formas, portanto, fornecem a mesma derivada.

9.21 Para x > 0, aplicando a regra da cadeia a In(x¥),

d e kU g
aln(x )= 5 — 3
A identidade In(x¥) = k In x fornece diretamente
d k
E(k In x) = ;,

confirmando o mesmo resultado.

9.22 Como |x'/3sen(1/x)| < |x|'/3 - 0 = £(0), a funcdo é continua em 0. Entre-
tanto,
M — h=2/3 sen(1/h).

Tomando h, = 1/(x/2 + 2n1) > 0, temos h, — 0 e o quociente vale h;2/3 — 400,

Tomando k, = 1/(37/2 + 2nx) > 0, temos k, — 0 e o quociente vale —k,:Z/g — —o0.

Logo, nao ha limite e f/(0) nao existe.

9.23 1. Como f’(1) = 4, temos (f~1)’(2) = 1/4.

2. Como g’(1) =1+1 =2, temos (g~ 1)"(1) = 1/2.

9.24
£(3) = },‘L% 3+ h)? - 4(2 +h) —(=3) _ }}35(2 im—2

Como f(3) = —3, atangente é y + 3 = 2(x —3),ou y = 2x — 9.

9.25 v(t) = 3t> —12t+9 = 3(t — 1)(t —3) e a(t) = 6t — 12. O carrinho esta em repouso
emt = 1et = 3; move-se no sentido positivo em [0, 1) e (3, ) e no sentido negativo
em (1,3).
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9.26 Usando as regras do produto, da poténcia e do quociente,

3x3 —10x% —x =2

2{x(x — 2)?

YA

9.27 A’(t) = 27r(t)r’(t) = 0,37(2 + 0,15t) cm? /s. Em ¢ = 10's, a area cresce a taxa de
1,057 = 3,30 cm?/s.

9.28 O quociente |h|/h tende a 1 quando h — 0" e a —1 quando & — 0~. Como
os limites laterais diferem, f’(0) néo existe. No grafico, isso corresponde ao vértice
anguloso na origem.

9.29 A funcao nio é derivavel nos zeros do radicando,

1
x = 15\/(2k+1)n, k=0,1,2,...,

onde o grafico tem pontos angulosos. Nos demais pontos,

4x sen(4x?)

J1+ cos(4x2).

J—

Em particular, y’(0) = 0.
9.30 Como f(1)=2e f’(1) = 4, temos (f~1)'(2) =1/f'(1) = 1/4.

9.31 A inclinacéo da secante indicada é aproximadamente

6,05 — 5,45

——— = 0,60 km/min.
6,5 —5,5

Como os dois instantes cercam 6 min, esse valor estima s’(6); ele equivale a aproxi-
madamente 36 km/h.

10.1 Diferenciando cada relacdo em relacdo a x e isolando y’, com as restri¢des ne-
cessarias para as divisdes efetuadas, obtemos

x
1. ——, nos pontos em que y # 0.
y

—2xy—y*+3

x> T2y nos pontos em que x(x + 2y) # 0.

3 INXEYF XY
L xxFy+ Xy

,para x +y > 0, xy > 0 e denominador néo nulo.

seny

4. , nos pontos em que o denominador néo se anula.
2sen(2y) —seny —xcosy
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Iny —y/x

- 7y’ para x,y > 0 e nos pontos em que o denominador néo se anula.
nx—x/y

2x
6. -—— ., para x% + y% > 0 e denominador nio nulo.
x2+y2 -2y

453

. ———, nos pontos em que 2y + 1 = 0.
2y +1 p d Y

y1\3/5
8. —(;) ,nos pontosemque x #0ey # 0.

10.2 Em cada ramo diferenciavel com x # 0, o produto xy é uma constante ndo nula:
1. xy=1;

2. xy=1louxy=-1;

3. xy = m/2 + 2k, para um inteiro k fixo no ramo;

4. xy=e.

Em todos os casos, y = C/x para alguma constante C # 0, de modo que y’ =
—~C/x* = —y/x. No item 3, a diferenciacio direta fornece 0 = 0, pois cos(xy) = 0;

por isso identificamos primeiro os ramos. A continuidade de xy impede que seu
valor salte entre essas constantes em um intervalo.

9x 5
103 1. y’ = E; no ponto dado,m = —5/4. Aretaéy—9/4 = —Z(x +5).

4 1
2.y = _Vx; no ponto dado, m = 1/v/2. Areta éy — 42 = ?(x +1).
2

_ x2(3 — 2x)

3.y ; no ponto dado,m = 1. Aretaé y = x.

10.4 A derivacédo implicita fornece y’ = —x/(4y). Quando x = 1, temos y = 1/2;
portanto, y’(1) = —1/2 e a reta tangente é

1 1
= - ——(x—1).
y=5-5G-1
10.5 Se y, # 0, a diferenciagdo implicita fornece y’ = —b?x/(a’y). Portanto, a
tangente em (xp, y,) satisfaz
bsz

594



Funcdes de uma Variavel / Respostas dos exercicios

Multiplicando por y;/b? e reorganizando,

2 .2
XX Wy %W _
a’ b2 a2 b2 ’
Se yy = 0, entdo xy = +a # 0. Diferenciando x em relagdo a y, obtemos dx/dy =
—a?y/(b*x), que se anula nesse ponto; logo, a tangente é vertical, x = x;. A formula

do enunciado reduz-se exatamente a essa reta.

10.6 Derivando implicitamente, temos y’ = —ﬂ. Logo, a reta tangente em (a,b) é
x
N | )
y—b= —T(x — a). Seus interceptos somam a + b + 2Vab = (Va + Vb)? = c.
a

10.7 A tangente a elipse no ponto (u,v) satisfaz ux + 4vy = 36. Para passar por
(12,3), é necessario 12u + 12v = 36, isto é, u + v = 3. Substituindo v = 3 —u em
u® + 4v? = 36, obtemos 5u? — 24u = 0. Assim, os pontos sio (0,3) e (24/5,-9/5), e
as retas correspondentes sdo y = 3 e 2x — 3y = 15. Ambas passam por (12, 3).

10.8 Derivando implicitamente, obtemos

W1 ,  h
Lis=0 = w=-2
s 25

Quando h = 9, h’ = —3/25m/s; portanto, a altura diminui a taxa de 3/25m/s.

109 1. 2*In2+3*In3+4*In4+5 In5+6In6+ 7*In7.

2. m*Inm+3*(xIn3 + 1) + 4*(In4 cos x — sen x).

1 1
: + -+
xIn2 xIn3 xIn4

, para x > 0.

X

4 2 (1n21nx+1) arax >0
" In3 x)P ’

10.10 A regra da cadeia fornece (a*)" = €* najng=a*lna

10.11 Em cada item, calculamos f’(x) e usamos a forma ponto-inclinacao

y = fx0) = f(x0)(x — x0).

Resultam as seguintes retas tangentes:

1. y=27(x—3)+27.

2. y=10(x — 1) + 4.
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1 1
3. y——z(x+l)—§.
4. y=m—x.
5. y—4=41In(2)(x — 2).

6. y=1

A curva principal representa f; a curva secundaria representa a tangente. O ponto
de contato esta marcado em cada painel.

Item 1 Item 2
P =(3,27) P=(1,4)
Y
LX
Item 3 Item 4
P=(-1,-1/2) P =(r,0)
y
X
Item 6
P=(0,1)
V4
X
/

10.12 Como f(t) = (Int)e!, seu dominio é t > 0. Pela regra do produto,
e 1
f’(t)=?+etlnt=et<?+lnt>, t>0.

10.13 Temos P’(I) = k/I. A percepcao ainda cresce com o estimulo, mas sua sensi-
bilidade a um mesmo acréscimo absoluto diminui quando I aumenta. Além disso,

P2I) - P(I) = kIn2,

independentemente de I.
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10.14 Paral > I,
a

)= —.

2yl -1,
Logo, f’(I) — +co quando I — I'. O modelo prevé sensibilidade muito alta imedi-
atamente acima do limiar e ganho decrescente a medida que a corrente aumenta. O

valor infinito é uma idealizacdo do modelo, ndo uma previsio fisiologica literal.

10.15 Usando a regra da cadeia e, nos itens com variavel na base e no expoente, a
diferenciagao logaritmica, obtemos

1. 5" ¥ cos x.
2x
2. .
1+ x2

3. x*(Inx + 1), para x > 0.
4. (cos x)x(ln(cos x)—xtg x), nos intervalos em que cos x > 0.

5. 7x™ 1 + 7% In 7, para x > 0.

6. (2x + 1)¥ <ln(2x +1)+ ), para x > —1/2.

2x+1

1
7. TInx n(nx)’ para x > e.

8. (Inx)* (ln(ln x) + é) para x > 1.

X 1
9. x¢¢* (Inx + —), para x > 0.
x
x 1
10. x* x* ((lnx +1DInx+ —), para x > 0.
x

10.16 Aplicando a regra da cadeia as formulas das func¢des trigonométricas inversas
e registrando os respectivos dominios, obtemos

3x?
1. ———, para|x| < 1.

V1 —x6

cos x
.- , nos pontos em que cos x # 0.
| cos x|

, para |x| > 1/2.

1
3, ——
|x|Vdx2 — 1

10.17 As regras da cadeia, do produto e do quociente fornecem
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2
1. () = ———, para |t| < 1/2.
V1 — 4¢2
2. f/() = —— paralt| > 1/2.
ltlV4r2 — 1
3. 9/(x) = ——,parax € R.
§') 1+4x2 P
4. f’(x) = arcsenx + , para |x| < 1.
1—x2
ent
5. g’(¢) = arccos(t) cost — , para [t| < 1.
J1—12
arcsen x + arccos x
6. W' (x) = , para |x| < 1.
V1 — x2 [arccos x]?
7. §'(x) = __ para x > 0.
2Jx(1 + x)°
8. f'(x)=- = , para 0 < |x| < 1.
V1 — x2

10.18 Este bloco combina as técnicas do capitulo; em cada item usamos apenas as
regras necessarias e mantemos as condi¢cdes de dominio implicitas no enunciado.

1 f(x) = 10x(x* + 1%
2. g'(x)= ex2(2x sen x + cos x).
3. W (x) =2x/(1 + x?).
4. p’(x) = x*(Inx + 1).
5. q¢’(x) = (sen x)*[In(sen x) + x cotg x].
6. Por diferenciagio logaritmica, r’(x) = r(x)/(1 — x?).
7. 1/ (x) = /(1 + e2¥).
8. v(x)=2x/(x*+1)—1/(x—1).
9. y = —(2x+ y)/(x + 2y), quando x + 2y # 0.
10. f7(x) = e*(x? + 4x + 2).

2

10.19 Como 10mm = lcm, o volume é V = nr°. Derivando, 5 = 2xrr’, logo
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r’ =5/(2xr), em cm/s. Na ordem pedida:

1. 5/(2r)cm/s.

2. 1/(4r)cm/s.

3. 1/(40)cm/s.

10.20 Se x é a distancia da base a parede e y é a altura do topo, entdo x? + y? = 64.

Como x’ = 0,5, temos y’ = —0,5x/y = —0,5x/v64 — x2. As velocidades verticais
sao:

1. —1/(2V63)m/s.
2. —1/(2v/3)m/s.
3. —15/(24/31) m/s.

4. Nio h4 taxa vertical finita: quando x — 87,y — 0%t e y/ - —co. O modelo com
afastamento horizontal constante ndo continua além desse instante.

10.21 Diferenciando em relacio ao tempo e dividindo por L = 47oR*T*, obtemos a
identidade pedida. Substituindo as taxas relativas,

’

L
+ = 2047) + 4(-0.1%) = 0.4%

por século. Nesse instante, a luminosidade esta aumentando.

10.22 O raio superior é 5m. Por semelhanga, r/h = 5/20 = 1/4, de modo que
V = mh®/48. Derivando, 10 = (wh?/16)l’, portanto h’ = 160/(xh?). Na ordem
pedida:

1. 160/7 m/min.
2. 8/(57)m/min.

3. 160/(3617) m/min.

O volume total é V(20) = 5007 /3 m>. Dividindo-o pela vazio de 10 m* /min, obtemos
o tempo de enchimento 507 /3 minutos.

10.23 Se x é a distancia horizontal percorrida e y é a distancia vertical entre o peso
e a polia, o comprimento constante da corda da

y +\x% + 102 = 20.
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A distancia vertical da mao a polia é fixa, igual a 10 m. Como x’ = 0,6, a diferenciacéo

fornece
, 0,6x

y =
Vx2 + 100
Portanto, a velocidade de subida do peso é —y” = 0,6x/vx2 + 100. Apds percorrer (a)
3m, o peso sobe a 1,8/4/109 = 0,172 m/s; apds percorrer (b) 12 m, sobe a 3,6/\61 =
0,461 m/s.

10.24 Se s é o comprimento do trecho de corda entre o barco e o guincho e x é a
distancia horizontal ao cais, entdo s* = x2 + 9. Como s’ = —9, obtemos x’ = ss’ /x =
—9vVx2 + 9/x. Na ordem pedida, as taxas de varia¢do da distincia séo:

1. —9v26/5m/min.
2. —3J13m/min.
3. —94/101 m/min.

4. E impossivel ter s < 3m, pois a separagio vertical entre o guincho e o convés ja
mede 3 m.

Nos trés primeiros itens, as velocidades de aproximagio sdo os modulos desses valo-
res; o sinal negativo indica diminuicdo da distancia.

10.25 Se x é a distancia horizontal orientada, em quilometros, e 6 é o 4ngulo medido
a partir da horizontal, entéo cotg @ = x/3. Diferenciando e tomando modulos,

3-800

=79 rad/h.

16”1

Para converter radianos por hora em graus por segundo, multiplicamos por
180/(36007r) = 1/(20x). Logo, na ordem pedida:

1. 12/7 = 3,82 graus/s.
2. 1500/(1137) = 4,22 graus/s.

3. 40/(37) = 4,24 graus/s.

10.26 Como h = (2/3)(2r) = 4r/3, temos r = 3h/4. Logo, V = nr’h/3 = 37h3/16.
Derivando, 1 = (97h?/16)h’. Para h = 10 m, obtemos h’ = 4/(2257) m/s.

10.27 Pelas regras do produto e da cadeia,

v(t) = €_3t/2(47'[ cos(2rt) — 3 sen(27rt)).
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Logo, v(0) = 4 cm/s; o sinal positivo indica movimento inicial no sentido positivo
do eixo. Como o fator exponencial nunca se anula, o primeiro repouso positivo sa-
tisfaz

4 1 4
tg(2nt) = ?ﬂ t= o arctg(%) =~ 0,213 s.

Finalmente, |s(t)| < 2¢73/2 e essa envoltéria tende a zero; portanto, as oscilagdes sdo
amortecidas.

10.28 Temos dV /dx = 3x2. Em x = 3, a taxa é 27 mm?, isto é, cerca de 27 mm?>

de volume para cada milimetro acrescentado a aresta. Como S = 6x2, segue que

dV/dx =S/2.

10.29 Fatorando,
o
P=P —p——=—P]|.
(ro B P, )
Os equilibrios sio P = 0 e P = P,(1—f/ry). O segundo é positivo exatamente quando
f < ry. Com os valores dados, ele vale 10000(1 — 0,04/0,05) = 2000 peixes.

Se f =y, entdo
.
P = —P—OPZ <0 (P>0),

c
logo a populacdo decresce enquanto é positiva. Ela ndo pode permanecer acima de
um nivel £ > 0: nesse caso teriamos P’ < —(ry/P,)e?, e o Teorema do Valor Médio
forcaria uma queda linear que acabaria tornando P negativa. Portanto, o Gnico nivel
possivel a longo prazo é 0, isto é, o modelo prevé P(¢) — 0.

10.30 Se d é a distancia entre as pontas e 6 é o menor angulo entre os ponteiros logo
ap6s uma hora, a lei dos cossenos fornece

d? = 8% + 4% — 2(8)(4) cos @ = 80 — 64 cos 6.
A uma hora, § = 7/6. Logo apés esse instante, o ponteiro dos minutos se aproxima
do ponteiro das horas; portanto,

o _r_ Uz rad/min
360 30 360 ‘

Derivando, 2dd’ = 64 sen06’. Portanto,
22
d=-—"2 mm,/min.
45480 — 3243

O valor é negativo: nesse instante, as pontas estdo se aproximando.

10.31 Usando as férmulas das fun¢des hiperbolicas, a regra da cadeia e, nos dois
ultimos itens, diferenciacéo logaritmica, obtemos

1. 2cosh(2x).
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. 2x sech?(x?).

[\

3. —sechx tghx.

4. 3/1+ 9x2.

5. (senhx)&hx (sech2 x In(senh x) + tgh x cotgh x).

cosh x
6. xCOth(senhxlnx+ o )

10.32 Como f(0) = 1e f’(0) = k, a linearizacdo de f em torno de 0 é
L(x) = f(0) + f'(0)(x —0) = 1 + kx.

10.33 Como V’(3) = 27 e Ax = 0,02 mm,

AV = V’(3)Ax = 27(0,02) = 0,54 mm3.

10.34 Para f(x) = ;{/;, temos f(8) = 2 e f'(8) = 1/12. Assim, a linearizacdo em
x=8¢

x—38
Lix)=2+ TR
Logo,
/8.7 =~ L(8,7) = 2,05833.
10.35
, 2x+y
A 2y’

Em (1,2), y’ = —4/5; atangente é y — 2 = —g(x - 1).

10.36 Como x > 0, podemos escrever In y = /x In(x? + 1) — 3In x. Assim,

x3

, In(x2+1)+2x\/§ 3 _(x2+1)\/§
a 24/x 2+1 x) Y7 )

A hipdtese garante a existéncia de y/x e de In x e torna y > 0.
10.37 Para x # +1, a regra da cadeia fornece

iarct( 2x )— 2
dx & 1—x2)  1+4x2°

A identidade da tangente dupla leva localmente 8 mesma derivada, mas a funcéo arctg
escolhe valores em um intervalo restrito; por isso néo se pode substituir globalmente
a expressao por 2 arctg x sem constantes por trechos.
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10.38 De V = 47r3/3, obtemos r’ = 30/(4nr?). Como S = 47r?, S’ = 8xrr’. Em
r=5cm, S’ = 12cm?/s.

10.39 L(x) = 2 + (x — 8)/12, logo /8,12 = L(8,12) = 2,01.

10.40 V’(t) = 1,2senh(0,3t)V/s. Em t = 2s, a voltagem aumenta a taxa
1,2 senh(0,6) = 0,764V /s.

10.41 De x? + y? = 64, segue xx’ + yy’ = 0. Quando x = 3, y = /55 e

3(0,4) 1,2
=t = -~ —0,162m/s.
/55 NEE

A altura diminui.

11.1 1. Sim. Pelo Teorema de Weierstrass, a continuidade no intervalo fechado e
limitado garante que a funcéo atinja seus valores maximo e minimo.

2. Compare f(a), f(b) e os valores de f em todos os pontos criticos interiores. Pelo
Teorema de Fermat, nenhum extremo interior pode ficar fora desse conjunto. Se
houver infinitos pontos criticos, a comparagdo deve abranger esse conjunto in-
teiro; o teorema ndo garante uma lista finita de candidatos.

11.2 1. f/(x) = 2x(x* + 2x? + 4)/(x? + 1)?. Maximo 252/17 em x = —4 e x = 4;
minimo —4 em x = 0.

2. f'(x) = (4 — 2x%)/V4 — x2 no interior do dominio. Compare f(—1) = —/3,
f(V2) = 2 e f(2) = 0: 0 maximo é 2 em x = v/2, e 0 minimo é —/3 em x = —1.

3. f'(x) = e *(1 —x). Méximo 1/e em x = 1; minimo 0 em x = 0.

4. f'(x) = (1 - Inx)/x? Maximo 1/e em x = e; minimo 0 em x = 1.

11.3 Como f’(x) = 101x!%° +51x°° +1 > 0 para todo x € R, a funcio é estritamente
crescente. Cada ponto tem valores menores a esquerda e maiores a direita, de modo
que nao ha extremos locais.

11.4 Em cada item, comparam-se os valores nos extremos do intervalo e nos pontos
criticos interiores.

1. f/(x) = 4x(x? — 2). Maximo 47 em x = —3; minimo —2 em x = +/2.

2. g’(x) =1/(x +1)? > 0. Maximo 2/3 em x = 2; minimo 1/2 em x = 1.
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3. W (x) = —x/V9 — x2. Maximo 3 em x = 0; minimo /5 em x = 2.
4. f’(t) = cost — sent. Maximo V2emt = /4; minimo 1 em ¢t = 0.

5. f/(x) = 1 —3/x. Minimo 3 —3In3 em x = 3. O maximo é 1 em x = 1, pois
f(4)=4-3In4<1.

11.5 1. Uma condicio suficiente é que existam a < ¢ < d < b tais que todos os
valores de f fora de [c, d] fiquem entre o minimo e o0 maximo de f em [c,d]. Wei-
erstrass garante esses dois extremos em [c,d], e a condicdo os torna globais em
(a,b). Em particular, isso ocorre se f for constante fora de [c,d], com valores ja
assumidos nesse intervalo. A continuidade em (a, b), sozinha, ndo basta: f(x) = x
nao atinge nenhum dos extremos nesse intervalo.

11.6 1. A imagem é (1, 0); ndo hd maximo nem minimo.
2. Minimo 3 em x = 0, pois 9 + x? > 9. Nao h4 méaximo.

3. Néo ha extremos globais: h(x) — +oc0 quando x — 40 e h(x) — —oo quando

X — —00,

4. k’(x) = 1/x — 1. Maximo —1 em x = 1. Nao ha minimo, pois k(x) - —co quando

x — 07 oux — oo

5. Como x — x% = 1/4 — (x — 1/2)?, 0 minimo é 4 em x = 1/2. Nio ha maximo, pois
a funcéo tende a +oo nas duas extremidades.

11.7 Minimizar a distancia equivale a minimizar seu quadrado. Usando y? = x? + 4,
d?=(x-2%+y>=2(x—1?+6.

O minimo ocorre em x = 1, para o qual y = ++/5. Portanto, os pontos sio (1,+/5) e
(1, —/5), ambos a distancia v/6 de (2, 0).

11.8 A area maxima é 2ab, atingida pelo retangulo de vértices (+a/+/2, +b/+/2), com
lados v/2a e v/2b. Para justificar que nenhuma orientacio da area maior, aplique a
transformacao (x, y) — (x/a, y/b). O retangulo transforma-se em um paralelogramo
inscrito no circulo unitario, e sua area é dividida por ab. Todo paralelogramo inscrito
em um circulo é um retdngulo: angulos opostos sdo iguais e suplementares. Se os
lados do retangulo transformado sio u, v, sua diagonal mede 2, logo u? + v> = 4 e
uv < 2. Assim, a area original é no maximo 2ab, como desejado.

11.9 A funcio é continua em [1, 3] e diferenciavel em (1, 3). Como

f&) - f) _

4 '(c) = 2
- e f'(c) =2

temos ¢ = 2.
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11.10 Se a # b, o teorema fornece um ponto c entre a e b tal que senb — sena =
cosc (b — a). Tomando mddulos e usando | cosc| < 1, obtemos a desigualdade. Para
a = b, ela é imediata.

11.11 Nao. Embora f seja continua em [—1, 1], ela ndo é diferenciavel em 0, que
pertence ao interior do intervalo.

11.12 A derivada é 10x* + 3x2 + 2 > 0 em toda a reta. Pelo Teorema do Valor Médio,
a funcéo € estritamente crescente em R.

11.13 O dominio é (0,) e f’(x) = (1 —Inx)/x%. Portanto, f é crescente em (0,e] e
decrescente em [e, ).

11.14 Como f’(x) = —xe *"/ 2. a funcdo é crescente em (—co,0] e decrescente em
[O’ oo)'

11.15 Usamos 1 e | para indicar crescimento e decrescimento, respectivamente. In-
tervalos separados sdo considerados individualmente. Os intervalos sdo abertos nos
pontos criticos para facilitar a leitura; quando esses pontos pertencem ao dominio,
podem ser incluidos por continuidade. Salvo indicagdo em contrario, o dominio é R.

1. f” = 2x — 3. Critico 3/2, minimo de valor 11/4; | em (—c0,3/2) e T em (3/2, ).

2. f’ = —senx. Parak € Z, 2kr é méaximo de valor 1, e (2k + 1) é minimo de valor
—1. Ha crescimento em ((2k — 1)r, 2kr) e decrescimento em (2krm, (2k + 1)7).

3. Dominio R\ {7/2+kr : k € Z}. Como f’ = sec? x > 0, a funcio cresce em cada
intervalo (= /2 + krr, /2 + k) e ndo tem pontos criticos.

4. f" = (x —1)(3x — 7). Maximo local em 1, de valor 2, e minimo local em 7/3, de
valor 22/27. Ha crescimento em (—o0,1) e (7/3, ) e decrescimento em (1,7/3).

5 f/ =6x%>—2x+1=6(x—1/6)*+5/6 > 0. Crescente em toda a reta, sem pontos
criticos.

6. Escrevar = /5/2. Como [’ = 2x(2x% — 5), ha minimos em +r, de valor —9/4, e
maximo local em 0, de valor 4. A funcio decresce em (—oo, —r) e (0,7) e cresce em
(=r,0) e (r, ).

7. ' = —2x/(x* +1)%. Maximo em 0, de valor 1; crescente em (—0, 0) e decrescente
em (0, ).

8. f’ = 2x+2. Minimo em —1, de valor —4; decrescente em (—oo, —1) e crescente em
(_1’ OO)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

f’ = 3x(x + 2). Maximo local em —2, de valor 7, e minimo local em 0, de valor 3.

Crescente em (—o0, —2) e (0, ); decrescente em (—2,0).

' = —2(x —1)/((x — 1)? + 1)?. Maximo em 1, de valor 1; crescente em (—co,1) e
decrescente em (1, ).

Dominio R \ {~1,1}. Como f’ = 6x/(x? — 1), ha minimo local em 0, de valor 4.

Decrescente em (—o0, —1) e (—1,0); crescente em (0, 1) e (1, c0).

Dominio R \ {~2,4}. Como f’ = —(x? + 8)/(x? — 2x — 8)? < 0, decresce em cada
um dos trés componentes do dominio, sem pontos criticos.

Dominio R \ {0}. Para x # 0,2, f* = (6 — x)/(3x?3/x — 2). O ponto 2 é critico
por néo diferenciabilidade e é minimo local de valor 0; 6 ¢ maximo local de valor
VE/& Decresce em (—0,0), (0, 2) e (6, ); cresce em (2, 6).

Dominio (—z, 7) e f” = cos(2x). Maximos em —37 /4 e 7 /4, de valor 1/2; minimos
em —r/4 e 37 /4, de valor —1/2. Cresce em (-, =37 /4), (—n/4,7/4) e (37 /4, 7);
decresce em (=37 /4,—n/4) e (/4,37 /4).

11.16 Um exemplo continuo em [0, 4] é

As derivadas sdo 2x, 4 — 2x e 8 — 2x nos trés trechos. As derivadas segundas sdo,

x2, 0<x<1,
f(x)=92-(x—2), 1<x<3,
2—(x—4)? 3<x<4.

respectivamente, 2, —2 e —2. A mudanca de decrescimento para crescimento em 3

produz um minimo com quina, compativel com as condi¢des do enunciado.

2,5

—0,2 4

11.17 Como f”(x) = 12x?+12x+2c = 12(x+1/2)?+2c—3, temos f” > 0 em toda a
reta se, e somente se, ¢ > 3/2. Esse é o conjunto pedido com a convencéo néo estrita

de concavidade. Para ¢ < 3/2, a derivada segunda é negativa em uma vizinhanca de

—1/2, excluindo a convexidade global.

11.18 Temos f(x) = —x? para x < 0 e f(x) = x? para x > 0. Logo, f” = -2 a
esquerda e f” = 2 a direita, e a continuidade na origem garante a inflexdo. Além
disso, f’(x) = 2|x| em toda a reta; os limites laterais de [ f’(h) — f’(0)]/h sdo —2 e 2.
Portanto, f”(0) ndo existe.
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11.19 Niao. Escolha 0 < a < b. Como f é estritamente crescente, m = (f(b) —
f(a))/(b —a) > 0. Pela convexidade, para x > b,

JOJO 5 4> fB) +mlx—b).

x—b -

O lado direito tende a +oo, 0 que impede uma assintota horizontal.

11.20 Sim. A funcgdo f(x) = 1 — e ¥ satisfaz f* > 0, f” < 0 em (0,00) e
lim, o f(x) = 1.

11.21 A seguir, C; indica intervalos de concavidade para cima e C|, para baixo. Cada
intervalo é considerado separadamente; os extremos finitos podem ser incluidos
quando pertencem ao dominio. Indicamos os pontos de inflexao por suas duas coor-
denadas.

1. f” =2.C; : R; sem inflexdes.

2. f” =-2.C, : R; sem inflexdes.

3. f” =6x.C : (=0,0); C; : (0, 00); inflexdo (0, 1).

4. f"=12x-6.C : (—00,1/2); Gy (1/2, 00); inflexdo (1/2,9).

5. f” =x(3x+2). Cy : (—=00,-2/3) e (0,00); C; : (=2/3,0). Inflexdes (—2/3,347/81)
e (0,3).

6. Ponhar, = (2++7)/3. Como f” = —12(3x*>—4x—1), Cy ot (rm,rp)eCy ot (—oo,1)
e (ry, ). Inflexdes (r_, (=13 + 80v7)/27) e (ry, (=13 — 80v/7)/27).

7. f” =12(x — 1)2 > 0. C; ¢ R; nédo ha inflexdo em 1, pois a concavidade ndo muda.

8. f” =2(3x* - 1)/(x* + 1)%. Comr = 1/4/3, C; : (—o0,—r) e (r,00); C : (-r,7).
Inflexdes (+r,3/4).

9. f” =2x(x* +3)/(x* = 1)*. C; : (=1,0) e (1,00); C} : (—e0,—1) e (0,1). A tnica
inflexdo é (0, 0); +1 ndo pertencem ao dominio.

10. f” = —senx —cosx. Cy : (—m,—n/4) e 3n/4,7); C| : (—m/4,37/4). Inflexdes
(—m/4,0) e (31/4,0).
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11.

12.

13.

f” = €e¥(x? + 4x + 2). Comry = —2 =2, Cy i (moo,r ) e (ry,0); Cp = (ro,ry).

Inflexdes (ry, rZe’).

Dominio (0,0) e f” = 2Inx +3. C| : (0,e73/2), G (e73/2,c0). Inflexdo
(e7%/2,-3/(2¢%)).

7 = (4x? — 2)e_x2. Comr = 1/+/2, Cy : (=o0,—r) e (r,0); C : (—r,r). Inflexdes
(%r, e_l/z).

11.22 As derivadas segundas sdo as calculadas no exercicio anterior.

1.

10.

11.

12.

13.

f = 2(x — 1). Minimo em 1, de valor 0, pois f”(1) = 2.
f’ = —2x — 5. Maximo em —5/2, de valor 53/4, pois f” = —2.

= 3x2 — 1. Méaximo local em —l/x/g, de valor 1 + 2/(3J§); minimo local em

1/4/3, de valor 1 — 2/(3+/3).

' =6x?—6x+9=6(x—1/2)?+15/2 > 0. Nao ha pontos criticos nem extremos
relativos.

f' = (x — 1)(x? + 2x + 2). Unico critico 1, minimo de valor 19/12, pois f”(1) = 5.

. 7 =—12(x + 1)(x — 1)(x — 2). Maximos locais em —1 e 2, de valores 21 e —6, pois

f7(-1) = =72 e f”(2) = —36. Minimo local em 1, de valor —11, pois f”(1) = 24.

f’ = 4(x—1)*. O teste da segunda derivada ¢ inconclusivo em 1, mas f = (x—1)* >
0 mostra que esse ponto é minimo, de valor 0.

f' = —2x/(x? + 1)2. Maximo em 0, de valor 1, pois f”(0) = —2.

. f" = —=(x* +1)/(x* — 1)? < 0 em seu dominio. Nio ha pontos criticos.

f’ = cosx — sen x. Maximo em 7 /4, de valor V2, e minimo em —37/4, de valor

—2.

f’ = ex(x+2). Méximo local em —2, de valor 4/¢?, pois f”(—2) = —2/e?; minimo
em 0, de valor 0, pois f”(0) = 2.

f’ = x(2Inx + 1). Unico critico ¢~1/2 minimo de valor —1 /(2e), pois a derivada
segunda vale 2 nesse ponto.

f= —2xe~*. Maximo em 0, de valor 1, pois f”(0) = —2.

11.23 1. A substituicio direta fornece H(K) = K?/(2K?) = 1/2.
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2. Como o denominador ¢ positivo, H” muda de sinal em x = K/+/3. O ponto de

(52

3. Na curva de Boltzmann, meia-ativacio e inflexdo coincidem. Para esta equagéo

inflexdo é

de Hill, a meia-resposta ocorre em x = K, depois do ponto de inflexao.

11.24 1. 2.

10. 1.
11. oo.
12. 0.
13. 0.
14. 0.

15. oo.

No item 2 basta substituir x = 1: o denominador tende a —2, de modo que nio
ha indeterminacdo. No item 7, a € R. Nos itens 9, 10 e 12, tome o logaritmo da
expressio positiva antes de passar ao limite. No item 11, o numerador tende a 1 e o
denominador a 0 por valores positivos; L’Hopital ndo é necessaria.

11.25 1. 3.
2. =2,
3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

SE

[SSH I V)

SR

N | =

—2.

0. Assim, (nIlnn)/n? — 0: assintoticamente, o crescimento nInn é desprezivel em

comparagéo com nz.
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25. oo,

26. 0.

11.26 1. 0.

10. 1.

11. 1.

12. 1.

13. 2.

14.

N | =

15. —oo.
16. 1.
17. 0.
18. 3.

19. oo.

No item 6, a aproximacao ¢ pela esquerda de 1, onde 1 — x > 0 e a poténcia real esta

definida.
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11.27 Como

x?+1 2
=x+1+—0i),
x—1 x—1
x = 1 ¢é assintota vertical e y = x + 1 é assintota obliqua tanto em +co quanto em

—00,
11.28 Temos lim, o g(x) = 1 e lim,_, . g(x) = —1. Portanto, y = 1 é assintota
horizontal a direita e y = —1 é assintota horizontal a esquerda.

11.29 Na descrigdo abaixo, 1 e | indicam crescimento e decrescimento; Cy e C| in-
dicam concavidade para cima e para baixo. Intervalos separados sao considerados
individualmente. Podemos incluir por continuidade os extremos finitos que perten-
cem ao dominio. Quando uma inflexdo é indicada apenas pela abscissa r, o ponto do
grafico é (r, f(r)). Salvo indicagdo em contrario, o dominio é R e nao ha assintotas.

1. f= 3x2 —4x+4 > 0: crescente em toda a reta, sem extremos. Como 7 =6x—4,
C i (=0,2/3) e C; : (2/3,00); inflexdo (2/3,83/27).

2. = —=(x—3)(3x—1): decresce em (—o0,1/3) e (3, ), cresce em (1/3,3). Minimo
local em 1/3, de valor 41/27; méaximo local em 3, de valor 11. Como f” = 10— 6x,
Cp : (=00,5/3) e C| : (5/3,00); inflexdo (5/3,169/27).

3. f = (x+1)3 cresce em toda a reta. O critico —1 ¢ inflexéio estacionéria, com valor
0, e ndo é extremo. C| : (—00,—1); Cy : (—1,00).

4. f/ = (x —1)(3x + 1). Cresce em (—00,—1/3) e (1,00) e decresce em (—1/3,1).
Maximo local 32/27 em —1/3 e minimo local 0 em 1. Como f” = 6x —2,C| :
(=0,1/3) e C; : (1/3,00); inflexdo (1/3,16/27).

5. Dominio (2,00). f’ = In(x — 2) + 1: decresce até 2 + ¢!

minimo —e~!. Como f” =1/(x—2)> 0, é convexa em todo o dominio e ndo tem

e cresce depois, com
inflexdes. O limite em 2% é 0, sem assintota vertical; o ponto (2, 0) é aberto.

6. Dominio (2,00). f’ = (x—2)(2In(x—2)+1): decresce até 2 +e /2 e cresce depois,
com minimo —1/(2e). f” = 2In(x—2)+3: C| : (2,2 +e3/2)e G (2 +e3/2 o),
Inflexdo (2 + e73/2, —3/(2¢%)); limite 0 em 2.

7. Dominio R\{0}. f’ = 8/x3: decresce em (—0, 0) e cresce em (0, ©), sem extremos.
Como f” = —24/x4 < 0, é cbdncava para baixo em cada ramo, sem inflexdes.
Assintotas x =0e y = 1.

8. Dominio R \ {2, 4}. Como

B 2(x% = 5x +7)

F= e <"

decresce em cada componente e ndo tem extremos. Sejar = (5 + ‘V_ - ;{/5)/2,
a unica raiz de 2x3 — 15x? + 42x — 44, situada em (2,4). A derivada segunda é
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

duas vezes esse polindmio dividida por (x — 2)3(x — 4)3. Logo, Cy 1 (2,r) e (4,00);
C| : (=0,2) e (r,4). A tinica inflexdo é (r, f(r)). Assintotas x =2, x =4ey = 1.

Dominio R \ {2,4}. Como f’ = —2(x — 1)(2x — 5)/((x — 2)*(x — 4)?), decresce
em (—o0,1), (5/2,4) e (4,0), e cresce em (1,2) e (2,5/2). Minimo local 0 em 1
e maximo local —3 em 5/2. Seja r = (7 — 33/3 — /9)/4, a tnica raiz real de
4x% — 21x% +30x — 4. Temosr < 1e

- 2(4x3 — 21x% + 30x — 4)
o (x—23(x—4)3

Portanto, Cy : (r,2) e (4,00); C| : (—oo,r) e (2,4). A tnica inflexdo é (r, f(r)).

Assintotas x =2, x =4ey =1

Dominio [—1,00). f’ = (3x + 2)/(2Jx + 1): decresce em (—1,—2/3) e cresce em
(—=2/3, 00), com minimo —2/(3v/3) em —2/3. O extremo do dominio —1 é maximo
local relativo ao dominio, de valor 0. Como f” = (3x +4)/(4(x + 1%/2)>0 para
x > —1, a func¢do é convexa, sem inflexdes.

f’ = e*x(x + 2): cresce em (—oo,—2) e (0, 00) e decresce em (—2,0). Maximo local
4/e* em —2 e minimo global 0 em 0. Com r, = —2 * /2, temos Cy : (—oo,r_)
e (ry,0)eC ¢ (r_,ry). Inflexdes (ry,r2e’+). Assintota y = 0 apenas quando

X — —00,

Dominio [—r,7]. Cresce em (—m,—37/4), (—n/4,7/4) e (37/4,7); decresce
nos dois intervalos restantes. Maximos 1/2 em —37 /4,7 /4 e minimos —1/2 em
— /4,37 /4. Relativamente ao dominio fechado, —z também é minimo local e
m é maximo local, ambos de valor 0. Como f” = —2sen(2x), C; : (-m/2,0) e
(r/2,m)eC| : (—m,—m/2) e (0,7/2). Inflexdes em —/2,0, /2, de ordenada 0.

f’ =2/(33 x — 3) para x # 3. Decresce até 3 e cresce depois; minimo global 2 no
ponto nao diferenciavel 3. A derivada segunda é negativa nos dois lados: concava
para baixo em (—o0, 3) e (3, ), sem inflexao.

f' = 6x(x? — 1) decresce em (—0,0) e cresce em (0,0). Minimo global —1
em 0; os criticos +1 nao sio extremos. Como f” = 6(x* — 1)(5x% — 1), Cy
(=00, 1), (=1/4/5,1//5) e (1, 00); C, : (=1,-1/4/5) e (1/4/5,1). Inflexdes (+1,0)
e (+1/+/5,-64/125).

f = 2/{/9_(—1 para x # 0. Decresce em (—0, 0) e (8, ), e cresce em (0, 8). Minimo
local 0 em 0 e maximo local 4 em 8. Como f” = —2/(3x*3) < 0, é concava para
baixo em cada lado de 0, sem inflexdes.

Dominio [—2,00). f/ = 3Vx + 2/2 > 0 para x > —2: crescente, com minimo global
1 no extremo —2. Como f” =3/(4vx + 2) > 0, é convexa, sem inflexdes.

Esbocos dos itens, na mesma ordem do enunciado.
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Item 5
36

Item 2
y
13
—0,5 x
4

-1

Item 4

y
3,5

Item 6
3
2 X
—~—— 4
03
Item 8
y
5 | |
| |
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1 1
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T \ \ | |
L ¥
Item 10
y
3,7
L X
. 2
~0.6
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Item 11 Item 12
y y
3 07
/‘\ 1,
-3,1 \jl
-6 X —0,7
—0,15
Item 13 Item 14
y y
45 2,6
x
-{7 17
x
1555 A —14
Item 15 Item 16
y y
6 10
. /
2 12
A

Respostas dos exercicios

oo

11.30 Os esbogos ao final usam as informacdes abaixo. As abreviacdes Cy e C| tém o
mesmo sentido do exercicio anterior. Cada intervalo é considerado separadamente;
k € Z nas féormulas periodicas.

. f/=1-senx > 0 e s6 se anula em pontos isolados, portanto f cresce em toda a
reta, sem extremos. f” = —cosx: C4 : (/2 + 2km,3m/2+ 2km) e C| : (—m/2 +
2km, /2 + 2krn). Inflexdes (/2 + kr, w /2 + krr). Nao hé assintota obliqua: f(x)—
X = cos x ndo possui limite no infinito.

. Dominio R. Para x # 0, f’ = 4(x + 1)/(3x2/3). Decresce até —1 e cresce depois,
com minimo global —3. O critico 0 nio é extremo. Como f” = 4(x —2)/ (9x5/3),
G+ (=0,0) e (2,00); C; : (0,2). Inflexdes (0,0) e (2,6{/5). Zeros —4 e 0; sem
assintotas.

. Dominio R, fungéo par. f’ = 4x3/(x*+27): decresce até 0 e cresce depois; minimo
In 27. Como
- 4x?(81 — x*)

(x*+27)%°
temos Cy : (=3,3)eC} : (—o0,—-3) e (3,0). Inflexdes (+3,In 108); 0 ndo é inflexdo.
Sem assintotas.

615



Funcdes de uma Variavel / Respostas dos exercicios

10.

11.

Dominio (0,e). f* = —1/[x(1 —Inx)] < 0: decrescente, sem extremos. Como
f” = —Inx/[x*(1 — Inx)?], Cy : (0,1) e C, = (1,e); inflexdo (1,0). Assintotas
x =0 e x = e, com limites +00 e —co, respectivamente.

Dominio R \ {—1}. A fungéo cresce em cada ramo, pois [’ = eil/(’”l)/(x +1)2 >
0. Como f” = —(2x + De VD /(x 4+ 1)4, G+ (=o0,—-1) e (-1,-1/2); C| :
(—1/2, 0). Inflexiio (—1/2,e2). Assintotas y = 1 nas duas extremidades e x = —1
pelo lado esquerdo; pelo lado direito, o limite em —1 é 0.

Dominio R \ {kz/2 : k € Z}; periodo n. Temos f’ = 4/sen(2x): cresce
em (kr,kr + n/2) e decresce em (kx — 7/2,kn), sem extremos. Como f” =
—8 cos(2x)/ sen?(2x), em cada periodo Cy : (km,km+ 7 /4) e (krr + 37 /4, km + 7);
C : (kr+ /4 km + 7/2) e (kx + m/2,km + 3m/4). Inflexdes (/4 + kr/2,0).
Assintotas verticais em todos os pontos excluidos; limite —co em kz e +o0 em
/2 + k.

Dominio R \ {~3,3}. Ponhar, = 1 ++/10. Como f’ = e*(x*> — 2x — 9)/(x? — 9)?,
cresce em (—oo0, —3), (—=3,r_) e (r, ), e decresce em (r_, 3) e (3,7, ). Maximo local
em r_ e minimo local em r,, com valores €= /(2r,.). Além disso,

B e"((x2 —2x —9)% +2x% + 18)

f// — (x2 — 9)3

Portanto, C; : (—00,—3) e (3,0); C| : (—3,3); sem inflexdes. Assintotas x = £3 e
y = 0 apenas em —oo.

. Dominio (-r/2,7/2), funcio par. f’ = tgx + xsec®x tem o sinal de x, logo

h4 minimo global 0 em 0. Como f” = 2sec? x(1 + xtgx) > 0, é convexa, sem
inflexdes. Assintotas x = +7/2, com limites +co.

COSX sen x: decresce em (2km, (2k +

Dominio R, funcéo par de periodo 27. f’ = —e
1)) e cresce em ((2k — 1), 2krr). Maximos e em 2k7 e minimos e~ ! em (2k + 1)7.
Escreva a = arccos((+/5 — 1)/2). Como f” = e°S*(sen? x — cos x), C, : (2km -
a,2km+a)eCy 1 (2kr +a,2(k+ 1)1 — ). Inflexdes em 2kr + e, de valor e(5-1/2,

Sem assintotas.

Dominio (—27,0) U (0,27), funcio par. f’ = —senx/(1 — cosx)?: cresce em
(—m,0) e (,2) e decresce em (=27, —) e (0,7r). Minimos 1/2 em +x. Como
f” =(2+cosx)/(1—cosx)? > 0, é convexa em cada componente, sem inflexdes.
Assintotas x = —27, 0, 27r, com limites +oo pelos lados do dominio.

Dominio R, fung¢éo impar. Para ¢t # +2,

5t2 — 12 P = 2t(5t% — 36)
@ - 47 A 27

Ponha r = \/12/5 e s = 6/+/5. Cresce em (—oo, —r) e (r, ®), inclusive através das
tangentes verticais em +2, e decresce em (—r,r). Maximo local r}/8/5 em —r e
minimo local —r3/8/5 em r. Temos C; : (—s,—2), (0,2) e (s,0); C| : (—o0,—s),

f®)=
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(—2,0) e (2,5). Inflexdes em —s,—2,0, 2, s, com ordenadas dadas por f; nos pontos
+2 a continuidade e a mudanca de concavidade bastam, embora a derivada nio
exista. Zeros —2, 0, 2; sem assintotas.

Esbocos dos itens, na mesma ordem do enunciado.

Item 1

7.5

—4

-63 0 6.3

Item 2

2,7
—4
Item 6
y
‘ 4
| | |
l l l
| I I
| | | X
31 } } 51
| | |
l l l
| 1 1
| | _4 |
Item 8
y
5
|
|
|
|
|
|
|
l
} x
16 1.6
-0,3
Item 10
y
|
|
|
|
|
|
|
|
l
| X
63 0 5.3
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Item 11

y
6

11.31 1. Seb # 0 ea # 0, o tnico ponto critico é 0, com valor a/bz, e as inflexdes sdo
(bl /3, 3a/(4b?)). Isso segue de f’ = —2ax/(x? +b*)* e f” = 2a(3x* —b?)/(x* +
b2)3. Seb =0ea +# 0,0 dominio exclui 0, e ndo ha pontos criticos nem inflexdes.
Se a = 0, a funcdo é constante em seu dominio: todo ponto do dominio é critico e
nao ha inflexdes; quando também b = 0, o ponto 0 continua excluido.

2. Se a # 0, os criticos sdo x = (/2 + kxr — b)/a, com valores (—1)¥, e as inflexdes
sdo ((kxr — b)/a,0), k € Z. Se a = 0, a funcédo é constante: todos os pontos sdao
criticos e nao ha inflexdes.

3. f/=2x—a—be f” = 2. Otnico critico é (a+b)/2, minimo de valor —(a — b)?/4;
nio ha inflexdes.

11.32 Se os lados sdo x e y, entdo 2x + 2y = 100, isto é, y = 50 — x. Logo,
A(x) = x(50 — x), 0 < x <50.

Como A’(x) = 50 — 2x, o Gnico ponto critico interior é x = 25. Comparando com
os extremos, A(0) = A(50) = 0 e A(25) = 625. Portanto, o cercado 6timo é um
quadrado de lado 25 m, com 4rea 625 m?.

11.33 Se os lados sdo u, v, a diagonal mede 2, logo u? +v% = 4. Assim, uv < (u2 +
v?)/2 = 2, com igualdade quando u = v = /2. O retangulo 6timo é um quadrado de
lado V2 e 4rea 2.

11.34 Se os catetos sio u,v > 0, temos u? +v2 = 1le A = uv/2 < (u? +v?)/4 = 1/4.
A igualdade ocorre no tridngulo retangulo isésceles, com catetos 1/+/2.

11.35 Suponha custo constante por unidade de area e V. > 0. A 4rea de metal é
A = 7r? + 27rh e o volume impde h = V/(nr?). Logo, A(r) = nr? + 2V /re A’(r) =
27mr — 2V /r?. A funcio decresce até r = (V/x)!/3 e cresce depois. Portanto, r = h =
w/ 7)1/3, em centimetros.

11.36 Na construgdo indicada, a altura é x, e os lados da base medem 6 — x e 12 — 2x,
em centimetros. Assim,

V(x) = x(6 — x)(12 — 2x) = 2x(6 — x)?, 0< x <6.

Como V’(x) = 6(x — 2)(x — 6), o volume cresce até x = 2 e decresce de 2 a 6. O
maximo é 64 cm3, obtido com altura 2 cm e base 4 cm x 8 cm.
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11.37 Durante o intervalo At, o soldado que ainda estava no primeiro terreno per-
corre
BC = VlAt,

enquanto o que ja entrou no segundo percorre
AD = VzAt.

Como a direcdo de marcha é perpendicular a frente da fileira, os tridngulos ABC e
ACD s#o retangulos. A geometria fornece
BC V1 At

senf; = =

b AD _ VzAt
AC  AC’

sen@zzﬁ— i

Eliminando AC e At, obtemos

senf;  sen0,

V1 V2

Se v, < vy, entdo sen 0, < sen 6 e, para angulos entre 0 e 77/2, temos 0, < 0;: a fileira
gira em direcdo a normal. E exatamente a mesma relacio geométrica que apareceu
na lei de Snell.

11.38 Temos
2vg

R(0) = cos(20).
8

O tnico ponto critico interior é § = /4. Como o alcance é zero nos dois extremos e
positivo no interior, esse ponto fornece 0 maximo: R,y = vg /8.

11.39 Como G’(P) = r(1 — 2P/K) e G”(P) = —2r/K < 0, o maximo ocorre em
P =K/2. Seu valor é¢ G(K/2) = rK /4.

11.40 Ponha s = /1 + F,/a. Da relacio dada,

Fy — av v(bFy — av)

F(v):bv+b , P(v) = , ogvgbﬂ.

v+b a

A derivada tem o mesmo sinal de b®F, — av® — 2abv. Seu tinico zero positivo é
v, = b(s—1).

A poténcia cresce antes e decresce depois desse ponto. Substituindo na relacao de
Hill, obtemos
F.=a(s—1), Prax = ab(s — 1)2.

11.41 Temos B
J/(d) = 2Ad — E51—3'/2.

(5

Como J”(d) = 2A+ (?)B/4)d_5/2 > 0 parad > 0, esse ponto é o unico minimo global.

Logo, o tinico ponto critico é
2/5
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hZ
1142 1. h=x—-1: P, =h—?.

hz
2. h:x:P2:1+h+?

3h:x:P2:h
2
4h=x:P2:1—%.
S.I’l:.X'ZPz:h.
hZ

6. h=x:P2=1+?.

2
7. h=x—1:P=1+10_1
3 9

h h?
8. h=x—4:Py=2+-——.
4 64

9. h=x:P,=1+h°.

11.43 Usamos os centros do exercicio anterior e a estimativa |E(x)| < M|x — al?/6,
demonstrada adiante no teorema do resto de Lagrange.

1. In(1,2) = 0,18. Como f™(t) = 2/t < 2 em[1,1,2],0 < E, < 1/375 ~ 0,002667.

2. V38 = 2—0,2/4—0,22/64 = 1,949375. Como f”(t) = 3/(8t>/%), temos |E,| <
0,0005/(3,8)%/% < 0,0000178.

3. sen(0,1) = 0,1, com |E,| < 0,13/6 = 1/6000.
4. sen(7/25) = 1/25 = 0,1256637, com |E,| < 73 /93750 < 0,000331.

5. %903 ~ 140,003 + 0,0032/2 = 1,0030045, com 0 < E, < ¢%993(0,003)3/6 <
4,514 -107°.
h? h? ht h®

1144 1. h=x—-1:Ps=h——+— ——+ —.
2 3 4 5

R K Rt
2.h:x:P5:1+h+?+?+—+—

24 120
h3 h
3. h=x:Ps=h——+ —.
6 120
h? ht
4 h=x:Ps=1——+ —.
2 24
K3 h

5. h=x:Ps=h+—+—.
6 120
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2 4
6. h=x:P5:1+h—+h—.
2 24

h ht 3K

7. h:X—12P5:1+h—h2+?+?—T.

h K h? 5h* 7
8 h=x—4P=2+-——+———+ ——.
4 64 512 16384 131072

5

9. Ps(x) = Z (Z)xk, com (g) =1.

k=0

No item 7, o indice da raiz é a propria variavel: i/; = xl/% para x > 0. No item 9, os
coeficientes também podem ser escritos como (Z) =ala—1)-(a —k+1)/k! para
k>1.

11.45 S0 necessarios nove termos, de 1/0! até 1/8!. O resto satisfaz 0 < Eg(1) <
3/9! < 107°. Oito termos nio bastam, pois E;(1) > 1/8! > 107°; somas anteriores
tém erro ainda maior, porque todos os termos omitidos séo positivos.

11.46 O polindmio de ordem 7 coincide com o de ordem 6:

2 x4 x6

X
Px)=1- 42 X
7(%) 2 T 24 720

Como |f(8)| = |cos| < 1, 0 erro em 1 é no maximo 1/8! < 10~%. Portanto,

389
cosl = P;(1) = — = 0,5402778.
720

11.47 Temos Py(x) = 1—2x%+(2/3)x* e cos(2x) = Py(x)+ E4(x), com E4(x)/x* — 0.
Logo,
1—cos(2x)

2 2 2 E4(.X')
= - — =Y — ——=
3x2 3 9

2

_) —.

3x2 3
11.48 f’ = 3(x + 1)(x — 3): a fungdo cresce em (—o0,—1) e (3,00) e decresce em
(—1,3). H4 méaximo local em (—1, 7) e minimo local em (3, —25). Como f” = 6(x—1),
a concavidade é para baixo em (—oo, 1) e para cima em (1, ), com inflexdo em (1, —9).

11.49 Os candidatos sédo x = 2 e os extremos 1/2 e 6. Como f(1/2) = 17/2, f(2) = 4
e f(6) = 20/3, o maximo absoluto é 17/2 em x = 1/2 e 0 minimo absoluto é 4 em
x = 2. O teorema dos extremos exige comparar também os extremos do intervalo

fechado.

11.50 Se a regido impressa mede x por y, entdo xy = 432 e a area do papel é
A(x) = (x + 6)(432/x + 8) = 480 + 8x + 2592/ x.

Seu minimo ocorre em x = 18 cm, quando y = 24cm. Logo, o papel deve medir
24 cm x 32 cm.
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11.51 L(q) = R(q) — C(q) = —0,4¢* + 102q — 900. O vértice ocorre em q = 127,5 e for-
nece Ly.x = R$5602,50. Se q precisar ser inteiro, 127 e 128 devem ser comparados;
ambos ddo R$ 5 602,40.

11.52 No primeiro limite, duas aplica¢des de L’Hopital dio lim 4¢?*/2 = 2. No se-
gundo, uma aplicacio fornece lim,_,, 2/y/x = 0.

11.53 T'(x) = 7e */*(1 —x/4), logo a temperatura maxima ocorre a 4 m do conector
e vale 20 + 28/e = 30,30 °C. Quando x — oo, T(x) — 20°C.

11.54 P,(x) = (x — 1) — (x — 1)?/2. Portanto, In(1,06) = 0,06 — 0,06%/2 = 0,0582.
11.55 £(0) =0, f/(0) =0, ”(0) = 2 e f3)(0) = —6. Assim, P;(x) = x2 — x°.

11.56 Se x; < Xy, o Teorema do Valor Médio fornece ¢ € (x1,x,) tal que f(x;) —
f(x1) = f/(e)(xy — x1) > 0. Logo, f(x;) > f(x1) e dois pontos distintos ndo podem
ter a mesma imagem.

12.1 As formulas valem em cada intervalo do dominio real do integrando. A cons-
tante pode ser diferente em componentes distintos.

2
1. Z+cC.
2

3
2. 2x2 +x+C.

7

8. §x9/7 +senx + C.
1

9. Ze4x +C.

10. % sen(3x) + C.
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2 1
11. % + 265" + Esen(Zx) +C.

12. x — i sen(4x) — 7 cos(x/7) + C.
13. arcsenx + C.

14. arctgx + C.

3%

15. —
5ln3

16. %tg(Zx) el

17. % — -sen(2x) + C.

R

No item 3, a formula exibida requer n # —1 e x > 0 para expoente real arbitrario;
paran = —1, a resposta é In |x| + C, em cada lado de 0. Nos itens 7 e 8, as poténcias
com denominadores impares designam raizes reais; as formulas também valem para
x < 0 e estendem-se a 0. No item 17, usamos sen® x = (1 — cos 2x)/2.

12.2 1. (0,00).

2. 1/x, para x > 0.

3. (—0,0).

4. Pela regra da cadeia, (In(—x))” = (—1)/(—x) = 1/x, para x < 0.

5. Em cada um dos dois intervalos, [(1/x) dx = In|x| + C. Para descrever todas as
primitivas no dominio desconexo R \ {0}, podemos escolher constantes indepen-
dentes C_ para x < 0 e C, para x > 0.

12.3 1. Noitem 9, use u = 4x.
2. No item 10, use u = 3x.
3. No item 11, a parcela polinomial é direta; nas demais, use u = 5x e u = 2x.

4. No item 12, a constante integra diretamente; nas parcelas trigonomeétricas, use
u=4xeu=x/7.

5. No item 16, use u = 2x.

12.4 As féormulas valem em cada intervalo do dominio real do integrando. A cons-
tante pode ser diferente em componentes distintos.
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. (x* +3)7

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.
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+C.
7

(3x% + 2x — 4)°

3 +C.

(x? + 4)8 N
16

C.

(5x% + 21x + 2)°
5

+C.

(2x3 +5x% +1)8

+C.

cos(5 — 2x
¥+

C.
cotg(3 —x) + C.

1
) gln|5x+3|+C.

2
§V3X+1+C.

1

- +C.
6(x3 + 5)2

—V4—x2+C.

1

3 In|sec(3x) + tg(3x)| + C.
Ex9/2 - Exfs/2 +C.
9 5

e2V* 4 .

2
g\/x5 +3+C.

%(ln(Zx))2 +C.

2
S+ 5)3/2 — 10Jx + 5+ C.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

12.5 As féormulas valem em cada intervalo do dominio real do integrando. A cons-

Cotg3 x

+C.
3

Injx+8|+C
5
§1n|2x+9|+C.

2
COoS\Xx
_costr)

5 C.

1

?gf+@+c

—cotg(x) —x + C.

% sen3/%(x) + C.

1

3 sen’(x* 4+ 1) + C (substitua u = sen(x* + 1)).

% tg?(x?) + C (substitua u = tg(x?)).

1
g(x2 +1)%/2 —Jx2 4+ 1+ C (escreva x> = x[(x2 +1)— 1] antes de substituir).

tante pode ser diferente em componentes distintos.

) 164’(“ +C.
4

1 4

- +C.

4

le(x_z)2 +C.

2

x—3e *+C.
1 1

——e X 4 e 1 C,
2 4

52X
—_ +
2In5

23x
3In2

%(ln x)% +C.

625



Funcgdes de uma Variavel

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

) i(ln x4+ C.

g(lnx)2 +C.

%m ()| + C.

2
?+5x+21n|x|+C.

3

x
?+x2+x+3ln|x|+C.

x x?

——-—+x+C.
3

52
7+5x+6ln|x—2|+C.

x> —7x+19In|x + 2| + C.
In|x + 2|+ C.

x? —x +3In(x? + 2x + 4) + C.
41In(x? + 6x + 11) + C.

31n|3x% + 10x + 21| + C.

2
—x? +5x + 15In(x? — 5x + 10) + C.

3 arctg(g) +C.

X
4 arcsen(z) +C.

12 arcsen(i) +C
NG .

3 4
- arccos(—) +C.
|x|

7 5
- arccos(—) + C.
5 |x|

1
3 In(1 + %¥) + C (substitua u = 1 + e?¥).

Respostas dos exercicios
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1 1 .
28. In|xInx| + C (separe em — + —— antes de integrar).
x xlnx

12.6 As formulas valem em cada intervalo do dominio real do integrando. A cons-
tante pode ser diferente em componentes distintos.

1
1. 3 arcsen(3x?) + C.

[\

1 x?
-3 arctg(z) +C.

w

1 3
.= arctg(—x) +C.
2 2

1
4. arccos(—) +C.
3|x]

1 2x
5 = arcsen(—) +C.
2 5

1 —
6. 3 arctg(x?) +C.

x—2

7. 4arcsen< ) +C.

x—5

8.5 arcsen( ) +C.

7 x+4
9. —arctg| —— |+ C.
()

5 7 -2
10. 3 In(x? — 4x + 13) + 3 arctg(%) +C.

3 21 +4
11. ) In(x? + 8x + 41) + = arctg(xT) +C.

9 5 x—3
12. x + = In(x? — 6x + 15) + — arct (—>+C_
2 AR

x2

13. 5 - 81In(x? + 16) + C.

2

by 9 28 x+1
14. -~ 2x — 41In(x® + 2x + 10) + ?arctg

3

) el
1
15. -3 arctg(2 cos x) + C.

16.

(o))

1
> arctg(2 senx) + C.
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17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.
24.
25.

26.

12.7 Uma escolha natural é, respectivamente: u = 3dv = edx; u = x, dv

—secx +C.

5vx2 —4x—1+C.

Vx2 —8x + 10 + C.
1 4 : 4
1 arcsen(x*) + C (substitua u = x%).

3 4
x x*+1
— — x + 2arctg(x) + C (divida antes:

3 glx) ( x2+1

In|sen x|+ C.

In | cossec x — cotg x| + C.
L. 4

— +C.
7 Cos™x

In(1+€¥) +C.

1
~z cos(5x + 1) + C.

cos(2x)dx; eu =Inx, dv = dx.

12.8

=x?-1+

x2+1

J x cos(2x) dx = g sen(2x) + % cos(2x) + C.

12.9

12.10 As formulas valem em cada intervalo do dominio real do integrando. A cons-

szex dx = e¥(x? —2x +2) + C.

tante pode ser diferente em componentes distintos.

1.

[\

—xcosx +senx +C.

. —(x+1e*+C.

. —x%cosx + 2xsenx + 2cosx + C.

—x3 cosx + 3x%senx + 6xcosx — 6senx + C.

1,2
—e* +C.
26

).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

eX(x® - 3x% + 6x —6) + C.

1

—Z(Zx +1e X +C.

1

ger(z cosx +senx) +C.
1

Eezx(Z sen(3x) — 3 cos(3x)) +C.
1

Eesx(cos(Sx) + sen(5x)) + C.

1
> sen x + C.

xarcsenx +v1—x2 + C.

x arctg(2x) — % In(1 + 4x%) + C.

1 X
E(l + x?) arctg x — 2 +C.

xarcsenx + V1 —x2 + C.

x senh x — coshx + C.

x coshx —senhx + C.

X2 2

X
“mx-X e
2 T

2 2
x——2x lnx—x—+2x+C.
2 4

2 2
x“—1
ln(x—l)—x——£+C.
4 2

2 2
x? In(x?) — % +C.

3 3
x—lnx—x——i-C.
3 9

x((lnx)2 —2lnx+2) +C.

(x+ 1)((1n(x +1))2-2In(x+1) + 2) +C.

xtgx +In|cos x|+ C.

Respostas dos exercicios
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26. —xcotgx +In|senx|+ C.

Os itens 12 e 15 retomam a mesma integral: no segundo, pode-se conferir direta-
mente a primitiva por diferenciacio. Nos itens 5 e 11, uma substituicdo simples
resolve o calculo mesmo estando o exercicio na se¢io de integracdo por partes.

12.11 As féormulas valem em cada intervalo do dominio real do integrando. A cons-
tante pode ser diferente em componentes distintos.

1. xtgx +In|cosx|+C.

52
2. xtgx+ln|cosx|—7+C.

2
x
3. —xcotgx +In|senx| — - +C.

4. —cossecx + C.

12.12 As féormulas valem em cada intervalo do dominio real do integrando. A cons-
tante pode ser diferente em componentes distintos.

1. g(cos(ln x) + sen(Inx)) + C.
2. 2x sen(y/x) + 2 cos(yx) + C.
3. %(lnx -1 +C.

4. % x eV - 263\/; +C.

5. Inx + C.

As substitui¢des dos itens 1, 2 e 4sdo u = Inx, u = \/x e u = /x, respectivamente.
) 1 ) _
No item 3, ln({/;) = gln x: no item 5, e~ 10X = 1/x, sempre com x > 0.

12.13 x%+2/x% +3sen x —2¢¥ + C, em cada intervalo que nio contém 0. A derivada
dessa expressdo é o integrando dado.

12.14 s(t) = t> — 4t? + 6t + 14. A constante 14 é a posicio inicial s(0).

12.15 Comu =5 — x% e du = —2x dx,

Jx\IS —x2dx = —%(5 —x2)32 4 C.
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3

12.16 Escreva sen’ x = sen x(1 — cos® x) e faca u = cos x. Entéo

1 1
Jsen3xcoszx dx = ~3 cos® x + 3 cos® x + C.

12.17 7 ,
Q(t) = 250 + 40t + = (1 — cos %) litros.

12.18 Escolhendo u = In(x + 1) e dv = x dx, o logaritmo é simplificado ao derivar.
Para x > -1,

2 2
Jxln(x—i—l) dx:%ln(x+1)—%+§—%ln(x+1)+c.

xe?*  n

R

12.19 Integracio por partes (u = x", dv = e?* dx) fornece K,, =

2x
Portanto, K; = %(sz —2x + 1) +C.

12.20 Calcule a derivada de cada expressao e verifique se ambas coincidem com o
integrando dado. Se isso ocorre, a derivada da diferenca é zero; portanto, em cada
intervalo do dominio, as duas primitivas diferem por uma constante. Por exemplo,
x%/2 e (x? + 1)/2 sdo primitivas de x e diferem pela constante 1/2.

12.21 1. x(t) =2 —t + 2.
2. x(t) = arctgt.
3.2
3. x(t)z;t +1t+ 1.
4. x(t) =e P +1t.

5 x(t) —t4 1—cos(3t)

5
12.22 1. f(x) = 5x2 —x+3.

2. f(x) =senx—2.

3. f(x) =3e* —2.
4. f(x) =2x3 —2x% + 5.
5. f(x) =3 —cotgx.

3% 3
6. f(.'X')— m+2—m.
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7. f(x) = 4x? + 3x + 5.
8. f(x)=2x®—2x+4.
9. f(x)=3e*—2x—-1.

10. f(0) = —cosf+ 0 + 4.

3* -1
2

11. f(x) = x>+ an3)

1
+ senx + (3— —)x.
In3

12. f(x) =5x —09.

e (substitua u = x?).

DO =

13. f(x) = g _

4. f(x)=x—Inx+1.
12.23 v(5) = 13m/s e x(5) = 44 m.
12.24 a=—4 m/s2 e o deslocamento é 100 m.

12.25 A velocidade é v(t) = 19,6 — 9,8t, portanto o maximo ocorre em t = 2s. A
altura é
y(2) = 5+19,6(2) — 4,9(2)? = 24,6 m.

13.1 Como Ax = 1/2, obtemos Ly = 3/2, R4 = 5/2 e My = 2. Como fozx dx =2,a
soma de pontos médios é exata; a soma esquerda subestima e a direita superestima.

13.2 A soma esquerda é menor ou igual a soma direita, pois em cada subintervalo

f(xi-1) < f(x).

13.3 Comh =25,

2 3268
Ss = 5[120 + 4(150 + 132) + 2(138) + 110] = =2= ~ 1089,33].

X

. 2 .
13.4 Usando os cinco valores de e nos pontos indicados,

T, = 0,880619, S4 = 0,881812.

X

~ . . —x? L
Os resultados sdo proximos. O integrando e n&o possui primitiva elementar, por

isso sdo usados métodos numéricos.
13.5 Os comprimentos séo 1/4 e 3/4. Portanto,
1NV 1 /1V23 49 3
o= o) 2o e
FPe=\g) a7 \2) 4~ 256 IPI=7
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13.6 Para toda particdo e toda escolha de marcas,

n n
Ripc= Y chx=c Y Ax;=c(b-a).
i=1 i=1

S - b
Como a soma ja é independente da parti¢do e das marcas, Ja c dx =c(b—a).

13.7 Temos Ax = 1/ne x;* = i/n. Logo,

n
1 i n(n+1) n+1 1
R = - -_—= = ﬁ—'
n n;n 2n 2n 2

13.8 Mantenha [0,1/2] como um unico subintervalo e divida [1/2,1] em n partes
iguais. O niimero de subintervalos tende ao infinito, mas a malha de toda particéo é
1/2. Assim, aumentar apenas o numero de partes ndo garante que todos os subinter-
valos se tornem pequenos.

13.9 Pela aditividade, o valor é 3 + (—1) = 2.
13.10 Como o intervalo tem comprimento 3, temos 6 < f14 f(x) dx < 15.
13.11 Pela linearidade, 3(—2) + 2(5) = 4.

13.12

1 2
fmz—J 3x? dx = 4.
2 J

Logo 32 =4e podemos tomar ¢ = 2/43.

13.13

5

1

qm:—J (20 + 4t) dt = 30.
> 0

Como 20 + 4c¢ = 30, temos ¢ = 2,5 minutos.
13.14 Pelo Primeiro Teorema Fundamental do Célculo, G’(x) = x> + 1.

13.15 Pelo Teorema Fundamental e pela regra da cadeia,

H’(x) = 2xy1 + x8.

13.16
K'(x) = —

O sinal negativo aparece porque aumentar o extremo inferior reduz a acumulagéo
entre x e 3.
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13.17 Usamos G(x) = f(b(x))b’(x) — f(a(x))a’(x) para G(x) = jb((;‘)’ £(t) dt.

a
L V1+2x.

2. In(x).

3. —cos (xz).

4. (—cos(x) — cos(cos(x)))sen (x).

5. (cos(e¥) +e*)e”.

6. —2x cos? (exz)exz.

7. cos? (X)X + 2x cos? <ex2)ex2.

_cos (Vx) 2 /3 3
8. 2%[9? + 3x \/x_cos(x )

No item 1, a derivada bilateral vale para x > —1/2; no extremo —1/2, a derivada pela
direita é 0. No item 2, x > 0. No item 8, x > 0; a fun¢do acumulada também esta
definida em 0, mas néo possui derivada lateral finita ali. Nos itens 6 e 7, é essencial
preservar o quadrado do cosseno; no item 7, a derivada do extremo inferior negativo
produz o sinal positivo do segundo termo.

13.18 1. —.

16385
2. —.

5

7 56-27

7. —— + .
13 13

8. Nao existe como integral de Riemann: o integrando ¢ ilimitado em 0. Como inte-
gral impropria, as partes em [—5,0) e (0,5] divergem para —co e +0o, respectiva-
mente. Nao se podem cancelar essas divergéncias; o valor principal simétrico 0 é
um conceito diferente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

13.

10.

11.

12.

13.

Nao existe como integral de Riemann; a cossecante ao quadrado ¢ ilimitada nos
extremos. Como integral impropria, diverge para +co. A primitiva —cotg6 so6
pode ser avaliada por limites dentro de (r,27). As integrais improprias seréo
estudadas no capitulo correspondente.

—e + 2.

4
In(5)

L

19 1. 0.

44633821
22

—1+e.

—1n(2).

352
15"

[SSH I V]

(S0 =

N | =
[N

SRR SY ]

S
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. . . ~ . 1 3 1 5 10
Nos itens 1 a 5, as novas integrais sdo, respectivamente, 3 jo cosu du, 3 j4 u'’ du,

19 /2 1 . < ; .
3 fl Vu du, 2 fo /2 senu due fo e du. No item 4, a extensdo continua no extremo foi

explicitada no enunciado; a substituicio inversa x = u? também ¢é regular em u = 0.

13.20 1. .

N | =

m|“’>_,

1
+ —.
5e”™

No item 3, a paridade da o resultado diretamente. No item 4, o integrando é par, e a
integral vale duas vezes a integral em [0, 7 /2].

13.21 1. 0.
2. (=9+3r)es +C.

2 2 2
3. (—— + x—) sen (xm) + 2x cos (xm) +C.
m3 m m?

1 1+2x) In (1+2
P L

C.
5. (=6 +6t—3t2+13) e +C.
6. x(2—21n(x)+ln(x)2)+C.
7. —senh(z) + zcosh (z) + C.
8 3—-.

e

28 161In (4
_2  16ln(4)
9 3
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10, L@
2 2
2 1

" In@2) Q)P

x(cos (In (x))+sen (In (x)))
2

12. +C.

No item 3, a féormula exibida vale para m # 0; se m = 0, a primitiva é x3 /3 +C. No
item 4, x > —1/2; nos itens 6 e 12, x > 0. Nas integrais indefinidas, a constante é
arbitraria.

13.22 O deslocamento é f(?(t — 1) dt = 3/2. Como a velocidade muda de sinal em
t = 1, a distancia é

3

Jl(l—t)dt+J (t—1)dt =
0

1

+2=

NI»—\
[\,

13.23 O deslocamento é s(2) — s(0) = 2. Como v(t) = 3(t? — 1) muda de sinal em
t = 1, a distancia é

Is(1) —s(0)| + |s(2) —=s(1)| =2+ 4 =6.

13.24 O veiculo acelera linearmente de 0 a 6 m/s nos dois primeiros segundos, man-
tém essa velocidade até t = 5 e freia linearmente até parar em t = 7. A 4rea sob o
grafico é

2 5

J 3t dt+J. 6dt+ | (21-3t)dt=6+18+6 =30 m.

0 2 5
Como v(t) > 0, deslocamento e distancia percorrida sio ambos iguais a 30 m. Assim,
s(7) = 34m e a velocidade média é 30/7 m/s.

13.25
In(3¢?) —In3 = In(e?) = 2.

13.26 Como G(x) = In(1 + x?),

2x
1+ x2°

G'(x) =

13.27 Se u = exp(a) e v = exp(b), entdo
In(uv) =lnu+Inv=a+b.
Aplicando a inversa exp aos dois lados, obtemos uv = exp(a + b).

13.28 Ax=2/nex’ =1+ (i—1/2)2/n. Assim, a integral é o limite de

c 2
; [Z(x )2 —x* ;
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13.29 A funcio é negativa em [0, 3] e positiva em [3, 4]. Logo,
3 4 7
A=—J (x% —2x —13) dx+J (x% —2x—3) dx=9+§ = —.
0 3

Uma tnica integral assinada subtrairia a area abaixo do eixo.

13.30 Pelo Teorema Fundamental do Célculo e pela regra da cadeia, F'(x) =
2x cos(1 + x©); portanto, F’(0) = 0.

.. ) 2
13.31 Comu = 1+ x>, os limites passam de 0, 1 para 1, 2, e a integral vale fl du/u

In 2. Em uma integral definida, mudar os limites evita voltar a variavel x.

13.32 Comu =xedv =" dx,

2 2
J xe ™ dx = [—xe )3 + J e X dx=1-3e"2
0 0

Os termos de fronteira sao avaliados nos limites, e ndo se acrescenta uma constante
de integracdo.

13.33 v(t) = t(2 — 0,3t) > 0 em [0, 6], portanto néo é preciso separar intervalos. O
deslocamento e a distancia percorrida coincidem:

6
J (2t — 0,3t?) dt = 14,4 m.
0

13.34 fied = %fog Jx dx = 2. Como +/c = 2, podemos tomar ¢ = 4.

13.35 .
E= J P(t) dt = 400],  Pyeq = E/8 =50 W.
0

13.36 Dividindo a integral em a e fazendo ¢ = as na segunda parcela,

a ab b
ln(ab)zj g+J gzlna+J‘ ézlncH—lnb.
1t a t 1S

13.37 O produto g c(¢) tem unidade (L/min)(mg/L) = mg/min e representa a taxa
de passagem de massa. Sua integral de 0 a 60 min, portanto, fornece a massa total
em miligramas.

14.1 Como x? —x — 2 = (x — 2)(x + 1),

3x+5 _11/3  2/3
(x=2)(x+1) x—-2 x+1

Logo,

3x+5 11 2
—————dx=—In|x—-2|—=In|x+ 1]+ C.
x2—x—-2 3 3
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14.2
2x+3 _ 2 5
(x—12 x-1 (x-1)%
portanto
5
2lnjx -1 - —— +C.
x—1
14.3
x-1 1 N 9
x(x+2) 2x  2(x+2)
logo
1 9
—=In|x|+ =Injx + 2|+ C.
2 2
1 1 1
14.4 =—-— * .
x2—3x 3x + 3(x-3)’ para x # 0,3
14.5 T o 2 , para x # 3.

X2—9  3(x=3)  3(x+3)

14.6 Multiplicando pelo denominador, queremos mx + n = A(x — ff) + B(x — a).
Tomando x = @ e x = f3, obtemos A = (ma +n)/(a — ) e B= mpf +n)/(f — a).
Esses valores satisfazem a identidade polinomial; a decomposicéo vale para x # «, f5.

x—1
x+1

1
14.7 1. Eln‘ ‘+C.
1. 9
2. =In-.
2 5
1 3
3. Zlnlx—2|+zln|x+2|+C.

4, —4In|x+ 1| +5In|x + 2|+ C.

14.8 Para qualquer a # 0, inclusive negativo, di[of1 arctg(x/a)] = 1/(a® + x?).
X

Assim,
1 X
1. — arctg(—) +C.
V5 V5

2 Larct (2—x)+C
SN WE A

3 Elné+iarctg(i>
st & =)

14.9 Escrevamx +n = m(x — «) + (ma + n). Logo, A = m e B = ma + n; a identidade
vale para x # a.
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1 -3
14.10 1. —ln‘x
6 x+3

‘+c.

2. 2In|x —2|+3In|x - 3|+ C.
2 3

3. —+In-—.
3 2

2
X 3
4 — +2x+4In|x—-1|—- ——+C.
2 x—1

+C.

3 -2
5. x+—ln‘x
2 x

1 2 3
6. —=Inlx]— —=In|x+ 3|+ —=In|x - 2|+ C.
6 15 10

2
x 1 3
7. ?—ln|x|+§ln|x+l|+§1n|x—1|+C.

14.11 As primitivas valem em cada intervalo do dominio real do integrando; a cons-
tante pode variar entre componentes distintos.

1. 3lnjx + 2|+ In|4x? + 3x — 2| + C.
13 47 27
2. = 1Inlx+ 2|+ — In(x? + 16) — == arctg(f) +C.
20 40 40 4
2 x+2
3. In|x — 2| + 2In(x* + 4x + 13) + arctg(T> +C.

1 9 x+1
4. x + 3 In(x? + 2x + 17) — 1 arctg(T) +C.

1 1 3V7 2x+3
5. ~In|x| — = In(x? + 3x + 4) — —\/—arctg o +C.
4 8 28 NG

2
x . . .~
6. 5 X + 2In|x| = In|x — 1| + 3In|x + 4| + C (item mais dificil: exige divisdo de

polindmios antes de decompor).

1
7. 2In|x+1|+3In(x?+4)— Pl 2 arctg(%) +C (item mais dificil: fator quadratico

irredutivel combinado com fator linear repetido).

14.12 Em todas as integrais indefinidas, trabalhamos em cada intervalo em que o
denominador néo se anula.

1. 4In|x = 3|+ 5In|x + 6| + C.

2. 3In|x|+11ln|x + 1| + C.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

. =In

1 x+4
‘ ‘+c.

4 x—4

3
2In|x + 6| — —— +C.
xX+6

5
—4In|x+9 - ——+C.
x+9

4
5In|x| +3In|x+ 1|+ —— +C.
x+1

3ln|x —2|+4In|x + 5| —2In|2x — 5| + C.

1 3 2
. —§1n|3x—2|+Zln|4x—1|+§1n|5x+2|+C.

x+2Injx—2/—-Inlx+3|+C.

x? 9
7+2x—21n|x—2|+§ln|x+3|+C.

4x + C (repare que o numerador é 4 vezes o denominador — n#o é preciso decom-
por).

In|x + 3| + In(x? + 25) — arctg(g) +C.

+1
In|x — 4| + 31In(x? + 2x + 10) — 2arctg<xT> +C.
1 7 +2
x+ 5 In(x? + 4x + 29) — B arctg(—x 5 ) +C.

1 1 V15 2x+5
— In|x| — — In(x? + 5x + 10) — — arctg X +C.
10 20 30 NG

2In|x + 3| + In[3x% + 2x — 5| + C.

x+2

1
—3ln|x -5+ 3 In(x? + 4x + 13) + 3arctg< 3

J+c

x+1
4

2In|x — 6| + 2In(x? + 2x + 17)—4arctg< >+C-

3

+

X

1
41n|x + 3| + Eln(x2+6x+ 13)—3arctg< >+C.

2
22 34

—In7—-—1In2.

3 3

4In5—1In3.
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22. lnZ + ﬁ arctg(ﬁ).
9 5 5

23. —

24. In|3x% + 4x + 1] + C.

3x

X2+ 4 :
irredutivel repetido).

25.

1 9
26. In(x%+1)+ 1 arctg(x)+ 1 arctg(g) +C (item mais dificil: dois fatores quadraticos

irredutiveis distintos).

+2In|x+1|—In(x% +4) + arctg(g) + C (item mais dificil: fator quadratico

14.13
A N B N C Dx+E
x x—1 (x-12 =x2+4°
14.14
4x +1 B 5 N 11
(x—1(x+3) 4(x—1) 4(x+3)
14.15
2x+5 5 5 9
x(x—2)2 4x 4(x—2) 2(x—2)?
14.16
x? +1 _ 2 3(x—1)
(x+1)(x2+4) 5(x+1) 5(x2+4)

1
1417 1. — cos’ x + C.
1 4
2. —sen"x +C.
4
1 1
3. —gcos3x+ gcossx—i-C.

1 1
4. —=cos*x + = cos® x + C.
4 6

1 2 1
5. —sen’ x — = sen® x + — sen'! x + C.
7 9 11

1 3 3
6. = sen3 x — = sen® x + — sen’

1 9
3 z Z x §sen x+C.

1
7. % ~ 3 sen(4x) + C.
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10.
11.
12.
13.

T
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.
25.

26.

1 1
- 2%) — — .
1 cos(2x) 16 cos(8x) + C

1 1
5 c0sx — = cos(3x) + C.

1 1
3 sen(4x) — 2 sen(10x) + C.

sen(rx)  sen(37x) LC
21 6r

1 1
5 senx + A sen(3x) + C.

1
~tg®x +C.
58X
1 1
—tgd3x + —tgd x + C.
3 8 XTSI
1 1
“tetx + - tglx + C.
4gx 6gx
1. 4
-t +C.
1 8%
1 1
——secdx+ -sec®>x+C.
3 5
I 5

2 1
7 9
—sec’ x — = sec’ x + —sec” x + C.
5 7 9

1
x—tgx+§tg3x+c.

1, 3 3
7 5ec xtgx+ osecxtgx + glnlsecx+tgx| +C.

1 1
Esecxtgx— Elnlsecx+tgx| +C.

1, 1 1
7 5eC’ xtgx — osecxtgx — glnlsecx+tgx| +C.

32
315
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14.18 1. .
2

a1 | =

16
15"

1 1
14.19 1. — sen(7x) — — sen(9x) + C.
14 18

1
2. —cosx+§cos3x+C.

w

1
. ; + T sen(8x) + C.

3 1 1 1 1
4. —=cosx + — cos(9x) — — cos(11x) + — cos(19x) — — cos(21x) + C.
8 36 44 304 336

1
5. —5 cos3(2x) + C.

No item 4, as frequéncias sio diferentes: use cos*(5x) = [3+4 cos(10x)+cos(20x)]/8
e transforme cada produto em soma.

2-9

1420 1. XX +C.
9x

2. — (9 —x2)3/2 4+ C.

2
—18
3, X Jx2+9+C.

3
64
4, ———.
1215
1 9 x?
5. 1 arcsen(x?) + I\/l - x4+ C.
6 (x +2)3 xX+2

+ +C
243(9 — (x +2)2)"* 819 — (x + 2)2

Para os tridngulos de referéncia abaixo, o cateto horizontal é adjacente ao angulo
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agudo de referéncia . Nos itens 1 e 3, desenhamos o ramo x > 0; quando x < 0, 0s
comprimentos usam |x| e os sinais vém do quadrante escolhido. No item 6, usamos
|x + 2| para o comprimento. As substitui¢cdes e os dominios sdo:

1. x = 3sech, |x| > 3; para x < —3, pode-se tomar 7/2 < 6 < 7 e usar Vx2 —9 =
3|tg 0.

2. x =3senf, -3 < x < 3.

3. x=3tgh,xeR.

4, 3x =2senf,0< 0 < x/2.

5. x2 =senb, |x| < 1;a primitiva obtida vale também em x = 0 por diferenciacio.

6. x+2=3senl, -5<x<1.

Item 1 Item 2
) e
3 V9 —x?

Item 3 Item 4
) e
: V4 —9x2
Item 5 Item 6

sz : o

V1 —xt 9 — (x +2)?

X 5
14.21 1. E\/xz +5+ > In(x +Vx2 +5) + C.
9

2. gx/x2+9+§1n(x+\/x2+9)+c.

x x
3. E\/4 —x2+2 arcsen(g) +C.

X 25 X
4. E\/ZS —x2 + > arcsen(g) +C.

5. %Vx2—4—21n|x+\/x2—4|+c.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23

X 25
) EVx2—25—7ln|x+\/x2—25|+C.

1
gx/9x2 +1+ R In(3x +v9x2 + 1) + C.

X 1
) E\/l —4x2 + 1 arcsen(2x) + C.

1
2\/25x2 —1- s Infsx+ V257 — 1]+ C.

6In(x +vx2+3)+C.

5 arcsen( d ) +C
Vi1

7ln|x +vVx2 — 12| + C.

Vx2 -5+ C.

Vx2 —13-4/13 arctg(%) +C.

13

3
%Vx2—6+91n|x+\/x2—6|+c.

X 1 X
——— 4+ —arctg(= ) +C.
8(x2+4)  16°¢ g(z)

x+3 1 x+3
S BN WeE S
8(x2 + 6x +13) 16 2
1
——F +C.
Vx2 + 16
x b'e
— arcsen(—) +C.
4 — x2 2

3
X x° —2x
2 arcsen(5> + 2 V4 —x2 +C.

1 ( X ) V8 — x2
——arcsen| — | — +C.

22 5x

5
EVx2+5—§ln(x+\/x2+5)+C.

6+ 25 arcsen<3)
2 5)

Respostas dos exercicios
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25
24. 78 — > In5.

Vx2 + 16

25. R + C (item mais dificil: poténcia de x no denominador exige reducéo
X

extra apos a substitui¢io).

x—3
26. 5 Vx? — 6x + 13+21In((x—3)+Vx2% — 6x + 13)+C (item mais dificil: completar

o quadrado antes da substituicao trigonométrica).

Cada primitiva vale nos intervalos do dominio real do integrando. No item 9, o fator x
que acompanha a raiz é indispensavel. No item 14, a forma com arctg(vx2 — 13/1/13)
vale nos dois ramos |x| > v/13. No item 17, completar o quadrado da (x + 3)? + 4, de
modo que o argumento correto é (x + 3)/2.

15
14.22 1. 81n2+7.

9 2 4 T
" 108 108°
8
3. 43+ ?ﬂ
7V2 81 (1)
4, ——— + — arcsen| — |.
2 4

14.23 No dominio original, x # 3, o integrando é x + 3. Portanto,

2
x?+3x+C

em cada intervalo do dominio.

14.24 Como e** — 1 = (¥ — 1)(e¥ + 1), o integrando é e¥ — 1. Logo,

e —x+C.

14.25 Por agrupamento,
34 42 — 2
XHx+x+1=((x+1D(x*+1),

portanto a integral é
3

x
— +x+C,
3

em cada intervalo do dominio original x # —1.

14.26 A derivada de x? + 4 ja aparece no integrando, a menos do fator constante 2.
. 1 L
Com u = x? + 4, a integral se torna 5 ful/z du, que é imediata.
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14.27 1. g(x +3)5/2 _4(x +3)3/2 + 18yx + 3 + C.

10.
11.

12.
13.

14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

%(sen(ln t) — cos(In t)) +C.

. elEx 4 C,

z(x +3)3/2 _6Jx+3+C.

—% cotg(2t) — % cotg(2t) — % cotg®(2t) + C.

1
-In
8

—xil/z‘ +C.
x+3/2

. In|x =2+ C.

% sen(x?) — %xz cos(x?) + C.
In(1 + cosh x) + C.

(;—3;(3 cos(4z) + 4 sen(4z)) +C.
4In|x + 1] — # +C.

1.3 1.5
e (2t) + e (2t) + C.

A/ 2

a 4; i +1’;61n|2x+\/4x2—9|+C.
2y /T2

W—éln(x+\/1+x2)+0

0.

§y3/21ny— %y3/2 +C.

(=224 2x -2/ 4 S22 4 C

% arctg(4x/3) + C.

xV16x2+9
32

%8 In(4x +V16x2 1 9) + C.

i In(4x + V16x2 + 9) + C.

cosh(Inx) + C.
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22.

0.

Nos itens 1 e 4, x > —3; no item 2, t > 0; no item 7, conservam-se as exclusdes

x = —1,0,2 do integrando original; no item 13, |x| > 3/2; no item 16, y > 0; no item

17, a férmula vale para x > 2 e se estende ao extremo 2; no item 21, x > 0. As outras

restri¢des sdo as dos denominadores e fungdes trigonométricas.

14.28 1. —227V* (— +

10.

11.

12.

13.

A ) e
In2 (In2)?

1
. —cosx—gcoszx+C.

1 1
T2 s ¢

1

g(x2 +16)%/2 = 16Vx2 + 16 + C.

r

>

L cos(11x) + L cos(5x) + C
22 10 ’

31 sen(2x) + L sen(4x) + C

8 4 32 ’

tgx +C.

1 1

5 secxtgx + 51n|secx +tg x|+ C.

1 3 3 3

L SeC’ xtgx + “secxtgx + gln|secx+ tg x| + C.

A sen(2x) — L sen(4x) + L sen(6x) + C
4 32 16 96 '

x—Inlx+2|-2In|x+1]+C.

2 3
x?—ln|x|+51n|x2—l|+C.

No item 1, a formula vale para x > 0 e admite extensdo diferenciavel pela direita em

0. No item 2, mantemos cos x # 0, mesmo apods simplificar o integrando. No item 3,

t # 0. Nos demais, consideram-se os intervalos do dominio real do integrando.

14.29 Na ordem: integracdo por partes repetida; reducdo de poténcia por identida-

des trigonométricas; fracdes parciais; substituicio u = 16 — x?; integracio por partes

comu =Ilnxedv=dx.
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14.30
2 x2 2x 2
x“cos(3x) dx = £y sen(3x) + > cos(3x) — 7 sen(3x) + C.
14.31 Como du = — cossec? x dx, a integral se torna — f w3 du Logo, o resultado é

—cotg? x/4 + C; ndo é necessario converter nem simplificar quocientes trigonomé-
tricos.

14.32 Como x? — 6x + 13 = (x — 3)% + 4,
J dx —1arct (x_3)+C
x2—6x+13 2 &\ '

14.33
S5x +1 2 3

= —+ s
(x—D(x+2) x—-1 x+2

portanto a integral é 2In |x — 1| + 31In|x + 2| + C.

14.34 Com x = 6sen0,
J V36 —x2 dx = %\/36 — x2 + 18 arcsen(x/6) + C.

O niimero 36 = 6 corresponde ao quadrado do raio do semicirculo y = v36 — x2.

14.35 Usando a primitiva do exercicio anterior ou a simetria do circulo,
6
J \36 — x2 dx = 187 cm?,
-6

igual a metade de 762.

14.36 A afirmagcio ¢é falsa. Por exemplo, [ /x dx = jxl/z dx = §x3/2 + C é resol-

vida diretamente pela regra da poténcia. Também em [ xvVx2 + 1 dx, a substitui¢do
algébrica u = x? + 1 é mais direta.

15.1 1. Integrando a diferenca entre as curvas em [0, 27|, obtemos

21
X cosx
A-L (E— > +2>dx-7r(71'+4).

2. Em[-1,1],

! 16
A:J (—3x3—x2+2x+3)dx=?.
-1

3. A altura da regido é constante e igual a 1, logo A = f(;[ 1dx =m.
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4. Em [0, /4],
/4 1
A= J (sec2 x — sen(4x)) dx = >
0
5. Como 4* > 2* em [0, 1],
! 1 1
_ X _ ox — -
A_L @ -2 de=qo =

6. Novamente a altura é 1 em um intervalo de comprimento r, portanto A = 7.

15.2 1. Faixas verticais em [—1, 2], altura (9 — x?) — (x + 1). Assim, A = f_21(8 —x—

39
x?) dx = s

. Seja a = 0,876726 a raiz positiva de sena = a®. A regido esta em 0 < x < a, entre
x% e sen x. Logo, A = fg(senx —x?)dx =1-cosa— a3/3 ~ 0,135698. A raiz é

2

unica em (0, 1), pois sen x — x“ é estritamente coéncava ali, comeca com derivada

positiva e vale um nimero negativo em 1.
. . 1 4
. Faixas verticais em [—1, 1], altura x? — x*. Logo, A = f_l(xz —xY dx = e

. No primeiro quadrante, y = (1 — Jx)?e y = 1 —x, para 0 < x < 1. Entdo
A= fol[l—x—(l—\/})z] dx = %

. As curvas se encontram em x = 1. Para1l < x < 2, 1/x > 1/x%. Assim, A =
2
fl (x'=x2)dx=In2-1/2.

. Faixas horizontais, —1 2

[Pa-y-22) dy =

y < 1/2, entre x = 2y e x = 1 — y. Portanto A =

o 1o A

. ~ . . 2
. Asinterse¢des ocorremem 0, 7/2 e 1. A area das duas regides é A = 2 f(;[/ (cos x—
1+ 2x/m)dx = 2— /2. Em [0,7/2], a concavidade do cosseno o coloca acima
da corda; a simetria em torno de (7/2,0) descreve a outra metade.

. As fronteiras trocam de ordem em x = 1. No intervalo [0, 1], 0 seno é ndo negativo

- " L. . 1
e x? — x é nao positivo; em [1, 2], ocorre o contrario. Assim, A = jo [sen(zx) —

x? + x] dx+f12[x2 —x—sen(rx)] dx =1+ %.

. Faixas verticais entre cosx e sec’ x, para —7/3 < x < /3. Portanto A =
3
2 f(;r/ (sec? x — cosx) dx = /3.

Nos esbocos a seguir, o segmento tracejado indica a altura (ou a largura, no item 6)
de uma faixa tipica; sua espessura é dx (ou dy). As curvas e os intervalos usados no
céalculo estao identificados em cada item.
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Item 1

y
10
dx

—{ 1

V]

y=9-x‘ey=x+1

Item 3
y

J.

y=xey=x*

1.2

Item 5

1,1

1

Do

y=1/xey=1/x*

Item 7
y
1,2
X
x
31
y=cosxey=1-2x/m
Item 9
y
4,5
x

y=sec’xey=cosx

Item 2
y
1
d
0,88
y=senxey=x’
Item 4
y

11

2,3

1

y=l-xey=01-x)°

Item 6

y
2

y
05
X
4 -0 2.2
X 1 AN

x=1-yex=2y

Item 8
y
- ,

y=sen(rx)ey=x*—x
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15.3 A tangente é y = 2x — 1, que encontra o eixo x em x = 1/2. A regido tem
fronteira superior x?; a inferior é 0 em [0, 1/2] e 2x — 1 em [1/2,1]. Logo, A =

fol/zxz dx + ll/z[x2 —(2x—1)] dx =1/12.

15.4 Aregidotem 0 < y < 4e —/y < x < ,/y. Uma faixa horizontal tem largura
2,/y, de modo que sua area total é

4
A:J 2\/§dy=g.
0 3

Aretay =b, com0 < b < 4, divide a area ao meio quando
b
16
J 2@ dy = ?
0

Portanto, §b3/2 = 1?6 eb=42/3,

15.5 As curvas se encontram em x = =|c|. A area é j‘_c||c| 2(c? — x%) dx = 8|c[*/3.
Igualando a 576, obtemos |c[> = 216, portanto ¢ = 6 ouc = —6. Se ¢ for convencionado
como parametro positivo, a resposta ¢ 6.

15.6 Por simetria, basta calcular quatro vezes a area no primeiro quadrante. Ali,

a xz
A:4bJ 1——2dx.
0 a

Com x =asen6, 0 <0 < /2, obtemos

y = by1 — x2 /a2, portanto

/2

A= 4abJ' cos?0 do = 4ab% = sab.

0

157 1. Emx: A= [} x% do+ [ (x=3)2/4 dx = 1. Emy: A= [[[3-3y— 1] dy = 1.

2. Emx: A= fol(\/}+x/2) dx+f12(3—3x/2) dx=5/3.Emy: A= f_ol[(3—y)/2+
2y] dy + [, 13— y)/2 - y?] dy = 5/3.

3. Emy: A= j_lz(l—y/Z—yz/Z) dy=9/4. Emx: A= J(;/ZZ\/E dx+f12/2[2—2x+
V2x] dx = 9/4.

4. Emx: A = I()lxl/S dx — jll/z\/x_ 1/2dx =3/4—-+2/6. Emy: A = Jol/\/i(y2 +
1/2-y%) dy + [}, 51— ) dy = 3/4-2/6.

15.8 1. As éreas das secoes sio 7(x — x?), de modo que V = 7 fol(x —x?) dx = /6.
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2. Oraio é 3 — x? em [—+/3,/3]; assim,

(3 — x?)% dx

Jﬁ 483 7
V=rn ==
-3 5

3. Como o raio é 5x para 1 < x < 2, temos V = 257 flz x% dx = 1757/3.

4. O método dos discos fornece V = 1 j:/z cos? x dx = 7% /4.

15.9 1. A area da arruela é 7(y? — y*),logo V =1 fol(y2 —yY dy = 27/15.
2. As secoes tém area 7(3 — y) para 0 < y < 3, portanto V = 97/2.
3. Como a secdo a altura y tem raio y/5, obtemos V = JSIO y?/25 dy = 357/3.

2

4. Temos V = 7rfol(arccosy)2 dy = n* — 27. Por partes, uma primitiva é

y(arccos y)? — 2arccos y\/1 — y2 — 2.

15.10 1. a) Em torno do eixo x, V = ﬂfol x dx =m/2.

b) Em torno de y = 1, as arruelas tém érea 7[1 — (1 — Vx)?] = 7(2Jx — x);
portanto, V = 55/6.

¢) Em torno do eixo y, arruelas horizontais tém raio externo 1 e raio interno
. i
y?; assim, V = ﬂfo (1—y*) dy = 4n/5.

d) Em torno de x = 1, usamos discos horizontais de raio 1 — y>: V = x jol(l -
y?)? dy = 87/15.

2. a) Emtornodoeixox,V = j32(4 —x?)? dx = 5127/15.
b) Emtornode y =4,V = JTJ-_ZZ(16 — x*) dx = 2567/5.
¢c) Emtornodey=-1,V=n f_zz[(S — x?)2 — 1] dx = 8327/15.

d) Em torno de x = 2, use se¢des horizontais. Para 0 < y < 4, os raios externo
e interno sdo 2 + /4 — y e 2 — /4 — y; portanto,

4
VZEJ [(2+\/4—y)2—(2—\/4—y)2] dy:%.
0

3. a) Em torno do eixo x, V = ﬂjlz[(S —x)? —1] dx = 47/3.

b) Emtornode y =2,V = ﬂflz[l —(x—1)?] dx = 2x/3.
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¢) Em torno do eixo y, as secdes horizontais sao arruelas de raio externo 3 — y
. 2
e raio interno 1: V = nfl [(3—y)?>—1] dy = 4n/3.

d) Em torno de x = 1, discos horizontais de raio 2 — y fornecem V = =« le (2-
y)? dy = 7/3.

4. a) Em torno do eixo x,

3
V:nj [(2x — 1)2 — (x2 — 2x + 2)?] dx:%.
1

b) Em torno de y = 1,

3
van [(2x — 2)2 — (x — 1)4] dx = 614—:

c) Em torno de y = 5,

3
V:n'J [(3+ 2x — x%)? — (6 — 2x)%] dx = 32—7{

1 5
. 1 dx 2
5. a) Emtornodoeixox,V =r| =°/2.
—1 1+4x2

b) Em torno de y = 1,
1 2
2 1 T
V= -~ dx = 47 In(1 +V2) — —.
[ (e -5

c) Em torno de y = —1,
1 2
2 1 T
V= + dx = 47 In(1 +2) + —.
[ ) e

6. a) Em torno do eixo x, V = 31 f(;z x% dx = 8r.
b) Emtornode y =4,V = nf(;z[(4 —x)? — (4 —2x)?] dx = 8.

¢) Em torno do eixo y, usamos arruelas horizontais em dois intervalos:

2 2 4 2
Vznj (yz—y—)dy+nJ (4—y—)dy=16—”.
0 4 9 4 3

d) Em torno de x = 2, novamente dividimos as se¢des horizontais:
2 2 4 2
_ AR _Y _ 8
ver| @3 e wen| (-3 o=

A ordem dos subitens é a dos eixos em cada enunciado. As integrais foram montadas
com raios externos e internos nio negativos; quando a descri¢do da se¢éo horizontal
muda com a altura, dividimos a integral nos intervalos correspondentes.
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15.11 Medindo x a partir do vértice, a se¢do a distancia x € [0, 10] tem raio x/2 e
area A(x) = nx? /4. Portanto, V = fol 0 rx? /4 dx = 2507 /3 unidades ctbicas.

15.12 As secdes paralelas a base, a uma mesma distancia perpendicular do vértice,
tém o mesmo raio que no cone do Exercicio 15.11. Pelo principio de Cavalieri, ou
integrando A(x) = 7x?/4 de 0 a 10, obtemos V = 2507 /3 unidades ctibicas.

15.13 A distancia perpendicular x ao vértice varia de 0 a 10. Por semelhanga, cada se-
¢do tem catetos 2x/5 e area A(x) = %(2x/5)2 = 2x%/25. Logo, V = folo 2x2/25 dx =
80/3 unidades cubicas.

15.14 Medimos x € [0,10] a partir da face quadrada. A se¢do perpendicular ao
comprimento é um trapézio de altura 5, base inferior 5 e base superior 5—x/2. Assim,
A(x) = 2[5 +(5—x/2)] = 25— 5x/4. O volume é V = [, (25 — 5x/4) dx = 375/2 =
187,5 unidades cutbicas.

15.15 1. Por simetria, usamos apenas 0 < x < /3. As cascas tém raio x e altura
3—x%

NE]
V=2nj x(3—x2)dx=9—ﬂ.
0 2

2. Para0 < x<1l,aalturaé 10 —5=5;paral < x <2,¢é 10 — 5x. Assim,

! 2 357
V=27r(J 5x dx+J x(10 — 5x) dx) =
0 1

3. Vzan(;T/zxcosx dx=27r[xsenx+cosx]g/2 =% -2
4.V =21 [ x(JX — x) dx = 21(2/5 — 1/3) = 21/15.
15.16
4 21
W:J (10+x) dx =|10x+ — | =48].
0 2 Iy

15.17 A componente da for¢a na direcio do movimento é F(x) cos 60°. Logo,

3

300 1

W=J ———dx=150In4].
o 1+x2

15.18 Para afastar a particula lentamente, a forca externa deve ter intensidade k/ r2
no sentido do deslocamento. Assim,
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15.19

0,25
W= J 40x dx = 20(0,25% — 0,10%) = 1,05 J.
0,10

15.20 Pela lei de Hooke, k = 18/0,12 = 150 N/m. Assim,

0,20
W= J 150x dx = 75(0,20% — 0,05%) = 2,8125].
0,05

15.21 Um elemento situado a uma distancia y do topo percorre a distincia y e tem
peso por unidade de comprimento 0,5g. Logo,

20
W= O,SgJ y dy = 4,9-200 = 980].
0

15.22 Uma lamina horizontal a altura y tem volume 47 dy e precisa subir 5 — y.

Portanto, 5
W = 9800 - 47[J (5 —y) dy = 4900007 ]J.
0
15.23 Adotando p = 1000 kg/m3 para a 4gua:
1. F=1000-9.8-2 y dy = 88200N.

2. F=1000-9,8- zj;y dy = 117600 N.

3. A profundidade y, a largura é 2y/3. Logo, F = 1000 9,8 f03 y(2y/3) dy = 58800 N.

4. F=850-98-12 y dy = 39984N.

15.24 A pressio é constante em toda a escotilha: p = 1000 - 9,8 - 3. Como a area é
7(0,5)% = /4,
F = 7350 N.

15.25 A profundidade y, a faixa tem area L dy. Logo,

d+H

F:ngJ ydyngLH<d+g>.

d

15.26 A profundidade y, a largura é w(y) = 3(1 — y/4). Portanto,

4
F = 9SOOJ

0 y3(1 - %) dy = 78400 N.

657



Funcdes de uma Variavel / Respostas dos exercicios

15.27 A profundidade y, a largura é 24/1 — y2. Assim,

1
F=9800J 291 —y2 dy = 193ﬂN.
0

15.28 A placa ocupa as profundidades 2,5 < y < 5,5. Logo,

5,5
F = 9800 - 2I y dy = 235200 N.
2,5

Como a 4rea é 6 m2, o mesmo valor é 1000-9,8 - 6 - 4.

15.29
2

F=2800-98- 1,5J y dy = 22050 N.
0,5

15.30 Como y’ = /x,

! 2
L:J \/1+xdx=—(2\/5—1).
0 3

15.31 Como y’ =1,

R
AZZEJ xV2 dx = V2 R%.
0

O cone tem raio R e geratriz Rv2, logo sua area lateral é também 7R(R+/2).

15.32 Como y’ =+x + 1,
’ 2
sz Jx+2dx= §(53/2—23'/2).
0
15.33 Um pequeno segmento tem comprimento ds = /1 + [f’(x)]? dx e, ao girar,
percorre uma circunferéncia de raio f(x) e comprimento 27 f(x). A érea lateral do

pequeno tronco é aproximadamente 27 f(x)\/1 + [ f’(x)]? dx; a soma limite produz
a integral.

15.34

V)2 + ()2 = JR2sen?t + R% cos?t = R,
portanto L = Rf(;r/z dt = nR/2.

15.35 Como x’(t) = t? e y'(t) = t,

1
L:J W1+12dt =
0

%(23/2—1).
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15.36 A derivada de y = VvR? — x2 nfo ¢ finita nos extremos. Por isso, fixamos
primeiro 0 < ¢ < R e calculamos a area gerada pelo arco com —c < x < ¢, onde as
hipéteses da férmula estdo satisfeitas. Como

x R
yr =, 1+ (y/)Z =\
R2 — x2 R2 — x2
temos

C
R
Ac) = ZEJ R%2 — x2 ——— dx = 4nRc.
—c R2 — x2
Fazendo ¢ —» R™, obtemos

A= lim A(c) = 4nR?.
c—>R~

15.37 A area é Ay = 1/2. Portanto,

1

1 1 1
R 1-— d = -, ) — ——
A, Ox( Nde=3 V=

! 1

x J(l—x)dez—.

0 3
15.38 Por simetria, ¥ = 0. A 4rea é Ay =32/3 e

256

1 2
sz—J (4—x%)?% dx = TR

2—2

Logo, y = M,./Ag = 8/5, e o centro de massa é (0, 8/5).

15.39 A area é Ay = 1/3. Assim,

temos y = 2/5.

15.41 Por simetria, x = 0. A drea é Ay = 4/3 e

1
1 4
M, = > J_l(l —xY dx = z

Logo, y = M, /Ay = 3/5.

15.42 A érea do semicirculo é 712 /2. Se d ¢ a distancia procurada, Pappus fornece

2

4 r
—7r3 = 27nd ”—.
3 2
Portanto,
4
d=—_.
3
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15.43 O retangulo tem area ah e centroide a distancia R + a/2 do eixo. Assim,
V=21 (R + g) ah = ﬂ((R +a)? — Rz)h,

que coincide com a area da coroa circular vezes a altura.

16.1 Na ordem dada, os valores sido:

1. 1/2, usando a primitiva —1/(x + 1).
2. 1/3, usando a primitiva —e~>* /3.

3. 2, pela paridade: 2 fgo e ¥ dx=2.
4. 1, por integragdo por partes.

5. /2, pois arctgb — /2.

6. m: cada semirreta contribui com 7 /2.

16.2 1. Diverge por oscilacdo: fé) senx dx = 1 — cosb ndo possui limite quando

b — oo.
2. Diverge para +oo, pois f: 1/(x+1) dx =In(b+ 1).
3. Converge e vale 77/+/5. Complete o quadrado, escrevendo x? +4x+9 = (x+2)%+5.

4. Converge e vale % In 3, usando a primitiva % In|(x—1)/(x+ 1)

16.3 1. —1, pois [xInx —x]} > —1eelne — 0.

2. 2, pois lim,_,¢+ 2(1 — Ja) = 2.
3. 4: afuncdo é par e cada integral unilateral em torno de 0 vale 2.

4. Diverge para +oo: f:/z 1/ sen? x dx = cotga — +oo quando a — 0.

16.4 1. Diverge para +oo. A singularidade em 1 exige duas integrais, e ambas diver-
gem.

2. Diverge para —co: uma primitiva é In | In x|.

3. Converge e vale 1/In2: uma primitiva é —1/ In x, cujo limite em 0% é zero.

16.5 1. Converge para 0 < p < 1 e vale 1/(1 — p). Para p > 1, diverge.
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2. Converge para p > 1 evale 1/(p —1). Para 0 < p < 1, diverge.

16.6 1. Converge e vale 1, por integracéo por partes.

. Diverge para +oco, pois uma primitiva é 2vIn x.
. Diverge para +oo, pois uma primitiva é In(ln x).

. Converge e vale 7. Com u = Inx, separe a integral em x = 1; as duas parcelas
valem 7 /2.

. Converge e vale —1. O integrando é a derivada de senx/x, e os limites dessa
fung¢io nos extremos sio 1 e 0.

. Converge e vale 477/(3v/3), apés completar o quadrado.

11
. Converge e vale P Zln 3.

16.7 1. Diverge pelo teste de comparacao pelo limite com g(x) = 1/x: arazéo tende

a+3>0.

3/2

. Converge pelo teste de comparagéo pelo limite com g(x) = x7>/°: a razéo tende

a4/\J7>0.

. Diverge pelo teste de comparacio pelo limite com g(x) = 1/x, a partir de x = 1:
a razdo tende a 1. Néo ha singularidade em [0, 1], pois x> — x? + x + 1 = x(x? —

x+1)+1>0parax>0.

. Converge por comparacéo direta: 0 < e *lnx < xe ¥ parax > 1, e floo xe X dx =

2/e.

. Converge por comparacio direta com e™*. Para x > 5, x> — 4x — 1 > 0, de modo
que —x2 +3x+1< —x.

. Converge por comparacio direta. O integrando é continuo em [0, 1]; para x > 1,
0 < Jxe ™ < xe™™, cuja integral converge.

16.8 Com x = tg0,

°° 1 /2 T
J —“dsz cos?0 do = =.
oo (14 x2) /2 2

Logo, a condi¢do de normalizacéo é cxr/2 = 1, isto é, ¢ = 2/r.

16.9 Integrando por partes e usando E[X] = 1/4,

[s] [o¢]

2
x2le ™M dx = ZJ xe M dx = —.

B = | 0 2

0
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Portanto,
2 1 1

Var(X) = sPRR PR TE

16.10 A funcdo é ndo negativa e, por simetria,

(o] 1 (o]
J —e I dx = J e X dx=1.
oo 2 0

I |x|%e_|"| dx = J xe X dx =1 < oo,
— 0 0

Além disso,

Assim, o valor esperado existe; como x f(x) é impar, E[X] = 0. Para a densidade de
Cauchy, a integral de |x|f(x) diverge, de modo que a simetria nédo legitima o cance-
lamento e o valor esperado nio existe.

16.11 Pelo calculo dos momentos,

E[X] = al sea > 1, ]E[X2]=L2 sea > 2.

Assim:

1. aesperanga ¢ finita para a > 1;
2. o segundo momento ¢ finito para a > 2;

3. aesperanca ¢ finita e a varidncia ¢ infinita exatamente quando 1 < o < 2.

16.12 Como E[T] = 1/A = 1200, temos A = 1/1200. A funcio de sobrevivéncia é
P(T>t) = et/ 1200 logo

P(T > 1000) = ¢75/6,  P(500 < T < 1500) = e~ 5/12 — ¢=5/4,

A mediana m satisfaz 1 — e~™/1200 — 1/2, portanto m = 1200 In 2 horas. Por fim,

P(T >1800) _ _,

P(T > 1800 | T > 600) = ——— 2 =
( | ) P(T > 600)

Esse é também o valor de P(T > 1200): no modelo exponencial, o tempo de vida
adicional ndo depende da idade ja alcangada.
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