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Percursos de leitura e
exercicios

O livro pode ser lido integralmente ou em etapas. O percurso abaixo mantém o
conteudo das demonstracdes e indica os pré-requisitos que permitem adiar certas
generalizacdes até uma segunda leitura.

Nicleo de graduacao. Comece pelos vetores e pelas bases do capitulo 1. No
capitulo 2, use imediatamente bolas, vizinhangas, pontos de acumulacéo, limites
relativos ao dominio e continuidade; retome compacidade quando precisar garantir
extremos. O capitulo de diferenciacdo 3 organiza a aproximacéo linear, a regra
da cadeia e os operadores vetoriais. Depois, curvas e superficies (capitulo 4) dao
os objetos sobre os quais integramos. Os capitulos 5 a 7 desenvolvem integrais
multiplas, trabalho, circulacéo e fluxo, até Green, Gauss e Stokes. As coordenadas
curvilineas do capitulo 8 completam esse nucleo ao adaptar os célculos a geometria
dos problemas.

Aplicacoées fisicas. Kepler e os operadores diferenciais podem ser retomados
apos a derivada total. Potenciais e conservacéo sdo retomados nas integrais de linha;
fluxo e fontes, nas integrais de superficie. O capitulo de aplicacdes tensoriais 11
exige os fundamentos dos capitulos 9 e 10. Uma métrica, uma forma bilinear
e um operador tém componentes matriciais, mas suas mudancas de base e seus
significados sao diferentes.

Generalizacoes e aprofundamento. As secOes marcadas com asterisco, os
resultados locais mais avancados de diferenciacido e o calculo tensorial podem
receber uma segunda leitura. Para chegar as formas diferenciais, siga a sequéncia:
espacos duais e tensores (capitulo 9), linguagem de componentes (capitulo 10),

vi



vii

produto exterior (capitulo 12) e integragio de formas (capitulo 13). Assim, as regras
de alternancia e do produto exterior precedem seu uso sistematico em integragao.
A derivada covariante apresentada nas coordenadas tensoriais é uma ponte com
o célculo curvilineo euclidiano; uma teoria geral de curvatura néo é pré-requisito
para os capitulos anteriores.

Problemas que reaparecem. Em vez de tratar cada ferramenta isoladamente,
acompanhe a cadeia de perguntas de um mesmo modelo:

Modelo Continuidade das ferramentas

Temperatura e Limites e continuidade; diferencial e taxa observada; gradiente;

sensores fluxo térmico e condutividade anisotropica.

Fluxo e fontes Divergéncia; integrais multiplas; superficie aberta e tampa;
Gauss; forma de fluxo e conservacao.

Anisotropia Mudanca de base; operador e forma bilinear; métrica e contra-

¢do; direcdes principais e modelos fisicos.

Por exemplo, para T = 20 + x%y + €%, o sensor encontra no ponto (1,2, 0) a taxa
dT(v) = 4v; + v, + v3. Com a condutividade K = diag(2, 1,3), o fluxo nesse ponto
passa a ser ¢ = —KVT = (—8,—1,—3). A analise de limites, a aproximacéo linear e
o tensor de condutividade participam, assim, do mesmo problema.

Objetivo e dificuldade dos exercicios. Consolidacao pede reconhecer con-
ceitos e executar procedimentos; aplicacio pede interpretar um modelo geomé-
trico ou fisico; justificacao pede explicar uma hipodtese, escolha de método ou
argumento; aprofundamento estende a teoria ou combina ferramentas menos
imediatas. Os niveis basico, médio e dificil sdo relativos aos pré-requisitos da
secdo. Um exercicio basico de tensores ainda exige algebra linear. Nos grupos
histéricos que compartilham um enunciado, a classificacdo vale para o grupo; as
letras A, B e C originais foram preservadas. Nos marcadores compactos, C, A, J e
P indicam os quatro objetivos, nessa ordem; 1, 2 e 3 indicam os trés niveis. Assim,
[J2] significa justificacdo de nivel médio.

Os cddigos N001-N214 identificam os exercicios acrescentados na primeira
revisdo, e A001-A024, os desta ampliacao. Os codigos permanecem fixos mesmo
com a reorganizacdo dos capitulos. O Gabarito comentado apresenta os enunciados
e as solucdes dos dois conjuntos. Antes de consulta-lo, tente explicar por que
o método escolhido se aplica; depois compare hipdteses, orientacdo, unidades e
resultado.



Sumario

Percursos de leitura e exercicios

I. Calculo Vetorial

1. Vetores em Dimensdes Superiores

1.1.
1.2.

1.3.
1.4.

1.5.
1.6.

1.7.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Espagos Vetoriais . . . . . ... ... ... . ... ... ..
Basese MudancadeBase . . . . ... ... .. ... .. ...,
1.2.1. Independéncia linear e conjuntos geradores . . . . . ..
1.22. Bases. . . .. ...
1.2.3. Coordenadas . ... ..... ... ... ........
Transformacoes Lineares e Matrizes . . . . . . ... .. ... ..
O Espaco Tridimensional . . . . ... ... ... ... ......
1.4.1. Produtovetorial . . . . . ... ... ... ... ... ..
1.4.2. Coordenadas cilindricas e esféricas . . . ... ... ...
% Produto Vetorial em Dimensédon . . . ... ... ... .....
Funcoes de Véarias Variaveis . . ... .. ... ... ... ....
1.6.1. Representacdo grafica de campos vetoriais . . . . . . ..
Simbolos de Levi—Civita e Notacao de Einstein . . . . . ... ..
1.7.1.  Definicdes usuais na notacio de Einstein . . . . . . . ..
1.7.2.  Exemplos de demonstrac¢des com a notacdo de Einstein .

Limites e Continuidade

Alguns conceitos de topologia . . . . . ... ... L.
Limites . . . . ... ... ... . .
Continuidade . . . . . . . ... ... .. L
* Compacidade . . . . . ... ... Lo

Vi

10
10
12
14
17
20
20
25
31
33
34
37
41
41

43
43
52
61
63

viii



Sumario ix
3. Diferenciacao de Funcdes Vetoriais 67
3.1. Diferenciacdo de Funcdes Vetoriais de uma Variavel Real . . . . 68
3.1.1. Antiderivadas . . . . . .. ... Lo L 76
32. LeideKepler . . . . .. ... .. .. 78
3.3. Definicdo da Derivada de uma Funcéo Vetorial . . . . ... ... 81
3.4. Derivadas Parciais e Direcionais . . . . . . ... ... ...... 84
3.5. A Matriz Jacobiana . . . . .. .. ... ... ... ... ... . 87
3.6. Propriedades das Transformacdes Diferenciaveis . . . . . . . .. 93
3.7. Gradientes, Rotacionais e Derivadas Direcionais . . . . . . . .. 99
3.8. O Significado Geométrico da Divergéncia e do Rotacional . . . . 110
3.8.1. Divergéncia . . . . . ... ... 110
3.8.2. Rotacional . . . . ... ... ... .. ... 111
3.9. Equagdesde Maxwell . . .. ... ... ... ... ... .... 114
3.10. FuncdesInversas. . . . . . . . . . . . ... 116
3.11. Fungbes Implicitas . . . . . . . . ... ... Lo 119
3.12. Operagdes Diferenciais Comuns na Nota¢io de Einstein . . . . . 122
3.12.1. Identidades Comuns na Notacao de Einstein . . . . . . . 124

3.12.1. Exemplos de Uso da Notacao de Einstein para Demonstrar
Identidades . . . . . ... ... ... ... .. ... 127
4. Curvas e superficies 130
4.1. Curvas paramétricas. . . . . . . . . . . ..ot 130
4.2. Superficies . . . ... Lo 136
4.2.1. Superficie implicita . . . . . .. ..o oL 140
4.2.2. Duas descricoes da mesma esfera . . . . ... ... ... 140
4.3. Exemplos classicos de superficies . . . .. ... ... ... ... 142
44, xVariedades . . . . . . . ... ... 151
4.5. Otimizacdo com restricdes . . . . . . . . . . ... ... ... .. 153
5. Integrais Maltiplas 159
5.1. IntegraisDuplas . . . ... ... ... ... . ... ... . ... 159
5.2. Integrais Iteradas e o Teorema de Fubini . . ... ... ... .. 165
5.3. Integrais Duplas sobre Regides Gerais . . . . ... ... ... .. 173
5.4. Integrais Triplas . . . . . . ... ... . ... .. ... ... 178
5.5. Mudanga de Variaveis em Integrais Multiplas . . . . . . ... .. 182
5.6. Aplicacdo: Centrode Massa . . .. ... ... .......... 192
5.7. Aplicacdo: Probabilidade e Valor Esperado . . . ... ... ... 197



Sumario

6.

Integrais de Linha

6.1.
6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.
6.7.
6.8.

6.9.

Integrais de Linha de Campos Vetoriais . . . ... ... ... ..

Invariancia de Parametrizacdo e Outras Propriedades das Integrais

deLinha . . ... ... . ... ..
Integral de Linha de Campos Escalares . . . .. ... ... ...

6.3.1.

AreaacimadeumaCurva . . .. ... ... ... ....

O Primeiro Teorema Fundamental . . . . .. ... ... .. ...

Teste para um Campo Gradiente . . . . . . . ... ... .....

6.5.1.
6.5.2.

Campos vetoriais irrotacionais . . . . . ... ... ...
Trabalho e energia potencial . . . . . ... ... ... ..

O Segundo Teorema Fundamental . . . . . ... ... ... ...

Construcao de Funcdes Potenciais . . . . .. ... ... .....

Teorema de GreennoPlano . . . . . ... ... ... ......

6.8.1.

Escolher o método: trés calculos do mesmo trabalho

Aplicacio do Teorema de Green: Area . . . . .. .........

6.10. Formas vetoriais do Teorema de Green . . . . . .. .. .. ...

Integrais de Superficie

7.1.
7.2.

7.3.
7.4.

7.5.
7.6.

7.7.

7.8.
7.9.

O Produto Vetorial Fundamental . . . . .. .. .. ... .....

A Area de uma Superficie Parametrizada . . . . ... ... ...

7.2.1.
7.2.2.

A Area do Graficodeuma Funcdo. . . . ... ......
TeoremadePappus . . . . . ... ... .. ... .....

Integrais de Superficie de Funcdes Escalares . . . . .. ... ..
Integrais de Superficie de Funcdes Vetoriais . . . . . . . ... ..

7.4.1.
7.4.2.

Orientagdo . . . . . . . . . .. ... ...
Fluxo. . . ... ..

Teorema de Kelvin—-Stokes . . . . . . ... ... ... ......

Teoremade Gauss . . . . . . . . . . .

7.6.1.
7.6.2.

Lei de Gauss para campos de inverso do quadrado
Fechar uma superficie: controlar o fluxo da tampa

Aplicacoes de Integrais de Superficie . . . ... ... ... ...

7.7.1.
7.7.2.

Forcas conservativas e potenciais . . . . . . . ... ...
Leisde conservacdo . . . ... ... ...........

Decomposicao de Helmholtz . . . . . ... ... ... ... ....
Identidadesde Green . . . . ... ... ... ... ... ....

211
211

216
218
220
223
226
227
228
230
231
235
243
245
248

251
251
255
263
265
267
270
270
272
276
284
287
290
291
291
292
294
296



Sumario

xi

II. Calculo Tensorial

8. Coordenadas Curvilineas

8.1.
8.2.

8.3.

8.4.
8.5.
8.6.
8.7.

Coordenadas Curvilineas . . . ... ... ... . ... ......
Elementos de Linha e de Volume em Sistemas de Coordenadas Or-
togonais . . . ... ... Lo
Gradiente em Coordenadas Curvilineas Ortogonais . . . . . . .
8.3.1. Expressoes para os Vetores Unitarios . . . ... ... ..
Divergéncia em Coordenadas Curvilineas Ortogonais . . . . . .
Rotacional em Coordenadas Curvilineas Ortogonais . . . . . . .
O Laplaciano em Coordenadas Curvilineas Ortogonais . . . . .
Exemplos de Coordenadas Ortogonais . . . . .. .. .......

9. Tensores

9.1.
9.2.

9.3.
94.

9.5.

9.6.
9.7.

Funcional linear . . . .. ... ... ... ... ..........
Espacosduais . .. .. ... ... .. ... ... L.
9.21. Abasedual .. ... ... ... ...
Formas Bilineares . . . . ... ... ... ... ..........
Tensores . . . . . . . ..
9.4.1. Basedetensores . .. ... ................
9.4.2. Contracdo . . . . .. ... . . e
9.4.3. Um tensor de trés argumentos, do objeto as componentes
Mudanga de coordenadas . . . . ... ... ... ... ... ...
9.5.1. Vetoresecovetores . . . . . .. .. ... ... ......
9.5.2. Formasbilineares . . . . ... ... ............
Propriedades de simetria dos tensores . . . . ... ... ... ..
Formas . . . . . . . . . ..
9.7.1. Motivagdo . . . . . . . . ...
9.7.2. Produtoexterior . ... ... ... ... ... ...
9.7.3. Operador estrelade Hodge . . . . ... ... ... ....

10. Tensores em coordenadas

10.1. Notacédo indicial para tensores . . . . . ... ... ... .....

10.1.1. Comegar pelo tipo antes de comecar pelos indices . . . .
10.1.2. Definicdo da notacdo indicial . ... ... ... ... ..
10.1.3. Vantagens e desvantagens da notacdo indicial . . . . . .

10.2. Tensores novamente: mudanga de coordenadas . . . ... ...

10.2.1. Uma mudanca de base acompanhada do comego ao fim .
10.2.2. A métrica: medir comprimentos sem supor ortogonalidade

299

300
300

307
311
312
313
315
317
319

325
325
327
329
330
332
336
338
338
340
341
341
342
344
344
345
350

352
352
352
354
357
358
358
359



Sumario Xii
10.23. Ordem . . . . ... ... .. ... ... ... 363
10.2.4. Exemplos de tensores de diferentes ordens . . . . . . . . 364

10.3. Operacdes tensoriais em coordenadas . . . . . . ... ... ... 366
10.3.1. Adi¢doesubtracdo . . ... ... ... ... ... .... 366
10.3.2. Multiplicagdo porescalar. . . . ... .. ... ... ... 367
10.3.3. Produto tensorial . . . . . . ... ... 0oL 368
10.3.4. Contragdo . . . . . . . . . . ... e 369
10.3.5. Produtointerno . . . . . ... . ... ... ... ... 370
10.3.6. Permutacdo . . . .. ... ... .. ... 371
10.3.7. Contragéo, avaliacdo e produto: conferir o resultado 372
10.3.8. Transposicdo e adjunto: qual operacéo é intrinseca? 372
10.3.9. Uma contragdo completa que mede um tensor . . . . . . 373
10.3.10. Por que a contracio independe dabase . . . . . . . . .. 373

10.4. Delta de Kronecker e simbolo de Levi-Civita . . . ... ... .. 374
10.4.1. Kroneckerd . . . . . ... ... ... .. 375
10.4.2. Permutacdoe . . .. ... ... ... 375
10.4.3. Identidades tteis envolvendo § e/oue . .. ... .. .. 376
10.4.4. * Delta de Kronecker generalizado . ... ... ... .. 380
10.4.5. Do simbolo alternante a forma volume . . . . . . .. .. 380

10.5. Tipos de campos tensoriais . . . . . . . . ... .. .. ... ... 382
10.5.1. Tensores isotrdpicos e anisotropicos . . . . ... .. .. 382
10.5.2. Tensores simétricos e antissimétricos . . . . . . . . . .. 383
10.5.3. Campos tensoriais: a base também pode variar . . . . . 385
10.5.4. Recuperar divergéncia e gradiente em polares . . . . . . 386

11. Aplicacdes de tensores 388

11.1. Otensordeinércia . . . .. . ... ... ... .. ........ 388
11.1.1. Teorema dos eixos paralelos . . . . . .. ... ... ... 391

11.2. LeideOhm . . . . . . .. ... .. 393

11.3. Equacdo do movimento de um fluido: equacdo de Navier-Stokes 395
11.3.1. Tensordetensdo . .. . ... ... ... ......... 396
11.3.2. Derivacdo das equagdes de Navier-Stokes . . . . .. .. 396

12. Produto exterior 402

12.1. Motivacdo . . . . . . . . . .. 402
12.1.1. Area orientada bidimensional . . . ... ... ... ... 402
12.1.2. Paralelogramosem R®eem R® . . ... ......... 405

12.2. Produto exterior . . . . . ... ... . Lo 408
12.2.1. Defini¢do do produto exterior . . . . ... ... ... .. 409



Sumario xiii
12.2.2. * Produto tensorial simétrico . . .. ... ... ... .. 416

12.3. Propriedades dos espagos /\k Voo 417
12.3.1. Aplicacdes lineares entre espagos /\k Voo 419

12.3.2. Produto exterior e dependéncia linear . . . ... .. .. 422

12.3.3. Célculodabasedual ... ... ... ... ... ..... 426

12.3.4. Eliminacdode Gauss . . . ... ... ... ........ 429

12.3.5. Posto de um conjunto de vetores . . . . ... ... ... 432

12.3.6. Produto exterior na notacédo indicial . ... ... .. .. 435

12.3.7. * Algebra exterior (dlgebra de Grassmann) . . . . . . . . 439

13. Integracao de Formas 443
13.1. Formas diferenciais . . . . . ... ... ... ... ... ..., 443
13.2. Integracdo de Formas Diferenciais . . . . .. .. ... ... ... 447
13.3. Variedades de dimensdozero . . . . . ... ... ... . ... .. 449
13.4. Variedades de dimensdoum . . . .. ... ... ... ...... 450
13.5. Formas fechadaseexatas . . . . .. ... .. ... ........ 456
13.6. Variedades de dimensdodois . . . . . . ... ... ... ... .. 462
13.7. Variedades de dimensdotrés . . ... ... ... ... ...... 464
13.8. Integrais de superficie . . . . . . .. ... .. ... ... 466
13.9. Teoremas de Green, Stokese Gauss . . . . . ... ... .. ... 471
13.9.1. Uma particdo da unidade em um intervalo . . . . . . .. 471
Referéncias 481
Gabarito comentado 483
Capitulo 1: Vetores em Dimensdes Superiores. . . . . . .. ... ... 483
Capitulo 2: Limites e Continuidade . . . . . .. ... ... ... .... 487
Capitulo 3: Diferenciacdo de Fun¢des Vetoriais . . . . . ... ... .. 489
Capitulo 4: Curvas e superficies . . . .. ... ... ... ... .... 495
Capitulo 5: Integrais Mdltiplas . . . . ... ... ... .. ... .... 499
Capitulo 6: Integraisde Linha . . . . . . ... ... ... ........ 500
Capitulo 7: Integrais de Superficie . . . . ... .. ... ... ..... 507
Capitulo 8: Coordenadas Curvilineas . . . .. ... ... ....... 513
Capitulo 9: Tensores . . . . . . .« oo i 517
Capitulo 10: Tensores em coordenadas . . . . . . ... ... ...... 523
Capitulo 11: Aplicacdes de tensores . . . . . . .. ... .. ...... 528
Capitulo 12: Produto exterior . . . . . ... ... ... ... .. .... 531
Capitulo 13: Integracdo de Formas . . . . . . ... ... .. ... ... 535



Parte I.

Calculo Vetorial



CAPITULO

1

Vetores em Dimensoes
Superiores

1.1. Espacos Vetoriais

Neste capitulo comegamos a organizar a geometria de R"” a partir de sua estrutura
algébrica. Paran = 2 e n = 3, estamos acostumados a interpretar os elementos de
R" como coordenadas de pontos no plano ou no espaco. Quando n > 4, essa visua-
lizacdo direta deixa de ser possivel, mas muitas das ideias geométricas familiares
continuam validas e ajudam a compreender o caso geral.

Definicao 1.1

O espaco n-dimensional R” é o conjunto

]Rn = {(x15x29---3xn) ¢ X E ]R}

Os elementos v € R" serdao chamados de vetores. No texto, usaremos normal-
mente o negrito v; no quadro, é comum representa-los por uma seta, v.
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Definicido 1.2
Se x e y sdo vetores de R"?, sua soma vetorial x + y é definida coordenada a
coordenada por

X+y=01+Y,%+ Y X+ V) (1.1)

Observe que o simbolo “+” desempenha dois papéis em (1.1): a esquerda, denota a
soma de vetores que acabamos de definir; a direita, denota a soma usual de nimeros
reais.

O vetor cujas componentes sao todas nulas é chamado de vetor nulo e denotado
por 0. Ele satisfaz v + 0 = v para todo v e, portanto, é o elemento neutro da soma
vetorial.

Definicido 1.3
Um numero real 1 € R serd chamado de escalar. Se A € Re x € R?, definimos

a multiplicaciao por escalar por

Ax = (Axy, Axg, ..oy AXy) . (1.2)

O conjunto R", equipado com as operag¢des de soma e multiplicagdo por escalar
definidas acima, é o espaco vetorial real n-dimensional.

O vetor (—1)x também é denotado por —x e chamado de oposto de x.

As propriedades fundamentais dessas operacdes sdo reunidas no teorema a se-
guir.

Teorema 1.1

Sex,y,ze R"e A, 11,4, € R, entdo
X + z = z + x (comutatividade da soma);
(x+2)+y=x+(z+Yy) (associatividade da soma);
existe um Unico vetor 0 tal que x + 0 = x para todo x € R";

para cada x € R", existe um unico vetor —x tal que x + (—x) = 0;

A (A2x) = (M A)x;
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Iz' ()Ll + Az)X = /11x + )LzX;
Ax+z)=Ax + Az;
1x = x.

A verificagdo é imediata a partir das operacdes coordenada a coordenada. Em
particular,

0 =(0,0,...,0),

e, se X = (x, Xy, ..., X,), entdo
—x = (=X, =X, ..., —X;).

Escrevemos x + (—z) simplesmente como x — z. Quando interpretado como ponto,
o vetor 0 é a origem.

Em um contexto mais geral, um conjunto ndo vazio V, munido de duas operacdes
de soma e multiplicagdo por escalares, é chamado de espaco vetorial quando
satisfaz as propriedades do Teorema 1.1. Seus elementos sdo chamados vetores.

Em R", um mesmo elemento pode ser visto como ponto ou como vetor. Usaremos
a palavra vetor quando quisermos enfatizar a estrutura algébrica e a palavra ponto
quando o aspecto geométrico for mais importante.

Definicdo 1.4

A base canénica ordenada de R" é a colecéo

{ej,eq,...,e,},

em que
ep = o,...,1,...,0)

—_—
1 na k-ésima posicdo e 0 nas demais

Para todo v = (vy, ..., w,), temos

n
kaek = (VlaVZs-":vn)- (13)
k=1

Assim, todo vetor pode ser escrito como combinacéo linear dos vetores da base
candnica. Voltaremos a esse fato na se¢io seguinte.
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Definicdo 1.5

Sejam a,b € R" pontos distintos e x = b — a # 0. A reta paramétrica que
passa por a na direcdo de x é o conjunto

{reR*:r=a+tx, teR}.

Exemplo 1.1

Determine uma equacio paramétrica da reta que passa pelos pontos (1, 2, 3)
e(-2,-1,0).

Solucdo. Um vetor diretor é
(1-(-2),2—-(-1),3-0) =(3,3,3).
Logo, uma equacio da reta é
(x,y,2) =(1,2,3) +1(3,3,3).

Equivalentemente,
(x,y,2) = (=2,-1,0) + (3,3, 3).

Comprimento, distancia e produto interno

Definicdo 1.6

Dados x,y € R", seu produto interno é definido por

n
X'y= Zxkyk.
k=1
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Teorema 1.2

Parax,y,z€ R" e, f € R, valem:
(ax+ py)-z=a(x-z) + f(y - z);
X y=y-x
x-x>0;

X - X = 0 se, e somente se, x = 0.

Essas propriedades seguem diretamente da defini¢cdo coordenada a coordenada.
A norma, ou comprimento, de x é

x| = Vx - x.

Definicao 1.7

Dados x,y € R", a distancia entre eles é

dx,y) = |x -yl =

Para n = 1, essa definicdo reduz-se ao valor absoluto. Paran = 2 en = 3,
recuperamos as formulas usuais da geometria euclidiana.

Definicdao 1.8

Um vetor x é chamado de vetor unitario quando

x| = 1.

Definicao 1.9
Se x # 0, o versor associado a x, denotado por X, é o vetor unitario

X

X=—.
I
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Uma das desigualdades fundamentais da analise nasce diretamente dessa geo-
metria.

Teorema 1.3 — Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz
Para quaisquer x,y € R",
Ix -yl < Ixlllyl-

Demonstragao. Se y = 0, ambos os lados sdo nulos. Para y # 0, escolha
Xy
iy = —.
lyll?

Esse é o coeficiente da projecio de x sobre a reta gerada por y. Pela ndo negatividade
da norma ao quadrado,

(x-y)?

0 < Ix — toylP = Il — =
Iyl

Multiplicando por |y|* e extraindo a raiz quadrada, obtemos a desigualdade. A
igualdade ocorre precisamente quando x = t;y; incluindo o caso nulo, isso equivale
a dependéncia linear dos dois vetores. |

Em coordenadas, a desigualdade pode ser escrita como

n n 1/2 ; n 1/2
D % < (Z(xk)2> (Z yf) : (1.4)
k=1 k=1 k=1

Teorema 1.4 — Desigualdade triangular

Para quaisquer x,y € R",

Ix + vl < Ix] + [yl
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Demonstragao. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

Ix+yl>? = x-x+2x-y+y-y
< I+ 20xdllyl + Iyl
= (Ixl + Iyl
Como ambos os lados sdo nio negativos, basta extrair a raiz quadrada. ]

Corolario 1.5

Sex,y,z € R", entéo [x —y| < [x —z| + [z - y].

Demonstragao. Escrevax—y = (x—z)+(z—y) e aplique a desigualdade triangular.
[

Definicao 1.10

Se x e y sdo vetores néo nulos de R", o 4ngulo (x/;) entre eles é definido pela
relacao
— X - y
cos(x,y) = ——.
Ix[lyl

A desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que o lado direito pertence ao
intervalo [—1, 1].

Definicdo 1.11
Dois vetores ndo nulos x,y € R” sdo ortogonais quando o angulo entre eles
¢ 90°. Equivalentemente,

x-y=0.

Seja Py = (p1, Pos---» Pu) € sejan = (ny,ny, ..., n,) um vetor ndo nulo.

Definicdo 1.12
O hiperplano determinado pelo ponto P, e pelo vetor normal n é o conjunto
dos pontos P = (xq, ..., x,) € R" tais que o vetor de Py a P é perpendicular a n.

Em termos do produto interno, a condi¢io é

n‘(P—Po):O.
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Desenvolvendo,
(g = p1) + o+ (6 — pp) = 0,
que é a forma ponto—normal da equacdo de um hiperplano. Equivalentemente,

nyxy + - +nyx, +d =0,

onde

d=—(nypy + - + nypn).

Exemplo 1.2 — Forca atil em uma direcao

Uma for¢a F = (6,2, —1), em newtons, atua sobre um mecanismo que s6 pode
mover-se na direcdo de d = (2,1,2). Determine a componente vetorial da
forca nessa direcio e a forca transversal.

Solucao. A direcgdo unitaria é u = d/3. A componente escalar é

_12+42-2

F-u =4N.
3
Logo, F| = 4u = (8/3,4/3,8/3) e
10 2 11
FL<FR=(355)

Conferimos F, - d = 0. A componente longitudinal produz trabalho em um deslo-
camento nessa direcdo; a transversal é equilibrada pela restricdo do mecanismo. <

Exercicios

Exercicio N0O1 Consolidacao; basico

Calcule a norma, o versor e a projecdo de (3,—1,2) sobre a reta gerada por
(1,2,2).

Exercicio N002 Aplicacido; médio
Determine o ponto do plano 2x — y + 2z = 3 mais proximo de P = (1,2,3) e sua
distancia a P. Use a direcdo normal ao plano.
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Exercicio N003 Aplicacdao; médio
Uma for¢a F = (4,3,0) N atua ao longo de um deslocamento s = (2,—1,2) m.
Calcule F - s e decomponha F em componentes paralela e perpendicular a s.

Exercicio N004 Justificacdo; médio
Deduza a desigualdade triangular inversa |[x]| — [ly]| < [x — y| e determine os
casos de igualdade em Cauchy-Schwarz.

1.2. Bases e Mudanca de Base

Uma base permite separar o vetor geométrico de sua descri¢do por coordenadas.
A independéncia linear garante a unicidade dessa descri¢do, enquanto a proprie-
dade de gerar o espago garante sua existéncia. A mudanga de base modifica os
coeficientes, mas preserva o vetor.

1.2.1. Independéncia linear e conjuntos geradores

Definicdo 1.13

Se A; € R, uma expressido da forma

n
Y A%
=1

é chamada de combinacao linear dos vetores xy, ..., X;.

Definicao 1.14

Os vetores X, ..., X, € R" sdo linearmente dependentes quando existem
escalares Ay, ..., A,;, ndo todos nulos, tais que

Zn: )LJX] =0.
j=1
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Definicdo 1.15
Os vetores X, ..., X, € R" sdo linearmente independentes quando a tinica
combinagio linear que produz o vetor nulo é a trivial; isto é,

n
D Axi=0 — A=-=1=0
j=1

Exemplo 1.3

A familia
{(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)}

é linearmente dependente em R3, pois

(1,2,3) —2(4,5,6)+(7,8,9) = (0,0,0).

Definicdo 1.16
Uma familia {x,X,,...} € R" gera R" se todo vetor x € R" pode ser escrito
como combinacéo linear dos vetores da familia.

Exemplo 1.4

Pela identidade (1.3), a base canonica gera R".

Teorema 1.6

Se uma familia {x;,x,, ...} gera R", entdo qualquer familia que a contenha
também gera R".
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Demonstragao. Basta observar que uma combinacio linear dos vetores originais
continua sendo uma combinacéo linear da familia maior, atribuindo coeficiente
zero aos vetores acrescentados. u

Exemplo 1.5
A familia
{i=(1,0,0),j=1(0,1,0),k = (0,0, 1)}
gera R®, pois
(a,b,c) = ai + bj + ck.

Exemplo 1.6

Mostre que
{t; =(1,0,0),t, =(1,1,0),t3 = (1,1, 1)}

gera R®.

Solucao. Para qualquer (a,b,¢) € R3,

(a,b,¢c) = (a—b)ty + (b — o)ty + cts.

1.2.2. Bases

Definicdao 1.17

Uma familia E = {x1, ..., X} C R" é uma base de R" se

é linearmente independente;

gera R".
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Exemplo 1.7
A familia canoénica
e; =(0,...,0,1,0,...,0),

com 1 na i-ésima posi¢do, é uma base de R".

Teorema 1.7

Todas as bases de R” tém o mesmo numero de vetores.

Definicdo 1.18

A dimensao de R" é o niamero de vetores de qualquer de suas bases, isto é, n.

Teorema 1.8

Uma familia {x;, ..., x,} € R" é uma base se, e somente se, a matriz A cujas
colunas sdo os vetores xy, ..., X, é invertivel.

Demonstracdo. Para X = (A1,...,4,)%, AX = l1xq + - + A,X,,. Se A é invertivel,
para cada v € R” existe um tnico vetor de coeficientes X = A~ lv tal que AX = v.
Portanto, as colunas de A geram R" e sdo linearmente independentes, logo formam
uma base.

Reciprocamente, se {Xy, ..., X, } é uma base, todo v € R" possui uma tnica repre-
sentacdo como combinacio linear dessas colunas. Assim, para cada v a equagéo
AX = v possui solucio unica, e A é invertivel. ]

Definicao 1.19

Uma base E = {x1, ..., X;} é ortogonal se x; - x; = 0 sempre que i # j.

Uma base ortogonal é ortonormal se todos os seus vetores tém norma
1.
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1.2.3. Coordenadas

Teorema 1.9

Se E = {eq, ..., e,} é uma base de R", entdo todo x € R" admite uma tnica
representacao
X = X1€q + -+ Xn€p-

Demonstragao. A existéncia decorre de E gerar R”. Para a unicidade, suponha
também que
X = b1e1 P 000 o b,,en.

Subtraindo as duas representacdes,
0=(x; —by)es + -+ (x5, — bp)ey.

Como a base é linearmente independente, todos os coeficientes sao nulos, e portanto
x; = b; para todo i. ]

Definicdo 1.20

Uma base ordenada é uma base na qual a ordem dos vetores foi fixada. Se
E ={ey,..., €,} é uma base ordenada e

X = d;1€eq + -+ a,€,,

os escalares ay, ..., a, sdo as coordenadas de x na base E. Denotamos o vetor
de coordenadas por

[x]E,

ou simplesmente [x] quando a base estiver clara.

Exemplo 1.8

A base ordenada canonica de R? é E = {i,j, k}. O vetor (1, 2,3) tem coorde-
nadas (1, 2,3)g. Se trocarmos a ordem para F = {i, k, j}, o mesmo vetor tera
coordenadas (1,3, 2)f.
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Observacao 1.10

Quando uma base nio ¢é indicada, assumiremos a base canoénica.

Exemplo 1.9
Como
(1,2,3) =—-(1,0,0) — (1,1,0) +3(1,1,1),

na base ordenada
E=1{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)},

temos
(1,2,3) = (—1,—1,3)E.

Exemplo 1.10

Considere as bases

E= {(191)5(1!2)}5 F= {(2’ 1)5(15_1)}

de R%. Determine as coordenadas, na base F, do vetor cujas coordenadas na
base E sdo (3,4)g.

Solucao. Procuramos x, y tais que

[i ;] (i) ) [f _11] G )p -

Logo,
-1
2 1 1 1)/(3 6
eve=li 4] 1 2]6)- (),
De fato,
B, =3(1,1)+4(1,2) =(7,11),
e

(6,=5)F = 6(2,1) = 5(1,-1) = (7,11).
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Sejam agora E e F duas bases de R". Se A é a matriz formada pelas colunas de E
e B a matriz formada pelas colunas de F, entdo, para vetores de coordenadas Xg e
Yr do mesmo vetor,
AXE = BYF

Como A e B sao invertiveis,

Yr = B lAXg, Xp = A"!BYp.

Definicao 1.21
Sejam E = {xq,...,X,} e F = {yy, ..., y,} bases ordenadas de R". Se A e B sio,
respectivamente, as matrizes cujas colunas sdo os vetores de E e de F, entdo

P=B'A
é a matriz de mudanca de base de E para F, enquanto
P1=A"B

¢ a matriz de mudanca de base de F para E.

Exemplo 1.11

Considere as bases de R3
E= {(1, 1, 1) s (1, 1, O) s (1, 0, O)},

F={(1,1,-1),(1,-1,0),(2,0,0)}.

Determine a matriz de mudancga de base de E para F, sua inversa e as coorde-
nadas em F do vetor (1, 2, 3).

Solucdo. Tomando

1 1 1 1 2
A=11 1 0], B=|1 -1 0f,
1 0 0 -1 0 O
obtemos
-1 0 0
P=Bla=|=2 -1 0}
2 1 1
2
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e
-1 0 0
Pl=|2 -1
0 2 2
Portanto,
1 —1
Ye=P(2] =74
' u
E 27F

A verificacdo na base canonica fornece o mesmo vetor (6,3, 1) em ambos 0s casos.<

Exercicios

Exercicio N005 Consolidacao; médio

Para E = ((1,1),(1,—1)) e F = ((1,0), (1, 2)), determine a matriz de mudanca de
E para F e as coordenadas em F do vetor [v]g = (2,—3). Confira o vetor na base
canonica.

Exercicio N006 Consolidacao; basico

Determine para quais valores de a os vetores (1,4, 0), (0,1,a) e (a,0, 1) formam
uma base de R3.

Exercicio N0O7 Justificacdo; médio
Se E é ortonormal, mostre que [v]g tem componentes v - ¢.. Explique por que
essa formula precisa ser modificada em uma base nao ortogonal.

1.3. Transformacoes Lineares e Matrizes

As coordenadas também permitem representar operagdes geométricas por ma-
trizes. Cada coluna registra a imagem de um vetor da base do dominio; por isso, a
ordem das bases precisa ser fixada antes de calcular a matriz.

Definicdo 1.22

Uma transformacao linear L : R” — R™ é uma funcio que satisfaz
B aditividade: L(x +y) = L(x) + L(y);

® homogeneidade: L(Ax) = AL(x), para todo A € R.
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Equivalentemente,
L(x + dy) = L(x) + AL(y).

Se E = {x;}'; é uma base ordenada de R" e F = {y;}|”; é uma base ordenada de

a1
L(xl) = anyrt+-+amym =

aml F

a2
L(x = a +-4a = :

R™, escrevemos (x3) 12Y1 m2Ym

A2 F

ain
L(Xn) = alnYl + .-+ amnym =] g

amn F

Definicdo 1.23

A matriz
aixr a2 ain
a a a
M = gl 22 2n
m1 Am2 Gpn

é a representacio matricial de L relativamente as bases E e F.

Exemplo 1.12
Considere L : R®> — R3 dada por

L(x,y,2)=(x—y—z,x+y+22).

Determine a matriz de L na base canodnica.

Determine a matriz de L na base ordenada E =
{(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1)}, usada tanto no dominio quanto na
imagem.

Solucio.
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Como

L(1,0,0)=(1,1,0), L(0,1,0)=(-1,1,0), L(0,0,1)=(-1,1,1),

a matriz é
1 -1 -1
1 1
0 0 1

Na base E,

L(1,0,0) = (0,1,0)g,
L(1,1,0) = (-2,2,0)g,
L(1,0,1) = (-3,2,1)g.

Logo,
0 -2 -3
1 2 2
0o 0 1

¢ a matriz procurada.

Definicdo 1.24

O posto por colunas de uma matriz A é a dimenséo do espago gerado por
suas colunas; o posto por linhas é a dimenséo do espacgo gerado por suas
linhas.

Um teorema fundamental da Algebra Linear afirma que esses dois nimeros séo
iguais. Seu valor comum é chamado simplesmente de posto da matriz.
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Exercicios

Exercicio N008 Aplicacao; basico
Uma deformacio plana é L(x,y) = (2x + y, x + 2y). Determine sua matriz, as
imagens dos eixos e a razdo entre as areas de uma regido e de sua imagem.

Exercicio N009 Consolidacao; basico

Para L(x, y,z) = (x — y, y — z), determine o nucleo, a imagem e o posto.

Exercicio NO10 Justificacdo; médio

Se P transforma coordenadas de E para F e Ag representa L em E, deduza
Ap = PAgP! e aplique ao operador L(x,y) = (3x,y) com E candnica e F =
((1,1),(1,-1).

1.4. O Espaco Tridimensional
Vamos agora especializar algumas das construcdes anteriores ao caso particular-
mente importante de R>.
Definicdo 1.25
O espago tridimensional é

R3 ={r=(x,9,2) : x,y,z€ R}.

Depois de escolher o eixo z apontando para cima, ainda precisamos fixar a
orientacdo dos eixos x e y. Adotaremos o sistema de coordenadas orientado
pela mao direita, mostrado na Figura 1.1. Defina

i=(1,0,0), j=1(0,1,0), k =(0,0,1),

de modo que
r=(x,y,z) = xi+yj + zk.

1.4.1. Produto vetorial

O produto vetorial de dois vetores, na forma usual, é definido apenas em R,
Mais adiante, na Seg¢ao 1.5, veremos uma generalizacdo para dimensdes arbitrarias.
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Mao direita. Regra da méo direita. Maio esquerda.

Figura 1.1.: Orientagdo dos eixos: trocar x e y inverte a orientacao.

Definicao 1.26
Sejam x,y,z € R3 e 1 € R. O produto vetorial x satisfaz

anticomutatividade: x x y = —(y x x);

bilinearidade:
(X+zZ)Xy=xXxy+zXxy,

XX(Z+y)=XXZ+XXY;
homogeneidade: (Ax) xy = x x (ly) = A(x x y);

X xXx=0;

regra da mao direita:

ixj =Kk, ixk=i, kxi=j.

Geometricamente, o produto vetorial produz, a partir de dois vetores nédo parale-
los de um plano, um vetor perpendicular a esse plano.

Exemplo 1.13

Calcule
(1,0,-3)x (0,1,2).
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Solucdo. Temos

(i—3Kk) x (j + 2K)

ixj+2ixk—-3kxj—6kxk
= k-2j+3i
3i—-2j+ k.

Logo,
(1,0,-3) % (0,1,2) = (3,-2,1).

Observacao 1.11

O produto vetorial nao é associativo. Por exemplo,
ix(ixj)=ixk=-j,

enquanto
(ixi)xj=0.

]
g/ 1y A=lxxyl
[}
0 L S
X
h = |yl sen6.

Normal ao plano dos vetores.

Figura 1.2.: Produto vetorial e area do paralelogramo.

Teorema 1.12

Se X = (x1>x2:x3) € y = (}/b yz’ )/3), entéo

xxy = (x5 — x3y)i + (x3y; — x1)3)j + (X132 — X231 k.
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Demonstragao. Expanda o produto usando a bilinearidade e aplique as relacdes da
regra da mao direita. Os termos i x 1, j X j e k x k sdo nulos, e os seis termos mistos
se agrupam exatamente nos trés coeficientes acima. u

Uma forma mnemonica conveniente é o determinante formal
i j k
uxv=\u U usf.
Vi V2 V3

Teorema 1.13

O vetor x x y é perpendicular tanto a x quanto a y.

Demonstragao. Substituindo a expressdo coordenada do produto vetorial no pro-
duto interno x - (x X y), os seis termos cancelam dois a dois. O mesmo argumento
vale para y. ]

Embora o produto vetorial ndo seja associativo, vale a identidade do produto
vetorial triplo:

Teorema 1.14

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

Demonstragao. Escreva a = (ay,az,a3), b = (by,by,b3) e ¢ = (¢q,¢5,¢3). Paraa
primeira componente,

[ax (b xc)]y = ay(bic; — byey) — as(bsey — bycs)

= by(agey + ascs) — c1(aghy + asbs)
=by(a-c)—c(a-b).

As outras duas componentes sdo obtidas do mesmo modo. Portanto,

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.
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X X

V= Abaseh V= |(X X Y) : Z|

Figura 1.3.: Volume do paralelepipedo: area da base vezes a altura perpendicular.

Teorema 1.15

—

Se (x,y) € [0, ] é 0 4ngulo entre x e y, entdo

[x >yl = [x]llyl sen (x, y).

Demonstragiao. Uma expansio direta mostra que

Ix < yl? = IxI?lyl* — (x - y)*.

Como
x-y = [x]lyl cos (x.y).
segue que
< yI? = Icllyl? sen® (x,y).
Extraindo a raiz quadrada obtemos o resultado. ]

Assim, |x x y| é a area do paralelogramo gerado por x e y; veja a Figura 1.2.

Corolario 1.16

Dois vetores ndo nulos x, y satisfazem xxy = 0 se, e somente se, sio paralelos.



1. Vetores em Dimensoes Superiores 25

Corolario 1.17 — Identidade de Lagrange

Ix > yI? = IxlPlyl” - (x- y)*.

Teorema 1.18

Se X, y, z sdo linearmente independentes em R%, o volume orientado do para-
lelepipedo gerado por eles é

(xxy)ez

Demonstracao. A base do paralelepipedo tem area |x x y|. Se 0 é o angulo entre z e
x Xy, sua altura orientada é ||z| cos . Logo,

V = |xxyllz]cosd = (xxy) - z.

Observacao 1.19

Pela simetria ciclica,

(xxy)-z=(yxz)-x=(zxx)-Y.

Em particular,
x-(yxz)=(xxy)-z

1.4.2. Coordenadas cilindricas e esféricas

ZX3

O XX

Figura 1.4.: Decomposicdo de v como soma de trés deslocamentos.
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Se B = {x1, X5, X3} é uma base ordenada de R3, cada vetor v possui uma decom-

posicdo Unica

vV =XxXx;+ VXo + zXx3.
As coordenadas (x, y, z) podem ser interpretadas como deslocamentos ao longo
de trés direcdes fixas. Em sistemas de coordenadas curvilineas, os caminhos co-
ordenados podem ser curvos. Aqui nos concentraremos nos dois exemplos mais
importantes no espaco: coordenadas cilindricas e esféricas.

As coordenadas cilindricas sdo especialmente naturais em problemas com si-
metria em torno do eixo z; as esféricas, em problemas com simetria em torno da
origem.

Seja P = (x,y,z) e seja Py = (x, y,0) sua projecdo no plano xy. Denote por (r, §)
as coordenadas polares de (x, y), por p a distancia da origem a P e por ¢ o dngulo
entre o segmento OP e o semieixo positivo z. Entdo (7,6, z) sdo as coordenadas
cilindricas e (p, 0, $) as coordenadas esféricas de pl

% P(x,y,z)

Py(x,y,0)

Coordenadas cilindricas (7, 0, z):

x =rcosf r=x%+y2

y=rsenf cosf ==, sen@zz (r>0)
r

X
r
zZ=z Z=Z

O par (cos 0, sen 0) determina o quadrante correto de

6.

!Na convencio mais comum em Matematica, ¢ é o Angulo polar medido a partir do eixo z. Em Fisica
é frequente trocar os papéis de 0 e ¢.
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Z P(x,y,2)

PO(x> Y, 0)

Coordenadas esféricas (p, 0, §):

x = psengcosf p = Jx2+y? + 22

y = psen¢senfd cosf = ————, sen@zL
[x% + 12 X2+ 2
zZ=pcos¢ ¢ =cos! E)
p

nas expressdes da coluna da direita em que os denominadores sao néo nulos.

Os angulos 6 e ¢ sdo medidos em radianos. Tomamosr > 0,0 <0 <27, p>0e
0 < ¢ < 7. O angulo 0 néo é definido quando (x, y) = (0,0), e § ndo é definido na
origem.

Exemplo 1.14

Converta o ponto (—2,—2, 1) de coordenadas cartesianas para (a) cilindricas e
(b) esféricas.

Solucdo. (a) Temos

r=(=2)? + (=2)% = 2V2, 0= %T

Logo,
(r,0,2) = (2\5, %T, 1) .

(b) Além disso,

p=(=22 + (=22 + 12 = 3, ¢ = cos™? (%)
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Portanto,
5r 11
,0, =(3,—,cos 1—).
(p.0.9) . 3
<

Em coordenadas cilindricas, as superficies r = ry, 0 = 6, e z = z; sdo, respecti-
vamente, um cilindro circular em torno do eixo z, um semiplano com bordo nesse
eixo e um plano paralelo ao plano xy.

ZA)

(a)r:ro (b)6:€0 (C)z:ZO
Figura 1.5.: Superficies coordenadas cilindricas.
Em coordenadas esféricas, as superficies p = py, 0 = 0y e ¢ = @ sdo, respectiva-

mente, uma esfera centrada na origem, um semiplano com bordo no eixo z e um
cone circular com vértice na origem.

@) p = po (b) 6 = 6, ©) ¢ =do

Figura 1.6.: Superficies coordenadas esféricas.

As Figuras 1.5(a) e 1.6(a) explicam a origem dos nomes desses sistemas.



1. Vetores em Dimensoes Superiores 29

Exemplo 1.15

Escreva a equacio do cilindro x? + y? = 4 em coordenadas cilindricas.

Solucao. Como r = \/x% + 2, a equacio é simplesmente r = 2. <

Exemplo 1.16

Escreva (x — 2)? + (y — 1) + 22 = 9 em coordenadas esféricas.

Solucdo. Expandindo,
x2+y2+22—4x—2y+5=9.
Substituindo as coordenadas esféricas,
p? —4psen¢cosh —2psendsend —4 = 0.

Nesse caso, a expressdo esférica é menos transparente que a cartesiana, na qual
vemos imediatamente uma esfera de raio 3 e centro (2, 1,0). <

Exemplo 1.17

Descreva a superficie dada por 8 = z em coordenadas cilindricas.

Solucdo. Essa superficie é um helicoide. A medida que z aumenta, o angulo 0
aumenta na mesma propor¢ao, enquanto r permanece livre. O resultado lembra
uma escada em espiral. A Figura 1.7 mostra a parte com0<z<4re0<r < 2.
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Figura 1.7.: Helicoide 6 = z.

Exercicios

A

Nos Exercicios 1-4, determine as coordenadas (a) cilindricas e (b) esféricas do ponto
dado em coordenadas cartesianas.

[c11(2,2v3,-1) [c11(v21,—7,0)
[c1](=5,5,6) (1 (0,v2,2)

Nos Exercicios 5-7, escreva a equacdo dada em coordenadas (a) cilindricas e (b)
esféricas.

[c1]x2+y2+22:25 [c1]x2+y2+922:36

E [C1]x2 +y2 =2y

B

. ~ - T T
[A2] Descreva a intersecdo das superficies 6 = P ¢ = 7 & coordenadas

esféricas.

E [)2] Mostre que, para a # 0, a equacdo p = 2a sen ¢ cos 0 descreve uma esfera
de centro (a, 0,0) e raio |al.

C
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[A3]Seja P = (a,0,¢) em coordenadas esféricas, coma > 0e 0 < ¢ < 7.
Prolongue o segmento da origem a P até sua interse¢do com o cilindro r = a.
Determine as coordenadas cilindricas desse ponto.

[)3] Se P; e P, tém coordenadas esféricas (pq, 01, 91) € (po, b5, P5), mostre que
o angulo y entre seus vetores posicio satisfaz

COSYy = COS Py cOS Py + sen ¢ sen ¢, cos(fy — 0;).

[)3] Mostre que a distancia entre pontos de coordenadas cilindricas (rq, 0, z;)
e (ry,0p,25) €

d= \/rlz +72 = 2ryry cos(B, — 6) + (2 — 2)2.

[A3] Obtenha uma férmula analoga para a distancia entre dois pontos dados
em coordenadas esféricas.

1.5. * Produto Vetorial em Dimensao n

E natural perguntar até que ponto o produto vetorial tridimensional pode ser ge-
neralizado para R". A resposta depende das propriedades que desejamos preservar.
Duas generalizacOes imediatas seriam procurar um produto binario

x : R"xR" - R,
ou um produto de n — 1 vetores

x : RPx - xR" - R™,
—

n—1 fatores

Sob hipéteses naturais, um produto binario com propriedades analogas ao produto
vetorial usual existe apenas nas dimensdes 3 e 7; veja [1]. Aqui adotaremos a
segunda generalizagio.

Definicao 1.27

Sejam vy, ..., v,_; € R". O produto vetorial generalizado v; x --- xv,_; é 0
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Vi
unico vetor de R” tal que, para todow € R*, w- (v x --- xv,_1) = det
n—1
w
onde o determinante é calculado nas coordenadas da base canonica. Essa

definigdo usa o produto interno e a orientacdo canoénica de R”; em particular,
e X - Xe,_q = ey,

Também escreveremos

><(V1,... JVno1) 1=V X XV, .

Proposicao 1.20

Se eq,...,e, é a base candnica e vy, ..., v,_; tém coordenadas v;j, entdo

Vit 0 Vin
X(Vl,...,vn_l) = .
Vn—-11 " Va—1n
el cee en

A posigdo da linha dos vetores da base garante que a familia ordenada

RS (TR

tenha orientacdo positiva em relacdo a base canonica, desde que os vetores de
entrada sejam linearmente independentes. No caso dependente, o produto é nulo e
a familia ndo define uma orientacéo.

Proposicao 1.21
O produto vetorial generalizado satisfaz:
X(vy, ..., v,_1) é perpendicular a cada v;;

seu modulo é o volume do paralelepipedo (n — 1)-dimensional gerado
pelos vetores de entrada;
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parav, € R",

Vit " Vin
Vn‘(le"'Xvn—l): : :

Yni " Vin

Demonstragao. A férmula por cofatores mostra a existéncia do vetor definido pelo
determinante. A unicidade segue porque, se dois vetores tém o mesmo produto
interno com todo w, sua diferenca tem produto interno nulo consigo mesma. Subs-
tituindo w por qualquer vetor de entrada, o determinante possui duas linhas iguais
e se anula: isso prova a perpendicularidade. Se C é a matriz cujas linhas sdo os
vetores de entrada, a identidade de Cauchy-Binet da

IX 1 VI = der(cCh).

O lado direito é o quadrado do volume do paralelepipedo gerado por essas linhas,

inclusive no caso degenerado. A ultima propriedade é a propria definicéo. ]
Exercicios
Exercicio NO11 Aprofundamento; médio

Em R, calcule X(ey, ey, €3) e X(ey, €1, €3); interprete a mudanca de sinal.

Exercicio NO12 Aprofundamento; médio

Calcule o produto generalizado de (1,0,0, 1), (0,1,0,1) e (0,0, 1, 1) e verifique
sua perpendicularidade aos trés vetores.
Exercicio NO13 Justificacao; médio

Use a matriz de Gram para conferir o médulo do vetor obtido no exercicio
anterior.

1.6. Funcoes de Varias Variaveis
Seja A C R". Grande parte do céalculo multivariavel estuda func¢des
f:ACR'—>R™

Quando m = 1, chamamos f de campo escalar. Para m > 2, falaremos em uma
funcio vetorial; no caso particular m = n, é comum chama-la de campo vetorial
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em R".

Nosso objetivo sera desenvolver para essas funcdes uma teoria analoga a do
calculo de uma variavel: limites, continuidade, diferenciabilidade e integracdo. O
aumento do nimero de variaveis traz novas dificuldades geométricas. O grafico de
f:A->R"é

{(x, f() : x € A}C R™™,

e, quando n +m > 3, ja ndo podemos visualiza-lo diretamente. O cason =2, m =1,
porém, ainda produz uma superficie em R® e fornece boa intuicéo.

Definicdo 1.28

Se A C R*e f ¢ A - R, uma curva de nivel de valor ¢ é o conjunto
{(x,y) € A : f(x,y) = c}. No grafico de f, essa curva corresponde a interse¢do
da superficie z = f(x,y) com o plano z = c.

Exemplo 1.18

As curvas de nivel de f(x,y) = x* + 3y? sio as elipses concéntricas

x2+3y2:c, c>0.

Y

=
&

Figura 1.8.: Curvas de nivel de f(x,y) = x® + 3y2.

1.6.1. Representacao grafica de campos vetoriais

Em dimensdes baixas, podemos representar um campo vetorial desenhando, em
cada ponto, uma seta correspondente ao vetor atribuido pelo campo. Assim, um
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campo
v: RS> R

associa a (x, y, z) o vetor

v(x,y,2) = vi(x, y, 21+ w(x,y,2)j + v3(x, y, 2)k.

Exemplo 1.19

Esboce os campos
a) F = xi+ yj;
b) F = —yi + xj;

c) r=xi+yj+zk

Solucgao. (a) O campo ¢é nulo na origem e, nos demais pontos, aponta radialmente
para fora.

(b) Em cada ponto, o campo é perpendicular ao do item anterior e descreve uma
rotacdo em torno da origem.

(c) E a versio tridimensional do campo radial do item (a). N

Exemplo 1.20
Suponha que uma massa M esteja na origem. O campo gravitacional pro-
duzido por ela atrai uma massa teste m de acordo com a lei de Newton. Se
r = xi+ yj + zk é o vetor posicio e r = |r|, entdo o campo gravitacional por
unidade de massa é
GM
g(l’) = —r—?)l'.
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Seu médulo é GM/r?, e o sinal negativo indica que o campo aponta em direco
a massa central.

Figura 1.9.: Campo gravitacional.

Exercicios

Problema: [a1]Esboce as curvas de ni- Problema: [A1]Esboce as superficies

vel das funcdes: de nivel das funcdes:
(x,y)l—>x+y; (x,y,z)l—>x+y+z;
(x,y) & xy; (x,9,2) = xyz;
(x,y) = min(|x], [y]); (x,,2) — min(|x], [y, |z]);
(x,y)l—>x3—x; (x,y,z)i—>x2+y2;
(x,y) > x* + 4y%; (x,y,2) = x% + 4y?;
[6] (x.y) > sen(x® + y?); [6] (x,y,2) — sen(z — x* — y?);

(x,y) = cos(x? — y?). (x,7,2) = x% + y2 + 22
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1.7. Simbolos de Levi-Civita e Notacao de Einstein

A medida que as expressdes vetoriais e tensoriais se tornam mais longas, a
notagdo por indices oferece uma forma compacta e eficiente de registrar somas
e contragdes. Usaremos familias de indices com faixas previamente fixadas; por

exemplo,

a,b,c, ...
i,jk,...
A By ...

Podemos, por exemplo, reservar i, j, k para valores em {1, ...,n}e A, f,y para{l,...,m}
ao estudar transformacdes entre R" e R™.

Na convencio de soma de Einstein, um indice repetido em um termo indica
soma sobre todos os valores permitidos. Um indice que aparece apenas uma vez é
chamado indice livre; um indice somado é chamado indice mudo. Por exemplo,

n
Al =3 AL
i=1

Como ocorre com a variavel de integracdo em uma integral definida, indices mudos
podem ser renomeados sem alterar a expressio.

Observaciao 1.22
Quando quisermos enfatizar o uso da convencio de Einstein, escreveremos a

expressdo dentro de (-).

Exemplo 1.21

O produto interno pode ser escrito como

n
X-y= Z % = (V)
i=1
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Exemplo 1.22

Se a;, bj, ¢k, dj sdo as componentes de vetores de R3, entio

(aibicdy) = (a-b)(c - d).

Exemplo 1.23
Se A € M,,,,(R) e B€ M, (R), entido

n
(AB);j = ) AiByj = (AyBj).
k=1

Exemplo 1.24

Para uma matriz quadrada A,

tr (A) = Z Ay = (Ap)-
t=1

Exemplo 1.25
Mostre, usando a convencéo de Einstein, que tr (AB) = tr (BA).

Solucao. Temos
tr (AB) = (AyByt), tr (BA) = (B Ak)-

Como t e k sdo indices mudos, podemos troca-los, e a igualdade segue da comutati-
vidade da multiplicagdo de escalares. <

Definicdo 1.29 — Delta de Kronecker

Define-se

0, i#],

Gj = !
1, i=j.
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Exemplo 1.26

Temos

(OikSkj) = &jj.

Exemplo 1.27

Também,

n
<5ijaibj> = Z ayby.
k=1

Recorde que uma permutacdo de objetos distintos é apenas uma reordenacao.
As seis permutacoes de {1, 2, 3} se dividem em pares e impares conforme o numero
de transposi¢des necessarias para retornar a ordem 123 seja par ou impar.

Definicdo 1.30 — Simbolo alternante de Levi-Civita

O simbolo ¢j; € definido por

0, {jkI}+#{1,2,3}
&k =11, (j,k,[) é uma permutacgéo impar de (1, 2, 3),
+1, (j,k,I) é uma permutacio par de (1,2, 3).

Em particular,

€123 = €31 = &12 = 1, €132 = €321 = £213 = —1,

e qualquer componente com indices repetidos é nula.

Exemplo 1.28

O produto vetorial pode ser escrito como

x xy = (gri(xe;)-
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Exemplo 1.29
Se A = [g;;] é uma matriz 3 x 3, entéo
det A = <€ijkall'a2ja3k>.
Exemplo 1.30
Sex,y,z € R3, entdo
x - (y xz) = (x(y x 2);) = (%€ xz)-
Identidades envolvendo § e ¢
€jk01i00j03k = €123 = 1. (1.5)
Si Om O
€jk€lmn = |01 Ojm  Ojn|- (1.6)
S Skm  Okn
€ijkElmk = Oi0jm — OimIji- (1.7)

Essa ultima identidade é especialmente util na simplificacdo de expressdes veto-

riais e tensoriais. Além disso,
€jkeljk = 26,

€ijk€ijk = ©-

(1.8)
(1.9)

Exemplo 1.31

Escreva em notacédo de Einstein:
A-BxC)=C-(AxB)=B-(CxA);
Ax(BxC)=B(A-C)—-C(A-B).

Solucdo. A primeira identidade torna-se
€k AiBiCr = €xijCrAiB; = €j1iBiCiA;,

e a segunda,

€ijkAjkimBiCn = Bi(AmCn) — Gi(A1B)).
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N
1.7.1. Definicoes usuais na notacao de Einstein
O traco de uma matriz A é
tr(A) = Aii' (110)
Para uma matriz 3 x 3,
det(A) = €k A1iAzj Az = €jkAin Ajp Aks. (1.11)
Para uma matriz n x n,
det(A) = Eil“'inAlil Am-n. (1.12)
O produto matriz—vetor é
e o produto de duas matrizes é
[AB]ik = AljB]k (114)
O produto interno é
A . B = 5IJAIB] = AiBi' (115)
O produto vetorial é
[A X B]l = GleAJBk (116)
O produto misto escalar é
1.7.2. Exemplos de demonstracdes com a notacao de Einstein
Exemplo 1.32
Mostre que
A-BxC)=C-(AxB)=B-(CxA).
Solucdo. Pela definicdo do produto misto,
A-(BxC)= eijkAiBjCk'
Permutacdes ciclicas dos indices ndo alteram o sinal de €, e portanto
el]kAlB]Ck = eklekAlBj = ejkiBjCkAl"
Isso fornece as outras duas expressoes. <
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Exemplo 1.33
Mostre que
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B).
Solucao. Nai-ésima componente,
[Ax (B xC)]; = €k AjekimBiCn
= (5i15jm - 5im5jl)AjBlCm
= Bi(AnGy) — G(AB)).
Como i € livre, a identidade vale componente a componente. <

Exercicios

Problema: [)2]Sex,y,z € R3, mostre que

(xyzj) = (x-y)zj,

j=1,23.



CAPITULO

2

Limites e Continuidade

2.1. Alguns conceitos de topologia

Roteiro de leitura: proximidade agora, compacidade depois

Este capitulo tem dois ritmos de leitura. Para comecar a calcular limites, pre-
cisamos saber o que significa aproximar um ponto pelo dominio da funcdo. Para
justificar resultados validos em uma regido inteira, precisaremos mais tarde de
compacidade. Os dois conjuntos de ideias permanecem no texto, mas podem ser
estudados em momentos diferentes.

Conceito Funcéo no percurso do livro

Bola e vizinhanca Traduzir “suficientemente perto” na defini¢ao de limite.

Ponto de acumulagao Garantir que existem aproximacdes pelo dominio,
mesmo quando a funcdo néo esta definida no ponto.

Interior e fronteira Identificar de quais dire¢des o dominio permite aproxi-
macoes.

Aberto e fechado Descrever dominios de diferenciagio e conjuntos de res-
tri¢do; preparar a caracterizacio dos compactos.

Compacidade Garantir extremos de funcdes continuas e permitir con-

troles uniformes nas provas de integracao.

Na primeira leitura, concentre-se nos trés primeiros usos e passe aos limites.
Retorne aos fechados e a compacidade antes da otimizacéo e das integrais multiplas.
Isso organiza a leitura sem dispensar as demonstracdes. Em particular, a frase

43
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“aproximar a origem” sempre significa aproxima-la por pontos do dominio: vazdes
positivas, por exemplo, ndo permitem todos os caminhos do plano.

O limite exige controlar todos os pontos suficientemente préoximos de um ponto
de referéncia. Bolas e vizinhancas formalizam essa proximidade. Antes de cal-
cular limites, distinguiremos pontos interiores, pontos de fronteira e pontos de
acumulacio, pois o dominio determina por onde podemos aproximar-nos.

Definicao 2.1
Seja a € R" e seja ¢ > 0. A bola aberta de centro a e raio ¢ é
B.(a)={x e R" : |x —a| < &}.
Uma caixa aberta é um produto cartesiano de intervalos abertos
lag; by[xlag; by[x -+ x]ay; byl

em que ag, b € Re ar < by.

A bola B.(a) também é chamada de vizinhanca-¢ de a.

Exemplo 2.1

Uma bola aberta em R é um intervalo aberto; em R2, é um disco aberto; e, em
R3, é uma bola aberta no sentido geométrico usual. Uma caixa aberta em R
¢ um intervalo aberto; em R2, é um retangulo sem sua fronteira; e, em R3, é
uma caixa sem sua fronteira.
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U
\ (cal,-a2)
N /

~

7z

--

Bola aberta em R%.

Retangulo aberto em R?.

Bola aberta em R®.

Caixa aberta em R®.
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Definicao 2.2
Um conjunto A C R" é aberto se, para todo a € A, existe ¢ > 0 tal que

B.(a) C A.

Em outras palavras, cada ponto de A pode ser cercado por uma bola aberta

suficientemente pequena inteiramente contida em A.

Figura 2.1.: Conjuntos abertos

Exemplo 2.2
O intervalo aberto | — 1; 1] é aberto em R. O intervalo | — 1; 1], porém, nio é

aberto, pois nenhum intervalo centrado em 1 esta inteiramente contido em

] -1;1].

Exemplo 2.3
A regido | — 1; 1[x]0; +oo[ é aberta em R?.

Exemplo 2.4
A regido eliptica {(x, P ER? : x? +4y% < 4} é aberta em R?.

Caixas abertas e regioes definidas por desigualdades estritas de fun¢des continuas
fornecem exemplos naturais de abertos. Além disso, unides arbitrarias de conjuntos
abertos e interse¢des finitas de conjuntos abertos continuam sendo abertas.
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Definicao 2.3

Um conjunto F C R" é dito fechado em R" se seu complemento R" \ F é
aberto.

Exemplo 2.5

O intervalo fechado [—1;1] é fechado em R, pois seu complemento, R \
[-1;1] =] — c0; —1[U]1; +0o[ é aberto em R. O intervalo | — 1;1], porém,
nao é aberto nem fechado em R.

Exemplo 2.6
A regido [—1;1] x [0; +o0[x[0; 2] é fechada em RR.

Lema 2.1

Se x1, X, € B,(X() para algum r > 0, entdo todo ponto do segmento de reta
que liga x; a x, também pertence a B,(x).

Demonstracdo. Um ponto do segmento tem a forma
x =txy + (1 —t)xy, 0<t<1.

Como
X — X = t(x3 — X¢) + (1 = 1)(x1 — X)),

a desigualdade triangular fornece
Ix — xoll < tllxz — %ol + (1 = Dllx; — x| <tr + (1 —D)r =r.

Logo, x € B,(xq). |
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Definicdo 2.4

Uma sequéncia de pontos {x;} em R"” converge para X se
lim |x; — X| = 0.
k—o0

Nesse caso, escrevemos

lim x; = x.
k—o0

Os dois teoremas seguintes decorrem disso, da definigdo de distancia em R" e do
que ja sabemos sobre convergéncia em R.

Teorema 2.2
Seja
X =(X1,X0, s %) € Xp = (X1fs Xof> o> Xk )y k> 1.

Entdo lim x; = X se, e somente se,
k—o0

kli_r)l;x,-kzﬂ, 1<i<
isto é, uma sequéncia {x;} de pontos em R"” converge para um limite X se,

e somente se, as sequéncias de componentes de {x;} convergem para as
respectivas componentes de X.

Teorema 2.3 — Critério de convergéncia de Cauchy

Uma sequéncia {x;} em R" converge se, e somente se, para cada ¢ > 0 existe
um inteiro K tal que
Ix, — x| < eser,s > K.

Definicdo 2.5
Seja S C R" e seja xy € R™.

X é um ponto de acumulacio de S se, para todo ¢ > 0,

(Bg(xo) \ {xo}) NS = Q.
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X, € um ponto de fronteira de S se toda vizinhanca de x; contém pelo
menos um ponto de S e pelo menos um ponto de S°. O conjunto desses
pontos é a fronteira de S, denotada por 9S.

O fecho de S, denotado por S, é o conjunto formado pelos pontos de S e
por seus pontos de acumulagido. Equivalentemente,

S=Suas.
X, é um ponto isolado de S se x; € S e existe uma vizinhanca de x
que nao contém nenhum outro ponto de S.

X, € exterior a S se pertence ao interior de S°. O conjunto desses pontos
é o exterior de S.

Exemplo 2.7
Seja S = (—o0, —1] U (1, 2) U {3}. Entdo
O conjunto dos pontos de acumulacio de S é (—o0, —1] U [1, 2].
S =1{-1,1,2,3}e S = (-0, —1] U [1,2] U {3
3 é 0 unico ponto isolado de S.
O exterior de S é (—1,1) U (2,3) U (3, ).

Exemplo 2.8

Paran > 1, seja

b = [2n1+1’$] e s=U5
Entao
O conjunto dos pontos de acumulagio de S é S U {0}.
dS={xlx=0oux=1/n(n>2)}eS=Su{o}
S néo tem pontos isolados.
O exterior de S é
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(e, 0)u [U (2n1+2’ 2n1+ 1)] U (%w)

n=1

Exemplo 2.9

Seja S o conjunto dos numeros racionais. Como todo intervalo contém um
numero racional, todo niimero real é ponto de acumulacao de S; portanto,
S = R. Como todo intervalo também contém um irracional, todo nimero real
é ponto de fronteira de S; portanto, dS = R. O interior e o exterior de S sdo
ambos vazios, e S ndo possui pontos isolados. S ndo é aberto nem fechado.

O teorema seguinte afirma que S é fechado se, e somente se, S = S (Exercicio 2.1).

Teorema 2.4

Um conjunto S é fechado se, e somente se, nenhum ponto de S° é ponto de
acumulacéo de S.

Demonstragao. Suponha que S seja fechado e que x; € S°. Como S° é aberto, existe
uma vizinhanca de x; contida em S° e, portanto, sem pontos de S. Logo, x, ndo
pode ser ponto de acumulacdo de S. Reciprocamente, se nenhum ponto de S é
ponto de acumulacéo de S, entdo todo ponto de S¢ possui uma vizinhanga contida
em S¢. Portanto, S¢ é aberto e S é fechado. [

O Teorema 2.4 costuma ser enunciado da seguinte forma.

Corolario 2.5

Um conjunto é fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos de
acumulacio.

A curva poligonal P é uma curva especificada por uma sequéncia de pontos
(Ay, Ay, ..., A,) chamados de seus vértices. A curva é formada pelos segmentos de
reta que ligam vértices consecutivos.
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Figura 2.2.: Curva poligonal

Definicdo 2.6
Um dominio é um conjunto aberto e conexo por caminhos. Um conjunto
D é conexo por caminhos se, para quaisquer x,y € D, existe uma curva

continua
y:[0,1] - D

tal que y(0) =xey(1) =y.

Em um aberto de R", a conexao por caminhos pode ser verificada usando curvas
poligonais: quaisquer dois pontos de um dominio podem ser ligados por uma curva
poligonal contida no préprio dominio.

Definicao 2.7
Um dominio U C R" é simplesmente conexo se toda curva fechada em U
pode ser contraida continuamente a um ponto sem sair de U.

Mais precisamente, se y : [0, 1] — U satisfaz y(0) = y(1), existe uma deformagao
continua de y para uma curva constante, inteiramente contida em U.

Exercicios

Problema: [c1]Determine se os seguintes subconjuntos de IR? sdo abertos, fecha-
dos ou nenhum dos dois em R2.

A={x,y) eR?: |x| <1,y <1}
B={(x,y) €R? : x| < 1,|y| < 1}
C={x,y)eR: x<Llyl<1}
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(a) Dominio simplesmente co- (b) Dominio nio simplesmente co-
nexo nexo

Figura 2.3.: Dominios

4] D={(x,y) €R? : x? <y < x}
Y y
[5] E={(x.y) €R? : xy > 1}
[6] F={(x,y) eR?: xy< 1}
7] G={(x,y) €eR* : |yl <9, x < %}
y y y

Problema — Exame Putnam de 1969: [pP3]Seja p(x,y) um polindmio com co-
eficientes reais nas variaveis x e y, definido em todo o plano R?. Quais sio as
possibilidades para a imagem (contradominio) de p(x, y)?

Problema — Putnam 1998: [p3]Seja F uma colecao finita de discos abertos em
R? cuja unido contém um conjunto E C R?. Mostre que existe uma subcolecio de
discos dois a dois disjuntos Dy, ..., Dy em F tais que

N
EC U 3D,
j=1

onde 3D; denota o disco concéntrico a D; com raio trés vezes maior.
Problema: [)2] Um conjunto S é fechado se, e somente se, nenhum ponto de S é

ponto de acumulagio de S.

2.2. Limites

Passamos da proximidade entre pontos a proximidade entre valores de uma
funcdo. Um limite conjunto deve ser o mesmo para toda aproximacao permitida pelo
dominio. Encontrar dois caminhos com resultados diferentes prova sua inexisténcia;
verificar alguns caminhos com o mesmo resultado apenas sugere um candidato.
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Definicao 2.8

Seja f : ACR" —» R™ e seja a um ponto de acumulagio de A. Dizemos que
f tem limite L em a se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todo x € A,

0<[x-al<é = [fx)-Ll<e

Naio é necessario que f esteja definida em a. A exigéncia de que a seja ponto
de acumulacio evita uma condi¢do vazia. Nesse caso, escrevemos

lim f(x) =L.

XxX—a

As nocdes de limites infinitos, limites no infinito e continuidade em um ponto
sdo definidas de modo analogo.

Teorema 2.6

Uma funcdo f : R" - R™, com

f=f fm)s

satisfaz
lim f(x) =L =(Lq,...,L,,)
X—a

se, e somente se,
lim fi(x) = L;, i=1,..,m
X—a

Demonstragao. Se f(x) — L, entéo, para cada i,
|fi(x) — Ll < [f(x) — L,

e portanto fi(x) — L;.
Reciprocamente, suponha que todas as componentes convirjam. Dado ¢ > 0,
para cada i existe § > 0 tal que

€
0<|x-a|l<§ = |fi(X)_Li|<\/_a~

Tomando § = min{dy, ..., &,,}, obtemos

I£G0) — L2 = Y 1fi0) — L < 2.
i=1
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Logo, f(x) — L. ]

Limites em mais de uma dimensao talvez sejam mais dificeis de encontrar, pois
é preciso aproximar-se do ponto de teste por infinitas direc¢des.

Exemplo 2.10

2 5.3
Calcule lim Xy , XY
(x.9)—(0,0) \ x2 + y2 " x6 + y*

Solucéo. Para a primeira componente, usamos uma estimativa valida em todo

ponto diferente da origem:
x%y

> < |yl —o.

x4y

Para a segunda, a desigualdade 2|x|*|y|* < x® + y* fornece

Y| L PR 1,
—— | = KW= < sIxl"lyl — 0.
x°+y x°+y 2
As estimativas incluem os pontos dos eixos em que a funcéo esta definida e inde-
pendem do caminho. Pelo Teorema 2.6, o limite vetorial é (0, 0). <

Exemplo 2.11 — Mistura de correntes: limite dependente da operacao
(médio)

Duas correntes de um mesmo liquido, com temperaturas de 80 °C e 20 °C, sdo
misturadas sem perdas de calor. Admitindo capacidades térmicas iguais e
vazdes positivas g1, gy, a temperatura é

80g; + 20g;

T(q1,q2) =
Q1+

Existe uma temperatura limite quando ambas as vazdes tendem a zero?

Solucido. No caminho ¢; = ¢3 =t > 0, temos T = 50. No caminho ¢q; = 3t, ¢, =,
temos T = 65. Ambos se aproximam de (0, 0) dentro do dominio fisico e produzem
resultados diferentes. Portanto, o limite conjunto ndo existe. O modelo conserva a
razao entre as vazoes; reduzir a vazio total nio fixa essa razio. Nenhuma escolha
de T(0,0) torna a funcéo continua na origem. <
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Exemplo 2.12 — Controle de erro em uma leitura térmica (médio)
Em coordenadas adimensionais, uma corre¢io térmica é modelada por
xy?
Teey) =Ty + 55—, (x,y) = (0,0).
x“+y

Mostre que a leitura converge para T, e obtenha uma tolerancia espacial que
assegure erro menor que €.

Solugido. Como y?/(x% +y?) <1,

IT(x, y) = Tol < x| < %% + %

Assim, basta exigir 0 < /x?+y? < §, com § = ¢. Essa escolha serve simul-
taneamente para todos os caminhos. Definir T(0,0) = T, produz uma extensio
continua. <

Exemplo 2.13 — Calibracao: por que todas as retas podem enganar
(dificil)
Uma resposta normalizada de dois sensores é

2

Xy
G(x,y) = ———, x,y) # (0,0).
(x,y) R (x,y) #(0,0)

Investigue sua estabilidade perto da origem, comparando aproximacoes retili-
neas e nao retilineas.

Solucao. Nareta y = mx, com x # 0,

m2X

G(x,mx) = P~ — 0.
Na reta vertical x = 0, a resposta também ¢é zero. Portanto, toda reta pela origem
fornece o mesmo candidato. Entretanto, na parabola x = y?, com y # 0, temos
G(y?,y) = 1/2. O limite conjunto nio existe. A escolha da parabola vem do
equilibrio entre os termos do denominador, x%e y4. Mesmo a estimativa |G| < 1/2,
obtida de 2|x[y? < x? + y*, assegura apenas que a resposta é limitada; ela nio
assegura convergeéncia. <
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Exemplo 2.14 — Erro oscilante em um modelo tridimensional (dificil)

Um erro de medicéo é dado, fora da origem, por

2.,2.2
x°y°z 1
E(x,y,2) = TR 2sen( TR 2).
X’ +y°+z Xt +y°+z

Determine seu limite e um raio que garanta |E| < e.

Solugdo. Ponhar = /x% + y% + z2. Pela desigualdade entre as médias aritmética

e geométrica,
2\3 4
x%y?2? < ), |E| < L
3 27

Embora o seno oscile indefinidamente, sua amplitude tende a zero. Logo, E — 0.

A escolha § = (275)1/ 4 satisfaz a definicdo de limite. A estimativa quantifica a

precisdo do modelo, além de determinar o limite. <
Exemplo 2.15
1+x+
Calcule  lim —y
(x)—(0,0) x% —y?
Solucgao. Quando y = 0,
1+x
— o0,
x2
quando x — 0. Quando x = 0,
1+y
> —> —%,
-y
quando y — 0. O limite ndo existe. <

Exemplo 2.16
6

. Xy
Calcule lim ———.
(x.)—(0,0) x6 + 38
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Solucdo. Fazendo x = t y= t3, obtemos
6
x
y = — — +09,
x0+98 22
quando t — 0. Mas, quando y = 0, a funcédo é 0. Portanto, o limite ndo existe. <
Exemplo 2.17
] ((x—1)2*+ yz) log,((x — 1)? + yz)
Calcule lim .
(x,)-(0,0) x| + [yl
Solucao. Quando y = 0, temos
2(x — 1)?In(|1 — x|) 2x
|| x|’
e, portanto, a fun¢éo nao tem limite em (0, 0). q
Exemplo 2.18
) sen(x?) + sen(y*)
Calcule  lim .
(x,)—(0,0) [x4 + y4
Solucao. Usando |senu| < |ul,
| sen(x?) + sen(y?)| < x* + y*.
Portanto,
4 4
sen(x*) + sen
& +sene| o
Jxt+ 4
quando (x,y) — (0,0). 4

Exemplo 2.19

) senx —y
Calcule lim ——.
(x,y)—(0,0) x —seny
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Exemplo 2.17.

Exemplo 2.18.

Exemplo 2.19.

Exemplo 2.16.
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Solucdo. Quando y = 0, obtemos

sen x

-1,
pe

quando x — 0. Quando y = x, a fungéo é identicamente —1. Portanto, o limite ndo
existe. <

Se f: R? — R, os limites iterados

lim (hm fx, y)), lim (lim flx, y))

Y=Y \ XX X=X \Y=W
devem ser tratados com cuidado. Valem as seguintes observacdes.

Se o limite conjunto limy ;) ,(x,,y,) f(x,¥) = L existe e, para y préximo de yj,
existe o limite interno lim,_,, f(x, y), entdo o limite iterado correspondente,
quando definido, é igual a L. O mesmo vale com x e y trocados.

Se os dois limites iterados existem e sao diferentes, entdo o limite conjunto
ndo existe.

A igualdade dos limites iterados ndo garante a existéncia do limite conjunto.
Também pode ocorrer que o limite conjunto exista, mas algum limite interno
necessario para formar um dos limites iterados néo exista.

Exercicios

Problema: [a1]Esboce o dominio de definicio de (x,y) = /4 — x% — y2.
Problema: [A1]Esboce o dominio de defini¢do de (x,y) — log(x + y).

Problema: [A1]Esboce o dominio de defini¢do de (x,y) — -
x“+y
Problema: [ci]Calcule lim (x% + y?)sen i

(x.y)—(0,0) e Xy

Problema: [ci]Calcule lim
(xy)—(02) X
Problema: [c2]Para qual valor de ¢ a fun¢éo

Flo,y) = J1—x%—4y2, sex?+4y? <1,

c, se x2+4y2> 1

é continua em todo o plano xy?
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Problema: [c1]Calcule

1
lim x2 + y% sen )
\ y A

(x,y)—(0,0)
Problema: [c1]Calcule
max(|x], IJ/I)

lim
(3,y)—>(400,+00) NE s +y

Problema: [ci]Calcule

. 2x2 sen y® + yte
lim
(x,y)—(0,0) Q [xz + yz
Problema: [)2] Demonstre que
2.2.2
x“y°z
im 2% -y

(xyz)—>(000)x +y + 22

Problema: [j2) Mostre que

. L X=Yy . L XYy
lim ( lim =1=-—1lim|(lim .
x=>0\y=>0x+y Y20 \x=>0x +y

O limite  lim existe?
(x,y)—(0,0) x +y

Problema: [)2] Seja

1 1
xsen—+ysen— sex#0, y=0
fley) = y x

0 caso contrario

Mostre que - l)i Lo f(x,y) existe, mas que os limites iterados hm (hm f(x, y))
0,0

e lim (hm f(x, y)) nao existem.
y—0 Ax

Problema: [j2) Mostre que

. . X'y
lim (| lim ———— | =0,
x—0 \ y—0 x2y2 +(x— y)2
e que
lim | lim L =0,
y—0 \ x—0 x + (x — y)Z

. . x? y - .
mas ainda assim lim ————————— nio existe.

(x.)=(0,0) X232 + (x — y)?
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2.3. Continuidade

Quando o valor da fung¢io coincide com seu limite, pequenas alteracdes das
entradas produzem pequenas alteracoes da saida. Em fun¢des definidas por partes,
o trabalho est4d em compatibilizar as expressdes na interface; fora dela, as regras
usuais de continuidade normalmente resolvem a questao.

Definicao 2.9
Seja U C R™ um dominio e seja f : U — R? uma funcdo. Dizemos que f é
continua em a se lim f(x) = f(a).

X—a

Definicdo 2.10
Se f é continua em todo ponto a € U, dizemos que f é continua em U (ou
simplesmente que f é continua).

Valem novamente os resultados usuais sobre continuidade do célculo de uma
variavel. Somas, produtos, quocientes (com denominador néo nulo) e composi¢des
de funcdes continuas também sdo funcgoes continuas.

A nocao de continuidade é 1til para calcular limites ao longo de curvas arbitrarias.

Proposicao 2.7

Seja f : R? > R uma funcio e a € R%. Sejay : [0,1] - RY uma funcao
continua qualquer tal que y(0) = a e y(t) # a paratodo t > 0. Se lim f(x) =1,
entdo }g% fy@) =1 e

Corolario 2.8
Se existem duas fung¢des continuas yy,y; : [0,1] — R tais que, parai € {1, 2},
temos y;(0) = a e y;(t) # a paratodot > 0. Se }in& fn (1) # }irré fa®),

entdo lim f(x) ndo pode existir.
X—a
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Teorema 2.9

A funcio vetorial f : R? — R™ é continua em a se, e somente se, cada uma
de suas fungdes coordenadas fi,..., f,, é continua em a.

A demonstracéo deste teorema é muito semelhante a demonstragdo do Teorema
2.6.

Exemplo 2.20 — Compatibilidade em uma interface

Para (x,y) # (0,0), seja f(x,y) = xy//x?> + y* e ponha f(0,0) = c. Deter-
mine c para que f seja continua em todo o plano.

Solucao. Fora da origem, a funcdo é um quociente de fun¢des continuas com
denominador positivo. Na origem,

2 2

x“+y 1
|f(x,y)|§?: 5\[x2+y2—>0.

23x“ +y

Logo, a tnica escolha possivel é ¢ = 0, e ela é suficiente. A verificagdo exige um

limite conjunto; o valor nos eixos, isoladamente, ndo seria suficiente. <
Exercicios
Exercicio N0O14 Consolidacao; basico

Determine os valores de ¢ que tornam continua na origem a func¢ao f(x,y) =
x%y/(x? + y?) fora dela e f(0,0) = c.

Exercicio NO15 Aplicacdao; médio

Um modelo de leitura é H(x,y) = xy/(x? + y?) fora da origem. Mostre que
nenhuma escolha de H(0,0) torna a leitura continua.

Exercicio NO16 Consolidacao; médio

Paraa > 0, estude a continuidade na origem de f,(x, y) = (x®+y? )*/2 sen(1 J(x*+
%)), estendida por zero. Encontre uma tolerancia § em funcio de e.
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Exercicio NO17 Justificacdo; médio
Prove a proposicdo sobre restricdo de limites a curvas, aplicando a continuidade
de y a escolha de J na definicdo de limite.

2.4. * Compacidade

A compacidade transforma controles locais em controles validos em um conjunto
inteiro. Ela ser4 usada, por exemplo, para garantir extremos de fun¢des continuas
e para escolher finitamente muitas vizinhangas em argumentos de integracéo.

A nocéo de compacidade desempenhara um papel importante em varios argu-
mentos posteriores. Comecamos com o didmetro de um conjunto.

Definicdo 2.11
Se S é um subconjunto néo vazio de R, seu diAmetro é
d(S) = sup{|x -yl : x,y € S}.

Se d(S) < oo, dizemos que S é limitado; caso contrario, S é ilimitado.

Uma colecdo # de conjuntos abertos é uma cobertura aberta de S se

sc |J

Hex

Definicido 2.12

Um conjunto S € R" é compacto se toda cobertura aberta de S admite uma
subcobertura finita.

Antes de caracterizar os compactos de R”, registramos um principio de encaixe.

Teorema 2.10 — Principio dos conjuntos encaixados

Se S, S,, ... sdo subconjuntos fechados nao vazios de R" tais que

Sl 252 2
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entao

contém exatamente um ponto.

Demonstragao. Escolha x, € S, para cadar > 1. Como os conjuntos sdo encaixados,
X, € S, sempre que r > k. Assim,

||Xr - Xs” < d(Sk), r,s > k.

Como d(S;) — 0, a sequéncia {x,} é de Cauchy e, pelo Teorema 2.3, converge para
algum x € R".
Fixado k, toda a cauda da sequéncia pertence ao fechado Si; portanto, X € Si.

Logo,
(o]
X e ﬂ Sk-
k=1
Se y também pertence a essa intersecao, entdo

Ix -yl < d(S)

para todo k. Fazendo k — oo, obtemos y = X. |

Teorema 2.11 — Teorema de Heine-Borel

Um subconjunto S € R" é compacto se, e somente se, é fechado e limitado.

Demonstragao. O caso S = @ é imediato. Suponha primeiro que S seja fechado
e limitado. Seja # uma cobertura aberta de S e suponha, por contradicdo, que
nenhuma subcolecéo finita de # cubra S.

Como S ¢é limitado, ele esta contido em algum hipercubo fechado Tj,. Divida T
em 2" hipercubos fechados congruentes. Pelo menos um deles, digamos T;, tem a
propriedade de que S; = S N T; ndo pode ser coberto por uma subcolecéo finita de
Z . Repetindo o procedimento, construimos hipercubos encaixados

Ty2Ty 2T, D -
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e conjuntos fechados néo vazios
Sk =SNTg

tais que nenhum Sy admite uma subcobertura finita extraida de #. A cada etapa, o
comprimento dos lados é dividido por 2; portanto,

d(S) < d(Ty) —> .

Pelo principio dos conjuntos encaixados, existe um unico ponto

X E ﬂ Sk-
k=1
Como # cobre S, existe H € # com X € H. Como H ¢ aberto, existe ¢ > 0 tal que
B.(X) C H.
Para k suficientemente grande, d(S;) < e. Como X € S, segue que

contradizendo a escolha de S. Logo, S é compacto.
Reciprocamente, suponha que S seja compacto. A familia

{Bu(0) : k € N}

é uma cobertura aberta de S. Uma subcobertura finita mostra que S esta contido
em alguma bola Bg(0); portanto, S é limitado.
Resta mostrar que S é fechado. Seja x & S. Para cada y € S, considere a bola

Bix—y|/2(y)-

Essas bolas cobrem S. Pela compacidade, basta uma quantidade finita delas, com
centros yy, ..., yn. Defina

1
== min |x -y > 0.
5 1§I‘SNII yil

Sez € Sez € Bjx_y,/2(y)), entdo
1
e =zl 2 Jx — yil = llyi — 2] > S lx —yil 2 6.

Assim, Bg(x) NS = @. Todo ponto de S° possui, portanto, uma vizinhanca contida
em S; logo, S¢ é aberto e S é fechado. ]
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Teorema 2.12 — Bolzano-Weierstrass

Todo subconjunto infinito e limitado de R"” possui pelo menos um ponto de
acumulacio.

Demonstragao. Suponha, por contradicdo, que S C R" seja infinito, limitado e ndo
possua pontos de acumulagdo. Entdo S é fechado. Além disso, para cada x € S,
existe uma vizinhanca aberta Ny tal que

Ny NS = {x}.

A familia
H ={Ny : xE€ S}

é uma cobertura aberta de S. Pelo Teorema de Heine—Borel, S é compacto; portanto,
uma quantidade finita dessas vizinhancas cobre S. Como cada uma contém apenas

um ponto de S, concluimos que S é finito, contradicéo. ]
Exercicios
Exercicio NO18 Consolidacao; basico

Classifique como compactos ou ndo: {(x,y) : x> +y? < 1}, {(x,y) : x¥* +y? < 1}
e {(x,y) : xy = 1}. Identifique qual hipétese de Heine-Borel falta em cada caso
negativo.

Exercicio NO19 Justificacdao; médio
Considere K, = [-1/n,1/n]?. Calcule seu didmetro e sua intersecio. Compare
com os conjuntos fechados encaixados [n, +0), cuja interse¢io é vazia.

Exercicio N020 Justificacdo; médio
Usando a compacidade, prove que uma funcgéo continua em um compacto é

limitada. Dica: em uma vizinhanca de cada ponto, seu valor difere do valor no
centro por menos que 1; extraia uma subcobertura finita.



CAPITULO

3

Diferenciacao de Funcoes
Vetoriais

Neste capitulo consideramos fungdes f : R* — R™. Essas func¢des sido usual-
mente classificadas de acordo com as dimensdes n e m:

se as dimensdes n e m sdo ambas iguais a 1, uma funcéo desse tipo é chamada
de funcao real de uma variavel real.

sem = 1en > 1, afuncio é chamada de funcéo real de uma variavel vetorial
ou, mais brevemente, de campo escalar.

sen=1em > 1, ela é chamada de funcio vetorial de uma variavel real.

sen > 1em > 1, ela é chamada de funcao vetorial de uma variavel
vetorial. Quando m = n, é comum chamaé-la também de campo vetorial em
R".

Supomos que os casos de fun¢des reais de uma variavel real e de campos escalares
ja tenham sido estudados anteriormente.

Este capitulo estende os conceitos de limite, continuidade e derivada as fungoes
vetoriais e aos campos vetoriais.

Comecamos pelas funcdes vetoriais de uma variavel real, que descrevem trajeto-
rias. Em seguida, a derivada sera tratada como uma aplicagio linear; isso permitira
organizar as derivadas parciais, a regra da cadeia e os operadores de campo em uma

67
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mesma linguagem.

Trés percursos dentro do capitulo

A ideia central é a aproximacao linear. No percurso de fundamentos, estudamos
derivadas de trajetorias, derivada total, derivadas direcionais, Jacobiano e regra da
cadeia. A Lei de Kepler pode ser lida como aplicacdo intercalada; ndo é necessaria
para compreender a defini¢do da derivada total. No percurso de aplicacgdes fisicas,
voltamos a Kepler e estudamos os significados de gradiente, divergéncia e rotacional,
chegando a Maxwell. No percurso de resultados avancados, aprofundamos as
estimativas locais, os teoremas das fun¢des inversa e implicita e o calculo com
indices. Os contetidos e suas demonstracdes foram mantidos; o roteiro permite
escolher uma primeira leitura e depois completa-la.

Uma mesma situacdo acompanhara parte desse percurso: um sensor percorre
uma regido com temperatura variavel. Sua velocidade descreve o movimento;
o diferencial da temperatura recebe essa velocidade e fornece a taxa observada.
Quando a direcdo do deslocamento é fixada, surge a derivada direcional. Quando
buscamos a direcdo de maior variacdo por unidade de comprimento, usamos o
gradiente.

3.1. Diferenciacao de Funcoes Vetoriais de uma Variavel
Real

Definicao 3.1

Uma funcio vetorial de uma variavel real é uma regra que associa um
vetor f(t) a um numero real ¢, em que ¢ pertence a algum subconjunto D de R
(chamado dominio de f). Escrevemos f : D — R” para indicar que f é uma
aplicagdo de D em R".

f@©) = (Hh©®, O, .... Lh(®),  tED,
em que

fu foros fu e D= R

sao chamadas de funcdes componentes de f.
Em R3, uma funcéo vetorial de uma variavel real pode ser escrita na forma de
componentes como

f(t) = I+ L] + LBk
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ou na forma

£(t) = (), (1), f3(1))

para certas fungdes reais fi(t), f2(t), f3(t). A primeira forma é usada com frequéncia
quando se deseja enfatizar que f(¢) é um vetor, enquanto a segunda é util quando
se consideram apenas as extremidades dos vetores. Identificando vetores com suas
extremidades, uma curva no espaco pode ser escrita como uma funcgéo vetorial.

Exemplo 3.1

Por exemplo, f(t) = ti + t?j + t’k é uma funcio vetorial em R>, definida para
todo ntimero real t. Para t = 1, o valor da funcéo é o vetor i + j + k, cuja
extremidade, em coordenadas cartesianas, é o ponto (1, 1, 1).

f(2r)
£(0)

Exemplo 3.2

Defina f : R — R3 por f(t) = (cost,sent,t).

Essa é a equaciio de uma hélice (veja a Figura 1.8.1). A medida que t aumenta,
as extremidades de f(t) descrevem uma curva que sobe em espiral. Para cada
t, as coordenadas x e y de f(¢) sdo x = cost e y = sent, de modo que

xz—i-y2 = cos’t +sen’t = 1.

Portanto, a curva esta contida na superficie do cilindro circular reto x> +y? = 1.

E 1til pensar nas fungdes vetoriais de uma variavel real em R” como uma gene-
ralizacio das funcdes paramétricas em R? estudadas no calculo de uma variavel.
Grande parte da teoria das fungdes reais de uma variavel real pode ser aplicada a
funcoes vetoriais de uma variavel real.
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Definicao 3.2
Seja £(t) = (fi(®), fo(2), ..., f(t)) uma func¢io vetorial e seja @ um nimero real
em seu dominio. A derivada de f(t) em a, denotada por f’(a) ou dFt’;(a), éo
limite fat h) - £@)
a+h)—1(a
f'(a) = im ———=
(@) = fim h

se esse limite existir. Equivalentemente, f'(a) = (f{(a), f;(a), ..., f1(a)), se as
derivadas das componentes existirem. Dizemos que f(¢) é diferenciavel em a
se f’(a) existe.

A derivada f’(a) fornece um vetor tangente a curva parametrizada por f. Quando
f’(a) # 0, a reta tangente no ponto f(a) é dada por f(a) + sf’(a) (veja a Figura 3.1).

z
f'(a)
{'
(o
f(a) X@\
f@ f(t)
f(a+h) Y
0

X

Figura 3.1.:  Vetor tangente f’(a) e reta tangente L = f(a) + st’(a)

Exemplo 3.3

Seja f(t) = (cost,sent,t). Entdo f’(t) = (—sent,cost, 1) para todo t. A reta
tangente L a curva em f(27) = (1,0,27) é L = f(2n) + sf’'(27) = (1,0,27) +
s(0,1,1), ou, em forma paramétrica, x = 1,y = s,z = 2w + s para —o0 < s < 00,

Observe que, se u(t) é uma funcéo escalar e f(¢) ¢ uma funcéo vetorial, entdo seu
produto, definido por (u f)(¢) = u(t) f(¢) para todo t, é uma fungéo vetorial (pois o
produto de um escalar por um vetor é um vetor).

As propriedades basicas das derivadas de funcoes vetoriais estao resumidas no
teorema a seguir.
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Teorema 3.1

Sejam () e g(t) funcgdes vetoriais diferenciaveis, u(t) uma funcéo escalar
diferenciavel, k um escalar e ¢ um vetor constante. No tltimo item, suponha
que f e g tomem valores em R®. Entio

d _
EC—O

d df
L kb = k&2
dt(k) kdt

d df  dg
—(f+g) ==+ —
adre=g g

d df dg
—(f- - _ -©
ad-®=g 3

d du df
—(uf)=—f¢f -
dt(u) dt +udt

d df dg
— (f - = . + f. =
[c] G E0="¢8 ar

d df dg
= (f = = fx =2
[l g =g e+ixy

Demonstracdo. Os itens (1)—-(5) seguem das regras de derivacdo das componentes.
Para o produto interno em R™, a soma é finita, portanto

d - /7 ’ 4 ’
3 0=)(a+fig)=f g+f-g.
=1

Para o produto vetorial em R3, sua i-ésima componente é Eijk fJ &k, com soma em j, k.
Como o simbolo de Levi-Civita é constante,

d 7’ ’
E(Eijkfjgk) = &k fi & + &jk fi&k-

Sao precisamente as componentes de f’ x g + f x g’. A ordem dos fatores foi
preservada, pois o produto vetorial ndo é comutativo. ]
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Exemplo 3.4

Suponha que f(¢) seja diferenciavel. Determine a derivada de [[f(2)].

Solucao. Primeiro suponha f(¢) # 0. A norma é entéo a composicao diferen-
ciavel \/f(¢) - f(¢). Pela regra da cadeia e pela regra do produto interno,

£(1) - £/(1)
Lo

A condi¢do de ndo anulagio é necessaria para esta formula. Por exemplo,

d —_
SOl =

se f(t) = (t,0), sua norma é [t| e ndo possui derivada em 0, embora f seja
diferenciavel nesse ponto. Ja a identidade

d 2 _ L f7
LI =260 1)

vale também quando f(¢) = 0. 4

Como q
2 _ Lf7
SO = 2£0)- £,

obtemos uma caracterizagdo que nao exige dividir por [f(2)|.

Proposicao 3.2

Sef : I — R"é diferenciavel em um intervalo I, entdo |f(¢)| é constante
em [ se, e somente se,

f@)-f'@)=0

para todot € I.

Isso significa que, se uma curva esta inteiramente contida em uma esfera (ou
circunferéncia) centrada na origem, entdo o vetor tangente f’(¢) é sempre
perpendicular ao vetor posigao f(t).
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Exemplo 3.5
cost sent —at

\/1 + a%t? \/1 + a?t? \/1 + a?t2
A Figura 3.2 mostra o grafico da curva para a = 0.2. Nos exercicios, o leitor

A espiral esférica £(t) = ( ), paraa # 0.

devera mostrar que essa curva esta contida na esfera x2+y?+2z% = 1 e verificar
diretamente que f’(t) - f(t) = 0 para todo ¢.

Figura 3.2.:  Espiral esférica com a = 0.2

Assim como no célculo de uma variavel, derivadas de ordem superior de funcoes

vetoriais sdo obtidas derivando repetidamente a derivada (primeira) da funcéo:
iy
di® de\ di!

Podemos usar funcdes vetoriais para representar grandezas fisicas, como veloci-

d d
fll = _f/ f/// = _fl/
®) & 1), ® 7 ), ,

dade, aceleracéo, for¢a, quantidade de movimento etc. Por exemplo, seja a variavel
real t o tempo transcorrido a partir de um instante inicial (¢ = 0) e suponha que um
objeto de massa constante m esteja sujeito a uma forga e, por isso, se mova no espaco,
com sua posi¢ao (x, y, z) no instante t dependendo de t. Isto é, x = x(t), y = y(t),
z = z(t) para certas fung¢des reais x(t), y(¢), z(t). Chamamos r(¢) = (x(t), y(¢), z(t))



3. Diferenciagdo de Fungoes Vetoriais 74

de vetor posicdo do objeto. Podemos definir varias grandezas fisicas associadas

ao objeto da seguinte forma:!

posigao: r(t) = (x(t), y(t), z(t))

velocidade: v(t) = ©(t) = r'(t) = dr

dt

= (x'(1), y' (1), 2’ (1))

aceleracdo: a(t) = v(t) = v/(t) = %
.. ,, d?

=i{t)=r (t):d—t;

(x”(®),y" (1), 2" (1))

quantidade de movimento: p(t) = mv(t)
d
forea: K®) = 5©) = p'®) = =

O modulo |[v(#)|| do vetor velocidade é chamado de rapidez do objeto. Observe
que, como a massa m é constante, a equacdo da forca assume a forma familiar
F(t) = ma(t).

Exemplo 3.6

Seja r(t) = (5cost,3sent, 4sent) o vetor posi¢do de um objeto no instante
t > 0. Determine seus vetores (a) velocidade e (b) aceleracgao.

Solucao. (a) v(t) = ©(t) = (—5sent,3 cost, 4 cost)
(b) a(t) = v(t) = (—5cost,—3 sent,—4sent)

Observe que [r(t)| = \/25 cos?t + 25 sen?t = 5 para todo t; portanto, pelo Exemplo
3.4, sabemos que r(t) - ¥(t) = 0 para todo ¢t (0o que também pode ser verificado
diretamente a partir do item (a)). De fato, |v(¢)| = 5 para todo t. Além disso, r(t)
ndo apenas pertence a esfera de raio 5 centrada na origem: talvez menos evidente
seja o fato de que ele estd inteiramente contido em uma circunferéncia de raio 5
centrada na origem. Observe ainda que a(t) = —r(t). Veremos (Exercicio 16) que,
sempre que um objeto se move em uma circunferéncia com rapidez constante, o
vetor aceleracdo aponta na direcdo oposta ao vetor posigao (isto é, em dire¢éo ao
centro da circunferéncia). <

'Em situacdes envolvendo fisica, usaremos frequentemente a notacéo classica de pontos para
derivadas.
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Exemplo 3.7 — Trajetoria e impacto de um projétil (médio)

Sem resisténcia do ar, a posicdo de um projétil, em metros, é
r(t) = (12t,5¢t, 20t — 5¢2), t>0.

Determine a velocidade, a aceleracéo, o instante do retorno ao solo e a direcio
de impacto.

Solugao. Derivando cada componente, obtemos v(¢) = (12,5,20 — 10t) e a(t) =
(0,0, —10). O modelo usa aceleracio gravitacional de 10 m/s?. A equagdo 20t—5t* =
0 da o retorno em t = 4 s. Nesse instante,

r(4) = (48,20,0),  v(4) = (12,5, —20).

A rapidez é V569 m/s e a direcido unitaria é (12,5, —20)/+/569. O mddulo mede a
rapidez; a terceira componente negativa registra o movimento descendente. <

Exemplo 3.8 — Robé em uma hélice com rotacao variavel (dificil)

Em um modelo com tempo e posicido adimensionais, um rob6 percorre
r(t) = (2cost?, 2sent?, 3t), t>0.

Determine sua rapidez e decomponha a acelera¢do em uma parte paralela e
outra perpendicular a velocidade em t = 1.

Solucdo. A regra da cadeia da
v(t) = (—4t sent?, 4t cos t2,3),

a(t) = (—4sent?® — 8t2 cost?, 4 cost® — 8t% sent?, 0).

Logo, |[v(t)| = V16t + 9. Emt = 1, a rapidez é 5, v-a = 16 e [a||*> = 80. A projecio
sobre a velocidade é

16 16
a = gv(l), a, =a(l)— gv(l).

Seus modulos sdo 16/5 e 44/109/5. O primeiro coincide com a derivada da rapidez
em 1; o segundo mede a mudangca de direcio. O termo t? altera a velocidade angular,
embora a curva continue sobre o cilindro de raio 2. 4
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3.1.1. Antiderivadas

Definicdo 3.3

Uma antiderivada de uma funcéio vetorial f é uma funcéo vetorial F tal que

F (1) = £f(2).

A integral indefinida J f(¢) dt de uma funcao vetorial f é a antiderivada

geral de f e representa o conjunto de todas as antiderivadas de f.

O mesmo raciocinio que nos permite derivar uma funcéo vetorial componente a
componente também se aplica a integracdo. Lembre-se de que a integral de uma
soma é a soma das integrais e de que fatores constantes podem ser retirados da
integral. Assim, dada f(¢) = x(¢)i + y(t)j + z(t)k, podemos integrar componente a
componente. Mais formalmente,

Se f(¢) = x()i + y(t)j + z(¢)k, entdo

Jﬂndtz(Jﬂﬂd01+(fﬂwd0j+(Jaonk.

Proposicao 3.3
Duas antiderivadas de f(¢) diferem por um vetor constante; isto é, se F(¢) e

G(1) sao antiderivadas de f, entdo existe ¢ € R" tal que

F(i)-G@{) =c.

Exercicios

Problema: [A2)
Nos Exercicios 1-4, calcule f’(t) e determine a reta tangente em f(0).

L. fO=0¢+1,2+1,2+1)
2. f) = +1,e% +1,¢ +1)
3. () = (cos 2t, sen 2t,t)

4. f(t) = (sen2t,2 sen’t, 2 cost)
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Nos Exercicios 5-6, determine a velocidade v(t) e a aceleracdo a(t) de um objeto
com o vetor posigdo r(t) dado.

5. r(t) = (t,t —sent, 1 — cost)
6. r(t) = (3cost,2sent, 1)

Problema: [)2)

Seja

cost sent —at
£(z) = ( , , )
J1+a22 J1+ a2 1+ a2

coma * 0.

(a) Mostre que |f(¢)|| = 1 para todo t.

(b) Mostre diretamente que f’(t) - £(¢) = 0 para todo t.

Se f’(t) = 0 para todo t em algum intervalo (a, b), mostre que f(t) é um vetor
constante em (a, b).

Para um vetor constante ¢ # 0, a funcéo f(¢) = tc representa uma reta paralela
ac.

(a) Que tipo de curva g(t) = t°c representa? Explique.
(b) Que tipo de curva h(t) = ¢c representa? Explique.

(c) Compare f’(0) e g’(0). A luz de sua resposta ao item (a), como se explica
a diferencga entre as duas derivadas?

d df d’f
Mostre que E(f X E) =f x e
Seja uma particula de massa (constante) m com vetor posi¢do r(t), velocidade
v(t), aceleragdo a(t) e quantidade de movimento p(¢) no instante t. O momento
angular L(t) da particula em relagdo a origem no instante t é definido por
L(t) = r(¢) x p(t). Se F(t) é a forca que atua sobre a particula no instante ¢,
defina o torque N(t) em relacdo a origem por N(t) = r(¢) x F(¢). Mostre que
L’(t) = N(2).

d
[¢] Mostreque%(f(gxh))=%§~(gxh) +f-<£xh> +f-<g><%>.
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O Teorema do Valor Médio néo vale para funcdes vetoriais: mostre que, para
f(t) = (cost, sent,t), ndo existe ¢ no intervalo (0, 27) tal que

f(2r) — £(0)

f'(t) =
® 2r—0

3.2. Lei de Kepler

Por que os planetas tém oOrbitas elipticas? Nesta se¢do reduziremos o problema
gravitacional de dois corpos ao movimento relativo de uma particula sob uma forga
central. A trajetéria relativa é uma se¢ao conica com foco na origem; no caso de
movimento ligado, ela é uma elipse. Essa é a forma matematica da primeira lei de
Kepler no modelo de dois corpos.

Figura 3.3.: Sistema de dois corpos

Faremos duas hipoteses simplificadoras:

Os corpos sdo esfericamente simétricos e podem ser tratados como massas
pontuais.

Nao ha forcas externas nem internas atuando sobre os corpos, além da gravi-
tacdo mutua.

Dois objetos pontuais de massas m; e m, e vetores posicio X € X, em relacio a
1 2 1€X3
algum referencial inercial, estdo sujeitos as for¢as gravitacionais:

. —Gmmy
r
. Gmumy
MmyXy; = ———

re
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Defina o vetor posicéo relativo
. T
r=X; — Xy, r=|rf, r= o

Dividindo pelas respectivas massas e subtraindo a segunda equagéo da primeira,
obtemos a equac¢do do movimento relativo:

i=-Li, (3.1)
r
em que y é o pardmetro
H= G(ml St mz).

Como r = rf, registraremos a equacéo anterior também como

i=—Li (3.2)
r

Para o movimento sob qualquer forca central, isto é, uma forca paralela a r, o
vetor
L=rxr

permanece constante. Fisicamente, ele é o momento angular por unidade de massa
reduzida. Esse fato é facilmente deduzido:

L:%(rxf):i‘xf—}—rxf‘:o-}—ozo

Como o produto vetorial do vetor posicio com sua velocidade permanece
constante, esses vetores devem permanecer no mesmo plano, ortogonal a L. Isso
implica que a fungéo vetorial descreve uma curva plana.

De 3.2 segue que
2

o A d A ~ X 0N A A LA A A A
L:rxr:rrxa(rr):rrx(rr+rr)zrz(rXr)+rr(rxr):r I xr

Agora considere

'1=><L:—ﬂzfx(rzfxf-)z—'ufx(fxf)z—p[(f-f)f—(f-f)f‘]
r
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Como f - f = |2 = 1, temos

1,0 % 2 . 1d,. .
—(rr+r-r)=—-——@'r)=0
2( ) 201t( )

r-f=

Substituindo esses valores na equacdo anterior, obtemos

i‘xL:yf'

Integrando ambos os lados,

rxL=pur+c

em que ¢ é um vetor constante. Se calcularmos o produto interno da equagio
anterior com r, obtemos um resultado interessante:

r-(fxL)=r-(ur+c)=pr-t+r-c=pur(r-r)+rccos(d) = r(y+ ccos(9))

em que 6 é o angulo entre r e c. Isolando r,

r-(fxL) (rxr)-L L
r = = =
p+ccos(@) p+ccos(@) p+ccos(9)

Finalmente, no plano do movimento, (r,0) sdo coordenadas polares da trajetoria
) o L/? c . .

relativa. Fazendo as substituicdes p = — e e = —, chegamos a equagio

U

P

rsS ———
1+e-cos0

(3.3)

A Equagéo 3.3 é a equacdo polar de uma secao conica com foco na origem. Para
0 < e < 1, a orbita é eliptica; para e = 1, parabdlica; e, para e > 1, hiperbédlica. Em
particular, orbitas ligadas ndo degeneradas correspondem a 0 < e < 1 e sdo elipses.

A constancia de r xr’ significa que o movimento mantém seu plano orbital e sua
velocidade areolar. A forma da conica depende ainda da energia e das condi¢des
iniciais. A solugdo circular é um caso particular de excentricidade zero, ndo uma
hipotese do argumento.
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Exercicios

Exercicio N021 Aplicacdao; médio

Para r(t) = (acost,bsent,0), calcule r x i e a velocidade areolar. Explique por
que o parametro ¢ desta curva ndo descreve, em geral, um movimento gravitacional
kepleriano.

Exercicio N022 Aplicacido; médio
Uma 6rbita circular de raio R é regida por # = —pr/||r|3, com y > 0. Determine
sua velocidade angular e seu periodo.

Exercicio N023 Justificacdo; médio
Usando r x # = 0 para uma forga central, prove a constancia de r x i e explique o
papel da hipotese de momento angular ndo nulo.

3.3. Definicao da Derivada de uma Funcao Vetorial

Em vérias variaveis ndo ha um quociente de diferencas vetorial analogo ao caso
unidimensional. A nocéo correta de derivada é a melhor aproximacéo linear local
da funcao.

Definicao 3.4

Seja A C R" aberto. Uma funcio f : A — R™ é diferenciavel em a € A se
existe uma transformacao linear

D,f : R" - R"
tal que
i 1@ +h) —(a) — Daf(h)] _
im =0
h—0 [

A transformacéo linear D,f é chamada derivada de f em a.

Equivalentemente, podemos escrever
f(a+h) —f(a) = D,f(h) + E(h),
onde o termo de erro satisfaz

ML
h—o |h]|
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Em outras palavras, o erro da aproximacio linear é de ordem estritamente menor

que |h].

Teorema 3.4

A derivada D,f, quando existe, é tnica.

Demonstragao. Suponha que T,L : R* — R™ sejam transformacdes lineares que
satisfacam a defini¢do. Entdo existem erros Er e E; tais que

f(a+h)—f(a) = T(h) + Er(h) = L(h) + E;(h),

com

|Er(h)] IEL ()]

—

I ’ I

Fixe v € R". Para v = 0, temos imediatamente T(v) = L(v). Se v = 0, tome

—

h =tv. Parat # 0 suficientemente pequeno,
t(T = L)(v) = E (tv) — Ep(tv).

Logo,

ELevl  [Er(v)]
i~ e )

T - D@ < vl (

Fazendo t — 0, o lado direito tende a zero. Portanto, T(v) = L(v) para todo v, e
sl ]

Exemplo 3.9

Se L : R® — R™ ¢ linear, entdo

para todo a € R™.

Solucao. Pela linearidade,
L(a+h)—L(a)— L(h) = 0.

Assim, o termo de erro é identicamente nulo. <
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Exemplo 3.10

Considere o produto interno usual
f:R¥xR® >R, fxy)=x-y.

Mostre que f é diferenciavel e determine sua derivada.

Solucao. Para incrementos (h, k),
fx+hy+k)- f(x,y)=x-k+h-y+h-k

A parte linear é

(hk)y—x-k+h-y.
O erro é h - k. Pela desigualdade

1
-k <> (Il + ) ,

temos, para a norma produto

|(h, Ol = VIh|? + k]2,

que

h-k| 1
< —|(h,k)| — o.
Ith, K| ~ 2

Portanto,

D(X,y)f(h, k) =x-k+h- Y.
<

Assim como no caso de uma variavel, diferenciabilidade implica continuidade.

Teorema 3.5

Seja A C R" aberto e sejaf : A — R™ diferenciavel. Entéo f é continua.
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Demonstracdo. Fixe a € A. Pela diferenciabilidade,
f(a+ h) —f(a) = D,f(h) + E(h),

onde
[E(h)]
—_—
(1]

Toda transformagéo linear entre espacos euclidianos de dimenséo finita é continua;

0.

portanto,
D,f(h) —» 0 quando h —o.

Além disso, a condigao sobre o erro implica E(h) — 0. Logo,
f(a+ h) — f(a),

e f é continua em a. [ |

Exercicios

Problema: [j2)Seja L : R3 - R3 uma transformacio linear e
F:x— xxLxRR3.
Mostre que F é diferenciavel e que
D4 (F)(h) = x x L(h) + h x L(x).

Problema: [)2]Sejaf : R" - R,n > 1,f(x) = ||x| a norma usual em R", com
|x|? = x - x. Prove que

Dy(f)(v) = 2 X

Il

para x # 0, mas que f néo ¢ diferenciavel em 0.

3.4. Derivadas Parciais e Direcionais

As derivadas parciais medem a variagéo ao longo dos eixos, enquanto a derivada
direcional permite escolher outro vetor de deslocamento. A existéncia de todas
essas derivadas, isoladamente, ainda ndo garante uma aproximacao linear valida
para todos os deslocamentos.
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Definicao 3.5
Sejam ACR,f: A>R"e

filxg, e, %)
f(X) — fZ(xlﬂ:'" :xn)

fm(xl’ oco g xn)

of;

Aqui f; : R* - R. A derivada parcial a—fl (x) é definida por
x.
]

9f;

(s s X Ry, ) = fi(gs s X, X)
ajfi(x):a—(x)::hmf’ ! J n) — filx g >
x.

g h—0 h ’

sempre que esse limite existir.

Para determinar derivadas parciais em relacdo a j-ésima variavel, mantemos as

demais variaveis fixas e derivamos em relagio a j-ésima variavel.

X; = cte

Exemplo 3.11
Sef : R® > Ref(x, ¥,2) = x+ y2 +23+ 3xyzz3, entio

d
—f(x, y,z2) =1+ 3yzz3,
ax
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0
—f(x, y,2) =2y + 6xyz3,
9y

d
a—f(x, ¥,2) = 322 + 9xy222.
z

Seja f : ACR" - R™, com A aberto. A derivada direcional em x ao longo de

D) = i TEH =0

quando esse limite existe. Se f é diferenciavel em x, a regra da cadeia fornece

Dy f(x) = Dy f(u).

Para medir uma taxa por unidade de distancia, escolhemos [u| = 1. Para um

ue

vetor ndo unitario, o pardmetro ¢ inclui também a escala do deslocamento. Nas
regras abaixo, supomos a existéncia das derivadas indicadas; no produto vetorial,
as funcdes tomam valores em R>.

Proposicao 3.6
Se f(x) = f;(x) + f5(x), entdo D, f(x) = D f;(x) + Dy fy(x).

Se f(x) = f;(x) x f5(x), entdo D f(x) = (D,f;(x)) x f5(x) + £;(x) x
(Dyf5(x)).

Exemplo 3.12 — Derivadas em todas as direcdes sem diferenciabilidade
(dificil)

Seja f(x,y) = x3/(x? + y?) fora da origem e f(0,0) = 0. Calcule todas as
derivadas direcionais na origem e verifique se f é diferenciavel ali.

Solucao. Parau = (a,b) = (0,0),

(ta.th) = 1% Duf(0.0) = %

ta,to) =t——:, 0,0) = ——.

/ a? + b? uf a? + b?

Nos eixos, as derivadas parciais sdo 1 e 0, de modo que a unica candidata a derivada
total seria L(h, k) = h. Contudo, D(; 1)f(0,0) = 1/2 # L(1,1). Mais diretamente, ao
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longode h =k =t,

V2l 22’
que ndo tende a zero. A funcéo é continua, pois |f(x,y)| < |x|, mas ndo é dife-
renciavel. As derivadas direcionais ndo formam uma aplicacio linear do vetor de

direcéo. N

Exercicios

Exercicio N024 Aplicacio; basico

Calcule as derivadas parciais de T(x, y, z) = 20 + x%y + ¢ e a derivada direcional
em (1, 2,0) na direcdo unitéaria de (2,—1, 2).
Exercicio N025 Consolidacao; basico

Compare D1 z)f e Dy 2)/ﬁf para f(x,y) = x% + xy em (1,1) e explique a

diferenca.

Exercicio N026 Aprofundamento; dificil

Para f(x,y) = xy//x? + y? fora da origem e £(0,0) = 0, examine as derivadas
direcionais bilaterais e a diferenciabilidade. Considere cuidadosamente o sinal de .

3.5. A Matriz Jacobiana

O mesmo objeto, diferentes representacoes

Para F : U C R" — R™ diferenciavel em a, a derivada é a aplicacéo linear que
satisfaz
F(a + h) = F(a) + DF,(h) + o(|Al).

Essa igualdade é a referéncia comum as notacdes abaixo.
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Notacéo Significado e condi¢des

Derivada total DF, Aplicacgéo linear R” — R™; descreve a aproximacio de pri-
meira ordem.

Jacobiano Jp(a) Matriz m x n de DF, nas bases escolhidas; em coordenadas
canonicas, suas entradas sio 9;F(a).

Diferencial dF, Outra notagao para a derivada total. Se m = 1, é um covetor:
recebe um deslocamento e devolve um escalar.

Gradiente V f(a) Vetor que representa df, depois de escolhida a métrica:

dfo(h) = (Vf(a), h).
Derivada direcional Sob diferenciabilidade, vale DF,(v). Sua defini¢do por limite
D,F(a) também pode ser usada quando a derivada total ndo existe.

Para f(x,y,z) =20 + xzy +efema = (1,2,0), temos
J@=(4 1 1),  dfy(h)=4h; +hy+hs,

Vf(a) =(4,1,1), D, f(a) = 4v; + vy + vs.

A matriz linha e o vetor gradiente tém os mesmos niimeros apenas porque estamos
usando uma base cartesiana ortonormal e a métrica euclidiana. O covetor e o vetor
cumprem papéis diferentes; essa distingao sera retomada nos capitulos de tensores.
As derivadas parciais fornecem os candidatos as entradas do Jacobiano, mas sua
mera existéncia ndo prova que o resto seja o(||A]).

Estabeleceremos agora uma forma de simplificar o processo de encontrar a
derivada de uma fun¢io em um dado ponto.

Como a derivada de uma funcéo f : R” - R™ é uma transformacéo linear, ela
pode ser representada por meio de matrizes. O teorema a seguir nos permitira
determinar a representacdo matricial de D,f nas bases candnicas de R" e R™.

Teorema 3.7
Seja
filxy, s x)
f(X) — f2(xla:"' ’xn) )

(s ey %)
Suponha que A C R" seja aberto e que f : A — R seja diferenciavel. Entao

of:

cada derivada parcial a—fl (x) existe, e a representacdo matricial de Dyf com
x.
j
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respeito as bases canonicas de R” e R™ é a matriz jacobiana
2 a;< 0 . D]
o
50 = a_xl( g %( 0o E( g
O o Un o O
_axl( x) 8x2( X) axn( )_

Demonstragao. Seja e,l1 <j<na base candnica de R". Para obter a matriz
jacobiana, devemos calcular Dyf(e;), que nos fornece a j-ésima coluna da matriz.
Seja Jg(x) = (Jj;) e observe que

Jij
Dyf(e;) = ]ff
]mj
e ponhay = x + ¢ej, ¢ € R. Observe que
I£(y) — £(x) — Dxf(y — %)l
ly —x
B IECeps ey x5 + &5, 60) = £Qxp, o0, X, v, X)) — €Dy f(e)

el

Como o lado esquerdo tende a 0 quando ¢ — 0, 0 mesmo ocorre com a i-ésima
componente do numerador e, portanto,

|fiCxrs s Xj + &, %) = fixgs oos X o ) —
e o0
€

Isso implica que

f-(xl,...,xj+€,...,xn)—fl-(xl,...,xj,...,x ) f
Jij = lim
e—0 &

Isso conclui a demonstracéo. ]
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Observacao 3.8

Reservaremos Dyf para a derivada de f em x, entendida como aplicacéo li-
near, e Jf(x) para sua matriz nas bases canonicas. Assim, nao identificaremos
notacionalmente a derivada com sua representagdo matricial.

Exemplo 3.13 — Sensores e aproximacao com erro controlado (dificil)
Dois sensores tém respostas normalizadas F(x, y) = (x? + xy, y*). Linearize
o sistema perto de (2, 1), estime a resposta a perturbacao (h, k) = (0,01, —0,02)
e obtenha um limite para o erro.

Solucao. Asrespostas sdo polinomiais, portanto diferenciaveis. A matriz jacobiana

Jr(x,y) = (zx; 4 2);) Jr(2,1) = ((5) 3)

é

A variagéo linear prevista é (5h + 2k, 2k) = (0,01, —0,04). Expandindo sem aproxi-
macoes,

FQ2+h,14+k)—F(2,1) = Jp(2,1)(h, k) + (h? + hk, k?).
Se r = \h? + k2, o erro satisfaz
I(h2 + hk, k2)]| < B2 + |hk| + K2 < %rz.

Assim, erro dividido por r tende a zero, como exige a diferenciabilidade. Para a per-
turbac¢io dada, o erro exato é (—0,0001, 0,0004) e a variacéo real é (0,0099, —0,0396).
A matriz fornece a sensibilidade de primeira ordem e o resto quantifica a precisao.<

Exemplo 3.14
Sejaf : R — R? dada por f(x, y, z) = (xy + yz, In(xy)), definida onde xy > 0.
Calcule a matriz jacobiana de f.

Solucao. A matriz jacobiana é a matriz 2 x 3

ey 2) = o fi(x,3,2) 9y fi(x,y,2) 9zf1(x,y,z)]:[i XIZ z]
X

axfz(x’ Vs Z) any(x’y’ Z) 9zf2(x, Y Z) y
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Exemplo 3.15

Seja f(p,0,z) = (pcosh, psenb, z) a fungido que transforma coordenadas ci-
lindricas em coordenadas cartesianas. Temos

cosf —psenf 0
Ji(p,0,z) = |senf pcos® 0
0 0 1

Exemplo 3.16

Seja f(p, ¢, 0) = (pcosOsen ¢, psenfsen g, p cos ¢) a fungido que transforma
coordenadas esféricas em coordenadas cartesianas. Temos

cosfsen¢ pcosfcos¢p —psen¢psend
Ji(p,$,0) = | senfsen¢ psenBOcos¢p pcosfseng
cos¢ —pseng 0

O conceito de derivadas parciais sucessivas é analogo ao de diferenciagéo
sucessiva. O mesmo vale para o conceito de diferenciacio parcial implicita. Nos
exemplos a seguir, distinguiremos a derivagao sucessiva, em que as variaveis sao
independentes, da derivacdo implicita, em que uma variavel depende das outras.

Exemplo 3.17

Seja f(u, v, w) = e*¥ cos w. Determine

*f
—(u,v,w
du 8v( )

e avalie a expressdo no ponto (1,—1,7/4).

Solucdo. Temos
of v
— =ue"’ cosw,
av
e, portanto,
o*f
oudv

= (1 + uv)e"’ cosw.
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No ponto (1,—-1,7/4), o fator 1 + uv é zero. Logo, o valor da derivada mista é 0.

<

Exemplo 3.18
A equacdo 2% + (xy)? + xy?z> = 3 define z implicitamente como uma funcio

de x e y. Determine g_z e j— m (1,1,1).

X Yy
Solucdo. Temos
izxy _ iexylogz
ax ax P
= (ylogz+—a—z> 2
k%
i(xy)z — iez log xy
ox 8§
24 z a
= (Ztogay+Z) (yr,
ox X
ixyzz3 = y223 + 3xy2z2%,
ox ox

Portanto, em (1, 1, 1) temos

92 111438 0= & -1
ox ox ox 2
De modo anélogo,
izxy — iexylogz
dy dy
= (xlogz+—ya—z> 7,
z dy
O (xyy = Zerlogxy
dy dy

(— log xy + ) (xy)?,
ixyzz3 = 2xyz3 + 3xy222%,
ay 9y
Portanto, em (1, 1, 1) temos

Z 142430 E -3
7} 7} 4

dy
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Exercicios

Problema: [ci]Sejaf : [0;+00[x]0;+c0[—> R, f(r,t) = t”e_r2/4t, em que n é uma
constante. Determine n de modo que

ﬂ_ii(r2ﬂ>
ot  rloar\ or)’

Problema: [c1]Seja
f:R?>R, f(x, y) = min(x, y%).

of(x,y) of(x,y)
e .
ox ay
Problema: [j2)Sejam f : R?2 > R% e g: R3 — R? dadas por

Determine

f(x,y) = (xy%x%y),  gx,y.2) = (x — y + 22xY).

Calcule Ji.g(1,0,1), se estiver definida. Caso ndo esteja, explique. Calcule Jy.¢(1,0),
se estiver definida. Caso nio esteja, explique.

Problema: [c1]Sejam f(x,y) = (xyx +y) e g(x,y) = (x — yx*y®x + y). Deter-
mine Jg.£(0,1).

Problema: [c2)Supondo que a equacio xy? + 3z = cos z2 defina z implicitamente
como uma fungio de x e y, determine 9J,.z.

Problema: [c11Sew =¢e",u=r+sev=rs, determine a_w

Problema: [c2)Seja z uma funcio de x e y definida implicirtamente pela equacédo

(x +z)? + (y + 2)? = 8. Determine Z_z em (1,1,1).
X

3.6. Propriedades das Transformacoes Diferenciaveis

A derivada de uma composicdo descreve uma cadeia de dependéncias: primeiro
a entrada altera as variaveis intermediarias, depois essas variaveis alteram a saida.
A ordem das aplicacdes e os pontos em que as derivadas sdo avaliadas precisam
acompanhar essa sequéncia.

Assim como no caso de uma variavel, valem as seguintes regras de diferenciacao.
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Teorema 3.9

Sejam A C R", B C R™ conjuntos abertos, f,g : A - R™, a € R, diferencia-
veis em A, h : B — R! diferenciavel em B, e f(A) C B. Entio:

B Regra da soma: Dy((f + ag)) = Dy(f) + aDy(g).
® Regra da cadeia: Dy(h o f) = Dgy)h o D,f.

Como a composicio de aplicagdes lineares representadas por matrizes corres-
ponde a multiplicacdo matricial, a regra da cadeia assume a forma alternativa a
seguir quando aplicada a matriz jacobiana:

Jhet (%) = Jn(£(x)) J(x). (3.4)
Exemplo 3.19
Sejam

f(u,v) = (ue¥, u + v,uv)
e

h(x,y,z) = (x2 +y,y+z).
Determine Ji.,(x, y, 2).

Solucao. Temos

% vV

€ ue

2x 1 0
]f(u’ V) - 1 1 > ]h(x! y’ Z) - [ O 1 1] o
v oou
Como
h(x,y,2) = (x* + y,y + 2),
segue que

eytz (x2 +y)ey+z

Jh(x,y,2)) =] 1 1
y+z x*+y

Pela regra da cadeia,

Jen(x, ¥, 2) = Ji(h(x, y, 2)) Jn(x. y, 2),
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isto é,
2xe¥F (14 x2 + )’ (x% + y)et?
2x 2 1
2x(y + 2) 2 +2y+z xX+y
Exemplo 3.20
Seja
f:R2>R, f(u,v) = u? + ¢,
e sejam
u(x,y, z) = xz, v(x,y,2) =y +z
Defina
h(x,y,z) =f (u(x, ¥, 2), v(x, y, z)).
Determine as derivadas parciais de h.

Solucao. Defina

g(x,y,2) = (xz,y + 2).
Entdioh=f-g,

z 0 x

Je(x,y,2) = [0 ) 1], Jewv) =[2u e€'].

Logo,
z 0 x
Jn(x,y,2) = Je(g(x, , 2) Jg(x. y,2) =[xz €¥™] [0 1 1]’
e, portanto,
Jn(x,y,2) = [2x2® €% 2xPz+ eVt

Assim,

% = ZXZZ, % = ey+z’ @ = ZXZZ + €y+z.

ox ay oz
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Teorema 3.10
SejaF = (f1, f2,---» fm) * R* > R™ e suponha que as derivadas parciais
o

, 1<j<n, (3.5)
8x]-

existam em uma vizinhanga de x; e sejam continuas em x,. Entdo F é
diferenciavel em x,.

Dizemos que F é continuamente diferenciavel em um conjunto S se S esta
contido em um aberto no qual as derivadas parciais em (3.5) sdo continuas. Os lemas
seguintes fornecem propriedades de transformacdes continuamente diferenciaveis
que serdo usadas posteriormente.

Usaremos a norma de operador |A| = SUP|y|=1 |Av]. A continuidade de Jr fornece
controles locais tanto para o alongamento maximo quanto, quando Jr é invertivel,
para o alongamento minimo. Esses controles explicam por que uma transformacao
com derivada invertivel nio colapsa pontos suficientemente proximos.

Lema 3.11

Suponha que F : R" — R™ seja continuamente diferenciavel em uma vizi-
nhanca N de x,. Entéo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

[F(x) - F(y)l < (IJr(xo)l + ©)lx —y| se x,y € Bs(xp).  (3.6)

Demonstragao. Considere a funcio auxiliar
G(x) = F(x) — Jr(xo)x. (3.7)

As componentes de G sdo
n 3f
5 = £ = Y o (xp) x;,
i=19%

de modo que
9800 _ 2H) _ 25i0x)

ax] 8x] (9x]
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Assim, 9g;/dx; é continua em N e se anula em x,. Portanto, existe § > 0 tal que

< para 1<i<m, 1<j<n, se [x—xg <. (3.8)

Jmn

Agora suponha que x, y € Bs(x). Aplicando o Teorema do Valor Médio de uma
variavel a restri¢do de cada componente ao segmento entre x e y,

agi(x)
6xj

80 -5 = Y, By 69)
=1 9%

em que X; pertence ao segmento de reta de x a'y, logo x; € Bs(x). De (3.8), (3.9) e
da desigualdade de Schwarz,

- [ 9gi(x) ’ €?
(&) — gy < (), [#] x—yl* < =[x -y~
= 0x; m
Somando de i = 1 até i = m e extraindo a raiz quadrada, obtemos
IG(x) - G(y)| <elx—y| se x,ye Bs(xg). (3.10)
Para concluir a demonstracio, observe que

F(x) - F(y) = G(x) — G(y) + Jr(xo)(x —y), (3.11)

e, portanto, (3.10) e a desigualdade triangular implicam (3.6). |

Lema 3.12

Suponha que F : R" — R" seja continuamente diferenciavel em uma vizi-
nhanca de x( e que Jg(X() seja ndo singular. Seja

r= __t .
[@ze )

Entéo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

(3.12)

F(x) —F(y)| > (r—e)lx—y|l se x,y€ Bs(xg). (3.13)
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Demonstragao. Sejam x e y pontos arbitrarios de Dg e seja G como em (3.7). De
(3.11),
[F(x) = F(y)| > [l Je(x0)(x — y)| = [G(x) = G(y). (3.14)

Como
x =y = [Jr(xo)] ™ Jp(x0)(x — y),
(3.12) implica
x =1 < ~Je(xo)x = y)l,

e, portanto,
[JE(x0)(x = y)l > rlx —yl. (3.15)
Agora escolha § > 0 de modo que (3.10) seja valida. Entao (3.14) e (3.15) implicam
(3.13). n
Definicido 3.6

Uma fungéo f é dita continuamente diferenciavel se D,f existe para todo x
do dominio e depende continuamente de x.

Funcdes continuamente diferenciaveis sio ditas de classe C'. Uma funcio
é de classe C? se a primeira e a segunda derivadas existem e sio continuas.
Mais geralmente, uma funcéo é dita de classe Ck se suas primeiras k derivadas
existem e sdo continuas. Se as derivadas f existem para todo inteiro positivo
n, a funcéo é dita suave ou, equivalentemente, de classe C*.

Exemplo 3.21 — Poténcia elétrica e propagacao de incertezas (médio)

Um resistor tem poténcia P(V,R) = V2 /R,com R > 0. Pertode V=12V e
R =6 Q, estime a variagdo de poténcia quando AV = 0,1V e AR = 0,05 Q.

Solucdo. A poténcia nominal é 24 W e

P = = = ——.
VTR k=R

No ponto nominal, essas derivadas valem 4 e —4, nas respectivas unidades. Assim,
AP = 4AV —4AR = 0,2 W.

A poténcia exata é 12,12 /6,05 = 24,2 W; neste deslocamento particular a previsao
coincide com o resultado exato. Para erros independentes com |[AV| < 0,1 e |AR| <
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0,05, a estimativa de primeira ordem é |AP| < 0,6 W. Essa ultima expressdo é uma
aproximacao de sensibilidade, ndo uma garantia rigorosa sem controlar o resto. <

Exercicios

Exercicio N027 Aplicacdao; médio
Uma particula percorre r(t) = (t,e') e um campo tem temperatura T(x, y) = x°y.
Calcule dT(r(¢))/ dt pela regra da cadeia e por substituicdo direta.

Exercicio N028 Consolidacao; médio

Para F(x,y) = (657, x — y) e G(u,v) = (uv, u?), calcule J;.p(0,0) e confira as
dimensodes das matrizes.
Exercicio N029 Aplicacio; médio

Um cilindro tem volume 7r?h. Estime o maior erro relativo de primeira ordem
quando os erros relativos em r e h sao limitados por 1% e 2%.

3.7. Gradientes, Rotacionais e Derivadas Direcionais

Definicao 3.7
Seja f : A CR" — R um campo escalar diferenciavel. O gradiente de f em
of of

Vi(x) = (a—)q(x), s 8_xn(x)> )

X é o vetor

Pelo produto interno euclidiano, a derivada pode ser escrita como

D, f(h) = Vf(x)-h.

V= (ii)
0x1 oxy,

é chamado operador gradiente.

O simbolo
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Teorema 3.13

Seja A C R" aberto e seja f : A — R diferenciavel. Se x € A pertence ao
conjunto de nivel

fx) =K,

entdo V f(x) é ortogonal a todo vetor tangente ao conjunto de nivel em x. Em
particular, se Vf(x) # 0 e o conjunto de nivel é uma hipersuperficie regular
perto de x, o gradiente é um vetor normal a essa hipersuperficie.

Demonstragdo. Seja c(t) uma curva diferenciavel contida no conjunto de nivel e
suponha que c(t)) = x. Como

fle®) =K

para todo t proximo de t;, a regra da cadeia fornece

0= S fe)| =V <)

t=t,

Logo, o gradiente é ortogonal a todo vetor tangente obtido dessa forma. ]

Observacao 3.14

Para um vetor unitario u, a derivada direcional satisfaz
Dy f(x) = Vf(x)-u =[Vf(x)] cosb,
em que 0 é o angulo entre V f(x) e u. Portanto,
Dy f(x) < [Vf(xI,

e, quando Vf(x) # 0, a maior taxa de crescimento ocorre na dire¢ao

Vfx)
V@I
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Exemplo 3.22

Determine um vetor unitario normal a superficie x> + y* + z = 4 no ponto
(1,1,2).

Solucio. Aqui, f(x,y,z) = x> + y* + z — 4 tem gradiente
Vfi(x,y,2) = (3x2,3y2, 1),

que em (1, 1,2) é (3,3, 1). Normalizando esse vetor, obtemos

(iiL)

<
Exemplo 3.23
Determine a dire¢do de maior taxa de crescimento de f(x,y,z) = xye® no
ponto (2, 1, 2).
Solucdo. A direcdo é a do vetor gradiente. Aqui,
Vf(x,y,z) = (ye?, xe*, xye®),
que em (2, 1, 2) se torna (ez, 22, 2e2). Normalizando esse vetor, obtemos
1
= (1,2,2).
V5
<

Exemplo 3.24

Esboce o campo vetorial gradiente de f(x,y) = x*> + y%, bem como varias
curvas de nivel dessa funcéo.

Solucdo. As curvas de nivel de uma func¢io sio definidas por

fGe,y) =k
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para diferentes valores de k. Para nossa funcéo, portanto, as curvas de nivel sdo
definidas pela equacéo
x?+yt =k
e sdo circunferéncias centradas na origem, de raio vk. O campo vetorial gradiente
dessa funcéo é
Vf(x,y) = 2xi+ 2yj.

A seguir apresentamos um esboco de algumas curvas de nivel e do campo vetorial

gradiente. <
y y y
N [ X Al N 7
A VAR
X X X
VY A N
¥ ¥ NN ¥ N
Exemplo 3.25

Seja f : R* — R dada por f(x,y,z) = x + y? — z2. Determine a equacio do
plano tangente a superficie de nivel de f que passa por (1, 2, 3).

Solucdo. Um vetor normal ao plano é V£(1,2,3). Como

Vi(x,y,2) =(1,2y,-22),

em (1, 2,3) obtemos
(1,4,-6).

A equagdo do plano tangente é, portanto,
x—1)+4(y—-2)—6(z—3) =0,

ou
x+4y—6z=-9.
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Definicao 3.8
Seja
[ x - fx)R'R"

um campo vetorial com

f(x) = (i), fo(x); ..., fu(x)).

A divergéncia de f é definida e denotada por

+fx=V-f(x) :=Tr(Df(x) := 91 /i (X) + 3 fo(X) + = + Ipfr (X).

Exemplo 3.26
Se f(x,y,2) = (x?, yz, yezz), entdo

+fx=2x+2y+ 2yzezz.

Teorema do Valor Médio para Campos Escalares O Teorema do Valor Médio
se generaliza para campos escalares. A ideia é usar uma parametrizagio para obter
uma fungio real de uma variavel e, em seguida, aplicar o teorema de uma variavel.

Teorema 3.15 — Teorema do Valor Médio para Campos Escalares

SejaU C R" aberto e seja f : U — R diferenciavel. Se x,y € U e o segmento
que liga esses pontos esta contido em U, entdo existe um ponto z no segmento
aberto entre x e y tal que

fy) = f&x) =Vf(z)-(y - x).

Demonstracdo. Defina

g®) = f(Q-Dx+1ty), 0<t<1.

A fungio g é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1). Pelo Teorema do Valor
Médio, existe ¢ € (0, 1) tal que

g(1) — g(0) = g’(c).
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Pela regra da cadeia,
g =vf(Q-ox+cy) (y—x).

Tomando
z=(1-c)x+cy,

obtemos o resultado. ]

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

f(y) = fF@I < Vi@ y —x].

Rotacional

Definicao 3.9

SeF : R} > R® éum campo vetorial com componentes F = (F, F, F3),
definimos o rotacional de F por

0o F5 — 3|
VXF 2 83F1 —81F3
01Fy — d Fy

Ele também é denotado, algumas vezes, por curl(F).

Observacao 3.16

Um recurso mnemonico para lembrar essa formula consiste em escrever

o1 F
UxF=[a|x[F],
d3 I3

e calcular o produto vetorial tratando os dois termos como vetores tridimensi-
onais.
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Exemplo 3.27
Se F(x) = x/ |x|3, entio VxF = 0.

Observacao 3.17

No exemplo anterior, F é proporcional a forca gravitacional exercida por um
corpo na origem. Sabemos, pela experiéncia, que quando uma esfera é atraida
para a Terra apenas pela gravidade ela ndo comeca a girar, o que ¢é consistente
com o calculo Vx F = 0.

Exemplo 3.28

Se v(x,y,z) = (senz,0,0), entdo Vx v = (0, cos z, 0).

Observacao 3.18

Pense em v como o campo de velocidades de um fluido entre duas placas
situadas em z = 0 e z = 7. Uma pequena esfera colocada mais proxima da
placa inferior experimenta uma velocidade maior em sua parte superior do que
em sua parte inferior e, portanto, deve comecar a girar no sentido anti-horario
em torno do eixo y. Isso é consistente com nosso calculo de V x v.

A definicao do operador rotacional pode ser generalizada ao espaco de dimensao

Definicao 3.10

Sejam g; : R" —» R", 1 <i < n— 2, campos vetoriais com g; = (g1, i2s --- » &in)-
Entdo o rotacional de (gq, g9, ..., g5_2) €

€q € €,
a o .9,
g11(x) g2(x) .. gn(x)
1(gq{,89,...,8,_ = det
curl (812 &n-2) () ¢ g21(x) 822(%) Zon(X)
| 8(-2)1(%)  gn-2)2(X) - gr-2)n(x)]
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Exemplo 3.29
Se f(x, y, z,w) = (¢7%,0,0, w?) e g(x,y,z,w) = (0,0, z,0), entdo

€ €y €3 €4

01 Oy 03 04
V20 0 wl :(XZZexyZ)eél‘

0 0 z 0

rotacional(f, g)(x, y, z,w) = det

Definicdo 3.11

Seja A C R" aberto e sejaf : A — R um campo escalar diferenciavel em A.
Sejav € R" \ {0} tal que x +tv € A parat € R suficientemente pequeno.
Entdo a derivada direcional de f na direcido de v no ponto x é definida e

denotada por
f(x +1tv) — f(x)

Dd) = }1—{% t

Observacao 3.19

Alguns autores exigem que o vetor v na Definicdo 3.11 seja unitario.

Teorema 3.20

Seja A C R" aberto e sejaf : A — R um campo escalar diferenciavel em A.
Sejav € R" \ {0} tal que x + tv € A parat € R suficientemente pequeno.
Entdo a derivada direcional de f na direcao de v no ponto x é dada por

Vf(x)-v.

Exemplo 3.30
Determine a derivada direcional de f(x,y,z) = x* + y° — 2% na direcio de
(1,2,3).
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Solucdo. Temos
Vf(x,y,2) = (3x2, 3y2, —22) ,

e, portanto,
Vf(x,y,2z) v =3x+ 6y* — 62.

A seguir reunimos algumas formulas tteis de diferenciagio em R,

Teorema 3.21

V-lﬁu:¢v-u+u-v¢

[2] VXxyu=yVxu+Vyxu
V-uxv=V-V><u—u‘V><v

[4] Vx(uxv)=v-Vu—u-Vv+uV-v)-v(V -u)
V(u-v):u~Vv+v~Vu+u><(va)+v><(V><u)
E Vx (V) =curl (grad ) =0

[7] V- (Vxu)=div (curl u)=0

[8] V- (Vg x Vip) = 0

|E| Vx(Vxu)=curl (curl u)= grad (div u)-V’u
em que

2 2 2
A

Af =V2f=V-Vf =
/ f / ox?  9y? 972

é o operador laplaciano e
Au = (Auy)i + (Auy)j + (Auy k.

Aqui cada Ay; é o laplaciano escalar da componente correspondente; essa
expressdo usa a base cartesiana constante.

Finalmente, para o vetor posicao r, valem as seguintes identidades:
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V-r=3
erzO
u-Vr=u

em que u é um vetor qualquer.

Exercicios

Problema: [A2] A temperatura em um ponto do espaco é T = xy + yz + zx.

a) Determine a direcio na qual a temperatura varia mais rapidamente com a
distancia a partir de (1, 1, 1). Qual é a taxa maxima de variagéo?

b) Determine a derivada de T na direcdo do vetor 3i — 4k em (1,1,1).
Problema: [ci1]Para cada uma das fun¢des vetoriais F a seguir, determine se
V¢ = F possui solucdo e, em caso afirmativo, determine-a.

a) F = 2xyz23i — (x?2° + 2y)j + 3x%yz°k

b) F = 2xyi + (x? + 2y2)j + (* + Dk
Problema: [ci1]Sejaf(x,y,z) = xe¥?. Determine

Vf)(2,1,1).

Problema: [ci1]Sejaf(x,y,z) = (xz,e7,z). Determine

W x )2 1,1).
2
Problema: [a1]Determine o plano tangente a superficie 5 y? —2? = 0 no ponto
(2,-1,1).
Problema: [a1]Determine o ponto da superficie

x2+y2—5xy+xz—yz=—3

para o qual o plano tangente é x — 7y = —6.

Problema: [c1]Determine um vetor que aponte na direcdo em que f(x,y,z) =
ey = 9xz% + y cresce mais rapidamente no ponto (1,1, 0).
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Problema: [c1]Seja Dyf(x,y) a derivada direcional de f em (x, y) na dire¢do do
vetor unitario u. Se Vf(1,2) = 2i — j, determine D 3 4 f(1,2).

5'5
Problema: [c1] Use uma aproximacio linear da funcio f(x, y) = ¢*°2Y em (0, 0)
para estimar £(0.1,0.2).
Problema: [)2] Prove que

Ve(uxv)=ve(Vxu)—ue(Vxv).
Problema: [A2] Determine o ponto da superficie
2x2+xy+y2+4x+8y—z+14=0

para o qual o plano tangente é 4x + y —z = 0.
Problema: [)21Seja ¢ : R®> — R um campo escalar e sejam U,V : R® - R®
campos vetoriais. Prove que

V-¢pV =¢V-V+V- Vo

Vx @V = gV x V + (V) x V

Vx(Vp) =0

V- (VxV)=0
VU-V)=(U-V)V+(V-VIU+Ux(VxV)+Vx(VxU)

J3

Problema: [c1]Determine os angulos formados pelo gradiente de f(x, y) = x¥°+y

no ponto (1, 1) com os eixos coordenados.

Exemplo 3.31 — Sensor em movimento em um campo térmico (médio)

2 2
Seja T(x,y) = 100e~" 499 No ponto (1,1/2), determine a dire¢do unitaria
de maior aumento de temperatura e a taxa registrada por um sensor com
velocidade (1, —1).

Solucao. O gradiente é
VT = (—200xe~ (47, —g00ye~("+4¥°)),

No ponto dado, VT = (—200, —400)e 2. A direciio de maior aumento é (—1,-2)/y/5
e a taxa maxima por unidade de distancia é 200v/5 e~2. Pela regra da cadeia, o sensor

registra

dr »
— =VT-(1,—-1) = 200e"“.
" (1,-1) e
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A taxa no tempo inclui a velocidade do sensor; a taxa direcional por unidade de
distancia exige uma dire¢éo unitéria.

3.8. O Significado Geométrico da Divergéncia e do

Rotacional

Nesta se¢do apresentamos algumas interpretacdes heuristicas para o significado
da divergéncia e do rotacional. Essas interpretacdes serdo demonstradas formal-

mente nos capitulos 6 e 7.

3.8.1. Divergéncia

k
a 7 A A 7\
NN ’ L 1T
v k b 7 7 ]‘
N &53’ _}7\* L7‘7‘7\ 7\7\7\ / 7
& >1-} 71'}7‘ 72 77\ 7\7\
R TR ! ]
: L _>>ﬁ wz 7 7\77\ 7\]\
B | 7 : A 7
v 7 ~
v &slz ){-?‘ %7&* ”Mq 7\7\7\7\ 7\73\7 7 7\
N b 7 7
\ &@/ AT 7 7\7\7\ 7\7‘
N Ai-} 71%7‘ r . 7\7\ 7‘]\
~ Y s 7 7 7
N > A A 7\ 7\
\ g IS 7 2 VA 7\
-k

Figura 3.4.: Calculo da contribuigéo vertical para o fluxo.

Considere um pequeno paralelepipedo fechado, com faces paralelas aos planos
coordenados, como na Figura 3.4. Qual é o fluxo de F para fora do paralelepipedo?
Considere primeiro a contribui¢éo vertical, isto é, o fluxo para cima através da
face superior somado ao fluxo através da face inferior. Essas duas faces tém area
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AA = Ax Ay, mas seus vetores normais exteriores apontam em dire¢des opostas,
de modo que

> F-AA = F(z + Az) -k Ax Ay —F(z) -k Ax Ay

superior+inferior
= (Fz(z + Az) — Fz(z)) Ax Ay
_ F,(z + Az) — F,(2)

Ax Ay Az
Az
oF, L 5
~ — Ax Ay Az pelo Teorema do Valor Médio
z

em que multiplicamos e dividimos por Az para obter o volume AV = Ax Ay Az no
terceiro passo e usamos a definicdo de derivada no ultimo passo.

Repetindo o argumento para os pares restantes de faces, segue que o fluxo total
para fora do paralelepipedo é

oF, 9F, OF

fluxo total = Z F-AA=~ =+ -24+Z2) AV
p ox ay 0z

paralelepipedo

Como o fluxo total é proporcional ao volume do paralelepipedo, ele tende a zero
quando o volume do paralelepipedo tende a zero. A quantidade interessante é,
portanto, a razdo entre fluxo e volume; essa razio é chamada divergéncia.

Em qualquer ponto P, podemos definir a divergéncia de um campo vetorial F,
escrita V - F, como o fluxo de F por unidade de volume que sai de um pequeno
paralelepipedo em torno de P.

Assim, a divergéncia de F no ponto P é o fluxo por unidade de volume através
de um pequeno paralelepipedo em torno de P, que, em coordenadas retangulares, é
dado por

e Mo oK O ok
volume unitario dx dy Iz

Calculos analogos permitem determinar expressdes para a divergéncia em outros
sistemas de coordenadas, a partir das correspondentes mudancgas de variaveis.

3.8.2. Rotacional

Intuitivamente, o rotacional é a circulagdo por unidade de area, isto é, a densidade
de circulagio ou taxa de rotagéo (a intensidade da tor¢do em um tnico ponto).

Considere um pequeno retangulo no plano yz, com lados paralelos aos eixos
coordenados, como na figura. Qual é a circulacdo de F ao redor desse retangulo?
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Figura 3.5.: Calculo da contribuic¢do horizontal para a circulacio ao redor de um
pequeno retangulo.

Considere primeiro as arestas horizontais, em cada uma das quais dr = Ayj.
Entretanto, ao calcular a circulagio de F ao redor do retangulo, percorremos essas
duas arestas em sentidos opostos. Em particular, ao percorrer o retingulo no sentido
anti-horario, Ay < 0 na parte superior e Ay > 0 na parte inferior.

> F-dr ~ -F(z+ Az)-jAy + F(z) - j Ay (3.16)

superior+inferior
= —(Fy(z + Az) — Fy(z)) Ay
Fy(z + Az) — Fy(2)

= Ay A
Az v
oF,
& Ay Az pelo Teorema do Valor Médio
z

em que multiplicamos e dividimos por Az para obter o elemento de area AA = Ay Az
no terceiro passo e usamos a defini¢do de derivada no passo final.

Assim como no caso da divergéncia, nesse argumento estamos supondo que F
ndo varia muito nas direcdes x e y, embora nos interesse sua variacdo na direcio z.
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Repetindo o argumento para os dois lados restantes, obtemos

Z F-dr =F(y+Ay)-kAz-F(y)-kAz (3.17)
lados

~ (Fz(y +Ay) - Fz(y)) Az

~ Fz(y+Ay) _Fz(y) A
Ay

y Az

z
=~ — AyAz
ay 4
onde é preciso ter cuidado com os sinais, que sio diferentes dos de (3.16). Somando
as duas expressdes, obtemos

circulagéo total no plano yz = (— - — | AyAz. (3.18)
y

Como isso é proporcional a area do retangulo, a expressao tende a zero quando a
area tende a zero. A quantidade interessante é, portanto, a razao entre a circulacio
e a area.

Estamos calculando a componente i do rotacional.

circulagdo no plano yz  9F, OF,
R oAl g e PO B P (3.19)
area unitaria ay 0z

A expressao retangular para o rotacional completo segue agora por simetria ciclica:

oF, OF dF, 9F JF,  9F
rot(F) = (—Z——y>i+(—x——z>j+(—y——x)k (3.20)
ay 0z 0z ox ox ay

e é mais facil de memorizar na forma
i
t(F)=VxF = 2
ro =VxF= |-~
Fx

(3.21)

k<"1'J %lm —.
o SleJ ~
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Figura 3.6.: Considere uma pequena roda de pas colocada em um campo vetorial de
posicdo. Se a componente v, é uma funcio crescente de x, isso tende a
fazer a roda girar (no sentido positivo, anti-horario) em torno do eixo k.
Se a componente v, é uma funcio decrescente de y, isso também tende
a fazer a roda girar no sentido positivo, anti-horario, em torno do eixo
k.0 impulso resultante para a rotacdo em torno do eixo k é a soma dos
dois.
Fonte: MIT

Exercicios

Exercicio N030 Aplicacio; basico
Para v = (ax, by, cz), calcule a divergéncia e interprete o sinal de a + b + ¢ em
um pequeno volume de fluido.

Exercicio N031 Aplicacio; basico
Para a rota¢do rigida v = (—wy, wx, 0), calcule o rotacional e compare seu modulo
com a velocidade angular.

Exercicio N032 Aplicacao; médio
Um fluido incompressivel tem v = (x, —2xy, w(x, y, z)). Determine a condicio
sobre w, e dé um exemplo de campo que a satisfaca.

3.9. Equacoes de Maxwell

Os operadores de divergéncia e rotacional descrevem agora relagdes entre cam-
pos fisicos. As equacdes abaixo sdo escritas em unidades SI, para o vacuo, com
fontes p e j. Em meios materiais, a descricdo macroscopica exige também relacoes
constitutivas.



3. Diferenciagdo de Fungoes Vetoriais 115

As equacdes de Maxwell formam um conjunto de quatro equagdes que descrevem
o comportamento do eletromagnetismo. Em conjunto com a lei da forca de Lorentz e
as condicOes iniciais e de contorno apropriadas, elas constituem a descri¢éo classica
dos campos e de sua acdo sobre cargas.

Para comegar, ha dois campos fundamentais no eletromagnetismo, conhecidos
como campos elétrico e magnético. Eles sdo denotados por E(r,t) e B(r,t), respecti-
vamente.

Para compreender o eletromagnetismo, precisamos explicar como os campos elé-
trico e magnético sdo formados e como esses campos afetam particulas carregadas.
Esta ultima parte é relativamente direta e é descrita pela lei da forca de Lorentz.

Definicdao 3.12 — Lei da forca de Lorentz

Uma carga pontual g sofre uma forca

F = q(E + ¥ xB).

A dindmica dos proprios campos é governada pelas equacoes de Maxwell. Para
enuncia-las, precisamos primeiro introduzir mais dois conceitos.

Definicdo 3.13 — Densidade de carga e densidade de corrente

B p(r,t) é a densidade de carga, definida como a carga por unidade de vo-
lume.

B j(r,t) é a densidade de corrente, definida como a corrente elétrica por
unidade de area da secéo transversal.

As equacdes de Maxwell sao
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Definicdo 3.14 — Equacdes de Maxwell

v.g= 2

&

V-B=0

V><E+@:0
ot

JE
V x B — 1ipeg— = 1],
,Uooat Hol

em que & € a constante elétrica (isto é, a permissividade do vacuo) e p é a
constante magnética (isto é, a permeabilidade do vacuo), ambas constantes.

Exercicios

Exercicio N033 Justificacdo; médio
Supondo campos suficientemente regulares para comutar as derivadas, aplique
a divergéncia a lei de Ampere-Maxwell e deduza g;p +V -j = 0.

Exercicio N034 Aprofundamento; dificil

No vacuo sem fontes, use as equacdes de Maxwell para obter VZE = fi¢d2E.

Exercicio N035 Aplicacio; basico
Uma carga q tem velocidade (v, 0,0) em campos E = (0,E,0) e B = (0,0, B).
Determine a for¢a de Lorentz e a condicéo para ela se anular.

3.10. Funcdes Inversas

A aproximacdo linear também indica quando as saidas podem servir como novas
entradas. O Teorema da Func¢io Inversa torna essa ideia precisa: a invertibilidade da
derivada garante uma inversa em uma vizinhanga, mas nao elimina ambiguidades
globais, como a periodicidade de um angulo.

Uma funcéo f é injetiva se pontos distintos de seu dominio tém imagens distintas.
Nesse caso, cada ponto u € Im(f) é imagem de um tnico ponto do dominio, e
podemos definir

f~1(u) = o tnico x € Dom(f) tal que f(x) = u.
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Assim,
Dom(f™1) = Im(f), Im(f~1) = Dom(f),

f1(f(x)) = x, f(f~1(u)) = u

Mesmo que f nido seja injetiva em todo o dominio, pode ser injetiva em um
subconjunto S. Nesse caso, a restri¢do

fls : S - £(5)

3 5 =il
possui inversa, denotada por fg".

Definicido 3.15
Dizemos que f é localmente invertivel em x; se existe uma vizinhanca U de
X na qual a restricao fl; é injetiva.

O caso linear sugere a condicéo correta. Se
f(x) = Ax,
com A quadrada, entdo f é invertivel se, e somente se, det A # 0, e
f1(u) = A .

Além disso,
D) = (Df) .

Para fung¢des nio lineares, a invertibilidade da derivada garante invertibilidade
apenas local, ndo global. Por exemplo,

f(x,y) = (e¥ cos y,e* sen y)

satisfaz

X X

ecosy —e‘seny 2%
=e

det Jp(x,y) = det # 0,

e*seny e*cosy

mas nao é injetiva em R?, pois é 27-periédica na variavel y.
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Teorema 3.22 — Teorema da Funcao Inversa

Seja U C R" aberto e sejaf : U — R" de classe C'. Se a € U e D,f é
invertivel, entdo existem abertos U’ C U e V/ C R", com

acU’, f(a)eV’,

tais que
fly U >V’

é bijetiva e sua inversa g : V/ — U’ é de classe C 1 Além disso,

Dig = (Dxf) . xeU”.

A condicdo de invertibilidade da derivada também é necessaria para a existéncia
de uma inversa diferenciavel. De fato, se g é uma inversa local diferenciavel de f,
entdo

gof=1d.
Pela regra da cadeia,
Df(a)g ° Dof =1,

de modo que D,f ¢é invertivel.

Exercicios

Exercicio N036 Consolidacao; basico

Para F(x,y) = (x + y,x — y), encontre a inversa e verifique a formula de sua
derivada.
Exercicio N037 Justificacdo; médio

Determine os pontos em que F(x, y) = (x? — y?, 2xy) admite inversa local dife-
renciavel. Mostre que ela ndo é globalmente injetiva no plano sem a origem.

Exercicio N038 Justificacio; médio

Para F(x,y) = (e* cos y,e* sen y), escolha uma faixa angular de largura menor
que 27 e descreva uma inversa na imagem. Explique por que a escolha da faixa é
necessaria.
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3.11. Funcoes Implicitas

O Teorema da Fungao Implicita permite resolver localmente uma equagio para
algumas variaveis em funcéo das demais.

Teorema 3.23 — Teorema Especial da Funcao Implicita

Seja U C R*™! aberto e seja f : U — R de classe C!. Suponha que (a,b) € U,

c= f(a,b)

of
g(a, b) * 0.

Entdo existem abertosU’ CR" e V' CR,coma €U’ eb € V’, e uma Unica
funcio g : U’ — V’ de classe C! tal que

gl@=">b

fx,g(x))=c¢ para todo x € U’.

Além disso,

{xy) el xV": f(x,y) =c;={(x,g(x)) : xeU'}.

Demonstracdo. Defina
F(x,y) = (x, f(x,)).

A matriz derivada de F em (a, b) tem a forma triangular em blocos
It 0
DanF =1, ﬂ(a, 2
dy
e, portanto, é invertivel. Pelo Teorema da Func¢do Inversa, F possui uma inversa

local de classe C?.
Como as primeiras n coordenadas de F sdo preservadas, essa inversa tem a forma

Fl(x,2) = (x, G(x,7)).

Fixando z = ¢ e definindo

g(x) = G(x,¢),
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obtemos
flx, g(x) =c.

A unicidade local também decorre da invertibilidade de F. ]

Observacio 3.24

No caso n = 1, a equagdo f(x,y) = c descreve localmente uma curva. A
condicéo df/dy # 0 garante que essa curva pode ser escrita, perto do ponto
considerado, na forma y = g(x).

Observacao 3.25

A escolha de y como udltima coordenada é apenas uma convencdo. Se uma
derivada parcial 9;f é ndo nula no ponto, podemos resolver localmente a
equagio para a coordenada x; em fungéo das demais.

Teorema 3.26 — Teorema Geral da Funcao Implicita

Seja U C R™™ aberto e seja
f:U—->R"

de classe C!. Escreva os pontos de R**™ como (x,y), com x € R" e y € R™.

Suponha que
(a,b) €U, f(a,b) =0,

e que a matriz

Dyf(a,b) = [Z—ﬁ_(a, b)

Yj LSI‘,jSm
seja invertivel. Entdo existem abertos A C R" e B C R™, contendo respecti-
vamente a e b, e uma tnica funcio

g: A—>B
de classe C! tal que
f(x, g(x)) = 0

para todo x € A.
Além disso,

Dag = — [Dyf(a,b)| ' Dyf(a,b).
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Demonstragao. Considere H(x,y) = (x, f(x, y)). Sua derivada no ponto (a,b) é

L 0
DH, = n ) s
(@b) (Dx f(a,b) D y f(a,b)

cujo determinante € det Dy, f(,p) # 0. Pelo teorema da funcéo inversa, H possui
inversa local de classe C!. Como preserva as primeiras coordenadas, essa inversa
tem a forma (x,z) — (x, h(x,z)). Diminuindo as vizinhangas, podemos definir
g(x) = h(x,0) para todo x € A. Entdo f(x,g(x)) = 0. Se y € B também satis-
faz f(x,y) = 0, a injetividade local de H implica y = g(x), dando a unicidade.
Diferenciando a identidade, obtemos

Dy fix,g(x)) + Dy fix g(x)) D&x = 0.

Por continuidade, o bloco Dy f continua invertivel depois de uma nova redugao
das vizinhangas. Multiplica-lo pela inversa fornece a formula da derivada enunci-
ada. Assim o sistema de equagdes foi resolvido localmente, com controle tanto da
existéncia quanto da variacido da solucao. ]

Em outras palavras, quando o bloco de derivadas em relagdo as variaveis y é
invertivel, a equacéo
f(x,y)=0

determina localmente y como uma funcéo diferenciavel de x.

Exemplo 3.32

Considere as equagdes
(x—12%+y2 +2% =5, (x+1)%+y?+2% =5,

para as quais (0,0, 2) é uma solu¢do. Determine quais variaveis podem ser
expressas, perto desse ponto, como fungoes diferenciaveis das demais.

Solucao. Defina

F(x,y,2) = ((x— 1) +y2 + 22 —5>'

(x+1)2+y?+2%2-5

—2 0 4
D,F = .
2 0 4

No ponto a = (0,0, 2),



3. Diferenciagdo de Fungoes Vetoriais 122

O menor 2 x 2 formado pelas colunas correspondentes a x e z é invertivel. Portanto,
pelo Teorema da Funcéo Implicita, x e z podem ser expressos localmente e de modo
unico como funcdes de y.

De fato, resolvendo explicitamente,

x=0, zZ=j4—y

na vizinhanca de (0,0, 2). <

Exercicios

Exercicio N039 Aplicacido; médio
Na esfera x% + y2 + z%2 = 9, obtenha Zx € 2y, perto de (1,2,2) e escreva o plano
tangente.

Exercicio N040 Aplicacao; médio
Um equilibrio térmico satisfaz T* + pT — q = 0. Para p,q > 0 e uma solucio

T > 0, justifique a dependéncia local T = T(p, q) e determine T, T, interpretando
seus sinais.

Exercicio N041 Consolidacao; médio

Para x + y +z = 0 e x2 + y* + 2% = 2, verifique se y, z podem ser escritos como
funcdes de x perto de (0, 1, —1) e calcule y(0), 2(0).

3.12. Operacoes Diferenciais Comuns na Notacao de
Einstein

Apresentamos aqui as operagdes diferenciais mais comuns escritas na notacdo
de Einstein.

O operador V é um operador diferencial parcial espacial definido, em sistemas
de coordenadas cartesianas, por

0

Vi = .
8xi

(3.22)

O gradiente de uma funcio escalar diferenciavel de posicdo f é o vetor dado por

of

ox

[Vf]=Vif = af=rf; (3.23)



3. Diferenciagdo de Fungoes Vetoriais 123

O gradiente de uma funcio vetorial diferenciavel de posigdo A (que é o produto
externo entre o operador V e o vetor, a ser definido em § 10.3.3) é definido por

Observe que a operacgio gradiente é distributiva, mas ndo comutativa nem asso-
ciativa:

V(f+h)=Vf+Vh (3.25)

Vf # fV (3.26)

(VYR =V (fh) (3.27)

em que f e h sdo funcdes escalares diferenciaveis da posicéo.
A divergéncia de um vetor diferenciavel A é o escalar dado por

0A; 04A;
V-A=§i—=—=

l]a—xj = a_xl = ViA,- = aiAl' = Aii (328)

>

A operacao divergéncia é distributiva, mas ndo comutativa nem associativa:

V-(A+B)=V-A+V-B (3.29)
V-A%A-V (3.30)
V-(fA) =Vf-A (3.31)

em que A e B sdo funcdes vetoriais diferenciaveis da posicao.
O rotacional de um vetor diferenciavel A é o vetor dado por

QA
[V X A]l = €ijk§ = €ijijAk = €ijkajAk = eijkAk,j (332)
]

A operacao rotacional é distributiva, mas ndo comutativa nem associativa:

Vx(A+B)=VxA+VxB (3.33)
VxA#AxV (3.34)
Vx(AxB)=(VxA)xB (3.35)

O operador laplaciano escalar, também chamado operador harménico, atuando
sobre um escalar diferenciavel f, é dado por

o f 2 f
Af =V2f =6; =
f f 4 ox;0x;  9x;0x;

=Vif =0if = fu (3.36)
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O operador laplaciano atuando sobre um vetor diferenciavel A é definido com-
ponente a componente, de maneira analoga ao laplaciano de um escalar:
241 —
[V*A]; = 9;;4; (3.37)
O operador diferencial escalar a seguir é usado com frequéncia em ciéncias (por
exemplo, em dindmica dos fluidos):
d
A-V= A,-Vi = Ai_ = Aiai (338)
9x;
em que A é um vetor. Como indicado anteriormente, a ordem de A; e 9; deve ser
respeitada.
O operador diferencial vetorial a seguir também aparece com frequéncia em
aplicacdes cientificas:
[A X V]l- = 6ijkAjak. (339)

3.12.1. Identidades Comuns na Notacao de Einstein

Apresentamos aqui algumas identidades amplamente utilizadas do céalculo ve-
torial, tanto na notagéo vetorial tradicional quanto em sua forma equivalente na
notacdo de Einstein. Nos itens a seguir, f e h sdo campos escalares diferenciaveis;
A, B, C e D sdo campos vetoriais diferenciaveis; e r = x;e; é o vetor posicéo.

Exemplo 3.33

) (3.40)

9j%;

Il
S

em que n é a dimensao do espaco.
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Exemplo 3.34
Vxr = 0
i} (3.41)
€ijkank = 0
Exemplo 3.35
V(a-r) = a
i} (3.42)
a(ax) = a
em que a é um vetor constante.
Exemplo 3.36
V-(Vf) = Vif
) (3.43)
9 3if) = ouf
Exemplo 3.37
V-(VxA) = 0
i} (3.44)
El]kalajAk = 0
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Exemplo 3.38

Ux(Vf) = 0
¢ (3.45)
€jk9iof = 0

Exemplo 3.39

V-(AxB)

B-(VxA)—A-(VxB)
8 (3.46)
Bk (Ekl]alA]) — A] (6]lkalBk)

9, (€jkAjBr)

Na notacéo de Einstein, a condi¢io para que um campo vetorial A seja solenoidal

V-A = 0
) (3.47)
al'Ai = 0

Na notagéo de Einstein, a condi¢do para que um campo vetorial A seja irrotacio-
nal é

VxA

I
(=

) (3.48)
EijkajAk = 0
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Exercicios

Escreva as identidades a seguir usando a notacdo de Einstein:

Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:

Problema:

Problema:

DAV (fh) = fVh+hVf

paV-(fA)=fV-A+A-Vf

21V (fA)= fVUxA+VfxA

U2JAx(VxB)=(VB)-A—A-VB

21V x(VxA) =V (V-A) - VA

2IV(A-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+ (B -V)A

21Vx(AxB)=B-V)A+(V-B)A-(V-A)B-(A-V)B
A-C A-D

[Jz](AxB)-(CxD)—‘ B-C B-D ‘

21 (AxB)x(CxD)=[D-(AxB)]C—-[C-(AxB)|D

3.12.1. Exemplos de Uso da Notacao de Einstein para Demonstrar
Identidades

Exemplo 3.40

Mostre que V- r = n:

Solucao.
V.-r=09x (Eq. 3.28)
=& (Eq. 10.25) (3.49)
=n (Eq. 10.25)
<
Exemplo 3.41
Mostre que V xr = 0:
Solucéo.
[V X I']l- = Eijkank (Eq 3.32)
= €Ok Eq. 10.24
ijkOkj ( q ) (3.50)

=0 (Eq. 10.19)
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Como i é um indice livre, a identidade

esta demonstrada para todas as componen-

tes. <
Exemplo 3.42
V(a-r) = a:
Solucéo.
[V(a-1)]; =9 (a;x)) (Egs. 3.23 & 1.15)
= a;9;x; + x;0;a; (regra do produto)
= a;o;x; a; é constante
S @ ) (3.51)
= a]5], (Eq 10. 24)
=g (Eq. 10.21)
= [a]; (definicao de indice)
Como i é um indice livre, a identidade estad demonstrada para todas as componen-
tes. <
Exercicios
Demonstre as identidades a seguir.
Problema: [21V-(Vf)=V2f
V- (Vf) =9 [Vf]; (Eq. 3.28)
=9;(3:f) (Eq. 3.23)
= 0,0, f (regras de derivacéo) (3.52)
=0;f (defini¢do de segunda derivada)
=V2f (Eq. 3.36)

Problema: [)21V-(VxA)=0
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Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:
Problema:

Problema:

Problema:

LAV X (Vf) = 0

DAV (fh) = fVh+hVf

V- (fA)=fV-A+A-Vf

D21Vx(fA) = fVxA+VfxA

U2JAx(VxB)=(VB)-A—A-VB:

D21V x (VxA)=V(V-A)—V2A

D2VA-B)=Ax(VxB)+Bx(VxA)+(A-V)B+(B-V)A:

UV-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)

U2V (AxB)=(B-V)A+(V-B)A—(V-A)B— (A -V)B
A-C A'D

[Jz](AxB)-(CxD)—‘ B-C B-D ‘

21 (AxB)x(CxD)=[D-(AxB)]C—-[C-(AxB)]D



CAPITULO

4

Curvas e superficies

Trés perguntas que organizam a geometria

Como descrever o objeto? Uma curva ou superficie pode ser dada por para-
metros, por equacdes implicitas ou por ambas as descri¢cdes. A escolha mais tutil
depende do célculo: pardmetros ajudam a integrar; equagdes implicitas frequente-
mente tornam normais e restrices mais visiveis.

Como reconhecer seus pontos regulares? Para uma curva, examinamos se
a velocidade é ndo nula. Para uma superficie parametrizada, verificamos se os
vetores coordenados sdo independentes. Para um conjunto de nivel, examinamos
a independéncia dos gradientes das restricoes. Uma falha de parametros pode ser
corrigida por outra carta; uma singularidade do proprio objeto exige uma analise
diferente.

Como otimizar uma funcio sobre ele? Primeiro identificamos o conjunto
admissivel e verificamos existéncia de extremos. Depois usamos sua geometria
tangente para encontrar candidatos. Por fim, comparamos valores e examinamos
os pontos em que as hipdteses do método falham. O céalculo de multiplicadores,
isoladamente, nao conclui a classificacao.

4.1. Curvas paramétricas

Ha varias maneiras de descrever uma curva. Uma equagio como x% + y* = 1, por
exemplo, caracteriza o circulo unitario, mas néo registra como percorremos seus

130
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pontos. Uma parametrizacio acrescenta essa informacdo: ela descreve a posicdo
de uma particula em funcéo de um paradmetro e, assim, determina também uma

orientagdo para o percurso.

Definicao 4.1

Uma parametriza¢io de curva é uma fungio diferenciavel y : I = [a,b] —
R". Sua imagem I' = y([a, b]) é a curva tracada por y.

A funcéo y também é chamada de curva paramétrica.

Uma mesma imagem pode corresponder a parametrizacoes diferentes, que po-
dem percorré-la em velocidades e sentidos distintos.

Observacao 4.1
Quando o contexto permitir, usaremos a mesma letra para a curva e sua pa-
rametrizacdo; escreveremos, por exemplo, y(t) para a posi¢ao ao longo do

percurso.

Definicdo 4.2
Uma parametrizacio y(t) : I — R" é regular se y’(t) # 0 para todo t € I.

A parametrizagdo fornece uma orientac¢do a curva. Como I' = y([a, b]), podemos
pensar na curva como a trajetoria de um movimento que comeca em y(a) e termina

em y(b).

Figura 4.1.: Orienta¢ao de uma curva
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(x(®), y(®), 2(1))

T

x = x(¢
y =y (x(b), y(b), z(b))
z =2z(t)

Figura 4.2.: Parametrizacio de uma curva C em R®

Exemplo 4.1

A curva x? + y? = 1 pode ser parametrizada por y(t) = (cost,sent) para
t € [0,2r].

Dada uma curva paramétricay : I = [a,b] - R",
B A curva é simples se y é injetiva em [a, b].

B Um ponto p é um ponto multiplo se é atingido em dois parametros distintos,
exceto pela repeticdo obrigatoria entre as extremidades de uma curva fechada
simples.

B A curva y é dita fechada se y(a) = y(b).

B A curvafechada é simples se a inica repeti¢do de ponto no percurso é a igualdade
entre as extremidades: y é injetiva em [a, b).

Por exemplo, o percurso de um oito tem uma auto-interse¢io e ndo é simples;
cada lago, considerado separadamente, é uma curva fechada simples.

C C
(a) Fechada (b) Nao fechada

Figura 4.3.: Curvas fechadas e néo fechadas



4. Curvas e superficies 133

Teorema 4.2 — Teorema da Curva de Jordan

Seja y uma curva fechada simples no plano R%. Entio seu complemento,
R? \ Y, consiste exatamente de duas componentes conexas. Uma delas é
limitada (o interior) e a outra é ilimitada (o exterior), e a curva y é a fronteira
de cada componente.

O Teorema da Curva de Jordan afirma que toda curva fechada simples no plano
divide-o em uma regido “interior”, limitada pela curva, e uma regiao “exterior”.
Embora o enunciado seja intuitivamente evidente, sua demonstracio é complexa.

Exemplo 4.2

Encontre uma representagdo paramétrica da curva resultante da intersecdo
do plano 3x + y + z = 1 e do cilindro x* + 2y* = 1 em R,

Solucdo. A projecdo da intersecdo do plano 3x+ y+z = 1 com o cilindro é a elipse
x% 4+ 2y? = 1 no plano xy. Essa elipse pode ser parametrizada por

2
xzcost,y:%sent, 0<t<2m.
Da equacdo do plano,
z=1—3x—y=1—3cost—§sent.

Assim, podemos tomar a parametrizacdo

r(t) = (x(t), y(@), z(t)) = (cos t, g sent,1 —3cost — \/75 sen t) )

Proposicao 4.3

Seja U C R™! aberto e F : U — R" uma aplicacio de classe C!, seja
¢ € R" e suponha que DF, tenha posto n em todo ponto p de F ~1(c). Entio,
perto de cada um desses pontos, o conjunto de nivel é a imagem de uma
parametrizacao regular de curva.
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Demonstracéo. Fixe p € F~!(c). Como DF,, tem posto n, alguma submatriz n x n
é invertivel. Reordenando as coordenadas, podemos supor que isso ocorre nas
primeiras n coordenadas. Pelo teorema da funcdo implicita, existem vizinhancas
W C R" e I C R e uma fungao diferenciavel g : I — W tais que, perto de p, o
conjunto de nivel é o grafico (g(t),t), t € I. A derivada dessa parametrizacdo tem
ultima coordenada igual a 1, logo néo se anula. |

Observacio 4.4

Uma curva pode ter muitas parametrizacdes. Por exemplo, §(t) =
(cost, sen(—t)) também parametriza o circulo unitario, mas percorre-o no sen-
tido horario, em vez do anti-horario. Escolher uma parametrizagdo requer
escolher a direcédo de percurso da curva.

Podemos reparametrizar r por uma mudanca de variavel suave & = @(u), com
derivada néo nula. Pela regra da cadeia,

dr _dr di
du  di du
dr _dr du
dii ~ du’ du

Proposicao 4.5
Sejay : I — R" uma parametrizacio regular e sejaa = y(1y). A reta tangente
a curva nesse ponto é {y(t)) + sy’(t)) : s € R}.

Se pensamos em y(t) como a posi¢do de uma particula no instante ¢, o resultado
acima afirma que o espaco tangente é gerado pela velocidade da particula.

A velocidade da particula é tangente a curva. A aceleracéo, definida como y”,
ndo precisa ser tangente. Se a parametrizacio é regular e |y’| é constante, entéo,
derivando y’ -y’ = |y’|2, obtemos y’ - y” = 0: a aceleracgdo é perpendicular a
velocidade.

Até aqui sempre exigimos que todas as curvas e parametrizac¢des fossem diferen-
ciaveis ou C!. Agora relaxamos essa exigéncia e passamos a supor apenas que todas
as curvas (e parametrizacdes) sio diferenciaveis por partes, ou C! por partes.



4. Curvas e superficies 135

Definicao 4.3

Uma funcio f : [a,b] — R" é chamada C! por partes se existe uma particio
finitaa = ) < t; < - < t,;, = b tal que cada restricdo f|[tj,1,tj] é C! (com
derivadas laterais nas extremidades dos subintervalos). Em particular, uma
curva C! por partes é continua em todo [a, b].

-1 =05 0.5 1

Figura 4.4.: Funcio C! por partes

Definicao 4.4

Uma curva (conexa) y é C! por partes se possui uma parametrizacio continua
e C! por partes.

Figura 4.5.: A fronteira de um quadrado é uma curva C! por partes, mas nio é uma
curva diferenciavel.
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Observacao 4.6

A condicdo por partes controla a regularidade em cada trecho; exigir continui-
dade global impede que a imagem tenha saltos entre esses trechos.

Exercicios

Exercicio N042 Consolidacao; basico

Parametrize a interseciio de x*>+y? = 4 com z = x+7y. Calcule um vetor tangente
no ponto (2,0, 2).

Exercicio N043 Justificacio; basico
Compare y(t) = (cost,sent), 0 < t < 27, e n(s) = (cos2s,sen2s), 0 < s < 27.
Discuta imagem, orientacdo e niimero de percursos.

Exercicio N044 Justificacio; médio

A curva y(t) = (t?,%) é regular na origem? Determine a diregio limite das secan-
tes e explique a diferenca entre existéncia de uma direcao tangente e regularidade
da parametrizacio.

4.2. Superficies

Uma curva usa um parametro livre; uma superficie usa dois. A regularidade exige
que as duas variagdes coordenadas sejam independentes, para que a parametrizagao
nao reduza localmente a superficie a uma curva. A descricdo implicita usa, em vez
disso, uma equacdo que restringe os pontos do espago.

Vimos que uma curva espacial C pode ser parametrizada por uma funcéo vetorial
r = r(u), onde u percorre algum intervalo I do eixo u. De maneira analoga, podemos
parametrizar uma superficie S no espaco por uma funcéo vetorial r = r(u, v), onde
(u,v) percorre alguma regido Q do plano uv.

Definicao 4.5

Uma parametrizacio de superficie é uma aplicacio de classe C'r : Q — R3,
onde Q é uma regido do plano R%. Sua imagem é a superficie tracada por
r. A parametrizacdo nao precisa ser injetiva em toda a regido: coordenadas
angulares, por exemplo, podem ter uma costura, e os polos da esfera tém véarias
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v R?
z
S

~ €
Q x = x(u,v)
y=yuv)

(wv) z=z(u,v) r(u,v)
Y
0
u G

Figura 4.6.. Parametrizacio de uma superficie S em R?

representacoes. Escrevendo

r(u, v) = (x(u,v), y(u, v), 2(u, v)),

suas componentes descrevem as coordenadas cartesianas da imagem.

Exemplo 4.3

(O grafico de uma fungao) O grafico de uma fungao
y = f(x),x €[a,b]

pode ser parametrizado tomando

r(u) = ui+ f(w)j,u € [a,b].
De maneira analoga, o grafico de uma funcéo

z= f(x,y),(x,y) €Q
pode ser parametrizado tomando
r(u,v) = ui +vj + f(u,v)k, (u,v) € Q.

A medida que (u, v) percorre Q, a extremidade de r(u, v) descreve o grafico de

£,
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Exemplo 4.4 — Plano

Se dois vetores a e b ndo sdo paralelos, entdo o conjunto de todas as combi-
nacdes lineares ua + vb gera um plano p, que passa pela origem. Podemos
parametrizar esse plano tomando

r(u,v) = ua+ vb,(u,v) € RxR.

O plano p paralelo a p, e que passa pela extremidade de ¢ pode ser parame-
trizado tomando

r(u,v) =ua+vb+c,(u,v) ERxR.
Observe que o plano contém as retas

L :r(w,0)=ua+cely, : r(0,v) =vb +c.

Exemplo 4.5 — Esfera

A esfera de raio a > 0 centrada na origem pode ser parametrizada em coorde-
nadas esféricas por

r(u,v) = acos ucos vi+ asen ucos vj + asen vk

com (u, v) variando no retangulo R : 0 < u < 27, _z <v< %

Os pontos de latitude v formam um circulo de raio a cos v na altura z = asenv.
A medida que v varia de —7/2 a /2, esses circulos cobrem a esfera. As
identidades trigonométricas dao

2 2

2 cos? v(cos? u + sen’ u) + a® sen’ v = a.

x*+y*+zt=a

Exemplo 4.6 — Cone

Considere um cone com semiangulo do vértice @ e altura inclinada s. Os
pontos de altura inclinada v formam um circulo de raio vsena no plano
horizontal z = v cos a. Esse circulo pode ser parametrizado por

C(u) = vsen a(cos ui + sen uj) + v cos ak

=vcos usen i+ vsen usen aj + vcos ak,u € [0, 2r].
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Como obtemos o cone inteiro fazendo v variar de 0 a s, o cone é parametrizado
por
r(u,v) = vcos usen ai+ vsen usen aj + vcos ak,

com0<u<2red<v<s.

Exemplo 4.7 — Rampa espiral

Uma haste de comprimento [, inicialmente apoiada sobre o eixo x e presa por
uma extremidade ao eixo z, descreve uma superficie ao girar em torno do eixo
z com taxa constante w e subir com taxa constante b.

Para parametrizar essa superficie, marcamos o ponto da haste a uma distancia
u do eixo z (0 < u < ) e determinamos a posi¢do desse ponto no instante v.
No instante v, a haste tera subido uma distancia bv e girado um angulo wv.
Assim, o ponto estara na extremidade do vetor

u(cos wvi + sen wvj) + bvk = ucos wvi + usen wvj + bvk.
A superficie inteira pode ser parametrizada por

r(u,v) =ucoswvi+usen wvj+bvk, 0<u<l 0<w.

Definicao 4.6

Uma parametrizagio ¢ : U — R3, com U C R? aberto, é regular se é C! e sua
diferencial tem posto 2 em todo ponto de U.

Uma parametrizacio pode deixar de ser regular mesmo quando a superficie é
regular: nas coordenadas esféricas, por exemplo, o mapa perde posto nos polos.
Isso é uma singularidade da carta; no cone, em contraste, o vértice é de fato um
ponto singular da superficie.

Sejam (u,v) coordenadas em R? e (x,y,z) coordenadas em R. Escrevendo
o(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), a condi¢do de regularidade equivale a indepen-
déncia linear dos vetores ¢, e ¢,,.
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4.2.1. Superficie implicita

Uma equacéo F(x, y, z) = q descreve uma superficie implicita quando seu con-
junto de solu¢des tem localmente duas dimensdes. O critério do valor regular abaixo
garante essa propriedade e também fornece os planos tangentes.

Seja F : U — R uma funcio diferenciavel, com U C R® aberto. Um ponto
regular de F é um ponto p € U no qual DF}, ¢ sobrejetivo, ou, equivalentemente,
VF(p) # 0.

Dizemos que g é um valor regular se, para todo ponto p em F1(g), p é um
ponto regular.

Teorema 4.7 — Teorema do valor regular

Seja U C R3 aberto e seja F : U — R de classe C!. Se g é um valor regular
de F, entdo F~1(q) é uma superficie regular (possivelmente vazia).

Exemplo 4.8

Mostre que o cilindro circular x? + y? = 1 é uma superficie regular.

Solucio. Defina F(x,y,z) = x? + y* — 1. O cilindro é o conjunto F~1(0).

Temos VF(x, y, z) = (2x,2y,0).

O gradiente s6 se anula quando x = y = 0, mas esses pontos nio pertencem a
F~1(0), pois nele x* + y? = 1. Portanto, 0 é valor regular e o teorema mostra que o
cilindro é uma superficie regular.

4.2.2. Duas descricoes da mesma esfera

Exemplo 4.9 — Falha de uma carta e regularidade da superficie
Compare a parametrizacdo angular da esfera unitaria com a descrigdo do
hemisfério superior como grafico. Determine onde cada parametrizacio é
regular e explique como as duas se complementam.

Solucdo. A descrigao angular é

p(0,9) = (sen ¢ cos 0, sen ¢ sen 0, cos ).
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Seu produto fundamental tem moddulo sen ¢p. Nos polos, ele se anula porque variar
0 néo altera o ponto. Fora dos polos, restringindo o angulo azimutal a uma faixa
apropriada, obtemos cartas regulares. A parametrizacdo grafica

q(u,v) = (u,v,\N1 —u? —v2), W+ <,

é regular em todo o disco aberto, inclusive no polo norte, porque g, x g, =

(u/\/l —u? =12, v/\/l —u? —v%,1) tem terceira componente 1. Ela nio inclui o
equador; suas derivadas se tornam ilimitadas ao aproximar a circunferéncia do
dominio.

Na sobreposic¢do com 0 < ¢ < /2, a mudanga de pardmetros é u = sen ¢ cos 0,
v = sen @ sen 0. Seu determinante, na ordem (0, §), é — sen ¢ cos ¢, ndo nulo ali. A
falha angular no polo é resolvida pelo grafico, e a limitacdo do grafico no equador
é resolvida por cartas angulares. A esfera em si é regular em todos os pontos, pois

o gradiente de x% + y? + z? nunca se anula no nivel 1. <
Exercicios
Exercicio N045 Consolidacio; médio

Para r(u, v) = (u, v, u* + v?), verifique a regularidade e calcule o plano tangente
em (1,1,2).

Exercicio N046 Justificacio; médio

Considere F(x, y,z) = x* + y? — z%. Determine onde seu conjunto de nivel zero
é regular e examine separadamente a origem.

Exercicio N047 Consolidacao; médio

Parametrize um cilindro de raio a > 0, calcule os vetores coordenados e compare
a descrigdo paramétrica com a condicdo de valor regular.
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Exercicios de ampliacao

Exercicio A001 Justificacao; dificil
Compare a parametrizacdo angular da esfera unitaria com a parametrizacio

estereografica q(u,v) = (2u, 2v,u® + v? — 1)/(1 + u? + v?). Determine onde cada
uma é regular, qual ponto g ndo cobre e como as duas descri¢des se complementam.

Exercicio A002 Justificacdo; médio

Compare r(f,z) = (cosf,senb,z) com q(s,z) = (cos(s®), sen(s®), z) perto de
0 = s = 0. Elas descrevem a mesma regido do cilindro? Onde sdo regulares? A
mudanca 6 = s> é uma mudangca regular de parametros na origem?

Exercicio A003 Justificacdo; médio

Compare p(u,v) = (u,v,u® +v?) e q(s,t) = (s +t,s — t,2s + 2t?). Calcule o
determinante da mudanca de parametros, relacione os produtos fundamentais e
explique o efeito sobre orientagao e area.

4.3. Exemplos classicos de superficies

Nesta secéo consideramos varias superficies que encontraremos periodicamente
nas secOes seguintes.

Comecemos pelo plano. Lembre que, se a, b, ¢ sdo nimeros reais, ndo todos nulos,
entdo a equagdo cartesiana de um plano com vetor normal (a, b, ¢) e que passa pelo

ponto (xy, ¥, 29) €
a(x — xp) + b(y — yp) + c(z — z5) = 0.

Se sabemos que os vetores u e v sdo linearmente independentes e pertencem ao
plano (séo paralelos a ele), entdo, com os pardmetros p, g, a equacdo do plano é

X —Xp = puy +qvy,

Y~ Yo = puz +qva,
zZ —zy = puz + qvs.
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Definicao 4.7
Uma superficie S constituida pelas retas paralelas a uma direcéo fixa que

passam por uma curva dada y é chamada de cilindro. A curva é uma diretriz;
as retas sdo as geratrizes.

Observacao 4.8

Suponha que a equagio da superficie dependa de dois planos secantes A = 0
e B = 0 apenas por meio das expressdes afins A(x, y, z) e B(x, y,z), isto é,
que seja da forma f(A(x,y,z), B(x,y,z)) = 0. A equacédo é invariante por
translacdes paralelas a reta A = B = 0. Quando a equacio f(A,B) = 0
descreve uma curva no plano de coordenadas (A, B), sua pré-imagem é um
cilindro com geratrizes nessa direcdo. Em particular, se uma coordenada néo
aparece na equagcao, as geratrizes sdo paralelas ao eixo dessa coordenada.

Figura 4.7.: Cilindro circular x? + y? = 1.
2

Figura 4.8.: Cilindro parabolico z = y°.

Exemplo 4.10

A Figura 4.7 mostra o cilindro de equagio cartesiana x* + y* = 1. Comegamos
com o circulo x? + y? = 1 no plano xy e o deslocamos para cima e para baixo
ao longo do eixo z. Uma parametrizacdo desse cilindro é:

X = CcosV, y =senv, Z= ueR,vel0;2r].
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Exemplo 4.11

A Figura 4.8 mostra o cilindro parabélico de equacio cartesiana z = y2. Co-
mecamos com a parabola z = y? no plano yz e a deslocamos para cima e para
baixo ao longo do eixo x. Uma parametrizacdo desse cilindro parabdlico é:

X =u, Y=, z =v°, ueRveR

Exemplo 4.12

A Figura 4.9 mostra o cilindro hiperbélico de equacio cartesiana x* — y% = 1.
Comegamos com a hipérbole x* — y? = 1 no plano xy e a deslocamos para
cima e para baixo ao longo do eixo z. Uma parametrizacio desse cilindro
hiperbolico é:

x = + coshwv, y = senhv, z=u, ueRveR.

E necessario escolher um sinal para cada uma das partes. Usamos o fato de
2 2
que cosh”v —senh®v = 1.

Definicao 4.8

Dado um ponto Q € R? (chamado vértice) e uma curva y (chamada curva
geratriz), a superficie S obtida tracando semirretas a partir de Q que passam
por y é chamada de cone.

Observacao 4.9

Se uma equacdo pode ser escrita como f(A/C,B/C) = 0, onde A, B,C sdo
coordenadas afins independentes cujo zero comum é um ponto €, entdo, na
regido C # 0, suas solucdes sdo invariantes por dilatagdes de centro Q. Quando
a superficie inclui os limites no plano C = 0, ela é um cone de vértice Q.
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Exemplo 4.13

A superficie em R® definida implicitamente por

22 = x% + y?

é um cone: a equagdo é homogénea de grau 2, de modo que, junto com cada
ponto da superficie, contém toda a reta que o liga a origem. O vértice esta em
(0,0,0), e o grafico aparece na Figura 4.11.

Definicdao 4.9

Uma superficie S obtida fazendo uma curva y girar em torno de uma reta A
é chamada de superficie de revolucio. Dizemos entdo que A é o eixo de
revolucdo. A intersecdo de S com um semiplano limitado por A é chamada de
meridiano.

Observacao 4.10

Em coordenadas cilindricas em torno de um eixo, uma superficie de revolugéo
tem uma equagdo que depende apenas da coordenada ao longo do eixo e da
distancia ao eixo. Essa forma deixa explicita a invariancia por rotacoes em

torno dele.
Figura 4.9.: Cilindro hiperbélico Figura 4.10.: O toro.
2-yt=1,

@

o>

2 2 2

X z
Figura 4.11.: Cone —+— = —.
& a? b: 2



4. Curvas e superficies 146

Exemplo 4.14

Encontre a equacéo da superficie de revolugio gerada pela rotagio da hipér-
bole
xt -4z =1

em torno do eixo z.

Solucao. Seja (x,y,z) um ponto de S. Se esse ponto estivesse no plano xz, estaria

na hipérbole, e sua distancia ao eixo de rotagdo seria |x| = \/1 + 4z2. Em qualquer
outro caso, a distancia de (x, y, z) ao eixo de rotagdo é igual a distancia de (x, y, z)
a (0,0,z2), isto é, \/x? + y2. Portanto,

X2+ Y% =1+ 422,

ou seja,
x2+y2—422 =1

Essa superficie é chamada de hiperboloide de uma folha. Veja a Figura 4.15.
Observe que, quando z = 0, x?> + y? = 1 é um circulo no plano xy. Quando x = 0,
y? — 4z? = 1 é uma hipérbole no plano yz. Quando y = 0, x*> — 42> = 1 é uma
hipérbole no plano xz.

A parametrizacio desse hiperboloide é

x =1+ 4u?cosv, y =1+ 4u?senv, z=1u, u€R,ve[o0;2r].

Exemplo 4.15

O circulo (y — a)? + z2 = r? no plano yz (a,r positivos) gira em torno do eixo
z, formando um toro T. Encontre a equacéo desse toro.

Solucgao. Seja (x,y,z) um ponto de T. Se esse ponto estivesse no plano yz, estaria

sobre o circulo, e sua distancia ao eixo de rotacio seria y = a +sgn (y — a)\r? — 22,
onde sgn (¢) é o sinal de t. Em qualquer outro ponto, a distancia de (x, y, z) ao eixo
z é \Jx? + y?. Portanto,

22+ 92 =(a+sgn(y—a)Nr2 —2z2)? =a® + 2asgn(y — a)Vr2 — 22 + 12 - 22
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Reorganizando,
x?+ 9?2 +22 —a? —r? = 2asgn(y — a)r? - 22,

ou
(2 + 2 + 2% — (@® + r?))? = 4a’r? — 4a%2?

Para |z| <r, temos y # a e, portanto, sgn(y = a)2 = 1; nos extremos z = #r, a
raiz ja é nula e a equacgao obtida vale por continuidade. Reorganizando novamente,

(x® + 9% + 222 — 2(@® + r®)(x? + y?) + 2(a® — r®)2? + (@®> - r?)* = 0.

A equacdo do toro é, portanto, de quarto grau, e seu grafico aparece na Figura 4.10.
Uma parametrizacio do toro gerado pela rotacio do circulo (y — a)? + 2% = r?
em torno do eixo z é

x =acos0 +rcosfcosa, y =asenf +rsenfcosa, z=rsena,

com (0, a) € [-m; 7]%.

<
Figura 4.14.: Hiperbo-
Figura 4.12.: Paraboloide Figura 4.13.: P?r abo’10.1de loide de
7= x%)ad® + hlperbzohgo duas folhas
y? /b2, z=x"/a" - 22 /c? =
2 /b2 x?/a? +
v /b + 1.
Exemplo 4.16

A superficie z = x%/a? + y?/b?, com a,b > 0, é chamada de paraboloide
eliptico. Para z = ¢ > 0 fixo, sua segio é a elipse x?/a? + y2 /b? = c; os cortes
y = 0 e x = 0 sdo parabolas. Veja a Figura 4.12. Uma parametrizacio é

X = a\Jucosv, yzb\/ﬂsenv, zZ=u, u>0, 0<wv<2m.
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Exemplo 4.17

A superficie z = x? — y? é chamada de paraboloide hiperbélico ou sela. Se

z =0, x> —y*> = 0 é um par de retas no plano xy. Quando y = 0, z = x? é
uma parabola no plano xz. Quando x = 0, z = —y? é uma paréabola no plano

yz. Veja a Figura 4.13. Uma parametrizagio desse paraboloide hiperbdlico é:

X =u, y=v, z=u2—v2, ueRveR

Exemplo 4.18

A superficie z2 = x? + y? + 1 é chamada de hiperboloide de duas folhas.
Para z% — 1 < 0, x? + y? < 0 é impossivel e, portanto, nio ha grafico quando
—-1<z < 1. Quando y = 0, z2 — x? = 1 é uma hipérbole no plano xz. Quando
x =0,z — y> = 1 é uma hipérbole no plano yz. Quando z = ¢ é constante,
com ¢ > 1, os conjuntos x% + y = ¢? — 1 sio circulos. Veja a Figura 4.14. Uma
parametrizacdo da folha superior desse hiperboloide de duas folhas é

X = ucosv, y =usenv, z=u+1, ueR,ve0;2r]
e a parametrizacdo da folha inferior é

X = ucosv, y =usenv, z=—-u?—1, ueR,ve|0;2r],

Exemplo 4.19

A superficie z2 = x? + y? — 1 é chamada de hiperboloide de uma folha.

Para x? + y? < 1, z% < 0 é impossivel e, portanto, nio ha grafico quando
x? + 9% < 1. Quando y = 0, 2% — x?
Quando x = 0, z>—y? = —1 é uma hipérbole no plano yz. Para z = ¢ constante,

= —1 é uma hipérbole no plano xz.

x% +y? = ¢? + 1 sdo0 circulos. Veja a Figura 4.15. Uma parametrizacio desse
hiperboloide de uma folha é

x =+u? + 1coswv, y = vJu? + 1senv, z=1u, u€R,ve[0;2r],
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Figura 4.15.: Hiperboloide de wuma folha
22/? =x%/a® + y? /b — 1.

Figura 4.16.: Elipsoide x? /a®+y? /b?+2% /c? =
1.

Exemplo 4.20

2
. , . . .. .. ox2 Y
Sejam a, b, c niimeros reais estritamente positivos. A superf1c1e = + b_2 +
a
Z2 x2 y2
— = 1¢é chamada de elipsoide. Paraz = 0, — + 7z 1 é uma elipse no
[4 a
2 2

+ = = 1 é uma elipse no plano xz. Quando

plano xy. Quando y = 0,
2

nwlN

X
)
2
z2 Y
x=0%+=
RN E
parametrizar o elipsoide usando coordenadas esféricas:

= 1 é uma elipse no plano yz. Veja a Figura 4.16. Podemos

x =acosfOseng, y =bsenfseng, Z = ccos ¢,

com0<0<2re0<¢p<

Exercicios

Problema: [a1]Encontre a equacio ficie parametrizada por ¢@(u,v) =
da superficie de revolucdo S gerada (vcosu,vsenu,au), (u,v) € (0,2m1)x
pela rotagio da elipse 4x°+z2=1em (0,1),a > 0.

torno do eixo z. Problema: [a1] Descreva a superficie
Problema: [A1]Encontre a equacio parametrizada por

da superficie de revolucio gerada pela
rotacdo da reta 3x + 4y = 1 em torno
do eixo y.

Problema: [a1]Descreva a super-

@(u,v) = (au cos v, bu sen v, u?),

comu>10<v<2reab>0.
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Problema: [a1]Considere a parte da
esfera unitaria situada acima do plano
z = 1/+/2. Parametrize S usando coor-
denadas cartesianas, esféricas e cilin-
dricas.

Problema:

junto em R® definido por

[J)2] Mostre que o con-

2422 _ _
eX Ty itz —(x+z)e 2xz:e 2xz

é um cilindro e determine a direcdo de
suas geratrizes.
Problema: [j2) Mostre que a superfi-

cie em R® definida implicitamente por
eyt —dxyz(x+y+2) =1

é uma superficie de revolug¢éo; encon-
tre seu eixo.
Problema: [j2) Mostre que a superfi-
cie S em R® dada implicitamente pela
equacao
1 o 1 o 1 -
X-y y—z z—x

é um cilindro; encontre a dire¢do de

suas geratrizes.
Problema: [j2) Mostre que a superfi-
cie S em R? definida implicitamente

por
xy+yz+zx+x+y+z+1=0

é de revolucao; encontre seu eixo.
[)2] Mostre que a superfi-
cie em R® dada implicitamente por

Problema:

zz—xy=22—1

é um cone.

Problema — Exame Putnam 1970:
(A3] Determine, com demonstracio, o
raio do maior circulo que pode estar
contido no elipsoide

2 2 2
X Yy z¢
?+b_2+c_2_1’ a>b>c>0.
Problema: [a1] O hiperboloide de

uma folha da Figura 4.17 tem a propri-

edade de que, quando cortado pelos

planos z = +2, sua projecéo no plano
2

xy produz a elipse x? + y? =1, e
quando cortado pelo plano z = 0, sua
projecédo no plano xy produz a elipse
4x% + y2 = 1. Encontre sua equacao.

z=0, 4x2+y2:1

2
z:—2,x2+y—:1
4

Figura 4.17.: Hiperboloide = determi-

nado no Problema 4.3.
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4.4. * Variedades

Curvas e superficies sdo casos de uma mesma ideia: um conjunto pode ter poucas
coordenadas locais, embora esteja contido em um espaco de dimensdo maior. O
espaco tangente registra as velocidades de curvas que permanecem nesse conjunto;
as equacdes de restricao fornecem suas dire¢cdes normais.

Definicao 4.10

Um conjunto M C RN ¢ uma variedade diferenciavel de dimensio d se,
perto de cada a € M, ele pode ser descrito por uma vizinhanca ambiente W e
uma parametrizacdo ¢ : V> M NW,comV C R4 aberto, de classe C!, com
diferencial de posto d e homeomorfismo sobre sua imagem. Assim, cada ponto
tem coordenadas locais em d variaveis.

Observacao 4.11

Para d = 1, trata-se simplesmente de uma curva; para d = 2, de uma superficie.

Observacao 4.12

A definicéo é local. O circulo pode ser parametrizado regularmente em cada
arco, mas nio por uma parametrizacio injetiva de um unico intervalo que o
cubra inteiro. A esfera também exige mais de uma carta regular.

O teorema da funcao implicita fornece uma fonte importante de variedades:
conjuntos de nivel regulares. Para F : R™ R, o posto maximo da diferencial é
n; assim, um conjunto de nivel regular tem dimensao (n+d) —n =d.

Proposicao 4.13
Seja U C R™? aberto e F : U — R" de classe C!, seja ¢ € R" e suponha que

DF), tenha posto n para todo p € F ~1(c). Entdo F1(c) é uma variedade de
dimensio d.

A mesma condicdo de posto que garante a regularidade do conjunto de nivel
também permite descrever seu espago tangente.
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Definicdo 4.11
SejaU C R? aberto, f:U—Rdeclasse Cl e M = {(x, f(x)) : x €U} C R4+1
seu grafico. Ele é uma variedade de dimensao d. Fixe (a, f(a)) € M.

E O plano tangente no ponto (a, f(a)) é o conjunto afim

{(a+h, fl@)+Df,h) : he RY

® O espaco tangente no ponto (a, f(a)) é o subespaco linear

T f@yM = {(h.Dfh) - he R}

Observacio 4.14

O espago tangente tem dimenséo d e vive em R¥*1. Parad = 1 é uma reta; para
d = 2 é um plano. Como o grafico tem codimensao um, seu espaco tangente é
um hiperplano.

Proposicao 4.15

SejaU C R aberto e F = (F,...,F,) : U — R" de classe C'. Suponha
que DF, tenha posto n em M = F~!(c). Entdo T,M = ker(DFE,), e os vetores
VF(a), ..., VF,(a) sdo linearmente independentes e normais a T, M.

Demonstragao. Se y é uma curva em M com y(0) = a, entdo F(y(t)) = c. Pela regra
da cadeia, DF, y’(0) = 0, de modo que T,M C ker(DF,). Ambos tém dimenséo d: o
primeiro por defini¢do e o segundo pelo teorema posto-nulidade. Logo sdo iguais.
As linhas de DF, sao os funcionais h +— VF(a) - h; portanto, esses gradientes sdo
normais ao nucleo, e sua independéncia decorre do posto n. |
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Exercicios

Exercicio N048 Consolidacdo; médio
Para M = {x? + y? + 22 = 1, z = 0}, determine a dimensao, o espaco tangente e
os vetores normais em (1, 0, 0).

Exercicio N049 Consolidacao; basico

Encontre a dimenséo e o espaco tangente de {(x,y,z,w) : x+y =0, z—w = 0}
em um ponto arbitrario.

Exercicio N0O50 Justificacdo; médio
Explique por que o conjunto {(x, y) : xy = 0} ndo é uma variedade de dimensao
1 perto da origem, embora o seja perto de qualquer outro ponto.

4.5. Otimizacao com restricoes

Em um problema com restri¢do, nem todo deslocamento é admissivel. Em um
extremo, a derivada da funcdo objetivo se anula nas dire¢des tangentes ao conjunto
permitido. Os multiplicadores de Lagrange traduzem essa condi¢cdo geométrica em
um sistema de equacdes; encontrar suas solu¢des ainda exige comparar valores e
examinar a fronteira ou pontos singulares.

Considere uma superficie definida implicitamente S = {x € U : g(x) = ¢}, onde
U C R? é aberto. Queremos encontrar extremos de uma funcio f restrita a S.

Definicao 4.12
Dizemos que uma funcéo f atinge um maximo local em a sobre a superficie S
se existe € > 0 tal que |x — a|| < € e x € S impliquem f(a) > f(x).

Observacao 4.16

Isso também é chamado de maximo local com restricdo, ou maximo local
sujeito a restricdo g = c.
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Proposicao 4.17
Se f,g : U — R sido de classe C!, f atinge um extremo local em a sobre
S={g=rc}eVg(a) # 0, entdo existe A € R tal que Vf(a) = AVg(a).

Demonstragao. Como Vg(a) # 0, o conjunto S é localmente uma superficie e T,S =
ker(Dg,). Em um extremo restrito, a derivada de f se anula em toda diregao
tangente: Df,(v) = 0 parav € T,S. Assim, o funcional D f, se anula no nucleo
do funcional néo nulo Dg,; logo é seu multiplo. Identificando os diferenciais com
gradientes pelo produto interno, obtemos a igualdade. ]

Proposicao 4.18 — Multiplas restricoes
SejaU C R? aberto e sejam f, g1,..., 8n : U — R de classe Cl. Se f atinge
um extremo local em a no conjunto M ={x €U : gi(x) =¢, 1 <i<m}eos

gradientes Vg;(a), ..., Vg, (a) sdo linearmente independentes, entdo existem
My oo s Am € R tais que Vf(a) = Y1, AVgi(a).

Demonstragdo. A regularidade das restri¢des da T,M = (); ker(Dgi(a)). Em um
extremo, Df, se anula nesse espaco tangente. O anulador dessa interse¢io é o
espago gerado pelos funcionais Dg;(a); portanto, D f, é combinacéo linear deles.
Identificando diferenciais e gradientes pelo produto interno, obtemos a formula. m

Para encontrar candidatos a extremos com restricdes em le, resolvemos as
equacdes de Lagrange e as restricdes. A independéncia dos gradientes das restricdes
é necessaria para aplicar o resultado acima.

B Resolva simultaneamente o sistema de equagdes

Vf(x) = 21Vgi(x) + - + AV gn(x)
gl(x) =Cp

gm(x) = Cm-

B As incognitas sdo as d coordenadas de x e os multiplicadores de Lagrange
ALy s Ay. S80 m + d variaveis.

B A primeira equacio acima é vetorial, com d coordenadas em cada lado. As demais
sdo equacdes escalares. Assim, o sistema tem m + d equagdes e m + d variaveis.
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B Em muitos exemplos, o sistema produz um numero finito de solugdes; isso de-
pende da fungéo e das restrigdes.

B As equagdes fornecem apenas candidatos. Para classifica-los, é preciso estu-
dar a fungéo restrita ao conjunto admissivel, por exemplo, comparando valores
quando todos os candidatos sdo conhecidos ou usando um teste de segunda
ordem apropriado.

Exemplo 4.21

Encontre condi¢des necessarias para que f(x,y) = y atinja maximos ou
minimos locais sujeitos a restri¢do y = g(x).

Pelo célculo de uma variavel, sabemos que os maximos e minimos locais devem
ocorrer em pontos onde g’ = 0. Vamos rever isso usando a técnica de otimiza¢io
com restrigdes acima.

Solugdo. Observe que nossa restricdo tem a forma y — g(x) = 0. Portanto, em um
maximo local, devemos ter

(;’) =Vf = V(y - gx)) = 4 <_g’1(x)> e y=g).

Isso implica A = 1 e, portanto, g’(x) = 0, como esperado. |
Exemplo 4.22
2 y2
Maximize e minimize xy sujeito a restricdo -+ b_Z =1,onde a,b > 0.
a

Solugdo. Em um extremo local,

2 y2 2 / 2
(1) =ven =5+ 35) =2 ;777

o que implica y? = x?b?/a?. Substituindo isso na restricio, obtemos x = +a/\/2 e
y = +b/\/2. Os pontos (a/\/2,b/\2) e (—a/~/2,—b/\/2) d4o 0 méaximo ab/2; os dois

pontos com sinais opostos ddo o minimo —ab/2. ]
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Proposicao 4.19 — Cauchy-Schwarz
Se x,y € R", entéo [x - y| < [x]]y].

Demonstragao. Se algum vetor é nulo, a afirmacéo é imediata. Fixea = x| > 0 e
considere o maximo de u - y na esfera |[ul| = a. A esfera é compacta, e no ponto de
maximo a condicdo de Lagrange da y = 2Au. Como y # 0, 0 maximo ocorre em
u = ay/|y| e vale a|y|. Logo x - y < |x][ly|. Aplicando 0 mesmo argumento a —x
obtemos o limite inferior oposto, e portanto a desigualdade com valor absoluto. m

Proposicao 4.20 — Desigualdade das médias

Se x; > 0, entao

Demonstragdo. Fixe a soma s = ); x;. Se algum x; = 0, a desigualdade é imediata.
Caso todos sejam positivos, o produto atinge um maximo no simplex compacto
{(xtyvxy) © x5 20, Y;x = st. Como o produto é positivo quando x; = s/n,
seu maximo néo ocorre na fronteira. No interior, maximize ) ; log x; sob a mesma
restricdo. A condicdo de Lagrange da 1/x; = A para todo i, logo x; = s/n. Portanto,
IL x < (s/n)", que é a desigualdade afirmada. [

Proposicao 4.21 — Desigualdade de Young
Sep,gq>1el/p+1/q=1,entdo

Demonstragao. Ponha X = |x| e Y = |y|. Para X > 0, a funcdo h(Y) = XY —Y9/q
em Y > 0 atinge seu méaximo quando h’(Y) = X — Y9! = 0, isto é, em Y =
X1/(@=1) = xP~1 Nesse ponto, h(Y) = XP/p. Assim XY < XP/p+Y9/q. Se X =0,
a desigualdade é imediata. |
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Exemplo 4.23 — Extremos de temperatura sobre uma superficie restrita

Em coordenadas normalizadas, a temperatura é T = T, + x + 2y + z, e um
sensor s6 pode ocupar pontos da superficie x% + 2y2 +42z% = 1. Determine as
temperaturas extremas e os pontos em que ocorrem.

Solucao. O conjunto é compacto, portanto os extremos existem. O gradiente da
restricio g = x2 +2y? +4z” nio se anula nessa superficie. Pelo método de Lagrange,

(1,2,1) = A(2x, 4y, 82).
Logo, A # 0 e (x,y,2) = (1/(24),1/(21),1/(8A)). Substituindo em g = 1,
13 J13

— =1, A=x—.
1612 4
Os candidatos sao
2 2 1 13
pes( 2 L) ryene
V13 V13 2V13 2

Todos os extremos satisfazem a condic¢do necessaria e s6 ha esses dois candidatos;
a comparacio classifica o maximo e o minimo globais. O gradiente da temperatura

é normal a superficie nesses pontos. <
Exercicios
Exercicio NO51 Consolidacao; médio

Encontre os extremos de xy em x? + 4y® = 4 e classifique os candidatos por
comparacio dos valores.

Exercicio N052 Aplicacao; dificil
Uma caixa retangular de volume fixo V > 0 tem lados positivos x, y, z. Encontre

a menor area total. Justifique que o minimo global existe e trate a possibilidade de
algum lado tender a zero ou ao infinito.
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Exercicio N053 Aplicacido; médio

Determine os pontos de x? + y? + z> = 1 mais préximos e mais distantes de
(2,0,0). Compare a solucdo por Lagrange com uma solugao geométrica.
Exercicio N054 Justificacio; médio

No conjunto x? + y? = 0, a funcéo f(x,y) = x tem um extremo restrito. Mostre
por que a condicdo de Lagrange falha e identifique a hipotese ausente.



CAPITULO

5

Integrais Mualtiplas

Neste capitulo desenvolvemos a integracdo de fung¢des escalares em regides do
plano e do espaco. O principio é somar uma quantidade local, como densidade,
pressdo ou taxa de aquecimento, multiplicada pelo tamanho de uma pequena regiao.
A geometria do dominio determina os limites de integragéo; o modelo determina o
integrando.

Recordemos também que a integral definida de uma funcao nao negativa f(x) > 0
representa a area sob a curva y = f(x). Veremos agora que a integral dupla de
uma funcio real ndo negativa f(x,y) > 0 representa o volume sob a superficie

z= f(x,y).

5.1. Integrais Duplas

Seja R = [a,b] x [¢,d] € R? um retangulo e seja f : R — R continua. Seja P
uma particdo formadapora=xy <x; < <xpyy=bec=y <y < <yy=d.
O conjunto P determina uma particdo de R em uma malha de retangulos, sem
sobreposicao, R;;j = [x;, xi41] % [y}, yj+1], para 0 <i < M e 0 < j < N. Fixada P,
escolha pontos M = {& j} tais que & ; € R; j para todos i, j.

159
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,______--_
<

Definicao 5.1

A soma de Riemann de f associada a particdo P e aos pontos M é definida

por
M-1N-1 M—-1N-1
R(f.PM) 2 YN fEpareaRp) = >, Y, fEN 1 — )Vt — )
i=0 j=0 i=0 j=0
Definicao 5.2
A malha de uma particdo P é definida por
IPl=  max \Goar =50 + (1 — )2

0<i<M, 0<j<N
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Definicido 5.3

A integral de Riemann de f sobre o retangulo R é definida por

ﬂ f(x,y)dxdy = lim Z(f,P,M),
R

I1P|—0

desde que o limite exista e seja independente da escolha dos pontos M. Dizemos
que uma funcéo é integravel a Riemann em R se sua integral de Riemann
existe e ¢é finita.

Observacao 5.1

Outras notagdes usuais para a integral sdo

fron fsan [ pon o [

Observacao 5.2

Se f > 0, a integral dupla representa o volume da regido entre seu grafico e
o plano de base. Para uma funcéo de sinal variavel, ela representa o volume
com sinal, isto é, a diferenca entre as contribui¢des positivas e negativas.
Alternativamente, se f(x,y) é a densidade de uma lamina no ponto (x, y), a
integral dupla representa sua massa total.

Teorema 5.3

Toda func¢io continua em um retangulo fechado e limitado é integravel a
Riemann.

Demonstragdo. Como o retangulo R é compacto, f é uniformemente continua: para
cada n > 0, existe § > 0 tal que pontos de R a distancia menor que é tém valores
que diferem por menos que 7. Se |P| < &, a oscilacdo de f em cada célula é menor
que 7. Assim, as somas superior e inferior satisfazem

U(f,P)— L(f,P) < n area(R).

Para obter diferenca menor que ¢, basta tomar < ¢/ area(R), supondo area positiva.
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Pelo critério de Darboux, f é integravel. Cada soma de Riemann fica entre a soma
inferior e a superior; por isso, o limite independe dos pontos escolhidos. No caso
de area nula, todas as somas sio zero. ]

Observacao 5.4

A maioria das funcdes limitadas que encontraremos sera integravel a Riemann.
Fungoes limitadas com descontinuidades suficientemente simples, por exemplo
um numero finito de saltos, em geral sdo integraveis a Riemann em retangulos
limitados. Um exemplo de funcdo excessivamente descontinua que néo é
integravel a Riemann é f(x,y) = 1se x,y € Q e 0 caso contrario.

Suponha agora que U C R? seja um dominio limitado regular! e que f : U — R
seja uma funcdo. Escolha um retangulo limitado R 2 U e, como antes, seja P
uma particdo de R em uma malha de retingulos. Definimos agora a soma de
Riemann somando apenas sobre os retangulos R;; inteiramente contidos em U.
Explicitamente, seja

1 Ri’j cU
Xij = , .
0 caso contrario.
e defina
R(f,P,M,U) = Z (&)1 — )1 — ¥p)-
0<i<M, 0<j<N
R, .CU

L]=

Definicdo 5.4

A integral de Riemann de f sobre o dominio U ¢é definida por

ﬂ f(x,y)dxdy = lim Z(f,P,M,U),
U P|—0

desde que o limite exista e seja independente da escolha dos pontos M. Dizemos
que f é integravel a Riemann em U se a integral de Riemann existe e é finita.

"Neste capitulo, “regular” significa aberto e conexo, com fronteira formada por um ntimero finito
de curvas diferenciaveis por partes. Em particular, a fronteira tem area zero, que é a propriedade
necessaria para a definicdo por somas de Riemann. A ressalva importa: existem conjuntos abertos
de 4rea finita cuja fronteira tem area infinita.
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Teorema 5.5

Toda fungéo continua e limitada em uma regido limitada regular, cuja fron-
teira tem area zero, é integravel a Riemann.

Observacao 5.6

Como antes, a maioria das funcdes limitadas razoaveis que encontraremos
sera integravel a Riemann.

Para tratar fung¢des ndo limitadas ou dominios néo limitados, usamos um pro-
cesso de limite.

Definicdo 5.5

Seja U C R? um dominio, nio necessariamente limitado, e seja f : U — R
uma funcéo, também nao necessariamente limitada. Para cada R > 0, suponha
que a funcdo p — min{| f(p)|, R} seja integravel no sentido de Riemann em
U N B(0, R). Dizemos que f é absolutamente integravel no sentido improéprio

se
lim ﬂ min{| f|, R}dA
R—e0 JJunB(0,R)

existe e é finito. A truncacdo continua do valor de f é dada por fr(p) =

max{—R, min{ f(p), R}}.

Proposicao 5.7

Se f é absolutamente integravel no sentido improéprio em U, entédo

lim H frdA
R—c0 JJUnB(0,R)

existe e é finito.
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Demonstragao. Se S > R, a diferenca entre as integrais truncadas, em modulo, é
limitada por

J] min{| f|, S}dA — H min{| f|, R} dA.
UNB(0,5) UNB(O,R)

De fato, em U N B(0, R) vale |fs — fg| < min{|f|, S} — min{| f|, R}, e fora dessa bola
| fs| < min{|f], S}. Como as integrais absolutas truncadas convergem, essa diferenca
tende a zero quando R, S — co. As integrais assinadas truncadas formam, portanto,
uma familia de Cauchy e convergem. |

Observacio 5.8

Se f é absolutamente integravel no sentido improéprio, o limite acima néo
depende da forma particular como o dominio é expandido, desde que as regides
crescam até preencher U e as truncacdes absolutas correspondentes tenham
o mesmo limite. Por exemplo, podemos tomar o limite das integrais sobre
U N [-R, R)? e obteremos o mesmo valor.

Definicdo 5.6

Se f é absolutamente integravel no sentido improprio, definimos

ﬂ fdxdy = lim ﬂ' frdA
R—e JJUunB(0,R)

Exemplo 5.1 — Poténcia recebida por um painel (médio)

Um painel ocupa R = [0, 2] x [0,3], com coordenadas em metros, e recebe
a densidade de poténcia g(x,y) = 100 + 20x + 10y, em W/m?. Calcule a
poténcia total a partir de somas de Riemann em malhas uniformes, tomando
os centros das células.

Solugao. Em uma malha com M colunas e N linhas, cada célula tem area 6/(MN).
Os centros tém coordenadas x; = 2(i + 1/2)/M e y; = 3(j + 1/2)/N. Como

1 & B 1 3
rRIEEEINE DWES)
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a soma é

6
N izj:(loo +20x; + 10y;) = 6(100 + 20 + 15) = 8§10 W.

Ela ja é exata em qualquer uma dessas malhas, porque g é afim. Seu limite é a integral
dupla. A poténcia média por unidade de area é 810/6 = 135 W/m?. Integrar a
densidade muda a unidade de W/m? para W. <

Exercicios

Exercicio N055 Aplicacao; basico
Uma placa em [0,2] x [0,1] tem densidade superficial constante de 3 kg/m?.

Calcule sua massa e explique o fator de area em cada parcela de uma soma de
Riemann.

Exercicio N056 Justificacdo; médio
Para f(x,y) = x+y em [0, 1], calcule as somas inferior e superior de uma malha
uniforme n x n e mostre que sua diferenca tende a zero.

Exercicio N057 Consolidacao; basico

Compare [, fdAe [[p|f|dApara f(x,y) = x em R = [-1,1] x[0, 1]. Interprete
a diferenca.

5.2. Integrais Iteradas e o Teorema de Fubini

A definigéo por somas explica o significado da integral. Para calcula-la, queremos
somar primeiro ao longo de uma variavel e depois ao longo da outra. O Teorema
de Fubini justifica essa passagem e esclarece quando a ordem pode ser trocada. Em
regides limitadas, fun¢des continuas ndo apresentam dificuldade; singularidades e
dominios ilimitados exigem verificar integrabilidade absoluta.

Seja f(x,y) uma funcéo continua tal que f(x, y) > 0 para todo (x, y) no retan-
guloR = {(x,y) : a < x < b, ¢c <y <d} CR® Escreveremos frequentemente
R = [a,b]x[c,d]. Para um niimero x, no intervalo [a, b], corte a superficie z = f(x, y)
pelo plano x = x, paralelo ao plano yz. A intersecéo da superficie com esse plano é
acurva z = f(xp,y), na qual xy permanece fixo e apenas y varia. A area A sob essa
curva, isto é, a area entre a curva e o plano xy, quando y percorre [c, d], depende
apenas do valor de xy. Usando entdo a variavel x no lugar de x,, denotemos essa
area por A(x); veja a Figura 5.1.
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! z= f(x,y)

Figura 5.1.: A area A(x) varia com x

d
Temos A(x) = | f(x,y)dy, pois x é mantido fixo e apenas y varia. Para cada

x fixado, f(x,y) é lcmla funcéo continua de y em [c,d], de modo que a area sob a
curva é dada pela integral definida. Como A(x) é funcéo de x, o método das se¢des
transversais do célculo de uma variavel mostra que o volume V do sélido situado
sob z = f(x, y), acima do plano xy e sobre o retangulo R, é a integral, em [a, b], das
areas dessas secdes:

V = bA(x)dxz '
[ [

Chamaremos esse volume simplesmente de “volume sob a superficie”. A expressao

4

d
J flx,y) dy] dx (5.1)

acima envolve integrais iteradas. Primeiro integramos f(x, y) como fungio de y,
tratando x como constante; isso é integrar em relagao a y. Eo que ocorre na integral
“interna”, entre colchetes, em (5.1): essa é a primeira integral iterada. Depois dessa
integracgdo, resta uma expressdo apenas em x, que pode ser integrada em relagdo
a x. Essa é a integral “externa”, a segunda integral iterada. O resultado final é
um nuimero, o volume. O processo de realizar essas duas integracdes sucessivas é
chamado de integracdo dupla, e a Gltima expressdo em (5.1) é uma integral dupla.

Observe que integrar f(x,y) em relacdo a y é a operacgdo inversa de derivar
parcialmente f em relacdo a y. Poderiamos igualmente usar se¢des sob a superficie
paralelas ao plano xz; nesse caso, a area da se¢do dependeria apenas de y, e o

-]

O Teorema de Fubini garante, sob hipoteses adequadas, que a ordem das integrais

volume V seria

b
J f(x,y) dx] dy . (5.2)

a

iteradas néo altera o resultado. Em geral omitiremos os colchetes e escreveremos
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simplesmente
d b
V = J J flx,y)dxdy, (5.3)
c a

O fato de dx aparecer antes de dy indica que f(x, y) é primeiro integrada em relagiao
a x, entre os limites “internos” a e b; a fun¢éo resultante é entdo integrada em relacdo
a y, entre os limites “externos” ¢ e d. A ordem de integracio pode ser trocada quando
isso for conveniente.

Seja U € R? um dominio.

Definicdo 5.7
Para x € R, defina

SU={y|(x,y)eU} e TyUz{x|(x,y)eU}

Exemplo 5.2
Se U = [a,b] x [c,d], entdo
[e.d] x € [a,b] _\lab] yeled]

SeU = e T,U
%) x & |a,b] o) y & [c.d].

Nos dominios que consideraremos, S,U e TyU serdo tipicamente intervalos, ou
unioes finitas de intervalos.

Definicdo 5.8

Dada uma fungéo f : U — R, definimos as duas integrais iteradas por

LEIR ( JyGSxU 55 dy) b JyeR ( LET U fGxy) dx) dy,

com a convencao de que a integral sobre o conjunto vazio vale 0. Os parénteses
foram mantidos acima apenas para clareza e serdo omitidos a medida que a
notacéo se tornar familiar.

Suponha que f(x, y) represente a densidade de uma lamina no ponto (x, y). Para
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qualquer x € R,

j ey
yeS, U

representa a massa por unidade de comprimento na direcéo x, obtida ao integrar
a densidade ao longo da secdo vertical. A massa de uma faixa estreita de largura
Ax é aproximadamente essa quantidade multiplicada por Ax. E natural esperar
que, integrando essas massas de se¢do em x, obtenhamos a massa total, isto ¢, a
integral dupla. Pelo mesmo argumento, devemos obter o mesmo valor se primeiro
tomarmos se¢des horizontais. Portanto, esperamos que as duas integrais iteradas
coincidam com a integral dupla. Isso é verdadeiro sob uma hipétese de finitude.

Teorema 5.9 — Teorema de Fubini

Suponha que U seja uma regido regular e que f : U — R seja continua (ou
continua por partes, com conjunto de descontinuidades de area zero). Se
pelo menos uma das integrais iteradas abaixo, envolvendo |f], é finita,

JxeR ( LESXU fGe )l d}’) dx <o ou

LE]R ( JxETyU Gl dx) dy < 0.

entdo f é absolutamente integravel no sentido impréprio em U e

HU Jan= LGR ( LESXU f) dy) b= JyER ( LET U fGey) dx) dy.

Sem a hipétese (5.4), as integrais iteradas podem existir e ser finitas sem, contudo,
serem iguais.

Exemplo 5.3
Para (x,y) € (0, 1)?, defina

2 _ y2
(xz +y2)2'

ERIE

No interior do quadrado, essa expressdo é —d,d, arctan(y/x). As identidades
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9y (y/(x* + %) = f(x,y) e 8x(x/(x* + %)) = = f(x, y) déo

[ emamm el [ [ e perey==z

x=0 Jy=0 y=0 Jx=0 4

Exemplo 5.4

Seja f(x,y) = (x—y)/(x+y) se x,y > 0 e 0 caso contrario, e seja U = (0, 1)%.
Para x fixo, uma primitiva em y é y/(x + y)?; para y fixo, uma primitiva
em x é —x/(x + y)?. Portanto, fol J()l flx,y)dydx = J()l(l +x)2dx = % e

o Iy fGe.)dxdy = - [;(1+y)2dy = -1,

Exemplo 5.5

Defina
1 ye(xx+1)ex>0
fl,y)=19-1 ye(x-1,x)ex>0

0 caso contrario.

Integrando primeiro em y, as duas faixas de largura 1 se cancelam para cada
x >0, e o resultado é 0. Na ordem inversa, a integral em x vale —(y + 1) para

-1<y<0,y—1para0 < y < 1e0foradesses intervalos. Sua integral em y
1_

;1
— =il
¢ 2 2

Exemplo 5.6
Calcule o volume V sob o plano z = 8x+6y sobre o retangulo R = [0, 1]x[0, 2].
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Solucao. Como f(x,y) =8x+6y>0para0 <x<1e0<y< 2, temos

Vv

2 1
J J (8x + 6y)dxdy
0 Jo

2 x=1
= J <4x2 +6xy‘ ) dy
0 x=0

2
Jo (4+6y)dy

= 4y + 3y? ‘(2)

= 20

Suponha agora que invertamos a ordem de integragdo. Podemos verificar que o
resultado permanece o mesmo:

Vv

12
J J (8x + 6y)dydx
0 Jo

1 _
y=2
J <8xy + 3y2 ‘ ) dx
0 y=0

1
J (16x + 12) dx
0

1
8x2 + 12x‘0

= 20

Exemplo 5.7

Calcule o volume V sob a superficie z = e**Y sobre o retangulo R = [2, 3] x
[1,2].
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Solugdo. Como f(x,y) = Y > 0 para todo (x, y),

2 (3
14 J J etV dxdy
1 J2

-2

J (ex+y ‘x=3> dy
1 =72
-2

Jl (ey+3 _ ey+2) dy

2
— ey+3 _ ey+2 ’
1

= —et—(ef-¢) = —2e+¢°

<
b

Para uma func¢io geral f(x), a integral | f(x)dx representa area orientada:

regides entre o grafico y = f(x) e o eixo J? contribuem positivamente quando
f(x) > 0 e negativamente quando f(x) < 0. De modo analogo, a integral dupla de
uma funcéo continua f(x, y) representa volume orientado: a parte situada entre
z = f(x,y) e o plano xy contribui com sinal positivo quando f(x,y) > 0 e com
sinal negativo quando f(x,y) < 0. Assim, a integracdo dupla por integrais iteradas
pode ser usada para calcular a integral dupla de qualquer funcio continua sobre
um retangulo, independentemente do sinal de f.

Exemplo 5.8

21

Calcule J

T
J sen(x + y)dx dy.
0 0

Solucgao. A fungdo f(x,y) = sen(x + y) assume valores positivos e negativos no
retangulo [0, 7] x [0, 27]. Ainda assim, podemos calcular a integral dupla:

on x=r
J (—cos(x—ky)‘ B ) dy
0 x=0
2

(—cos(y + ) + cosy)dy

2r 7
J J sen(x + y)dxdy
o Jo

2
0

[—sen(y + ) + sen y|

—sen3m +sen2x +sensw —sen0 =0
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Exemplo 5.9 — Carga distribuida sobre uma placa (médio)

Uma placa retangular R = [0, 2] x [0, 3], com coordenadas em metros, recebe
pressdo p(x,y) = 100+20x+ 10y +5xy, em pascals. Determine a for¢ca normal
total e confira o resultado nas duas ordens.

Solucao. A forca elementar é pdA. Como a pressdo é continua no retangulo,
Fubini permite escrever

2 r3 2
F= J J p(x,y) dy dx = J (345 + 82,5x) dx = 855 N.
0 JO 0

Na outra ordem,

3,2 3
F= J J p(x,y) dx dy = J (240 + 30y) dy = 855 N.
0 JO 0

A unidade é Pam? = N. As duas ordens somam a mesma carga por faixas distintas.<

Exercicios

A
Nos Exercicios 1-4, calcule o volume sob a superficie z = f(x, y) sobre o retingulo
R.

1. [c1] f(x,y) = 4xy, R=1[0,1]x[0,1] 2. [c1] f(x,y) = €Y, R = [0,1] x
[_151]

3. [c1] f(x,y) = x>+ y2, R=1[0,1]x 4. [c1] f(x,y) = x + xy + y3, R =
[0,1] [1,2] x [0, 2]

Nos Exercicios 5-12, calcule a integral dupla indicada.
1 (2 1 (2
5. [C1] J J (1—y)x2 dxdy 6. [C1] J J x(x +y)dxdy
0 J1 0 Jo

2 -1 2 1
7. [C1] J J (x+2)dxdy 8. [c1] J J x(xy +senx)dxdy
0 Jo -1J-1
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/2 (1 non/2
9. [c1] J J xy cos(x?y)dx dy 10. [c1] J J' senx cos(y — m)dxdy

0 0 0 JoO
2 r4 1 2

11. [c1] xydxdy 12. [c1] J J 1dxdy
0 J1 -1J-1

d b
13. [J2] Seja M constante. Mostre que J J Mdxdy = M(d —c)(b — a).

(4 a

5.3. Integrais Duplas sobre Regides Gerais

Em uma regifo nao retangular, os limites internos acompanham sua fronteira.
Antes de integrar, descreva uma sec¢io tipica e identifique a proje¢do do dominio
sobre o eixo externo. Trocar a ordem significa redescrever a mesma regido; ndo
basta permutar os simbolos diferenciais.

Na sec¢do anterior vimos o significado de uma integral dupla sobre um retangulo.
Podemos agora definir a integral dupla de uma funcéo real f(x,y) sobre regides
mais gerais de R?.

Suponha que uma regido R no plano xy seja limitada a esquerda pela reta vertical
X = a, a direita pela reta x = b, com a < b, abaixo pela curva y = g;(x) e acima
pela curva y = g»(x), como na Figura 5.2(a). Suporemos que g;(x) e g,(x) néo se
intersectem no intervalo aberto (a, b), embora possam se encontrar nos extremos.

Pelo método das se¢des da secdo anterior, a integral dupla de uma funcéo real

f(x,y) sobre R, denotada por H f(x,y)dA, é dada por
R

ﬂ flx,y)dA = Lb[

Isto corresponde a tomar secdes verticais em R entre as curvas y = gi(x) e y = go(x).
O simbolo dA é chamado, as vezes, de elemento de area ou infinitesimal, com A
indicando area. Observe que f(x,y) é primeiro integrada em relacdo a y, com

&(x)
J' f(x,y) dy] dx (5.5)

&%)

funcdes de x como limites de integracgao. O resultado da primeira integral iterada
depende apenas de x, permitindo entdo realizar a segunda integral em x.
Analogamente, se R é limitada a esquerda por x = h{(y), a direita por x = hy(y),
abaixo pela reta horizontal y = ¢ e acima pelareta y = d, com ¢ < d, como na
Figura 5.2(b), e se h1(y) e hy(y) ndo se intersectam no intervalo aberto (¢, d), entdo
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se¢des horizontais fornecem

[ rerraa = | ‘ UhZ(y))ﬂx,y)dx] dy (56)

h
R ¢ 1y

Essas defini¢des incluem, em particular, o caso em que R é um retangulo. Além
disso, se f(x,y) > 0 em toda a regido R, entdo [[ f(x,y)dA é o volume sob a
R

superficie z = f(x, y) sobre R.

Exemplo 5.10

Calcule o volume V sob o plano z = 8x + 6y sobre a regido R = {(x,y) : 0 <
x<1,0<y<2xh

Solucao. A regido R esta representada na figura ao lado. Usando se¢des verticais,
obtemos:

=S
I

J] (8x +6y)dA

= [

r1 y:2x2
J <8xy +3y° ‘ ) dx
0 =l

2x?
J (8x + 6y) dyl dx
0

o1l
J (16x3 + 12x*) dx
0

1
= 4x4+%x5‘0 — 4412 32 _ g4y
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O mesmo resultado é obtido usando se¢des horizontais:
V = H (8x +6y)dA
R
2 1
= (8x + 6y) dx] dy
JO [.[ly/Z
[, (oo Z5)
= 4x° + 6x
. Ve 2 y
2 2
= | @roy-Cy+ Lnmnay = | @ray-3 ey
_ 2_ 62 5/2F _ _6VaV32 _ . 48 _ 32 _
= 4y +2y? - 22y |O—8+8 e e
<
Exemplo 5.11

plano 2x + y + 4z = 4.

Calcule o volume V do sdlido limitado pelos trés planos coordenados e pelo

Solugao. O so¢lido aparece na Figura 5.3(a), com uma secao vertical tipica. O
volume V é dado por [| f(x,y)dA, onde f(x,y) =z = i(4 —2x — ) e aregido R,

R
mostrada na Figura 5.3(b), ¢ R = {(x,y) : 0 < x <2, 0 <y < —2x + 4}. Usando

secOes verticais em R, as secdes em R fornecem

p— [ 1 — —_—
V = J 1(4 2x —y)dA
R

2
40[

0

0
2

= l(4 —2x)%dx
Jo 8

_ _ Y4 3
- 48(4 2x)‘

2
= ( (—%(4—2x—y)2‘

2_@_
0 48

—2x+4
J i(4—2x—y)dy] dx

y=—2x+4
) dx

=
3

N

Para uma regido geral R, que pode néo ser de nenhum dos tipos considerados até
aqui, a integral dupla || f(x,y)dA pode ser construida diretamente. Suponha que
R
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f(x,y) seja ndo negativa e que R seja uma regido limitada de R?, contida em algum
retangulo [a,b] x [c,d]. Divida esse retangulo em uma malha de sub-retangulos
e considere apenas aqueles inteiramente contidos em R, como os sub-retingu-
los sombreados da Figura 5.4(a). Em cada [x;, x;41] * [y}, yj41], escolha um ponto
(%4> Yj+)- O volume sob z = f(x, y) sobre esse sub-retangulo é aproximadamente
f (s Yje) Ax; Ayj, onde Ax; = X1 — %5, AY; = Yig1 =) f(Xixs Vi) é a altura e Ax;Ay;
é a area da base do paralelepipedo, como na Figura 5.4(b). Assim, o volume total
é aproximado pela soma dos volumes desses paralelepipedos, paralelepipedos, a
saber,

Z Z f s, yjs) Ax; Ay (5.7)
J i

onde a soma percorre os indices dos sub-retangulos contidos em R. Tomando sub-
-retangulos cada vez menores, de modo que o comprimento da maior diagonal tenda
a 0, eles preenchem uma porg¢ao cada vez maior de R e a soma acima converge para
o volume efetivo sob z = f(x,y) sobre R. Definimos entdo || f(x,y)dA como o

limite dessa soma dupla, tomando o limite sobre todas as subcﬁvis()es do retangulo
[a,b] x [c, d] a medida que a maior diagonal dos sub-retangulos tende a 0.

Uma definicdo analoga vale para fungdes f(x,y) que ndo sejam sempre niao
negativas: quando f(x,y) < 0, substitui-se a interpretacdo de volume pela de
volume orientado negativo. Para regides do tipo mostrado na Figura 5.2, a defini¢édo

de integral de Riemann de uma variavel reduz a definicéo de [ f(x,y)dA a duas

R
integrais iteradas.

Por fim, a regifo R néo precisa ser limitada. Integrais duplas impréprias, seja por
dominio néo limitado, seja pela presenca de pontos onde f(x, y) ndo esta definida,
podem ser calculadas como uma sequéncia de integrais improprias iteradas de uma
variavel.

Exemplo 5.12

1/x?
Calcule J J 2ydydx.
0

1

Solucio.

-
< —
~
><l\J
DN
<
Q
<
QL
=
Il
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—
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o
= <
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~
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&
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Exemplo 5.13 — Dose acumulada e escolha da ordem (dificil)

Em coordenadas adimensionais, uma taxa espacial de exposi¢éo é g(x, y) = e ’
naregifo D = {(x,y) : 0 < x <y < 1}. Calcule a exposicio total Q = [[, gdA.

Solucdo. Com secdes verticais,

el
Q:J J e’ dy dx.
0 Jx

A integral interna néo tem primitiva elementar. A regido também se descreve por
0<y<1le0< x <y Comoo integrando é continuo e o dominio é limitado,
podemos trocar a ordem:

1 ry , 1 , e—1
Q=J J ey dxdy=J ye¥ dy = ——.

0 Jo 0 2
A fronteira x = y passa a fornecer o limite superior interno. A dificuldade desapa-
rece porque a variavel ausente do integrando é integrada primeiro. <
Exercicios
A
Nos Exercicios 1-6, calcule a integral dupla indicada.
rl 1 Ty
1. [c1] J 24x%ydydx 2. [c1] J senxdxdy
J 0 \/} J 0 O
-2 rlnx r2 2y ,
3. [C1] J J 4xdydx 4. [C1] J e’ dxdy
1 Jo Jo Jo
~T/2 ry ([ —(x*+y%)
5. [C1] J cosx senydxdy 6. [C2] xye dxdy
Jo Jo Jo Jo
2~y f1oex?
7. [C1] J ldxdy 8. [C1] J 2dydx
Jo Jo Jo Jo

9. [A1] Calcule o volume V do sdlido limitado pelos trés planos coordenados e
peloplanox +y +z = 1.
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10. [a1] Calcule o volume V do sélido limitado pelos trés planos coordenados e
pelo plano 3x + 2y + 5z = 6.

11. 2] Explique por que a integral dupla [[ 1dA fornece a area de R. Para
R

simplificar, vocé pode supor que R seja uma regido do tipo mostrado na
Figura 5.2(a).

12. [J3] Prove que o volume de um tetraedro com trés arestas adjacentes mutua-
mente perpendiculares de comprimentos a, b e ¢, como na figura ao lado, é
aTbc. (Sugestdo: imite o Exemplo 5.11 e recorde como trés pontos ndo colineares
determinam um plano.)

13. [p3] Mostre como o Exercicio 12 pode ser usado para resolver o Exercicio 10.

5.4. Integrais Triplas

A integral tripla acrescenta uma terceira dire¢do de acumulacdo. Para montar
seus limites, escolha primeiro uma projecéo plana do sélido; sobre cada ponto dessa
projecdo, descreva o intervalo da variavel restante. A densidade é por unidade de
volume, de modo que a integral fornece massa, carga ou outra quantidade total.

A definicdo de integral dupla de uma funcio real f(x, y) sobre uma regido R C R?
estende-se naturalmente a integral tripla de uma funcéo real f(x, y, z) sobre um
solido limitado S C R? cuja fronteira tenha volume zero. Procedemos como antes:
encerramos S em um paralelepipedo retangular e o subdividimos em pequenos
paralelepipedos. Em cada bloco contido em S, com arestas Ax, Ay e Az, escolhemos
um ponto (x,, ., z,). Definimos entéo a integral tripla de f sobre S, denotada por

J]S.f f(x’ Y, Z) dV, por

Jﬂ f(x,y,2)dV = limoz Z Zf(x*,y*,z*)Ax Ay Az, (5.8)

1Pl—
S

onde P percorre parti¢des do paralelepipedo que contém S e |P| é o comprimento
da maior diagonal de seus subparalelepipedos, e a soma tripla percorre todos os
subparalelepipedos contidos em S. Pode-se mostrar que o limite ndo depende da
escolha do paralelepipedo retangular exterior. O simbolo dV é chamado de elemento
de volume.
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Geometricamente, a integral tripla generaliza a interpretacio da integral dupla.
Uma integral dupla pode ser vista como o volume sob uma superficie bidimensional;
de modo analogo, a integral tripla pode ser interpretada como o hipervolume sob
uma hipersuperficie tridimensional w = f(x,y,z) em R*. Em geral, a palavra
“volume” é usada em sentido amplo para a medida de um objeto n-dimensional,
incluindo comprimento em R! e 4rea em R?. Embora seja dificil visualizar o volume
de um objeto quadridimensional, a integral fornece uma maneira precisa de calcula-
-lo.

No caso em que S é um paralelepipedo retangular [x;, x;| x [y1, y»] X [21, 25], isto
é,S=1{(x,9,2) : x <x<x9, y1 <y <y, 71 <z < 2y}, aintegral tripla é uma
sequéncia de trés integrais iteradas:

ﬂ f(x,y,2)dV = J’Zz Jyz sz f(x,y,2z)dxdydz, (5.9)

S 21 Iy I

e a ordem de integracdo pode ser permutada. Este é o caso mais simples.
Um caso mais geral ocorre quando S é limitado abaixo por z = g{(x, y), acima
por z = gy(x, y), enquanto y varia entre as curvas h;(x) e hy(x) e x varia entre a e

b. Entdo
Jﬂ flx,y,2)dV = J'ab JhZ(X)JgZ(X’y) f(x,y,2)dzdydx . (5.10)

3 hy(x) Jgi(x.y)

Nesse caso, a primeira integral iterada produz uma funcéo de x e y, pois seus limites
dependem dessas variaveis, restando depois uma integral dupla do tipo estudado
na secdo anterior. Naturalmente, ha muitas variagdes possiveis, por exemplo per-
mutando os papéis de x, y e z. A principal dificuldade pratica das integrais triplas
costuma ser descrever corretamente o solido e escolher uma ordem de integracdo
conveniente. Por ora, o essencial é dominar o calculo dessas integrais; veremos
adiante outras aplicagdes.

Exemplo 5.14

3 02 (1
CalcuIeJ J J (xy +2)dxdydz.
0 Jo Jo
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Solucéo.
3 02 (1 3 2 =1
J J J (xy +2z)dxdydz = J J ( =x y+xz‘ ) dydz
0o Jo Jo 0 5=
3
= J J 3y Ttz dy dz
0
= J ( 2y? 4 yz . ) dz
= J (1+22)dz
=z+z ‘ =12
0
<
Exemplo 5.15
1 r1-x (2—x—y
Calcule J J J (x+y+2z)dzdydx.
oJo Jo
Solucao. Integramos primeiro em z, mantendo x, y fixos:
2—x—y
H(x,y)zJ (x+y+2)dz
0
=(x+y2-x-y)+3;2-x-y)°
—o_1,2_ ,, 1.2
=2 ZX° =Xy —3y%.
A integral pedida é I = fol fol " H(x,y) dy dx. Uma primitiva de H em y é 2y —
%xzy — %xy2 - %y3. Substituindo y = 1 — x e y = 0, obtemos
I:J (£—2x+—>dx L=l
o \ 6 6 6 24 8
Cada limite foi substituido apenas na etapa relativa a sua variavel. <

Observe que o volume V de um sélido em R? é dado por

V = Jﬂ 1dV . (5.11)
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Como o integrando é a constante 1, a integral tripla acima reduz-se a uma integral
dupla do tipo estudado na secao anterior quando o sélido é limitado acima por
uma superficie z = f(x,y) e abaixo pelo plano xy, isto é, z = 0. Ha muitas
outras possibilidades. Por exemplo, o solido pode ser limitado abaixo e acima por
z = g1(x,y) e z = go(x, y), respectivamente, com y entre hi(x) e hy(x) e x entre a

e b. Entao
b rhy(x) rga(x,y)
VZJI[ ldV:J J J 1dzdydx
5 a Jhi(x) Jgi(xy)

b hy(x)
:j j (0%, 9) - g1(x. ) dy dx.

a Jh(x

como em (5.10). Veja o Exercicio 10 para um exemplo.

Exemplo 5.16 — Quantidade de soluto em um reservatorio (dificil)

Em coordenadas normalizadas, um reservatério ocupa S = {(x,y,z2)
x% + y? < z < 4} e contém concentracio c(x, y,z) = cy(1 + z), com ¢y > 0.
Determine a quantidade total de soluto dividida pela escala de volume usada
na normalizagéo.

Solucao. Para evitar antecipar uma mudanga de coordenadas, usamos se¢des hori-
zontais: em uma altura z € [0, 4], a secdo é o disco x% + y2 < z, cuja area é z. A
concentracio é constante nessa secio. Portanto,

4
2 22
— + —
2 3

_ 887[(30
0 3

4
M = J co(1 + 2)z dz = 7cy
0

A integral tripla foi reduzida a uma integral de areas ponderadas. Em coordenadas
fisicas com escala de comprimento ¢, a quantidade total é £>M. A mesma regiso
podera ser descrita em coordenadas cilindricas na préxima secéo. <
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Exercicios
A
Nos Exercicios 1-8, calcule a integral tripla indicada.
~3 2 1 rl ~x y
1. [C1] J J J' xyzdxdydz 2. [C2] J xyzdzdydx
0 Jo Jo Jo Jo Jo
T X Xy cl rz ry .
3. [c2] J J x?senzdzdydx 4. [c2] J zeY dxdydz
o Jo Jo Jo Jo Jo
re ry l/y 2 r'yz 2,'2
5. [C2] J J x’zdxdzdy 6. [C2] J yzdxdzdy
1 Jo Jo Ji Jo Jo
2 4 3 rl ~1—x 1—X—y
7. [C1] J J ldxdydz 8. [C1] J J 1dzdydx
Ji J2 Jo 0 Jo 0

2 (V2 (X2
9. [J2] Seja M constante. Mostre que J J J Mdxdydz = M(zy — z;)(y, —
N Ixn

21

y1)(xg — xp).

10. [A2] Calcule o volume V do sélido S limitado pelos trés planos coordenados,
acima pelo plano x + y + z = 2 e abaixo pelo plano z = x + y.

11. [p3] Suponhaa < be f continua em [a,b]. Mostre que

Lb LZ Ly f(x)dxdydz = Jb (=) f(x)dx.

7 2

(Sugestao: examine como a mudanca da ordem de integracdo altera os limites
da integral tripla.)

5.5. Mudanca de Variaveis em Integrais Multiplas

Uma boa mudanga de variaveis simplifica simultaneamente o dominio e o inte-
grando. O jacobiano corrige a area ou o volume de cada célula transformada. Em
integrais escalares usamos seu valor absoluto; o sinal ficaré relevante mais adiante,
nas integrais orientadas de formas.
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Diante da dificuldade de algumas integrais multiplas, é natural perguntar se
uma substitui¢do adequada pode simplifica-las. A resposta é afirmativa, embora a
mudanca de variaveis seja um pouco mais sutil do que no célculo de uma variavel.

Recordemos primeiro um exemplo de uma variavel. Considere a integral

2
J ox? = 1dx,
1

Fazemos a substituicdo

2

u=x*-1= x*=u+1

du = 2xdx
o que altera os limites de integragéo

x=1=u=0

XxX=2=>u=3

e obtemos
2
%xz S2x\x?2 — 1dx

3
L+ D)Vudu
0 2

2
J' X2 —1dx =
1

Il |
5 5

w

% (u3/2 + ul/z) du

0
1443
= -

Vale a pena reinterpretar essa substitui¢do, pois isso esclarece o que ocorre em
vérias variaveis. Tomamos u = x* — 1. No intervalo [1, 2], a funcio x — x? — 1 é
estritamente crescente e leva [1, 2] sobre [0, 3]; portanto possui uma inversa nesse
ultimo intervalo. Assim, em [0, 3] podemos escrever x como funcio de u:

x = glu) = Ju+1.
Substituindo essa expressio de x em f(x) = x3y/x2 — 1, obtemos

f) = fgw) = w+1)**u,
e observamos que

dx _ g’'(u) = dx
du

g’ (w)du

dx = %(u+1)_1/2 du ,
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Além disso, como

g0)=1=0=g"11)
gB3)=2=3=g712)

a substituicao realizada acima fornece

Lz f(x)dx Lz x3\x? - 1dx

3
= J %(u + 1)Judu , que também pode ser escrita como
0

3
J (u+1)%2Ju - %(u +1) Y24y | isto é,
0

L2 f(x)dx

g

g'@
[, @z @au.

Em geral, se x = g(u) é uma funcéo diferenciavel e estritamente crescente de
um intervalo [c, d] sobre [a, b], com g’(u) # 0 em (c,d), a = g(c) e b = g(d), entdo
c=g i), d =g l(b)e

g

b g'®
J, feodx = | fas @au. G.12)

Essa é a formula de mudancga de variavel para integrais de fungdes de uma variavel,
usada implicitamente na integragéo por substituicdo. Ela é um caso particular de
uma féormula mais geral para integrais multiplas. Enunciaremos as versdes para
integrais duplas e triplas de funcdes reais de duas e trés variaveis, respectivamente.
Suporemos que as mudancas de coordenadas sejam continuamente diferenciaveis e
que as regides e os solidos tenham fronteiras de medida nula. A demonstracido do
teorema seguinte esta além do escopo deste texto.

Teorema 5.10

Foérmula de Mudanca de Variaveis para Integrais Multiplas

Sejam x = x(u,v) e y = y(u,v) fun¢des continuamente diferenciaveis que
definem uma mudanca de coordenadas de uma regiao R’ do plano uv sobre
uma regido R do plano xy. Suponha que a aplicacio seja injetiva no interior
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de R’, que as fronteiras tenham area nula e que o determinante

ox ox
Ju Jv

Jw,v) = 3y dy (5.13)
ou ov

nao se anule no interior de R’. Entao, para toda funcéo integravel f,

ﬂ Fx, y)dAGx,y) = ﬂ ), v ) )| dAG@v) . (5.14)
R R

Usamos as notagdes dA(x, y) e dA(u, v) para os elementos de area nas coor-
denadas (x, y) e (u,v), respectivamente.

Analogamente, suponha que x = x(u,v,w), y = y(u,v,w) e z = z(u, v, w)
definam uma mudanga de coordenadas de um sélido S’ no espaco uvw sobre
um soélido S no espago xyz, injetiva no interior de S’, com fronteiras de
volume nulo e determinante

ox ox ox
ou ov ow
dy dy dy
uv,w) = |— — —= 5.15
2y ) ou ov ow ( )
oz 0z oz
ou oJv ow
nao nulo no interior de S’. Entao, para toda funcéao integravel f,
[II Fezzr av = [[] Frcv. s vl du dv d,
S s (5.16)

T(u,v,w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)).

O determinante J(u,v) em (5.13) é o jacobiano de x e y em relacioaue v, e
também é escrito como

a(x,y)
, = . 5.17
Jwy) = 2o (5.17)
Analogamente, o jacobiano J(u, v, w) de trés variaveis pode ser escrito como
ax,y,z
Jw,v,w) = OlEH) ). (5.18)
o(u, v, w)

A férmula (5.14) afirma, em particular, que dA(x, y) = |J(u,v)| dA(u, v), a versao
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bidimensional da relagdo dx = g’(u) du do caso de uma variavel.
O exemplo seguinte mostra como usar a formula de mudanca de variaveis.

Exemplo 5.17

Xy
Calcule ﬂ eV dA,onde R={(x,y) : x>0, y>0, x+y <1}
R

Solucdo. Sem uma substituicdo, esta integral dupla ¢ dificil de calcular em forma
fechada. A forma do expoente sugere u = x — y e v = x + y. Para aplicar (5.14),
precisamos escrever x e y em termos de u e v. Resolvendo o sistema, obtemos x =
%(u+v) ey = %(v—u). A Figura 5.5 mostra como a aplicagdo x = x(u,v) = %(u+v),

y =y(u,v) = Lv—wlevaa regido R’ sobre R de modo injetivo.
Agora, 2

ox ox

1 1
ou v 2 2 1 H 1
u,v = = = - = u,v =S 1= = =9
Jwy = (505 ‘_11‘ L= )l = i =2
Ju oJv 22
e, usando secoes horizontais em R’, obtemos
x-y
[[ e an = [| ramsum @i as
R i
1 v oy,
= (J' ezédudv
Jo J—v
F p Uu=v J
= J, Gl ) &
1
= Ze—e Hdv
Jo 2
2 1 2 _
= v—(e—e_l)‘ = l<6—1> =] 2 1
4 0 4 e 4de

N

A férmula de mudanga de variaveis também permite calcular integrais duplas
em coordenadas polares. Tomando

x = x(r,0) = rcos@ e y = y(r,0) = rsenf,
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temos
Jx oJx
Py cosf —rsen0
J(r,0) = gr (39 = =r(cos’ 0 +sen?6) =r,
&y <y sen O rcos @
or 90

e, portanto, obtemos a férmula:

Integral Dupla em Coordenadas Polares

H flx,y)dxdy = JI;J: f(rcosO,rsen0)rdrdo, (5.19)

R

onder > 0, f varia em um intervalo de comprimento 27, e a aplicacdo x = r cos 0,
y = rsenf é injetiva no interior de R’; a origem e a semirreta escolhida como
corte angular sdo conjuntos de area nula.

Exemplo 5.18

Calcule o volume V no interior do paraboloide z = x? + y? para 0 < z < 1.

Solucdo: Usando se¢des verticais, temos

V = Jl(l—z)dA = Jl(l—(xz—i-yz))dA,

onde R = {(x,y) : x%+y? < 1} é o disco unitario em R? (veja a figura ao lado).
Em coordenadas polares (r,0), x* + y* = r? e o disco unitario corresponde a
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R ={(r0) : 0<r<1, 0<6<2nr} Logo,

2 1
V = ( J (1—r®)rdrdo
Jo 0
2 1
= ( J(r—r3)drd9
Jo 0
2 _
_ [Tz
- (0 (2 a r:())de
(27‘[1
=| lag
JO &
= X
2

Exemplo 5.19
Calcule o volume V no interior do cone z = \/x?> + y? para0 < z < 1.

Z x2+yP=1

—_

Solucdo: Usando se¢des verticais, temos
V = ﬂ (1-2)dA = ﬂ (1—\[x2 +y2) dA,
R R

onde R = {(x,y) : x?> + y? < 1} é o disco unitario em R?. Em coordenadas
polares (r,0), temos \/x? + y2 = r, e o disco unitario corresponde a R* =
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{(r,0) : 0<r<1, 0<0 < 2n} Logo,

r2m 1
V = J (1—=r)rdrdo
0 0

2 1
J (r—r?)drdb

0 0
21 _
2 3 r=1
= 27 ag
0 2 3 |r=0

Il
— e — —

De modo semelhante, pode-se mostrar, veja os Exercicios 5-6, que integrais

triplas em coordenadas cilindricas e esféricas assumem as formas seguintes:
Integral Tripla em Coordenadas Cilindricas
J] f(x,y,2)dxdydz = Jﬂ f(rcosO,rsen0,z)rdrdfdz, (5.20)
S S’

onde r > 0, 0 varia em um intervalo de comprimento 27, e a aplicacio (r,0,z) —
(r cosO,rsend, z) é injetiva no interior de S’, salvo no eixo e na semirreta de
corte angular, conjuntos de volume nulo.

Integral Tripla em Coordenadas Esféricas

ﬂL floy,2) dv = ﬂL F(T(p.0.9)) p? sen s dp dgp do,

T(p,0,¢) = (psen¢cosb, psen¢senb, pcosq).

(5.21)

onde p > 0,0 < ¢ < 7, 0 varia em um intervalo de comprimento 27, e a aplicacdo
x = psen¢dcosb, y = psengsend, z= pcos¢ é injetiva no interior das regides
de coordenadas; a origem, o eixo e a semirreta de corte angular tém volume
nulo.
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Exemplo 5.20
Para a > 0, calcule o volume V da esfera x? + y2 + 2% < d?

Solug¢do: Em coordenadas esféricas, o interior da esfera corresponde a 0 < p <
a, e portanto

2 7 ra
Vv J J J 1p? sen¢dpdgdf

0 0 Jo

2 S R 2r T 3
:J J 21"") sengdg do :J J & sengdgdd
o Jo \ 3 lp=0 o Jo 3

2 3 ¢= 2 3 3
J (—"— cos | ”) do = J 2 gp - Aa
0 3 $=0 0 3 3

Il
a—
b—

—_

Q

S

Il

Exemplo 5.21 — Lamina eliptica nao homogénea (dificil)

Uma lamina ocupa x?/a® + yz/b2 < 1,coma,b > 0, e tem densidade p(x, y) =
po(1+x%/a% +y?/b?), py > 0. Determine sua massa e seu momento de inércia
I = [[(x* + y*)pdA em torno do eixo normal pelo centro.

Solucdo. A geometria sugere x = arcosf, y =brsenf,com0<r <1,0<6< 2.
O jacobiano em moédulo é abr; a aplicagio é injetiva no interior apds escolher
0 < 0 < 27, e as excegdes na origem e na borda tém area zero. Assim,

2 1
3 b
M= poabJ J A+r)rdrdo= ”/;00 .
0o Jo

Para o momento, x? + y? = r?(a® cos? 0 + b? sen? 6), logo

1 21 2 12
5 b(a” +b
I, = pyab (J r+r) dr) ( (@® cos? 0 + b? sen? 0) d@) = %.
0 0

A razdo I,/M = 5(a® + b?)/18 tem dimensio de comprimento ao quadrado. A
densidade maior perto da borda aumenta a importincia das massas afastadas do
eixo. <
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Exercicios
A
1. [a1] Calcule o volume V no interior do paraboloide z = x? +y? para 0 < z < 4.
2. [a1] Calcule o volume V no interior do cone z = \/x? + y? para 0 < z < 3.
B
3. [A2] Calcule o volume V do sélido contido simultaneamente em x?+ y2 +z2<4
ex?+y?<1.
4. [A2] Calcule o volume V contido simultaneamente na esfera x% + y% + z2 < 1
e no cone z > +/x2 + 2.
5. [J2] Demonstre a féormula (5.20). 6. [J2] Demonstre a féormula (5.21).
7. [c2] Calcule ff sen (%) cos (x;zy) dA, onde R é o tridngulo de vértices (0, 0),
R
(2,0) e (1,1). (Sugestdo: use a mudanga de variaveisu = (x + y)/2, v =
(x=y)/2)
8. [A2] Calcule o volume do sélido limitado por z = x? + y? e 2% = 4(x? + y?).
2 2
9. [A2] Calcule o volume no interior do cilindro eliptico % + £ = 1, para
a b
0<z<2
C
2 2 2
10. [j3] Mostre que, para a,b,c > 0, o volume do elipsoide % + Z—z + i—z =1é
4”Tabc. (Sugestdo: use x = au, y = bv, z = cw e 0 Exemplo 5.20.)
11. [p3] Mostre que a funcdo Beta, definida por
1
B(x,y) = L F G =Y 6k parax >0,y >0,
satisfaz B(y, x) = B(x, y) para x > 0, y > 0.
12. [p3] Usando a substituicdo t = u/(u + 1), mostre que a fun¢io Beta pode ser

escrita como

o0 w1
B(x,y) = —du, >0,y >0.
(x,y) Jo @+ 1) u, parax y
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5.6. Aplicacao: Centro de Massa

O centro de massa é uma média das posicdes ponderada pela massa. A integral

da densidade fornece o denominador; a integral da coordenada multiplicada pela
densidade fornece o numerador. Simetrias s6 podem simplificar o calculo quando
preservam tanto o dominio quanto a densidade.
Recordemos do célculo de uma variavel que, para uma regiao R = {(x,y) : a < x <
b, 0 < y < f(x)} C R? representando uma lamina fina (veja a figura ao lado), com
f continua em [a, b], supondo que R tenha area positiva, as coordenadas (X,y) do
centro de massa de R séo

=&

onde

b 2 b b
M, = L (f(;c)) dx, M, = L xf(x)dx, M= L f(x)dx, (5.22)
supondo que R tenha densidade uniforme, isto é, que sua massa esteja distribuida
uniformemente. Nesse caso, a area M da regido é tomada como sua massa, com
densidade constante igual a 1 para simplificar.

No caso geral, a densidade de uma regido, ou ldmina, R é uma funcdo continua
& = 6(x,y) das coordenadas (x,y) dos pontos de R. Para uma regido limitada
regular R C R? e densidade continua nio negativa com massa total positiva, as
coordenadas (x,y) do centro de massa sdo dadas por

M M.
¥=— e y=-—X, (5.23)

onde

M, = J] x0(x,y)dA, M, = H yo(x,y)dA, M= H o(x,y)dA, (5.24)
R R R

As quantidades M, e M,, sdo os momentos, ou primeiros momentos, de R em relacdo
aos eixos x e y, respectivamente. A quantidade M é a massa de R. Para compreender
a férmula, considere um pequeno retangulo em R, de dimensdes Ax e Ay préximas
de 0. Sua massa é aproximadamente d(x,, y.)Ax Ay, para algum ponto (x,, V)
do retdngulo. A massa total de R é o limite das somas dessas massas quando as
diagonais dos retingulos tendem a 0, isto é, [[ §(x, y) dA.

R
As formulas em (5.22) sdo o caso particular de (5.24) em que §(x, y) = 1 em toda
aregido R.
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Exemplo 5.22

Determine o centro de massa da regido R = {(x,y) : 0<x <1, 0 < y < 2x?}
se a densidade no ponto (x,y) é 5(x,y) = x + y.

Solucdo. A regido R esta representada na figura ao lado. Temos

M = J] O(x,y)dA
R

~1 2x?
J (x+y)dydx

=

o ¥ y=2x*
= J Xy + — dx
0 2 1=
-1
= | @3 +2xYdx
JO
. 1
x 2x° 9
= — + — g
2 5 . 10
e
M, = J yo(x,y)dA M, = J:[ x6(x,y)dA
R R
F1or2x? ~1 r2x?
= J y(x+y)dydx = J J x(x +y)dydx
Jo Jo 0 Jo
4l 2 3 y=2x* -1 9 y=2x?
X X
= S dx = J X%y + = dx
h\z "3 9 2 |,
r1 8x6 rl
= | (2x° +2Z)dx = J 2x* + 2x°) dx
JO 3 0
1 1
x5 8x’ 5 2x° | x® 11
= — 4+ — = — = — 4+ — = —,
3 21 0 7 5 3 . 15
portanto o centro de massa (X,y) é
.M uis 22 0 My 5/7 50

H]

M o/10 270 YT M T 9/10 3"
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Observe que esse centro de massa esta um pouco mais deslocado em direcdo ao
canto superior de R do que no caso de densidade uniforme. De fato, (5.22) fornece
x,y) = (%, %) nesse caso. Isso é coerente com o fato de que 5(x, y) = x + y cresce
a medida que (x, y) se aproxima daquele canto. <

Se §(x, y) é constante em R, o centro de massa (¥, y) é chamado de centroide de
R.

As férmulas do centro de massa em R? generalizam-se para um sélido limitado
regular S C R®. Se S possui densidade de massa continua nio negativa (x, y, z) e
massa total positiva, entdo seu centro de massa tem coordenadas (%, y, z), onde

M M. M.
¥ = —, y=-2E2 7= Azy, (5.25)

e [ ar = [[osar 529
=[50 = [[av oz

My, e My, sdo os momentos, ou primeiros momentos, de S em

onde

Nesse caso, Myz,

relacdo aos planos yz, xz e xy, respectivamente. Além disso, M é a massa de S.

Exemplo 5.23

Determine o centro de massa do sélido S = {(x, y,z) : z >0, x*+y?+2z> < a?}
se a densidade é 5(x, y,z) = 1.

Solucao. O solido S é o hemisfério superior da esfera de raio a centrada na origem.
Como a densidade é constante e S é simétrico em torno do eixo z, temos x =y = 0;
resta calcular z. Temos

M = [g 8(x,y,2)dV = Jﬂ 1dV = Vol(S).

Como o volume de S é metade do volume da esfera de raio a, que pelo Exemplo 5.20
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27a’ , .
T4 Além disso,

4 3
vale %, temos M =

M, =

y z28(x,y,z)dV

zdV , que, em coordenadas esféricas, é

Sete—

F2m /2 ra

= J J (p cos @) p? sendpdpdpdf
JO 0 0
F2m /2 a

= J sen ¢ cosg[)(J P’ dp) d¢do
Jo Jo 0

r2m /2,
= J az sen ¢ cos ¢ d¢p do

Y

JO 0
27 _
_ a (]5—7I/2
= <_E cos 2¢‘ _ do
27T
= < 4o
JO
_ mat
4 bl
4
ma
My T 3
z =S = = —
M 27a’ 8
3
Assim, o centro de massa de S é (X,7,z) = (O, 0, %a). q

Exemplo 5.24 — Centro de massa com densidade assimétrica (médio)

Em coordenadas normalizadas, uma lamina triangular ocupa D = {x > 0,y >
0,x +y < 1} e tem densidade p = k(x + 2y), com k > 0. Determine seu centro
de massa.
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Solucdo. Usamos 0 < x < 1e0 <y <1—x. As integrais sdo
1 ~1—x 7
M:kj J (x+2y)dy dx = —,
0 Jo 2

1 ~1—x
M, = kL L x(x +2y) dy dx =

k
6 b
1 1—x o
M, =k y(x +2y) dy dx = =.
0 Jo 2
Portanto, (X, y) = (1/3,5/12). O ponto satisfaz x,j > 0 e X+ y < 1, como esperado
para uma média ponderada em um triangulo. A maior densidade na direcdo de
y desloca o centro acima do centroide uniforme (1/3,1/3). O fator k cancela nas
razdes. <

Exercicios

A
Nos Exercicios 1-5, determine o centro de massa da regido R com a densidade

indicada 6(x, y).
1. Al R={(x,y) : 0<x<2,0<y<4}d(x,y) =2y
2. M R={(x,9) : 0<x<1,0<y<x?}6(x,y)=x+y
3. (a1l Paraa >0, R={(x,y) : y >0, x2 +y* <a?}, 8(x,y) = 1
4, [A1]Rz{(x,y):yzo,xzo,1£x2+y2Sé]:},cs(x,y):\/ﬁy2
5. (a1l R={(x,y) : y>0, x2 +y? <1}, 8(x,y) =y

B
Nos Exercicios 6—10, determine o centro de massa do sélido S com a densidade
indicada (x, y, 2).

6. (A2] S={(x,9,2) : 0<x<1,0<y<1,0<2z<1},68(x,y,2) =xyz
7. [A2) Paraa > 0,5 = {(x,y,2z) : >0, x2+y2+22 < a®}, 8(x, y,2) = x2+y2+z2

8. [A2] Paraa > 0,5 = {(x,y,2) : x>0,y >0, z >0, x2+y2+z2 < a?},
ox,y,2)=1

9. A S={(x,7,2) : 0<x<1,0<y<1,0<2z<1}L8(x,9,2) = x2+y? +22

10. [A2] S={(x,9,2) : 0<x<1,0<y<1,0<z<1—-x—y}d0(x,y,2)=1
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5.7. Aplicacao: Probabilidade e Valor Esperado

Uma densidade de probabilidade funciona como uma distribuicdo de massa total
igual a 1. Integrar sobre uma regido fornece a probabilidade do evento; integrar
uma coordenada multiplicada pela densidade fornece sua média. Em duas variaveis,
o formato do suporte pode produzir dependéncia mesmo quando a expressao da
densidade é simples.

Nesta se¢ao discutiremos brevemente algumas aplica¢des de integrais multi-
plas a teoria da probabilidade. Em particular, veremos como usa-las para calcular
probabilidades e valores esperados.

Probabilidade

Considere um dado honesto de seis faces e seja X a variavel que registra o
resultado. A probabilidade de obter 3, escrita P(X = 3), é %, pois os seis resultados
sdo equiprovaveis. Da mesma forma, a probabilidade de obter no maximo 3, isto
é, P(X < 3), vale % = %, pois ha trés resultados possiveis, 1, 2 e 3, entre os seis.
Observe que P(X < 3) = P(X = 1)+ P(X = 2) + P(X = 3). Dizemos que X é
uma variavel aleatoria discreta no espaco amostral, ou espaco de probabilidade, Q
formado por todos os resultados possiveis: Q = {1,2,3,4,5, 6}. Um evento A é um
subconjunto do espaco amostral. No exemplo do dado, o evento X < 3 é {1, 2,3}.

Agora seja X uma variavel que representa um nimero real escolhido ao acaso
em (0,1). O conjunto dos reais entre 0 e 1 ndo é discreto, nem enumeravel: nio
pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com os inteiros positivos.? Nesse
caso, para cada x € (0,1), a probabilidade P(X = x) deve ser 0. Em vez disso,
consideramos P(X < x) = x. Arazdo é simples: (0, 1) tem comprimento 1, enquanto
(0, x) tem comprimento x. Como X é escolhido uniformemente em (0, 1), isto é, é
uniformemente distribuido, temos

comprimento de (0, x) X

X< comprimento de (0, 1) 1

Dizemos que X é uma varidavel aleatéria continua no espaco amostral Q = (0, 1).
Um evento A é um subconjunto do espago amostral; por exemplo, o evento X < x
corresponde ao intervalo (0, x).

Para uma variavel aleatoria discreta, a probabilidade de um evento é a soma das
probabilidades dos resultados que o compdem. Para uma variavel aleatéria continua,
a probabilidade de um evento sera, em vez disso, a integral de uma funcdo, como

De fato, se os reais de (0, 1) fossem uma lista x;, x,, ..., poderfamos construir um namero x € (0, 1)
cuja n-ésima casa decimal difere da n-ésima casa decimal de x,, escolhendo essa casa entre 1 e 2.
Assim, x nao estaria na lista.
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veremos a seguir.
Seja X uma variavel aleatoria continua real que assume valores em Q = (a,b)
com probabilidade 1. A funcao de distribuicao F de X é definida por

F(x) = P(X <x), para—oo<x<oo (5.28)
1, parax >b
= {P(X <x), paraa<x<b (5.29)
0, parax <a.

Suponha que exista uma funcéo integravel ndo negativa f em R tal que

F(x) = J_x f(y)dy, para—co<x<oo, (5.30)

J f(x)dx = 1. (5.31)
Chamamos f de funcdo densidade de probabilidade, ou f.d.p., de X. Assim,

P(X<x) = Jx f(y)dy, paraa<x<b. (5.32)

Além disso, pelo Teorema Fundamental do Calculo, nos pontos em que f é continua,

F'(x) = f(x). (5.33)

Exemplo 5.25

Seja X um ndimero real escolhido uniformemente em (0, 1). Dizemos que X
tem distribuicdo uniforme em (0, 1), com fungéo de distribuicdo

1, parax>1
F(x) = P(X<x) = {x, para0<x<1 (5.34)
0, parax<0,

e uma funcdo densidade de probabilidade é

1, para0<x<1

fx) = (5.35)

0, caso contrario.

Em geral, se X é escolhido uniformemente em um intervalo (a, b), entdo sua
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funcio de distribuicao é

1, parax >b

F(x) = P(X<x) = 13—, paraa<x<b (5.36)
0, parax <a,

e uma funcdo densidade de probabilidade é

1
L <x<b
fx) = Jbma PRRESY (5.37)

0, caso contrario.

Exemplo 5.26

Uma distribuicdo fundamental é a distribuicdo normal padrao, cuja funcgao

densidade de probabilidade f é

fx) = L , para—oo < x < 0o, (5.38)

J2r

Essa densidade produz a conhecida “curva em sino” e é amplamente usada
em estatistica. Como f deve ser uma densidade, devemos ter

J L 2gy = g (5.39)

) \/271'

pela formula (5.31), o que equivale a
J e 2dx = Jor . (5.40)

Podemos verificar essa identidade usando uma integral dupla em coordenadas
polares. Primeiro,

Joo on e—(x2+y2)/2 dxdy — Jm e_yz/z (Jm e—x2/2 dx) dy
= (J e x/2 dx) (J e_yz/zdy)
) 2
= (J e x/2 dx)
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pois a mesma funcéo é integrada duas vezes, apenas com nomes diferentes
para as variaveis. Por outro lado, em coordenadas polares,

) ) 2T o0
J J ()2 dxdy = J J e /2 drdo
—00 J—c0 0

0
r=00
) do
r=0

2 .
— J —e " /2
0

2 2
_ J (O—(—eo))dQ:J 1d6 = 27,
0 0

e portanto

00 2
(J e /2 dx) = 21 , e portanto

—00

Var .

J e /2 dx

Além de variaveis aleatérias individuais, podemos considerar variaveis conjunta-
mente distribuidas. Sejam X,Y e Z trés variaveis aleatorias continuas reais definidas
no mesmo espago amostral Q (a discussao para duas variaveis é analoga). A funcdo
de distribuicdo conjunta F de X,Y e Z é dada por

F(x,y,2) = P(X<x,Y<y, Z<z), para—oco<x,y,z<oo. (5.41)

Se existe uma funcio integravel nio negativa f em R® tal que

z oy rx
F(x,y,z)zJ J J fu,v,w)dudvdw, para—oco<x,y,z<o00 (542)

e f(x,y,2)dxdydz = 1, (5.43)
[

entdo chamamos f de funcdo densidade de probabilidade conjunta, ou f.d.p. conjunta,
de X,Y e Z. Em geral, se a; < by, a, < by e a3 < b, temos

bs by by
Plag < X <bj, ap <Y <by, a3<Z<b3) = J J f(x,y,z)dxdydz,
a a a
P (5.44)
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Os simbolos < e < podem ser trocados em qualquer combinacdo. Assim, uma
integral tripla pode representar uma probabilidade quando f é uma densidade.

Exemplo 5.27

Escolha a, b e ¢ independentemente e uniformemente em (0,1). Qual é a
probabilidade de a equaciio ax? + bx + ¢ = 0 possuir pelo menos uma raiz real
x?

Solucio. Pela formula quadratica, existe pelo menos uma raiz real se b> — 4ac > 0.
Devemos portanto calcular P(b? — 4ac > 0). Usaremos trés variaveis aleatorias
conjuntamente distribuidas. Como 0 < a,b,c¢ < 1,

b2—dac >0 & 0 < dac < V> <1 o 0 < 2JaJc <b< 1,

onde a ultima relacdo vale para todos 0 < a,c < 1 tais que

O<4ac<1<=>0<c<i.
4a

Considerando a, b e ¢ como variaveis reais, a regido R no plano ac onde a relacio
acimavale é R = {(a,c) : 0<a<1,0<c<1,0<c< é}. Fla é a unido das
regides R; e Ry, como mostra a figura ao lado.

Sejam agora X, Y e Z variaveis aleatorias continuas, cada uma uniforme em (0,1);
pense nelas como representando a, b e ¢, respectivamente. Assim como f(x) = 1
¢ a densidade uniforme em (0,1), f(x,y,z) = 1 para x,y,z € (0,1) e 0 fora desse
cubo é a densidade conjunta de X, Y e Z. Portanto,

P(b? —4ac > 0) = P((a,c) €R, 2JaJc<b< 1),

essa probabilidade ¢ a integral tripla de f(a,b,c) = 1, com b variando de 2+/a \/c até
1 e (a,c) percorrendo R. Como R = R; U R,, dividimos a integral em duas partes,
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usando secdes verticais em R:

1/4 ~1 (1 1 1/4a (1
P(b? — 4ac > 0) J J J 1dbdcda + J J J 1dbdcda
0 0 J2\ac 1/4 Jo 2\JaJc
————

Rl Rz
1/4 (1 1 (1/4a
= J. J. (1-2Va+Jc)dcda + J J (1-2va+c)dcda
o Jo 1/4 Jo

da

4 _ _
j” (- taee [ dae [ (e-tiaer[2*)
0 3 c=0 1/4 3 c=0

1/4 \ L
J;) (1—5\/5) da + J ﬂd(l

1/4
1/4 1
=a—§a3/2 +ilna
J 0 12 1/4
= (1—1) + (o-ilnl) =2, Ly,
4 9 12 4 36 12
P(b* — 4ac > 0) = % ~ 0.2544

Em outras palavras, a probabilidade de ax? + bx + ¢ = 0 ter ao menos uma raiz real
é de aproximadamente 25%. <

Valor Esperado

O valor esperado EX de uma variavel aleatoria X pode ser interpretado como o
valor médio de X, ponderado pelas probabilidades. Se X é discreta, entdo

EX = Y xP(X =x), (5.45)

onde a soma percorre todos os valores x do espaco amostral. Por exemplo, se X
representa o resultado de um dado de seis faces, entédo

=35 (5.46)

A\ =

6 6
EX = Y xP(X=x) = Y x
x=1 x=1

é o valor esperado de X, isto é, a média dos nimeros de 1 a 6.
, .z J o) ’, . o
Se X é uma variavel aleatéria continua real com densidade f e [__ |x|f(x)dx <

oo, entao
o0

EX = J x f(x)dx . (5.47)



5. Integrais Multiplas 203

Por exemplo, se X tem distribui¢io uniforme em (0, 1), sua densidade é

1, para0<x<1
flx) = { . (5.48)
0, caso contrario,
e portanto
[ 1
EX = J x f(x)dx = J xdx = % (5.49)
—00 0

Para duas variaveis aleatorias continuas reais X e Y, conjuntamente distribuidas
com densidade f(x,y) e com primeiros momentos finitos, os valores esperados de
X eY sao

EX = J_o; J‘X’ x f(x,y)dxdy e EY = Lo:o J:)oyf(x,y)dxdy, (5.50)

—00

respectivamente.

Exemplo 5.28

Se escolhermos n > 2 nimeros reais independentes e uniformes em (0, 1),
quais sao os valores esperados do menor e do maior desses niimeros?

Solucdo. Sejam Uy, ..., U, variaveis aleatorias continuas independentes, cada uma
uniforme em (0, 1). Defina as variaveis aleatorias X e Y por

X =min(Uy,...,U,) e Y =max(Ui,...,U,).
Sabe-se® que a densidade conjunta de X e Y é

nn—1)(y—x)"2, para0<x<y<1

» (5.51)
R caso contrario.

f,y) =

Veja o Cap. 6 de [2].



5. Integrais Multiplas 204

Logo, o valor esperado de X é

-1 1
EX = Jo J n(n— Dx(y — x)" 2dydx
pe

rl =il
(nx(y — x)n1 ‘y ) dx
=X

Il
—
(=]

r1l

= J nx(1—x)"ldx , e, integrando por partes, obtemos
0

1 1
—x1—x”——1—x"+1|
(-2 — ——=— x|

1

EX = ,
n+1

e, analogamente, veja o Exercicio 3,

Ty
EY = J J n(n—1Dy(y —x)"2dxdy = n
o Jo n+1
Por exemplo, se repetirmos muitas vezes o experimento de escolher n = 3 niimeros
uniformes em (0, 1) e registrarmos o minimo e o maximo de cada amostra, a média
dos minimos se aproximara de i e a média dos maximos de Z a medida que o
numero de amostras cresce. O Exercicio 4 propde uma verificacdo computacional
simples desse fato. <

Exemplo 5.29 — Dois tempos normalizados dependentes (dificil)

Dois tempos normalizados X,Y tém densidade conjunta f(x,y) = 6x em
0 < x <y <1, e zero fora desse triangulo. Verifique a normalizacio, calcule
P(Y > 3/4), as médias e a covariancia.

Solucao. Integrando primeiro em x,

1 ry 1
JJ 6xdxdy=J3y2dy=1.
0 Jo 0

A mesma descrigio do suporte da

1
3y2 dy = 2
4

P(Y>3/4):J o1

3/
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As médias e o produto médio sdo
1 ry 1
E[X] = ( J 6x% dx dy = 2>’

! 3
Bl = [ 32 dy=3,
Jo 4

1ry
E[XY] = ( J 6x%y dx dy = Z)
Jo Jo 5
Logo, Cov(X,Y) =2/5—-(1/2)(3/4) = 1/40 > 0. As variaveis sdo dependentes: o
suporte ja impde X < Y, e a covaridncia ndo nula confirma essa conclusdo. Nenhum
produto de probabilidades marginais foi usado. <

Exercicios

B

[o¢]

1. [c2] Calcule J e=*" dx usando os resultados deste capitulo.

—00

[o¢]

2. [c2) Paraoc > 0e p € R, calcule J 1 e~C—m?/20% gy

—o0 021

3. [J2] Mostre que EY = # no Exemplo 5.28.

4. [p3] Escreva um programa, na linguagem de sua escolha, que verifique nu-
mericamente o Exemplo 5.28 para n = 3, usando um grande nimero de
amostras.

5. [p3] Repita o exercicio anterior para n = 4.

6. [A3] Para variaveis aleatorias continuas X,Y com densidade conjunta f(x, y),
defina os segundos momentos E(X?) e E(Y?) por

[e¢]

E(X?) = J Jf:oxzf(x,y)dxdy e EY? = J_‘: J_Zyzf(x,y)dxdy,

—00

e as varidncias Var(X) e Var(Y) por
Var(X) = E(X?) - (EX)? e Var(Y) = E(Y?) - (EY)%.

Calcule Var(X) e Var(Y) para X e Y do Exemplo 5.28.
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7. [p3] Prosseguindo o exercicio anterior, a correlacdo p entre X e Y é definida
por

_ B(XY) - (EX)(EY)
\JVar(X) Var(Y) ’

onde E(XY) = J J xy f(x,y)dxdy. Calcule p para X e Y do Exem-
plo 5.28. o
(Observacédo: E(XY) — (EX)(EY) é a covaridanciade X eY.)

8. [P3] No Exemplo 5.27, a resposta mudaria se o intervalo (0, 100) fosse usado
no lugar de (0,1)? Explique.
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y=g&Kx)

b g (x)
(a) Secdo vertical: J J f(x,y)dydx
a Jg(x)

d rhy(y)
(b) Secao horizontal: J J f(x,y)dxdy
¢ Ih(y)

Figura 5.2.: Integral dupla sobre uma regido nio retangular R
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y=-2x+4

(a) (b)

Figura 5.3.
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y
d
/ NN
.
\
Vi1 / \
(x> v
Yi
\\
C
L X
0la % i b

(a)  Sub-retangulos no interior da regido R
z

Ay, z=f(x.y)
A"'ZV f(xi*s y]*)

(b) Paralelepipedo sobre um sub-retan-
gulo, com volume f(x;,, yj*) Ax; Ay;

Figura 5.4.: Integral dupla sobre uma regiao geral R
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y v
-1
x—Z(u+v) 1
1 < ;
y=-(v—u) ,
x+y=1 2 R
u=—-v u=v
R
x u
0 1 —1 0 1

Figura 5.5.: Asregides Re R’




CAPITULO

6

Integrais de Linha

6.1. Integrais de Linha de Campos Vetoriais

O produto interno seleciona a componente da for¢a na dire¢do do deslocamento.
Ao somar essas contribui¢des ao longo de uma curva orientada, obtemos trabalho.
Sera essencial distinguir o vetor de deslocamento, que muda de sinal ao inverter o
percurso, do comprimento de arco, que é sempre nio negativo.

Comecamos com uma motivacdo. Para isso, recordemos a defini¢do de trabalho:

Definicao 6.1

Se uma forca constante f, atuando sobre um corpo, produz um deslocamento
Ax, entdo o trabalho realizado pela forca é f - Ax.

Queremos generalizar essa defini¢do para o caso em que a forca nio é constante.
Para isso, seja y € R” uma curva, com uma direcdo de percurso dada, e seja f :
R" — R" uma funcio vetorial.

Aqui f representa a forca que atua sobre um corpo e o empurra ao longo da
curva y. O trabalho realizado pela for¢a pode ser aproximado por

N-1 N-1

W= Y () (k1 —x) = ), £(x) - Ax;
i=0 i=0
onde xg, X1, ..., Xy s40 pontos sucessivos de y, escolhidos na direcdo do percurso.

211
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O limite quando a maior distancia entre vizinhos tende a 0 é o trabalho realizado:
N—

1
W = lim f(xi) . AXi
IP|—0 i=0

Isso motiva a seguinte definicéo:
Definicio 6.2

Sejay : [a,b] — R" uma parametrizacio por partes C! de uma curva orientada
v, esejaf : y > R" um campo vetorial continuo. A integral de linha de f

sobre y ¢ definida por
N-1
J f-d¢= lim Z f(x;) - (%41 — x;)
y =0 =%
N-1
IPI=0 ; o

se o limite acima existir. Aqui P é induzida por uma particdoa =t;, < t; < -+ <
ty = b, com x; = y(#;), e x;° é um ponto do arco percorrido entre y(t;) e y(t;1).
A malha ¢ a maior distancia entre parametros consecutivos:

P| = max (t.1 — t).
IPI = max (541 ~1)

Observacao 6.1

Sef =(fi,..., fn), onde f; : y = R sdo fungdes, costuma-se escrever a integral
de linha, na notacdo de forma diferencial, como

If-de:[fl dxy + - + f, dx,
Y Y

O resultado seguinte fornece uma maneira explicita de calcular integrais de linha
usando uma parametrizacio da curva.
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Teorema 6.2
Sey : [a,b] — R" é uma parametrizacdo por partes C! de y (na direcio do

percurso), entdo

b
J f-de :J foy(®) -y'(t) dt (6.1)
Y a

Demonstragio. Em cada trecho C!, escrevemos y(ti1) — y(t;) = ff“ y’(t) dt. Como
f oy e y’ sdo continuas nesse trecho, a soma Y, f(y(%)) - (y(t+1) — y(#)), com
7; € [, 1,1 ], converge, quando a malha tende a zero, para

b
OB ZOE?

a

Somamos os limites dos trechos da parametrizacéo. ]

Na notacédo de formas diferenciais (quando n = 2), escrevemos

f=(f.g) e y@®=(®),y®),

onde f,g : y — R séo fung¢des. Entdo o Teorema 6.2 afirma que

b
J £ode= j Fdetg dy= j LGB, y0) < (1) + (x50 y O] dt
Y Y a

Observacao 6.3

A formula (6.1) também pode ser usada como definigdo da integral de linha. A
invariancia por reparametrizacdo, demonstrada a seguir, garante que o valor
nao depende da escolha de pardmetro, desde que a orientagio seja preservada.

Exemplo 6.1

Considere F(r) = (xe?, z%, xy) e calculemos a integral de linha de a = (0,0, 0)
ab=1(1,1,1).
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Primeiro integramos ao longo da curva C; : r(u) = (u, u?, u®). Entéo r'(u) =
2
(1, 2u, 3u®) e F(r(uw)) = (ue* ,ub,u>). Logo,

1
J F-der F-r'(u) du
@ 0

1
2
=J ue® +2u’ + 3w du

Agora tentamos integrar ao longo de outra curva C, : r(t) = (£,¢,t). Assim,
() = (1,1,1).

ch F-dfzJF‘r’(t)dt

1
= J te! +2t% dt
0
=2
3
Vemos que, em geral, a integral de linha depende da curva C, e ndo apenas de
a,b.

Exemplo 6.2

Suponha que um corpo de massa M esteja na origem. A forca experimentada

por um corpo de massa m no ponto x € R> \ {0} é dada por f(x) = ﬂ;nx,
||

onde G é a constante gravitacional. Calcule o trabalho realizado quando o
corpo é deslocado de a a b ao longo de uma reta.
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Solucao. Seja y a reta que une a e b. Claramente, y : [0,1] — y, definida por
y() = a+t(b — a), é uma parametrizacdo de y. Entdo

1

t

v )3 (@) dt = SMm _ GMm
0 [y(@)| |b] |al

WZJf-d’Z:—GMm
Y

Observacao 6.4

Se o segmento que liga a a b passa pela origem, o campo nao esta definido
ao longo de todo o caminho; nesse caso, a integral acima néo se aplica sem
tratar a singularidade. Veremos mais adiante que a gravidade é uma forca
conservativa, e que a integral de linha acima depende apenas dos extremos,
e ndo do caminho percorrido.

Exemplo 6.3 — Trabalho em uma volta de um atuador

Em unidades normalizadas, um atuador exerce F(x, y) = (—ky, kx), comk > 0.
Determine o trabalho ao percorrer uma circunferéncia de raio R > 0 no sentido
anti-horario e no sentido oposto.

Solugao. Parametrize y(t) = (Rcost, Rsent), 0 <t < 27. Entdo F(y(t)) = ky’(t) e

2 2m
W = J Fiy@)-y'@) dt = J kR? dt = 27kR®.
0 0
Ao inverter o percurso, o trabalho é —27kR?. O campo atua tangencialmente
e favorece um dos sentidos. A integral fechada ndo nula mostra que ele nio é
conservativo. N
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Exercicios

Exercicio N058 Aplicacao; basico
Calcule o trabalho de F = (y,x) no segmento de (0,0) a (1,2), usando uma
parametrizacio explicita.

Exercicio N059 Aplicacido; médio
Para F = (—y,x), compare o trabalho de (0,0) a (1, 1) pelo segmento e pelo
caminho que passa por (1, 0).

Exercicio N060 Aplicacido; médio
Uma forca gravitacional F = —pur/|r|* atua fora da origem. Calcule seu trabalho
em um segmento radial que liga distancias a e b, ambas positivas.

6.2. Invariancia de Parametrizacao e Qutras
Propriedades das Integrais de Linha

A integral deve depender do percurso orientado e de sua multiplicidade. Uma
reparametrizacio que preserva o sentido altera a velocidade usada na descricéo,
mas a substituicdo na integral compensa essa alteragdo. Inverter o sentido muda o
sinal; percorrer a curva duas vezes duplica o resultado.

Como as integrais de linha podem ser definidas em termos de integrais usuais,
elas compartilham muitas de suas propriedades.

Definicdo 6.3

A curva y é dita unido de duas curvas y; e y, se y é definida em um intervalo
[a,b], e as curvas y; e y, sdo as restri¢des Y|[a,d] e Y|[d,b]~

Proposicao 6.5

B propriedade de linearidade em relagio ao integrando,

f-d€+ﬁJG-df
Y

J(af+ﬁG)-d€:aJ
Y

Y
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B propriedade aditiva em relacdo ao caminho de integragio: onde a unio
das duas curvas y; e y, é acurvay.
1€)2

Jf-dfzj f-d{’+J' f-de
Y " Y2

As demonstragdes dessas propriedades seguem imediatamente da definicdo da

integral de linha.

Definicdo 6.4
Seja h : I — I, uma funcéo C! bijetiva, com I = [a,b] e I; = [ay,b;], e seja
1 © I; = R" um caminho por partes C'. A composicio

r2=yneh:I->R

é chamada uma reparametrizacio de y;.

Est4 implicito na definicdo que h deve levar extremidades a extremidades; isto é,
ou h(a) = ay e h(b) = by, ou h(a) = by e h(b) = a;. Distinguimos esses dois tipos de
reparametrizagoes.

B No primeiro caso, a reparametrizacio é dita preservadora de orientacio, e
uma particula que percorre o caminho y; - h move-se na mesma direcdo que uma
particula que percorre y;.

B No segundo caso, a reparametrizacdo é descrita como inversora de orientacéo,
e uma particula que percorre o caminho y; = h move-se na direcdo oposta a de
uma particula que percorre y;.

Proposicao 6.6 — Invariancia por reparametrizacao
Sey, =y; oh,ondeh : [ay,by] — [a;,b;] é uma bijecdo crescente de classe
C!, entio as duas parametrizacoes percorrem o caminho na mesma direcio e

by b,
J Foyy ()7 dt:J' £opp()- V(D) d.

a a
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Demonstragao. Pela regra da cadeia,
Y2(®) = y{(h@®)R' (2).

Logo,
b

bZ 2
j £1a(®) - 130 dt=j £ (R(®)) - v (hE)R (1) dt.

a a
A mudanga de variavel s = h(t) transforma a ultima integral na integral sobre
la1, b1]. u

Exercicios

Exercicio N061 Consolidacao; basico

Calcule Jc(x, y) - dr no segmento de (0,0) a (1,1) com y(t) = (t,t),0 <t < 1, e
com 1(s) = (2s5,25),0 < s < 1/2.

Exercicio N062 Consolidacao; basico

Compare a integral de F = (—y, x) no circulo unitario percorrido uma vez, duas
vezes e uma vez no sentido horario.
Exercicio N063 Justificacdo; médio

Demonstre a regra de mudanga de sinal para uma reparametrizagio estritamente
decrescente, explicando a troca dos extremos.

6.3. Integral de Linha de Campos Escalares

Para acumular a massa de um fio ou uma quantidade distribuida sobre uma curva,
usamos uma densidade escalar multiplicada pelo comprimento de arco. Surge o
fator |y’ (¢)|, sem sinal de orientac¢do. A geometria é a mesma do trabalho, mas a
quantidade acumulada e seu elemento de integracio sdo diferentes.

Definicido 6.5
Sey : [a,b] — R" é uma parametrizacdo por partes C! de y, entio
N-1
length(y) = lim Z %11 — xl,
IP|—0 i=0
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onde P é induzida por uma parti¢do a = fj < - < tyy = b, com x; = y(t;), e
1P| = max;(ti1 — 1)

Mais geralmente:

Definicao 6.6

Se f : y — R é uma funcio escalar continua, definimos®

N-1
jfunélmIEIﬂﬁ)mH—mL
Y

IPl-0 &2

“Infelizmente, j f |d¢| também é chamada integral de linha. Para evitar confusio, chamaremos

Y
esta de integral de linha em relacio ao comprimento de arco.

A integral J f |de| também é denotada por
14

Lf¢=LfMﬂ

Teorema 6.7

Seja y € R" uma curva por partes C!, y : [a,b] - R" uma parametrizacio
por partes C! (na direcio de percurso dada), e f : y — R uma funcio escalar
continua. Entdo

b
Jﬂw=jfmmwvn¢
Y a

e, consequentemente,

b
uw=jwvnw

a

length(y) = J

Y
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Exemplo 6.4

Calcule a circunferéncia de um circulo de raio r.

Exemplo 6.5
O traco de
r(t) =icost + jsent + kt

é conhecido como uma hélice cilindrica. Para encontrar o comprimento da
hélice quando ¢ percorre o intervalo [0, 277]. Como

r'(t) = —senti+ costj+k, e’ @) = Jsent + cos?t + 1 = V2,

temos |df| = V2 dt e, portanto, o comprimento é

21
V2di = 274/2.

0

6.3.1. Area acima de uma Curva

Se y é uma curva no plano xy e f(x,y) é uma funcdo continua ndo negativa
definida na curva y, entéo a integral

J fGoy)lde
Y

pode ser interpretada como a area A da cortina obtida pela unido de todos os
segmentos verticais que se estendem para cima do ponto (x, y) até a altura f(x, y),
isto é, a area limitada pela curva y e pelo grafico de f.

Esse fato decorre da aproximacéo por retangulos:

N-1
adrea = lim Z f(x,-*,yi*) %1 — X
IPl—0 =
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Exemplo 6.6

Use uma integral de linha para mostrar que a area lateral A de um cilindro
circular reto de raio r e altura h é 2zzrh.

AT

% i
X“+y =r
Figura 6.1.: Cilindro circular reto de raio r e altura h

Solucio. Usaremos o cilindro circular reto com base circular C dada por x? + y? =
r? e altura h na direcio positiva de z (veja a Figura 4.1.3). Parametrizemos C da
seguinte forma:

x = x(t) = rcost, y = y) = rsent, 0<t<2r
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Seja f(x,y) = h para todo (x, y). Entdo

b
A= L e = j O, y(O) Jx @ + 3/ dt

a

21
= J h(=rsent)? + (r cost)? dt
0
21
= hJ rvsen?t + cos?t dt
0

2
= th 1dt = 2nrh
0

Exemplo 6.7

Calcule a 4rea da superficie que se estende para cima do circulo x% + y? = 1

no plano xy até o cilindro parabélico z = 1 — y?.

Solucao. O circulo C dado por x? + y? = 1 pode ser parametrizado da seguinte
forma:
x = x(t) = cost, y = y() = sent, 0<t<2rx

Seja f(x,y) = 1 — y? para todo (x,y). Ao longo do circulo, temos f(x(t), y(t)) =
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1 — sen®t. Entdo

- b
A= | sy = [ s yen x @z + v a

r‘27[

= J (1 — sen? /(= sent)? + (cost)? dt
0
r<271'

= J 1—sen’tdt =
0

Exercicios

Exercicio N064 Aplicacido; médio

Um fio é a hélice y(¢#) = (cost,sent,t), 0 < t < 27, e tem densidade linear
A =1+t Determine sua massa em unidades normalizadas.
Exercicio N065 Consolidacao; basico

Calcule fc(x2 + %) ds no circulo de raio a > 0 e explique por que a orientagio
nio afeta o resultado.
Exercicio N066 Aplicacido; médio

Calcule o comprimento de y(t) = (t,1%), 0 < t < 1, e use densidade constante A,
para obter a massa do fio.

6.4. O Primeiro Teorema Fundamental

Quando o campo é um gradiente, a regra da cadeia transforma sua integral ao
longo da curva na variagdo de uma funcao escalar. O calculo passa a depender
apenas dos extremos. A existéncia de um potencial, porém, deve ser verificada em
todo o dominio do caminho.

Definicio 6.7
Suponha que U C R" seja um dominio. Um campo vetorial F é um campo
gradiente em U se existe uma funcio C! ¢ : U — R tal que

F = V.

A funcio ¢ é chamada potencial do campo vetorial F.
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Definicio 6.8
Suponha que U C R” seja um dominio. Um campo vetorial continuo f : U —

R" é independente do caminho se sua integral sobre uma curva por partes
C! depende apenas dos extremos, para toda curva desse tipo em U.

Teorema 6.8 — Primeiro teorema fundamental das integrais de linha
Suponha que U C R seja um dominio, que ¢ : U — R seja C! e que y seja
uma curva por partes C! que comeca em a, termina em b e esta inteiramente
contida em U. Entdo

j Vo - dt = o(b) - p(a).
Y

Demonstracdo. Sejay : [0,1] — y uma parametrizacio por partes C! de y. Observe
que

1

' d
J vo-ae= | 0@y @= [ L o0@ @ = 0000
|

O teorema acima pode ser reformulado assim: um campo vetorial gradiente é
um campo vetorial independente do caminho.
Se y é uma curva fechada, entdo as integrais de linha sobre y sdo denotadas por

ﬂgf-df.
Y

Corolario 6.9

Se U C R" é um dominio, ¢ : U — R é C! e y C U é uma curva fechada por

partes C!, entiio
1; Vo -dt = 0.
)4
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Definicido 6.9
Seja U C R" um dominio e seja f : U — R" um campo vetorial continuo.
Dizemos que f é uma forca conservativa (ou campo vetorial conservativo)

3gf-d£:0,
Y

para toda curva fechada y completamente contida em U.

se

Pelo primeiro teorema fundamental, todo campo gradiente é conservativo. Re-
ciprocamente, em um dominio conexo por caminhos, a condicdo de integral nula
sobre toda curva fechada implica independéncia do caminho e, pelo segundo te-
orema fundamental abaixo, a existéncia de um potencial. A simples conexidade
sera necessaria mais adiante para o critério baseado no rotacional. Para um campo
vetorial conservativo:

F-dt=| Vop-d¢
o=

= [¢1}

= ¢(b) — ()

Observamos que o resultado é independente do caminho y que une a a b.

Exemplo 6.8

Se ¢ nio for C! sequer em um ponto, o resultado acima pode falhar de modo
bastante grave. Seja ¢(x, y) = Arg(x + iy), definida no dominio R? \ {(x, 0) :
x < 0} com valores em (-7, 7). No dominio de ¢, seu gradiente é

1 -y
Vo= ——— :
Y x2+y2<x)
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A expressio a direita estende o gradiente a um campo vetorial F em R2\{(0, 0)}:
F(x,y) = 55— (-y.%)
Y x? + 32 P

Esse campo esta definido em toda a circunferéncia unitaria y = {(x,y) :
x% + y? = 1}. Entretanto, é facil calcular

#F-d’Z:Zn’iO.
Y

Isso néo contradiz o corolario anterior: a propria ¢ nio esta definida em todo y,
embora seu gradiente admita a extenséo vetorial acima. Esse exemplo conduz
ao chamado numero de enrolamento, ao qual retornaremos mais adiante.

Exercicios

Exercicio N067 Consolidacao; basico

Para ¢ = xzy + 22, calcule JC V¢ - dr em qualquer caminho de (0, 1,0) a (2,3, 1).

Exercicio N068 Aplicacao; médio
Uma forca tem energia potencial V = mgz + k(x? + y%)/2. Determine a forca e
seu trabalho entre dois pontos dados.

Exercicio N069 Justificacao; basico
Mostre que a integral de um gradiente sobre uma curva fechada é zero, mesmo
que a curva tenha autointersecoes.

6.5. Teste para um Campo Gradiente

A igualdade das derivadas mistas fornece um teste local necessario. Para con-
cluir a existéncia de um potencial global, a topologia do dominio também importa.
Campos em regides com buracos podem passar no teste diferencial e ainda ter
circulacdo nao nula.

Se F = Vg e ¢ é de classe C?, a igualdade das derivadas parciais mistas implica

OF. JF;
) =—lx), 1<ij<n
axj 8xl-



6. Integrais de Linha 227

Se alguma dessas igualdades falha, o campo néo pode ser gradiente.
Isso nos da uma maneira simples de determinar que um campo vetorial ndo é
um campo gradiente.

Exemplo 6.9
O campo vetorial F = (—y, x, —yx) ndo ¢ gradiente, pois d,,F; = —1 ndo ¢ igual
a asz =1.

Se U é um dominio simplesmente conexo e F € C'(U;R"), o critério também
funciona no sentido inverso. Se F = (Fy, ..., F,) satisfaz

OF. OF;
)= —L

x) para todoi,j
ox; ax,-( )P J

entdo F é um campo gradiente (isto é, existe uma funcéo potencial f tal que F = Vf).
Isso nos da uma maneira muito util de verificar se um campo vetorial é um campo
gradiente.

Exemplo 6.10

O campo vetorial F = (x, z, y) é um campo gradiente porque F esta definido
em todo R3, cada componente possui derivadas parciais continuas, e M, =
0= Ny, M, =0=Py,eN, =1=P),. Observe que f = x2/2 + yz fornece
Vf=(x,z,y)=F.

6.5.1. Campos vetoriais irrotacionais

Nesta secdo restringimos nossa atencéo ao espaco tridimensional.

Definicdo 6.10

Sejaf : U — R® um campo vetorial C! definido no conjunto aberto U. Entio
o campo vetorial f é chamado irrotacional se, e somente se, seu rotacional é
0 em todo U, isto é, se

Vxf=0.
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Para todo campo escalar C? ¢ em U, temos
V x (Vo) = 0.

Portanto todo campo vetorial gradiente C! em U também é um campo vetorial
irrotacional em U.
Desde que U seja simplesmente conexo, a reciproca também é verdadeira:

Teorema 6.10

Seja U C R? um dominio simplesmente conexo e seja f um campo vetorial
C! em U. Entio sdo equivalentes:

B f é um campo vetorial irrotacional;
B f éum campo vetorial gradiente em U;

B f é um campo vetorial conservativo em U.

A demonstracdo deste teorema é apresentada na Segao 7.7.1.
A afirmacdo acima nao é verdadeira em geral se U ndo for simplesmente conexo,
como ja vimos no exemplo 6.8.

6.5.2. Trabalho e energia potencial

Definicdo 6.11 — Trabalho e energia potencial

Se F(r) é uma forga, entdo J F-dt é o trabalho realizado pela for¢a ao longo da
R C
curva C. E o limite de uma soma de termos F(r) - ér, isto é, da forca na dire¢io

de dr.

Considere uma particula pontual movendo-se sob F(r) de acordo com a segunda
lei de Newton: F(r) = mi.
Como a energia cinética é definida por
e
1) = Imlil?

a taxa de variacdo da energia é

%T(t):mr’-sz-r'.
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Suponha que o caminho da particula seja uma curva C de a = r(a) ab = r(f).
Entédo

Nm—ﬂw=ﬁ%§&=ﬁFiw=LFﬂ-

Logo, o trabalho realizado sobre a particula é a variagido da energia cinética.

Definicao 6.12 — Energia potencial

Dada uma forca conservativa F = —VV, V(x) é a energia potencial. Entao

Jpazw@—ww
C

Portanto, para uma forga conservativa, temos F = —VV, onde V(r)éa energia
potencial.

Assim, o trabalho realizado (ganho de energia cinética) é a perda de energia
potencial. Logo, a energia total T + V é conservada, isto é, constante durante o
movimento.

Nesse contexto, a existéncia de uma energia potencial V esta diretamente ligada
ao carater conservativo da forca.

Exercicios

Exercicio N0O70 Consolidacao; médio

Examine se F = (2xy, x? + 2y) é conservativo em R? e encontre um potencial.

Exercicio NO71 Justificacdao; médio

Para F = (—y/(x* + y?),x/(x? + y?)), calcule o rotacional fora da origem e a
circulagdo no circulo unitario. Explique a diferenca entre a concluséo local e a

global.

Exercicio N072 Consolidacao; médio

Determine quais valores de a,b tornam F = (ayz, bxz, xy) um campo gradiente
3
em R°.



6. Integrais de Linha 230

6.6. O Segundo Teorema Fundamental

A reciproca constroéi o potencial a partir da propria integral de linha. Fixamos
um ponto de referéncia e acumulamos o campo até cada ponto do dominio. A
independéncia do caminho torna essa defini¢do inequivoca; a continuidade do
campo permitira provar a diferenciabilidade do potencial.

O teorema do gradiente afirma que, se o campo vetorial f é o gradiente de alguma
funcdo escalar, entdo f é um campo vetorial independente do caminho. Este teorema
possui uma reciproca poderosa:

Teorema 6.11

Suponha que U C R" seja um dominio e que F : U — R" seja continuo. Se F
¢ independente do caminho em U, entdo F é o gradiente de alguma funcio
escalar.

E direto mostrar que um campo vetorial é independente do caminho se, e somente
se, a integral do campo vetorial sobre todo lago fechado em seu dominio é zero.
Assim, a reciproca pode ser enunciada alternativamente da seguinte forma: se a
integral de f sobre todo laco fechado no dominio de f é zero, entéo f é o gradiente
de alguma funcéio escalar.

Demonstragao. Fixe a € U. Como um dominio aberto e conexo por caminhos
admite caminhos poligonais, defina

X

d(x) = J F-de,
a
usando qualquer caminho C! por partes em U. A independéncia do caminho garante
que ¢ esta bem definida. Fixe x e tome h pequeno o bastante para que o segmento
x+1th,0 <t <1, permaneca em U. Pela aditividade,

1

¢(x + h) — ¢p(x) =J F(x +th)-h dt.

0

Subtraindo F(x) - h e aplicando Cauchy-Schwarz,

|p(x + h) — ¢(x) — F(x) - h| < sup |F(x + th) — F(x)| — o.
d 0<t<1

A dltima convergéncia decorre da continuidade de F em x: todos os pontos do
segmento ficam a distdncia no maximo |h| de x. Portanto, ¢ é diferenciavel e



6. Integrais de Linha 231

D,¢(h) = F(x) - h, isto é, V¢ = F. Como F é continuo, ¢ é de classe C!. O
argumento controla todos os deslocamentos, e ndo apenas as direcdes tomadas
separadamente. ]

Exercicios

Exercicio N073 Consolidacao; basico

Partindo da independéncia do caminho, defina um potencial de F = (2x, 2y) com
referéncia em (1, 0) e determine a constante correspondente.

Exercicio N074 Justificacio; médio
Mostre que dois potenciais de um mesmo campo diferem por uma constante em
cada componente conexa do dominio.

Exercicio N0O75 Justificacdo; médio
Deduza a equivaléncia entre independéncia do caminho e integral nula em todo
caminho fechado, usando a concatenac¢io de caminhos.

6.7. Construcao de Funcoes Potenciais

Para calcular um potencial, integramos uma componente e recuperamos as
fungdes das outras variaveis usando as componentes restantes. Essas fungdes de
integracdo sdo indispensaveis. Ao final, conferir todas as derivadas parciais é uma
verificacdo simples que detecta termos omitidos.

Se f é um campo conservativo em um conjunto aberto conexo U, a integral de
linha de f é independente do caminho em U. Portanto, podemos encontrar um
potencial simplesmente integrando f de um ponto fixo a até um ponto arbitrario x
em U, usando qualquer caminho suave por partes contido em U. O campo escalar
assim obtido depende da escolha do ponto inicial a. Se come¢armos de outro ponto
inicial, digamos b, obteremos um novo potencial. Mas, pela propriedade aditiva das
integrais de linha, eles podem diferir apenas por uma constante, que ¢ a integral de

fdeaab.

Construcao de um potencial em um retangulo aberto. Se f é um campo
vetorial conservativo em um retangulo aberto de R", um potencial f pode ser
construido integrando de um ponto fixo até um ponto arbitrario ao longo de um
conjunto de segmentos paralelos aos eixos coordenados.

Simplificaremos a dedugéo, supondo que n = 2. Nesse caso, podemos integrar
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(a,b) (x,b)

primeiro de (a,b) a (x,b) ao longo de um segmento horizontal e depois de (x,b)
a (x,y) ao longo de um segmento vertical. No segmento horizontal usamos a
representacao paramétrica

Y1 (t) = ti + bj, a<t<x,
e no segmento vertical usamos a parametrizacdo
Y2(t) = xi + tj, b<t<y.

Se F(x,y) = Fi(x, y)i + F(x, y)j, a formula resultante para um potencial f(x,y) é

X

y
flx,y) :J Fi(t,b) dt + L Fy(x,t) dt.

a

Também poderiamos integrar primeiro de (a, b) a (a, y) ao longo de um segmento
vertical e depois de (a, y) a (x, ¥) ao longo de um segmento horizontal, como indi-
cado pelas linhas pontilhadas da figura. Isso fornece outra formula para f(x, y):

y x
flx,y) = L Fy(a,t) dt + J Fi(t,y) dt.

a

As duas formulas fornecem o mesmo valor para f(x, y) porque a integral de linha
de um gradiente é independente do caminho.

Construcao de um potencial usando antiderivadas Ha outra maneira de en-
contrar um potencial: integramos uma das componentes e determinamos a funcdo
residual pelas demais. Por exemplo, de 9,V = F; obtemos

X

V(x,y) = j Fi(u, ) du+ G(y).

a

Derivando essa expressao em relacéo a y e impondo 9,V = F,, determinamos G.
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Exemplo 6.11

Mostre que

F = (e*cosy+ yz)i+ (xz —e*seny)j + (xy + 2)k

é conservativo em seu dominio natural e encontre uma funcio potencial para
ele.

Solucio.

O dominio natural de F é todo o espago, que é conexo e simplesmente conexo.
Definamos:

M =e*cosy+yz

N =xz—-¢"seny

P=xy+z
e calculemos
o _ oM
ox Y 0z
oP oN
& _ =
ay 0z
oN X 0
— =z—-¢e¢'seny=—
ox ay

Como as derivadas parciais sdo continuas, F é conservativo. Agora que sabemos
que existe uma funcéo f cujo gradiente é igual a F, vamos encontra-la.

0
— =¢“cosy+yz
ox

af
oy
of
_ = +
92 xy 7%

Se integrarmos a primeira das trés equacdes em relacio a x, obtemos

=xz—e’seny

flx,y,2) = J.(ex cosy + yz)dx = e* cosy + xyz + g(y, z)

onde g(y, z) é uma constante dependente das variaveis y e z. Calculamos entio
a derivada parcial em relacdo a y dessa equacdo e a igualamos a equacéo acima.
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d
i(f(x,y,z)) =—e*seny+xz + 8 =xz—e seny
dy dy

Isso significa que a derivada parcial de g em relagdo a y é zero, eliminando
completamente y de g e deixando-a como fung¢io apenas de z.

f(x,y,2z) = e*cosy + xyz + h(z)

Repetimos entéo o processo com a derivada parcial em relacdo a z.
0 dh
—(fe,y,2)=xy+—=xy+z
0z dz

o0 que significa que
% =z
dz

portanto podemos encontrar h(z) por integracao:
2
h(z) = % +C

Portanto,

2
f(x,y,Z):exc05y+xyz+%+C

Ainda temos infinitas func¢des potenciais para F, uma para cada valor de C. «

Exercicios

Exercicio N0O76 Consolidacio; médio

Encontre um potencial de F = (2xy + €*, x* + 2yz, y?) e confira todas as compo-
nentes.

Exercicio N077 Consolidacao; médio

Para F = (yz, xz,xy), construa um potencial por segmentos paralelos aos eixos,

partindo da origem.
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Exercicio N0O78 Justificacdo; médio
Ao integrar F; = 2xy em x, um aluno obtém apenas x?y + C. Explique por que
deve escrever x%y + g(y,z) e termine a construcio para F = (2xy, x? + z,z + y).

6.8. Teorema de Green no Plano

O Teorema de Green relaciona uma circula¢io na fronteira a uma soma de rotaci-
onais no interior. O cancelamento das bordas internas explica essa relacio e também
a orientagdo dos buracos: a regido deve ficar a esquerda em cada componente da
fronteira.

Definicao 6.13

A curva orientada positivamente é uma curva plana simples e fechada
tal que, ao percorré-la, seu interior fica sempre a esquerda. Se, na defini-
¢do anterior, trocarmos esquerda e direita, obteremos uma curva orientada
negativamente.

Veremos agora uma maneira de calcular a integral de linha de um campo veto-
rial suave ao redor de uma curva simples fechada. Um campo vetorial f(x,y) =
P(x,y)i+ Q(x,y)j é suave se suas fungdes componentes P(x, y) e Q(x, y) sdo sua-
ves. Usaremos o Teorema de Green (as vezes chamado Teorema de Green no plano)
para relacionar a integral de linha ao redor de uma curva fechada com uma integral
dupla sobre a regido interior a curva:

Teorema 6.12 — Teorema de Green — Regides simples

Seja ©Q C R? uma regiio limitada cuja fronteira é uma curva simples, fechada
e por partes C!, orientada positivamente. Seja f(x,y) = P(x, y) i+ Q(x, y)j
um campo vetorial de classe C! em uma vizinhanca de Q. Entdo

ﬂgyf-df - ﬂ (%—%) dA, 6.2)
Q

onde y é percorrida de modo que Q esteja sempre do lado esquerdo de y.
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" n

Y3 Y2

Q) Q)

(a) curva orientada positiva- (b) fronteira orientada positiva-
mente mente de uma regido com
buracos
"

(c) curva orientada negativa-
mente

Figura 6.2.:  Orientacdes de curvas
Demonstrag¢do. Demonstraremos o teorema primeiro para uma regiao que seja

simultaneamente simples nas direcoes horizontal e vertical, isto é, quando a curva
fronteira y pode ser escrita como C = y; U y5 de duas maneiras:

¥1 = acurva y = y;(x) do ponto X; ao ponto X, (6.3)

Y2

a curva y = y,(x) do ponto X, ao ponto Xj, (6.4)

onde X e X, so, respectivamente, os pontos de C mais a esquerda e mais a direita;
e

¥1 = a curva x = x;(y) do ponto Y, ao ponto Y; (6.5)

Y2 = a curva x = x,(y) do ponto Y; ao ponto Y, (6.6)

onde Y; e Y, sdo, respectivamente, os pontos mais baixo e mais alto de y. Veja a

figura.
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x 9 x(y)

y = yi(x)

Integre P(x, y) ao redor de y usando a representacdo y = y; U y,. Como y = y;(x)
ao longo de y; (quando x vai de a a b) e y = y,(x) ao longo de y, (quando x vai de b
a a), como vemos na figura, temos

iP(x, y)dx = L P(x,y)dx + J;Z P(x,y)dx

b a
= J P(x, y;(x))dx + L P(x, yp(x)) dx

b

b
j PG j PG o) d

a

b

(P(x, y2(x)) — P(x,51(x))) dx

y=y5(x) )

-,
[ (ren 20
ol
-5

b ry(x) oP
J (x,y) dydx (TFC)

(%) 3
—dA.
Q

Analogamente, integre Q(x, y) ao redor de y usando a representacdo y = y; U y,.
Como x = x;(y) ao longo de y; (quando y vai de d a c) e x = x3(y) ao longo de y,
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(quando y vai de ¢ a d), como vemos na figura, temos

3@Q(x, wdy = | oy + [ oG ydy
Y 41 Y2
d

L 0(xi(y).y)dy + J 0(x,(y). ) dy

c

d d
—j 0(x(y).y)dy + j 0(x,(y). ) dy

d
= ( Q). y) — Qx1(»),¥)) dy

- [ own[ =) ay

Je x(»)

dxdy (TFC)

¢ J %) aQ(x Y,

Je Jx(y)

120
= ﬂ dA, e portanto
ox

Q
éf'dr
Y

ip(x, y)dx + iQ(X, y)dy
_g %dA—kg gd/x
_ g <§_%>M.

Observacao 6.13

A hipétese de regularidade exige que P e Q tenham derivadas parciais continuas
em uma vizinhanca de Q. Uma singularidade no interior ou na fronteira pode
invalidar a aplicacdo do teorema.

O célculo acima trata diretamente uma regido simples nas dire¢des horizontal e
vertical. O caso de uma fronteira simples por partes C! geral segue por subdivisio
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e aproximacdo por regides elementares; as integrais nas fronteiras internas se
cancelam.

Exemplo 6.12
Calcule 3€ (x? + y*)dx + 2xy dy, onde C é a fronteira da regido percorrida
&

no sentido anti-horario R = {(x,y) : 0< x <1, 2x* <y < 2x}

(1,2)

Solucdo. R é aregido sombreada na figura acima. Pelo Teorema de Green, para
P(x,y) = x* + y? e Q(x,y) = 2xy, temos

[(2-2)
g(Zy—Zy)dA = L[ 0dA = 0.

Hé outra maneira de ver que a resposta é zero. O campo vetorial f(x, y) = (x?+y?) i+

3g (x? + y*)dx + 2xy dy
€

2xyj possui uma fungio potencial F(x,y) = éx3 + xy?, e portanto é f-dr=0. <«
©

Exemplo 6.13
Seja f(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j, onde
—y X
P(x,y) = —— e xX,y) = ——,
(x, %) R Q(x,y) 152

esejaQ = {(x,y) : 0 < x*>+y?> < 1}. Para a curva fronteira exterior
C : x? + y? = 1, percorrida no sentido anti-horario, a parametrizacio y(t) =
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(cost,sent) da

21
3g f-dr = J (—sent,cost) - (—sent,cost) dt = 27.
C 0

Mas

Q

‘;S (:;yx;)z = :J ( ) A_godAzo.

Isso parece contradizer o Teorema de Green. Entretanto, Q néo é a regido inteira

delimitada por C: o ponto (0,0) nio pertence a Q, e a singularidade do campo esta

justamente nesse ponto. Portanto, o Teorema de Green nio se aplica.

Exemplo 6.14

Calcule o trabalho realizado pela forca

f(x,y) = (senx — y°) i+ (¥ + x7)

anti-horario.

para mover uma particula ao redor do circulo unitario x? + y* = 1 no sentido

Solucao.

W:# f-de
C

= SEC(senx —y¥dx + (& + x%) dy
= ﬂ [i(ey +x%) - i(senx -y |[dA
D | 9x ay

Teorema de Green

=3ﬂ (x? +y?)dA
D
2w 1 3
:BJ J r3drdd ==
o Jo 2

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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usando coordenadas polares

(6.13)

O Teorema de Green pode ser generalizado:

Teorema 6.14 — Teorema de Green — Regides com buracos

Seja Q C R? uma regido limitada conexa, regular e com niimero finito de
buracos. Denote por y a fronteira exterior e por yy, ..., yn as fronteiras inte-
riores, todas por partes C!. Escreva f = (P,Q) e suponha que f seja de classe
C! em uma vizinhanca de Q. Entdo

JL[&XQ—ayP] dA:if-ng;if-de,

onde a fronteira exterior ¢ percorrida no sentido anti-horario e cada fron-
teira interior no sentido horario; assim, todas as componentes tém a orien-
tagdo positiva induzida pela regido.

Observacao 6.15

Uma convencdo comum é denotar a fronteira de Q por oQ e escrever

N
Q=yuU [Uyll
i=1

Entdo o Teorema 6.14 torna-se

HQ [0.0—a,P] dA = i . f-de,

onde novamente a fronteira exterior é orientada no sentido anti-horario e as
fronteiras interiores sdo todas orientadas no sentido horario.
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Observacao 6.16

Na notacgdo de formas diferenciais, o Teorema de Green é escrito como

HQ [0.0 - a,P] dA = LQ P dx+Q dy,

onde P,Q : Q — R sdo funcgdes C!. (Usamos as mesmas hipéteses anteriores
sobre o dominio Q e as orienta¢des das integrais de linha na fronteira.)

Demonstragao. A demonstracdo completa é um pouco trabalhosa. Mas a ideia

principal pode ser vista provando-o primeiro quando Q é um quadrado. De fato,
suponha inicialmente que Q = (0, 1)?.

d y

X

z b

Entao o Teorema Fundamental do Célculo fornece

1 1

[l -ayp] aa=| 1oy -00y dy- | [pee1)-Pex.0)] dx

Q y=0 x=0

A primeira integral é a integral de linha de f nos dois lados verticais do quadrado,
e a segunda ¢é a integral de linha de f nos dois lados horizontais do quadrado. Isso
prova o Teorema 6.14 no caso em que Q é um quadrado.

Para integrais de linha, ao somar dois retangulos com uma aresta comum, as
arestas comuns sao percorridas em sentidos opostos, de modo que a soma é sim-
plesmente a integral de linha ao longo da fronteira exterior.

——

+

Analogamente, ao somar muitos retdngulos, tudo se cancela, exceto a fronteira
exterior. Isso estende o Teorema de Green em um retangulo ao Teorema de Green
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em uma soma de retdngulos. Para regides regulares, essa ideia é formalizada por
uma decomposicdo em sub-regides simples e por um argumento de aproximacao;
as contribuicdes nas fronteiras internas se cancelam duas a duas.

|
Exemplo 6.15
Calcule é y3dx — x* dy, onde y sio os dois circulos de raios 2 e 1 centrados
©
na origem, com orientacao positiva.
Solucao.
ﬂg Y dx —x3dy = -3 J J (x? + y?)dA (6.14)
Y D
21 2
= —3J J r3 drdo (6.15)
0 1
457
=—— 6.16
: (6.16)
<

6.8.1. Escolher o método: trés calculos do mesmo trabalho

Exemplo 6.16 — Calculo direto, potencial e Green

Para F = (2xy,x? + 2y), calcule o trabalho de A = (0,0) até B = (1,1) na
parabola C : r(t) = (t, tz), 0 <t < 1, pelos trés métodos. Ao usar Green,
explique por que é necessario completar um percurso fechado.

Solucao. Calculo direto. Temos F(r(t)) = (2t3,3t?) e r’ = (1,2t). Logo W =
1g.3
|, 8t°dt = 2.
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Potencial. O campo é V¢ para ¢ = x?y + y%. Portanto W = ¢(B) — ¢(A) = 2.
Essa é a escolha mais curta depois de reconhecer o potencial.

Green. Acrescente o segmento L de A até B e percorra C de A até B, retornando
por L. A curva fechada tem orientacio positiva na regiso x* <y < x,0 < x < 1.
Como 9, F — 9, F; = 2x — 2x = 0, Green da jc F-dr— JL F-dr = 0. No segmento
r(t) = (t,1), o integrando é 3t> + 2t, cuja integral é 2. Logo o trabalho em C também
é2.

Green nio foi aplicado diretamente ao caminho aberto. Nesse exemplo, o fecha-
mento permite transferir o calculo para um caminho mais simples, mas o potencial
continua sendo o método mais eficiente. Se a integral fechada tivesse rotacional

constante e regido de area conhecida, Green poderia ser a primeira escolha. <
Exercicios
Exercicio N0O79 Consolidacao; basico

Use Green para calcular $(—y dx + x dy) quando C ¢ a fronteira positiva de
x2/4+y* <1

Exercicio N080 Consolidacao; médio

Calcule a circulacéo de F = (—y, x) na fronteira positiva da regido 1 < x*+y* < 4.
Conlfira as orienta¢des das duas componentes.

Exercicio N081 Justificacdo; médio
Explique por que Green nido pode ser aplicado diretamente ao campo

(—y/r% x/r?) sobre um disco que contém a origem; aplique-o corretamente
a uma coroa circular.

Exercicios de ampliacao

Exercicio A004 Aplicacdo; médio

Escolha e justifique o método mais eficiente em cada caso: o trabalho de F =
(3x?,2y) em um caminho de (0,0) a (2, 1); a circulago positiva de G = (—y, x) na
elipse x2/9 + y?/4 = 1. Depois confira cada resultado por outro método em um
percurso apropriado.
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Exercicio A005 Justificacdo; médio
Para F = (—y?, x?), calcule a circulacio no circulo unitario positivo e compare

Green com a parametrizacio direta. O resultado permite concluir que o campo é
conservativo em R?? Justifique.

6.9. Aplicacio do Teorema de Green: Area

Escolhendo um campo com rotacional escalar igual a 1, a circulacdo mede a
area. Para curvas orientadas no sentido oposto, a formula fornece a area com sinal
contrario. Para poligonos, ela se reduz a uma soma calculada diretamente dos
vértices.

O Teorema de Green pode ser usado para calcular areas por meio de integrais
de linha. Seja C uma curva plana simples, fechada, suave por partes e orientada
positivamente, e seja U a regido limitada por C. A area do dominio U é dada por

A= | aa

0
Entdo, se escolhermos P e Q tais que a—Q __ 1, a 4rea é dada por
x oy

Azﬂg(P dx +Q dy).
C

Algumas férmulas possiveis para a area de U séo:

A=§x dy=—4;y dleé(—y dx + x dy).
c c 2 Jc

Corolario 6.17

Seja Q C R? uma regido limitada regular, com fronteira por partes C! orien-
tada positivamente. Entéo

areanlJ [y dx+x dy]zj -y dx:J x dy
2 Jag a0 oQ
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Exemplo 6.17

Use o Teorema de Green para calcular a area do disco D de raio r.

Solucdo. A fronteira de D é o circulo de raio r:
C(t) = (rcost,rsent), 0<t<2r.
Entao

C’(t) = (—rsent,rcost),

[ aa

~

xdy —ydx
©C

e, pelo Corolario 6.17,
dreade D =

21

J [(rcost)(rcost) — (rsent)(—rsent)|dt
0

21

Il
Nl—= NI= N|R
—

—

r2 2w
r’(sen?t + cos® t)dt = > J dt = nr.
0 0

Exemplo 6.18

Use o Teorema de Green para calcular a area da regido limitada pelo eixo x e
pelo arco da cicloide:

x=t—sen(t), y=1-—cos(t), 0<t<2r

Solugdo. Pelaformula A = ¢ —y dx, a contribuicéo do eixo x é nula. A parametri-
zagdo do arco, com f crescente, percorre-o no sentido oposto a orientacdo positiva
da fronteira. Portanto,

2 2
A= _J —(1 —cost)? dt = (1 — cost)? dt = 3.
0 0
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Corolario 6.18 — Formula do Agrimensor

Seja P C R? um poligono simples (ndo necessariamente convexo) cujos
vértices, ordenados no sentido anti-horario, sdo (xi, 1), ..., (xn, yn)- Entdo

(12 — 211) + ()5 — x3Y2) + -+ + (N1 — X1YN)
. .

area P =

Demonstragao. Considere um poligono simples com vértices (x;, y;) em ordem anti-
-horéria e adote (xn41, YN+1) = (1, ¥1)- Em cada aresta orientada, use

x(®) =x+ 10 —x), YO =+t —n), 0<r<L
Substituindo na forma x dy — y dx, os termos em ¢ se cancelam:
x(®)y"(#) = yOx'(®) = %¥i+1 = Xip1 -

Somando as integrais sobre as arestas, o Corolario 6.17 fornece

N

1
area(P) = o D (Y1 — X1 p).
i=1

Se os vértices forem dados no sentido horario, a soma sera negativa; nesse caso,

tome seu valor absoluto para obter a area geométrica. |
Exercicios
Exercicio N082 Consolidacao; basico

Use a formula de Green para obter a area da elipse y(t) = (acost,bsent), com
a,b> 0.

Exercicio N083 Consolidacao; médio

Calcule a area do poligono com vértices (0, 0), (3,0),(2,2),(0, 1) pela soma de
determinantes e por uma decomposicdo geométrica.
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Exercicio N084 Justificacio; basico
Calcule a area de uma coroa de raios a < b pela integral de (x dy — y dx)/2 e
explique o sinal da borda interna.

6.10. Formas vetoriais do Teorema de Green

O mesmo Teorema de Green admite duas leituras: circulacio associada ao rota-
cional e fluxo exterior associado a divergéncia. A diferenca esta no componente do
campo selecionado na fronteira, tangencial no primeiro caso e normal no segundo.

Teorema 6.19 — Teorema de Stokes no Plano

Seja @ C R? uma regido limitada com fronteira por partes C! orientada
positivamente, denote y = 9Q e oriente o elemento de area por dS = k dA.
Seja F = Li + Mj de classe C! em uma vizinhanca de Q. Ento

é F'd[:J] Vx F-dS
Q Q

Demonstracgao.

VXF:(ﬂ—%>iC
ox  dy

Na regido Q, podemos escrever dx dy = dAedS = k dA. Assim, usando o Teorema

de Green:
3[; F-df:ﬂ k-VxFdA
0Q Q

:IJ Vx F-dS
Q

Teorema 6.20 — Teorema da Divergéncia no Plano

Seja Q C R? uma regido limitada com fronteira por partes C! orientada
positivamente, e seja F = Mi — Lj de classe C! em uma vizinhanca de Q.
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Denote por 1 a normal unitaria exterior a fronteira. Entdo

[Lorar=§ via
Q 0Q

Demonstracao.
gop_ oL, M
ox 9y
e, aplicando o Teorema de Green ao par P = —M, Q = L, obtemos

H V-Fdxdy=§Fl dy — F, dx
Q Y

Pode-se mostrar agora que

n ds = (dyi — dxj)

Aqui s é o comprimento de arco ao longo de 9Q e i é a normal unitaria exterior.
Portanto, podemos reescrever o Teorema de Green como

[|.vFaa=¢ Eias
Q oQ

Teorema 6.21 — Identidades de Green no Plano

Seja Q c R? um dominio limitado com fronteira y = 99 por partes C?,
orientada positivamente, e sejam ¢, i funcoes C? em uma vizinhanca de Q.
Entédo

§ o5y =[] vty v ) ax oy

§ (42 ~v22) to= [[ 0 vy vy
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Demonstragao. Aplique o teorema da divergéncia no plano ao campo F = ¢Vi.
Como

V- (¢VY) = Vg - VY + VP

e F-n = ¢ad,y, obtemos a primeira identidade. Trocando ¢ e i e subtraindo as duas
formulas, obtemos a segunda. ]

Exercicios

Exercicio N085 Aplicacao; médio
Para F = (x, y), calcule o fluxo exterior na fronteira do disco de raio a usando a
divergéncia no plano e depois uma parametrizacio.

Exercicio N086 Justificacdo; médio

Para F = (—y, x), compare o fluxo exterior e a circulagio no mesmo circulo.
Relacione cada resultado ao operador correto.

Exercicio N087 Justificacdo; médio

Aplique a primeira identidade de Green a u harmdnica com valor zero na fronteira
de uma regido limitada e conexa. Mostre, sob as hipoteses de regularidade da
identidade, que u = 0.



CAPITULO

7

Integrais de Superficie

Neste capitulo restringimos nosso estudo ao caso de superficies no espaco tridi-
mensional. Resultados semelhantes para variedades no espaco n-dimensional sdo
apresentados no capitulo 13.

7.1. O Produto Vetorial Fundamental

Passamos das curvas as superficies. Dois vetores tangentes descrevem as vari-
acoes locais, e seu produto vetorial determina tanto uma dire¢do normal quanto
a area de uma pequena célula. Separar essas duas fung¢des sera util ao distinguir
integrais escalares e fluxos.

Definicao 7.1

Uma superficie parametrizada em R? ¢ a imagem de uma aplicacio de classe
Clr: Q> R3 onde Q C R? é um dominio. Escrevemos

r(u,v) = (x(u,v), y(, v), 2(u, v)).

Em geral, exigiremos que a parametrizacdo seja injetiva no interior de Q;
identificacdes na fronteira, como as que aparecem nas coordenadas esféricas,
serdo permitidas quando nio afetarem a superficie descrita.

251
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v R?
z
S

~ N
Q x = x(u,v)
y=yuv)

(wv) z=z(u,v) r(u,v)
Y
0
u G

Figura 7.1.:  Parametrizacio de uma superficie S em R>

Definicao 7.2

B Uma parametrizacéo é dita regular no ponto (uy, vy) do interior de Q se

9,1 (uy, V) x 3,1(ug, vp) # 0.

B A parametrizagio é regular se essa condi¢do vale em todo ponto interior de
Q. Degenerescéncias na fronteira do dominio de parametros sdao permiti-
das quando representam apenas uma singularidade de coordenadas, como
ocorre nos polos das coordenadas esféricas.

B Uma superficie regular é uma superficie que, na vizinhanca de cada ponto,
admite uma parametrizacio regular.

Daqui em diante, trabalharemos com superficies regulares. Quando uma tnica
parametrizacdo nao cobrir toda a superficie, usaremos varias cartas regulares ou
argumentos por partes.

Consideremos agora duas curvas em S. A primeira, C;, é dada pela funcdo
vetorial

ri(w) = r(u, v), u€ (ab),
obtida mantendo a variavel v fixa em vy. A segunda curva, C,, é dada pela funcéo
vetorial

r,(v) = r(up,v),  ve(cd)

desta vez mantendo a variavel u fixa em .
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As duas curvas passam pelo ponto r(ugy, vp) :
B A curva C; tem vetor tangente r{(uy) = 9,r(ug, vp);
B A curva C, tem vetor tangente r;(vy) = 9,1(ug, V).

O produto vetorial n(uy, vy) = 9, r(ug, vp) x 9,1(uy, vp), que supusemos diferente
de zero, é portanto perpendicular a ambas as curvas no ponto r(ug, vy) e pode ser
tomado como um vetor normal a superficie nesse ponto.

Registramos o resultado da seguinte forma:

]RZ
Au S
v — r(u,v)
r,Au
Q Av
L
(ujv)
r(u,v)
u

Figura 7.2.: Parametrizacio de uma superficie S em R?

Definicao 7.3
Se S é uma superficie regular dada por uma funcéo diferenciavel r = r(u,v),

entdo o produto vetorial
n(u,v) = 9,r X ,r

é chamado de produto vetorial fundamental da superficie.

Exemplo 7.1

Para o plano r(u,v) = ua + vb + ¢, temos
d,r(u,v) = a e d,r(u,v) = b. Portanto, n = a x b é normal ao plano; a normal
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unitaria correspondente é
axb

lax bl

n=

Exemplo 7.2

Para a > 0, parametrizamos a esfera x* + y* + z? = a? fazendo

r(u,v) = acos usen vi + asen usen vj + acos vk,

com0 < u < 2m,0<wv < Nesse caso,

d,1(u,v) = —asenusenvi + a cos u sen vj
e
a,r(u,v) = acos ucos vi+ asenucosvj— asenvk.
Portanto,
i i k
n(u,v) = | —asenusenv acosusenv 0

acos ucosv asenucosv —asenv

= —asenv(acosusenvi+asenusenvj+ acosvk)
= —asen vr(u,v).

Como era de esperar, o produto vetorial fundamental é paralelo ao vetor raio
r(u,v). Observe que essa parametrizacao é regular para 0 < v < 7; os polos
podem ser tratados por outra carta ou por passagem ao limite.

Definicao 7.4 — Fronteira

Uma superficie S pode ter uma fronteira 9S. Estamos interessados no caso
em que a fronteira consiste em uma curva suave por partes ou em uma uniao
de curvas suaves por partes.

Uma superficie é limitada se puder ser contida em uma esfera soélida de raio
R; caso contrario, é chamada ilimitada. Uma superficie limitada sem fronteira
¢é chamada fechada.
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Exemplo 7.3

A fronteira de um hemisfério é um circulo (desenhado em vermelho).

Exemplo 7.4

A esfera e o toro sdo exemplos de superficies fechadas. Ambas sdo limitadas
e sem fronteiras.

Exercicios

Exercicio N088 Consolidacao; basico

Para r(u,v) = (u, v, uv), calcule r, x r,, e mostre que a superficie é regular.

Exercicio N089 Consolidacao; basico

Parametrize o cilindro x? + y? = a2, calcule o produto vetorial fundamental e
escolha uma normal exterior.

Exercicio N090 Justificacdo; médio
Na parametrizacao esférica de raio a, identifique os pontos do dominio em que o
produto fundamental se anula e explique por que isso ndo torna a esfera singular.

7.2. A Area de uma Superficie Parametrizada

A area depende de quanto a parametrizacdo alonga cada pequena regido do
plano de parametros. O fator correto é o modulo do produto vetorial dos vetores
coordenados; trocar a ordem dos parametros muda a normal, mas preserva esse
modulo.

Aprenderemos agora a realizar integracio sobre uma superficie em R>.

Assim como usamos uma parametrizacdo de uma curva para definir a integral de
linha ao longo dela, usaremos uma parametrizagdo de uma superficie para definir
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uma integral de superficie. Usaremos duas variaveis, u e v, para parametrizar uma
superficie S em R*: x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), para (u,v) em alguma
regido Q de R? (veja a Figura 7.3).

]RZ
Au S
v — r(u, v)
r,Au
/—\ ;A
Q IAV
L
(ufv)
r(u,v)
u

Figura 7.3.. Parametrizacio de uma superficie S em R3

Nesse caso, o vetor posi¢do de um ponto da superficie S é dado pela fun¢io
vetorial

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k para (u,v) em Q.

A parametrizacdo de S pode ser vista como uma “transformac¢io” de uma regiao
em R? (no plano uv) em uma superficie bidimensional em R3. Essa parametrizacio
da superficie as vezes é chamada de patch, com base na ideia de “colar” a regido Q
sobre S na forma de uma grade, como mostra a Figura 7.3.

De fato, essas linhas de grade em Q indicam como definiremos uma integral
de superficie sobre S. Ao longo das linhas de grade verticais em Q, a variavel u
é constante. Assim, essas linhas sdo mapeadas em curvas sobre S, e a variavel u
é constante ao longo do vetor posi¢do r(u,v). Portanto, o vetor tangente a essas

, 0 . . .
curvas no ponto (u,v) é 8_r Analogamente, as linhas de grade horizontais em Q
v

~ . . or
sdo mapeadas em curvas sobre S cujos vetores tangentes sdo "
u

(u, v+ Av) (u+ Au,v + Av)

r(u,v + Av)

—>

r(u + Au,v)

(u,v) (u+ Au,v) r(u,v)
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Considere agora um ponto (u,v) em Q, por exemplo, o canto inferior esquerdo
de uma das regides retangulares da grade em Q, como mostra a Figura 7.3. Suponha
que esse retangulo tenha largura e altura pequenas, respectivamente Au e Av. Os
vértices desse retangulo sdo (u,v), (u+ Au,v), (u+ Au,v + Av) e (u,v + Av). Assim,
a area desse retangulo é A = Au Av.

Entdo esse retdngulo é mapeado pela parametriza¢do em uma regido da superficie
S que, para Au e Av suficientemente pequenos, tera uma area de superficie (chame-a
de d§) muito proxima da area do paralelogramo cujos lados adjacentes sio r(u +
Au,v) — r(u, v) (correspondente ao segmento de reta de (u,v) a (u + Au,v) em Q) e
r(u, v+ Av) — r(u, v) (correspondente ao segmento de reta de (u,v) a (u, v+ Av) em
Q). Combinando a nocéo usual de derivada parcial com a derivada de uma funcédo
vetorial aplicada a uma funcéo de duas variaveis, temos

or r(u+ Au,v) — r(u,v)

5

ou Au
or _ r(uv+Av)—r(u,v)
v Av '

e, portanto, o elemento de area da superficie d§ é aproximadamente

o 9% | AuAv
v

I (utAu, v)—r(u, v))x(x(w, v+Av)—r(u, v))| = ||(AuZ—Z)X(AV§—‘r))|| = ||£Xa_

Assim, a area total da superficie S de S é aproximadamente a soma de todas as
. 7] 7] a
quantidades ||—r X a—r|| Au Av, somadas sobre os retangulos de Q.
v

Tomando o limite dessa soma quando a diagonal do maior retangulo tende a 0,
obtemos

szﬂwﬁx@www (7.1)
du ov
Q

Escreveremos a integral dupla a direita usando a notagéo especial

Ia-]

Essa féormula formaliza a area de uma superficie parametrizada. Mais adiante,

Jr or
_X_

dudv . (7.2)
u Jv

substituiremos o integrando constante 1 por uma funcéo definida sobre a superficie
e obteremos a integral de superficie de uma funcéo escalar.
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Definicao 7.5

Seja S uma superficie em R® parametrizada por
x=x(w,v), y=yuv), z=z(uv),

para (u,v) em uma regiio Q de R?. Seja r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k
o vetor posicao de qualquer ponto de S. A area de superficie S de S é definida

por

= ﬂ 1d§ = ﬂ e (7.3)

du Jv
S Q

Exemplo 7.5

Um toro T é uma superficie obtida pela rotagdo de um circulo de raio a no
plano yz em torno do eixo z, cujo centro esta a uma distancia b do eixo z
(0 < a < b), como na Figura 7.4. Encontre a area de superficie de T.
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(y—b)+2*>=a*

A

(a) Circulo no plano yz

(b) Toro T

Figura 7.4.

Solucao.

Para qualquer ponto do circulo, o segmento de reta que liga o centro do circulo a
esse ponto forma um angulo u com o eixo y na direcdo positiva de y (veja a Figura
7.4(a)). E, a medida que o circulo gira em torno do eixo z, o segmento de reta que
liga a origem ao centro desse circulo percorre um dngulo v com o eixo x positivo
(veja a Figura 7.4(b)). Assim, o toro pode ser parametrizado por:

x=(0b+acosu)cosv, y=(b+acosu)senv, z=asenu
Os parametros variam em 0 < u, v < 2. Assim, para o vetor posicao

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k

= (b+acosu)cosvi + (b+acosu)senvj + asenuk
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vemos que
or . .
o, = —asenucosvi — asenusenvj + acosuk
u
or . .
o —(b+acosu)senvi + (b+acosu)cosvj + 0k,
v

e, calculando o produto vetorial, obtemos

Jr or
_X_

= —a(b + acosu)(cosucosv,cosusenv,sent),
Ju ov

cujo modulo é
or

1>,

Portanto, a area de superficie de T é

S = ]1d§
S

2w 21
JO JO

2w 21
= J a(b + acosu)dudv
JO 0

x ﬂ|| = a(b+acosu).
ov

Jr or
—_— X —_—
ou ov

dudv

21

= (abu +a?senu
JOo

u=2m
) dv

u=0

21

= 2mab dv
JOo

= 472ab
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Exemplo 7.6

[A 4rea de uma esfera] A funcio
r(u,v) = acos usen vi + asen usen vj + acos vk,

com 0 <u < 2me0<v<rparametriza a esfera de raio a (com a degeneres-
céncia usual nos polos). Para essa parametrizacao,

n(u,v) = —asenvr(u,v) e [n(u,v)| = a® |sen v| = a® sen v.

Logo,
4rea da esfera = JJ’ a’sen v du dv
Q

1

como se sabe que deve ser.

T T
J a®sen v dv) du = 2ra? J sen v dv = 47a?,
0 0

Exemplo 7.7 — A area de uma regiao do plano

Se S é uma regido plana Q, entdo S pode ser parametrizada fazendo
r(u,v) = ui + vj, (u,v) € Q.

Aqui n(u,v) = 9,r(u,v) x dyr(u,v) = i xj = k e |[n(u,v)| = 1. Nesse caso,
recuperamos a formula conhecida

A= H du dv.
Q

Exemplo 7.8 — A area de uma superficie de revolucao

Seja S a superficie gerada pela rotacdo do grafico de uma funcéo
y = f(x).x € [a,b]

em torno do eixo x. Suporemos que f é positiva e continuamente diferenciavel.
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Podemos parametrizar S fazendo
r(u,v) =vi+ f(v)cosuj+ f(v)senuk
com (u, v) variando no conjunto Q : 0 < u < 27,a < v < b. Nesse caso,

i j k
n(u,v) = d,r(u,v) xdyr(u,v) =| 0 —f(v)senu f(v)cosu
1 f'(wv)cosu f’(v)senu

=—fW)f' Wi+ f(v)cos uj+ f(v)sen uk.

Portanto, |n(u, v)| = f(v)\[[f’(v)]2 +1e
area$S = ﬂ f(v)\[[f’(v)]2 +1 du dv
Q

21 b b
J (J FONIF WP +1 dv)duzj 2 FOOWNF W] + 1 dw.
0

a a

Exemplo 7.9 — Rampa espiral

Para b, w,] > 0, uma volta da rampa espiral do Exemplo 5 é a superficie
S :r(u,v) =ucoswvi+usen wvj+bvk

com (u,v) variando no conjunto Q = {(u,v) : 0 <u <[, 0 <v < 27/w}

Nesse caso,
9,r(u,v) = coswv i+ senwv j,
oyr(u,v) = —wusen wv i + wu cos wv j + bk.
Portanto,
i i k
n(u,v) = cos wv sen wv 0 | =bsen wvi—bcoswvj+ wuk
—wusen wv wucos wv b
e

In(u, v)| = Vb? + w?u?.

Assim,
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area(S) = ﬂ b? + w?u? du dv
Q

2/ [ ¢l l
= J (J b2 + wzuzdu) dv = 2—”J Vb2 + w?uldu.
0 @ Jo

0

A integral pode ser calculada fazendo u = (b/w) tg x.

7.2.1. A Area do Grafico de uma Funcio

Seja S a superficie do grafico de uma funcao f(x,y):

z= f(x,y),(x,y) € Q.

Devemos mostrar que, se f é continuamente diferenciavel, entdo

areaS = ﬂQ \/[f,g(x, y)]2 + [f)j(x, y)]2 +1 dx dy.
Podemos parametrizar S fazendo
r(u,v) = ui+vj + f(u,v)k, (u,v) € Q.
Podemos igualmente usar x e y e escrever

r(x,y) = xi+yj+ f(x, y)k (x,y) € Q.

Claramente,
(e, y) =i+ filx, ykery(x,y) =j+ fi(x, k.
Portanto,
i j k
n(x,y)=[1 0 filx,y) |=—filey)i-filxy)j+k
01 f(xy)

2
Consequentemente, |n(x, y)| = \/ [ fi(x, y)]2 + [ jes y)] + 1 e a formula esta ve-
rificada.
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Exemplo 7.10

Calcule a area de superficie da parte do cilindro parabélico z = y? que esta
sobre o tridngulo com vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1) no plano xy.

Solucio.
Aqui f(x,y) = y*, de modo que

Fx(xy) =0, f,(x,y) = 2y.
O tridngulo da base pode ser descrito por
Q:0<y<1,0<x<y.

A superficie tem area

area = ”Q \/[f,é(x, N+ [fjj(x, y)]2 +1 dx dy

1y
zjjxl4y2+1dxdy
0 Jo
1
55— 1
= J4y? +1dy = .
J;)y Y Yy 12

Exemplo 7.11

Calcule a area de superficie da parte do paraboloide hiperbélico z = xy que
esta dentro do cilindro x? + y? = a?

Solucao. Seja f(x,y) = xy, de modo que

fx(x’ y) =Y, fy(x, y) = 9%,

A=ﬂ \Jx2 4+ 92 +1 dx dy.
o y Yy

Em coordenadas polares, a regiao da base tem a forma

A férmula fornece

0<r<aq0<60<2m.
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Assim, temos

2m ra
A:ﬂ \/r2+1rdrd9=J J\/r2+1rdrd9
Q 0

0
= %ﬂ[(az +1)32-1).

Ha uma versdo elegante e geometricamente intuitiva dessa ultima formula de
area. Sabemos que o vetor

1 (x, y) x ry(x’ y) =—flx, i - fy(x’ yi+k
é normal a superficie no ponto (x, y, f(x, y)). O vetor unitario nessa direcéo,

—fe(e, i = f(x. y)j + k

\/[fx(x’ )/)]2 + [fy(X, y)]2 +1

n(x,y) =

¢ chamado de normal unitaria superior (é a normal unitaria com componente k
nio negativa).

Seja agora y(x, y) o angulo entre n(x, y) e k. Como n(x, y) e k sdo ambos vetores
unitarios,

1

\/[f;é(x, I+ [ £, y)]2 +1

cos[y(x,»)] = n(x,y) - k =

Tomando os reciprocos, temos

sec[y(x,y)] = J el + [ fy)] + 1.

A féormula da area pode, portanto, ser escrita como

A= ﬂQ sec[y(x,y)] dx dy.

7.2.2. Teorema de Pappus
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Teorema 7.1

Seja y um arco simples de curva plana regular, situado inteiramente de um
lado de uma reta do mesmo plano, sem intersecta-la. O centroide é calculado
com densidade uniforme por comprimento de arco. A area da superficie
obtida pela rotagdo de y em torno dessa reta é o produto do comprimento de
arco de y pela distancia percorrida pelo seu centroide.

Demonstragao. Seja C um arco simples de curva plana regular, de comprimento
£ > 0, inteiramente contido no semiplano x > 0, e parametrizado por (x(t), z(t)),
a <t < b. O centroide de C é entendido com respeito a densidade uniforme por
comprimento de arco. Ao girar C em torno do eixo z, obtemos uma superficie
parametrizada por

y(s,t) = (x(t) cos s, x(t) sens, z(t)), a<t<b 0<s<2m

As derivadas parciais sdo

d
o _ —x(t)sens, x(t) cos s, 0),
as
d
8_)t/ = (x’(t) cos s, x’(t) sens, z’(t));
Seu produto vetorial é
0 0
8_}3/ x a—); = x(t)(z’(t) coss, z’(t) sens, —x'(t));
o vetor fundamental é
0 d
‘l « DN dsdt = x(t)WzZ (O + = @) dsdt.
Js ot

A area de superficie de S é

b 21 b
J J x(ONZ )2 + x’(t)%dsdt = ZJTJ x(ONZ ()2 + x' ()2 dt.
a JO

a

Se
b
9= J V222 + x’(t)% dt

denota o comprimento de arco de C, a area de S torna-se

b 1 b
27[[ x(ONZ ()% + x'(t)dt = 2 ¢ (E J x(ONZ' ()% + x’(t)? dt) =t (27 %),
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o comprimento de C vezes a circunferéncia do circulo percorrido pelo centroide de
C. De fato,

b
= % L x(O\x' ()2 + 2/ (t)? dt

¢ a distancia do centroide ao eixo de rotacdo. A hipdtese x > 0 evita que a rotacdo

cruze o eixo.
]

Exercicios

Exercicio N091 Consolidacao; basico

Calcule a area do grafico z = x + y sobre o quadrado [0, 1]2.

Exercicio N092 Consolidacao; médio

Determine a area de z = x? + y? sobre x% + y? < 1.

Exercicio N093 Aplicacao; médio
Use Pappus para calcular a area de um toro com raio maior R e raio menor a,
0 < a < R, verificando a hipotese sobre o eixo.

7.3. Integrais de Superficie de Funcoes Escalares

Com o elemento de area disponivel, podemos somar massa, carga ou temperatura
sobre uma superficie. Uma densidade superficial é multiplicada por area; uma média
exige ainda dividir a integral pela area ou pela massa, conforme a ponderagdo
escolhida.

Definicdo 7.6
Seja S uma superficie regular parametrizada, sem sobreposi¢des no interior,
porr : Q— S, comQC ]Rz, eseja f : S — R continua. Definimos

[[.7 a5 =[] sestuvtoue e au v
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Observacao 7.2
Se
Js(u, v) = [a,x x oy,

entdo podemos escrever simbolicamente
d§ = Js(u,v) du dv,

e, portanto,

ﬂs fd8= J]Q fle(u,v))Js(u, v) du dv.

Exemplo 7.12

Calcule

[, zas

onde S é a metade superior de uma esfera de raio 2.

Solucdo. Use coordenadas esféricas:
r(0,¢) = (2cosfOsen ¢, 2 senfsend, 2 cos @),

com0<0<2re0<¢<x/2 Entdoz =2cos¢ e d§ = 4sen¢ d¢p db. Logo,

2w /2
J]zd§=J J 8cos¢pseng dp db = 8.
S 0

0

Exemplo 7.13

Integre a fungdo g(x,y,z) = yz sobre a superficie da cunha no primeiro
octante, limitada pelos planos coordenados e pelos planos x =2e y +z = 1.

Solucao. Dividimos a fronteira em cinco faces. Nas faces y = 0 e z = 0, o in-
tegrando yz se anula. Nas faces x = 0 e x = 2, a area elementar é dy dz e a
contribuicdo de cada face é

11—y 1 (! , 1
L=h= A yzdzdy =2 0y(l—y) dy =%
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Na face inclinada, usamos r(x, y) = (x,y,1 —y),com 0 < x < 2e 0 < y < 1. Temos
lre x ry| = V2, portanto

2 il
IS:\/EJO L y(l—y)dydng.

Somando, [gyz dS=1/12 + V2/3. A orientacio das faces nio altera essa integral
escalar. N

Exemplo 7.14

A temperatura em cada ponto da superficie de uma esfera de raio 3 é dada
por T(x, y,z) = sen(xy + z). Calcule a temperatura média.

Solucdo. A temperatura média é

re arejl(S) ,[L T ds.

A transformacio (x, y, z) = (x, —y, —z) preserva a esfera e o elemento de area, mas

transforma xy + z em —(xy + z). Como o seno é impar, os valores de T se cancelam

ﬂTd§:o e T=0.
S

aos pares. Portanto,

Exemplo 7.15

Considere a superficie que é o hemisfério superior de raio 3, com densidade
O(x,y,2) = z%. Calcule sua area, sua massa e seu centro de massa.

Solucdo. Uma parametrizacio é
r(0,¢) = (3cosfsen,3senfseng,3cos ),

com0<0<2re0<¢p<m/2,ed§=9sen¢ dp df. Assim,

2 /2
S=J J 9sen¢ d¢ db = 18,
0 0

2 /2
M= H 22 d§ = J J (3cos p)? 9sen¢ dp df = 54r.
S o Jo
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Por simetria, x = y = 0. Além disso,

) 1 ; 1 2 /2 ; 9
Z:MJLZ d§:%L JO (3cos)*9sens dg d6 = 2.

Logo, (x,7,z) = (0,0,9/4). q

Exercicios

Exercicio N094 Aplicacao; basico
Uma casca esférica de raio a tem densidade superficial constante . Determine
a massa e o centro de massa.

Exercicio N095 Aplicacdao; médio
Uma superficie é z = x + y sobre [0, 1] e tem densidade ¢ = 1 + x. Determine
sua massa em unidades normalizadas.

Exercicio N096 Aplicacdao; médio
Calcule a temperatura média de uma esfera de raio a com T(x, y, z) = T + az?,

usando a simetria entre x2, yz, Z2.

7.4. Integrais de Superficie de Funcoes Vetoriais

Um fluxo mede quanto de um campo atravessa uma superficie orientada. O
produto com a normal seleciona a componente transversal. Trocar a orientagao
inverte o sinal, e escolher uma parametrizacio exige conferir se seu produto vetorial
aponta para o lado desejado.

7.4.1. Orientacao

Assim como uma curva pode ser percorrida em dois sentidos, uma superficie
orientavel admite duas orientacdes. Para curvas, a orientacdo é descrita pelo vetor
tangente unitario 7; para superficies, por uma escolha continua de vetor normal
unitario n. Trocar N por —n inverte a orientagao.
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Definicao 7.7

Dizemos que (S, 1i) é uma superficie orientada se S C R® é uma superficie
ClL, A : §— R?é uma funcio continua tal que, para todo x € S, o vetor n(x)
é normal a superficie S no ponto x, e [A(x)| = 1.

Exemplo 7.16
Seja S = {x eR’ | x| = 1} e escolha n(x) = x/|x|.

Observacio 7.3

Em qualquer ponto x € S ha exatamente duas escolhas possiveis para n(x).
Uma superficie orientada fornece uma escolha consistente de uma delas de
modo continuo em toda a superficie. Surpreendentemente, isso nem sempre
é possivel! Por exemplo, a superficie de uma faixa de Mébius néo pode ser
orientada.

Exemplo 7.17

Se S é o grafico de uma funcéo, orientamos S escolhendo n sempre como o
vetor normal unitario com coordenada z positiva.

Exemplo 7.18

Se S é uma superficie fechada, normalmente orientamos S tomando n como o
vetor normal apontando para fora.
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Recorde que os vetores normais a um plano podem apontar em duas direcdes
opostas. Por vetor normal unitario exterior a uma superficie S, entendemos o
vetor unitario normal a S que aponta para a parte “externa” da superficie.

Exemplo 7.19

Se § é a superficie de uma faixa de Mobius, por exemplo, ela ndo pode ser
orientada.

Figura 7.5.: A faixa de Mobius é um exemplo de superficie ndo orientavel

Figura 7.6.: Faixa de Mobius II — M.C. Escher

7.4.2. Fluxo

Se S é uma superficie orientada com normal unitaria n, entdo a quantidade de
fluido que atravessa S por unidade de tempo é exatamente

[
S

Observe que tanto f quanto n séo funcdes vetoriais, e f-n : S — R é uma funcéo
escalar. A integral de superficie dessa funcéo foi definida na secio anterior.
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Definicido 7.8
Seja (S, 1) uma superficie orientada, e seja f : S — R> um campo vetorial
continuo. A integral de superficie de f sobre S é definida por

ﬂ £.1i d§.
S

Observacao 7.4

Outra notacdo comum para a integral de superficie é

ﬂf-ﬁd§=ﬂf-ds, dS :=n d§
S S

Exemplo 7.20

Calcule a integral de superficie J] f-dS, onde f(x, y,z) = yzi + xzj + xyk e

S
Séapartedoplanox+y+z=1comx >0,y > 0e z > 0, orientada pela
normal unitaria n cuja componente z é positiva.

Solucio.

Como o vetor v = (1,1,1) é normal ao plano x + y + z = 1 (por qué?), entdo
dividindo v por seu comprimento, obtemos a normal unitaria compativel com
.
V3 V343
Como podemos ver na figura, projetar S no plano xy produz uma regido triangular
R={(x,y) : 0<x<10<y<1-—x} Assim, usando (u,v) em vez de (x,y),

a orientacdo escolhida, n = ( ) Agora precisamos parametrizar S.
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vemos que

x=u,y=v,z=1-(u+v), para0<u<1,0<v<1-u

é uma parametrizacio de S sobre Q (pois z = 1 — (x + y) em S). Portanto, em S,

f-n

para (u,v) em Q,
temos
Jr or
— X —
ou Jv

(yz,xz,xy) - i,i,i = i(yz+xz+xy)
V3 V3 43 V3

- \%((x e ) = \%((u )l = (2 ) o)

= %((u+v) —(w+v)? +uv)

e, parar(u,v) = x(u, v)i+y(u, v)j+z(u, v)k = ui+vj+(1—(u+v))k

1,0,-Dx(01,-1) = 1,1,1) = [ZExZ|=1y3.
ou ov

Portanto, integrando sobre Q usando fatias verticais (por exemplo, como indicado

pela linha tracejada na Figura 4.4.5), obtemos

Je

S

ds

[rns

S

ﬂ (ECx(a, v), (s, v), 21, v)) - 1) ||§—r e 2 oty
o u Jv

1 r1-u
= J J i((u—f—\/)—(u+11)2-I—uv)\@dvdu

0Jo 3
v=1-u
)du
v=0

J’1<(u+v)2 (u+v)3 +u7vz

0 2 3
1 2 3
J 1 u 3u 5u
= —+-———+=—)du
o \6 2 2 6
2 3 4 L
u u u 5u 1
= —-+———=—+=| ==
6 4 2 24O 8
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Proposicao 7.5
Seja Q conexo er : Q — S uma parametrizacido regular da superficie
orientada (S, ), compativel com uma tnica carta. Entdo ou

oyY X oy x

Ror= "WV (7.4)
[0ur x 9y
em todo €, ou
Oyt X Oy
Hor=———"_ (7.5)
l9,x x 9,x]
em todo Q. Consequentemente, no caso em que (7.4) vale, temos
H F-nd§= ﬂ (Feor)-(a,rxa,r) dudv. (7.6)
S Q

Demonstragao. O vetor d,r x d,r é normal a S e, portanto, paralelo a n. Assim,
oY X oy r
|91 x oyx

deve ser uma funcgio que assume apenas os valores 1. Como essa funcéo é continua
e Q é conexo, ela é identicamente igual a 1 ou identicamente igual a —1. |

Exemplo 7.21

A lei de Gauss afirma que a carga total encerrada por uma superficie S é dada

QZGOJLE-dS,

onde ¢, é a permissividade do vacuo e E é o campo elétrico. Por convencio,

por

escolhe-se o vetor normal apontando para fora.
Se E(x) = e3, calcule a carga encerrada pela superficie fechada formada pelo
hemisfério superior da esfera unitaria e pelo disco de base x3 = 0.

Solucao. O fluxo pelo hemisfério é 7, a area de sua projecédo no plano xy. No disco
de base, a normal exterior é —es, e o fluxo é —x. Portanto, o fluxo total é zero e

Q=0 <
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Exemplo 7.22 — Fluxo através de uma tampa inclinada

Uma tampa é o graficoz =2 —x —ysobre D = {x > 0,y > 0,x + y < 2},
orientado para cima. Calcule o fluxo do campo constante F = (0, 0, v), com
Vo > 0.

Solugao. Usamos r(x,y) = (x,y,2 — x — y), de modo que r, x ry = (1,1,1), cuja
componente vertical é positiva. Portanto,

ﬂsF mds= J]D(O’ 0,v9) - (1,1,1) dA = v area(D) = 2y

A éarea real da tampa é 24/3, mas sua componente normal vertical é 1/ J3. Os
fatores se compensam: um fluxo vertical constante depende da area projetada
horizontalmente. <

Exercicios

Exercicio N097 Consolidacao; basico

Calcule o fluxo de F = (x, y, z) pela esfera de raio a, diretamente com a normal
exterior.

Exercicio N098 Consolidacao; basico

Calcule o fluxo de F = (0,0, 1) pelo grafico z = x% + y2 sobre o disco unitario,
orientado para cima.

Exercicio N099 Justificacdo; médio

Para uma esfera dividida em dois hemisférios, explique como escolher suas
normais para obter o fluxo exterior da superficie fechada.

7.5. Teorema de Kelvin-Stokes

O Teorema de Stokes permite substituir a circulacdo na fronteira pelo fluxo do
rotacional em uma superficie que a preenche. A escolha da superficie pode simpli-
ficar o calculo, desde que o campo seja regular em sua vizinhanca e as orientacdes
sejam compativeis.

Dada uma superficie S C R® com fronteira S, vocé pode escolher livremente a
orientacdo de S, isto é, a dire¢do da normal, mas deve orientar S e S de maneira
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coerente. Isso significa que, se vocé é um “observador” caminhando ao longo da
fronteira da superficie com a normal como direg¢ao vertical, vocé se move no sentido
positivo quando, olhando para a superficie, o interior de S fica d esquerda de 9S.

Exemplo 7.23

Considere a coroa circular
A :={(x,y,0) | a® < x? + y? < b?}

no plano (x, y), e, entre os dois possiveis vetores normais unitarios (0, 0, +1),
escolhan := (0,0,1). Se vocé é um “observador” caminhando ao longo da
fronteira da superficie com a normal igual a 7, isso significa que o circulo da
fronteira exterior de A deve ser orientado no sentido anti-horario. Observando
a figura, vocé pode se convencer de que o circulo da fronteira interior deve
ser orientado no sentido horario para que o interior de A fique a esquerda de
dA. Pode-se escrever
dA =aDy, - D, ,

onde D, é o disco de raio r centrado na origem, e seu circulo de fronteira 9D,
¢ orientado no sentido anti-horario.

Teorema 7.6 — Teorema de Kelvin-Stokes

Seja U C R® um dominio, e seja (S, 1) C U uma superficie limitada, orientada
e por partes C!, cuja fronteira é a curva y (por partes C!). Sef : U — R3 é
um campo vetorial C!, entio

Hva-ﬁd§:ﬂgf-df.
S Y
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Aqui, y é percorrida no sentido anti-horario quando vista por um observador
de pé sobre a superficie, com a cabeca apontando na direcdo do vetor normal.

Demonstragao. Suponha inicialmente que S seja dada por uma inica parametrizacio
r : Q — Sde classe C2, compativel com a orientacdo. Essa regularidade permite
comutar as derivadas mistas usadas no calculo abaixo. Escreva F = (P,Q,R) e
defina

A =F(r) - o,r, B=F(r)-o,r.

A fronteira de Q €é levada, com a orientacdo induzida, a dS. Assim,

§ F-drz# A du + B dv.
aS oQ

Pelo teorema de Green,

# Adu+Bdv= J] (0,B—9,A) du dv.

aQ Q

A regra da cadeia e a igualdade das derivadas mistas de r fornecem
9,B—3,A = (VxF)(r) (d,r xad,r).

Logo,
§ Foar= [ @xp-sias
oS S

Se forem necessarias varias parametrizagdes e uma decomposi¢ao finita em partes
regulares, aplicamos o argumento a cada parte; as integrais nas fronteiras internas
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aparecem com orientagdes opostas e se cancelam. A extensdo a superficies de
classe C! por partes requer um argumento adicional de aproximagéo, que nio
desenvolvemos aqui. ]

Exemplo 7.24

Verifique o teorema de Stokes para f(x,y,z) = zi+ xj + yk quando S é o
paraboloide z = x? + y? comz < 1.

Solucao. O vetor normal unitario positivo a superficie
z=2z(x,y) = x>+ y% ¢

Jz . Oz,
~Zi-Zjtk o
ox 9y —2xi—2yj+k
n = = 5
2 [ 2 2
9z \2 B 1+ 4x°+ 4y
1+(=) +{=
ox ay

eVx f=(1-0)i+(1-0)j+1-0k=1i+j+k, logo

(Vx £)-n = (=2x =2y + 1)/yJ1 + 4x% + 4y2 .

Como S pode ser parametrizada por r(x,y) = xi+ yj + (x*> + y*) k para (x, y) na
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regido D = {(x,y) : x?+y? <1}, entdo

J:[(Vx f) -nd§

S

@x £)-n|Z x| dx dy
ox dy

D
—2x—2y+1
=J %\I1+4x2+4y2 dxdy
D J1+4xc+4y

D

(—2x -2y +1) dxdy

2 1
= [ J(—ZrcosG—eren0+1)rdrd9

2w 1
= [ J (—2r% cos0 — 2r® sen6 + r) dr d6

JOo 0
2 3 3 2 r=1

= [ —ZLCOSG—ZLSCHQ-FL do
Jo 3 3 2 Ir=0

—]
Do
S

<—g cos O — gsen9+ l) do
3 3 2

(=]

J

= [—2 senf/3 + 2cosf/3 +9/2](2)” =

A curva de fronteira C é o circulo unitario x? +y? = 1 contido no plano z = 1 (ver
Figura), que pode ser parametrizado por x = cost, y = sent,z = 1 para 0 < t < 2.
Assim,

21
é f-dr = ((1)(—sent) + (cost)(cost) + (sent)(0)) dt
C 0

2
1 2 . 1 2
J (— sent + %St) dt (aqul usamos cos’ t = ++St)
0

t sen2t |27
cost+ — + ‘ =
2 4 0

Portanto, vemos que Ef; f-dr = J] (Vx f)-n d§, como previsto pelo Teorema de
€

S
Stokes. <

A integral de linha no exemplo anterior foi muito mais simples de calcular do
que a integral de superficie, mas isso nem sempre ocorrera.
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Exemplo 7.25

Seja S a parte de uma esfera de raio a com 0 < 6 < a@. Em coordenadas

esféricas,

d§ = a® senfe, df do.
Seja F = (0, xz,0). Entdo V xF = (—x, 0, z). Logo,

ﬂ V x F-dS = wa® cosa sen? a.
S

A fronteira C = 9S é
r(p) = a(sen a cos ¢, sen & sen @, cos a).

O lado direito do teorema de Stokes é

21
J' F-dfzj asenacospacosaasenacosg do
@ 0

z dy
21
= a® sen® a cos aJ cos? ¢ do

0
— 3 2
= JTa” sen” o cos «.

Portanto, os dois lados coincidem.

Observacao 7.7

A regra que determina o sentido de percurso de y é frequentemente chamada

de regra da miao direita. Se o polegar da méo direita aponta na direcéo de n,

os dedos curvados indicam o sentido positivo de percurso de y.

Observacao 7.8

Se a superficie S tem furos, entdo (como fizemos com o teorema de Green)
orientamos cada furo no sentido horario e a fronteira exterior no sentido anti-
-horario, seguindo a regra da mao direita. Nesse caso, o teorema de Kelvin—

Stokes torna-se

Jva-ﬁd§: f-de,
9 as



7. Integrais de Superficie 282

onde a integral de linha sobre 9S é definida como a soma das integrais de linha
sobre cada componente da fronteira.

Observacao 7.9

Se S esta contida no plano x, y e é orientada escolhendo-se 0 = e3, entdo o
teorema de Kelvin—Stokes se reduz ao teorema de Green.

O teorema de Kelvin-Stokes permite ver rapidamente como o rotacional de um
campo vetorial mede a circulagio infinitesimal.

Proposicao 7.10

Suponha que uma pequena roda de pas rigida, de raio g, seja colocada em um
fluido, com centro em x; e eixo de rotacdo paralelo a ri. Sejav : R> — R3
o campo vetorial que descreve a velocidade do fluido circundante. Se w é a
velocidade angular de rotacdo da roda de pas em torno do eixo n, entdo

Demonstragdo. Seja S a superficie de um disco com centro em x;, raio a e face
perpendicular a n, e seja y = 9S. (Aqui, S representa a face da roda de pas, e y, sua
fronteira.) A velocidade angular o sera tal que

é(v—aa)f)-dfzo,
Y

onde 7 é um vetor unitario tangente a y, apontando na dire¢do do percurso. Conse-
quentemente

-0 Vxv(xy) n
w= ! 3gv-d€: L ﬂva-ﬁd§a (xo) .
27a? Y 2ma? Js 2
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Exemplo 7.26
x? :
Seja S o paraboloide eliptico z = 7 + 5 paraz < 1, e seja C sua curva de

fronteira. Calcule§ f.dr para f(x, y, z) = (9xz+2y)i+(2x+y?)j+(—2y*+22)k,

@
onde C é percorrida no sentido anti-horario.

Solucao. A superficie é semelhante a do Exemplo 7.24, exceto que agora a curva
2 2
. . X .
de fronteira C é a elipse — + Y = 1 contida no plano z = 1. Nesse caso, usar
o Teorema de Stokes é mais simples do que calcular diretamente a integral de

linha. Assim como no Exemplo 7.24, em cada ponto (x, y, z(x, y)) da superficie
2 2
x“ Y
z=2z(x,y) = — 4+ — o vetor
Cy)="+%

n = =

é um vetor normal unitario positivo a S. Calculando o rotacional de f, obtemos

Vx f = (-4y—-0)Ji + Ox—-0)j + 2—-2)k = —4yi + 9xj + 0k,

logo
x 2y
) (=4y)(=3) + Ox)(=—) + (0)(1) . 2xy-2xy+0
(VX f)n = 5 - 2 =0,
2 4 2 4
1+ o5 + bl 1+ r + >
4 9 4 9

e, portanto, pelo Teorema de Stokes,

if-dr = g(w f)-nd§ = g 0d§ = 0.
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Exercicios

Exercicio N100 Consolidacao; basico

Use Stokes para calcular a circulag¢do de F = (—y/2,x/2,z) na borda do disco
unitario orientado para cima.

Exercicio N101 Justificacdo; médio
Calcule a circulagio de F = (z, x, y) na interse¢io de z = 1 com x% + y2 =1le
compare as superficies do disco e do paraboloide z = x% + 2.

Exercicio N102 Justificacdo; médio
Mostre que o fluxo de um rotacional através de uma superficie fechada é zero

sob as hipoteses de regularidade e explique por que uma superficie com fronteira
pode ter fluxo néo nulo.

7.6. Teorema de Gauss

O Teorema de Gauss compara o fluxo exterior de uma superficie fechada com
a integral da divergéncia no volume encerrado. Antes de aplica-lo, confira se a
superficie estd completa, se a normal é exterior e se o campo nao tem singularidades
dentro do sélido.

Teorema 7.11 — Teorema da divergéncia ou teorema de Gauss

Seja U € R® um dominio limitado cuja fronteira é uma superficie C! por
partes, denotada por dU. Se f é um campo vetorial C! em uma vizinhanca de

U, entdo
m V-f) dv:# £o1i d§,
U oUu

onde n é o vetor normal unitario apontando para fora.

Observacao 7.12
De modo semelhante a nossa convencéo para integrais de linha, denotamos

integrais de superficie sobre superficies fechadas pelo simbolo #
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Observacao 7.13
Seja B = B(xp, R) e observe que

2 . 1
lim ——— f-nd§=1lim —— V-£fdV =V -f(x)),
R—0 VOl(BR) 9By S R—0 VOl(BR) Bg ( 0)
o0 que justifica nossa intui¢do de que V - f mede o fluxo exterior de um campo
vetorial.

Observacao 7.14

SeV C R% U =V x[a,b] é um cilindro e f : R> — R> é um campo vetorial
que ndo depende de x3, entdo o teorema da divergéncia se reduz ao teorema
de Green.

Ideia da demonstragdo do teorema da divergéncia. Suponha primeiro que o dominio
U seja o cubo unitario (0,1)* € R3. Nesse caso,

HJ'U Tl = J]J;J(%ﬁ + 0y fy + 35 f3) dV.

Considerando o primeiro termo a direita, o teorema fundamental do calculo fornece

1 1
JHU a1 f1 dV =J OJ 70(f1(1,X2,X3)—fl(O,XZ,X3)) dxy dxs
:J f-n d§+J f-nd§,
L R

onde L e R sdo, respectivamente, as faces esquerda e direita do cubo. Os termos
d9 fo € 95 f3 fornecem as integrais de superficie sobre as outras quatro faces. Isso
prova o resultado para o cubo unitario. Para uma uniao finita de caixas, somamos
as identidades: os fluxos nas faces internas se cancelam porque essas faces recebem
orientagcdes opostas. O caso geral é obtido por localizagdo e aproximacdo por
dominios regulares (ou, equivalentemente, por mudanca de coordenadas em cartas
de fronteira).

]
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Exemplo 7.27

Calcule H f.d§, onde f(x, y, z) = xi+yj+zk e S é a esfera unitaria x> +y?+z% =

S
1.

Solucao. Temos divf=1+1+ 1= 3, portanto

[ [favear- [[oar

S = 3m 1dV = 3vol(U) = 3- 4”21)3 = 4n

U

Exemplo 7.28

Considere um hemisfério.

V é um hemisfério sélido
+yP+z8<ad, z>0,

e dV = S; + S,, 0 hemisfério e o disco na base.
Tome F = (0,0,z+a) e V-F = 1. Entao

Jﬂ V-F dV = 271613,
A4 3

Parametrize o hemisfério por

o volume do hemisfério.

r(0, ¢) = a(cos O sen ¢, sen 0 sen ¢, cos @), 0<0<2m, 0

IA

S-

IN
N

O elemento vetorial de area orientado para fora é

dS =asen@r(6,$) d¢ do.
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Como z = acos ¢, temos
F-dS = a3 cos (1 + cos ¢) sen ¢ d¢p db.
Portanto,
/2
J] F-dS = 27a J. cos (1 + cosP) sen ¢ d¢o
S, 0
3

5
= —ma’.
3

No disco S,, a normal exterior é —e3 ez = 0;logoF-n=—ae

ﬂ F-dS = —rd>.

S

ﬂ F-dS = (E - 1)71(13 = znag,
v 3 3

em acordo com o teorema de Gauss.

Assim,

7.6.1. Lei de Gauss para campos de inverso do quadrado

Proposicao 7.15 — Lei gravitacional de Gauss

Seja g : R®> —» R3 o campo gravitacional de uma distribuicio de massa,
entendido como a for¢a por unidade de massa de teste. Se S é uma superficie
fechada de classe C!, entéo

§ g-n d§ =—47GM,
S

onde M é a massa contida na regido delimitada por S. Aqui G é a constante
gravitacional e 1 é o vetor normal unitario apontando para fora.
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Demonstragio. O nicleo da demonstracio é o calculo a seguir. Dado um y € R?

fixo fora de S, defina o campo vetorial f por
Xy
fx) = ——.
Ix - yI?

O campo vetorial —Gmf(x) representa o campo gravitacional de uma massa locali-
zada em y. Entéo

ﬂg £.4dg = {47r se y esta na regido delimitada por S, .7)
S

0 caso contrario.

Por simplicidade, suporemos daqui em diante que y = 0.
Para provar (7.7), observe que

v-f=0,

quando x # 0. Seja U a regido delimitada por S. Se 0 ¢ U, entdo o teorema da
divergéncia se aplica na regifo U e temos

§ras=|[| verav—o
S U

Por outro lado, se 0 € U, o teorema da divergéncia néo se aplica diretamente,
pois f & C1(U). Para contornar isso, tome € > 0,U’ = U—B(0,€) e seja S’ a fronteira
deU’. Como 0 ¢ U’, f é de classe C! em todo U’ e o teorema da divergéncia fornece

o= | v-tav=| sias
’ U’

Na esfera interna, a normal exterior a U’ aponta para o centro, isto é, vale —f. Como
f=r/ €2 nessa esfera, seu fluxo com a orientacio de oU’ é —4s. Portanto,

0:35 f-rid§:<J;f-rid§—4n,
au’ S

ﬂgf-rid§=4n,
S

e assim

como afirmado.
Agora, no caso geral, suponha que a distribuicdo de massa tenha densidade p.
Entdo o campo gravitacional g(x) sera a superposi¢ao dos campos gravitacionais em
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x devidos a uma massa pontual de tamanho p(y) dV colocada em y. Isso significa
que

_ P(x - y)
g0 =6 EEEL avey)

Usando agora o teorema de Fubini,

ﬂsgm-ﬁ(x) d§(x):—GJ o [ X i) ds(x) dv(y)

yeER? xes |x — y"3

= —4nGJ p(y) dV(y) = —4xGM,
yeU

onde a penultima igualdade segue de (7.7). |

Exemplo 7.29

Suponha que p seja continua e que o campo eletrostatico E seja de classe
C!. Um sistema de cargas elétricas possui uma densidade de carga p(x,y,z) e
produz o campo E(x, y, z). A lei de Gauss afirma que

L[E-d§ =4 Jﬂ p v

para toda superficie fechada regular por partes S = dU, orientada para fora.
Mostre que V - E = 47rp. Esta é uma das equagdes de Maxwell.*

“Em unidades gaussianas (ou CGS).

Solucao. Pelo teorema da divergéncia, temos

jﬂ v-Eaw - [ Beas

S
= 41 ﬂJ' p dV  (lei de Gauss)
U
Jﬂ (V-E—4xp) dV = 0 paratodo U regular,
U
V-E—47np = 0 pela continuidade do integrando, logo
V-E = 4np.
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7.6.2. Fechar uma superficie: controlar o fluxo da tampa

Exemplo 7.30 — A tampa que nio pode ser esquecida

Seja S o hemisfério superior da esfera unitaria, orientado para fora, e D o
disco que o fecha em z = 0, com normal para baixo. Calcule o fluxo de
F = (x,y,z+ 1) por S, comparando calculo direto com a aplicagéo de Gauss a
superficie fechada S U D.

Solucao. A divergéncia é 3, e a meia bola tem volume 277 /3. Logo o fluxo fechado
é 2. Na tampa, F - (—e,) = —1, e seu fluxo é —x. Portanto

Fluxo(S) = 27 — (—x) = 3.

Diretamente na esfera, n = (x,y,z) e F-n = 1+ z. A 4rea do hemisfério é 27,
enquanto
2 /2
J zdSzJ J cospsenpdpdd = .
S 0 0

O total é novamente 3. Subtrair o fluxo da tampa é indispensavel: o fluxo fechado
é 27 e nao é o fluxo do hemisfério. Uma tampa geométrica simples s6 simplifica o

método se seu fluxo também for calculado com a orientacao correta. <
Exercicios
Exercicio N103 Consolidacio; médio

Use Gauss para calcular o fluxo de F = (x°, )%, z%) pela esfera de raio a, com
normal exterior.
Exercicio N104 Aplicacao; médio

Um cilindro fechado de raio a e altura h esta no eixo z. Calcule o fluxo de
F = (x,y,2z) e confira as contribui¢des da lateral e das tampas.

Exercicio N105 Justificacao; dificil
Para F = r/|r|*, compare o fluxo em esferas que encerram a origem e em esferas
cujo interior ndo a contém. Justifique em quais regides Gauss pode ser aplicado.
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Exercicios de ampliacao

Exercicio A006 Aplicacdo; médio

No hemisfério superior unitario, com normal exterior, calcule o fluxo de F =
(0,0,z + 2). Feche a superficie com a tampa em z = 0, calcule seu fluxo com a
normal exterior da meia bola e compare o fluxo aberto com o fechado.

Exercicio A007 Aplicacdo; médio

A regidao V é x% + y2 < z < 1. Para F = (0,0, z), calcule os fluxos exteriores
no paraboloide e na tampa e confira sua soma por Gauss. Qual seria o fluxo no
paraboloide se sua orientacdo fosse para cima?

7.7. Aplicacoes de Integrais de Superficie

As integrais de superficie ddo uma forma global as leis de conservacéo. A varia-
¢do da quantidade armazenada em um volume é equilibrada pelo fluxo na fronteira
e por eventuais fontes internas. A forma diferencial surge quando a igualdade vale
para todo volume de controle.

7.7.1. Forgas conservativas e potenciais

Vimos anteriormente que toda forca potencial deve ser conservativa. Demons-
traremos aqui a reciproca.

Teorema 7.16

Seja U C R® um dominio simplesmente conexo e f : U — R* um campo
vetorial de classe C!. Entdo f é uma forca conservativa se, e somente se, f é
uma forca potencial se, e somente se, V x f = 0.

Demonstragao. Claramente, se f é uma forca potencial, a igualdade das derivadas
parciais mistas mostra que V x f = 0. Suponha agora que Vxf = 0. Como U é
simplesmente conexo, toda curva fechada por partes C! em U pode ser contraida
a um ponto em U; aplicando Stokes a uma superficie que realiza essa contracgio,

ﬂﬁf-dfzJfo-rid§=0,
Y S

e, portanto, f é conservativo. Para concluir a demonstracéo, resta mostrar que uma

obtemos
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forca conservativa é uma forga potencial. Faremos isso a seguir.
Suponha que f seja uma for¢a conservativa. Fixe xy € U e defina

V(x) = —j f-de,
Y
onde y é qualquer caminho que liga x; a x e esta inteiramente contido em U. Como
f é conservativo, vimos anteriormente que a integral de linha acima ndo depende
do caminho, mas apenas dos pontos extremos.
Fixe a € U. Para h suficientemente pequeno, escolha um caminho de x; até a e
acrescente a ele o segmento que vai de a a a + he;. Pela independéncia do caminho,

h

V(a+hey)—V(a) = —J fi(a +tey) dt.
0

Dividindo por h e fazendo h — 0, obtemos

9,V(a) = —fi(a).

As demais derivadas parciais podem ser calculadas de modo analogo, obtendo-se
f = —VV, o que conclui a demonstragio. ]

7.7.2. Leis de conservacao

Definicdo 7.9 — Equacao de conservacio

Suponha que estejamos interessados em uma grandeza Q. Seja p(r,t) a den-
sidade da grandeza Q por unidade de volume e j(r,t) sua densidade de fluxo
(por exemplo, se Q é carga, j é a densidade de corrente).

A equacio de conservacio é

— +V-j=0.
ot L

Isso é mais forte do que afirmar que a quantidade total de Q no universo é fixa.
Significa que Q nao pode simplesmente desaparecer aqui e aparecer em outro lugar:
deve fluir continuamente para fora.

Suponha que p e j sejam suficientemente regulares para permitir a diferenciacdo
sob o sinal de integral. Seja V um volume fixo, independente do tempo, com

fronteira S = 9V. Entdo
0(t) = mv ple.t) dV
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A taxa de variacdo da quantidade de Q em V' é

i{_?: ﬂvi—’t) dV:—JﬂVV-j de—ﬂSj-ﬁd§.

Pelo teorema da divergéncia. Assim, a taxa de diminuicao de Q em V é o fluxo
exterior de j através da fronteira. A equacio local expressa precisamente que a
grandeza s6 pode variar em V por transporte através de sua fronteira.

Em particular, se Q é integravel em todo o espaco e, para as esferas de raio R, o
fluxo de j tende a zero quando R — oo (por exemplo, se j = o(R™?) uniformemente
sobre essas esferas), podemos tomar o limite dos volumes esféricos. Nesse caso, a
quantidade total de Q permanece constante:

do
= -9
dt

Exemplo 7.31

Se p(r,t) é a densidade de carga (isto é, pdV é a quantidade de carga em um
pequeno volume 8V), entdo Q(t) é a carga total em V. j(r,t) é a densidade de
corrente elétrica. Assim, j-n d§ é a carga que atravessa dS por unidade de
tempo.

Exemplo 7.32

Seja j = pu, onde u é o campo de velocidades. Entdo (pu 6t) - 6§ é igual a
massa de fluido que atravessa S no intervalo t. Logo,

Q ([
E—‘ﬂsl‘“@

implica de fato a conservacdo da massa. A equagio de conservacio neste caso
¢ 0
p
— +V-(pu)=0
Py (pu)

No caso em que p é constante e uniforme (isto é, independente de r e 1),
obtemos V - u = 0. Dizemos que o fluido é incompressivel.
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Exercicios

Exercicio N106 Justificacio; médio
Partindo do balanco de massa em um volume fixo, deduza d;p + V- (pv) = 0, sob
regularidade suficiente.

Exercicio N107 Aplicacio; médio
Um campo tem velocidade v = (ax, ay, az) e densidade espacialmente uniforme
p(t). Determine p(t) a partir da conservacdo de massa e de p(0) = py.

Exercicio N108 Aplicacao; médio
Explique como o balan¢o muda quando ha uma fonte volumétrica s(x, t) e escreva
a equacdo diferencial correspondente.

7.8. Decomposicao de Helmholtz

A divergéncia identifica fontes locais, enquanto o rotacional identifica circulacio
local. A decomposi¢do de Helmholtz retine essas informacdes por meio de poten-
ciais. Condi¢des no infinito ou na fronteira sdo parte do problema; elas impedem
que campos adicionais fiquem indeterminados.

O teorema de Helmholtz, também conhecido como Teorema Fundamental
do Calculo Vetorial, decompde um campo vetorial em uma parte irrotacional e
outra solenoidal. Em R, sob condicdes adequadas de regularidade e decaimento no
infinito, a divergéncia e o rotacional determinam o campo. Em dominios limitados,
sd0 necessarios também dados de fronteira.

Teorema 7.17 — Decomposiciao de Helmholtz para R?

Suponha que F € C%(R3 R?) e que F e suas derivadas até segunda ordem
sejam O(|r|727¢) no infinito para algum ¢ > 0. Entdo F pode ser decomposto
em um componente sem rotacional e um componente sem divergéncia:

F=-Vd+VxA,
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Demonstragao. A construcio usa o potencial newtoniano, componente a compo-

nente: B
Z(r) = = m ") gy,
ar Jgs |r =7’

As hipéteses de decaimento garantem a convergéncia no infinito; a singularidade

1/|r —r’|| é localmente integravel em trés dimensdes, pois sua integral em uma bola
é proporcional a L;s s ds.

A propriedade fundamental desse potencial é —AZ = F. Ela decorre de
—A(1/(4x|r|)) = 8y: fora da origem o laplaciano é zero, e o fluxo de seu gradiente
por uma esfera de raio € é —1. Integrar em uma regido com essa esfera removida e
passar ao limite fornece a identidade com a fonte concentrada. Aplicada a cada
componente de F, essa identidade da a equacdo de Poisson acima; a regularidade
assumida permite interpreta-la classicamente.

Agora use a identidade vetorial

—NZ =-N(V-Z)+Vx(VxZ).
Definindo ® =V-Z e A =V x Z, obtemos
F=-VO+VxA. (7.8)

O primeiro termo tem rotacional nulo e o segundo tem divergéncia nula. Integracéo
por partes, com os termos no infinito anulados pelo decaimento, fornece ainda

-l vom e o=l T

Essas formulas exibem a dependéncia da divergéncia e do rotacional. A normaliza-
¢do no infinito ¢ indispensavel: sem ela, um campo constante, por exemplo, tem
divergéncia e rotacional nulos, mas nédo é o campo zero. |

Teorema 7.18 — Decomposicao de Helmholtz para dominios limitados

Se V ¢ R?® é um dominio limitado com fronteira S = 9V por partes C! e F é
de classe C% em uma vizinhanca de V, entdo F pode ser decomposto em um
componente sem rotacional e um componente sem divergéncia:

F=-VO+VxA,

onde
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B(r) = — mv VIO gy - L. B 4o

T an

r-rl  anJls lr-r]
V' x F(r’ F(r’
ar )y |r—r'| 4 JJg r—r’|

e V' é o gradiente em relacdo ar’, ndo ar.

Exercicios

Exercicio N109 Aprofundamento; médio

Para F = (x, y, z), construa uma decomposicéo local F = —V®+V x A com A = 0.
Explique por que esse campo ndo satisfaz o teorema com decaimento no infinito.

Exercicio N110 Aprofundamento; médio

Para F = (—y,x,0), encontre um potencial vetorial A = (0,0, a(x, y)) e uma
decomposicdo com ® = 0.

Exercicio N111 Justificacio; médio
Mostre que substituir A por A+Vy ndo muda Vx A. Explique por que o potencial
vetorial precisa de uma normalizacdo adicional.

7.9. ldentidades de Green

As identidades de Green combinam o Teorema de Gauss com a regra do produto.
Elas relacionam derivadas no interior a valores e derivadas normais na fronteira,
permitindo demonstrar, por exemplo, unicidade de solugdes de problemas de La-
place.

Teorema 7.19

Seja U Cc R® um dominio limitado com fronteira S = 9U por partes C?,
orientada pela normal exterior, e sejam ¢ e i/ campos escalares de classe C?
em uma vizinhanca de U. Entdo

[ ﬂs [¢%] ds = HJU[qSVZI// + (V) - (V)] dV primeira identidade de Green
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ﬂ [¢_ _wagb] s = HL(WZIP — YV2¢) dV segunda identidade de

Green.

Demonstracdo. Considere a grandeza

F=¢vy
Segue que

divF = ¢V2y + (V) - (V¢))
A-F = gay/on

Aplicando o teorema da divergéncia, obtemos

ﬂs [4%] ds = MUW%D + (V) - (V)] AV

que é conhecida como a primeira identidade de Green. Trocando ¢ e i/, temos

J:[s [lp%] ds = _”JUszéb + (V) - (V)] dV

Subtraindo a segunda igualdade da primeira, obtemos

ﬂ [¢_ ) ¢a¢] a5= mU(sz — Vi) dv

que é conhecida como a segunda identidade de Green.

Exercicios

Exercicio N112 Justificacio; médio

Aplique a primeira identidade de Green a u harmonica em um dominio limitado,

com u = 0 na fronteira, e prove a unicidade do problema de Dirichlet.



7. Integrais de Superficie 298

Exercicio N113 Justificacdo; médio
Use a segunda identidade de Green para duas fun¢des harmonicas e interprete a
igualdade das integrais de fronteira resultantes.

Exercicio N114 Justificacio; médio
Se u é harmonica e d,u = 0 na fronteira de um dominio limitado e conexo, use a

primeira identidade para mostrar que u é constante.
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CAPITULO

8

Coordenadas Curvilineas

8.1. Coordenadas Curvilineas

Escolher coordenadas adaptadas a geometria pode simplificar um campo ou uma
regido. O custo é que os vetores de base passam a depender da posicdo. Os fatores
de escala convertem incrementos das coordenadas em comprimentos fisicos.

A posicao de um ponto P no espaco pode ser representada de muitas maneiras
diferentes. Trés sistemas comumente usados em aplica¢des sdo o sistema cartesi-
ano retangular de coordenadas (x, y,z), o sistema de coordenadas polares cilindricas
(r, ¢, z) e o sistema de coordenadas esféricas (r, ¢, ¢). Os dois ultimos sdo os exemplos
mais importantes de sistemas de coordenadas curvilineas ortogonais (uy, uy, u3).

Definicao 8.1
Uma fungdo u : U — V é chamada de mudanca de coordenadas (diferencia-
vel) se

B u é bijetiva
B U eV sdo abertos e u é de classe C!

B Du ¢ invertivel em todo ponto.

No caso tridimensional, suponha que (x, y, z) possam ser expressas como funcdes
univocas das variaveis (uy, up, u3). Suponha também que (uy, uy, u3) possam ser

300
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Figura 8.1.: Sistema de Coordenadas

expressas como funcdes univocas de (x, y, z).

Por cada ponto P : (a,b,c) do espaco passam trés superficies: u; = ¢, uy =cy e
u3 = c3, em que as constantes ¢; sdo dadas por ¢ = y;(a, b, c).

Se, por exemplo, u; e u3 forem mantidos fixos e u; variar, obtém-se uma trajetoria.
Essa trajetoria é chamada de curva u,. As curvas u, e us sdo construidas de modo
analogo.

Uy

O sistema (uy, uy, u3) é chamado de sistema de coordenadas curvilineas.

Exemplo 8.1

As coordenadas cilindricas parabdlicas sdo definidas em termos das coordena-
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das cartesianas por:

X =0T
y=3 (-0
Z2=Zz

zZ=2z
e os cilindros parabdlicos
xz 2
2y = ; — 0
€ 2
= 2
2y = ) +7T

Coordenadas |

As superficies uy = uy(P) e uz = u3(P) se intersectam em uma curva ao longo

da qual apenas u; varia.
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u; curva & p
u = wy(P)

uz = uz(P)

Seja é; o vetor unitario tangente a curva em P. Sejam é,, é; vetores unitarios
tangentes as curvas ao longo das quais apenas u, e us, respectivamente, variam.
Claramente,

€ = —/||—||

ou; oy,
E, se definirmos h; = |0r/dy;|, entdo

or

=& - h
aui 1 1

As quantidades h; sdo frequentemente chamadas de fatores de escala do
sistema de coordenadas.

Exemplo 8.2 — Versores em Coordenadas Esféricas

Em coordenadas esféricas, r = (r cos(0) sen(¢), r sen(0) sen(¢), r cos(¢)); por-
tanto:

0

a_:: 3 (cos(0) sen(¢), sen(0) sen(¢h), cos(¢))
r = ﬂ = 1

or

e, = (cos(#) sen(¢), sen(6) sen(¢), cos(¢))

d
e = é _ (—rsen(0) sen(¢), r cos(d) sen(¢), 0)
’ | rsen(g)

00

eg = (—sen(8), cos(0),0)
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or
3 % _ (rcos(0) cos(¢), r sen(0) cos(), —r sen(¢))
= or - r
kA

ey = (cos(0) cos(4), sen(0) cos(¢), — sen(¢))

Coordenadas Il

Sejam (é1,é2,é%) vetores unitarios em P, nas dire¢des normais a u; = u;(P),

uy = uy(P) e uz = u3(P), respectivamente, orientados de modo que uy, uy, u3 crescam

1

nas direcoes é ,é% az. Claramente, devemos ter

é = V(w)/|Vu

Definicao 8.2
Se (él, é% é3) sdo mutuamente ortogonais, dizemos que o sistema de coorde-
nadas é um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais.

Teorema 8.1

As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
A1 22 a3\ .~ .
(é', &%, &%) sdo mutuamente ortogonais;
(é;, é,, é3) sdo mutuamente ortogonais;

. . or/ou .
é=¢-= W =Vuy;/|Vy;| parai=1,2,3
1

Assim, associamos a um sistema geral de coordenadas curvilineas dois conjuntos
de vetores de base em cada ponto:

{€1,€;, €3}

¢é a base covariante, e

¢é a base contravariante.
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Figura 8.2.: Bases Covariante e Contravariante

Observe a seguinte igualdade importante:

Al s _ i
é eJ—(Sj.

Exemplo 8.3

Coordenadas cilindricas (r, 0, z):

x =rcosf r=x%+y?

y =rsenf 6 = tan! (X)

Z2=Z zZ=Z

emque 0 <O <7 se y>0 e 7 <0 <21 se y < 0Paraas

coordenadas cilindricas (r, 0, z) e as constantes r, 6, e z, vemos na Figura 1.5
que a superficie r = ry é um cilindro de raio ry centrado no eixo z, a superficie
0 = 6, ¢ um semiplano que parte do eixo z, e a superficie z = z; é um plano
paralelo ao plano xy.




8. Coordenadas Curvilineas 306

z
E4)
I
0
x
(c) z =z

Figura 8.3.:  Superficies coordenadas cilindricas

Os vetores unitérios 7,0, k em qualquer ponto P sdo perpendiculares as su-
perficies r = constante, # = constante e z = constante que passam por P,
nas direcdes de crescimento de r, 6 e z. Observe que as dire¢des dos vetores
unitarios # e § variam de ponto para ponto, ao contrario dos vetores unitarios
cartesianos correspondentes.

Observacao 8.2

Nas férmulas do rotacional e nas rela¢des por produto vetorial, assumimos que
a base ortonormal local (é;, é,, é3) tem orientacio positiva. As componentes
A; deste capitulo sdo componentes fisicas nessa base unitaria. Elas ndo devem
ser confundidas com componentes na base coordenada nao normalizada dr/du;,
que serdo estudadas no célculo tensorial.
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Exercicios

Exercicio N115 Consolidacdo; médio

Calcule os fatores de escala de r(u, v, z) = (uv, (v* — u?)/2, z) e verifique a orto-
gonalidade. Determine onde a parametrizagao é singular.

Exercicio N116 Consolidacao; basico
Para as coordenadas cilindricas, expresse os vetores unitarios em termos de i, j, k
e derive-os em relacio a 6.

Exercicio N117 Justificacdo; médio
Explique por que nenhuma faixa angular que identifique 6 e 6 + 27 pode ser
usada como uma unica carta bijetiva.

8.2. Elementos de Linha e de Volume em Sistemas de
Coordenadas Ortogonais

Os fatores de escala aparecem no comprimento, na area e no volume. Em coor-
denadas ortogonais, as dire¢des coordenadas sdo perpendiculares, de modo que o
elemento de volume é o produto dos trés comprimentos locais.

Definicao 8.3 — Elemento de Linha

Como r = r(uy, uy, u3), o elemento de linha dr é dado por

dr=£ du1+£ du2+£ dus
8u1 6u2 8u3

= hl dulél + hz duzéz + h3 du3é3

Se o sistema é ortogonal, segue que
(ds)? = (dr) - (dr) = hf(duy)® + h3(dup)® + h(dus)”
Daqui em diante, suporemos que o sistema seja ortogonal, de modo que
. . or/ouy
é =¢ = = Vu;/|Vu; arai=1,2,3
1 |ar/aul| l/| l| p

Em particular, os elementos de linha ao longo das curvas de intersecido das

superficies u; tém comprimentos hy duy, hy du,, h3 dus, respectivamente.
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Definicdo 8.4 — Elemento de Volume

Em R3, 0 elemento de volume é dado por
dV = dx dy dz.

Em um sistema de coordenadas x = x(uj,up,u3), ¥y = y(ug,up,u3), z =
z(uy, uy, u3), 0 elemento de volume é:

(x,y,z)

du; duy dus.
a(ula Up, u3)

v -|

Proposicao 8.3
Em um sistema ortogonal, temos

dV = (hy duy)(hy dup)(hs dus)
= h1h2h3 dul duz dU3

Nesta se¢do, obtemos as expressdes dos elementos de linha e de volume em
alguns sistemas classicos de coordenadas ortogonais.
(i) Coordenadas cartesianas (x, y, z)

dV =dxdydz
dr = dxi + dyj + dzk
(ds)* = (dr) - (dr) = (dx)* + (dy)® + (dz)?

(ii) Coordenadas polares cilindricas (r,0, z) As coordenadas se relacionam
com as cartesianas por

x=rcosf, y=rsenf, z =1z

Temos (ds)? = (dx)? + (dy)? + (dz)?, mas podemos escrever

dx = <a_x) dr + <a_x) do + (a—") dz
or 00 0z

= (cos ) dr — (rsen6) do
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and

0 d
dy:(y>dr+< >d0+<y>dz
or 20 0z
= (sen®) dr + (r cos6) do

Portanto,

(ds)? = (dx)? + (dy)* + (dz)?
= - = (dr)? + r3(d0)? + (dz)?

Assim, para esse sistema de coordenadas, os fatores de escala sdo
h1:1,h2=r,h3:1

e o elemento de volume é

dV =r drdfdz
(iii) Coordenadas polares esféricas (r, ¢,0) Neste caso, a relagdo entre as
coordenadas é
x =rsen¢cost; y=rsendsend; z =rcos¢

Novamente, temos (ds)? = (dx)? + (dy)? + (dz)? e sabemos que

ox
dx =—=—dr+ —d@ —d
o Tt 2P ¢

= (sen¢ cos @) dr + (—rsen¢send)db + r cos ¢ cos 6 d¢

and

y 9y
5 d0+—2d
¢ ¢

= sen¢sen9dr+rsen¢cos@d0+rcos¢sen9d¢

dy
dy = —=dr+
Y or T

juntamente com

0z
dz = 8rd +—d9 —¢d¢

= (cos @) dr — (rsen¢) d¢

Portanto, neste caso, apds alguns calculos, obtemos

(ds)? = (dx)?* + (dy)* + (dz)°
= o = (dr)? + r?(d¢)? + r? sen® ¢(df)?



8. Coordenadas Curvilineas 310

Assim, os fatores de escala siao
hi=1,hy=r, h3=rsen¢
e o elemento de volume é

dV = r?sen¢ drd¢df

Exemplo 8.4

Determine o volume e a area da superficie de uma esfera de raio a, bem como a
area de uma calota esférica que subtende um angulo a no centro da esfera.
dV = r?sen¢ drd¢ df

e um elemento de superficie de uma esfera de raio a é, retirando o fator
hl dul = @R
dS = a®sen¢ d¢ do

~ 0 volume total é

2 7 a
J dV:J J J r? sen¢ drdepdo
14 6=0 Jp=0 Jr=0

a

= 27[— cos ¢]6[J r? dr
0
= 4na®/3

A érea da superficie é

L ds = JZH Jn a® sen¢ dg do

9=0 Jg=0
= 27a*[— cos ¢|¥

= 4sa?
A area da calota é

2r o
J J a?sen¢ d¢ d = 2ma®[— cos p|¢
0=0 Jp=0

= 27a*(1 — cos )




8. Coordenadas Curvilineas 311

Exercicios

Exercicio N118 Justificacio; médio

Deduza os elementos de linha, drea em r = a e volume das coordenadas esféricas.

Exercicio N119 Aplicacio; basico
Uma hélice temr =a,0 =t,z = bt, 0 <t < 27. Calcule o comprimento usando
o elemento de linha cilindrico.

Exercicio N120 Consolidacao; basico

Use o elemento de volume esférico para calcular o volume entre as esferas de
raios a < b.

8.3. Gradiente em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

O gradiente é um vetor geométrico, e sua expressio deve produzir a mesma
variacdo escalar em qualquer sistema. Comparar d® com V® - dr determina os
fatores de escala sem memorizar uma férmula.

Seja

Vo = Alél w )Lzéz w Agég
em um sistema geral de coordenadas, em que Ay, A5, A3 devem ser determinados.
Recorde que o elemento de comprimento é dado por

dl’ = hl dulél + h2 duZéz + h3 du3é3

Agora,

dd = 22 qu; + 22 qu, + 22 qu,
ouy duy dus

= @dx+@dy+@dz
ox ay 0z
= (V®)-dr
Mas, usando as expressdes acima para VO e dr:
(Vq)) -dr = /11]’11 dul + Azhz duz + /13]’13 du3

e, portanto, vemos que
oo .
hd =22 (i =1,2,3)
8u,~

Assim, obtemos o seguinte resultado:
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Proposicao 8.4 — Gradiente em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

L0 Gov &0

Vo =
hl 8u1 hz 6u2 h3 8u3

Essa proposicio permite escrever facilmente V em outros sistemas de coordena-
das.
(i) Coordenadas polares cilindricas (r,0, z) Recorde que hy = 1, hy =r, h3 =
1. Assim,
V== ad—
ar radd oz
(ii) Coordenadas polares esféricas (r, ¢,0) Temos h; = 1, hy =r, hy =rsen¢
e, portanto,
Vv = fi L éi L 0 i
or rop rsen¢dd

Exemplo 8.5

Calcule o gradiente da funcéo expressa em coordenadas cilindricas por

f(r,0,z) =rsenf + z.

Solucao.
of Gof of
Vf=pZL+ 2L 432 8.1
f rar r 90 Zaz @1
=rsenf +6cosf+ 2 (8.2)
<

8.3.1. Expressoes para os Vetores Unitarios
Da expressao para V que acabamos de obter, vemos imediatamente que
éi = hﬂu,

Alternativamente, como os vetores unitarios sdo ortogonais, se conhecemos dois
deles podemos determinar o terceiro pela relagio

él = éz X é3 = h2h3(Vu2 X VU3)
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e, de modo analogo, para as demais componentes, por permutacio ciclica.

Exercicios

Exercicio N121 Consolidacdao; médio

Para ®(r, 0, z) = r? cos 0 + z2, calcule o gradiente cilindrico em r > 0.

Exercicio N122 Consolidacao; basico

Para ®(r) = 1/r em r > 0, calcule o gradiente esférico e interprete a diregao.

Exercicio N123 Justificacao; basico
Calcule V(x? + y?) em coordenadas cartesianas e cilindricas e mostre que os
vetores obtidos coincidem.

8.4. Divergéncia em Coordenadas Curvilineas
Ortogonais

A divergéncia mede fluxo por volume. Em coordenadas curvilineas, as areas
das faces de uma célula variam com a posic¢do; por isso, derivamos o produto da
componente fisica do campo pelos fatores de area.

Suponha que tenhamos um campo vetorial

A = Alél + Azéz + A3é3
Considere entio

V- (Alél) =V- [A1h2h3(vuz X VU3)]
é

hahs

usando os resultados estabelecidos acima. Além disso, sabemos que

= A1h2h3v : (Vu2 X Vll3) + V(Alhzh?,) N

V-BxC)=C-curlB—B-curlC
e, portanto,
V- (Vuy x Vuz) = (Vugz) - curl(Vuy) — (Vuy) - curl(Vuz) = 0

pois o rotacional de um gradiente é sempre nulo. Resta, portanto,

. é 1 9
V- (A1é1) = V(A1hyhs) - ?;13 = huols 9y

Podemos proceder de modo anélogo para as outras componentes e concluir que

(Ajhghs)



8. Coordenadas Curvilineas 314

Proposicao 8.5 — Divergéncia em Coordenadas Curvilineas Ortogo-

nais

V-A=

1 0 d 9
—(hyh3Ay) + —(h3h{ Ay) + —(hihyA
Il aul( 2h3 A1) auz( 3h1Az) au3( 1h2A3)

Usando a proposi¢do acima, torna-se simples escrever a divergéncia em outros
sistemas de coordenadas.

(i) Coordenadas polares cilindricas (r, 6, z)

Como h; =1, hy =r, hy = 1, usando a férmula acima temos:

1[0 d 9
V-A= - [;(rAl) + £(A2) + &(”As)]

aAl Al 1 8A2 6A3
or r r 90 0z

(ii) Coordenadas polares esféricas (r, ¢, 0)
Temos hy =1, hy =, hs = rsen¢. Logo,

1
r’sen¢ | 9

V-A=

(r sen¢A;) + —¢(r senA,) + e(rAg,)

Exemplo 8.6

Calcule a divergéncia do campo vetorial expresso em coordenadas esféricas

(r.$,0) porf =7+ +0

Solucao.
vV-f= @ —(r? sen¢)+—¢(rsen¢)+ae (8.3)
=— [2rsen¢ + rcos ] (8.4)
ré sen
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Exercicios

Exercicio N124 Consolidacao; basico

Em coordenadas cilindricas, calcule a divergéncia de A = cr 7 e confira o resultado
em coordenadas cartesianas.

Exercicio N125 Consolidacao; médio

Em coordenadas esféricas, determine a condi¢io para A = f(r)r ter divergéncia
nulaema <r <b.

Exercicio N126 Aplicacido; médio

Um escoamento cilindrico radial tem vazao por unidade de altura constante. Use
a divergéncia para encontrar a dependéncia de sua velocidade com r.

8.5. Rotacional em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

O rotacional mede circulacio por area orientada. Sua expressdo envolve tanto
as componentes do campo quanto a varia¢do dos vetores de base. A notacdo por
determinante organiza o calculo, mas as derivadas devem atuar sobre os produtos
indicados na dltima linha.

Vamos calcular o rotacional da primeira componente de A:

V x (Alél) =V x (A1h1Vu1)

= A1h1V X (Vul) + V(Alhl) X Vul

=0+ V(Alhl) X Vul

€ 9 € 9 é
Ajh Ahy) + ——(Ahy) | x —

hm( i)+ £ A + 2 (At ¢

€

2 9 -3 9 (A

hh3a3 hiAy) hlhzaz( 1)

(pOiS é1><é1=O, ézxélz—é3, é3Xé1:éz).

Podemos, naturalmente, obter curl(A,€,) e curl(A3é3) de modo analogo. Obtém-
-se

Vx(Agéy) = —— hzh1 ( 9Ag) — —— h2h3 ( 2A3)

Vx(Azés3) = —— ( 3A3) —

h3h23 Uy h3hla 1( 343)
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Somando essas trés contribui¢des, podemos escrever o resultado na forma do de-
terminante

Proposicio 8.6 — Rotacional em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

hié;  hyé; hsés
3u2 (9u3

curl A = ———1 9,
hiAy hyAy h3As

hihahs

A partir dai, é imediato escrever as expressoes do rotacional em diversos sistemas
de coordenadas ortogonais.

(i) Coordenadas polares cilindricas

NEEE
curl A = - o 0 O,
Al FAZ A3
(ii) Coordenadas polares esféricas
. 7 rgz§ rsen g{)é
curl A = - ar a¢ 6‘9
resen¢
Ay rA, rsen¢gAs
Exercicios
Exercicio N127 Consolidacao; basico

Calcule o rotacional de A = wr 6 em coordenadas cilindricas.
Exercicio N128 Justificacdo; médio

Para A = cé/ r, com r > 0, calcule o rotacional e a circulacdo em um circulo de
raio a. Explique por que os resultados sdo compativeis.
Exercicio N129 Justificacio; médio

Use a formula cilindrica para conferir que o rotacional de V® é zero para ® = r’z,
em uma carta regular.
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8.6. O Laplaciano em Coordenadas Curvilineas
Ortogonais

O laplaciano escalar é a divergéncia do gradiente. Combinar as formulas an-
teriores conserva os fatores geométricos necessarios. Para campos com simetria
radial, ele se reduz a uma equacdo de uma variavel, util em problemas de difuséo e
potencial.

Das férmulas ja obtidas para o gradiente e a divergéncia, vemos que

Proposicao 8.7 — O Laplaciano em Coordenadas Curvilineas Ortogo-

nais
V2P = V- (VD)
1 1 99 1 99 1 99
h h
= i |k 50+ s S0+ (S|

(i) Coordenadas polares cilindricas (r, 0, z)

o= 1[2(%2)+ 5 (120). 2 (2)
rlor\ or 20 \r 90 0z \ 9z

19°d 9%
2o T o2

9%d 10D
=— +-=
r2 902 972

or: ror

(ii) Coordenadas polares esféricas (r, ¢, 0)

o= ) 5 o) )

D 20D cotqﬁacb 1 9D 1 9%
=—+=2—=4 —
o raor  r? 8(/5 29?2  r?sen? ¢ 962

Exemplo 8.7

Em coordenadas cartesianas, a diferenciacio direta mostra que V|r|? = 2r
e Alr|? = 6, em que r(x,y,z) = xi+ yj + zk em coordenadas cartesianas.
Verifique que obtemos os mesmos resultados ao passar para coordenadas
esféricas.
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Solugdo: Como |r|* = x? + y? + z2 = p? em coordenadas esféricas, tome
F(p,0,¢) = p? (de modo que F(p,0,$) = |r|?). O gradiente de F em coorde-

nadas esféricas é
VF=£ep+ 1 geg—klgegﬁ
ap p sen¢ 90 p 9P

@%+—@%

= 2pe, +
Pep psengb

r .
= 2pe, = 2p ﬂ , como mostramos anteriormente; portanto
r

= 2p£ = 2r, como esperado. E o laplaciano é
p
1 0 ( ,0F 1 9°F 1 a( aF)
AF = = — — )+ ———— + ——— —(sen¢p—
p? dp (p ap) p?sen? ¢ 962 ,02 sengb 0] ¢ Rl
1 0 1
= = —(p"2p) + (0) + 2 (sen s (0))
P2 3p Zsend eng 99
1 0
= == +0+0
p* 9p
1

G Gov &0

Vo =
hl 8u1 ) hz 8u2 h?, au?,
V-A = L i(hzthl) + i(hz,h1Az) + i(h1h2A3)]
hyhahs Lo, ouy 2%
. hi€;  hyé; hsés
curlA = hihols Iy, Oy, Oy,
hlAl hyAy  h3As
1 1 99 1 99 199
V2o = h h Z
hyhohs 10 ( “Bhy ou ) ( hyo 2) ( "hy )]

Tabela 8.1.: Operadores vetoriais em coordenadas curvilineas ortogonais uy, Uy, us.
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Exemplo 8.8 — Conducao radial em uma casca esférica

Umacascaa <r < b, com0 < a < b, tem condutividade constante e nao
possui fontes internas. Em regime estacionario e com simetria esférica, a
temperatura T(r) satisfaz AT = 0. Determine T quando T(a) = T, e T(b) = Tj.

Solucdo. A férmula esférica reduz a equacéo a

1d

=== (rzd—T) =0.

r2dr\ dr
Integrando, r’T’ = C e T = A + B/r. Pelas condicdes de fronteira,

T,— T
= a—b’ A=T,— E
1/a—1/b a

O fluxo radial de calor é g, = —«T’ = kB/r?. Seu fluxo por qualquer esfera da casca
é 471r?q, = 471K B, constante. A queda com 1/r? compensa o aumento da area, como
exige a conservagdo em regime estacionario. N
Exercicios
Exercicio N130 Consolidacao; médio

Calcule Ar? em coordenadas esféricas, parar > 0 e p € R, e identifique os
valores de p que dao fun¢des harmonicas.

Exercicio N131 Aplicacdao; médio

Uma temperatura estacionaria depende apenas do raio cilindrico em a < r < b.
Resolva AT =0 com T(a) =T, e T(b) = Tj.

Exercicio N132 Justificacdo; médio
Confira o laplaciano de x? + y? + z? em coordenadas cartesianas, cilindricas e
esféricas.

8.7. Exemplos de Coordenadas Ortogonais

Os sistemas abaixo sao escolhidos pelo formato de suas superficies coordenadas.
Os fatores de escala devem ser calculados das derivadas da parametrizacio e usados
apenas onde a mudanca de coordenadas é regular. Eixos, polos e cortes angulares
exigem outras cartas ou tratamento separado.
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Coordenadas Polares Esféricas (r,¢,0) € [0, ) x [0, 7] x [0, 27)

x =rsen¢cosf (8.5)
y =rsen¢send (8.6)
z=rcos¢ (8.7)

Os fatores de escala das coordenadas polares esféricas sdo:

hy =1 (8.8)
hZ =r (89)
hs =rsen¢ (8.10)

Coordenadas Polares Cilindricas (7,6, z) € [0, ) x [0, 277) x (—00, 00)

x =rcosf (8.11)
y =rsenf (8.12)
B=7 (8.13)

Os fatores de escala das coordenadas polares cilindricas sao:

hy=r (8.15)

Coordenadas Cilindricas Parabdlicas (u,v,z) € (—00,00) x [0, 00) x (—00, 00)

= %(u2 —v?) (8.16)
y=uv (8.17)
A=Yz (8.18)

Os fatores de escala das coordenadas cilindricas parabdlicas sao:

hy = hy = Vu? +v2 (8.19)

hy =1 (8.20)
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Coordenadas Paraboloidais (u,v,0) € [0,00) x [0, 00) x [0, 277)

x =uvcosf (8.21)
y =uvsenf (8.22)
7= %(u‘2 —?) (8.23)

Os fatores de escala das coordenadas paraboloidais sdo:

hy = hy =\u? +v2 (8.24)

hs = uv (8.25)

Coordenadas Cilindricas Elipticas (u,v,z) € [0, %) x [0, 277) x (—00, 00)

x = acoshucosv (8.26)
y = asinhusenv (8.27)
AL (8.28)

Os fatores de escala das coordenadas cilindricas elipticas sdo:

hy = h, = aVsinh® u + sen® v (8.29)

hy =1 (8.30)

Coordenadas Esferoidais Prolatas (&,7,0) € [0,0) x [0, 7] x [0, 27)

x = asinh ¢ senncosf (8.31)
y = asinh ¢ sennsen (8.32)
z=acoshécosn (8.33)

Os fatores de escala das coordenadas esferoidais prolatas sdo:

hy =hy = az\[sinh2 &+ sen?p (8.34)

hs = asinh & seny (8.35)

Coordenadas Esferoidais Oblatas (¢,7,0) € [0, ) x [—% % x [0, 27)
x = acosh& cosrncosf (8.36)
y =acoshé& cosnsent (8.37)

z =asinh & senp (8.38)
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Os fatores de escala das coordenadas esferoidais oblatas sdo:

hy =hy = a\[sinh2 &+ sen?p (8.39)

hs = acoshé& cosp (8.40)

Coordenadas Elipsoidais

x2 y2 ZZ

a*—g; * b*—g;

Os fatores de escala das coordenadas elipsoidais sdo: h; = %\/ @

Coordenadas Bipolares

A, p,v) (8.41)
A< <b? <a? (8.42)
< p<b?<a (8.43)
< <v<a (8.44)

o = L G ae (91,92:93) = (A, 1, v)

(9;—9)(a—q)
_‘Ii)(bz—%)(cz—ql')

(u,v,z) € [0,2) x (—00,00) x (—00, c0)

asinhv

x= ——>v (8.45)
coshv — cosu

y = __asenu (8.46)
coshv — cosu

z=1z (8.47)

Os fatores de escala das coordenadas bipolares séo:

Coordenadas Toroidais

a

hl = h2 = (848)

coshv — cosu
hy =1 (8.49)

(u,v,0) € (—m, ] x [0, 00) x [0, 27)

v asinhvcos® (8.50)
coshv — cosu
inh
_ asinhvsend (8.51)
coshv — cosu

g, . asenu (8.52)
coshv — cosu

Os fatores de escala das coordenadas toroidais sao:
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hy=hy=—2% (8.53)
coshv — cosu
hy = — 2500V (8.54)
coshv —cosu
Coordenadas Conicas
(A, p,v) (8.55)
V2 < b? < p? < a? (8.56)
1 € [0, ) (8.57)
A
e 2 (8.58)
ab
2 2\(2 _ A2
2 [wr-aet-a) 559)
a a? — b?
2 _ p2)(y2 _ p2
R ) 60)
b a? —b?
Os fatores de escala das coordenadas cOnicas sdo:
hy=1 (8.61)
12012 — 2
5= 2 (l; zv ) 2 (8.62)
(u —a)(b® — p?)
22012 — 2
h? G =) (8.63)

37 (2 — a®)(v2 — b2)

Exercicios

A

Nos Exercicios 1-6, determine o laplaciano da funcdo f(x,y,z) em coordenadas

cartesianas.

1. [c1] f(x,y,2) = x+y+ 2. [c1] f(x,y,2) = x°
z

3. [c1] f(x,y,2) = (x? +
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4.

10.

11.

B

[(c1] f(x,y,z2) = 5. 1] f(x,y,2) = X+ 6. (c1] f(x,y,z) =
XYtz y3 4+ 23 Xy =7

[a1] Determine o laplaciano da fun¢éo do Exercicio 3 em coordenadas esféricas.
[A1] Determine o laplaciano da fung¢ao do Exercicio 6 em coordenadas esféricas.
[A1]Seja f(x,y,2) = ﬁyz em coordenadas cartesianas. Determine Vf em
coordenadas cilindricas.

[A1]Para f(r,0,z) = re, + z sen0 ey + rz e, em coordenadas cilindricas, deter-
mine div f e curl f.

[a1] Para f(p, 0, ¢) = e, +p cosO ey+p ey em coordenadas esféricas, determine
div f e curl f.

Nos Exercicios 12-23, demonstre a férmula indicada (r = |r| é o comprimento do
campo vetorial posicdo r(x,y,z) = xi+ yj + z k).

12.

16.

18.

20.

22.

U1V (1/r) = 13. paAQ/r)=0 14. p21V-(r/r®) = 15. pV(nr) =
—x/r? 0 o/

U21div(F+G) = divF + divG 17. 2jcurl(F+G) = curl F + curl G

021div(fF) = fdivF + F-Vf 19. )21div(FxG) = G-curlF — F-
curl G

p21div(VfxVg) = 0 21. 21curl (fF) = fcurl F + (Vf)xF

p21curl (curl F) = V(divF) — AF 23. )21A(fg) = fAg+gAf+2(Vf-
Ve)



CAPITULO

9

Tensores

Comecamos pelos covetores e pelas formas bilineares e, a partir deles, definimos
tensores como aplicacdes multilineares. Em seguida, estudamos suas componentes,
mudancas de base, simetrias e o produto exterior.

9.1. Funcional linear

Um covetor mede um vetor e devolve um nimero. Essa interpretagio ja apareceu
no diferencial de uma funcdo: em um ponto fixo, o diferencial recebe um desloca-
mento e fornece sua variagio de primeira ordem. A linearidade dessa medida é a
propriedade central.

Definicao 9.1
A funcio f : R" - R é um funcional linear se satisfaz a
condicao de linearidade: f(au+bv) =af(u)+bf(v),

ou, em palavras: “o valor em uma combinagéo linear é a combinagio linear
dos valores”

Um funcional linear também é chamado de funcao linear, 1-forma ou covetor.
Isso se estende facilmente a combinagdes lineares com qualquer nimero de

325
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termos; por exemplo,

N

N
fw=f (Z Viei) =D Vf(e)
i=1

i=1

onde os coeficientes f; = f(e;) sdo as “componentes” de um covetor em relagio a
base {e;}, ou, em nossa notacio abreviada,

fv) = f(v'e) (expressdo na base)
= f(e;) (linearidade)
=Vif. (definicdo das componentes)

Um covetor f é inteiramente determinado por seus valores f; nos vetores da base,
isto é, por suas componentes em relagio a essa base.

Nossa condi¢do de linearidade costuma ser apresentada separadamente como
duas condicdes relativas as operacdes que definem um espaco vetorial:

B regra da soma: o valor da funcdo na soma de vetores é a soma dos valores,

flu+v) = f() + f(v);

B regra do multiplo escalar: o valor da fun¢do em um multiplo escalar de um vetor
é o escalar vezes o valor no vetor, f(cu) = cf(u).

Exemplo 9.1

Na notacéo usual em R, com coordenadas cartesianas (x!, x?, x*) = (x, ¥, 2),
todo funcional linear tem a forma f(x,y,z) = ax + by + cz.

Exemplo 9.2

Se fixarmos um vetor n no espaco euclidiano usual R"?, temos uma funcéo
n* : R" > R definida por
n*(v) :=n-v,

que é uma funcio linear.
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Exercicios

Exercicio N133 Consolidacao; basico

Determine quais fung¢des sao funcionais lineares: x+y, x+y+1, xy e 2x—3y+z.

Exercicio N134 Aplicacao; basico
Um sensor tem resposta linear a(x, y, z) = 3x — y + 2z. Determine suas compo-
nentes na base candnica e o conjunto de deslocamentos que néo alteram a leitura.

Exercicio N135 Justificacao; basico
Para f(u) = a- u, mostre a linearidade e explique qual estrutura foi usada para
transformar a em um covetor.

9.2. Espacos duais

Os covetores formam um espacgo vetorial proprio. A base dual registra como
extrair cada coordenada de um vetor, sem exigir que a base original seja ortogonal.
Identificar vetores e covetores pelo produto interno é uma escolha adicional; o
pareamento entre eles existe antes dessa escolha.

Definicao 9.2
Definimos o espaco dual de R”, denotado por (R")”, como o conjunto de todas
as funcodes lineares reais definidas em R";

(RM" ={f : f:R" - R éuma funcio linear }

O espaco dual (R")" ¢, ele proprio, um espaco vetorial de dimensio n, com
combinacdes lineares de covetores definidas da maneira usual para combinagdes
lineares de funcdes, isto é, em termos dos valores: Para covetores f, g, escalares
a,b e um vetor v, temos

(af +bg)(v) = af(v) + bg(v).



9. Tensores 328

Teorema 9.1

Suponha que os vetores de R" sejam representados como vetores coluna

X1

Para cada vetor linha

existe um funcional linear f definido por

X1

f&x) =la; ...a,]

Xn

f(X) =ayxy e apXy,

e todo funcional linear em R" pode ser expresso dessa forma

Observaciao 9.2

Como consequéncia do teorema anterior, podemos ver vetores como colunas e
covetores como matrizes linha. A acdo de covetores sobre vetores é o produto
matricial do vetor linha pelo vetor coluna.

, x5 €R (9.1)

RN = {[a, ],a; € R} (9.2)

Exercicio 9.1 — Fechamento do espaco dual
(2]

Mostre que o espaco dual é fechado sob essa operagdo de combinacéo linear.
Em outras palavras, mostre que, se f, g sdo funcdes lineares que satisfazem nossa
condicio de linearidade, entdo a f + b g também satisfaz a condi¢ao de linearidade
das fungdes lineares:

(af+bg)cru+cyv)=cilaf+bg)u)+cyaf+bg)v).



9. Tensores 329

9.2.1. A base dual

Vamos construir uma base para (R")", chamada base dual {e} ou “a base dual a
{e;}”, definindo n covetores que satisfazem as seguintes “relacdes de dualidade”:
sei=7],

i _ Sl —
“e)=5=, sei%j

onde o simbolo 5} é chamado de “delta de Kronecker”, nada mais que um simbolo
para as componentes da matriz identidade n xn, I = (5;) Em seguida, estendemos
esses covetores a qualquer outro vetor por linearidade. Entdo, pela linearidade,

el(v) = el(ve ) (expanséo na base)
=vel(e ) (linearidade)
= 5} (dualidade)
= (definicao do delta de Kronecker)

onde a ultima igualdade decorre do fato de que, para cada i, apenas o termo com
j =inasoma em j contribui para a soma. Alternativamente, multiplicar um vetor
pela matriz identidade, 5Jl~v’ =, ndo altera o vetor. Assim, o calculo mostra que o

i-ésimo covetor da base dual, €', seleciona a i-ésima componente v' de um vetor v.

Teorema 9.3

Os n covetores {e'} formam uma base de (R")".

Demonstragao. Se f € V*, defina f; = f(¢;). Parav = vjej, a linearidade da

f0) =V flg) = i/ = ()W)

Como a igualdade vale para todo v, temos f = fi’, portanto a familia gera V*. Para
a independéncia, se g;e' = 0, avalie em cada e;:

0= (aiei)(ej) = ai5} = a;.
Todos os coeficientes sdo nulos. A familia é uma base e dimV* = dimV = n. O

argumento também mostra que as componentes de um covetor sdo seus valores
nos vetores da base original. |
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Exemplo 9.3 — Uma medida em duas bases

No plano, use a base E = ((1,1),(1,—1)). Encontre sua base dual, as coorde-
nadas de v = (3, 1) e as componentes do covetor a(x,y) = 2x — y. Confira

a(v).

Solucao. Escrevemos (x,y) = ¢;(1,1) + ¢5(1,—1),de onde ¢; = (x + y)/2 e cy =

(x — y)/2. Logo,
+ p—
el(x, y) = X 5 y’ eZ(x,y) = %

As coordenadas de v sdo (2, 1), e as componentes do covetor sdo a(e;) = 1, a(ey) = 3.

Portanto,
av) =o' =1-2+3-1=5,

igual ao calculo cartesiano 2 - 3 — 1. Vetor e covetor alteram suas componentes de

formas diferentes, mas a leitura permanece a mesma. <
Exercicios
Exercicio N136 Consolidacao; médio

Encontre a base dual de E = ((1,0), (1, 2)) e avalie cada covetor nos dois vetores
da base.

Exercicio N137 Consolidacao; médio

Determine as componentes de a(x,y) = x — 2y em E = ((1,1),(1,—1)) e confira
sua acdo em (2, 3).

Exercicio N138 Justificacio; médio
Se B tem como colunas os vetores de uma base, mostre que as linhas de B!
representam sua base dual em coordenadas candnicas.

9.3. Formas Bilineares

Uma forma bilinear mede dois vetores de maneira linear em cada um separada-
mente. Sua matriz permite calcular esses valores, mas néo a transforma automati-
camente em um operador de vetores. A diferenca aparecera tanto na mudanga de
base quanto no uso de uma métrica.

Uma forma bilinear é uma funcéo linear em cada argumento separadamente:
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B(u+v,w) = B(u,w) + B(v,w) e B(Au,v) = AB(u,Vv)
B(u,v+w) =B(u,v)+ B(u,w) e B(u,Av) = AB(u,v)

Seja B(v,w) uma forma bilinear e sejam ey, ..., e, uma base desse espaco. Os
numeros B;; determinados pela férmula
B;j = B(ej, €;) (9.3)
chamam-se coordenadas ou componentes da forma B na base ey, ..., e,. Os
numeros de 9.3 sdo escritos na forma de uma matriz
B11 “en Bln
B=| ], (9.4)
Bnl Bnn
que é chamada matriz da forma bilinear B na base e, ..., e,. Para o elemento B;;

da matriz 9.4, o primeiro indice i especifica o numero da linha e o segundo indice j
especifica o numero da coluna.

A matriz de uma forma bilinear simétrica B também ¢é simétrica: B;; = Bj;. Sejam

1 1

v, ...,v*ew, .., w" as coordenadas de dois vetores v e w na base ey, ..., e,.

Entdo os valores B(v, w) sdo calculados pelas seguintes formulas:

n

B(v,w) = Z Z Bk viwl, (9.5)

n
i=1 j=1

Exemplo 9.4 — Energia quadratica de dois modos

Em um modelo normalizado, a energia de dois deslocamentos é E(u) = %uTK u,

2 1
com K = (

1 3
forma bilinear.

). Calcule E(1, 2) e a forca de restituicdo. Explique o papel da

Solucdo. A forma é B(u,v) = u Kv. Parau = (1,2),
Ku=1(4,7), B(u,u) = 18, E(u) = 9.

Como K é simétrica, o diferencial da energia é dE,(h) = B(u, h). Essa expressao é
um covetor em h. Apos usar a métrica euclidiana para representa-lo por um vetor,
VE = Ku e a forca de restitui¢do é —VE = (—4, —7). A forma bilinear e o operador
associado tém matrizes iguais nessa base ortonormal, mas seus papéis geométricos
sdo diferentes. <
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Exercicios
Exercicio N139 Consolidacao; basico

Escreva a matriz da forma B(u,v) = 2ujv; + u;vy + upv; + 3upv, e calcule
Exercicio N140 Justificacdo; médio

Para a forma anterior, mostre que B(u, u) > 0 para u # 0, completando quadrados.
Exercicio N141 Consolidacao; basico

Determine as partes simétrica e antissimétrica da forma com matriz ( 1 2).

9.4. Tensores

A multilinearidade estende os exemplos anteriores a varios argumentos. O
tipo do tensor informa quais argumentos sdo vetores e quais sdo covetores. As
componentes sdo obtidas avaliando esses argumentos em bases e bases duais; ndo
constituem a defini¢do do objeto.

SejaV = R" e seja V* = R"" seu espaco dual. Definimos

VE=Vx..xV.

—_—
k vezes

Definicdao 9.3
Uma aplicacio multilinear de ordem k em V é uma funciio T : V¥ — Rque é
linear em cada variavel. Para cada posicdo i, mantendo os demais argumentos

fixos,
TV, e W+ w, ., v)

= ATV, sV e, Vi) + TV, o, Wy, V).

Em outras palavras, dados (k — 1) vetores, Vi, Vo, ..., Vi_1, Vi1, ---» Vi, @ aplicacdo
T; : V — R definida por T;(v) = T(vy,V,...,V, Vi1, ..., V) é linear.
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Definicdo 9.4

B Um tensor de tipo (r,s) em V é uma aplicacio multilinear
T: (V)Y xVS—R.
B Um k-tensor contravariante em V é uma aplicacio multilinear T : (V*)k —
R; portanto, é um tensor de tipo (k, 0).

B Um k-tensor covariante em V é uma aplicacdo multilinear T : vk 5 R
portanto, é um tensor de tipo (0, k).

Essa convencéo é a usual: o primeiro niimero conta os indices superiores (con-
travariantes) e o segundo, os indices inferiores (covariantes).

Exemplo 9.5

B Vetores podem ser vistos como fun¢des V* — R, portanto sdo tensores
contravariantes.

B Funcionais lineares sdo tensores covariantes.

B Produtos internos sio fungdes de V x V — R, portanto sio tensores covari-
antes.

B Em dimensio n, o determinante é uma funcio multilinear das n colunas
(ou linhas) de uma matriz quadrada. Portanto, como aplicagéo (R")" — R,
é um tensor covariante de tipo (0, n).

A terminologia acima parece invertida; Michael Spivak explica:

“Hoje em dia, tais situagdes sdo sempre distinguidas chamando de
‘covariantes’ as coisas que seguem na mesma dire¢do e de ‘contravari-
antes’ as que seguem na direcdo oposta. A terminologia classica usava
essas mesmas palavras, mas acabou invertendo essa distin¢do. [...]
Portanto, é facil lembrar qual tipo de tensor é covariante e qual é con-
travariante: basta considerar o oposto do que ele logicamente deveria

B

Ser.
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Definicdo 9.5

Denotamos o espacgo de tensores de tipo (7, s) por T;(V).

Em particular,

TR(V) := TS(V) = {tensores contravariantes de ordem k},

T (V) := T](z(V) = {tensores covariantes de ordem k}.
Dois casos especiais importantes sdo:

T'(V)=v* =V,
T, (V) =V*.

A primeira linha significa que podemos considerar vetores v € V como 1-ten-
sores contravariantes. Isto é, todo vetor v € V pode ser considerado um funcional
linear V* — R por meio de

wWw) 1= w(v),

onde w € V*.
A ordem de um tensor de tipo (r,s) ér +s.
Em particular, vetores e covetores tém ordem 1.

Definicdao 9.6

SeS e Tg (V) é um tensor (r, 1) e T € T&(V) é um tensor (ry, s;), podemos
Tt

definir seu produto tensorial S® T € Ty ;¢ (V) por

(S ® THW15 v > Wpyrys Vi v > Vo hs,)
= S(@1, e s O Vis oo V)

: T(a)rl-b-l’ oo Wy s Vo 415 Vsl+sz)~

Exemplo 9.6

Sejamu,ve V. ComoV = Tl(V), podemos considerar u e v como tensores
de tipo (1, 0). Seu produto tensorial u ® v € T2(V) é um tensor de tipo (2, 0)
definido por (u ® v)(w,n) = w(u)n(v)
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Exemplo 9.7

SejaV = R3. Escrevau = (1,2,3)T € V na base padrdo, e n = (4,5,6) € V*
na base dual. Para as entradas, escrevamos também o = (x,y,z) € V* e
v =(p,q,r)" € V. Entio

(u®n)w,v) = w(u)n(v)

1 P
=[x, y.z]|2]|-[4,5.6]]q
3 r

= (x + 2y +3z)(4p + 5q + 61)
= 4px + 5qx + 6rx
+8py + 10qy + 12ry
+12pz + 159z + 18rz

4 5 6]|[p
=[x,y,2z]| 8 10 12|]gq
12 15 18]||r
4 5 6
=w|8 10 12|v.
12 15 18

Exemplo 9.8
Se S é de tipo (1,2), com componentes ajik, e T é de tipo (2,0), com compo-
nentes f°, entdo S ® T é de tipo (3, 2) e suas componentes sdo

(S®TY"y = oy,

Os tensores satisfazem leis algébricas como:
i) R®(S+T)=R®S+RQ®T,

(i) (AR)® S =A(R®S) = R® (AS),

(iii) (R®S)®T=R®(S®T).

Em geral, porém,
ST=#T®S.
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A diferenca ndo vem da multiplicagido das componentes, que sdo escalares e portanto
comutam, mas da ordem dos argumentos. Por exemplo, para f, g € V*,

(f®Qwv) = fwgk),  (g® Nwv)=g)fv),
e essas duas expressdes nio precisam coincidir. Tomando f = e!, g =e®, u =e; e
v = e,, obtemos respectivamente 1 e 0.
Seguiremos essa convenc¢ao em todo o restante do livro: indices superiores

correspondem as copias de V e indices inferiores as copias de V*.

9.4.1. Base de tensores

Fixe uma base {e;, ..., e,} de V e sua base dual {e!, ..., e"}.

Teorema 9.4

Uma base de T;(V) é formada pelos tensores
€ ® Qe Vel @ e, 1<igseesbpsfis s js <1

Em particular,
dim T5(V) = n™*.

Para T € T{(V), definimos suas componentes nessa base por

Tiv-, )

. o= i1 I o, .
e :=T(e ENC PlcTINC)

s
Teorema 9.5
O tensor T é reconstruido a partir de suas componentes pela formula
n n n n
T= Z Z Z Z Tilmirjl“'js e Qe ® e ® - ® ek,
i\=

=1 i=1j=1 j=1

A foérmula anterior é a versdo multilinear da expansido em uma base: os valores
do tensor nos elementos das bases de V* e V determinam todos os seus valores.
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Teorema 9.6

Se )
Wy = Z(a)a)iaeia, 1<a<r,
i=1
¢ n
vp= Y, e,  1<b<s,
=1
entao

n n n n

T(@W1, eve s @Opy V1, eee, Vg) = Z Z Z Z Thh Loy, (cor)l-rv{1 o,

=1 L=1j=1 j=1

Exemplo 9.9

Considere uma funcéo trilinear

f: R®xR?*xR? - R
Uma base de R? é {e}, e,} = {(1,0), (0, 1)}. Seja

flei.ej, er) = Ajji,
onde i, j,k € {1,2}. Em outras palavras, a constante A;j é o valor da funcéo

em uma das oito triplas possiveis de vetores da base (pois ha duas escolhas
para cada um dos trés argumentos), a saber:

(e;,er.eq), (er.eq,ey), (ej.ezeq), (eq,ezey),
(ez.e1,eq), (e, eq,ep), (egepeq), (ep e ey).

Cada vetor v; € V; = R? pode ser expresso como combinacio linear dos
vetores da base

2
Vi Z vej = v'e; +v7e; = v/(1,0) +v2(0,1).
j=1

O valor da funcéo em uma coleciio arbitraria de trés vetores v; € R? pode ser
€Xpresso como




9. Tensores 338

2

2
f(vi,va,v3) = Z Z Ay va s

2
i=1 j=1k=1

Ou, na forma expandida,

f((a,b),(c,d),(e,h)) = ace f(ey,e1, e;) + ach f(ey, e, e;)
+ ade f(eq, ey, e1) +adh f(e, ey, e5)
+ bee f(ey,eq,e1) +bech f(ey, eq,e5)
+ bde f(eq, ey, €1) + bdh f(ey, e,, €5).

AN N N N
Y o 0 0
O 0 N N
NN N AN

9.4.2. Contracao

O caso basico de contragio é o pareamento candnico entre V e V*:
C:VV*—R, Cv® f) = f(v).

Essa operagdo se estende a tensores de tipo (r,s) com r,s > 1. Escolhemos um
fator contravariante e um fator covariante e aplicamos o pareamento acima. Em
componentes, se contraimos o a-ésimo indice superior com o b-ésimo indice inferior,

n
iy k.
Z Ty ke

k=1
O chapéu indica o indice que desaparece depois da contragdo. Portanto,

obtemos

iodgedy
Cap Ty 5,

Cap : THV) — TIZH(V).

A defini¢ao independe da base: a soma acima é apenas a expressdo em coordenadas
do pareamento natural V* xV — R.

9.4.3. Um tensor de trés argumentos, do objeto as componentes

Exemplo 9.10 — Trés direcdes medidas separadamente

Em V = R?, considere
T(u, v, w) = U vewy — UpVy Wy,

Identifique seu tipo, calcule suas componentes, avalie em u = (1,2), v =
(3,—1), w = (2,1) e descreva a forma bilinear obtida quando se fixa o terceiro
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argumento. Depois transforme as componentes para a base E = ((1,0),(1,1))
e confira a mesma avaliagio.

Solucado. Cada argumento pertence a V e a saida é real. A expressao é linear
em cada argumento separadamente; portanto T é um tensor de tipo (0, 3), isto
¢, um elemento de V* ® V* ® V*. Na base canonica, Ty, = T(e;,ej, ;) fornece
apenas Tj5; = 1 e Ty = —1 como componentes ndo nulas. Sua avaliagdo é
1(-1)2 - 2(3)1 = 8.

Fixando w = (2, 1), obtemos a forma bilinear B,,(u, v) = 2u;v, — uyv;, de matriz

[0)

Esse procedimento reduz o nimero de argumentos por avaliagdo. N&o é uma
contracdo entre dois indices do proprio tensor.
Na base E, as componentes sao i;'k = T(E, Ej, E}). As nao nulas sdo

T =1 Tp=1 Ty=-1 Tp=1

A componente Ty, € zero porque os dois termos se cancelam. As coordenadas dos
trés vetores sdo u’ = (—1,2), v = (4,—1) e w’ = (1,1). Contraindo com as quatro
componentes, obtemos

T(u,v,w)=1+1—-8—-2=-8.

O objeto e sua avaliacdo permanecem os mesmos; a lista de componentes ndo nulas
mudou. O célculo mostra por que um tensor ndo deve ser identificado com um

arranjo numérico fixo. <
Exercicios
Exercicio N142 Consolidacao; médio

Se a = (1,2) e f = (3,—1) na base dual candnica, calcule as quatro componentes
de o ® f e sua avaliacdo emu = (1,0) e v = (0, 1).
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Exercicio N143 Consolidacdo; médio

Para T(u, v, w) = u;vaw; — uyv;wy, determine as componentes nao nulas e verifi-
que a multilinearidade.

Exercicio N144 Justificacdo; médio

Para o operador A = v ® «, mostre que A(w) = a(w)v e que sua contragio é
tr A =a(v).

Exercicio N145 Justificacdo; médio
Explique por que contrair dois indices covariantes exige uma métrica inversa,
enquanto o pareamento de um indice superior com um inferior é natural.

Exercicios de ampliacao

Exercicio A008 Consolidacao; médio

Sejam a(x, y) = x+2y e H(v, w) = viw; +3ww,. Identifique o tipo de T(u, v, w) =
a(u)H(v, w), liste suas componentes nio nulas e avalie em u = (1,1), v = (1,2),
w=(2,-1).

Exercicio A009 Consolidacao; médio

Identifique espagos de entrada, saida e tipo tensorial dos objetos: A(w) = a(w)v;
H(u,w) = pwy(w); T(a, p,w) = a(u)p(v)y(w), para vetores e covetores fixos
indicados pelas respectivas letras.

Exercicio A010 Consolidacao; médio

Para T(u, v) = (uyvy, ugv; +uy ), verifique a bilinearidade, interprete T como ten-
sor de tipo (1,2), determine suas componentes nao nulas e calcule T((1, 2), (3, —1)).

9.5. Mudanca de coordenadas

A mudanca de base altera os vetores basicos e, em sentido compensatorio, as com-
ponentes. A identidade que deve permanecer é o valor de uma avaliagdo completa,
como a(v) ou B(u, v). Usaremos essa invariancia para conferir as formulas.
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9.5.1. Vetores e covetores

Sejam E = (vy,...,v,) € F = (wy,...,w,) bases ordenadas de V, com bases duais
E* =, ...,v") e F* = (wl,...,w"). Escrevamos a mudanca de base na forma

n
w,-=Z)L{vj, A=).
j=1
Para encontrar a mudanca correspondente na base dual, escrevemos
n
wl = Z p]kvk, M= (p]k).
k=1
A condicio de dualidade w/(w;) = 5l~j da
n . .
=8, AM=1I
k=1

Portanto, M = A", Em particular, se listamos as bases duais em colunas, sua
relacdo é
wl vl
c :A_T

wh Vi

Essa é a transformacéo das bases. Para distinguir dela a transformacao das compo-
nentes, escrevax = y; XgV; = »,; Xpw;. A relacdo entre as bases implica xp = A Txg.
Para um covetor & = }; av' = }; ajw/, como M = AL, temos

2 a
N N
an an
Assim, as componentes de um covetor transformam pela matriz inversa da trans-
posta que transforma as componentes de um vetor.

9.5.2. Formas bilineares

Sejam ey, ..., e, € €1, ..., €, duas bases de um espaco vetorial V. Denotemos
por S a matriz de transicio da primeira base para a segunda. Defina T = §™1. A
partir de 9.3, obtemos facilmente a formula que relaciona as componentes de uma
forma bilinear f(v, w) nessas duas bases. Para isso, basta substituir a expressdo da
mudanca de base na férmula 9.3 e usar a bilinearidade da forma f(v, w):

n n n n
f;=fle,e) =Y Y TETIf(ér.é)=> Y TFT! fi.
=1¢=1

k=1g=1 k=
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A féormula inversa, que expressa fkq em termos de f;;, € obtida de modo semelhante:

n n n n
f5= 2 YT figfeg= 2 . S S0 i (9.10)
k=1g=1

i=1 j=1

Na forma matricial, essas relacdes sdo escritas como:

F=T'FTF=STFs. (9.11)

Aqui, ST e TT sio as matrizes obtidas de S e T por transposicio.

Exercicios

Exercicio N146 Consolidacao; médio

1 1
Considere a base com matriz B = (0 1). Transforme as componentes de
v=1(2,3) ede a = (1,—2) e confira a(v).

Exercicio N147 Consolidacao; médio

Para uma forma bilinear de matriz candnica G = I, calcule Gg = B' GB na base
do exercicio anterior e confira o comprimento de um vetor.

Exercicio N148 Justificacio; médio
Compare a transformacéo por congruéncia de uma forma bilinear com a trans-
formacéo por semelhanca de um operador linear na mesma mudanga de base.

9.6. Propriedades de simetria dos tensores

A simetria é uma propriedade do tensor, e por isso ndo depende da base. Para
tensores de segunda ordem, a decomposicio em partes simétrica e antissimétrica
separa dois comportamentos sob a troca dos argumentos e é tnica sobre os reais.

As propriedades de simetria envolvem o comportamento de um tensor sob a
troca de dois ou mais argumentos. Para considerar o valor de um tensor apos
a permutacdo de alguns argumentos, os argumentos devem ser do mesmo tipo;
isto é, covetores devem ocupar argumentos de covetores e vetores devem ocupar
argumentos de vetores, sem outras combinagdes.

O caso mais simples sdo tensores com apenas 2 argumentos do mesmo tipo. Para
argumentos vetoriais, temos tensores de tipo (0, 2). Para um tensor desse tipo T,
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introduzimos a seguinte terminologia:

TY,X)=T(X,Y), T é simétricoem X e Y,
T, X) =-T(X,Y), T é antissimétrico, ou alternado,em X e Y.

Tomando (X,Y) = (e;, e;) e usando a definicdo de componentes, obtemos uma
condi¢do correspondente para as componentes:
Tji =

T =

T,

_Tl] ,

T é simétrico no par de indices (i, j),

T é antissimétrico (alternado) no par de indices (i, j).

Para um tensor antissimétrico, a Gltima condi¢do implica imediatamente que ne-
nhum indice pode se repetir sem que a componente correspondente seja nula:

Tji=-T;; > T; = 0.

Todo tensor (0, 2) pode ser decomposto em partes simétrica e antissimétrica,

definindo

[SYM(D](X,Y) = =[T(X,Y) + T(Y, X)], (parte simétrica de T),

I»—\l\JIr—k

[ALT(T)](X,Y) = [T(X Y)-T(,X)], (parte antissimétrica de T),

T= SYM(T) +ALT(T).

A tltima igualdade vale porque avalid-la no par (X,Y) conduz imediatamente a
uma identidade.

Novamente, tomando (X,Y) = (e;, ej), obtemos as formulas correspondentes
para as componentes:

[SYM(D)];; = 3(T; + Tp) = Ty,

[ALT(T)]ij = ( ij — ]1) T[lj
Tij = Tgj) + Tij)-

Ha n(n + 1)/2 componentes independentes na parte simétrica e n(n — 1)/2 na
antissimétrica. Sua soma é n?

Parénteses em torno de um par de indices denotam a operacéo de simetrizagéo,
enquanto colchetes denotam a antissimetrizacido. Essa é uma abreviacdo muito
conveniente. Tudo isso pode ser repetido para tensores de tipo (2,0) e apenas

reflete o0 que ja sabemos sobre as partes simétrica e antissimétrica de matrizes.

, 0 numero de componentes do tensor original.



9. Tensores 344

Exercicios

Exercicio N149 Consolidacao; basico

2 4
Decomponha (0 3) em partes simétrica e antissimétrica.

Exercicio N150 Justificacio; médio

Prove a unicidade da decomposicio T = S+ A, com S simétrico e A antissimétrico.

Exercicio N151 Consolidacio; médio

Conte as componentes independentes de um tensor totalmente alternado de
ordem 3 em dimenséao 4 e compare com um tensor sem simetrias.

9.7. Formas

As formas alternadas registram area e volume com orientacdo. O produto exterior
retine esse comportamento em uma algebra valida em qualquer dimenséo. A estrela
de Hodge acrescenta métrica e orientacéo, estabelecendo a ponte com os produtos
e operadores do calculo vetorial.

9.7.1. Motivacao

Area e volume orientados Fixada uma orientacéo do plano, definimos a funcéo
de area orientada A(a,b) por

A(a,b) = [a] |b] sen®,

onde 0 é o angulo orientado de a para b, positivo no sentido anti-horario.

Propriedade: A é4reaorientada A(a,b) de um paralelogramo gerado pelos vetores
a e b no espaco euclidiano bidimensional é uma funcdo antissimétrica e bilinear
dos vetores a e b:

A(a,b) = —A(b, a),
A(Aa,b) = 1 A(a,b),
A(a,b+c) = A(a,b) + A(a, ¢). (lei da soma)

A area ordinéria (ndo orientada) é obtida como o valor absoluto da area orientada,
Ar(a,b) = |A(a,b)|. Verifica-se que a area orientada, devido as suas propriedades
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estritas de linearidade, é uma construcio muito mais conveniente e poderosa que a
area nio orientada.

Teorema 9.7

Sejam a, b e ¢ vetores em R>. O volume orientado do paralelepipedo gerado
poreles é (axb)-c.

Propriedade: O volume orientado V(a,b, ¢) de um paralelepipedo gerado pelos
vetores a, b e ¢ no espaco euclidiano tridimensional é uma func¢éo antissimétrica e
trilinear dos vetores a, b e ¢:
V(a,b,c) = —V(b,a,c),
V(Aa,b,c) = AV(a,b,c),
V(a,b+d,c) =V(a,b,c)+ V(a,d,c).

Essas propriedades seguem imediatamente da formula do produto misto
V(a,b,c) = (axb)-c,

ou, equivalentemente, da multilinearidade e da alternancia do determinante.

9.7.2. Produto exterior

Em trés dimensdes, uma area orientada é representada pelo produto vetorial
a x b, que é de fato um produto antissimétrico e bilinear. Portanto, esperamos que
a area orientada em dimensdes maiores possa ser representada por algum novo
produto antissimétrico de a e b; denotemos esse produto (a ser definido abaixo) por
a A b, lido “a cunha b”. O valor de a A b serda um vetor em um espaco vetorial novo.
Também construiremos explicitamente esse novo espago.

Definicao do produto exterior A maneira mais limpa de construir o produto
exterior ¢ partir da algebra tensorial. Seja

TV)=ReVe(VeV)e(V®) e .-

e seja I o ideal gerado pelos elementos v ® v, comv € V.
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Definicdo 9.7

A algebra exterior de V é o quociente
J\V :=TW)/L
A imagem de v; ® -+ ® vi nesse quociente é denotada por
Vi A AV,

e a componente homogénea de grau k é chamada de k-ésima poténcia exte-
rior de V e denotada por /\k V.

Por construcéo, o produto A é bilinear e associativo e satisfaz
VAV =0.
Aplicando essa identidade a u + v, obtemos
0=(u+v)A(u+v)=uAv+vAu,
e portanto

UAV=-VAW (9.12)

Em particular, o produto exterior é alternado. Mais geralmente, paraa € \PV e
pe NV,
anp=(1D)PIBAa.

Essa construgio também explica a relacido com tensores antissimétricos. Sobre
R, /\k V pode ser identificado canonicamente, por antissimetrizagdo, com o espago
dos tensores totalmente antissimétricos de grau k. Dependendo da normalizacdo
escolhida para o operador de antissimetrizacio, aparecem fatores como k!; a dlgebra
exterior evita que esses fatores contaminem as regras de calculo.

Teorema 9.8

Se {e}, ..., e,} é uma base de V, entdo

{e,-l/\m/\e,-k : 1§i1<~-<ik§n}
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é uma base de /\k V. Consequentemente,

k k
dim/\V:(Z), /\Vz{O} sek > n.

Demonstracdo. Pela multilinearidade, cada produto de k vetores se expande em
produtos de vetores da base. Termos com um indice repetido se anulam; os demais
podem ser reordenados, com um sinal, para indices estritamente crescentes. Assim,

a familia indicada gera /\k V.
Para provar a independéncia, fixe I = (i; < --- < it) e use a forma alternada

. k
or(vi, ..., ) = det(€e () ;-

Ela induz um funcional em /\k V e assume valor 1 no produto basico de indices I e
0 em todos os outros produtos basicos crescentes. Avaliar uma combinagao linear
nula nesses funcionais forca cada coeficiente a ser zero. Ha (Z) escolhas de indices;
se k > n, todo produto basico tem repetigao e é nulo. |

Assim, calculos com o produto exterior sdo feitos apenas com multilinearidade,
associatividade e antissimetria. Por exemplo,

W+VA(NV+W) = UAV+FUAWHVAW.

O termo v A v desaparece automaticamente.

Elementos de /\2 V sdo chamados de bivetores. Um bivetor ndo precisa ser
decomponivel, isto é, ndo precisa ter a forma a A b. Analogamente, elementos de
/\k V sdo chamados de k-vetores. Adotamos ainda

0 1
/\V:JR, /\V:V.

Para vetores vy, ..., Vi, a notacdo

ijvl/\"'/\Vk

~.

J=1

sera usada sem ambiguidade. Em particular,

UAV A AV = (—1)kV1 A AV A
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Pergunta: Como calcular expressdes que contém varios produtos, como aAbAc?

Resposta: Aplique as regras de multilinearidade, associatividade e antissime-
tria. Por exemplo, podemos permutar vetores adjacentes e trocar o sinal,

aAbAc=-bAranAnc=DbAcAa,
podemos expandir os parénteses,
aAN(x+4y)Ab=aAxAb+4anyADb,

e assim por diante. Se os vetores a, b, ¢ sdo dados como combinagdes lineares de
vetores de uma base {e j}, podemos reduzir a A b A ¢ a uma combinacéo linear de
produtos exteriores de vetores da base, como e; A e; A e3, €1 A €5 A ey, etc.

1 1
Exemplo 1: Suponha que trabalhemos em R*® com os vetores a = (O, 2 _E>

b = (2,-2,0) e ¢ = (—2,5,—-3). Vamos calcular alguns produtos exteriores. Os
calculos ficam mais simples se introduzirmos explicitamente a base {eq, 5, e3}:

a= %(eZ = e3) , b= 2(61 — ez), Cc = —261 ate 562 — 363.

Calculamos o 2-vetor a A b usando as propriedades do produto exterior, como
XxAX=0exXxAy=—-yAX, e simplesmente expandindo os parénteses como na
algebra usual:

aAb

1
E(ez —e3)N2(e; —ey)

(e; —e3) A(e; —ep)

ez/\el—eg/\el—ez/\e2+e3/\e2

—el/\e2+e1/\e3—e2/\e3.

A dltima expressao € o resultado; observe que agora ndo ha mais nada a calcular ou
simplificar. Expressdes como e; A e, sdo as expressdes basicas a partir das quais o
espaco /\*R3 ¢ construido.

Vamos também calcular o 3-vetora Ab A ¢,

aAbAc=(aAb)Ac

= (—e1 Neyt+te Nes—ex N\ 63) AN (—2e1 alx 582 - 383).
Ao expandirmos os parénteses, termos como e; A e; A e se anulam, pois

el/\ez/\elz—ez/\el/\elzo,
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portanto, basta manter os termos que contém vetores distintos, e obtemos

aAbAc=3e;AeyAes+5e; AesAey+2e,AesAe;
:(3—5+2)e1/\e2/\e3:0.

Observamos que todos os termos sdo proporcionais ao 3-vetor e; A e, A e3; assim,
bastava determinar o coeficiente de e; A e; A es3; por coincidéncia, esse coeficiente
acabou sendo zero. Portanto, o resultado é o 3-vetor nulo. [ |

Observacao: origem do nome “exterior” A construcio do produto exterior
é uma formulagdo moderna de ideias que remontam a H. Grassmann (1844). Um
2-vetor a A b representa um elemento de area orientado do paralelogramo gerado
por a e b. Analogamente, a A b A ¢ representa um elemento de 3-volume orientado.
Com o produto interno induzido em /\2 V, por exemplo,

la ABI? = al?[b]* - (a, b)?,

de modo que a norma recupera a area ordinaria; a norma de um 3-vetor recupera o
volume ordinario, enquanto uma forma volume orientada registra seu sinal. Pela
antissimetria do produto exterior, (aAb)A(aAc) = 0e(aAbAc)A(bAd) = 0, entre
outras identidades. Geometricamente, isso diz que o “produto” de dois volumes se
anula quando eles tém um vetor em comum. Essa observacdo motivou Grassmann
a chamar seu produto antissimétrico de “exterior”: em sua interpreta¢ao, o produto
de duas “quantidades extensivas”, como retas, areas ou volumes, é ndo nulo apenas
quando cada uma estd geometricamente “no exterior” da outra.

Exercicio 9.2 — Poténcias exteriores de grau maior que a dimensao
2]
Mostre que, em um espaco bidimensional V, todo 3-vetor, como aAb Ac, reduz-se

ao 3-vetor nulo. Prove o mesmo para n-vetores em espacos de dimensdo N quando
n> N.

Também podemos considerar as poténcias exteriores do espaco dual V*. Ele-
n ~ ~ . ;.
mentos de /\" V* sdo geralmente chamados, por razdes histdricas, de n-formas
(em vez de “n-covetores”).

Definicao 3: A acio de uma k-forma f} A ... A f} sobre um k-vetor vi A ... A vy é
definida por

Z sgn(a)ﬁ(vo(l)) f]t(vo(k))’

O'Esk
onde sgn(o) é o sinal da permutacio e Si é o conjunto das permutacdes de {1, ..., k}.
Essa soma é o determinante da matriz com entradas f; (v)).



9. Tensores 350

Exemplo 2: Para k = 3, temos

P Aq*AT*)@aAbAC)

= p*(a)q"(b)r*(c) — p*(a)q”(c)r"(b)
—p*(b)q*(a)r*(c) + p*(b)q*(c)r*(a)
+p*(e)q”(a)r*(b) — p*(c)q”(b)r*(a).

Exercicio 9.3 — Permutacdes e poténcias de bivetores

[P3]

a) Mostre que a Ab A w = w A a A b, onde w é qualquer multivetor homogéneo
(por exemplo, w = X Ay A z).

b) Mostre que

wiANaNwy AbAw3=—w; AbDAwy AaA ws,

onde wy, wy e w3 sdo multivetores homogéneos arbitrarios e a, b sdo vetores.
c¢) Devido a antissimetria, a A a = 0 para qualquer vetor a € V. Também é
. 2
verdade que w A @ = 0 para qualquer bivetor w € /\“V?

9.7.3. Operador estrela de Hodge

Seja V um espago euclidiano orientado de dimensao n. O produto interno em V
induz um produto interno em /\k V* e determina a forma volume unitaria vol. O
operador estrela de Hodge é a aplicacdo linear

k n—k
* /\V* — /\V*

caracterizada por

k
a A *f ={a, f) vol, a,[)’E/\V*.

Em uma base ortonormal positivamente orientada {ey,...,e,}, com base dual
{el,...,e"}, a estrela envia uma forma basica no produto exterior das formas
complementares, com o sinal determinado pela orientacio. Em R>, por exemplo,

*el = e A e, *(el A e?) = e, *(el ne? Aed)=1.

Essa operacdo fara a ponte entre a linguagem de formas diferenciais e os operadores
usuais do célculo vetorial.
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Exercicios
Exercicio N152 Consolidacao; basico
Calcule (e; + 2e5) A (e, + e3) em R? e expresse o resultado na base de bivetores.

Exercicio N153 Aprofundamento; dificil

Para o = e; Aey+e3Aey em R, calcule o A« e conclua que & ndo é decomponivel.

Exercicio N154 Consolidacio; médio

Em R® euclidiano positivamente orientado, calcule x(e! A e3) e x(e? + 2¢3).



CAPITULO

10

Tensores em coordenadas

”A introducao dos niimeros como coordenadas é um ato de violéncia.”
Hermann Weyl.

10.1. Notacao indicial para tensores

10.1.1. Comecar pelo tipo antes de comecar pelos indices

A primeira pergunta de um calculo tensorial é: quais sdo as entradas e qual é a
saida? O numero e a posicdo dos indices registram essa informacao. Fixemos uma
base ¢; de V e sua base dual €'

Objeto Componentes Acao ou representacao

Vetor v v v= vie,«; recebe uma avaliacdo de covetor.
Covetor a @ a(v) = av'.

Operador A Al (Av) = AW

Forma bilinear H H; H(u,v) = Hu'v'.

Tensor trilinear T T T(u,v,w) = T,-jkuivjwk.

Um vetor pode ser entendido como funcional sobre covetores pela avaliacao
a — a(v), usando a identificacio candnica com o bidual em dimensao finita. Isso
torna a descri¢do multilinear compativel com os indices superiores; nao significa
que um vetor seja um covetor.

352
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Exemplo 10.1 — Ler uma expressao antes de calcula-la

Interprete A’ jBi kvk, H,-jvj e viaj.

Solucao. Na primeira expressio, j, k sio somados e apenas i é livre. A saida é um
vetor: primeiro B atua em v e depois A atua no resultado. Na segunda, apenas i
é livre e inferior: a saida é o covetor u — H(u,v). Na terceira, os dois indices sdo
livres; obtemos um operador de tipo (1, 1) que envia w em a(w)v. Em dimensao
dois, por exemplo,

(Hv); = Hyyv! + Hypv?, (Hjv); = Hyyv! + Hppv?.

E a mesma multiplicacdo matricial encontrada em outros célculos, mas aqui o tipo
da saida é covariante. A aparéncia de uma coluna de nimeros nao decide se ela
representa vetor ou covetor. <

Para conferir uma igualdade, verifique que os indices livres coincidem nos dois
lados e mantém sua posi¢do. Depois confira cada indice somado: na convengao
geral, deve aparecer exatamente duas vezes, uma acima e uma abaixo. Por fim, se
ha derivadas ou uma métrica, verifique se a base é fixa, coordenada ou ortonormal.
Essas verificacdes ddo significado as regras que serdo apresentadas a seguir.

Agora que o objeto tensorial foi definido, a notagao por indices serve para exe-
cutar calculos. Antes de manipular uma expresséo, identifique o tipo do tensor,
a faixa dos indices e quais deles sdo livres. Essa leitura fornece uma verifica¢do
rapida da consisténcia de cada igualdade.

Até agora usamos um formalismo independente de coordenadas para definir
e descrever tensores. Entretanto, em muitos cilculos uma base de V é fixada, e
é necessario calcular as componentes dos tensores nessa base. Nesses casos, a
notacao indicial facilita os calculos.

Suponha que a base {eq, ..., e,} de V esteja fixada; entéo a base dual {ek} também

esta fixada. Todo vetor v € V se decompde como v = Z vkek, e todo covetor como

k
f* = Z fkek.

k
Todo tensor de V ® V se decompde como

A=) Ale;@ecV eV,
ok

e assim por diante. A ac¢do de um covetor sobre um vetor é

f(v) = ) firk,
k
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e,se A : V — V é um operador linear com componentes Al &> entdo
_ i .k
A(v) = Z Alvte;.
jk

Como ¢é trabalhoso escrever continuamente essas somas, a notacao indicial retém
apenas as componentes e deixa implicitas as somas determinadas pelos indices
repetidos.

Definicao 10.1

Seja T € T,(V). Fixada uma base {eq,...,e,} de V e sua base dual {el,...,e",
escrevemos

= Z Z Tll“’lrjlmjs el.l R el.r ® e]l R QR e]s‘
[ seesly J1oeeusls
A expressao
il
T r]l“']s

¢é a notagdo indicial das componentes de T nessa base.

10.1.2. Definicao da notacao indicial
As regras para expressar tensores na notacdo indicial sdo as seguintes:

B Os vetores da base ej e os tensores da base (por exemplo, e, ® e;) nunca sao
escritos explicitamente. (Supde-se que a base esteja fixada e seja conhecida.)

B Em vez de um vetor v € V, escreve-se seu conjunto de componentes vk com

o indice sobrescrito. Os covetores f* € V* sdo escritos como fi, com indice
subscrito. O indice k percorre os inteiros de 1 a n. As componentes de vetores e
tensores podem ser vistas como numeros.

B Os tensores sao escritos como matrizes multidimensionais de componentes com
indices sobrescritos ou subscritos conforme necessario, por exemplo Ajx € V* ®
V* ou BZ" eV ®V ®V*. Assim, por exemplo, o simbolo delta de Kronecker é
escrito como &’} quando representa o operador identidade 1y.

B Tensores com indices subscritos, como Ajj, sdo chamados covariantes, enquanto

tensores com indices sobrescritos, como Ak, sao chamados contravariantes. Ten-

sores com os dois tipos de indices, como AZC"” sdo chamados de tipo misto.
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B Indices subscritos, e ndo apenas tensores subscritos, também sio chamados de
143 . 2 ’ . . <« . P
covariantes”, e indices sobrescritos, de “contravariantes”.

B Para a invariancia tensorial, um par de indices mudos deve, em geral, ser comple-
mentar quanto ao tipo de variancia; isto é, um covariante e o outro contravariante.

B A ordem de um tensor de tipo (r,s) é r + s. Em uma expresséo indicial, porém,
os indices repetidos sdo somados e apenas os indices livres descrevem o tipo do
tensor resultante. Assim, uma expressdo com um unico indice livre representa
um tensor de ordem 1, e uma expressao com dois indices livres representa um
tensor de ordem 2.

B A escolha dos indices deve ser consistente; cada indice corresponde a uma copia
particular de V ou V*. Assim, é errado escrever v; = u ou v; + W = 0. As
equagoes corretas sao v; = u; e v+ 4l = 0. Isso impede expressdes sem sentido
como v* + u (ndo se podem somar vetores de espagos diferentes).

n
B Somatoérios sobre indices, como Z akbk, ndo sdo escritos explicitamente; o sim-
k=1
bolo Z ¢é omitido e usa-se a convencio de somatorio de Einstein: a soma
sobre todos os valores de um indice é sempre implicita quando sua letra apa-
rece uma vez como subscrito e uma vez como sobrescrito. Nesse caso, a letra é
chamada de indice mudo (ou silencioso). Assim, escreve-se fkvk em vez de

Z fkvk e Ajkvk em vez de Z Ajkvk.
k k

B A soma é permitida somente sobre um indice subscrito e um sobrescrito, mas
nunca sobre dois indices subscritos ou dois sobrescritos, e nunca sobre trés ou
mais indices coincidentes. Isso corresponde a exigir que s6 possamos calcular o
pareamento candnico de V e V*, e nenhum outro pareamento. A expressio vkyk
néo é permitida porque néo existe pareamento canonico entre V e V; por exemplo,

n

a soma Z vkyk depende da escolha da base. Pela mesma razio (dependéncia da
k=1

base), expressdes como u'v'w' ou A;B” ndo sdo permitidas. Expressdes corretas
113
sao uviwy e Ay B,

m E preciso prestar muita atencio a escolha e a posicio das letras como j,k, I
etc. usadas como indices. Indices que néo se repetem sdo indices livres. Eles
determinam o tipo da expressdo tensorial resultante. Assim, A;Cvk é um tensor de

tipo (1, 0) e ordem 1 (isto é, um vetor), pois a expressdo possui um unico indice

livre, j, e uma soma sobre k esta implicita.
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B O simbolo do produto tensorial ® nunca ¢ escrito. Por exemplo, se

vef = Zvjfkej®ek,
Jjk

escreve-se simplesmente 1/ f; para representar suas componentes. As letras dos
indices na expressio v fj sdo escolhidas intencionalmente para serem diferentes
(neste caso, k e j), de modo que nenhum somatorio seja implicito. Em outras
palavras, um produto tensorial é escrito simplesmente como um produto de
componentes, com as letras dos indices escolhidas adequadamente. Assim, pode-
-se interpretar vk fj apenas como o produto de néimeros. Em particular, néo faz
diferenca escrever fjvk ou vk fj- A posicdo dos indices (e ndo a ordem dos vetores)
mostra, em cada caso, como o produto tensorial é formado. Observe que néo é
possivel distinguir V ® V* de V* ® V na notagéo indicial.

Exemplo 10.2
Segue da definicdo de &' j que 5ijvj = +\. Essa é a representacio indicial da
transformacio identidade 1v = v.

Exemplo 10.3

Suponha que w, X, y e z sejam vetores de V cujas componentes sio w', x', y*
e 7z'. Quais sdo as componentes do tensorw @ x +2y @z V ® V?

Solucdo. wixk + 2)/zF. (Precisamos escolher outra letra para o segundo indice
livre, k, que corresponde a segunda cépiade Vem V ® V.) N
Exemplo 10.4

O operador A = 1y + A\v ® u* € V ® V* atua sobre um vetor x € V. Calcule
o vetor resultante y = Ax.
Na notac¢io sem indices, o calculo é

y=Ax = (iV+)LV®u*)x =x+Au*(x)v.
Na notacdo indicial, o calculo fica:

yk = (Skj + Avkuj) xl = xk 4 )wkujxj.
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Nessa formula, j é um indice mudo e k é um indice livre. Também poderiamos

ter escrito Ax/ vkuj em vez de Avkujxf , pois a ordem das componentes néo faz

diferenca na notacao indicial.

Exemplo 10.5

Em um livro de fisica, vocé encontra a seguinte formula,

1
Hyy =3 (Agy + hpu = huvp) 87

A que espagos pertencem os tensores H, g e h (supondo que essas grandezas
representem tensores)? Reescreva essa formula na notagéo independente de
coordenadas.

Solugao. HEVQRV*QV*, heV*V*® V", g€ V®YV. Supondo o caso mais
simples,
h=hi®h;®h3, g=g,®g;,

a féormula independente de coordenadas é

1 * * * * * * * * *
H= 281 ® (hi (g2)h; ® hj + hi (g2) h; ® h; — hj (g;) hi ® h3).

10.1.3. Vantagens e desvantagens da notacao indicial

A notacdo indicial é conceitualmente mais facil que a notagio sem indices, pois
podemos imaginar que manipulamos “apenas” tabelas de nimeros, em vez de “ve-
tores abstratos”. Em outras palavras, trabalhamos com objetos menos abstratos.
O preco é obscurecer a interpretacdo geométrica do que fazemos, e tornar mais
dificeis de compreender as demonstracdes de teoremas gerais.

A principal vantagem da notacéo indicial é tornar mais rapidos os calculos com
tensores complicados.

Algumas desvantagens da notagio indicial sdo:

B Se a base muda, todas as componentes precisam ser recalculadas. Em livros
que usam a notacdo indicial, dedica-se bastante tempo ao estudo das leis de
transformacao das componentes sob uma mudanca de base. Se bases diferentes
forem usadas simultaneamente, pode surgir confusio.
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B O significado geométrico de muitos calculos parece escondido atras de uma
massa de indices. As vezes nio fica claro se uma expressio longa com indices
pode ser simplificada nem como prosseguir com os calculos.

Apesar dessas desvantagens, a nota¢ao indicial permite realizar calculos praticos
com espacos de tensores de ordem alta, como os necessarios na teoria de campos
e na relatividade geral. Por esse motivo, e também por razdes histéricas (Einstein
usou a notagdo indicial ao desenvolver a teoria da relatividade), a maioria dos livros
de fisica usa essa notagdo. Em alguns casos, os calculos podem ser feitos com a
mesma rapidez nas notacdes indicial e sem indices. Em outros, especialmente na
deducio de propriedades gerais dos tensores, a notagio sem indices é superior.

Exercicios

Exercicio N155 Consolidacao; basico

Expanda A! jvj em dimensdo 2 e identifique o indice livre e o indice mudo.

Exercicio N156 Justificacdao; médio
Explique quais expressdes sio invalidas pela convencio de Einstein: Ajv, v + W
e A'jv/. Corrija as invélidas sem mudar uma operacio pretendida bem definida.

Exercicio N157 Consolidacao; basico

Renomeie os indices mudos em A';B/ kvk e confira que a componente de saida
nio muda.

10.2. Tensores novamente: mudanca de coordenadas

10.2.1. Uma mudanca de base acompanhada do comeco ao fim

Se B tem como colunas a base nova escrita na base antiga, entdo v = Bv’.
Essa igualdade fixa o sentido da mudanca e evita memorizar matrizes de transi¢ao
sem saber de onde partem. Representaremos vetores e covetores por colunas de
componentes, mas a avaliacio é ¢’ v. Da invariancia dos objetos, deduzimos

v/ = B 1y, o« = Bla, A’ = B'1AB, H’ = BTHB.

As duas dltimas regras seguem, respectivamente, de comparar as coordenadas de
Av e de escrever H(u, v) em coordenadas novas. A mesma matriz numérica na base
antiga pode representar objetos de tipos diferentes; sua regra de transformacéo
depende do tipo escolhido.
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Exemplo 10.6 — Vetor, covetor, operador e forma na mesma base obli-
qua
Use E = ((1,0),(1,1)) e os dados cartesianos

v=1(2,3), a=(1,-2), A:((z) g) H:((Z) (3))

Calcule todas as representacdes novas e confira uma avaliacdo, uma agéo de
operador e um valor da forma bilinear.

1 1 1 -1
Solucdo. A matriz B = (O 1) tem inversa B! = (0 1 ) Logo

v =(-1,3), a =(1,-1),

2 -1
A/: 5 lez 2
0 3 2 5
/T, 7

Aleitura é o’Tv' = —4 = v, A acdo do operador tem coordenadas A’v’ = (-5, 9);
retornando a base canénica, B(—5,9)T = (4,9)T = Av. A avaliaciio quadratica é

(V)TH’V =35 =vTHv.

Assim trés resultados geométricos permaneceram iguais, embora suas representa-
¢oes fossem diferentes. O operador passou a ter uma matriz nao simétrica; a forma
bilinear continuou simétrica. Isso ndo contradiz a auto-adjuncédo do operador eucli-
diano: a nog¢do correta em uma base obliqua também envolve a métrica. N

Para um tensor covariante de ordem trés,
’ — B4, Bb BS.T
ijk — P iP jP ktabc-
Cada argumento vetorial introduz uma cépia de B. Para um tensor misto, cada
indice superior introduz B~! e cada inferior introduz B. Essa observagio recupera

as formulas gerais do capitulo: no formalismo ali adotado, T = Be S = B™!, com a
posicdo dos indices correspondente.

10.2.2. A métrica: medir comprimentos sem supor ortogonalidade

Nesta discussdo euclidiana, a métrica é uma forma bilinear positiva definida. Em
uma base geral, seus nlimeros sao g;; = (¢, ¢;), de modo que

— i i i_ i
(u,v) = giu'v/, v = gijv, v = glv;.
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A matriz gV é a inversa da matriz gij- Abaixar indices transforma o vetor em seu
covetor métrico; elevar faz a operacdo inversa. Isso acrescenta estrutura a avaliacdo
canonica, nao redefine essa avaliacio.

Na base E do exemplo,

(11 (2 -1
£\ 2) & T\ 1)
Para as coordenadas v’ = (—1, 3) do vetor cartesiano (2, 3), as componentes covari-
antes sio (v;) = (2,5), e yv' = —2 + 15 = 13. O comprimento é v/13. As duas listas
representam papéis distintos da mesma informacdo métrica.

Se f é uma funcio diferenciavel, seu diferencial tem componentes o; = 9;f,
enquanto seu gradiente tem componentes

(Vf) = g79;f.

Em uma base ortonormal, a matriz g é a identidade e as listas numéricas coincidem.
Em uma base coordenada obliqua ou curvilinea, essa simplifica¢do néo é valida.
Aqui reaparece a distin¢do entre diferencial e gradiente estudada no capitulo de
diferenciacio.

A lei de transformacdo expressa a invariancia do objeto geométrico quando
suas coordenadas mudam. Cada indice superior acompanha a transformacéao das
componentes de um vetor; cada indice inferior acompanha a de um covetor. Um
quadro de numeros s6 representa um tensor se obedecer a lei correspondente.

Vetores, covetores, operadores lineares e formas bilineares sdo exemplos de ten-
sores. Sdo aplicacdes multilineares que sdo representadas numericamente quando
se escolhe uma base no espaco.

Essa representacdo numérica é especifica para cada um: vetores e covetores sao
representados por arrays unidimensionais, enquanto operadores lineares e formas
quadraticas sdo representados por arrays bidimensionais. Além do nimero de
indices, sua posicdo também importa. As coordenadas de um vetor sdo numeradas
por um indice superior, chamado indice contravariante. As coordenadas de um
covetor sdo numeradas por um indice inferior, chamado indice covariante. Em uma
matriz de forma bilinear usamos dois indices inferiores; por isso, formas bilineares
sdo chamadas de tensores duas vezes covariantes. Operadores lineares sio
tensores de tipo misto; suas componentes sao numeradas por um indice superior
e um inferior. O ndmero de indices e suas posi¢des determinam as regras de
transformacio, isto é, a maneira como as componentes de cada tensor particular se
comportam sob uma mudanca de base. No caso geral, todo tensor é representado por
uma matriz multidimensional com um nimero definido de indices superiores e um
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numero definido de indices inferiores. Denotemos esses nimeros por r e s. Entdo
temos um tensor de tipo (r, s). Um tensor de tipo (r, s) é chamado de tensor r-vezes
contravariante e s-vezes covariante. Essa é a terminologia; passemos agora a
defini¢do coordenada, que codifica precisamente essas leis de transformagao.

Definicdo 10.2 — Definicao coordenada de tensor

Um arranjo de nimeros reais X com r + s indices, cujas componentes

J b
obedecem as regras de transformagao

n n
iy i i hy..h,
XRE = D D Shy e Sh,T T S Xy k. (10.1)
Togso. Py
Ky ks
Sijedy i i, .oh,
Xir =Y Y T TL S S, (10.2)

§

s
Bty

1oeee

sob uma mudanga de base é chamado tensor de tipo (r,s). Aqui, X denota as
componentes na base antiga e X, as componentes na base nova. As matrizes S
e T sdo inversas entre si, com indices posicionados de modo que

T* Sy =65, ST =4,

Em particular, as componentes de um vetor transformam-se por v' = S’hfzh,
enquanto as de um covetor transformam-se por f; = e jJi- As duas leis sdo
compativeis com a invariancia do pareamento fjv/.

A férmula 10.2 é a inversa de 10.1, portanto basta conhecer uma delas. Tomemos
10.1. Embora extensa, sua estrutura é simples: cada indice superior recebe um fator
S, e cada indice inferior, um fator T.

Osindicesiy, ..., iy € i, ..., j; sdo indices livres. No lado direito da igualdade 10.1,
eles aparecem distribuidos nas matrizes S e T, cada um com uma tnica ocorréncia e
mantendo sua posicdo; isto é, os indices superiores iy, ..., i, continuam superiores,
e os indices inferiores ji, ..., j; continuam inferiores no lado direito de 10.1.

Os demais indices hy, ..., h, e ky, ..., kg Sdo indices de soma; eles entram no lado
direito de 10.1 em pares: uma vez como indice superior e outra como indice inferior,

. shy...h
uma vez em uma das matrizes S ou T e outra nas componentes do array Xkll k
kg

iy iy
Ao expressar X; 7

matriz de transi¢io direta S e produz uma soma em 10.1:

~hi...h o g . A . 2
em termos de Xkl1 i » cada indice superior é associado a
ok
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SR I YA YIRS CL (103)

De modo semelhante, cada indice inferior é associado a matriz de transicao inversa
T e também produz uma soma na férmula 10.1:

X = Z ana:l Z Tka}l X:::}éa".:? (10.4)

As féormulas 10.3 e 10.4 sdo equivalentes a 10.1 e destacam a estrutura de 10.1. A
seguir, veremos exemplos de objetos conhecidos cujas componentes obedecem a
essa lei de transformacao.

Exemplo 10.7

Verifique que as formulas de mudancga de base de vetores, covetores, transfor-
macdes lineares e formas bilineares sdo casos especiais da formula 10.1. Quais
sdo os tipos de vetores, covetores, operadores lineares e formas bilineares
quando considerados como tensores?

Solucao. Se ' sd0 as componentes de um vetor na base antiga, entdo v' = Slhfzh,

que é a lei de 10.1 para (7,s) = (1,0). Para um covetor, f; = Tkjfk, correspondente
a (0,1). Um operador linear tem componentes

Aij — Slth]Ahk,
de tipo (1, 1); uma forma bilinear tem componentes
_ 7h 1k ~
aij = I iT jahk,

de tipo (0,2). Portanto, vetores sdo contravariantes, covetores sdo covariantes,
operadores sdo mistos e formas bilineares sdo duas vezes covariantes. <

Exemplo 10.8

O &/ é um tensor.

Solucio. . _
87 = MATDIS = aATDf =,
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Exemplo 10.9

O ¢jjx € um pseudotensor.

Solugao. Em dimensio n, o simbolo de Levi-Civita com n indices nfo obedece a lei
de transformacéo de um tensor covariante sob uma mudanca ortogonal arbitraria.
Para uma matriz ortogonal Q, a transformacéo de suas componentes introduz o
fator det Q:

& det(Q)€;,...i,-

1--:lp
Assim, ele é preservado pelas transformacdes ortogonais que preservam a orienta-
¢do e troca de sinal pelas que a invertem; esse comportamento é o que se chama
de pseudotensor. Para mudancas de base gerais, as componentes da forma volume
incluem também o fator de volume determinado pela métrica. <

Exemplo 10.10

Seja a uma forma bilinear ndo degenerada, com matriz a;;. Denotemos por
b/ as componentes da matriz inversa de a;j. Prove que a matriz b, sob uma
mudanca de base, se transforma como a matriz de um tensor duas vezes
contravariante. Assim, ela determina um tensor b de tipo (2, 0). O tensor b é
chamado de forma bilinear dual de a.

Solucao. A matriz inversa satisfaz Zzhki)kq = §,9. Na base nova,
a;; = T T .
Defina b'* = §/ pququ. Entio
a;b/" =TTy ST ,S* bPa
= Thid,S' b
= Th;st, = §t.

Logo b é a matriz inversa de a;; em toda base e transforma-se como um tensor de
tipo (2,0). <

10.2.3. Ordem

Neste texto, a ordem de um tensor de tipo (7, s) é r +s. Assim, por exemplo, A ik

é um tensor de ordem 3.
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E importante distinguir a ordem do tensor do ntimero de indices livres em uma
expressio. Indices repetidos em uma contracio sio indices mudos. A contracio de
um indice superior com um indice inferior produz um novo tensor de tipo (r—1,s—1)
e, portanto, reduz a ordem em duas unidades.

B O tensor nulo é o tensor cujas componentes sdo todas nulas.
B Escalares sio tensores de ordem 0; vetores e covetores tém ordem 1.

B Tensores de ordem > 1 podem ser descritos de modo intrinseco, sem indices, ou
por suas componentes em uma base. A notacio indicial é muito eficiente para
calculos, mas as componentes dependem da base escolhida.

10.2.4. Exemplos de tensores de diferentes ordens

B Tensores de ordem 0 sdo escalares. Exemplos fisicos incluem massa, tempera-
tura, energia, volume e densidade. Um escalar é descrito por um tnico ntimero,
independentemente da escolha de base; por isso, é invariante sob transformacoes
de coordenadas.

B Tensores de ordem 1 incluem vetores e covetores. Deslocamento, velocidade,
aceleracdo, forca e campo elétrico sdo exemplos usuais de vetores. Em uma base
de um espago n-dimensional, um vetor é descrito por n componentes; essas com-
ponentes mudam quando a base muda, embora o vetor geométrico permaneca o
mesmo.

B Tensores de ordem 2 incluem formas bilineares, operadores lineares e, em aplica-
¢des, os tensores de tensdo, deformacao e inércia. Suas componentes possuem
dois indices.

B Tensores de ordem 3 aparecem, por exemplo, nos modulos piezoelétricos. Em
dimenséo trés, o simbolo de Levi-Civita também possui trés indices e, depois de
fixadas métrica e orientacéo, representa as componentes da forma volume.

B Exemplos de tensores de ordem 4 incluem os tensores de elasticidade, rigidez e
complacéncia, além do tensor de momento de inércia de quarta ordem.

B Tensores de ordens elevadas sio relativamente raros na ciéncia.
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Exemplo 10.11 — Métrica em uma base obliqua

No plano euclidiano, use a base E = ((1,0), (1, 1)). Calcule as componentes da
métrica, rebaixe o indice do vetor de coordenadas v' = (2, —1) e confira seu
comprimento.

1 1
Solucao. A matriz cujas colunas sdo os vetores de E é B = (0 1), portanto

g=B'B= (1 ;) (w) = g(v) = (;)

O comprimento ao quadrado é gl-jvivj = yv' = 2. Na base canonica, o vetor é
B(2,-1)T = (1,-1)7, cuja norma ao quadrado também é 2. A diferenca entre (V) e
(v;) é essencial nessa base: rebaixar um indice néo é apenas deslocar o simbolo no
papel. <

Exercicios

Exercicio N158 Consolidacao; médio

Calcule a matriz de um operador com matriz candnica diag(2,3) na base E =
((1,0),(1,1)).
Exercicio N159 Consolidacao; médio

Na mesma base, calcule as componentes da forma bilinear de matriz canoénica
diag(2, 3) e compare os dois resultados.

Exercicio N160 Justificacdo; médio

Mostre por substitui¢do nas leis de transformacéo que ;' é invariante.
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Exercicios de ampliacao

Exercicio A011 Consolidacao; médio

Em coordenadas polares com métrica g = diag(1,7%) e r > 0, tome f = r? cos 6.
Calcule as componentes de d f, as componentes coordenadas e fisicas de Vf e a
norma ao quadrado do gradiente.

Exercicio A012 Consolidacao; médio

Para @ = (2, 1) na base dual candnicae T = a @@ ®«, transforme as componentes
para E = ((1,0),(1,1)). Confira T(v,v,v) para o vetor com coordenadas [v]g =

(1,-1).

10.3. Operacodes tensoriais em coordenadas

As operagdes em componentes devem reproduzir operacdes geométricas bem
definidas. Somas exigem tipos compativeis; produtos acrescentam argumentos;
contracdes usam o pareamento entre vetor e covetor. Conferir os indices livres
antes e depois do calculo ajuda a distinguir essas operagdes.

Ha muitas operacdes que podem ser realizadas sobre tensores para produzir, em
geral, outros tensores. Alguns exemplos sdo adi¢do/subtragao, multiplicacido por
um escalar (tensor de ordem 0), multiplicacdo de tensores (cada um de ordem > 0),
contracdo e permutacdo. Algumas dessas operagdes, como adi¢do e multiplicacdo,
envolvem mais de um tensor, enquanto outras sio realizadas sobre um tnico tensor,
como contragdo e permutacao.

Na algebra tensorial, ndo ha uma operagédo candnica de divisdo por um tensor.
Pode-se dividir um tensor por um escalar ndo nulo, mas tomar o reciproco compo-
nente a componente, por exemplo 1/A;, em geral ndo produz as componentes de
um tensor.

10.3.1. Adicao e subtracao

Tensores da mesma ordem e do mesmo tipo podem ser somados algebricamente
para produzir um tensor da mesma ordem e do mesmo tipo, por exemplo,

Ai = Bi - Ci (106)
Al =Bl + Cl (10.7)
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Definicdo 10.3
Dados dois tensores X e Y do mesmo tipo (r, s), definimos sua soma compo-
nente a componente por

Zil'"ir. = Xil...ir

id,
Jrewids Y e

Jieds Jieds

Teorema 10.1

A soma de dois tensores do mesmo tipo (r, s) é novamente um tensor de tipo

(r, s).

Demonstragao. As componentes de X e Y obedecem a mesma lei de transformaco.
Somando essas duas leis termo a termo e usando a distributividade, obtemos

T”%wk=9%“ﬁﬁﬂhh“ﬂ%2“ﬁ%w@

que é exatamente a lei de transformacido de um tensor de tipo (7, s). [
A adicio de tensores é associativa e comutativa:

(A+B)+C=A+B+C) (10.8)

A+B=B+A (10.9)

10.3.2. Multiplicacao por escalar

Um tensor pode ser multiplicado por qualquer escalar para produzir um tensor
do mesmo tipo e da mesma ordem, por exemplo,

onde a é um escalar.

Definicdao 10.4
Dado X;-i:'."l]i, um tensor de tipo (7, s), e dado @, um escalar, definimos a multi-
plicacdo de XZ'_'_'.Z]Z por a como:

iy gy
i, = aXj
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Teorema 10.2
Se X é um tensor de tipo (r,s) e @ € R, entdo X também é um tensor de
tipo (r, s).

Demonstragao. Se X satisfaz a lei de transformacéo de tipo (r, s), entdo

iy..d, _ oxdied iy gl ke ks () h1hy
yn ]1]5 = aX" Ji-eds T S 1hl S hrT l]l T Js(aX ! kl“'ks)’
pois o escalar @ ndo depende da base. Esta ¢é a lei de transformacéo de um tensor

do mesmo tipo. |

Como indicado acima, multiplicar um tensor por um escalar significa multiplicar
cada componente do tensor por esse escalar.

A multiplicac¢do por um escalar é comutativa e associativa quando ha mais de
dois fatores envolvidos.

10.3.3. Produto tensorial

Essa operacdo também é chamada, em alguns contextos, de produto direto ou
diadico. Néo deve ser confundida com o produto exterior A, que é uma operacio
antissimétrica.

O produto tensorial é definido por uma formula um pouco mais elaborada. Su-
ponha que tenhamos o tensor X de tipo (r,s) e o tensor Y de tipo (p,q). Entdo
podemos escrever:

S A TR MUY R )
z p]l-~]s+q =X r]l"-]s Y p]s+l~~-]s+q' (1011)

A férmula 10.11 define um tensor Z de tipo (r+ p, s+¢q), chamado produto tensorial
de X eY edenotadopor Z =X ®Y.

Exemplo 10.12

AUBy; = CY, (10.13)

A multiplicacio direta de tensores nao é comutativa.
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Exemplo 10.13 — Produto tensorial de vetores

Em R3, se u e v tém componentes u' e v/, entio u ® v tem componentes v/,
Na representa¢io matricial associada a uma base,

1,1 1,2 1,3
2,1 2,,2 2.,3

ul u
u®v s |u? [vl v? v3] =|u
P I LN

v
v
v

Essa matriz é apenas a representacao do tensor na base escolhida; o tensor
em si é independente de coordenadas.

O produto tensorial é distributivo em relagio a soma:
AR(B+C)=A®B+A®C, (B+CO)® A=B®A+CQ® A.

A multiplicagido de um tensor por um escalar (veja § 10.3.2) pode ser considerada
um caso particular da multiplicacédo direta.

O tensor de ordem 2 construido como resultado da multiplicacio direta de dois
vetores é comumente chamado diade.

Tensores podem ser expressos como somas finitas de produtos tensoriais dos
elementos dos espagos envolvidos. Em cada produto simples, a ordem do produto
resultante é igual ao nimero de fatores de ordem um envolvidos (por exemplo, 2
para diades e 3 para triades).

Nem todo tensor pode ser sintetizado como produto de tensores de ordem infe-
rior.

10.3.4. Contracao

A contracgio é definida escolhendo um indice superior e um indice inferior,
igualando seus simbolos e somando sobre o indice repetido. Para um tensor de tipo
(r,s) comr,s > 1, a contracio produz um tensor de tipo (r — 1, s — 1). Por exemplo,

A

1

contragao Af: (10.14)

A{lk contracdo em |l Agfnk (10.15)

A contracio reduz a ordem em 2, pois implica a eliminagéo de dois indices livres.
Portanto, a contra¢do de um tensor de ordem 2 é um escalar, a de um tensor de
ordem 3 é um tensor de ordem 1 (vetor ou covetor, conforme a variancia restante),
a de um tensor de ordem 4 é um tensor de ordem 2, e assim por diante.
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A exigéncia de um indice superior e um inferior ndo depende do sistema de
coordenadas: ela expressa o pareamento candnico entre V* e V. Contragdes entre
dois indices do mesmo tipo s6 fazem sentido depois de introduzida uma estrutura
adicional, como uma métrica.

Um tensor de tipo (p, q) pode ter pxq contracdes possiveis, isto é, uma contracio
para cada par formado por um indice inferior e um superior.

Exemplo 10.14 — Traco

Na algebra matricial, calcular o traco (somar os elementos da diagonal) tam-
bém pode ser considerado uma contracio da matriz, que sob certas condicdes
pode representar um tensor de ordem 2; assim, produz o traco, que é um
escalar.

10.3.5. Produto interno

Ao tomar o produto tensorial de dois tensores de ordem pelo menos um e contrair
um indice superior com um inferior, obtém-se uma operacio de produto interno.
A contragio candnica sé é possivel quando ha indices de variancia oposta; para
contrair dois indices do mesmo tipo, é preciso introduzir uma estrutura adicional,
como uma métrica. Uma Unica contracdo reduz a ordem total em duas unidades:
se os fatores tém ordens m e n, o resultado tem ordem m +n — 2.

A operacao de produto interno costuma ser simbolizada por um unico ponto
entre os dois tensores, por exemplo, A - B, para indicar uma contragido apos a
multiplicacdo externa.

Em geral, o produto interno nao é comutativo. Quando um ou ambos os tensores
envolvidos tém ordem > 1, a ordem dos fatores é relevante.

A operagao de produto interno é distributiva em relacdo a soma algébrica de
tensores:

A-BxC)=A-B+tA-C & (B+C)-A=B-A+C-A (10.16)

Exemplo 10.15 — Produto escalar

O produto escalar de dois vetores ndo é uma contra¢do candnica de dois
tensores contravariantes: ele requer um produto interno. Ao passar a notacédo
do célculo tensorial, denotamos essa métrica por g, suas componentes por g;;
e as componentes da matriz inversa por g”. A subida e a descida de indices
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sdo dadas por

Ai — gle

j» A; = gyAl.

Assim, por exemplo, o produto escalar é
u-v=giuv.

Equivalentemente, primeiro abaixamos um indice, v; = g;jv/, e depois contrai-
mos uyV'.

Exemplo 10.16 — Matriz atuando sobre vetores

Uma transformacéo linear A : V — V é um tensor misto de tipo (1,1). Sua

acao sobre b é a contracgio
¢=A jb] ,

que produz novamente um vetor.

A multiplicac¢do de duas matrizes n x n é outro exemplo de produto interno (veja
aEq. 1.14).

Para tensores cujo produto externo produz um tensor de ordem > 2, podem
ocorrer varias operacdes de contragio entre diferentes conjuntos de indices e, assim,
podem ser definidos varios produtos internos, em geral diferentes. Além disso,
quando o produto externo produz um tensor de ordem > 3, mais de uma contracio
pode ocorrer simultaneamente.

Observacao 10.3

Uma contracdo candnica elimina um indice superior e um inferior. Se uma
formula em uma base cartesiana contrai dois indices inferiores, hd uma métrica
inversa implicita. Em uma base nido ortonormal, essa métrica precisa ser
escrita; a repeticdo dos indices, por si so, ndo define a contragéo.

10.3.6. Permutacao

Um tensor pode ser obtido trocando os indices de outro tensor, por exemplo,
pela troca dos argumentos de uma forma bilinear. A transposicdo da matriz de um
operador de tipo (1, 1) ndo representa, em uma base arbitraria, outro operador do
mesmo tipo sem uma identificagio adicional entre vetores e covetores.



10. Tensores em coordenadas 372

Evidentemente, a permutacio tensorial aplica-se apenas a tensores de ordem
> 2.

Permutar indices produz, em geral, outro tensor da mesma ordem; quando o
tensor possui simetrias, algumas dessas permuta¢des podem coincidir ou diferir
apenas por um sinal.

10.3.7. Contracao, avaliacao e produto: conferir o resultado

Exemplo 10.17 — Operacdes diferentes com os mesmos dados

Tome v = (1,2) e @ = (3,—1). Compare o operador v ® a, a leitura a(v) e o
produto tensorial de dois covetores.

Solucao. O operador tem matriz

o 3 -1
L 4,0 —
Aj—vaj—(é _2).

Para todo w, Aw = a(w)v, e sua imagem ¢é a reta gerada por v. A contragdo é
Al; =3-2=1=a(v). Ao contrario, se f = (1,2) é um covetor com esses nimeros,
a ® f é uma forma bilinear, de matriz (_31 _62> Ela recebe dois vetores e devolve
um numero. Ndo é o mesmo operador, e seu “traco” néo é definido pelo pareamento
candnico sem uma métrica. A troca da posi¢io dos indices expressa uma troca do
tipo do objeto. <

Um tensor geral é uma soma finita de produtos de elementos dos espagos
envolvidos. Um unico produto é chamado tensor simples ou decomponivel. Por
exemplo, uma matriz de posto dois nio representa v ® a, que tem posto no maximo
um. As expansdes em uma base tensorial garantem representacdo por soma; néo
garantem representagao por um unico produto.

10.3.8. Transposicao e adjunto: qual operacao é intrinseca?

Uma forma bilinear H pode ter seus argumentos permutados: a forma H' (u, v) =
H(v,u) tem matriz transposta em qualquer base. Para um operador A : V — V,
a operacdo intrinseca associada a transposicdo é inicialmente o operador dual
A* 1 V* - V*, definido por A*(«) = a » A. Ele atua em outro espago.

Com uma métrica, podemos definir o adjunto AT :vov por (Au,v) = (u, ATv).
Em componentes,

At = g_lAT g
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De fato, ul ATgv = uTgATv para todos u,v, logo ATg = gAT. S6 em uma base

0.1 . , 2 -1
ortonormal euclidiana o adjunto é a transposta comum. Para A” = (0 o ) ea

métrica obliqua do exemplo anterior, o calculo da (AT = A’, embora (A")T = A’.

10.3.9. Uma contracao completa que mede um tensor
Para uma forma bilinear H, a métrica positiva definida induz
2 ik jl
|HI® = g™ ¢ Hi;Hy.
Na base ortonormal, ela é a soma dos quadrados das componentes. A expressao
com as duas métricas inversas permite o mesmo calculo em qualquer base. Para

2 2
H = diag(2,3), a norma ao quadrado é 13; na base obliqua, usar H’ = (2 5) e

2 -1
gl= ( 1 q ) da novamente 13. Somar os quadrados das entradas de H” daria

37, um nimero que nio mede o mesmo objeto. A formula pressupde uma métrica
positiva definida; com uma métrica indefinida, a contra¢do néo é necessariamente
uma norma.

10.3.10. Por que a contracao independe da base

A invaridncia pode ser conferida diretamente, sem memorizar uma regra adicio-
nal. Para um operador, escreva

(A/)ij — (B_l)iaAabBbj.
Contraindo os indices de saida e entrada,
(A/)ii = (B_l)iaAabBbi = 5baAab = A%,

Os fatores Be B! se cancelam no par contraido; os demais indices, quando existem,
conservam seus proprios fatores de mudanca. Esse argumento prova a lei de trans-
formacao do tensor que resta depois de qualquer contraco entre um indice superior
e um inferior. Na norma de uma forma bilinear, as duas copias de g~ ! realizam
primeiro os pareamentos necessarios, explicando por que a expressao gik gﬂHl-ijl
é um escalar em qualquer base.
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Exercicios
Exercicio N161 Consolidacdo; médio
Para A = (; i), v=(1,-1)ea =(2,1), calcule Av, v ® « e a(v), indicando os
tipos.
Exercicio N162 Consolidaciao; médio

Determine o traco e o posto de v ® a parav = (1,2) e & = (3, -1).

Exercicio N163 Consolidacao; médio

Se T}, é um tensor de tipo (2, 2), escreva uma contracio de tipo (1,1) e uma
contracao completa; identifique cada indice somado.

Exercicio N164 Justificacio; médio
Para uma métrica positiva definida g, escreva em indices a norma ao quadrado
de um tensor covariante de ordem 2 usando duas céopias de g *.

Exercicios de ampliacao

Exercicio A013 Justificacdo; médio
1 1 0 1
Na métrica g = (1 2), calcule o adjunto do operador A = (O 0). Compare

com a transposta comum e confira (Au, v) = (u, ATv).
Exercicio A014 Consolidacao; médio

0 1
Para g = diag(1,4) e a forma bilinear H = (1 0), calcule a norma tensorial

usando g~!. Compare com a soma dos quadrados das entradas da matriz.

10.4. Delta de Kronecker e simbolo de Levi-Civita

O delta de Kronecker realiza o pareamento da identidade, e o simbolo alternante
organiza permutacOes e determinantes. Em uma base geral, a forma volume in-
corpora o fator da métrica; os valores 0,+1 do simbolo ndo devem ser tratados
automaticamente como componentes invariantes de um tensor.

Esses dois objetos aparecem continuamente no calculo tensorial, mas é impor-
tante distingui-los. As componentes &' j do delta de Kronecker representam o opera-
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dor identidade e, portanto, definem um tensor intrinseco. Ja o simbolo de Levi-Civita
€,..i, ¢ antes de tudo, um simbolo de permutacéo; suas componentes representam
a forma volume depois de fixadas uma orientagido e uma estrutura métrica.

10.4.1. Kronecker §

O delta de Kronecker é definido por

. 1, i=]j,
5, = / (10.17)
0, i%]j.

Ele representa a identidade I : V — V, pois
5l = vl

Assim, §'; tem as mesmas componentes numéricas em qualquer base. Em uma base
euclidiana ortonormal, subir ou descer indices com a métrica identidade permite
escrever também

51']' == 5” == 51]',

mas essa identificagdo nio vale em uma base geral.

10.4.2. Permutacao €

O simbolo de Levi-Civita em dimensdo n é totalmente antissimétrico: trocar
dois indices muda seu sinal, e qualquer componente com indices repetidos é nula.
Em uma base ortonormal positivamente orientada, ele fornece as componentes
da forma volume. Sob uma mudanga ortogonal que inverte a orientagdo, essas
componentes mudam de sinal; por isso, na linguagem classica do célculo tensorial,
€ é frequentemente descrito como um pseudotensor.

Daqui até o final desta se¢do, quando indices de § ou € forem levantados ou
abaixados sem exibir a métrica, estaremos trabalhando em uma base cartesiana
ortonormal.

Definic¢do de € de ordem 2 (g;):

EPE= 1, €1 = -1 & ENMRSIER= 0 (1018)
Definigéo de € de ordem 3 (;j):

1 (i, j, k é uma permutacéo par de 1,2,3)
€jk = 1—1 (i, j, k é uma permutacéo impar de 1,2,3) (10.19)
0 (indice repetido)
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A definicdo de € de ordem n (¢ ;,. ; ) € semelhante a defini¢do de € de ordem 3,
considerando a repeticdo de indices e as permutacdes pares ou impares de seus
indices (i, iy, -+, Iy) correspondentes a (1, 2, -+, n), isto é,

1 [(i1, 13, ...,iy) € uma permutacao par de (1,2,...,n)]
€ijiyiy = 11 [(i1, 13, ..., iy) € uma permutagdo impar de (1,2, ...,n)]
0 [indice repetido]
(10.20)

Em uma base cartesiana ortonormal, a métrica euclidiana é a identidade; por
isso, numericamente, as componentes de € com indices levantados ou abaixados
coincidem. Essa igualdade de componentes ndo deve ser confundida com uma lei
tensorial valida em coordenadas gerais.

10.4.3. ldentidades Gteis envolvendo § e/ou ¢

Nesta subsecao adotaremos, excepcionalmente, a convencéo euclidiana tradici-
onal: em uma base cartesiana ortonormal, indices repetidos podem ser somados
mesmo quando aparecem ambos em posic¢do inferior. Isso equivale a levantar um
deles com a métrica 6V e evita sobrecarregar as identidades classicas com deltas
adicionais.

Identidades envolvendo §

Quando um indice do delta de Kronecker participa de uma operacio de contracio
pela repeticdo de um indice em outro tensor no mesmo termo, o efeito é substituir
o indice compartilhado no outro tensor pelo outro indice do delta de Kronecker,
isto é,

Nesses casos, o delta de Kronecker é descrito como operador de substituigdo ou de

troca de indices. Assim,
5ij5'k = 5ik (1022)
Analogamente,
8ij6ikOki = OO = G = n (10.23)
onde n é a dimensao do espaco.

Como as coordenadas sao independentes umas das outras:

8xl~
] L] 1]
an
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Consequentemente, em um espaco de dimenséo n, temos
8ixi = 51'1' =n (1025)
Para sistemas cartesianos ortonormais:

i oyl y
% = % = §; =&Y (10.26)

Para um conjunto de vetores de base ortonormais em sistemas cartesianos orto-
normais:
ej = 511 (1027)

O produto interno duplo de dois diades formados por vetores de base ortonormais
de um sistema cartesiano ortonormal é dado por:

ee;: exe; = Gy (10.28)
Identidades envolvendo ¢
Para e de ordem 3:
€jk = €kij = €jki = —€ikj = —€jik = —€ji  (sentido da ordem ciclica)  (10.29)

Essas equacgdes demonstram que € de ordem 3 é totalmente antissimétrico em todos
os seus indices, pois a troca de quaisquer dois indices inverte o sinal. Isso também
reflete o fato de que o sistema tensorial acima possui apenas uma componente
independente.

Para ¢ de ordem 2, com i, j € {1, 2}:

& =j—i. (10.30)
Para € de ordem 3, com i, j, k € {1,2,3}:
e = 50 =Dk =Dk = )). (10:31)
Para e de ordem 4:
€ijkl = (J Dk-DU-Dk-DU-NU-k) (10.32)

Para € de ordem n:

n—1 n
woa L[ T @-0)| -5 TT G-a) 09

i=1 <i<j<n
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onde S(n — 1) é a funcéo super fatorial de (n — 1), definida por

k
Sky=JJit=1-21-.-K (10.34)

i=1

Uma férmula mais simples para € de ordem n pode ser obtida da anterior ignorando
o moédulo dos fatores de multiplicacio e considerando apenas seus sinais, isto é,

€aara, = || o(a—a)= 0'( I1 (a- al-)) (10.35)

1<i<j<n 1<i<j<n
onde
+1 (k>0)
o(k) ={-1 (k <0) (10.36)
0 (k=0)
Para € de ordem n:
€i iy €iyigrriy, = T (10.37)

pois essa € a soma dos quadrados de € ;,..; em todas as permutacdes de n indices
distintos, que é igual a n!. O valor de € em cada uma dessas permutacdes é +1 ou
—1; portanto, em ambos os casos seu quadrado é 1.

Para um tensor simétrico Aji:

eijkAjk =0 (1038)

pois a troca dos dois indices de Ajk nao altera seu valor, devido a simetria, enquanto
uma troca semelhante desses indices em ¢ inverte o sinal; assim, cada termo da
soma tem seu oposto e a soma total se anula.

€jkAA] = €jkAiAL = €jkAjAL = 0 (10.39)

pois, devido a comutatividade da multiplicacdo, uma troca dos indices nos A’s
ndo altera o valor, mas uma troca correspondente nos indices de € provoca uma
mudanca de sinal; assim, cada termo da soma tem seu oposto e a soma total é zero.

Para um conjunto de vetores de base ortonormais em um espaco tridimensional
com um sistema cartesiano ortonormal orientado a direita:

e; X e = gjrey (10.40)

e - (e x er) = gk (10.41)
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Identidades envolvendo § e €

€;jk01i02j03k = €123 = 1 (10.42)
Para € de ordem 2:
O Gy
€ij€kl = 5;k 5;1 ‘ = Sixbj1 — Gudjk (10.43)
€16kl = 6; (10.44)
Eijeij =2 (1045)
Para e de ordem 3:
S Sm Oin
€jk€imn = | 61 Ojm  Ojn (10.46)
% Skm Okn

Expandindo o determinante:

€jk€imn = Gi10imSkn + SimOinki + indj1km

(10.47)
- 5il5jn5km - (sim5j15kn - (Sinajmakl-
& 6
€ijkEimk = ‘ s s | = %um = omn (10.48)
J J

A dltima identidade é muito util para manipular e simplificar expressdes tensoriais
e demonstrar identidades vetoriais e tensoriais.

El‘jkeljk = 251'1 (1049)

6l'jk€ijk = 2511 =6 (1050)

pois a ordem e a dimenséo de € sdo iguais, ambas valendo 3 neste caso.
Para € de ordem n:

S Gujy O,
Oji Oy G, (10.51)

Sy O

Cirigin Sjforiin =
njl nj2 5injn

De acordo com as Egs. 10.19 e 10.21:

€ijk5ij = Eijk5ik = €ijk5jk =0 (10.52)
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10.4.4. * Delta de Kronecker generalizado

Para 1 < p < n, o delta de Kronecker generalizado é definido por

i i

. g 5

1lp : % g
8yl = det ot (10.53)

O 9

Ele é totalmente antissimétrico nos indices superiores e também nos inferiores.
Em particular, vale +1 ou —1 quando as duas listas de indices contém os mesmos
p indices distintos, com o sinal da permutacido que relaciona uma lista a outra;
vale zero nos demais casos. Essa caracterizacdo é equivalente a definicdo pelo
determinante.

Consequentemente, a relagéo entre o € de ordem n e o delta de Kronecker gene-
ralizado em um espaco n-dimensional é dada por:

iy i, = St 2.n & ehilzip — 5’112~-ln (10'54)

iy iy 12..n

Assim, o tensor de permutacio € pode ser considerado um caso particular do delta
de Kronecker generalizado. Consequentemente, o simbolo de permutagéo pode ser
escrito como um determinante n x n formado por deltas de Kronecker usuais.
Para p = 2,
i _ sigl i s
O = 010m — O3y . (10.55)
Em dimenséo trés, a contragio do delta generalizado de ordem trés satisfaz
ijk  qij
5lmk - 51m’
com soma sobre k. Em dimenséo n arbitraria, o fator correto é 5;,]5]( =(- 2)5;2[.
Assim, a identidade 10.48 é precisamente a forma tridimensional dessa relacéo.
Outras identidades envolvendo § e € também podem ser formuladas em termos do
delta de Kronecker generalizado.
Comparando a Eq. 10.51 com a Eq. 10.53, concluimos que

ey dydy
6! =¢€ €.

T (10.56)

Jn

10.4.5. Do simbolo alternante a forma volume

Fixe uma orienta¢io e uma métrica positiva definida. Em uma base positivamente
orientada, a forma volume tem componentes

voly ;= /det(g) e, -
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Para entender o fator, escreva a base como colunas de B em uma base ortonormal
positiva. A avaliacio da forma volume nos vetores da base é detB, e g = B'B
implica det g = (det B)?. O sinal da orientacéo é fixado separadamente; uma base
de orientacéo oposta exige o sinal oposto nas componentes da mesma forma volume.

Exemplo 10.18 — O volume de uma célula obliqua

Use E = ((1,0,0),(1,2,0),(0,0,3)). Calcule a métrica e a componente vol;y3;
depois compare com o simbolo €;,3.

Solucdo. A matriz de Gram é
1 1 0
g=|1 5 0}, det g = 36.
0 0 9

A base é positiva e seu volume é det B = 6. Logo vol;y3 = 6, enquanto €153 = 1. O
segundo numero codifica uma permutacéo; o primeiro mede o volume orientado
dos trés vetores concretos. Essa diferenca explica por que as identidades numéricas

de Levi-Civita devem vir acompanhadas da convencio de base e métrica. <
Exercicios
Exercicio N165 Consolidacao; basico

Em dimensio 3, calcule &, €jk€ijk € €jk€jk €m uma base cartesiana ortonormal.

Exercicio N166 Justificacdo; médio

Use €jk€iim = 6ji%m — jmOk1 para provar |a x b2 = |al*|b|* — (a - b)*.

Exercicio N167 Justificacio; médio
Em uma base obliqua positivamente orientada com matriz B, mostre que a forma
volume assume valor det B nos vetores dessa base. Explique o fator /det g.
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Exercicios de ampliacao
Exercicio A019 Consolidacao; médio
3

area nos vetores da base e o fator /det g. Compare a mudanca de uma forma
orientada com a de uma medida positiva de area.

2 1
Use a base plana de matriz B = (O ) Calcule a métrica, a avaliagdo da forma

10.5. Tipos de campos tensoriais

Simetria de argumentos e invariancia sob rotacdes sdo propriedades distintas.
Um tensor pode ser simétrico e anisotrépico. Em modelos materiais, essa distin¢ao
separa a reciprocidade das componentes da existéncia de dire¢des preferenciais.

Nas subse¢des seguintes, introduzimos varios tipos e categorias de tensores e
destacamos suas principais caracteristicas e diferencas. Esses tipos e categorias
nio sao mutuamente exclusivos e, portanto, em geral se sobrepdem; além disso,
podem ndo ser exaustivos em suas classes, pois alguns tensores podem nio per-
tencer a nenhum dos tipos de um conjunto complementar, como ser simétrico ou
antissimétrico.

10.5.1. Tensores isotropicos e anisotropicos

Chamaremos de isotrépico um tensor cujas componentes permanecem inal-
teradas sob toda mudanca ortogonal de base. Com essa convencdo, um escalar é
isotrdpico, assim como o vetor nulo e o tensor identidade &' j- O simbolo de Levi-
-Civita exige uma ressalva: ele é preservado pelas rotacdes proprias, mas muda de
sinal quando a orientacéo € invertida.

Em aplicagdes, a palavra “isotropico” também é usada para descrever leis cons-
titutivas ou campos que nio distinguem direc¢des espaciais. O significado preciso
deve sempre ser entendido a partir da agdo do grupo de transformacoes considerado.

Teorema 10.4

Se um tensor covariante de segunda ordem T;; é invariante sob todas as
transformagdes ortogonais, entao existe um escalar A tal que

Ti; = A5
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Demonstragao. Fixe uma base ortonormal. Para i # j, considere a reflexdo que
troca o sinal do i-ésimo vetor da base e mantém os demais. A invariancia de T faz a
componente T;; permanecer a mesma, enquanto a lei de transformacéo troca seu
sinal. Logo T;; = 0, e T é diagonal.

Agora considere uma transformacédo ortogonal que permuta os vetores e; e e i
A invariancia implica T;; = T};. Todas as entradas diagonais sao, portanto, iguais a
um mesmo escalar 4, e T; = Ad;;. ]

10.5.2. Tensores simétricos e antissimétricos

Esses tipos de tensor aplicam-se somente a ordens altas (ordem > 2). Além disso,
eles ndo sdo exaustivos, mesmo para tensores de ordem > 2, pois existem tensores
de ordem alta que nio sdo nem simétricos nem antissimétricos.

Um tensor de ordem 2 Aij € simétrico se, e somente se, para todoi e j,

e antissimétrico, se, e somente se,
ji == _Aij (1058)

Condicdes semelhantes aplicam-se aos tensores contravariantes (veja também o
que segue).

Um tensor de ordem n A; ;€ simétrico em seus dois indices i; e i; se, e somente
se,

A; =A i i (10.59)

e antissimétrico, em seus dois indices i je ij se, e somente se,

—A.

iy

A, (10.60)

[...ij...i" -

Qualquer tensor de ordem 2 A;; pode ser construido a partir de (ou decomposto
em) uma parte simétrica A(;;) (marcada por parénteses envolvendo os indices) e
uma parte antissimétrica A[;; (marcada por colchetes), onde

1 1
A=A AL Aa = 5 (A HAR) & Ay =2 (Aj—A)  (10.61)

A decomposicdo em duas partes é completa para ordem dois ou para uma simetri-
zagdo em um par fixo de indices: a troca nesse par tem quadrado igual a identidade.
Para ordem trés ou maior, a parte totalmente simétrica e a parte totalmente alter-
nada ndo somam, em geral, o tensor original; pode restar uma parte de simetria
mista. O exercicio A018 mostra explicitamente essa diferenca.
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Um tensor de ordem 3 A;j; pode ser simetrizado por
1
A(ijk) = 30 (Aijk + Akij + Ajki + Aikj + Ajik + Akji) (10.62)
e antissimetrizado por
1
Alijkl = 3 (Aijk + Akij + Ajki — Aikj — Ajik — Aji) (10.63)

Um tensor de ordem n A; _ ; pode ser simetrizado por

1
Abiein) = = 2 Algidotny (10.64)
T O€ES,
e antissimetrizado por
1
Aliy..dn] = 7 ZS: sgn(@)A; i (10.65)
T 0€S,

Para um tensor simétrico A;; e um tensor antissimétrico B/ (ou vice-versa), temos
ij _
A;jBY = (10.66)

Os indices cuja troca define as relacdes de simetria e antissimetria devem ser do
mesmo tipo de variancia, isto é, ambos superiores ou ambos inferiores.

As caracteristicas de simetria e antissimetria de um tensor sdo invariantes sob
transformacdes de coordenadas.

Um tensor de ordem alta (> 2) pode ser simetrizado ou antissimetrizado com
respeito a apenas alguns de seus indices, em vez de todos, por exemplo:

1 1
Aaik = 5 (Aijk + Ajik) & Alijlk = 5 (Aijk = Ajik) (10.67)
Um tensor é totalmente simétrico se, e somente se,
Ai.iy = Ay, (10.68)
e totalmente antissimétrico se, e somente se,

A (10.69)

iy = Al

Para um tensor totalmente antissimétrico (isto é, antissimétrico em todos os seus
indices), componentes ndo nulas s6 podem ocorrer quando todos os indices sdo
diferentes.
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10.5.3. Campos tensoriais: a base também pode variar

Até aqui, uma mudanca de base em um ponto foi suficiente para explicar as
operacdes algébricas. Em um campo tensorial, o objeto varia com a posicdo. Em
coordenadas curvilineas, a propria base varia. Para derivar um campo, é preciso
incluir as duas variacdes.

Considere coordenadas ' regulares de classe C? no espaco euclidiano, com
vetores coordenados E; = or/ du'. Esses vetores nio sio, em geral, unitarios. Para
X = X'E;, a regra do produto fornece

an = ((9]X’)E, iy Xla]El
Como E; é uma base, existem coeficientes definidos por
a]Ek = FleE,

Eles registram a variacdo da base. No espago euclidiano com base coordenada,
sao os coeficientes da conexao euclidiana, ou simbolos de Christoffel. Nao siao
componentes de um tensor sob mudancas gerais de coordenadas. As componentes
da derivada covariante sdo

o
VX! = 9 X' + T XK.

A soma corrige a variagio da base e produz o objeto geométrico adequado.
Para um covetor, o sinal é oposto:

_ k
Vj(Xi = aja,- -T jiak'

De fato, a regra do produto para o escalar ;X" exige
(e X") = (Vje) X' + 05(9; X" + I XF).

Comparando os coeficientes de X’, que pode ser escolhido arbitrariamente, resulta
a regra do sinal negativo. Os termos de conexdo se cancelam no escalar. Para um
tensor misto, cada indice superior recebe um termo positivo e cada inferior, um
termo negativo. Por exemplo,

VkAlj = akAl] + rlkaEj - rfijlg.

Essa subsecdo é um aprofundamento da relacao entre os operadores de coordenadas
curvilineas e o formalismo tensorial; ndo pressupde uma teoria geral de curvatura.
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Exemplo 10.19 — Um vetor constante com componentes variaveis

Em coordenadas polares r > 0, mostre que o campo cartesiano constante X = i
tem derivada covariante zero, embora suas componentes polares variem.

Solucao. Para r(r,0) = (rcosf,rsenf), a base coordenada é E, = e, e Ey = rey.
Derivando-a,
opE, = Eg/r, 0.Eg = Eg/r, 0yEy = —rE,.

Logo os coeficientes nao nulos sdo I"gy = —r e Fgrg = 1“99, = 1/r. Comoi =
cos O e, — sen 0 ey, suas componentes coordenadas sdo X" = cosf e X% = —sen6/r.
Por exemplo,

VX" = —senf + (—r)(—senf/r) = 0,

V,X? = sen0/r? + (1/r)(=sen8/r) = 0,
VeX’ = —cosf/r +(1/r)cosf =0,  V,X =0.

Todas as componentes da derivada sdo zero, como deve ocorrer para um vetor
constante. As componentes fisicas na base unitaria seriam (cos, —sen0); ndo
devem ser inseridas na férmula de conexio da base coordenada sem a conversao
por hg =r. <

10.5.4. Recuperar divergéncia e gradiente em polares

A métrica coordenada polar é g = diag(1,7?). Para uma funcio f, o gradiente
tem componentes coordenadas (f., fy/r?) e componentes fisicas (f., fy/r). Isso
recupera a féormula do capitulo de coordenadas curvilineas. Para um campo com
componentes coordenadas X", X' 0

r

VX = 0. X" + 9px0 + X
r
Escrevendo as componentes fisicas como A, = X" e Ap = rX?, resulta
1 1
V- X ==0(rA,) + =dpAyp.
r r
O termo X" /r ndo é um artificio algébrico: ele registra a expansao das células coor-

denadas com o raio. Essa ponte ajuda a interpretar as formulas dos dois capitulos
como descri¢des do mesmo célculo.
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Exercicios

Exercicio N168 Consolidacao; basico

Classifique diag(1, 2,3) como simétrico ou antissimétrico e isotrépico ou aniso-
tropico. Justifique as duas classificacdes separadamente.

Exercicio N169 Justificacdo; médio

Mostre que uma matriz simétrica isotropica em uma base ortonormal é multipla
da identidade.

Exercicio N170 Justificacdo; médio

Para Tjji, simetrize apenas os indices i, j e depois antissimetrize 0 mesmo par.
Determine o resultado e explique por que os dois operadores sao projecdes comple-
mentares nesse par.

Exercicios de ampliacao

Exercicio A015 Aplicacio; médio
Em uma carta polar, calcule todas as componentes de V; X I para o campo X = re,,

usando a base coordenada. Obtenha sua divergéncia e confira o resultado para o
campo cartesiano X = (x, y).

Exercicio A016 Justificacao; dificil
Escreva o covetor cartesiano constante @ = dx em coordenadas polares e confira

Vja; = 0 para todos os pares de indices, usando os coeficientes de conexdo deduzidos
no texto.

Exercicio A017 Justificacao; dificil

Os coeficientes de conexido sio zero em coordenadas cartesianas euclidianas,
mas néo em polares. Use esse fato para explicar por que eles nao sdo componentes
de um tensor e por que a derivada covariante de um campo continua sendo um
objeto tensorial.

Exercicio A018 Aprofundamento; dificil

Em dimensao trés, tome o tensor covariante T com unica componente néo nula
Ty23 = 1. Calcule T(y3) € Tj13] € determine se T € a soma de sua parte totalmente
simétrica com sua parte totalmente alternada. Compare com a decomposicido em
um Unico par de indices.



CAPITULO

11

Aplicacoes de tensores

11.1. O tensor de inércia

O tensor de inércia retine, em um tinico objeto, a resposta de um corpo a rotagdes
em diferentes direcdes. A conexdo com os capitulos anteriores é concreta: a relacio
entre velocidade angular e momento angular ¢é linear, mas nio precisa preservar a
direcdo. Comegaremos pela soma de particulas, passaremos a distribuicdo continua
e usaremos a simetria para reduzir os calculos.

Nesta secéo e nas seguintes, trabalharemos em coordenadas cartesianas ortonor-
mais no espaco euclidiano tridimensional. Identificamos componentes de vetores e
covetores por meio da métrica euclidiana e, como é usual nesse contexto, somamos
indices repetidos mesmo quando aparecem ambos em posicdo inferior.

Considere massas m, nas posicoes r,, todas girando com velocidade angular @
em torno de 0. Assim, as velocidades séo v, = @ x r,. O momento angular total é

L= Z Ty, XMy Vg,
[24
= Zmara x (0 x1g)
o
= Z ma(|ra|2w — (ry - @)r,).
o

Pela identidade do produto vetorial triplo, em componentes temos
Li = Il]wj’

onde

388



11. Aplicagdes de tensores 389

Definicdo 11.1 — Tensor de inércia

O tensor de inércia é definido por

Iij = Z ma[|ra|25ij - (ra)i(ra)j]-

Para um corpo rigido que ocupa o volume V e tem densidade de massa p(r),
substituimos a soma por uma integral e obtemos

Iy = || pwandy = xm) o7,

Por inspecao, I é um tensor simétrico.
A simetria de I tem também uma interpretacdo energética. Se p > 0,

orhyor = [ p (@l @+57) 4V = [ ploxrf? av o

Logo, I é semidefinido positivo e a energia cinética de rotacdo é K = %wilijwj. Para
um corpo com massa distribuida em um volume de interior néo vazio e densidade
positiva, essa expressao € positiva para toda @ # 0. Os autovetores de [ sdo os
eixos principais: nessas direcdes, L e w sdo paralelos.

Exemplo 11.1 — Cilindro homogéneo: simetria e escolha da ordem de
integracao

Um cilindro de raio a e altura 2¢ tem densidade constante p, > 0, centro na
origem e eixo ao longo de x3. Determine seu tensor de inércia em torno do
centro e identifique quando ele é um multiplo da identidade.

X3

-
N

N

A

X2
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Solucao. A massa é M = 2¢ra®py. Usamos x; = rcos 6, x, = rsend, x5 = z, com
0<r<a0<60<2re—t<z<1L Aordem escrita abaixo é dz df dr; o fatorr é o
jacobiano:

a c2m 4 1
133 = Po ( J J r3 dz d6 dr = poﬂ'[a4 = EMGZ,
JO —

ra 2 4
L1 = po J J (r’sen® 6 + z?)r dz d@ dr
-

0
~a

3 2 2
=Py 21’m‘3+—4ﬂ€rdr=M a_+€_ .
Jo 3 4 3

JO

A simetria de rotagdo fornece I, = I;;. Parai # j, a integral de —pyxx; é nula:
refletir uma das coordenadas envolvidas preserva o cilindro e troca o sinal do
integrando. Portanto,

2 2 2 2
I=diag(M([E+E) Mm(E+ 5, Lua2).
4 3 4 3)°2
O tensor é escalar exatamente quando £ = a/3/2. Nesse caso, L = %Mazw para

qualquer eixo que passe pelo centro. Nos demais casos, essa proporcionalidade vale
nos eixos principais, mas pode falhar para uma direcao obliqua. <

Exemplo 11.2 — Tensor de inércia de um cubo em torno do centro de
massa

O alto grau de simetria significa que precisamos calcular apenas duas das
nove integrais possiveis. Se a densidade uniforme é p, entio M = pb>.
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Ly = J dVp(y? + z%) (11.1)
b/2 b/2 b/2
= pj de dyj dz(y? + z%) (11.2)
b2 b2 T Jpy2
b/2 , 1 b/2
—ob| 4 41 ‘ 113
o[, dvareiP), (113)
b/2 , 1 b3
= —= 11.4
pbjbzdy(by +34) (1.4
b/2
1 1
- b(@3 —¢3‘ 115
Fo\GT v y)_%/z (11.5)
_ 1.4, 1.4
—-pb(lzb + b ) (11.6)
1 1
= —pb® = = Mb. 11.7
PSS (11.7)

Por outro lado, todos os momentos fora da diagonal sdo nulos; por exemplo,

Ly = J dVp(=xy).

Essa é uma fun¢éo impar de x e y, e nossa integracdo é simétrica em relacdo
a origem em todas as direcdes; portanto, ela se anula identicamente. Assim, o
tensor de inércia do cubo em torno de seu centro é

7= a2
6

[ R
S = O
_= o O

11.1.1. Teorema dos eixos paralelos

O teorema dos eixos paralelos relaciona o tensor de inércia calculado em torno
do centro de massa ao tensor calculado em torno de uma origem transladada, sem
rotacéo dos eixos.

Para isso, consideramos dois sistemas de coordenadas: o primeiro, r = (x, y, 2),
com origem no centro de massa de um objeto qualquer, e o segundo, r’ = (x’,y’,z"),
cuja origem esta deslocada, sem rotacdo dos eixos. O vetor constante a aponta da
nova origem para o centro de massa.

Em forma vetorial, as coordenadas estdo relacionadas por

r =a+r.
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Teorema 11.1

Se I;j é o tensor de inércia calculado em torno do centro de massa e Jj; € o
tensor calculado em torno da origem transladada, entdo

]l] = Il] + M(a25ij - a,-a~).

Aqui M ¢é a massa total do corpo e a? = a - a.

Demonstracdo. Pela definicdo do tensor de inércia e pela relagdo r’ =r + a,
Jij = JV p (It + al’8; — (3 + a)(r; + a;)) AV
=1I; + J pl2@a-)s; + azéij — na; — air; — aga;] dV.
1%

Como a origem inicial esta no centro de massa, jV pr dV = 0. Os termos lineares
em r desaparecem, e [, p dV = M. Resta Jj; = I; + M(a25l~j — a;a;). |

Exemplo 11.3 — Tensor de inércia de um cubo em torno de um vértice

O tensor de inércia no centro de massa era

1/6 0 0
I=Mb’[ 0 1/6 0
0 0 1/6

Se, em vez disso, queremos o tensor em torno de um vértice do cubo, o vetor

de deslocamento é
a=(b/2,b/2,b/2),

logo a® = (3/4)b%. Podemos construir a diferenca como uma matriz: as
componentes diagonais sdo

i - ()] - o

e as componentes fora da diagonal sdo

() @) -4o




11. Aplicagdes de tensores 393

portanto, o tensor de inércia deslocado é

1/6 0 0 1/2 -1/4 -1/4

J=Mv’| o 1/6 0o |+Mb*| -1/4 1/2 -1/4 (11.8)
0 0 1/6 -1/4 -1/4 1/2
2/3 -1/4 -1/4

=MW -1/4 2/3 -1/4 (11.9)

-1/4 -1/4 2/3

Exercicios

Exercicio N171 Aplicacido; médio
Calcule o tensor de inércia de duas massas m nas posicdes (a,0,0) e (—a,0,0).
Determine os eixos em que a energia de rotacao é nula e interprete o resultado.

Exercicio N172 Aplicacao; médio
Para o cilindro do exemplo, tome w = (1,0, 1). Determine L, a energia cinética e
a condi¢do para que L seja paralelo a w.

Exercicio N173 Aplicacao; basico
Use o teorema dos eixos paralelos para obter o momento de inércia de um cilindro
em torno de uma reta paralela ao eixo central e a distancia d dele.

Exercicio N174 Aplicacido; médio

Para o cubo em torno de um vértice, encontre os autovalores da matriz apresen-
tada. Verifique que a diagonal espacial é um eixo principal e compare seu momento
com o de uma direcéo perpendicular a ela.

11.2. Lei de Ohm

A inércia relaciona duas grandezas vetoriais por meio de um operador. A con-
dugéo elétrica fornece outro exemplo: a geometria interna do material pode fazer
com que uma entrada em uma dire¢io produza uma resposta também em outras. E
essa dependéncia direcional que exige uma condutividade tensorial.

A lei de Ohm, em um meio isotrdpico, relaciona linearmente a densidade de
corrente j ao campo elétrico E:

j = oE. (11.10)
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A constante o é a condutividade elétrica, inversa da resistividade. Nesse caso
isotropico, j e E sdo paralelos.

Essa lei descreve alguns materiais, mas nao todos. Em um material anisotropico,
por exemplo, camadas condutoras alternadas com camadas isolantes podem favore-
cer a corrente em dire¢des paralelas as camadas e suprimir sua componente normal.
Nesse caso, j e E ndo precisam ser paralelos, e a condutividade escalar deve ser
substituida por uma relacdo linear mais geral.

Isso é descrito por um operador de condutividade o, que relaciona linearmente
os campos; 0 mesmo simbolo ¢ passa, portanto, a denotar o operador tensorial, em
vez da condutividade escalar:

j =o(E), it = iy EX.

Assim, o é um tensor misto de tipo (1, 1), como todo operador linear de vetores.
Em coordenadas cartesianas ortonormais também se podem abaixar indices com
a métrica euclidiana; a forma com dois indices inferiores é entido apenas outra
representacdo das mesmas componentes.

Exemplo 11.4 — Conducao em um material anisotropico (nivel médio)

No plano, um material tem condutividades principais 4 e 1 em S/m. Os eixos
principais fazem 45° com os eixos do laboratério. Determine a densidade de
corrente produzida por E = (2,0) V/m e a poténcia dissipada por unidade de
volume.

1

-1\ . . L .
1 1 Sa0 OS €1XO0S principails escritos na base

3 = L
Solucado. As colunasde R = 7 (

do laboratorio. Logo,

4 0 5/2 3/2
oc=R RT = / / S/m
0 1 3/2 5/2
Assim, j = oE = (5,3) A/m?: a corrente possui uma componente transversal ao

campo aplicado. A poténcia é p = E-j = 10W/m®. Como as condutividades
principais sdo positivas, E - cE > 0 para E # 0, em qualquer base. q
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Exercicios

Exercicio N175 Aplicacao; basico
Um material tem o = diag(2, 5, 8) em uma base ortonormal. Calcule a corrente e
a dissipacdo para E = (1,2, —1).

Exercicio N176 Aplicacido; médio
Refaca o exemplo de rotacdo para um angulo 0 e condutividades principais o7, 05.

Em que situagdes a componente transversal de corrente se anula para um campo
paralelo ao primeiro eixo do laboratério?

Exercicio N177 Justificacdao; médio
Se ¢ é simétrico positivo definido, mostre que a resistividade é o operador ¢!

Determine seus eixos principais e compare seus autovalores com os de o.

Exercicios de ampliacao

Exercicio A024 Aplicacio; médio

Para o sensor térmico T = 20 + xzy +¢e*em (1,2,0) e K = diag(2, 1, 3), obtenha
o fluxo de calor ¢ = —KVT. Confira dT(q) = —VT - KVT e interprete o sinal como
variacdo da temperatura na direcio desse fluxo.

11.3. Equacao do movimento de um fluido: equacao de
Navier-Stokes

Agora o tensor representa o transporte de momento e as forcas de contato. A
derivacdo sera organizada em trés passos: acompanhar uma particula para definir
a aceleracdo, escrever os balancos de massa e momento em volumes de controle e
escolher uma lei constitutiva para a tensdo viscosa. As hipoteses de incompressibi-
lidade e viscosidade constante serdo usadas apenas no momento de simplificar a
equacao.
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11.3.1. Tensor de tensao

O estado de tensdo em um ponto é descrito pelo tensor de Cauchy o = (). Em
coordenadas cartesianas,
011 012 013
0 =\1021 022 023
031 032 033
Na mecanica classica de meios continuos, sem tensdes de casal nem momentos de
corpo, o balanco local de momento angular implica o;; = oj;.
Todo tensor de tensdo pode ser decomposto, de modo puramente algébrico, em
uma parte esférica e uma parte desviadora:

7 = %(tro)[ +S, trS=0.

Em mecénica dos fluidos é mais conveniente separar a contribui¢do isotropica
associada a pressio e escrever

o=—pl+T,

onde p é a pressdo e T é o tensor de tensdes viscosas. Em um fluido compressivel,
T n3o precisa ser de traco nulo: sua parte esférica pode conter a contribui¢do
associada a viscosidade volumétrica.

11.3.2. Derivacao das equacdes de Navier-Stokes

As equacdes de Navier—Stokes combinam as leis de conservacdo com uma lei
constitutiva para a tensdo. Comecamos pela conservacido de massa; em seguida,
formulamos o balanco de momento e, por fim, especializamos a tensao ao caso de
um fluido newtoniano.

A primeira hipétese é que o movimento de um fluido é descrito pela velocidade
de escoamento do fluido:

Definicdo 11.2
A velocidade de escoamento v de um fluido é um campo vetorial

v =v(x,t)

que fornece a velocidade de um elemento de fluido na posicdo x e no instante
L.
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Derivada material

Uma derivada parcial no tempo descreve a variagdo de um campo em uma posi¢ao
fixa. A derivada material mede a variacdo observada ao acompanhar uma particula
do fluido: ela soma a variacdo temporal local e a variacdo por transporte dessa
particula pelo campo de velocidades.

Definicdo 11.3 — Derivada material

Para um campo escalar diferenciavel u(t, x, y, z),

Du _ du +(v-Vu.
Dt ot

Equacao da continuidade

Para formular leis locais de conservagio, descrevemos uma grandeza extensiva
por sua densidade volumétrica L(x,t). O volume de controle sera denotado por U
e sua fronteira por dU. Para o momento, a lei escalar a seguir é aplicada a cada
componente da densidade de momento.

Teorema do transporte de Reynolds Se U(t) é um volume material transpor-
tado pelo campo de velocidades v e L(x,t) é um campo escalar suficientemente

ij LdV:J (%w-@v))dv.
dt U(t) U(l’) ot

Usando o teorema da divergéncia, a mesma identidade pode ser escrita como

regular, entéo

g LdV:J o dV+J Fiprasin GUA,
dt Juq) U@ ot au(t)

Para um volume de controle fixo U, uma lei local de balanco com densidade de
fonte Q assume a forma integral

iJ Lde—J Lv~ndA+J Q dv.
dt Ju U U

O primeiro termo a direita mede o fluxo liquido que sai pela fronteira e o segundo
mede a producéo de L no interior. Pelo teorema da divergéncia,

JU[%+V-(LV)—Q]dV:O.
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Como isso vale para todo volume de controle, obtemos a equagéao local de balanco

%+V-(Lv)=Q.

Conservacao da massa

Para a massa néo ha termo de producdo: Q = 0. Tomando L = p, obtemos a equacgao

da continuidade 5
a—/;+V-(pv)=0. (11.11)

Usando a derivada material,

Dp
— +pV-v=0.
Dt

Para um fluido incompressivel, Dp/Dt = 0; portanto,

V.-v=0.

Conservacao do momento
A aceleracdo de uma parcela de fluido é sua derivada material:

D %)

oD (v
Dt ot

Para a densidade de momento pv, o fluxo convectivo através de uma superficie é

descrito pelo tensor pv ® v. Aplicando o balanco local a cada componente, obtemos

a(pv;)
ot

Para ver precisamente como entra a conservagéo da massa, expandimos:

%(pw) + 9j(pvvy) = p(apv; + viopu) + uarp + 9;(pv))]
_ Du
"D
O termo entre colchetes se anula pela equacéo da continuidade. Essa reducao é

valida também quando p varia no espago e no tempo. O termo 9;0;; € a forga de
contato por unidade de volume, e f; é a forca de corpo por unidade de volume.
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Equacdes do movimento

As equacdes de conservagao, com a forca de contato e a forca de corpo identificadas
acima, ddo a equacdo local de movimento. Adotamos a conveng¢ido em que a tracio
sobre uma face de normal n é on. Como o é simétrico, (V- o); = dj0;j, € a equagdo
toma a forma vetorial B

pE =V-o+f (11.13)
Aqui o é o tensor de tensao e f representa forcas externas por unidade de volume,

como a gravidade quando escrita nessa convengao.

Forma geral da equacao de Navier-Stokes

Escrevemos o tensor de tensdo como a soma da contribuicdo da pressdo e da tensio

viscosa:
c=—pl+T. (11.14)
Substituindo o = —pI + T na equacdo de movimento, obtemos
Dv
— =-Vp+V-T+f
PDr p

Para um fluido newtoniano isotrdpico,
T= ,u(Vv + (VV)T) + A(V-v)L

Aqui p é a viscosidade dindmica e A é o segundo coeficiente de viscosidade; em
geral, T pode ter traco diferente de zero. Em coordenadas cartesianas, com y e A
constantes,

(V-T); = pojvi + (u + )3,(9)v)).

No caso incompressivel, V - v = 0; com y constante, isso reduz-seaV-T = pAv e
obtemos a forma usual das equacgdes de Navier—Stokes:

p(i—:+(v-V)v>:—Vp+pAv+f.

Exemplo 11.5 — Escoamento entre placas com pressao e arraste (nivel
dificil)

Um fluido incompressivel de viscosidade constante y > 0 ocupa 0 < y < h
entre placas paralelas. A placa inferior esta parada, a superior move-se com
velocidade Uey, e d,p = —G, com G > 0. Suponha escoamento permanente
v = u(y)e,, sem forca de corpo e sem deslizamento nas placas. Obtenha a
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velocidade, a vazdo por unidade de largura e a tensdo de cisalhamento.

Solugao. O campo tem divergéncia nula. Além disso, (v - V)v = ud,(ue,) = 0: a
velocidade varia transversalmente, mas nao ao longo das trajetorias. A componente
x da equagdo de Navier—Stokes torna-se 0 = G + pu”’(y). Integrando e usando
u(0) = 0, u(h) = U, obtemos

U G
u(y) = ﬁy + Z—y(h - ).
I

O primeiro termo corresponde ao arraste da placa; o segundo, a diferenca de presséo.
A vazio por unidade de largura é

h 3

Uh Gh

= dy = —+ —.
q JO u(y) dy 2> 12

Por fim, a componente viscosa da tragdo sobre uma face de normal e,, ¢

= Lot
Txy—/m()/)—T'*'G E_y :
Para uma face de normal oposta, a tracdo troca de sinal. Essa distingdo evita
confundir a componente do tensor com a for¢a em cada placa. <

Exercicios

Exercicio N178 Aplicacido; médio
Para u(t, x, y) = t+x%+yev = (y, —x), calcule d,u e Du/Dt. Explique a diferenca
entre as duas medidas de variagéo.

Exercicio N179 Aplicacdao; médio

at

Verifique a continuidade para p(t) = ppe >* e v = a(x, y, z), com a constante. O

campo de velocidades é incompressivel?

Exercicio N180 Aplicacao; dificil
No escoamento entre placas, determine o ponto de velocidade maxima quando

ele esta no interior do intervalo. Analise separadamente os casos em que 0 maximo
ocorre na placa superior.
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Exercicio N181 Aplicacido; médio
Para v = (ax,—ay,0) e viscosidade constante, calcule o tensor viscoso e sua

divergéncia. Explique por que tensido néo nula ndo implica necessariamente forca
viscosa volumétrica ndo nula.



CAPITULO

12

Produto exterior

Neste capitulo introduzimos uma das construcdes mais uteis da algebra linear:
o produto exterior, denotado por a A b, onde a e b sdo vetores de um espago
V. A ideia central é construir um produto antissimétrico e bilinear de vetores.
Em outras palavras, desejamos que valham as propriedadesa A b = -b A ae
an(b+Ac)=aAb+lanc

12.1. Motivacao

Comecamos por areas e volumes orientados. A area geométrica € positiva, mas
o sinal da orientacdo permite representar a mesma construcdo por uma aplicacdo
bilinear e antissimétrica. Em seguida, na Se¢ao 12.2, construiremos o espago em que
essa aplicacdo toma valores. A definicdo sera algébrica; a interpretacio geométrica
ajudara a reconhecer o que seus coeficientes medem.

12.1.1. Area orientada bidimensional

Trabalhamos em um espaco euclidiano bidimensional, como o estudado na geo-
metria elementar. Supomos conhecida a definicdo geométrica usual da area de um
paralelogramo.

Considere a area Ar(a,b) de um paralelogramo definido pelos vetores a e b.
Sabe-se, da geometria elementar, que Ar(a,b) = |a| - |b| - sena, onde @ é o angulo
entre os dois vetores, sempre entre 0 e 77 (ndo levamos em conta a orientacdo desse

402
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angulo). Assim definida, a area Ar é sempre ndo negativa.

Vamos investigar Ar(a,b) como fun¢io dos vetores a e b. Se esticarmos o vetor
a, por exemplo, pelo fator 2, a drea também aumentara pelo fator 2. Entretanto, se
multiplicarmos a pelo nimero —2, a 4rea sera multiplicada por 2, e ndo por —2:

Ar(a,2b) = Ar(a,—2b) = 2Ar(a,b).

Da mesma forma, para alguns vetores a, b, ¢, como os mostrados na Fig. 12.2, temos
Ar(a,b + ¢) = Ar(a,b) + Ar(a, ¢). Contudo, se considerarmos b = —c, obteremos

Ar(a,b+c) = Ar(a,0) =0
# Ar(a,b) + Ar(a,—b) = 2Ar(a,b).

Portanto, estritamente falando, a area Ar(a,b) ndo é uma funcéo linear dos
vetores a e b:

Ar(Aa,b) = |A| Ar(a,b) = 1 Ar(a, b),
Ar(a,b + c) = Ar(a,b) + Ar(a, c).

No entanto, como vimos, as propriedades de linearidade valem em alguns casos.
Observando esses casos atentamente, vemos que a linearidade vale precisamente
quando nao alteramos a orientacdo dos vetores. Seria mais conveniente se as
propriedades de linearidade valessem em todos os casos.

O truque consiste em substituir a funcdo area Ar pela fungio de area orientada
A(a,b). Definimos a fungéo A(a,b) por

A(a,b) = =|a| - |b| - sena,

onde o sinal é escolhido positivo quando o angulo « é medido do vetor a para o
vetor b no sentido anti-horéario, e negativo caso contrario.

Enunciado: A area orientada A(a, b) de um paralelogramo definido pelos vetores
a e b em um espaco euclidiano bidimensional é uma funcéo antissimétrica e bilinear
dos vetores a e b:

A(a,b) = —A(b, a),

A(Aa,b) = 1 A(a,b),
A(a,b+c) = A(a,b) + A(a, c). (lei da soma)
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Figura 12.1.: A area do paralelogramo 0ACB gerado por a e b é igual a area do
paralelogramo 0ADE gerado por a e b + «a, devido a igualdade das
areas ACD e OBE.

a A B

Figura 12.2.: A area do paralelogramo gerado por a e b (igual a area de CEFD),
somada a area do paralelogramo gerado por a e ¢ (a 4rea de ACDB), é
igual & area do paralelogramo gerado por a e b + ¢ (a area de AEFB),
devido a igualdade das areas de ACE e BDF.

Demonstracdo: A primeira propriedade é consequéncia direta da regra de
sinais na defini¢do de A.

Para provar a segunda propriedade, é preciso considerar separadamente os casos
A>0ed < 0. SeA > 0, a orientacdo do par (a,b) permanece a mesma e a
propriedade é clara: ao reescalarmos a por A, o paralelogramo é esticado e sua area
aumenta pelo fator A. Se 1 < 0, a orientacdo do paralelogramo ¢ invertida e a area
orientada muda de sinal.

Para provar a lei da soma, consideramos dois casos: ou ¢ é paralelo a a, ou néo.
Se ¢ é paralelo digamos ¢ = aa, usamos a Fig. 12.1 para mostrar que A(a,b + Aa) =
A(a,b), o que produz a afirmac¢io desejada, pois A(a, Aa) = 0. Se ¢ ndo é paralelo a
a, usamos a Fig. 12.2 para mostrar que A(a,b + ¢) = A(a,b) + A(a, ¢). Construgdes
geométricas analogas podem ser feitas para as diferentes orientacdes possiveis dos
vetores a, b, c. [ |

E relativamente facil calcular a 4rea orientada devido as suas propriedades algé-
bricas. Suponha que os vetores a e b sejam dados por seus componentes em uma
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base padrio {e;, e}, por exemplo,
a = o€eq + ar€s9, b= ﬁlel + ﬂzez.

Supomos, naturalmente, que os vetores e; e e, sejam ortogonais entre si e tenham
comprimento unitario, como é apropriado em um espago euclidiano. Supomos
também que o dngulo reto seja medido de e; para e, no sentido anti-horéario, de
modo que A(eq, e;) = +1. Entdo usamos o enunciado e as propriedades A(e;, e;) =
0, A(eq,ep) =1, A(ey, €5) = 0 para calcular

A(a,b) = A(aeq + ey, fre; + foey)
o1 frA(ey, e) + oy fy Aley, eq)

=mfy — .

A 4rea ordinéaria (nfo orientada) é entdo obtida como o valor absoluto da area
orientada, Ar(a,b) = |A(a,b)|. Conclui-se que a area orientada, devido as suas
propriedades de linearidade estrita, ¢ uma constru¢do muito mais conveniente e
poderosa que a area nio orientada.

12.1.2. Paralelogramos em R*> e em R"

Agora trabalhemos no espaco euclidiano R® com a base padrio {e;, e,, e5}. Pode-
mos tentar caracterizar de modo semelhante a area de um paralelogramo definido
por dois vetores a e b. Entretanto, ndo é possivel caracterizar a orientacdo da area
simplesmente por um sinal. Também ndo podemos usar uma construcéo geométrica
como a da Fig. 12.2; de fato, em trés dimensdes, ndo é verdade que a area definida
por a e b + c seja igual a soma de Ar(a,b) e Ar(a, c). Ainda podemos definir algum
tipo de “area orientada” que obedeca a lei da soma?

Consideremos a Fig. 12.2 como uma figura que mostra a projecdo das areas
dos trés paralelogramos sobre algum plano coordenado, por exemplo, o plano dos
vetores da base {e;, e,}. E imediato ver que as projecdes das 4reas obedecem a lei
da soma como areas orientadas.

Enunciado: Sejam a,b dois vetores em R?, e seja P(a, b) o paralelogramo defi-
nido por esses vetores. Denote por P(a,b)e, ., 0 paralelogramo contido no plano
coordenado Span {ey, e,}, obtido ao projetar P(a, b) nesse plano, e analogamente
para os outros dois planos coordenados. Denote por A(a,b)e, ., a drea orientada
de P(a,b)e ¢, Entdo A(a,b)e, e, ¢ uma funcio bilinear e antissimétrica de a e b.
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Demonstracdo: A proje¢io sobre o plano coordenado de e, e; é uma transfor-
macdo linear. Portanto, o vetor a + Ab é projetado na soma das projecdes de a e Ab.
Aplicamos entdo os argumentos da demonstracdo do Enunciado 12.1.1 as projecoes
dos vetores; em particular, as Figs. 12.1 e 12.2 sdo interpretadas como mostrando
as projecdes de todos os vetores sobre o plano coordenado ey, e,. Se a; = (a, e;)
e b; = (b, e;), a projecdo sobre esse plano tem area orientada a;by — ayb;. Essa
expressao é bilinear e muda de sinal quando trocamos a e b; 0 mesmo argumento
vale para os outros planos coordenados. |

E, portanto, conveniente considerar as 4reas orientadas das trés projecdes —
A(a,b)e, e,» A(a,b)e, e, A(a,b)e e, — como as trés componentes de uma area
A(a, b) de valores vetoriais do paralelogramo definido por a,b. De fato, pode-se
mostrar que, nessa ordem, essas areas projetadas sdo as componentes euclidianas
do produto vetorial a x b. O produto vetorial é a forma tradicional de representar
essas areas na geometria: o vetor a x b representa simultaneamente a magnitude
da area e a orientagdo do paralelogramo. Calcula-se a area nio orientada de um
paralelogramo como o comprimento do vetor a x b que representa a area orientada,

1

Ar(a,b) = [A(a,b)2 ¢, + A(a,b)?, ¢, + A(a,b)2 . |* .

Entretanto, o produto vetorial ndo pode ser generalizado para todos os espagos
de dimenséo superior. Felizmente, o produto vetorial ndo tem papel essencial na
construc¢io da area orientada.

Em vez de trabalhar com o produto vetorial, generalizaremos a ideia de projetar
o paralelogramo sobre planos coordenados. Considere um paralelogramo definido
pelos vetores a,b em um espaco euclidiano V de dimensio n, com a base padrao
{eq,...e,}. Enquanto no espaco tridimensional tinhamos apenas trés projecdes
(sobre os planos coordenados xy, xz, yz), em um espaco de dimensao n temos
%n(n — 1) planos coordenados, que podem ser denotados por Span {ei, ej} (com

1 <i < j < n). Podemos construir as %n(n — 1) proje¢des do paralelogramo nesses
planos coordenados. Cada uma dessas projecdes tem uma area orientada; essa area
é uma funcéo bilinear, antissimétrica e de valores numéricos dos vetores a,b. (A
demonstracdo do enunciado acima néo usa o fato de o espaco ser tridimensional!)
Podemos entdo considerar esses %n(n — 1) nimeros como as componentes de um
vetor que representa a area orientada do paralelogramo. E claro que todas essas
componentes sdo necessarias para descrever a orientac¢do geométrica efetiva do
paralelogramo no espacgo de dimenséo n.

Chegamos a ideia de que a area orientada do paralelogramo definido por a,b é
uma funcédo antissimétrica e bilinear A(a, b), cujo valor é um vetor com %n(n -1)
componentes, isto é, um vetor em um novo espago — o chamado “espaco das areas
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: » . ~ 1 .
orientadas”. Esse espaco tem dimensdo En(n — 1). Construiremos esse espago

explicitamente abaixo; ele é o espaco dos bivetores, denotado por /\2 V.

Veremos que a area nio orientada do paralelogramo é calculada como o compri-
mento do vetor A(a,b), isto é, como a raiz quadrada da soma dos quadrados das
areas das proje¢des do paralelogramo sobre os planos coordenados. Essa é uma
generalizacdo do teorema de Pitagoras para areas em espacgos de dimensao superior.

A analogia entre vetores ordinarios e areas com valores vetoriais pode ser en-
tendida visualmente da seguinte maneira. Um segmento de reta em um espaco
de dimenséo n é representado por um vetor cujas n componentes (em uma base
ortonormal) sdo os comprimentos orientados das n projecdes do segmento sobre os
eixos coordenados. (As componentes sdo orientadas, isto é, recebem um sinal nega-
tivo quando a orientacdo do vetor é oposta a orientacdo do eixo.) O comprimento
de um segmento de reta, ou seja, o comprimento do vetor v, é entdo calculado como
J{v,v). O produto escalar (v, v) é igual a soma dos quadrados dos comprimentos
das projecoes porque usamos uma base ortonormal. Um paralelogramo no espaco
é representado por um vetor i cujas ('2') componentes sdo as areas orientadas das
(g) projecdes do paralelogramo sobre os planos coordenados. (O vetor { pertence
ao espaco das areas orientadas, e ndo ao espaco original de dimenséo n.) O valor
numérico da area do paralelogramo é entdo calculado como +/{i/, /). O produto
escalar (i, ) no espaco das areas orientadas é igual a soma dos quadrados das
areas das proje¢oes, pois as (g) areas unitarias nos planos coordenados formam
uma base ortonormal (de acordo com a defini¢do do produto escalar no espaco das
areas orientadas).

A mesma ideia da soma dos quadrados das projecdes se estende a volumes
de dimensdo superior. O produto exterior fornece a linguagem algébrica para
representar essas projecdes e suas orientagdes.

Exemplo 12.1 — Resposta de quatro sensores a dois parametros (nivel
dificil)

Um sistema mede quatro respostas adimensionais. Perto de um estado de
referéncia, as variagdes de dois pardmetros independentes produzem os veto-
resu=(1,1,0,1) ev = (0,1,1,1) em R*. Determine as areas orientadas das
projecdes da resposta nos planos coordenados e a area do paralelogramo de
respostas.

Solugédo. Na base canonica, os coeficientes de u A v sdo os menores u;v; — u;v;. Na
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ordem (12, 13, 14, 23, 24, 34), eles sao (1,1,1,1,0,—1). Portanto,
u/\V:€1 /\€2+€1 /\€3+€1 /\€4+€2/\€3—e3/\64.

Cada coeficiente é a area assinada de uma projecdo. O coeficiente 24 é zero porque
as respostas desses dois sensores sdo proporcionais nos dois parametros; isso nio
torna a resposta total degenerada. Com a métrica euclidiana induzida, a area é

Vi+1+14+41+0+1 =+/5 A féormula de Gram confirma: /|ul?[v|? — (u-v)? =

V9 —4 = /5. Substituir v por v + cu preserva o produto exterior e a area: essa

mudanca corresponde a um cisalhamento no dominio dos parametros. <4
Exercicios
Exercicio N200 Consolidacao; basico

Parau = (2,1) e v = (-1, 3), calcule a area orientada, a area geométrica e o efeito
de trocar a ordem dos vetores.

Exercicio N201 Consolidacao; médio

Em R3, tome u = (1,2,0) e v = (0,1, 3). Determine as trés areas projetadas e
confira a area total pela matriz de Gram.

Exercicio N202 Justificacio; médio
No exemplo dos quatro sensores, substitua v por v + 2u. Verifique que os seis
menores se preservam e explique a interpretacdo no dominio dos pardmetros.

12.2. Produto exterior

Convém distinguir trés objetos: os vetores de V, os produtos simples u A v e as
combinacdes lineares desses produtos. O novo espago contém todos os bivetores,
e um bivetor ndo precisa ser um Unico produto de dois vetores. Fixaremos tam-
bém a normalizacao da antissimetrizagdo para que as formulas de avaliacio sejam
consistentes.

Na sec¢do anterior, motivamos a introdugio do produto antissimétrico por sua
conexdo com areas e volumes. Agora daremos a definicdo e desenvolveremos as
propriedades do produto exterior de maneira puramente algébrica, sem usar intui-
cdo geométrica. Isso nos permitira trabalhar com vetores em dimensdes arbitrarias,
obter muitos resultados uteis e, por fim, apreciar mais plenamente o significado
geométrico do produto exterior.



12. Produto exterior 409

Nas partes algébricas, V serd um espago vetorial de dimenséo finita sobre um
corpo K de caracteristica zero. Nos exemplos geométricos, trabalhamos sobre R.
Essa convencdo permite identificar os tensores alternados com os autoespacos
antissimétricos do operador de troca.

Como explicado na Secdo 12.1.2, é possivel representar a area orientada de um
paralelogramo por um vetor em algum espaco auxiliar. A area orientada é muito
mais conveniente para trabalhar porque é uma funcéo bilinear dos vetores a e b
(isso é explicado em detalhes na Secdo 12.1). Um produto bilinear é, em particular,
uma aplicacdo bilinear com valores em um espaco vetorial. Também vimos que a
area orientada é uma funcio antissimétrica dos vetores a e b.

Em trés dimensdes, uma area orientada é representada pelo produto vetorial
a x b, que é de fato um produto antissimétrico e bilinear. Assim, esperamos que a
area orientada em dimensdes superiores possa ser representada por algum novo
produto antissimétrico de a e b; denotemos esse produto (a ser definido abaixo)
por a A b, pronunciado “a cunha b”. O valor de a A b serda um vetor em um espago
vetorial novo. Também construiremos explicitamente esse novo espago.

12.2.1. Definicao do produto exterior

Assim como no produto tensorial, podemos comegar pensando o espaco dos
produtos exteriores como um espaco de expressoes formais como aAb, 3aAb+2cAd,
etc., e exigir que valham as propriedades de um produto antissimétrico e bilinear.

Eis uma definicdo mais formal do espago do produto exterior: construiremos um
produto antissimétrico “a mao”, usando o espaco produto tensorial.

Definicdao 1: Dado um espaco vetorial V, definimos um novo espaco vetorial
V AV, chamado produto exterior (ou produto tensorial antissimétrico, produto
alternado ou produto cunha) de duas copias de V. O espago V AV é o subespaco
de V ® V gerado pelos tensores alternados da forma

Vi®Vy—Vy®Vy, Vi€V,

e por todas as combinagdes lineares desses tensores. O produto exterior de dois
vetores v e v, € a expressdo mostrada acima; ele é evidentemente uma fungio
antissimétrica e bilinear de v e v,.

Por exemplo, este é um elemento particular de V A V, que escrevemos de duas
maneiras diferentes usando os axiomas do produto tensorial:

(+v)@(v+w)—(v+w)®@(u+v)=u®v-vQeu
tu@W-—-WwWRuU+vOW-wQVeEVAV. (12.1)
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Observacao: Em geral, trocar os fatores altera o tensor. Se v; e v, sdo inde-
pendentes, entdo v; ® v, # v, ® vi: um covetor que vale 1 no primeiro e 0 no
segundo distingue os dois tensores. Entretanto, vetores distintos e proporcionais
podem produzir tensores iguais nessa troca. Por exemplo, (2v) ® v =v ® (2v). A
antissimetrizacéo elimina exatamente a parte que permanece igual sob a troca.

Exercicio 1: Prove que o “mapa de troca” T (v ® vy) = v, ® v; é uma aplicagio
linear, canonicamente definida, de V®V em si mesmo. Mostre que seus autovalores
pertencem a {+1,—1} e que ambos ocorrem quando dimV > 2. Dé exemplos de
autovetores. Mostre que o subespaco VAV CV ® V é o autoespaco associado ao
autovalor —1.

Dica: TT = 1ygy. Considere tensores da forma u ® v + v ® u como candidatos
a autovetores de T. |

Solucao: Pela propriedade universal do produto tensorial, a troca dos fatores
define uma aplicacdo linear T. Como T? = I, se Tz = Az para z # 0, entio
A2 =1e)l=+1 Parau # 0, u ® u tem autovalor +1; se u, v sio independentes,
u® v —Vv®uénio nulo e tem autovalor —1. Os tensores de autovalor —1 séo
exatamente as combinacdes lineares desses ultimos, isto é, formam V A V.

E bastante trabalhoso fazer calculos na notaciio do produto tensorial como fize-
mos na Eq. (12.1). Portanto, escrevamos o produto exterior como u A v em vez de
u®v—v®u. E entdo imediato verificar que o simbolo “cunha” A funciona como
uma multiplicacdo anticomutativa, como desejavamos. As regras de calculo sdo
resumidas no enunciado a seguir.

Enunciado 1: Podemos economizar tempo escrevendo u®v—veu = uAv € VAV,
e o resultado de qualquer calculo sera correto, desde que sigamos as regras:

UAV=-VAuU, (12.2)
(A)Av=2A(uAv), (12.3)
(W+V)AX=UAX+VAX. (12.4)

Segue também que u A (Av) = A(u A v) e que v A v = 0. (Essas identidades valem
para quaisquer vetores u, v € V e quaisquer escalares 1 € K.)

Demonstracao: Todas as identidades seguem da bilinearidade do produto
tensorial e da definicido u A v=u® v — v ® u. Por exemplo, expandindo,

(W+V)A(V+HW)=uAV+UAWHVAW.
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Aqui removemos o termo v A v = 0. |

Elementos do espaco V AV, como a A b + ¢ A d, as vezes sdo chamados de
bivetores.! Também desejaremos definir o produto exterior de mais de dois vetores.
Para definir o produto exterior de trés vetores, consideramos o subespago de V ®
V ® V formado por tensores totalmente antissimétricos da forma

a®b®c-b®a®c+c®Ral®db—-—c®b®a
+th®c®a—-a®c®b (12.5)

e combinagoes lineares desses tensores. Esses tensores sdo chamados de total-
mente antissimétricos porque podem ser vistos como fun¢des (com valores ten-
soriais) dos vetores a,b,c que mudam de sinal quando se trocam dois vetores
quaisquer. A expressdo na Eq. (12.5) sera denotada, por brevidade, por a Ab A ¢,
de modo analogo ao produto exterior de dois vetores, a ® b — b ® a, denotado
simplesmente por a A b. Eis uma definicdo geral.

Definicdo 2: O produto exterior de k copias de V (também chamado de k-
-ésima poténcia exterior de V) é denotado por /\k V. Identificamo-lo com o
subespaco de vk gerado pelos tensores alternados

ViA AVE 1= Z sgn(o-)vg(l) ® - ® V(k)s v;eV.
oES;

Essas expressoes obedecem as propriedades do produto cunha (linearidade e antis-
simetria) dadas pelo Enunciado 1. Por exemplo,

UAVIA LAV = (—l)kvl A AVEAU (12.6)

(“arrastar um vetor através de k outros vetores muda o sinal k vezes”). [ ]

O espaco de bivetores definido anteriormente é, nesta notacdo, VAV = /\2 V.
Uma extensio natural dessa notacio é A’V =Ke A'V = V. Também usaremos a
seguinte notacao de “produto cunha”,

n
/\Vk =V /\Vz/\.../\Vn.
k=1

n , ~
Tensores do espago /\" V também sdo chamados de n-vetores ou tensores
antissimétricos de grau n.

'E importante observar que um bivetor ndo é necessariamente expressavel como um produto de
termo unico de dois vetores; veja o exercicio ao final da Secéo 12.3.2.
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Pergunta: Como calcular expressdes que contém produtos multiplos, como a A
b A c?

Resposta: Aplicam-se as regras mostradas no Enunciado 1. Por exemplo,
podemos permutar vetores adjacentes e mudar o sinal,

aAbAc=-bAaAc=DbAcAa,
podemos expandir colchetes,
aAN(x+4y)Ab=aAxAb+4anyADb,

e assim por diante. Se os vetores a, b, ¢ sdo dados como combinagdes lineares de
alguns vetores de base {e j}, podemos reduzir a A b A ¢ a uma combinacéo linear de
produtos exteriores de vetores da base, como e; A e; A €3, €1 A €5 A ey, etc.

Pergunta: A notacdo a A b A ¢ sugere que o produto exterior é associativo,
aAnbAac=(anb)Ac=an(bAc).

Como podemos dar sentido a isso?

Resposta: E preciso definir a multiplicacio de modo que ela nio dependa
da representacdo escolhida para um bivetor. Para isso, denote por Alt,, a soma
assinada das m! permutacdes dos fatores de um tensor de ordem m. Parax € \P'V
e e \V, com p,q > 1, defina

1
an ﬁ = W Altp+q(0( ® ﬂ)

Essa é uma aplicacao bilinear bem definida no espaco de tensores, independente-
mente da maneira de escrever « e . Como cada permutacéo interna aos dois blocos
ja esta incluida na antissimetrizagéo dos fatores, temos
(ag A ANap) A(by A Abg) =a; A ANay Aby A Abg.
Assim, o fator 1/(p!q!) evita contar repetidamente as permuta¢des internas. Para
trés fatores de graus p, g,r, qualquer parentizacio da
1

olgir! Altyy g (@®f®Y),

pois antissimetrizar novamente um bloco ja alternado reproduz sua multiplicidade
fatorial. Isso prova a associatividade. Nos graus zero, a multiplicacdo é a multipli-
cacdo usual por escalares.
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Exemplo 1: Suponha que trabalhemos em R® e tenhamos os vetores a =
(O, %, —%), b =(2,-2,0), ¢ = (—2,5,—3). Vamos calcular varios produtos exteriores.
Os calculos ficam mais faceis se introduzirmos explicitamente a base {e, e5, e3}:

a= %(ez = e3) s b= 2(61 — 62), Cc= _2e1 + 562 - 363.

Calculamos o 2-vetor a A b usando as propriedades do produto exterior, como
XxAx =0ex Ay = —y AKX, e simplesmente expandindo os colchetes como na
algebra usual:

aAb

1
E(ez —e3)A2(e; —ey)

(e; —e3) A(e; —ep)

ez/\el—e3/\e1—e2/\e2+e3/\e2

—e1/\e2+e1/\e3—e2/\e3.

A ultima expressdo é o resultado; observe que agora nao ha mais nada a calcular ou
simplificar. Expressdes como e; A e, sdo as expressdes basicas a partir das quais o
espaco R®> AR3 é construido. Mais adiante (Secéo 12.3.2), mostraremos formalmente
que o conjunto dessas expressdes é uma base do espaco R® A R3.

Calculemos também o 3-vetora A b A c,

aAbAc=(aAb)Ac
=(—e; Ney+e; Aes—ey Aes)A(—2e; + 5e; — 3e3).
Ao expandirmos os colchetes, termos como e; A e, A e; se anulam, pois
el/\ez/\el :—ez/\el/\el :0,
portanto, basta manter os termos que contém vetores todos diferentes, e obtemos
aAbAc=3e;AeyANe;+5e; AesAey+2e,Aes e
=(B-5+2)e; Ae; Ne3 =0.
Observamos que todos os termos sdo proporcionais ao 3-vetor e; A es A es, portanto,

s6 foi necessario o coeficiente diante de e Ae,Aes; por coincidéncia, esse coeficiente
acabou sendo zero. Assim, o resultado é o 3-vetor nulo. [ |

Pergunta: Nosso objetivo original era introduzir um produto bilinear e antissi-
métrico de vetores para obter uma representacdo geométrica de areas orientadas.
Em vez disso, a A b foi definido algebricamente, por meio de produtos tensoriais.
E claro que a A b ¢ antissimétrico e bilinear, mas por que ele representa uma area
orientada?
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Resposta: A razdo algébrica é a propriedade universal do produto exterior. Se
B : VxV — W é qualquer aplicagao bilinear alternada, existe uma tinica aplicagéo
linear B : /\2 V — W tal que

B(x,y) = B(x A y).

Assim, x A y contém exatamente a informacdo que pode ser extraida de x e y
por uma aplica¢io bilinear alternada. A area orientada é um caso particular dessa
situacao.

Portanto, o espaco das areas orientadas (isto é, o espaco das combinagdes lineares
de A(x,y) para varios x e y) é, em todo caso, mapeado em um subespago de V A V.
Também vimos que areas orientadas em N dimensdes podem ser representadas
por (g]) projecdes, o que indica que sdo vetores em algum espago de dimensdo (I;[)
Veremos abaixo que o espaco V A V tem exatamente essa dimensao (Teorema 2
na Secdo 12.3.2). Portanto, podemos esperar que o espaco das areas orientadas
coincida com V A V. Ao dotar V de um produto escalar, também podemos associar
as poténcias exteriores normas que medem as areas e os volumes correspondentes.

Observacio: origem do nome “exterior”. A constru¢io do produto exterior
é uma formulacdo moderna de ideias que remontam a H. Grassmann (1844). Um
2-vetor a A b é interpretado geometricamente como a area orientada do paralelo-
gramo definido pelos vetores a e b. Analogamente, um 3-vetor a A b A ¢ representa
0 3-volume orientado de um paralelepipedo definido por {a, b, ¢}. Devido a antissi-
metria do produto exterior, temos (aAb)A(anc)=0,(aAbAac)A(bAd) =0,
etc. Podemos interpretar isso geometricamente dizendo que o “produto” de dois
volumes é zero se esses volumes tém um vetor em comum. Isso motivou Grassmann
a chamar seu produto antissimétrico de “exterior”. Em seu raciocinio, o produto de
duas “quantidades extensas” (como linhas, areas ou volumes) é nio nulo somente
quando cada uma das duas quantidades esta geometricamente “no exterior” (fora)
da outra.

Exercicio 2: Mostre que, em um espaco V' bidimensional, qualquer 3-vetor, como
a A b A ¢, pode ser simplificado ao 3-vetor nulo. Prove o mesmo para n-vetores em
espacos de dimensdao N quando n > N. |

Solucao: Em dimensdo N, quaisquer n > N vetores sdo linearmente dependen-
tes. Um deles é combinacéo linear dos demais; ao substitui-lo no produto exterior,
cada termo contém um vetor repetido e, portanto, se anula. Como os produtos de
vetores geram /\" V, segue que esse espaco consiste apenas no vetor nulo. O caso
N =2, n = 3, é particular desse argumento.
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Também podemos considerar as poténcias exteriores do espaco dual V*. Tenso-
n ~ & s
res de /\" V* sdo geralmente chamados, por razdes historicas, de n-formas (em vez
de “n-covetores”).

Pergunta: Onde esta realmente o asterisco? O espaco /\" (V*) é diferente de

(A"V)"?

Resposta: Esses espacos sdo canonicamente isomorfos. A identificacdo natural
é dada pelo determinante:

k
ij=1

E A AV A Avg) = det(fi*(vj))

Com a convencio adotada neste capitulo, v; A --- A v é obtido por antissimetrizacéo
sem o fator 1/k!. Por isso, se usassemos diretamente o emparelhamento herdado
do produto tensorial, apareceria um fator k!. A formula determinantal acima fixa a
normalizacdo e fornece o isomorfismo canénico

k k
A= (\V).

Definicao 3: A acdo de uma k-forma f7 A ... A f}. sobre um k-vetor vq A ... A v é
definida por

Y DI Vo) £ Vi)

onde a soma é feita sobre todas as permutag¢des o do conjunto ordenado (1, ..., k).

Exemplo 2: Para k = 3, temos

(P*AqQ AT )@aAbAC)

= p*(a)q“(b)r*(c) — p*(a)q”(c)r”(b)
—p*(b)q*(a)r*(c) + p*(b)q*(c)r*(a)
+p*(c)q*(a)r*(b) — p*(c)q”(b)r*(a).

Exercicio 3: a) Mostre que aAb A w =wAaAb, onde w é qualquer elemento da
algebra exterior (por exemplo, w = X Ay A z).
b) Se wy, wy e w3 tém grau puro, mostre que

wiANaNwy AbAw3g=—w; AbDAwy AaA ws,

onde wq, wy € w3 sdo elementos de grau puro, e a, b sdo vetores.
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c) Devido a antissimetria, a A a = 0 para qualquer vetor a € V. Também é
verdade que w A w = 0 para qualquer bivetor w € /\2 V? Em que dimensdes isso
vale para todo bivetor?

Resposta: a) Se w tem grau puro k, a comutatividade graduadadaa Ab A w =
(-1)%*wAnaAb=w»Aanb. Como todo elemento da algebra exterior é soma de
elementos de grau puro, a igualdade vale também para w geral.

b) Se w, tem grau k, mover a e b um pelo outro, atravessando os k fatores de
w9, equivale a 2k + 1 trocas de vetores. Cada troca muda o sinal, de modo que o

produto muda pelo fator (—1)%*1 =

—1. Pela linearidade, o resultado vale para
quaisquer elementos de graus puros w; e ws.

c) Nao em geral. Em dimensao pelo menos quatro, tome vetores linearmente
independentes eq,...,es e 0w = e; Aey+esAey EntdowAw = 2e; AeyAesAey = 0.
Se dimV < 3, todo produto de quatro vetores é nulo e, portanto, w A w = 0 para

todo bivetor.

12.2.2. * Produto tensorial simétrico

Pergunta: Neste ponto, ainda nao esta claro por que a definicdo antissimétrica é
util. Talvez pudéssemos definir outra coisa, digamos o produto simétrico, em vez
do produto exterior? Poderiamos tentar definir um produto, digamos a © b, com
alguma outra propriedade, como

aOb=2b0a.

Resposta: Sobre R (e, mais geralmente, em caracteristica diferente de 3), isso
nao funciona porque teriamos

bGa=2a0b=4b 0O a,

de modo que todos os produtos “©” teriam de se anular.
Podemos definir o produto tensorial simétrico, ®g, com a propriedade

a®sb=>bQga,

mas é impossivel definir qualquer outra coisa de maneira semelhante.?

O produto tensorial antissimétrico é o autoespaco (dentro de V ® V) do operador
de troca T com autovalor —1. Como T2 = I , seus autovalores pertencem a {+1,-1}
quando dim V' > 2, ambos ocorrem. O outro autoespaco, de autovalor +1, é gerado

Este é um teorema devido a Grassmann (1862).
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por tensores simétricos da forma u ® v+ v ® u e corresponde ao produto tensorial
simétrico. Poderiamos escrever

a®sb=a®b+b®a

e desenvolver as propriedades desse produto. Entretanto, o produto tensorial simé-
trico é muito menos ttil para os fins da algebra linear que o subespaco antissimétrico.
Este livro deriva a maior parte dos resultados de algebra linear usando o produto
antissimétrico como ferramenta principal!

Exercicios

Exercicio N203 Consolidacdo; médio

Expanda (e; + 2e5) A (e3 —e3) e (e; +e3) A (ey +e3) A (e3 + ep).

Exercicio N204 Consolidacao; médio

Para covetores f(x) = x; + x e g(x) = xp — x3, avalie f A gem (1,0,1) A (0,2, 1).

Exercicio N205 Justificacao; dificil
Confira a formula de antissimetrizagido do produto de um bivetor por um vetor,
incluindo o fator 1/2!.

Exercicio N206 Aprofundamento; dificil

Em R%, calcule w A w para w = e; A ey + e5 A e e explique por que  nio é um
produto simples de dois vetores.

12.3. Propriedades dos espacos /\k Vv

A definicao fornece as regras de calculo; agora veremos o que elas permitem
concluir. O percurso vai das aplica¢des induzidas a independéncia linear, as bases
das poténcias exteriores e aos determinantes. Ao final, a algebra exterior reunira
todos os graus em uma estrutura com uma tnica multiplicacao.

Como vimos, tensores do espaco V®V podem ser representados por combinagdes
lineares da forma a ® b + ¢ ® d + ..., mas ndo de maneira #nica, pois podemos
transformar uma dessas combinacdes lineares em outra usando os axiomas do
produto tensorial. Analogamente, n-vetores ndo sdo representados de maneira
Unica por combinagdes lineares de produtos exteriores. Por exemplo,

aAb+aAnc+bAac=(a+b)A(b+c)
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pois b Ab = 0. Em outras palavras, o 2-vetoro =aAb+aAc+bActem uma
representacdo alternativa contendo apenas um produto exterior de termo unico,
w=rAs,onder=a+bes=b+c.

Exercicio: Mostre que qualquer 2-vetor em um espaco tridimensional pode ser
representado por um produto exterior de termo unico, isto é, por um 2-vetor da
forma a A b.

Dica: Escolha uma base {eq, e, e3} e mostre que ae; A e; + fe; A es +ye, A e
¢ igual a um produto de termo unico. |

Solucado: Escreva o 2-vetor na forma indicada. Se ¢ # 0, entdo
_ 4
ae; Ney+ feg Nes+yeg Aes =(eg — —e3 ) A (aey + fes).
a

Sea=0ef #0,eleé (el + %ez) A (Pe3). Sea = f =0, é ey A(yes). Em todos os
casos, o 2-vetor é decomponivel.

E quanto aos espacgos de dimensio superior? Mostraremos (veja o exercicio
ao final da Secdo 12.3.2) que, em geral, n-vetores nao podem ser reduzidos a um
produto de termo unico. Isso, porém, é sempre possivel para (N — 1)-vetores em

um espaco de dimensio N. (Vocé mostrou isso para N = 3 no exercicio acima.)

Enunciado: Qualquer (N — 1)-vetor em um espaco de dimensdo N pode ser
escrito como um produto exterior de termo unico da forma a; A ... Aayn_q.

Demonstracdo: Provamos isso por indug¢do em N. A base da indugédo é N = 2,
caso em que nada ha a demonstrar. Para o passo indutivo, suponha que o enunciado
esteja provado para (N — 1)-vetores em espacos de dimensdo N; precisamos prova-
-lo para N-vetores em espacos de dimensado (N + 1). Escolha uma base {eq, ..., en 41}
no espacgo. Qualquer N-vetor w pode ser escrito como uma combinacéo linear de
termos de produtos exteriores,

W = 1€y VANSYAN €N+1 + 0r€q A\ €3 VANSWAN €N+1 + ...

+anei N..Neny_1 NeNt1 T aNt1€1 N ... N€epn,

onde {¢;} sdo algumas constantes.

Observe que qualquer tensor w € /\N V pode ser escrito dessa forma simples-
mente expressando cada vetor na base e expandindo os produtos exteriores. O
resultado serd uma combinagio linear da forma acima, contendo no maximo N + 1
produtos exteriores de termo inico, como e; A ... A ey, €3 A ... A €Ny € assim por
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diante. Ainda ndo sabemos se esses produtos exteriores de termo unico constituem
um conjunto linearmente independente; isso sera estabelecido na Se¢ao 12.3.2. Por
ora, ndo precisaremos dessa propriedade.

Agora gostariamos de transformar a expressdo acima em um tnico termo. Mo-
vemos e ; para fora dos colchetes nos primeiros N termos:

w=(mezA..Ney+..+aye; A..Aey_1)Aeny;
ol aN+1€1 VARSIV enN
=y Aeny +aNs1€1 A . A ey,

onde, na ultima linha, introduzimos um (N — 1)-vetor auxiliar 1. Se ¥ = 0, ndo
ha mais nada a provar. Caso contrario, pelo menos um dos ¢; deve ser ndo nulo.
Reordenando ey, ..., ey se necessario, podemos supor que ay # 0. Entdo

AN+1
aN

wzl///\eN+1+ocN+1e1/\.../\eNng/\(eNH+ eN).

Agora observamos que i pertence ao espago dos (N — 1)-vetores sobre o subespaco
de dimensao N gerado por {eq, ..., en}. Pela hipotese de indugéo, i pode ser escrito
como um produto exterior de termo tnico, y = a; A ... A ay_1, de certos vetores
{a;}. Definindo

_ ON+1
ay = €Nyt €N,
obtemos
W= a; VARRAN aN_1 AN ayn,
isto é, w pode ser representado como um produto exterior de termo tnico. |

12.3.1. Aplicacoes lineares entre espacos /\k 14

k = o 5 5 ~
Como os espagos /\" V sdo espacos vetoriais, podemos considerar aplicac¢des
lineares entre eles.
Um exemplo simples é a aplicacio

L, : v~ aNow,

s V; aqui o vetor a é fixo. E importante verificar que L, é

] k
que mapeia /\" V — /\
uma aplicacio linear entre esses espagos. Como fazemos isso? Precisamos verificar
que L, leva uma combinagio linear de tensores em combinacdes lineares; isso é

facil de ver,

Ly(w+ Aw") =a A (w+ Aw’)
=aAw+Alanw = Lo+ AL .
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Fixemos agora um covetor a* : V — K. Para qualquer espaco W, a aplicacdo
bilinear (v, w) — a*(v)w induz uma aplicagio linear V@ W — W que leva v ®
w a a*(v)w. Agora aplicaremos a constru¢io analoga as poténcias exteriores e
construiremos uma aplicacdo V AV — V. Denotemos essa aplicac¢do por r,+.

Seria incorreto definir a aplicagio 1, pela formula 1,+(v A w) = a* (v) w pois
tal definicdo nao respeita a antissimetria do produto cunha e, portanto, viola a
condicéo de linearidade,

s (WA V) L L (FD)VAW) = =« (VAW) #a"(V)w.

Assim, precisamos agir com a” sobre cada vetor de um produto cunha e garantir
que surja o sinal negativo correto. Uma férmula aceitavel para a aplicacdo i+ :
NV -ve
Lr(VAwW)=a“(v)w—a“(w)v.
(Verifique que agora a condicio de linearidade vale!) E assim que definiremos a
aplicaco 1, em /\* V.
Estendamos agora 1, : /\2 V — V a uma aplicacéo

k k-1
ly* : /\V - /\ V,
definida como segue:

[a* V= a* (V)a

(VA ) =a*"(V)o — v A (1:0). (12.7)

e . . , . k
Essa definigdo é indutiva, isto é, mostra como definir 4, em /\" V se soubermos

defini-la em /\k71 V. A acdo de 1,+ sobre uma soma de termos é definida exigindo

linearidade,
k

la* (A+ AB) = 1ps (A) + At (B), A, Be \V.
Podemos converter essa definicdo indutiva em uma férmula mais explicita: se
O=ViA..AViE /\k V, entdo

(Vi A AVE) = a*(V)Va A . AV —a™(Vo)v] AV AL A Vg
+ .+ (—l)k_1 a* (Vi)Vy A o A V.
Essa aplicacdo é chamada de produto interior ou aplicacio de insercio. E

uma operagao util em algebra linear. A aplicacio de inser¢do 1,1 “insere” o covetor

k .
a” no tensor y € /\" V, fazendo-o atuar sobre cada vetor do produto exterior que
compde .
Vamos verificar formalmente que a aplicagio de insercgao é linear.
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Enunciado: A aplicacéo - : /\k V- /\k_1 V,para 1 < k < N, é uma aplicacio
linear bem definida de acordo com a defini¢do indutiva.

Demonstracao: Primeiro, precisamos verificar que ela leva combinagoes line-
ares em combinagdes lineares; isso é facil de ver por inducéo, usando o fato de que
a” : V — K é linear. Contudo, esse tipo de linearidade nao é suficiente; também
precisamos verificar que o resultado da aplicagdo, isto é, o tensor i,+(w), é definido
independentemente da representacdo de «w por vetores como v;. O problema é que ha
muitas dessas representacdes; por exemplo, um tensor w € /\3 V pode ser escrito
usando vetores diferentes como

a):VI/\Vz/\V3:Vz/\(V3—V1)/\(V3+V2)E‘71/\V~2/\V~3.

Precisamos verificar que toda representagio equivalente produz o mesmo tensor
resultante ,-(w), apesar de a defini¢do de 1+ parecer depender da escolha dos vetores
v;. SO entdo estara provado que i+ é uma aplicacio linear /\k V- /\k_1 V.

Uma representagio equivalente de um tensor w s6 pode ser obtida usando as
propriedades do produto exterior, a saber, linearidade e antissimetria. Portanto,
precisamos verificar que 1,-(w) ndo muda quando alteramos a representacio de w
dessas duas maneiras: 1) expandindo uma combinacéo linear,

E+AY)A e XA LAY A L (12.8)
2) trocando a ordem de dois vetores no produto exterior e mudando o sinal,
XAYA..>—YAXA.. (12.9)

E claro que a*(x + Ady) = a*(x) + Aa*(y); segue por inducio que 1, nio muda sob
uma mudanca de representagio do tipo (12.8). Agora consideramos a mudanca de
representacdo do tipo (12.9). Pela definigéo de i,+, temos

(Vi AVa A x) = a"(v)va A x —a™(Va)vy A x + vy A vy Ay=()),

onde denotamos por y o restante do produto exterior. E claro, pela expressdo acima,
que

ar(Vi AV A X)) = =g (Vo AV A ) = 1ax(=V2 AV A X).
Isso prova que I,+(w) ndo muda sob uma mudanca de representacdo de w do
tipo (12.9). Isso conclui a demonstragéo. [ |
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Observacao: Fica evidente pela demonstracdo que o sinal negativo na definicdo
indutiva (12.7) é crucial para a linearidade da aplicacéo ,+. De fato, se tentarmos
definir uma aplicacdo por uma férmula como

Vi A vy = a™(vy)vy +a¥(vy)vy,

. . D 2 A
o resultado ndo sera uma aplicacédo linear /\"V — V, apesar da aparéncia de
linearidade. A formula correta deve levar em conta o fato de que v{ Avy = —vy Avy.

Exercicio: Mostre por inducdo em k que

k
Lytgr@ + 13+ Lyw = a* (X))o, Vo € /\ V.

Em outras palavras, o operador linear Lyty+ + 13+ Ly : /\k V- /\k V é simplesmente
a multiplicagdo pelo numero a*(x).

Resposta: Pela identidade de contragio (X A 0) = a*(X)w — X A =, vélida
para todo w, temos

Lyl @ + L+ Ly = X A g0 + 2" (X)0 — X A Iy = a*(X)w.

Essa identidade vale em todos os graus e, em particular, prova o enunciado por
inducio.

12.3.2. Produto exterior e dependéncia linear

O produto exterior é util de muitas maneiras. Uma propriedade poderosa é sua
relacdo estreita com a independéncia linear de conjuntos de vetores. Por exemplo,
se u = Av, entdo u A v = 0. Mais geralmente:

Teorema 1: Um conjunto {vy, ..., vi} de vetores de V é linearmente independente
se, e somente se, (vl ANVy Al A Vk) # 0, isto é, se esse é um tensor nao nulo de

Nev,

Demonstracao: Se os vetores sdo dependentes, um deles é combinagao dos
demais. Substituir essa combinagdo no produto exterior produz termos com um
fator repetido; todos sdo nulos. Isso inclui k = 1, caso em que o Unico vetor é zero.
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Reciprocamente, estenda os vetores independentes vy, ..., vy a uma base de V e
tome os covetores duais f7, ..., ffC Pela avaliacdo determinantal,

(f’l< A A fZ)(vl JANREXIVAN Vk) = det((Sij) =1

Um funcional linear vale zero no tensor nulo. Portanto, o produto exterior con-

siderado é ndo nulo. Essa prova mostra como construir um teste explicito de

independéncia, sem recorrer a uma representacio geométrica. [ |
Também é importante saber que qualquer tensor da maior poténcia exterior
N q .

/\"" V pode ser representado simplesmente como um produto exterior de termo

. . N-1, ., .

unico de N vetores. (Observe que a mesma propriedade para /\"  V ja foi estabe-

lecida na Secéo 12.3.)

N g c
Lema 1: Para qualquer tensor v € /\" V, existem vetores {vy, ..., vy} tais que
W=V A..AVp.

Demonstracdo: Se w = 0, nada ha a demonstrar; portanto, suponha w # 0.
Por definicdo, o tensor w tem uma representagido como soma de varios produtos
exteriores, digamos

O=VIA.AVN+VIA LAV ..

Vamos simplificar essa expressdo até obter um unico produto exterior. Primeiro,
omitimos os termos nulos (por exemplo, a A a Ab A ... = 0). Pelo Teorema 1, o
conjunto {vy, ..., viy} é linearmente independente (caso contrario, o termo v{ A...AVy
seria nulo). Portanto, {vy, ..., vy} € uma base de V. Todos os outros vetores, como
v;, podem ser decompostos como combinacdes lineares dos vetores dessa base.
Denotemos = v; A ... A V. Ao expandir os colchetes em produtos exteriores
como Vi A... AV}, obteremos sempre o tensor i com coeficientes diferentes. Assim,
o resultado final é w = ¢ para algum escalar c. Como w # 0, temos ¢ # 0, e
podemos absorver esse coeficiente no primeiro fator:

@ =(cv]) AVy A AVN.

Isso prova o Lema 1. ]
. m . .
Agora queremos construir uma base no espago /\" V. Para isso, precisamos
. . . m ~ . .
determinar quais conjuntos de tensores de /\" V sdo linearmente independentes
nesse espaco.

Lema2: Se{e;,..,ey}é uma base de V, entdo qualquer tensor A € \™ V pode
ser decomposto como uma combinagéo linear dos tensores e, A eg, A ... A e com
indices 1 < k;j < N. Os termos com indices repetidos sdo nulos; os demais podem
ser reordenados para que k; < -+ < k;y,.
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Demonstracdo: O tensor A é uma combinacdo linear de expressdes da forma
Vi A ... A vy, e cada vetor v; € V pode ser decomposto na base {ej}. Expandindo os
colchetes dos produtos cunha usando as regras (12.2)-(12.4), obtemos uma decom-
posicdo de um tensor arbitrario em termos dos produtos exteriores dos vetores da
base. Por exemplo,

(e +2e) A(eg —ey+e3)—2(ex—e3) A(eg —e3)

:—el/\ez—el/\e3+4e2/\e3

(verifique vocé mesmo!). ]

Pelo Teorema 1, todos os tensores ex, A e, A ... A e construidos a partir de
subconjuntos de vetores da base {ey, ..., en} sdo ndo nulos, e, pelo Lema 2, qualquer
tensor pode ser decomposto em uma combinagéo linear desses tensores. Mas esses
tensores formam uma base do espago /\" V? Sim:

Lema3: Se{vy,..,v,}éum conjunto de vetores linearmente independente (nao
necessariamente uma base de V, pois n < N), entéo:
(1) O conjunto dos (g) tensores

{vj AV, 1<j<k<n}={viAVy VI AVs .V AV}

¢ linearmente independente no espago /\2 V.
(2) O conjunto dos (:l) tensores

{Vkl AV, A AVE 1<k <k <...<km§n}

é linearmente independente no espaco /\"' V para 2 < m < n.

Demonstracao: (1) Suponha que o conjunto {vj} seja linearmente indepen-
dente, mas que o conjunto {Vj A Vk} seja dependente, de modo que exista uma
combinacio linear

Z Ajij AVE =0
1<j<k<n
com algum A, # 0. Sem perda de generalidade, A;, # 0 (caso contrario, podemos
renumerar os vetores v;). Existe um covetor f* € V* tal que f* (v;) = 1e f* (v;) = 0
para 2 < i < n. Aplicando o produto interior com esse covetor ao tensor acima,

n
0 = 1p [ Z )ijvj A Vkl = kZ: MkVis
=2

1<j<k<n
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portanto, pela independéncia linear de {v;}, todos os A, = 0, contrariando a
hipétese A5 # 0.

(2) A demonstragao da parte (1) generaliza-se por inducdo em m. O caso m = 2
ja foi provado. Suponha que o resultado valha para m — 1 e considere uma relagio
linear

Z Akl...kmvkl A ANvg =0.
1<k <<k, <n
Se algum coeficiente for ndo nulo, podemos renumerar os vetores e supor Aq...,, # 0.
Escolha f* € V* tal que f*(v;) = 1 e f*(v;) = 0 para 2 < i < n. Aplicando i a
relacdo anterior, restam apenas os termos que contém v;:

Z Alkzmkmvkz A ANvg =0.
2<ky <<k, <n
Pela hipdtese de indugio, todos esses coeficientes sdo nulos, em particular A;5...,,, =
0, uma contradi¢io. Logo, o conjunto de m-vetores indicado no enunciado ¢ linear-
mente independente. |
Agora estamos prontos para calcular a dimensio de \™ V.

Teorema 2: A dimensio do espaco \" V,para0 <m < N, é

Ao (NN N
dlm/\v—<m>—m

onde N = dimV. Param > N, temos dim /\" V = 0, isto é, os espacos /\"" V para
m > N consistem somente no tensor nulo.

Demonstracdo: Construiremos explicitamente uma base do espaco /\"' V. Es-
colha primeiro uma base {eq, ..., en’} em V. Pelo Lema 3, o conjunto dos (lr\n]) tensores

{ekl/\ekz/\.../\ekm, 1Sk1<k2<...<km§N}

é linearmente independente e, pelo Lema 2, qualquer tensor A € A"V é uma
combinacio linear desses tensores. Portanto, o conjunto ep, Neg, N A ekm} é
uma base de /\"" V. Como todas as bases de um espaco vetorial finito-dimensional
tém o mesmo niimero de elementos, segue que dim /\"'V = (%)

Param > N, a existéncia de um tensor ndo nulo v; A...Av,, contradiz o Teorema 1:
o conjunto {vy, ..., v;;} ndo pode ser linearmente independente, pois possui mais
vetores que a dimensédo do espaco. Portanto, todos esses tensores sdo nulos (mais
precisamente, sio o tensor nulo), que é o tnico elemento de /\" V para todo m > N.
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Exercicio 1: E dado que o conjunto dos quatro vetores {a, b, ¢, d} é linearmente
independente. Mostre que o tensoro =aAb+cAde /\2 V ndo pode ser igual a
um produto exterior de termo tnico da forma x A 'y.

Resposta: Escolha a*,b*,c*,d" € V* que, restritos ao subespaco gerado por
a,b, c,d, formem a base dual. Pela formula da contracio,

Lrw=>b, pw=-a pw=d Igr0=-—c

Se w = x A 'y, toda contracio de w é combinacio linear de x e y. Assim, os quatro
vetores independentes a, b, ¢, d pertenceriam ao mesmo subespaco de dimenséo no
maximo dois, uma contradi¢ido. Equivalentemente, o Aw =2aAbAcAd =0,
enquanto (X Ay) A(xAy) =0.

Observacdo: Enquanto a Ab é interpretado geometricamente como a area orien-
tada de um paralelogramo definido por a e b, uma combinacéo linear geral, como
aAb+cAd+eAf, nio tem essa interpretacio (a menos que possa ser reduzida a
um produto de termo Gnico x A y). Se nao puder ser reduzida, a Ab + ¢ A d pode
ser interpretada apenas como uma combinacéo linear formal de duas areas.

Exercicio 2: Suponhaque1<k< N,y € /\k VexeVsatisfacomx Ay =0e
x # 0. Mostre que existe y € /\k_1 V tal que ¥ = x A y. Dé um exemplo em que ¥
e y ndo possam ser representados por produtos exteriores de termo tnico.

Resposta: Escolhaf* € V* com f*(x) = 1. Aplicando a identidade de contragio
ax A1 =0, obtemos

0=wp(XAY) =Y =X Nip).

Logo, ¥ = x A y, onde y = ip+).

Para o exemplo, suponha dimV > 5 e escolha cinco vetores independentes
x,a,b,c,d. Ponha y =aAb+cAdey =x A y. OExercicio 1 mostra que y nio
é decomponivel. Escolha f* que vale 1 em x e 0 em a, b, c,d. Entdo i) = y. Se
¥ fosse decomponivel, essa contracdo seria um bivetor contido no espaco gerado
pelos trés fatores de i/; todo bivetor em um espago de dimensao no maximo trés é
decomponivel, contrariando a ndo decomponibilidade de y.

12.3.3. Calculo da base dual

O produto exterior permite calcular explicitamente a base dual de uma dada
base.
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Comecamos com uma motivagdo. Suponha que {vy, ..., vy} seja uma base dada;
queremos calcular sua base dual. Por exemplo, o covetor v da base dual é a funcio
linear tal que vj(x) é igual ao coeficiente de v; na decomposi¢do de x na base {Vj},

N
X = Z x5vi;  vi(x) = xp.
i=1

Partimos da observacido de que o tensor w = v{ A... Avy € nao nulo, pois jv;{ é uma
¢ q 1 N p j
base. O produto exterior x A vy A ... A vy é igual a zero se x for uma combinacio
2 N
linear apenas de v, ..., vy, com coeficiente nulo x;. Isso sugere que o produto
exterior de x com o (N — 1)-vetor vy A ... A vy € bastante semelhante ao covetor vj
que procuramos. De fato, calculemos

X/\Vz/\.../\VN=X1V1/\V2/\.../\VN=x10).

Portanto, a multiplicagéo exterior por v, A...AvVy atua de modo bastante semelhante
a v]. Para tornar a notagdo mais concisa, introduzamos uma operagéo especial de
complemento’ denotada por uma estrela:

*(V]) = Vy A AVp.

Entdo podemos escrever vi(x)w = x A *(v;). Essa equacgdo pode ser usada para
calcular v}: para qualquer x € V, o nimero vj(x) é igual a constante A na equacio
x A %(v]) = Adw. Para tornar esse tipo de equagio mais conveniente, escrevamos

XAV A AVN  XA*(vq)
A=vix) = = ,
VIAVy AL AVN ®
onde a “divisdo” de um tensor por outro deve ser entendida da seguinte maneira:
primeiro calculamos o tensor x A *(vy); esse tensor é proporcional a w, pois ambos
QS g N . q ,
pertencem ao espago unidimensional /\" V. Assim, podemos determinar o niimero
A tal que x A %(vy) = Aw; o coeficiente de proporcionalidade A é entéo o resultado
da divisao de x A *(vy) por w.
Para vy, temos

VIAXAV3A L AVN = X0 = Vy(X)o.

Se quisermos x;w = x A %(vy), precisamos adicionar um sinal negativo extra e
definir
*(V9) = —V{ AV3 A ... AVp.

*A operacio de complemento foi introduzida por H. Grassmann (1844).
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Entéo obtemos de fato v;(x)w = x A *(v,).

Fica claro entdo que podemos definir os tensores *(v;), parai = 1,.., N, dessa
maneira. O tensor *(v;) é obtido de w removendo o vetor v; e adicionando um sinal
correspondente a deslocar o vetor v; para a posi¢do mais a esquerda no produto
exterior. O mapa de “complemento”, * : V — /\N_1 V, satisfaz v; A x(v;) = o
para cada vetor da base v;. (Depois de definido nos vetores da base, o mapa de
complemento pode ser estendido a todos os vetores de V por linearidade. Contudo,
por enquanto aplicaremos a operagdo de complemento apenas aos vetores da base.)

Com essas defini¢des, podemos expressar a base dual como

vimwo =xAx(v;)), xeV,i=1,.,N.

Observacao: A notacdo *(v;) sugere que, por exemplo, *(v{) seja uma operagao
aplicada a v; e funcdo apenas desse vetor, mas nio é assim: o “complemento” de
um vetor depende da base inteira, e ndo apenas do vetor isolado! Além disso, a
propriedade vy A *(v{) = w néo é suficiente para definir o tensor *v;. A defini¢do
correta de *(v;) é o tensor obtido de w removendo v;, como explicado acima.

Exemplo: No espago R2, calculemos a base dual da base {v1, vy}, onde

) ()

1 0
Denotemos por e; e e, os vetores da base padrio (0) e (1) Primeiro calculamos o

2-vetor
W=V AVy=(2e;+ey)A(—e; +ey) =3e; Ae,.
A operagio de “complemento” para a base {v{, vy} da x(v{) = vy e *(vy) = —vy.
Agora definimos os covetores vj, por sua acdo sobre um vetor arbitrario x =
X1€1 + X9€9,
Vi®)o = x A vy = (x1e1 + x€3) A (—e + e5)
X+ x
= (x1 + xz)el A\ €y = %w,
Vi(X)w = —x A vy = —(x1e1 + x0€5) A (2e1 + €3)
—Xx1 + 2x:
=(—x;+2x))e; Ney = %w

* _ 1 % 1 « s 1 %, 2 %
Portanto, v] = 3€1 T 3esevy = —zej +zej.
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Pergunta: Podemos definir a operacido de complemento para todo x € V pela
equacio X A *(x) = w, onde w € /\N V é um tensor fixo? O complemento realmente
depende da base inteira? Ou talvez uma escolha de w seja suficiente?

Resposta: Nao, sim, ndo. Primeiro, *(x) néo é determinado unicamente por
essa equacio, pois X A A = « define A apenas a menos de tensores da forma x A ...;
segundo, a equagdo x A *(x) = w indica que *(Ax) = % *(x), de modo que o mapa de
complemento n#o seria linear se fosse definido assim. E importante ter em mente
que o mapa de complemento requer uma base inteira para sua definicdo e depende
néo apenas da escolha de um tensor w, mas também da escolha de todos os vetores
da base. Por exemplo, em duas dimensdes temos *(e;) = e,; é claro que *(e;)
depende da escolha de e,!

Observacao: A situagao é diferente quando o espaco vetorial é equipado com
um produto escalar. Nesse caso, normalmente escolhe-se uma base ortonormal
para definir o mapa de complemento; entdo o mapa de complemento é chamado de
estrela de Hodge. A estrela de Hodge é independente da escolha da base, desde que
a base seja ortonormal em relacéo ao produto escalar dado e desde que a orientagéo
da base néo seja alterada (isto é, desde que o tensor w ndo troque de sinal). Em outras
palavras, a operacdo estrela de Hodge é invariante sob transformacdes ortogonais
que preservam a orientacdo da base; essas transformacoes preservam o tensor w.
Portanto, a estrela de Hodge ndo depende exatamente da escolha detalhada da base,
mas da escolha do produto escalar e da orientacido da base (o sinal de w). Entretanto,
estamos trabalhando agora com um espaco geral sem produto escalar. Nesse caso,
o mapa de complemento depende da base inteira.

12.3.4. Eliminacao de Gauss

Pergunta: Qual esforco computacional é realmente necessario para calcular o
produto exterior de n vetores? Ele parece facil em duas ou trés dimensdes, mas em
N dimensdes o produto de n vetores {Xj, ..., X,} produz expressdes como

n
/\Xi = (xnel + ..+ xlNeN) VANSVAN (xnlel + ...+ aneN) s
i=1

que, ao expandirmos todos os parénteses, serdo reduzidas a um nimero exponenci-
almente grande (da ordem de N") de produtos tensoriais elementares.

Resposta: Naturalmente, expandir todos os parénteses nio é a melhor ma-
neira de calcular produtos exteriores longos. Em vez disso, podemos usar um
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procedimento semelhante a eliminacio de Gauss para calcular determinantes. A
observacdo fundamental é que

X1 NXg N.. =X A (Xz —/1X1) TAR
para qualquer niimero A, e que é facil calcular um produto exterior da forma
(a1€1 + apez + aze3) A (frer + f3e3) Nes = arfre; Ney Aes.

E fécil calcular esse produto exterior porque o segundo vetor (e, + fze3) nio
contém o vetor da base e; e o terceiro vetor ndo contém e; nem e,. Assim, podemos
simplificar o calculo de um produto exterior longo por operacdes elementares
analogas as da eliminacgéo de Gauss. Come¢amos com

X~1 = X1.

Depois, para k = 2,...,n, subtraimos de x; combinagdes lineares dos vetores ja
tratados:

k-1
)Zk = X} — Z Ck])EJ
=1
Como adicionar a um fator um multiplo de outro fator nio altera o produto exterior,
XA AXy =X A AXp.

Escolhemos os coeficientes ¢;; de modo a zerar sucessivamente as componentes nas
direcdes-pivo. Se um pivo for nulo, permutamos os vetores ou passamos a proxima
direcdo da base. Se, durante o processo, algum X se tornar nulo, os vetores originais
sdo linearmente dependentes e o produto exterior é zero.

Ao final, podemos supor, ap6s as permutagdes necessarias, que X; ¢ combinacdo
de e, ..., ey. Essa forma escalonada reduz drasticamente o nimero de termos que
precisam ser expandidos.

Se n = N, o produto pode ser avaliado imediatamente, pois o dltimo vetor, Xp;, é
proporcional a ep; assim,

(cr1e1 + ) A . Alemen)

= C11€22.--Cyn€1 VAN EeN.

XA AX,

O calculo é um pouco mais longo se n < N, de modo que

X~n =cyp€p + ... tuNEeN.
Nesse caso, podemos eliminar, por exemplo, e, de X4, ...,X,_; subtraindo deles
n 1 n—1
um multiplo de X,,, mas ndo podemos simplificar mais o produto; nesse ponto
precisamos expandir o ultimo paréntese (que contém X,,) e escrever os termos.
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Exemplo 1:  Calcularemos o produto exterior

aAbAc
= (7e1 — 862 + e3) A\ (el — 2e2 — 1583) A\ (2e1 - 5e2 — e3).

Eliminaremos e; de a e ¢ (apenas para manter os coeficientes mais simples):

aAbAac=(a—7b)AbA(c—2b)
:(6e2+ 106e3)/\b/\(—e2+29e3)
=a; AbAc;.

Agora eliminamos e, de aq, e entdo o produto pode ser avaliado rapidamente:

aAbAc=(a;+6c))AbAC
= (280e3) A (&1 — 2e; — 15e3) A (—ey + 29e3)
= —28061 AN € AN €3.
Exemplo 2: Considere

a:e1+2e2—e3+e4,
b:2e1+e2—e3+3e4,

c:—el—e2+e4.
Subtraindo multiplos de a dos outros fatores, obtemos
b; =b—2a=-3e;+e3+ey, cp=ct+a=-ey;—e3+2ey

Logo,
aAbAc=aAb;Ac.

Para eliminar a componente em e,, definimos
¢y =3¢ + by = —2e3 + 7ey.
ComoaAb; Acy =3aAb; Acy, temos
aAbAc= %a/\bl A €.
Agora eliminamos a componente em e3 dos dois primeiros fatores:

a —a—lc =e; + 2e —Ee
2 22 1 2 24,
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1 9
bz = bl + ECZ = —362 + 564.

Portanto,
1
aAbAc= ga2 Aby A ¢y

261/\62/\63—761/\62/\64

+3e1/\e3/\e4+e2/\e3/\e4.

12.3.5. Posto de um conjunto de vetores

Definimos o posto de uma aplicagéo linear como a dimensdo de sua imagem.
Um conceito analogo pode ser introduzido para conjuntos de vetores.

Definicao: Se S = {vy,..,v,}éum conjunto de vetores (onde n ndo é necessaria-
mente menor que a dimensdo N do espago), o posto do conjunto S é a dimensdo
do subespaco gerado pelos vetores {vy, ..., v,,}. Em forma de férmula,

rank (S) = dim Span S.

O posto de um conjunto S é igual ao nimero maximo de vetores em qualquer
subconjunto linearmente independente de S. Por exemplo, considere o conjunto
{0,v,2v,3v}, onde v = 0. O posto desse conjunto é 1, pois esses quatro vetores
geram um subespaco unidimensional,

Span{0, v, 2v, 3v} = Span {v}.

Qualquer subconjunto de S com dois ou mais vetores é linearmente dependente.

Mostraremos agora como usar o produto exterior para calcular o posto de um
conjunto (finito) dado S = {v, ..., v,,}.

Segundo o Teorema 1 da Secdo 12.3.2, S é linearmente independente se, e somente
se, Vi A ... A v, # 0. Portanto, primeiro calculamos o tensor v{ A ... A v,,. Se esse
tensor ndo for nulo, S sera linearmente independente e o posto de S sera n. Por outro
lado, se v{ A ... AV, = 0, 0 posto sera menor que n. Podemos determinar o posto
de S pelo procedimento a seguir. Primeiro, supomos que todos os v; # 0 (vetores
nulos podem ser omitidos sem alterar o posto de S). Calculamos entdo v; A vy;
se o resultado for zero, podemos omitir v,, pois ele é proporcional a vy, e tentar
vy Avs. Se vi A vy # 0, tentamos v; A vy A v3, e assim por diante. O procedimento
pode ser formulado por indugido de maneira evidente. Finalmente, chegaremos a
um subconjunto {v; , ..., v; } C Stal que v; A.. AV; #0,masv; A..AVy AV;=0
para qualquer outro v;. Assim, ndo ha subconjuntos linearmente independentes de
S com k + 1 ou mais vetores. Logo, o posto de S é k.
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O subconjunto {v; , ..., v; } é construido por um procedimento que depende da
ordem em que os vetores v; sdo selecionados. Contudo, a proxima afirmacéo diz
que o subespaco gerado por {v; , ..., v; } ¢ o mesmo, independentemente da ordem
dos vetores v;. Assim, o subconjunto {v; , ..., v; } € uma base de Span S.

Afirmacdo: Suponha que um conjunto S de vetores tenha posto k e contenha dois
subconjuntos linearmente independentes diferentes, digamos S; = {vy, .., v }e S, =
{uy, ..., ug}, ambos com k vetores (mas sem subconjuntos linearmente independentes
com k + 1 ou mais vetores). Entdo os tensores vi{ A ... A Vi € Uy A ... A Ui sdo

. . . k
proporcionais entre si (como tensores de /\" V).

Demonstracao: Os tensores vy A...AVy € Uy A...Aug sdo ambos ndo nulos pelo
Teorema 1 da Se¢ao 12.3.2. Mostraremos agora que € possivel substituir v; por um
dos vetores do conjunto S,, digamos u;, de modo que o novo tensor u;Av,yA... AV seja
néo nulo e proporcional ao tensor original vi A... Avy. Segue que esse procedimento
pode ser repetido para cada outro vetor v;, até substituirmos todos os v; por alguns
u; e provarmos que os dois tensores sao proporcionais.

Resta provar que o vetor v; pode ser substituido. Precisamos encontrar um vetor
adequado u;. Seja u; um dos vetores de S, e verifiquemos se vy pode ser substituido
por u;. Primeiro observamos que vy A ... A Vi A u; = 0, pois nio ha subconjuntos
linearmente independentes de S com k+1 vetores. Logo, {vy, ..., V¢, u;} é linearmente
dependente. Como o conjunto {v;|i = 1,..., k} era linearmente independente antes
da adicdo de uy, segue que u; pode ser escrito como combinacao linear dos v;, com
coeficientes ¢;:

u =ovy + ...+ o V.

Se oy # 0, teremos
uy /\Vz /\.../\Vk = oVq /\V2 /\.../\Vk.

O novo tensor é ndo nulo e proporcional ao tensor antigo; portanto, podemos
substituir v; por u;.

Contudo, também pode ocorrer que a; = 0. Nesse caso, precisamos escolher
outro vetor u; € S, tal que o coeficiente correspondente @; seja nio nulo. Resta
provar que tal escolha é possivel. Se isso fosse impossivel, todos os u; poderiam
ser expressos como combinagdes lineares dos v; com coeficiente nulo para o vetor
v;. Nesse caso, o produto exterior u; A ... A u; seria uma combinacéo linear de
produtos exteriores dos vetores v; comi = 2, ..., k. Esses produtos exteriores contém
k vetores, dos quais apenas k — 1 sdo diferentes, e portanto sdo todos nulos. Isso
contradiz a hipotese u; A ... Aug # 0. Logo, existe pelo menos um vetor u; tal que
a1 # 0, e a substituicdo desejada é sempre possivel. |
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Observacao: Segue da afirmacio anterior que o subespaco gerado por S pode
ser caracterizado unicamente por um tensor ndo nulo como v; A ... A Vg, cujos
constituintes — os vetores vy, ..., vi — formam uma base do subespago Span S. Ndo
importa qual subconjunto linearmente independente escolhemos para esse fim.
Também temos um procedimento computacional para determinar o subespago
Span$ e sua dimensdo. Assim, um subespaco de dimensdo k é adequadamente
especificado pela escolha de um tensor nio nulo w € /\k V da forma w = v; A
... A\ V. Para um subespaco dado, esse tensor w é inico a menos de um fator
constante néo nulo. Naturalmente, a decomposi¢ao de «w como produto exterior dos
vetores {v;|i = 1,...,k} ndo é Gnica, mas qualquer decomposic¢do desse tipo produz
um conjunto que gera o mesmo subespaco.

Exercicio 1: Seja {vy, ..., v;} um conjunto de vetores linearmente independente,
® = V) A..Nv, =0, e sejax um vetor dado tal que w A x = 0. Mostre que x
pertence ao subespago Span {vy, ..., v,}.

Resposta: Se x ndo pertencesse a esse subespago, os vetores vy, ..., V,,, X seriam
linearmente independentes. Pelo Teorema 1, seu produto exterior seria ndo nulo,
isto é, w A x # 0, contradizendo a hipdtese. Portanto, x € Span{vy, ..., v,}.

Exercicio 2: Dados um covetor ndo nulo f* e um vetor n tais que f*(n) = 0,
mostre que o operador P definido por

5 (%)
Px—x—nm

é um projetor sobre o subespaco f**, isto é, f(Px) = 0 para todo x € V. Mostre
que
(Px)An=xAn, VxeV.

Resposta: Pela definicdo, f*(Px) = f*(x) — f*(n)f*(x)/f*(n) = 0, de modo que
ImP C kerf*. Se y € kerf*, entio Py = y; logo, ImP = ker f* e P> = P. Além
disso,

5 _ £ (x) _
(Px)An=xAn f%(n)n/\n—x/\n,

poisnAn =0.
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12.3.6. Produto exterior na notacao indicial

Aqui mostramos como realizar calculos com o produto exterior usando a notacéo
indicial, embora ela ndo seja usada mais adiante, pois a notag¢do sem indices é mais
adequada aos objetivos deste livro.

Escolhamos uma base {ej} em V; entdo a base dual {e’f} em V* e a base

J
{ek1 A A ekm} em /\"" V ficam fixadas. Por definico, o produto exterior de dois

vetoresu e v é
A=uAv=u®v-vQeu,

portanto, na notacéo indicial, escreve-se AV = v — v, Note que a matriz Al &
antissimétrica: AV = — A"
Outro exemplo: o 3-vetor u A v A w pode ser expandido na base como

N
1 ijk
= = ike. A e
UAVAW 3!';1B e NejAeg.
i,jk=

Qual é a relacéio entre as componentes ', v/, w' dos vetores e as componentes B/k?
Um célculo direto fornece

Bk = yiviwk — yivkwl — wiviwk 4 vkt + kil — ki, (12.10)

Em outras palavras, cada permuta¢do do conjunto de indices (i, j, k) entra com o
sinal correspondente a paridade dessa permutagao.

Observacao: Leitores familiarizados com a defini¢do padrdo do determinante de
uma matriz reconhecerdo a mesma soma alternada. Essa semelhanca antecipa a
expressio dos determinantes por produtos exteriores.

Observacao: O “arranjo tridimensional” Bk ¢ antissimétrico com respeito a
qualquer par de indices:

Bk = —pik = gk =

Esses arranjos sdo chamados de totalmente antissimétricos. |
A férmula (12.10) para as componentes B/* de u A v A w nio é particularmente
conveniente e nio pode ser generalizada facilmente. Vamos agora reescrever a
Eq. (12.10) em uma forma diferente, mais adequada para expressar produtos
exteriores de tensores arbitrarios.
Consideremos primeiro o produto exterior de trés vetores como um mapa E:
VevVeVv — /\3 V. Esse mapa ¢é linear e pode ser representado, na notacdo indicial,
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da seguinte maneira:

uivjwkH(uAvAw)ijk ZEI ubyman
I,m,;n

onde o arranjo E;j k¢a representagéo por componentes do mapa E. Comparando
com a férmula (12.10), vemos que El pode ser expresso por meio do simbolo de
Kronecker § como

i jk
lmn

= §i6hOk — 515K 0n + 6K 6L,6h — SF sl + 8] 6k8% — 5] 8L,5k.

Fica claro agora que o produto exterior de dois vetores também pode ser escrito
como

(uAv) = Z E;fnulvm
ILm

onde

E} = 5i6h — 818,
Por analogia, omapa E : V®..®@V — /\"V (para2 < n < N) pode ser representado
na notacao indicial pelo arranjo de componentes E]li;: Esse arranjo é totalmente
antissimétrico em relacio a todos os indices {i;} e, separadamente, em relacdo a todos
os {j;}. Usando esse arranjo, o produto exterior de dois tensores antissimétricos

gerais, digamos ¢ € \" Ve € \"V, com m + n < N, pode ser representado na
notacéo indicial por

(¢ A p)irimen = 1 ’1 lm+n (]511 Jm¢k1

m'n! - ek
55K
O fator combinatorio m!n! é necessario para compensar os m! termos iguais que
surgem da soma sobre (jy, ..., ji ), POis qﬁjl'“jm é totalmente antissimétrico, e, analo-
gamente, os n! termos iguais que surgem da soma sobre (ky, ..., k,).
E util ter uma férmula geral para o arranjo By - " ". Ele € o determinante da matriz
de deltas de Kronecker:

1 dy ip Io(1) ’cr(n)
El" = det(5) )ab = Z sgn(o)5; - 87",

o€ES,

Essa formula deixa explicito que E é totalmente antissimétrico nos indices superio-
res e, separadamente, nos indices inferiores; em particular, ele se anula se houver
indices repetidos em qualquer um desses conjuntos. Mostraremos agora como
expressar E;;Z por meio do simbolo de Levi-Civita ¢.
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O simbolo de Levi-Civita é definido como um arranjo totalmente antissimétrico
com N indices, cujos valores sdo 0 ou +1, de acordo com a formula
o . . , o
iy (—1)| I se (i1, . in) é uma permutacdo o de (1,..,N);
0 caso contrario.

c 8 iq..d
Comparando isso com a definicdo de Eji /., notamos que
*Jn

ip.dy _ gl
erN =E N-
Conforme a conveniéncia, podemos escrever ¢ com indices superiores ou inferiores,
pois, neste célculo, ¢ é apenas um arranjo de nimeros.
iy..0y c i q q
Para expressar E; "' por meio de £V, obviamente precisamos usar pelo menos
el
duas cépias de ¢ — uma com indices superiores e outra com indices inferiores.
Consideremos, portanto, a expressao

Brg= D, évifvag b ke (12.11)
N N
onde a soma ¢é realizada somente sobre os N — n indices {k,}. Essa expressdo tem 2n
indices livres, iy, ..., i, € jq, ..., Ju, € € totalmente antissimétrica nesses indices livres
(pois ¢ é totalmente antissimétrico em todos os indices).

. = q Headly 2 g P
Afirmacao: O operador de produto exterior E;' """ é expresso por meio do simbolo
J1-Jn

de Levi-Civita como
e 1 ~i iy

i = (N =)l -’

onde E é definido pela Eq. (12.11).

(12.12)

~ iq..0
Demonstracao: Comparemos os valores de El"me Eln,
J1--Jn J1--Jn

e {j;} tém valores fixos. Ha dois casos: ou o conjunto (iy, ..., i,) € uma permutacio do

Q.0 253 .
17 onde os indices {ig}

conjunto (ji, ..., j,); nesse caso podemos denotar essa permutacéo por o; ou (iy, ..., i)
nao é uma permutacdo de (jy, ..., jn)-

Considerando o caso em que uma permutacio o leva (ji, ..., j,) @ (i1, ---, in ), vemos
que os simbolos ¢ na Eq. (12.11) serdo nio nulos somente se os indices (ky, ..., kny_,)
forem uma permutacdo do complemento do conjunto (iy, ...,i,). H4 (N — n)! dessas
permutacdes, cada uma contribuindo com o mesmo valor para a soma na Eq. (12.11).

Portanto, podemos escrever* a soma como

Iedn _ a7 N piednkio kN, |
EJl]n - (N n)' £ " ngjl...]nkl...kN_n (Sem somas.),

*Na equacdo abaixo, inclui o aviso “sem somas” para maior clareza: na notacio indicial, costuma-se
assumir implicitamente uma soma sobre todos os indices repetidos.
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onde os indices {k,} sdo escolhidos de modo que os valores de ¢ sejam nio nulos.
Como

0 (15 -+ Jn) = (15 s »

podemos permutar os primeiros n indices em ¢;,_j k. &y,

Bl = (N = (- 1)elehikidnng oy (sem somas!)
= (N —n)!(-1)ll.

(Na dltima linha, substituimos o quadrado de ¢ por 1.) Assim, a férmula desejada
para E é valida no primeiro caso.
No caso em que o néo existe, observamos que

i,
Ejl"'jn =0,

pois, nesse caso, um dos ¢ na Eq. (12.11) tera necessariamente alguns indices iguais
e, portanto, sera nulo. Logo, E e E sido nulos para os mesmos conjuntos de indices.
|

Note que a formula para a poténcia exterior maxima (n = N) é simples e nédo
envolve somas nem fatores combinatorios:

Fi-in

: — il...iN .
J1--IN € .

“INC
Exercicio: O operadorE : V@V®V — /\3 V pode ser considerado no subespaco
A’V CcV®V®V, o que produz um operador E : \’V — /\’V. Mostre que,
nesse subespaco,
E =3! i/\a v
Generalize para /\" V de maneira natural.
Dica: aplique EaaAbAc.

Resposta: Os elementos v; A - A v, geram /\" V. Aplicando E a tal elemento,
escrito como alternador no tensor produto, obtemos a soma sobre n! permutacdes.
Cada termo, ap6s aplicar novamente o produto exterior, é igual a vi A - A v,: 0
sinal da permutacao do alternador cancela o sinal produzido ao reordenar os fatores.
Portanto, E atua como n! vezes a identidade nos geradores e, por linearidade, em
todo \" V.

servacao: omo regra, uma soma do simbolo de Levi-Civita ¢ co ual-
Ob Com ra, uma soma do simbolo de Levi-Civita ¢ com qual
quer tensor antissimétrico (por exemplo, outro ¢€) produz um fator combinatorio n!
quando a soma percorre n indices.
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12.3.7. * Algebra exterior (algebra de Grassmann)

O formalismo da algebra exterior é usado, por exemplo, em teorias fisicas de
campos fermidnicos quénticos e supersimetria.

Definicdo: Uma algebra é um espaco vetorial com uma multiplicacdo distri-
butiva. Em outras palavras, A é uma algebra se é um espaco vetorial sobre um
corpo K e, para quaisquer a,b € A, seu produto ab € A esta definido de modo que
a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bce A(ab) = (Aa)b = a(Ab) para A € K. Uma
algebra é chamada comutativa se ab = ba para todos a, b.

As propriedades da multiplicagdo em uma algebra podem ser resumidas dizendo
que, para todo elemento fixo a € A, as transformacdes x — ax e x — xa sdo mapas
lineares da algebra nela mesma.

Exemplos de algebras:

Todas as matrizes N x N com coeficientes em K formam uma élgebra de
dimensio N2. A multiplicaciio é definida pela formula usual de multiplicacio
de matrizes. Essa algebra ndo é comutativa, pois nem todas as matrizes
comutam.

O corpo K é uma algebra unidimensional sobre si mesmo. (Ndo é um exemplo
muito empolgante.) Essa algebra é comutativa.

Afirmacdo: Se w € \"V, podemos definir o mapa L,, : /\k V- /\ker V pela
formula
Ly(V{iA e AVE) = OAV]A ... AV

Para elementos de /\0 V =K, definimos Ljw = Aw e também LA = Aw para todo
wE /\k V, A € K. Entdo o mapa L,, é linear paratodow € \"V,0<m < N.

Demonstracao:  Os produtos v; A -+ A Vi geram /\k V. Como o produto
exterior é multilinear, para o fixo a aplica¢do que leva 7 em w A 1 preserva somas e
multiplicagdo por escalares nos geradores. Ela se estende, portanto, a uma aplicacio
linear em todo /\k V. [ |

Definicao: A algebra exterior (também chamada de algebra de Grassmann)
baseada no espaco vetorial V é o espaco AV definido como a soma direta

2 N
n=Keove \Ve..e /\V,
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com a multiplicagio definida pelo mapa L, estendido a todo AV por linearidade.
Por exemplo, se u,v € V, entdo 1 + u € AV,

A=3—-v+u—-2vAue AV,

LiyggA=04+u)AB-v+u—-2vAu)=3-v+4u—-vAu

Note que ainda escrevemos o simbolo A para denotar a multiplicacdo em AV, embora
agora ela ndo seja necessariamente anticomutativa; por exemplo, 1A x =x A1 =x
para qualquer x nessa algebra.

Observacao: As somas em expressoes como 1+ u acima sdo formais, no sentido
usual: 14+u nio é um novo vetor nem um novo tensor, mas um elemento de um novo
espaco. A élgebra exterior é, portanto, o espaco de combinacdes lineares formais de
numeros, vetores, 2-vetores etc., até os N-vetores. [ |

Como AV é uma soma direta de /\0 v, /\1 V, etc., os elementos de AV sdo somas
de escalares, vetores, bivetores etc., isto é, de objetos que possuem um “grau”
definido — escalares de “grau” 0, vetores de grau 1 e, em geral, k-vetores de grau k.
E facil ver que k-vetores e [-vetores comutam ou anticomutam, por exemplo,

(aAb)Ac=cA(anb),
(anbAac)al=1A(aAbAcC),
(anbAac)Ad=—-dA(aAbAc).

A lei geral de comutagio e anticomutacédo pode ser escrita como
Wk N wp = (—1)kl W) N\ Wk,

onde w € /\k Vew € /\l V. Entretanto, é importante notar que somas de ele-
mentos com graus diferentes, como 1 + a, sdo elementos de AV que ndo possuem
grau definido, pois ndo pertencem a um unico subespago /\k V c AV. Elementos
sem grau definido ainda podem, naturalmente, ser multiplicados em AV, mas nao
comutam nem anticomutam, por exemplo:

(1+a)A(l1+b)=1+a+b+aAb,
(1+4b)A(1+a)=1+a+b—aAb.

Assim, para dimV > 2, AV é, em geral, uma algebra ndo comutativa, embora seja
associativa. Mais precisamente, ela é graduadamente comutativa, como expressa a
regra acima. Ainda assim, o fato de que elementos de AV com grau puro comutam
ou anticomutam é importante; por isso, esse tipo de algebra é chamado de algebra

graduada.
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Exercicio 1: Calcule a dimenséo da algebra AV como espaco vetorial, se dimV =
N.

Resposta: dim (AV) = Zfio (JY) = 2N,

Exercicio 2: Suponha que um elemento x € AV seja uma soma de elementos de
grau par puro, por exemplo, x = 1 + a A b. Mostre que x comuta com qualquer
outro elemento de AV.

Resposta: Se x tem grau puro par 2j e y tem grau puro k, entdo x A y =
(—1)%k ¥y A x =y A x. Un elemento de grau par é soma de componentes de graus
pares; aplicando o mesmo argumento a cada componente de x e de y, segue que
qualquer elemento de grau par comuta com todo elemento da algebra exterior.

Exercicio 3: Calcule exp (a) e exp(a A b + ¢ A d) escrevendo a série de Taylor
usando a multiplicacdo na algebra AV.

Dica: simplifique a expressdo exp(x) = 1+ x + %x A X + ... para o x particular
dado.

Resposta: exp(a) =1+ a;

exp(anb+cAnd)=1+aAb+cAd+arbacad

Exemplo 12.2 — Deformacao linear e areas de uma peca (nivel médio)

Uma deformacdo homogénea é descrita por A = diag(2,3,4) em uma base
ortonormal. Determine a acio de /\2 A nas areas coordenadas e a acdo de
/\3 A nos volumes orientados. Calcule a area deformada do paralelogramo
gerado poru =e; +e3ev =e;.

Solucao. A aplicagdo induzida satisfaz (/\2 A)u Av) = Au A Av. Nas bases
(eq N ey, eq Aes,ep A e3), sua matriz é diag(6, 8, 12). Em grau trés, Ae; A Aey A Aez =
24e; A ey A e3, de modo que todos os volumes orientados sdo multiplicados por
det A=24. ComouAv=-e; Aey—eyAes,

Au N Av = 6e1 N ey — 12e5 A es.
Sua area é /62 + 122 = 64/5. A area inicial era v2: em uma deformacio anisotroépica,

o fator de area depende do plano da peca, embora o fator de volume seja 0 mesmo
para todas as regioes. <
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Exercicios

Exercicio N207 Consolidacao; médio
. . . 3 . .
Determine a dimensdo e uma base de /\” R>. Identifique os coeficientes de
u A v A'wcomo menores de uma matriz.
Exercicio N208 Consolidacao; médio

Use o produto exterior para decidir a independéncia de (1,0, 1), (0,1,1) e (1,1, 0).
Resolva a(1,0,1) + b(0,1,1) +¢(1,1,0) = (2,3,1) por razdes de volumes orientados.

Exercicio N209 Consolidacao; médio

Calcule a base dual de (1, 1,0), (0,1,1) e (1,0, 1) e confira cada avalia¢io nos trés
vetores.
Exercicio N210 Consolidacao; médio

. . 2 3 .
Para A = diag(a,b,c), escreva as matrizes de /\" A e /\” A. Analise os postos
quando exatamente um dos trés nimeros é zero.

Exercicio N211 Justificacdo; médio

Se A é invertivel, mostre que /\k(Afl) é o inverso de /\k A.

Exercicio N212 Aprofundamento; dificil

Na algebra exterior de R%, calcule exp(e; A e, + 5 A e) e explique por que a série
termina.
Exercicio N213 Justificacdo; médio

Para w de grau dois e 1 de grau trés, explique o sinal de w Ay ao inverter a ordem.
Compare com o produto de dois elementos de grau trés.

Exercicio N214 Aprofundamento; dificil

4 8= q q _ q
Em R*, mostre que a condi¢do de um bivetor simples w = Zi<j ajje; A\ e; satisfaz
A12034 — Q1304 + A14a23 = 0. Verifique a condicio no exemplo dos sensores.



CAPITULO

13

Integracao de Formas

13.1. Formas diferenciais

Graus das formas e operacdes ja conhecidas

No espaco euclidiano tridimensional, com orientacdo positiva, escreva vol =
dx A dy A dz. A métrica permite associar um campo vetorial a uma 1-forma, e
a orientacdo permite representa-lo também por uma forma de fluxo. Assim, as
correspondéncias abaixo usam estruturas que devem permanecer explicitas.

Grau Objeto e integral Derivada exterior

0 Funcdo f; em pontos orientados, soma df representa o gradiente pela
com sinais. métrica.

1 a = Fidx + F,dy + Fydz; trabalho em  da é a forma de fluxo de V x F.
curvas.

2 Forma de fluxo f§ de F; integral em su- df = (V- F)vol.
perficies.

3 f vol; integral orientada em volumes.  d(f vol) = 0 em dimensao trés.

A forma de fluxo mencionada no quadro é
B =FidyAdz+ Fdz Adx + F3dx A dy.

Por exemplo, a temperatura T = 20 + x?y + ¢ fornece Iy dT = T(B) — T(A) para
um sensor que se move de A a B. Ja um campo de corrente j fornece uma 2-forma
de fluxo; sua derivada exterior mede V - j. No regime estacionario sem acimulo de

443
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carga, essa forma é fechada. A mesma linguagem acompanha medicéo, trabalho e
conservagao, preservando o grau adequado a cada situacao.

As integrais de linha e de fluxo podem ser escritas na linguagem das formas dife-
renciais. Uma k-forma recebe k direcdes tangentes e produz um escalar, alternando
o sinal quando duas direc¢des séo trocadas. O grau determina a dimensao do objeto
de integracdo; a antissimetria registra sua orientacéo.

Definicao 13.1
Um campo de formas diferenciais de grau k em R"” é uma expressio da
forma
W= Z aj,...j. (%) dxj, A - Adx;,
1<) < <jr<n
em que os coeficientes g; ...;, sdo funcdes diferenciaveis. A restrigdo j; < - < ji
evita repeticdes, pois qualquer termo com dois diferenciais iguais se anula pela

antissimetria do produto exterior.

Uma forma diferencial de grau 0 em R" é simplesmente uma fungio diferenciavel
em R

Exemplo 13.1

g(x,y,z,w)=x+y2+z3+w4

é uma forma de grau 0 em R*.

Exemplo 13.2

Um exemplo de campo de formas de grau 1 em R3 é

= xdx + y?dy + xyz3 dz.




13. Integragao de Formas 445

Exemplo 13.3

Um exemplo de campo de formas de grau 2 em R® é

w=x?dx Ady+y?dy Adz +dz A dx.

Exemplo 13.4

Um exemplo de campo de formas de grau 3 em R> é

w=(x+y+z)dxAdyAdz.

Mostraremos agora como multiplicar formas diferenciais.

Exemplo 13.5

O produto dos campos de formas de grau 1 em R®
w; = ydx + xdy,

wy = —2xdx + 2ydy,

w1 A wy = (2x% +2y%) dx A dy.

Definicdo 13.2

Se f : R* - R é uma 0-forma, sua derivada exterior é
n
af
df = — dx;.
f ; 7

Mais geralmente, se

w= Z ar(x) dxj,

|I|=k
onde I = (i < - <it) e dx; = dx; A - Adx;, definimos

do = Z day A dx;.
\[=k

A operacio d é linear e aumenta o grau em uma unidade.
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Exemplo 13.6

SeemR%, w = x3y4, entao

d(x3y*) = 3x2y* dx + 4x3y3 dy.

Exemplo 13.7

Se em R?, » = x?y dx + x>y* dy, entio

do = d(x%ydx+x3y*dy)
= (2xydx + x2dy) A dx + 3x%y* dx + 4x3y® dy) A dy
= x?dy Adx +3x?y*dx A dy
= (Bx%yt —x?)dx Ady

Exemplo 13.8

Considere a mudanga de variaveis x = u + v, y = uv. Entéo

dx = du + dv,
dy = vdu+ udv,
portanto
dx Ady =(u—v)duAdv.
Exemplo 13.9
Considere a transformacio das coordenadas xyz para as coordenadas uvw
dada por
z y+z
u=x+y+z v= , W= ———.
y+z x+y+z
Entéao
du = dx + dy + dz,
Y
dv=——2 _dy+——dz
Grar > (rap
+
dw = A X X

= 5 dx + > dy + 5 dz.
(x+y+2) (x+y+2) (x+y+2)
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A transformacio esta definida onde (y + z)(x + y + z) # 0. Seu determinante
jacobiano é

o(u,v,w) 1
a(x,y,2) (y+D)x+y+2)
Portanto,
1
du Adv Adw=— dx Ady A dz.
uAGuA G (y+2)(x+y+2) xAey Az
Exercicios
Exercicio N182 Consolidacao; médio

Calcule dw para w = xy dx + yz dy + zx dz, reordenando os diferenciais na
ordem crescente dos indices.

Exercicio N183 Consolidacao; médio

Calcule d(xy) A d(x? + y?) e verifique que sua derivada exterior é zero.

Exercicio N184 Justificacdao; médio
Para x = u + v, y = uv, encontre onde a transformacio é regular e explique a
mudanca de orientacdo em u = v.

Exercicios de ampliacao

Exercicio A022 Aplicacio; médio

Identifique os graus de T, dT, da forma de fluxo ,Bj de uma corrente j e de
pdx Ady A dz. Escreva a conservagio da carga como uma igualdade de formas de
grau trés e confira sua equivaléncia com d;p + V- j = 0.

13.2. Integracao de Formas Diferenciais

A regra de integracdo consiste em transportar a forma para o dominio dos
parametros. Nesse transporte, chamado pullback, substituimos tanto os coeficientes
quanto os diferenciais. Os determinantes que aparecem a seguir preservam o sinal
da orientacao.

Seja  uma k-forma em R" e seja ¢ : D C R¥ > R" uma parametrizacéo regular,
injetiva no interior do dominio e compativel com a orientacdo de uma variedade M,
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cobrindo-a salvo conjuntos de medida nula. Quando uma tinica parametriza¢do nio
cobre M, usamos cartas locais e uma particdo da unidade para somar contribuicdes
sem repetir sobreposi¢des. A integral de « sobre M é definida por

J’ ) :zj ¢ w,
M D

onde ¢*w é o pullback de w pela parametrizagéo.
Escrevendo

W= Z a;,...;, (x) dx't A - A dx,

iy <<y
temos explicitamente
a(xh, ..., x%)
J o= Y @)= dul - duk.
M Di1<,..<ik 8(u g 000 g 1 )

A orientacgdo é essencial: inverter a orientacdo de M troca o sinal da integral.

Exemplo 13.10 — Pullback e verificacao por uma primitiva (nivel mé-
dio)

Calcule Jy(y dx + x dy) para y(t) = (t,t2), 0 < t < 1, e explique o sinal no
percurso inverso.

Solucdo. Substituimos tanto as coordenadas quanto seus diferenciais:
y*(y dx + x dy) = t2 dt +t(2t dt) = 3t* dt.

A integral é fol 3t2 dt = 1. Como a forma é d(xy), o resultado também é (xy)(1,1) —
(x¥)(0,0) = 1. No percurso inverso, os extremos se trocam e a integral vale —1. <
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Exercicios

Exercicio N185 Consolidacdo; médio

Calcule o pullback de z dx + x dy + y dz por y(t) = (t,t,1>) e integre de 0 a 1.

Exercicio N186 Consolidacao; médio

Para r(u,v) = (u, v, u? + v?), calcule r*(dy A dz) e r*(dz A dx). Compare com as
componentes de r, X r;,.

Exercicio N187 Justificacio; basico
Integre —y dx + x dy usando y(t) = (cost,sent), 0 <t < 4. Explique por que
essa parametrizacdo conta duas voltas.

13.3. Variedades de dimensao zero

O caso de dimensao zero esclarece os sinais sem exigir integrais usuais. Cada
ponto contribui com o valor da funcdo, multiplicado por seu sinal. Esse mecanismo
transforma a integral de uma derivada ao longo de um intervalo na diferenca entre
0s extremos.

Definicao 13.3

Uma variedade orientada de dimensiao 0 em R" é simplesmente um ponto
x € R", com a escolha do sinal + ou —. Uma 0-variedade orientada geral é um
conjunto discreto de pontos, cada qual com um sinal. No caso compacto, ha
um numero finito de pontos e a integral é uma soma finita.

Definicdao 13.4

Seja M = +{b} U —{a} uma 0-variedade orientada, e seja w uma forma de grau
0. Entao

J o = w(b) — w(a).
M
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Observacao 13.1

—x tem orientagdo oposta a de +x, e

(IR

Exemplo 13.11

Seja M = —{(1,0,0)} U +{(1, 2, 3)} U —{(0, —2, 0)}* uma 0-variedade orientada,
e seja w = x + 2y + z2. Entdo

J o =—-w(1,0,0) + w(1,2,3) — w(0,-2,0) = =1 + 14 — (—4) = 17.
M

“N&o confunda, por exemplo, —{(1,0,0)} com —(1,0,0) = (—1,0,0). A primeira expressdo
significa que o ponto (1, 0, 0) recebeu orientacio negativa; a segunda significa que (-1, 0, 0)
é o inverso aditivo de (1,0, 0).

Exercicios

Exercicio N188 Consolidacao; basico

Integre f(x,y) = x* — y sobre +{(1,2)} U —{(2, 1)} U +{(0, -1)}.

Exercicio N189 Justificacio; basico
Determine os bordos orientados de [a,b] e [b,c]| e mostre o cancelamento do
ponto b.

Exercicio N190 Consolidacao; basico

Verifique [, f = f(B) — f(A) para um segmento de Aa Be f(x,y,2) = xy + z.

13.4. Variedades de dimensao um

Para uma curva, a forma de grau um avalia a velocidade tangente e produz
um integrando em uma variavel. A orientag¢do determina o sentido do percurso.
Compare esse procedimento com a integral escalar em relacdo ao comprimento de
arco, que usa o modulo da velocidade.
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Definicdo 13.5

Uma variedade orientada de dimensao 1 em R" é simplesmente uma curva
suave orientada I' € R", com orientagdo + se a curva é percorrida no sentido
de t crescente, ou com o sinal — se é percorrida no sentido de ¢ decrescente.
Uma 1-variedade orientada geral é uma unido de curvas orientadas.

Observacao 13.2

A curva —T tem orientacgéo opostaadeT, e

[

), a forma classica de escrever isso é

Jf-dr.
r

Voltamo-nos agora para o problema de integrar formas de grau 1.

Sef:]R2—>JR2edr=<dx
dy

Exemplo 13.12

Calcule

J xydx + (x+y)dy
T

ondeT é a parabola y = x2, xe [—1, 2], orientada no sentido positivo.

Solucio. Parametrizamos a curva por x = t, y = t*. Entdo

xydx + (x+y)dy = 3dt + (¢t +t2) dt? = 3> + 2t%) dt,

[ o

portanto,

2
J (33 + 2t?) dt
—1
2
= [zt?’ + ét“]
3 4 1
69

4
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O valor néo depende da parametrizagio, desde que a orientacgio seja preservada.
Por exemplo, também podemos usar

x=3t—1, y=(3t—1)% 0<t<1.
Como dx = 3 dt,
xy dx + (x +y) dy = (93¢t - 13 +6(3t — 1)2) de.
Portanto,
! 69
J W= J (93t — 1) + 6(3t — 1)?) dt = —,
T 0 4

como antes.

Observacao 13.3

Pode-se mostrar que, se duas parametrizacoes diferentes da mesma curva tém
a mesma orientacgdo, entdo suas integrais sao iguais. Logo, basta encontrar
uma parametrizacdo adequada.

Exemplo 13.13

Calcule a integral de linha
J ysenxdx + x cosydy,
r

onde I é o segmento de reta de (0, 0) a (1, 1) no sentido positivo.

Solucdo. Essa reta tem equacdo y = x, portanto escolhemos a parametriza¢io
x =y =t. A integral é, assim,

1
Jysenxdx+xcosydy = J (tsent +tcost)dt
r 0

1
= [t(sent —cost)]} — J (sent — cost) dt
0

= 2senl—1,

ap6s integracdo por partes.
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Exemplo 13.14

Calcule a integral de caminho

+ —
[ ek
rx“+y x“+y

ao redor do quadrado fechado I' = ABCD, com A = (1,1), B = (-1,1),
C=(-1,-1)e D =(1,-1), no sentido ABCDA.

Solucdo. Em AB,y = 1edy =0;em BC,x = —ledx = 0;em CD,y = —1e
dy = 0; e em DA, x = 1 e dx = 0. Portanto, a integral é

o =] ot] ot o+] o
T AB BC CD DA

-1 -1 1 1
— -1 +1
= J x2 ! dx+J Y dy+J X+ 1 dx+J y dy
1 x¢+1 1 y2+1 1 x2 41 _1y2+1

Il
S
|
8
oo
+ —
-
(oW
=

Observacio 13.4

Quando a integral percorre um caminho fechado, como no exemplo anterior,

é usual usar o simbolo ¢ em vez de J . O sentido positivo de integracao é
r . r ’ . . N
aquele em que, ao percorrer o caminho, a area delimitada pela curva fica a

esquerda.
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Exemplo 13.15

Calcule a integral de caminho
fﬁ x?dy + y? dx,
T

onde I é a elipse 9x2 + 4y? = 36 percorrida uma vez no sentido positivo.

Solucao. Parametrizamos a elipse por x = 2 cost, y = 3sent, t € [0, 2rr]. Observe
que, ao percorrer essa curva fechada, a area da elipse fica a esquerda do caminho;
portanto, essa parametrizagdo percorre a curva no sentido positivo. Temos

21
% w J ((4cos®t)(3 cost) + (9 sen? t)(—2 sent)) dt
T

2

(12 cos® t — 18 sen®t) dt

0
0.

Definicdo 13.6

Seja I uma curva suave. A integral

[ reonax

r

¢é chamada de integral de caminho de f ao longo deT.

Exemplo 13.16

Calcule J x| dx[|, onde I é o tridngulo que comega em A : (—1,—1), passa por

T
B : (2,—-2) e terminaem C : (1,2).

—x—4
3

Solucgdo. Asretas que passam pelos pontos dados tém equacdes Lag : y =

eLBC 8 y:—4x+6. EmLAB,

2
x| dx]| = xy/(dx)? + (dy)? = x,[1 + —l = xr dx
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€ em LBC

xlldx] = xy(dx)2 + (dy)2 = x(1 + (—4)?) dx = xV17 dx.
j xldx] j xldx] + j xldx]

r Ly Lpc

Portanto,

) 1
= J XJT??dx+J xy/17 dx

-1 2
_ Y10 W1

2 2

<
N
‘\
Exemplo 13.16.
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Exercicios

Problema: [A2) Considere J xdx +
C

ydyej -
C

Calcule J xdx + ydy, onde C é
C

o caminho retilineo que comeca

em (—1,0), passa por (0, 1) e ter-

mina em (1,0), parametrizando

esse caminho. Calcule também

xy|dx|| usando essa parame-

trizacao.

Calcule J xdx + ydy, onde C é
C

o semicirculo que comeca em

(—1,0), passa por (0,1) e ter-

mina em (1,0), parametrizando

esse caminho. Calcule também

xy|dx| usando essa parame-

trizagao.

Problema: [c1] Calcule xdx +

ydy, onde T' é o caminho Igleﬁnido
pelo seguinte percurso, que comega
em O(0,0), segue em linha reta até
A (4 CcoS %, 4 sen %) e continua em um

arco de circulo até B (4 cos % 4 sen %)

Problema: [a1]Calcule zdx +

xdy + ydz,ondeT é a interrsegéo da
esfera x> + y* + z2 = 1 com o plano
x +y = 1, percorrida no sentido posi-
tivo.

13.5. Formas fechadas e exatas

Uma forma exata possui uma primitiva; uma forma fechada satisfaz uma condigéao
diferencial local. A identidade d? = 0 relaciona as duas nocdes, mas a passagem de
fechada a exata também depende da geometria global do dominio.

Lema13.5—d* =0

Se w é uma forma diferencial de classe C2, entio

d(dw) = 0.
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Demonstracdo. Por linearidade, basta considerar

Entao

o = aj(x) dx.

aaI
do =Y, = dx; A dag,
J

32(11

d(dw) = )7 ——

dx; A dxj A dxg.
WlC ey

Os termos com i = j sdo nulos e os termos com i # j cancelam aos pares, pois as

derivadas mistas coincidem e dx; A dx; = — dx; A dx;. |

Definicao 13.7

Uma forma o é fechada se dw = 0. Uma k-forma o, com k > 1, é exata se

existe uma (k — 1)-forma 7 tal que

w = dn.

Pelo lema anterior, toda forma exata é fechada. A reciproca depende do dominio:

Teorema 13.6 — Lema de Poincaré

Em um dominio estrela-convexo, toda forma diferencial fechada de grau

positivo é exata.

Demonstragao construtiva para formas de grau um. Transladando o centro, supo-
nha U estrela-convexo em relagio a origem. Se @ = Y ; A;(x) dx; é de classe C! e
fechada, entdo 9;A; = 9;A;. Defina

1
F(x) = L Z Ai(tx)x; dt.
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O segmento tx permanece em U. Diferenciando sob a integral,
1

9;F(x) = J

0
1

= J (A](tX) +t Z xiaiAj(tx)) dt
0 i

'd
= L 5[1‘Aj(tx)] dt = Aj(x).

(A](tX) TP Z Xiain(tX)> dt

O termo em t = 0 é zero pela continuidade. Logo, dF = «a. Isso demonstra o caso
utilizado nas integrais de caminho. |

Para graus maiores, a constru¢io analoga integra a forma contra a direcdo radial
e define o operador de homotopia. A hipdtese estrela-convexa garante novamente
que os segmentos pertencem ao dominio.

Exemplo 13.17
A forma diferencial

xdx+ydy

¢é exata, pois
xdx +ydy = d(é(x2 + y2)>.

Exemplo 13.18
A forma diferencial

ydx +xdy

¢é exata, pois
ydx+xdy =d(xy).

Exemplo 13.19

A forma diferencial
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¢é exata, pois

y
x? + y? x4y

_q(1 2, .2
5 dy—d<510ge(x +y ))

Observacao 13.7

Se w = dF, entdo dw = 0. Em dominios estrela-convexos, o Lema de Poincaré
garante a reciproca: toda forma fechada de grau positivo é exata.

Exemplo 13.20
Determine se a forma diferencial
2x(1—¢”) ey
= x +
(1 + x2)2 14 x2

dy

¢é exata.

Solucao. Suponha que exista uma funcéo F tal que
dF = w.

Pela regra da cadeia,

=S E g,
ox ay
Isso exige que
oF 2x(1-¢Y)
ax  (1+x2)2°
oF _ ¢
9y 1+x2
Aqui podemos integrar a primeira ou a segunda expressio. Como integrar a segunda

expressdo (em relacdo a y) é mais simples, obtemos

ey
F(x,y) =

+ ¢(x),

1+ x2

onde ¢(x) é uma fun¢io que depende apenas de x. Para determina-la, derivamos a
expressdo obtida para F em relacdo a x e encontramos

oF _ 2xe¥
x (1+ x%)?

+ ¢’ (x).
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N ~ oF
Comparando com nossa primeira expressio para o obtemos

2x
)= —
¢ (1 + x2)2
isto é,
(x)=— +c,
¢ 1+ x2
onde ¢ é uma constante. Logo, tomamos
eV —1
F(x,y) = +c.
y 14 x2

Exemplo 13.21

Existe uma funcdo continuamente diferenciavel tal que

dF = 0 = y?2% dx + 2xyz3 dy + 3xy?2% dz ?

Solucdo. Temos

do = Qyzdy+3y%22dz) Adx
+(2yz° dx + 2x23 dy + 6xyz? dz) A dy
+(3y%2% dx + 6xyz% dy + 6xy?zdz) A dz
= 0.

Como os coeficientes sio polinomiais e R? é estrela-convexo, o Lema de Poincaré
mostra que essa forma é exata em R3. Assim, escreva

aF = %F 45+ %F dy + W = y223 dx + 2xyz° dy + 3xy?2% dz.
Ix ay Jz
Entao oF
— =22° = F = xy?2* + a(y, 2),
ox
a_ = 2xy23 = F = xy223 + b(x, Z),
Z—F = 3xy222 = F = xy223 ot C(x, y)’
z
Comparando essas trés expressdes para F, obtemos F(x, y, z) = xyZZs. <

Temos a seguinte versdo do Teorema Fundamental do Calculo.
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Teorema 13.8

SejaU C R" um conjunto aberto. Suponha que w = dF seja uma forma exata
e que I' seja um caminho em U, com ponto inicial A e ponto final B. Entao

L w= J:B dF = F(B) — F(A).

Em particular, se I' é um caminho fechado, entéo
4; w=0.
r

Demonstracao do Teorema Fundamental para formas exatas. Se y : [a,b] — U pa-
rametriza o caminho, a regra da cadeia fornece y*(dF) = E(F oy) dt. Integrar da
F(y(b)) — F(y(a)). Para um caminho suave por partes, aplicamos a identidade a
cada trecho; os valores nos pontos de jun¢io cancelam. Se o caminho é fechado, os

extremos coincidem. []

Exemplo 13.22

Calcule a integral

2
é 2x dx + Y dy
x2 + y2 x2 + y2

onde T é o poligono fechado com vértices A = (1,0), B = (5,0), C = (7,2),
D =(3,2) e E = (1, 1), percorrido na ordem ABCDEA.

Solucdo. Observe que

2x 2y ) Yy
d dx + dy|=——"—
(xz +y2 X2 +y? Y (x2 + y2)?

4xy
B 1, o

dy Adx — dxAdy=0,
yoaer (x+y)2x Y

e, de fato,
o = dlog(x? + y?)

no dominio R? \ {0}. Como o poligono esta contido em x > 0, a forma é exata em
uma vizinhanca do caminho e, pelo Teorema 13.8, a integral é 0. <
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Exemplo 13.23

Calcule a integral de caminho
# (x% - y)dx + (y? — x) dy,
T

onde I' é uma curva fechada dada por x* + y* — 2xy = 0, percorrida uma vez
no sentido positivo.

Solucao. Como

) )
Z(x2-y9)=-1==(%-x).
ay(x y) ax(y x)

Logo, a forma é fechada em R2e, pelo Lema de Poincaré, é exata. Consequentemente,

a integral ao longo da componente fechada indicada por IT" é 0. <
Exercicios
Exercicio N191 Consolidacao; médio

Determine uma primitiva de (2xy +2z) dx+x? dy+x dz e sua integral de (0,0, 0)
até (1, 2,3).
Exercicio N192 Justificacdo; médio

No plano sem a origem, mostre que (—y dx +x dy)/(x? + y?) é fechada. Integre
no circulo unitario e conclua que néo é exata nesse dominio.

Exercicio N193 Consolidaciao; médio

Aplique a construcao radial a forma (2x+y) dx+(x+4y) dy e confira a primitiva
por diferenciagéo.

13.6. Variedades de dimensao dois

No plano, uma forma de grau dois combina um coeficiente com uma érea orien-
tada. Na orientacao padrao, o calculo coincide com a integral dupla usual; inverter
a orientacdo altera o sinal da integral da forma.
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Definicao 13.8

Uma regiio D C R? recebe a orientacio padrio quando escolhemos a forma
de area dx A dy como positiva. A orientagido oposta corresponde a —dx A dy.
Se D possui fronteira, a orientacdo padrao induz na fronteira o sentido anti-
-horario.

Observacao 13.9

A regido —D tem orientacgdo oposta a de D, e

[l

Frequentemente escreveremos [, f(x,y) dA, em que dA é a medida positiva
de area. Ela coincide com a integral da forma f dx A dy na orientacéo padréo.
A medida dA néo troca de sinal quando a orientagio é invertida.

Observaciao 13.10

Nesta secdo, salvo indicacdo em contrario, escolheremos a orientagéo positiva
para as regides consideradas. Isso corresponde ao uso da forma de area dx Ady.

Seja D C R?. Dada uma fungéo f : D — R, a integral

s

é a integral dupla usual de f sobre D. Em particular,

[ aa

D

é aareade D.
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Exercicios

Exercicio N194 Justificacio; médio
Integre (x + y) dx A dy no tridngulo x,y > 0, x + y < 2, com as duas orientacdes.
Compare com a integral da densidade positiva (x + y) dA.

Exercicio N195 Justificacao; basico
Faca x = v, y = u no quadrado unitario. Explique o sinal do pullback de dx A dy
e o valor da area geométrica.

Exercicio N196 Aplicacao; basico
Calcule a massa da lamina no quadrado unitario com densidade 1 + x. Explique
por que inverter sua orientacdo ndo muda a massa.

13.7. Variedades de dimensao trés

Em trés dimensdes, a forma de grau maximo registra um volume orientado. O
determinante jacobiano aparece com seu sinal no pullback. Para calcular massa ou
volume geométrico, usamos a medida positiva de volume.

Definicao 13.9

Uma regido V C R3 recebe a orientaciao padrio quando dx A dy A dz é
positiva. A orientagdo oposta troca o sinal dessa forma. Se V possui fronteira,
a orientacdo padrao de V induz em 9V a normal exterior.

Observacao 13.11

A regiao —M tem orientacdo oposta a de M, e

e

Frequentemente escreveremos |[,, f dV, em que dV é a medida positiva de
volume. Ela coincide com a integral da forma f dx A dy A dz na orientacdo
padrdo; na oposta, apenas a integral da forma troca de sinal.
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Observacao 13.12

Nesta secdo, salvo indicacdo em contrario, escolheremos a orientagéo positiva
para as regides consideradas. Isso corresponde ao uso da forma de volume
dx A dy A dz.

Seja V C R®. Dada uma funcio f : V — R, a integral

o

é a integral tripla usual de f sobre V. Em particular, [,, dV ¢ o volume geométrico
de V;ja fV dx A dy A dz é seu volume orientado.

Exemplo 13.24

Calcule
x2yeV* dv.

n—

]3

Solucdo. A integral é
1/¢1 /(1
J (J (J x%ye*y? dz)dy) dx =
0 0 0

Jol (."01 A= dy) o
J:(ex —x—1)dx
e

g
>
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Exercicios

Exercicio N197 Consolidacao; basico

Integre (x +y+z) dx Ady A dz no cubo unitario nas orientagdes padrio e oposta.

Exercicio N198 Justificacao; basico
Para (x, y,z) = (u, w, v), compare o pullback da forma de volume com o fator de
mudanca de variadveis em uma integral de massa.

Exercicio N199 Aplicacido; médio
Calcule a massa do tetraedro x,y,z > 0, x + y + z < 1, com densidade 1 + x.
Compare com a integral da forma de massa na orientagao oposta.

13.8. Integrais de superficie

Uma superficie em R? admite duas escolhas de normal quando é orientavel. A
integral de uma 2-forma depende dessa escolha, enquanto a integral escalar em
relacdo a area usa uma medida positiva.

Definicao 13.10

Uma superficie suave > C R é orientada quando se escolhe continuamente
um dos dois vetores normais unitarios em cada ponto. Para superficies fecha-
das, é comum escolher a normal exterior; para superficies abertas, a orientacédo
deve ser especificada explicitamente.

Observacao 13.13

A superficie —X tem orientacdo opostaa de X, e

[k
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Observacao 13.14

A ordem ciclica {dy A dz,dz A dx,dx A dy} é compativel com a orientagdo
padrao do espago. Ela ndo escolhe a normal de uma superficie: essa orientacéo
deve ser especificada. Para f = F; dy Adz + 5, dz A dx + F5 dx A dy,

r*B = F(r(u,v)) - (r, xr,) du A dv.

Assim, [5 f é o fluxo na direcéo de r, x 1.

Definicao 13.11

Sejar : D C R? — ¥ uma parametrizacio regular de uma superficie e seja
f : ¥ — R continua. A integral escalar de superficie é

J fdS= J f(u,v))|o,r x o,x| du dv.
> D

Essa integral ndo depende da orientacdo; a orientagdo passa a importar quando
integramos uma 2-forma ou um fluxo vetorial. Quando nio houver risco de
confusao, escreveremos

[d?x| := ||o,r x d,x| du dv = dS.

Exemplo 13.25

Calcule J z|d?x], onde X é a superficie externa da secio do paraboloide

b
z=x2+y2,0£z£1.

Solugao. Parametrizamos o paraboloide da seguinte forma. Sejam x = u,y =
v,z = u? +v2. Observe que o dominio D de X é o disco unitario u? + v* < 1. Temos

dx Ady = du A dv,

dy Adz = —2udu A dv,
dz Adx = —2vdu A dv,

e, portanto,

|d?x| = V1 + 4u? + 4v2 du A dv.
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Agora,

J z|d?x| = J (W? + VW1 + 4u? + 4v2 dudv.

by D
Para calcular essa tltima integral, usamos coordenadas polares; assim,

2 1
J (? + V21 + 4u? + 4v2 du dv J J p3\|1+4p?dpdo
0

0
D

T 1
= 5(5\/5 + g)

Exemplo 13.26

Calcule a 4rea da parte do cilindro x? +y? = 2y contida na esfera x? + y? + 2% =
4.

Solucdo. Temos
ryP=2y =i+ (y-172=1

Parametrizamos o cilindro tomando x = cosu,y — 1 = senu, e z = v. Portanto,

dx = —senudu, dy = cosudu, dz = dv,
portanto
dx Ady =0,dy Adz = cosudu A dv,dz A dx = senudu A dv,
e assim
Id?x] = J(dx A dy)? + (dz A dx)? + (dy A dz)?
= +Jcostu+sen?u du A dv
= duAdv.

O cilindro e a esfera se intersectam quando x? + y? = 2y e x? + y? + 22 = 4, isto ¢,
quando z? = 4 — 2y, ou seja, v> = 4 — 2(1 + senu) = 2 — 2 sen u. Como o parametro
u percorre toda a circunferéncia, 0 < u < 2. Portanto,

2
area(X) = J 242 — 2senu du.

0
Usando 1 — senu = (sen(u/2) — cos(u/2))?, obtemos

area(X) = 16.
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Exemplo 13.27

Calcule
J xdydz + (22 — zx) dzdx — xy dx dy,
%

em que X é o lado superior do tridngulo com vértices em (2,0, 0), (0, 2,0),
(0,0,4).

Solucdo. Observe que o plano que passa pelos trés pontos dados tem equagio
2x + 2y + z = 4. Projetando esse plano sobre os planos coordenados, obtemos

4 (2-z/2 8
deydz=J J 2-y—-z/2)dydz = -,
0 Jo 3

2 4-2x
J(zz—zx)dzdxzj J (z% — zx)dzdx = 8,
)

0o Jo
2 2=y 2
—J xydxdy:—f J xydxdy =-=,
0 Jo 3
>
e, portanto,
J xdydz + (22 — zx) dzdx — xy dx dy = 10.
3
q
Exercicios

Problema: [a1]Calcule J y|ld?x|, onde = ¢ a superficie z = x + ?,0 < x < 1,0 <

p
y<2

Problema: [a1] Considere o cone z = y/x? + y%. Calcule a 4rea da parte do cone
situada entre os planosz = 1e z = 2.
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Problema: [a1]Calcule J x%||d%x|, onde 3 é a superficie da esfera unitaria x? +
>

y2 +22=1.

Problema: [a1]Calcule J z||d®x|| sobre a superficie conica z = /x2 + y? entre
S

z=0ez=1

Problema: [)2] Vocé passa um ovo perfeitamente esférico por um fatiador, ob-

tendo n fatias de alturas iguais, mas se esquece de descasca-lo antes! Mostre que

a quantidade de casca de ovo em cada fatia é a mesma. Seu argumento deve usar

integrais de superficie.
Problema: [a1]Calcule

J xydydz — x? dzdx + (x + z) dx dy,
)

em que X é o lado superior da regido triangular do plano 2x + 2y + z = 6 limitado
pelo primeiro octante.

Exemplo 13.28 — Fluxo por uma tampa triangular (nivel dificil)

Atampaz =1-x—-y,x,y > 0, x +y < 1, é orientada para cima. Para
F = (x, y, 2), calcule o fluxo por meio de f = x dyAdz+y dzAdx+z dxAdy
e confira fechando a superficie.

Solucao. Use r(u,v) = (u,v,1 — u — v) no tridngulo D. Temos r, xr, = (1,1,1),
portanto a orientacio é a desejada. Como dz = —du — dv,

rB=@+v+1—u—v)duAdv=dundv.

O fluxo vale a area de D, isto é, 1/2. Por outro lado, df = 3 dx Ady A dz. O
tetraedro limitado pela tampa e pelos planos coordenados tem volume 1/6, e seu
fluxo exterior total é 3/6 = 1/2. Nas trés faces coordenadas, a componente normal
de F é zero. Todo o fluxo passa pela tampa, confirmando o céalculo por pullback. «
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Exercicios de ampliacao

Exercicio A023 Aplicacdo; médio

Um meio tem condutividade térmica K = diag(2, 1, 3) e temperatura normalizada
T = Ty—x* - y? — 2. Calcule ¢ = —KVT, sua forma de fluxo e sua derivada exterior.
Determine o fluxo exterior pela esfera unitaria e a fonte estacionaria s no balanco
V-q=s.

13.9. Teoremas de Green, Stokes e Gauss

13.9.1. Uma particao da unidade em um intervalo

Antes de usar varias cartas na demonstracdo global de Stokes, veremos como
dividir uma integral em contribuicdes locais sem contar as sobreposi¢des duas
vezes.

Exemplo 13.29 — Duas func¢ées que somam uma

Construa uma particdo suave da unidade no intervalo [0, 1], subordinada aos
abertos U} = (=0, 1) e Uy = (0, +00). Explique como ela divide uma integral e
por que suas derivadas se cancelam.

Solucao. Use a funcéo suave

-1/t
e , t>0,
n(t) =

0, t<0.

Todas as suas derivadas a direita de zero tendem a zero: elas tém a forma de um
polindémio em 1/t multiplicado por e/, Assim a extensdo por zero é suave. Defina

b
a+b

a(x)=n2/3-x), b®=nx-1/3), n=——\ p=
a+b
O denominador é positivo em toda a reta: para x < 1/3,a > 0; parax > 2/3,b > 0;
entre esses valores, ambos sdo positivos. As fungdes sdo suaves, ndo negativas, e
X1+ x2 = 1. O suporte de y; estd em (—00,2/3] C Uj, e 0 de yp em [1/3,+00) C Us.
Para uma forma « = f(x)dx no intervalo,

1 1 1
szjxlw+J Xow.
0 0 0
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Na sobreposi¢io, os pesos dividem a contribui¢io original; ndo a duplicam. Além
disso, dy; + dy, = 0. Para uma forma de qualquer grau, a regra de Leibniz da

d(10) + d()p0) = do.

Essa é aidentidade usada para somar provas locais de Stokes. A construgio geral usa
mais cartas e func¢des com o mesmo papel; este exemplo explica o0 mecanismo, sem
substituir o teorema de existéncia de parti¢cdes da unidade em variedades suaves.<

Os teoremas de Green, Stokes e Gauss expressam a mesma relacido entre uma
regido e seu bordo. O grau da forma determina qual versédo classica obtemos. A
orientacdo do bordo ¢é induzida pela orientacido da regido; escolher os dois sinais
independentemente pode produzir uma resposta incorreta.

Estamos agora em condi¢des de enunciar o teorema geral de Stokes.

Teorema 13.15 — Teorema geral de Stokes

Seja M uma variedade orientada compacta de dimensao k, com bordo oM
orientado pela convengao induzida, e seja w uma (k —1)-forma suave definida
em uma vizinhanca de M. Entéao

J wzj dw.
oM M

Demonstragdo. Comecemos em uma carta orientada de dimenséo k, escrevendo

k
W= Z a;(w) dug A - Aduy A A duyg.
i=1

O chapéu indica o fator omitido. Entéo

do = Z(—l)i_laiai dug A -+ A duyy.
i

Para uma forma com suporte compacto em uma carta interior, a integral de cada
derivada ¢ zero, pelo Teorema Fundamental e por Fubini. Em uma carta de bordo,
usamos o modelo u > 0. Os termos com i < k continuam com integral zero, e

L (—l)k_lakak duy, = (—1)kak(u1, N 7/ 0).

A normal exterior é —ej. Pela convencao de colocar essa normal primeiro, a orien-
tacdo induzida tem sinal (—1) relativamente a (eq,...,er_1). A expressdo obtida é,
portanto, o integrando da integral no bordo.
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Para passar ao caso geral, escolha uma parti¢ao suave da unidade {y,} subordi-
nada a cartas orientadas e aplique a identidade local a y,. Somando, ), x, =1
e Y., dyy, = 0ddo Y, d(y,w) = dw. As integrais de bordo também somam |, .
A compacidade permite uma cobertura finita, e o pullback comuta com a derivada
exterior. Isso prova a identidade. ]

Em R?, se w é uma 1-forma, esse resultado recebe o nome de Teorema de Green.

Exemplo 13.30

Calcule <j; (x — y*)dx + x> dy, onde C é o circulo x* + y* = 1, percorrido no

C
sentido anti-horario.

Solugdo. Usaremos primeiro o Teorema de Green e depois calcularemos a integral
diretamente. Temos

do = d(x—y*)Adx+d(x®) Ady

= (dx —3y?dy) Adx + (3x%? dx) A dy
(3y? + 3x%)dx A dy.

A regido M ¢é a 4rea limitada pelo circulo x? + y? = 1. Logo, pelo Teorema de Green
e usando coordenadas polares,

(3y? + 3x?) dx dy

Aé[rr 1
= J J 3p2pdpdf
0 Jo

4;C(x — ¥ dx + x3dy

3

”
Alternativamente: Podemos calcular essa integral diretamente, recorrendo nova-
mente as coordenadas polares.

21
J (cos @ — sen> 8)(— sen 0) df + (cos> §)(cos 6) dO

(’#(x—y3)dx+x3dy
@ 0

21
= J (sen* 0 + cos* 0 — sen @ cos 0) d6.
0

Para calcular a tltima integral, observe que 1 = (sen?@ + cos®6)? = sen*6 +
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2sen? 0 cos? @ + cos* §, portanto a integral é igual a

2
J (sen* 0 + cos* 6 — sen 6 cos 6) d0
0

2 3
= (1 —2sen? @ cos® 0 — sen @ cos6) df = >

0

Em geral, seja

w= f(x,y)dx + g(x,y)dy
uma 1-forma em R?. Entio, escrevendo fy=0f/dyeg,=0g/ox,

do=df Adx+dgAdy
= fy dyAndx+ g, dxAdy
= (g — fy) dx A dy.

Os termos com diferenciais repetidos se anularam. Na orientacdo padrido de M, isso
fornece Green na forma cléssica:

LM fdx+gdy= ﬂM(gx - fy) dA.

Em R3, se » é uma 2-forma, o teorema acima recebe o nome de Gauss, ou
Teorema da Divergéncia.

Exemplo 13.31

Calcule J (x —y)dydz + zdzdx — y dx dy, onde S é a superficie da esfera
S

x2+y2+22=9

e a direcdo positiva é a normal exterior.

Solucio. A regiio M é o interior da esfera x? + y? + z% = 9. Temos

do = (dx—dy)AdyAdz+dzAadzAdx—dyAdxAdy
= dxAdyAadz
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A integral se torna

J dxdydz = 4?7T(27)
M
= 3orm.
Esse valor também pode ser obtido por uma parametrizacdo direta da esfera. <

Em geral, seja
w= f(x,y,z)dy Adz + g(x,y,z)dz A dx + h(x, y,z) dx A dy

uma 2-forma em R3. Entéo

dow

df(x,y,2) ANdy Adz +dg(x, y,2) Adz Adx + dh(x,y,2) Adx Ady
= (if(x, y.2)dx + = f(x,y,2)dy + = f(x, y,2) dz) Ady A dz
ox ay 0z

+ (ig(x, y,z)dx + ig(x, y,z)dy + ig(x, ¥, 2) dz) Adz A dx
ox ay 0z

+ (ih(x, y,z)dx + ih(x, y,z)dy + ih(x, ¥, 2) dz) Adx Ady
ox ay 0z
= (if(x, y,2) + ig(x, y,2) + ih(x, ¥, z)) dx Ady A dz,
ox ay 0z
o que fornece Gauss na forma classica:
J fdyndz+gdzAadx+hdxAdy
oM

=[] e+ gy av.

Usando a notacao classica, se

flx,y,2) dydz
a=|g(x,y,2)],dS=|dzdx |,
h(x,y,z) dxdy

entao

]J\:I(V-a)dV=J a-dS.

oM

O Teorema de Stokes classico ocorre quando w é uma 1-forma em R3.
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Exemplo 13.32

Calcule f]E ydx + (2x — z)dy + (z — x) dz, onde C é a intersecdo da esfera
C

x? + 9%+ 2% = 4 com o plano z = 1.

Solucdo. Temos

dw

(dy) Adx+ (2dx —dz) Ady + (dz — dx) A dz
—dxAdy+2dxAdy+dyndz+dzAdx
dx Ady+dy Adz+dz Adx.

Como em C temos z = 1, a superficie X sobre a qual integramos é o interior do
circulo x% + y2 +1 = 4, isto é, x* + y2 = 3. Além disso, z = 1 implica dz = 0 e,

J' dw:J dx dy.

X z

portanto,

Como essa é simplesmente a 4rea da regido circular x* + y* < 3, a integral vale

J' dxdy = 3x.
)
Em geral, seja
w= f(x,y,z)dx + g(x,y,z)dy + h(x, y,z) dz
uma 1-forma em R3. Entdo
do = df(x,y,z) Adx+dg(x,y,2) Ady + dh(x, y,z) A dz
= (if(x, y,2)dx + 2 f(x,9,2)dy + 2= f(x,7,2) dz) N
ox ay 0z
+ (ig(x, y,z)dx + ig(x, v,z)dy + ig(x, Y, 2) dz) Ady
ox ay 0z

+ (ih(x, y,z)dx + ih(x, v,z)dy + ih(x, ¥, 2) dz) Adz
ox ay 0z

(ih(x, y,2) — ig(x, ¥, z)) dy A dz
ady 0z
+ (if(xa Y, Z) - ih(x, ) Z)) dZ A dx
0z ox

+ (ig(xa V,2) — if(X, ¥, z)) dx A dy
ox ay
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o que fornece Stokes na forma classica:

J fdx+gdy+hdz=J do,
oM M
do = (hy, — g;) dy Adz
+(f, —hy) dz A dx
+(gx — fy) dx A dy.

Aqui M é a superficie orientada e seu bordo recebe a orientacédo induzida.
Usando a notagdo classica, se

f(x,y,2) dx dydz
a=|gl,y2z)|, dr=|dy], dS=[dzdx],
h(x,y, z) dz dxdy
entdo
J(an)-dS: J a-dr.
M oM
Exercicios

Problema: [c1]Calcule # x3y dx + xy dy, onde C é a fronteira do quadrado com

C
vértices (0, 0), (2,0), (2,2) e (0, 2), percorrida no sentido anti-horario.
Problema: [A2] Considere o tridngulo 2 com vértices A : (0,0), B : (1,1),C :
(—2,2).

Se Lpp denota a equagdo da reta que liga P a Q, determine Lag, Lc € Lpc.

Calcule
3g y?dx + xdy.

Calcule
J (1-2y)dx Ady
D

,onde D é o interior de a.
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Problema: [)2) Os problemas a referem-se a forma diferencial
w=xdyAdz+ ydz Adx+2zdx A dy,

e ao sélido M cujos bordos sio o paraboloide z = 1 —x* — 3%, 0 < z < 1 e ao
disco x? + y2 < 1, z = 0. A superficie 9M do sélido é orientada positivamente
considerando as normais exteriores.

Prove que dw = 4dx A dy A dz.

Prove que, em coordenadas cartesianas,

1 V1—x2 f1-x?—y?
J W= J J J 4 dz dy dx.
oM -1 J-v1-x% Jo

21 1 11
Prove que, em coordenadas cilindricas, J do = J J J 4r dz dr do.
M 0 0 Jo

Prove que J’ xdydz+ ydzdx + 2zdxdy = 27
oM

Problema: [)2] Os problemas a referem-se a caixa
M={(x,y2)€R}: 0<x<1,0<y<10<z<2}
a face superior da caixa
U={(x,12€R:0<x<1,0<y<1, z=2}
ao bordo da caixa sem a face superior S = M \ U, e a forma diferencial
w = (arctg y — x2)dy A dz + (cos x senz — y3) dz A dx + (2zx + 62y?) dx A dy.
Prove que dow = 3y? dx A dy A dz.

Prove que J (arctgy — x?)dydz + (cosxsenz — y*)dzdx + (2zx +
oM

2 o1 ¢l
6zy?)dxdy = J J J 3y2 dx dy dz = 2. Aqui o bordo da caixa ¢ orientado
0 Jo Jo

positivamente considerando as normais exteriores.

Prove que a integral na face superior da caixa é J (arctgy — x?)dydz +
U

1 (1
(cos xsenz — y*)dz dx + (2zx + 6zy?) dx dy = J J 4x + 12y? dx dy = 6.
0 Jo

Prove que a integral na caixa sem a face superior é J (arctg y—x?)dy dz+
IM\U

(cosxsenz — y*)dz dx + (2zx + 6zy?) dx dy = —4.
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Problema: [)2] Os problemas |1 |a|3 |referem-se a uma superficie triangular T
em R® e a uma forma diferencial w. Os vértices de T sdo A(6,0,0), B(0,12,0), e
C(0,0,3). O bordo do tridngulo dT é orientado positivamente comecando em A,
seguindo até B, depois até C e terminando novamente em A. A superficie T é
orientada positivamente considerando o topo do tridngulo visto de um ponto muito
acima dele. A forma diferencial é

2
o= (2xz + arctge®)dx + (xz + (y + 1)Y)dy + (xy + y? + log(1 + zz)) dz.

Prove que a equagao do plano que contém o triangulo T é 2x + y + 4z = 12.
Prove que dw = ydy Adz + (2x — y)dz A dx + zdx A dy.

Prove que a circulacio da forma
¥
a = (2xz + arctge®) dx + (xz+ (y+1)Y) dy + (xy + 5 + log(1 + 22)) dz

é dada por

3 ~12-4z 6 (3-x/2
J a=JJ ydydz+JJ 2x dz dx = 108.
aT 0 Jo 0 Jo

Problema: [)2)Use o Teorema de Green para provar que
J (x? +2y*)dy = 167,
r

em que I é o circulo (x — 2)%2 + y? = 4. Prove também o resultado diretamente
usando uma integral de caminho.

Problema: [)2]Seja T a curva de intersecdo do plano x + y = 2 com a esfera
x% — 2x + y? — 2y + z? = 0, orientada no sentido horério quando vista da origem.
Use o Teorema de Stokes para provar que

J ydx +zdy + xdz = —27V2.
r

Prove isso diretamente parametrizando o bordo da superficie e calculando a integral
de caminho.
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Problema: [A2]Use o Teorema de Green para calcular
fﬁ (x> =y dx + (x> + y*) dy,
C

em que C é o bordo, orientado positivamente, da regido entre os circulos x? +y? = 2
e x? + y2 =4.

Exercicios de ampliacao

Exercicio A020 Justificacdao; médio
Na parti¢do da unidade construida no texto, prove y;(1 — x) = y»(x) e use essa
simetria para determinar fol x(x)dx e fol x2(x)dx.

Exercicio A021 Justificacdo; médio
Para a mesma particdo, vista como funcdes de x em R2, tome @ = x dy. Calcule
d(y;w) e confira explicitamente que a soma é dw, inclusive na regiao de sobreposicao.
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Historico

Estas notas tiveram origem em um curso de Calculo Vetorial e foram construidas
a partir do codigo-fonte KIEX de Multivariable and Vector Calculus, de David Santos.
Ao longo de seu desenvolvimento, o texto incorporou também exemplos e figuras
de Vector Calculus, de Michael Corral, além de material sobre tensores inspirado em
Linear Algebra via Exterior Products, de Sergei Winitzki, e em Introduction to Tensor
Calculus, de Taha Sochi. A disponibilidade dessas obras sob os termos da Licenca
GNU de Documentagio Livre tornou possivel essa construcio e suas sucessivas
transformacdes.

A primeira versdo das notas, publicada em fevereiro de 2017 como versio 0.5,
estabeleceu a estrutura inicial do texto. Em maio do mesmo ano, a versao 0.6
representou uma revisdo mais ampla, com o objetivo de tornar a exposi¢do mais
coesa. A versdo 0.7, publicada em abril de 2018, acrescentou os capitulos de Integrais
Multiplas e Integracao de Formas, além de numerosas corre¢des, novos exemplos e
novas figuras. Em maio de 2018, a versdo 0.8 ampliou o conjunto de exercicios e
solugdes e incorporou novas revisdes em diferentes capitulos.

A edicdo de 2026 retoma o projeto em escala mais ampla, sob o titulo Calculo
Vetorial e Analise Tensorial. O texto foi traduzido, reorganizado e revisto matemati-
camente, com uniformizacio da nota¢do, modernizagao editorial, revisdo de figuras
e manutencio do codigo KTgX. O trabalho foi realizado por Daniel Miranda, com
colaboragao editorial de Soleira — ChatGPT (OpenAlI), GPT-5.6 Sol.

Em setembro de 2026, foi realizada uma revisdo dos treze capitulos ativos, com
transicdes entre topicos, explicitacdo de hipoteses, aperfeicoamento de demonstra-
¢oes e solucdes e inclusdo de listas de exercicios nas se¢des que ndo as possuiam.
Os capitulos de limites, diferenciacdo e integrais multiplas receberam exemplos
resolvidos adicionais, com modelos aplicados e problemas de dificuldade média e
alta. Também foram corrigidos sinais, indices, formulas e referéncias internas.

Uma segunda etapa da revisdo de setembro de 2026 acrescentou um gabarito
comentado dos 214 exercicios novos, com enunciados e solucdes nos ambientes
Exercise e Answer, e mais 24 exercicios de ampliacdo resolvidos. A exposicdo de
tensores em coordenadas foi desenvolvida com comparacdo de mudangas de base,
métrica, contracdes e derivada covariante euclidiana. Foram incluidos roteiros
de leitura, quadros de notacdo, comparacdes de parametrizacdes e métodos de
integracdo, e um exemplo de particdo da unidade. O produto exterior foi colocado
antes da integracdo de formas. Os capitulos, demonstracdes, exemplos e exercicios
anteriores foram preservados, com correcdes pontuais e classificacdo didatica dos
exercicios.
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Gabarito comentado

Este gabarito retne as solucdes dos 214 exercicios N001-N214 e dos 24 exercicios
de ampliacdo A001-A024, na ordem dos capitulos do livro. Os cédigos permitem
localizar o enunciado sem depender da paginacdo. Cada cddigo no titulo da resposta
é um link para o exercicio. As hipoéteses, a escolha do método e as conferéncias
fazem parte da solucao.

Capitulo 1: Vetores em Dimensdes Superiores

Secao 1.1: Espacos Vetoriais

Solucido comentada — N001
Ponhav = (3,-1,2) ed = (1, 2,2). Entéo |v| = V14, e seu versor é v//14. Como
v-d =5e|d|? =9, a projecio vetorial é
r0j v = —v'dd— (E 10 E)
PraY =373 "\99" 9 )

A componente escalar na dire¢do do versor d/3 é 5/3. Nao confunda essa compo-
nente com o vetor projetado. A diferenca v — proj; v tem produto interno zero com

d.
Solucio comentada — N002

A normal é n = (2,—-1,2), com ||n| = 3. Procuramos Q = P — tn no plano. Como
n-P=6,acondi¢ion-Q =3da6— 9 = 3,logo t = 1/3. Portanto,

177
0=(52.7).  dPplano)=|P-0l=1

Para qualquer outro ponto R do plano, Q — R é ortogonal a P — Q. Pelo teorema de
Pitagoras, |P — R|> = 1+ |Q — R|?, o que prova a minimalidade e a unicidade de Q.
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Solucao comentada — N003
O trabalhoé F-s =8—-3=5]. Comos-s =9, obtemos
1 1 2 2 1
F” = 2(2’_1,2): <_O’_§,_O>’ FJ_ = (_6’3_,__())‘
9 9° 9 9 9°9 9
As componentes sdo medidas em newtons. Conferimos F, - s = 0: apenas a compo-
nente longitudinal contribui para o trabalho nesse deslocamento.

Solucao comentada — N004

Da desigualdade triangular aplicada a x = (x — y) + y, segue |x| — [[y] < |x — y.
Trocando x e y, obtemos a desigualdade oposta, portanto

llcll = Iyl <l = 1.

Em Cauchy-Schwarz, para y # 0, a igualdade equivale a |x — ((x - y)/|yI®)yl? = 0,
isto é, x ser multiplo de y. Se algum vetor é zero, também ha igualdade. Assim, o
critério completo é a dependéncia linear do par.

Secao 1.2: Bases e Mudanca de Base

Solucao comentada — N005

1

1 1
As matrizes das bases sdo Bg = (1 _1) e Bp = (0

;) A mudanca pedida é

1/2 3/2).

Pr g =Bp'Bp =
FeE = %F TE (1/2 ~1/2

Logo [v]p = Prp(2,—3)T = (~=7/2,5/2)". Nabase canénica, tanto 2(1,1)—3(1, —1)
quanto (—=7/2)(1,0)+(5/2)(1, 2) resultam em (—1, 5). Essa conferéncia fixa o sentido
da mudanca de base.

Solucio comentada — N006

Colocando os vetores nas colunas, o determinante é

1 0 a
detla 1 0o)|=1+d>
0 a 1

Para a € R, a familia é uma base exatamente quando a # —1. No valor excluido, a
soma dos trés vetores é zero, exibindo uma relacdo de dependéncia.
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Solucao comentada — N007

Sev = Zj cjej € a base € ortonormal, entdo v - ¢ = Zj ¢j0ji = ¢ Em uma base
geral, definindo G;j = ¢; - ¢j e b; = ¢; - v, temos Gc = b. Portanto ¢ = G~ 'b. A matriz
de Gram ¢ invertivel porque a familia ¢ uma base. Produtos internos isolados ndo
extraem as coordenadas de uma base obliqua.

Secao 1.3: Transformacoes Lineares e Matrizes

Solucao comentada — N008

2 1
A matriz é A = (1 2). As imagens dos vetores dos eixos sdo Ae; = (2,1) e

Aey = (1, 2); portanto os eixos se tornam as retas geradas por esses vetores. Como
det A = 3, a drea da imagem de uma regido € trés vezes a area original. A orientacdo
é preservada. Os fatores de alongamento nas direc¢oes principais (1,1) e (1, —1) sdo
3el.

Solucido comentada — N009
1 -1 0
A matriz é
0o 1 -1
imagem é todo R2: para (u,v), escolha (x,y,z) = (u + v,v,0). Assim, o posto é 2,
compativel com a identidade dim ker L + posto L = 3.

). O nucleo satisfaz x = y = z, logo é span{(1,1,1)}. A

Solucio comentada — N010
Se [v]p = P[v]g, entdo [Lv]p = PAg[v]lg = PAgP }[v]p. Como isso vale para

1 1
todo v, Ap = PAgP~!. No exemplo, By = (1 _1) eP = Bgl. Portanto

2 1
=2 )

Essa é uma mudanca por similaridade de um operador. Uma forma bilinear trans-
forma sua matriz por outra regra; essa distingdo sera retomada na parte tensorial.
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Secao 1.5: * Produto Vetorial em Dimensao n

Solucio comentada — N011

Pela convengao do livro, a linha dos vetores da base ocupa a dltima linha do
determinante. Assim,

><(€1,€2,e3) =€y, ><(62aels€3) = 6.

Trocar dois vetores de entrada muda o sinal do determinante. A familia ordenada
formada pelas trés entradas e pelo produto tem orientacdo positiva no primeiro
caso; no segundo, o sinal do produto compensa a troca das entradas.

Soluciao comentada — N012

Os cofatores da dltima linha ddon = (—1,—1,—1,1). Verificamos n-(1,0,0,1) =
n-(0,1,0,1) = n-(0,0,1,1) = 0. Seu modulo é 2. Além da perpendicularidade,
a normalizac¢do importa: um maultiplo arbitrario de n também seria normal, mas
somente o vetor calculado pelo determinante é o produto generalizado na convencéo
adotada.

Solucido comentada — N013

A matriz de Gram das trés entradas de N012 é

=

_— = DN
—_ N

1
1
2

Seus autovalores sdo 4,1, 1, logo det G = 4. O volume tridimensional gerado pelas
entradas é vdet G = 2, igual ao modulo do produto generalizado. O calculo confere
a normalizacdo de N012.
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Capitulo 2: Limites e Continuidade

Secao 2.3: Continuidade

Solucao comentada — N014
Fora da origem, o denominador é positivo e a funcéo é continua. Além disso,
x%y

S| S Iyl < J*2 +y? — 0.

x2+y

A estimativa independe do caminho. Portanto a continuidade na origem exige, e é
assegurada por, ¢ = 0.

Soluciao comentada — N015

No caminho y = 0, temos H = 0. No caminho y = x # 0, temos H = 1/2.
Ambos chegam a origem dentro do dominio da expressdo. Como os limites sdo
diferentes, o limite conjunto nio existe e nenhuma escolha do valor na origem
pode produzir continuidade. Ajustar um unico valor néo corrige a dependéncia do
caminho.

Solucido comentada — N016

Com r = /x% + y?, a estimativa |f,| < r* mostra que a extensdo por zero é
continua para todo a > 0. Para garantir |f,| < ¢, basta escolher § = ¢!/¢
0 <r < 4. A funcio é continua também fora da origem. A oscila¢do do seno nio

e exigir

impede a convergéncia porque sua amplitude tende a zero.

Solucao comentada — N017

Dado ¢ > 0, escolha § > 0 de modo que 0 < ||x — a| < § implique |f(x) — | < e.
Pela continuidade de y em zero e por y(0) = a, existen > Otalque 0 < t < p
implique [ly(¢) — a| < 8. A hipdtese y(t) # a parat > 0 permite usar a estimativa
perfurada. Logo, para 0 < t < n, [f(y(¢)) —I| < . O limite é unilateral, pois o
parametro pertence a [0, 1].
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Secao 2.4: * Compacidade

Solucio comentada — N018

O disco fechado é fechado e limitado, portanto compacto por Heine-Borel. O
disco aberto é limitado, mas néo fechado: uma sequéncia interior pode convergir
para a circunferéncia. O conjunto xy = 1 é fechado, por ser um conjunto de nivel
de uma fungéo continua, mas é ilimitado: contém (n, 1/n). Assim, ndo é compacto.

Solucido comentada — N019

Os vértices opostos de K, distam 2/2/n, seu didmetro. Um ponto na intersecio
deve satisfazer |x|,|y| < 1/n para todo n, logo a intersecéo é {(0,0)}. Ja [n, +o0)
sdo fechados, ndo vazios e encaixados, mas nenhum nimero real pertence a todos.
A hipétese de controle por compacidade, ou no teorema usado aqui o diametro
tendendo a zero, ndo pode ser descartada.

Solucao comentada — N020

Para cada a € K, a continuidade fornece uma vizinhanca relativa U, em que
| f(x)— f(a)| < 1. Esses abertos relativos cobrem K. Extraia uma subcobertura finita
Ual, e Uam. Em cada ponto x € K, alguma dessas vizinhang¢as contém x, portanto

lfGl <1+ o | f(a))l-

Isso prova a limitacdo sem pressupor a existéncia prévia de um maximo. Se K é
vazio, a afirmacéo é imediata.
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Capitulo 3: Diferenciacao de Funcoes Vetoriais

Secao 3.2: Lei de Kepler

Solucao comentada — N021

Derivando, i = (—asent, bcost,0); assim rx7 = (0,0, ab). A velocidade areolar é
lab|/2; admitindo a, b > 0, vale ab/2. Porém # = —r, cuja intensidade é proporcional
a distancia a origem. A gravitacdo requer ¥ = —pur/|r|>. As duas expressdes s6
podem coincidir ao longo de toda a curva se |r| for constante, como no caso circular
a = b com a escala temporal adequada. Velocidade areolar constante é necessaria
para o movimento kepleriano, mas néo caracteriza sua lei de forca.

Soluciao comentada — N022

Para r(t) = R(cos wt, sen wt, 0), temos # = —w?r. Como || = R, a equacio impde
w? = jt/R3. O médulo da velocidade angular e o periodo sio

3
o= L g=2m |
R3 i

O sinal de w escolhe o sentido da 6rbita. A relacio 72 o R é a forma circular da
terceira lei de Kepler.

Solucido comentada — N023
A regra do produto fornece

d
—(rxr)=FxiF+rxi=0.
77 x7)

Logo h = r x7 é constante. Se h # 0, a relagdo r - h = 0 fixa um plano de movimento
e a velocidade areolar é |h|/2. Se h = 0, a velocidade é paralela a posi¢iao onde

r # 0: o movimento pode ser radial, e o vetor nulo ndo determina um plano orbital
anico.
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Secao 3.4: Derivadas Parciais e Direcionais

Solucio comentada — N024
As derivadas parciais sdo T, = 2xy, T, = x%e T, = ¢*. Em (1, 2,0), o gradiente é
(4,1,1). A diregdo pedida é u = (2,—1,2)/3, de modo que

DuT:VT-u=¥:3.

A divisdo por 3 é essencial: o enunciado pede a dire¢éo unitaria, ndo uma velocidade
com moédulo 3.

Soluciao comentada — N025

Em (1,1), Vf = (2x + y,x) = (3,1). Portanto Dy 5)f = 5 e Dy 2)/\/3]‘ = 5,
A primeira derivada mede a variagdo ao longo do parametro da trajetoria com
velocidade (1, 2); a segunda mede a variagdo por unidade de distancia. A linearidade
do diferencial explica o fator /5.

Solucio comentada — N026

Parav=(a,b)=0et #0,

fEV-F©) _ ¢ ab

s el \a? +b2‘

Se ab # 0, os limites a direita e a esquerda tém sinais opostos, logo a derivada
direcional bilateral ndo existe. Se ab = 0, ela existe e vale zero. As derivadas parciais
na origem sao zero. Se houvesse diferenciabilidade, seu diferencial seria zero; mas
em (t,t), | f(t,0)|/|(t, )] = 1/2. O resto néo é de ordem menor que a distancia. Logo
a funcéo néo é diferenciavel, embora seja continua, pois | f(x, y)| < [(x, )I/2.
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Secao 3.6: Propriedades das Transformacoes Diferenciaveis

Solucio comentada — N027

A regra da cadeia da
%T(r(t)) = (2tet.12) - (1,¢) = el 2t + 12).

Por substituicio, T(r(t)) = t%e, cuja derivada é a mesma expressio. O produto
entre o gradiente e a velocidade calcula a variacido da temperatura observada pela
particula.
Solucao comentada — N028

Em (0,0), F = (1,0), e

ro0=(; 1) rao=(; o)

1
Assim J5.p(0,0) = (2

primeiro se transforma o deslocamento na entrada de F, depois o deslocamento na

=]l
: ) Sdo matrizes 2 x 2. A ordem é J;(F(0,0))Jr(0,0):

entrada de G. Avaliar J; na origem daria um resultado incorreto.

Solucao comentada — N029

Do diferencial de V = nr2h, comr,h > 0,

dv dr dh

LAY i aig

Vv r h
O médulo do erro relativo de primeira ordem ¢é limitado por 2(1%) + 2% = 4%. E
uma estimativa linear, ndo um limite exato para erros finitos. Por exemplo, os
aumentos simultdneos maximos dao (1,01)%(1,02) — 1 = 4,0502%, mostrando a
pequena contribui¢do dos termos de ordem superior.
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Secao 3.8: O Significado Geométrico da Divergéncia e do Rotacional

Solucio comentada — N030

A divergéncia é a + b + c¢. Em um pequeno volume transportado pelo campo,
ela mede a taxa relativa instantanea de variacdo do volume: sinal positivo indica
expansdo, negativo contracdo e zero auséncia de varia¢ao volumétrica de primeira
ordem. Um valor zero nio obriga cada direcdo a permanecer inalterada; expansdes
e contracdes podem compensar-se.

Solucio comentada — N031

O rotacional é (0,0, 2w). Seu moddulo € 2|w|, o dobro da velocidade angular da
rotagdo rigida. A vorticidade registra a rotagéo local do campo, mas néo deve ser
identificada numericamente com a velocidade angular: esta é metade da vorticidade
nesse movimento.

Solucao comentada — N032

A condigao de incompressibilidade é
V-v=2x—-2x+w, =w, =0.

Logo w deve ser independente de z em cada intervalo coordenado do dominio. Um
exemplo é w = x + y. A incompressibilidade néo significa velocidade nula: as
componentes horizontais ja produzem um escoamento com compensacio das taxas
de deformacao.

Secao 3.9: Equacdes de Maxwell

Solucido comentada — N033

Aplique a divergéncia a V x B — pegd;E = ppj. Como a divergéncia de um
rotacional é zero e as derivadas comutam,

o200, (V - E) = oV - j.

Substituindo V - E = p/¢g, e cancelando i, obtemos d;p + V- j = 0. Essa é a
conservacao local da carga; sua forma integral resulta de integrar em um volume
fixo e aplicar Gauss.
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Soluciao comentada — N034

No vacuo sem fontes, V- E = 0, VX E = —9;Be V x B = pye9,E. Aplique o
rotacional a segunda relagdo:

V x (Vx E) = —ipegd? E.

Usando V x (V x E) = V(V - E) — V2E, segue a equacio pedida. A regularidade
deve permitir as derivadas de segunda ordem e sua comutagdo. A velocidade de
propagacdo do modelo é 1/./1gé&.
Soluciao comentada — N035

O produto vetorial é (v,0,0) x (0,0, B) = (0, —vB, 0). Assim F = (0,q(E — vB),0).
Para uma carga nao nula, a forca se anula se E = vB. Se B # 0, isso equivale a
v = E/B; se B =0, é preciso E = 0. Para q = 0, a forca é sempre zero. O sinal do
termo magnético depende da ordem do produto vetorial.

Secao 3.10: Funcoes Inversas

Soluciao comentada — N036

Escrevendo (u,v) = (x +y, x — y), obtemos F~1(u,v) = (u+v)/2, (u—v)/2). As
derivadas sdo matrizes constantes:

1 1 1(1 1 _
]F:<1 _1>, ]F—lzg(l _1)=JF1-

O produto das duas matrizes é a identidade, como exige a regra da cadeia aplicada
a composicao com a inversa.

Solucido comentada — N037

2x =2
Temos Jp = Y

2y 2x
ciavel em cada ponto diferente da origem. Na origem, uma inversa diferenciavel

) e det Jp = 4(x? + y?). Portanto ha inversa local diferen-

local é impossivel pela regra da cadeia, que exigiria uma derivada invertivel. Além
disso, F(x,y) = F(—x,—y), logo a aplicacdo néo é globalmente injetiva no plano
perfurado. Invertibilidade local ndo implica invertibilidade global.
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Solucao comentada — N038

Escolha y € (@, f) com 0 < f§ — a < 2. Na imagem desse setor, defina o ramo
angular Arg, g)(u +iv). A inversa é

x = log Vu? +v2, y = Arg, g)(u +iv).

O raio é sempre positivo, e o determinante jacobiano é e?* > 0. A restricdo angular
elimina a identificacdo y ~ y + 2. O ramo deve corresponder ao setor escolhido;
néo se pode usar a fungéo arctangente simples em todos os quadrantes.

Secao 3.11: Funcoes Implicitas

Solucido comentada — N039

Para F = x% + y2 +z%2 — 9, temos F,(1,2,2) = 4 # 0. Pelo teorema da funcio
implicita, z é uma funcéo local de x, y, e

zy = —x/z=-1/2, zy, =-y/z=-1

O plano tangente é (x — 1)+ 2(y —2)+ 2(z —2) = 0,oux + 2y +2z = 9. A
representacio local usa o ramo positivo de z.

Solucio comentada — N040
Defina F(T, p,q) = T* + pT —q. Como Fy = 4T + p > OparaT > 0e p > 0,
existe uma funcéo local diferenciavel T(p, q). As derivadas sdo

T 1

T, =— <0, T, = > 0.
P 4T3 + p T 4134 p

Mantendo g fixo, aumentar p reduz a temperatura de equilibrio do modelo; man-
tendo p fixo, aumentar g eleva-a. Essas interpretacdes dizem respeito a equagédo
proposta, sem atribuir unidades nao especificadas aos parametros.

Solucido comentada — N041

Para as duas restri¢des, o Jacobiano em relacdo a (y, z), no ponto indicado, é

1 1
(2 2), cujo determinante é —4. Portanto existem fung¢des locais y(x), z(x). Deri-

vando as equacgdes,
1+y" +2' =0, 2x+2yy’" +2zz = 0.

Em x = 0, obtemos y’ +z’ = —1e y’ — 2z’ = 0. Assim y’(0) = z2’(0) = —1/2.
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Capitulo 4: Curvas e superficies

Secao 4.1: Curvas paramétricas

Solucao comentada — N042

Uma parametrizacdo é r(t) = (2cost,2sent,2cost + 2sent), 0 < t < 27. O
ponto indicado corresponde at = 0, e r’(0) = (0, 2, 2). Qualquer multiplo néo nulo
desse vetor fornece a mesma direcdo tangente. A parametrizacdo satisfaz as duas
equagdes para todo t.

Solucido comentada — N043

As duas imagens sdo a circunferéncia unitaria. Ambas tém orientacdo anti-
-horaria e sdo regulares, mas y realiza uma volta, enquanto 7 realiza duas. Assim,
nao sio descri¢des do mesmo percurso com a mesma multiplicidade. Uma integral
de linha orientada em 7 é o dobro da correspondente em y, para 0 mesmo campo.

Solucdo comentada — N044

Temos y’(t) = (2t,3t%), logo y’(0) = 0 e a parametrizacio nio é regular na
origem. As secantes tém inclinacéo t3/t? = t — 0, e a direcéo normalizada do vetor
posicdo tende a (1, 0). Existe a reta tangente horizontal, embora o pardmetro tenha
velocidade nula. A imagem tem uma cispide na origem; a existéncia de uma reta
tangente nao basta para concluir que ha uma curva regular nesse ponto.

Secao 4.2: Superficies

Soluciao comentada — N045

Os vetores tangentes sdo r, = (1,0,2u) e r, = (0,1,2v). Seu produto é
(—2u,—2v,1), nunca nulo. A superficie é regular em todo o dominio. Em
(u,v) = (1,1), anormal é (-2, -2, 1); portanto

z-2=2(x—1)+2(y—1), ou z=2x+2y-2.

Solucao comentada — N046

O gradiente é (2x, 2y, —2z), que s6 se anula na origem. Portanto o cone de nivel
zero é uma superficie regular em todos os seus pontos nao nulos. Na origem, as
duas folhas se encontram. Qualquer plano tangente a uma superficie regular nessa
origem deveria conter as direcdes de todas as retas geradoras do cone; essas direcdes
geram R, o que é impossivel para um plano bidimensional. A falha do gradiente
coincide aqui com uma singularidade real do conjunto.
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Solucao comentada — N047

Use r(0,z) = (acosf,asen6,z). Entiaorg = (—asenb,acos6,0) er, = (0,0,1),
com produto (acos@,asend,0) # 0. Na descricio implicita, F = x? + y? tem
gradiente (2x, 2y, 0) nao nulo no nivel a. Os dois critérios confirmam a regularidade.
Para uma carta injetiva, restrinja o angulo a um intervalo aberto apropriado; o
parametro periddico global repete pontos.

Solucao comentada — A001

A parametrizacdo angular é regular para 0 < ¢ < 7, em faixas azimutais que
evitem repeticdes. Para s = u® + v2, o produto fundamental de g tem médulo
4/(1 + s)?, nunca zero. Ela cobre a esfera exceto o polo norte (0,0,1), que s6 é
atingido no limite s — co. Em (u,v) = (0,0), atinge regularmente o polo sul. A
parametrizagdo angular falha nos polos, mas cobre o equador; a estereografica
resolve um dos polos e exige outra carta no polo omitido. O vetor g, x g, aponta
para dentro com essa ordem dos pardmetros; inverter a ordem fornece orientagao
exterior.

Soluciao comentada — A002

A mudanca 6 = 53 é bijetiva e descreve a mesma regiio geométrica perto de zero.
Porém seu Jacobiano é 3s?, zero em s = 0, e sua inversa nio é diferenciavel ali. O
produto fundamental de r tem médulo 1; o de g tem modulo 3s%. Assim r é regular,
enquanto g falha em toda a linha s = 0. A singularidade é da escolha de parametros,
néo do cilindro.

Soluciao comentada — A003

A mudanca é u = s+t, v = s—t, com determinante —2. Substituir no paraboloide
da exatamente q. Pela regra da cadeia, g;xq; = —2(p, % p,) no ponto correspondente.
Ambas sdo regulares. A orientacdo é invertida, mas o elemento positivo de area
recebe o modulo do fator, 2. Assim, ajustar o dominio e usar o valor absoluto
preserva a area geométrica.
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Secao 4.4: « Variedades

Solucio comentada — N048

As normais das restri¢des sdo (2,0,0) e (0,0,1) em (1,0,0) e sdo independentes.
Logo dim M = 3 — 2 = 1. O espaco tangente é

T,M = {v: v =0, v, =0} = span{(0, 1,0)}.

O espago normal é span{(1, 0, 0), (0,0, 1)}. Ha duas direcdes normais independentes:
uma curva espacial ndo possui um unico vetor normal determinado apenas pelas
restricoes.

Soluciao comentada — N049

As duas restricoes lineares sdo independentes, logo o conjunto é um plano de
dimensio 2 em R*. Seu espaco tangente, em qualquer ponto, é o proprio subespaco

{(a,—a,b,b) : a,b € R} = span{(1,—1,0,0),(0,0, 1, 1)}.

A constancia do espaco tangente decorre de o conjunto ser linear.

Solucido comentada — N050

O conjunto é a unido dos dois eixos. Fora da origem, uma vizinhanca suficien-
temente pequena encontra apenas um eixo e é uma curva regular. Na origem, um
pequeno trecho perfurado tem quatro ramos conexos. Ja uma vizinhanga de um
ponto de uma variedade unidimensional sem bordo, ao retirar o ponto, tem dois
ramos. Essa estrutura local impede uma carta de dimenséao 1 na origem. Também
ha duas dire¢des tangentes incompativeis com uma Unica reta tangente.
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Secao 4.5: Otimizacao com restricoes

Solucio comentada — N051

A elipse é compacta, logo ha extremos. Pelo método de Lagrange, y = 2Ax,
x = 81y. Os candidatos sio (v/2,1/+/2) e seu oposto, com xy = 1, e (v/2,—1/+/2)
e seu oposto, com xy = —1. Sdo, respectivamente, maximos e minimos globais.
Outra conferéncia usa x = 2 cost, y = sent: xy = sen 2t.

Solucao comentada — N052

A 4rea total é A = 2(xy + xz + yz). Como (xy)(xz)(yz) = V2, a desigualdade
das médias da
A>6V2/3,

A igualdade ocorre quando xy = xz = yz,istoé,x =y =z = V1/3 Esse candidato
admissivel atinge a cota inferior, provando diretamente a existéncia do minimo
global. Para examinar a fronteira, use yz = V/x: A > 2V /x +4/Vx. Assim A — o
se x = 0 ou x — o0; 0 mesmo vale para os demais lados. Nenhum escape do
dominio positivo melhora o minimo.

Soluciao comentada — N053

Na esfera, a distancia ao quadrado até P = (2,0,0) é 5—4x. Como -1 < x < 1,0
minimo ocorre em (1, 0, 0) e vale distancia 1; 0 maximo ocorre em (—1, 0, 0) e vale 3.
Pelo método de Lagrange, os candidatos satisfazem (2(x —2), 2y, 2z) = A(2x, 2y, 22);
a presenca do termo —2 forga y=z=0. Geometricamente, os extremos estdo no
eixo que une o centro da esfera ao ponto externo.

Solucio comentada — N054

A restrigao define apenas (0,0). Assim, f = x tem simultaneamente maximo e
minimo sobre esse conjunto. Porém V£(0,0) = (1,0) e Vg(0,0) = 0; ndo existe A
com Vf = AVg. Falta a hipotese de regularidade da restri¢do: seu gradiente deve ser
nao nulo, ou os gradientes devem ser independentes no caso de varias equagoes.
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Capitulo 5: Integrais Multiplas

Secao 5.1: Integrais Duplas

Solucao comentada — N055

A area da placa é 2 m?, logo sua massa é 3 x 2 = 6 kg. Em uma soma de
Riemann, cada parcela é p AA: densidade superficial, em kg/m?, multiplicada pela
4rea da célula, em m?. Somar apenas valores de densidade produziria unidades e
dependéncia da malha incorretas.

Soluciao comentada — N056

Nas células [(i — 1)/n,i/n] x [(j — 1)/n, j/n], a funcdo é crescente nas duas coor-
denadas. Os minimos séo (i + j — 2)/n e os maximos (i + j)/n. Multiplicando por
1/ n* e somando,

L=1-% u=1+% U-L,=250
n n n

Ambas convergem para a integral 1. A diferenca quantifica o efeito da discretizacéo.

Solucio comentada — N057
Por simetria, ﬂR xdA=0.]Ja

1
ﬂ |x|dA = 2J |x|dx = 2.
R =il

A primeira integral registra contribui¢cdes com sinal e cancelamento entre as duas
metades. A segunda soma suas magnitudes. Uma integral com integrando que
muda de sinal ndo pode ser interpretada automaticamente como massa positiva.
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Capitulo 6: Integrais de Linha

Secao 6.1: Integrais de Linha de Campos Vetoriais

Solucao comentada — N058

Use r(t) = (¢,2t), 0 <t < 1. Entdo F(r(¢)) = (2t,t) e r’ = (1,2), de modo que
W = fol 4tdt = 2. Como conferéncia, F = V(xy), e a diferenca do potencial é
2—0=2.
Solucio comentada — N059

No segmento r(t) = (t,t), o produto (—t,t) - (1,1) é zero, portanto W = 0. No
primeiro trecho do caminho quebrado, r = (t,0), o trabalho também é zero. No
segundo, r = (1,t), o produto com r* = (0, 1) vale 1, e o trabalho é 1. O resultado
depende do caminho. A diferenca entre os dois trabalhos também é a circulacdo na
fronteira de um tridngulo, com o sinal determinado pelo sentido de composigao.

Solucio comentada — N060

No segmento radial, escreva r(s) = su, |[u| = 1, com s variando de a a b. Entao

F-drz—,us_zds,e
1 1
w=u(>-=).
ll(b a)

O trabalho é negativo se a distincia aumenta. O potencial matematico do campo
é ¢ = p/|r|; a energia potencial é seu negativo. O percurso nao pode atravessar a
origem, onde o campo ¢ singular.

Secao 6.2: Invariancia de Parametrizacao e Outras Propriedades das
Integrais de Linha

Solucido comentada — N061

Com y, aintegral é jol 2tdt = 1. Comp, é J()l/z(Zs, 25)-(2,2)ds = jol/z 8sds=1. A
reducdo do intervalo compensa o aumento da velocidade. H4 uma reparametrizacio
crescente que preserva orientagao e multiplicidade.

Solucio comentada — N062

Na parametrizagao anti-horaria r(t) = (cost,sent), F(r) =r’ e F-r’ = 1. Uma
volta d& 27z, duas ddo 4z, e uma volta no sentido horario da —2z. A imagem
geométrica é a mesma, mas o percurso inclui orientacdo e nimero de voltas.
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Solucao comentada — N063

Se n(s) = y(¢(s)) e ¢ é uma reparametrizacio diferenciavel estritamente decres-
cente dos intervalos, a regra da cadeia da n’ = y’(¢)¢’. A substituicido t = ¢(s)

. . b
transforma a integral em uma integral de b a a, portanto em — Ia F(y@)) -y’ (t)dt.
A troca do sinal vem da orienta¢io; ndo é uma alteracdo do campo.

Secao 6.3: Integral de Linha de Campos Escalares

Solucao comentada — N064

A velocidade tem médulo v/2, logo

2
M= J (1 + )2 dt = 2(2r + 272).
0

A densidade deve ser multiplicada pelo elemento de comprimento, ndo apenas por
dt. O parametro identifica cada ponto da hélice pelo seu terceiro componente, de
modo que a densidade proposta é bem definida no fio.

Solucao comentada — N065

2

No circulo, x? + y? = a? e seu comprimento é 27a. Portanto a integral vale 27a°.

Inverter a orientacdo substitui a velocidade por seu negativo, mas nio altera seu
modulo nem o elemento ds. Essa é a diferenca em relacéo a integral orientada de
um campo vetorial.

Solucido comentada — N066

Temos [y’ (¢)] = /1 + 4t%. Assim
1
L:J J1+ 482 dt = % 1 ilog(2+\/§).
0

A substituicdo u = 2t reduz a integral a férmula usual de /1 + u?. A massa para
densidade constante é M = AyL, supondo 4, > 0.
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Secao 6.4: O Primeiro Teorema Fundamental

Solucio comentada — N067

Como o campo é um gradiente definido em todo o espago, o trabalho depende
apenas dos extremos: ¢(2,3,1) — @(0, 1,0) = 13. Nao é necessario parametrizar o
caminho. A existéncia do potencial é o motivo que autoriza esse procedimento.

Solucao comentada — N068
A forca é F = —VV = (—kx,—ky,—mg). Para extremos A = (x4,Ya,24) €
B = (xB, ¥8, 2B),

k
W =V(A) = V(B) = mg(za — 25) + 5 (x4 + Y4 — X5 — ¥3).

O sinal é oposto a variagio da energia potencial. A formula pressupde um caminho
admissivel e suficientemente regular entre os extremos.

Solucao comentada — N069

Para um caminho fechado, o ponto final coincide com o inicial. Aplicando o
teorema fundamental a uma parametrizacdo por partes, a integral de V¢ é ¢(r(b)) —
P(r(a)) = 0. Autointerse¢des ndo alteram esse argumento: nao é necessario que a
curva seja simples para o teorema fundamental.

Secao 6.5: Teste para um Campo Gradiente

Solucio comentada — N070

As derivadas cruzadas sdo d,(2xy) = 2x e 9.(x% + 2y) = 2x. No dominio sim-
plesmente conexo R?, o campo é conservativo. Integrando a primeira componente,
¢ = x*y + g(y); a segunda exige g’ = 2y. Logo ¢ = x?y + y* + C. Derivar a
expressdo confere as duas componentes.

Solucido comentada — N071

As derivadas cruzadas das componentes sdo ambas (y% — x2)/(x? + y?)?, logo o
rotacional planar é zero fora da origem. No circulo anti-horario unitario, F(r) =r’ e
acirculagio é 2. Assim nio existe potencial global no plano perfurado. Localmente,
um ramo do angulo fornece um potencial; globalmente, a topologia do dominio

impede escolhé-lo de modo univoco.



Gabarito comentado 503

Solucao comentada — N072

A igualdade das derivadas cruzadas exige a = b pela dupla (x,y), a = 1 pela
dupla (x, z) e b = 1 pela dupla (y, z). Portanto a = b = 1. Nesse caso, um potencial
é xyz + C, cuja derivada fornece exatamente o campo. A verificacdo em todo R?
também prova a suficiéncia.

Secao 6.6: O Segundo Teorema Fundamental

Solucao comentada — N073

Defina ¢(x,y) = f((fg;) F-dr. Como F = V(x? + ), resulta ¢ = x% + y? — 1.
A constante —1 assegura ¢(1,0) = 0. Escolher outro ponto de referéncia muda a
constante, mas nao muda o campo.

Solucio comentada — N074

Se V¢ = Vi, entdo V(¢ — /) = 0. Em cada componente conexa de um domi-
nio aberto, dois pontos podem ser unidos por um caminho poligonal interior. O
teorema fundamental mostra que a diferenga tem o mesmo valor nos dois pontos.
Portanto ela é constante em cada componente; constantes distintas podem ocorrer
em componentes diferentes.

Soluciao comentada — N075

Se as integrais independem do caminho, compare um caminho fechado com o
caminho constante no seu ponto inicial: a integral é zero. Reciprocamente, dados
dois caminhos C;,C, de A a B, concatene C; com o percurso inverso de C;. A
integral fechada é JCl F-dr - JCZ F - dr. Se toda integral fechada é zero, os dois
valores coincidem. O argumento aplica-se aos caminhos por partes admissiveis no
dominio.
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Secao 6.7: Construcao de Funcdes Potenciais

Solucio comentada — N076

Integrando a primeira componente em x, escreva ¢ = x2y + e* + g(y,z). A
segunda exige g, = 2yz, de modo que g = y%z + h(z). A terceira exige h’ = 0.
Portanto

¢ =x’y+e +y’z+C.

A verificagdo de todas as derivadas impede que uma funcdo de integracio seja
confundida com uma constante.

Solucao comentada — N077

Use os trechos (0,0,0) — (x,0,0) — (x,y,0) — (x,y,z). Nos dois primeiros, a
componente integrada é zero. No terceiro, F3 = xy, e a integral é xyz. Portanto
¢ = xyz, com valor zero na origem. Conferimos V¢ = (yz, xz, xy). O caminho por
eixos é uma escolha de calculo, ndo uma restri¢do necessaria ao potencial.

Solucio comentada — N078

Ao integrar em x, qualquer funcdo de y, z tem derivada zero em x. Por isso,
P ) - —
a forma geral é ¢ = x“y + g(y,z). A segunda componente exige g, = z, logo
g = yz + h(z). A terceira exige y + i’ = z + y, isto é, h = z2/2 + C. Assim
¢ = x%y + yz + 22 /2 + C. Escrever somente uma constante logo no primeiro passo
perderia solu¢des necessarias.

Secao 6.8: Teorema de Green no Plano

Solucao comentada — N079

Para P = —y e Q = x, Oy — P, = 2. A elipse tem semieixos 2 e 1, portanto area
2. Por Green, a circulagéo positiva é 2 - 2r = 4. O campo é regular em toda a
regido, requisito necessario para essa aplicacdo.

Solucao comentada — N080

A érea da coroa é n(4 — 1) = 37, e o rotacional planar é 2, logo a circulacéo é
6. A borda exterior tem sentido anti-horario e contribui com 8r; a interior tem
sentido horario e contribui com —2sr. Os dois termos somam o resultado de Green.
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Solucao comentada — N081

O campo nio esta definido na origem, portanto ndo possui a regularidade exigida
em uma vizinhanca do disco fechado. Em uma coroaa < r < bcoma > 0, o
rotacional é zero e Green da circulagio total zero. A borda exterior contribui com
27 e a interior, orientada no sentido horario, com —2;r. Ndo ha contradicao com a
circulagdo nao nula de uma unica curva que envolve a singularidade.

Solucao comentada — A004

Para o primeiro campo, use o potencial x> + y?: o trabalho é 8 + 1 = 9. Um
segmento r(t) = (2t,t) confere diretamente fol (24t% + 2t)dt = 9. Para o segundo,
Green usa o rotacional planar 2 e a area 6, fornecendo 127. Diretamente, r(t) =
(3cost,2sent) da G - r" = 6, cuja integral é 127z. O potencial é eficiente no per-
curso aberto com campo gradiente; Green ¢é eficiente na curva fechada com area
conhecida.

Solucio comentada — A005

O rotacional planar é 2x + 2y, cuja integral no disco unitario é zero por simetria;
a circulacio ¢ zero. Diretamente, o integrando é sen® ¢ + cos’ t, com integral nula
em uma volta. O campo nio é conservativo em R?, pois seu rotacional nio é
identicamente zero. Uma tunica circulag¢io nula ndo demonstra independéncia de
caminho.

Secao 6.9: Aplicacio do Teorema de Green: Area

Soluciao comentada — N082
Na parametrizacio positiva da elipse, x dy — y dx = ab(cos® t + sen? t)dt = abdt.
Logo
1 21
A= —J abdt = rab.
2 Jo
O valor é positivo porque a orientacdo escolhida é anti-horaria.

Solucido comentada — N083

A soma dos determinantes consecutivos é 0+6+2+0 = 8,logo a drea é 8/2 = 4.
Por triangulacéo a partir da origem, os tridngulos com vértices (0, 0), (3,0), (2, 2)
e (0,0),(2,2),(0,1) tém areas 3 e 1. A comparagio confere o sentido positivo da
ordem dos vértices.
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Solucio comentada — N084

No circulo exterior positivo, a integral de (xdy — ydx)/2 é mb?. No circulo
interior, orientado negativamente, é —na®. Portanto a area da coroa é (b%> — a?). A
borda interna é percorrida no sentido horario para manter a regido a esquerda do
percurso.

Secao 6.10: Formas vetoriais do Teorema de Green

Solucao comentada — N085

A divergéncia planar é 2, logo o fluxo é 27a?. Diretamente, r(t) = a(cost, sent),
a normal exterior unitaria é (cost,sent) e ds = adt. Assim F - n = a, e a integral
, (27 9 2 . ~ 2 2 . p
é jo a“dt = 2ma®. A circulagio desse campo no mesmo circulo é zero, pois ele é
radial.

Soluciao comentada — N086

No circulo, o campo (—y, x) é tangente, de modo que seu fluxo exterior é zero.
Sua circulago positiva é 277a?. A divergéncia planar é zero, enquanto o rotacional
planar vale 2. Fluxo e circulagdo medem operacdes diferentes; trocar divergéncia
por rotacional confunde as duas versoes de Green.

Solucao comentada — N087

Pela primeira identidade de Green,

J [Vul?dA = J udyuds — J uAudA = 0.

Q 9Q Q

A continuidade de Vu e a ndo negatividade do integrando dao Vu = 0. Pela co-
nexidade, u é constante; o valor zero na fronteira forca essa constante a ser zero.
Supdem-se as condicdes de regularidade necessarias a identidade e continuidade
até a fronteira.
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Capitulo 7: Integrais de Superficie

Secao 7.1: O Produto Vetorial Fundamental

Solucao comentada — N088

Temos r, = (1,0,v) er,, = (0,1,u). Logo r, xr, = (—v,—u, 1), que nunca é zero.
A terceira componente fornece uma verificacdo imediata da regularidade em todo
o plano dos parametros.

Solucao comentada — N089

Use r(0,z) = (acosf,asenb,z). O produto ry xr, = (acosf,asend,0) aponta
para fora, e seu modulo é a. A normal exterior unitaria é (cos 6, sen 6, 0). Inverter a
ordem dos parametros inverte a normal, mas preserva o elemento positivo de area

adfdz.

Solucio comentada — N090

Na convengao r(0,¢) = a(sen¢ cos 0, sen ¢ senb, cos$), o moédulo do produto
fundamental é a? sen ¢, para 0 < ¢ < 7. Ele se anula nos polos ¢ = 0,7, onde o
angulo azimutal deixa de distinguir pontos. A esfera permanece regular: o nivel
x% +y? + 22 = a® tem gradiente niio nulo em todos os seus pontos. A singularidade
é da parametrizacgdo, ndo da superficie.

Secio 7.2: A Area de uma Superficie Parametrizada

Solucio comentada — N091

Paraz = f(x,y) = x+y, 0 elemento de area é /1 + fZ + fZdxdy = \3dxdy. O

dominio tem area 1, portanto a superficie tem area /3. O fator corrige a inclinacio
em relacdo ao plano horizontal.

Soluciao comentada — N092
Para o paraboloide, dS = \/1 + 4x2 + 4y? dx dy. Em polares,

1
A= ZHJ rN1+4ridr = %(5\/3—1).
0

O fator r vem da mudanca de variaveis no plano; o fator de raiz vem da inclinacdo
da superficie. Eles tém origens distintas.
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Solucao comentada — N093

O circulo gerador tem comprimento 2za e centroide a distancia R do eixo de
revolugdo. Como R > a > 0, a curva nio encontra o eixo e gera um toro sem
autointersecio. Pelo teorema de Pappus, a area é (27a)(22R) = 47Ra. Se o eixo
atravessasse a curva, essa aplicacdo direta do teorema exigiria reexame.

Secao 7.3: Integrais de Superficie de Funcoes Escalares

Solucao comentada — N094

A massaé M = 47ra200. Para oy, > 0, a simetria sob reflexdo de cada coordenada
anula os trés primeiros momentos, e o centro de massa é a origem. Se gy = 0,
a massa é zero e o centro de massa nio é definido pela formula de momentos; a
hipotese fisica usual é densidade positiva.

Solucao comentada — N095
O elemento de 4rea é \/3dx dy. Assim

B 1 ,1 _3\/§
M—\/gjo L(l+x)dydx- -

Integrar apenas 1 + x no dominio daria a massa de uma placa horizontal, nao a
massa da superficie inclinada com a densidade superficial proposta.

Solucido comentada — N096

Por simetria, as integrais de x?, y, z? na esfera sdo iguais. Sua soma ¢é a integral
da constante @, isto é, 4a*. Portanto fs Z2dS = 4na* /3. Dividindo pela area, a
temperatura média é Ty + aa®/3.
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Secao 7.4: Integrais de Superficie de Funcdes Vetoriais

Solucio comentada — N097

Na esfera, a normal exterior é n = (x,y,z)/a,logo F-n=a. O fluxo éa- 4ra? =
4ma3. Gauss fornece a mesma conferéncia: a divergéncia é 3, e o volume da bola é
4ma’ /3.

Solucao comentada — N098

Para a orientagdo para cima, o elemento vetorial é (—2x,—2y,1)dxdy. Seu
produto com F = (0,0,1) vale 1. Logo o fluxo é a area do disco unitario, 7. O
modulo do produto fundamental ndo deve substituir o elemento vetorial em uma
integral de fluxo.

Soluciao comentada — N099

Escolha em ambos os hemisférios a normal radial exterior n = r/a. No hemisfério
superior sua componente vertical é positiva; no inferior, negativa. As orientacdes de
bordo induzidas no equador séo opostas e cancelam ao unir as duas pecas. Escolher
normal para cima nas duas pecas ndo produziria a orientacdo exterior da esfera

fechada.

Secao 7.5: Teorema de Kelvin-Stokes

Solucio comentada — N100

Orotacionalde F = (—y/2,x/2,2) é(0,0, 1). Pelo teorema de Stokes, a circulagdo
anti-horaria na borda é o fluxo dessa constante através do disco orientado para
cima, portanto . O termo z da terceira componente nio contribui para o rotacional
nesse exemplo.

Solucio comentada — N101

O rotacional de F = (z,x,y) é (1,1,1). No disco z = 1, orientado para cima,
o fluxo é 7. No paraboloide z = x% + y?, o elemento vetorial para cima é
(—2x, -2y, 1)dx dy; o fluxo no disco unitario é [(1 — 2x — 2y)dA = . As partes
impares se anulam por simetria. Ambas as superficies induzem o mesmo sentido
anti-horario no bordo, justificando a comparacdo por Stokes.
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Solucdo comentada — N102

Se uma superficie fechada orienta o bordo de um volume e F é suficientemente
regular em uma vizinhanca do volume, Gauss da fS(VxF)ﬂ dS = IV V-(VxF)dV = 0.
Mais geralmente, Stokes na superficie fechada da zero porque seu bordo é vazio.
Para uma superficie com bordo, o fluxo é a circulacao nesse bordo, que pode ser
nao nula; N100 fornece um exemplo.

Secao 7.6: Teorema de Gauss

Solucido comentada — N103
A divergéncia é 3(x? + y? + z2) = 3r%. Por Gauss e coordenadas esféricas,

a
JF-ndS=3-4nJ ridr
S 0

_ 127a°

A superficie deve ter normal exterior. O calculo evita parametrizar individualmente
suas componentes ctbicas.

Solucio comentada — N104

Admitindo 0 < z < h, a divergéncia é 4, logo o fluxo total é 47a®h. Na lateral,
a normal radial d& F - n = a, e o fluxo é 27a’h. Na tampa superior, F - n = 2h, e o
fluxo é 2mah; na inferior, é zero. Se o cilindro for transladado verticalmente, as
contribuicées individuais das tampas mudam, mas sua soma e o total permanecem
iguais.
Soluciao comentada — N105

Parar # 0, a divergéncia do campo é zero. Em uma esfera centrada na origem
de raio a, F-n = 1/a?, logo o fluxo é 47. Qualquer esfera cujo interior contenha a
origem tem o mesmo fluxo: retire uma pequena bola centrada na origem e aplique
Gauss a regido entre as duas superficies. Se o interior da esfera ndo contém a origem
nem a superficie a encontra, Gauss aplica-se a bola inteira e da zero. Uma esfera
que passa pela origem néo esta coberta por essas hipoteses regulares.

Solucio comentada — A006

A divergéncia é 1, logo o fluxo fechado da meia bola é 277/3. Na tampa, a normal
é —e, e 0 campo tem componente vertical 2, dando fluxo —27. Portanto o fluxo
aberto pelo hemisfério é 27/3 + 2 = 87 /3. Diretamente, o integrando na esfera é
(z + 2)z; as integrais de z2 e z no hemisfério sio 277/3 e 7, confirmando o total.



Gabarito comentado 511

Solucao comentada — A007

O volume entre o paraboloide e a tampa é |,_,(1 —r?)dA = 7 /2. A divergéncia
de F é 1, de modo que o fluxo total é 7/2. A tampa tem normal para cima e fluxo
7. O paraboloide, com normal exterior da regido, tem orientacéo para baixo, e seu
fluxo é —r/2. Com orientagao para cima, o fluxo seria 7 /2. A escolha da regido
fechada decide qual normal é exterior.

Secao 7.7: Aplicacoes de Integrais de Superficie

Solucido comentada — N106

Em um volume fixo V, conservacdo de massa significa

4 pdV = —J pv-ndS.
v

dt Jy
Passe a derivada sob a integral e aplique Gauss. Obtemos [i,[;p + V - (pv)]dV = 0.
Como vale para todo volume pequeno e o integrando é continuo, ele é zero ponto
a ponto. O campo integrado no fluxo é pv, ndo apenas a velocidade.

Solucido comentada — N107

Como p é espacialmente uniforme, V- (pv) = pV - v = 3ap. A continuidade da
p’ +3ap = 0, logo p(t) = pye 3%
materiais e a densidade diminui. Para a < 0, ocorre compressdo. A conclusio supde

. Para a > 0, o escoamento expande volumes

a constante como no enunciado.
Solucao comentada — N108

Com uma fonte volumétrica, o balanco torna-se

ij pdV:—J pv-ndS+J sdV.
dt Jy av v

Logo d;p + V- (pv) = s. A fonte positiva acrescenta massa; uma fonte negativa
representa remocdo. As unidades de s sdo massa por volume por tempo.
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Secao 7.8: Decomposicao de Helmholtz

Solucao comentada — N109

Escolha ® = —(x? + y? + z%)/2 e A = 0. Entdo ~V® = (x,y,z) = F. E uma
decomposic¢io local, e até uma identidade em todo o espaco. O campo cresce no
infinito, portanto néo satisfaz as hipoteses de decaimento da representagio integral
de Helmbholtz apresentada no livro. A existéncia dessa decomposicdo elementar
nao autoriza usar integrais improprias que divergem.

Solucao comentada — N110

Para A = (0,0,a(x, y)), Vx A = (a,, —ay,0). Queremos a, = —yea, = —x, de
modo que a = —(x% + y?)/2 + C. Com ® = 0, obtemos a decomposicio pedida. O
campo também néo decai no infinito, portanto a construcio ndo é uma aplicacio
da féormula integral global com decaimento.

Solucao comentada — N111

Se y tem derivadas segundas continuas, V x Vy = 0, pois as derivadas mistas
se cancelam. Logo V x (A 4+ Vy) = V x A. O potencial vetorial ndo é unico. Uma
condicédo de calibre, como V- A = 0, acompanhada de condi¢des de contorno ou
no infinito, pode restringir essa liberdade; a condigéo de divergéncia, isoladamente,
ainda permite gradientes de fun¢des harmonicas.

Secao 7.9: Identidades de Green

Solucio comentada — N112

A identidade aplicada a u da | [Vul> = 0, pois Au = 0 e u = 0 na fronteira.
Portanto u é constante em cada componente, e as condi¢des de fronteira ddo u = 0.
Para provar unicidade de um problema com dados de Dirichlet gerais, aplique o
mesmo argumento a diferenca de duas solu¢des, que é harmoénica e tem dado de
fronteira zero. Supdem-se as regularidades necessarias a identidade.

Soluciao comentada — N113

A segunda identidade é
J (uAv —vAu)dv = J (uo,v — va,u)ds.
Q oQ

Para u,v harmoénicas, o lado esquerdo é zero. Assim [, ud,vdS = [,qva,uds.
A igualdade expressa uma reciprocidade entre valores de fronteira e derivadas
normais; ndo afirma que os integrandos sejam iguais ponto a ponto.
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Soluciao comentada — N114

A primeira identidade fornece |, [Vul> = 0, porque Au = 0 e d,u = 0. Logo
Vu = 0, e a conexidade d4 uma Unica constante no dominio. A constante nio
é determinada pelo dado de Neumann homogéneo. Por isso, a unicidade de um
problema de Neumann costuma exigir uma normalizacio adicional, como fixar a
média de u.

Capitulo 8: Coordenadas Curvilineas

Secao 8.1: Coordenadas Curvilineas

Solucdao comentada — N115

Os vetores coordenados sao r, = (v,—u,0), r, = (u,v,0) e r, = (0,0,1). Seus
produtos internos cruzados sio zero. Logo h, = h, = Ju?+v?eh, = 1. O
determinante é u? + v2, portanto a parametrizagio é singular exatamente quando
u =v = 0. Fora desse eixo no dominio, ela é localmente regular; a ortogonalidade
ndo garante injetividade global, pois (u,v) e (—u, —v) tém a mesma imagem.
Solucido comentada — N116

Os vetores unitarios siao
e, = cosfi+sendj, eg = —senfi+ cosfj, e, = k.

Portanto dge, = ey, dpeg = —e, e dge, = 0. Mesmo que componentes fisicas sejam
constantes, a derivada do vetor pode néo ser zero porque a base varia com a posigao.

Solucido comentada — N117

A aplicagdo angular envia 0 e 8 + 2 a0 mesmo ponto. Se ambos sdo pardmetros
distintos no dominio, ndo hé injetividade. Se as extremidades sdo identificadas, o
dominio ja ndo é uma faixa aberta usual de R: ele tem a topologia do circulo. Uma
carta deve usar um intervalo aberto sem essa identificacio, e mais de uma carta é
necessaria para cobrir a dire¢do angular completa.
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Secao 8.2: Elementos de Linha e de Volume em Sistemas de
Coordenadas Ortogonais
Solucao comentada — N118

Adote 0 azimutal e ¢ polar. Os fatores de escala sdo 1,7 sen¢,r para a ordem
(r,0,$). Assim
ds? = dr® + r?d¢? + r? sen® ¢ d6?,

dS| = a’ sen ¢ d¢ db, dV = r?sen ¢ drde db.

r=a
Sao elementos positivos, nos intervalos 7 > 0,0 < ¢ < 7. Para elementos orientados,
a ordem dos diferenciais e o sinal do Jacobiano também devem ser considerados.

Solucido comentada — N119

No elemento de linha cilindrico ds® = dr? + r2d6® + dz?, a hélice tem dr = 0,
dO = dt e dz = bdt. Logo ds = \Ja® + b*dt e L = 27\Ja? + b%. O resultado coincide

com o modulo da derivada da parametrizagio cartesiana.

Solucido comentada — N 120

Integrando o elemento positivo de volume,

b T 2 4
V= J rzdrj sen¢d¢J do = —@* - a%).
a 0 0 3

A formula pressupde 0 < a < b; se a = 0, a singularidade de coordenadas no centro
néo altera a integral, pois esse ponto tem volume zero.

Secao 8.3: Gradiente em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Solucao comentada — N121

Em coordenadas cilindricas, V® = e,.®, + eg®yg/r + e,®,. Portanto
VO = 2rcosfe. —rsenfey + 2ze,.

O fator 1/r da componente angular converte varia¢do por angulo em varia¢ao por
comprimento. A expressdo vale na carta regular r > 0.
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Solucao comentada — N122

Como a funcio depende apenas do raio, V(1/r) = —e,/r?. A direcio é radial para
dentro: o valor aumenta ao aproximar-se da origem. A férmula vale apenas para
r > 0, pois a funcéo é singular no centro.

Solucao comentada — N123

Em cartesianas, o gradiente é (2x,2y,0). Em cilindricas, x% + y2 = r2, logo o
gradiente é 2re,. Como e, = (cos 0, sen 0, 0), essa expressio é (2r cos0, 2r sen6,0) =
(2x,2y,0). As componentes mudam, o vetor nao.

Secao 8.4: Divergéncia em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Solucio comentada — N124

A divergéncia cilindrica é r19,(rA,) + r19pAg + 9,A,. Para A, = cr, ela vale
r_lar(crz) = 2c¢. Em cartesianas, o campo é (cx, ¢y, 0), cuja divergéncia também é
2c. O campo estende-se regularmente ao eixo, embora a base cilindrica individual
nao esteja definida ali.

Solucdao comentada — N125

Para um campo radial esférico, V- A = r2(r? f)’. Divergéncia zero no intervalo
implica r* f = C, logo f = C/r?. A constante corresponde ao fluxo dividido por 4.
A regido deve ter r > 0; a extensdo ao centro pode introduzir uma singularidade.

Soluciao comentada — N126

Um campo cilindrico radial independente de z e do dngulo tem divergéncia
r~1(rv.)’. Para vazio volumétrica por unidade de altura constante g, o fluxo pelo
cilindro de raio r e altura unitaria é 2zrv, = g. Portanto v, = ¢q/(27r). O mesmo
resultado segue da divergéncia nula. A formula vale fora do eixo e pressupde o
regime estacionario sem fontes na regiao considerada.
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Secao 8.5: Rotacional em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Solucio comentada — N127

A componente axial do rotacional é r19,(rAp) = r 19,(wr?) = 2w; as demais
sio zero. Logo V x A = 2we,. E a mesma rotacio rigida estudada em cartesianas no
exercicio NO31.

Solucao comentada — N128

Para Ay = c¢/r, 9,(rAp) = d,c = 0, e as demais componentes do rotacional
também sdo zero. No circulo de raio a, a circulagéo positiva é foz "(c/a)adb = 2nc.
Nao ha contradicdo com Stokes: qualquer disco que preencha esse circulo encontra
o eixo, onde o campo nio estd definido. Em uma coroa, as circulacdes das duas
bordas se cancelam.

Solucio comentada — N129

Para ® = r?z, V® = 2rze, +r’e,. A componente angular do rotacional é 9,(2rz) —
9,(r?) = 2r — 2r = 0; as outras sio zero porque nio ha dependéncia angular nem
componente angular. A identidade vale na carta regular e resulta também da
comutacio das derivadas mistas.

Secao 8.6: O Laplaciano em Coordenadas Curvilineas Ortogonais
Solucio comentada — N130
O laplaciano radial esférico é Af = r~2(r? f')’. Para f = r?,

ArP = p(p+ 1)rP~2,

Portanto as funcdes sdo harmonicas para p = 0 ou p = —1, no dominio r > 0. A
fung¢do 1/r nao é regular na origem; a afirmag¢io de harmonicidade nio inclui esse
ponto.

Solucio comentada — N131

A equacdo cilindrica radial é (rT’)" = 0,logo T = Alogr + B. Para0 < a < b,

log(r/a)
log(b/a)’

Ela satisfaz os dois valores de fronteira. O perfil logaritmico distingue a condugao
radial cilindrica da condugéo esférica, cujo perfil estacionario é da forma A + B/r.

I(r) = T, + (Tb - Ta)
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Soluciao comentada — N132

Em cartesianas, cada quadrado contribui com 2, logo A(x? + y? + z?) = 6. Em
cilindricas, a funcdo é r? + z%: a contribuico radial é r~1(2r?)’ = 4, e a axial é 2.
Em esféricas, escrevendo o raio como p, a funcio é p?, e p~2(2p%) = 6. As trés
expressoes representam o mesmo operador euclidiano.

Capitulo 9: Tensores

Secao 9.1: Funcional linear

Solucio comentada — N133

x+y e 2x — 3y + z sdo funcionais lineares nos seus respectivos espacos. x+y+1
néo é linear porque seu valor no vetor zero é 1. xy nio é linear: em (1,0) e (0, 1) vale
zero, mas na soma (1, 1) vale 1. Basta um contraexemplo para refutar linearidade.

Solucio comentada — N134

As componentes sdo ¢; = (3,—1,2). Os deslocamentos que ndo mudam a leitura
pertencem ao nucleo 3x — y + 2z = 0, um plano pela origem. Uma base desse plano
é{(1,3,0),(0,2,1)}. O covetor fornece uma leitura escalar, nio um deslocamento
vetorial.

Solucao comentada — N135

A bilinearidade do produto interno da a- (cu +dv) = c(a-u) + d(a-v), portanto f
é linear. Foi usada a métrica euclidiana para associar o vetor a ao covetor a°. Sem
uma métrica escolhida, nio existe essa identifica¢io candnica entre V e V*, embora
o pareamento de um covetor com um vetor ja esteja definido.
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Secao 9.2: Espacos duais
Solucio comentada — N136

Escrevendo (x,y) = ¢;(1,0) + c5(1, 2), obtemos ¢; = y/2 e ¢; = x — y/2. Assim
el(x,y) = x —y/2 e e2(x,y) = y/2. Os valores sio el(e;) = 1, el(e;) = 0, €°(e;) = 0
e e’(ey) = 1, precisamente as relacoes de dualidade.

Solucao comentada — N137

As componentes do covetor na base dual de E sido suas avaliagdes: a(e;) = —1
e ale;) = 3. Parav = (2,3), [v]g = (5/2,—1/2). Portanto a(v) = (—1)(5/2) +
3(—1/2) = —4, igual a 2 — 2 - 3. A invariancia da leitura confere a transformacdo

contraria das componentes de vetor e covetor.

Solucido comentada — N138

As coordenadas de v na base de colunas B sdo B~'v. Cada linha de B~! define
o funcional que extrai uma dessas coordenadas. Como a linha i de B! aplicada
a coluna j de B da 5t essas linhas representam a base dual. A matriz deve ser
invertivel, pois suas colunas formam uma base.

Secao 9.3: Formas Bilineares

Solucdao comentada — N139

2 1
A matriz é K = (1 3), com a convencdo B(u,v) = u!Kv. Parav = (2,—1),

Kv =(3,-1),eparau = (1,2), B(u,v) = 3—2 = 1. Indicar a ordem dos argumentos
torna a convencio matricial explicita.

Soluciao comentada — N 140
Temos

B(u,u) = 2u? + 2uquy + 3uf = 2(uy + uy/2)% + gu%

Se a expressao é zero, ambos os quadrados sio zero, logo u = 0. Portanto a forma é
positiva definida. A soma de quadrados prova a positividade sem depender de uma
interpretacdo como operador.
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Solucao comentada — N141

1 3
Com M = (_1 2), as partes sdo
qr i
1 = 2
Sy ey L T e (e .
2 1 2 2 —2 0

Conferimos ST = S, AT = —A e M = S + A. Sdo as partes simétrica e alternada da
forma bilinear.

Secao 9.4: Tensores

Soluciao comentada — N142

O tensor €é covariante de ordem 2, com componentes T;; = ¢;f3;. Logo

= (3 7).

Sua avaliagdo é T(u,v) = a(u)p(v) = 1-(—1) = —1. Trocar os dois fatores tensorais
produz outro tensor em geral; a multiplicacdo dos valores s6 é comutativa depois
de fixados os argumentos correspondentes.

Solucao comentada — N143

As tinicas componentes ndo nulas sdo Ty; = 1e Tpyp = —1, pois Tjx = T(e;, €, ex).
A expressdo ¢ linear em cada argumento separadamente, porque cada termo contém
uma componente de cada vetor e as demais permanecem constantes quando um
argumento varia. Assim T € V* ® V* ® V*, um tensor de tipo (0, 3).

Solucio comentada — N 144

O tensor misto A = v ® & tem componentes A’ = viaj. Aplicado a w, produz
A'yw) = v'a(w), portanto A(w) = a(w)v. Contraindo, A'; = v'e; = a(v). Essa
contracdo € o traco do operador e independe da base.

Soluciao comentada — N145

O pareamento V*xV — R ja faz parte da defini¢do de covetor, permitindo somar
um indice inferior com um superior. Para dois indices inferiores de T;;, ndo ha
pareamento natural entre dois covetores. Uma métrica nio degenerada fornece
a inversa g”, e entdo gV T;; ¢ uma contracio escalar. A expressdo ) ; Tj; sem essa
estrutura so tem a interpretacdo usual em bases adequadas, como bases ortonormais
euclidianas.
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Solucao comentada — A008

T é de tipo (0,3). As componentes ndo nulas sdo Ty = 1, Tjgp = 3, To;; = 2 €
T595 = 6. No ponto proposto, a(u) = 3 e H(v,w) = 2—6 = —4, logo T(u, v, w) = —12.
O produto de um covetor com uma forma bilinear cria trés entradas vetoriais
separadas.

Soluciao comentada — A009

A : V — Vtem tipo (1,1). Aforma H : V xV — R tem tipo (0,2). O
terceiro objeto tem entradas em V* x V* x V e saida real, portanto tem tipo (2, 1):
T = u®v®y. Os indices superiores correspondem as entradas covetoriais; os
inferiores, as entradas vetoriais, na descricdo multilinear escalar.

Solucao comentada — A010

A expressdo ¢ linear em cada argumento. Interpretando-a como uma aplicacéo
VxV — V, seus coeficientes sao T'y; = 1, T%,; = 1 e T?;, = 1, e os demais sio zero.
Assim ela determina um tensor de tipo (1, 2). A avaliacdo pedida é (3,6 —1) = (3,5).
Para obter uma descricéo escalar com trés argumentos, pode-se avaliar a saida por
um covetor.

Secao 9.5: Mudanca de coordenadas

Solucido comentada — N 146
1
0

componentes novas do covetor sio ap = BT (1,-2)T = (1,-1)T. Assim ag[v]E =

=]l
Como B! = ( , ) as coordenadas novas do vetor sio [v]g = (~1,3)!. As

—1—3 = —4, igual a leitura cartesiana 2 — 6. O vetor transforma por B~ 0 covetor,
por BT quando representado como coluna de componentes.

Solucao comentada — N147

1
1
suas coordenadas sdo ¢ = (—1,3). Logo TGpe =1-6+18 = 13, igual a 22 + 32.
Somar apenas os quadrados das novas coordenadas daria 10, porque a base no é

. , 1 .
A métrica na nova base é Gy = BB = ( 2). Para o vetor cartesiano (2, 3),

ortonormal.
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Solucao comentada — N148

Para uma forma bilinear, B(u,v) = u'Gv e u = Be,v = Bd dio Gg = BT'GB. Para
um operador, Av = ABc, e suas coordenadas de saida sdo B 1ABc, logo Ap = B 1AB.
A primeira regra é congruéncia; a segunda ¢é similaridade. Confundi-las altera o
tipo geométrico do objeto representado pela matriz.

Secao 9.6: Propriedades de simetria dos tensores

Solucao comentada — N149
2 4 2 2 0 2 ,
Para M = (0 3), S = (2 3) e A= (_2 0). Resultam das formulas (M +

MT)/2e (M—MT)/2. A somarecupera M, e as transposicdes conferem as simetrias.

Solucio comentada — N150

SeT =8 +A; =5+ Ay, entio D = §; — S5 = Ay — A; é simultaneamente
simétrico e antissimétrico. Logo D = DT = —D, e sobre R isso implica D = 0. Assim
S =S,e A; = Ay. A divisdo por 2 pressupde um corpo de caracteristica diferente
de 2.

Solucao comentada — N151

Um tensor totalmente alternado anula-se quando dois indices coincidem. As
componentes restantes sdo determinadas, com sinal, pelas triplas crescentes. Exis-
tem (g) = 4 dessas triplas: 123, 124, 134, 234. Um tensor covariante de ordem 3 sem
simetrias tem 4% = 64 componentes independentes. A alternancia reduz drastica-
mente a quantidade de dados.
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Secao 9.7: Formas

Solucio comentada — N152

Pela bilinearidade,
(el +2€2)/\(€2+€3):el /\(:'2+el /\63+2(:'2/\63.

O termo 2e; A ey é zero. A expressdo ja estd na base de bivetores com indices
crescentes.
Solucido comentada — N153

Os quadrados de e; A ey e e3 A eq sdo zero. Como duas formas de grau 2 comutam
no produto exterior, os termos cruzados somam:

aANo=2e Ney Neg Neg = 0.

Se @ = u A v, seu quadrado teria fatores repetidos e seria zero. Portanto esse « ndo
¢ decomponivel. A conclusao usa uma condi¢do necessaria, suficiente para refutar
a decomposi¢ido nesse exemplo.

Solucio comentada — N154
Na orientacio e! A €2 A € positiva,

*(e! A ed) = —e?, *(€% +2¢%) =3 nel +2e! A€l
O primeiro sinal garante (e! Ae>) A(—e?) igual a forma volume. A segunda igualdade
usa a linearidade da estrela. A métrica e a orientagio escolhidas fazem parte da
defini¢do dessa operagao.
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Capitulo 10: Tensores em coordenadas

Secao 10.1: Notacao indicial para tensores

Solucdo comentada — N155

Em dimensao 2, w! = ALjv! + Alyv? e w? = A% vl + A%,v2. O indice i é livre e
identifica a componente de saida; j é mudo e é somado. Escrever a expansao ajuda
a conferir que a contracdo usa um indice inferior do operador e um superior do
vetor.

Solucido comentada — N156

Al é invélida porque i aparece trés vezes. Se a intencdo é multiplicar o vetor
pelo traco, escreva A/ jvi. Se a intencéo é aplicar o operador, escreva A jvj . A
expressio v + w; soma componentes de objetos de tipos distintos e tem indices
livres incompativeis; ndo ha uma corre¢do candnica sem definir a intencdo. Com
uma métrica, pode-se somar v + g¥ w;. Ja Al jvj é valida e representa a componente
i de um vetor. Néo se deve corrigir indices alterando silenciosamente a operagéo.

Solucio comentada — N157

Uma renomeacdo vélida é A',BP ;v1. Os nomes p, q substituem j, k e percorrem
os mesmos valores; i permanece livre. As somas explicitas ), e C > g S0 idénticas
apos essa troca de nomes. Nao se pode renomear um indice livre apenas de um
lado de uma igualdade.

Secao 10.2: Tensores novamente: mudanca de coordenadas

Solucio comentada — N158
1 1
A matriz da base é B = (0 1). Para A = diag(2, 3),

2 -1
AE:B_lAB:( )
0 3

A segunda coluna significa A(1,1) = —(1,0) + 3(1,1) = (2,3). A matriz perde
a aparéncia simétrica nessa base obliqua, mas continua representando o mesmo
operador euclidiano autoadjunto.
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Solucao comentada — N159

Para a forma bilinear de matriz G = diag(2, 3),

GE:BTGB:(Z 2).
2 5

A matriz continua simétrica. Comparada com N158, a mudanca de regra reflete a
diferenca de tipo: uma forma tem dois argumentos vetoriais e dois indices inferiores;
um operador tem uma entrada vetorial e uma saida vetorial, com um indice de cada
tipo.

Soluciao comentada — N 160

Se v’ = B"'v e a’ = Bl a nas representacdes em colunas, entio
(@) =a’BB v = alv.

Em indices, os fatores de mudanca do covetor e do vetor se cancelam pela relagao
entre uma matriz e sua inversa. A leitura escalar é independente da base, embora
cada conjunto de componentes mude.

Solucao comentada — A011

As componentes de d f sio (2r cos 0, —r% sen §). Multiplicando pela métrica in-
versa, as componentes coordenadas do gradiente sdo (2r cos 6, —sen ). Na base
unitaria, sdo (2r cos, —rsen@). A norma ao quadrado é 4r% cos? 0 + r? sen6. O
fator de escala angular explica a diferenca entre os dois conjuntos de componentes.

Solucao comentada — A012

As componentes do covetor transformam-se para o’ = (2,3). Logo Tz}k = ojajoy:

T{1; = 8, as trés componentes com dois indices 1 valem 12, as trés com dois indices
2 valem 18, e Ty, = 27. Para [v]g = (1,—1), aleitura é a’(v) = —1,e T(v,v,v) = —1.
Na base candnica, v = (0, —1), confirmando o mesmo valor.
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Secao 10.3: Operacodes tensoriais em coordenadas

Solucio comentada — N161

Av = (—1,—1) é um vetor de tipo (1,0). O produto tensorial misto é

VYo = 2 1
“\-2 -1/

um operador de tipo (1, 1). Por fim, a(v) = 2 — 1 = 1 é um escalar de tipo (0,0). Os
trés calculos usam os mesmos dados, mas tém diferentes tipos de saida e diferentes
padrdes de contracdo.

Soluciao comentada — N162

3
A matrizdev®a é (6 2). Seu traco é 1 = a(v). Como v e « sdo néo nulos, a

imagem do operador é a reta gerada por v, logo seu posto é 1. O trago nio determina
o posto: um operador desse tipo pode ter traco zero e posto um.

Solucao comentada — N163

Uma contracio possivel é S = T kj» somando j. Uma contragdo completa é

s = TY;;, somando i,j. A contracio de um par reduz a ordem em duas unidades.

Outra escolha, como TV ;, pode dar um escalar diferente se ndo houver simetrias

Jix
adicionais; deve-se indicar quais posi¢des foram pareadas.

Solucio comentada — N164

Para uma métrica positiva definida, a norma induzida é
2 ik .jl
ITI* = g™ g"T;jTh-

Todos os indices sdo somados uma vez em posicdo inferior e uma superior. Em

uma base ortonormal, a formula reduza ) ; ; T? Se a métrica é indefinida, a mesma

J 1
contracdo define uma forma quadratica, mas nio necessariamente uma norma

positiva; essa hipotese ndo pode ser omitida.

Solucido comentada — A013

1
u,v, (Au,vy = ul ATgv = ul gATv = (u, ATv). A igualdade matricial ATg = gAT
confere simultaneamente todas as avaliacoes.

=il 0 0
Aformulada AT = g71ATg = ( ] ) diferente de AT = (1 O)' Para todos
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Solucao comentada — A014

A métrica inversa é diag(1,1/4). Como apenas H;, e Hy; sdo ndo nulos, a con-
tracdo g’k gleinkl é1/4+1/4=1/2. A soma direta dos quadrados das entradas é
2 e ndo é a norma tensorial nessa base. A norma propriamente dita é 1/+/2.

Secao 10.4: Delta de Kronecker e simbolo de Levi-Civita

Soluciao comentada — N165

8'; = 3. Ha seis permutacdes de 123 com simbolo de Levi-Civita ndo nulo, e cada
quadrado vale um, logo €;x€;jx = 6. Finalmente,

€ijk€ljk = 26

Para i = [, ha dois pares ndo nulos; para i # [, ndo ha par (j, k) que contribua aos
dois fatores. Aqui a soma de indices inferiores é a abreviacédo euclidiana em base
cartesiana ortonormal especificada no enunciado.

Solucao comentada — N166

Escreva (a x b); = ¢;jra;by. Entao
ax b2 = 18 — Smdk)abraiby = lalbl? — (a- b2

O primeiro termo pareia componentes do mesmo vetor; o segundo pareia uma com-
ponente de a com uma de b. As formulas sdo usadas na base cartesiana ortonormal
do problema.

Solucio comentada — N167

A forma volume euclidiana padrao avaliada nas colunas de B d4 det B. Como
g = BTB, temos det g = (det B)?>. Na orientaco positiva, det B > 0, portanto
det B = /det g. Logo as componentes da forma volume em uma base obliqua sdo
\Jdet g €, em dimenséo trés. O simbolo numérico €, isoladamente, nao incorpora
o volume da nova célula de base.

Solucao comentada — A019
4 2
g =B'B= (2 10) tem determinante 36. A forma area padrao avaliada nas

duas colunas da det B = 6 = \/det g. Se a ordem das colunas for invertida, a forma
orientada muda de sinal; a area geométrica continua sendo 6. No calculo de uma
medida positiva, usa-se o0 médulo do determinante.
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Secao 10.5: Tipos de campos tensoriais

Solucio comentada — N168

A matriz é simétrica porque coincide com sua transposta. E anisotrépica porque
possui respostas principais distintas, 1,2,3, e ndo é um maultiplo da identidade.
Simetria significa reciprocidade entre indices; isotropia significa auséncia de dire¢ao
privilegiada. Uma propriedade nio implica a outra.

Solucido comentada — N169

Interprete isotropia como invaridncia sob todas as rotacdes: oTAQ = A para
toda matriz ortogonal de orientagdo positiva. Como A é real simétrica, existe uma
base ortonormal de autovetores. Rotacdes que trocam direcdes dos eixos impdem
igualdade dos autovalores, de modo que A = AI. Reciprocamente, um multiplo da
identidade é preservado por toda mudanca ortogonal. A hipotese envolve todas as
rotacdes, ndo apenas uma rotagao particular.

Solucio comentada — N170

Defina Sy = (Tjjk + Tjir)/2 e Ajjx = (Tijk — Tji)/2. Antissimetrizar S no mesmo
par da zero. Se P troca i,j, entdo P2 =1, e os operadores sdo S = (I + P)/2,
A=(I—-P)/2. AssimS* =5, A> = A,SA=AS=0eS+ A = I. Oindice k nio
participa da simetrizacdo e permanece livre.

Soluciao comentada — A015

As componentes coordenadas sio X" = r e X? = 0. Temos V, X" = 1, VpX? =
(1/r)X" =1 e as duas componentes cruzadas sio zero. Logo a divergéncia é 2. Em
cartesianas, X = (x, y) tem matriz derivada identidade e a mesma divergéncia. O
termo angular ndo pode ser omitido s6 porque a componente angular do campo é
Zero.

Solucio comentada — A016

dx = cosOdr —rsenfdb, logo o, = cosO e ay = —rsenf. A regra covariante da
Vo, = 0;V,ap = —sen@—(1/r)(—rsenf) = 0; Vgo,, = —senO—(1/r)(—rsenf) = 0;
e Vgay = —rcos @ — (—r) cos 0 = 0. As varia¢des das componentes cancelam com as
da base dual.
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Solucao comentada — A017

Se os coeficientes de conexao fossem componentes de um tensor, a transformacéo
linear homogénea da lista zero cartesiana produziria a lista zero em qualquer carta.
Mas em polares ha coeficientes —r e 1/r, ndo nulos. Eles incluem a variacao da base
e transformam-se com um termo adicional. Na derivada covariante, esse termo
compensa a transformacéio néo tensorial das derivadas parciais das componentes,
deixando um objeto tensorial.

Solucido comentada — A018

Na tripla 123, T(153) = 1/6 e T[133) = 1/6, porque apenas uma das seis compo-
nentes originais é ndo nula. Sua soma ¢é 1/3, diferente de Tj53 = 1. Portanto a
decomposicdo em parte totalmente simétrica mais parte totalmente alternada néo
é geral para ordem trés. Em um tunico par, os operadores (I + P)/2 e (I — P)/2
continuam complementares e somam a identidade; o problema esta em generalizar
essa complementaridade para todas as permutagdes ao mesmo tempo.

Capitulo 11: Aplicacoes de tensores

Secao 11.1: O tensor de inércia

Solucio comentada — N171

Cada massa contribui com m(a®I — rrl), logo o tensor total é
I = diag(0, 2ma?, Zmaz).

Para m,a > 0, a energia é K = maz(wjz, + w?), e é nula exatamente quando a
velocidade angular é paralela ao eixo x. As massas estdo nesse eixo e nao se
deslocam sob rotagéo em torno dele. O modelo pontual possui uma degenerescéncia
que nio ocorre para um corpo com volume e densidade positiva.

Solucio comentada — N172
Para o cilindro homogéneo de massa M, raio a e altura 2¢, centrado na origem
com eixo longitudinal z, escreva A = M(a?/4 + €?/3) e C = Ma?/2. Entdo I =
diag(A, A,C), e
L=(A4,0C), K= %(A +0).

O vetor L é paralelo a (1,0,1) se e somente se A = C, isto é, { = J3a/2 para
£ > 0. Fora dessa relacdo, uma direcédo obliqua néo é eixo principal, embora os eixos
coordenados sejam.
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Solucao comentada — N173

O momento em torno do eixo central longitudinal é I, = Ma?/2. Pelo teorema
dos eixos paralelos, o momento em torno de uma reta paralela a distancia d é
I = Ma?/2+ Md?. O deslocamento usado é perpendicular entre as retas; o teorema
parte de um eixo que passa pelo centro de massa.

Solucio comentada — N174

A matriz é ] = Mb?[(11/12)] — (1/4)117], com 1 = (1,1,1)T. Na diagonal
espacial, 117 tem autovalor 3, logo 0 momento é Mb? /6. No plano perpendicular a
essa diagonal, seu autovalor é zero, e 0 momento é 11Mb? /12, com multiplicidade
dois. O momento na dire¢do perpendicular é 11/2 vezes o momento na diagonal.
O menor valor ocorre na diagonal porque o deslocamento do centro de massa foi
feito ao longo dessa propria reta.

Secao 11.2: Lei de Ohm

Solucao comentada — N175

A corrente é j = oE = (2,10, —8). A poténcia dissipada por unidade de volume é
p=E-j=2+420+8 =30. Se as condutividades estdo em S/m e o campo em V/m,
as unidades sdo A/m? para a corrente e W/m? para a dissipacdo. Sem unidades
especificadas, os valores sdo os do modelo normalizado.

Solucio comentada — N176
Com Q = (

cos —senb

e D = diag(oy, 0-), a matriz no laboratorio é
senf cosf ) g(01,02)

O'1C2 ol 0'252 (O'l - O'2)C$)
21>

T
o =Q0DQ" =
DO ((61 —oy)es  018% + osc
onde ¢ = cos, s = send. Para E = (Ey,0), j, = (61 — 0)csEy. Ela se anula se o
campo é zero, se 0 meio € isotropico ou se o primeiro eixo do laboratério coincide
com uma dire¢éo principal,  multiplo de /2.

Solucao comentada — N177

A positividade definida implica autovalores positivos, portanto ¢ é invertivel.
De j = oE segue E = 01}, a relacdo de resistividade. Na decomposicio ortogonal
o = Q diag(},)QT, temos o~ ! = Q diag(1/1,)Q". Os eixos principais sdo 0s mesmos,
e os autovalores sdo reciprocos. Maior condutividade em uma dire¢éo corresponde
a menor resistividade nela.
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Solucdo comentada — A024

No ponto indicado, VT = (4, 1,1). Portanto g = (—8,—1,—3), e dT(q) = 4(-8) —
1—3 = —36. Também —VT - KVT = —(32 4+ 1+ 3) = —36. A positividade de
K assegura a variacdo negativa quando o gradiente é ndo nulo: o fluxo tem uma
componente na direcio de temperatura decrescente, embora a anisotropia possa
impedir que seja paralelo ao gradiente.

Secao 11.3: Equacao do movimento de um fluido: equacao de
Navier-Stokes

Solucao comentada — N178

A derivada temporal em um ponto fixo é d,u = 1. Ja Vu = (2x, 1), e a derivada
material é

&zatu+v-Vu=1+2xy—x.
Dt

Ela mede a variagao vista por uma particula que se move com o campo de veloci-
dades. O termo adicional é o transporte através de uma distribuicdo espacial ndo
uniforme.

Solucgio comentada — N179

op = —3ap e V- (pv) = 3ap, logo a continuidade é satisfeita. Porém V- v = 3a; o
campo ¢é incompressivel apenas se a = 0. Conservacao de massa nao é sinébnimo
de incompressibilidade: a densidade pode mudar para compensar a expansdo ou
compressao do volume material.

Solucio comentada — N180

O modelo usa placas em y = 0 e y = h, viscosidade p > 0, velocidade U da placa
superior e gradiente de pressdo dyp = —G, com G > 0. Seu perfil, com u(0) = 0 e
u(h) =U, ¢

Uy G
u(y):7+2—y(h—y), 0<y<h.
U

A derivada do perfil é u” =U/h+ G(h — 2y)/(2u) e u” = -G/ < 0. O candidato a
maximo é

Ve = ﬁ + ﬂ

Y2 Gh

Ele esta no interior se —Gh?/(2u) < U < Gh?/(2p), e o valor é u(y,) = Gy?/(2p).
Se U > Gh?/(2y), o maximo ocorre na placa superior e vale U. Se U < ~Gh?/(2p),
ocorre na placa inferior e vale zero. Nas igualdades, o vértice coincide com a placa
correspondente. Tratar ambos os sinais de U evita supor um arraste que o enunciado
ndo restringiu.
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Solucio comentada — N181

O gradiente de velocidade é diag(a, —a, 0) e a divergéncia é zero. Para o modelo
newtoniano, T = u(Vv + Vv!) = diag(2pa, —2pa, 0). Como suas componentes sio
constantes, V-T = 0. As tragdes nas faces podem ser nio nulas, mas as contribui¢des
opostas se equilibram: a forca por unidade de volume depende da variacio espacial
da tensdo, ndo apenas de seu valor.

Capitulo 12: Produto exterior
Secao 12.1: Motivacao

Solucao comentada — N200

O determinante é 2-3 —1-(—1) = 7, portanto a area orientada é 7 e a geométrica
é 7. Trocar a ordem dos vetores muda a area orientada para —7, mas mantém a area
geométrica. A ordem dos vetores ¢ parte da orientacdo do paralelogramo.

Solucao comentada — N201

Na ordem (12,13, 23), as areas orientadas projetadas sdo (1,3,6). A matriz de

5 2
Gram é G = (2 10), com determinante 46. A area total é \/46, também igual a

V1% + 32 + 62, As éreas projetadas sio componentes de um bivetor, ndo parcelas
que devem ser somadas diretamente para obter a area total.

Soluciao comentada — N202

Parau = (1,1,0,1) e v = (0,1,1,1), o novo vetor é v + 2u = (2,3,1,3). Seus
menores com u, na ordem (12, 13, 14, 23, 24, 34), continuam (1,1, 1,1,0,—1), pois
w (v + 2u;) — u;(v; + 24;) = uv; — u;v;. No dominio dos dois parametros, essa troca
corresponde a um cisalhamento de determinante um. Ela preserva a area orientada
e a area total +/5.
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Secao 12.2: Produto exterior

Solucio comentada — N203

A primeira expansao ¢é
e Ney —ep /\63—262/\63.

Para o produto triplo, os coeficientes dos trés vetores formam uma matriz com
determinante 2, portanto o resultado é 2e; A e; A e3. Também se pode expandir
diretamente: os termos com fatores repetidos se anulam e os dois termos restantes
tém sinal positivo.

Soluciao comentada — N204

Comu =(1,0,1) ev =(0,2,1), temos f(u) =1, glu) = -1, f(v) =2e glv) = 1.
Pela avaliacdo determinantal,

(f A Av) = fwgl) - f(v)gu) = 3.

A alternéncia exige a diferenga dos produtos, nido sua soma. N&do é necessario
identificar os covetores com vetores para essa avaliacio.

Soluciao comentada — N205

Sea=aAb=a®b—-b® a, aférmula ndo normalizada é

anc= % Z sgn(m)P(a ® c).

T TES;

Expandindo @, cada um dos seis tensores alternados de a, b, c aparece duas vezes,
com o mesmo sinal. O fator 1/2! elimina essa duplicacio e deixa a antissimetrizagao
usual de trés vetores. Se Alt; inclui o fator 1/3!, a mesma expressao é 3 Alt;(a ® c).
A resposta depende de declarar qual antissimetrizacdo foi normalizada.

Solucido comentada — N206

O resultado é 2e; A ey A e3 A eq, como em N153. Cada quadrado de um produto
simples é zero, enquanto os dois termos cruzados tém o mesmo sinal, pois os graus
sdo pares. Se w = u A v, entdo w A w = 0 por repeticido dos vetores. O valor ndo
nulo refuta essa possibilidade.



Gabarito comentado 533

Secao 12.3: Propriedades dos espacos /\k Vv

Solucao comentada — N207

A dimensio é (g) = 10. Uma base ¢ formada pore;AejAgparal <i<j<k<5:
123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345. Se as colunas de uma matriz 5 x 3 sdo
u, v, w, o coeficiente correspondente a ijk é o determinante da submatriz nas linhas
I, j, k. Se esses vetores forem colocados nas linhas, usam-se os menores das colunas
correspondentes.

Solucao comentada — N208

O produto exterior dos trés vetores é —2e; A e; A e3, portanto eles sdo indepen-
dentes. Para p = (2,3, 1), as razdes de volumes orientados fornecem

det(p, v, w) det(u, p, w) det(u, v, p)
a:—:o’ b:—:l’ c= ———— =2
-2 -2 —2
De fato, (0,1,1) + 2(1,1,0) = (2,3,1). Sio as formulas de Cramer escritas como
razdes de produtos exteriores de grau maximo.
Solucao comentada — N209

Resolvendo (x, y,z) = ¢;(1,1,0) + ¢,(0,1,1) + ¢3(1, 0, 1), obtemos

elzé(x+y—z), ezzé(—x+y+z), e3=%(x—y+z).

Aplicar os trés funcionais aos trés vetores da base produz a matriz identidade. Por
exemplo, e!(1,1,0) = 1 e e! vale zero nos outros dois. Essas avaliacOes conferem
todas as relacoes de dualidade.

Solucao comentada — N210

Na base (e; A ey, e; Aes,eq Aes), /\2 A = diag(ab, ac, bc). No espaco de grau trés,
/\3 A é a matriz 1 x 1 com entrada abc. Se exatamente um dos nimeros é zero e 0s
outros dois néo, posto A = 2, posto(/\2 A)=1e posto(/\3 A) = 0. A transformacéo
preserva uma unica direcdo de area, mas anula todo volume tridimensional.
Solucio comentada — N211

Em um produto simples,

k
/\(A_l)(Aul A A Auk) =uy A Al

Como produtos simples geram /\k V, a composicao é a identidade em todo o espaco.
A composi¢do na ordem inversa também é identidade. Assim /\k(A_l) =( /\k AL
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Soluciao comentada — N212
Ponha w = e; A ey + €3 A ey. Temos B = 2e1 Neg Neg Neyge @ = (i) pois seu grau
seria seis em dimensdo quatro. Logo

expw=1+w+%w2=1+el/\62+e3/\e4+el/\ez/\e3/\e4.

A soma mistura graus e pertence a algebra exterior inteira, ndo a um tnico espaco
homogéneo.

Solucido comentada — N213

A comutatividade graduada dd w A = (=1)?3y A @ = 5 A . Dois elementos
de grau trés trocam de ordem com sinal (~1)° = —1. Em particular, sobre R, o
quadrado de um elemento homogéneo de grau impar é zero. Isso nio vale em geral
para grau par, como mostra N206.

Solucao comentada — N214

Expandindo e reordenando os fatores,
WNw= 2((112(134 — aq3dgy + (114023)61 Neg N\e3 N ey.

Se w = uAv, olado esquerdo é zero por repeticio dos vetores, portanto o coeficiente
entre parénteses deve ser zero. No exemplo dos sensores, u = (1,1,0,1)) ev =
(0,1, 1, 1); os valores dos menores sdo (1,1,1,1,0,—1), e a combinacéo vale 1(—1) —
1(0) + 1(1) = 0. A relacéo verifica a compatibilidade dos menores com um produto
simples.
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Capitulo 13: Integracao de Formas

Secao 13.1: Formas diferenciais

Solucao comentada — N182
Usando d(f dx) = df A dx, obtemos

do=—-xdx Ndy+zdx Ndz—ydy Ndz.

Por exemplo, d(xy) A dx = (ydx + xdy) Adx = —xdx A dy. A reordenacio dos
diferenciais produz os sinais; termos com fatores repetidos sdo zero.
Solucio comentada — N183

Temos d(xy) = ydx + xdy e d(x* + y*) = 2xdx + 2ydy. Portanto o produto
é 2(y* — x®)dx A dy. Sua derivada exterior em R? é zero: ao derivar o coeficiente,
cada termo contém um diferencial ja presente, e toda forma de grau 3 nesse espaco
se anula. Também se pode usar d> = 0 e a regra de Leibniz.

Solucio comentada — N184

. (11 . <
O Jacobiano é (v u)’ com determinante u — v. A transformacao é localmente

regular onde u # v. Preserva orientacdo onde u > v e a inverte onde u < v. Na
diagonal, o determinante se anula. A simetria entre u,v também mostra que a
aplicacdo nio é globalmente injetiva sem escolher um dos lados da diagonal.
Soluciao comentada — A022

Os graus sdo 0, 1,2, 3, respectivamente. Com vol = dx Ady Adz e f; = jidy A
dz + jodz A dx + jsdx A dy, a conservacio escreve-se

3 (pvol) +dp; = 0.

Como df; = (V- j) vol, a igualdade é exatamente a equacio escalar indicada. Todos
os termos tém grau trés; o tempo é um parametro do campo nesta escrita espacial.
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Secao 13.2: Integracao de Formas Diferenciais

Solucio comentada — N185

Substitua x =t, y = 2,z =13, dx = dt, dy =2tdt,dz = 3t2dt. O pullback é
& + 2t + 3tY)dr.

Integrando de zero a um, o valor é 1/4 + 2/3 4+ 3/5 = 91/60. Substituir apenas os
coeficientes sem transformar os diferenciais perderia dois fatores essenciais.
Solucido comentada — N186

Como dx =du,dy =dvedz =2udu+ 2vdv,
r*(dy Adz) = —2udu A dv, r*(dz Adx) = =2vdu A dv.

Junto com r*(dxAdy) = dundv, os coeficientes sdo exatamente r, xr,, = (—2u, —2v, 1).
O calculo liga a forma de fluxo ao elemento vetorial de area.

Solucio comentada — N187

Na parametrizacio, —y dx + xdy = (sen®t + cos® t)dt = dt. A integral é 47. O
intervalo tem comprimento angular 47, logo percorre a circunferéncia duas vezes
no sentido positivo. Integrar sobre essa parametrizacdo conta a multiplicidade; nao
¢ 0 mesmo que uma volta simples na imagem.

Secao 13.3: Variedades de dimensao zero

Solucido comentada — N188

A integral é a soma dos valores com seus sinais: (1—-2)—(4—1)+(0+1) = -3.
Uma integral em dimenséo zero ndo requer comprimento nem area; a orientacio é
um sinal associado a cada ponto.

Soluciao comentada — N 189

Para a < b < ¢ com orientac¢io crescente, d|a, b] = +{b} —{a} e 9|b, c] = +{c} — {b}.
Somando, as contribui¢cdes em b cancelam e resta +{c} — {a}, o bordo de [a,c].
O cancelamento explica por que subdividir um percurso nio altera o teorema
fundamental.
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Solucao comentada — N190

O bordo do segmento orientado de A a B é +{B} — {A}. Portanto a integral é
XgYB + 25 — XaYa — 24. Por outro lado, df = ydx + xdy + dz, e seu pullback no
segmento € a derivada de f(A +t(B — A)). A integracdo de zero a um fornece a
mesma diferenca.

Secao 13.5: Formas fechadas e exatas

Solucao comentada — N191

2 e x. Como a

Uma primitiva é F = x?y + xz, pois suas derivadas sio 2xy + z, x
forma é exata em todo o espaco, a integral entre os pontos indicados é F(1,2,3) —
F(0,0,0) = 5, independentemente do caminho. Uma constante adicional na primi-

tiva cancela ao calcular a diferenca.

Solucao comentada — N192

As derivadas cruzadas dos coeficientes coincidem fora da origem, logo dw = 0
nesse dominio. No circulo unitario anti-horario, o pullback é dt, e a integral é 2.
Se a forma fosse exata, sua integral em todo caminho fechado seria zero. Portanto
ela é fechada, mas néo exata no plano perfurado. Trata-se do mesmo obstaculo
global encontrado em NO71.

Solucido comentada — N193

A construcdo radial com referéncia na origem da

1
F(x,y) = J [(2tx + ty)x + (tx + 4ty)yldt = x* + xy + 2y°.
0
Logo dF = (2x + y)dx + (x + 4y)dy, como pedido. O método integra a forma ao
longo dos segmentos radiais e funciona aqui porque a forma é fechada em um
dominio estrelado.
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Secao 13.6: Variedades de dimensao dois

Solucio comentada — N194

Na orienta¢do padrao,

B

2 r2—x
J J (x+y)dydx =
0 Jo 3

Na orientagdo oposta, a integral da forma vale —8/3. A integral da densidade
positiva (x + y)dA continua valendo 8/3, pois dA é uma medida sem orientacao.
Como conferéncia, o tridngulo tem area 2 e centroide (2/3,2/3); a média da fun¢ao
afim é 4/3.

Soluciao comentada — N195

Comx =v,y =u,dxANdy = dvAdu = —duAdv. Portanto a integral do pullback
no quadrado com orientacdo padréo é —1, correspondente a orientacdo invertida da
imagem. A area geométrica é 1, pois a mudanca de variaveis para medidas positivas
usa |det J| = 1.

Solucio comentada — N196

A massa é fol fol (1+ x)dydx = 3/2. Inverter a orientacdo néo altera a densidade
nem a medida positiva dA, portanto ndo altera a massa. Ja a integral da forma
(1 + x)dx A dy na orientagdo oposta vale —3/2. Interpretar esse ultimo numero
como massa fisica confundiria os dois objetos.

Secao 13.7: Variedades de dimensao trés

Solucido comentada — N197

Cada coordenada tem integral 1/2 no cubo unitario; assim a integral na orien-
tagdo padréo é 3/2. Na orientagdo oposta, vale —3/2. O coeficiente é positivo no
interior, mas a integral de uma forma ainda depende da orientacéo.

Solucio comentada — N198

Temos dx ANdy Adz = du ANdw Adv = —du A dv A dw. O pullback da forma
volume tem fator —1. Em uma integral de massa, usa-se a medida positiva e o fator
| det J| = 1, portanto ndo ha mudanca de sinal da massa. Uma permutagao impar
de coordenadas inverte a orientacgao.
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Solucao comentada — N199

O tetraedro tem volume 1/6. Por simetria ou integracéo, IV xdV =1/24. Logo a
massa é 1/6 + 1/24 = 5/24. A integral da forma (1 + x)dx A dy A dz na orientagao
oposta é —5/24, enquanto a massa permanece positiva. O primeiro momento 1/24
também resulta do centroide com coordenada x = 1/4.

Secao 13.8: Integrais de superficie

Solucdo comentada — A023

O gradiente é (—2x, —2y, —2z2), logo q = (4x, 2y, 62z). Sua forma de fluxo é f§, =
4xdy Ndz + 2ydz Adx + 6zdx Ndy, e df; = 12vol. O fluxo exterior da esfera
unitaria é 12(4r/3) = 16x. No balanco estacionario proposto, s = 12. Embora as
respostas nas direcdes sejam distintas, a divergéncia soma suas contribuicdes a
geracdo volumétrica necessaria para manter esse perfil.

Secao 13.9: Teoremas de Green, Stokes e Gauss

Solucgio comentada — A020

Pelas definicdes, a(1 — x) = b(x) e b(1 — x) = a(x), portanto y;(1 — x) = yo(x).
Substituindo t = 1 — x na integral, as duas integrais sdo iguais. Como a soma das
funcoes é 1, a soma das integrais vale 1; cada uma vale 1/2. A simetria permite
determinar esses valores sem procurar primitivas das func¢des exponenciais usadas
na construcao.

Soluciao comentada — A021

Como as funcdes dependem apenas de x, d(y;x dy) = (y;+x )/ JdxAdy. Somando,
Xit+x2=1ex{+x;, =0daodxAdy = do. Na sobreposicdo, os termos de derivada
dos pesos aparecem individualmente, mas cancelam na soma. Esse cancelamento é
essencial ao reunir argumentos locais.
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