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CAPITULO

1

Espacos de Probabilidade

1.1 Introducao

Um modelo deterministico associa condicdes iniciais e parametros a um tnico
resultado. Uma equagéo diferencial com condic?o inicial, quando satisfaz as hipote-
ses de existéncia e unicidade, é um exemplo tipico: fixados os dados, a evolugio do
sistema fica determinada.

Um modelo probabilistico descreve outra situacdo. O experimento pode produzir
resultados diferentes mesmo quando as condi¢des observaveis parecem idénticas, e
o objetivo passa a ser quantificar a incerteza sobre esses resultados. O lancamento
de uma moeda ilustra bem essa mudanca de ponto de vista. Em principio, as leis
da mecéanica determinam a face que ficara para cima; na pratica, seria necessario
conhecer posico, velocidades, atrito e impacto com precisdo inatingivel. Em vez de
prever cada lancamento, descrevemos a regularidade do conjunto de langamentos:
para uma moeda equilibrada, a proporc¢éo de caras tende a se estabilizar perto de
1/2.

A teoria da probabilidade fornece a linguagem e as regras de calculo para esses
modelos. Sua construcido comeca pela identificacdo dos resultados possiveis e dos
eventos de interesse. Os axiomas da probabilidade estabelecem, ent?o, as regras
para atribuir probabilidades a esses eventos.
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1.2 Experimentos probabilisticos

Mesmo quando o resultado de um experimento ndo pode ser previsto, em geral
é possivel descrever o conjunto de seus resultados possiveis.

Definicao 1.1
O espaco amostral Q é o conjunto de todos os resultados possiveis em um
determinado experimento.

O espaco amostral pode ser finito, infinito enumeravel ou ndo enumeravel. Um
conjunto enumeravel pode ser disposto em uma lista x;,x,, ...; 0s naturais, os inteiros
e os racionais sdo exemplos. A reta real, por sua vez, ndo é enumeravel.

Exemplo 1.1.

1. No langamento de uma moeda, podemos usar Q = {H,T}, onde H representa
cara e T, coroa.

2. No lancamento de um dado, Q = {1,2,3,4,5,6}.

3. Ao receber a primeira carta de um baralho comum, o espaco amostral é formado
pelas 52 cartas.

4. No jogo de par ou impar, se cada pessoa mostra de zero a cinco dedos, podemos
registrar apenas a soma e usar Q = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

5. No sorteio uniforme de um ntimero do intervalo [0,1], temos Q = [0,1].

6. Se retiramos uma lampada de uma caixa e observamos o tempo até ela se queimar,
esse tempo pode assumir qualquer valor ndo negativo; podemos usar Q = [0,00).

Muitas vezes, interessa uma propriedade do resultado, e ndo apenas o ponto
de Q que ocorreu: saber se o dado foi maior que 4, se a carta é de copas ou se o
ponto sorteado caiu perto da origem. Cada uma dessas condicoes seleciona um
subconjunto de Q, que chamaremos de evento.

Em um espaco amostral finito, podemos admitir todos os subconjuntos como
eventos. Se os resultados sdo equiprovaveis, a probabilidade de um evento é a fragcdo
de resultados favoraveis. A passagem para um espago Q continuo exige, porém, um
cuidado adicional.
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Considere, por exemplo, a escolha uniforme de um ponto no disco unitario. Para
uma regido A com area bem definida, esperamos que

P(A) = area de A'

Para que essa interpretacio seja valida, é preciso trabalhar com conjuntos aos quais
se possa atribuir uma area. Escolhemos, por isso, uma familia de conjuntos que
contenha as regides usuais e seja estavel pelas operagdes que faremos com eventos.

Denotaremos essa familia por . Em espacos finitos ou enumeraveis, podemos
tomar # = 2(Q). Em R ou R", trabalharemos com uma familia que contém, em
particular, os abertos e os fechados. As propriedades exigidas dessa familia serao
reunidas na defini¢do de o-algebra.

Definicao 1.2

Dado um espaco amostral Q e uma familia & de subconjuntos de Q, um
evento é um conjunto A € F. Os eventos com exatamente um elemento siao
denominados eventos elementares.

Cada elemento de Q sera denominado ponto amostral, ou simplesmente ponto.

Exemplo 1.2.

1. Considere experimento de jogarmos um dado descrito no exemplo 2.. Nesse caso
podemos considerar o evento {4,5,6} que é o evento do dado ser maior que 4, ou
o evento {1,3,5} que é o evento de sair um nimero impar.

2. Se considerarmos o experimento de jogarmos par ou impar, descrito no exemplo
4., alguns eventos de importancia sdo P = {0,2,4,6,8,10}, o evento de sair um
numero par, e I = {1,3,5,7,9}, o evento de sair um niimero impar.

Esse experimento também pode ser representado através do seguinte espaco
amostral:
Q={Gj):0<i<50<j<5}

ou seja, os pares ordenados cuja primeira entrada representa o nimero de dedos
colocados pelo primeiro jogador, enquanto a segunda entrada representa o
numero de dedos colocados pelo do segundo jogador. Nessa representacdo temos
o seguinte evento elementar {(1,3)} que representa o fato do primeiro jogador
colocar um dedo e o segundo trés.

Nessa representacéo o evento da soma dos dedos colocados ser um niimero par
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pode ser representado pelo conjunto:

P={(Gij) :i+jépar,com0<i<50<;<5}

3. No caso de jogarmos dois dados o espago amostral pode ser considerado como
sendo Q = {(i,j) : 1 <i < 6,1 < j < 6}, ou seja, os pares ordenados cuja
primeira entrada representa a saida do primeiro dado, enquanto que a segunda
entrada representa a saida do segundo dado. Nesse caso o espaco amostral tem
36 elementos.

Nesse caso podemos, por exemplo, considerar o evento F de que a soma das
saidas dos dois dados seja maior ou igual a 10,0 que é representado pelo conjunto:

F={@lj) € Q :i+j> 10} ={(4,6),(55),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}.

4. No caso de realizarmos a escolha, ao acaso, de um ponto do disco de raio 1
centrado na origem. Entdo

Q = circulo unitario = {(x,y) € R? : x* + y* < 1}.
Para esse experimento podemos considerar por exemplo os eventos:

a) A = distancia entre o ponto escolhido e a origem é < -;

1
2

b) B = distancia entre o ponto escolhido e a origem é > 0.25 ;

<

Um exemplo particularmente 1til é o conjunto vazio, que é o evento sem nenhum
elemento. Esse evento sera denotado por @ e denominado evento impossivel. Ja o
evento espaco amostral Q serd denominado também de evento certo.

Quando consideramos espagos amostrais finitos, o nimero de elementos de
um evento E, sera denominado cardinalidade ou tamanho desse evento e sera
denotado por card E. No caso do conjunto vazio temos que card @ = 0.

O espago amostral e os eventos foram descritos na linguagem dos conjuntos.
Essa representacdo permite interpretar relagdes e operacoes entre eventos por
meio de relagdes e operacdes entre conjuntos. A seguir, desenvolveremos essa
correspondéncia, que sera usada na definicdo e no calculo de probabilidades.
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1.3 Algebra de eventos

Como os eventos sdo subconjuntos do espaco amostral, as relacdes entre eles
podem ser expressas na linguagem dos conjuntos.

Denotamos o fato de um elemento (ou resultado de um experimento) a pertencer
a um evento E através da notagéo a € E e o fato do elemento a nio pertencer a um
evento E através da notagdo a ¢ E.

Também nesse contexto, diremos que dois eventos E e F sdo iguais se tiverem os
mesmos elementos. Denotaremos tal fato por E = F.

Finalmente dizemos que um evento E esta contido dentro do evento F, denotado
por E C F, se todos elementos de E forem elementos de F.

Antes de definir probabilidade, apresentaremos as operacdes que permitem
construir novos eventos a partir de eventos dados.

Definicdo 1.3
Definimos a unido de dois eventos A e B, que denotaremos por A U B, como
o evento formado pelos elementos de A ou B, i.e., 0 evento A U B é o evento
formado pelos elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos A ou
B.

AUB={x: x€ Aoux € B}.

Na defini¢do anterior, assim como no uso habitual em matematica, o ou tem

sentido inclusivo.

Definicao 1.4

Definimos a interseccdo de dois eventos A e B, que denotaremos por A N B
como o evento formado pelos elementos de A e B, i.e., 0 evento AN B é formado
pelos elementos que pertencem a ambos os conjuntos A e B.

ANB={x :x€ Aex € B}

Podemos generalizar a unido e a interseccdo para uma familia de eventos (inclu-
sive infinita) de maneira analoga:

Dada uma familia de eventos E;,E,, ..., definimos a unido desses eventos, deno-
tada por Uzl E;, como o evento formado pelos elementos que pertencam a pelo
menos um dos eventos E;. A interseccdo, denotada por ﬂzl E;, é o evento formado
pelos elementos que pertencem a todos os eventos E;.
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Definicdo 1.5

A ={x : xeQx & A}

Definimos o complementar de um evento ou ainda o evento complementar
de A, denotado A®, como o conjunto dos elementos de Q que néo estdo em A.

Em um experimento, o evento E ocorre se e somente se o evento E® ndo ocorre.

Diremos que dois eventos A e B sdo mutuamente excludentes se é impossivel
que ocorram simultaneamente ambos os eventos, isto é, se AN B = @.

Notagido | Probabilidade Conjunto

Q espaco amostral universo

W evento elementar elemento

) evento impossivel conjunto vazio
A evento subconjunto
AC evento A nio ocorre

ANB ocorre Ae B interseccao
AUB ocorre A ou B uniao

ACB Se ocorre A entdo ocorre B | inclusdo

Tabela 1.1: Conversdo entre a linguagem da Probabilidade e da teoria da conjuntos.

As operacoes de unido, interseccdo e complemento possuem as seguintes propri-

edades:

1. Comutatividade: AUB=BUAe ANnB=BnNA.

2. Associatividade: (AUB)UC=AUBUC)e(ANB)NnC=An(BnNC).

3. Distributividade: (AUB)NC = (ANC)U(BNC)e (ANB)UC = (AUuC)N(BUC).

4. Leis de De Morgan

(-
R

i=1

As propriedades exigidas da familia de eventos # sdo reunidas no conceito de

o-algebra.
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Definicdo 1.6

Uma o-algebra & é uma familia de conjuntos satisfazendo:
1. Qe &F.
2. Se Ae F,entao A € &.

3. Se Aj, Ay, As,... é uma sequéncia em &, entdo sua unido (enumeravel)
’ 7 . (&)
também estd em F,ie,| ) . A, € F.
n=1

Proposicao 1.1
Seja & uma o-algebra de subconjuntos de Q. Entdo valem as seguintes

propriedades:
1. oeF

2. Vn,YAy,..., Ay € F, temos | J_, A € Fe(|_ A EF.

Quando trabalharmos com um espaco E igual a R ou R”, consideraremos a o-
algebra gerada pelos abertos de E, chamada de o-algebra de Borel de E, denotada
por ABg; seus elementos sdo chamados de conjuntos de Borel. Portanto, B x inclui
conjuntos abertos, conjuntos fechados (os complementares dos conjuntos abertos),
intersecdes enumeraveis de conjuntos abertos (lembrando que unides enumeraveis
de conjuntos abertos ja sdo abertos), unides enumeraveis de conjuntos fechados
(lembrando que intersecdes enumeraveis de conjuntos fechados ja sao fechados) e

assim por diante.

1.4 Espacos de probabilidade

Definicao 1.7

Um espaco de probabilidade é uma tripla (Q, #,P) onde Q é denominado
espaco amostral, # é uma o-algebra de subconjuntos de Q e P é uma funcéao
que atribui um valor entre 0 e 1 (que denominaremos probabilidade) aos eventos
E € & e satisfazendo os seguintes axiomas:

Axioma 1. 0 < P(E) < 1.
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Axioma 2. P(Q) = 1.
Axioma 3. Se E;,E,,... forem eventos dois a dois mutuamente excludentes,
isto é,
ENE =0 sempre que I # J,

entao

1 i=1

i=

Proposicao 1.2
P(@) = 0.

Demonstragdo. Para qualquer evento E, podemos escrever E = E U @. Como os
eventos E e @ sdo mutuamente excludentes, decorre do axioma 3, que P(E) =
P(Eu @) = P(E) + P(®). E assim, a conclusio do teorema é imediata ]

Proposicao 1.3
P(E®) =1-P(E).

Demonstragdo. Como Q = E U E¢, com E e E° mutuamente excludentes entéo,
usando os axiomas 2 e 3, temos que:
1=P(Q) =P(EUE")

1 = P(E) + P(E°)

Proposicao 1.4

Se E e F forem dois eventos quaisquer, entdo

P(EUF) = P(E) + P(F) -~ P(ENF)
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Demonstrag¢ao. Como EU F = E U (F N E) temos que:
P(E U F) = P(E) + P(F N E°).
Como F = (EN F) U (F N E€) temos que
P(F) = P(EN F) + P(F N E).
Subtraindo a segunda igualdade da primeira, temos:

P(EUF) - P(F) = P(E) - P(EN F).

Generalizando temos:

Proposicao 1.5 — Principio da inclusiao-exclusao

Sejam Eq,E,, ... ,E, eventos. Entao

P(E,UE,U~UE,) =Y P(E)— Y P(E NE)+

i=1 i) <iy

+(-1) Y P(E NE,n-NE)+-
B Lo,

+(=1)"1P(E; N Ey N N Ey).

A soma
> PE NE,N-NE)

iy <ip<-<i,
é feita sobre todos os (':) subconjuntos possiveis de tamanho r do conjunto
{1,2,... n}.
Em palavras, a proposicéo afirma que a probabilidade da unido de n eventos é
igual a soma das probabilidades individuais desses eventos, menos a soma das
probabilidades das interse¢des dois a dois, mais a soma das probabilidades
das intersecdes trés a trés, e assim por diante, alternando os sinais.
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Proposicao 1.6
Se ACB=P(B-A)=P(B)-P(A)

Definicao 1.8
Seja A,,n > 1, uma sequéncia de eventos. Essa sequéncia é dita
1. crescentese A; C A, C - C A, C A1 C ---. Nesse caso, definimos

[ee]

lim A, = ) A,
n—oo
n=1

2. decrescente se A; D Ay D - D A, D A1 D . Nesse caso, definimos

lim A, = () Ap.
n—eo n=1

Proposicao 1.7

Sejam Aj,A,, -+ eventos tais que A, | @, ou seja, Ay D Ay D A3 D - e ainda
o lim A, = @, entdo P(4,) — 0.

n—oo

Demonstracdo. Sejam Aq,A,, --- eventos tais que A, | @, ouseja, Ay D Ay D A3 D -
Como A; D Ay D A3 D -+ entdo

[e¢]

Ay = (A1 =AY U (A = A3 U = | (A = Aipy),
i=1

Observe que os conjuntos A; — A;, 1 sdo conjuntos disjuntos, pois a sequéncia é
uma sequéncia decrescente. Pelo axioma 3 temos que

P(A) =P (U(Ai - Ai+1)) = Y P(A;— Ai).
i=1

i=1
Logo por P5 P(A; — A;11) = P(A;) — P(A;4), e portanto

n—1

P(A;) = lim 3 P(4; = Aipy).
i=1
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Note que os termos da somatoria vdo se cancelando restando apenas o primeiro
e o ultimo, assim

P(A)) = lim P(A;) — P(A,) = P(4) ~ lim P(4,) = lim P(4,) = 0.

Portanto P(A,) — 0.

Proposicao 1.8 — Continuidade da Probabilidade

Seja A,,n > 1, uma sequéncia de eventos crescente ou decrescente entio vale
a seguinte propriedade, conhecida como continuidade da probabilidade:

lim P(A,) = P(lim A,).
n—oo n—oo

Demonstracdo. Primeiramente vamos considerar o caso em que A, | A, ou seja,

Apiq1 C A, para qualquern € N e ﬂ A, = A. Assim sendo, temos que P(A,;1) <

n>1
P(A,), pois A, 1 C A,.

Além disso, por propriedades de conjunto temos que A, — A | @, o que implica
que

P(A, - A) — 0.
Logo

P(A, — A) =P(A4,) —P(A) = P(A,) —P(A) - 0= P(4,) - P(4)

mas a sequéncia {P(A,)},en é decrescente, logo P(A,) | P(A)

1.5 Probabilidade em espacos equiprovaveis finitos

Nos espacos de probabilidade uniforme, todos os eventos elementares tém a
mesma probabilidade, isto é, P(w;) = P(w,), Yw;, wy € Q. Essa familia de espagos de
probabilidade uniforme permite reduzir o calculo de probabilidades a problemas
de contagem.

Quando Q = {wy, ... ,w,} é um espaco de probabilidade uniforme temos que

1
card Q

P(w) = - =
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e logo

1 card E
P(E) = Z P(w) = Z card Q - card Q’
weE ieE

Exemplo 1.3.

Qual a probabilidade de tiramos duas caras jogando uma moeda trés vezes?

Se denotarmos cara por H e coroa por T, temos que o espaco amostral nesse caso
pode ser representado por:

{(HH,H),(HH,T),(H,T,H),(T,H,H),(H,T,T),(T,H,T),(T,T,H),

(T,T,T)} Este espaco possui 2> elementos igualmente provéveis.
O evento “tirar duas caras” tem 4 elementos:

{(HH,H),(H,HT),(HTH),(T,H,H)}

.1 . , 4 1
e logo temos que a probabilidade de tirarmos duas caras é P

Exemplo 1.4.
Qual a probabilidade de tirarmos 12 jogando dois dados?

<

Poderiamos considerar nesse caso que o espago amostral fosse constituido pela
soma dos valores dos dados sendo assim {2,3,4, ..., 11,12}. Mas, se considerassemos
esse espaco amostral, os eventos elementares nao teriam a mesma probabilidade
pois para tiramos 12 temos que tirar 6 em ambos os dados enquanto que para
tirarmos 10 temos trés possibilidades (4 e 6), (5 e 5) ou (6 e 4) para o primeiro e
segundo dado respectivamente.

Nesse caso é muito mais interessante considerar o espago amostral como {(i,j) :
1<i<6,1<j<6}, ouseja, os pares ordenados cuja primeira entrada representa a
saida do primeiro dado, enquanto a segunda entrada representa a saida do segundo
dado. Nesse caso o espaco amostral tem 36 elementos igualmente provaveis. E

s . , 1
nesse caso a probabilidade de tirarmos 12 é "
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Exemplo 1.5.
Qual a probabilidade de tirarmos mais que 9 jogando dois dados?

4

Nesse caso podemos, por exemplo, considerar o evento de que a soma dos
dois dados seja maior que 10, que é representado pelo conjunto {(i,j) : i+ j >
10} = {(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}. Esse conjunto tem 6 elementos e assim a

s . . , 6
probabilidade de tirarmos mais que 10 é v

Exemplo 1.6.
Dois dados sdo lancados. Qual é a probabilidade de que a soma das faces seja igual
ag8?

4

Ao lancarmos dois dados, é importante escolher um espago amostral em que todos
os resultados elementares tenham a mesma probabilidade. Por isso, ndo devemos
considerar apenas os possiveis valores da soma. O mais adequado é considerar os
pares ordenados

Q={G)):1<i<6,1<j<6},

em que i representa o resultado do primeiro dado e j representa o resultado do
segundo dado.

Esse espaco amostral possui 6 -6 = 36 elementos igualmente provaveis. O evento
“a soma das faces é igual a 8” é formado pelos pares

{(2,6).(3.5),(4.4).(5.3).(6,2)}-

Logo, h4 5 casos favoraveis entre 36 possiveis. Portanto,

5
P igual a 8) = —.
(soma igual a 8) T

Exemplo 1.7.

Trés bolas sdo retiradas aleatoriamente de uma urna contendo 7 bolas brancas e 4
bolas pretas. Qual é a probabilidade de que duas bolas sejam brancas e uma seja
preta?

Neste problema, a ordem em que as bolas sdo retiradas ndo importa. Assim,
podemos trabalhar diretamente com subconjuntos de 3 bolas escolhidos entre as 11
bolas da urna. O ntimero total de escolhas possiveis é

(%)
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Queremos que, entre as trés bolas escolhidas, exatamente duas sejam brancas e
uma seja preta. Para isso, devemos escolher 2 das 7 bolas brancas e 1 das 4 bolas
pretas. O niimero de escolhas favoraveis ¢, portanto,

)

Como todos os subconjuntos de 3 bolas sdo igualmente provaveis, temos

7\ (4
P(duas brancas e uma preta) = (2)(1 _24 ﬁ
(131) 165 55

Exemplo 1.8.

Um comité de 5 pessoas deve ser selecionado de um grupo com 8 homens e 7
mulheres. Qual é a probabilidade de que o comité seja formado por 2 homens e 3
mulheres?

4

Como a ordem das pessoas no comité ndo importa, o espago amostral é formado
por todos os subconjuntos de 5 pessoas escolhidos entre as 15 pessoas disponiveis.
Portanto, o numero total de comités possiveis é

15
s |
Para formar um comité com exatamente 2 homens e 3 mulheres, devemos escolher
2 dos 8 homens e 3 das 7 mulheres. Assim, o numero de comités favoraveis é

o))

()G 2835 140
(15) T 3003 429°
5

Logo,

P(2 homens e 3 mulheres) =
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Exemplo 1.9.

Uma urna contém n bolas, das quais uma ¢é especial. Se k bolas sdo retiradas
aleatoriamente, qual é a probabilidade de que a bola especial seja escolhida?

<

Como estamos retirando k bolas de uma urna com n bolas, e a ordem de retirada
nao importa, o nimero total de escolhas possiveis é

n
i)
Agora contamos as escolhas favoraveis. Para que a bola especial seja escolhida,

ela deve estar entre as k bolas retiradas. Depois de incluir essa bola, faltam escolher
as outras k — 1 bolas entre as n — 1 bolas restantes. Assim, o numero de casos

(1)

P(a bola especial é escolhida) =

favoraveis é

Portanto,

(n—l
k—1
()

Usando a formula das combinagdes, obtemos

(n—l
Y e VA
()
Assim, a probabilidade de que a bola especial seja retirada é

k

n

S |

Exemplo 1.10.

Uma maéo de poquer consiste em 5 cartas. Se as cartas tiverem valores consecutivos
e nio forem todas do mesmo naipe, dizemos que a méao é um straight. Qual é a
probabilidade de que uma méo de poquer seja um straight?

4

Uma méo de pdquer é um conjunto de 5 cartas escolhidas entre as 52 cartas do
baralho. Portanto, o nimero total de maos possiveis é

(5)
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Para formar um straight, primeiro escolhemos uma sequéncia de 5 valores con-
secutivos. No baralho usual, ha 10 possibilidades para essa sequéncia. Depois, para
cada uma dessas sequéncias, cada carta pode aparecer em qualquer um dos 4 naipes.
Isso daria inicialmente

10-4°

possibilidades.

No entanto, precisamos excluir os casos em que as 5 cartas sdo todas do mesmo
naipe. Esses casos sdo straight flushes, e ndo apenas straights. Para cada sequéncia
de valores, existem 4 méos desse tipo, uma para cada naipe. Assim, o numero de
straights é

10(4° — 4).
Logo,
P(straight) = w ~ 0,0039.
5
Exemplo 1.11.

Uma méo de pdquer consiste em 5 cartas. Um full house ocorre quando a méo possui
trés cartas de um mesmo valor e duas cartas de outro valor. Qual é a probabilidade
de obter um full house?

O numero total de maos possiveis é

(%)

Para formar um full house, escolhemos primeiro o valor da trinca. H4 13 escolhas
possiveis. Depois escolhemos o valor do par, que deve ser diferente do valor da
trinca; para isso, ha 12 escolhas possiveis.

Escolhido o valor da trinca, devemos escolher 3 das 4 cartas daquele valor:

()

Do mesmo modo, escolhido o valor do par, devemos escolher 2 das 4 cartas daquele

)

Portanto, o nimero de maos favoraveis é

{1

valor:
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Assim,
13-12(3)(3)

P(full house) = T
5

~ 0,0014.

Exemplo 1.12.

Trinta pessoas estdo em uma sala. Qual é a probabilidade de que ao menos duas
delas facam aniversario no mesmo dia?

Desconsideramos os anos bissextos e supomos que todos os dias do ano sejam
equiprovaveis para o nascimento de uma pessoa.

E mais simples calcular primeiro a probabilidade do evento complementar, isto é,
a probabilidade de que todas as 30 pessoas fagcam aniversario em dias diferentes.

A primeira pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 365 dias. Para que
a segunda faca aniversario em um dia diferente, ela deve escolher um dos 364 dias
restantes. A terceira deve escolher um dos 363 dias restantes, e assim por diante.

Portanto,

365 - 364 -363---336
36530

P(todos fazem aniversario em dias diferentes) =

Logo,

365364363336
36530

P(ao menos duas pessoas fazem aniversario no mesmo dia) = 1—

Aproximadamente,
P(ao menos duas pessoas fazem aniversario no mesmo dia) = 0,706.

Assim, em uma sala com 30 pessoas, a chance de haver ao menos duas pessoas com
aniversario no mesmo dia é de aproximadamente 70,6%.

Exemplo 1.13.

Um baralho de 52 cartas é embaralhado e as cartas sdo viradas uma de cada vez até
que o primeiro 4s apare¢a. E mais provavel que a carta virada logo apds o primeiro
as seja o rei de copas ou o dois de paus?

q

As duas probabilidades sdo iguais. Para verificar essa igualdade, contamos as
ordenacdes em que cada uma das cartas ocupa a posigao indicada.

Vamos calcular, por exemplo, a probabilidade de que o rei de copas apareca logo
apos o primeiro as. Retiramos inicialmente o rei de copas do baralho e ordenamos as
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outras 51 cartas. Em qualquer ordenacéo dessas 51 cartas, existe uma tnica posicio
em que podemos inserir o rei de copas para que ele apareca imediatamente depois
do primeiro as.

Como existem 51! ordenagdes das demais cartas e 52! ordenag¢des possiveis do
baralho completo, temos

511 1
52! 52

O mesmo raciocinio vale para o dois de paus. Retiramos o dois de paus, ordena-

P(rei de copas logo apés o primeiro as) =

mos as outras 51 cartas e o inserimos imediatamente apds o primeiro as. Assim,
511 1
52! 52°

Portanto, nenhuma das duas cartas é mais provavel. As duas tém a mesma

P(dois de paus logo apds o primeiro as) =

probabilidade de aparecer logo apds o primeiro as.

Exemplo 1.14.

Suponha que n homens deixem seus chapéus no centro de uma sala. Os chapéus séo
misturados e, em seguida, cada homem escolhe aleatoriamente um chapéu. Qual é
a probabilidade de que nenhum homem escolha seu proprio chapéu?

Esse é o chamado problema dos chapéus. Vamos numerar os homens e os chapéus
de 1 a n, de modo que o chapéu i pertenca ao homem i.

Depois que os chapéus sdo misturados, cada distribuicdo dos chapéus entre os
homens pode ser vista como uma permutacio dos numeros 1,2, ... ,n. Como todas
as permutacoes sdo igualmente provaveis, o espaco amostral tem n! resultados.

Chamemos de E; o evento em que o homem i escolhe o seu proprio chapéu.
Queremos calcular a probabilidade de que nenhum homem escolha seu proprio
chapéu, isto é,

P(ES N E; NN ER).

E mais simples calcular primeiro a probabilidade do evento complementar: pelo
menos um homem escolhe seu proprio chapéu. Esse evento é

EyUE, U UE,.

Para calcular essa probabilidade, usamos o principio da inclusdo-exclusdo.

Se fixarmos um homem, por exemplo o homem i, e exigirmos que ele escolha seu
proprio chapéu, entdo os outros n — 1 chapéus podem ser distribuidos livremente
entre os outros homens. Logo,

(n=1)

P(E) = -
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Como ha n escolhas possiveis para esse homem, a primeira contribuicdo na incluséo-

(n—1)
n—
n!
Agora, se fixarmos dois homens e exigirmos que ambos escolham seus proprios
chapéus, entdo os outros n — 2 chapéus podem ser distribuidos livremente. Assim,

(n—2)!

n!

exclusio é
=1.

P(El N E]) =

, (N . . . .~ ,
Como ha (2) maneiras de escolher esses dois homens, a contribui¢do dos pares é

Mm-2)! 1
2 nl o 2r

De modo geral, se fixarmos k homens e exigirmos que todos eles escolham seus
proprios chapéus, os demais n — k chapéus podem ser distribuidos de

(n—k)!

maneiras. Portanto,
— k
P(E, N~ NE)= "2 (” )

, /N . . .~ ,
Como ha (k) maneiras de escolher esses k homens, a contribui¢io correspondente é

(n)(n—k)! 1
k nl kU

Pelo principio da inclusdo-exclusdo, a probabilidade de que pelo menos um
homem escolha seu proprio chapéu é
— 1 1 n+1 1
P(E;U-UE,) = 1—§+§— -+ (-1) o

Portanto, a probabilidade de que nenhum homem escolha seu proprio chapéu é

P(E{Nn-NE;)=1-P(E,U--UE,)

1 1 Y
_1—1+§—§+ -+ (- 1)

Assim,
- 1)k
P(nenhum homem escolhe seu préprio chapéu) = E .

Quando n é grande, essa soma se aproxima de
e~ = 0,3679.

Portanto, para um numero grande de homens, a probabilidade de que ninguém
recupere o proprio chapéu é aproximadamente 36,8%.
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1.6 Probabilidade na reta real

Se Q é um conjunto infinito, suas probabilidades podem n&o ser determina-
das em termos das probabilidades dos eventos elementares. Isso é especialmente
verdadeiro quando Q representa o conjunto de pontos em uma linha ou em um
espaco n-dimensional. Esses exemplos sdo de extrema relevancia, ja que muitas
aplicacdes podem ser descritas em termos de eventos nesse espaco. Neste con-
texto, exploraremos a determinacéo de probabilidades utilizando a reta real como
ilustracao.

Consideremos Q como o conjunto de todos os numeros reais. Aqui, os eventos
sdo subconjuntos de pontos na reta real. Demonstra-se que é impossivel atribuir
probabilidades a todos os subconjuntos de Q de modo a satisfazer os axiomas de
probabilidade. Para construir um espago de probabilidade na reta real, conside-
ramos como eventos todos os intervalos x; < x < x, e suas unides e intersecoes
enumeraveis. Esses eventos formam a o-algebra de Borel.

Essa o-algebra inclui intervalos, pontos e os conjuntos usados nas aplicacdes
usuais. Para especificar uma probabilidade na reta, basta conhecer P((—oo,x]) para
todo x, desde que esses valores satisfacam as propriedades de uma funcdo de
distribui¢do. Eles determinam as probabilidades de todos os eventos de Borel.

Suponha que a(x) seja uma funcéo tal que

J"" a(x)dx=1 ea(x)>0

a(x)

X

Definimos a probabilidade do evento {x < x;} pela integral
Xi
P(x<x)= J a(x)dx (1.1)
Isto especifica as probabilidades dos eventos de Borel. Por exemplo,

RY)
P(x; <x<x)= J a(x)dx
X

1



1 Espagos de Probabilidade 21

Na verdade, os eventos {x < x;} e {x; < x < x} sio mutuamente excludentes e
sua unido € igual a {x < x,}. Portanto

Px<x)+P(x; <x<x) =P (x < x3)

Como a integral de uma densidade sobre um intervalo cujo comprimento tende
a zero também tende a zero, cada ponto tem probabilidade nula: P({x,}) = 0. Ainda
assim, P(R) = 1. Nao hé contradi¢io: o axioma da aditividade refere-se a unides
enumeraveis, enquanto a reta é uma unido nio enumeravel de pontos.

Exemplo 1.15.
Uma substéincia radioativa é selecionada em ¢t = 0 e o tempo t de emissdo de uma
particula é observado. Este processo define um experimento cujos resultados sao
todos pontos no eixo ¢ positivo. Este experimento pode ser considerado um caso
especial do experimento da linha real se assumirmos que Q é todo o eixo t e todos
os eventos no eixo negativo tém probabilidade zero.

Suponha entdo que a funcdo a(t) seja dada por

1, t>0,

0, t<0.

a(t) = ce tU(1), c>0, U(t) =

Inserindo em 1.1, concluimos que a probabilidade de uma particula ser emitida
no intervalo de tempo (0,1) é igual

to
CJ e Cdt =1—e
0

Exemplo 1.16.
Uma chamada telefonica ocorre uniformemente no intervalo (0,T). Isso significa
que a probabilidade de ocorrer entre 0 e ty é t,/T. Para 0 <t; <, < T,

Iy —t
P(tlgtgtz)z%

Este é novamente um caso especial da Equacgdo 1.1 coma(t) = 1/Tpara0 <t < T
e 0 caso contrario.
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Ao atravessar este capitulo

Os axiomas transformam descri¢oes de experimentos em calculos: primeiro
se define o espaco amostral, depois os eventos e, por fim, uma probabilidade
compativel com complementaridade, unides e limites.

1.7 Exercicios

Exercicio 1.1 — Operacdes com eventos
Em uma turma, 42 estudantes cursam Calculo, 31 cursam Algebra e 18 cursam
ambas. Entre 60 estudantes, determine as probabilidades de escolher alguém que:

(a) curse ao menos uma disciplina; (b) curse somente Calculo; (c) ndo curse nenhuma
das duas.

Exercicio 1.2 — Contagem

Uma senha contém quatro algarismos distintos seguidos de duas letras distintas. Os
algarismos podem incluir zero, mas a primeira posi¢do néo pode ser zero. Escolhida
uma senha uniformemente entre as admissiveis, calcule a probabilidade de ela
comecar por um algarismo par e terminar por uma vogal.

Exercicio 1.3 — Inclusao-exclusao

Trés sensores detectam um sinal com probabilidades 0,72, 0,68 e 0,61. As proba-
bilidades das detec¢des simultaneas por pares sao 0,50, 0,44 e 0,41, e a deteccao
pelos trés tem probabilidade 0,35. Calcule a probabilidade de ao menos um sensor
detectar o sinal.

Exercicio 1.4 — Continuidade da probabilidade
Se Ay C Ay C e P(A,;) = 1—37", determine P(|, ., A,). Formule e resolva a

~ A 1 -
versao correspondente para uma sequéncia decrescente B, com P(B,) = 5t 47",

Exercicio 1.5 — Modelo geométrico

Um ponto é escolhido uniformemente no retangulo [0,4] x [0,3]. Calcule a probabi-
lidade de sua distancia a origem ser menor que 2 e a probabilidade de x + y < 3.
Represente as duas regioes.



CAPITULO

2

Probabilidade condicional
e independéncia

2.1 Probabilidade condicional

A informacao disponivel pode alterar as probabilidades atribuidas aos eventos.
Se sabemos que B ocorreu, os resultados fora de B deixam de ser possiveis, e as
probabilidades devem ser recalculadas nesse conjunto.

Ha duas exigéncias naturais. Primeiro, B deve passar a ter probabilidade 1.
Segundo, as propor¢oes internas devem ser preservadas: se, antes de condicionar,
AN B era trés vezes mais provavel que C N B, essa razdo ndo deve mudar apenas
porque sabemos que o resultado pertence a B.

Essas exigéncias conduzem a probabilidade condicional. Para medir A depois de
observar B, consideramos a parte compativel, A N B, e dividimos sua probabilidade
pela probabilidade total de B.

Definicdo 2.1 — Probabilidade Condicional

Dado um espaco de probabilidade (Q,%,P) e eventos A,B € # com P(B) > 0,
a probabilidade condicional de A dado B é

P(A N B)

23
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P[ANB]
P[B]

P[A N B]

A definicao satisfaz as duas exigéncias apresentadas acima.
® P(A|B) é proporcional a P(A N B);
B P(B|B) =1;
B Para A,C € & com P(C N B) > 0, vale

P(AnN B)
P(A|B)  P(B)  P(AnB)
P(C|B) P(CnB) P(CNB)
P(B)

Podemos, assim, interpretar a probabilidade condicional como uma probabilidade
no espaco amostral restrito ao evento B.

Teorema 2.1

Dado um espaco de probabilidade (Q,%,P) e B€ &% com P(B) > 0, entdo
(B,Z3,P(- | B)) é um espaco de probabilidade, onde g ={ANB : Ae F}.

Exemplo 2.1 — Inspecao automatica com tempo maximo.

Uma inspecao automatica pode terminar antes do prazo ou, se a analise ndo for
concluida antecipadamente, permanecer ativa até o tempo maximo de 40 minutos.
Seja T sua duragdo. Suponha que

t
PT<f)=—. 0<t<40.

Sabendo que a inspecdo ainda esta em andamento apds 30 minutos, qual é a proba-
bilidade de ela permanecer ativa até os 40 minutos?
Solucio. Seja F o evento de a inspecdo atingir o tempo maximo. Como

40 2

P(T<40)=%—

5

|
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temos 9 1
P(F)=P(T=40)=1— - = =.
(F)=PT=10)=1-2 =
Por outro lado, o evento de a inspecdo ainda estar em andamento apds 30 minutos

é {T > 30}, cuja probabilidade é
30 1
P(T>30)=1-P(T<30)=1—— = —.
(T230)=1-PT<30)=1- 0 =>

Como F C {T > 30}, segue que

P(F) _1/3 _2

P(F|T230):m—1/2—3

O ponto importante é que a distribuigdo de T possui uma parte continua antes de
40 minutos e uma massa de probabilidade no préprio tempo méaximo: toda analise
que ndo termina antes fica acumulada em T = 40.

Exemplo 2.2.

Suponha que, em uma determinada cidade, 40% da populacdo seja composta por
homens e 60% por mulheres. Suponha também que 50% dos homens sejam fumantes
e que 30% das mulheres sejam fumantes.

Se uma pessoa é escolhida aleatoriamente e sabemos que ela é fumante, qual é a
probabilidade de que essa pessoa seja homem?
Solucao.

Vamos denotar por H o evento “a pessoa escolhida é homem” e por F o evento
“a pessoa escolhida é mulher”. Além disso, seja S o evento “a pessoa escolhida é
fumante”.

As informag6es do enunciado podem ser escritas como

P(H) = 0,40,  P(F) = 0,60,

P(S|H) =050, P(S|F)=030.

Queremos calcular
P(H [ 5),

isto é, a probabilidade de que a pessoa seja homem, sabendo que ela é fumante.
Pela defini¢ao de probabilidade condicional,

P(HNS)
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Primeiro, calculamos a probabilidade de a pessoa escolhida ser homem e fumante:
P(H N S) = P(H)P(S | H) = 0,40 - 0,50 = 0,20.

Agora precisamos calcular P(S), isto é, a probabilidade de que uma pessoa es-
colhida ao acaso seja fumante. Uma pessoa fumante pode ser homem ou mulher.
Assim,

S=ENnH)U(SNF),

e essa unido ¢é disjunta. Portanto,
PS)=P(SNH)+P(SNF).

Ja sabemos que

P(Sn H) = 0,20.
Além disso,
P(SNF) =P(F)P(S | F) = 0,60 - 0,30 = 0,18.
Logo,
P(S) = 0,20 + 0,18 = 0,38.
Portanto, 020 20 0
1
P(H =2—=—=— =0,526.
(H5) 0,38 38 19 0,526

Assim, sabendo que a pessoa escolhida é fumante, a probabilidade de que ela
seja homem ¢é aproximadamente
52,6%.

2.2 Probabilidade total e formula de Bayes

Em muitos problemas, conhecemos P(B | A), mas precisamos calcular P(A |
B). A relagéo entre essas duas probabilidades condicionais é obtida escrevendo a
probabilidade da mesma intersec¢io de dois modos:

P(AN B) = P(A | B)P(B) = P(B | A)P(A).

Quando P(B) > 0, basta isolar P(A | B).
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Teorema 2.2 — Formula de Bayes

Dados eventos A e B, tais que P(B) # 0 entéo:

P(B|A)P(A)

P(AIB) = —— 5

Exemplo 2.3.

Considere um teste para uma doenga rara. Suponha que o teste tenha sensibilidade
de 98%, isto é, ele acusa resultado positivo em 98% das pessoas que realmente
possuem a doenca. Suponha também que sua especificidade seja de 98%, isto é, ele
acusa resultado negativo em 98% das pessoas saudaveis.

Além disso, suponha que apenas 0,5% da populagido possua a doenga. Se uma
pessoa escolhida aleatoriamente testa positivo, qual é a probabilidade de que ela
realmente esteja doente?

Solucao.

Vamos denotar por D o evento “a pessoa esta doente” e por + o evento “o teste

deu positivo”. Queremos calcular

P(D | +),

isto é, a probabilidade de a pessoa estar doente sabendo que o teste deu positivo.
Pelas informacoes do enunciado, temos

P(D) = 0,005,  P(D°) = 0,995,

e também
P(+ | D) = 0,98.

Como a especificidade do teste é 98%, a probabilidade de falso positivo é
P(+ | DY) = 1 — 0,98 = 0,02.
Pelo Teorema de Bayes,

P(+ | D)P(D)
P(+ | D)P(D) + P(+ | D¢)P(D°)’

P(D|+)=

Substituindo os valores, obtemos

0,98 - 0,005

P(D|+)= .
(D1+) 0,98 - 0,005 + 0,02 - 0,995
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Portanto,
0,0049 _0,0049

0,0049 + 0,0199  0,0248

Assim, mesmo apds um teste positivo, a probabilidade de que a pessoa esteja

P(D|+)=

=~ 0,1976.

realmente doente é de aproximadamente
19,76%.

O resultado se explica pela baixa prevaléncia da doenga. A populacio saudavel é
muito maior que a populagiao doente; por isso, mesmo uma pequena taxa de falsos
positivos pode produzir muitos resultados positivos entre pessoas saudaveis. A
interpretacdo do teste depende, portanto, tanto de suas caracteristicas quanto da
prevaléncia da doenca.

Para interpretar esses niimeros, consideremos uma populagio de 10 000 pessoas.
Como a prevaléncia da doenca é de 0,5%, esperamos que cerca de 50 pessoas estejam
doentes. Dessas, aproximadamente

0,98 -50 = 49

testariam positivo.
Por outro lado, haveria cerca de 9 950 pessoas saudaveis. Como a taxa de falso
positivo é de 2%, aproximadamente

0,02 -9950 = 199

pessoas saudaveis também testariam positivo.

Portanto, entre os resultados positivos, teriamos aproximadamente 49 pessoas
realmente doentes e 199 pessoas saudaveis. Logo, a proporcdo de pessoas realmente
doentes entre aquelas que testaram positivo seria

49 49
— = — = (,1976.
49 +199 248

Isso mostra um ponto importante sobre testes de triagem para doengas raras:
mesmo testes com alta sensibilidade e alta especificidade podem produzir muitos
falsos positivos quando a prevaléncia da doenga é baixa.

q

Como E = (EN F) U (E N F°), com uniéo disjunta, obtemos a forma mais simples
da regra da probabilidade total.
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Teorema 2.3 — Probabilidade total
Se 0 < P(F) < 1, entdo, para todo evento E,

P(E) = P(E | F)P(F) + P(E | F)P(F®).

Mais geralmente, se Fy,...,F, formam uma particdo de Q e P(F;) > 0 para
todo i, entao

P(E) = ) P(E| F)P(F).
i=1

Espago Amostral Q

Evento E

P(EIF) P(E|F,)

P(E|F,) P(E|F;)

Figura 2.1: A particdo de Q separa o evento E nas partes ENFy,...,ENFy.

De fato, E é a unido disjunta dos eventos E N F; basta somar suas probabilidades
e usar P(ENF,) = P(E | F,)P(F).

Exemplo 2.4.

Considere trés recipientes, cada um contendo 100 esferas:
® O Recipiente 1 contém 75 esferas vermelhas e 25 azuis.
B O Recipiente 2 contém 60 esferas vermelhas e 40 azuis.
B O Recipiente 3 contém 45 esferas vermelhas e 55 azuis.

Um recipiente é selecionado aleatoriamente e, em seguida, uma esfera é escolhida
do recipiente selecionado, também de forma aleatéria. A tarefa é determinar a
probabilidade de que a esfera escolhida seja vermelha.

Solucao.
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Seja R o evento de que a esfera escolhida seja vermelha, e B; o evento de que o
Recipiente i foi escolhido. As probabilidades condicionais sdo conhecidas:

P(R|B,) = 0,75,
P(R| B,) = 0,60,
P(R | B;) = 0,45.

A particdo dos recipientes é dada por By, By, B;. E importante observar que essa
particdo é valida, pois os eventos B; sdo mutuamente exclusivos (apenas um pode
ocorrer) e a unido deles abrange todo o espago amostral, ou seja, P (B; U By U B3) =
1.

Utilizando a lei da probabilidade total, a probabilidade de escolher uma esfera
vermelha pode ser expressa como:

P(R) =P (R|B;)P(B;) +P(R|B;)P(B,) + P(R| B3) P (B3)
1 1 1
=(0,75) - 3+ (0,60) - 3t (0,45) - 3

= 0,60.

Assim, a probabilidade de que a esfera escolhida seja vermelha é de 60%.

Exemplo 2.5 — Monty Hall.

Um participante escolhe uma entre trés portas. Atras de uma delas ha um carro;
atras das outras, cabras. O apresentador sabe onde esta o carro, sempre abre uma
das portas nio escolhidas que contém uma cabra e sempre oferece a troca. Se puder
escolher entre duas portas com cabras, decide ao acaso entre elas. E melhor manter
a escolha inicial ou trocar?

A priori, cada porta tem probabilidade 1/3 de esconder o carro. A regra do apre-
sentador, porém, fornece informacao sem redistribuir igualmente essa probabilidade
entre as duas portas fechadas.

Acontece, porém, que o apresentador do programa fornece-lhe informacoes
adicionais e por isso importa! Sem perda de generalidade, podemos assumir que
vocé selecionou a porta A como sua primeira escolha. Existem trés possibilidades
igualmente provaveis: o carro esta atras da porta A, o carro esta atras da porta B,
ou o carro esta atras da porta C. Vamos considerar cada um destas possibilidades
separadamente.
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Se o carro esta atras da porta A, em seguida, o apresentador pode abrir qualquer
uma das outros duas portas. E, neste caso, a resposta correta (em retrospectiva) é
ficar com a porta inicial.

Se o carro esta atras da porta B, em seguida, o apresentador vai abrir necessaria-
mente a porta C. Neste caso, a resposta correta é trocar de porta.

Da mesma forma, se o carro esté atras da porta C, em seguida, o apresentador
vai abrir a portaB, e novamente a resposta correta é trocar de porta.

Assim, em dois dos trés casos igualmente provaveis, a estratégia correta é mudar
de porta. Isto significa que sdo mais propensos a ganhar os que alternam de porta.

Podemos formalizar a solugdo do problema de Monty Hall pelo Teorema de
Bayes.

Como antes, vamos supor sem perda de generalidade que a porta que vocé
selecionou é denominada porta A. Além disso, vamos denominar a porta que o
apresentador abre como B. Assim temos:

P(prémio em A | apres. abre B)
11

_ P(apres. abre B | prémio em A)P(prémioem A) 35 1
B P(apres. abre B) B 3’

T =
2
P(prémio em C | apres. abre B)

1
_ P(apres. abre B | prémio em C)P(prémio em C) B 1- 3 2

P(apres. abre B) 3

— =
2
Logo ¢é vantajoso trocar de porta.

Exemplo 2.6.

Uma urna contém b bolas azuis e ¢ bolas vermelhas. Uma bola é retirada ao
acaso, sua cor é observada, e esta bola é devolvida para a urna juntamente com
outras d bolas da mesma cor. Este procedimento é repetido indefinidamente. Qual
é a probabilidade de que:

a. A segunda bola é tirada vermelha?
b. A primeira bola tirada é vermelha dado que a segunda bola tirada é vermelha?
<

ra) Denotaremos por V,, o evento que a bola retirada na n-ésima etapa é vermelha.
Entdo

P(Vy) = P(Vo|V)P(Vy) + P(V5|VE)P(VY).
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Assim dado que ocorreu Vi, ou seja a primeira vola retirada é vermelha, sabemos
que a urna contém c + d bolas vermelha para a segunda retirada e assim

c+d

P(Vh|Vy) = ———
ValV) = 5oera

De modo analogo, dado que ocorreu Vi, sabemos que a urna contém c bolas

vermelha para a segunda retirada e assim

c
C\
P(V2|V1)_b+c+d
E assim
c+d c c b c

P<V2)_b+c+db+c+b+c+db+c_b+c_P(V1)'

b
PV, NV PV, | V1)P(V- c+d
P(V1|V2): (1 2): (2| l)(l)_

P(V,) P(V,) Cb4c+d

2.3 Independéncia

Um caso particular ocorre quando a informacéo de que B aconteceu nao altera
a probabilidade de A. Nesse caso, o condicionamento nio acrescenta informacgéo
sobre A:
P(A | B) = P(A).

Essa igualdade expressa a ideia de independéncia. Para obter uma defini¢do que
inclua também eventos de probabilidade zero, usaremos uma forma equivalente.

Definicdo 2.2 — Eventos Independentes - Definicao Provisdria

Dado um espago de probabilidade (Q,% ,P), dois eventos A e B com P(A) > 0
e P(B) > 0 sdo ditos independentes se P(A|B) = P(A).

Essa defini¢do se restringe a eventos com probabilidade positiva e ndo torna
explicita a simetria da independéncia. A expressio P(A|B) = P(A) néo reflete a
simetria presente na afirmagio ”A e B sdo independentes”. De fato, com base apenas
nessa expressio, poderia parecer mais razoavel afirmar que A é independente de B,
mas nédo necessariamente o contrario.

No entanto, se P(A|B) = P(A) > 0, entdo podemos deduzir que

P(AnB) _P(ABP(B) _P(A)P(B)

P(Bl4) = P(A)  P(A)  PA)

=P(B),
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justificando assim a simetria da definicdo.

Mais importante ainda, para eventos com probabilidade positiva, temos que

P(A|B) = P(A) se, e somente se, % = P(A). Isso implica que

P(A|B) = P(A) < P(AN B) = P(A) - P(B).

A igualdade a direita ndo exige P(A) > 0 nem P(B) > 0. Ela permite, portanto,
formular uma definicdo de independéncia que inclua eventos de probabilidade zero.

Definicdo 2.3 — Eventos Independentes

Dado um espago de probabilidade (Q,%,P), dois eventos A e B sdo ditos inde-
pendentes se

P(A N B) = P(A) - P(B).

Exemplo 2.7.

Uma carta é selecionada aleatoriamente de um baralho comum de 52 cartas. Se
E é o evento em que a carta selecionada é um as e F é o evento em que a carta
selecionada é vermelha, os eventos E e F sdao independentes?

<
Os eventos E e F sdo independentes. Isso ocorre porque P(E N F) = 2/52,
enquanto P(E) = 4/52 e P(F) = 1/2.
Exemplo 2.8.

Um sistema formado por n componentes é denominado sistema em paralelo se ele
funcionar quando pelo menos um dos componentes funcionar. Em um sistema como
esse, é usual supor que o evento do i-ésimo componente funcionar é independente
dos demais componentes. Qual a probabilidade do sistema funcionar?

Seja A; o evento em que o componente i funciona. Entio

P(sistema funciona) = 1— P(nenhum componente funciona) (2.1)

1-P([)AD) (2.2)
= 1-JJa-p (2.3)
i=1
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Em resumo, as duas defini¢des sdo equivalentes quando P(A), P(B) > 0, mas a
segunda é preferivel, pois abrange eventos para os quais P(A) = 0 ou P(B) = 0.
Além disso, essa defini¢do deixa claro que, se A é independente de B, entdo B
também ¢é independente de A.

Proposicao 2.4

Um evento A é independente dele mesmo se, e somente se, P(A) = 0 ou
P(A) = 1.

Demonstracao.
P(A) =P(AN A) = P(A).

Resolvendo essa equagdo do segundo grau em P(A), concluimos que P(A) = 0 ou
P(A) = 1. ]

Exemplo 2.9.

Considere o experimento de rolar dois dados justos. O espaco amostral é dado
por Q = {(i,j) : i,j € {1,2,3,4,5,6}} e P é a medida de probabilidade uniforme em
(Q, 29), tal que

PP = 5.

para todo (i,j) € Q.
Definimos os seguintes eventos:

A = {observamos 2 no primeiro dado} = {(2,j) : j € {1,2,3,4,5,6}},
B = {observamos 4 no segundo dado} = {(i,4) : i € {1,2,3,4,5,6}},
C = {a soma dos valores observados é 7} = {(i,j)) € Q : i +j =7}

Observe que P(A) = P(B) = P(C) = é. Além disso,

1 11
P(ANB)=—=---=P(A)P(B
(ANB)= o = <+ ¢ = P(AP(B)
e, analogamente, P(A N C) = P(A)P(C) e P(BN C) = P(B)P(C).
Isso mostra que os eventos A e B sdo independentes, assim como os eventos A e

C e oseventos Be C.

<

Para mais de dois eventos, é necessario distinguir independéncia dois a dois de
independéncia da familia. No exemplo anterior, descrevemos trés eventos, cada par
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dos quais é independente, mas o trio A, B, C néo é independente. De fato, saber que
o primeiro dado mostra 2 e o segundo 4 implica que a soma é 6, e portanto,

P(C|AN B) = 0 = P(C).

A independéncia entre pares é, portanto, necessaria, mas nao suficiente para
a independéncia de uma familia de eventos. O exercicio seguinte explicita essa
distincéo.
Exercicio 2.1
Construa um exemplo de espacgo de probabilidade e trés eventos A, B e C tais que
P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C), mas os pares de eventos nio sdo todos independentes.

A definicdo seguinte retine as condi¢des que caracterizam a independéncia de
uma familia de eventos.

Definicao 2.4

Um conjunto finito de eventos A; é dito independente dois a dois se e
somente se cada par de eventos é independente, isto é, se e somente se para
todos os pares distintos dos indices m, k,

P(A,, N Ap) = P(A,,)P(Ap).

Um conjunto finito Ay, ..., A, é dito independente se, para todo subconjunto
néo vazio J C {1,...,n},

P (ﬂ Aj) =[Py

jeJ jeJ

Definicao 2.5

Experimentos aleatérios independentes, com apenas dois resultados possiveis
— sucesso ou fracasso — e probabilidades de sucesso e fracasso constantes, sdo
chamados ensaios de Bernoulli.
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Exemplo 2.10 — Ensaios de Bernoulli.

Deve-se realizar uma sequéncia infinita de tentativas independentes. Cada ten-
tativa tem probabilidade de sucesso p e probabilidade de fracasso 1 — p. Qual é a

probabilidade de que

1

2.

. pelo menos 1 sucesso ocorra nas primeiras n tentativas;
exatamente k sucessos ocorram nas primeiras n tentativas;

. todas as tentativas resultem em sucessos?

. Para determinar a probabilidade de pelo menos 1 sucesso nas primeiras n tenta-
tivas, notamos que é mais simples calcular primeiro a probabilidade do evento
complementar: de que nenhum sucesso ocorra nas primeiras n tentativas. Se E,
representar o evento fracasso na i-ésima tentativa, entdo a probabilidade de nao
ocorrer sucessos é, por independéncia, (1 — p)" Portanto, a resposta é 1 —(1— p)".

. considere qualquer sequéncia na qual dentre os primeiros n resultados ocorram
k sucessos e n — k fracassos.

Cada uma dessas sequéncias, pela hipotese de independéncia das tentativas, ira
ocorrer com probabilidade

P - pr .

Como existem (Z) sequéncias como essa, a probabilidade desejada é

P(exatamente k sucessos) = (Z) pk(l - p)"_k

Para responder ao item 3, notamos, pela letra [1, que a probabilidade de que as
primeiras n tentativas resultem em sucesso é dada por

n
(o)
i=1

Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades, vemos que a
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probabilidade desejada é dada por
(o] n

P(ﬂEf) = P(lim ﬂEf)
i=1 =1
n

el

i=1
0sep<1

— 1 n _—
_hinp _{ lsep=1

Exemplo 2.11 — Ruina do jogador.

Em cada rodada de um jogo justo, um jogador ganha ou perde um real, com proba-
bilidade 1/2 em cada caso. Seu capital inicial é o inteiro x, com 0 < x < m, e ele
joga até o capital atingir 0 ou m. Qual é a probabilidade de ruina?

<

A probabilidade de ruina depende tanto do capital inicial x quanto do montante
final desejado m.

Seja p(x) a probabilidade de o jogador ir a ruina se ele comegar com um capital de
x dolares. Entdo, a probabilidade de ruina, uma vez que o jogador vence a primeira
rodada, é p(x+ 1), pois o capital do jogador passa a ser x + 1 se ele vencer a primeira
rodada. De forma similar, a probabilidade de ruina, dado que o jogador perde a
primeira rodada, é p(x — 1), ja que o capital do jogador se torna x — 1 se ele perder
a primeira rodada.

Em outras palavras, seja B; o evento de que o jogador vence a primeira rodada,
B, o evento de que o jogador perde a primeira rodada, e R o evento de ruina.

Entdo temos:

P(R|B;) = p(x +1) P(R[B) = p(x — 1)

Sabemos também que:
1 1
P(B,) = 5 ¢ P(By) = 5

Pela formula da probabilidade total temos:
P(R) = P(R|B,)P(B;) + P(R|B)P(B)

o que implica em:

p(x):%(p(x—1)+p(x+1)), 1<x<m—1,
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e claramente
p(0)=1  p(m)=0.

A equacdo de recorréncia anterior tem como solucdo p(x) = ¢; + c3x. As cons-
tantes podem ser determinadas pelas condi¢des de fronteira.

=1, g +em=0.

E logo
x
px)=1—-= 0<x<m
m

Ao atravessar este capitulo

Condicionar significa atualizar o universo do célculo. A regra do produto, a
probabilidade total, Bayes e independéncia devem ser usados com os eventos
condicionantes e suas probabilidades claramente identificados.

2.4 Exercicios

Exercicio 2.2 — Teste diagndstico

Uma condigio afeta 1,5% da populacdo. Um teste tem sensibilidade 94% e especifici-
dade 97%. Calcule a probabilidade de uma pessoa ter a condi¢do dado que o teste
foi positivo. Explique por que o resultado néo é 94%.

Exercicio 2.3 — Urnas

Escolhe-se uma de trés urnas com probabilidades 0,2, 0,5 e 0,3. Elas contém, res-
pectivamente, 3/5, 5/8 e 7/10 bolas azuis. Uma bola retirada é azul. Determine a
probabilidade de ela ter vindo da segunda urna.

Exercicio 2.4 — Independéncia

Se P(A) = 0,4, P(B) = 0,5 e P(A U B) = 0,7, verifique se A e B sdo independentes.
Determine ainda P(A° N B) e P(A | AU B).
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Exercicio 2.5 — Ensaios de Bernoulli

Uma conexdo transmite cada pacote corretamente com probabilidade 0,92, indepen-
dentemente dos demais. Calcule a probabilidade de: (a) os primeiros seis pacotes
chegarem corretamente; (b) ocorrer exatamente uma falha nos seis; (c) a primeira
falha ocorrer no quinto pacote.

Exercicio 2.6 — Ruina do jogador

Um jogador comeca com 4 fichas e para ao atingir 0 ou 11. Em cada rodada ga-
nha uma ficha com probabilidade 1/2 e perde uma com probabilidade 1/2. Use a
recorréncia do capitulo para calcular a probabilidade de atingir 11 antes de 0.



CAPITULO

3

Variaveis aleatorias

3.1 Variaveis aleatdrias e funcoes de distribuicao

Um experimento produz um resultado w, mas nem sempre é necessario registrar
toda a informacdo contida nele. Em lancamentos de moeda, pode interessar apenas
o numero de caras; em um componente eletrdnico, o tempo até a falha; em um
ponto do plano, a distancia a origem. Em cada caso, associamos ao resultado uma
quantidade numérica.

Para estudar as probabilidades associadas aos valores de uma fungiao X(w),
precisamos garantir que as condi¢des impostas a esses valores definam eventos. Em
particular, a condigdo “X < x” deve determinar um evento. Por isso exigimos que

[X<x]={weQ: X(w)<x}eF

para todo x € R. Nos exemplos usuais, essa condicdo sera satisfeita; ela garante
que expressdes como P(X < x) estejam definidas.

Definicao 3.1

Uma variavel aleatdria X em um espaco de probabilidade (Q, #,P) é uma
funcéo real definida no espago Q tal que [X < x| é evento para todo x € R;
ie, X : Q — R é variavel aleatoria se [ X < x| € F para todo x € R.

X
Narepresentagdo Q@ — R, X é uma regra fixada; a aleatoriedade vem do resultado

40
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w. A condi¢do de que X pertenca a um conjunto B é descrita no espago amostral
pela imagem inversa,
[X € B] = X"1(B).

Exemplo 3.1 — Nimero de caras.

Langamos uma moeda n vezes. Um resultado é uma sequéncia w = (wy, ... ,wp), com
cada w; igual a cara ou coroa. Se X conta o nimero de caras, entdo

X(w) = #{i : w; = cara}.

A variavel aleatoria transforma uma sequéncia inteira em uma tinica contagem.

Exemplo 3.2 — Uma transformacio de um resultado continuo.

Escolha um ponto w uniformemente em [0,1] e defina
X(w) = .

O experimento produz o ponto w; a variavel aleatoria registra o seu quadrado.

Exemplo 3.3 — Distancia ao centro.

Escolha um ponto w = (x,y) no disco unitario e defina

X(w) = Jx2 + y2.

Dessa vez, um resultado bidimensional é resumido por uma unica quantidade: a
distancia a origem.

Se o proprio resultado ja é um ntmero real, podemos simplesmente tomar
X(w) = w. Se o resultado é um ponto do plano, suas coordenadas podem ser

registradas por duas variaveis X e Y; essa ideia sera retomada no capitulo de vetores
aleatorios.

Definicido 3.2
A funcao de distribuicao da variavel aleatéria X, representada por Fx ou
simplesmente por F, é definida por

Fy(x)=P(X<x), x€R
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A funcao de distribuicdo também é chamada de funcio de distribuicio acu-
mulada. Ela determina a distribuicdo de X. Por exemplo, se a < b,

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

Assim, conhecer Fy permite calcular probabilidades de intervalos sem retornar ao
espago amostral original. Para esses célculos, a informagio relevante de Q esta
reunida em uma fungio da reta real.

Exemplo 3.4.

Seja X = ndimero de H em dois lancamentos independentes de uma moeda justa.
Entdo temos

2 ¢ P(2)= i
X

1 ¢ P(="
0 ¢ P0)=-

Figura 3.1: A funcéo de distribui¢do acumulada no ponto x, Fx(x), é a

probabilidade de vermos um resultado menor que x. No caso
3

ilustrado Fy(x) = i + z =
0, com probabilidade

X =14 1, com probabilidade

Lo e Sl e I

2, com probabilidade

Entdo, podemos criar a fungéo de distribui¢io. Esta funcéo apresentara descontinu-
idades do tipo salto nos pontos 0, 1 e 2.

0, x<0
L xelo,1)
Fx(x)=P(X <x) = lil xe[12)
B ’
-+-+-,  x€[2,+0)
4 2 4
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0.8 | N

0.6 | N

Figura 3.2: Distribuicdo do Exemplo 3.4

Exemplo 3.5.

Considere o experimento de sortear ao acaso um ponto no disco unitario B =
{(a,b) : a®> +b*> < 1} em R?, e defina X como a distancia ao centro da bola.
Para modelar este problema podemos considerar que a probabilidade de sor-
tearmos um ponto em uma regido A € JB(B) é proporcional a area de A. Mais
especificamente

_area (A)
P(A) = —

F(x)
1

-1 0 1 x

Agora, note que X(a,b) = Va2 + b? e portanto para x € [0,1]

P(X < x) = P({(a,b) : a® +b* < x?}) = nsz = x?,

e portanto
0, x<0
F(x)=1x% 0<x<1.
1, x2>1
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Teorema 3.1 — Propriedades da Funcao de Distribuicdo

A funcéo de distribui¢do F(x) de uma variavel aleatoria X possui as seguintes
propriedades:

1. F é ndo decrescente e 0 < F(x) < 1.
2. F(x) —» 0 quando x —» —c0 e F(x) — 1 quando x — +co.

3. F é continua a direita, ou seja
Jim F(y) = FCx).
4. F possui limites a esquerda em todos os pontos. Além disso,
F(x™) := yligcl_ F(y) =P(X < x).

Em particular,
P(X = x) = F(x) — F(x™).

5. F possui no maximo nimero enumeravel de descontinuidades.

Uma fungéo F continua a direita e com limites a esquerda é chamada cadlag,
abreviacdo da expressdo francesa continue a droite, limites a gauche.

Demonstragdo. 1. Se x < y, entdo {X < x} C {X < y}. A monotonicidade de P
mostra que F(x) < F(y); os limites 0 < F < 1 seguem dos axiomas.

2. Escolha sequéncias x;,, | —0 e y, 1 +00. Entdo {X < x,} | @ e {X < y,,} T Q. Pela
continuidade da probabilidade, F(x,) — 0 e F(y,) — 1. Como F é mondtona,
esses sdo os limites de F nos extremos da reta.

3. Se x, | x, entdo {X < x,} | {X < x}. Logo F(x,) = F(x), o que prova a
continuidade a direita.

4. Se y, 1 x, entdo {X < y,} 1 {X < x}. Portanto
F(x7) = lim F(y,) = P(X < x).
n—oo

Como {X < x} é a unido disjunta de {X < x} e {X = x}, segue que P(X = x) =
F(x) — F(x™).
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5. Param > 1, seja Dy, = {x : F(x) — F(x~) > 1/m}. Como a soma das pro-
babilidades P(X = x) ndo pode exceder 1, o conjunto D,, tem no maximo m
pontos. Toda descontinuidade de F pertence a algum D,,; portanto o conjunto

de descontinuidades, | J .. D,,, é enumeravel.

m>1
]

Proposicao 3.2
P(X € (a,b]) = F(b) — F(a).

Definicdo 3.3
Uma fungdo F : R — [0, 1] tal que
1. F é ndo-decrescente;

2. F é continua pela direita;

3. lim F(x)=0e lim F(x)=1
x—>+00

X—>—00

é denominada funcio de distribuicio candidata.

Mostraremos que as propriedades apresentadas caracterizam as fungdes de distri-
buigdo: dada uma funcéo que as satisfaca, construiremos uma variavel aleatoria com
essa funcéo de distribui¢do. A construgéo também permite obter, no mesmo espaco
de probabilidade, sequéncias de variaveis aleatorias com distribui¢des previamente
especificadas, o que ser4 util no estudo de sua convergéncia.

Proposicao 3.3

Dada uma fungio candidata a funcdo de distribuicdo de probabilidade F
entdo existe uma variavel aleatoria X tal que a sua fungéo de distribuicéo de
probabilidade é F.

Uma construgdo util justifica a afirmagio. Se U é uniforme em (0,1), defina
X =infilx eR : F(x) > U}

Pela monotonicidade e continuidade a direita de F, os eventos {X < x} e {U < F(x)}
coincidem. Assim P(X < x) = P(U < F(x)) = F(x).
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3.2 Tipos de variaveis aleatorias

As variaveis aleatorias podem ser classificadas em dois tipos principais: discretas
e continuas, dependendo da natureza dos valores que elas podem assumir.

Definicao 3.4

1. Avariavel aleatéria X é dita discreta se toma um nimero finito ou enumera-
vel de valores, i.e., se existe um conjunto finito ou enumeravel {x;, x5, ...} C R
tal que X(w) € {xy,x,...} paratodo w € Q. A fung¢io p (x;) definida por
p(x)=P(X =x),i=1,2,..., é dita funcio de probabilidade de X.

2. A variavel aleatoria X é (absolutamente) continua se existe uma funcao

f(x) > 0 tal que

X
Fx(x) = J f(t)dt, paratodox R

Neste caso, dizemos que f é funcio de densidade de probabilidade de X ou
simplesmente densidade de X.

A densidade de probabilidade pode ser compreendida por analogia com a densi-
dade de massa. Nos dois casos, a integral da densidade fornece a quantidade total
atribuida a um intervalo.

Densidade de Massa em Uma Dimensio Imagine uma barra fina e longa de
material uniforme (por exemplo, um fio ou uma haste), onde a densidade de massa
p(x) indica como a massa esta distribuida ao longo do comprimento x. A densidade
de massa p(x) é medida em unidades de massa por unidade de comprimento (por
exemplo, kg/m). Para encontrar a massa total M em um intervalo [a, b] ao longo do
fio, integramos a densidade de massa sobre esse intervalo:

M= Jj p(x)dx.

Densidade de Probabilidade em Uma Dimensao A densidade de probabili-
dade p(x) funciona de maneira semelhante, mas, em vez de medir como a massa
esté distribuida, ela mede como a probabilidade esta distribuida ao longo de um eixo.
A densidade de probabilidade p(x) indica a “concentraciao” da probabilidade em
torno de um ponto x e é adimensional. A probabilidade total P de encontrar uma
varivel aleatoria dentro de um intervalo [a, b] é dada pela integral da densidade de
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probabilidade nesse intervalo:
b
P= J p(x)dx.
a

Exemplo 3.6.
Sorteio de Pontos Segundo uma Distribuicio de Probabilidade

Considere uma distribui¢io de probabilidade continua descrita por uma densi-
dade de probabilidade p(x) definida no intervalo [0, 1]. Para ilustrar o conceito,
vamos considerar uma distribuicdo linear simples dada por:

p(x) =2x, para0<x<1.

Densidade de Massa p(x) = 2x x

Figura 3.3: Fio com densidade de massa crescente p(x) = 2x.

Essa fun¢io p(x) indica que a probabilidade de encontrar um valor proximo a x
aumenta a medida que x cresce. Em outras palavras, valores de x mais préximos
de 1 sdo mais provaveis de serem escolhidos do que valores proximos de 0. Essa
¢é uma situacdo analoga a ter uma barra de densidade de massa que se torna mais
densa a medida que nos aproximamos de uma das extremidades. Podemos verificar
que p(x) é uma densidade de probabilidade valida, pois ela satisfaz a condi¢do de
normalizagio: :

1
L 2xdx = [x2]0 =1

Agora, vamos calcular a probabilidade de a variavel estar dentro de um subin-
tervalo especifico [a,b], onde 0 < a < b < 1. Isso pode ser obtido integrando a
densidade de probabilidade p(x) nesse intervalo:

b
P(anSb):J 2xdx = [xz]l; =b? - a2
a
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Graficos das Funcgdes de Distribuiciao de Variaveis Aleatodrias Discreta,
Continua e Mista Dependendo da natureza da variavel aleatéria — discreta,
continua ou mista — a forma da fungfo de distribuigcdo apresenta caracteristicas
distintas:

B Discreta: Para variaveis aleatorias discretas, a funcéo de distribui¢do possui uma
estrutura em degraus. Isso ocorre porque a probabilidade se acumula em valores
especificos, resultando em saltos na funcéo. Entre esses saltos, a funcdo de
distribuicdo permanece constante, indicando que a variavel ndo assume valores
intermediarios.

B Continua: Para variaveis aleatérias continuas, a funcio de distribui¢do é uma
funcéo continua, sem qualquer tipo de salto. Isso reflete o fato de que a probabi-
lidade é distribuida de maneira continua ao longo de um intervalo de valores. A
continuidade da funcéo indica que a variavel pode assumir qualquer valor dentro
de um intervalo onde a funcio de distribuicéo é crescente.funcéo.

B Mista: A funcdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria mista combina as
caracteristicas das duas anteriores. Ela apresenta trechos continuos ndo cons-
tantes, correspondentes a intervalos onde a variavel pode assumir um conjunto
infinito de valores, e saltos em pontos especificos, onde existe uma probabilidade
acumulada discreta.

Fx(x) Fx(x) Fx(x)

=T

Discreta Continua Mista x

Figura 3.4: Funcoes de Distribuicdo de Variaveis Aleatorias Discreta, Continua e
Mista
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Exemplo 3.7.

Determine para que valores da constante ¢ € R, a funcéo abaixo representa uma
densidade de probabilidade.

c(1-x)? se0<x<1/2;
f)=491/(c+1), sel/2<x<1;

0, caso contrario.

Para que f seja uma densidade, precisamos de f(x) > 0 e j_moo f(x)dx = 1. Se
¢ > 0, a primeira condicéo ja esta satisfeita; resta impor a normalizacéo:

0 0 1/2 - o
J f(x)dx = J 0dx + J e(1 — x)%dx + J ——dx + J 0dx =1,
—00 —00 1

0 1/zc+1

que resulta em

(13 1/2
=%

3

=1=>7%—-17c—-12=0.

x ’1
0 C+11/2

A solucdo negativa dessa equacdo é descartada e obtemos ¢ = 3.

Proposicao 3.4

1. Se X é discreta, entdo [X < x] = |J [X = x], logo

x<x

Fx(x)= Y P(X=x)= ), p(x)

x<x x<x

2. Se X é absolutamente continua, entdo Fy, sendo uma integral indefinida
de f, é continua.

Uma fungéo f(x) > 0 é densidade de alguma variavel aleatéria se, e somente se,
f_oooo f(x)dx = 1, ja que neste caso F definida por

F(x) = J f(t)dt
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é funcio de distribuicdo. Reciprocamente, se f é densidade entio fjooo f(x)dx = 1.
O critério seguinte permite verificar a existéncia de densidade para as funcdes
de distribuicdo regulares consideradas neste curso.

Proposicao 3.5

Uma variavel aleatoria X cuja funcdo de distribuicio Fx seja
a. continua e

b. continuamente diferenciavel por partes, em uma particdo finita da reta,
com derivada integravel,

possui densidade dada por

Fx(x), se Fx é diferenciavel em x,

0, caso contrario

f(x) =g

O valor de f nos poucos pontos onde Fx ndo é diferenciavel é irrelevante para a
integral. Em cada trecho, o Teorema Fundamental do Célculo fornece a variacdo de
Fy; somando os trechos e usando lim,_,_, Fx(x) = 0, obtemos

R@= | feodx

Por exemplo, seja

0, x<0
Fy(x)=4x, 0<x<1
1, x>1

Entdo X tem densidade, pois Fy é continua e

, .y )L x€(0,1)
FX(X)_ZO, x & [0,1]

Logo a densidade de X é dada por

1, x€/(0,1),
0, x<Ooux>1.

f(x) = Fx(x) = {

O valor de f nos pontos 0 e 1 é arbitrario, pois qualquer que seja f(0) e f(1), a
integral jio f(t)dt é ainda igual a Fy(x). Costuma-se definir ou f(0) = f(1) =1
ou f(0) = f(1) = 0.
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Por outro lado, suponha que

0, x<0
Fx(x) =
1, x>0

Aqui X nio tem densidade, pois Fy nio é continua. De fato X é uma variavel
aleatoria discreta, e P(X = 0) = 1.

O préoximo exemplo apresenta uma variavel aleatéria que néo é discreta nem
absolutamente continua, mas combina os dois tipos de distribuigéo.
Exemplo 3.8 — Funcao de Distribuicao Mista.

A variavel aleatéria X tem funcéo de distribuicao dada por:

0, sex <0
x/4, se0<x<1
1/2, sel<x<2;
1, se x > 2.

O trecho inclinado entre 0 e 1 corresponde a parte com densidade. Os saltos em
1 e 2, de tamanhos 1/4 e 1/2, correspondem as massas pontuais.

0.8 - *

0.6 [ N

Figura 3.5: Funcéo de distribuicdo mista do Exemplo 3.8.
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Teorema 3.6 — Decomposicao mista sob hipoteses regulares

Seja F uma funcao de distribui¢do com saltos apenas nos pontos xi, ... ,X.
Escreva

pi=Fo)—F(x7),  H(x)=F@x)- ), p:

x<x
Suponha que H seja continua, continuamente diferenciavel por partes em
uma particdo finita da reta e que sua derivada h = H’ seja integravel. Entdo F
é uma mistura de uma distribuicdo discreta e uma distribuicdo com densidade:

F =aF; + (1 — @)F,, a= Z Di-
Quando @ > 0 e « < 1, as duas fung¢des de distribuicdo normalizadas sdo

Fa(x) = é dopn Felx) = ﬁj h(t) dt.

5%

Se a = 0 ou @ = 1, permanece apenas a componente nao nula.

Demonstragao. A subtracdo da funcdo-degrau remove precisamente os saltos de F,
de modo que H é a parte continua. Como H é continuamente diferenciavel por
partes e h = H’ é integravel, o Teorema Fundamental do Calculo, aplicado em cada
trecho, da

H(x) = r h(t) dt.

Além disso, h > 0 nos pontos de diferenciabilidade, pois H é nao decrescente.
Fazendo x — oo, obtemos f_oooo h(t)dt = 1 — a. Logo as normaliza¢des exibidas
no enunciado sao fun¢des de distribuicéo, e a identidade decorre diretamente da
definicao de H. ]

A discussdo acima da um método de decompor F em suas partes discreta e
absolutamente continua. Consideremos um exemplo.

Exemplo 3.9.
Seja
0, x<0
1
= < -
Fy(x) x, 0<x< >
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0.8 | N

0.6 [ N

04| N

Figura 3.6: Distribuicido do Exemplo 3.9

Fy tem apenas um salto, em x = 1/2, e p; = salto no ponto 1/2 = 1/2. Logo

0, L
Fy(x) = 1 %
2’ 2
Diferenciando, temos
f() P 0, x<0 ou x>%
X) = X) =
v 1, 0<x<%
f(x)=0 se x=0 ou 1/2(por definicdo).
Logo
0, x<0
* 1
F(x) = J f®)dt =1x, 0<x< 5
= Lot
2 2

Como F; + F,. = Fy, metade da probabilidade esta concentrada no ponto 1/2
e a outra metade tem densidade constante no intervalo [0,1/2]. Normalizando as
1 1
componentes, temos Iy = EF; + EF;C'
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3.3 Distribuicao de uma variavel aleatéria

Até aqui descrevemos X por eventos do tipo [X < x]|. Mas, uma vez que a
variavel foi definida, podemos perguntar mais: qual é a probabilidade de X cair num
intervalo, numa unifo de intervalos ou em outro conjunto usual da reta? A condicio
da definicéo é suficiente para garantir que essas perguntas também estejam bem
definidas. Em particular:

Proposicao 3.7

Se X é variavel aleatoria em (Q, &, P), entdo o evento
[X e B]:={weQ: X(w) € B}
é evento para todo boreliano B, i.e.,

[X € B] € #, para todo B € B = o-algebra de Borel.

Proposicao 3.8

Seja Px(B) = P(X € B), para B boreliano, entdo Py é uma probabilidade em
AB, isto é, Px(B) satisfaz:

Axioma 1. Py(B) = P(X € B) > 0.
Axiomal. Py(R)=P(XeR)=1.
Axioma 3. Se By, By, ... € & sdo disjuntos, entio
Px (UB,) =P(X e UB,) =P(U[X € B,]) =
=Y P(X€B,) =) Px(B,).
n n

Definicao 3.5
A probabilidade Py, definida na o-algebra de Borel por Px(B) = P(X € B), é
denominada distribuicio de X.

Nos casos discreto e continuo, podemos descrever a distribui¢do por meio da
funcdo de probabilidade ou densidade:
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Proposicao 3.9

1. Se a variavel aleatéria X é discreta e toma valores somente no conjunto
{x1, %y, ...}, entdo

Py(B) = Z P(X=x)= Z p(x), paratodoBe Z.

x;,EB X;,EB

2. Se X é absolutamente continua com densidade f(x), entdo

Py(B) = J f(x)dx, paratodo Be %.
B

A distribuicdo de X é determinada por qualquer das seguintes fungdes:
1. A funcao de distribui¢do Fy.
2. A densidade f(x), se X é absolutamente continua.

3. A funcéo de probabilidade p (x;), no caso discreto.

A representacio da distribuicio pode ser escolhida de acordo com o calculo que
se pretende realizar. No caso continuo, a densidade costuma ser a representagdo
mais conveniente.

3.4 Esperanca

A esperanca resume uma distribui¢do por meio de um valor central. Ela é obtida
como uma média ponderada, na qual os pesos sao dados pelas probabilidades.

Definicao 3.6

Definimos a esperanca ou valor esperado de uma variavel aleatéria como:
" E[X] =3 xp(x)

= E(X) = [0 xf(x)dx
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A esperanga E[ X] é a média ponderada dos possiveis valores. Outro modo de
ver a esperanca é como o centro de gravidade de um conjunto de particulas cuja
x-ésima particula esta na posi¢do x e tem massa p(x).

Exemplo 3.10.

Determine o valor esperado quando rolamos um dado honesto. denominado

1 2 3 4 5 6
E[X]=-+-+>4+-+>+-
1] 6 6 6 6 6 6

Exemplo 3.11.

Seja X uma variavel aleatéria que pode receber os valores —2, — 1,0,1 e 3 com
respectivas probabilidades

P[X=-2]=02 P[X=-1]=04 P[X=0]=02,
P[X=1]=0,1 P[X=3]=0,1.

Calcule E[X?] e E[X]?

Teorema 3.10

Seja X uma variavel aleatoria, e g : R — R. Entdo a esperanca de g(X) é
dada por

E[g(X)] = Z g(x)p(x)

sempre que a ultima soma estiver bem definida.

Demonstracgao.
E[g00] = Y yPlg)=yl=Dy P[X = x] (3.1)
y y  x:glo)=y
= ), D, wPlX=x]=) ) g@PX=x] (32
y x:g(x)=y y x:g(x)=y
= Z g(x)P[X = x| (33)
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Corolario 3.11

Se a e b sdo constantes entao

E[aX + b] = aE[X] + ]

Para duas variaveis aleatorias X e Y no mesmo espago amostral, podemos definir
novas variaveis aleatorias X +Y, X -Y, etc. como

(X +Y)w) = X(w) +Y(w), e XY)w) = X(w)Y(w).
Teorema 3.12

E[X +Y] = E[X] + E[Y]

Teorema 3.13

Se as variaveis aleatorias X e Y sdo independentes e E[X] e E[Y] sdo finitos,
entdo E[ XY estd bem definida e satisfaz

E[XY] = E[X]E[Y].

Definicao 3.7

Definimos o n-ésimo momento da variavel aleatoria X como

E[X"] := ) x"p(x)

No caso continuo temos:

Var(X) = Fm(x —E(X))?f(x)dx = E(X?) — E(X)?.

3.5 Variancia

A esperanca localiza um centro, mas ndo descreve a dispersio dos valores em
torno dele. Duas distribui¢des podem ter a mesma média e apresentar comporta-
mentos muito diferentes.



3 Variaveis aleatérias 58

Uma medida de dispersdo poderia ser construida a partir de |X — E[X]|. O
quadrado (X — E[X])?, porém, tem propriedades algébricas que tornam seu uso
conveniente e conduz a varidncia. Nesta se¢do, suporemos finitos os momentos
necessarios.

Definicao 3.8

Definimos a variancia de uma variavel aleatoria X, de esperanga finita y como

Var[X] = E[(x - p)*]

O desvio padréo o(X) de X é definido como a raiz quadrada da variancia,

o(X) = +/Var(X).
Proposicao 3.14

Var[X] = E[X?] — (E[X])?

Demonstragao. Escreveremos E(X) = p. Entdo temos:

Var[X] = E(X?-2uX + p?) (3.4)
= E(X?) - 2uE(X) + p?

= E(X?)—2p® + p? = E(X?) — 2. (3.6)

| ]

Exemplo 3.12.
Determine a variancia de um dado honesto. denominado
1 1 1 1 1 1
E[X?] = 1= + 4=+ 9= + 16> +25= + 36— = —
X7 6 6 6 6 6 6 6
7

Como E[X] = 3 temos que
5

3
Var(X) = E
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Exemplo 3.13.
Considere o experimento de jogar 5 moedas honestas. Se H representar o nimero
de caras que aparecerem. Calcule a esperanca e a variancia de H.

Lembramos que

P(Xzo):% :%
5\1°
P(X = ):<1)§ 32
5
5 5
P(X=3)=<3)% =£
5\1°
P(X:4):(4)5 ~ 32
5

Logo a esperanca é

5 10 10 5 1 80 5
EH =1—4+2—-43—-+4—+5—=—=—
H] 32 * 32 * 32 * 32 * 32 32 2

Para o calculo da varidncia comecaremos calculando

5 10 10 5 115
E[H)]=1—=+4— +9—= + 16— + 25— = —
32 32 32 32 U327 2

Logo a variancia é

Teorema 3.15

Dadas X e Y varidveis aleatoriamente e a,b € R entao
a. Var(aX + b) = a? Var(X).

b. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2(E(XY) — E(X)E(Y)). Em particular,
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se X e Y sdo independentes, entdo

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Ao atravessar este capitulo

A funcéo de distribui¢io Fy(x) = P(X < x) unifica variaveis discretas,
continuas e mistas. Saltos fornecem massas; em trechos regulares, derivadas
fornecem densidades.

3.6 Exercicios

Exercicio 3.1 — Validacdo de uma funcao de distribuicao

Determine os valores de a para os quais

0, x <0,
F(x)={ax, 0<x<2,
1, x>2

¢é uma funcéo de distribuicdo. Para o valor admissivel, calcule P(0,4 < X < 1,6).

Exercicio 3.2 — Saltos e massas

Uma fungéo de distribui¢do tem saltos de tamanhos 0,18, 0,27 e 0,15 nos pontos

—1, 0 e 2, respectivamente, e cresce linearmente de 0,60 para 1 no intervalo [2,5].

Determine todas as massas pontuais e a densidade no trecho continuo.

Exercicio 3.3 — Quantis

Se X tem funcéo de distribuicdo F(x) = 1 — e 2% x > 0, encontre a mediana e o

quantil de ordem 0,9. Calcule também P(X > g9 + 1| X > g o).

Exercicio 3.4 — Transformada inversa

Se U ~ U(0,1), mostre diretamente que X = 33U possui funcao de distribui¢io

Fx(x) = x?/9 em [0,3]. Obtenha sua densidade.
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Exercicio 3.5 — Distribuicio mista regular

Uma variavel X assume o valor 0 com probabilidade 0,3; com a probabilidade
restante, tem densidade 2x em (0,1). Escreva Fy, calcule P(X < 1/2) e identifique
explicitamente as partes discreta e continua.



CAPITULO

4

Variaveis aleatorias
discretas

Uma variavel discreta assume valores que podem ser listados. A escolha de uma
distribuicao depende, porém, da estrutura do experimento. Contar defeitos em
vinte pecas, contar quantas pecas precisam ser testadas até o primeiro defeito e
contar defeitos em vinte metros de cabo sdo problemas de contagem que conduzem
a modelos diferentes.

Para distinguir esses modelos, consideraremos o nimero de tentativas, a pre-
senca ou auséncia de reposicdo e a quantidade que se pretende registrar. Essas
caracteristicas orientardo a apresentacdo das distribui¢des deste capitulo.

4.1 Distribuicao Uniforme Discreta

Se uma variavel aleatoria X assume os valores distintos xi, ...,X,, todos com
a mesma probabilidade, dizemos que X tem distribuicdo uniforme discreta. Sua
funcéo de probabilidade é
1
n’

P(X =x)= i=1,..,n

Assim, a probabilidade de um evento é a razdo entre a quantidade de valores
favoraveis e o total de valores possiveis.

62
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A média e a variancia sao

E[x|=2T" "%
n
¢ 2 2
xp— P4+ (g, —

No caso particular em que X assume os valores 1,2, ... 1, essas expressdes se reduzem
a 2

n+1 n“—1

E|X]| = Var(X) =
[X]= 5= e Var(X) ="

Exemplo 4.1 — Uma roleta equilibrada.

Uma roleta tem oito setores de mesma area, numerados de 1 a 8. Seja X o nimero
indicado ap6s um giro. Como os oito resultados sio igualmente provaveis, X é
uniforme em {1, ...,8}. Portanto,

P(X >6) = %

Além disso,

8+1 82 -1
E[X] = — = 45 e Var(X)=

= 5,25.

A média 4,5 ndo precisa ser um resultado possivel: ela representa o valor em torno
do qual a média de muitos giros tende a se estabilizar.

<

A distribui¢io uniforme atribui o mesmo peso a todos os resultados. No modelo
binomial, cada tentativa é classificada como sucesso ou fracasso, e contamos os
sucessos em um numero fixado de tentativas, sob as condicoes a seguir.

4.2 Distribuicao Binomial

Considere n > 1 tentativas independentes, cada uma com dois resultados possi-
veis: sucesso, com probabilidade p € [0,1], e fracasso, com probabilidade 1 — p. Se
X conta o namero de sucessos nas n tentativas, entdo

POX=k) =" |pFa-prt k=
( ) kp(l P, 0,1,....n.

Dizemos, nesse caso, que X ~ Bin(n,p).
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A formula retine duas ideias. Uma sequéncia especifica com k sucessos e n — k
fracassos tem probabilidade p*(1 — p)**; existem (Z) posi¢des possiveis para os k
sucessos. A independéncia e a consténcia de p sdo essenciais: se uma tentativa altera
as probabilidades das seguintes, o modelo binomial pode deixar de ser adequado.

Se Y; vale 1 quando ha sucesso na i-ésima tentativa e 0 em caso contrario, entao

X=Y+-+Y,
Essa representacdo permite obter
E[X]=np e Var(X)=np(l-p).

Em particular, np é o nimero médio de sucessos em muitas repeti¢cdes do experi-
mento completo.
Exemplo 4.2 — Inspecdo de componentes.

Vinte componentes produzidos sucessivamente sdo inspecionados. Admita que os
componentes sejam independentes e que cada um tenha probabilidade 0,07 de ser
defeituoso. O lote é aceito quando ha no méaximo um defeituoso. Se X é o ntimero
de defeituosos, entdo X ~ Bin(20,0,07) e

PX<1)=P(X=0)+P(X=1)
=0,93%0 + 20(0,07)(0,93)*°
~ 0,5869.

Assim, sob o modelo adotado, aproximadamente 58,69% dos lotes seriam aceitos.

Exemplo 4.3 — Erros de transmissao.

Uma palavra de 100 bits é transmitida por um canal no qual cada bit, de modo
independente, tem probabilidade 0,01 de ser recebido com erro. Um sistema corrige
até dois erros. Logo, se X ~ Bin(100,0,01), a probabilidade de correcio é

2

100
P(X<2)=) ( L )(0,01)k(0,99)1°°—’< ~ 0,9206.
k=0

<

O exemplo anterior calcula o desempenho para uma confiabilidade individual
ja conhecida. Em projetos de redundéncia, a pergunta costuma ser inversa: a
confiabilidade desejada do sistema determina a exigéncia sobre cada componente.
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Exemplo 4.4 — Confiabilidade de um sistema 4-de-5.

Um sistema possui cinco mddulos independentes e permanece operacional desde
que pelo menos quatro estejam funcionando. Cada médulo funciona durante a
missao com probabilidade p. Se X é o nimero de mddulos operacionais, entdo

X ~ Bin(5,p)

e a conflabilidade do sistema é
5
R(p)=P(X >4)= (4)p4(1 —p)+p° =5pt—4p.

Suponha que a especificagao do projeto exija confiabilidade de pelo menos
99%. Nao estamos mais calculando uma probabilidade a partir de p: precisamos
determinar quéo confiavel deve ser cada mddulo. Como R(p) é crescente em [0,1],
resolvemos numericamente

5p* —4p° = 0,99,

obtendo
p = 0,9673.

Assim, cada moédulo precisa funcionar com probabilidade de aproximadamente
96,73% para que a arquitetura 4-de-5 atinja a meta de 99%. Nesse problema, a
probabilidade desejada é uma restricéo de projeto, e o pardmetro da distribuicéo é a
incognita.

Na binomial, fixamos o nimero de tentativas e estudamos o niimero de sucessos.
Na distribuicdo geométrica, o interesse é o primeiro sucesso: a quantidade aleatoria
passa a ser o numero de tentativas necessarias até sua ocorréncia.

4.3 Distribuicao Geométrica

Considere uma sequéncia de tentativas independentes, todas com probabilidade
0 < p < 1 de sucesso. Seja X o numero da tentativa em que ocorre o primeiro
sucesso. Para que X = k, as k — 1 primeiras tentativas devem fracassar e a k-ésima
deve ter sucesso. Portanto,

PX=k)=0-prlp, k=123... (4.1)
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Dizemos que X ~ Geom(p). A soma das probabilidades é
Ya-pflp=pYa-py=1,
k=1 j=0

como deve ocorrer para qualquer func¢io de probabilidade.
A probabilidade de cauda admite um calculo direto. O evento X > k significa
que as primeiras k tentativas foram fracassos, de modo que

P(X > k) = (1- p).
Consequentemente, para inteiros k > 1,
Fx(k)=P(X <k)=1-(1 - p)k.
A média e a variancia sio

1-p
P

E[X] = % e Var(X)=

Exemplo 4.5 — Teste até encontrar um defeito.

Em uma linha de producéo, cada item tem probabilidade 0,20 de ser defeituoso,
independentemente dos demais. Os itens sdo testados até que o primeiro defeito
seja encontrado. Se X é o numero de itens testados, entdo X ~ Geom(0,20). A
probabilidade de encontrar o primeiro defeito até o terceiro teste é

P(X <3)=1-(0,80)° = 0,488.
Ja a probabilidade de serem necessarios mais de cinco testes é
P(X > 5) = (0,80)° = 0,32768.

Em média, serdo testados E[ X ] = 1/0,20 = 5 itens até o primeiro defeito.

A propriedade sem memoria

O fato de as tentativas serem independentes produz uma propriedade especial.
Se as primeiras k tentativas fracassaram, a espera adicional até o primeiro sucesso
se comporta como uma nova espera, iniciada naquele instante.
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Teorema 4.1 — Propriedade sem memoéria

Se X ~ Geom(p), com 0 < p < 1, entdo, para inteiros k,n > 0,

P(X>k+n|X>k)=P(X >n).

Demonstracao. Como {X > k + n} C {X > k}, temos

P(X >k+n)
P(X > k)

_ \k+n
_a-pm = (1- p)' = P(X > n).

(1-p)k

PX>k+n|X>k) =

Nos modelos anteriores, cada tentativa era realizada nas mesmas condicdes. Em
retiradas sem reposi¢io, a composi¢ao da populacio muda a cada etapa, e a proba-
bilidade de sucesso pode se alterar. A contagem de sucessos em uma amostra de
tamanho fixo, retirada de uma populagéo finita sem reposicéo, conduz a distribuicio
hipergeométrica.

4.4 Distribuicao Hipergeométrica

Uma populacio finita contém N > 1 elementos, dos quais K sdo classificados
como sucessos e N — K como fracassos, com 0 < K < N. Escolhem-se n elementos
ao acaso, sem reposicdo, com 0 < n < N, e X conta os sucessos encontrados. Para
obter X = i, devemos escolher i elementos entre os K sucessos e n—i entre os N — K

RO ow
DT

Dizemos que X ~ HGeom(N,K,n). O suporte efetivo é

fracassos. Assim,

max{0,n — (N — K)} <i < min{n,K}.

A formula também pode ser usada fora desse intervalo se adotarmos (2) = 0 quando
s<Oous>r.
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Se N > 1, a média e a variancia sao

K

E[X] —nﬁ,
K K\N-n
Var(X)—nﬁ (1—N) N_1

O ultimo fator, chamado correcdo para populacao finita, expressa a reducio da
variabilidade causada pelas retiradas sem reposi¢do. Quando N = 1, X é constante
e, portanto, Var(X) = 0.

Exemplo 4.6 — Amostragem sem reposicao.

Uma caixa contém 12 componentes, dos quais 4 sdo defeituosos. Trés componentes
sao escolhidos ao acaso, sem reposicdo. Se X é o niimero de defeituosos escolhidos,
entdo X ~ HGeom(12,4,3). A probabilidade de encontrar exatamente um defeituoso

é
4y/8
28
_We) 2 0,5091.
(12) 55
3
A probabilidade de encontrar no maximo um defeituoso é

WE+DE) _ 42

P(X <1)= T = - = 0.7636.

Além disso, E[ X] = 3(4/12) = 1. Se cada componente fosse reposto antes da retirada

P(X = 1)

seguinte, a proporc¢ao 4/12 permaneceria constante e o modelo seria binomial, nao
hipergeométrico.

<

A distribuicao hipergeométrica também surge ao condicionar duas contagens
binomiais pelo total de sucessos. O calculo seguinte mostra por que o parametro p
deixa de aparecer na distribui¢do condicional.

Exemplo 4.7 — Uma binomial condicionada torna-se hipergeométrica.
Sejam
X ~ Bin(m,p), Y ~ Bin(n,p),

independentes. Suponha que conhecemos apenas o numero total de sucessos,
X +Y =r. Qual é a distribui¢cdo de X sob essa informagao?
Para
max{0,r — n} < k < min{m,r},
temos
P(X=kY=r—-k)
P(X+Y=r)

PX=k|X+Y=r)=
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(k><r B k)pr(l _ p)m+n—r'

Para o denominador, somamos sobre todas as maneiras de distribuir os r sucessos

O numerador é

entre os dois grupos:

P(X+Y =7) = p/(1— pyrnT 3 (’}")( " )

j T

A identidade de Vandermonde

2(05)-(07)

segue, por exemplo, contando de duas maneiras a escolha de r elementos em dois
grupos de tamanhos m e n. Portanto,

O]

P(X=k|X+Y=r)=-22"
")

Essa é exatamente a funcéo de probabilidade de uma distribuicdo hipergeométrica.

O aspecto mais interessante é que p desaparece: uma vez fixado o total de sucessos,
importa apenas como os r sucessos se distribuem entre os dois grupos.

Na binomial e na hipergeométrica, o nimero de observacdes é fixado de antemao.
Em outros problemas, fixamos um intervalo de tempo, uma area ou um comprimento
e contamos as ocorréncias nessa regido. A distribuicdo de Poisson sera usada para
modelar situacdes desse tipo.

4.5 Distribuicao de Poisson

Seja X o nimero de ocorréncias de certo tipo em um intervalo de tempo, com-
primento, area ou volume. Quando essas ocorréncias surgem de maneira aproxima-
damente independente e com taxa média constante, um modelo natural é

k
P(X =k) = e_A%, k=012,...,

onde A > 0. Nesse caso, escrevemos X ~ Poisson(A).
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O parametro A é, a0 mesmo tempo, a média e a variancia:
E[X]=1 e Var(X)= A

Se a taxa média é r ocorréncias por unidade e observamos uma regiao de tamanho
t, entdo usamos A = rt. Essa conversao de escala deve ser feita antes de calcular
qualquer probabilidade.

Exemplo 4.8 — Particulas em uma superficie.

O naimero de particulas contaminantes em um disco rigido é modelado por uma
distribuicdo de Poisson. A taxa média é 0,1 particula por centimetro quadrado, e a
area examinada tem 100 cm?. Para essa area, A = 0,1 x 100 = 10. Se X é o ntimero
de particulas observadas, entdo

12

10
P(X =12) = e_loﬁ ~ 0,0948.

Observe que a unidade de A deve coincidir com a area efetivamente examinada.
q

O modelo de Poisson é coerente com trés caracteristicas: contagens em regides
disjuntas sdo independentes; em uma regido muito pequena, a probabilidade de uma
ocorréncia é aproximadamente proporcional ao tamanho da regido; e a probabilidade
de duas ou mais ocorréncias na mesma regido muito pequena é desprezivel em
comparagao com seu tamanho. Essas hipoteses sdo aproximacdes de modelagem,
que devem ser avaliadas no contexto do problema.

Entre as aplicagdes usuais estao o numero de chamadas recebidas por uma central,
de clientes que chegam a uma fila, de falhas em um comprimento de cabo, de erros
de impressao por pagina e de particulas emitidas em um intervalo de tempo.

Duas operagdes basicas preservam a familia de Poisson: separar aleatoriamente
as ocorréncias e somar fontes independentes. Elas sdo tteis em filas, redes, teleco-
municacdes e processos de contagem.

Exemplo 4.9 — Afinamento de uma contagem de Poisson.

Durante certo intervalo, o nimero total de requisi¢des recebidas por um servidor é
N ~ Poisson(A).

Cada requisicdo, independentemente das demais, é encaminhada para uma fila
prioritaria com probabilidade p. Seja X o nimero de requisi¢oes prioritarias. Con-
dicionalmente a N = n,

X | N =n ~ Bin(n,p).
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Assim, para k > 0,

PX ==Y (Z)p"(l e

= n!
L p)f - a-p)Y
=e -
k! j;) J!
k
k!

Logo,
X ~ Poisson(Ap).
Ha mais estrutura escondida nessa conta. Se Y = N—X é o nimero de requisi¢des
nao prioritarias, entdo

L Gp) A - It

PX=kY=0=¢ o i

A

Como e = ¢ 4e~21-P) essa expressdo se fatora nas marginais. Portanto,

X ~ Poisson(Ap), Y ~ Poisson(A(1 — p)),

e X e Y sdo independentes. Selecionar independentemente ocorréncias de uma
Poisson produz duas Poissons independentes: esse procedimento é chamado de
afinamento.

Exemplo 4.10 — Superposicao de fontes de Poisson.

Duas fontes independentes produzem contagens
X ~ Poisson(A), Y ~ Poisson(p).

Se observamos apenas o total S = X + Y, entdo, paran > 0,

P(S=n)= Y P(X=KPY =n—-k)
k=0

n /‘{k
= e_()'+/") Z i H
= k! (n—k)!

n
_ a1 M\ok nk
_e(W)JZ(k)A”n

" k=0

n

= e_()'+y) —(/1 * [1) )
n!

n—k




4 Variaveis aleatorias discretas 72

Portanto,
X +Y ~ Poisson(A + p).

Em aplicacdes, isso significa que fluxos independentes de ocorréncias podem ser
agregados simplesmente somando suas taxas.

4

Essas propriedades mostram como a distribuicdo de Poisson é preservada na
divisdo aleatoria de um fluxo em classes e na reunido de fluxos independentes.

Aproximacao da binomial pela distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson também surge como limite da binomial quando ha
muitas tentativas, a probabilidade de sucesso em cada uma é pequena e o numero
médio de sucessos permanece de tamanho moderado.

Teorema 4.2 — Teorema limite de Poisson

Se p, = 0 enp, - A > 0, entdo, para cada inteiro fixo k > 0,

n B )k
(k)p’é(l —p)' T — e

Demonstragdo. Paran > k,

k-1
n n— 1 . n —
(k)PrIi(l - Pn) k = F :Jl;(l): (1 - %)] (npn)k(l - pn) (1 - pn) k-

Além do fator constante 1/k!, os quatro fatores convergem, respectivamente, para
1, Ak, e% e 1. Para o terceiro fator, basta observar que nlog(1 — p,) = —A. ]

O teorema anterior vale para sequéncias gerais p,. No regime candnico p, = A/n,
todos os fatores podem ser vistos explicitamente.
Exemplo 4.11 — Eventos raros: da binomial a Poisson.
Considere

X, ~ Bin (n,&> ,
n

com A > 0 fixo. O nimero de tentativas cresce, mas a probabilidade de sucesso em
cada tentativa diminui de modo que o nimero médio de sucessos permanece igual
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a A. Para k fixo,

ros =0 =(e) () (-3)

n(n—l)“'(n—k+l)ﬁ<1_%>"< A)—k‘

1-Z
nk k!

Reescrevendo,

P(X, = k) = -

Quando n — oo, 0 primeiro e o dltimo fatores tendem a 1, enquanto

n
(1 - &> — et
n
Assim,
Ak
P(X, =k) — e_AF .

A distribuicdo de Poisson surge, portanto, como o limite natural de muitas tenta-
tivas independentes com pequena probabilidade individual de sucesso. Essa é a
justificativa matematica da expressdo “modelo de eventos raros”.

O exemplo seguinte usa essa aproximacdo em uma situa¢do numérica finita.

Exemplo 4.12 — Falhas raras em transmissoes.

Em 200 transmissdes independentes, cada uma falha com probabilidade 0,015. Se
X é o nimero de falhas, entdo X ~ Bin(200,0,015) e np = 3. A aproximacio de

Poisson fornece )

3
P(X<2)=e3 (1 +3+ ?) ~ 0,4232.

O célculo binomial exato continua sendo a referéncia quando estiver disponivel; a
aproximacao ¢ util sobretudo quando ele se torna trabalhoso.

Exemplo 4.13 — Terremotos de grande intensidade.

Entre 2000 e 2009 ocorreram 144 terremotos de magnitude pelo menos 7,0 no mundo.
Admitindo uma taxa constante e usando a distribuicdo de Poisson como modelo,
a taxa anual estimada é A = 144/10 = 14,4. Logo, a probabilidade de ocorrerem
exatamente trés terremotos dessa intensidade no préximo ano é

3
—144 144

P(X=3)=e¢ S = 0.000277.
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O valor muito pequeno é compativel com o fato de 3 estar bastante abaixo da média
anual 14,4.

Condicionamento, superposicdo, afinamento e passagem ao limite relacionam as
distribui¢des estudadas neste capitulo. Para concluir, veremos como a lei de uma
variavel discreta se transforma quando definimos uma nova quantidade a partir

dela.

4.6 Funcoes de variaveis aleatodrias discretas

Se X é discreta, Y = g(X) também é: seus valores possiveis sdo as imagens dos
valores de X. Como valores diferentes de X podem produzir o mesmo valor de Y,
suas probabilidades devem ser agrupadas. Se px(x;) = P(X = x;), entdo

py (y;) = Z px ().

x;: g(x)=y;

Exemplo 4.14.

Considere a funcéo de probabilidade conjunta de X e Y apresentada na Tabela 4.1.

y\x | -1 0 1

0 | 1/16 1/16 1/16
1/16 1/16 2/16
2 | 2/16 1/16 6/16

Tabela 4.1: Funcéo de probabilidade conjunta de X e Y

Seja Z = XY. Calcularemos:
1. afuncio de probabilidade de Z;

2. aesperanca de Z.

Solucao. A variavel aleatéria Z pode assumir cinco valores distintos: —2,—1,0,1 e
2. Cada ponto da tabela corresponde a um valor de Z: o ponto (—1, 2) corresponde
az=-2,(-1,1)az=-1,(1,1)az =1,(1,2) az = 2, e todos os outros pontos
produzem z = 0. A partir da tabela, obtemos:

z |-2 -1 0
5
pz@) | — — —
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Portanto, a esperanca de Z é dada por

E[Z] = (-2) = 4(-1) = 40+ (1) = +(2) = = —

Exemplo 4.15.

Sejam N e M duas variaveis aleatorias independentes, ambas com distribui¢éo de
Poisson com parametro A = 1. Desejamos calcular a funcéo de probabilidade de Z,
onde

1 seN=M,

Z = g(N,M) := .
£ 0 seN+M
A fungio de probabilidade conjunta do vetor aleatério (N, M) é dada por
-2
—_— e —_—
PN m(n,m) = T paranm= 0,1,...

Neste caso, Z tem distribui¢do de Bernoulli com parametro p, onde

6_2

p ::P(N:M):é(n!)z.

Ao atravessar este capitulo

Modelos discretos sao escolhidos pela estrutura do experimento: nimero
fixo de ensaios, espera pelo primeiro sucesso, amostragem sem reposi¢ao ou
contagem de ocorréncias raras.

4.7 Exercicios

Exercicio 4.1 — Binomial

Em 18 componentes, cada um apresenta defeito com probabilidade 0,08, indepen-
dentemente. Calcule a probabilidade de haver: (a) nenhum defeito; (b) exatamente
dois; (c) a0 menos um. Determine média e variincia da contagem.
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Exercicio 4.2 — Geomeétrica

Uma tentativa tem probabilidade de sucesso 0,35, e as tentativas sdo independentes.
Seja X o numero da tentativa do primeiro sucesso. Calcule P(X > 5),P(X =5) e
P(X>9|X >4).

Exercicio 4.3 — Hipergeométrica

Uma caixa contém 9 pecas conformes e 5 defeituosas. Retiram-se 4 pecas sem
reposi¢do. Encontre a funcdo de probabilidade do nimero de defeituosas retiradas
e calcule a probabilidade de aparecer no maximo uma.

Exercicio 4.4 — Poisson

Chamadas chegam a uma central a taxa média de 3,6 por minuto. Sob o modelo
de Poisson, calcule a probabilidade de: (a) nenhuma chamada em 30 segundos; (b)
pelo menos quatro em um minuto; (c) exatamente sete em dois minutos.

Exercicio 4.5 — Escolha do modelo

Para cada situacdo, indique uma distribui¢do adequada e seus paridmetros: (a)
namero de ases em sete cartas retiradas de um baralho; (b) nimero de clientes
que chegam em dez minutos; (c) nimero de lancamentos até a primeira coroa; (d)
numero de respostas corretas em doze questdes independentes com probabilidade
comum de acerto.



CAPITULO

5

Variaveis aleatorias
continuas

No capitulo anterior, as probabilidades eram calculadas por somas de massas
concentradas em pontos. Nos modelos continuos aqui estudados, usados para
representar grandezas como tempo, comprimento, massa e temperatura, os va-
lores isolados tém probabilidade zero. A probabilidade de um intervalo é obtida
integrando uma densidade:

b
Pa<X<b)= J f(x)dx.

Por isso, para variaveis continuas, incluir ou ndo os extremos nio altera a probabili-
dade.

O valor fx(x) representa uma altura no grafico da densidade, e néo a probabili-
dade do ponto x. As probabilidades correspondem a areas sob esse grafico. Uma
densidade pode, portanto, ser maior que 1: se X ~ Unif(0,1/2), entdo fy = 2 no

intervalo, mas
1 1

A escolha da distribuicido depende das caracteristicas do fendmeno. A uniforme
representa a simetria entre subintervalos de mesmo comprimento; a exponencial
é usada para tempos de espera com taxa constante; a normal, para grandezas
formadas pela soma de muitos pequenos efeitos; e a gama, entre outras aplicacdes,

para tempos até varias ocorréncias sucessivas.

77
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5.1 Distribuicao Uniforme Continua

Se todos os subintervalos de mesmo comprimento devem ter a mesma probabili-
dade, a densidade precisa ser constante. Dizemos que X tem distribui¢do uniforme
no intervalo [a,b], com a < b, quando

T <x<
frto=pma “=TED

0, caso contrario.
Escrevemos X ~ Unif(a,b). Se a < y < z < b, entdo

z J—
P(ySXSz)=J biadlez)—i:'
y

Assim, a probabilidade é a razdo entre o comprimento do intervalo favoravel e o
comprimento total.
A funcéo de distribuicao é

0, x <a,
xX—a
Fx(x) = . a<x<b,
1, x> b,
e a média e a variancia sao
+b b — a)?
E[X] =& e Var(x)= 29"

2 12

Exemplo 5.1 — Tempo de espera por um onibus.

Um o6nibus passa a cada 14 minutos, e uma pessoa chega ao ponto em um instante
que pode ser considerado uniforme entre duas passagens. Se X é o tempo de espera,
em minutos, entdo X ~ Unif(0,14). A probabilidade de esperar entre 3 e 8 minutos

é
8§—-3 5
P3<X<8) = —— == ~03571.
14 14
Ja a probabilidade de esperar mais de 10 minutos é
14—-10 2
P(X > 10) = = - =~ (,2857.
(X>10) 14 7

O tempo médio de espera é E[ X] = 7 minutos.
<
A distribuicao uniforme descreve valores em um intervalo limitado. Para muitos

tempos de espera, porém, ndo ha um limite maximo natural. Quando a taxa de
ocorréncia é constante, a distribuicdo exponencial fornece um modelo usual.
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5.2 Distribuicao Exponencial

Suponha que ocorréncias se deem ao longo do tempo com taxa média constante
A > 0, como chegadas a uma central ou falhas de certo tipo. O tempo X até a
proxima ocorréncia é frequentemente modelado pela distribuicdo exponencial, cuja
densidade é

Ae"lx, x>0,
0, x <0.

fx(x) = i

Nesse caso, escrevemos X ~ Exp(A). Parat > 0,

t
Fx(t) = J leMdx =1—e M,
0

e, portanto,
P(X >1)=e M

A média e a variancia sao

E[X]:% e \@(X):%.

Logo, uma taxa maior corresponde a uma espera média menor.

Exemplo 5.2 — Espera até a proxima chamada.

As chamadas chegam a uma central a uma taxa média de 0,20 por minuto. Admitindo
um modelo exponencial para o tempo X até a proxima chamada, X ~ Exp(0,20). A
probabilidade de a espera ultrapassar 8 minutos é

P(X > 8) = 70208 = ¢=1.6 ~ 0,2019.
Por outro lado,
P(X<3)=1-¢0203 =1 _¢706 x04512.
O tempo médio de espera é 1/0,20 = 5 minutos.
<

A distribuicao exponencial aparece também em confiabilidade, como modelo
para a duragdo de componentes com taxa de falha constante, e em sistemas de
filas, como modelo para tempos entre chegadas. A hipotese de taxa constante deve
ser avaliada com cuidado: componentes sujeitos a envelhecimento, por exemplo,
podem nio se ajustar bem a esse modelo.
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Proposicao 5.1 — Propriedade sem memoria

Se X ~ Exp(A), entdo, para s,t > 0,

P(X>s+t| X >s)=P(X >t).

Demonstracdo. Usando a expressao da cauda,

e—)L(s+t)

P(X >s+t]| X >s)= — =e M =P(X >0).
p

No exemplo das chamadas, saber que ja se passaram 8 minutos sem uma nova
chamada néo altera, sob o modelo exponencial, a distribuicdo da espera adicional.
Essa propriedade é a versdo continua da propriedade sem memoria da distribuicao
geométrica.

A distribuicdo exponencial admite outras aplicacdes além da descricao de esperas
sem memoria. Minimos de tempos exponenciais modelam riscos concorrentes;
quantis relacionam metas de confiabilidade e prazos; e a transformacio de uma
uniforme permite simular tempos exponenciais.

Exemplo 5.3 — Riscos competitivos.

Uma maquina pode parar por dois mecanismos independentes. O tempo até uma
falha do tipo 1 é
Tl ~ EXP(0,0Z),

e o tempo até uma falha do tipo 2 é
T, ~ Exp(0,03),
com taxas medidas por dia. O tempo efetivo até a parada é
T = min(T},T3).
Parat > 0,
P(T>t)=P(T; >t,T, >1)
_ ¢=0.026,—0,03t _ ,—0,05¢

Portanto,
T ~ Exp(0,05), E[T] = 20 dias.
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Podemos também perguntar qual mecanismo provavelmente causara a primeira
falha. Temos

[o¢]

P(T, < Ty) = j fr.OP(T, > 1) dt
0
© 2
= J 0,02¢0:0216=0,03¢ g3 — 002 _ 0,4.
0 0,05

Assim, embora o sistema pare em média apds vinte dias, apenas 40% das paradas
sdo atribuidas ao primeiro mecanismo. Em geral, para riscos exponenciais indepen-
dentes com taxas Ay, ..., A,,, 0 tempo até a primeira ocorréncia é exponencial com
taxa Ay + -+ + A, e a probabilidade de o mecanismo i ser o primeiro é

_ A
M+ + Ay

Exemplo 5.4 — Garantia definida por um quantil.

O tempo de vida X, em horas, de um componente é modelado por uma exponencial
com média 20 000 horas. Em vez de perguntar a probabilidade de falha antes de um
prazo dado, o fabricante deseja escolher um periodo de garantia w para que apenas
5% dos componentes falhem antes dele.

Como A = 1/20 000, devemos resolver

P(X < w) = 0,05.

Logo,
1— e—W/ZOOOO = 0.05

> 5

e portanto

w = —2000010g(0,95) = 1026 horas.

O problema é o inverso dos exemplos usuais: a probabilidade desejada é dada e o
valor da variavel precisa ser determinado. Essa é a interpretacdo dos quantis de
uma distribui¢io.
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Exemplo 5.5 — Da uniforme a exponencial: simulacao por transformacao
inversa.

Geradores de numeros pseudoaleatorios produzem, em sua forma mais béasica,
valores aproximadamente uniformes em (0,1). Como transformar esses valores em
tempos exponenciais?

Seja U ~ Unif(0,1) e defina

X = —% logU.
Para x > 0,

P(X < x) = P(—%IogU < x)
=P(U > ™)
=1-—e

Logo,
X ~ Exp(A).

Essa identidade nédo serve apenas para reconhecer uma distribui¢éo: ela fornece um
algoritmo. Gerando U uniforme e calculando —log U/ A, obtemos uma observagio
exponencial. O mesmo principio, aplicado a inversa da funcao de distribuicéo, é
uma das técnicas fundamentais de simulagio probabilistica.

<

Esses exemplos mostram trés leituras diferentes da mesma cauda exponencial:
competicdo entre mecanismos, escolha de um nivel de garantia e geracdo computa-
cional de tempos aleatérios.

5.3 Distribuicao Normal

A distribui¢io exponencial descreve esperas positivas e assimétricas. Em outros
problemas, como os de erros de medigéo, os desvios podem ocorrer nos dois sentidos
em torno de um valor central. A distribuicdo normal é um modelo usual nessas
situacdes, especialmente para grandezas formadas pela soma de muitos pequenos
efeitos.

Dizemos que X tem distribuicio normal com média y e variancia 0 > 0, e
escrevemos X ~ N (y,az), quando

LN INC 05
ovzr P 207

fr) = ], fER
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O parametro u determina o centro da curva, e o determina sua dispersdo. Em
particular,
E[X]=y e Var(X)=oc2

Padronizacao

A integral da densidade normal nédo possui antiderivada elementar. Todos os
calculos podem, porém, ser reduzidos a normal padrio. Se X ~ /' (y,02), entdo

X —
7=2"F_ »y.
o

Denotamos a funcéo de distribuicdo de Z por

0(z) = P(Z < z) = J Lty
_oo N2

Consequentemente,

P(ng)=®(%).

Para um intervalo, padronizamos os dois extremos. A simetria da curva fornece
O(—z) =1—0(z2).
Exemplo 5.6 — Diametro de pecas usinadas.

O didmetro X, em milimetros, de uma peca é modelado por A4 (20,0,122). Uma peca
atende a especificacio se seu didmetro esta entre 19,8 e 20,2 mm. Entéo

P(19,8 < X €20,2) = P (-1,6667 < Z < 1,6667)
= 20(1,6667) — 1
~ 0,9044.

Assim, aproximadamente 90,44% das pegas atendem a especificacdo, de acordo com
o modelo.

<
A padronizacdo também aparece quando a probabilidade desejada é uma restricio

de projeto. No exemplo seguinte, o nivel de falso alarme determina o limiar do
sensor e, em seguida, esse mesmo limiar determina a probabilidade de deteccéo.
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Exemplo 5.7 — Limiar de deteccao com ruido gaussiano.

Um sensor produz a medida
Y=0+¢, e~ N (0,2%).

Na auséncia de sinal, @ = 0. Um alarme é disparado quando Y > c. O limiar deve
ser escolhido de modo que a probabilidade de falso alarme seja apenas 1%:

P(Y >c|60=0)=0,01.

Se zj 99 = 2,326 ¢ o percentil 99% da normal padréao, entdo
c
E = 20’99, c= 4,653

Agora suponha que um sinal de intensidade 6 = 6 esteja presente. A probabili-
dade de detecgdo é

-6
P(Y>c|0=6)=P(Z>cz )
~ P(Z > —0,674) = (0,674) ~ 0,75.
O mesmo limiar que controla falsos alarmes determina, portanto, a capacidade de

detectar um sinal real. Esse é o embrido probabilistico dos problemas de detecg¢io e
testes de hipoteses.

Aproximacao da binomial pela normal

Uma variavel binomial é uma soma de variaveis que valem 0 ou 1. Quando o
numero de parcelas é grande e nenhuma das duas respostas é excessivamente rara,
a forma de sua distribuigéo se aproxima da curva normal.

Teorema 5.2 — Aproximacao da binomial pela normal

Fixe 0 < p < 1 e, para cada n, seja X;, ~ Bin(n,p). Entao

Hm P(M < z) —®(z), z€R

e \Jnp(1-p)

Assim, para n grande, X,, pode ser aproximada por uma variavel normal com
média np e variancia np(1 — p).
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Esse resultado sera retomado como consequéncia do Teorema Central do Limite
no Capitulo 9.

Como regra pratica, a aproximacio costuma ser adequada quando np > 5 e
n(1 — p) > 5; quanto maiores forem essas duas quantidades, melhor tende a ser o
resultado. Essa regra é apenas um diagnostico inicial, ndo uma garantia de erro
maximo.

Ha ainda uma diferenca de natureza entre os modelos: a binomial assume valores
inteiros, enquanto a normal é continua. Para compenséa-la, usa-se a correcio de
continuidade. Se Y ~ A (np,np(1 — p)), aproximamos, por exemplo,

P(X <a)=P(Y <a+0,5),
P(X>a)=P{Y >a—0,5),
P(X=a)=Pla-05<Y <a+0,5).

Exemplo 5.8 — Controle de qualidade.

Em um processo de producéao, 1000 itens sdo inspecionados e cada item tem, inde-
pendentemente, probabilidade 0,1 de ser defeituoso. Se X é o nimero de defeituosos,
entdo X ~ Bin(1000,0,1), com

p=np=100 e o?=np(1—p)=90.
Como np = 100 e n(1 — p) = 900, a aproximacdo normal é apropriada. Aplicando a
correcdo de continuidade,
P(90 < X < 110) ~ P(89,5 < Y < 110,5)
= P(—1,1068 < Z < 1,1068)
~ 0,7316,

onde Y ~ #(100,90). Portanto, a probabilidade procurada é aproximadamente
73,16%.

A familia gama amplia o modelo exponencial e permite descrever grandezas
positivas com diferentes graus de assimetria. Uma de suas aplicagoes é o estudo do
tempo até varias ocorréncias sucessivas, como a terceira ou a quarta ocorréncia de
um processo de contagem.

5.4 Distribuicao Gama

A distribuicdo gama é usada para modelar grandezas positivas. Quando o pa-
rametro de forma é maior que 1, sua densidade comeca em zero, cresce até um
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maximo e depois decresce, o que é adequado para situacdes em que valores muito
pequenos e muito grandes sdo pouco frequentes. Ela também descreve o tempo
acumulado até varias ocorréncias sucessivas de um processo com taxa constante.
Dizemos que X tem distribui¢do gama com parametro de forma @ > 0 e parametro
de taxa f > 0 quando
ﬁa
fx() ={T@"

0, x <0,

“_le_ﬁx, x >0,

onde

(o]

I'(a) = J u* e du.
0

Escrevemos X ~ Gama(«, /3). Adotaremos em todo o livro a parametrizagao forma-
taxa; nessa convencao,

mm:%e wmm:%.

Quando a = 1, a densidade gama se reduz a densidade exponencial de taxa .

Se ¢ = m é um inteiro positivo, a distribui¢do pode ser interpretada como o
tempo até a m-ésima ocorréncia de um processo de Poisson de taxa f5. Nesse caso,
parat > 0, a probabilidade de ainda nédo terem ocorrido m eventos até o instante ¢ é

m—1 i
2> (pty
P(X>t)=€ﬁtj:0j—!.

A derivagio seguinte explicita a relacdo com a Poisson e a origem da densidade
gama quando o parametro de forma é inteiro.

Exemplo 5.9 — Da contagem de Poisson ao tempo da k-ésima ocorréncia.

Suponha que N(¢) conte o nimero de ocorréncias até o instante ¢ e que
N(t) ~ Poisson(At), t>0.
Seja Tj. o instante da k-ésima ocorréncia. Os eventos
Te <t} e (NO2K

sdo exatamente os mesmos: a k-ésima ocorréncia ja aconteceu até ¢ se, e somente
se, pelo menos k ocorréncias foram contadas nesse intervalo. Portanto,

Fr() =P(T <1)
=P(N(t) > k)
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Derivando,

A kagn
ka(t) = mt e, > 0.

Logo,

‘ T ~ Gama(k,A) ‘

Para k = 1, recuperamos a distribuicdo exponencial. Assim, exponencial, gama
e Poisson nao sao trés modelos independentes: a Poisson descreve o nimero de
ocorréncias, a exponencial o tempo até a primeira e a gama o tempo até a k-ésima.

<
O caso seguinte especializa essa identidade para k = 3 e a usa numericamente.

Exemplo 5.10 — Tempo até a terceira ocorréncia.

Eventos chegam a um sistema a taxa média de 2 por hora. Seja X o tempo, em
horas, até a terceira ocorréncia. Sob o modelo de Poisson, X ~ Gama(3,2). Logo,

3
E[X]===15 e Var(X)== =0,75.

2 22
A probabilidade de a terceira ocorréncia demorar mais de duas horas é

2
P(X>2):e_4<1+4+%)

= 13¢ % = 0,2381.

Equivalentemente, até duas horas ocorreram no maximo dois eventos.

fx)

X

Figura 5.1: Densidade gama com parametros @ =3 e ff = 1.

As distribui¢des uniforme, exponencial, normal e gama descrevem estruturas
distintas. Os exemplos mostraram como o suporte, a simetria, os mecanismos de
ocorréncia e as transformagdes de variaveis ajudam a escolher uma distribuicéo.
Essa escolha precede o calculo das probabilidades por integracio.
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Ao atravessar este capitulo

Em modelos continuos, probabilidades sdo areas sob densidades. Uniforme,
exponencial, normal e gama sdo reconhecidas por suporte, forma, parametros
e propriedades estruturais.

5.5 Exercicios

Exercicio 5.1 — Normalizacao

Considere f(x) = ¢(1 — x?), para =1 < x < 1, e f(x) = 0 fora desse intervalo.
Determine ¢, Fy e P(|X| < 1/2).

Exercicio 5.2 — Uniforme

O atraso de um Onibus é uniforme entre 0 e 14 minutos. Calcule a probabilidade de
o0 atraso: (a) superar 9 minutos; (b) ficar entre 3 e 8 minutos; (c) superar 11 minutos
dado que ja superou 6.

Exercicio 5.3 — Exponencial

O tempo de vida de um componente é exponencial com média 450 horas. Determine
a probabilidade de ele durar mais de 600 horas e a probabilidade de durar mais 200
horas sabendo que ja funcionou por 500.

Exercicio 5.4 — Normal

O didmetro de uma peca é normal com média 20,0 mm e desvio padrdo 0,12 mm.
Pecas entre 19,8 e 20,2 mm sdo aceitas. Calcule a proporcao esperada de pecas
aceitas e o percentil 95 do didmetro.

Exercicio 5.5 — Gama

Se X ~ Gama(3,2), na parametrizacido forma—taxa, determine E[X], Var(X) e
escreva a integral que fornece P(X > 2). Para o parametro de forma inteiro,
simplifique essa probabilidade.
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Exercicio 5.6 — Transformacao monotdnica

Se X ~U(-2,3) e Y = (X + 2)?, determine Fy, fy e o suporte de Y.

Exercicio 5.7 — Convolucio

Se X e Y sdo exponenciais independentes com taxas 2 e 5, respectivamente, encontre
a densidade de Z = X +Y. Verifique que ela integra para 1.



CAPITULO

6

Vetores aleatorios

6.1 Vetores aleatodrios e funcoes de distribuicao

Até aqui, uma variavel aleatéria foi suficiente para registrar a quantidade de
interesse: o tempo de vida de uma bateria, o nimero de chamadas recebidas ou a
distancia percorrida. Muitos experimentos, porém, produzem véarias quantidades
simultaneamente. Se escolhemos ao acaso um ponto no disco unitario, por exemplo,
suas duas coordenadas precisam ser estudadas em conjunto. Se w é o resultado do
experimento, o ponto observado é

(X(w).Y(®)) €{(x,y) € R? : x? + y? <1}

Estudar apenas X e apenas Y ndo descreve a maneira como essas variaveis
variam em conjunto. Duas coordenadas podem ter marginais simples e, ainda assim,
apresentar forte dependéncia. A informacao conjunta é necessaria, por exemplo, ao
relacionar tempo de espera e duracdo do atendimento, volume de vendas e lucro ou
duas medi¢des do mesmo individuo.

Um vetor aleatério é uma colecao ordenada de variaveis aleatorias observadas
no mesmo experimento. Neste capitulo, comecgaremos pela distribuicio conjunta,
passaremos aos casos discreto e continuo e, em seguida, estudaremos independéncia,
somas e distribui¢des condicionais. Em cada etapa, a ideia central serd a mesma:
calcular probabilidades em regides do espaco dos valores possiveis.

90
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Definicido 6.1

1. Um vetor X = (Xq,...,X,), cujas componentes sdo variaveis aleatorias defi-
nidas no mesmo espaco de probabilidade, é denominado vetor aleatdrio.

2. A funcao de distribuicao conjunta de X = (Xj,...,X,) é

Fx(x1,...,%,) = P(X; < x1,...,X, < x), (x1,...,%,) € R™.

Exemplo 6.1.

Em uma central de reservas, seja X; o tempo de espera, em minutos, até o inicio
do atendimento e seja X, a duragdo do atendimento. Suponha que a funcio de
distribui¢do conjunta seja

x; <0ouxy <0,

Fx, x,(x1.%0) =1
re2 l—e ™M —e 20 4 o(n+2%) 5 >0 x, > 0.

Por exemplo, a probabilidade de uma chamada esperar no maximo um minuto e
durar no méaximo dois minutos é Fx, yx (1,2). Assim, uma dnica fun¢do permite
avaliar simultaneamente as duas etapas do servico.

Proposicao 6.1
A funcéo de distribui¢do F de um vetor aleatorio (X,Y) possui as seguintes
propriedades:

F (x,y) é ndo-decrescente em cada uma das variaveis. Por exemplo, é
nido-decrescente em x : se x; < Xy, entdo

F(x,y) < F(x,y).
F (x,y) é continua a direita em cada uma das variaveis. Ou seja, para

quaisquer x, y:
lim F(u,y) = F(x, )
u—x+t

lim F(x,v) = F(x,y)
vyt
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Para cada y fixado, lim,_, o F(x,y) = 0, e, para cada x fixado,
limy_,_oo F(x,y) = 0. Além disso,

lim lim F(x,y) = 1.

X—00 y—00

Todo retangulo semiaberto tem incremento nio negativo: se a; < ay e
bl < bz, entao

F(ay.,b;) — F(ay,b;) — F(ag,by) + F(ay,by) > 0.

Demonstracdo. As propriedades [F1l e [F2| seguem, como no caso unidimensional, da

inclusdo de eventos e da continuidade da probabilidade. Para [F3] se x;,, | —o0, entdo

[X < x,,,Y < y] | @; portanto, F(x,,,y) — 0. O mesmo argumento vale na segunda

coordenada. Se x,,, T 00 e y, 1 00, entdo [X < x,,Y < yp] 1 Q, e dai F(x;,, ) — 1.
Por fim, o incremento em [F4] é exatamente

P(al <X < as, b1 <Y < bz),
e, portanto, é ndo negativo. u

Para recuperar a distribui¢do de uma tinica componente, fazemos as demais
coordenadas tenderem a +o0. No caso bidimensional,

Fx(a) = blggo F(a,b) := F(a,), Fy(b) = ah_)rg) F(a,b) := F(oo,b).

Essas sdo as distribuicdes marginais. Elas descrevem cada coordenada separada-
mente, mas ndo determinam, em geral, como X e Y se relacionam.

A distribui¢do conjunta, por sua vez, determina probabilidades de regides. Por
exemplo,

PX>aY>b)=1-P((X >aY >Db))
=1-P((X >a)u(Y >b))
=1-P((X <a)u (Y <b))
=1-[P(X<a)+PY <b)—P(X<aY <b)]
=1- Fx(a) — Fy(b) + F(a,b)

A equacdo anterior é um caso especial da equacio a seguir:

P(al <X < az,bl <Y < bz) = F(az,bz) + F(al,bl) - F(al,bz) — F(az,bl) (61)
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sempre que a; < ay,b; < by. Geometricamente, a formula soma o retingulo até
(ay,by), retira as duas faixas excedentes e devolve a regido retirada duas vezes. Esse
principio de inclusdo e exclusdo reaparecera tanto nas tabelas do caso discreto
quanto nas integrais do caso continuo.

Nos casos discretos e absolutamente continuos, a distribui¢do conjunta admite
descricdes semelhantes as de uma variavel: massas atribuidas a pontos ou uma
densidade cuja integral fornece probabilidades de regides. Estudaremos essas duas
situagdes separadamente.

6.2 Vetores aleatorios discretos

No caso discreto, a distribuicdo conjunta pode ser representada por uma tabela:
cada célula contém p(x,y) = P(X = x,Y = y), e as marginais sdo obtidas somando
linhas ou colunas. Uma fungio de probabilidade conjunta deve satisfazer

pxy) >0, Y Y pley) =1,
x y

com soma sobre o suporte, finito ou enumeravel. Reciprocamente, qualquer tabela
nio negativa com soma total igual a 1 define uma distribui¢do conjunta.
A funcgéo de distribuigéo é recuperada acumulando as massas:

Flab)=P(X<aY<b) =) > plxy).

x<a y<b

Proposicao 6.2

O vetor (Xi,...,X,) € discreto se, e somente se, as variaveis Xj,... X, sdo
discretas.

Demonstragdo. Se o vetor assume valores em um conjunto enumeravel, cada coor-
denada assume valores na projecao desse conjunto e, portanto, é discreta. Recipro-
camente, se cada X; assume valores em um conjunto enumeravel C;, entdo o vetor
assume valores no produto C; x -+ x G, que também é enumeravel. |

Para obter a funcao de probabilidade marginal de X, basta somar p(x,y)
sobre todos os valores possiveis de y, resultando em:

px(x) =P(X = x)
= ) pley).

y:p(x,y)>0
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Analogamente, a fun¢io de probabilidade marginal de Y é dada pela soma de p(x,y)
sobre todos os valores possiveis de x:

) = ), py).

x:p(x,y)>0

Exemplo 6.2.

Uma caixa contém cinco lampadas, duas delas defeituosas. As lampadas sdo testadas
em ordem aleatoria, sem reposi¢do. Seja X a posicdo em que aparece a primeira
defeituosa e Y a posi¢do da segunda. Entdo 1 < X <Y < 5.

Ha apenas (g) = 10 pares possiveis de posicdes para as duas lampadas defeituosas,
todos equiprovaveis. Por isso, cada par (x,y) com 1 < x < y < 5 tem probabilidade
1/10. A tabela conjunta é:

X |1 2 3 4
Y=2|1/10 0 0 0
Y=3|1/10 1/10 0 0
Y=4|1/10 1/10 1/10 0
Y=5|1/10 1/10 1/10 1/10

Probabilidades de eventos sdo somas de células. Por exemplo, P(X > 2) = 3/10.
As marginais surgem somando as colunas e as linhas. Para X:

X1 2 3 4
PX=0[5 5 %
De modo analogo, para Y:
Y|2 3 4 5
PE=D[G 5 %o

Exemplo 6.3.

Duas canetas esferograficas sio selecionadas aleatoriamente de uma caixa que
contém 3 canetas azuis, 2 canetas vermelhas e 3 canetas verdes. Se X é o numero
de canetas azuis selecionadas e Y é o ntimero de canetas vermelhas selecionadas,
encontre

1. a funcdo de probabilidade conjunta p(x, y),

2. P[(X,Y) € A], onde A é aregido {(x,y)|x +y < 1}
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Solugio. Os pares possiveis de valores (x, y) sdo (0,0),(0,1), (1,0),(1,1),(0,2) e (2,0).
1. Por exemplo, p(0,1) corresponde a escolha de uma caneta vermelha e uma
verde. Entre as (2) = 28 duplas equiprovaveis, ha (?)G) = 6 desse tipo; logo
£(0,1) = 3/14. O mesmo raciocinio fornece as demais células da tabela, cuja soma
total é 1.
2. A probabilidade de que (X,Y) pertenca a regiao A é

P[(X,Y)e A =P(X +Y < 1) = p(0,0) + p(0,1) + p(1,0)
3 3 9 9
=— 4+ —4+—=_
28 14 28 14

plx,y) x=0 x=1 x=2 Totais

3 9 3 15

y = 0 — — - -

28 28 28 28

3 3 3

y =1 — — 0 -

114 14 '{

Y 28 28
. 5 15 3

Totais — — — 1
14 28 28

Tabela 6.1: Distribuicdo de Probabilidade Conjunta para o Exemplo 6.3.

Exemplo 6.4.

Suponha que realizamos sucessivos lancamentos de uma moeda com probabilidade
p de cair cara. Defina as variaveis aleatorias X; como o nimero do lancamento em
que ocorre a primeira cara, e X, como o nimero do lancamento em que ocorre a
segunda cara. O suporte da distribui¢do conjunta de (Xj, X;) néo é finito, pois X; e
X, podem assumir valores arbitrariamente grandes, desde que 1 < X; < X, — 1.

Para x5 > x; + 1 e x; > 1, podemos recorrer as propriedades da distribuicéo
geométrica para determinar que

P(Xl =x,Xp = Xz) = [p(l — P)xlil] [P(l _ p)xzfxlfl].

O primeiro termo representa a probabilidade de ser necessario x; lancamentos
para obter a primeira cara, e o segundo termo corresponde a probabilidade de que
sejam necessarios x, — x; lancamentos adicionais para aparecer a segunda cara.
Essas probabilidades multiplicam-se em razdo da independéncia dos lancamentos.
Simplificando, obtemos

P(X; = x1,X; = x3) = p?(1— p)* ™%, paral<x < xp.
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A normalizac¢do também pode ser verificada diretamente. Escrevendo g = 1 — p,

00 x,—1

> Y P i=p Z(k+1)q )

X=2 x;=1

Exemplo 6.5.

Retomando o Exemplo 6.4, ja identificamos que a distribuicdo marginal de X; deve
ser geométrica com parametro p. Para confirmar essa afirmacéo de outra forma,
podemos recorrer a formula da distribui¢do marginal. No caso em questéo, a fungio
de probabilidade marginal de X; é dada por:

P(X, =x) = Z P(X; = x1, X = x3)
Xy=x1+1
— Z P2(1 _p)xZ—Z
x2:x1+1

pXa—p)at Yy (1-pk.
k=0

Essa soma é uma série geométrica de razdo (1 — p) e primeiro termo p?(1 — p)¥1~1,
cuja soma é dada por:

P(X; = x) = p*(1 - P)XI_I%

=p(1—p)2~l, parax; > 1.
Isso mostra que X; segue uma distribui¢do geométrica com parametro p.

A funcéo de probabilidade marginal de X, é obtida somando sobre x:

x—1

PG =x) = Y P(X; = x1, X, = xp).

x=1
Substituindo a fung¢éo de probabilidade conjunta:

xo—1

PO, =x) = ), pP(1— p)?

x;=1

O termo p?(1 — p)*»~2 nio depende de x;, entdo a soma simplesmente conta o
numero de termos, que é x, — 1:

P(X, = x3) = (x; — 1)p?(1 — p)2~2, parax, > 2.
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Modelo multinomial A binomial conta quantas vezes ocorre um resultado em
ensaios com duas categorias. Com m categorias, as contagens devem ser estudadas
em conjunto. Se, em cada um de n ensaios independentes, a categoria i ocorre
com probabilidade p;, i = 1,...,m, e Zi p; = 1, entdo o vetor X = (Xj,...,X,,) das
contagens tem distribuicdo multinomial:

Definicdao 6.2 — Modelo multinomial

Para inteiros k; > 0 com k; + -+ + k,,, = n,

n! k Ky
P(Xl = kl""’Xm = m) = Wpll - Dy
! ol

Fora desse suporte, a probabilidade é zero. O coeficiente multinomial conta as
sequéncias de n resultados que produzem as mesmas contagens.

Exemplo 6.6.

Em dez lancamentos independentes de um dado equilibrado, seja X; o ntimero de
ocorréncias da face i. Entdo (Xj,...,Xs) é multinomial e

10! 1)\
P(Xl = kl’ ""XG = kﬁ) = W (g) 5 kl + -+ k6 = 10.

6.3 Vetores aleatorios continuos

No caso continuo, as somas sobre pontos sdo substituidas por integrais sobre
regides. Antes de integrar, identificamos o suporte da densidade e a parte desse
suporte correspondente ao evento de interesse. Essa descricdo determina a regido
de integracdo.

No caso bidimensional, dizemos que (X,Y) é continuo quando existe uma funcéo
ndo negativa f, com integral total igual a 1, tal que, para toda regido C considerada,

P(X,Y)e(C) = ﬂ f(x,y)dxdy (6.2)

(x,y)eC

Se A e B sdo quaisquer conjuntos de numeros reais, entdo, para o conjunto

C={(x,y) : xe A yeB}
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obtemos da Equacéao 6.2 que

P(XeA,YeB):J
B

J f(x,y)dxdy.
A
Interpretacdo da densidade Da funcéio de distribui¢ido conjunta,

b a
F(a,b) = P(X € (—,a],Y € (—o0,b]) = J J f(x, y)dxdy (6.3)

obtemos, nos pontos em que as derivadas existem,

(92
f(a, b) = wF(a, b)

O valor f(a,b) ndo é uma probabilidade pontual. Ele indica como a probabilidade se
concentra nas proximidades de (a,b). Para pequenos Aa,Ab > 0,

b+Ab ~a+Aa
Pla<X<a+AMAa,b<Y <b+AD) = J’ J f(x, y)dxdy (6.4)
b a
=~ f(a,b)AaAb (6.5)

quando f é continua em (a,b). A aproximacio corresponde ao volume de um
paralelepipedo de base AaAb e altura f(a,b).

Marginais Se X eY sdo variaveis aleatérias conjuntamente continuas, entéo elas
também sdo continuas individualmente. As fung¢des de densidade de probabilidade
marginais de X e Y podem ser determinadas da seguinte forma:

P(X € A) = P(X € A,Y € (~c0,0))
[ seevas
AJd—c0
=J fx(x)dx
A

onde

ﬁw:jfmww

Similarmente, a fun¢ido densidade de probabilidade de Y é dada por

ﬁwzjfmwm
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Exemplo 6.7 — Distribuicdo uniforme bidimensional.

A distribuicdo uniforme no quadrado unitario é o exemplo bidimensional mais
simples. Se (X,Y) é uniforme em (0,1)?, a densidade é constante no quadrado e zero
fora dele. Como a area do suporte é 1, a constante também deve ser 1:

1 se0<x<1,0<y<1
fxy(xy) =

0 caso contrario

A Figura 6.3 mostra o suporte e a superficie da densidade. Como a altura é 1,
probabilidades sdo simplesmente areas. Assim, a regidao Y > 1/2 ocupa metade do
quadrado e tem probabilidade 1/2.

y

1/2

Figura 6.1: Regido 1

Para calcular P(X + 2Y > 2), identificamos no quadrado a regido acima da reta
x + 2y = 2, mostrada na Figura 6.2.

y

1/2

Figura 6.2: Regido 2
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O tridngulo sombreado tem area 1/4; portanto P(X + 2Y > 2) = 1/4.

Densidade
¥ fny)

Suporte

Figura 6.3: Funcdo densidade para a distribuicdo uniforme.

Exemplo 6.8.
A fungéo densidade conjunta de X e Y é dada por

267%™ 0<x<00,0<y< o0

fxy(x,y) = L
0 caso contrario

Calcule

1. P(X>1Y<1)
2. P(X<Y)

3. P(X < a).

Solucao.

1 fo0
PX>1Y<1)= J I 2¢ e~ WVdxdy
0 J1

1
= J 2%y (— e_x|‘;°) dy
0

1
=e! J' 2e~Vdy
0

=e! (1 - e_z)
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P(X<Y)=

fGey)

J 2¢*e ?Ydxdy
H(xy):x<y

r® ry
J 2¢ e~ WVdxdy
Jo Jo

00

272V (1—eY)dy

2 Vdy — J 2¢73Ydy
Y0 0
2
1_ —_
3
1
3

Figura 6.4: Funcdo densidade de probabilidade para o Exemplo 6.9
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Exemplo 6.9.

Em um processo de fabricacio de chips de computadores, pode haver dois tipos
de impurezas que afetam a qualidade do produto final. Para um certo lote de chips,
seja X a proporgao total de impurezas encontradas no lote, e seja Y a proporcao das
impurezas do tipo 1 em relagio ao total de impurezas presentes. Suponha que, apds
analisar diversos lotes, a distribui¢do conjunta de X e Y possa ser adequadamente
modelada pela funcdo de densidade:

2(1—x), para0<x<1,0<y<1,

0, caso contrario.

fxy(xy) = g

Solucao.
Desejamos calcular a probabilidade de que a proporgéo total de impurezas X
seja inferior a 0,5 e que a proporgao de impurezas do tipo 1, Y, esteja entre 0,4 e 0,7.

0.7 0.5

P(O< X <05 04<Y<07)= J 2(1 - x)dxdy
04 J0

0.7

J
J [—(1 - x)2]g'5 dy
J

0.4
0.7

(0.75)dy

0.4

0.7
= 0.75J dy
0.4

=0.75(0.7 — 0.4)
=0.75-0.3 = 0.225.

Portanto, a probabilidade de que X seja menor que 0,5 e Y esteja entre 0,4 e 0,7 é
0,225.

Exemplo 6.10.

Considere um circulo de raio R e suponha que um ponto em seu interior seja
escolhido aleatoriamente e uniformemente distribuido no interior do circulo. Se o
centro do circulo esta na origem do sistema de coordenadas, e X e Y correspondem
as coordenadas do ponto escolhido, entdo, como (X,Y) tem a mesma probabilidade
de estar na vizinhanca de qualquer ponto no circulo, a funcdo densidade conjunta
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de X e Y é dada pela uniforme:

K se x® +y? < R?
0 se x* +y% > R?

fley) = {

para algum valor de K.

1.

2.

3.

4.

Determine K.
Encontre as funcoes densidade marginais de X e Y.

Calcule a probabilidade de que D, a distancia da origem ao ponto selecionado,
seja menor ou igual a a.

Determine E[D], a esperancga da distancia D.

Solucao.

1.

Determinacio de c:

Para que f(x,y) seja uma fun¢io densidade de probabilidade, devemos ter:

J:, Eo flx,y)dydx =1.

Assim, obtemos:

K H dydx = 1.
x2+y2<R?

Podemos calcular ﬂx2+y dy dx usando coordenadas polares, ou mais direta-

ZsRZ
mente, reconhecendo que essa integral representa a area do circulo de raio R,
que é 7R?. Portanto,
1
TR2’

. Funcoes densidade marginais de X e Y:

Para encontrar a densidade marginal de X, temos:

fxG) j Gy dy

1 J
2
R x2+y2<R?
JRZ—x2

dy

_LJ d
R | ™

2
= ?\/R2 —x2, parax? < R%
T
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Para x? > R?, temos fx(x) = 0. Por simetria, a densidade marginal de Y é dada
por:

2
K=~ R —y2  para Y <R
=0, paray?>RZ

3. Probabilidade de que D < g, onde D = VX2 +Y2:

Para 0 < a < R, a funcéo de distribuicao de D é:

Fp(a) = PWX2 + Y2 < a)

=P(X?2+Y%<d®

| ey
x2+y2<a?

o
=— dydx
TR x2+y2<a?

77.'(12

7R?

a2

ﬁ’
Para a < 0, Fp(a) = 0; paraa > R, Fp(a) = 1.
4. Esperanca de D, E[D]:

Do item anterior, temos que a densidade de D é:

2
a 0<a<R

fD(a) = ﬁ’ sas

Portanto,

6.4 Independéncia

As distribui¢cdes marginais ndo determinam, em geral, a distribuicdo conjunta.
Sob a hipoétese de independéncia, porém, a distribuicdo conjunta é obtida pelo
produto das marginais. Essa hipotese expressa que observar uma coordenada
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ndo altera a distribuicdo da outra. A auséncia de correlacio, que sera estudada
adiante, ndo é suficiente para garantir independéncia. Formalmente, X e Y sdo
independentes se, para quaisquer conjuntos borelianos A,B C R,

P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(Y € B)

Em outras palavras, os eventos [ X € A] e [Y € B] devem ser independentes para
todas essas escolhas.

Definicao 6.3

As variaveis aleatérias Xj, ..., X, sdo independentes se

n
P(X, €By,..X, €B) =[P €B). (6.6)
i=1

A igualdade deve valer para todos os conjuntos borelianos By, ...,B, € R.

Para qualquer familia de variaveis aleatorias independentes, qualquer subfamilia
é também formada por variaveis independentes. Por exemplo, se X,Y e Z sdo
independentes, entdo X e Y também o sdo.

Os critérios mais uteis sdo fatorizacdes da distribuicdo conjunta. Eles permitem
reconhecer independéncia sem voltar a defini¢ao para todos os conjuntos.

Proposicao 6.3 — Critérios para independéncia

1. As variaveis Xi, ..., X, sdo independentes se, e somente se,
n
— n
Fx,,..x (%1, %) = | | Fx,(x), (x1,...,%,) € R™.
i=1
2. Se Xi,...,X, sdo discretas, elas sdo independentes se, e somente se,

pGer ) = [ | px () (6.7)
=il

para todo (xi, ... ,.x;,).

3. Suponha que X e Y tenham densidades conjunta e marginais continuas.
Entéo sdo independentes se, e somente se,

fxyy) = fx i),  (xy) €RZ
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Demonstragao. Para [1, independéncia aplicada aos eventos [X; < x;] fornece a
fatorizagdo da funcéo de distribuicdo. Reciprocamente, se a fung¢io de distribuicio
fatora, diferencas sucessivas mostram que as probabilidades de retangulos semia-
bertos fatoram; como esses retangulos determinam a distribui¢do conjunta, segue a
independéncia.

Para 2], no caso bidimensional, a independéncia aplicada aos eventos [X = x] e
[Y = y] da p(x,y) = px(x)py(y). Na direcdo inversa, para quaisquer conjuntos A e
B,

P(XeAYeB)= ) > px(x)pr(y)
XxEA yEB

=P(X € A)P(Y € B).

O argumento em dimensdo maior ¢ o mesmo.
Para 3, se X e Y sdo independentes, entdo Fx y(x,y) = Fx(x)Fy(y); derivando,
obtemos fx y(x,y) = fx(x)fy(y). Reciprocamente, se as densidades fatoram,

X

y
Fx,y(x,y)=j f(w) duj FrW)dv = B)E (),

e [1 conclui a prova. |

Exemplo 6.11.

Suponha que X e Y sejam variaveis aleatorias com a funcéo de distribui¢do conjunta
dada por
l—eX—eV+e ™Y sex,y>0,
Fxy(x,y) = .
0 caso contrario.

Para encontrar a funcao de distribuicdo marginal de X, podemos considerar:

se x > 0,

) 1—e*
Fx(x) = lim Fxy(x,y) = .
y—® 0 caso contrario.

Isso indica que X segue uma distribuicdo exponencial com parametro 1. Um calculo
analogo mostra que Y também segue uma distribuicdo exponencial com o mesmo
parametro.

Podemos verificar a independéncia das variaveis X e Y observando que:

Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y) paratodos x,y €R,

o que confirma que X e Y sdo variaveis independentes.
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Exemplo 6.12.

Sejam n + m experimentos independentes, cada um com probabilidade de sucesso
p. Se X conta o numero de sucessos nas primeiras n tentativas e Y nas tltimas m,
entdo X e Y sdo variaveis aleatorias independentes. Isso ocorre porque o resultado
das primeiras n tentativas nao influencia o niimero de sucessos nas m tentativas
restantes. De fato, para x e y inteiros,

P(x=x,Y=y)=(Z)pxu—pw-x(’;)pyu—p)m—y 0<x<n,

=P(X=x)PY =y)

Por outro lado, o nimero de sucessos nas primeiras n tentativas, X, e o niumero
total de sucessos, Z sdo dependentes.

Exemplo 6.13 — Afinamento de Poisson e independéncia.
No capitulo anterior vimos que, se N ~ Poisson(A) e cada ocorréncia é classificada
independentemente como detectada com probabilidade p, o numero X de detectadas
é Poisson(Ap). SejaY = N — X o numero de ndo detectadas. Além das marginais, o
afinamento produz independéncia.

De fato, para i,j > 0,

i+j\ . .
P(X:i,Y:j):P(N:i+j)( ; )pl(l—p)’

e PQp) e AP - p)
B il j! ’

A ultima expressdo é o produto das massas de Poisson(Ap) e Poisson(A(1 — p)).
Portanto, X e Y sdo independentes.

Exemplo 6.14.

Suponha que X e Y sejam variaveis aleatorias com a seguinte funcdo de distribuicéo
conjunta:

l—eX—eV+e™Y, sex,y>0,
Fxy(x,y) = {0

, caso contrario.

Para determinar a funco de distribuicdo marginal de X, podemos calcular:

) 1—e™, sex>0,
Fx(x) = lim Fyy(x,y) = .
y—o0 0, caso contrario.
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Assim, podemos concluir que X segue uma distribui¢do exponencial com parametro
1. Um célculo semelhante revela que Y também segue uma distribuicdo exponencial
com o mesmo parametro.

Além disso, podemos verificar que:

Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y) paratodosx,y €R,

o que implica que X e Y sdo variaveis independentes.

Exemplo 6.15 — Variaveis Aleatorias Dependentes.

Para ver a dependéncia geometricamente, considere X e Y como definidos no
Exemplo 6.10. Para —R < x < Re —R < y < R, temos:

4JR? — x2,JR2 — 2
R4 ’

/() =

0 que nao coincide com a densidade conjunta dessas variaveis e assim concluimos
que X e Y sdo variaveis aleatorias dependentes.

Isso esta de acordo com nossa intui¢do de dependéncia, pois, quando X esta
proximo de R, Y deve estar proximo de zero. Assim, obter informacdes sobre X nos
fornece informacoes sobre Y.

Exemplo 6.16.

Dois amigos planejam se encontrar na biblioteca dentro do intervalo de uma hora.
Seus horarios de chegada sdo independentes e distribuidos uniformemente ao longo
do periodo de uma hora. Cada um concorda em esperar por 15 minutos, ou até
o final da hora. Se o outro nido aparecer nesse tempo, a pessoa parte. Qual é a
probabilidade de os dois amigos se encontrarem?

Solucao. Se X; denota o horario de chegada do primeiro amigo no intervalo (0,1), o
periodo de uma hora, e se X, denota o horario de chegada do segundo amigo, entio
(X1, X3) pode ser modelado como tendo uma distribuicio uniforme bidimensional
sobre o quadrado unitario; isto é,

0<x<1,0<x<1

fa,x) = b

0, caso contrario.

O evento de os dois amigos se encontrarem depende do tempo Y entre suas
chegadas, onde
Y = |Xl - le .
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Podemos resolver o problema encontrando primeiro a distribuicdo de Y. Como
Y<y=I[Xi-X|<y
=>-y<X-Xp<y.
A Figura 6.5 mostra que a regido quadrada sobre a qual (Xj, X;) tem probabilidade
positiva e a regido definida por Y < y. A probabilidade de Y < y pode ser encontrada
integrando a funcéo de densidade conjunta de (Xj, X;) sobre a regido de seis lados

mostrada no centro da Figura 6.5. Isso pode ser simplificado integrando sobre os
triangulos (A; e Aj,) e subtraindo de 1, como veremos agora.

A

X2 y=%X =X
1
A y=x—-X
Y<y
Ay
>
1 x

Figura 6.5: Tempo de Espera

Temos

F(y) = P(Y < y) = J J £ G ) dxy dxy

[ —x|<y

=1- L Jf(x1sx2) dx; dxp — L Jf(xl’xz) dx; dx;

1 2

1 rx—y 1-y 1
=1- J. J (Ddx; dxy — J J (1)dx; dxy
y X,

0 0 oty

1 1-y
zl—j (xz—wdxz—j (1-y—x)dx,
y 0

-1 [t -] [y 3]
- 272 23/y 2 2Y 220

=1- (- yP - (- y)

=1-(1-y)? 0<y<L1.
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O problema solicita a probabilidade de um encontro se cada amigo esperar até
15 minutos. Como 15 minutos é 1/4 de hora, isso pode ser encontrado avaliando

r(red)-nll)
(-}
()

16
= 0.4375.

Ha menos de 50% de chance de que os dois amigos se encontrem sob essa regra.

<

Exemplo 6.17 — Agulha de Buffon.

Uma agulha de comprimento 2a é langada ao acaso sobre um plano coberto por
retas paralelas separadas por distancia 2b, com a < b. Seja X a distancia do centro
da agulha a reta mais proxima e © o dngulo entre a agulha e a direcéo perpendicular
as retas. Pelo modelo geométrico,

X ~ Unif(0.h),  © ~ Unif(0,7/2),

e tomamos X e © independentes. Assim, no retangulo 0 < x < b,0< 0 < /2, a
densidade conjunta é constante:

2
x,0) = —.
fxe(x0)=—
A agulha cruza uma reta exatamente quando X < acos ©. Portanto,

p=P(X <acos®)

/2 racos®
-2 J I dxdf = 22
7b ), 0 b

Se, em n langamentos, ocorrerem n, cruzamentos, a frequéncia relativa ny/n sugere
a aproximacao
2an

T = —.
bne
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X
b
a
R
X
K—
|l 2al
0y
// < 9
2b
(a) (b)

Figura 6.6: Agulha de Buffon

Exemplo 6.18 — Normal bivariada.

Dizemos que (X,Y) tem distribuicido normal bivariada com parametros piy, iy, 01,09 >
0e—1< p<1quando

flxy) = m expi_z(l 1102) [(x ;1111)2 iy (x ;l,u1> (y ;2#2> N (y — K

A forma da densidade parece complicada, mas completar o quadrado revela sua
estrutura. Escrevendo u = (x — yy)/o1 e v = (y — 1)/ 03,

u? — 2puv + v? 5 (V= pu)?
_ = u + —_—
1— P2 1— p2
Por isso, para cada x, a densidade pode ser vista como o produto da densidade
N(py,0%) em x por uma densidade normal em y com média

O
fo + p—2(x — )
01

e variancia (1 — p2)0'22. Integrando em y, obtemos X ~ N (;11,012); por simetria,
Y ~ N(j12,0%).

Quando p = 0, a densidade conjunta se reduz ao produto das duas marginais, e
X e Y sdo independentes. Para p # 0, a fatorizagéo falha. Mais adiante, ao estudar
correlacdo, veremos que o pardmetro p coincide com o coeficiente de correlagdo
desse vetor.

I
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6.5 Soma de variaveis aleatoérias independentes

Somas aparecem ao acumular tempos, custos, contagens ou erros. Em geral, as
distribui¢cdes de X e Y ndo determinam a de X + Y, pois a dependéncia entre as
parcelas também interfere. Quando X e Y sdo independentes, a distribuicdo da soma
pode ser calculada a partir das marginais. No caso com densidade, o calculo envolve
as retas x + y = z. Suponha inicialmente que (X,Y) tenha densidade conjunta fxy.

Entao:
\\\ y
\\\ .
O \\
\x+y:a
Fx.y(z) =P(X+Y <2) (6.8)
[ mrnnasay ©9)
x+y<z
o0 zZ—X
= J U fxy(x, y)dy] dx subst. y=u—x. (6.10)
ol
= J U fxyCeu— x)du] dx (6.11)

(6.12)

Para obter a densidade tomamos a derivada:

dFX;—;((Z) _ % U_oo U_oo Fxy(xu—x) dx] du},

assim, concluimos que

fr(@) = j fror Gz — x)d. (6.13)
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Se as variaveis X e Y sdo independentes podemos reescrever 6.13 como

fm(z):j fx(z—t)fy(t)dtzj @ fy (e — Dt (6.14)

Com isso esta provada a seguinte proposig¢ao.

Proposicao 6.4
Sejam X e Y variaveis aleatorias.
1. Se X e Y tém densidade conjunta fx y(x,y), entdo

[o¢] (o¢]

Ferr@= j Frex(z — b 1)dt = j fex(tz — t)dt

2. Se X e Y sdo independentes e possuem densidades fx e fy, entdo (por
e a3.) X +Y tem densidade

fm(z):j f(z =Dy (t)dt = j Fx O fy (e — Dt

O mesmo raciocinio fornece, para a diferenca,

Fey(w) = j Foy(w+ y.y) dy.

Se X e Y forem independentes, essa expressio € a convolugio de fy com a densidade
de —Y.

Definicdo 6.4
Se fi e f5 sdo densidades de variaveis aleatorias, sua convolucio f; * f, é

definida por
2 B j filx — DAt

Portanto, pela proposicéo, se X e Y sdo independentes e absolutamente continuas,
entdo fy * fy é densidade da soma X +Y.
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Soma de duas variaveis aleatdrias uniformes independentes

A convolugéo ja produz um exemplo geométrico importante: a soma de duas
uniformes nio é uniforme.

Proposicao 6.5 — Soma de duas variaveis aleatdrias uniformes inde-
pendentes

Se X e Y sdo variaveis aleatérias independentes, ambas uniformemente dis-
tribuidas em (0,1), entdo a densidade de X +Y é

a 0<a<l1
fX+Y(a)= 2—a 1<ax<?2
0 caso contrario

Demonstracdo. A densidade de X + Y toma valores diferentes de 0 em (0,2).
Da Equacdo 6.14, como

fX(a):fY(a)=‘l Ocast

0 caso contrario

obtemos

1
Fey@ = [ fula—ydy
Jo

O intervalo de integragio depende de a:

[0, y]

0 y

[—a,1—a]

—a 1—a

[0,1—a]

0 1—-a

Para 0 < a <1, temos que

a

frav(@) = J dy=a.

0
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Para 1 < a < 2, obtemos

1
fov(@) = j dy=2-a
a—1

E assim
a 0<a<l1

fx+y(a): 2—a 1<a<?2
0 caso contrario
]

A variavel aleatéria U = X + Y tem distribui¢io triangular, nome que se refere
ao formato de sua densidade, representado na Figura 6.7.

2,,

Figura 6.7: Soma de Uniformes

Variaveis aleatdrias normais

A Equacdo 6.14 também permite demonstrar o resultado seguinte sobre somas
de variaveis aleatérias normais.
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Proposicao 6.6

Se X;,i = 1,...,n, sdo variaveis aleatorias independentes normalmente distri-
n

buidas com respectivos pardmetros y;, 07,i = 1,...,n, entdo Z X; é normal-

i=1
n

mente distribuida com parametros Z 1 € Z o?.
i=1 i=1

Demonstragdo. Para comegar, suponha que X e Y sejam variaveis aleatorias normais

2, enquanto Y possui média 0 e

independentes, onde X possui média 0 e varidncia o
variancia 1. Nosso objetivo é determinar a densidade de X +Y a partir da Equacéo
6.14.

Primeiramente, observemos que

fita= ) ) = = e -2 ) — exi(~2)

onde
1 1 1+ 02

— - = —
202 2 202
A partir da Equago 6.14 e completando quadrados, deduzimos que a densidade
de X +Yemaé:

fior(@ = g o(=) eyt f; ext|~<(y - =) | ay
iz <t i) [ _ewtext)a
=¢ exp(_z(la-iﬁ))’

onde C nao depende de a. Conclui-se, portanto, que X +Y é normal com média 0 e

variancia 1+ o2

Para passar ao caso geral, suponha que X; e X, sejam normais independentes
com médias i, e ji, e varidncias i e o2, respectivamente. Entao,

pe
X1+X2—02( 12/11 2 p2)+(ll1+llz)
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2
, VO T PN . O-
é normal com média 0 e varidncia —, enquanto
oy 05 oy
com média 0 e variancia 1. Com base no resultado anterior, a soma

Xi— Xo—11, ,
1~ H1 2 H2 é normal

A variavel

X1 — i N Xy — pho
02 %)

of

of

é normal com média 0 e varidncia 1+ —. Dessa forma, X; + X, é normal com média

[ + o e variancia
2
2 oG\ _ 2, 2
02(1 + —2) =o1 +05.
<p)
Assim, comprova-se a Proposi¢ao 6.6 paran = 2. O caso geral segue por inducéo.
]

Exemplo 6.19.

Um time de futebol jogara uma temporada com 40 partidas. Vinte e seis dessas
partidas serdo contra times da divisdo A, e 14 contra times da divisdo B. Suponha
que o time ganhe cada partida disputada contra um adversario da divisdo A com
probabilidade 0,4, e ganhe cada partida disputada contra um adversario da divisdo B
com probabilidade 0,8. Suponha também que os resultados das diferentes partidas
sejam independentes. Obtenha um valor aproximado para a probabilidade de que

1. o time venga 25 partidas ou mais;

2. o time venca mais partidas contra times da divisdo A do que contra times da
divisao B.
Solucio. [1 Sejam X4 e Xp variaveis aleatorias que representam, respectivamente,

o nimero de partidas que o time vence contra equipes da divisdo A e B. X4 e Xp
sdo binomiais independentes com

E[X4] =26(0,4) = 10,4 Var(X,) = 26(0,4)(0,6) = 6,24
E[Xg] = 14(0,8) = 11,2 Var(Xp) = 14(0,8)(0,2) = 2,24

Pela aproximacgio normal para a distribuicao binomial, X4 e Xg tém aproximada-
mente a mesma distribuicdo que teriam variaveis aleatorias normais independentes
com os valores esperados e as variancias acima. Portanto, pela Proposicio 6.6,
X4 + Xp tera aproximadamente uma distribuicdo normal com média y = 21,6 e
variancia o2 = 8,48. Assim, fazendo com que Z represente uma variavel aleatoria
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normal padrio, temos:?

P(X4 + Xg > 25) =P(X, + Xg > 24,5) (correc¢do de continuidade)

X4+ Xg — 24,5 —
:P( atXp—p 2% ﬂ)
o o
24,5—21,6)

J3.48
~ P(Z > 0,9947)

~ 1 — (0,9947)
~ 0,1600

zP(ZZ

onde @ é a func¢io de distribui¢do da normal padrao.
Notamos que X4 — Xp tem aproximadamente uma distribui¢cdo normal com
média y = —0,8 e variancia o? = 8,48. Com isso,
P(Xy—Xg>1)=P(X4 — Xg>0,5) (correcio de continuidade)
=P<XA—XB—# > 05—#)
o o
0,5+ 0,8
/8,48 )
~ P(Z > 0,4472)
~1—®(0,4472)
=~ 0,3274

zP(ZZ

Assim, hé aproximadamente 16,00% de chances de que o time ganhe pelo menos 25
partidas, e aproximadamente 32,74% de chances de que o time ganhe mais partidas
contra times da divisdo A do que contra times da divisdo B.

Soma de variaveis aleatdrias gama

Recordemos a defini¢do da variavel aleatoria gama de pardmetros (¢,1), cuja
funcdo densidade de probabilidade tem a forma:

)L—/lyA t—1
0= 0<y<e

onde I'(t) = fooo x'~le™*dx é a funcio gama. Esta funcio é uma extensio do fatorial
para os reais positivos; para um inteiro positivo n, temos I'(n + 1) = n!.

Leia sobre a correcdo de continuidade na Secéo 5.3
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Proposicao 6.7

Se X eY sdo variaveis aleatorias gama independentes com parametros (s, 1)
e (t,A) respectivamente, entdo X + Y é uma variavel aleatéria gama com
parametros (s + t, ).

Demonstragao. Utilizando a formula de convolugao (Equacéo 6.14), obtemos:

fenr(@ = s L 2D A(a — P () Ly

a
— Ke—/laj (a— y)s—lyt—ldy
0

1

= Ke Magstt-1 J (1 —x)*"x"ldx (fazendo x = %)
0

= CeMagsti—1

onde K e C sao constantes que ndo dependem de a.

Como fx,y(a) é uma funcio densidade de probabilidade, sua integral em todo o
dominio deve ser igual a 1, o que nos permite determinar o valor de C. Consequen-
temente, temos: i )

—Ad s+t—

(@ = 0
Isto conclui a demonstracio, mostrando que X + Y segue uma distribui¢cdo gama
com parametros (s +t, A). ]

Exemplo 6.20 — Duas lampadas em sequéncia.
Duas lampadas tém vidas independentes exponenciais com média 5 anos, isto é, taxa
1/5. Se a segunda é instalada quando a primeira queima, o tempo total T = X; + X,
satisfaz )
T ~ Gama (23)
na parametrizacao forma-taxa adotada neste livro. Portanto,
P(T >15) = e 3(1+3) = 4¢3 = 0,199.
.
Pode-se demonstrar por indugéo, utilizando a Proposicéo 6.7, que para variaveis
aleatorias gama Xj, i = 1,...,n, com parametros respectivos (t;,1),i = 1,...,n, a
soma z?:l X; segue uma distribuicdo gama com parametros (Z?zl t;, A). A prova
formal deste resultado fica como exercicio para o leitor.
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Exemplo 6.21.

Considere Xj, Xo, ..., X, como n variaveis aleatérias exponenciais independentes,
cada uma com parametro 1. Sabendo que uma variavel aleatdria exponencial com
parametro A é equivalente a uma variavel aleatoria gama com parametros (1, 1),
podemos aplicar a Proposi¢do 6.7. Consequentemente, X; + X, + --- + X}, segue uma
distribuicdo gama com parametros (n, 7).

Somas de variaveis aleatorias de Poisson independentes

Proposicao 6.8
Se X e Y sao variaveis aleatorias de Poisson independentes com respecti-
vos parametros A; e A, entdo X + Y tem uma distribui¢do de Poisson com

parametro A; + A,.

Demonstragao. Como o evento [X + Y = n] pode ser expresso como a unido dos
eventos disjuntos [X = k,Y = n — k], para 0 < k < n, temos:

n
P(X+Y=n)=) P(X=kY=n-k)
k=0

:ZP(X:k)P(Y:n—k)

k
= Z e_)'l 1 _AZ An
k¢ (n—k)!

n k
Ut Y M
= kK!(n—k)!

—(+A) 2 !
€ n. k yn—k
= ATA
n! k;) ki(n—k) 17
o~ (i)
(A4 +2)"  (bindmio de Newton)

Logo, X +Y segue uma distribui¢do de Poisson com parametro A; + A,. |

Somas de variaveis aleatérias binomiais independentes
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Proposicao 6.9

Sejam X e Y variaveis aleatdrias binomiais independentes com respectivos
parametros (n, p) e (m, p). Entdo X +Y é binomial com parametros (n+m, p).

Demonstragao. A partir da interpretagdo de uma variavel aleatoria binomial, e sem
necessidade de calculos, podemos concluir diretamente que X + Y é binomial com
parametros (n + m, p). Isso se deve ao fato de que X representa o numero de
sucessos em n tentativas independentes, cada uma com probabilidade de sucesso p,
e Y representa o numero de sucessos em m tentativas independentes, também com
probabilidade de sucesso p. Assim, pela independéncia de X e Y, X +Y corresponde
ao nimero de sucessos em um total de n + m tentativas independentes, cada uma
com probabilidade p de sucesso. Portanto, X + Y é uma variavel aleatoria binomial
com parametros (n + m, p).
Para verificar essa conclusdo analiticamente, note que

n
P(X+Y=k =) P(X=1Y=k-i)
i=0

= Y P(X =)P(Y =k —1)
i=0

n
n s m o A
:Z< i )pzqn z( e )Pk lqm k+i
i=0

r

onde ¢ = 1 — p e adotamos (J) = 0 quando j < 0 ouj > r. Assim,

P(X+Y:k):pkqn+m—kz< rll )( krﬁl')
i=0

e a conclusio segue da identidade combinatoria:

(")-2(0)00)

6.6 Distribuicao condicional

A distribuicao conjunta contém a informacao necessaria para estudar como a
distribuicao de X se altera quando obtemos informac&o sobre Y. A probabilidade
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condicional, apresentada para eventos em um capitulo anterior, sera agora usada
para definir distribui¢des condicionais de variaveis aleatérias. No caso discreto,
fixamos um evento Y = y com probabilidade positiva e renormalizamos. No
caso continuo, P(Y = y) = 0, portanto ndo dividimos por essa probabilidade.
Condicionamos primeiro numa faixa y < Y < y + h e deixamos h | 0. Sob as
hipoéteses usuais,

P(X€A|y<Y£y+h)—>J fxy(x | y)dx.
A

Sob essas hipoteses, o limite motiva a definicdo no caso continuo. As férmulas nos
dois casos tém formas analogas:

fxy(xy)

DIBD, - fpte|y) = L2

pxy(x1y)= ()

Para cada valor admissivel de y, elas definem uma distribuicdo em x.
Antes de fixar um valor, vale registrar a versdo para uma faixa. Se P(y; <Y <
¥2) > 0, definimos

Fxjy,<y<y3 () == P(X < x| y1 <Y < yp) (6.15)
_ Fxy(x,y2) — Fx y(x,y1)
Fy(y,) — Fy(»)

(6.16)

6.6.1 Variaveis aleatorias discretas

Se Y é discreta e P(Y = y) > 0, a definicdo usual de probabilidade condicional
pode ser aplicada diretamente. Para qualquer X,

P(X<x,Y=9)

Fxy(x[y) =P(X<x|Y=y)= P =)

A lei da probabilidade total recupera a distribui¢do marginal:

Fx(x) = Y P(Y = y)Fxy(x | y).
y

Se X também ¢ discreta, podemos trabalhar diretamente com as massas pontuais.
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Definicdo 6.5

Se X e Y sdo ambas variaveis aleatorias discretas

B A funcéo de probabilidade condicional de X dado Y = y é definida, para
todo y com py(y) > 0, como

pxy(x|y) =PX=x|Y=y)

_PX=xY=y)
- P(Y=y)

_ p(x,y)
()

para todos os valores de y tais que py(y) > 0.

B a funcio de distribuicio condicional de X dado Y = y é definida, para
todo y com py(y) > 0, como
Fxy(x|y) =P(X<x|Y =y)
=) pxr(aly)

asx

Em outras palavras, essas defini¢des sdo analogas ao caso incondicional de X,
mas agora tudo é condicionado no evento Y = y. Se X for independente de Y,
entdo as fungdes de probabilidade e de distribuicio condicionais coincidem com as
respectivas fung¢des incondicionais. Isso ocorre pois, nesse caso,

pxy(x|y) =PX=x[Y=y)
_PX=xY=y)
-~ P(Y=y)
_P(X=x)P(Y =y)
- P(Y=y)
=P(X =x)

Exemplo 6.22.

Se X e Y sdo variaveis aleatorias de Poisson independentes com respectivos para-
metros Ay e Ay, calcule a distribui¢ido condicional de X dado que X +Y =n.
Solucio.
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A funcio de probabilidade condicional de X dado X +Y =né

pxix+y(k|n) =P(X =k[X+Y =n)
_ PX=kX+Y=n)
 P(X+Y=n)
_ PX=kY=n-k)
~ P(X+Y=n)
_P(X=KPY =n—k)
- P(X+Y=n)

onde a ultima igualdade é consequéncia da hipdtese de independéncia de X e Y.
Na Proposi¢io 6.8 mostramos que X + Y tem uma distribuicao de Poisson com
pardmetro A; + Ay, e assim temos

P(X=k|X+Y=n)=

k' (n—=k)!
! Ak n—k
C (=R (A + Ap)"

(1)) )
RN NAVEY Y RAVIEY

Logo a distribui¢do condicional de X dado que X + Y = n é uma binomial com
pardmetros ne A;/ (A; + Ay).

ek = pk [e—@ﬁﬂz) (g + 4" ]’1
n!

6.6.2 Variaveis aleatdrias continuas

Se Y é continua, em geral P(Y = y) = 0, de modo que néo podemos dividir por
essa probabilidade. Em vez disso, condicionamos em uma faixa estreita y < Y <
y + Ay. Para Ay >0,

y+Ay
J. fxy(x.s)ds

y
y+Ay
[ e

y

fX|{y<Y§y+Ay}(x) =

Quando Ay — 0, numerador e denominador sdo, em primeira ordem, fyy(x,y)Ay e
fy(»)Ay. Isso motiva a definicdo seguinte.
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Definicdo 6.6
Para todo y tal que fy(y) > 0, a densidade condicional de X dadoY =y é

~ fxy(xy)
fxy(xly) = o)

Para cada y admissivel, essa expressdo é de fato uma densidade em x, pois

J fxy(x | y)dx = % ( ) J—w fxy(x,y)dx = 1.

De modo anéalogo,
_ Sxr(xy)
fY|X(y | x) - fX(x) .

Se X eY sdo independentes, fyy(x,y) = fx(x)fy(y), e portanto

fxy(x 1 y) = fx(), Hx@ %)= ).

Ou seja, condicionar nio altera a distribuicio quando as variaveis sdo independentes.
A funcéo de distribuicdo condicional é obtida integrando a densidade condicional:

Definicao 6.7
A funcao de distribuicio condicional de X dadoY = y é

Fxy(x|y) = J fxy(z | y)dz.

Como consequéncia, as seguintes formulas sdo validas:
y
Fxy(x,y) = J Fr@Fxy(x | z)dz

Fy(x) = j eGPy Cx | y)dy
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Exemplo 6.23.

Dado
k o<x<y<1

fXY(x’ y) = , .
0 caso contrario

determine fX|y(x | y)e fy|x(y | x).
Solucao.

A densidade conjunta é constante na regido triangular sombreada da Figura 6.8.

AN

y

1

~

Figura 6.8: Regido para o Exemplo 6.23

Podemos determinar k lembrando que a densidade deve integrar 1:

1 ry 1
JJ’ fxy(x, y)dxdy = J J kdxdy = I kydy = g =1=k=2
0 Jo 0

E agora podemos calcular as marginais:

1
fx(x) = foy(x, y)dy = J 2dy=2(1-x) 0<x<1

y
Ky = foy(x, y)dx = L 2dx =2y 0<y<1

E assim Fey(e3) .
_Ixy\xy) 1
frre ) = HEEE = = o<x<y <
e
Hx 1 x) = bolxy) 1 0<x<y<l1

fx(x) 1-x
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Exemplo 6.24.

As variaveis X e Y tém densidade dada por
flx,9)=(x+y),se0<x<1,0<y<1

Calculemos a densidade condicional fxjy. Inicialmente, calculamos a marginal

de Y. Temos )

1
ﬁ@%i[@+yMX=y+?0gyg1
0

Entdo, para qualquer y fixado com 0 < y < 1,

foy) _ xty _2xty)
Ko  y+1/2 2y+1

fx|y(x|y)= ;para0 < x <1

Fora desse intervalo, fxjy(x | y) é zero.

A funcéo de distribuicdo condicional pode ser obtida a partir da integracdo da
densidade condicional. Assim, para qualquer y fixadocom0<y<1le0<x <1,

vem: * o :
20z+y
FX|Y(x|Y):J zdez
~ x(2y + x)
Co2y+1
e, portanto,
0, se x <0,
x(2y + x)
FX|Y(X|)/)= #, se 0 <x <1,
1, sex > 1.

A funcao de distribuicdo conjunta pode ser obtida a partir da condicional, da seguinte

forma: y
Foyea) = [ fr@Fxy(e | 2)dz

J—00

fO, sex <0ouy<o0,

2 2

x‘y+x

y2 y, se0<x<1,0<y<1,
) x+x2
= > se0<x<1l,y>1,

2
y+y

sex>1,0<y<1,

1, sex>1,y>1.
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Deixamos ao leitor a tarefa de verificar se essa expressido esta correta, o que pode
ser feito calculando seu valor diretamente pela densidade conjunta.

6.6.3 Variaveis aleatdrias mistas

Também é possivel combinar uma variavel continua e outra discreta. Se X
tem densidade fx e N ¢ discreta, escrevemos pyx(n | x) para a probabilidade
condicional de N = n quando o valor de X é x. A forma mista da regra de Bayes é

_ pnpx(n | x) fx(x)

fxn(x [ n) = PN , pn(n) > 0.

A estrutura é a da formula de Bayes: verossimilhanga x densidade inicial, divididas
pela constante de normalizacao.

Exemplo 6.25 — Atualizando uma probabilidade de Bernoulli.

Suponha que realizemos n + m tentativas de Bernoulli e observemos n sucessos e m
fracassos. A probabilidade de sucesso é desconhecida. Para ilustrar o condiciona-
mento misto, tratemos essa probabilidade como uma variavel aleatoria © € (0,1) e
adotemos, por simplicidade, uma priori uniforme:

fo(@) =1, 0<O<1.

Essa é uma escolha de modelagem, ndo uma afirmacao de auséncia absoluta de
informacéo.
Se N é o ntimero de sucessos, entdo, dado © = 0,

N | (© =0) ~ Bin(n + m,0).
Logo, pela forma mista da regra de Bayes,

foin(@ [ n) < pnje(n | 0) fo(0)
< 0"(1—6)™, 0<f<1.
Normalizando,
Ak
foin(@1n) = Bln+1m+1)’

portanto
©| (N =n) ~Beta(n + 1,m+1).

A conta mostra por que a familia beta é natural para modelar probabilidades de
sucesso: depois de observar dados de Bernoulli, permanecemos na mesma familia.
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0.2 0.4

Em geral, Beta(e,f) tem densidade

X1 = x)P!
Bla.p)

0<x<1,

fl) =

onde
T(a)T(B)

Beah) = varpy

Exemplo 6.26 — Uma distribuicao mista.

Considere X € {1,2,3} discreta e Y € [0,1] continua. A lei conjunta é mista: para
cada x, o valor g(x,y) dy representa aproximadamente a probabilidade de X = x e
Y € [y,y + dy], onde

x—1

Xy
glxy)=4 3
0, caso contrario.

> X € {15253}5 O S y S 1,

Integrando em y, obtemos py(x) = 1/3 para x = 1,2,3. Somando em x,

1+ 2y +3y°
fy(y)=—y3 Y o<y<i

Se fixamos X = 2, a distribuicao condicional de Y é continua:

_ 82y _
px(2)

Por outro lado, se fixamos Y = 1/2, a distribuicio condicional de X é discreta. Como

H(1/2) =11/12,

frix(v12) 2y, 0<y<L.

LAl x =123
;(1/2) 11

DXy (x | %) _g(x1/2) 4 (%>x—1,
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Assim,
0, y <0,
Fx(y12)=4y% 0<y<1,
1, y>1,
e
0, x <1,
4
1 H, 1<x< 2,
B (x13) =15
—, 2<x<3,
11
1, x > 3.
Fx(y| X =2)
1
1
y2
0 1 y
Fyy(x|Y =1/2)
1 ~——
E ——O
11
4
—_ e——O
11
0 1 2 3 x

Esse exemplo mostra por que, em modelos mistos, é¢ importante distinguir massa
condicional de densidade condicional.

Distribui¢des conjuntas permitem responder trés perguntas diferentes: como
as coordenadas variam juntas, quando podem ser separadas por independéncia e
como a informacéo sobre uma delas altera a distribuicdo da outra. Essas trés ideias
serdo usadas repetidamente nos capitulos seguintes.
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6.7 Exemplos integradores

Os modelos deste capitulo comecam a ficar especialmente uteis quando o vetor
aleatério ndo é apenas um par de numeros, mas registra a configuragio inteira
de um sistema. Os exemplos a seguir mostram trés maneiras de explorar essa
ideia: representar um objeto combinatério por indicadores, transformar contagens
multinomiais em uma quantidade operacional e reconhecer dependéncia entre
coordenadas que tém marginais simples.

Exemplo 6.27 — Um grafo aleatorio como vetor de Bernoulli.

Considere o grafo aleatério de Erd6s—Rényi G(n,p). Para cada par e = {i,j} de
vértices, seja I, a indicadora do evento “a aresta e esta presente”. O vetor

(Te) ey

, ;. . n . .
é um vetor aleatorio discreto com (2) coordenadas. Como as arestas sao escolhidas
independentemente,

P(l, =i, e€ ([;l])) = ];[Pie(l - p)l—ie’ i, €{0,1}.

Um objeto combinatorio inteiro passa, assim, a ser uma nica observacaoervacio
vetorial. Graus, nimero de arestas e numero de tridngulos sio func¢des desse vetor;
voltaremos a elas nos capitulos de transformagdes e esperanca.

Exemplo 6.28 — Balanceamento de carga e o problema de ocupacao.

Suponha que n requisicdes sejam enviadas, independentemente e com a mesma
probabilidade, para m servidores. Se N; é o nimero de requisi¢des que chegam ao
servidor j, entdo

(N1, ....Ny)

tem distribuicio multinomial com pardmetrosne p; = - = p,, = 1/m.
Uma pergunta natural é quantos servidores serdo efetivamente utilizados. Defina

m
I=tnsop A=
=

Como um servidor fica vazio somente quando nenhuma das n requisigdes o escolhe,

p(1j=1)=1—(1—%)n.
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Logo, .
E[A]zm[l—(l—%) ]

A mesma conta descreve bolas lancadas em caixas, chaves distribuidas numa
tabela de hash ou usuéarios distribuidos entre maquinas. O vetor multinomial guarda
a carga completa; a fungio A extrai uma caracteristica operacional do sistema.

Exemplo 6.29 — Graus de vértices vizinhos.
No modelo G(n,p), sejam D, e D,, os graus de dois vértices distintos. Cada um tem
distribuigéo

Bin(n — 1,p),
mas eles nio sdo independentes, pois ambos contém a indicadora Iy, ,} da aresta
comum. Escrevendo

Dy=Iuwy+ Y, huswp  Dy=Tuy+ D Iy

WEUY WHEUY

todas as parcelas distintas sdo independentes. Portanto,

COV(Dva) = Var(I{u,v}) = p(l - P)

As marginais dos dois graus sao iguais e muito simples, mas a distribuicdo conjunta
registra a aresta que compartilham. E exatamente esse tipo de informacéo que se
perde quando olhamos apenas para as marginais.
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Ao atravessar este capitulo

Distribui¢des conjuntas descrevem dependéncia. Marginais sdo obtidas so-
mando ou integrando; condicionais renormalizam uma fatia; independéncia
equivale a fatoracdo adequada. Vetores de indicadores também permitem
representar objetos complexos, como grafos e sistemas de ocupagio, por
coordenadas elementares.

6.8 Exercicios

Exercicio 6.1 — Tabela conjunta

A funcio de probabilidade conjunta de X,Y € {0,1,2} é proporcional a x + y + 1.
Determine a constante, as marginais, P(X <Y) e P(X =1|Y = 2). Decidase X e
Y sdo independentes.

Exercicio 6.2 — Regiao triangular

Se fxy(x,y) = ¢ naregido 0 < y < x < 3, determine c, as densidades marginais e
P(X +Y < 3).

Exercicio 6.3 — Condicional continua

Se fxy(x,y) = 2, para 0 < y < x < 1, obtenha fy(y) e fyy(x | y). Calcule
P(X >3/4|Y =1/2).

Exercicio 6.4 — Maximo e minimo

Se X e Y sdo independentes e uniformes em (0,1), determine as func¢des de distribu-
icio de M = max(X,Y) e N = min(X,Y). Calcule P(M — N < 1/3).

Exercicio 6.5 — Soma de Poisson

Se X ~ Poisson(2,5) e Y ~ Poisson(1,7) sdo independentes, obtenha a distribuigao
de X +Y ecalcule P(X +Y < 2).



CAPITULO

7

Funcoes de variaveis
aleatorias

Estudaremos agora transformacdes de vetores aleatérios. Dois casos receberdo
atencdo: as mudancas de coordenadas e a ordenagdo das observacdes de uma
amostra. Em ambos, procuramos determinar a distribuicio das novas variaveis a
partir da distribuicdo do vetor original.

Nas mudancas suaves de coordenadas, o jacobiano corrige a alteracdo de areas
provocada pela transformacéo. Na ordenacio, usamos as propriedades de minimos,
maximos e posi¢cdes intermediarias da amostra. Cada caso exige um método proprio,
que sera desenvolvido ao longo do capitulo.

7.1 Funcoes de variaveis aleatdrias continuas
Dadas duas variaveis aleatorias X e Y, considere
Z = g(X,Y).

Se fxy € conhecida, a funcédo de distribuicdo de Z é obtida integrando sobre a
regido em que g(x,y) < z:

Fz(z) =P(Z <z) =P(g(X,Y) < z) =P((X,Y) € D,)
| ety
(x’Y)EDz

134
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onde D, = {(x,y) : g(x,y) < z}. Depois de determinar F,, derivamos para obter
fz, quando a derivada existe. O suporte merece atencao especial: ele determina
os limites de integracdo e, muitas vezes, obriga a separar o calculo em casos. O
primeiro exemplo mostra o método em uma transformacio unidimensional.

Exemplo 7.1.
Se X ~ U[0,1], qual é a distribuigdo de Y = —log(X)?
Soluc¢ao. Como

0<Y<owe0<X<],

e P(0 < X <1) =1, temos que Fy(y) = 0 para y < 0. Se y > 0, entdo
PY<y)=P(-logX)<y)=P(X>eV)=1-¢7.

Portanto, Y ~ exp(1), ou seja, Y tem uma distribui¢io exponencial com pardmetro

Exemplo 7.2.

Dado Z = X —Y, determine f(z).
Solucido. Utilizando a expressdo derivada anteriormente e a Figura 7.1, temos

00 z+y
Fz(z) =P(X-Y <2z2)= J. J fxy(x,y)dxdy,
y=—00 Jx=—00

onde a regido de integracdo x — y < z é ilustrada na Figura 7.1.

Figura 7.1: Regido de integracdo para x —y < z

Assim, obtemos

@ =22 [ ey &
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Quando as variaveis X e Y sdo independentes, a Equacdo 7.1 se reduz a

f4(2) = j @+ VW dy = (x * f)(@)

em que f_y(u) = fy(—u). Portanto, a densidade de uma diferenca é a convolucdo
da densidade de X com a densidade de Y.
Como um caso especial, suponha que

fx(x)=0 parax<0, fy(y)=0 paray<O0.

Nesse caso, z pode ser positivo ou negativo, o que requer uma anélise separada para
z > 0ez <0, pois as regides de integracido para esses casos diferem significativa-
mente. Para z > 0, conforme mostrado na Figura 7.3a, temos

0 ~z+y
Fz(2) = J fxy(x,y)dxdy.
y=0 Yx=0
x—y<z //// x—y<z
7 x=z+y
x=z+y
X—y=z X—y=z
(a) (b)
Figura 7.3: .

e para z < 0, da Fig. 7.3b
(58 Z+y
F@=| | potuyixdy
y=—2z “x=0

Apbs a diferenciagio, temos

Iy fxyGz+y.y)dy 220

7= Ef: fxy(z+y.y)dy z<0
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Para antecipar o exemplo do quociente, se X e Y sdo ndo negativas, a regido

{X/Y < z}, para z > 0, é a mostrada na Figura 7.4. Nesse caso,

R@=[ [ ooy

y=0 Jx=0
ou -
@ = yhatmiy
y=0
x<y /
7
y=x
Figura 7.4
Exemplo 7.3.

Seja Z = % e suponha que P(Y = 0) = 0. Vamos determinar a funcédo de densidade

f7(2).

Solucao. Iniciaremos pela distribui¢do acumulada:

Fz(2) = P(§ < z).

A desigualdade % < z pode ser reescrita como X <Yz quandoY >0,e X > Yz

quando Y < 0. Particionamos, entdo, o calculo nos eventos {Y > 0} e {Y < 0}; a
hipdtese P(Y = 0) = 0 assegura que nenhum caso com probabilidade positiva foi

omitido. Assim,

P(%Sz)zP({ESz}ﬂ{Yio})

Y

:P<££z,Y>O)+P(§£z,Y<O

Y Y

=P(X<YzZ,Y>0)+P(X>YzY<0).
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Podemos expressar as probabilidades anteriores como integrais sobre duas re-

gides, obtendo:

00 yz 0 00
o= [ pepddys| [ g 02

y=0 Jx=—00 y=—00 Jx=yz
Finalmente derivando a Equagéo 7.2, obtemos:

[e]

0
fz(z)=j Yy (z, ) dy + f vz ) dy

0

[ee]

- j W fxy vz ) dy.

Observe que, se X e Y sdo variaveis aleatérias ndo negativas, a expressao anterior

se reduz a: o ryz
Fz(2) = J J fxy(x,y)dxdy e
y=0 Yx=0
@ = oty
y=0
-
Exemplo 7.4.

Sejam X e Y variaveis aleatorias conjuntamente normais com média zero, cuja
funcéo de densidade conjunta é dada por:

1 x2 2rxy y2
firry) = —— 1TA\F e
XY\As V) = :
2101091 —r2

. X .
Mostre que o quociente Z = v tem uma densidade de Cauchy centrada em =

[og
Solucao. Utilizando o fato de que fxy(—x,—y) = fxy(x,y), obtemos: 2
2

2 «© 2 2 O'o
o) = ——2 e | ey - — 0
2ra109N 1 —r2 Jg o109V 1 — 12
onde )
0_2 — 1 —r
L (E)-(E)G)
=)= )+\=
01 0102 02
Assim, temos:
o109Vl =12/
fz(2) = >
o3 rﬂ) +02(1-1r2)
02
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Essa é a densidade de Cauchy com parametro de localizagio ro; /o, e parametro
de escala 0yV1 —r2/ay. Integrando de —oo até z, obtemos a funcéo de distribui¢ao
correspondente:

1 1 092 — 10
Fz(2) = §+—arctan( 2 1).
b

oVl —r?

Exemplo 7.5.

Sejam X e Y variaveis aleatorias independentes, com X ~ Gama(m, ) e Y ~
. ~ X
Gama(n, ), na parametrizacido forma—taxa. Mostre que Z = Py segue uma
distribuicéo beta.

Solucio. A funcio de densidade conjunta de X e Y é dada por:
m+n

Ixy(x,y) = fx() fr(y) = %xm_lyn_le_ﬁ(xﬂ’), x>0,y >0.

Note que 0 < Z < 1, uma vez que X e Y sdo variaveis aleatorias ndo negativas.
Assim, a fun¢io de distribui¢do acumulada F,(z) pode ser expressa como:

Fy(z) = P[Z < z] = P(

:J’ Jll fxy(x, y)dxdy,
0 Jo

iy =)= (x=r)

onde utilizamos a representacdo grafica mostrada na Figura 7.4.
Diferenciando em relacéo a z, obtemos:

Jz(2) = L‘X’ a _yz)z fxy ( ly_ZZ,Y) dy

ﬁm-ﬁ-n Zm—l o ne1 ﬂ /(1 )
— m+n—1,—fy/(1-z
TmTn) (1 = 2y L yre 4y

_ 211 - ! on ymtn=le=u gy — [(m +n) 21— !
I(mIn) J, I'(m)[(n)
_ ﬁzm_l(l —2z)"! para0<z<1,
0 caso contrario.

Essa expressdo representa uma distribuicéo beta.
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Exemplo 7.6.
Seja Z = X? + Y2. Determine f(z).
Solucao. Temos que

Fy2) = P(X2 +Y2 < 2) = ﬂ frr (e y)dxdy

x24+y2<z
Mas, x% + y2 < z representa a area de um circulo com raio +/z e, portanto,

Jz o pz=y?
Fy(2) = j j fry(ey)dxdy,
e

para z > 0; para z < 0, Fz(z) = 0.

Logo
70 = [ 2 (o (VTR) i (F )y
Z —\/EZW XY sy XY yyj)ay .
Exemplo 7.7.

X eY sdo variaveis aleatorias normais independentes com média zero e varidncia
comum 0. Determine f(z) para Z = X2 + Y2,
Solucdo. Usando 7.3, para z > 0 obtemos

fz(2) =

e—z/(202) J'\/E dy

2702 iz — y2

—z/(20% /2
ﬂ J” do = Le—Z/(ZGZ).

2
0 20

o2

onde usamos a substituicio y = /z sen 6. Assim, X2 +Y? tem distribuicio exponen-
cial com taxa 1/(20?%) e média 202

7.2 Funcoes de variaveis continuas: método do
Jacobiano

O método da fungdo de distribuigéo pode exigir uma nova descricdo da regiao
de integracdo para cada valor do pardmetro. Para transformacoes diferenciaveis
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e invertiveis, o teorema de mudancga de variaveis permite calcular diretamente a
densidade transformada. O jacobiano mede a dilatacio ou contragao local de areas.
Se h = g1, um pequeno retangulo de area dz dw corresponde, no plano original, a
uma area aproximada

|J(z,w)|dz dw

Esse fator compensa a mudanga de area e preserva a massa de probabilidade.
Sejam Aj,A C R? regides abertas e g : Ay — A uma bijecdo. Escreveremos

(z,w) = g(x,y) = (g1(x, ¥), &2(x, y)). (7.4)

Figura 7.5: Representacéo de transformacéo entre regides Ay e A via g.

Como g ¢ uma bijecéo, existe a inversah = g~! : A — A, dada por
x = hy(z, w), y = hy(z, w).
Suponha que as derivadas parciais
x ox ay ay
9z 9w’ 9z’ ow
existem e sdo continuas em A.
Definimos o Jacobiano da transformacéo inversa h como o determinante

o ox ox ox
J(z,w) = 3_32, 9P | = det ﬁ i
dz  Iw Jdz  ow
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Teorema 7.1 — Mudanca de variaveis em integrais duplas

Sejam g : Ay — A uma bijeciio diferencidvel e h = g~!, ambas com derivadas
parciais continuas e determinantes jacobianos ndo nulos. Para toda regido
BCA,

[ seepraxdy=[| romunm) iGw) dzdw
h(B) B

Podemos aplicar o Teorema de Mudanca de Variaveis para densidades. Seja
f = fxy a densidade conjunta das variaveis aleatérias X e Y, e assumamos que

P((X,Y) € Ay = 1.

Sejam Z e W as variaveis transformadas, ou seja, Z = g(X,Y) e W = go(X,Y).
Entéo, para todo evento B C A, temos

P((Z,W) € B) = P((X,Y) € h(B)) (7.5)

=ﬂ fyGey)dxdy (7.6)

h(B)

=H Fey(hazw) bz w) ) dzdw.  (1.7)
B

Assim, pela definicdo de densidade, a fungdo obtida é a densidade de (Z,W), e
obtemos o seguinte teorema:

Teorema 7.2
Sob as condi¢oes dadas, a densidade conjunta de Z e W é:
_ NV ixy(hi(z, w), ho(z, w) |J(z w)|,  se (z,w) € A,

fzw(zw) = .
s caso contrario.

Para aplicar o teorema, determinamos o suporte transformado A, escrevemos
x e y em funcio de z,w e calculamos o moddulo do jacobiano da inversa. Esse
modulo multiplica a densidade original avaliada no ponto inverso. A identificacéo
do suporte é indispensavel: a expressdo obtida vale em A, e a densidade deve ser
definida também fora dele.
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Observaciao 7.3

A principal dificuldade na aplicacio do método do jacobiano esta em determinar
o conjunto A.

Exemplo 7.8 — De um uniforme a um tempo de espera.

Um gerador de niimeros aleatdrios costuma comecar por uma variavel U ~ Unif(0,1).
Como transformar esse nimero em um tempo de espera exponencial de taxa A? A

transformacéo
1

Tz/1

logU
faz exatamente isso.

Solu¢ao. A transformacéo leva (0,1) em (0,00) e sua inversa é u = e M. Portanto,
du

dt

Como a densidade de U vale 1 em (0,1), obtemos

= e M,

deM >0,
0, t<0.

fr®) = 1

Logo T ~ Exp(4). O calculo é unidimensional, mas ja contém a ideia central do
método: ao mudar de coordenadas, a densidade precisa compensar a deformacio
produzida pela transformacao.
<
Em muitos exemplos, é mais facil calcular o jacobiano da transformacéo direta.
Como as matrizes derivadas de funcdes inversas sdo inversas uma da outra,

1
W) = ———
V&= 7
sendo
9z oz
J@n =5 & (7.8)
ox  dy

pois o determinante jacobiano da transformacéo direta costuma ser mais facil de
calcular. A identidade vale nos pontos em que ambos os determinantes sdo ndo
nulos.

Nessa notacdo, a densidade conjunta pode ser expressa como

fXY (hl (Z,W),hZ(Z,W))
Gyl

fzw(zw) = [J(zw)| fey (hi(z.w).ha(z.w)) = (7.9)
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Exemplo 7.9 — Carga total e desequilibrio.

Dois servidores recebem cargas normalizadas X e Y, modeladas como variaveis
independentes e uniformes em (0,1). Em vez das duas cargas separadas, queremos
acompanhar

U=X+Y, V=X-Y,

onde U mede a carga total e V o desequilibrio entre os servidores. Quais pares (U,V)
podem ocorrer e como se distribuem?
Solucio. A transformacdo ¢ linear e pode ser invertida imediatamente:

u+v u—v

T YT

det(1 1):—2,
1 -1

de modo que o médulo do jacobiano da inversa vale 1/2. Como fx y(x,y) = 1 no

Seu jacobiano direto é

quadrado unitario, temos
1
f U’V(U,V) = 5

sempre que o ponto inverso pertence a esse quadrado.
A geometria torna o suporte transparente: a transformacéo leva os quatro vértices
do quadrado (0,0),(0,1),(1,1),(1,0) nos pontos (0,0),(1, — 1),(2,0),(1,1). Assim,

A={uyv) : 0 <u<2, max(—uu—2) <v < min(u,2 — u)},

1
) (u,V) € Aa
fovuy) =42 o
0, caso contrario.
O losango também revela algo que uma conta marginal esconderia: carga total e
desequilibrio néo sdo independentes. Valores extremos de U restringem fortemente

os valores possiveis de V.
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Espago transformado (U,V)

Espaco Original (X,Y)
0.1 (1,1) (L.1)
U
0.0) (1’53 (0,0) (2,0)
(15 - 1)

Figura 7.6: Cargas individuais e coordenadas de carga total e desequilibrio.

Exemplo 7.10 — Tempo total e diferenca entre etapas.

Duas etapas de um servigo tém duragdes independentes X e Y, ambas exponenciais
de taxa A. O tempo total é U = X + Y, enquanto

V=X-Y

registra qual etapa demorou mais e por quanto. Determine a densidade conjunta de
(U,V) e as distribuicdes dessas duas quantidades.
Solucdo. A densidade original é

Fxy(ey) =224 x>0,y >0.
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A inversa é
u+v u—v

-T2 YT
e as condi¢des x > 0, y > 0 equivalem au > 0 e |v| < u. Como o méddulo do
jacobiano da inversa vale 1/2,

/12
fuovuy) = 76_’11‘, u>0, v <u

Integrando em v,
fo(w) = Ny, u>0,

logo U ~ Gama(2,1). Para a diferenca,
[ee]
P A
fr(v) = L Mgy = ZeAl, veR.
2 2
vl
Portanto, a diferenca entre duas exponenciais independentes de mesma taxa tem
uma distribuicdo de Laplace centrada em zero. Apesar das formas simples das duas
marginais, U e V néo sdo independentes: o proprio suporte |[v| < u acopla total e
diferenca.

Exemplo 7.11 — Tempo total e fracao gasta na primeira tarefa.

Duas tarefas tém tempos de execucdo independentes X e Y, ambos exponenciais
com média p. Para planejar o trabalho, duas quantidades sdo mais informativas do
que os tempos separados:

X

CX+Y

AquiU é o tempo total e V é a fracdo desse tempo gasta na primeira tarefa. Determine
a densidade conjunta de (U,V).

Solucio. A transformacéo é invertida por

U=X+Y, Vv

X=UV, Y=UQ1-V).

O modulo do jacobiano da inversa é u, pois

v u
det ( )
1—-v —u
no suporte, onde u > 0. Assim,

Juy@v) =u fxyvu(l-v)) (7.10)

= ize_”/”, u>0,0<v<l1. (7.11)
I

=u
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Regidgou >0,0<v <1

A densidade fatoriza:

fov@v) = —e 1 0 u) 1o nO).
/J [ —

b fU(u) g fV(V)

Logo
U ~ Gama(2,1/p), V ~ Unif(0,1),

e U e V sdo independentes.

O resultado é mais forte do que parece: depois de observar o tempo total, a fragdo
desse tempo gasta na primeira tarefa continua uniformemente distribuida. Essa
independéncia ndo é uma propriedade da transformagéo sozinha; o préximo exemplo
mostra o que acontece quando mantemos U e V, mas mudamos a distribuicdo de X
eY.

Exemplo 7.12 — A mesma transformacéo, outra geometria.

Agora suponha que X e Y sejam independentes e uniformes em (0,1), mas mantenha
exatamente as mesmas quantidades

_ X
X +Y

Sera que soma e proporcdo continuam independentes?

U=X+Y, \%4

Solucio. A inversa continua sendo
X=UV, Y=U1-V),

e o moédulo do jacobiano continua sendo u. A diferenca esta no suporte: agora
precisamos impor simultaneamente

0<uv<l, 0<u(l-v)<1.
Como 0 <u<2e0<wv<1,essas restricoes diao

0<v<l, 0<u<l,

u—1

1
<v< -, 1<u<?
u
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Portanto,
fovuv) =u

nessa regido e vale zero fora dela.

Rl>
u

Figura 7.7: Suporte de (U,V) para X,Y ~ Unif(0,1).

Geometricamente, o quadrado unitario néo se transforma agora em um retangulo:
parau > 1, as restricdes X < 1 eY < 1 reduzem progressivamente o intervalo de
valores possiveis de v. Como o suporte ndo é um produto de um intervalo em u por
um intervalo em v, U e V ndo sdo independentes.

Comparado ao exemplo anterior, o jacobiano é o mesmo. O que mudou foi a
combinacio entre densidade e suporte. E essa combinagio, e nio a transformacio
isoladamente, que produziu a independéncia no caso exponencial.

Exemplo 7.13 — Erro de localizacao em duas dimensdes.

Um sistema de posicionamento comete erros independentes X e Y nas direcdes
horizontal e vertical, ambos com distribuicido N (0,6%). Para quem usa o sistema,
porém, interessa mais a distancia do erro a posicio correta e sua direcéo. Defina

R=+X2+Y2, © = atan2(Y,X), - r<0 <.

Determine a distribui¢do conjunta de (R,®).

r>0
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Solucio. A densidade conjunta cartesiana é

1 x? + yz
exp | — .
2mo? P 202

fxy(xy) =
Em coordenadas polares,
x =rcosb, y =rsend,

e 0 mddulo do jacobiano da transformagio inversa é

‘det <c059 —rsen 9)’ .

senf) rcosf

Logo,

fre(r0) =5 Lo/, rs0, —x<6<
’ o

A expressdo ja se separa em duas densidades:

_ T e L
fro(rd) = —e o

Q) fg(_é)

Portanto,
R ~ Rayleigh(o), © ~ Unif(—,r],

e R e © sdo independentes.
A simetria circular do erro gaussiano torna todas as dire¢des igualmente prova-
veis. Além disso, a magnitude do erro é independente de sua direcao.

Exemplo 7.14 — A conexao Beta-Gama.

O exemplo das duas tarefas exponenciais sugere uma pergunta: a independéncia
entre soma e proporcio sobrevive além do caso exponencial? Sejam

X ~ Gama(m,p), Y ~ Gama(n,f)

independentes, com a mesma taxa 5. Defina

X

S=X+Y P = .
’ X+Y

Determine a distribui¢do conjunta de (S,P).
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Solucao. A transformacao inversa é
X=SP, Y=5(1-P),

com suporte s > 0, 0 < p < 1. O mddulo do jacobiano é s. Assim,

ﬁm+n

o 6Py Is(1 — pl e

ﬁm+n gmtn—1,—ps I'(m+n) m— n—
=T 1ﬁ]hmmx> a-prt

Reconhecemos as duas parcelas como densidades. Portanto,

fsp(s.p) =

S ~ Gama(m + n,f), P ~ Beta(m,n),

e S e P sdo independentes.

Quando m = n = 1, recuperamos o exemplo das duas tarefas exponenciais: a
soma é gama e a proporcéo ¢ uniforme. A independéncia entre soma e propor¢io é,
portanto, um caso particular da relacdo Beta—Gama.

7.2.1 Variaveis auxiliares

As vezes, interessa apenas Z = g(X,Y), mas o método do jacobiano transforma
duas coordenadas. Introduzimos entdo uma variavel auxiliar W, escolhida de modo
que a transformacio (X,Y) — (Z,W) possa ser invertida. Por exemplo, podemos
tomar

Z =g(X,)Y)

e completar a transformacdo com W = X ou W = Y. Depois de obter fyy,
integramos em w para recuperar a marginal f.

Exemplo 7.15 — Densidade da soma de variaveis aleatorias.

Considere duas variaveis aleatorias X e Y. Calcule f;(z) sendo Z = X +Y a soma
das variaveis aleatorias X e Y.

Solucdo. Suponha Z = X +7Y e escolha W = Y para que a transformacéo seja
injetiva e a solucdo seja dada por y = w, x = z — w. O Jacobiano da transformacéo
é dado por

=1

an=‘él‘

E assim
fzw(z,w) = fxy(z — w,w).
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E logo

+o0

fz(2) = szw(Z, w)dw = fxy(z —w, w)dw.

Se X e Y forem independentes, a ultima integral é a convolucdo de fx e fy; vejaa
Defini¢éo 6.4.

Exemplo 7.16 — Densidade do produto de variaveis aleatorias.

Considere duas variaveis aleatorias continuas X e Y. Determine a densidade de
Z =XY.
Solucao.

Seja Z = XY. Com W = X, o sistema xy = z, x = w possui uma Unica solucio:
Xy =wey = % Nesse caso, temos J (x, y) = —w, e consequentemente:

frw(z,w) = foy (W, %)

[wl

Portanto, a densidade da variavel aleatoria Z = XY é dada por:

(o)

fz(2) = J_Oo ﬁfXY (W, %) dw.

Caso especial Agora assumimos que as variaveis aleatorias X e Y sdo independentes
e possuem distribuicido uniforme no intervalo (0,1). Nesse caso, temos quez<we

z z
fxr (w.5) = Kfy (2) = 1.
Assim, obtemos (veja a Figura 7.8):

1
— sel0<z<w<l1
fZW(z’W): (‘)’v .

caso contrario
Logo,
—Inz sel0<z<1

T
f7(z) = J —dw = .
. W 0 caso contrario
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(a) (b)

Figura 7.8: Figura para o célculo de f7(z) sendo Z = X - Y.

Funcdes nao injetivas Podemos utilizar o método do jacobiano também em casos
em que a funcéo g néo é injetiva, bastando que g seja injetiva quando restrita a cada
uma de k regides abertas disjuntas cuja uniao contém o valor de X com probabilidade
um. Para tanto, suponhamos que G, Gy, ..., G; sejam subregides abertas do R" tais
que Gy, ..., G sejam disjuntas e valha

k
P(X € UG,«) =1,
i=1

e tais que a fung¢io g| G @ restricdo de g a G;, seja uma correspondéncia biunivoca
entre Gy e G, Vi = 1,..., k. (Neste caso podemos dizer que a funcao g é ka 1.) Além
disso, suponhamos que a funcéo inversa de g|, denotada por h®, satisfaca todas
as condicdes da funcio h do caso anterior, e in(liiquemos com Ji(X,y) o jacobiano
da funcéo R, (Este jacobiano é funcido de y € G. Notemos que D . G - G; é
uma bijecdo.) Temos, entdo, o seguinte esquema:

Desde que

clYy e G]

k k
P(XeUGl-)zl e [XeUGi
i=1 i=1

temos P(Y € G) = 1, i.e.,, Y toma valores s6 em G (pelo menos com probabilidade 1).
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Teorema 7.4

Sob as condi¢des dadas acima, se X tem densidade f (xq,...,x;), entdo Y tem
densidade

k
O - 17
) = l.;f<h (y)) |JiCx, vl seyeG

0, seY ¢ G.

7.3 Estatisticas de ordem

Em muitas aplicacdes, interessa a posicdo de uma observagdo na amostra orde-
nada: a menor, a maior ou a k-ésima menor. O tempo do vencedor de uma corrida
¢ o minimo dos tempos; a vida util de um sistema em série ¢ o minimo das vidas de
seus componentes, enquanto a de um sistema em paralelo é o maximo. A ordenacéo
da amostra define novas variaveis aleatorias, chamadas estatisticas de ordem.

As distribui¢des dos extremos sdo obtidas diretamente a partir da fun¢éo de
distribuicio das observacgdes. O célculo da densidade da k-ésima estatistica e da
distribuicdo conjunta de duas posi¢des ordenadas exige também contar as possiveis
posicoes das demais observagoes. Essas formulas serdo aplicadas a problemas de
confiabilidade e de amplitude da amostra.

Exemplo 7.17.

Sejam X1,X5,...,Xjp uma amostra aleatéria de tamanho 10 de uma distribui¢do
uniforme em (0,1). Abaixo aparecem trés realizacdes e, em cada uma, o menor valor
esta destacado.

0
RS
0
F
0
oy
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Nio surpreendentemente, valores do minimo proximos de zero sdo mais prova-
veis do que valores proximos de 1. Se repetirmos o experimento com amostras de
tamanho 10, a densidade do minimo tem o grafico a seguir.

Histograma dos Minimos de 10 NUimeros Aleatérios f(x)

800 M

600 1
o]
c .
£ 1.0 + densidade
o 400
&=

200 0.5

0 0.0 01 02 03 04 0s 056 % % ! ! } X
: - - Valor r;m'nlmc - - ) 02 04 O 08 10

Considere uma amostra aleatéria Xj, ...,X,, de uma distribui¢do continua com
funcdo de distribuicdo F e densidade f. Definimos:

X(l) = min (X1> Xz, ey Xn) s
que representa o menor valor observado entre as variaveis X;, e:
Xy = max (X3, Xy, ..., Xp) s

correspondendo ao maior valor observado. De modo geral,

def
Xk = 0 k-ésimo menor valor entre Xj, ..., X, k=1,..n

¢ a k-ésima estatistica de ordem. A sequéncia

(X X2)s > X))

¢ a amostra ordenada.

De modo geral, temos X(1) < X() < -+ < X{;;), implicando que valores de ordem
podem coincidir. Entretanto, se a distribui¢io comum da amostra {X;, Xs, ..., X,;}
for continua, a probabilidade de coincidéncia é nula. Portanto, nas anéalises subse-
quentes, assumiremos que todos os valores observados sdo distintos, garantindo as
seguintes desigualdades estritas:

Xy < X@) < < X
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Estatisticas de ordem extremas As distribui¢des de X(;) e X(,) podem ser
descritas a partir dos eventos que definem o minimo e o maximo. Comecando pelo
maximo,

P[Xm<x]=P(X; <x,X<x,..,X,<x),
pois a condigdo X(,) < x implica que todos os valores X; devem ser menores ou
iguais a x, e o contrario também é verdadeiro. Como Xj, Xy, ..., X], sdo variaveis
independentes, podemos escrever:

P [X(n) < x] =[F(x)]™

Denotando a funcdo de densidade de X(,) por g,(x), obtemos, ao derivar ambos
os lados da expressao anterior:

gn(x) = n[FG)I"™ f(x).

A funcio de densidade de X{;), que chamamos de g;(x), pode ser encontrada de
forma semelhante. Consideramos:

P[X) < x| =1-P[Xq) > x]
=1-P(X;>x,X5>x,...,X, > x)
=1-[1-F()]"

Portanto, ao derivar, obtemos:

g1(x) =n[1 = F)]"" f(x).

Exemplo 7.18.

Suponha que os tempos, em segundos, de oito velocistas sejam variaveis aleatorias
independentes, todas com a distribuicdo uniforme %(9.6,10.0). Queremos encontrar
a probabilidade de que o resultado do vencedor seja menor que 9.69, ou seja, calcular
P(X(l) < 9.69).

Solucao. A funcio densidade de probabilidade da variavel aleatoria X é dada por
fx(x) = 2.5 1(9,610.0)(x), onde

1 x€(9.6,10.0)

1(9.6,10.0)(x) = , .
0 caso contrario.

Para o valor especifico de x = 9.69, podemos calcular a funcdo de distribuicdo
acumulada Fx(x).
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A probabilidade desejada é dada por:
P(X(1) < x) = 1 - (1 - Fx(x))°

Substituindo Fx(x) na expressio, temos:

9.69 9.69

fx(®)dt = J 2.5dt = 2.5-(9.69 — 9.6) = 2.5-0.09 = 0.225
9.6

Fx(x) = J

9.6
Portanto, substituindo Fx(9.69) na equagdo da probabilidade:

P(X(1) < 9.69) = 1 — (1-0.225)° = 1 - (0.775) =~ 0.86986.

Assim, concluimos que a probabilidade de que o tempo do vencedor seja inferior
a 9.69 segundos é aproximadamente 0.86986, ou 86.986%.

Outras estatisticas de ordem O evento {X(;) < x} ocorre se pelo menos j das

n observagdes forem menores ou iguais a x. Como cada observacdo satisfaz essa

condi¢do com probabilidade F(x), a contagem correspondente é binomial. Portanto,
n

P [X(J-) < x] = kz: P (k das n observagdes sdo menores ou iguais a x)
=]

- Z( Z )[F(x)]k[l — F()|" k. (7.12)
k=

Ao derivar (7.12), os termos intermediarios se cancelam pela identidade (kil)(k +

1) = (})(n = k). Resta

gj(x) = (’;)J'[F(X)]j‘l[l — FQI" f(x)

o FO = P ),

Ha também uma interpretacéo local: para X(;) cair em um pequeno intervalo ao
redor de x, devem existir j — 1 observacdes abaixo de x, uma nesse intervalo e n — j
acima de x. As trés categorias tém pesos aproximados F(x), f(x)dx e 1 — F(x), o
que reproduz a formula anterior por uma contagem multinomial.

Se generalizarmos para a densidade conjunta de X(i) e X(j), com i < j, a mesma
contagem multinomial fornece, para x; < x;,

n!
& (%:%) =g DIG—i-Dn—))

< [F)I T [F () = Feo] ™ [1=F ()" £ () £ ()
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Fora da regido x; < X;j, essa densidade é zero.
Em particular, a funcéo de densidade conjunta para X(;) e X(;,) torna-se:

n!

oy F Go) = F Gl £ () £ (o)

8in (xl’ xn) =

O mesmo método pode ser aplicado para encontrar a densidade conjunta de
X(1)s X(2)> -+ » X(n)» que resulta em:

W\ fGe) fOR) o f(x), X <xp <o <y,
8120 (X1, X, 0, %) = L.
0, caso contrario.
A partir dessa funcéo de densidade conjunta, é possivel obter a func¢ao de den-
sidade marginal para qualquer uma das estatisticas de ordem, embora esse topico
nao seja abordado neste texto.

Exemplo 7.19.

Considere componentes eletroénicos de um certo tipo, cujo tempo de vida X em
horas é descrito por uma densidade de probabilidade:

1
_efx/IOO x>0,

=]

0, caso contrario.

Dessa forma temos que o tempo médio de vida é de 100 horas. Suponha que dois
desses componentes operem de forma independente e em série em um sistema; isto
é, o sistema falha assim que um dos componentes falha. Determine a fung¢io de
densidade para Y, o tempo de vida do sistema.

Soluc¢iao. Como o sistema falha com a falha do primeiro componente, temos Y =
min (X;, X5), onde X; e X, sdo variaveis aleatérias independentes com a densidade

dada. Sabemos que F(x) = 1— e—X/100

» =g

=2[1-FWIf)
9g—¥/100 (L) o~ /100

para x > 0, entao:

100
1 _
Ve y/5°, y >0,
0, caso contrario.

Portanto, o minimo de duas variaveis aleatdrias exponenciais também segue uma
distribui¢do exponencial, porém com uma média reduzida pela metade.
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Exemplo 7.20.
Considere agora que, na situacdo anterior, os componentes operem em paralelo: o
sistema s6 falha depois que ambos falharem. Determine a densidade de Y, o tempo

de vida do sistema.
Solucio. Neste caso, Y = max (Xj, X,), e temos:

K@) = g0)

=2[F(y»)] f(y)
— (1 — e=/100) (LY j=y/100
2 (1 ¢ ) ( 100) ¢
B 5_10 (e—y/IOO _ e—y/SO), y>0,
B 0, caso contrario.

Observe que o maximo de duas variaveis aleatorias exponenciais ndo é, necessa-
riamente, uma variavel aleatoria exponencial.
O tempo médio de vida do sistema é

E[Y] = J y i (e_y/loo _e—)’/50) dy
o 50
= 5—]6(J ye_y/loody—J ye_y/sody)
0 0
= 150 horas.

Exemplo 7.21.

Suponha que X7, Xy, ..., X, sejam variaveis aleatorias independentes, cada uma com
distribui¢do uniforme no intervalo (0,1).

1. Encontre a fungéo de densidade de probabilidade da amplitude R = X,y — X(y).
2. Calcule a média e a variancia de R.

Solucao.
1. No caso de uma distribui¢do uniforme, temos:

1, 0<x<1,

fl) =

0, caso contrario.
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e
0, x<0,

F(x)=4x, 0<x<1,
1, x2>1.

Assim, a funcéo de densidade conjunta de X(;) e X(p) é:

(n—l)[xn—xl]”_z, 0<x <x,<1,

n
fln(xl’xn): , .
0 caso contrario.

>

Para encontrar a densidade de R = X(;) — X(3), fixamos o valor de x; e definimos
R = X,,—x;. Portanto, R = g(X,,) = X,, —x1, e a fungéo inversa é X, = h(R) = R+x;.
Usando métodos de transformacéo, temos:

fir (x1,7) = n(n — Dr"72(1).

Ainda é uma funcéo de x; e r, e devemos ter x; < 1 —r. Ao integrar em relacdo
a x1, obtemos:

1-r

fr(r) = J n(n — 1)r"2dx

0
Nn -2 -r), 0<r<u,
0, caso contrario.

Para o item 2, usando integrais beta,
1
n—1 n(n—1)
E[R] = dr = —— E[R}]= ————~ .
[R] L rfr(r)dr = 2= R = e D+ )
Consequentemente,

2(n—1)

Var(R) = E[RZ] - E[R]z = m

7.4 Exemplos integradores

Neste capitulo, as aplicagdes centrais sio mudangas suaves de coordenadas e
estatisticas de ordem. Os exemplos a seguir mostram essas duas ideias em agéo,
primeiro pelo jacobiano e depois por maximos e minimos.
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Exemplo 7.22 — Uma transformacéo polar classica.

Sejam U e V independentes e uniformes em (0,1), e defina
R=./-2logU, ® =2xV.

A transformacio inversa é

U= e_R2/2 V = g
’ 27

Pelo método do jacobiano,
1 —r2/2
fre(r.0) = o re , r>0 0<6<2nr.
Agora considere
X = Rcos O, Y = Rsen©®.
Na mudanca de coordenadas polares, o fator de area é r. Assim,

1 2,2 1 2 1 2
— Oy 2 [ X 2 ) -yt
fry(xy) = 5—e (me )(me )

Portanto, X e Y sdo normais padrao independentes.

Essa transformacéo, conhecida como Box—Muller, mostra o caminho inverso ao
usual: em vez de descobrir apenas a distribuicdo de uma transformacéo, escolhemos
a transformacdo para construir uma distribuicdo desejada.

Exemplo 7.23 — O maximo de observacaoervacdes uniformes.

Se Uy, ... U, sdo independentes e uniformes em (0,1), seja
M, = max(Uy, ...,U,).

Para0 < x <1,
P(M, <x)=P{U; <x,...,U, <x) =x"
Logo,
g (x) = nx"1, 0<x<1,

_n
T n+1

E[M,]

A medida que a amostra cresce, 0 maximo se aproxima da fronteira 1. O exemplo
antecipa uma ideia geral: extremos tém escalas e comportamentos proprios.
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Exemplo 7.24 — Redundiancia e tempo até o primeiro resultado.

Suponha que a mesma tarefa seja realizada simultaneamente por k unidades inde-
pendentes, cada uma com tempo de conclusdo exponencial de taxa A. Se o trabalho
termina assim que chega o primeiro resultado, entéao

T = min(Ty, ..., Ty).

Como .
P(T>1) =[P > 1) = e,
i=1
temos 1
T ~ Exp(kA), E[T] = o

Executar a tarefa em paralelo reduz o tempo médio até o primeiro resultado, embora
use mais recursos. A mesma matematica de confiabilidade em série reaparece aqui
com uma interpretagdo computacional.

Ao atravessar este capitulo

Para obter a lei de uma transformacéo, pode-se trabalhar com a funcéo de
distribuicéo, convolugido ou mudanca de variaveis. O suporte transformado
e o modulo do jacobiano sdo partes essenciais do calculo. Estatisticas de
ordem mostram que minimos e maximos também sdo apenas func¢oes do
vetor aleatorio.

7.5 Exercicios

Exercicio 7.1 — Quociente

Se X e Y sdo normais padréo independentes, use a mudan¢a Z = X /Y, W =Y para
obter a densidade de Z. Identifique a distribuigo.
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Exercicio 7.2 — Coordenadas polares

Um ponto (X,Y) é escolhido uniformemente no disco unitario. ParaR = VX2 +Y2e
© = atan2(Y,X), obtenha a densidade conjunta de (R,0), suas marginais e verifique
se sdo independentes.

Exercicio 7.3 — Estatisticas de ordem

Se Xj, ... ,Xg sdo independentes e uniformes em (0,1), calcule P(X1) > 0,2), P(X(6) <
0,8) e a densidade de X().



CAPITULO

8

Esperanca

A esperanca associa a distribui¢do de uma variavel um valor central, obtido por
uma média ponderada. No caso discreto, os pesos sdo probabilidades; no continuo,
o célculo é feito por integracdo contra a densidade. Se X é discreta e assume valores
no conjunto enumeravel C, entéo

E[X]= ) xP(X =x) (8.1)
xeC
Se X tem densidade fy, a formula correspondente é

[o¢]

E[X] = J x fx(x)dx (8.2)

—00

As propriedades da esperanca permitem calcular médias de fun¢des de uma ou

varias variaveis e fundamentam o estudo da variancia, da covariancia e da correlacéo.

O condicionamento oferece uma forma de decompor esses calculos; os momentos e
suas funcdes geradoras reinem outras informacgdes sobre a distribuigao.

8.1 Definicao e propriedades fundamentais

As formulas de esperanca ja foram apresentadas. Estudaremos agora propri-
edades que permitem calcular médias sem determinar uma nova distribui¢éo a
cada passo. A linearidade, as variaveis indicadoras e a formula das caudas serdo os
primeiros recursos para esse calculo.

163
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Definicio 8.1

Se X é discreta, com valores xq,x, ..., definimos

E[X] = ) xP(X = x),

desde que a soma seja absolutamente convergente. Se X possui densidade fy,
definimos

E[X] = j o) b

desde que jjooo |x| fx(x) dx < co. Nos dois casos dizemos que X é integravel
quando E[|X]] < co.

Se a distribuicdo é mista, calculamos separadamente a contribuicio das massas
pontuais e a da densidade. Assim, se X assume valores x; com massas p; e tem
também uma parte continua de densidade f, entdo

BLgC0] = ¥ gGap + | g/

sempre que a soma e a integral convergirem absolutamente.

Proposicao 8.1 — Propriedades basicas

Para variaveis integraveis X,Y e constantes a,b, valem:
1. E[laX + bY] = aE[X] + bE[Y];

2. se X <Y, entdo E[X] < E[Y];

3. [E[X]| < E[IX]];

4. para todo evento A, E[1,4] = P(A).

Teorema 8.2 — Formula das caudas

Se X > 0, entao

(o]

E[X] = J P(X > t)dt. (8.3)
0
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Se, além disso, X assume valores inteiros ndo negativos,

E[X] =) P(X>k). (8.4)
k=1

Demonstragdo. A ideia é a mesma nos casos discreto e continuo: um valor x > 0
pode ser medido pelo comprimento do intervalo que fica abaixo dele,

0

Se X é discreta, com valores nao negativos x; e probabilidades p;, entdo

BLX) = Yap= Yo |

0
:J > pidtZJ' P(X >t)dt.
0 i:x>t 0

Se X possui densidade fy, entdo

oo

xfx(x)dx = on Jx fx(x)dtdx

0 “J0

E[X] :J

0

= J:O L ) fx(x)dxdt = LOO P(X > t)dt.

Como os integrandos sdo ndo negativos, a troca da ordem de integracdo néo cria
problemas de cancelamento.

Finalmente, se X assume valores inteiros ndo negativos, entdo parak—1 <t <k
vale P(X > t) = P(X > k). Particionando a integral em intervalos unitarios,

J'oo P(X >tdt= Y P(X >k),
0 k=1

o0 que prova a segunda férmula. ]

A interpretacao é geométrica: em vez de somar os valores de X diretamente,
podemos somar suas “camadas”. Para cada altura ¢, contamos a probabilidade de a
variavel ultrapassar esse nivel. No caso inteiro, essas camadas sdo os niveis 1,2, ...;
no caso continuo, elas variam continuamente com t.
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8.2 Esperanca de funcoes de vetores aleatorios

Sejam XY variaveis aleatoriase g : R?2 > R. Para calcular a média de g(X.y),
poderiamos determinar primeiro sua distribuigdo. Esse passo, porém, nio é neces-
sario: podemos obter E[g(X,Y)] diretamente da distribui¢do conjunta, atribuindo a
cada par (x,y) o valor g(x,y) e usando como peso a probabilidade ou a densidade
conjunta.

Teorema 8.3 — Esperanca de uma funcao de um vetor aleatodrio
Seja g : R? - R.

1. Se X.Y sdo discretas e
3 g yIP(X = xY = y) < oo,
x y

entao

E[g(X.V)] =), D g(xy)P(X = xY = y).
Xy
2. Se (X.Y) possui densidade conjunta fxy e

ﬂ g ey drdy < o,
R2

entao

E[g(X.Y)] = ﬂR #069) ey Ce.y) dx dy!

Demonstragao. No caso discreto, agrupe os pares (x,y) segundo o valor z = g(x,y).
Se Z = g(X,Y), entédo

P(Z=2z)= > PX=xY=y)
(x,y): g(x,y)=2

Logo,
=Y ZP(Z =2)
z

222 Z PX=xY=y)
z (xy):gxy)=z

= Z Z g(X,J/)P(X =xY = J/)
x Yy
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A convergéncia absoluta garante que o reagrupamento das somas nio altera o
resultado.
No caso continuo, suponha primeiro g > 0. Pela formula das caudas,

[o¢]

E[g(X,Y)] = J P(g(X.,Y) > t)dt.
0

Como

P(g(X,Y)>1t) = J:[ fxy(x,y)dxdy,
{(.y): glx,y)>t}

trocando a ordem de integragdo obtemos

E[g(X.Y)] = ﬂR (

- ﬂR g fy (o) dxdy.

g(xy)
| dt) fxyCey)dxdy
0

Para uma fung¢do que assume ambos os sinais, escreva g = g* — g~ e aplique o caso
nao negativo as duas parcelas. A hipdtese de integrabilidade garante que ambas
sejam finitas. ]

Para uma unica variavel, a mesma regra fica:

Teorema 8.4

Se g(X) é integravel, entdo

Z g(x)P(X = x;), X discreta,

E[g(0)] = | (o @5)
J g(x) fx(x)dx, X com densidade.

A Tabela 8.1 resume os casos especiais mais importantes de 8.5.

Discreto X E[g00] = ) g ()P (X =1)

Absolutamente Continuo X | E[g(X)] = J g(x) fx(x)dx

Tabela 8.1: Formulas computacionais para E[g(X)]
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Exemplo 8.1.

Um acidente ocorre em um ponto X, que é distribuido uniformemente ao longo
de uma estrada de comprimento L. No momento do acidente, uma ambulancia
esta no ponto Y, que também ¢é distribuido uniformemente ao longo da mesma
estrada. Suponha que X e Y sejam variaveis independentes. A tarefa é determinar
a distancia esperada entre a ambuléncia e o local do acidente.

Solucio. Para resolver o problema, precisamos encontrar E[|X — Y], que representa
a distincia esperada entre os pontos X e Y. Como X e Y sdo independentes e
uniformemente distribuidos, a fun¢io densidade conjunta é:

1
f(x,y)=ﬁ, 0<x<L O0<y<L

De acordo com o Teorema 8.3, podemos expressar a distincia esperada como:

1 L ~L
E[|X—Y|]=ﬁj j x — yldydx.
0 J0

Vamos calcular a integral interna primeiro:

JOL lx —yldy = Lx(x —y)dy + LL(y —x)dy.

Resolvendo cada uma das integrais separadamente, temos:

X 271% 2
_ Y A
JO (x y)dy - [xy 2 ]0 2 '

L
J (y—x)dyz[y;—xy] =L—2—x—2—x(L—x).

Somando os resultados:

L 2 2 2 2
X L X L
—yldy="4+=——-=— —x(L-x)= — +x% — xL.
J’le yldy sto T3 x(L - x) 5 Xt X

Agora, substituimos na integral externa para encontrar E[|X — Y|]:

1 (b/r2
E[IX—Yl]:EJ (7+x2—xL)dx.
0

Calculando a integral:
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Portanto, a distincia esperada entre a ambuléncia e o local do acidente é:
L

E[X -Y|] = 3.

Funcdes de variaveis aleatorias independentes Quando X e Y sio indepen-
dentes, a distribui¢do conjunta fatora. Isso permite calcular uma esperanca por
somas ou integrais sucessivas usando apenas as distribui¢cdes marginais.

Teorema 8.5

Sejam X e Y independentes e h : R?> — R nio negativa ou integravel. No
caso discreto,

E[A(XV)] = ) Y hxy)px(x)py (7).
Xy

Se X e Y tém densidades,

E[h(X.Y)] = j j ROeY) fx O f G dx dy. (8.6)

Demonstragdo. Pelaindependéncia, a distribuicio conjunta fatora. No caso discreto,

P(X = xY =y) = px(x)py(y),

e, portanto, o Teorema 8.3 fornece imediatamente

E[A(X.Y)] = > > h(xy)px()py (7).
Xy

No caso continuo, a independéncia equivale a

fxy(x.y) = fx(x) fr ()

Substituindo essa fatoracio na formula do mesmo teorema,

E[h(X.Y)] =J J hCey) f @) fy () dxe dy.

A hipétese de ndo negatividade ou integrabilidade é justamente a que garante a
validade das somas ou integrais iteradas utilizadas acima. |

Em particular, a esperanca do produto de funcdes de variaveis aleatoérias inde-
pendentes é o produto de suas esperangas.
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Corolario 8.6

Sejam X, Y independentes e sejam gy, g» funcdes integraveis. Entdo,

E [£1(X)g2(Y)] = E [g1(X)] E [g,(Y)] (8.7)

Demonstragdo. Aplique o teorema anterior a h(x,y) = g1(x)g2(y). Tanto no caso
discreto quanto no continuo, a soma ou integral iterada fatora no produto de duas
expressoes:

E[g1(X)g()] = E[g1(X)] E[g2(Y)].

Corolario 8.7

Sejam X, Y independentes. Entéo,

E[XY]=E[X]E[Y] (8.8)

A diferenca E[XY] — E[X]E[Y] é denominada covariincia. Ela mede associacio
linear; covariincia nula, por si s, ndo implica independéncia.

Exemplo 8.2 — Caminhada aleatdria no plano.

Considere uma particula inicialmente localizada em um ponto dado no plano. Supo-
nha que a particula execute uma sequéncia de passos, todos de mesmo comprimento,
mas em dire¢des escolhidas de forma completamente aleatéria. Especificamente,
apos cada passo, a nova posicdo da particula é alcancada a uma distincia de exata-
mente uma unidade da posicdo anterior, sendo o &ngulo do movimento uniforme-
mente distribuido no intervalo (0, 27r), como ilustrado na Figura 8.1. Determine o
valor esperado do quadrado da distancia da particula a origem apds n passos.
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0 = posicdo inicial
1 = posi¢do apds o primeiro passo
2 = posicdo ap6s o segundo passo

Figura 8.1: Caminhada aleatéria no plano

Solucao. Se (X;,Y;) representa, em coordenadas retangulares, a mudanca de posigao
no i-ésimo passo, comi = 1,...,n, entdo temos:

X; = cosb,

Y; = sen b,
onde 0, parai = 1,...,n, é por hipdtese, uma variavel aleatéria independente e
uniformemente distribuida no intervalo (0, 27r). Como a posic¢éo da particula apos

n passos tem coordenadas retangulares (Z?:l Xi, 2?:1 Yi), o quadrado da distancia
D? em relaciio a origem é dado por:

7= - (5]

Zn:( +Y2) + ) (XX + YY)

i=1 i#j

n+ Z (cos 0; cos 0; + sen 6; sen Gj) ,

i#j

~.

onde usamos o fato de que cos? 6; + sen? §; = 1.
Ao calcular as esperancas, utilizamos a independéncia de 6; e 0; para i # j, além
das seguintes propriedades de integracéo sobre o intervalo (0, 27):

2

27E [cos O] = J cosudu = sen(2r) — sen(0) = 0,
0
21

27E [sen ;] = J senudu = cos(0) — cos(2) = 0.
0
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Portanto, obtemos o resultado:

E[D?] =n.

Exemplo 8.3 — Numero Esperado de Pareamentos.

Suponha que N pessoas joguem seus chapéus no centro de uma sala. Os chapéus
sdo misturados aleatoriamente, e cada pessoa seleciona um chapéu ao acaso. Qual
é o nimero esperado de pessoas que recuperam o proprio chapéu?

Solucido. Vamos definir a variavel aleatéria X como o nimero de pessoas que
selecionam seus proprios chapéus. Podemos expressar X como a soma de variaveis
indicadoras individuais:

X=X1 +X2+"'+XN,

onde, para cadai=1,2,...,N,

X 1 se a pessoa i selecionar o proprio chapéu,
i= .
0 caso contrario.
Cada variavel X; indica o evento de a pessoa i recuperar seu proprio chapéu. A

probabilidade desse evento é

pois ha N chapéus igualmente provaveis, e apenas um deles pertence a pessoa i.
Assim, o valor esperado de X; é
1
E[X]=0xP[X; =0]+ 1xP[X; = 1] = .
Embora as variaveis X; ndo sejam independentes (porque a selecio de chapéus
por uma pessoa afeta as opcoes disponiveis para as outras), a linearidade da espe-
ranca matematica ndo requer independéncia. Portanto, podemos somar os valores

esperados individuais:
1
E[X] =E[X;] +E[X;] + - + E[XN] = N x N = 1.

Portanto, o niimero esperado de pessoas que recuperam seus proprios chapéus é

<

Este problema é conhecido como o "problema dos chapéus” ou "problema das
cartas desordenadas” e é um exemplo classico em probabilidade. Ele ilustra a
utilidade da linearidade da esperanga matematica mesmo quando os eventos ndo
sdo independentes.
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Exemplo 8.4 — Problema do Colecionador de Cupons.

Suponha que existam N tipos diferentes de cupons de desconto, e que cada vez
que alguém recolhe um cupom, este tenha igual probabilidade de ser qualquer um
dos N tipos. Determine o nimero esperado de cupons que alguém precisa acumular
antes de conseguir um conjunto completo que contenha pelo menos um de cada
tipo.

Solucio.

Seja X o numero total de cupons acumulados até que se obtenha pelo menos
um de cada tipo. Vamos calcular E[ X] decompondo X como a soma de variaveis
aleatorias X;, onde X; representa o numero de cupons necessarios para passar de
possuir i — 1 tipos distintos para possuir i tipos distintos de cupons.

Assim, temos:

X=X +X + -+ Xy

Inicialmente, ndo temos nenhum cupom, entfo o primeiro cupom sempre sera
de um novo tipo. Portanto, X; = 1.

Para i > 2, suponha que ja tenhamos i — 1 tipos distintos de cupons. A probabili-
dade de que o préximo cupom seja de um tipo novo é:

_N-(-1) _N-i+1
=N =%

Logo, X; é uma variavel aleatéria geométrica com pardmetro p;. A esperanca

5
i

matematica de uma variavel geométrica é dada por E[X;] = > portanto:

N

E[X]= —
Xl N—-i+1

O numero esperado total de cupons necessarios é a soma das esperangas indivi-

duais:
N

N N
E[X]=;1~:[Xi]=l;—N_i+1

Para simplificar a soma, realizamos a substituicdo k = N —i + 1, o que implica
i=N-—-k+1. Quandoi=1,k = N;quandoi= N, k = 1. Assim, a soma torna-se:

N
E[X] =)
k=1

==

N
1 11 1
=N —:N(1+—+—+---+—).



8 Esperanca 174

8.3 Variancia e covariancia

Duas variaveis com a mesma média podem apresentar dispersdes muito diferen-
tes. A variancia descreve essa diferenca por meio do desvio quadratico médio em
torno da esperanca. Para estudar a variagdo conjunta de duas variaveis, introduzi-
remos também a covariancia.

Definicdo 8.2
Se X é uma variavel aleatoéria com média y, entdo a varidncia de X, representada
por Var(X), é definida como

Var(X) = E [(X - p)?]

variancia pequena

Quanto maior a varincia, maior tende a ser a dispersdo. Sua raiz quadrada
é o desvio padriao, expresso na mesma unidade de X, e por isso mais facil de
interpretar diretamente.

Maior Variancia Menor Variancia
10 T T T T 10 T T T T
[ ] [ ]
8 ° s 8 s
'
6 [ s 6 s
[ X J
=N ° >
° 'y
4 ) ° — 4 + 1
[ ] [ ] [ ]
[ ]
2 e o o = 2+ -
0 Il Il | | 0 Il Il | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x

Uma formula alternativa para Var(X) é deduzida a seguir:

Var(X) = E [(X - E[X])Z]
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[X? - 2XE[X] + E[X]?]
[X?] - 2E[X]E[X] + E[X]?
[X?] - 2E[X]? + E[X]?
[X?] - E[X]?

Exemplo 8.5.

Considere cinco lancamentos de uma moeda honesta. Seja H o nimero de caras.
Calcule E[H] e Var(H). Lembramos que

P(H:O):%Szgiz
()3
oo () -2
o= ()¢ -2

Logo a esperanca é

5 10 10 5 1 80 5
E[Hl=1—-+2—-+3—-+4—+ =— =
32 32 T32 32

3232 2
Para o calculo da varidncia comecaremos calculando

5 10 10 5 115
E[H?] = 1> +4— +9— + 16— + 25— = —
32 "33 ' 733 V33 73370

Logo a variancia é

<

A variancia trata de uma variavel; para duas variaveis, a covariancia descreve
como seus desvios em relacdo as médias variam em conjunto. Ela mede associacdo
linear, nao independéncia.

A covariancia pode assumir valores positivos, negativos ou zero:
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B Um valor positivo indica que as duas variaveis tendem a aumentar juntas.

B Um valor negativo indica que uma variavel tende a aumentar quando a outra
diminui.

B Um valor préoximo de zero indica que ndo ha uma relagéo linear clara entre as
duas variaveis.

y y y
A LY ® * . A
L]
o o’ S
Y °
b4 .
°
00 \ P \ \
‘e > x - > x soe® > x
L]
A o
L]
. ° o L] .. .
L]
oo . % °°

Figura 8.2: a) Covariancia Figura 8.3: b) Ndo correla- Figura 8.4: ¢c) Covariancia

positiva cionadas negativa

Definicdo 8.3

A covariancia entre X e Y, representada por Cov(X,Y), é

Cov(X,Y) = E[(X —E[X])(Y — E[Y])]

Expandindo o lado direito da definicdo anterior, vemos que

Cov(X,Y) = E[XY — E[X]Y — XE[Y] + E[Y]E[X]]
= E[XY] - E[X]|E[Y] - E[X]E[Y] + E[X]E[Y]
= E[XY] — E[X]E[Y]

Se X e Y sido independentes, entdo Cov(X,Y) = 0. A reciproca é falsa. Para ver
isso, seja X tal que

1
P(XzO):P(le):P(X:—l):§

e definindo-se
0 seX=#0
1 seX=0
Como XY = 0, temos E[XY] = 0; além disso, E[X] = 0. Logo,

Y =

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0
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Entretanto, X e Y sdo claramente dependentes. A proposicdo a seguir lista
algumas propriedades da covariancia.

Proposicao 8.8

—_

. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

o

Cov(X, X) = Var(X)

[O%)

. Cov(aX,Y)=aCov(X,Y)
Cov (i, % L, ¥)) = Ziiy T, Cov (%))

G~

Demonstragao. As proposicdes i e 2resultam imediatamente da defini¢do da cova-
ridncia, e a proposicdo 3¢ deixada como exercicio para o leitor. Para demonstrar
a proposicdo 4/, que diz que a operagao de calculo da covariancia é aditiva (como
é a operagéo de célculo do valor esperado), suponha que y; = E[Xj] e v; = E [YJ]

n n m m
8[x] -2 ||~ 2
i=1 i=1 j=1 j=1

Entao,

iﬂz)(i%— ilvj)l (8.9)

i=1

(@)

S
/’—“\
M:
||'M§
v

H
—
M:

~><

Il
—_

=E|) (X - ul)Z(Y vj)l (8.10)
| i=1

=E|Y Y (X—m (Y- v])l (8.11)
| i=1 j=1

[
M:
Ms

E[(X;—m) (Y, —v)] (8.12)

Il
—_
~.
Il
—_

onde a ultima igualdade é obtida porque o valor esperado da soma de variaveis
aleatorias é igual a soma de seus valores esperados. [

Tomando Y; = X; nas propriedades (2] e (4 da Proposi¢éo 8.8, obtemos

n n n
Var(z Xl-) = Cov( X, Xj>
i

i=1
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n
>, D Cov (X.X;)

1j=1

Var(X)+ZZCOV(

li]

I
M:

-
Il

Il
M:

...
Il
_

Como cada par de indices i, j,i # j, aparece duas vezes no somatoério duplo, a
formula anterior é equivalente a

Var(ZXi) ZVar(X)+ ZZCOV(
i=1

i<j

Se Xi, ..., X;, sdo independentes por pares, no sentido de X; e X; serem indepen-
dentes para i # j, entdo a Equacao 8.3 reduz-se para

Var (Z Xl> = Z Var (X;)
i i=1

Exemplo 8.6.

Calcule a varidncia de uma variavel aleatoria binomial X com parametros n e p.
Soluc¢ao. Como tal variavel aleatoria representa o nimero de sucessos em n tentati-
vas independentes quando cada tentativa tem a mesma probabilidade de sucesso p,
podemos escrever

X=X +..+X,

onde X; representa variaveis independentes de Bernoulli tais que
X 1 se ai-ésima tentativa é um sucesso
i = , .
0 caso contrario
Com isso, da Equacdo 8.3, obtemos

Var(X) = Var (X;) + ... + Var (X))

Mas
Var (X;) = E[X?] - (E[X])°
=E[X] - (E[XD® jaque X’ =X
=p- P
Logo,

Var(X) = np(1 - p)
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Exemplo 8.7.

Sejam Xj, ..., X, variaveis aleatorias independentes identicamente distribuidas

com valor esperado y e variancia o2

¥ n . 1.
¢ , e suponha que X = ). | X;/n seja a média
amostral. As grandezas X; — X,i = 1,...,n, sdo chamadas de desvios, e elas sdo
iguais as diferencas entre os valores individuais dos dados e a média amostral. A

variavel aleatoria
X; - X)*

Z ( n—1
é chamada de variancia amostral. Determine
1. Var(X) e
2. E[$?].

Solucio.

2l Comecamos com a seguinte identidade algébrica:
(n—-1)s? = Z(X u+p— X)
n
=Y G+ K - 2K =) Y (-
i=1 i=1 i=1

= 3G — )’ +n(X = p)? = 2(X = pn(X - )
i=1

n
=3 (% - —n(X - p)?
i=1
Calculando a esperanca da equagéo anterior, obtemos
n
(n=DE[S?] = D E[(6 - p)°] - nE[(X = 1?]
i=1

= no? —nVar(X)
=(n—1)o?
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onde usamos o item 1) e o fato de que E[X] = p. Dividindo por n — 1, concluimos
que E[S?] = ¢?: a variancia amostral é um estimador nio viesado da variancia da
populacio.

Exemplo 8.8 — Modelo Multinomial.

Considere m tentativas independentes, em que cada uma pode resultar em um
dos r possiveis desfechos, com probabilidades associadas py, po, ..., p;, satisfazendo
2::1 pi = 1. Definimos Nj, parai = 1,...,r, como a quantidade de tentativas que
resultam no desfecho i. Nessas condicdes, as variaveis Nj, Ny, ..., N, seguem uma
distribuicdo multinomial, dada por:

m!
P(Ny =ny;, Ny =ny,....,N, =n,) = —n,P1 Pyt prs

ny! ng!
onde Y\
i=1
Solucao. Podemos comecar observando que, para i # j, é razoavel supor que, a
medida que N; aumenta, N; tende a diminuir. Assim, é intuitivo concluir que essas
variaveis apresentam uma covariancia negativa. Vamos calcular sua covariancia

n; = m. Agora, calcule a covariancia entre N; e N;.

usando a Proposicédo 8.8 e as representagdes

No=)Y (k) e N=)Y Ik
k=1 k=1

onde
1) 1 se atentativa k levar ao resultado i
: 0 caso contrario
1) = 1 se atentativa k levar ao resultado j
/ 0 caso contrario

Da Proposicao 8.8, temos

Cov (N, N;) = Y. > Cov (E(k). I;(1))

=1 k=1

Agora, por um lado, quando k # ¢,

Cov (L(k), I;(®)) = 0
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pois o resultado da tentativa k é independente do resultado da tentativa €. Por outro
lado,
Cov (5(®), [;(®)) = E[LOL(O)] — E [LO]E [L(0)]
=0—pipj = —pipj
onde a equacéo usa o fato de que [;(£)[;(f) = 0, ja que a tentativa £ ndo pode levar
simultaneamente aos resultados iEj. Com isso, obtemos
Cov (NINJ) = —mp;p;

o que esta de acordo com nossa intuigéo de que as variaveis N; e N; sdo negativa-
mente correlacionados.

Exemplo 8.9.

Considere X e Y definidos como:
X =cos®, Y =senO,
onde O é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo (0, 277).

1. Mostre que X e Y sdo nao-correlacionadas.

2. Mostre que X e Y ndo sdo independentes.

X e Y sao nao-correlacionadas.
Sabemos que

i, 0<0<2m,
feo@) =427 o
0, caso contrario.
Entao:
(=] 2 1 2
E[X]zJ fo(x)dle[ cos@f@(H)dHZEJ cosfdf = 0.
—oo 0 0
De forma semelhante:
1 21
E[Y] = —J senfdb = 0.
2 0
Agora, calculemos E[XY]:
1 2 1 27
E[XY]= — J cosfOsenfdh = — J sen(20)do = 0.
21 0 4 0
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Portanto, como E[XY]| = E[X]E[Y], concluimos que X e Y sdo nio-
correlacionadas.
X e Y nio sdo independentes.

Calculando:
1 21 1 27
E[X?] = — J cos?0df = — J (1 + cos(20))do = -
2r ), 4r ),
De forma semelhante:
21 2r
2 1 2 1
E[Y]=—J sen 9d0:—J (1 - cos(20))do = =
2 ), ar ),
Por fim:
E[X?Y?] = — J cos?Osen?0df = — (1 —cos(40))do = —.
2 ), 167 J, 8
Logo:
E[X?Y?] = % * i = E[X?]E[Y?].

Isso implica que X e Y nao sao independentes.

Dois resultados relacionam a esperanca e a mediana a problemas de predigéo.
Suponhamos que se queira escolher uma constante real ¢ para representar o valor
de uma variavel aleatdria X. Se o critério é minimizar o erro absoluto médio, isto
é, amédia de |X — c|, uma mediana é um preditor 6timo (veja a defini¢do adiante).
Se o critério ¢ minimizar o erro quadrético médio E(X — c)?, o melhor preditor é a
média:

Proposicao 8.9

Seja X uma variavel aleatéria com E[X?] < oo e 1 = E[X]. Entéo y minimiza
o erro quadratico médio:

Var X = E(X — p)?> = min E(X — ¢)?.
ceR
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Demonstragio. (X —c)? = (X —p+p—c)? = (X — p)? +2(u —c)(X — p) + (u — ¢)?,
logo (pela linearidade da esperancga)

E(X - ¢)* =E(X — p)* + 2(p — o)(E[X] — p)+
+(u—c)?=Var X + (u—c)>.

LogoE(X —¢)? > E(X — p)?,Vc €R. ]

Proposicao 8.10

Seja X integravel e seja m uma mediana de X. Entdo m minimiza o erro
absoluto médio:
E|X —m| = minE|X —|.
ceR

Por definicdo, m é uma mediana de X se P(X >m) > 1/2e P(X <m) > 1/2.

8.3.1 Correlacao

A covariancia depende das unidades em que as variaveis sdo medidas. Para obter
uma medida normalizada de associacéo linear, dividimos a covariancia pelo produto
dos desvios padrédo. O coeficiente de correlacdo assim definido varia entre -1 e 1.

Definicao 8.4

A correlacio das duas variaveis aleatorias X e Y, representada por p(X,Y), é
definida, desde que Var(X) e Var(Y) sejam positivas, como

Cov(X,Y)

\Var(X) Var(Y)

p(X.Y) =

Pode-se mostrar que

Proposicao 8.11

—1<p(X,Y)< 1 (8.13)
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Demonstragao. Para demonstrar a Equagdo 8.13, suponha que X e Y tenham vari-

ancias dadas por o2 e 0'3 ,

respectivamente. Entéo, por um lado,
X
0 < Var (— + l)
ox Oy
_ Var(X) N Var(Y) N 2Cov(X,Y)
0'5? O'}% Gxo-y

= 2[1+ p(X.Y)]

o que implica que
-1 < p(X,Y)

0< Var(£ - 1)
ox 0y

Por outro lado,

_ Var(X) . VarY  2Cov(X,Y)
- 2 2 P
o (‘%) Y

=2[1-p(X,Y)]

o que implica que
p(X,Y) <1

0 que completa a demonstracdo da Equacéo 8.13. ]

De fato, como Var(Z) = 0 implica que Z é constante com probabilidade 1, a
igualdade ocorre exatamente quando Y = a + bX com probabilidade 1: temos
pXY)=1seb>0e p(X,Y)=—-1seb<0.

A correlacdo mede associacdo linear. Valores proximos de 1 ou —1 indicam forte
alinhamento linear; o sinal indica a direcdo. Ja p(X,Y) = 0 significa apenas que as
variaveis sdo ndo correlacionadas. Nao significa independéncia nem auséncia de
relacdo: o exemplo anterior tem covariancia zero e, ainda assim, dependéncia entre
XeY.

8.4 Esperanca condicional

A esperanca depende da informacéo que temos. Considere dois dados indepen-
dentes: X é a soma dos resultados e Y é o resultado do primeiro dado. Antes de
observar qualquer dado,

E[X]=7.
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Se descobrimos que Y = 5, entéo
X =5 + resultado do segundo dado, E[X |Y =5] =8,5.

A variavel X ndo mudou; mudou a informacao disponivel sobre ela.

A esperanca condicional é a média calculada com a informacao adicional:
condicionamos a distribui¢do de X ao valor Y = y e, em seguida, calculamos a
esperanca com essa distribuicéo.

Definicdo 8.5

B Se X eY sdo conjuntamente discretas, para py(y) > 0,

E[X|Y=yl=) xpxylx|y.
X
B Se X eY sdo conjuntamente continuas, para fy(y) > 0,

BDXIY =3 = [ xfuyte | 9

Ha uma distingdo importante. Para y fixado, E[X | Y = y] é um nimero. Se
deixamos y variar, obtemos uma funcéo

o(y) =E[X|Y =y].

No exemplo dos dados, ¢(y) = y + 3,5. Antes de observar Y, portanto, ¢(Y) ainda é
aleatoria; essa variavel sera denotada por

E[X | Y].

Em resumo: E[X | Y = y]| é uma média para uma informacio ja conhecida; E[X | Y]
registra qual média sera usada quando Y for observado.
No caso continuo, por exemplo,

o0

EW|x=ﬂzj y x| ) dy.

Esse nimero € o centro da distribuicio condicional de Y para o valor observado
X = x. A medida que x varia, esses centros formam a funcio

¢(x) =E[Y | X = x],
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frequentemente chamada de linha de regressao; veja a Figura 8.5.

/\ o(x)

S
0 X i ix+dx X

Figura 8.5: Linha de regressdo

Exemplo 8.10.
Seja
1 0<]yl<x<1
Txy(x,y) = g .

0 caso contrario
Determine E(X | Y) e E(Y | X).
Solucgiao. Como a Figura 8.6 mostra, fyy(x,y) = 1 na area sombreada e zero em
outros lugares. Portanto,

fx(x) = J fxy(o,y)dy =2x 0<x<1

1

fy(y>=j||1dx=1—|y| byl <1
Y
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~

Figura 8.6: Regido 0 < |y| < x < 1.

Isso da .
x|y)=—", <x<1,
Sy ly) == o vl
¢ 1
Fix 1 x) = o —x<y<x.
Portanto,
Uox 1+yl
E[X|Y=y]= dx = . i<y,
y 1= |yl 2

enquanto, por simetria,

X
E[Y|X=x]zj %dyzo, 0<x<1.
X

Logo,
1+]Y
2 3

E[X|Y]= E[Y | X]=0.

Se Y nao traz informacéo sobre X, a média também nédo deve mudar.
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Proposicao 8.12

Se X e Y sdo independentes, entdo
E[X | Y] = E[X].

Mais geralmente,
E[g(X) | Y] = E[g(X)]

sempre que as esperancas existirem.

Demonstragao. A independéncia implica que a distribuicao condicional de X dado
Y =y coincide com a distribuicio marginal de X: no caso discreto, pxy(x | ¥) =
px(x), e no continuo, fxy(x | y) = fx(x). Substituindo na defini¢do de esperanca
condicional obtemos o resultado. ]

Exemplo 8.11.

Se X e Y sdo variaveis aleatorias binomiais independentes com parametros n e p
idénticos, calcule o valor esperado condicional de X dado que X +Y = m.
Solucao. Vamos primeiro calcular a funcdo de probabilidade condicional de X dado
que X +Y = m. Para k < min(n, m),

P(X =k, X +Y =m)
P(X +Y = m)
_PX=kY=m-k)

- PX+Y=m)
_PX=KPY =m-—k)
- P(X+Y =m)

(- ) pr
(fr’:)pm(l _ p)2n—m

PX=k|X+Y=m)=

n n
_ @G
- 2n
()
onde usamos o fato de que X+Y é uma variavel aleatoria binomial com pardmetros 2n
e p. Com isso, a distribuicdo condicional de X dado que X+Y = m é hipergeométrica.
Mais precisamente, trata-se de uma hipergeométrica com populacio 2n, n elementos

de um dos tipos e amostra de tamanho m. Assim, pela formula da esperanca da
hipergeométrica, obtemos

E[X|X+Y=m]:%.
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Exemplo 8.12.
Suponha que a densidade conjunta de X e Y seja dada por

—x/Ye=¥

f(x,y)zeT 0<x<00,0<y<o0

Calcule E[X | Y = y].
Soluciao. Comecamos calculando a densidade condicional

fxy(x,y)
)
fxy(x,y)

I, fry(uy) du

_ (/yevey
- j;o(l/y)e_x/ye_ydx
/ey
/e /vdx

= le_x/y
y
Com isso, a distribui¢do condicional de X, dado que Y = y, é uma distribuicao
exponencial com média y. Assim,

Fxy(xly) =

E[X|Y:y]=J Zefx/ydxzy
R4

q

Uma vez fixado Y = y, calculamos com a distribui¢do condicional exatamente
como calculariamos com qualquer outra distribui¢do. Em particular,

2 &) pxpy(x | ), caso discreto,
E[gX) Y =y] =

Jjow g(x) fxy(x | y)dx, caso continuo,

e alinearidade continua valida. No caso continuo, embora P(Y = y) = 0, a densidade
condicional fornece a regra correta; ndo estamos dividindo por P(Y = y).

8.4.1 Esperanca condicional como variavel aleatodria

A distinc¢do apresentada no exemplo inicial pode ser formalizada da seguinte
maneira.
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Definicdo 8.6

A esperanca condicional E[X | Y] é a variavel aleatéria ¢(Y), em que

o(y) =E[X|Y =y].

Para cada informacao possivel Y = y, consideramos a média correspondente. A
lei da esperanca total relaciona essas médias condicionais a média original.

Proposicao 8.13

Se X é integravel, entao

E[X] = E[E[X | Y]]. (8.14)

Demonstracdo. No caso continuo, substituimos a densidade condicional:

E[E(X V1) = [ | x%dx] G dy

- f:o X “O; fxy(xy) dy] dx

= J x fx(x)dx = E[X].
A integrabilidade de X justifica a troca da ordem de integracio. No caso discreto, o
mesmo calculo é feito trocando integrais por somas. [ ]

Se Y é uma variavel aleatoria discreta, entdo a Equacéo 8.14 diz que
E[X]= ) E[X|Y =y]P(Y = y) (8.15)
y

Por outro lado, se Y é continua com densidade fy(y), a Equagéo 8.14 diz que

E[X] = j ELX|Y = ylfy()dy (8.16)

A identidade (8.14) é chamada de lei da esperanca total. Ela calcula a média
global ponderando as médias condicionais pela distribuicdo de Y. Em muitos
problemas, fixar Y simplifica o calculo da média condicional; os exemplos seguintes
mostram como usar essa decomposicao.
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Exemplo 8.13.

Em um experimento, um ratinho é colocado em um labirinto com trés portas. A
primeira porta conduz a um tinel que o leva a saida ap6s 12 minutos. A segunda
porta leva a um tinel que o fara retornar ao labirinto ap6s 36 minutos. Ja a terceira
porta conduz a um tinel que também o faz retornar ao labirinto, mas apds 48 minutos.
Supondo que o ratinho escolha qualquer uma das portas com igual probabilidade,
qual é o tempo esperado até que ele consiga sair do labirinto?

Solucao. Seja X o tempo (em minutos) até que o ratinho alcance a saida, e sejaY a
porta escolhida inicialmente. O tempo esperado E[X] pode ser expresso como:

E[X]=E[X|Y=1]P(Y =1)+E[X |Y =2]P(Y = 2)
+E[X | Y =3]P(Y =3).

Como as portas sao escolhidas com igual probabilidade, temos:
1
E[X] =z (E[X|Y = 1] +E[X |Y = 2]+ E[X | Y = 3]).
Agora, analisamos cada caso condicionado a escolha da porta inicial:
E[X |Y =1] =12,
E[X |Y = 2] =36 + E[X],
E[X |Y =3] =48 + E[X]. (8.17)
A justificativa para as equacgdes acima é a seguinte: se o ratinho escolher a
primeira porta, ele saird do labirinto em exatamente 12 minutos, logo E[X | Y =
1] = 12. Se escolher a segunda porta, gastara 36 minutos no tinel antes de retornar
ao labirinto, e entdo o problema sera idéntico ao inicial, com um tempo esperado
adicional E[X]. Portanto, E[X | Y = 2] = 36 + E[X]. Um raciocinio semelhante

aplica-se a terceira porta, resultando em E[ X | Y = 3] = 48 + E[X].
Substituindo essas expressdes na equacdo para E[X], obtemos:

E[X] = % (12 + (36 + E[X]) + (48 + E[X])).

Simplificando:
E[X] = %(96 + 2E[X]).
Multiplicando ambos os lados por 3 e isolando E[ X ], temos:
3E[X] =96 + 2E[X] = E[X] = %.

Portanto, o tempo esperado para que o ratinho saia do labirinto é de 96 minutos.
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Exemplo 8.14 — Esperanca da soma de um niimero aleatério de v.a..

Considere uma cafeteria onde o niimero de clientes que entram em um determi-
nado dia é uma variavel aleatéria com média igual a 70. Suponha também que os
valores gastos pelos clientes sejam variaveis aleatorias independentes, com uma
média comum de R$60,00. Além disso, assuma que os gastos de cada cliente sdo
independentes do nimero total de clientes que entram na cafeteria. Qual é o valor
esperado do total gasto na cafeteria em um dia?

Solucao.

Seja N o nimero de clientes que entram na cafeteria e X; o valor gasto pelo
i-ésimo cliente. O gasto total no dia pode ser expresso como Zgl X;. Calculamos a
expectativa da soma da seguinte forma:

E éx, E[iXiIN:n”.

i=1

=E

Por outro lado:

N n
E[ZXilN:n :E[inwzn].
i=1 i=1

Devido a independéncia entre X; e N, temos:

Como as variaveis X; sdo independentes e identicamente distribuidas, segue que:

E [Z X;| =nE[X], onde E[X] = E[X].
i=1

Assim, concluimos que:

N
E lZ)g | Nl = NE[X].
i=1
Logo: N
E|Y Xil = E[NE[X]] = E[N]E[X].
i=1

No contexto do exemplo, temos E[N] = 70 e E[X] = 60. Portanto, a quantidade
esperada de dinheiro gasto na cafeteria em um dia é:

70 x R$60,00 = R$4.200,00.
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Exemplo 8.15.

O tempo necessario para descarregar um trem que transporta cereais ¢é distribuido
uniformemente entre a e b horas, isto é, T ~ U(a, b), quando néo hé interrupcdes.
No entanto, a grua utilizada na descarga é pouco confiavel e esta sujeita a avarias
que ocorrem de acordo com uma distribui¢do de Poisson com média de A avarias
por hora. Cada vez que a grua falha, sdo necessarias d horas para conserta-la. Nosso
objetivo é determinar o tempo médio real de descarga do trem, considerando todas
essas condigoes.

Solucao. Seja Tg o tempo real de descarga do trem, cujo valor esperado E(Ty)
desejamos encontrar. Observamos que Tp depende do tempo de descarga sem
interrupcdes T e do nimero de avarias Ny que ocorrem durante esse periodo. O
numero de avarias Ny segue uma distribuicdo de Poisson com parametro AT, ou
seja, Ny ~ Poisson(AT).

Para calcular E(Ty), utilizamos a propriedade da esperanga condicional:

E(Tg) = E[E(Tg | T)].

Primeiro, determinamos E(Ty | T). Dado que o tempo de descarga sem interrupcoes
é T e ocorrem Ny = n avarias, o tempo real de descarga é:

TR=T+nd.

Assim, a esperanca condicional é:

E(Tg | T) = ) .(T + nd) - P(Ny = n).

n=0

Podemos separar a soma em duas partes:

E(Tg | T)=T Y P(Ny =n)+d Y nP(Np =n).

n=0 n=0
Sabemos que:
| Z:’:O P(Nr = n) = 1, pois é a soma das probabilidades de todas as possiveis
quantidades de avarias.

o0
n=0

m E[Nr |T] =), _ nP(Nr =n) = AT, ja que Np é Poisson com média AT.

Portanto:
E(TR | T) =T -1+d-AT =T(1+dA).

Agora, calculamos E(Ty):

E(Tg) = E[E(Tg | T)] = E[T(1 + dA)] = (1 + dAVE(T).
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Como T é uma variavel aleatdria uniforme em [a, b], seu valor esperado é:

E(T) = a+b'

Substituindo, obtemos o tempo médio real de descarga:

(a+b)(1+dA)

E(Tg) = 5

) ST . ST . ~ +b
O tempo médio real de descarga do trem é o tempo médio sem interrupcdes, aT
ajustado pelo fator (1 + dA), que representa o impacto médio das avarias da grua
no processo de descarga.

Exemplo 8.16.

Trés maquinas estdo nas posicdes 0, 1 e 2 metros de uma linha. A cada chamado,
qualquer uma delas pode falhar com probabilidade 1/3, independentemente da
maquina atendida no chamado anterior. Um trabalhador compara duas estratégias:

1. permanecer na maquina que acabou de reparar até o préximo chamado;
2. retornar sempre a posi¢ao central, 1, depois de cada reparo.

Se X é a distancia percorrida entre dois chamados consecutivos, qual estratégia
produz a menor distancia média?
Estratégia 1 Sejam [ e ] as posi¢des das maquinas nos dois chamados. Elas sdo
independentes e uniformes em {0,1,2}, e X = | — J|. Portanto,

Estratégia 2 Entre dois chamados, o trabalhador vai da posicdo central até a
méaquina J e retorna ao centro; assim, X = 2|J — 1|. Logo,

1 4
E,[X] = §(2 +0+2)= 3 metro.

Nesse modelo, a estratégia 1 é melhor: ela reduz a distancia média de 4/3 para 8/9
de metro por intervalo entre chamados.
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Exemplo 8.17 — Variancia da distribuicio geométrica.

Considere uma sequéncia de tentativas independentes, nas quais cada tentativa
possui uma probabilidade de sucesso p. Denotemos por N o momento em que
ocorre o primeiro sucesso. O objetivo é determinar a varidncia de N, ou seja,
Var(N), sendo N uma geométrica.

Solucio. Para abordar a questo, consideremos uma variavel indicadora Y definida
da seguinte forma:

B Y =1 se a primeira tentativa resultar em sucesso (neste caso, N = 1),
B Y = 0 caso contrario (neste caso, N sera maior ou igual a 2).

A variancia de N pode ser expressa pela seguinte féormula:
Var(N) = E[N?] — (E[N])2.

Para calcular E[N?], utilizamos a lei da esperanca condicional:

E[N?] = E[E[N? | Y]].
Agora, vamos considerar os dois casos possiveis para Y:
1. Caso em que Y = 1 (a primeira tentativa é um sucesso): - Neste caso, temos

N =1, logo:
E[N?|Y=1]=1?=1.

2. Caso em que Y = 0 (a primeira tentativa é um fracasso): Se a primeira tentativa
falhar, ja se passou uma tentativa sem sucesso. O ntimero total de tentativas
necessarias para o primeiro sucesso sera igual a 1 (a tentativa falha) mais o
numero de tentativas adicionais necessarias até o primeiro sucesso, que também
segue a mesma distribuicdo que N. Assim, podemos expressar N como:

N=1+N’,

onde N’ ¢ a variavel aleatoria que conta o niimero de tentativas até o primeiro
sucesso ap0s a primeira tentativa fracassada. Portanto, temos:

E[N? |Y = 0] = E[(1 + N)?].

Com isso,
E[N?| =E[N?|Y =1]P(Y = 1)+ E[N?|Y = 0] P(Y = 0)
=p+(1-pE[(1+N)?
=1+ (1 - pE[2N + N?|
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Como E[N] = 1/p temos que
E[N?] =1+ —2(1;’0) +(1-pE[N?|

ou
2-p
P2

E[N?] =
Consequentemente,

Var(N) = E[N2] - (E[N])?

_2-p (1)
P? P
1-p
pz

Exemplo 8.18 — Problema das Paradas de Onibus.
O numero de pessoas que embarcaram num 6nibus é uma variavel aleatéria de Pois-
son com média y = 5. Um 6nibus passa por N = 10 pontos, e cada passageiro tem a
mesma probabilidade de descer em qualquer um dos N pontos, independentemente
de onde os outros passageiros descem. Calcule o niimero esperado de paradas que
o Onibus fara antes que todos os passageiros desembarquem.
Solucio. Seja X o ntiimero de pessoas esperando no ponto de 6nibus. Assim, X ~
Poisson(5). Seja Y o numero de pontos nos quais o dnibus para para desembarcar
passageiros. (X e Y sdo variaveis aleatorias.)

0

E[Y]= ) E[Y | X =k|P(X = k)
k=0

A funcio de probabilidade de X é

Seja Y; uma variavel aleatdria indicadora, onde Y; = 1 se o énibus para no i-ésimo

ponto, e Y; = 0 caso contrario.
E[Y | X =k]=E[Y; + Y, + -+ Yy | X =k]
k

E[Y,-|X:k]:1—<1—%>
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Pela linearidade da esperanca:
1 k
E[Y|X:k]:1o-(1—(1—ﬁ) )
Finalmente, juntando tudo:
[]i( ( 1k> 55k) (5.18)
ElY]| = 10 - 1—(1——) eV — 8.18
= 10 k!
(Z5-2() %)
—10e5 (Y = - (—) > (8.19)
okl ZA\\10/ k!
= (3)
— -5 2
=10-10e7° ). ~ (8.20)
k=0
2 10
=10 —10e ez = 10 — — (8.21)
Je

Variancia condicional
Definicdao 8.7 — Variancia Condicional

A variancia condicional de X, dado Y = y, é

supondo a existéncia das esperancas envolvidas.

Definicdo 8.8 — Covariancia Condicional

A covaridncia condicional entre X e Y, dado Z = z, é

supondo a existéncia das esperancas envolvidas.

Var(X | Y = y) = E[(X —E[X | Y = y])? | Y = y]
=E[X?|Y =y] - (E[X |Y = y])%

Cov(X,Y|Z=2)=E[XY|Z=2z]-E[X|Z=z]E[Y|Z =z],

Como ocorre com a esperanga condicional, Var(X | Y) e Cov(X,Y | Z) sdo

funcdes das variaveis usadas no condicionamento e, portanto, também sio variaveis

aleatorias.
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Proposicao 8.14 — Lei da variancia total

Para variaveis aleatérias X e Y, com E[X?] < oo,

Var(X) = E[Var(X | Y)] + Var(E[X | Y]). (8.22)

Podemos provar que essa formula é valida comecgando pela definicdo de varidncia
e utilizando a férmula da expectativa condicional duas vezes:

Var(X) = E[X?] - E[X]?

[E(X? | Y)] - E[E(X | Y)]?

[E(X?|Y) - E(X | Y)?] + E[E(X | Y)*] - E[E(X | V)]?
[Var(X | Y)] + Var(E[ X | Y]).

E
E
E

Na equacdo intermediaria, adicionamos e subtraimos o termo necessario para
reorganizar como expectativa e variancia.
Exemplo 8.19.

Seja N o ntimero de clientes que visitam uma determinada cafeteria em um dia.
Suponha que conhecemos E[N] e Var(N). Seja X; o valor médio que o i-ésimo cliente
gasta. Admitimos que os X;’s sdo independentes entre si e também independentes
de N. Assumimos ainda que possuem a mesma média e variancia:

E[X;] = E[X], Var(X;) = Var(X).

Seja Y o total de vendas da loja, ou seja,

N
Y=Y X.
i=1

Determine E[Y] e Var(Y).
Solucio. Para encontrar E[Y], ndo podemos utilizar diretamente a linearidade da
expectativa, pois N é aleatorio. No entanto, condicionado a N = n, podemos aplicar
a linearidade e encontrar E[Y | N = n]. Assim, utilizamos a lei da expectativa
iterada:
E[Y] = E[E[Y | N]] (lei da expectativa iterada).

Substituimos Y pela soma condicional:
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Pela linearidade da expectativa:

Substituimos E[X;] = E[X]:

Como E[X] é constante:
E[Y] = E[X]-E[N].

Para encontrar Var(Y), utilizamos a lei da variancia total:
Var(Y) = E[Var(Y | N)] + Var(E[Y | N]).

Sabemos que:
Var(Y) = E[N - Var(X)] + Var(N - E[X]).

Calculando os termos:
Var(Y) = E[N] - Var(X) + (E[X])? - Var(N).

Portanto:
Var(Y) = E[N] - Var(X) + (E[X])? - Var(N).

Exemplo 8.20.

Uma maquina em uma fabrica produz chips de computador. Cada chip possui uma
probabilidade 6 de ser defeituoso, e os chips sdo produzidos de forma independente,
ou seja, a probabilidade de um chip ser defeituoso nao depende do status dos outros
chips. Suponha que a maquina produza 100 chips por dia. Toda manha, quando a
maquina ¢ ligada, ha um valor diferente de 6. De fato, 6 é uma variavel aleatoria
que segue uma distribuicido Beta(1,4). Se Y representa o numero de defeituosos
produzidos em um dia escolhido aleatoriamente, qual é o valor esperado de Y?
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Solu¢ao. Nio precisamos calcular a funcdo de probabilidade de Y. Como Y | 6 ~
Bin(100,0), usamos

E(Y) = E[E(Y | 0)] = E[1000] = 20,

pois o valor esperado de 6 é 1/5.
Qual é o desvio padrao do nimero de defeituosos produzidos em um dia escolhido
aleatoriamente? Usando a férmula para a variancia, temos:

Var(Y) = E[Var(Y | 6)] + Var(E[Y | 6])
= E[1006(1 — 6)] + Var(1000)
= 100E(6) — 100E(6?) + 10,000 Var(8)
= 100E() — 100[Var(6) + E(0)?] + 10,000 Var(9)

—20—100(2 + 1)+1oooo2
B 75 = 25 075

= 280.

Portanto, o desvio padrao do namero de defeituosos é aproximadamente 16.7.

8.5 Momentos

A média e a variancia envolvem X e X?. Os momentos estendem esse estudo
a outras poténcias e descrevem, quando existem, diferentes aspectos da forma de
uma distribui¢io.

Definicao 8.9
Seja X uma variavel aleatoria. Para k = 1,2,..., o momento de ordem k da
variavel X é definido como:

my. = E[X¥],

desde que esta quantidade seja finita. O momento de ordem 1, E[ X], é a média
da variavel aleatoria.

Se X é integravel e p = E[X], definimos o momento central de ordem k
como

E[(X — p)¥],
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desde que essa quantidade também exista. Este momento descreve a dispersao
e outras propriedades da variavel ao redor de sua média.
De forma semelhante, o momento absoluto de ordem k é dado por:

E[|X[*].

A existéncia dos momentos depende da convergéncia da integral. Em particular,
operagdes do tipo co — oo tornam o momento indefinido.
Exemplo 8.21 — Momentos de uma Distribuicao Gama.

Considere X ~ Gama(e, f). Vamos calcular os momentos de ordem k desta
variavel.

E[X] = Jm xkﬁxa_le_ﬁxdx
o T '

Simplificando:

" I(a)

Utilizando a definicao da funcdo Gama:

o 00
E[Xx¥] = ’B—J xhta—le=px gy
0

_ p¥Tk+a) T(k+a)

E[X*] = O

Escrevendo o resultado como produto de fatores sucessivos e usando a propriedade

A propriedade
I'(z+1) =2z[(z)

pode ser obtida pela integracdo por partes da defini¢do da funcdo gama:

T(z+1) = '

+ zI et dt
0 0
= zI(z)

que
I +1) = al(a),

temos:
ala+1)(a+k-1)

ﬂk

Se a = 1, X segue uma distribuicdo Exponencial com paradmetro f. Nesse caso:

E[x¥] =

k!
E[X*] = 3
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Assim, os momentos podem ser obtidos de forma simples para este caso especi-

fico.

Exemplo 8.22 — Momentos da Distribuicao Normal.

Seja a funcdo densidade de probabilidade da variavel aleatéria normal dada por:

x2

flx) = e 22, (8.23)

o\ 2w

onde a média é 0 e 2 > 0 ¢ a variancia.
Os momentos da distribuicao normal sdo definidos como:

E[X"] = J X" f(x)dx,

onde f(x) é a densidade fornecida em (8.23).
Mostraremos que os momentos de ordem n da variavel normal sdo:
0, sen=2k+1,
E[X"] = (8.24)
1-3--(n—1)", sen=2k.
Os momentos de ordem impar (n = 2k + 1) sdo iguais a zero devido a simetria da
distribui¢io normal em torno da média zero. Como f(—x) = f(x) e x**1 é uma
fungdo impar, a integral sobre todo o eixo real é zero:

E[X2k+1] — Joo x2k+1f(x) dx = 0.

Para os momentos pares, é mais simples usar uma recorréncia por integracdo por
partes. A normalizacdo da densidade equivale a identidade

J e /") gx = o271, (8.25)
Para k > 1, tome u = %1 e dy = xe**/) gx. Como v = —g2e*/(20%) ¢ o

termo de fronteira é zero,
E[X%*] = (2k — 1)0%E[X%2].
Partindo de E[X°] = 1, a recorréncia fornece
E[X?%] = (2k = 1)(2k —3) -3 - 1 0%k = (2k — DN o2k, (8.26)

Isso confirma a segunda parte de (8.24).
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8.6 Funcoes geradoras de momento

A funcéo geradora de momentos retine os momentos em uma Unica funcio e
permite recupera-los por derivacdo. Além disso, transforma o estudo de somas de
variaveis independentes no calculo de produtos de funcdes geradoras.

Definicao 8.10
A funcao geradora de momentos de X é
Mx(#) = E[¢X],

desde que essa esperanga seja finita para todo t em algum intervalo (—h,h),
com h > 0.

O nome vem de sua primeira propriedade: derivando em t = 0, recuperamos os

momentos,
E[Xx"] = MP(0).

Além disso, quando existe em um intervalo ao redor de zero, My determina a

distribuicdo de X. Para somas de variaveis independentes, a fun¢do geradora

da soma é o produto das fung¢des geradoras individuais. Essas duas propriedades

tornam a ferramenta especialmente eficiente para identificar distribui¢des de somas.
As formulas de célculo seguem diretamente da defini¢éo de esperanca:

el%ip(x X 6 discret
My(h) = E[¢/X] = Zoée tp(Xl) se X é 1screo'
J_oo e fy(x)dx se X tem densidade.

Exemplo 8.23.

A distribuicao degenerada de probabilidade ¢ a distribuicido de uma variavel
aleatoria constante. Se X = ¢ com probabilidade 1, entéo

My(t) = €.
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Exemplo 8.24.

A funcéo geradora de momentos de uma variavel aleatoria discreta X de Bernoulli
com parametro p pode ser calculada lembrando que X assume valores 0 e 1, com as
respectivas probabilidades P(X = 0) =1 — pe P(X = 1) = p. Assim, temos:

Mx(t) = E[¢X] ZetxP(X—x)

=01 - p)+ et'lp
=(1-p)+ pe'

Teorema 8.15

Se X possui funcio geradora de momentos em um intervalo aberto que
contém zero, entao

E(x") = MP(0) =

dt" -

Demonstracgao.
MP@ = LE @) -k ( 4 ) = E (X"eX).
X dtn dm®

Avaliando em t = 0, obtemos

E(X") = MP(0) =

dt" t=0

Exemplo 8.25 — Distribuicao binomial com parametrosn e p.

Se X é uma variavel aleatéria binomial com pardmetros n e p, entdo

M(t) = E [eX]

etk( Z ) pk(l _ p)n—k
n N\ n—k
( k )(pe) (1_P)
k=0

(e +1—p)

1l
~
NNIE
(=)
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onde a ultima igualdade resulta do teorema binomial. Calculando a derivada,
obtemos

M'(t) =n(pe +1- p)n_l pet

Assim,
E[X]=M"(0) =np

Calculando a derivada segunda, obtemos

M”(t) = n(n— 1) (pe + 1= p)" " (pe!)" +n(pef +1-p)"" pe!

entao
E [Xz] =M""(0) = n(n — 1)p? + np

A variancia de X é dada por
Var(X) = E[X?] - (E[X])?
=n(n—1)p? +np —n?p?
=np(1—p)

o que verifica o resultado obtido anteriormente.

Exemplo 8.26 — Distribuicao de Poisson com média A.

Se X é uma variavel aleatéria de Poisson com pardmetro A, entdo

M(t) = E [¢X]
en —A An

o0
= Z €
= n!
e (@)
—¢ r;) n!

— e Ahe
VICESY
Calculando a derivada, obtemos

M’(t) = JeteMe=1)

M"(t) — (Aet)z e/l(et—l) + /lete/l(et—l)
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Assim,
E[X]=M'(0)= A

E[X?] =M"(0)= 2%+ 2
Var(X) = E[X?] — (E[X])?
=1
Portanto, a média e a variancia de uma variavel aleatoria de Poisson sdo iguais a A.

<

Exemplo 8.27 — Distribuicao exponencial com parametro A.

M(t) = E [¢!X]

= J e* Je = dx
0
= AJ e~ (Ax g
0

=1 parat < A

Observamos dessa dedug¢do que, para a distribuicéo exponencial, M(t) é definida
apenas para valores de t menores que A. Calculando a derivada de M(t), obtemos

M”(t) — L

M'(t) = FEnE

A
(4 —1)?
Portanto, ) )
— M/ — _ 21 — w77 [
E[X] = M(0) = 7 E[X?] = M”(0) 7
A variancia de X é dada por
Var(X) = E[X?] — (E[X])?
1
2

Teorema 8.16

Se a funcdo geradora de momentos é finita em algum intervalo aberto que
contém 0, ela determina de forma tinica a distribuicdo de probabilidade.

O teorema anterior afirma que, se duas variaveis aleatérias X e Y tém a mesma
funcdo geradora de momento, isto é, My (t) = My(t) para todos os t em um intervalo
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ao redor de 0, entdo elas tém a mesma distribuicdo de probabilidade. Assim por
t
exemplo uma variavel X tal que Mx(t) = *(¢~1) ¢ uma variavel de Poisson de taxa

A.

Teorema 8.17

Se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes com funcao geradora de
momento Mx(t) e My(¢) respectivamente, entdo My, y(t), a fun¢io geradora
de momento X +Y ¢ dada por

My 4y(t) = Mx(®)My(2).

Demonstragao.
Myy(t) = E[e X))
— E[el’XetY]
= E[¢X] B[]
= Mx(OMy @)
[
Exemplo 8.28.

A funcédo geradora de momentos de uma variavel aleatéria binomial também pode
ser deduzida a partir da fungdo geradora de uma Bernoulli. Se X ~ Bin(n,p), entdo
X é asoma de n variaveis independentes X, X;, ..., X, onde cada X; ~ Bernoulli(p).

Assim, temos:
n
X=YX
i=1
Logo, a fungdo geradora de momentos de X ~ Bin(n,p) é:

Mx(t) = (Mxi(l‘))n

Substituimos Mx.(t) = 1 — p + pe':

Mx(®) = (1-p+pe')"
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Teorema 8.18 — Funcao geradora de momento da variavel aleatéria
normal

Seja { ~ N(p, ). Entio, a fungdo geradora de momento de ¢ é dada por:

aztz

M) =é""2 .

Demonstragao. A fun¢io geradora de momento Mg(t) é definida como:

Mév(t) = E[e!¢] = J‘x’ etxfgv(x) dx,

onde fr(x) é a funcio densidade de probabilidade da distribuicdo normal:

2
1 _ (x—p)
e 2?2

fe(x) =

2702

Substituindo f;(x) na expressao de M (t):

© Gp)? © Gp?

1 - 1 tx—

M (1) = J el e 2 dx= J e’ % dx.
—o0 2702 2102 J o

Agora, combinamos os expoentes:

N2
o (x—p1)
e 202

1
_ e—ﬁ((x—,u)z—ZJth)
Expansdo do quadrado e rearranjo dos termos:

(x — )% — 20°%tx = x% — 2ux + 1? — 20°tx
=x? = 2(u+ ?t)x + p2.

Completando o quadrado:
x? = 2(p+ o?t)x + p? = (x —(p+ crzt))2 —(u+ %) +
= (x = (u+02))" — [(u + 020)2 — 2.
Calculando (i + ot)? — pi?:

(u+ a?t)? — 1% = 1 + 20t + o*t? — 12

= 2;10'2t + o2,
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Portanto, o expoente torna-se:

(x = ? 1
— Tél = —F ((X — [1)2 — ZO'ZtX)

= _ﬁ ((x - (,U + Gzt))z — 2,11021‘ — 041‘2)

(x = (u+0’)’ o242
ettt ——
20 2

tx

Substituindo de volta na integral:

2
1 - ﬁ o (xf(,uﬂrzt))
N e 202 dx.

\2mo? —o0

Reconhecemos que a integral é a integral da funcdo densidade de uma distribuigéo

Mg(t) =

normal com média y + 0%t e variancia o2, portanto:

00 (x—(y+U2t))2
J e 202 dx =202
—00

Assim, simplificando:
o2?

Mg(t) = eHH_T .

Teorema 8.19 — Soma de Variaveis Aleatorias Normais Independentes

Sejam §; ~ A (y1,02) e & ~ N (i1, 0%) duas variaveis aleatérias independen-
tes com distribui¢cdes normais. Entdo, a soma { = {; + {, é também uma
variavel aleatoria normal, isto é,

 ~ Wy + iz, 07 +03).

Em outras palavras, a soma de variaveis aleatorias normais independentes
é uma variavel normal cuja média é a soma das médias e cuja variancia € a
soma das variancias.
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Demonstragao. Para demonstrar que { = {; + {, segue uma distribui¢cdo normal

2

com média y = yy + pip e variancia o? = o2 + 0%, utilizaremos a propriedade da

funcdo geradora de momento. A funcio geradora de momento de uma variavel
aleatoria ¢ é definida por

My (t) = E[¢*].

Primeiramente, lembramos que a func¢io geradora de momento de uma variavel
normal § ~ A/ (;, 6%) é dada por

2,2
o't
My (t) = exp (,u,-t + IT) .

Como {; e {, sdo independentes, a funcio geradora de momento da soma { =
{; + {, é o produto das FGMs individuais:

My(£) = M, (8) = My, () - My, (8).

Substituindo as expressoes das FGMs:

crlztz crzztz
My (t) = exp | it + ) exp | pet + -

crlth 022t2
exp [11t+/12t+T+T

(02 + o2)t? )
—

exp ((H1 + po)t +

Observamos que Mg(t) é a funcdo geradora de momento de uma variavel normal

2

com média 1 = piy + 1y e varidncia 6? = 0% + 02, pois a funcio geradora de momento

de uma variavel normal /' (y1, 0?) é

ot

2,2
Mg(t)zexp(pt+ 5 )

Como as func¢des geradoras sdo finitas em um intervalo ao redor de zero e
coincidem nesse intervalo, o teorema de unicidade permite concluir que { segue
uma distribui¢do normal com os pardmetros desejados:

{~ Ny + iz, 07 +03).
| |

A soma de variaveis normais independentes permanece na familia normal, com
média igual a soma das médias e variancia igual a soma das varidncias. Assim, a
combinacdo de erros normais independentes pode ser estudada por meio de uma
Unica distribui¢do normal, como no exemplo seguinte.



8 Esperanca 211

Exemplo 8.29.

Suponha que duas maquinas produzam pecas com dimensdes que seguem distri-
bui¢des normais independentes: a primeira com média y; = 10 cm e desvio padrao
o1 = 0,2 cm, e a segunda com média py = 15 cm e desvio padrdo o, = 0,3 cm. A
soma das dimensoes das pecas produzidas por ambas as maquinas sera uma variavel
normal com média p = 10 + 15 = 25 cm e desvio padrdo o = /0,22 + 0,32 = 0,3606
cm.

Distribuicdo Funcéo geradora de momento My (%)
Degenerada §, el
BernoulliP(X =1) = p 1—p+ pe
sy _ k—1 L _ _
Geométrica (1 — p)*~'p 1—(1—p)ef’t < —In(1-p)
Binomial B(n, p) (1-p+ pet)n
r
. . . p B B
Binomial negativa NB(r, p) (1—ef+pef> ,t < —In(1—p)
Poisson Pois( 1) RICE)
th__ ta
Uniforme (continua) U(a,b) | —
t(b—a)
iforme (discreta) DU(a,b) | ——
Uniforme (discreta a, (b—a1+1) )
T 22
Normal N (p, 0'2) ot
[¢4
Gama Gama(a,f) (taxa) (%) Jt< B
Exponencial Exp(1) (1- txl_l)_l <A

8.7 Exemplos integradores

A forca da esperanca aparece com mais clareza quando a distribuigdo completa
da variavel de interesse é dificil, mas sua decomposicao em partes simples é facil.
Indicadores resolvem contagens combinatodrias; variancia e covariincia organizam
fontes de ruido; e modelos mistos surgem naturalmente em aplicagdes.

Exemplo 8.30 — Pontos fixos de uma permutacao aleatéria.

Escolha uniformemente uma permutagéao  de {1, ... ,n}, e seja X o numero de pontos
que permanecem em sua posicio:

X =#{i : 7(i) = i}.
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Defina [; = lg;(;)=;)- Entéo
X=>Y1
i=1
Para cada i,

P(e(i) = i) = %

Pela linearidade,

O resultado independe de n. As indicadoras nio sdo independentes, mas a lineari-
dade da esperanca nio precisa dessa hipotese.

Exemplo 8.31 — Numero esperado de arestas e de triangulos.

Em G(n,p), seja M o numero total de arestas. Se I, indica a presenca da aresta e,

M= > I,

ee([g])

E[M] = (2) ».

Para tridngulos, seja T a quantidade de subconjuntos de trés vértices que formam

e portanto

um tridngulo. Se J, indica que as trés arestas do conjunto A € (['31]) estdo presentes,

T= Y Ja

Como E[J4] = p?,

A distribuicdo de T é bem menos simples que a de M, mas sua média continua
saindo em uma linha.
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Exemplo 8.32 — Dois sensores e uma fonte comum de ruido.

Dois sensores medem a mesma grandeza 6. Suponha que
X =0+ B+e¢, Y =0+ B+ ¢,
onde B,¢q,&, tém média zero, sdo independentes,
Var(B) = 2, Var(e;) = Var(ey) = 2.

Entao

mas os erros dos sensores nio sio independentes, pois ambos contém B. De fato,

Cov(X)Y) =72
e
T2
C XY)=——.
orr(X.Y) T2

A correlacdo mede, nesse modelo, a parcela da variabilidade causada por uma fonte
comum.

Exemplo 8.33 — Diversificacao de uma carteira.

Se X e Y sdo os retornos de dois ativos e uma fragio a do capital é aplicada no
primeiro, o retorno da carteira é

R=aX+(1-a)Y.

Pela linearidade,
E[R] = aE[X] + (1 — a)E[Y],

enquanto
Var(R) = a® Var(X) + (1 — a)? Var(Y) + 2a(1 — a) Cov(X,Y).

A tltima parcela mostra por que diversificacdo ndo significa apenas possuir muitos
ativos: o efeito depende de como seus retornos variam juntos.
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Exemplo 8.34 — Contagem com deteccao imperfeita.

Suponha que existam N objetos numa regido e que cada um seja detectado, inde-
pendentemente, com probabilidade p. Se D é o numero de deteccdes verdadeiras,

D ~ Bin(N,p).

Admita ainda que o procedimento produza um numero F de falsos positivos, in-
dependente de D, com distribui¢do Poisson(4). A contagem observacaoervada
é
Y=D+F.

Entao

E[Y]=Np+ 4, Var(Y) = Np(1—p) + A.
O modelo separa duas fontes de erro: objetos reais que deixam de ser detectados e
objetos inexistentes acrescentados pelo procedimento.

Exemplo 8.35 — Seguro com franquia: uma variavel naturalmente mista.
Se X > 0 representa o valor de um prejuizo e o contrato possui franquia d > 0, a
seguradora paga

Y = (X —d)" = max{X —d,0}.
Mesmo que X tenha densidade, Y nio é puramente continua. H4 uma massa em
zZero:

P(Y =0) = P(X < d) = Fx(d),
pois todos os prejuizos abaixo da franquia produzem o mesmo pagamento. Para
y >0,
K@) = fx(y+d.

Assim,

[s¢]

E[Y] = L (x — d) f () dx.

Usando a formula pela cauda,

[o9]

E[Y] = L P(X > t)dt.

Se X ~ Exp(1), segue que

A franquia produz, portanto, uma distribui¢io mista de maneira completamente
natural e prepara a formula¢ao unificada da esperanca.
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8.8 Uma visao unificada da esperanca

Até aqui, calculamos esperanca por duas formulas que parecem pertencer a
mundos diferentes. Para uma variavel aleatoria discreta, somamos valores ponde-
rados por probabilidades; para uma varidvel com densidade, integramos valores
ponderados pela densidade:

E[X]=) xP(X=x), E[X]= J x fx (x) dx.

Essas formulas atendem a maior parte dos problemas estudados. Ha, porém, varia-
veis cuja distribuicido possui uma parte discreta e uma parte continua. O estudo
desses casos conduz a uma definicdo que retne as duas formas de calcular a espe-
ranga.

Em vez de partir da forma da distribuicio de X, consideramos os eventos em que
X assume determinados valores. Essa abordagem conduz a integral de Lebesgue
com respeito a probabilidade. Sem desenvolver uma teoria geral de integracgio,
apresentaremos a construcao que unifica os calculos de esperanca utilizados no
capitulo.

Quando soma e integral aparecem juntas

Considere o tempo X, em milissegundos, necessario para responder a uma
requisi¢io. Com probabilidade 1/4, a resposta vem de um cache e leva exatamente
1 ms. Nos demais 3/4 dos casos, a requisicdo é processada pelo servidor e o tempo
¢ uniforme no intervalo [2,6].

A distribui¢do de X ndo é discreta: ela assume um continuo de valores entre 2 e
6. Também néo é puramente continua, porque

1
P(X=1)= T
A parte continua tem densidade
3
flx) = e 1[5,61(x),

pois sua massa total deve ser 3/4. O valor esperado é, portanto,

E[X]
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A soma registra a contribui¢do do 4&tomo em 1, e a integral, a da parte continua.
Para justificar o uso conjunto dessas duas operagdes, convém examinar a defini¢ao
de esperanca no espago amostral.

Nio é necessaria uma defini¢do especial para distribuicdes mistas. A soma e a
integral usuais sdo formas de uma mesma operagio: integrar a variavel aleatoria
em relacdo a probabilidade do espaco amostral.

Para chegar a essa formula, comecaremos pelo objeto mais simples possivel.

Indicadoras e variaveis simples

Se A é um evento, sua funcéo indicadora vale 1 quando A ocorre e 0 caso contrario.
Assim,
1, w€EA,

I4(w) = 0. oA

A esperancga de 1 4 ja foi usada varias vezes neste capitulo:
E[14] = P(A).

Essa identidade relaciona eventos e esperancas: a indicadora associa uma variavel
aleatéria ao evento, e sua esperanca é a probabilidade desse evento.
Agora suponha que X assuma apenas os valores ay, ... ,a,. Se

Ar=1{o: X() = aj,

entdo os eventos Ay, ..., A, formam uma particdo do espaco amostral e podemos

n
X = Z ai]IAi.
i=1

Uma variavel dessa forma é chamada variavel aleatéria simples. Para ela, a definicdo

escrever

natural é

E[X] =) aP(4). (8.27)
i=1

E exatamente a média ponderada que ji conhecemos. O ponto novo é que o peso
néo esta associado, em primeiro lugar, a um ponto da reta: ele esta associado a um
conjunto de resultados A; C Q.

Essa formulacdo permite aproximar variaveis gerais por variaveis simples, sem
distinguir, a cada etapa, entre distribui¢des discretas, continuas ou mistas.
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Riemann e Lebesgue: duas maneiras de organizar a aproximacao

A integral de Riemann, familiar do céalculo, aproxima a area sob uma curva
dividindo o eixo horizontal. Em cada pequeno intervalo do dominio, escolhemos
uma altura e construimos um retangulo. Refinar a particdo significa tornar os
intervalos cada vez menores.

A construcao de Lebesgue pode ser vista de outra maneira. Em vez de organizar a
aproximacéo principalmente por onde estamos no dominio, organizamos os pontos
de acordo com os valores assumidos pela funcdo. Escolhemos niveis yp < y; < -+ <
Ym € agrupamos os pontos para os quais a funcéo cai em cada faixa de alturas. Esses
grupos podem ser bastante irregulares no dominio; o que importa é o tamanho que
a probabilidade atribui a cada um deles.

Riemann: particdo Lebesgue: agrupamento
do dominio por niveis da funcio

Figura 8.7: Duas maneiras de organizar uma aproximacdo. Em Riemann, refinamos
principalmente o dominio; na construcgao de Lebesgue, aproximamos a
fungdo por niveis e medimos os conjuntos que caem em cada faixa.

No contexto probabilistico, os pesos dessas faixas sdo dados pelas suas probabili-
dades. Se uma aproximacéo de X assume os valores ay, ... ,a, nos eventos Ay, ..., A,,
sua contribui¢io média é

a;P(Ay) + - + a,P(A,).

Ou seja, a soma de Lebesgue para a esperancga ja apareceu na Equacéo (8.27). O que
muda ao passar para uma variavel geral é que refinamos essas faixas de valores e
tomamos um limite.

Ha uma diferenca conceitual importante em relagéo ao calculo usual. O espaco
Q pode nem sequer ser um intervalo da reta. Pode ser um conjunto de sequéncias,
trajetorias, configuracdes ou qualquer outro espaco amostral. Ainda assim, faz
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sentido perguntar qual é a probabilidade do conjunto em que X fica entre dois
niveis. E essa possibilidade que torna a integral com respeito a P tdo adequada a

probabilidade.

De variaveis simples a variaveis gerais

Suponha primeiro que X > 0. Podemos construir variaveis simples
X <X < <X

que se aproximam de X por baixo e cujos degraus ficam progressivamente mais
finos. Escrevemos
X, 1 X.

Cada X, possui uma esperanca definida pela soma (8.27). A ideia de Lebesgue é
definir
E[X] = lim E[X,]. (8.28)

n—oo

Para uma variavel nao negativa, esse limite pode ser finito ou infinito. A teoria ga-
rante que o valor obtido ndo depende da sequéncia particular de degraus usada para
aproximar X, desde que a aproximacao crescente seja feita da maneira adequada.

E 1til comparar esse procedimento com uma imagem conhecida. Na integral de
Riemann, aproximamos uma curva por retangulos cada vez mais estreitos. Aqui,
aproximamos uma variavel aleatoéria por func¢des em degraus cada vez mais pre-
cisas. Em ambos os casos, a quantidade procurada surge como limite de objetos
elementares; o que muda é a forma de organizar esses objetos.

Para uma variavel que pode assumir valores positivos e negativos, separamos as
duas partes:

XT = max{X,0}, X~ = max{-X,0}.

Entao
X=X"-X", IX|=X"+X".

Se E[X*] e E[X ] sdo finitas — de modo equivalente, se E[|X|] < oo — dizemos que
X é integravel e definimos

E[X] = J X dP = E[X*] - E[X"]. (8.29)
Q

A notacao IQ X dP enfatiza que estamos integrando os valores de X usando a
probabilidade como regra para pesar conjuntos do espaco amostral. E essa a integral
de Lebesgue que aparece naturalmente na teoria da probabilidade.
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Essa definicdo inclui tanto as somas quanto as integrais em dx. Quando conhe-
cemos a distribuigdo de X, podemos expressa-la nas formas concretas utilizadas ao
longo do capitulo.

Uma férmula, trés regimes

No caso discreto, os eventos
Ay ={o + X(0) = x}

particionam o espaco amostral. Aplicando a definicdo para variaveis simples — e
depois passando ao limite quando ha infinitos valores possiveis — obtemos

J XdP =) xP(X = x).
Q x

A soma usual é, portanto, a expressao da integral quando a distribuicédo esta con-
centrada em pontos.

Se X possui densidade fy, a probabilidade é distribuida ao longo da reta segundo
essa densidade. Nesse caso,

[e¢]

JQXdP = J oofo(x)dx.

E a férmula continua que usamos desde o inicio do capitulo.
Finalmente, considere uma distribui¢do mista regular com atomos x,x, ..., de
massas
pi = P(X = x)),

e uma parte continua descrita por uma densidade f. A massa total satisfaz

Yo+ fwar-t

e a mesma integral abstrata fornece

oo

E[X] = Z X p; + J xf(x)dx, (8.30)

1

sempre que as contribui¢des envolvidas forem integraveis. A formula usada no
exemplo do cache aparece, portanto, sem que precisemos criar uma nova nocéo de
esperanga para o caso misto.
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Podemos resumir a situacao assim:

discreta = E[X] = Z xP(X = x),
X

com densidade = E[X]= J. x fx(x) dx,

mista regular — E[X] = Z xp; + J x f(x)dx.

i

As trés linhas sdo manifestacdes da mesma identidade:

E[X] = L X dP.

Nos célculos, usamos a forma mais conveniente: uma soma, uma integral ordina-
ria ou uma combinacéo das duas. A definicdo unificada mostra que todas expressam
a mesma construgdo: aproximar a variavel por variaveis simples, ponderar os
conjuntos correspondentes por suas probabilidades e passar ao limite.

Ao atravessar este capitulo

Esperanca é calculada por soma ou integral, conforme o modelo. Linearidade,
indicadores, condicionamento e func¢des geradoras convertem problemas lon-
gos em calculos organizados. A formulagao unificada E[X] = fQ X dP mostra
que os casos discreto, continuo e misto pertencem a mesma construcao.

8.9 Exercicios

Exercicio 8.1 — Calculo direto

Uma variavel X assume os valores —2,0,1,4 com probabilidades 0,1,0,3,0,4,0,2. Cal-
cule E[X], E[X?], Var(X) e E[(X — 1)?].

Exercicio 8.2 — Indicadores

Sete cartas sdo retiradas sem reposicdo de um baralho comum. Usando variaveis
indicadoras, determine o numero esperado de ases e o nimero esperado de naipes
representados na mao.
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Exercicio 8.3 — Funcao de uma variavel
Se X tem densidade 3x? em (0,1), calcule E[X], Var(X), E[log X] e E[1/X].

Exercicio 8.4 — Esperanca condicional

Uma urna é escolhida ao acaso: a primeira contém 2 bolas vermelhas e 4 azuis;
a segunda, 5 vermelhas e 1 azul. Retiram-se duas bolas sem reposicdo da urna
escolhida. Seja X o nimero de vermelhas. Calcule E[ X | urna] e use a esperanca
total para obter E[X].

Exercicio 8.5 — Funcao geradora de momentos

Se X ~ Poisson(A), derive sua funcdo geradora de momentos e use derivadas em 0
para recuperar E[ X] e Var(X).



CAPITULO

9

Convergeéncia

Passaremos do estudo de uma variavel ou de um vetor ao comportamento de
sequéncias de variaveis aleatorias Xi,Xs, .... Nesse contexto, a aproximacio a um
limite pode ser formulada de maneiras distintas.

Podemos exigir que a probabilidade de um erro grande tenda a zero, acompanhar
cada realizacio o e estudar a convergéncia ao longo da trajetoria, ou comparar
apenas as distribuicdes. Essas nogdes expressam aspectos diferentes da aproximacao,
e suas relagdes serdo desenvolvidas neste capitulo.

Comecaremos pelas desigualdades de Markov e Chebyshev, que usam informacao
sobre médias e variancias para limitar probabilidades. Em seguida, estudaremos as
leis dos grandes numeros, os lemas de Borel-Cantelli e a convergéncia quase certa.
Por fim, o Teorema do Limite Central descrevera as flutuacoes da média em torno
de seu limite.

9.1 Desigualdades de Markov e Chebyshev

Mesmo sem conhecer toda a distribuigéo de X, é possivel obter limites para certas
probabilidades. A desigualdade de Markov usa a néo negatividade e a esperanca;
a de Chebyshev usa a variancia para controlar desvios em torno da média. Esses
limites sao gerais, mas podem ser pouco precisos em problemas numéricos, como
mostram os exemplos desta secdo.

222
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Proposicao 9.1 — Desigualdade de Markov

Se X é uma variavel aleatéria que apresenta apenas valores ndo negativos
entdo, para qualquer a > 0,

E[X
P(X >a) < [a ]
y
— f(x)
— ]
a
X
{X >a}
E[X]
| a
| P(X > a)
1 x
- P(X >aq) < 2
Demonstragdo. Para a > 0, suponha
I 1 seX>a
0 caso contrario
e note que, como X > 0,
X
I<—
a
Calculando as esperancas da tltima desigualdade, obtemos
E[X
E[I] < X]
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o que, como E[I] = P(X > a), demonstra o resultado. ]

Como um corolario, obtemos

Proposicao 9.2 — Desigualdade de Chebyshev

Se X é uma variavel aleatéria com média finita y e variancia o, entio, para
qualquer valor k > 0,

2
o
P(|X—p|2k)sk—2

Demonstracio. Como (X — p)? é uma variavel aleatéria nio negativa, podemos
aplicar a desigualdade de Markov (coma = k? ) para obter

E[(X - p)?]
kz

Mas como (X — y)? > k? se e somente se |X — y| > k, a Equacio 9.1 é equivalente

P((X-p?2k)<

E[(X — p)? 2
P(|X—p|2k)s%:(;—2

e a demonstracio esta completa. ]

As desigualdades de Markov e Chebyshev sdo uteis quando dispomos apenas
da média, ou da média e da variancia, da distribui¢do. Fornecem entéo limites
para probabilidades que ndo podem ser calculadas diretamente com a informacao
disponivel. O exemplo seguinte ilustra a aplicacdo de Markov e a possivel diferenca
entre o limite obtido e a probabilidade exata.

Exemplo 9.1.

Uma moeda é enviesada de tal forma que a probabilidade de sair cara em um tinico
lancamento é de 25%, independentemente dos outros lancamentos. Suponha que a
moeda seja lancada 20 vezes. Use a desigualdade de Markov para obter um limite
superior para a probabilidade de obter pelo menos 16 caras.

Solucdo. O nimero de caras, X, tem distribuicdo Bin(20,0,25), logo:

E[X] =np = 20x0,25 = 5.

Aplicando a desigualdade de Markov, que afirma que para qualquer variavel

E[X]

aleatdria ndo negativa X e qualquer a > 0, temos P(X > a) < —. Portanto:
a

E[X] 5
P(X > 16) < EIX]_5 0,3125.
16 16
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Para comparar esse limite com a probabilidade real, calculamos:

20
20
P(X >16) = Z (k )(o,zs)k(0,75)20—’< ~3,8%x107°.
k=16

Observamos que o limite fornecido pela desigualdade de Markov é muito maior
do que a probabilidade real. Isso ocorre porque a desigualdade de Markov utiliza
apenas o valor esperado de X e nio considera a dispersio ou a forma da distribuicéo.
Em casos onde o evento é altamente improvavel em relacdo ao valor esperado, como
neste exemplo, a desigualdade de Markov produz um limite superior pouco preciso.

q

Exemplo 9.2.

Suponha que se saiba que o niimero de expressos vendidos por uma cafeteria durante
um dia seja uma variavel aleatoria com média 70.

1. O que se pode dizer sobre a probabilidade de que as vendas de hoje sejam
superiores a 100 expressos?

2. Se é conhecido que a variancia das vendas diarias € igual a 100, entdo o que se
pode dizer sobre a probabilidade de que as vendas de hoje estejam entre 50 e 90?

Solucio. Seja X o nimero de expressos vendidos em um dia.
@ Pela desigualdade de Markov,

E[X 70 7
px > 100y < EXD - 70 _ 7
100 100 10

b| Pela desigualdade de Chebyshev,

2
o 100 1
PIX-70>20) < — = — ==
( = )_202 400 4
Portanto,

1 3

P(X-70/<20)>1—==-

( | S

Assim, a probabilidade de que as vendas de hoje estejam entre 50 e 90 é de pelo
menos 0,75.

A generalidade da desigualdade de Chebyshev limita sua precisdo numérica:
o limite obtido pode ficar distante da probabilidade que se deseja estimar. Os
Exemplos 9.3 e 9.4 ilustram essa diferenca.
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Exemplo 9.3.

Se X ¢é uniformemente distribuida ao longo do intervalo (0,10), entdo, como
E[X] =5e Var(X) = %, resulta da desigualdade de Chebyshev que

25
P(|X -5 4) < —— = 0,52
(I | > )_3(16)

enquanto o resultado exato é

P(X — 5| > 4) = 0,20

Assim, embora a desigualdade de Chebyshev esteja correta, o limite superior que
ela fornece néo esté particularmente proximo da probabilidade real.

A fungéo de distribuicdo cumulativa da normal padrao ®(z) é definida por:

0(z)=P(Z<z2)= J \/%_”e_? dt

#(2)

Exemplo 9.4.

Se X ¢é uma variavel aleatéria normal com média y e variancia o2, a desigualdade
de Chebyshev diz que

P(X — u| > 20) <

AN

enquanto a probabilidade real é dada por

P(X — p| > 20) = P(‘X; ”‘ > 2) =2[1 - ®(2)] = 0,0456

<

A desigualdade de Chebyshev é frequentemente utilizada como uma ferramenta
tedrica para demonstrar resultados.
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Proposicao 9.3

Se Var(X) = 0, entdo
P(X =E[X]) =1

Em outras palavras, as Unicas variaveis aleatorias com variancias iguais a 0sdo
aquelas que sdo constantes com probabilidade 1.

Demonstragao. Pela desigualdade de Chebyshev, temos, para qualquer n > 1,
P (|X > 1) ~0
=)=

Fazendon — oo e usando a propriedade da continuidade das probabilidades, obtemos

0= lim P<|X—p| > 1) :P<Iim {lX—,ul > 1)}
n—oo n n—oo n
=P(X # p)

e o resultado estd demonstrado. ]

9.2 Convergéncia em probabilidade e Lei Fraca dos
Grandes Numeros

Suponha que X, seja o nimero de caras em n lancamentos de uma moeda com
probabilidade p de cara. A aproximacio de X;,/n a p sera formulada em termos da
probabilidade de um desvio.

Fixamos uma tolerancia ¢ > 0 e consideramos a probabilidade de o erro exceder
essa tolerancia. A convergéncia em probabilidade exige que essa probabilidade
tenda a zero. O conjunto de realizagdes em que o erro é grande pode mudar com n;
o controle recai sobre sua probabilidade.



9 Convergéncia 228

Média Cumulativa do Lancamento de 1000 Moedas
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£ o8 -
=
= - |
g 0.6 n
S T
= 0.4 —
=
L
S 0.2 .

0 | | | |

0 200 400 600 800 1,000

—— Média Cumulativa 1 (0.5)

Médias Cumulativas dos Langamentos de
2000 Moedas Honestas (5 Experimentos)

1.0 —— Experimento 1
—— Experimento 2
—— Experimento 3
0.8 —— Experimento 4
—— Experimento 5
—— Experimento 6
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Definicdo 9.1
Dizemos que a sequéncia de variaveis aleatorias Xj, Xy, ..., X, converge em
probabilidade para a constante c se, para todo niimero positivo ¢,

IimP(|X,—c|<¢e)=1
n—o0

A média amostral é o exemplo mais importante desse mecanismo. Se repetimos
uma medicdo sob as mesmas condicOes, cada observacio ainda flutua, mas a média
de muitas observacdes tende a ser mais estavel. A Lei Fraca dos Grandes Numeros
transforma essa ideia em uma afirmacéo precisa: para uma amostra i.i.d., a probabi-
lidade de a média se afastar da média populacional por mais de uma tolerancia fixa
tende a zero.

Esse resultado descreve a aproximacdo da média ao valor esperado, mas nao
informa a forma nem a escala das flutuacdes para uma amostra grande e finita.
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Esses aspectos serdo estudados por meio do Teorema do Limite Central.

Teorema 9.4 — Lei Fraca dos Grandes Niumeros

Seja X1,X,, ... uma sequéncia de variaveis aleatdrias independentes e identi-
camente distribuidas, com média y e variancia finita 2. Entéo, para qualquer
>0,

lim P (X, - p[ > ¢) =0

n—o0

ou de modo equivalente

lim P(|§n—,u|<e) =1l

n—o0

Assim, X,, converge em probabilidade para p.

Demonstragdo. Como

X+ -+ X X+ +X 2
E[—l n] =y e Var(—1 n) -
n n n

resulta da desigualdade de Chebyshev que
X+ + X, o?
(R
n ne
e o resultado esta demonstrado. ]
A Lei Fraca fornece, portanto, uma nocéo de consisténcia: médias de observacdes
independentes tendem ao valor esperado. Comecemos pelo exemplo que motivou a
sec¢ao.
Exemplo 9.5.

Seja X, uma variavel aleatoria binomial com probabilidade de sucesso p e nimero
de tentativas n. Mostre que X, /n converge em probabilidade para p.

Solucio. Vimos que podemos escrever X, como Z?:l Y;, onde Y; = 1 se a i-ésima
tentativa resulta em sucesso, e Y; = 0 caso contrario. Entdo

|2
|

| —
M=
=<

i=1
Além disso, E (Y;) = p e Var(Y;) = p(1 — p). As condi¢des do Teorema 9.4 sdo
entdo cumpridas com p = p e concluimos que, para qualquer ¢ > 0,

i (- ] ) -

n—oo
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Exemplo 9.6 — Monte Carlo: aproximando 7.
Uma aplicagdo especialmente importante da Lei dos Grandes Numeros é o método
de Monte Carlo. Sorteie, de forma independente, pontos (U;,V;) uniformemente no
quadrado unitério (0,1)? e defina

Ii = ]l{[/'l2+‘/"2Sl}.

Como a area do quarto de disco unitario é 7/4, temos E[] = /4. Logo

n
>
i=1

7, =4I, =

S |

é um estimador de 7. Pela Lei Fraca,
m, — II.

Assim, aumentar o numero de pontos torna a aproximacao consistente. Mas a Lei
dos Grandes Numeros, sozinha, ndo diz com precisdo quanto erro devemos esperar
para um dado n. Voltaremos a este mesmo exemplo depois do Teorema do Limite
Central.

Observaciao 9.5

A demonstragio apresentada é valida para variaveis aleatorias Xj ndo correla-
cionadas. Isso por que o tUnico lugar onde usamos a independéncia foi para
afirmar que as somas das varidncias ¢ a variancia da soma, e esse resultado
ainda é valido para variaveis nao correlacionadas duas a duas.

O argumento anterior também se estende a vetores aleatérios. Registramos a
seguir outras propriedades da convergéncia em probabilidade.

Teorema 9.6

Suponha que X, converge em probabilidade para y; e Y, converge em proba-
bilidade para p. Entéo, as seguintes afirmacoes também sdo verdadeiras.

1. X, +Y, converge em probabilidade para p; + ps.
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2. X,Y, converge em probabilidade para p jis.
3. X,/Y, converge em probabilidade para p /u,, desde que 5 # 0.
4. \/Yn converge em probabilidade para /7, desde que P (X, > 0) = 1.

Exemplo 9.7.

Suponha que Xi,X,, ... sejam variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, com E[X;] = e E[Xf] < o0, Seja

n
1 J—
Si = —1 Z(Xi - X,)?
i=1

a variancia amostral. Mostre que S? converge em probabilidade para Var(X;).
Solucio. A identidade

n
2 n (1 2 72
Sn = n—1 (n ZX’ X")
i=1
isola duas médias amostrais. Pela Lei Fraca,

— P
X, —p e

S|

" P
Z X'iz — E[Xlz]
i=1

Na segunda convergéncia usamos E[X14] < oo, que garante variancia finita para Xlz.
Como n/(n—1) — 1, as propriedades da convergéncia em probabilidade ddo

P
S2 — E[Xlz] — y? = Var(X,).

Assim, a variancia amostral também é um estimador consistente.

9.3 Lema de Borel-Cantelli

O controle da probabilidade de um erro para cada n ndo determina, por si so,
se esses erros ocorrem infinitas vezes ao longo de uma realizacdo. Os lemas de
Borel-Cantelli relacionam somas de probabilidades a ocorréncia de infinitos eventos,
permitindo estudar esse segundo aspecto.
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Definicao 9.2 — Infinitas vezes e eventualmente sempre
Para eventos Eq,Es, ...,

(o¢] (o]
limsup E, = ﬂ U E; = {w : w pertence a infinitos E,}.
n=1k=n
Jaliminf E,, retine os resultados que pertencem a todos os E, a partir de algum
indice.

Se E, é o evento “o sistema falha no dia n”, entdo lim sup E, significa falhar em
infinitos dias. E esse tipo de repeticio que os lemas de Borel-Cantelli controlam.

Teorema 9.7 — Lema de Borel-Cantelli
Sejam (Q, #, P) um espaco de probabilidade e (A,), uma sequéncia de even-
tos.

1. Se 2:’21 P(A,) < =, entdo P(4, i.v.) = 0.

2. Se Z;O:l P(A,) = o e os eventos (A,), sdo independentes, entdo
P(A,iv.) = 1.

Demonstragdo. Para a primeira parte, observe inicialmente que U]O::n A L {A, v}

Portanto, o
P{A,iv}) =P (ﬂ U Ak) .

n=1k=n

Assim,

P({4, iv}) = lim P ( U Ak) .
k=n
Pela desigualdade da soma:

P (U Ak) < ) P(A).
k=n k=n

Como z:’zl P(A,) < o, segue que o limite é zero. Assim, P({A, i.v.}) = 0.
Para a segunda parte, consideremos o evento {A, i.v.}°. Pela Lei de De Morgan,

temos: o o
{Apivy =) AL

n=1k=n
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Note que ﬂzo:n At 1{A, iv.}° conforme n — co. Logo:

P{A, iv}?) = lim P (ﬂ A;) .

k=n

Devido a independéncia dos eventos (Ap),:

P (ﬂ A;> =[] - P
k=n k=n

Utilizando a cota superior 1 — x < e™* para todo x € R, temos:

[T - Peap) < exp (— > P(Ak)) .
k=n k=n

Como 2:;1 P(A,) = +00, 0 termo exp(— Zzo:n P(A;)) — 0. Portanto, P({A,, i.v.}%) =
0, o que implica que P({A4, i.v.}) = 1. ]

Se pensarmos em n como tempo ou algo analogo, o que o resultado acima nos
diz é que se uma sequéncia de eventos tem probabilidade decaindo muito rapido,
entdo eventualmente deixaremos de observar essa sequéncia de eventos. De fato,

note que
c (o) (o] c 00 o0
(hm sup An> = (ﬂ U An) = (U ﬂ Afl) = liminf AS,
n N=1n=N N=1n=N "

de modo que se P(A,, i.v.) = 0, entdo P(A§, q.s.) = 1.

Exemplo 9.8.

Podemos aplicar o Lema de Borel-Cantelli a uma situagio interessante em que se
pode lucrar com uma série de jogos que, individualmente, tém valor esperado 0.
Esse fato é contra-intuitivo

Considere uma sequéncia infinita de jogos, onde no n-ésimo jogo se perde 2"
2n
. . . ’ 2n+1 .
pode-se perder uma grande quantia de dinheiro 4s vezes, e ganhar um pouco de

ddlares com probabilidade ﬁ e se ganha um doélar com probabilidade Logo
dinheiro a maior parte do tempo. Podemos ver que a esperanca de qualquer jogo

individual é
—2n 2n

—+ =
2n+1 2"+1
Aqui é onde o Lema de Borel-Cantelli torna as coisas interessantes. Seja E, o

evento de perder no n-ésimo jogo.
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Temos que

;P(En):;2n+1§’;§:1<°°

e, consequentemente, é finita.

Como a soma das probabilidades é finita, pelo Lema de Borel-Cantelli. temos
que com probabilidade 1 a pessoa s6 perdera um nimero finito de vezes. Portanto,
a quantidade de dinheiro ganha pelo jogador vai para o infinito, ja que ele ganha
infinitas vezes e perde apenas um ntimero finito de vezes!

Exemplo 9.9 — Passeio Aleatdrio Assimétrico.

Considere um processo aleatério em Z onde uma particula inicia em x = 0 e a cada
instante n salta uma unidade para a direita com probabilidade p € (0,1) ou uma
unidade para a esquerda com probabilidade 1 — p. Denote por S, € Z a posigao da
particula no instante n > 0.

O processo S, é conhecido na literatura como passeio aleatério simples, e no
caso em que p # 1/2, dizemos que o passeio é assimétrico.

Sejam Y},Y,, ... incrementos independentes, com P(Y, = 1) = pe P(Y;, = —1) =
1 — p. Definimos Sy =0e S, =Y; + - +Y,,.

Assim para cadan > 1

P(S,=S-1+1)=p,

enquanto
PSS, =S,1—-1)=1-p,

como gostariamos.

Estamos interessados agora em estudar o retorno de tal processo a origem do es-
paco. Mais especificamente, queremos saber com que frequéncia o processo retorna
para o ponto onde comecou o passeio. Em outras palavras, estamos interessados na
sequéncia de eventos {S, = 0} :={w : S,(w) = 0}.

Para que tenhamos S,, = 0 é necessario que o total de passos para a direita até o
instante n seja igual ao total de passos para a esquerda. Com isso concluimos, antes
de mais nada, que n deve ser par.

Fica como exercicio para o leitor justificar agora que

2n
P(Sy, = 0) = ( . )p”(l -p).
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Usando a formula de Stirling,! encontramos que

gy o Yhmnatner L L4 = pI”
P(Sy, = 0) = Zmme ) P A—p)t= s

Note agora que se p # 1/2 entdor := 4p(1 — p) < 1 e portanto

D P(Sy, = 0) < o0,
n=1

pois, para n suficientemente grande, esses termos sdo limitados por uma série
geométrica de razdo estritamente menor que 1.

E portanto P(S,, = 0 i.v.) = 0, mostrando que eventualmente o processo visita a
origem do espaco uma ultima vez, para nunca mais retornar.

Exemplo 9.10.

Considere o exemplo de infinitos lancamentos independentes de uma moeda néo-
viciada.

Intuitivamente, esperamos que o total de caras observados, assim como o total
de coroas, sejam infinitos. Para mostrar isso, tome o evento

A,, = {o n-ésimo lancamento foi cara} = {w € Q : w, = 1}.

Ja sabemos que os eventos A,,n > 1 sdo independentes e que P(A,) = 1/2. Segue
entdo que

D P(A,) = oo,
n=1

e pelo Lema de Borel-Cantelli, P(A, i.v.) = 1. Ou seja, observaremos infinitas caras
com probabilidade 1.
De modo analogo podemos mostrar que P(A§ i.v.) = 1.

'A foérmula de Stirling é uma aproximacéo assintética para o fatorial de um ntimero n, muito util em
analise combinatoria e teoria de nimeros. Ela é dada por:

n n
n! ~ 27m(—) .
e
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Exemplo 9.11.

O teorema do macaco infinito afirma que um macaco pressionando teclas ale-
atoriamente em uma maquina de escrever por uma quantidade infinita de tempo
quase certamente digitara qualquer texto dado, incluindo as obras completas de
William Shakespeare. Na verdade, o macaco quase certamente digitaria qualquer
texto finito possivel um nimero infinito de vezes.
Solucao. Considere uma sequéncia infinita de caracteres produzida a partir de um
alfabeto finito de n letras, onde cada letra é escolhida de forma independente e
uniformemente distribuida. Seja S uma cadeia fixa de comprimento m pertencente
ao mesmo alfabeto. Defina Ej. como o evento em que a substring de comprimento
m que comeca na posi¢do k é exatamente a cadeia S. Entdo, com probabilidade 1,
ocorrerdo infinitos eventos Ej ao longo da sequéncia.

A probabilidade de que a substring iniciando na posi¢io k seja exatamente S é:

1 m
P(E)= () .
(B = (~

pois cada uma das m posicdes deve corresponder a letra especifica de S.

Os eventos Ej sdo independentes porque a escolha de cada letra na sequéncia
é feita de forma independente. Para aplicar o Segundo Lema de Borel-Cantelli,
consideremos os eventos E,; q para j = 0,1,2,.... Esses eventos sdo independentes
entre si, jA que estdo separados por m posicdes e ndo compartilham letras em

comum.
Calculamos a soma das probabilidades desses eventos:

SR = 3 () =

pois estamos somando infinitas vezes um valor positivo constante.

Pelo Segundo Lema de Borel-Cantelli, se a soma das probabilidades de eventos
independentes diverge, entdo a probabilidade de que ocorram infinitamente muitos
desses eventos é 1.

Isso implica que ocorrerdo infinitos eventos E;,; com probabilidade 1. Como
os eventos Ey incluem todos os Ej, 1, concluimos que infinitos Ej ocorrerdo quase
certamente.
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9.4 Convergéncia quase certa e Lei Forte dos Grandes
Nuameros

Na convergéncia em probabilidade, o conjunto de realiza¢des com erro grande
pode mudar com n. A convergéncia quase certa impde uma condi¢do sobre cada
trajetdria, fora de um conjunto de probabilidade zero: a sequéncia deve convergir
para o limite ao longo dessa realizagdo.

Definicdo 9.3 — Convergéncia Quase Certa
Uma sequéncia de variaveis aleatorias Xj, X5, X3, --- converge quase certamente

para uma variavel aleatoria X, indicada por X;, —— X, se

P({w eEQ: nh_}n;(J X, (w) = X(a))}) =1.

Em outras palavras, o conjunto de resultados para os quais a sequéncia (X,,) ndo
converge para X tem probabilidade zero.

Esse tipo de convergéncia ¢ mais forte do que a convergéncia em probabilidade.
Enquanto a convergéncia em probabilidade exige que a probabilidade de |X,,— X| > ¢
tenda a zero para qualquer ¢ > 0, a convergéncia quase certa implica que, para
quase todos os resultados possiveis, a sequéncia efetivamente converge ponto a
ponto.

A convergéncia quase certa implica convergéncia em probabilidade.

Observacao 9.8

O Lema de Borel-Cantelli é util para avaliar a convergéncia quase certa. Para
uma sequéncia de variaveis aleatorias {X,,} e uma variavel aleatoria limite X,
suponha que, para € > 0, o evento A,(€) seja dado por:

Ay(e) = {o 1 [X(0) — X(w)| > €}.
O Lema de Borel-Cantelli afirma:

1. Se, paratodom = 1,2,...,
- 1
P(IXn—Xl > —) < oo,
n=1 m

. q.c.
entdao X;, — X.
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2. Reciprocamente, para um € > 0, se
(o) o0
D P(A(€) = Y, P(X, — X| > €) = o0,
n=1 n=1
e os eventos A,(€) forem independentes, entdo esses desvios ocorrem infi-

nitas vezes com probabilidade 1. Logo X, ndo converge quase certamente
para X.

Na Fig. 9.1, plotamos a diferenca |x, — x| como uma funcédo de n, onde, para
simplicidade, as sequéncias sdo representadas como curvas. Cada curva representa,
assim, uma sequéncia particular |x,(t) — x(¢)|. A convergéncia em probabilidade
significa que, para um n > n especifico, apenas uma pequena porcentagem dessas
curvas tera ordenadas que excedem ¢ (Fig 9.1a). E claro que é possivel que nem
uma dessas curvas permaneca menor que ¢ para cada n > ny. A convergéncia quase
certamente, por outro lado, exige que quase todas as curvas estejam abaixo de ¢
para todo n > ng (Fig. 9.1b).

|xn_x|

n
(a) Convergéncia em probabilidade (b) Convergéncia quase-certa

Figura 9.1: Representacdes das oscila¢oes de |x, — x| em relagdo ao numero de
iteracoes n.

Considere Xj, Xy, ... variaveis aleatoria independentes e identicamente distri-
buidas com esperanca finita p. Seja S, := X; + - + X),. A Lei Fraca dos Grandes
Numeros afirma que

%" — 41 em probabilidade.

Por outro lado, a Lei Forte dos Grandes Nuimeros que provaremos a seguir afirma
que

Sn
- T Hac
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Apresentaremos uma demonstracgéo simples da Lei Forte dos Grandes Numeros
sob o pressuposto de que o quarto momento é finito.

Teorema 9.9 — Lei Forte dos Grandes Niimeros

Sejam Xj, Xy, ... variaveis aleatorias i.i.d. com esperanga y e assuma E [X,f] <
o0, Entédo, S, = X; + X5 + -+ + X, satisfaz

S
= > /1 quase certamente.
n

Lei fraca : lim P (|X, —E[X]| <¢) =1
n—o0

Lei forte : P ( lim |X, — E[X]| = o) —1
n—»o0

Demonstracdo. Primeiro assumimos que a esperanca i = 0.
De fato, fazendo X,; = Xj. — u, temos

22:1 X]é _ Zzzl(xk _,u) _ &
n B n B n

>

e assim o resultado geral segue do caso y = 0.
Lembrando, nosso objetivo agora é mostrar que para qualquer ¢ > 0,

P (‘Sf‘ > ¢ i.V.) =0. (9.1)

Isso sera feito a partir da desigualdade de Markov aplicada a quarta poténcia,
usando o fato de que as variaveis Xj possuem quarto momento finito.
Para comecar, calculemos primeiro o quarto momento de S,,.

E[si] =E[(}] Xk)4] = > E[(XXXX)]
k=1 1<i jkt<n

Observe que se i,j sdo distintos, entdo, pela independéncia, ]E[XFXJ] =
]E[Xf] E[Xj] = 0 (lembre que y = 0) . Da mesma forma, temos E[XIZXJ] =0e
IE[Xl-XijXf] =0, se i, j, k,  forem diferentes.

Desta forma os tinicos termos que nio sao zero sio da forma:

E[X!] e E[X’X7].
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Agora uma contagem simples nos mostra que existem n termos da forma E[X,f],
e outros ('21) (;) = 3n(n — 1) termos da forma IE[XJZXkZ] .
Como as variaveis envolvidas sdo identicamente distribuidas, entdo

E[X/|=E[X/] e E[X’X?|=E[X}X7].
Assim, se C = max{E[X? X7 | ,E[X{]}, entdo
E [St] = nE[X{]+ (3n? — 3n)E[X?XZ] < C-(3n? — 2n) < 3Cn?.
Pela desigualdade de Markov, temos entdo que

n

S
?
n

> e) =P(S} > ¢*n?)

_ EIsi]

oo

E como a série Z ——; converge, segue do Lema de Borel-Cantelli que
e*n

n=1
S
P(‘—"‘ > € i.V.) =0.
n

E logo temos a convergéncia quase certa. [ ]

9.5 Convergéncia em distribuicao e Teorema do Limite
Central

As nogdes anteriores comparam variaveis definidas no mesmo espaco de pro-
babilidade. Para estudar as flutuacdes de uma média, consideraremos agora sua
distribui¢cdo apds uma mudanca de escala. A Lei dos Grandes Numeros afirma que
X, — 1 tende a zero; multiplicar esse erro por /i permite investigar uma distribuicéio
limite ndo trivial para as flutuagdes.

A convergéncia em distribuigdo expressa essa aproximacgao sem comparar as
variaveis realizacdo por realizacdo. Estudamos se as fung¢des de distribuicdo de X,
convergem para a funcao de distribuicdo de uma variavel X, no sentido que sera
definido a seguir.



9 Convergéncia 241

Definicdao 9.4
Seja X, uma variavel aleatoria com fungio de distribuigdo F,(x). Seja X uma
variavel aleatdria com funcéo de distribuicdo F(x). Se

lim F,(x) = F(x)

em todo ponto x para o qual F(x) é continua, entdo dizemos que X, converge
em distribui¢do para X, e F(x) é chamada de funcéo de distribui¢ao limite de
X,

A convergéncia em distribuicdo envolve apenas as distribui¢des das variaveis,
que ndo precisam estar definidas no mesmo espacgo de probabilidade. Essa é uma
diferenca em relagio a convergéncia quase certa e a convergéncia em probabilidade,
nas quais as variaveis sdo comparadas em um espago comum.

Exemplo 9.12.

O requisito de continuidade, mencionado na defini¢do acima, se justifica para evitar
algumas anomalias. Por exemplo, paran > 1, seja X, = % e X = 0, para todo Q.
Parece aceitavel que deveriamos ter convergéncia de X, para X, qualquer que fosse
o modo de convergéncia. Observe que

F() x<l;

xX) =
" , xzi,
n

e

0, x<O0;

F(x) =
1, x>0.

Portanto, como lim,,_,., F,(0) = 0 = F(0) = 1, ndo temos lim,_,, F,(x) = F(x)
para todo x € R. Dessa forma, se houvesse a exigéncia de convergéncia em todos
os pontos, ndo teriamos convergéncia em distribui¢do. Entretanto, note que para
x # 0, temos limn_,o;,l F,(x) = F(x) e, como o ponto 0 néo é de continuidade de F,

concluimos que X, — X.

Muitas vezes, é mais facil encontrar distribui¢des limite trabalhando com as
funcdes geradoras de momentos. O Teorema 9.10 fornece a relacdo entre a con-
vergéncia das funcoes de distribuicdo e a convergéncia das fun¢des geradoras de
momentos.



9 Convergéncia 242

Teorema 9.10
Sejam X, e X variaveis aleatorias cujas func¢des geradoras de momentos M,,(t)
e M(t) sdo finitas em um mesmo intervalo aberto ao redor de 0. Se

lim M, (¢t) = M(t)

para todo t nesse intervalo, entdo X, converge em distribui¢do para X.

A prova do Teorema 9.10 esta além do escopo deste texto.

Exemplo 9.13.

Seja X, uma variavel aleatoria binomial com n ensaios e probabilidade p de sucesso

em cada ensaio. Se n tende ao infinito e p tende a zero com np permanecendo fixo,

mostre que X, converge em distribui¢do para uma variavel aleatoria de Poisson.

Solucao. Resolveremos usando funcdes geradoras de momentos e o Teorema 9.10.
Sabemos que a funcio geradora de momentos de X, - ou seja, M,,(¢) - é dada por

M,() = (g + pe')”
onde g = 1 — p. Isso pode ser reescrito como
M@0 = [1+p(e-1)]".
Fazendo np = A e substituindo em M, (t), obtemos
/1 n
M, () = [1 + o (e - 1)] .

Agora, vamos tomar o limite dessa expressdo conforme n tende ao infinito.

n
lim (1 + E) = ¢k
n—oo n
Finalmente fazendo k = A (¢’ — 1), temos
lim M,(t) = exp [1 (¢ — 1)]
n—o0

Reconhecemos a expressido do lado direito como a funcdo geradora de momentos
para a variavel aleatoéria de Poisson. Portanto, segue do Teorema 9.10 que X,
converge em distribuicio para uma variavel aleatoria de Poisson.
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Exemplo 9.14.

No monitoramento da poluicdo, um experimentador coleta um pequeno volume
de 4gua e conta o niimero de bactérias na amostra. Diferentemente dos casos
anteriores, aqui dispomos de apenas uma unica observacido. Para aproximar a
distribuicdo de probabilidade das contagens, podemos considerar o volume como
uma grandeza crescente, 0 que nos permite tratar situacdes em que a média do
numero de bactérias (a intensidade do processo) é elevada.

Seja X a variavel aleatoria que representa a contagem de bactérias por centimetro
ctbico de 4gua, supondo que X siga uma distribuicdo de Poisson com média A. Nosso
objetivo é aproximar a distribui¢do de X quando A é grande, mostrando que

v = X -2

v

converge em distribui¢do para uma variavel aleatéria normal padrdo conforme
A — oo

Especificamente, suponha que a contagem maxima aceitavel de bactérias por
centimetro cibico em um determinado suprimento de agua seja 110, e que A = 100.
Queremos aproximar P(X < 110).
Solucao. Consideramos inicialmente a funcao geradora de momentos de Y e es-
tudamos seu comportamento a medida que A — oo, aplicando o Teorema 9.10. A
funcao geradora de momentos de X, denotada por M (2), é

Mx(t) = EA(et_l).

Desta forma, a funcgéo geradora de momentos de Y é

My (t) = e VM (%)

= tVA exp [/1 (et/‘/I - 1)] .

/A

Expandindo e , obtemos

2 3
A L v
e 1 7 o1 + o152 +

Substituindo na funcéo geradora de momentos de Y:
My(t) = A+ A i+£+i+-~
Yl = exp T 2A " ep/2

28
—CXP(E-FE-F"').
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A . , 1
A medida que A — o0, 0s termos apds 3 tendem a zero, de modo que

lim My(0) = /2,

a funcdo geradora de momentos de uma variavel aleatoria normal padrao.
Dessa forma, para A = 100:

110,5 — 100
P(X <110) = P (Z < T) = ®(1,05),

onde 110,5 é a corre¢io de continuidade. Assim, P(X < 110) = 0,8531.
<

O exemplo anterior apresenta uma aproximacio normal. O Teorema do Limite
Central estende esse fendmeno e complementa a Lei dos Grandes Numeros. Para

uma amostra ii.d. com média y e variancia o2,

— P

Xn—p
expressa a estabilizacdo da média. Para descrever suas flutuagdes, ampliamos o erro
pela escala /n. O Teorema do Limite Central afirma que

\/E(Yn — ll)

(o)

tem distribuicdo aproximadamente normal padrdo para n grande.

A Lei dos Grandes Numeros descreve onde a média se concentra; o Teorema
do Limite Central descreve como ela flutua em torno desse valor. A escala do erro
tipico é 1/4/n, 0 que permite aproximar probabilidades, avaliar o erro em métodos
de Monte Carlo e construir intervalos de confianca.

Dizemos também que a média padronizada é assintoticamente normal. A versao
abaixo é formulada para variaveis i.i.d. com variancia finita; existem extensoes para
situacOes mais gerais.

Teorema 9.11 — Teorema do Limite Central

Seja Xj, X;,... uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes e iden-

ticamente distribuidas, cada uma com média y e variancia ¢

. Entéo, a
distribuicio de
X1+ -+ X, —ny

o\n
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tende a distribuicdo normal padrdo quando n — oo. Isto é, para —oo < a < oo,

Xi+ o+ X, — 1 (¢
P( ! il < a) - —J e /2dx quando n — oo
on 27

—00

0.8

06

0l 04+
0.2t 0.2

0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.5 1.0 1.5 2.0

I\
J
/1

0.5 1.0 15 20 25 ) 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 9.2: Soma de variaveis uniformes para n = 1,2,3 e 12 respectiva-
mente. Na tltima figura comparamos a densidade da soma
com a normal correspondente.

Demonstragdo. Esbocamos a demonstracdo no caso em que a funcgéo geradora de
momentos de X existe em uma vizinhanca de 0. Defina

Entdo E[Z;] = 0 e Var(Z) = 1. Se My é a fungéo geradora de momentos de Z;, sua
expansio em torno de 0 fornece

2
u
Mz(u) =1+ ) + o(u?), u— 0.

Para
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a independéncia implica

o= (L) = (145 o (2))

My (1) — &°72,

Logo,
que ¢ a funcao geradora de momentos da normal padréo. Pelo Teorema 9.10, Y,
converge em distribuigdo para N(0,1). ]

Voltemos ao estimador de Monte Carlo do Exemplo 9.6. Se p = 7/4, entéo [; é
Bernoulli com variancia p(1 — p) e

7, = 4I,.
A Lei dos Grandes Numeros garantiu que 7, converge para . O Teorema do Limite

Jn(m, — 7)) d
—Z <~ — N(0,1).
4p(1 - p)

Portanto, para n grande, o erro de Monte Carlo é aproximadamente normal e tem
desvio padrdo

Central diz mais:

4 p(l—p).
n

A escalan~1/2 tem uma consequéncia pratica importante: para reduzir pela metade
o erro tipico, precisamos aproximadamente quadruplicar o nimero de simulacdes.
Um corolario do teorema anterior é:

Teorema 9.12 — Aproximaciao Normal a Distribuiciao Binomial

Se S, é uma variavel binomial com parametros n e p, entdo:

S, — —00
P(ag n P gb)" Pla< Z <b),

Jnp(1 = p)

onde Z ~ #(0,1).
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Distribui¢ao Binomial vs. Normal (n=1000, p=0.5)

3 Binomial

251
7‘7"_x —— Normal Aproximada
204 7Z x

x

Frequéncia Relativa

0.44 0.46 0.48 0.50 0.52 0.54 0.56
Numero de Sucessos

Exemplo 9.15.

Considere a variavel aleatoria X; que representa se um individuo selecionado ale-
atoriamente aprova (X; = 1) ou nédo aprova (X; = 0) o trabalho que o presidente
esta fazendo. Sabendo disso, calcule a probabilidade de que uma pesquisa eleitoral
com n = 1000 pessoas encontre uma taxa de aprovacdo entre 45% e 55% dado que a
aprovacio do presidente é de 50

Solucao. A variavel X = X + -+ + Xjggo € uma binomial de parametros 1000 e
0.5. Para resolver este problema, utilizamos a aproximacao normal a distribui¢do
binomial. Primeiro, calculamos a média e o desvio padrao da distribuicdo binomial:

p=np=1000x 0,5 = 500,

o = np(1 — p) = 1000 x 0,5 x 0,5 = v/250 = 15,81.

Aplicando a correcido de continuidade, consideramos o intervalo 449,5 < X <
550,5. A probabilidade desejada é entdo calculada através da funcéo de distribuicdo
cumulativa da normal padrao ®(z):

4495 — p1 550,5 — 1
P(449,5 < X < 550,5) = P(— <zZ< T)
Calculando os valores de Z:
449,5 — 500
7, = ———— ~ —3,1957,
15,81
550,5 — 500
, =~ ~ 3,1957.
15,81

A probabilidade é entao:

P(-3,1957 < Z < 3,1957) = ®(3,1957) — &(—3,1957)
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=~ 0,9993 — 0,0007 = 0,9986.

Portanto, ha aproximadamente 99,86% de probabilidade de que uma pesquisa eleito-
ral com 1000 pessoas encontre uma taxa de aprovacdo entre 45% e 55%.

Exemplo 9.16.

Se 100 dados honestos sdo rolados, determine a probabilidade aproximada de que a
soma obtida esteja entre 300 e 400, inclusive.
Solucao.

Suponha que X; represente o valor do i-ésimo dado, i = 1,2,...,100. Ja que

7 2 35
E(X) =5, Var(X)=E[X?] - (E[X]" =T
entdo
3500
E(X) =100 x E(X;) =350, Var(X) = 100 x Var (X)) = BT

o Teorema do Limite Central resulta em

299,5-350 X —350 _ 400,5—350
P(299,5 < X <400,5) =P < <
350 50 i
12 12 12
_p —50,5 <7< 50,5
[3500 [3500

12 12
~ 20(2,957) — 1
=~ 0,9969.

Exemplo 9.17.

O numero de atendimentos realizados por um centro de suporte psicologico em um
dia é uma variavel aleatoria de Poisson com média 60. A coordenacao do centro
decidiu que, se o numero de atendimentos exceder 70, serd necessario alocar uma
equipe extra para lidar com a demanda. Por outro lado, se esse numero for menor
ou igual a 70, a equipe padrio sera suficiente para atender a todos os casos. Qual é
a probabilidade de que a coordenacéo precise alocar uma equipe extra?
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Solucao. A solucio exata
© i
e —=
. i!
i=71
néo fornece diretamente uma resposta numérica. Entretanto, lembrando que uma
variavel aleatéria de Poisson com média 60 é a soma de 60 variaveis aleatorias
independentes, cada uma com média 1, podemos usar o Teorema do Limite Central
para obter uma solu¢do aproximada. Se X representa o niimero de atendimentos
realizados no centro, temos

P(X >70) =P(X >70,5) (acorrecio de continuidade)
(X —60 _ 705 - 60)
J6o 60
~1—®(1,35)
~ 0,0885

onde usamos o fato de que a variancia de uma variavel aleatoria de Poisson é igual
a sua média.

9.6 Intervalo de confianca

Os teoremas-limite permitem aproximar a distribuicido de somas e médias a partir
das hipoteses sobre as observacdes. Na inferéncia estatistica, essas aproximagdes
sdo usadas para estudar parametros desconhecidos: a amostra fornece estatisticas,
como a média, que permitem estima-los e quantificar a incerteza da estimacao.

A Lei dos Grandes Numeros fornece a primeira garantia: o estimador se esta-
biliza no parametro. O Teorema do Limite Central acrescenta a escala e a forma
aproximada do erro. Para a média amostral, por exemplo,

N LGl D RN
o
A primeira relacdo expressa a consisténcia; a segunda permite quantificar a incerteza
para amostras grandes. Para representar essa incerteza, construiremos a partir da
amostra um intervalo aleatério cuja probabilidade de conter o pardmetro fixo possa
ser controlada.

Suponha que Xj, ..., X, seja uma amostra cuja distribui¢do depende de um para-

metro desconhecido 6. Um estimador é uma estatistica

0 = g(X;,....X)).
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Antes de observar a amostra, © é uma variavel aleatoria; depois de observar os
dados, obtemos um valor numérico, a estimativa. Por exemplo, a média amostral X
é um estimador da média populacional.

Uma estimativa pontual no informa, sozinha, o tamanho de sua incerteza. Um
intervalo de confianca é uma regra que usa a amostra para produzir limites
aleatoérios

I=[L(Xp, . X)UX, . X))

O parametro 0 é fixo; o intervalo é que é aleatdrio. Dizemos que o procedimento
tem nivel de confianca pelo menos 1 — & quando, para todo valor admissivel de 0,

Py0ecl)>1-a

Essa probabilidade é chamada de probabilidade de cobertura. No caso normal com
variancia conhecida, estudado abaixo, ela sera exatamente 1 — «.
Em um intervalo simétrico

I:[@—g,@+£],

o evento de cobertura é
{0ell={6-0 <¢.

Observacao 9.13 — O que é aleatodrio?

Antes de observar a amostra, 6 é fixo e o intervalo I é aleato6rio; por isso o
evento {6 € I} tem uma probabilidade. Depois de observar os dados, obtemos
um intervalo numeérico: ele contém 0 ou nao. O nivel de confianca descreve a
regra que produz o intervalo, ndo uma probabilidade atribuida ao parametro
depois da coleta.
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1 0 1 . 1 0 I >
T @ T |@ T

1 0 L 1 0 I >
T @ T T é)l

L el - L 6 l >
T é) T I é 1

0
- e — — X

(C) (C]

Figura 9.3: A esquerda, 6 permanece fixo enquanto o intervalo muda com a amostra;
alguns intervalos cobrem 0 e outros ndo. A direita, o intervalo foi
artificialmente fixado em torno do parametro desconhecido, o que ndo
corresponde a um procedimento de confianga.

A figura enfatiza essa disting¢do: o pardmetro permanece fixo, enquanto os
intervalos mudam de amostra para amostra.

Definicao 9.5
Um procedimento de intervalo de confianca de nivel pelo menos 1 — a para 6
é um par de estatisticas L = L(Xj,...,X;,) eU = U(Xj, ..., X,) tal que, para todo
valor admissivel de 6,

Py(L<O<U)>1-a.

Se a igualdade vale para todo 6, dizemos que o procedimento é exato no nivel
1—a.

Métodos assintdticos ndo garantem essa cobertura em amostras finitas; neles, o
alvo 1 — « ¢ atingido no limite, sob as hipoteses do método.

Para construir um intervalo concreto, precisamos conhecer ou aproximar a
distribuicdo do estimador. Comecamos pelo caso em que a média amostral tem
distribui¢do normal exata.

Intervalo de confianca para a média de uma populacdao normal com
variancia conhecida

A seguir, obteremos o intervalo de confianca para a média de uma populacio
normal com variancia conhecida. O ponto de partida é o resultado

X—yp
o/\n

~ N(0,1).
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Usaremos a seguinte notagdo: dado o niimero a entre 0 e 1, z, /5 denota o nimero
real que deixa uma probabilidade de /2 a sua direita em uma distribui¢do normal
padrdo, ou seja, z,/, € 0 nimero real que resolve a equacao: P (z> Za/z) =a/2,
onde Z ~ N(0,1).

Densidade

P(Z>z,) ="

0 Z()t/Z Z

Teorema 9.14

Seja Xi, Xy, ..., X;, uma amostra aleatéria simples de uma variavel aleatoria
X com distribuicio normal N(y, 02), onde 62 é conhecida. Seja X a média
amostral. Entdo, um intervalo de confianca exato de nivel 100(1 — «)% para
a média populacional p é dado por

(Y—Za/z%,Y'i‘Za/z%).

Demonstragdo. Considere a variavel padronizada

|

—H
\laz/n'

Seja X ~ N(y,oz). Entdo, a média amostral X é tal que X ~ N(y, a?/n), o que
implica

X—p

\Jo?/n

~ N(0,1).

Portanto,

O.—Z/I:l<za/2)=1—0(.

Multiplicando cada termo da desigualdade por %, obtemos
n

P <_Z(X/2 <

o

P(—za/zﬁ <Y—p < Za/z%) =1-a.
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Rearranjando em termos de p, temos

P(X—zam% <,u<§+za/2%> =1-a.

Assim, o intervalo de confianga de nivel 100(1 — «)% para u é

Jn ﬁ)'

= o = (o2
(X—Za/z—, X+Za/2
|

Por exemplo, se & = 0,05, entdo z,/, = 2025 = 1,96 € o intervalo de confianca
de 95% é

(?— 1,962, X + 1,961).

Jn Jn
~ o <5 o . ’
Dado (X —Zg/2 = X+ z“/2ﬁ>’ em um intervalo de confianca de nivel 100(1 —
@)% para a média populacional y, a largura do intervalo é 2z, /2% e metade dessa
n

, . , g
largura é denominada margem de erro, que é € = z, 2 5

Observe que:

B quanto menor a largura do intervalo, mais informativo ele é.
B os fatores que determinam a largura do intervalo sdo o, n e nivel de confianca

B alargura do intervalo diminui a medida que n aumenta. Intuicdo: a medida que
o namero de observagdes aumenta, o intervalo se torna mais informativo.

B alargura do intervalo aumenta com o nivel de confianca: exigir maior probabili-
dade de cobertura aumenta o valor critico e, portanto, alarga o intervalo.

Exemplo 9.18.

O tempo (em minutos) que leva para consertar um dispositivo especifico é uma
variavel aleatéria com distribuicio N (,u, 0'2), com o = 1,5. Queremos obter um
intervalo de confianca para p com nivel de confianca de 95% a partir de uma amostra
com 25 observacoes de X.

Solucio. Neste caso, temos que 20,025 = 1,96, entéo a expressdo para o intervalo de
confianca é:

— 1,5 — 1,5
X —1,96—=,X + 1,96;)
( V25 V25
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Observe que, como ¢ é assumido como conhecido, a tinica informacao da amostra
necesséria para obter este intervalo é X. Se X = 20 minutos, o intervalo que
obtemos é:

(20 — 0,588, 20 + 0,588) = (19,412, 20,588)

A largura deste intervalo é o dobro da margem de erro, que é 2 x 0,588 = 1,176.
Se quisermos obter o intervalo de confianca para y com um nivel de confianca de
99% com a mesma amostra, desde que zj o95 = 2,58, o intervalo que obtemos é:

— 15 — 1,5
X — 2,58—— X + 2,58 ==
( V25 \/25>

Portanto, como a média da amostra é de 20 minutos, obtemos o seguinte intervalo
de confianca:
(20 — 0,773, 20 + 0,773) = (19,227, 20,773)

A largura deste intervalo, 2 x 0,773 = 1,546, é maior do que no caso anterior;
esse é o custo de aumentar o nivel de confianca mantendo o mesmo tamanho de
amostra.

Por fim, suponha que queremos fixar o nivel de confianca em 99% mas obtemos
uma amostra de X com mais observacdes, por exemplo 100 observacoes. Neste
caso, a expressdo para o intervalo de confianga de nivel 99% é:

— 1,5 = 1,5
X —258——, X+ 2,58;)
( \/100 1100
Se a média da amostra também fosse de 20 minutos, o intervalo de confianca

seria:
(20 — 0,387, 20 + 0,387) = (19,613, 20,387)

A largura deste intervalo é 2 x 0,387 = 0,774; logicamente, este intervalo de nivel
99% construido com 100 observacgdes tem uma largura menor (e, portanto, é mais
informativo) do que o intervalo de nivel 99% construido com 25 observacoes.

Intervalo de confianca para uma proporcao

Considere variaveis independentes Xj, ...,X,, ~ Bernoulli(p),com 0 < p < 1, e
seja
Xi+ -+ X,
" .

p=
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Entao

E[fl=p,  SD(p)= @.

Pelo Teorema do Limite Central,

A~

pP-p
VPl =p)/n

Como p — p em probabilidade, o erro-padréo estimado

D
— N(0,1).

p(1—p)

n

é assintoticamente equivalente ao erro-padrdo verdadeiro. Substitui-lo produz o
intervalo de Wald. A aproximacio pode ser ruim em amostras pequenas ou quando
p esta muito perto de 0 ou 1.

Teorema 9.15 — Intervalo de Wald

Se Xi,...,X, sdo independentes com distribui¢do Bernoulli(p), para cada
p € (0,1) fixo a cobertura do intervalo

. h(1— p)
Pxzy/2 %

converge para 1 —a quando n — oo.

Demonstragdo. Pelo Teorema do Limite Central,

A

p—p
Jp(1 = p)/n

Além disso, p — p em probabilidade, de modo que

D
— N(0,1).

p(—-p)

= 51 em probabilidade.
p(1—p) P

Pelo teorema de Slutsky, substituir o erro-padrdo verdadeiro pelo estimado ndo
altera o limite normal. Portanto, a probabilidade de cobertura do intervalo acima
converge para 1 — a. |
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A largura desse intervalo é

T
22/ /p( . p)’

e a metade dessa largura, conhecida como margem de erro, é

(1 - p)
EZZ[X/Z %

Exemplo 9.19.

De uma amostra aleatdria de 100 estudantes em uma universidade, 82 afirmaram
participar de atividades extracurriculares. Com base nisso, construa o intervalo
de Wald de nivel nominal 99% para p, a proporciao de todos os estudantes na
universidade que participam de atividades extracurriculares.

Solucéo. Para calcular o intervalo de confian¢a de 99%, primeiro identificamos os
parametros necessarios:

B Nivel de significancia: « = 1 — 0,99 = 0,01.

® Valor critico: z,/5 = 2005 = 2,576 (obtido da tabela da distribui¢io normal
padréo).

A estimativa pontual da proporcéo é:

Numero de estudantes que participam de atividades 82

p= Tamanho da amostra 100

O erro-padrao estimado da propor¢do amostral é:

(1 — p 2 1 14
/p( p):\/o,s x0,8:\/0, 76 _ o 0384,
n 100 100

A margem de erro é:

€ =24/ % 0,0384 = 2,576 x 0,0384 = 0,099.
Portanto, o intervalo de Wald de nivel nominal 99% para p é:
p+e=0,82+0,099.

Em termos percentuais, entre 72,1% e 91,9%.
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A margem de erro do intervalo aproximado acima é

(1 5)
Za/2 %

onde p é a propor¢do da amostra que possui a caracteristica. Como p(1 — p) < 1/4,

obtemos o limite conservador
Za/2

margem de erro < ——.
2\n

O limite precedente pode ser usado para escolher o tamanho da amostra de modo
que a meia-largura do intervalo de Wald néo ultrapasse um valor fixado b, qualquer
que seja o valor observado de p. Para isso, basta escolher n de modo que

ZZZE <b

2Jn
sera suficiente. Ou seja, n deve ser escolhido de forma que

Za/2
> 22
> 2b

Ao elevar ambos os lados ao quadrado, vemos que n deve ser tal que

Za/2)2
> (2=
"= ( 2b
Exemplo 9.20.

Qual tamanho de amostra é suficiente para que a meia-largura conservadora do
intervalo de Wald de nivel nominal 95% néo ultrapasse 2%?

Solucao. Precisamos escolher n de modo que o limite conservador para a margem
de erro seja no maximo 0,02; isto é,

z 2
n> ( 0,025 )
2-0,02
Como z g25 = 1,96, isso resulta em

n > 492 = 2401.

Ou seja, n = 2401 é suficiente para que a meia-largura conservadora do intervalo de
Wald de nivel nominal 95% seja, no maximo, 2%. Isso nao transforma a cobertura
assintotica do método de Wald em uma garantia exata de 95% para amostras finitas.

<
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Duas conexdes antes de encerrar

O Teorema 9.6 foi usado acima para manipular limites em probabilidade. Vale re-
gistrar sua demonstracgéo, porque ela depende apenas de duas ideias que reaparecem
muitas vezes: desigualdade triangular e unido de eventos.

Demonstragao do Teorema 9.6. Para a soma, fixe ¢ > 0. Pela desigualdade triangular,
(X + Yn) = (ua + p2)l <1 — gl + 1Yy — poal-

Logo,
€ ¢
P(|(X, +Y,) — (g + o)l > ) < P(|Xn — > E) + P(|Yn — | > 5),

e o lado direito tende a zero.
Para o produto,

XYy — iy = (X — )Yy — pio) + (Y — po) + (X — ).

Os dois ultimos termos convergem em probabilidade para zero. Para o primeiro, se
5>0,

P(X, — il [Y, — ol > 8) < P(X, — | > VO) + P(Y, — o] > 6,

que também tende a zero. Outra aplicacdo da desigualdade triangular conclui que
XY, — 1o em probabilidade. ]

9.7 Exemplos integradores

Os resultados assintéticos ficam mais concretos quando uma mesma quantidade
pode ser interpretada tanto como média de muitas observacaoervagdes quanto
como aproximacao numérica de um objeto deterministico.

Exemplo 9.21 — A densidade de arestas de G(n,p).

Seja M, o numero de arestas de G(n,p) e N, = ('21) o numero de arestas possiveis.
Como M, ~ Bin(N,,p),

M %)_p(l—p)
E[Nn]‘p’ Var(Nn “TN,

Chebyshev fornece, para todo ¢ > 0,

M, p(l P)
_ > < — — 0.
P(‘ N, p‘ g) ]Vné‘z 0
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Portanto, a fragdo de arestas presentes converge em probabilidade para p. O para-
metro usado para gerar o grafo reaparece, no limite, como a densidade observacao-
ervada de arestas.

Exemplo 9.22 — Integracao por Monte Carlo.

Considere uma func¢io g : [0,1] — R com segundo momento finito e a integral

1
I= J g(x)dx.
0
Se U;,U,, ... sdo independentes e uniformes em (0,1), entdo

E[g)] =1I.

Isso sugere o estimador
n
A 1
I, = n ; gUy).

Pela Lei dos Grandes Ntimeros,

fn—>I,

o? = Var(g(U))),

2
Var(l,) = %.

O Teorema do Limite Central fornece ainda

—ﬁ(IZ_ D) iR N(0,1).

Por exemplo, podemos estimar

1 2
J e ™ dx,
0

que nao possui primitiva elementar, gerando uniformes e calculando a média de
— .2 , . ’ 7 ,. .

e"U". O método troca uma integral por uma média aleatéria: a Lei dos Grandes

Nuimeros explica a convergéncia e o TLC quantifica a escala do erro.

Como o erro tipico decai como n~1/2

, reduzi-lo por um fator 10 exige aproxima-
damente 100 vezes mais amostras. A taxa é lenta, mas nao se deteriora diretamente
com a dimenséao, uma das razdes para a utilidade de Monte Carlo em problemas de

dimensao alta.
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Ao atravessar este capitulo

As desigualdades controlam probabilidades de desvio; as leis dos grandes
numeros justificam médias; Borel-Cantelli separa ocorréncias finitas de
recorréncias infinitas; o teorema central do limite descreve as flutuacoes e
fundamenta aproximacdes, Monte Carlo e intervalos de confianca.

9.8 Exercicios

Exercicio 9.1 — Markov e Chebyshev

Uma variavel ndo negativa tem média 12. Dé o limite de Markov para P(X > 30).
Se, além disso, Var(X) = 16, use Chebyshev para limitar P(|X — 12| > 8). Compare
o tipo de informacéo usado.

Exercicio 9.2 — Lei dos grandes nimeros

Uma moeda tem probabilidade 0,57 de cara. Seja X,, a propor¢do de caras em n
langamentos. Use Chebyshev para encontrar um n que garanta P(|X,, — 0,57| <
0,04) > 0,95.

Exercicio 9.3 — Modos de convergéncia

Se X, ~ Bernoulli(1/n), mostre que X;, — 0 em probabilidade. Discuta, a partir das
hipoéteses de independéncia e do lema de Borel-Cantelli, o que pode ocorrer com a
convergéncia quase certa.

Exercicio 9.4 — Aproximacao normal

Se X ~ Bin(180,0,4), aproxime P(65 < X < 82) pela normal, usando correcdo de
continuidade.

Exercicio 9.5 — Intervalo e tamanho amostral

O desvio padrido de uma medicdo é conhecido e vale 3,2. Uma amostra de 64
observacaoervacgdes tem média 18,7. Construa um intervalo de confianca de 95%
para a média. Depois determine o tamanho minimo de amostra para margem de
erro no maximo 0,5, mantendo 95% de confianca.
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