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Prefacio

Este livro foi elaborado para os cursos de Niimeros Reais e Sequéncias e Analise Real
I da Universidade Federal do ABC (UFABC). Apresenta uma introducio gradual ao
estudo rigoroso da analise real.

A estrutura algébrica, a ordem e a completude dos numeros reais constituem os funda-
mentos da teoria. Seu estudo oferece também uma primeira experiéncia sistematica
com a formulacédo de conceitos e a construc¢io de demonstracdes. Ao longo do texto,
procuramos explicitar as relagdes entre esses principios e as propriedades que deles
decorrem.

O estudo das demonstracdes ocupa parte importante deste livro. Compreender um
resultado requer examinar suas hipoteses, o alcance de sua conclusio e a organizagio
do argumento que o estabelece. Procuramos desenvolver essa leitura junto com a
apresentacdo da teoria, indicando como cada etapa da demonstracdo depende das
definicdes e dos resultados anteriores.

A obra esta organizada em capitulos que tratam dos seguintes temas:

« Numeros reais: propriedades algébricas, de ordem e de completude dos nume-
ros reais, além de uma introducao a topologia da reta;

« Sequéncias: convergéncia, subsequéncias, sequéncias de Cauchy e critérios de
convergéncia;

« Construcio dos numeros reais: construgao dos reais via sequéncias de Cauchy
e via cortes de Dedekind;

« Séries numéricas: convergéncia de séries numéricas, incluindo convergéncia
absoluta e condicional, bem como critérios de convergéncia;

« Espacos métricos e continuidade: nocdes basicas de espacos métricos, topo-
logia, compacidade, conexidade, limites e continuidade;

« Limites e derivadas de funcdes reais: limites de fun¢des, continuidade, deri-
vacio, teoremas fundamentais do célculo diferencial, convexidade e féormula de
Taylor;

« Séries de funcoes e séries de poténcias: convergéncia pontual e uniforme,
raio de convergéncia, séries de poténcia e séries de Taylor.

Os exercicios acompanham o desenvolvimento da teoria. Alguns permitem verificar
a compreensio de defini¢des e resultados; outros exigem combinar argumentos ou

CONTEUDO
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examinar situagdes que ampliam os exemplos apresentados. Convém resolvé-los du-
rante a leitura e, quando necessario, retomar as demonstrac¢des correspondentes. Esse
trabalho ajuda o estudante a reconhecer o papel das hipoteses e a adquirir autonomia
na elaboragéo de seus proprios argumentos.
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Numeros reais

Neste capitulo, apresentamos os numeros reais por meio de sua caracterizacdo axio-
matica como corpo ordenado completo. Essa formulacio separa trés aspectos da reta
real: a estrutura algébrica, a ordem e a completude.

Os nimeros racionais ja sustentam as operacdes algébricas usuais, mas deixam lacunas
importantes. Ha equag¢des naturais cuja solucio nio pertence a Q, e processos de
aproximacdo podem apontar para nimeros que também escapam dos racionais. O
axioma de completude é o principio que fecha essas lacunas.

Adotaremos inicialmente um ponto de vista axiomatico. Em vez de construir os reais
a partir dos racionais, partiremos de um conjunto R munido de operacoes e de uma
ordem que satisfazem certos axiomas, e deduziremos suas propriedades fundamentais.
A construcdo propriamente dita dos niimeros reais sera retomada no Capitulo 3.

O percurso comeca com operacdes binarias, corpos e corpos ordenados. Depois entra
a completude e, com ela, suas primeiras consequéncias: a propriedade arquimediana,
a existéncia de raizes, supremos e infimos, o valor absoluto, a topologia basica da reta,
a potenciacdo e a representagio decimal.

1.1 Operacoes binarias

Os axiomas de corpo envolvem duas operacdes. Comecemos, portanto, pela nocédo
geral de operacdo binaria. Se A é um conjunto ndo vazio, uma operacdo binaria em A
é uma funcio

U AxA— A

Assim, a cada par ordenado (x, y) de elementos de A corresponde um novo elemento
de A, usualmente denotado por u(x, y).

Na pratica, raramente escrevemos a operagdo por meio da letra y. Dependendo do
contexto, usamos notacoes como

xX+y, Xy, Xy, X *y.

O par (A, -) indica, portanto, um conjunto A munido de uma operagéo binaria -.

Neste capitulo

» Operacées binarias (p. 3)
» Axiomas de corpo (p. 5)
» Axiomas de ordem (p. 10)

» Nudameros naturais, inteiros e
racionais (p. 13)

» Inducgao matematica (p. 15)
» Fungdes definidas recursiva-
mente (p. 17)

» Axioma de completude (p. 21)
» Propriedade arquimedi-

ana (p. 23)

» Propriedades do supremo e
do infimo (p. 26)

» Valor absoluto de um nimero
real (p. 30)

» Introducao a topologia da
reta (p. 32)

» Potenciacao de nimeros
reais (p. 42)

» Representacao decimal dos
nameros reais (p. 47)

Ideia central

Corpo, ordem e completude séo as
trés estruturas que sustentam a reta
real. O axioma do supremo é o fio
condutor do capitulo.
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1.1 Exemplos. 1. A adigéo e a multiplicacdo usuais sdo operagdes binarias em
Z,Q,ReC.

2. A subtracdo é uma operacao binaria em Z, mas a divisdo nao é: por exemplo,
1/2 ¢ Z, e 1/0 nio esta definido.

3. Se X é um conjunto e XX denota o conjunto das funcdes de X em X, entio a
composicao

& fl-gef

é uma operacio binaria em XX,

4. Se X é um conjunto, entdo a unido e a interse¢do sdo operagdes binarias em
P(X).

Algumas propriedades de operacdes binarias terdo papel central nos axiomas de corpo.

A primeira é a associatividade. Uma operacéo - em A é associativa quando
(x-y)-z=x-(y-2)

para todos x, y, z € A. Quando isso ocorre, podemos escrever simplesmente x - y - z,
sem indicar a ordem de associacao.

A adi¢io e a multiplicacdo usuais sdo associativas. A subtracio, por outro lado, ndo é
associativa, pois, em geral,

(a=b)—c#a—(b-rc).
A composicio de fungdes é associativa: se as composicoes fazem sentido, entédo

(heg)ef=he(gef)

Outra propriedade importante é a existéncia de elemento neutro. Um elemento e € A
é neutro para uma operacéo - se

para todo x € A. Se uma operac¢ao possui elemento neutro, ele é inico: de fato, se e e
e’ sdo neutros, entioe =e-e’ =¢’.

Finalmente, suponha que a operagdo seja associativa e possua elemento neutro e.
Dizemos que y € A é inverso de x € A quando

xX-y=y-x=e

Nesse contexto, cada elemento possui no maximo um inverso. Com efeito, se y e z sdo
inversos de x, entdo

y=ye=y(x-2)=(@yx)z=ez=z
Com essa linguagem, podemos formular os axiomas de corpo: a adicdo terd neutro e

opostos, a multiplicagio tera neutro e inversos para elementos nao nulos, e as duas
operacdes serdo ligadas pela distributividade.

Operagoes binarias
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1.2 Axiomas de corpo

Um corpo é uma estrutura algébrica na qual duas operagdes, chamadas adicéo e
multiplicacdo, obedecem as regras formais que tornam possivel somar, multiplicar,
subtrair e dividir por elementos ndo nulos.

1.2 Definicao. Os simbolos + e - ndo carregam aqui nenhum significado além
daquele imposto pelos axiomas. Um conjunto nio vazio K, munido de duas
operacoes (x,y) =» x + ye (x,y) = x -y de Kx K em K, é chamado de corpo
quando satisfaz os nove axiomas a seguir:

Axioma 1 Comutatividade da soma x + y = y + x para todos os x, y € K.

Axioma 2 Associatividade da soma x + (y + z) = (x + y) + z para todos os
x,y,z€ K.

Axioma 3 Existéncia do elemento neutro Existe um elemento 0 € K tal que
x + 0 = x para todos os x € K.

Axioma 4 Existéncia do oposto para todo x € K, existe um elemento y € K,
de modo que x + (y) = 0.

Axioma 5 Comutatividade do produto xy = yx para todos os x,y € K.
Axioma 6 Associatividade do produto x(yz) = (xy)z para todos 0s x, y,z € K

Axioma 7 Existéncia do elemento neutro multiplicativo Existe um elemento
1 # 0 em K tal que 1x = x para todos os x € K.

Axioma 8 Existéncia do inverso para todo x # 0 em K, existe y € K, tal que
xy =1

Axioma 9 Distributividade x(y + z) = xy + xz para todos os x, y,z € K.

1.3 Observacao. A hipotese 1 # 0 exclui a estrutura trivial. Se tivéssemos 1 = 0,
entdo, para todo a € K, valeria a = 1a = 0a = 0. Assim, K teria apenas um elemento.

Estritamente falando, um corpo é uma tripla (K, +, ), formada por um conjunto e duas
operacdes que satisfazem os axiomas acima. Por economia de notacéao, costuma-se
escrever apenas K, deixando as operagdes subentendidas quando nio houver risco de
ambiguidade.

1.4 Exemplo. Sejam Q o conjunto de numeros racionais, R, o conjunto de niimeros
reais e C, o conjunto de niimeros complexos. Com a adi¢ao e multiplicagao usual, Q, R
e C sdo todos corpos com Q C R C C.

1.5 Exemplo. Seja Q(v2) = {a +bV2 : a,b € Q}. Dados a + bJV2 € Q(/2) e
c+dJ2 e Q(\/E), definimos a soma e o produto, respectivamente, como:

(@+bV2)+(c+dV2):=(a+c)+ (b +dNV2 (1.1)

(a+W2) - (c+dvV2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V/2. (1.2)

Com essas operagdes, Q(v/2) é fechado por soma e produto, possui os mesmos elemen-

tos neutros de Q, e todo elemento nao nulo admite inverso ainda em Q(\/E) Portanto,

Q(v/2) é um corpo.

Axiomas de corpo
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1L B 3L Tabelas de Cayley da adigdo e multiplicacdo em Z5

1.6 Notacdo. A expressdo p := q significa que p é definido como gq.

Os corpos dos Exemplos 1.4 e 1.5 sdo todos infinitos.
1.7 Exemplo. Seja p um nuimero primo. Denotemos por
Z,={0,1,....p— 1}

o conjunto das classes de congruéncia médulo p. Com a adicdo e a multiplicacio
induzidas pelas operacdes usuais em Z, o conjunto Z,, € um corpo finito.

Para p = 5, as tabelas de Cayley das duas operacdes sdo:

A primalidade de p garante que toda classe nao nula possui inverso multiplicativo
modulo p. Assim, Z,, satisfaz os axiomas de corpo e possui exatamente p elementos.

1.8 Exemplo. O conjunto M,(R), munido da adi¢do e da multiplicacio usuais de
matrizes, nao é um corpo. A multiplica¢do de matrizes nio é comutativa e, além disso,
ha matrizes ndo nulas sem inverso multiplicativo. Por exemplo,

(v o

1.9 Exemplo. O corpo Qi) pode ser descrito como Q x Q, com as operagdes

€ nao nula, mas nio é inversivel.

Y+ y)=+xy+y)
(e, (", y") = (xx” = yy', xy" + x"y).
Os elementos neutros sdo (0, 0), para a adigo, e (1,0), para a multiplicacio.
Identificando x € Q com (x, 0) e escrevendo i = (0, 1), todo elemento de Q(i) assume a
forma x + iy, com x, y € Q, e satisfaz i = —1. Assim, Q(i) é o subcorpo de C formado

pelos nimeros complexos com partes real e imaginaria racionais.

A verificacdo dos axiomas de corpo é deixada como exercicio. Por exemplo, dado um

. ;- X -
elemento z = (x, y) # 0, seu inverso é z~! = (— X )
x24y2” x24y2

Dos axiomas anteriores podemos deduzir todas as regras usuais da algebra elementar.

As mais importantes sdo apresentadas a seguir como teoremas. Nestes teoremas os
simbolos a, b, ¢, d representam ntimeros reais arbitrarios.

Axiomas de corpo
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1.10 Proposicao. Seja K um corpo.
1. K possui pelo menos dois elementos 0 e 1 e 0 # 1.
2. O ndimero 0 (zero) é o Unico elemento neutro da soma.
3. O numero 1 é o Unico elemento neutro da multiplicacéo.
4. Paratodos osa € K,a0 = 0a = 0.
5. O oposto de um elemento é tnico.
6. O inverso de um elemento (nido nulo) é Gnico.

7. Paratodososa,b € K,seab = 0,entdoa = 0 oub = 0. Nesse caso dizemos
que K nio tem divisores de zero.

Demonstragdo. O item 1 é imediato do axioma que afirma a existéncia de 1 # 0.

Provemos 2. Suponha que 0 e 0’ sejam ambos elementos neutros da soma. Entao
0=0+0" =0,

logo o elemento neutro aditivo é tnico.

Provemos 3. Suponha que 1 e 1’ sejam ambos elementos neutros da multiplicacéo.

Entao
1=1-1=1,

logo o elemento neutro multiplicativo é tnico.
Provemos 4. Para todo a € K,
a+a0=al+a0=a(1+0)=a.

Somando o oposto de a aos dois membros, obtemos a0 = 0. Como o produto é
comutativo, segue também que 0a = 0.

Provemos 5. Sea+a’ =0ea+a” =0, entdo
ad=a+0=a+(@a+a")=(@ +a)+a” =0+a" =a”",

logo o oposto de a é unico.

Para o item 6, seja a # 0 e suponha que u e v sejam inversos de a. Entdo
u=u-1=u(av)=(wayyv=1-v=w.

Logo o inverso multiplicativo de um elemento néo nulo é unico.

Provemos 7. Suponha que ab = 0. Se a = 0, nada ha a provar. Se a # 0, existe a” ! tal
que a~'a = 1. Multiplicando a igualdade ab = 0 por a~!, obtemos

al(ab)=al0=0.

Pela associatividade,

(ala)b=1-b=b.
Portanto, b = 0. U

Axiomas de corpo
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1.11 Proposicao (Unicidade do inverso). Sea € Kea # 0, existe no
méaximo um elemento u € K tal que au = 1.

Demonstracgao. Esta é precisamente a demonstracdo do item 6 da Proposi¢do 1.10: se
au = av = 1, entdo u = u(av) = (ua)v = v. O

1.12 Teorema (Cancelamento). Sea+b=a+c,entdodb =c.

Demonstragdo. Suponha que a + b = a + c. Seja y o oposto de a. Somando y aos dois
membros e usando a associatividade da adigéo, obtemos (y +a)+b = (y +a) +c. Como
y+a=0,seguequeb=c. ]

1.13 Teorema (Subtracao). Dados a,b € K, existe um unico x € K tal que
a+ x = b. Esse numero é denotado por b — a.

Demonstragdo. Seja y o oposto de a e definax = y+b. Entdoa+x =a+ (y+b) =
(a+y)+b=0+0b=0,0 que prova a existéncia.

Para a unicidade, suponha que x e x” satisfagam a + x = be a + x’ = b. Entdo

a+x=a+x’,eoTeorema 1.12 implica x = x’. OJ

1.14 Definicao. O nimero 0 — a escreve-se simplesmente —a e é o oposto de a.

De agora em diante, escreveremos o oposto de a como —a.

1.15 Proposicao.
1. b—a=b+(—a).
2. —(—a) =a.

3. a(b—c)=ab—ac.

Demonstragdo. Provemos o primeiro item. Sejam x = b—aey = b+ (—a). Por
defini¢io de b — a, temos a + x = b. Além disso,

aty=a+[b+(-a)]=(@+(-a)+b=0+b=0>.

Logo a + x = a+ y, e o cancelamento fornece x = y.

Para o segundo item, observe que a + (—a) = 0. Portanto, a é o oposto de —a. Pela
unicidade do oposto, a = —(—a).

Por fim, usando o primeiro item e a distributividade, obtemos

a(b—c) =a(b+ (—c)) = ab + a(—c).
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Como ac + a(—c) = a(c + (—¢)) = a0 = 0, temos a(—c) = —(ac). Assim,
a(b—c¢) = ab — (ac),

como queriamos. ]

1.16 Teorema (Regra de simplificacao para a multiplicacao). Se ab = ac
ea+0,entdodb =c.

1.17 Teorema (Possibilidade da divisao). Dados a,b € K, com a # 0, existe

. . . b,

um unico x € K tal que ax = b. Esse niimero x é denotado por b/aou -, e é
a

chamado de quociente de b por a. Em particular, 1/a, que também se escreve
a~ 1, é chamado de inverso de a.

Demonstracdo. Como a # 0, existe o inverso multiplicativo a~ 1. Tomando x = a~ b,
temos ax = a(a~'b) = (aa~')b = 1b = b. Portanto, existe pelo menos um x € K tal
que ax = b.

Resta provar a unicidade. Suponha que x e y satisfacam ax = be ay = b. Entao ax = ay.

Multiplicando essa igualdade por a™!

obtemos

e usando a associatividade da multiplicacao,

(ala)x = (a la)y.

Logo 1x = 1y, isto é, x = y. Assim, o elemento x é tnico.

Esse tinico elemento é denotado por b/a. No caso particular b = 1, obtemos 1/a = al,

como queriamos. ]

1.18 Teorema.
1. Sea#0,entdiob/a=b-a 1.
2. Sea#0,entio (a!) ' =a.
3. Seab=0,entioa=0o0ub = 0.
4. (—a)b = —(ab) e (—a)(—b) = ab.
5. (a/b) + (c/d) = (ad + bc)/(bd),se b # 0 e d # 0.
6. (a/b)(c/d) = (ac)/(bd),seb+ 0ed *# 0.
7. (a/b)/(c/d) = (ad)/(bc),se b= 0,c #0ed = 0.

A demonstracio da regra de simplificacio e dos itens do teorema anterior é deixada
ao leitor. Todas elas seguem diretamente da existéncia e unicidade dos inversos, da
associatividade, da comutatividade e da distributividade.

Ex. 1.1 — Mostre que num corpo valem:

a) —0=0.

b) 171 =1.

Axiomas de corpo
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¢) Zero nio admite reciproco.

d) Sea#0,entaob/a=b-a".

e) Sea =0, entio (1) =a.

f) (—a)b = —(ab) e (—a)(—b) = ab.

0) (a/b) + (c/d) = (ad + be)/(bd) se b= 0 ed % 0
h) (a/b)(c/d) = (ac)/(bd) se b= 0 e d 0.

) —(a—b)=—a+b.

j) Sea#0eb=+0,entdo (ab) ! =a b .

Ex. 1.2 — Seja Q(i), cujos elementos sdo pares ordenados z = (x,y) de nimeros
racionais, pode ser descrito como Qi) = Q x Q, quando visto como conjunto. As
operacdes neste corpo sdo definidas da seguinte forma: a soma de dois elementos
(e, )+ (", y")=(x+x",y+y’) eoproduto (x,y) - (x",y") = (xx’ — yy', x"y + xy’).
O elemento neutro da adi¢do é (0, 0) e o neutro da multiplicagéo é (1,0). Mostre que
Q(i) é um corpo.

1.3 Axiomas de ordem

Além das operacdes de soma e produto, os nimeros reais possuem uma ordem compa-
tivel com essas opera¢des. Introduziremos essa ordem por meio de um subconjunto de
elementos positivos. A partir dele, definiremos as relacdes <, >, < e >.

1.19 Definicao. Um corpo ordenado é um corpo K munido de um subconjunto
n#o vazio Kt C K, cujos elementos sio chamados positivos, satisfazendo os trés
axiomas de ordem a seguir:

Axioma 10 Compatibilidade com a soma e o produto Se x e y pertencem a
K* entdo x + y e xy também pertencem.

Axioma 11 Tricotomia para todo x # 0, ou x € Kt ou —x € K*, mas néo
ambos.

Axioma 12 0 ¢ K*.

1.20 Exemplo. O conjunto Q, com as operagdes usuais, ¢ um corpo ordenado. Nesse
caso, podemos tomar

Q*:{jg:p,qel,qio, pq>0}.

Isto significa que um racional é positivo quando pode ser escrito como quociente de
dois inteiros de mesmo sinal.

Axiomas de ordem
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20)

q()
como positiva quando o coeficiente do termo de maior grau no polinémio p(t)q(t) for

1.21 Exemplo. O corpo Q(t) pode ser ordenado, definindo uma fragéo r(t) =

positivo. Essa regra atribui a todo elemento néo nulo exatamente um dos dois sinais.

h
Resta verificar a compatibilidade com as operagdes. Se r = ey = p_, sdo positivas,

os coeficientes dos termos de maior grau em pq e p’q’ sdo ambos positivos.

Para a soma, escrevendo

pq’ +1'q
9

o produto do numerador pelo denominador é

r+r =

(pq’ + p'Daq’ = pa(q')* + p'q'¢*

O termo de maior grau tem coeficiente positivo, pois os termos dominantes das duas
parcelas tém coeficientes positivos. Assim, a soma de duas frages positivas é positiva.
A compatibilidade com o produto segue de modo imediato pela multiplicacao dos
termos dominantes.

1.22 Exemplo. O corpo Z, nido admite ordem compativel com suas operacdes. De
fato, em qualquer corpo ordenado, temos 1 > 0, e portanto 1 + 1 > 0. Em Z,, porém,
vale 1 + 1 = 0, contradi¢do.

O corpo Q(i) também nao pode ser ordenado. Como i? = —1, uma ordem compativel

faria de —1 um quadrado. Mas, em um corpo ordenado, todo quadrado de elemento
nao nulo é positivo, enquanto —1 < 0.

1.23 Definicao. Definimos as relagdes <,>, < e > por

x<y<+ey—-xeK',
y>x = x<y,
x<ye=x<youx=y,

y2x = x<).

Assim temos x > 0 se e s6 se x é positivo. Se x < 0, dizemos que x é negativo; se x > 0
dizemos que x é ndo negativo. Um par de desigualdades simultineas tais como x <
¥,y < z escreve-se frequentemente de forma mais abreviada x < y < z; interpretagdes
semelhantes sdo dadas as desigualdades compostas x < y <z, x < y<z,x<y<z.

As regras usuais para manipular desigualdades seguem desses axiomas. Registramos a
seguir as que serdo usadas com mais frequéncia.

1.24 Teorema.

1. Propriedade tricotémica. Para quaisquer a,b em um corpo ordenado,
vale uma e apenas uma das trés relacdes a < b,b < aoua =b.

2. Propriedade transitiva. Sea<beb <centdoa <c.
3. Sea<bentaioa+c<b+ec.

4. Sea < bec>0entio ac < bc.

5. Se a # 0 entdo a? > 0.

6. 1>0.

Axiomas de ordem
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7. Sea < bec<0entio ac > bc.
8. Se a < b entdo —a > —b. Em particular, se a < 0, entdo —a > 0.
9. Se ab > 0, entdo a e b sio ambos positivos, ou ambos negativos.

10. Sea<ceb<d,entioa+b<c+d.

Demonstragdo. Provaremos os pontos que exigem algum cuidado; os demais seguem
diretamente das definicdes.

Para a tricotomia, aplique o axioma de ordem a x = b —a. Se x = 0, entdo a = b. Se
x > 0,entdo a < b. Se —x > 0, entdo b < a. As alternativas sio mutuamente exclusivas
pelo axioma de tricotomia.

Sea<beb<c entiob—a>0ec—b>0. Como asoma de positivos é positiva,
c—a=(c—-b)+®B—a)>0,

logoa < c.

Sea<b,entdo(b+c)—(a+c)=b—a>0,eportanto a +c < b+ c. Se, além disso,

¢ > 0, entao
bc —ac = (b—a)c >0,

de onde ac < be.

Se a # 0, entéo, pela tricotomia, a > 0 ou —a > 0. No primeiro caso, a*> > 0. No

2

segundo, (—a)?® > 0, e como (—a)? = a%, novamente a® > 0. Em particular, tomando

a =1, obtemos 1 > 0.

Sea < b, entao b —a > 0. Como
()~ (-b)=b—a

segue que —b < —a, isto é, —a > —b. Em particular, se a < 0, entdo —a > 0.

Sea <bec<0,entdo —c > 0. Pelo caso ja provado para multiplicacdo por nimero
positivo,

a(—c) < b(—c).

Aplicando a propriedade anterior aos dois membros, obtemos ac > bc.

Se ab > 0, entdo a # 0 e b # 0. Pela tricotomia, cada um deles é positivo ou negativo.
Se tivessem sinais opostos, o produto seria negativo, contradizendo ab > 0. Portanto,
ambos sdo positivos ou ambos sdo negativos.

Porfim,sea<ceb < d,entioa+b <c+bec+b < c+d. Pela transitividade,
a+b<c+d. O

Poderiamos também ter assumido no lugar dos axiomas 10, 11 e 12 os seguintes axiomas
de ordem total:

Axioma 10’ Dados quaisquer a,b, ¢ € K, tem-se

(a) a<a (reflexiva)
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(b) Sea<beb<a,entioa=>b (anti-simétrica)
(c) Sea<beb<c,entdoa <c (transitiva)

(d) Necessariamente, é a < b ou b < a (ordem total)
Axioma 11’ Compatibilidade com a soma

VabceKa<b=a+c<b+c

Axioma 12’ Compatibilidade com a multiplicagao

VabceKa<be0<c= ac<bc

Ex. 1.3 — Mostre que num corpo ordenado valem as seguintes afirmacoes:
a) Nio existe nenhum ntmero real x tal que x? + 1 = 0.
b) a soma de dois niimeros negativos é um nimero negativo.
c) Sea >0, entdo 1/a > 0,sea < 0, entdo 1/a < 0.
d) Se0 < a<b,entdo0< b l<al
e) Sea<beb<centioa<c.
f) Sea<beb<c,ea=c,entaob =c.

g) Para ntimeros reais a e b quaisquer tem-se a + b%> > 0. Se a e b nio sio ambos
0, entdo a® + b2 > 0.

h) Nao existe nenhum ntimero real a tal que x < a para todo o real x.

i) Se x satisfaz 0 < x < h para todo o niimero real positivo h, entdo x = 0.

* Ex. 1.4 — Prove que, em um corpo, os axiomas de ordem formulados em termos
de positividade e os axiomas de ordem total compativel com soma e produto sdo
equivalentes.

1.4 Ndameros naturais, inteiros e racionais

Dentro de um corpo ordenado K, podemos reconhecer naturalmente os subconjuntos
que desempenham o papel dos niimeros naturais, inteiros e racionais.

Dentro de um corpo ordenado, os naturais sdo obtidos a partir de 1 por sucessivas
adi¢des de 1. A nogao de conjunto indutivo formaliza esse procedimento.

Numeros naturais, inteiros e racionais



Analise Real / Numeros reais

1.25 Definicdo (Conjunto Indutivo). Um subconjunto de um corpo ordenado
é denominado conjunto indutivo se satisfizer as seguintes propriedades:

1. O nimero 1 pertence ao conjunto.

2. Se x pertence ao conjunto, entdo x + 1 também pertence ao conjunto.

Por exemplo, K é um conjunto indutivo. Igualmente o é o conjunto K*. Podemos
agora definir os nimeros naturais como aqueles niimeros que pertencem a todo o
conjunto indutivo.

1.26 Definicao (Niimeros naturais). Um elemento do corpo ordenado é cha-
mado de natural se pertence a todo subconjunto indutivo.

Seja IN o conjunto de todos os nimeros naturais, isto é, a intersecdo de todos os
subconjuntos indutivos do corpo. Essa intersecio é indutiva: como cada conjunto
indutivo contém 1, também 1 € IN; e, se x € N, entdo x pertence a todo conjunto
indutivo, logo x+1 pertence a cada um deles e, portanto, aIN. Como todos os elementos
de N pertencem a qualquer conjunto indutivo, chamamos IN de o menor conjunto
indutivo. Essa caracteristica de IN fundamenta logicamente um tipo de raciocinio
conhecido como demonstracdo por indugéo.

Os opostos dos nimeros naturais sdo chamados de inteiros negativos. Os nimeros
naturais, juntamente com os inteiros negativos e o zero, formam o conjunto Z, que é
simplesmente denominado conjunto dos niimeros inteiros.

1.27 Teorema. A soma, a diferenca e o produto de dois inteiros sdo inteiros.

Demonstragdo. Primeiro, N é fechado por soma. Fixado m € IN, temos m + 1 € IN; se
m+n € N, entdo
m+nm+1)=(m+n)+1€N.

A inducio fornece m + n € N para todo n € IN. Do mesmo modo, usando a distributi-
vidade e o fechamento pela soma,

m-1=m, m(n+1) =mn+m,

e portanto IN é fechado por produto. Como todo inteiro é natural, zero ou oposto de
um natural, as propriedades para soma, diferenca e produto em Z seguem separando
os sinais. O

O quociente de dois inteiros, em contraste, ndo precisa ser inteiro: por exemplo,
1/2 ¢ Z. Essa falha de fechamento conduz naturalmente aos niimeros racionais.

O quociente de inteiros a/b (com b # 0 ) define os nameros racionais. O conjunto
dos nimeros racionais, representado por Q, contém Z como subconjunto.

Pode-se verificar que Q verifica todos os axiomas de corpo e de ordem. Por essa razdo
dizemos que o conjunto dos nimeros racionais é um corpo ordenado. Os nimeros
reais que ndo pertencem a Q sdo chamados de irracionais.

Numeros naturais, inteiros e racionais
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Ex. 1.5 — Mostre que Q é o menor corpo contido em R. Ou seja, para todo corpo
K C R, tem-se Q C K.

1.5 Inducao matematica

A inducdo matematica é um método de demonstragio usado para provar afirmagoes
parametrizadas pelos nimeros naturais. Sua forma basica consiste em verificar um
caso inicial e, em seguida, provar que a validade da afirmacdo em um natural k implica
sua validade no natural seguinte k + 1.

Estrutura da prova por inducio matematica Para provar que uma propriedade
P(n) vale para todo n > ny, procede-se em dois passos:

1. Caso inicial: prova-se que P(n;) é verdadeira.

2. Passo indutivo: assumindo que P(k) é verdadeira para algum k > n, prova-se
que P(k + 1) também é verdadeira.

1.28 Exemplo. Considere a propriedade

P(n): 1+2+-+n= —n(n; 1)_
Paran = 1, a igualdade é verdadeira. Suponha agora que ela valha para algum k € IN,
isto é,
1+2+-+k= _k(k2+1).
Entao
1+2+—+k+(k+1)= —k(k; ) +(k+1)= —(k+1)2(k+2).

Portanto, P(k) implica P(k + 1). Pelo principio de indugéo, a formula vale para todo
neN.

A justificativa logica deste método de demonstracdo é dada pelo seguinte teorema
sobre niimeros inteiros:

1.29 Teorema (Principio da inducao matematica). Seja S um conjunto de
numeros naturais que possui as seguintes propriedades:

1. O nuimero 1 pertence ao conjunto S.
2. Se o numero k pertence a S, entdo k + 1 também pertence a S.

Logo, todo natural pertence ao conjunto S.

Demonstragao. As propriedades 1 e 2 mostram que S é um conjunto indutivo. Como os
numeros naturais foram definidos como os elementos que pertencem a todo conjunto
indutivo, segue que todo natural pertence a S. O

Ao demonstrarmos que uma afirmagao P(n) é verdadeira para todo n > 1 por indugéo
matematica, estamos aplicando o Teorema 1.29 ao conjunto S de todos os inteiros

Indugao matematica
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para os quais a afirmacéo é verdadeira. Se queremos provar que a(n) é verdadeira
apenas para n > np, aplicamos o Teorema 1.29 ao conjunto dos numeros n para os
quais a(n + ny — 1) é verdadeira.

1.30 Exemplo. Mostremos, por indugéo, que 2" > 1 + n para todon € IN.

Paran = 1,a desigualdade é 2 > 2, portanto é verdadeira. Suponha agora que 2K > 1+k
para algum k € IN. Entao

2kl — 9.0k >0+ k)=2+2k>2+k=1+(k+1).
Pelo principio da inducéo, a desigualdade vale para todo n € IN.

1.31 Exemplo (Desigualdade de Bernoulli). Em todo corpo ordenado K, sen € IN
e x > —1, entao
(1+x)">1+nx.

Para n = 1, a afirmacéo é imediata. Suponha que a desigualdade valha para algum n.

Como 1+ x > 0, podemos multiplicar ambos os membros da hipétese indutiva por
1 + x, obtendo

A+ >0 +m0)(0+x)=1+0m+Dx+nx®>1+(+ 1x.

Pelo principio de inducéo, a desigualdade vale para todo n € IN.

1.32 Definicdao. Dizemos que m € X é o maximo de X C K se m > x para todo
x € X. O maximo, quando existe, é Gnico e é denotado por max X.

1.33 Teorema. Todo subconjunto finito ndo vazio de um corpo ordenado
possui maximo.

Demonstragao. Faremos indu¢do no nimero de elementos. Se o conjunto possui um
Unico elemento, esse elemento é seu maximo.

Suponha que todo conjunto com k elementos possua maximo, e seja Y um conjunto
com k + 1 elementos. Escolha y, € Y e considere Y’ = Y \ {3}. Pela hipotese de
indugédo, Y’ possui maximo, digamos m. Se y, < m, entdo m é o maximo de Y. Se
Yo > m, entdo y, é o maximo de Y. Logo todo conjunto com k + 1 elementos possui
maximo, e o resultado segue por indugao. O

1.34 Teorema (Principio da Boa Ordem). Todo conjunto nio vazio de
nimeros naturais possui um menor elemento.

Demonstragdo. Provaremos a contrapositiva: se T € IN ndo possui menor elemento,
entdo T = @.

Considere o conjunto S = IN \ T. Mostraremos, por inducéo, que S = IN.

Como T néo possui menor elemento, necessariamente 1 & T. Logo, 1 € S.

Indugao matematica
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Para usar apenas a indugéo ja estabelecida, considere
U={neN:12..,ne¢T}

Temos1 € U. Sen € Uen+1 € T, entdo n + 1 seria o menor elemento de T,
contradicdo; logon +1 € U. Assim, pelo principio da indu¢do, U = IN. Portanto,
nenhum natural pertence a T, isto ¢, S=NeT = @. OJ

1.6 Funcoes definidas recursivamente

A inducdo matematica também fundamenta defini¢des recursivas. Nesse procedimento,
fixa-se um valor inicial e, a partir dele, define-se cada termo seguinte em funcio dos
termos anteriores. Func¢des definidas em IN dessa forma sao exemplos fundamentais
de sequéncias.

1.35 Definicao. Uma sequéncia real é uma funcido s : N —» R. A imagem de
n € N pela sequéncia s serd denotada por s,, isto é, s, := s(n).

Comecamos com a sequéncia definida por

a; =2, ap =~2a,_1, n>2.

Os primeiros termos sdo

ay = \/27\/5 az = \/2\/27\/5,

e, em geral, a, é obtido por n radicais encaixados. Esse exemplo ilustra uma defini¢ao
recursiva simples, na qual cada termo é obtido a partir do anterior.

Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por
h=1 fa=1 o1 =ht foor (n22)
Seus primeiros termos sao
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...

Historicamente, essa sequéncia aparece no Liber Abaci, de Fibonacci, em um mo-
delo idealizado de crescimento de uma populacio de coelhos: cada casal fértil gera
mensalmente um novo casal, e cada casal novo torna-se fértil apos dois meses.

Fatorial

A funcdo fatorial é definida, para n € IN, pela regra informal

n=nn-1)-2-1.
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Recursivamente, isso corresponde as condigdes 1! = 1 e n! = n(n — 1), paran > 1.

A existéncia e a unicidade das fung¢des definidas a seguir decorrem do Principio da
Recurséo, enunciado e demonstrado logo adiante.

1.36 Definicao. Definimos a funcéo fatorial f : IN - IN como a tnica funcéo
que satisfaz f(1) = 1 e f(n) =n f(n— 1) para todon > 1.

Somatorio

A notacdo de somatoério permite escrever de forma compacta somas finitas. Por
exemplo,
12422 + - +n?

pode ser escrita como
k=1
De modo geral, se ay, ..., a, sio nimeros reais, escrevemos

n

> ag=aj+-+a,
k=1

indice superior

!

n

E a; <— termo

i=1

-

indice inferior

Figura 1.1 wn
A notagio ) ,_, g representa a soma dos termos ¢;

para i variando de 1 até n.

De modo analogo ao fatorial, o somatério pode ser definido recursivamente.

1.37 Definicao. Dada uma sequéncia (a;) de niimeros reais, definimos Zzzl ay.
pelas condigdes

n

1 n—1
Zak=a1 e Zakzan+2ak, n>1.
k=1 k=1

k=1

Principio da Recursao

As construcdes anteriores sdo justificadas pelo Teorema da Recursao, que nos assegura
a existéncia de fung¢des definidas recursivamente.



Analise Real / Numeros reais

1.38 Teorema (Principio da Recursao). Seja A um conjunto nio vazio, seja
a€ Aesejag : Nx A — A uma funcdo. Entdo existe uma tnica funcéo
f : N — Atal que

1. f(D)=a
2. f(n+1) = g(n, f(n)) paratodon € IN.

Demonstragdo. A unicidade segue diretamente por inducio. De fato, se f e h satisfazem
as duas condicdes, entdo f(1) = a = h(1). Supondo f(n) = h(n), obtemos

fn+1) = gn, f(n)) = g(n, h(n)) = h(n + 1).

Logo f(n) = h(n) para todon € IN.

Para a existéncia, consideramos, para cada n € IN, uma funcio finita
fo i {l,..n}> A

satisfazendo f,(1) = ae f,(k+ 1) = g(k, f,,(k)), sempre que 1 < k < n. A existéncia de
tais funcoes finitas é obtida por inducéo: para n = 1, basta tomar f;(1) = a; se f, esta
construida, definimos f,,,; estendendo f, e pondo

Jar1(n+ 1) = g(n, fu(n)).

A unicidade finita, também por inducio, mostra que essas funcdes sao compativeis: se
m > n, entéo f;, restrita a {1,...,n} coincide com f,,. Assim, podemos definir f(n) =
fn(n). A compatibilidade garante que essa definicdo é independente da etapa finita
usada, e a fungdo f : IN - A assim obtida satisfaz as duas condi¢des desejadas.  [J

Vamos usar o principio da recursdo para justificar a existéncia da func¢io fatorial.

Tomamos A = IN, a = 1 e definimos
g :NxN - N, gn,u) =+ Du
Entdo existe uma tnica fungdo f : N — IN tal que
fW=1 e fla+D)=m+1f(n)

para todo n € IN. Essa funcéo é precisamente a funcio fatorial.
Ex. 1.6 — Prove por indugéo as seguintes propriedades do somatdrio

n n

n
a) Y(ag+b)=Y a+ ) b
k=1 =1 k=

b) Y (eqr) =c ) a
=1 =1

n
¢) Y. (b —bry1) =by —b,.1 (propriedade telescopica)
k=1

Funcoes definidas recursivamente
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Ex.

Ex.

1.7 — Prove por inducdo a seguinte generalizacio da desigualdade triangular

n n
Da <Y lal
k=1

k=1

n

1.8 — Definimos o produtério de g de 1 até n como sendo a funcio [] g : N - R
k=1

que satisfaz as seguintes propriedades:

1
LTI a = a1
k=1
n n—1
2.1 ax = a, - T] a para todo n maior que 1.
k=1 k=1

Prove por inducdo as seguintes propriedades do produtério

Ex.

Ex.

Ex.

Ex.

Ex.

Ex.

a) [I(a-br)= (H ak) : (H bk)
=1 =1 =1

b) IT(ear) =c" IT a
k=1 k=1

n
a a
c) Seak:tOparalSkgn+l,proveque| |ﬁ="—+1.
=7 Y% 4
k=1

1.9 — Prove que 12 + 22 + - +n? = %n(n +1)(2n + 1) para todon € IN.

1.10 — Prove que B+22 4+ 4nd= inz(n +1)? para todon € IN.

111 —Proveque 13 + 23 + - +n® = (1 + 2+ -~ + n)? paratodon € N.

1.12 — Prove que

1 1 1
4.

1 n
+ ——= = ——, paratodon € N
1-2 2.3 3.4 n(n+t1) n+1

n+1

1.13 —Prove que 1 + 7+ 72 + - + 1" = para todo n € N, quando r # 1.

—r

1.14 — Prove a seguinte férmula para a soma de uma progressdo geométrica

n n
>kt =
= 1—x

Funcoes definidas recursivamente
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1.7 Axioma de completude

Os axiomas de corpo ordenado ainda ndo caracterizam os reais. Eles também sao satis-
feitos por Q, embora Q tenha lacunas. O principio que separa R de Q é a completude.

A necessidade da completude aparece ja em problemas elementares. Por exemplo,
a equacio x?
solucdo real positiva. Assim, os axiomas de corpo ordenado nao bastam para garantir

= 2 nao possui solucgdo racional, embora seja natural esperar uma
a existéncia de todos os numeros exigidos pela analise.

A auséncia de v2 em Q é o exemplo elementar dessa lacuna.

1.39 Proposicao. Nio existe nenhum nimero racional g tal que ¢ = 2.

Demonstragio. Suponha, por absurdo, que exista ¢ € Q tal que g° = 2. Escreva
q=n/m,comn,m e Z, m = 0, e n e m primos entre si. Entéo n® = 2m2. Logo n®é par
e, portanto, n é par; escreva n = 2k. Substituindo, obtemos 4k% = 2m2, isto é, m? = 2k2.
Assim, m também é par. Portanto, 2 divide simultaneamente n e m, contradizendo a
escolha da fracdo em termos primos entre si. Logo néo existe tal racional. |

Assim, mesmo uma equacio simples como x? = 2 forca a passagem para além dos
racionais. O axioma de completude formaliza essa passagem.

1.7.1 Supremos e infimos

Antes de enunciar o axioma de completude, convém introduzir a linguagem de cotas,
supremos e infimos.

Seja A C K um subconjunto nio vazio. Dizemos que A é limitado superiormente se
existe M € K tal que x < M para todo x € A. Nesse caso, M é chamado de majorante
ou cota superior de A.

De modo analogo, dizemos que A é limitado inferiormente se existe m € K tal que
m < x para todo x € A. Nesse caso, m é chamado de minorante ou cota inferior de
A.

1.40 Exemplos. Considere os conjuntos A=INCR,B=ZCRe

C={xeR:1<x<3}

1. O conjunto A é limitado inferiormente, mas ndo superiormente. Qualquer
numero nio positivo é uma cota inferior de A.

2. O conjunto B ndo ¢é limitado superiormente nem inferiormente.

3. O conjunto C ¢ limitado inferiormente e superiormente. Todo nimero menor
ou igual a 1 é uma cota inferior de C, e todo nimero maior ou igual a 3 é uma
cota superior de C.

Axioma de completude
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Conjunto A

Cota inferior Supremo

4—{—0—&—0—&4—'—)){

Infimo Cota superior

1.41 Definicao. Um numero s € K é chamado de supremo de A se satisfaz as
seguintes condicdes:

S$1 x < s para todo x € A;

S$2 se M é uma cota superior de A, entdo s < M.

Assim, o supremo de A é a menor das cotas superiores de A.

1.42 Definicao. Um nimero r € K é chamado de infimo de A se satisfaz as
seguintes condicdes:

I1 r < x para todo x € A;

12 se m é uma cota inferior de A, entdom < r.

Assim, o infimo de A é a maior das cotas inferiores de A.

1.43 Teorema. Tanto o supremo quanto o infimo de um conjunto, quando
existem, sdo Unicos.

Demonstragao. Sejam s; e sy dois supremos de A. Como s, é cota superior de A e s; é
a menor das cotas superiores, temos s; < s,. Analogamente, s, < s;. Logo s; = s5. A
demonstracdo para o infimo é analoga. O

O teorema anterior justifica a notacdo sup A para o supremo de A e inf A para o infimo
de A.

Nos exemplos acima, temos inf A = 1, infC = 1 e supC = 3. O conjunto A = N nédo
possui supremo, e B = Z nio possui nem supremo nem infimo. Assim, ha casos em
que o supremo ou o infimo néo existe. O axioma de completude afirma que, nos reais,
isso s6 ocorre quando falta uma limitacdo adequada.

1.44 Exemplo. Se X C K possui maximo, entdo esse maximo é o supremo de X.
Reciprocamente, se sup X pertence a X, entdo sup X = max X. De modo analogo, se
X possui minimo, entéo esse minimo é inf X, e, se inf X € X, entdo inf X = min X.

Por exemplo, se X = (—o0,b], entdo sup X = b; se Y = [a, +0), entdo infY = a.
1.45 Exemplo. Dadosa < bemK, seja I = (a,b). Temos inf] =aesupl =b. De
fato, a é uma cota inferior de I. Se ¢ > a, entdo ¢ ndo pode ser cota inferior de I: se

¢ > b, isso é imediato; se a < ¢ < b, entdo (a+¢)/2 € I e (a +¢)/2 < c. Portanto,
a =infl. A prova de que b = sup I é analoga.

Axioma de completude.
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Axioma 13 Todo subconjunto de K, nio vazio e limitado superiormente, possui
supremo.

Embora o axioma seja formulado em termos de supremo, ele é equivalente a seguinte
propriedade:

Axioma 13’ Todo subconjunto de K, nao vazio e limitado inferiormente, possui
infimo.

De fato, suponha a propriedade do supremo e seja A # @ limitado inferiormente.
Entdo —A = {—a : a € A} é nfo vazio e limitado superiormente. Se s = sup(—A),
entdo —s é cota inferior de A; e toda cota inferior m de A satisfaz —m > s, logom < —s.
Portanto, —s = inf A. A reciproca segue aplicando o mesmo argumento a —A.

Um corpo que satisfaz os axiomas de corpo, os axiomas de ordem e o axioma de
completude é chamado de corpo ordenado completo.

Dessa forma, os axiomas anteriores caracterizam os nimeros reais a menos de isomor-
fismo de corpos ordenados. A existéncia e a unicidade nesse sentido serdo demonstra-
das no Teorema 3.26, no Capitulo 3.

A partir deste ponto, passamos a extrair as primeiras consequéncias do axioma de
completude. A mais imediata delas é a propriedade arquimediana, que sera deduzida
na proxima secdo a partir da existéncia de supremos.

1.8 Propriedade arquimediana

A primeira consequéncia decisiva do axioma do supremo é a propriedade arquime-
diana. Ela expressa que, em R, ndo existem elementos infinitamente grandes nem
infinitesimais nao nulos.

1.46 Teorema. O conjunto IN dos nimeros naturais ndo é limitado superior-
mente.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que IN seja limitado superiormente. Pelo axioma
de completude, existe b = supIN. Como b — 1 < b, 0o numero b — 1 nio é cota superior
de IN. Logo existe n € IN tal que n > b — 1. Entdo n + 1 > b, contradizendo o fato de
que b é cota superior de IN. ]

1.47 Teorema. Para qualquer x € R, existe n € IN tal que n > x.

Propriedade arquimediana
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Demonstragdo. Caso contrario, x seria uma cota superior de IN, contradizendo o Teo-
rema 1.46. O

1.48 Teorema (Propriedade arquimediana). Sex >0ey > 0, existen € N
tal que nx > y.

Demonstracdo. Basta aplicar o Teorema 1.47 ao niimero y/x. O

1.49 Definicdo. Um corpo ordenado K é dito arquimediano se, para quaisquer
x,y €K, comx >0ey>0,existe n € N tal que nx > y.

O Teorema 1.48 mostra que R é arquimediano. Geometricamente, isso significa que
qualquer segmento, por maior que seja, pode ser ultrapassado por um niimero finito
de copias de um segmento positivo fixado.

1.50 Proposicao (Parte inteira). Para todo x € R, existe um tunico inteiro
m € Z tal que
m<x<m+1.

Esse inteiro é denotado por | x| e chamado de parte inteira de x.

Demonstragao. Pela propriedade arquimediana, escolna N € N com N > |x| + 1. O
conjunto finito
E={keZ: -N<k<N, k<x}

é no vazio, pois —N < x, e possui maximo; chame-o de m. Entaom < x. Se x > m+1,
o inteiro m + 1 também pertenceria a E, contradizendo a maximalidade de m. Logo
x<m+1.

Se m’ também satisfaz m’ < x < m’ + 1, entdo m < m’ implicariam + 1 < m’ < x,
contradicdo; trocando os papéis de m e m’, obtemos m = m’. O

1.51 Teorema. Se trés nimeros reais a, x, y satisfazem
Yy
a<x<a+ =
n

para todo n € N, entdo x = a.

Demonstragdo. Se x > a, entdo x—a > 0. Pela propriedade arquimediana, existe n € IN
tal que n(x —a) > y, isto é, x > a + y/n, contradizendo a hipétese. Logo x < a. Como
também a < x, concluimos que x = a. OJ

Mais adiante, provaremos que existe apenas um corpo ordenado completo, no sentido

de que quaisquer dois corpos ordenados completos sio isomorfos entre si.!

!Isto significa que, embora possam ser apresentados por construgdes diferentes, existe uma correspon-
déncia estrutural entre eles que preserva soma, produto e ordem.

Propriedade arquimediana
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Ex. 1.15 — Prove que, num corpo ordenado K, as seguintes afirmacdes sdo equivalen-
tes:

a. K é arquimediano;
b. Z é ilimitado superior e inferiormente;

c. Q éilimitado superior e inferiormente.

Ex. 1.16 — Prove que um corpo K é arquimediano se e somente se zero é o infimo, em
K, do conjunto {1/2,1/3,1/4,...}.

Existéncia da raiz quadrada

Pela apresentacdo que demos ao axioma de completude, ficou claro que tal axioma
nao seria satisfeito pelo conjunto Q. Mostremos que de fato isso ocorre. Considere o
seguinte conjunto:

A={geQ:q>0eq’ <2}

Note que A # @ e é limitado superiormente em Q: por exemplo, 0 € A e 3 é uma cota
superior de A. Se o axioma de completude fosse valido em Q, existiria p € Q tal que
p = sup A. Se mostrassemos que esse p satisfaz p? = 2, obteriamos uma contradicio
com a Proposicdo 1.39. Portanto, A ndo possui supremo em Q.

Mostraremos, na verdade, uma propriedade mais geral, da qual poderemos concluir
a afirmacio acima. Referimo-nos a existéncia da raiz quadrada de um niimero real
positivo:

1.52 Proposicdo. Seja b € R um nimero positivo. Entio existe um tinico
ntimero real positivo a tal que a® = b. O nimero a é chamado de raiz quadrada

de b e é denotado por vb.

Demonstragao. Considere
A={xeR:x>0ex?<b}

Como b > 0, o nimero t = b/(b + 1) satisfaz 0 <t < 1et < b. Logot?> <t < b, de
modo que t € A. Além disso, b + 1 é cota superior de A: se x > 0 e x > b + 1, entdo
x2>x>b, logo x ¢ A. Pela completude, existe

a=supA,
ea>t>0.

Mostremos que a? = b. Suponha primeiro que a < b. Escolha n € N suficientemente
grande para que

2a+1
<b-a%
Entéo, com ¢ = a + 1/n, temos
2a 1 2a+1
c=a’+—+=<at+ <b.
n  n?

Propriedade arquimediana
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Logo ¢ € A, mas ¢ > a, contrariando o fato de a ser cota superior de A.

Suponha agora que a? > b. Escolha n € N tio grande que 1/n < a e

2
—a<a2—b.
n

Pondoc=a—1/n,temosc>0e

2a 1
czzaz——+—2>b.
n n

Como ¢ < a = sup A, o nimero ¢ nio é cota superior de A; portanto, diretamente pela
definicdo de supremo, existe x € A tal que ¢ < x < a. Em particular, x > ¢ > 0. Da
desigualdade x > ¢ e da positividade de ambos, obtemos x% > ¢% > b, contradizendo
x € A. Portanto, ndo pode ocorrer a® > b.

Concluimos que a® = b. A unicidade segue da ordem: se u,v >0 e u? = v2 = b, entio,
caso u < v, teriamos u? < v?, contradicéo; analogamente, ndo pode ocorrer v < u.
Logou =wv. ]

Definimos também /0 = 0. Assim, para todo b > 0, Jb denota o tnico niimero nio
negativo cujo quadrado é b.

Voltando a questao formulada antes da Proposigao 1.52, conclui-se que, se p € Q fosse
o supremo de A em Q, entio teriamos p® = 2. Isso contradiz a Proposicio 1.39. Assim,
o conjunto dos racionais néo satisfaz o axioma de completude.

1.9 Propriedades do supremo e do infimo

1.53 Teorema. Seja A C R um conjunto nio vazio.

1. Se A possui supremo, entéo, para todo ¢ > 0, existe x € A tal que

x>supA-—e.

2. Se A possui infimo, entdo, para todo € > 0, existe x € A tal que

x <infA +e.

Demonstragdo. Provemos o primeiro item. Se x < sup A — ¢ para todo x € A, entdo
sup A — ¢ seria uma cota superior de A menor que sup A, contradicdo. Logo existe
x € Atal que x > sup A — ¢. A demonstracdo do segundo item é analoga. ]

Propriedades do supremo e do infimo
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1.54 Teorema (Propriedade aditiva). Dados dois subconjuntos néo vazios
A, B C R, defina
A+B={x+y:x€A, ye B}

1. Se A e B possuem supremo, entdo A + B possui supremo e

sup(A + B) = sup A + sup B.

2. Se A e B possuem infimo, entdo A + B possui infimo e

inf(A + B) = inf A + inf B.

A=11,2] B =(3,5]
E % € % x
1 2 3 4 5 6
A+B=(4,7]
] x

Figura 1.2
Tustracdo da soma de dois conjuntos.

Demonstragao. Provemos o item 1. SejaC = A + B. Se z € C, entdo z = x + y, com
x € Aey € B. Assim z < sup A + sup B, de modo que sup A + sup B é cota superior
de C. Logo sup C < sup A + sup B.

Para a desigualdade oposta, tome n € IN. Pelo Teorema 1.53, existem x, € Ae y, € B
tais que

1 1
xn>supA—E, yn>supB—E.
Entdo x, + y, > sup A + sup B—2/n. Como x, + y, € C, segue que
2
supC < sup A+supB <supC + -

para todo n € IN. Pelo Teorema 1.51, concluimos que sup C = sup A + sup B. A prova
para infimos é analoga. O

1.55 Teorema. Sejam A, B C R néo vazios. Suponha que x < y para todos
x € Aey € B. Entdo A possui supremo, B possui infimo e

sup A < inf B.

Demonstragdo. Cada elemento de B é uma cota superior de A. Logo A é limitado
superiormente e possui supremo. Além disso, sup A < y para todo y € B; portanto,
sup A é uma cota inferior de B. Assim, B possui infimo e sup A < inf B. 0

Propriedades do supremo e do infimo
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1.56 Proposicao (Propriedades do supremo e do infimo). Sejam X,Y C R
subconjuntos néo vazios e limitados.

1. inf(—-X) = —sup X.
2. SeY C X, entdo supY < sup X e infY > inf X.

3. O conjunto X NY é limitado. Se X NY # @, entéo

sup(X NY) < min{sup X, sup Y}

inf(X NY) > max{inf X, infY}.
4. O conjunto X UY é limitado, com

sup(X UY) = max{sup X, sup Y}, inf(X UY) = min{inf X, infY}.

5. Se A > 0, entdo
sup(AX) = Asup X, inf(AX) = Ainf X.
Se A < 0, entdo
sup(AX) = Ainf X, inf(AX) = Asup X.
6. O conjunto X +Y é limitado e
sup(X +Y) =sup X +sup?, inf(X +Y) =inf X +infY.

7. Se todos os elementos de X e Y sdo ndo negativos, entdo XY = {xy : x €
X, y € Y} é limitado e

sup(XY) = sup X sup?Y, inf(XY) = inf X infY.
8. Se inf X > 0, entdo

¢é limitado, com

B-se ()=
SPAX) Timfx X T supx

Demonstragdo. Provaremos alguns itens representativos; os demais seguem de modo
semelhante.

SeY C X, toda cota superior de X é também cota superior de Y. Assim, sup Y < sup X.
Analogamente, toda cota inferior de X é também cota inferior de Y, e portanto infV >

inf X.

SeXNY #@,entao XNY C X e XNY CY. Aplicando o item anterior, obtemos
sup(X NY) < sup X, sup(X NY) < supV,

e portanto sup(X NY) < min{sup X, sup Y}. A desigualdade para o infimo é analoga.
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Por fim, suponha que inf X > 0. Para todo x € X, temos x > inf X > 0, logo

Portanto 1/X é limitado superiormente. A igualdade para o supremo segue da caracte-
rizacao aproximativa do infimo: para todo ¢ > 0, existe x € X suficientemente préoximo
de inf X de modo que 1/x fica arbitrariamente proximo de 1/ inf X. A igualdade para
o infimo é analoga. ]

1.57 Notacao (Supremo e infimo de uma funcao). Se X # @e f : X - R¢é
limitada, definimos

sup f :=sup f(X), inf f := inf f(X).

Assim, sup f e inf f sdo, respectivamente, o supremo e o infimo do conjunto de valores
assumidos por f.

Ex. 1.17 — Seja X = {1/n : n € N}. Prove que inf X = 0.

Ex. 1.18 —
a) Se x < y, prove que existe pelo menos um nimero real z tal que x < z < y.
b) Se x € R, prove que existem inteiros m e n tais que m < x < n.

¢) Se x > 0, prove que existe n € IN tal que 1/n < x.

Ex. 1.19 — Sejam X C R néo vazio, limitado superiormente, e ¢ € R. Prove que
¢ < sup X se, e somente se, para todo € > 0, existe x € X tal que ¢ — ¢ < x. Enuncie e
demonstre o resultado analogo para o infimo.

Ex. 1.20 — Seja I = [0,1). Prove que sup I = 1.

Ex. 1.21 — Sejam A C B conjuntos nao vazios e limitados de nimeros reais. Prove que

infB <infA < sup A < supB.

Ex. 1.22 — Dado A C R nio vazio e limitado inferiormente, seja —A = {—x : x € A}

Prove que —A ¢ limitado superiormente e que sup(—A) = —inf A.

Ex. 1.23 — Seja A C R néo vazio e limitado. Dado ¢ > 0, sejacA = {cx : x € A}

Prove que cA é limitado e que
sup(cA) = csup A, inf(cA) = cinf A.

Enuncie e demonstre o que ocorre quando ¢ < 0.

Propriedades do supremo e do infimo
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Ex. 1.24 — Sejam f, g : X — R funcdes limitadas.
a) Prove que a soma de duas funcdes limitadas f, g : X — R é limitada.
b) Mostre que (f + g)(X) C f(X) + g(X).
¢) Conclua que sup(f + g) < sup f +sup g e que inf(f + g) > inf f + inf g.

d) Considerando f, g : [-1,1] — R, definidas por f(x) = x e g(x) = —x, mostre
que as desigualdades anteriores podem ser estritas.

Ex. 1.25 — Sejam A e B conjuntos de niimeros reais ndo negativos. Defina
AB={xy : x€ A, y € B}
Prove que, se A e B sdo limitados, entdo AB é limitado e

sup(AB) = sup A sup B, inf(AB) = inf A inf B.

1.10 Valor absoluto de um nimero real

O valor absoluto mede a distdncia de um ntimero real a origem. Formalmente, temos a
seguinte definicdo.

1.58 Definicdao. O valor absoluto de um ntimero real x, também chamado de
modulo de x, é denotado por |x| e dado por

X, sex >0,
Ixl =
—x, sex<0.

Essa definicdo exige atencio ao sinal da quantidade que aparece dentro do médulo.

Por exemplo, |x| = x apenas quando x > 0, enquanto |x| = —x quando x < 0.

1.59 Proposicdo. Sejam x e y numeros reais quaisquer, entdo:
1. |x| >0
2. x| = Vx?
3. |xl=0ex=0
4. | — x| = |x|
5. —|x] < x < |«

6. |xyl = Ix| |yl

Valor absoluto de um niimero real
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1.60 Teorema. Se a > 0, entdo
1. |x| < a se e somente se —a < x < g;

2. |x| > a se e somente se x < —a ou x > a.

Demonstragdo. Para o primeiro item, suponha inicialmente que |x| < a. Como sempre
vale —|x| < x < |x|, obtemos —a < x < a. Reciprocamente, se —a < x < a, entéo,
quando x > 0, temos |x| = x < a; quando x < 0, temos |x| = —x < a. Logo |x| < a.

Para o segundo item, se |x| > a, entdo, caso x > 0, temos x = |x| > a; caso x < 0,
temos —x = |x| > a, isto é, x < —a. A reciproca é imediata: se x > a ou x < —a, entdo
|x| > a. O

1.61 Teorema. Para x e y numeros reais arbitrarios tem-se
e+ yl < Il + 1yl
1.62 Observacado. Essa propriedade ¢ conhecida como desigualdade triangular. Em

sua forma geométrica, ela afirma que o comprimento de um lado de um triangulo nao
excede a soma dos comprimentos dos outros dois.

Demonstragao. Somando as desigualdades —|x| < x < |x| e —|y| < y < |y| obtemos
—(Ix[+[yD) < x+y < |x[ + [yl

e pelo Teorema 1.60, concluimos que |x + y| < |x|+]y|. Se fizermos x =a—cey =c—b,
entdo x + y = a — b e a desigualdade triangular segue:

la—b| <la—c|+|b—|.

O

Por inducido matematica, podemos generalizar a desigualdade triangular do modo
seguinte:

1.63 Teorema. Para quaisquer nimeros reais as, ..., a,, tem-se

n n

Demonstragdo. Paran = 1, a desigualdade é imediata. Para n = 2, ela é a desigualdade
triangular. Suponha que o resultado seja verdadeiro para n termos. Entao, para
ai, ..., 0y, dpe1 € R, temos

n+1 n

Zaj = Zaj+an+1 < Zaj +|an+1|S Z|aj|+|an+1|'
j=1 /

n
j=1 j=1 j=1

n

Logo,
n+1 n+1

j=1 j=1

Valor absoluto de um niimero real
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O resultado segue por indugao. O

1.64 Teorema. ||x|—[y|| < |x -y

Ex. 1.26 — Demonstre as seguintes propriedades do modulo;
a) |—x| = |x|
b) [x -yl =y — x|
¢) |x|=ce x==*c
d) x -yl = xllyl
e) |x2| = x?
f) Sec>0entdo x| <ce —c<x<c
g —Ixl <x <«
h) |x + y| < |x| + |y| (Desigualdade Triangular)

D) el = Iyl < lx =yl

Ex. 1.27 — Discuta se vale ou néo a seguinte desigualdade (para um numero real
arbitrario x):
—x < x| <x

Ex. 1.28 — (Nio existéncia de Infinitesimais) Mostre que se |x —a| < ¢ para todo ¢
entdo x = a.

1.11 Introducao a topologia da reta

A ordem e o valor absoluto permitem agora descrever a topologia usual da reta:

intervalos, vizinhancas, conjuntos abertos e fechados, fronteira, pontos de acumulagio
e fecho. Essa linguagem sera usada no estudo de sequéncias e de fun¢des reais de uma
variavel.?

A topologia usual da reta é descrita a partir da distancia entre dois nimeros reais x e
¥, dada por
d(x,y) =[x = yl.

%A topologia é uma 4rea ampla da matemética, dedicada ao estudo de propriedades preservadas por

funcdes continuas em contextos muito mais gerais. Aqui trataremos apenas da topologia usual da reta real.

Introducao a topologia da reta
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d(x,y) = |x =yl

[
)
=

Vista na reta real, essa distancia corresponde ao comprimento do segmento cujos
extremos tém abscissas x e y.

Dados a < b, os intervalos de extremos a e b sao:

« (a,b) ={x € R|a < x < b} (intervalo aberto)

[a,b] ={x € R|a < x < b} (intervalo fechado)

[a,b) ={x € R|a < x < b}

(a,b] ={x eR|a< x < b}

a b a b
- =
(a) Intervalo aberto (a, b) (b) Intervalo fechado [a, b]

Figura 1.3 o )
Representagio geométrica de intervalos na reta real.

A medida de um intervalo de extremos a e b é |a—b|, isto é, o comprimento do segmento
correspondente na reta real.

Sobre notagdo. Alguns textos escrevem Ja, b[ para o intervalo que aqui denotamos por
(a,b). Adotaremos apenas a notagdo com parénteses.

Usaremos também a notacéo de intervalo para semi-retas. Dado a € R, escrevemos

e (a,+) :={x €R|x > a}
o la,+) :={x €R|x >a}
e (—0,a) :={x eR|x < a}

o (—0,a] :={x eR|x < a}

Nao se usa colchete no extremo infinito, pois nem —oo nem +co sdo numeros reais. Por
simplicidade, também chamaremos essas semi-retas de intervalos.

Uma notacdo particularmente util é a de intervalo centrado. Dadoa € Re ¢ > 0,
definimos a vizinhanca basica de centro a e raio ¢ por

V.(a) =(a—¢,a+e).

Temos x € V.(a) se, e somente se, |x — a| < ¢&. Em geral, chamaremos V C R de
vizinhanga de a se existir € > 0 tal que V.(a) C V. Desse modo, os intervalos V.(a) sdo
as vizinhancas basicas, em acordo com a defini¢do usada depois em espagos métricos.

Dado S C R, as no¢des de ponto interior e ponto de fronteira tornam precisa a distin¢do

entre estar dentro de S, estar fora de S ou estar na regido em que S e seu complementar
se acumulam.
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Ponto de Fronteira _Ponto Interior

1.65 Definicao. Seja S um subconjunto de R.

« Um ponto x € R é um ponto interior de S se existir uma vizinhanca V' de
x talque V C S.

« Se para toda vizinhanca V de x, temos que VNS = @ e VN (R\ S) # @,
entdo x é chamado de ponto de fronteira de S.

O conjunto de todos os pontos interiores de S é denotado por int S, e o conjunto
de todos os pontos de fronteira de S é denotado por fr S.

1.66 Proposicdo. Seja S um subconjunto de R. Entdo
o frS = fr(S°).

« Para todo ponto x € R temos que x pertence a um e somente um dos
seguintes conjuntos: int S, fr S ou int(S°).

Demonstragdo. A condi¢io que define um ponto de fronteira é simétrica em S e S°,
pois (S)° = S; logo fr S = fr(S°).

Fixe x € R. Se alguma vizinhanca de x esta contida em S, entdo x € intS. Se
alguma est4 contida em S, entdo x € int(S¢). Se nenhuma dessas alternativas ocorre,
toda vizinhanca de x encontra S e S°, e portanto x € fr S. As trés possibilidades sdo
mutuamente exclusivas. O

Com essa linguagem, podemos definir conjuntos abertos e fechados. Seja A C R.
Dizemos que A é aberto quando todo ponto x € A é centro de um intervalo contido
em A. Equivalentemente, pontos suficientemente proximos de um ponto de A ainda
pertencem a A.

1.67 Definicao. Dizemos que A é aberto se, para todo x € A, temos x € int A.
Equivalentemente, A é aberto se, paratodo x € A, existe ¢ > 0 tal que (x—¢,x+¢) C
A.

Por outro lado, um conjunto B C R é fechado quando seu complementar em R é aberto.

1.68 Definicao. Dizemos que B C R é fechado se R \ B é aberto.

As seguintes caracterizagdes relacionam abertura, fechamento e fronteira:

Introducao a topologia da reta
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1.69 Teorema. SejaS C R.
1. SefrS C S, entdo S é fechado.

2. SefrSC R\ S, entdo S é aberto.

Demonstragdo. Se fr S C S, nenhum ponto de S° pertence a fronteira. Pela decomposi-
¢do anterior, todo ponto de S¢ pertence a int(S%); logo S¢ é aberto e S é fechado.

Se fr S C S¢, nenhum ponto de S pertence a fronteira. Novamente pela decomposigiao
anterior, todo ponto de S pertence a int S, e portanto S é aberto. O

A B

I [ \ I I R
ANB
Conjuntos A e B abertos

Intersecdo A N B é aberta

1.70 Teorema.
1. A unifo de qualquer cole¢io de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

2. Ainterseg¢do de qualquer colecéo finita de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

Demonstragdo.

Demonstragido de 1. Seja & uma colecdo arbitraria de conjuntos abertos e seja S =
U : U € }. Se x € S, entdo x € U para algum U € /. Como U é aberto, existe
uma vizinhanca V de x tal que V € U. Como U C S, temos V C S. Logo, x é ponto
interior de S, e portanto S é aberto.

Demonstragio de 2. Sejam Uy, ..., U, conjuntos abertos e seja T = ﬂ?zl U. SeT = @,
nada ha a provar. Caso contrario, tome x € T. Para cada i, como U; é aberto, existe
& > 0 tal que V;.(x) C U;. Tomando ¢ = minfey, ..., &}, temos Vi(x) C T. Logo T é
aberto.

1.71 Exemplos.

1. Qualquer intervalo aberto (a, b) é um conjunto aberto. De fato, dado qualquer
x € (a,b), tomando r como sendo a menor das distancias |x — a| e |x — b|, resulta
que (x —r,x +r) C (a,b).

2. Qualquer intervalo do tipo (=0, a) ou (a, +0) é aberto. De fato, dado qualquer
x em uma dessas semi-retas, tomando r = |x — al, resulta que (x —r, x +r) esta
contido na semi-reta considerada.

3. Qualquer intervalo fechado [a,b] é um conjunto fechado. De fato, seu com-
plementar é (—0,a) U (b, +0), que é aberto (pois é unido de dois conjuntos
abertos).

Introducao a topologia da reta
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4. Qualquer intervalo do tipo (-0, a] ou [a, +o0) é fechado, pois seus complemen-
tares sdo semi-retas abertas.

5. O conjunto R é aberto.
6. O conjunto R \ Z é aberto, pois R\ Z = Umez(m, m+1).
7. O conjunto dos nimeros inteiros Z é fechado pois seu complementar é aberto.

8. Um intervalo do tipo [a,b) ndo é nem aberto, nem fechado. De fato, nenhum
intervalo centrado em a esta contido em [a, b) (descartando que este seja aberto)
e nenhum intervalo centrado em b estd contido no complementar de [a, b) (des-
cartando que [a, b) seja fechado).

9. De modo anélogo, um intervalo do tipo (a, b] ndo é nem aberto, nem fechado.

Os dois tltimos exemplos mostram que “aberto” e “fechado” nio sdo conceitos opostos:
um conjunto pode nio ser aberto nem fechado.

Observagao. O conjunto vazio é aberto por vacuidade. Consequentemente, seu com-
plementar, R, é fechado. Como R também é aberto, seu complementar, @, também
é fechado. Mais adiante, poderemos mostrar que, na reta real, esses sdo os unicos
conjuntos simultaneamente abertos e fechados.

®
>

Ponto de-acumulacio

Vizinhancga de p

1.72 Teorema. Para qualquer conjunto S C R, o interior int S é aberto e é o
maior conjunto aberto contido em S. Equivalentemente,

intS = U{U C S : U é aberto}.

Demonstragdo. Seja
V= U{U C S : U é aberto}.

Como unido de abertos, V é aberto, e claramente V C S. Além disso, todo abertoU C S
esta contido em V, de modo que V é o maior aberto contido em S.

Se x € V, existe um aberto U com x € U C S; portanto x € intS. Reciprocamente, se
X € int S, existe um aberto U tal que x € U C S, logo x € V. Assim, V = intS. O

1.73 Definicao (Ponto de acumulacao). Seja A C R e seja x; € R. Dizemos
que Xy é um ponto de acumulacio de A se, para todo § > 0, existe x € A, com
X # X, tal que |x — x| < 4.

O conjunto de todos os pontos de acumulacio de A é denotado por A’. Sex € Ae
x ¢ A’, entdo x é chamado de ponto isolado de A.¢

“Um conjunto ¢é dito discreto se todos os seus pontos sdo isolados, isto é, se em torno de cada
ponto do conjunto existe uma vizinhan¢a que nao contém nenhum outro ponto do conjunto.

Introducao a topologia da reta
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Um ponto de acumulagdo de A também é chamado de ponto limite de A. Ele pode
pertencer ou nédo ao proprio conjunto A.

(a) Se A =(0,1], entdao A’ =[0,1].
(b) Se A={1/n : n € N}, entdo A’ = {0}.
(c) Se A =N, entdao A’ = @. Assim, N consiste inteiramente de pontos isolados.

(d) Se A é finito, entdo A’ = @.

1.74 Definicao. Dado A C R, o fecho de A, denotado por cl A, é definido por
clA=AUA,

onde A’ é o conjunto dos pontos de acumulacio de A.

1.75 Proposicao. Seja A C R. Entao:

a. A éfechado se e somente se contém todos os seus pontos de acumulagéo.
b. cl A é fechado.
c. A éfechado se e somente se A = cl A.

d cdA=AuUfrA.

Demonstragdo. Provemos o primeiro item. Suponha que A seja fechado e seja x um
ponto de acumulacdo de A. Se x € A, entdo x € R\ A. Como R \ A é aberto, existe
uma vizinhanca de x contida em R \ A, contradizendo o fato de que x é ponto de
acumulacdo de A. Logo x € A.

Reciprocamente, suponha que A contenha todos os seus pontos de acumulacéo. Se
y € R\ A, entdo y ndo é ponto de acumulacio de A. Portanto, existe uma vizinhanca
de y que néo intersecta A, isto é, uma vizinhanga contida em R \ A. Assim, R\ A é
aberto, e A é fechado.

Para o segundo item, seja x € AU A’. Como x ¢ A’, existe uma vizinhanga basica V
de x disjunta de A. Uma vizinhanca basica menor W, cujo fecho esteja contido em V,
néo contém pontos de acumulacio de A. Logo W N (AU A”) = @, e o complemento de
AU A’ é aberto. Portanto, cl A é fechado.

O terceiro item segue do primeiro: A é fechado se e somente se A” C A, isto é, se
e somente se A = AU A’ = cl A. Finalmente, se x € A’ \ A, toda vizinhanca de x
encontra A e também contém x € A€, logo x € fr A. Reciprocamente, se x € fr A,
entdo x € A ou toda vizinhanca de x contém um ponto de A distinto de x; assim
x € AUA’. Portanto, clA = AU fr A. OJ

1.11.1 Densidade dos racionais e irracionais

Os elementos de R \ Q sdo chamados de nimeros irracionais. Ja vimos um exemplo
fundamental: V2.

Densidade dos racionais e irracionais
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Mostraremos agora que tanto os racionais quanto os irracionais aparecem em todo
intervalo real.

1.76 Definicao. Um conjunto X C R é dito denso em R quando todo intervalo
aberto (a,b) contém pelo menos um ponto de X.

Conjunto denso na reta real

L AY
AY 7

Equivalentemente, X é denso em R se, para quaisquer a < b, existe x € X tal que
a<x<b.

Por exemplo, seja X = R\ Z, o conjunto dos numeros reais que nio sio inteiros. Este
conjunto é denso em R porque, para qualquer intervalo (g, b), existem infinitos nimeros
reais, enquanto ha no maximo um nimero finito de inteiros n tal que a < n < b. Assim,

qualquer intervalo (a, b) contém elementos de X (ou seja, nimeros reais nao inteiros).

1.77 Teorema. Os conjuntos Q dos nimeros racionais e R \ Q dos numeros
irracionais sdo ambos densos em R.

Demonstracgdo. Considere um intervalo aberto (a,b) C R.

Primeiro mostraremos que o intervalo contém um racional. Escolha p € N tal que
1/p < b — a. Pela propriedade arquimediana, o conjunto

M={meZ:m/p>b}

é nao vazio. Ele é limitado inferiormente em Z; apds translada-lo por um inteiro
suficientemente grande, o Principio da Boa Ordem garante que M possui um menor
elemento, que denotaremos por my. Entdo (my — 1)/p < b. Além disso, se tivéssemos
(mo —1)/p < a, entdo

mo_mo—l 1

= +—<a+0b-a)=0b,
p p P

contradi¢do. Logo
my — 1

a< <b,

e encontramos um racional em (a, b).

Para obter um irracional, escolha n € N tal que v2/n < b — a. Pelo que acabamos de
provar, existe g € Q tal que

V2 V2

a—7<q<b—7.

Entdo q + V2/n € (a,b). Esse namero é irracional, pois, se fosse racional, entdo
V2/n = (q +v2/n) — q seria racional, o que implicaria v/2 € Q, contradicao. ]

Assim, racionais e irracionais sio ambos onipresentes na reta real, no sentido de que
todo intervalo aberto contém elementos dos dois tipos.

Densidade dos racionais e irracionais
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X
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Il 12 [3 R

Intersecdo: [ N LN I3

Principio dos Intervalos Encaixantes

1.78 Teorema (Principio dos Intervalos Encaixantes). Sejal; D I, D

- D I, D ... uma sequéncia decrescente de intervalos limitados e fechados
com I, = [a,,b,]. A interse¢do ﬂ;ozl I, néo é vazia, ou seja, existe pelo menos
um ndimero real x tal que x € I, para todo n € IN. Mais precisamente, se
a=sup{a, : n € N}eb = inflb, : n € N}, entdo a < b e a intersecio é
exatamente [a, b].

Demonstragdo. Paran € IN, temos 1,1 C I,, o que implica que a, < a,11 < b,41 < by,
Assim, podemos escrever:

g <ay < <a, < <b, << by < by

Denote por A = {a, : n € N} o conjunto dos extremos inferiores e por B = {b, : n € N}
o conjunto dos extremos superiores. O conjunto A é limitado superiormente por cada
b,, e B é limitado inferiormente por cada a,. Sejam a = sup A e b = inf B. Como cada
b, é cota superior de A, temos a < b, para todo n. Assim, a é cota inferior de B, e
portanto a < b. Consequentemente,

G <a<<ay<<a<hb< - <by, < <by< by

Concluimos que [a,b] C I, para todo n, logo [a,b] C ﬂ:’:l I,. Além disso, nenhum
x < a pertence a todos os intervalos: como a = sup A, existe n tal que x < a,, e entdo
x & I,. Da mesma forma, se y > b, entdo y > b, para algum m, de onde y & I,.
Portanto, ﬂ;o:l I, = [a,b]. O

Usaremos o Teorema 1.78 para provar que o conjunto dos nimeros reais nao é enume-
ravel.

1.79 Teorema. O conjunto R dos numeros reais é ndo enumeravel.

Demonstracgdo. Seja I = [a,b] um intervalo fechado e limitado com a < b, e seja x, um
ndmero real qualquer. Existe um intervalo fechado e limitado J = [¢,d], com ¢ < d, tal
que xg & J e J C I. Essa afirmacéo é direta.

Usaremos essa propriedade repetidamente para demonstrar que, dado um subconjunto
enumeravel X = {x{, Xy, ..., %,, ...} C R, podemos sempre encontrar um nimero real
x & X.

Inicialmente, seja I; um intervalo fechado e nao degenerado tal que x; ¢ ;. Em seguida,
escolhemos I, um intervalo do mesmo tipo, com x, € I, e I, C I;. Continuamos esse
processo indutivamente. Suponhamos que tenhamos obtido I; D I D - D I, todos
intervalos fechados e ndo degenerados, com x; & [ para 1 < i < n. Podemos entdo
construir [, C I, de modo que x,,. 1 & L1 1.

Densidade dos racionais e irracionais
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Assim, obtemos uma sequéncia decrescente de intervalos limitados e fechados I; D
I, D> - DI, D... Deacordo com o Teorema 1.78, existe pelo menos um nimero real
x que pertence a todos os intervalos ,. Como x; € I; para todo i, concluimos que x
nao é igual a nenhum dos x;,. Portanto, nenhum conjunto enumeravel X pode conter
todos os nimeros reais. |

1.80 Corolario. Todo intervalo ndo degenerado de nimeros reais é ndo enu-
meravel.

Demonstragdo. De fato, consideremos a funcéo f : (0,1) — (a,b) definida por f(x) =
(b — a)x + a, que é uma bijecdo entre o intervalo aberto (0, 1) e um intervalo aberto
arbitrario (a, b). Basta, portanto, provar que (0, 1) ndo é enumeravel.

Contudo, isso implicaria que

R=Zu U(n,n+l)

nez

seria enumeravel: Z é enumeréavel, cada intervalo (n,n + 1) seria enumeravel e uma
unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel. Isso contradiz o Teo-
rema 1.79. Logo todo intervalo aberto nio degenerado é ndo enumeravel. Como
qualquer intervalo nio degenerado contém um intervalo aberto ndo degenerado, o
resultado vale para todos os tipos de intervalo. O

1.81 Corolario. O conjunto dos niimeros irracionais ndo é enumeravel.

Demonstragdo. De fato, temos R = Q U (R \ Q). Sabemos que Q é enumeravel. Se
R\ Q também fosse enumeravel, entdo R seria enumeravel, pois seria a unido de
dois conjuntos enumeraveis. No entanto, isso contraria o que provamos no Teorema
1.79. (]

Ex. 1.29 — Dado um nimero natural p > 1, prove que os nimeros racionais da forma
m . .

—, onde m € Z e n € N constituem um subconjunto denso em R.

P

Ex. 1.30 — Se a < b, mostre que existem infinitos numeros racionais entre a e b.

Ex. 1.31 — Prove ou forneca um contraexemplo: Se um conjunto S possui um maximo
e um minimo, entdo S é um conjunto fechado.

Ex. 1.32 — Seja A um subconjunto néo vazio e aberto de R e seja Q o conjunto dos
numeros racionais. Prove que AN Q # @.

Ex. 1.33 — Sejam S e T subconjuntos de R. Prove o seguinte:
a) intS é um conjunto aberto.

b) int(intS) = intS.

Densidade dos racionais e irracionais
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¢) int(SNT) = (intS) N (int T).
d) (intS)u(intT) Cint(SUT).

e) Encontre um exemplo que mostre que a igualdade néo precisa valer no item
anterior.

*** Ex. 1.34 — [Corte de Dedekind] Este exercicio antecipa o capitulo sobre a cons-
trucdo dos reais. Um par ordenado (A, B), em que A e B sdo subconjuntos nido vazios
de Q, A néo possui elemento maximo, AU B = Q e, para quaisquer x € Ae y € B,
tem-se x < y, é chamado de corte de Dedekind. O Capitulo 3 adota a convencio
equivalente dos cortes superiores: nele, o conjunto principal é (B), fechado para cima
e sem elemento minimo.

a) Prove que, num corte de Dedekind ( A, B), vale sup A = inf B.

b) Seja & o conjunto dos cortes de Dedekind. Prove que existe uma bije¢ao
f:2-R

Ex. 1.35 — Se A é aberto e B é fechado, prove que A \ B é aberto e B \ A é fechado.

Ex. 1.36 — Prove o seguinte:

a) Um ponto de acumulacdo de um conjunto S é um ponto interior de S ou um
ponto de fronteira de S.

b) Um ponto de fronteira de um conjunto S é um ponto de acumulacédo de S ou
um ponto isolado de S.

Ex. 1.37 — Prove que se x é um ponto isolado de um conjunto S, entdo x € frS.

Ex. 1.38 — Prove: (cl1S) \ (intS) = fr S.

Ex. 1.39 — Seja S um conjunto infinito e limitado e seja x = sup S. Prove: Se x ¢ S,
entdo x € 5.

Ex. 1.40 — Prove: Se x é um ponto de acumulagio do conjunto S, entdo todo entorno
de x contém infinitos pontos de S.

Ex. 1.41 —
a) Prove: frS = (cIS) N [cl(R\ 9)].
b) Prove: fr S é um conjunto fechado.

¢) Prove: S’ é um conjunto fechado.

Densidade dos racionais e irracionais
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Ex. 1.42 — Suponha que S seja um conjunto nio vazio e limitado, e seja m = sup S.
Prove ou forneca um contraexemplo: m é um ponto de fronteira de S.

Ex. 1.43 — Sejam S e T subconjuntos de R. Prove o seguinte:
a) cl(clS) =clS.
b) cl(SUT) = (clS)u(clT).
c) c(SNT)C(clS)N(clT).

d) Encontre um exemplo que mostre que a igualdade nao precisa valer no item
anterior.

Ex. 1.44 — Para qualquer conjunto S C R, seja S a intersecdo de todos os conjuntos
fechados que contém S.

a) Prove que S é um conjunto fechado.

b) Prove que S é o menor conjunto fechado que contém S. Ou seja, mostre que
S C S, e se C é qualquer conjunto fechado que contém S, entdo S C C.

¢) Prove que S = cl .

d) Se S é limitado, prove que S é limitado.

Ex. 1.45 — Dé exemplo de uma sequéncia decrescente de intervalos fechados (ilimita-
dos) cuja intersecéo seja vazia e de uma sequéncia decrescente de intervalos (abertos)
limitados cuja intersecéo seja vazia.

1.12 Potenciacao de nameros reais

A potenciacdo comeca com expoentes naturais. Se m € IN, definimos

a®=a-a--a.
—_——

m fatores

Essa operagio esta definida para todo a € R. Quando a # 0, estendemos a defini¢io
aos inteiros negativos por

Por convengcio, definimos ainda a® = 1 para todo a # 0. O simbolo 0° permanecera
indefinido.

Potenciacido de nimeros reais
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1.82 Proposicao (Lei dos expoentes). Sejama € R\ {0} e m,n € Z. Entéo:

m+n _ _m_n
1. a =a"a".

2. a™ = (a™)".

3. Se n < m, entdo
at<ad", sea>1,

at>ad", se0<a<l.

As demonstracgdes seguem das defini¢des e das propriedades algébricas da multiplicacao.

No caso de expoentes negativos, usa-se também a unicidade do inverso multiplicativo.

Poténcia com expoente racional Para definir poténcias com expoente racional,
comec¢amos pelas raizes. Se a > 0 e n € N, definimos al/™ como o Gnico nimero real
positivo b tal que

b* = a.
Esse niimero também é denotado por ’{/z_z. A existéncia e a unicidade de b seguem do

mesmo argumento usado para a raiz quadrada, substituindo x? por x".

Se q € Q, escrevemos g = m/n,comm € Z e n € N, e definimos
m
al = (al/") , a>0.

E necessario verificar que essa definicio nio depende da representacio escolhida para
q. Essa verificagao ¢ algébrica e sera deixada ao leitor.

1.83 Proposicao (Leis dos expoentes racionais). Sejama,b>0e x,y € Q.
Entao:

1. @Y = a¥aY.
2. (@)Y =a*v.

3. Se x < y, entdo
a¥<a¥, sea>1,
a>a’, se0<a<l.

4. Se x < 0 <y, entdo

ad<ad=1<a’, sea>1,
@>a=1>a", se0<a<l.

5. a*b* = (ab)*.

6. Se 0 < a < b, entdo
a* <b*, sex>0,
a* >b*, sex<O.

Potenciacido de nimeros reais
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Demonstragdo. Provaremos apenas dois itens representativos. Os demais seguem por
argumentos semelhantes, usando a defini¢do de poténcia racional, a unicidade da raiz
n-ésima positiva e as leis dos expoentes inteiros.

Provemos o primeiro item. Escreva x = p/qe y =r/s, com p,r € Z e q,s € N. Entéo

ps+rq

XxX+y= 75

Pela definicdo de poténcia racional e pelas leis dos expoentes inteiros,

Y = (a1/<qs>)f’s+’q - (a1/<qs>)f’s (al/(qs>)”J_
Como (al/(‘?s))s =a/le (al/(qs))q = al/s, obtemos
(al/(q»)f’s _ (al/q)P _ qP/a

e, analogamente,

(al/(qs))rq _ (al/s)r — ar/s.

Portanto a* = a*a”.

Provemos agora o quinto item. Escreva x = m/n, comm € Z e n € N. Como al/me
b1/7 si0 positivos, temos

(al/nbl/n)n — (al/n)n (bl/n)n — ab.
Pela unicidade da raiz n-ésima positiva,
(ab)l/" — al/"bl/”.

Assim,

(ab)* = ((ab)l/n)m — (al/nbl/n)m _ (al/n)m (bl/n)m = &*b*.
Logo a*b* = (ab)*. |

Poténcia com expoente real Para estender a poténcia a expoentes reais, usamos a
densidade dos racionais e a completude de R. Seja a > 0 e seja x € R.

Se a > 1, definimos
a* =sup{a? : g€ Qeq<x}

Se 0 < a < 1, definimos
a*=inf{a? : e Qeq < x}.

No caso a = 1, ambas as defini¢des ddo 1¥ = 1.

Com essa definicao, a operacio a* fica definida para toda base positiva a e todo expoente
real x. As leis usuais continuam validas.

1.84 Proposicao (Compatibilidade da poténcia com supremos e infimos
racionais). Sejaa > 1.

1. Se E C Q é ndo vazio e limitado superiormente, entido

sup{a” : r € E} = a"PE,

Potenciacido de nimeros reais
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2. Se E C Q é nio vazio e limitado inferiormente, entio

infla" : r € E} = a™E.

Demonstragdo. Usaremos duas consequéncias elementares da definicdo de poténcia
real: paratodou € R,

a* =supfal : q€Q, g<u} e a*=infla? : g€ Q, u<gq}

A primeira igualdade é imediata quando u ¢ Q. Quando u € Q, seja L = sup{a? : g €
Q, g < u}. Temos L < a*. Por outro lado, an<p paratodon € N, e

at — au—l/n =a¥(1 - a—l/n) < au(al/n -1).

Como a = (al/")", a desigualdade de Bernoulli fornece a/m"-1< (a- 1)/n. Logo
a*—L < a*(a—1)/n paratodo n, e a propriedade arquimediana implica a* < L. Portanto
L = a". A segunda igualdade é analoga, aproximando u por racionais maiores.

Provemos agora o primeiro item. Seja « = supE. Como r < a paratodor € E, a
monotonicidade da poténcia racional implica a” < a®. Logo sup{a” : r € E} < a%. Para
a desigualdade contréaria, tome ¢ € Q com g < @. Como ¢ néo é cota superior de E,
existe r € E tal que ¢ < r. Entdo a9 < d" < sup{a® : s € E}. Assim, sup{a® : s € E} é
cota superior de {a? : g € Q, q < a}. Pela caracterizagéo inicial, a* < sup{a® : s € E},
e obtemos

sup{d” : r € E} = a® = a®"PE,

O segundo item é semelhante. Seja f = inf E. Como f < r para todo r € E, temos
a? < a', de modo que aP ¢ cota inferior de {d" : r € E}. Assim, @ < infld" : r € E}.
Para a desigualdade oposta, tome g € Q com f < q. Como g ndo ¢ cota inferior de E,
existe r € E tal que r < q. Entdo d" < a4, e portanto inf{a® : s € E} < a. Como isso
vale para todo racional ¢ > f, a segunda caracterizacio inicial fornece

infla" : r € E} = af = gfE,

1.85 Proposicao (Leis dos expoentes reais). Dados a,b > 0 e x,y € R,
valem:

1. @Y = a¥aV.

2. (a¥)Y = a¥.
3. (ab)* = a*b*.
ax
-y - &
4. a ik
a\x a*
5 (3) =4
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Demonstragdo. Provaremos os dois primeiros itens; os demais serdo deixados como
exercicio. O caso a = 1 ¢ imediato. Suponhamos inicialmente que a > 1.

Para o primeiro item, defina R, ={r € Q : r < x}eR, ={s € Q : s < y}. Pela
defini¢do de poténcia real, a* = sup{a” : r € Ry} e @” = sup{a’® : s € R,}. Como todos
os numeros envolvidos sdo positivos, a propriedade do supremo do produto da

a*a’ =sup{a’a® : r € Ry, sER,}

Pelas leis dos expoentes racionais, a’a® = @' *S. Além disso, R, + Ry ={r+s:re
Ry, s € Ry} tem supremo x + y. De fato, x + y é cota superior; e, se t < x+ y, a
densidade de Q permite escolherr € Q comt —y <r < x e, em seguida, s € Q com
t—r <s<y,demodo quet <r+s. Pela compatibilidade da poténcia com supremos
racionais, segue que a*a? = a**.

Passemos ao segundo item. Primeiro observamos que, para todo g € Q, vale (a*)? =

a*9. Escreva g = m/n, comm € Z e n € N. Pelo item ja provado, (a*/")" = a*. Como

x/n

a*/™ > 0, a unicidade da raiz n-ésima positiva implica (a*)'/" = a*/". Elevando ambos

os membros a poténcia inteira m, obtemos (a@*ym/n = gxm/n,

Fixe agora y € R. Se x > 0, entdo a* > 1. Pela definicdo de poténcia real aplicada a
base a* e pelo caso racional recém-provado,

(@)’ = sup{(@)? : g€ Q, g <yt =sup{a*? : g€ Q, ¢ <y}

Como x > 0, o conjunto {xq : g € Q, q < y} tem supremo xy. Logo, pela compatibili-
dade com supremos racionais, (a*)Y = a*V.

Se x = 0, entdo (a¥)Y = 1YV =1 =a"7. Se x < 0, entdo 0 < a* < 1, e a definicdo de
poténcia real para bases entre 0 e 1, juntamente com o caso racional, da

(@) =infi(a)? : g€ Q, g <y} =infla™ : g€ Q, g <y}

Como x < 0, 0 conjunto {xq : ¢ € Q, g < y} tem infimo xy. Pela compatibilidade com
infimos racionais, obtemos (a*)” = a*¥. Assim, os dois primeiros itens estio provados
paraa > 1.

Por fim, se 0 < a < 1, ponha ¢ = 1/a. Entdo ¢ > 1 e, pela definicéo, ad=ct para todo
t € R. Aplicando os casos ja provados a base ¢, temos a**V = ¢~ () = ¢ ¥V = g¥g¥

e (a*)Y = (¢7*)Y = ¢ = a*Y. Portanto os dois primeiros itens valem para todo
a>0. ([l

Ex. 1.46 — Prove, para x e y racionais, as seguintes propriedades:
a) a*tY = a¥a).
b) (a*)¥ =a".
c) (ab)* = a*b*.

d a7 =<,

Potenciacido de nimeros reais
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*** Ex. 1.47 — Utilizando o exercicio anterior, prove as propriedades acima para x e y
reais.

1.13 Representacao decimal dos nameros re-
ais

A representagio decimal é uma das formas mais usuais de escrever nimeros reais,
mas sua interpretacdo exige algum cuidado. A notacdo decimal é posicional: cada
algarismo representa um multiplo de uma poténcia de 10. A esquerda da virgula
aparecem poténcias nio negativas; a direita, poténcias negativas.

Quando apenas um namero finito de casas decimais é ndo nulo, essa interpretacio
é direta. Expansoes decimais infinitas, por outro lado, envolvem somas infinitas. A
formulacdo completa dessas somas sera feita no estudo de séries numéricas. Ainda
assim, ja podemos descrever a obtencao dos desenvolvimentos decimais a partir da
ordem e do axioma do supremo.

Comecemos com x > 0. Seja gy o maior inteiro tal que
ay < x.
Definido g, escolhemos a; como o maior inteiro em {0, 1, ..., 9} tal que

a1
ay+ — < x.
10
Indutivamente, supondo definidos ay, ay, ..., a,_1, escolhemos a, como o maior inteiro

em {0, 1,...,9} tal que

a a
Gy + —L 2 4 <y
10 102 10"

Denotemos por

a a a
Sp= g+ — o et
10 10 10"

0 n-ésimo truncamento decimal assim obtido.

Por construcdo, s, < x para todo n. Além disso,

0<x—5,< —.
- L T

Com efeito, para n = 0, essa desigualdade afirma simplesmente que gy < x < ag + 1.
Suponha agoran > 1. Como g, é escolhido como o maior algarismo possivel, temos

ap < 10M(x —s,1) < ap + 1.
Subtraindo a, e dividindo por 10", obtemos
0<x—s,<10™
Assim, os truncamentos decimais aproximam x arbitrariamente bem. Em particular,

x = supfs, : n >0}

Os inteiros ay, a1, ay, ... fornecem uma representacio decimal de x, que escrevemos
simbolicamente como
X = ap,a1dsds ... .
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Dessa forma, a representacdo decimal de um numero real pode ser entendida como o
registro dos truncamentos decimais que se aproximam dele pela esquerda. Se x < 0,
aplica-se o procedimento a —x e acrescenta-se o sinal negativo.

Por exemplo, para x = 1/8, obtemos
1
- =0,125000....
8
Os truncamentos correspondentes sao
0, 0,1, 0,12, 0,125, 0,1250,...,

e seu supremo é 1/8.

A representacdo decimal nio é sempre Unica. Se, no procedimento anterior, subs-
tituirmos a condi¢do < x por < x, obteremos, em certos casos, outra sequéncia de
algarismos, mas com o mesmo supremo. Para x = 1/8, por exemplo, essa convencido

produz

1
= =0,124999 ....
8

As duas escritas representam o mesmo numero real, pois seus truncamentos tém o
mesmo supremo.

O mesmo fenémeno explica a identidade
1 =0,999999....
De fato, os truncamentos
0,9, 0,99, 0,999, 0,9999,

sdo todos menores que l,ea diferenca entre 1 e o n-ésimo truncamento é 107", Como
essas diferencas tendem a 0, o supremo desses truncamentos é 1.

De modo geral, a ambiguidade ocorre exatamente quando uma expansio decimal
possui, a partir de certa casa, uma cauda infinita de algarismos 9. Nesses casos, a
mesma quantidade também pode ser escrita por uma expansao decimal que termina
em zeros. Por exemplo,

0,5000... = 0,4999.....

Os reais nao sao enumeraveis Para encerrar a se¢io, apresentaremos uma segunda
demonstracido de que os nimeros reais ndo sdo enumeraveis. Provaremos, mais
precisamente, que o intervalo (0, 1) ndo é enumeravel.

Suponha, por absurdo, que (0, 1) seja enumeravel. Entdo seus elementos poderiam ser
listados na forma

s, I3, ...

Escolhamos, para cada r;, uma representacao decimal que nio possua cauda infinita de
algarismos 9. Podemos entéo escrever

1 = 0,a11a1 2013014 .-
rp = 0,612’1(,12’2612)302)4 ceey
r3 = 0,a3 1032033034 ...,

g = 0,044,104 2043044 -,

Representacao decimal dos niimeros reais
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coma;; € {0,1,...,9}

Construiremos um numero r € (0, 1) que ndo aparece nessa lista. Para cada j € N,
escolha
bje{1,2,..,8}

de modo que b; # g; ;. Defina
r= 0,b1b2b3 e

Como todos os algarismos b; pertencem a {1, ..., 8}, temos r € (0, 1), e sua expansio
decimal ndo possui cauda infinita de algarismos 9.

Além disso, r # r; para todo j. De fato, a representacido decimal escolhida para r
difere da representacéo escolhida para r; na j-ésima casa decimal, pois b; # a; ;. Como
estamos usando sempre representagdes sem cauda infinita de 9’s, essa diferenca de
algarismos implica diferenca entre os nimeros representados.

Assim, r é um elemento de (0, 1) que néo aparece na lista r;,ry,73,.... Isso contradiz
a hipdtese de que a lista continha todos os elementos de (0, 1). Portanto, o intervalo
(0,1) nao é enumeravel. Como (0,1) C R, segue que R também nio é enumeravel.

1.86 Observacao. O argumento diagonal de Cantor mostra que nem todos os con-
juntos infinitos tém a mesma cardinalidade: o intervalo (0, 1) ndo pode ser colocado
em bije¢do com IN.

Representacao decimal dos niimeros reais
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Sequéncias

A nogao de limite é uma das ideias centrais da Analise. Entre suas primeiras manifes-
tacOes rigorosas esta o estudo das sequéncias reais, que permite tratar a aproximacao
de niimeros por meio de objetos discretos e, a0 mesmo tempo, introduzir os principais
fendomenos que reaparecem depois no estudo de séries, continuidade, derivacio e
espacos métricos.

Neste capitulo, estudaremos sequéncias de numeros reais e seus limites. O ponto
central sera entender o que significa uma sucessdo de numeros aproximar-se de um
valor fixo, quais propriedades essa aproximagio preserva e de que modo podemos
reconhecer convergéncia sem conhecer previamente o limite.

Além da definicdo de convergéncia, trataremos de subsequéncias, sequéncias monoto-
nas, sequéncias de Cauchy e critérios de convergéncia. Esses resultados formam uma
primeira ponte entre a completude dos niimeros reais e o comportamento assintotico
de processos infinitos.

2.1 Conceitos basicos

No Capitulo 1, ao discutir defini¢des recursivas, introduzimos uma sequéncia real
como uma func¢io
s:IN— R.

Retomamos agora essa noc¢éo sistematicamente. Escreveremos s, = s(n) e denotare-
mos a sequéncia por (s,) ou (s,)p=;. A ordem dos indices faz parte do objeto: duas
sequéncias podem ter o mesmo conjunto de valores e, ainda assim, serem diferentes.

l l l 4 n
Figura 2.1

A sequéncia (s,) associa a cada natural n um real s,,.

Neste capitulo

» Conceitos basicos (p. 50)

» Convergéncia e limite de
sequéncias (p. 52)

» Sequéncias limitadas (p. 55)

» Sequéncias crescentes e
decrescentes (p. 58)

» O ndameroe (p. 61)
» Limites infinitos (p. 62)

» Propriedades do limite de
sequéncias (p. 65)

» Teorema do confronto (p. 69)
» Subsequéncias (p. 71)

» Sequéncias de Cauchy (p. 73)
» Limite superior e limite
inferior (p. 76)

» Sequéncias e a topologia da
reta (p. 81)

Ideia central

Convergéncia é comportamento
de cauda. Monotonicidade,
subsequéncias, Cauchy, limsup
e liminf oferecem maneiras
complementares de enxerga-lo.
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Em diversas situacdes consideraremos fun¢des cujo dominio nio seja o conjunto dos
naturais, mas sim um subconjunto dos inteiros da forma {n € Z : n > k} para algum
k. Essas fun¢des também serdo ditas sequéncias e para essas sequéncias usaremos a
notacao (s,); indicando o ponto a partir do qual a sequéncia esta definida.

Como toda funcéo, uma sequéncia pode ser especificada por uma regra explicita, por
uma defini¢do por casos ou por uma regra recursiva.

2.1 Exemplo (Modos de especificar uma sequéncia). As sequéncias

(=" 0, npar,
an = 5 bn =
n 1, nimpar,

sdo dadas diretamente em funcédo do indice n. Ja a sequéncia (c,), definida por

€ = V2, Cn+1 = N 2n,

é dada recursivamente: cada termo é determinado a partir do termo anterior.

A ordem dos termos é parte essencial da sequéncia. Por exemplo, as sequéncias ((—1)")
e ((-1)*") tém a mesma imagem, o conjunto {—1, 1}, mas nao sio a mesma sequéncia.

Como uma sequéncia ¢ uma funcéo dos naturais nos reais, um ponto da funcéo é um
par ordenado (n,s,) comn € Nes, € R e desse modo uma sequéncia real pode ser
vista como um subconjunto do plano cartesiano R x R.

Sn

>N

0]

Figura 2.2
< Grafico da sequéncia (i)
n+1

Outra forma de representar uma sequéncia graficamente é marcar, sobre a reta real, as
imagens da sequéncia, rotuladas pelo termo correspondente.

. A . . n ,
Assim, a sequéncia do exemplo anterior, dada por a, = - também pode ser repre-
n
sentada graficamente como nas Figuras 2.2 e 2.3.

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.3 ) n
Grafico de (—)
n+1
—1)n
A sequéncia ¢, = 7 ilustra um comportamento oscilatério com amplitude decres-
n

cente. Para indices pares, seus pontos pertencem ao grafico de x — 1//x; para indices

Conceitos basicos
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impares, pertencem ao grafico de x — —1/+/x. Assim, o grafico dessa sequéncia pode
ser representado como na Figura 2.4.

Figura 2.4 —1)"
& Grafico de (ﬂ)

Jn

2.2 Convergéncia e limite de sequéncias

O conceito de limite ocupa posi¢do central na Analise. Comegaremos pelo caso mais
simples: o limite de sequéncias reais.

Historicamente, a ideia de limite apareceu de modo gradual. Ela esta presente, ainda
de forma intuitiva, em argumentos de Arquimedes e reaparece em diferentes momen-
tos da matematica anterior ao século XIX. A formulacdo precisa que usamos hoje,
associada sobretudo ao trabalho de Cauchy e posteriormente refinada na linguagem
e—N, transformou essa intui¢do em uma defini¢io matematica rigorosa.

an
****** L 77‘77‘.77;7,;,,;
L
Vizinhanca de L
Sequéncia: a, — L n

Figura 2.5 . .
Convergéncia de uma sequéncia.

2.2 Defini¢ao (Definicao de limite). Dada uma sequéncia (a,) : N — R,
dizemos que (a,) converge para o numero real L, denotando

lim a, =L ou a, — L,
n—oo

se, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que, para todon > N, vale |a, — L| < e.

A definicdo formal exprime a seguinte ideia: dado um erro arbitrario € > 0, existe um
indice a partir do qual todos os termos da sequéncia permanecem a distincia menor

Convergéncia e limite de sequéncias
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que ¢ do limite. Uma sequéncia que converge para algum valor é dita convergente, e,
caso contrario, é dita divergente.

2.3 Observacao (Formulacao por vizinhancas). A defini¢do anterior equivale a
afirmar que, para toda vizinhanca V' de L, todos os termos da sequéncia, com excecio
de um numero finito deles, pertencem a V. Basta aplicar a defini¢do a vizinhanca
bésica V.(L) contida em V.

Provaremos alguns limites elementares utilizando a defini¢éo.

1
2.4 Exemplo. lim — =0.

n—oo n

. L=0

L1
Sequéncia: - — 0
n

Figura 2.6 o 1
Convergéncia da sequéncia -.
n

Demonstragdo. Seja ¢ > 0. Pela propriedade Arquimediana, existe M € IN tal que
M> 1L Entdo, para todo n > M, temos
&

! 0‘_1<1<€
n n M '

Logo, lim 1o 0. O
n

—o00 N

A sequéncia constante b, = b satisfaz b, — b. De fato, dado ¢ > 0, para qualquer
escolha de M € N e todo n > M, temos |b, —b| = 0 < &.

2.5 Exemplo. Mostremos, pela definicéo, que

. 2n—1
lim =2
n—oo n+3

De fato,

|2n—1 _2‘_‘2n—1—2n—6 7
n+3 B n+3 T n+3
Dado ¢ > 0, escolha M € N tal que M > 7/¢. Entéo, para todo n > M,

‘Zn—l_‘_ 7T,
n+3 " n+3 " n ’

2n—1
Logo, — — 2.
n+3

Intuitivamente, a sequéncia i,, = (—1)" néo converge, pois oscila entre os valores 1 e
—1 e, portanto, nao se aproxima de um unico nimero real quando n cresce.
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2.6 Exemplo. A sequéncia i, = (—1)" ndo converge.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que a sequéncia convergisse para algum niimero

1o
real i. Tomando ¢ = 5> existiria M € N tal que, para todon > M,

iy — il <
i, —i <=
" 2
Se n > M for par, entdo i, = 1, e teriamos
1-il < !
—il < =,
2
. . . 1 , . ,
o que implica i > . Se n > M for impar, entdo i, = —1, e teriamos
|~ 1-i < -
—1-il< =,
2
. . 1 . , N
o que implica i < —5 Isso é impossivel. Logo, a sequéncia ndo converge. O

2.7 Proposicao. O limite de uma sequéncia, se existir, é unico.

Demonstragdo. Suponha que

lim a, = g e lim g, = a,.

n—oo n—oo

Seja ¢ > 0. Como a, — ay, existe Nj tal que, para todo n > Ny,

€
la, — a1 < 7 (2.1)

Como a,, — a,, existe N, tal que, para todo n > Nj,

£
la, — ay| < 7 (2.2)

Tomando N = max{Ny, N»}, as duas desigualdades valem para todo n > N. Logo, pela
desigualdade triangular,

la; — ag| = la; — a, + ap — ay| < lay — ay| + la, —ay| <e.

Como isso vale para todo ¢ > 0, segue que a; = aj. O

Ex. 2.1 — Prove a partir da defini¢do que lim z 1.
n

—oon+ 1 h

Ex. 2.2 —Sejal < j; < jp < - < j, < - uma sequéncia de nimeros naturais. Prove
(por indugao) que j, > n para todon > 1.

Ex. 2.3 — a) Mostre que se g, converge para a, entéo |a,| converge para |a| (use
que [|x] = [yl < [x = ).

b) E verdade que se |a,| converge, entdo a, converge? Prove ou forne¢a um
contraexemplo.

Convergéncia e limite de sequéncias
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Ex. 2.4 — Suponha que a, converge para a. Prove que para qualquer ¢ > 0, a, esta em
(a—¢,a+ ¢) para todos os n, exceto possivelmente para um ntimero finito.

Ex. 2.5 — Seja a, uma sequéncia de niimeros reais que converge para L. Defina b, =
an+k,- Mostre que b, também converge para L.

Ex. 2.6 — Seja a, uma sequéncia de nimeros reais, e L um numero real. Defina
b, = |a, — L|. Mostre que a, converge para L se, e somente se, b, converge para 0.

Ex. 2.7 — Considere uma sequéncia a, que assume valores nos naturais.
a) Dé um exemplo de tal sequéncia.

b) Mostre que a, converge se, e somente se, ela é estacionaria, ou seja, se, e
somente se, existe um natural N tal que, se n > N, entdo a, = ay.

Ex. 2.8 — Considere uma sequéncia de termo geral a, e suponha que lim,,_, ;. a, = a.

Prove que

. at+ay+..+a
lim #:a

n—+oo n

2.3 Sequéncias limitadas

A limitacdo de uma sequéncia descreve quando seus termos permanecem contidos em
uma regido finita da reta real. Como uma sequéncia (a,) é uma funcio de N em R,
essa propriedade corresponde a limitacdo do conjunto de seus valores,

{a, : ne N}

2.8 Definicao. Seja (a,) uma sequéncia real.

« Dizemos que (a,) é limitada superiormente se existe M € R tal que
a, < M para todon € IN.

« Dizemos que (a,) é limitada inferiormente se existe m € R tal que m < q,,
para todon € IN.

« Dizemos que (a,) é limitada se é limitada superiormente e inferiormente.
Equivalentemente, existe C > 0 tal que |a,| < C para todo n € IN.

« Uma sequéncia que nao é limitada é chamada ilimitada.
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an
‘ 2
1 R — -
-2
Figura 2.7 N
A sequéncia — ¢ limitada.
n+1
2.9 Exemplo. As sequéncias
1 1
W T e

ilustram trés comportamentos distintos de limitacdo. A primeira satisfaz 0 < a, < 1/2
para todo n > 1, logo ¢é limitada. A segunda satisfaz —1 < b, < 0, logo também
é limitada. Ja (c,) é limitada inferiormente, por exemplo por 0, mas nao é limitada
superiormente. Com efeito, se existisse M € R tal que n < M para todo n, teriamos
uma contradi¢do com a propriedade Arquimediana.

Um modo simples de mostrar que uma sequéncia é limitada é compara-la com outra que

ja conhecemos. O seguinte teorema nos fornece um modo de realizar essa comparacao.

2.10 Teorema. Sejam (a,), (b,) duas sequéncias satisfazendo a, < b, para todo
n > ny. Entdo:

« se a sequéncia g, é limitada inferiormente, a sequéncia b, também é limi-
tada inferiormente.

. se a sequéncia b, é limitada superiormente, a sequéncia a, também é
limitada superiormente.

2.11 Exemplo. A sequéncia
1
a, = (—l)n + ;

é limitada, mas nao é convergente. De fato, como |(=1)"| = 1e 0 < 1/n < 1, temos
la,| < 2 para todo n. Portanto, (a,) é limitada.

Por outro lado, as subsequéncias de indices pares e impares satisfazem

— —1.

1
Ay, =14+ — —1, o1 =—1+
2n on 2n—1 omn—1

Como uma sequéncia convergente tem todas as suas subsequéncias convergindo para
0 mesmo limite, concluimos que (a,) ndo converge.

2.12 Proposicdo. Se a sequéncia (a,) converge, entdo (a,) é limitada.

Sequéncias limitadas
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Demonstragdo. Suponha que g, — a. Pela defini¢do de limite, existe M € N tal que,

para todo

para todo

n > M, temos |a, — a| < 1. Pela desigualdade triangular,
la,| < la, —al + |a| <la + 1

n> M.

Resta considerar os termos ay, ..., ay;. Como esse conjunto é finito, existe

Tomando
limitada.

C = max{|ay|, ..., lap}.

D = max{C, |a| + 1}, obtemos |a,| < D para todo n € N. Logo, (a,) é
U

Consequentemente, toda sequéncia ilimitada é divergente. Esse critério é apenas

suficiente para divergéncia: uma sequéncia pode ser limitada e ainda assim divergir,

como ocorre com ((—1)").

Ex. 2.9 —

Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é limitada superiormente

e inferiormente. Prove suas afirmacoes:

a) an=n2+n
b) a, =n®>—7n
c) anznz—g
d) an:;l—i

e) =3

) a,,:(_n?n
g a, = 2"

h) n/n!

i) A sequéncia definida recursivamente por a; = V2 e a, = \[2a,_;.

Ex. 2.10 — Prove que as seguintes sequéncias divergem:

a) n— 10000

b) n?
c) n!

d) n?

-2

e) (—1)"n

Sequéncias limitadas
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f) ay =1a, =nla,_4

g) Jn (Dica: eleve ao quadrado)

Ex. 2.11 — Suponha que g, converge para L e ¢ limitado inferiormente por m. Mostre
que L > m.

2.4 Sequeéncias crescentes e decrescentes

Como no caso de fungdes reais, podemos classificar sequéncias de acordo com o
comportamento de seus termos quando o indice aumenta.

2.13 Definicao. Seja (a,) uma sequéncia real.

« Dizemos que (a,) é crescente se, para todos n,m € N com n < m, vale
ay < Qp,.

Dizemos que (a,) é nao-decrescente se, para todos n,m € N com n < m,
vale a, < a,.

Dizemos que (a,) é decrescente se, para todos n,m € N com n < m, vale
a, > ap,.

Dizemos que (a,) é nao-crescente se, para todos n,m € IN com n < m, vale
ay > Gy,

Em qualquer um desses casos, dizemos que a sequéncia é monétona!. Quando a
sequéncia é crescente ou decrescente, dizemos que ela é estritamente monoétona.

Para sequéncias, basta comparar termos consecutivos.

2.14 Observacao (Critério por termos consecutivos). Seja (a,) uma sequéncia
real. Entdo:

« (ay) é crescente se, e somente se, a, < a,, para todo n;
« é ndo-decrescente se, e somente se, a,, < a1 para todo n;
« é decrescente se, e somente se, a, > a,,1 para todo n;

« é ndo-crescente se, e somente se, a, > a,, para todo n.

> N

Figura 2.8

A n ,
A sequéncia P decrescente.
n

2

ITambém ¢é usual o termo monotonica.
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. n ,
2.15 Exemplo. A sequéncia a, = ——— ¢é decrescente.
n+1
Com efeito, para todo n > 1,

n S n+1
n2+1" (n+1)2+1

é equivalente a
m+ D@2 +1) <n((n+1)>%+1),

isto é,a 1 < n? + n. Como essa desigualdade vale para todo n > 1, segue que a, > a4
para todo n, e a sequéncia é decrescente.

2.16 Teorema (Convergéncia monotona). Toda sequéncia mondtona e li-
mitada converge.

Demonstragdo. Suponha primeiro que (a,) seja crescente e limitada. O conjunto
A={a, : ne N}

é limitado superiormente; portanto, pela completude de R, possui supremo. Denote
esse supremo por L. Como L é cota superior de A, temos a, < L para todo n.

Seja e > 0. Como L — ¢ ndo é cota superior de A, existe N € N tal que ay > L —e.

Como a sequéncia é crescente, para todo n > N vale
L—-e<ay<a, <L

Logo, |a, — L| < ¢ para todo n > N. Assim, a, — L.

Se (a,) é decrescente e limitada, aplica-se o0 mesmo argumento ao infimo do conjunto
{a, : ne N} O

2.17 Exemplo. A sequéncia

|-

2

=~

n
=),
k=1
é crescente e limitada; portanto, converge.

De fato, temos s,41 — s, = 1/(n+1)? > 0, logo (s,) é crescente. Além disso, para k > 2,

1 1

1
- -
R k(k—1) k-1

1
k.
Assim,
n n
1 1 1 1
Sn:1+kzzﬁgl+kzz(m—E>:2—ﬁ<2.

Logo, (s,) é crescente e limitada superiormente. Pelo Teorema da Convergéncia
Mondtona, (s,) converge.

Ex. 2.12 — Prove que se (a,) é decrescente e limitada entdo a, converge.

Sequéncias crescentes e decrescentes
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Ex. 2.13 — Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é crescente, decrescente
ou nenhuma dessas duas. Prove suas afirmacdes:

a) a,=n+7
b) a =n’+n
)=

¢) a,=n*—7n

_,2_n

d) a,=n 5
n!
e) =
1
f) an:ﬁ

(="

g) ay = 3
h) a, =2"

) _2n—6
V=3
. Jn
j) a, =

n+3

k) A sequéncia definida recursivamente por a; = v2 e a, = \/2a,_;

Ex. 2.14 — Suponha que g, seja uma sequéncia crescente, b, seja uma sequéncia
decrescente, e que a, < b, para todon > 1.

a) Mostre que a, e b, convergem.

b) Se, além das hipoteses anteriores, temos que b, — a,, converge para 0, prove que
ay e b, convergem para o mesmo limite.

Ex. 2.15 — Suponha que a, < b, para todos os naturais n. Suponha que a, e b,
convergem para a e b, respectivamente. E verdade que a < b? Prove ou forneca um
contraexemplo.

Sequéncias crescentes e decrescentes
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2.5 O numeroe

o - \*, .
2.18 Proposicao. A sequénciae, = (1 + —) ¢ estritamente crescente.
n

Demonstragdo. Paran > 2, comparemos dois termos consecutivos. Temos

o () ),

Portanto,

e, n—1 1 1
SR TR\ T
€n—1 n n n

Assim, e, > ¢, 1 para todo n > 2, e a sequéncia é estritamente crescente.

an

3
e

Figura 2.9 ) 1\ o o
Grafico de (1 + —) . Essa sequéncia é crescente e limitada por 3.
n

. x - I\t .
2.19 Proposicao. A sequénciae, = (1 + —) ¢ limitada superiormente.
n

Demonstragao. Pela formula binomial,

1\" S 1n(n—1)-(n—k+1)
<1+5) _1+1+kZ::ZE = .

Como

o< nn—1)(Mn-k+1) <1
nk

para 2 < k < n, obtemos

1\" 1 1 1
<1+—) S1+14—=+—++—.
n 2! 3! n!

O ntimero e
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Além disso, para k > 2, vale k! > ok=1, Logo,

1 1 1 11 1
1+1+—+—+-~-+—g1+(1+—+—+---+—)<3.
21 3 n! 2 4 2n—1

1\" Ny ;
Portanto, (1 + —) < 3 para todo n. Como a sequéncia é crescente e e; = 2, também
n
temos 2 < e, < 3. Assim, (e,) é limitada. |

- ", o

Como a sequéncia (1 + —) ¢ crescente e limitada, ela converge pelo Teorema 2.16.
n

Seu limite é chamado niimero de Euler, ou simplesmente e:

1 n
e = lim (1 + —> .
n—oo n
Pelas estimativas anteriores, temos 2 < e < 3. Com um pouco mais de trabalho,
pode-se mostrar que e = 2,71828183 e que e ¢ irracional.

De posse do numero e, definimos a funcio exponencial de base e, que chamaremos
simplesmente de funcao exponencial. Das desigualdades 2 < e < 3, segue que, para
x > 0, vale 2¥ < e* < 3%, enquanto, para x < 0, vale 3* < ¢* < 2*.

A funcdo logaritmo de base e é chamada logaritmo natural, ou simplesmente loga-
ritmo. Trata-se da funcéo In : (0, +c0) — R definida por

Inx=yee =x

Ex. 2.16 — .
x n
a) Mostre que ¥ > (1 + —) paran > 1.
n
b) Mostre que e* > 1+ x.

_ 1
c) Usandoquee* > 1+ xequee x21—x,mostreque1+x§e"§1—.
—X

2.6 Limites infinitos

Algumas sequéncias, embora nao convirjam em R, tém comportamento assintdtico bem
definido: seus termos tornam-se maiores do que qualquer nimero real previamente
fixado, ou menores do que qualquer numero real previamente fixado. Para descrever
esses casos, usamos as notacdes

a, — 400 e a, — —oo.

2.20 Definicao (Limites infinitos). Seja (a,) uma sequéncia real.
« Dizemos que g, — 400, ou que lim a, = +oo, se, para todo C € R, existe
n—oo
M € N tal que a, > C sempre que n > M.
+ Dizemos que g, — —oo, ou que lim a, = —oo, se, para todo C € R, existe
n—oo

M € N tal que g, < C sempre que n > M.

Limites infinitos
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O simbolo oo ndo representa um nimero real. Ele indica apenas um tipo de compor-
A . . ~ oo ~ A . .
tamento da sequéncia. Assim, expressdes como oo — co ou — ndo tém significado
[
algébrico por si mesmas.

2.21 Exemplo. Temos lim n = 4oc0. De fato, dado C € R, pela propriedade Arqui-
n—oo
mediana existe M € N tal que M > C. Se n > M, entdo n > C. Portanto, n — +oo.

De modo analogo, —n — —oo.

2.22 Teorema (Comparacao para limites infinitos). Sejam (a,) e (b,) se-
quéncias reais tais que a, < b, para todo n suficientemente grande.

1. Se a, — +o0, entdo b, — +oo.

2. Se b, — —oo, entdo a, — —oo.

Demonstragdo. Provaremos apenas a primeira afirmacdo. Seja C € R. Como a,, — +oo,
existe M; € N tal que a, > C para todo n > M;. Além disso, existe M, € IN tal que
a, < b, para todo n > M,. Assim, para n > max{M;, M,}, temos b, > a, > C. Logo,
b, — +oo. A segunda afirmacio é analoga. ]

2.23 Corolario. Por comparagao comn e —n, obtemos:
1. n* - +oo;
2. n! = 4o0;
3. 2" > +oo;

4. se k € N*, entdo n*

— +o00;
5. se k € IN* é impar, entdo (=n)k > —oo;
6. se k € N* é par, entdo (—n)k — +o00;

7. " —> +oo.

2.24 Proposicao. Se (a,) é ndo-decrescente e nio é limitada superiormente,
entdo g, — +oo.

Demonstragdo. Seja C € R. Como (a,) ndo é limitada superiormente, existe N € N tal
que ay > C. Como a sequéncia é ndo-decrescente, para todon > N temos a, > ay > C.

Portanto, a, — +oo. O

De modo analogo, se (a,) é ndo-crescente e néo é limitada inferiormente, entio a, —

—00,

Limites infinitos
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2.25 Exemplo. Temos lim Inn = +oo.
n—oo

A sequéncia (Inn) é crescente. Se fosse limitada superiormente, existiria C € R tal que
Inn < C para todo n. Aplicando a exponencial, obteriamos n = " < ¢C para todo n, o
que contradiz a propriedade Arquimediana. Logo, (Inn) ndo é limitada superiormente.
Como é crescente, segue que Inn — oo,

2.26 Proposicao. Seja (a,) uma sequéncia real.

~ 1
1. Se a, > 0 para todo n, entdo a, — + se, e somente se, — — 0.

~ 1
2. Se a, <0 para todo n, entdo a, - —o se, e somente se, — — 0.

Demonstragdo. Provaremos apenas a primeira afirmacdo. Suponha primeiro que a, —
. 1
+00. Dado ¢ > 0, existe N € N tal que a, > - para todon > N. Como a, > 0, segue
£
que
1
0<—<e

ap

1
para todo n > N. Portanto, — — 0.

n

. 1 1 .
Reciprocamente, suponha que — — 0. Dado K > 0, tomando ¢ = e existe N € N tal
aVl
que

0< ! < !

a, K
para todon > N. Logo, a, > K para todo n > N, e portanto a, — +c0. A segunda
afirmacio é analoga. O

2.27 Exemplo. Mostremos que

lim nl/" = 1.

n—>o0o0

1/n

Como n'/" > 1, podemos escrever n'/" = 1+a,, coma, > 0. Entdon = (1+4,)". Para

n > 2, pela féormula binomial,

n -1
n=>0+a,)" > (2)515 = %aﬁ.

Assim,
2
n—1°

0<a, <
Pelo Teorema do Confronto, g, — 0. Portanto,
n/m=1+a, > 1.

Ex. 2.17 — Dé um exemplo de uma sequéncia nio limitada que ndo diverge para +oo
nem para —oo.

Ex. 2.18 —

a) Dé um exemplo de uma sequéncia convergente (s,) de numeros positivos tal

que limy, ,oo(Spp1/52) = 1.

Limites infinitos
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b) Dé um exemplo de uma sequéncia divergente (f,) de nimeros positivos tal que
lim,, 0o (tye1/t,) = 1.

2.7 Propriedades do limite de sequéncias

Nesta secdo reunimos as propriedades algébricas basicas dos limites. Elas serdo usadas
continuamente no calculo de limites.

2.28 Teorema (Propriedades algébricas do limite). Sejac € R, e sejam
(a,) e (b,) sequéncias convergentes, com

lima,=A e lim b, = B.
n—oo n—oo
Entdo:
L1. lim(ca,) = cA.
n—oo
L2. lim(a,+b,) = A+B. (Limite da soma)
n—oo
L3. lim (a,b,) = AB. (Limite do produto)
n—oo
Ao G A o .
L4. Se B # 0, entdo lim — = —. (Limite do quociente)
n—»co bn B
L5. lim |a,| = |A]. (Limite do médulo)
n—oo
L6. Se k é impar, entdo lim kfa, = KA. (Limite da raiz)
n—oo

L7. Se k é par e a, > 0 para todo n, entio lim {/a, = {/A.  (Limite da raiz)

n—0oo

Demonstragdo. Provaremos os itens principais.

Para o produto por constante, se ¢ = 0, a afirmacéo é imediata. Se ¢ # 0, dado € > 0,
existe N tal que |a, — A| < ¢/|c| para todo n > N. Logo,

lca, — cA| = Ic|la, — A| < e.

Para a soma, dado ¢ > 0, existem Nj, N, tais que
£ £
|an—A|<§ e |bn—B|<§

sempre que n > N; e n > N, respectivamente. Se N = max{N;, N,}, entdo, para
n>N,
|(a, +b,) —(A+B)| < la, — Al +|b, — B| < e.

Para o produto, usamos que toda sequéncia convergente é limitada. Assim, existe
C > 0 tal que |b,| < C para todo n. Dado ¢ > 0, escolhemos N; tal que
€

—A
|a, |<2C

Propriedades do limite de sequéncias
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paran > Nj. Se A # 0, escolhemos N, tal que

&

— B _

paran > N,. Entéo, para n > max{Nj, Ny},
la,b, — AB| = |a,b, — Ab, + Ab, — AB| < |b,||a, — Al + |A] |b, — B| < «.

Se A =0, o segundo termo desaparece e basta escolher N; de modo que Cla,| < ¢ para
n> Nl'

Para o quociente, basta provar que 1/b, — 1/B. Como B # 0 e b, — B, existe Nj tal
que |b, — B| < |B|/2 paran > Nj. Entdo |b,| > |B|/2 paran > N;. Além disso, existe N,
tal que

BZ
|bn_B|<%

paran > N,. Assim, para n > max{N;, N},

1 1‘_|B—bn| e|Bl?/2

— === =e.
bo Bl [B|lbal " |BI(IBI/2)

O resultado para ;ﬁ segue do item do produto.
n

O item do moddulo decorre de

lla,| — 1Al < la, — Al.

Para as raizes pares, usamos a seguinte estimativa: se x, y > 0, entdo
1k _ /K
17k — y VK" < e = .

Aplicando-a a x = a, e y = A, obtemos W - VZ Para raizes impares, o caso A = 0
segue do item do mddulo e da estimativa anterior aplicada a |a,|. Se A # 0, entdo, para
n suficientemente grande, a,, tem o mesmo sinal de A, e o argumento reduz-se ao caso
nao negativo, com o sinal adequado. ]

2.29 Exemplo. Temos

. n+1
li =1.
n—oo n
De fato,
n+1 1

. . .1 .
e ja sabemos que lim 1 = 1 e lim - = 0. Pela propriedade da soma, segue que
n—oo n—oo n
. 1
lim =2 = 1.
n—oo N

2.30 Exemplo. Para todo k € IN¥,

. 1
lim - = 0.
n—oo n

O caso k = 1 ja foi demonstrado. Se o resultado vale para k — 1, entdo, pela propriedade

do produto,

lim — = 1im (L. ——)=0.0=0
m — HII(—'nk—_l)— . = V.

n—oo nk n—oo \n

O resultado segue por indugao.

Propriedades do limite de sequéncias
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2.31 Exemplo. Calculemos
2n? +1
n—co n+3°

Dividindo numerador e denominador por n®, obtemos
5y L
2n® +1 _ + n?

2 - 3"
n“+3 14+ =
n2

Como niZ — 0, pelas propriedades algébricas do limite,

2n2+1 240
im = — =2.
n—oo n+3 1+0

2.32 Exemplo. Temos

Paran > 2,

1\* 1 1
(1——) - —=e .
n e

Ex. 2.19 — Para s, a sequéncia de termo geral dado abaixo, determine a convergéncia
ou divergéncia da sequéncia (s,). Calcule, caso exista, lim,,_, | o Sp-

1 \n1 1
Como (1 + —1> —>ee (1 + —1> — 1, segue que
n—

n*+3n+1
5n4+2

a) s, =
b) s, =vn+1—4n
c) sn:<1+%)n

d) s, = fn Lax

1 x

n 1 ,
e) s, = f —dx, onde « é um real dado
n 1 xa

f) s, = fon e Xdx(s > 0)

g) 5, = 3—2n
14+n
W=
-
D) os= ;;,
0 o=

Propriedades do limite de sequéncias
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3+n—n?
1) Sn = 1+2n
1-n
m) s, = >
3”
1’1) Sn = n3+5
n!
0) s, = -
n!
p) s = -
n
Q) s = o
n2
1) s, =—

Ex. 2.20 — Prove por indugéo que se lim a, = a entdo
n—o0
lim (an)k =d,
n—oo

para todo k € IN.

Ex. 2.21 — Usando o exercicio anterior, mostre que dados p,q € N, se lim g, = a
n—oo
entdo
2 »

lim (an); =aqu.
n—oo

Ex. 2.22 — (Dificil) Mostre que dado « € R, se lim g, = a entéo

n—oo

lim (a,)* = a“.
n—oo0

Ex. 2.23 — Para cada um dos itens a seguir, prove ou forne¢a um contraexemplo.
a) Se (s,) e (t,) sdo sequéncias divergentes, entdo (s, + t,) diverge.
b) Se (s,) e (t,) sdo sequéncias divergentes, entdo (s,t,) diverge.
c) Se (sy) e (s, +1,) sdo sequéncias convergentes, entdo (#,) converge.

d) Se (s,) e (s;t,) sdo sequéncias convergentes, entdo (f,) converge.

Ex. 2.24 — Seja a sequéncia g, definida recursivamente, estabelecendo a; = 2 e
2a, — 1

any1 =
ap

a) Mostre que, para todon > 1, se g, > 1, entdo a,,; > 1.

b) Use o item anterior para mostrar que a sequéncia a,, esta bem definida e que a,
¢ limitada inferiormente por 1.
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Ex.

¢) Mostre que a, é decrescente.
d) Mostre que a, converge para algum limite L > 1.

e) Mostre que
2a, — 1 2L -1
converge para .

an

f) Determine o valor de L

2.25 — Prove:

a) Selim, ,o s, = +o0 e k > 0, entdo lim,,_,q ks, = +oo.
b) Selim, ,o s, = 40 e k <0, entdo lim,,_, ks, = —co.
¢) lim,_ s, = +o0 se, e somente se, lim,,_,,,(—s,) = —.

d) Selim,_,o s, = +o0 e se (f,,) é uma sequéncia limitada, entdo lim, (s, +1,) =
+o00.

e) Se (s,) converge para L > 0 e lim,,_, o t, = +o0, entdo lim, . (s,t,;) = +oo.

2.8 Teorema do confronto

O Teorema do Confronto é uma das ferramentas mais tteis para calcular limites. Ele

afirma que, se uma sequéncia fica presa entre duas sequéncias que convergem para o

mesmo limite, entdo ela também converge para esse limite.

2.33 Teorema (Teorema do confronto). Sejam (ay), (b,) e (¢,) sequéncias
reais tais que
a, <b, <g¢,

para todo n > ny. Se
lim g, = lim ¢, = L,

n—o0 n—o0

entdo (b,) converge e lim b, = L.
n—o0

Demonstragdo. Seja ¢ > 0. Como a, — L, existe M; tal que, para todo n > Mj,

L—-e<a,<L+e.

Como ¢, — L, existe M, tal que, para todo n > M,,

L—-e<c, <L+e.

Tome M = max{M;, My, ny}. Se n > M, entio

L-e<a,<b,<c,<L+e

Teorema do confronto
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Logo, |b, — L| < ¢ para todo n > M. Portanto, b, — L. O

2.34 Exemplo. Se|r| < 1, entdo lim r* = 0.
n—o00

L < 1 1
Primeiro suponha 0 < r < 1. Entdo - > 1, e podemos escrever - = 1+ «, com « > 0.
r
Pela desigualdade de Bernoulli,

(1+a)* > 1+na.
Assim,

. 1 1 1
o<r= < < —.
1+a)" = 1+na  na

1 ,
Como — — 0, o Teorema do Confronto da r* — 0.
no

Se —1<r<0,entdo [r] € (0,1) e
<<

Como |r|* — 0, novamente pelo Teorema do Confronto obtemos r* — 0. O casor =0
é imediato.

2.35 Exemplo.
. senn
lim

n—oo N

Como —1 < senx < 1 para todo x € R, temos, paran > 1,

senn

< <

S
S

n

senn
Como os extremos convergem para 0, segue pelo Teorema do Confronto que — — 0.
n

2.36 Exemplo. Se (a,) é limitada e b, — 0, entdo a,b, — 0.

Como (a,) é limitada, existe C > 0 tal que |a,| < C para todo n. Logo,
—Clby| < ayby, < Clby|.

Como |b,| = 0, temos C|b,| = 0 e —C|b,| = 0. Pelo Teorema do Confronto, a,b, — 0.

2.37 Proposicao (Preservacio de desigualdades). Sejam (a,) e (b,) sequén-
cias reais convergentes, com a, - Le b, - M. Se a, < b, para todon € N,
entdo L < M.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢io, que L > M. Tome ¢ = (L—M)/2 > 0. Como
a, — L, existe Nj tal que, para todo n > Nj,
L+M

> ——.

Como b, — M, existe N, tal que, para todo n > Nj,

L+M
b, < T

Para n > max{N;, N,}, obtemos a, > b,, contradizendo a hipétese a, < b,. Portanto,
L<M. O

Teorema do confronto
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2.9 Subsequéncias

2.38 Definicao. Seja (sn):f:l uma sequéncia e (nk)zo:1 uma sequéncia de nu-
meros naturais tal que ny < ny < nz < --. A sequéncia (s,,k):’_1 ¢é chamada de

subsequéncia de (sn)zozl.

akz
Ak, .

ak3

q

Figura 2.10 ) ) ) )
Sequéncia real (a,). Uma subsequéncia (a ) é selecionada pelos

pontos vermelhos.
2.39 Exemplo. Considere a, = (—1)". Escolhendo n; = 2k, obtemos a subsequéncia
Ay, = ag = 1,
isto ¢, (agr) = (1,1, 1,...). Escolhendo my. = 2k — 1, obtemos
Ay = Agk—1 = —1,

isto é, (agg_1) = (—1,—1,—1,...). Assim, a mesma sequéncia possui uma subsequéncia
constante igual a 1 e outra constante igual a —1.

Além disso, toda cauda de uma sequéncia é uma subsequéncia: para N fixo, a sequéncia
(an+i ) € obtida pela escolha estritamente crescente n = N + k.

2.40 Teorema. Se uma sequéncia (s,) converge para s € R, entdo toda subse-
quéncia de (s,) também converge para s.

Demonstragdo. Seja (s, ) uma subsequéncia de (s,). Dado ¢ > 0, existe N € N tal que
s, — s| < & sempre que n > N. Como ny > k, temos ny > N para todo k > N. Logo,

Isn, — sl < e
para todo k > N. Portanto, S = S O

2.41 Exemplo. O Teorema 2.40 também pode ser 1til para mostrar que uma sequén-
cia é divergente. Se a sequéncia s, = (—1)" fosse convergente para algum nimero s,
entdo todas as subsequéncias também convergiriam para s. No entanto, as subsequén-
cias (sy,) € (sp,_1) convergem para valores diferentes, +1 e -1, respectivamente, o que
mostra que (s,) ndo é convergente.

Subsequéncias
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2.42 Teorema (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada possui uma
subsequéncia convergente.

Demonstragdo. Seja (s,) uma sequéncia limitada. Escolha um intervalo fechado [, =
[ag, by] que contenha todos os seus termos. Dividimos I, em duas metades. Pelo menos
uma delas contém s, para infinitos indices n; escolhemos uma dessas metades e a
chamamos .

Repetindo o procedimento, construimos intervalos fechados
I()Dll 3123"', Ijz[a-,bj],
tais que cada [; contém termos da sequéncia para infinitos indices e

by — ay

bj—ajz o)

Como cada i contém infinitos termos, podemos escolher indutivamente indices

ny <ng <ng<-- com Sp, € 1.

Os extremos esquerdos satisfazem ay < a; < a; < -+, enquanto os extremos direitos
satisfazem by > b; > b, > . Ambas as sequéncias sdo limitadas; portanto, pelo
Teorema da Convergéncia Monoétona, existem «, f € R tais que

aj > a, b —> B.
Como b; — a; — 0, segue que & = 8. Denotemos esse valor comum por L. Para todo j,
aj S Snj S b]

O Teorema do Confronto fornece entdo sp, = L. Logo (sp) possui uma subsequéncia
convergente. ]

Ex. 2.26 — Dado s; uma sequéncia convergente e f; = s, com n; = k + ny uma subse-
quéncia (estamos removendo os 1 primeiros termos da sequéncia original, mantendo
a ordem dos subsequentes). Entao # converge e o limite é o mesmo da sequéncia s.

Ex. 2.27 — Se (n;) é uma sequéncia crescente de numeros naturais entéo (ny) é ilimi-
tada.

A . oo ~ s 1 . . ~
Ex. 2.28 — Mostre que, se uma sequéncia (an)n=1 nao é limitada superiormente, entdo

. A . oo . . .
existe uma subsequéncia (akn)n:1 tal que lim,,_, @ = °0. Um resultado similar vale
se a sequéncia nao for limitada inferiormente, mas —co substitui co.

Ex. 2.29 — Prove que toda sequéncia possui uma subsequéncia mondtona. Use isso
para fornecer outra demonstracdo do Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Dica: Considere o conjunto de todos os inteiros n com a propriedade de que a,, < a,
para todo m > n e reflita sobre as consequéncias de este conjunto ser finito ou infinito.

Subsequéncias
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A . A . 00 . .
Ex. 2.30 — Suponha que toda subsequéncia da sequéncia (a,),_, tem um limite, mas
. A . . A . (S .
sem assumir que todos tém o mesmo limite. Prove que a sequéncia (a,),_, possui um
limite.

Ex. 2.31 — Seja (an);o:1 uma sequéncia de nimeros reais e suponha que o conjunto
de valores A = {a, : n=1,2,..} que aparece na sequéncia possui um ponto de acu-
mulacdo L. Mostre que existe uma subsequéncia (akn):o_l, com termos distintos, que
converge para L. N

2.10 Sequéncias de Cauchy

Quando conhecemos o limite de uma sequéncia, podemos comparar cada termo com
esse numero. Uma sequéncia de Cauchy formula uma ideia mais interna: para indices
grandes, os proprios termos ficam arbitrariamente proximos entre si. Essa formulagao
é especialmente importante porque nio exige que o limite seja conhecido de antemao.

2.43 Definicao (Sequéncias de Cauchy). Uma sequéncia (s,) de nimeros reais
é chamada de sequéncia de Cauchy se, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que

Iy — sl < &

sempre que m,n > N.

2.44 Proposicao. Toda sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Suponha que s, — s. Dado ¢ > 0, escolha N tal que s — s| < £/2 para
todo k > N. Se m,n > N, entdo
€

225.

£
|Sn_5m|S|3n_s|+|5_sm|<5+

2.45 Proposicao. Toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada.

Demonstragdo. Escolha N tal que [s, — s,,] < 1 para m,n > N. Tomando m = N,

obtemos, paran > N,
Isnl < lsnl + 1.

Os termos anteriores formam um conjunto finito. Logo, o nimero

N-1
C=lonl+1+ Y lsil
k=1

satisfaz |s,| < C para todo n, inclusive quando N = 1, pois nesse caso a soma vazia
vale zero. ]

Sequéncias de Cauchy
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2.46 Teorema (Critério de Convergéncia de Cauchy). Uma sequéncia de
numeros reais converge se, e somente se, ¢ de Cauchy.

Demonstragdo. Ja provamos uma das implicacdes. Suponha agora que (s,) seja de
Cauchy. Pela Proposicédo 2.45, ela é limitada. O Teorema de Bolzano—Weierstrass
fornece uma subsequéncia (s, ) e um niimero L € R tais que s, — L.

Dado ¢ > 0, escolha N de modo que
£
|sn—sm|<5 (m,n>N).

Escolha depois k suficientemente grande para que ng > N e [s, — L| < ¢/2. Para todo
n>N,
Isp — LI < [sp = sp | + I8y, — LI <&

Portanto, s, — L. OJ

2.47 Exemplo. A sequéncia das somas parciais harmonicas

n
H,=Y
k=1

A=

nao é de Cauchy. De fato,

1 1
>n— = —-.
2n 2

=

2n
Hy, — Hy = Z
k=n+1

Assim, arbitrariamente longe na sequéncia existem dois termos separados por uma
distancia pelo menos 1/2.

2.10.1 Sequéncias de Cauchy e completude

Em R, ser de Cauchy e ser convergente sdo propriedades equivalentes. Essa equivalén-
cia é outra forma de enxergar a completude: nio existem “aproximacdes coerentes”
que procurem um limite fora do espaco.

2.48 Proposicio (Bolzano-Weierstrass em corpos ordenados completos).
Se K é um corpo ordenado completo, toda sequéncia limitada em K possui uma
subsequéncia convergente.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.46, K é arquimediano. A demonstracio do Teorema 2.42
aplica-se sem alteracdo essencial: bissectamos um intervalo que contém a sequéncia,
escolhemos em cada etapa uma metade que contém infinitos termos e obtemos inter-
valos encaixantes de comprimentos (by — ay)/2/. A propriedade arquimediana garante
que esses comprimentos tendem a zero; a completude fornece os limites dos extremos.
O Teorema do Confronto conclui a convergéncia da subsequéncia escolhida. 0
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2.49 Teorema. Se K é um corpo ordenado completo, entdo K é arquimediano e
toda sequéncia de Cauchy em K converge. Reciprocamente, se K é arquimediano
e toda sequéncia de Cauchy em K converge, entdo K é completo.

Demonstragdo. Suponha primeiro que K seja completo. O argumento do Teorema 1.46,
aplicado em K, mostra que ele é arquimediano. Pela Proposi¢ao 2.48, toda sequéncia
limitada em K possui uma subsequéncia convergente. Como toda sequéncia de Cauchy
¢ limitada, ela possui uma subsequéncia convergente; o mesmo argumento do Teorema
2.46 forca entdo a sequéncia inteira a convergir para o mesmo limite.

Reciprocamente, suponha que K seja arquimediano e que toda sequéncia de Cauchy
em K convirja. Seja S C K néo vazio e limitado superiormente. Escolha gy € S e uma
cota superior by de S. Construiremos intervalos [a,, b,] tais que

a, €S, b, é cota superior de S, [@ps1,b011] C [ay, by,

by — ay
b, —a, < TR

Suponha [a,, b,] construido e ponha m, = (a, + b,)/2. Se m, é cota superior de S,
definimos

nt1 = Gy, bpr1 = my.
Se m,, ndo ¢é cota superior, existe s,,1 € S com
Sn+1 > my.

Como b, é cota superior, também s, ; < b,. Nesse caso, definimos

An+1 = Sp+1s b1 = by.

Em ambos os casos, o novo intervalo esta contido no anterior e seu comprimento é no
maximo metade do comprimento precedente.

Como K é arquimediano, (by—ay)/2" — 0. Se m > n, entdo a,,, a, € [ay,b,], e portanto

bo —ay
|am_anlgbn_an£2—n-

Logo (a,) é de Cauchy e, por hipétese, converge para algum s € K. Como 0 < b,—a, —
0, também b,, — s.

Cada b, é cota superior de S. Portanto, para x € S, temos x < b, para todo n, e passando
ao limite obtemos x <'s. Assim, s é cota superior de S.

Set < s, entdo, como a, — s, vale a, > t para todo n suficientemente grande. Mas
a, € S; logo t ndo é cota superior de S. Portanto s é a menor cota superior de S, isto é,
s = supS. Assim, K é completo. ]

Ex. 2.32 — Dizemos que uma sequéncia (s,) é contrativa se existe 0 < g < 1 tal que
8912 = Snt1l < qlsp1 — sal

para todo n. Prove que toda sequéncia contrativa é de Cauchy e, portanto, converge.

Sequéncias de Cauchy e completude
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Ex. 2.33 — Construa uma sequéncia de niimeros racionais que seja de Cauchy e que
nao convirja em Q. Explique por que esse exemplo antecipa a construcdo dos reais do
proximo capitulo.

* Ex. 2.34 — Prove que, para corpos ordenados arquimedianos, a propriedade dos
intervalos fechados encaixantes é equivalente a completude.

** Ex. 2.35 — Mostre que a hipdtese arquimediana no Teorema 2.49 ndo pode simples-
mente ser omitida. Investigue o corpo ordenado das séries formais de Laurent R((x)),
com a ordem determinada pelo primeiro coeficiente nao nulo.

2.11 Limite superior e limite inferior

A definicdo de limite superior e limite inferior costuma parecer mais dificil do que a
ideia que ela formaliza. O ponto essencial é ndo comegar pela formula. Comegamos
pelas caudas da sequéncia.

Para uma sequéncia real arbitraria (a,), considere, para cada n,
T, ={ar : k >n}

A cauda T, contém tudo o que a sequéncia ainda pode fazer depois do indice n. Quando
passamos de T,, para T,,, {, retiramos apenas um termo; por isso

T,2T,2T32 .

Adotamos as convencgdes

Limite superior e limite inferior

supT, = +oo  se T, ndo é limitado superiormente, infT, = —oco  se T, ndo é limitado inferiormente.

Definimos entdo duas sequéncias auxiliares com valores estendidos:

M, = supT, = sup g, my, = infT, = inf q;.
k>n k>n

Pense em M, como um teto para a cauda e em m, como um piso. Sempre vale

my, < ap <M, para todo k > n.

Como as caudas diminuem,
My < My, Mpi1 2 My

Assim, (M,) é ndo-crescente e (m,) é ndo-decrescente em [—co, +o0]. Seus limites
estendidos sempre existem. E desses dois limites que surgem lim sup e lim inf.
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2.50 Definicao (Limite superior e limite inferior). Seja (a,) uma sequéncia
real arbitraria. Definimos, em [—o0, +o0],

limsupa, := lim M, = inf supa,
=69 n—oo nelN k>n
e
liminfa, := lim m, = sup inf q.
n—oo n—oo nelN k>n

Em particular, limsupa, = +oo significa que os tetos das caudas tendem a +oo, e
lim inf @,, = —oo significa que os pisos tendem a —co. Essas convengdes permitem aplicar
literalmente os critérios posteriores de séries mesmo quando os limites envolvidos séo
infinitos.

H4 duas observagdes que evitam confusdes comuns. Primeiro, lim sup a, néo é, em
geral, o supremo de todos os termos da sequéncia. Ele descreve o comportamento
superior da cauda, portanto ignora qualquer niimero finito de termos iniciais. Por
exemplo, se

1
a; = 1000, a, = - (n>2),

entdo sup a, = 1000, mas
limsup a, = liminfa, = 0.

Segundo, o supremo ou o infimo de uma cauda néo precisa ser atingido por nenhum
termo. E por isso que trabalhamos com sup e inf, e ndo com maximo e minimo.

Para calcular lim sup e lim inf diretamente da defini¢éo, o roteiro é sempre o mesmo:

1. fixe n e olhe apenas para a cauda T,;;
2. determine ou estime seu teto M,, e seu piso my,;

3. facan — oo,

A sequéncia original pode oscilar para sempre. O que sempre converge sdo os dois
envelopes: o teto das caudas desce, e o piso das caudas sobe.

2.51 Exemplo (Uma sequéncia que converge). Considere @, = 1/n. Como a
sequéncia é decrescente,

1
My ==,

Por outro lado, a cauda T,, contém nimeros positivos arbitrariamente proximos de
Zero, € por isso
my, = 0.

Observe que o infimo 0 néo precisa ser um termo da sequéncia. Temos
limsup g, = liminfa, = 0.
2.52 Exemplo (Uma sequéncia que oscila). Considere
n 1
a, =DM 14+ =),
n

Os termos pares sdo positivos e decrescem para 1; os termos impares sdo negativos e
crescem para —1. Se j > 1, entdo

1
Mpjq = My; =1+ 2

Limite superior e limite inferior
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enquanto
mzj_lz_l_Zj%l’ mzj:_1_2ji-1
Logo
limsupa, =1, lirrlr_l)icilfan =-1

n—oo

Aqui fica visivel o papel das duas envoltorias: o teto segue os picos positivos e o piso
segue os vales negativos.

2.53 Proposicao (Caracterizacao por ¢). Seja (a,) limitada e seja L € R.
Entdo L = lim sup a, se, e somente se, para todo ¢ > 0:

1. eventualmente, a, < L + ¢;

2. existem infinitos indices n para os quais a, > L —e¢.
Analogamente, L = liminfa, se, e somente se, para todo ¢ > 0:

1. eventualmente, a, > L —¢;

2. existem infinitos indices n para os quais a, < L + e.

Demonstragdo. Provaremos apenas a afirmacdo sobre o limite superior. Escreva M,, =

Sup;.,, k-

Se M,, = L, entdo, dado ¢ > 0, para n grande temos M,, < L + ¢. Como a, < M, segue
a primeira condi¢do. Se a segunda falhasse, entéo, a partir de algum indice N, teriamos
a, < L — . Isso implicaria My < L — ¢, impossivel porque (M,,) é ndo-crescente e
converge para L, logo My > L.

Reciprocamente, suponha as duas condigdes. A primeira fornece N tal que, paran > N,
toda a cauda esta abaixo de L + ¢; portanto M, < L + ¢. A segunda garante que toda
cauda contém algum termo maior que L — ¢, e entdo M, > L — ¢ para todo n. Assim,
paran > N,

L—-e<M,<L+eg,

e portanto M,, — L. ]

Essa proposicdo fornece uma leitura pratica do simbolo lim sup: depois de algum
ponto, a sequéncia ndo ultrapassa significativamente L, mas continua voltando ar-
bitrariamente perto de L por baixo. O limite inferior descreve o comportamento
simétrico.

2.54 Teorema (Limite superior e subsequéncias). Seja (a,) uma sequéncia
real limitada. Entéo

1. lim sup a, é o maior limite de uma subsequéncia convergente de (a,);

2. liminfa, é o menor limite de uma subsequéncia convergente de (ay,).

Limite superior e limite inferior
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Demonstragdo. Provaremos a primeira afirmacdo. Ponha L = limsupa, e M, =
supy.,, - Construiremos uma subsequéncia que converge para L.

Escolha Nj tal que [My, — L| < 1. Pela propriedade do supremo, existe n; > N; com
ap, > 1\/11\]1 - 1.

Depois de escolhido nj, escolha Nj,; > n; tdo grande que

1
_L|<_

M 5
My, j+1

j+1

e escolhan;,; > Nj4 tal que

1
gy > MN — T

Temos, portanto,

2 1
L—;<(Zn]_SMN]_<L+}

para j suficientemente grande. Logo an, = L.

Agora seja a, — qualquer subsequéncia convergente. Fixado N, para j suficiente-
mente grande temos k; > N, e entdo

akj < My
Passando ao limite, £ < My. Como isso vale para todo N,
£ <infMy = L.
N N

Portanto, nenhum limite subsequencial é maior que L, e L é de fato o maior deles. A
prova para o limite inferior é analoga. ]

2.55 Teorema (Critério de convergéncia por limsup e liminf). Seja (a,)
uma sequéncia real limitada. Entéo (a,) converge se, e somente se,

liminfa, = lim sup a,,.
n—oo n—o0

Nesse caso, o valor comum é lim a,,.

Demonstragdo. Se os dois limites sdo iguais a L, entdo
my, < ap < My,

comm, — Le M, - L. O Teorema do Confronto d4 a, — L.

Reciprocamente, suponha a, — L. Dado ¢ > 0, existe N tal que
L-e<aq<L+e¢ (k> N).

Logo, paran > N,
L-e<m, <M, <L+e

Passando ao limite e usando a arbitrariedade de ¢, obtemos liminfa, = limsupa, =
L. O

Limite superior e limite inferior
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2.56 Definicao (Oscilacao de uma sequéncia). Para uma sequéncia limitada
(a,), definimos sua oscilagdo por

w(ay,) = lim sup a, — liminf a,,.

O teorema anterior diz exatamente que uma sequéncia limitada converge se, e somente
se, sua oscilagdo é zero.

A mesma ideia reaparecera no capitulo de integracdo para medir a oscilagdo de uma
func¢do em vizinhangas de um ponto: aqui encolhemos caudas de uma sequéncia; 1,
encolheremos vizinhancas no dominio.

2.57 Proposicao (Monotonicidade). Se (ay,) e (b,) sdo sequéncias reais arbi-
trarias e a, < b, para todo n suficientemente grande, entéo

lim sup a, < lim sup b, liminfa, < liminfb,.

Demonstragdo. Depois de descartar um numero finito de termos, podemos supor
a, < b, para todo n. Para cada cauda,

sup ai. < sup by, inf ai < inf by..
kzlz § sz § kzn * " kzn

Basta tomar limites. ]

As propriedades algébricas de lim sup e liminf sdo uteis, mas ndo trazem uma nova
ideia conceitual. Por isso, serdo desenvolvidas nos exercicios.
Ex. 2.36 — Calcule lim sup g, e liminfa, para cada sequéncia:

a) a, = (-1

b) @, = (—1)" +1/n;
¢) @y = 1+ (=1)"/n;
d) a, = cos(nm/2);

e) a, = 1 se n é um quadrado perfeito e g, = 0 caso contrario.

Ex. 2.37 — Prove diretamente das defini¢cdes que

lim sup(—a,) = —liminfa,, liminf(—a,) = — lim sup a,,.

Ex. 2.38 — Se (a,) e (b,) sdo limitadas, prove

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + lim sup b,

liminf(a, + b,) > liminfa, + lim infb,,.

Dé um exemplo em que a primeira desigualdade seja estrita.

Limite superior e limite inferior
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Ex. 2.39 — Prove as caracterizacoes

limsupa, = sup{r € R : g, > r para infinitos valores de n}
liminfa, = inf{r € R : a, < r para infinitos valores de n}.

Ex. 2.40 — Mostre que uma sequéncia limitada converge para L se, e somente se, L é
o0 unico limite possivel de suas subsequéncias convergentes. Dica: se a sequéncia nao
convergir para L, extraia uma subsequéncia que permaneca a uma distancia positiva
de L e aplique Bolzano-Weierstrass.

** Ex. 2.41 — Use o fato de que, se « é irracional, as partes fracionarias de na sdo
densas em [0, 1], para provar que

limsupsenn = 1, liminfsenn = —1.
n—oo n—oo
Esse exercicio é opcional: o resultado de densidade usado aqui pertence a um topico
posterior.

2.12 Sequéncias e a topologia da reta

Conjuntos fechados também podem ser caracterizados em termos de sequéncias.

2.58 Proposicao. Um conjunto F C R é fechado se, e somente se, o limite de
toda sequéncia convergente em F pertence a F.

Demonstragdo. Suponha primeiro que F é fechado e que (x,) é uma sequéncia conver-
gente de pontos x;, € F tal que x;, — x. Entéo, toda vizinhanca de x contém pontos
x, € F. Isso implica que x & F¢, ja que F€ é aberto e todo y € F¢ possui uma vizinhanca
V C F° que ndo contém pontos em F. Portanto, x € F.

Reciprocamente, suponha que o limite de toda sequéncia convergente de pontos
em F pertenga a F. Seja x € F°. Entdo, x deve ter uma vizinhanca V' C F¢; caso
contrario, para todo n € IN existe x,, € F tal que x, € (x — 1/n,x + 1/n), de modo que
x = lim,_, e X, € x seria o limite de uma sequéncia em F. Assim, F¢ é aberto e F é

fechado. O

A seguinte proposicao fornece uma defini¢do sequencial de um ponto de acumulagéo.

2.59 Proposicao. Um ponto x € R é um ponto de acumulacdo de A C R se,
e somente se, existe uma sequéncia (x,) em A com x, # x para todon € IN tal
que x;, = x quando n — oo,
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Demonstragdo. Suponha que x € R seja um ponto de acumulagio de A. Logo temos
que para todo n € N, existe x;, € A\ {x} tal que x,, € (x — 1/n,x + 1/n). Segue-se que
X, = x quando n — oo,

Reciprocamente, se x é o limite de uma sequéncia (x;,) em A com x,, # x, e V é uma
vizinhanca de x, entdo x, € V \ {x} para n suficientemente grande, o que prova que x
¢ um ponto de acumulacgio de A. ]

2.60 Exemplo. Se
1
A= {— ‘ne ]N}
n

entdo 0 é um ponto de acumulagéo de A, pois (1/n) é uma sequéncia em A tal que
1/n — 0 quando n — co. Por outro lado, 1 nfo é um ponto de acumulagio de A, pois
ndo existem sequéncias em A com termos distintos de 1 que convergem para 1. Todos

. ~ 1 ~ .
os elementos de A diferentes de 1 sio menores que e logo néo se aproximam de 1.

Ex. 2.42 — Prove que todo nimero real é limite de uma sequéncia de nimeros racio-
nais.

Sequéncias e a topologia da reta
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Construcao dos reais

Nos capitulos anteriores, tratamos os nimeros reais axiomaticamente: partimos de um
corpo ordenado completo e deduzimos dele as propriedades necessarias para a Analise.
Esse ponto de vista é o mais eficiente para desenvolver a teoria, mas deixa uma pergunta
em aberto. Existe, de fato, um objeto matematico que satisfaz simultaneamente os
axiomas de corpo, de ordem e de completude?

Neste capitulo, responderemos afirmativamente a essa pergunta. A primeira cons-
trucdo parte de sequéncias de Cauchy de nimeros racionais. A ideia é simples: um
numero real pode ser aproximado por racionais com precisdo arbitraria, mesmo quando
o proprio nimero ainda néo esta disponivel em Q. O que podemos reconhecer intei-
ramente dentro de Q é que as aproximagdes se tornam progressivamente proximas
entre si.

Esse ponto é importante. Nio podemos definir v2, por exemplo, como “o limite”
de uma sequéncia racional antes de termos construido o espago no qual esse limite
vive. Podemos, porém, reconhecer uma sequéncia racional de Cauchy sem mencionar
nenhum ntiimero real. E essa observacio que torna a construcio possivel.

Ao final, veremos também uma segunda construgio, por cortes de Dedekind. As duas
realizam a mesma ideia de completude por caminhos diferentes: a primeira completa Q
acrescentando limites ausentes; a segunda preenche suas lacunas por meio da ordem.

3.1 Construcao via sequéncias de Cauchy em

Q

Uma expansio decimal sugere naturalmente a ideia de aproximacéo. Ao escrever
3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415,...,

produzimos uma sequéncia de racionais cujos termos se tornam cada vez mais proximos.
A construcdo que segue abstrai exatamente esse fendmeno.

Neste capitulo

>

Construcio via sequéncias de

Cauchy em Q (p. 83)

>

>

>

Completude (p. 88)
Unicidade (p. 92)

Cortes de Dedekind (p. 93)
Exercicios (p. 100)

Ideia central

Completar Q significa acrescentar
os limites que faltam. Sequéncias
de Cauchy e cortes de Dedekind
realizam essa mesma ideia por
caminhos diferentes.
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3.1 Definicido (Sequéncias nulas de numeros racionais). Uma sequéncia
x = (x,) de numeros racionais é chamada de sequéncia nula se, para todo ¢ € Q,
com ¢ > 0, existe N € IN tal que

|x,| < e para todon > N.

Denotamos por /" o conjunto das sequéncias nulas de numeros racionais.

Assim, (1/n), (=1)"/n) e (n/(n®+1)) pertencem a /. A definicio usa apenas a ordem,
as operacdes e o valor absoluto em Q.

3.2 Definicao (Sequéncias de Cauchy de nimeros racionais). Uma sequén-
cia x = (x,,) de niimeros racionais é chamada de sequéncia de Cauchy se, para
todo € € Q, com ¢ > 0, existe N € N tal que

%, — x| < € para todos m,n > N.

Denotamos por € o conjunto das sequéncias de Cauchy de niimeros racionais.

Quando uma sequéncia racional é vista, depois da construcéo de R, como uma sequéncia
real, esta definicéo coincide com a do capitulo anterior. A quantificacdo por e € Q é
usada aqui justamente para que nenhuma propriedade dos reais seja pressuposta na
construcao.

Toda sequéncia nula é de Cauchy. Além disso, sequéncias de Cauchy séo limitadas, e
as operacdes termo a termo preservam as classes que precisaremos usar.

3.3 Lema (Limitacao das sequéncias de Cauchy). Toda sequéncia de Cau-
chy de ntimeros racionais é limitada.

Demonstragdo. Seja x = (x,) uma sequéncia de Cauchy. Existe N tal que |x, — x| < 1
paran > N. Com a convencio de que uma soma vazia vale zero, ponha

N-1

M=lay|+1+ ) Ixl.
k=1

Entéo |x,| < |xy| + 1 < M paran > N, enquanto |x,| < M paran < N. Logo x é

limitada. O

3.4 Proposicao. Sejam x,y sequéncias racionais.

1. sex,y€E €,entdlox+ y € € exy € G;
2. sex,ye N, entiox+ye N exye N,

3. sexe N eye ¥, entdoxye N.

Os itens 1 e 2 sdo consequéncias diretas das estimativas triangulares e ficam como
parte do Exercicio 3.1. O terceiro item é o elo que sera usado na boa defini¢do do
produto, por isso o registramos aqui.

Construcao via sequéncias de Cauchy em Q
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Demonstragdo do item 3. Se x € N ey € €, o Lema 3.3 fornece M € Q, M > 0, tal
que |y,| < M para todo n. Dado ¢ € Q, ¢ > 0, existe N tal que

|l < ;_4 (n>N).
Logo
Iuyal < Mlx,| <& (n>N),
e portanto xy € /. 0

Duas sequéncias de Cauchy podem representar a mesma aproximacao assintotica. Isso
ocorre precisamente quando sua diferenca é nula.

3.5 Definicao. Para x,y € €, definimos

X~y = x—yeN.

3.6 Proposicao. A relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia em 6.

Demonstracgao. A reflexividade segue de x —x = 0 € /. Se x —y € J/, entdo
y—x=—(x—y) €N, o0que prova a simetria. Finalmente, se x—ye S/ ey—z e W,
entdo

x—z=x-y+@y-20eN

pela Proposicdo 3.4. Logo a relagio é transitiva. O

Denotamos por
[x]={ye®:y~x}

a classe de equivaléncia de x.

3.7 Definicao (Nimeros reais). Definimos
R:=%/~,

isto é, R é o conjunto das classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de
numeros racionais.

A partir daqui, o trabalho consiste em transportar para R as operacdes e a ordem de Q,
verificando que elas nao dependem do representante escolhido.

3.1.1 Operacoes e o mergulho dos racionais

Para q € Q, escrevemos g para a sequéncia constante g, = g.

3.8 Definicao (Sequéncias constantes de nimeros racionais). A aplicacio
q — q associa a cada racional uma sequéncia de Cauchy constante. Observe que
q € J/ se, e somente se, g = 0.

Operagoes e o mergulho dos racionais
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3.9 Definicao (Operacdes sobre os niumeros reais). Para [x],[y] € R, defi-
nimos

]+ [yl :=[x+yl, [x] ] 2= [xy].

Antes de usar essas formulas, é indispensavel verificar que elas sdo independentes dos
representantes.

3.10 Proposicao. As operagdes da Definigio 3.9 estdo bem definidas.

Demonstragao. Suponha que x ~ x” e y ~ y’. Escreva
p=x"—xeJl, q=y —yeJs.
Entao
(' +y)-(x+y)=p+qe s,
logo x” +y” ~ x + y. Para o produto,
X'y —xy=(x+p)y+q) —xy=py+xq+pg.

Como x,y € € e p,q € N, aProposicdo 3.4 mostra que os trés termos do lado direito
pertencem a /. Portanto x’y" ~ xy. ]

O unico axioma de corpo que merece atencio especial é a existéncia do inverso multi-
plicativo. Para trata-lo, isolamos primeiro uma propriedade elementar das sequéncias
de Cauchy néo nulas.

3.11 Proposicao (Separacao do zero). Se x € € \ J, entdo existem a € Q,
coma > 0,e N € N tais que exatamente uma das alternativas vale:

X, >a paratodon> N, ou X, < —a paratodon> N.

Além disso, qualquer sequéncia y ~ x tem, a partir de alguma ordem, o mesmo
sinal de x.

Demonstragdo. Se paratodoa > 0 etodo N existisse n > N com |x,| < a, a propriedade
de Cauchy implicaria que x seria nula: dado € > 0, escolha N tal que |x,, — x,| < /2
param,n > N, e depois escolha m > N com |x,| < ¢/2. Entdo, paran > N,

|xn| < |xn - xml + |xm| <e.
Como x ¢ JV, existem portanto a > 0 racional e Nj tais que |x,| > a para todo n > N;,.
Escolha agora N > N, de modo que |x;,, — x,| < a para m,n > N. Dois termos dessa
cauda néo podem ter sinais opostos, pois nesse caso

|xm - xn| = |xm| + |xn| > 2a.
Logo toda a cauda tem o mesmo sinal, o que prova a primeira afirmacao.
Se y ~ x, entdo |x,, — y,| < a/2 para todo n suficientemente grande. Assim, uma cauda

de x situada acima de a forga a cauda correspondente de y a ficar acima de a/2; o caso
negativo é analogo. O

Operagoes e o mergulho dos racionais
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3.12 Definicdo (Ordem em R). Dizemos que [x] > 0 se existem a € Q, a > 0,
e N € N tais que
X, > a paratodon > N.

Pela Proposi¢do 3.11, essa condi¢do nido depende do representante. Definimos,
entao,
r<s << s—-r>0.

3.13 Teorema (Estrutura de corpo). Com as operag¢des da Definicéo 3.9, Ré
um corpo.

Demonstragdo. Os elementos neutros sio [6] e [T], e o0 oposto de [x] é [—x]. Associa-
tividade, comutatividade e distributividade sao herdadas termo a termo de Q; essas
verificacdes sdo reunidas no Exercicio 3.2.

Resta verificar o inverso multiplicativo. Seja [x] # [6] Pela Proposicéo 3.11, existem
a > 0 racional e N tais que |x,| > a paran > N. Defina

0, n<N,
n =
1/x,, n>N.
Param,n > N,
%, — Xl 1
= < =% — X,
|yn ym' |XnXm| — a2| n m|

de modo que y € €. Além disso, x,);, = 1 paran > N, logo xy — 1 € /. Portanto

[x1[y] = [1].

3.14 Definicao (Mergulho canénico de Q em ﬁﬁ). Definimos

0:0—R  o@=1Iql

3.15 Teorema. A aplicagdo ¢ é injetora e preserva soma, produto e ordem.
Identificaremos, daqui em diante, Q com sua imagem ¢(Q) C R.

Demonstragdo. Se [ﬁ] = [q], entdo a sequéncia constante p — g é nula, o que sé ocorre
quando p = q. Logo ¢ é injetora. As identidades

PTq=p+q  Pg=pq

mostram que soma e produto sdo preservados. Finalmente, se p < g, a sequéncia
constante ¢ — p é estritamente maior que o racional positivo (¢ — p)/2; portanto

o(p) < o(q). 0
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3.16 Teorema (Corpo ordenado). A ordem da Definigio 3.12 torna R um
corpo ordenado.

Demonstragdo. Primeiro, 0 ¢ R*: a sequéncia constante nula néo fica estritamente
acima de racional positivo algum e a defini¢do de positividade é independente do
representante.

Se r # 0, a Proposic¢do 3.11 mostra que exatamente uma das relacdes r > 0 ou —r > 0
vale. Assim, a ordem é total.

Ser=[x]>0es=/[y]>0,existem a,b > 0 racionais e um indice N tais que x, > ae
Y > b paran > N. Consequentemente,

Xp+yp>a+b>0, Xu Y > ab > 0,

para n suficientemente grande. Logor +s > 0 e rs > 0. Essas duas propriedades
sdo exatamente as condi¢des de compatibilidade entre a ordem e as operacdes de
corpo. ]

3.2 Completude

Até aqui construimos um corpo ordenado que contém uma copia de Q. Falta a proprie-
dade decisiva: provar que esse corpo nao possui lacunas. E justamente nesse ponto
que a construcdo por sequéncias de Cauchy precisa devolver o que prometeu.

A estratégia sera construir o supremo de um conjunto limitado por bisse¢des racionais.
Para isso, comegamos com duas observacdes sobre a ordem recém-definida.

3.17 Proposicio. Se x € € representar € R e existe N tal que
X, >0 paratodon > N,

entaor > 0.

Demonstragdo. Ser < 0, entdo —r > 0. Pela definicao de positividade, existiriam a > 0
racional e M tais que —x;,, > a para todo n > M, isto é, x, < —a < 0 nessa cauda. Isso
contradiz a hipétese. Logo r > 0. O

3.18 Proposicao. Ser > 0em R, existe p € Qtal que

0<p<r.
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Demonstragdo. Seja x um representante de r. Pela definicdo de positividade, existem
a > 0 racional e N tais que x, > a paran > N. A sequéncia (x, — a) é entdo
eventualmente ndo negativa; pela Proposicao 3.17, temos r —a > 0, isto é, a < r.

Tomando p = a/2, obtemos
0<p<ac<gr,

e portanto 0 < p <r. |

3.19 Proposicao (Densidade dos racionais). Ser,s € Rer < s, existe qeQ
tal que
r<qg<s.

Demonstragdo. Como s —r > 0, pela Proposicao 3.18 existe p € Q tal que
0<p<s—r.
Seja x = (x,,) um representante de r. Como x é de Cauchy, existe N tal que
lx, — xn] < § para todon > N.

Defina

q=xN+§EQ.

Paran > N,

p p
q—%:§+@Nﬂm>g,

logo g —r > 0 e, portanto, r < q. Por outro lado,

b
<

p—(q—xn)=§+(xn—xN)>
de modo que ¢ —r < p. Como p < s —r, segue que
g<r+p<s.
Assim, r < g <s. O

Agora podemos cercar qualquer conjunto ndo vazio e limitado superiormente por dois
racionais cuja distancia inicial é 1.

3.20 Proposicao. Seja A C R ndo vazio e limitado superiormente. Entdo
existe p € Q tal que p ndo é cota superior de A, enquanto p + 1 é cota superior
de A.

Demonstracao. Escolha a € A e uma cota superior u de A. Pela densidade de Q,
podemos escolher racionais s, g tais que

a—1<s<a, u<qg<u+l.

Assim, s ndo é cota superior de A, enquanto q é.

Pela propriedade arquimediana dos racionais, existe n € IN tal que

n>q-—s.

Completude
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Logo s +n > g, e portanto s + n também ¢ cota superior de A. Considere
E={me NN : s+ mé cota superior de A}.
O conjunto E é ndo vazio; seja mg seu menor elemento. Defina
p=s+my—1.

Entdo p + 1 = s + myg é cota superior. Se my = 1, temos p = s, que néo é cota superior.
Se mg > 1, a minimalidade de my mostra que s + (my — 1) = p néo é cota superior. Em
ambos os casos, p tem a propriedade desejada. ]

A partir desse primeiro intervalo racional, repetimos a bissecéo e conservamos, em
cada etapa, uma extremidade que nio é cota superior e outra que é.

3.21 Proposicdo. Seja A C R nao vazio e limitado superiormente. Existem
sequéncias racionais (p,) e (g,) tais que, para todon > 1,

1. p, ndo é cota superior de A;
2. gy é cota superior de A;
3. —Pn= 2—(n—1);

4. Pn < Pnt1 < Q1 < e

Demonstragdo. Escolha p; pela Proposigao 3.20 e ponha q; = p; + 1. Suponha cons-
truidos p,, ¢, Defina o ponto médio

_Dn +dn
n 2 .
Se m,, é cota superior de A, ponha
Pn+1 = Pns n+1 = My.
Caso contrario, ponha
Pn+1 = My, dn+1 = Gn-

As quatro propriedades sdo preservadas e o comprimento do intervalo é dividido por
2 a cada passo. A construcio segue por indugio. ]

3.22 Proposicdo. As sequéncias (p,) e (g,) da Proposicdo 3.21 sdo sequéncias
de Cauchy equivalentes.

Demonstragao. Se m > n, a monotonicidade e o encaixe dos intervalos ddo

0SPm=—Pn<Gn—Dn= 2=(n=1)

0<G—gn<qu—Pn= 2=(-1),

Essa quantidade pode ser tornada menor que qualquer racional positivo sem recorrer
a uma teoria prévia de convergéncia. De fato, dado ¢ € Q, ¢ > 0, a propriedade
arquimediana de Q fornece N tal que N > 1/e. Pela desigualdade de Bernoulli,
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21 = (14 1)*! > n. Portanto, paran > N, temos 2~(n-1) < 1/n < ¢. As estimativas
anteriores mostram que ambas as sequéncias sdo de Cauchy. Além disso,

|gn — Pl = 2D < (n>N),
logog—pe N, isto é, p ~q. O
Chegamos agora ao ponto central da construcio. A prova a seguir merece ser lida
com atencdo: é nela que uma sequéncia de intervalos racionais encaixados produz,

dentro do corpo que construimos, o supremo de um conjunto arbitrario limitado
superiormente.

3.23 Teorema (Completude). Todo subconjunto nio vazio de R que é limi-
tado superiormente possui supremo.

Demonstragdo. Seja A C R ndo vazio e limitado superiormente. Construa (pw) € (qn)
como nas Proposicdes 3.21 e 3.22. Como p ~ g, as duas sequéncias representam o
mesmo nuimero real; denote-o por

r=[pl=1lql.

Mostraremos que r = sup A.

Primeiro, r é cota superior de A. Suponha, ao contrario, que existaa € A comr < a.
Pela densidade dos racionais, escolha t € Q tal que

r<t<a.

Como t —r > 0 e (g,) representa r, pela definicio da ordem existem § > 0 racional e N
tais que
t—q,>0>0 para todon > N.

Assim, g, <t < aparan > N. Mas cada g, é cota superior de A, o que exigiria a < g.
Contradicao. Logo r é cota superior.

Resta provar que nenhuma cota superior é menor que r. Suponha que s seja uma cota
superior de A e que s < r. Pela densidade de Q, escolha t € Q com

s<t<r.
Como r —t > 0 e (p,) representa r, existem § > 0 racional e N tais que
Pp—t>5>0 para todon > N.
Fixe um desses indices. Como p, nido é cota superior de A, existe a, € A tal que
a, > pp, >t >s.

Isso contradiz o fato de s ser cota superior de A. Portanto nenhuma cota superior pode
ser menor que r.

Concluimos que r é a menor cota superior de A, isto é,

r = sup A.

Completude
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A construcéo esta agora completa: comecamos apenas com Q, formamos classes de
sequéncias de Cauchy, definimos nelas operagdes e ordem e acabamos de provar a
propriedade do supremo.

3.24 Teorema (Existéncia dos reais). Existe um corpo ordenado completo.

3.3 Unicidade

A construcdo anterior produz um corpo ordenado completo, mas isso nao significa que
exista uma unica realizacdo conjuntista desse objeto. O enunciado correto é estrutural:
quaisquer duas realizagdes sdo isomorfas como corpos ordenados.

3.25 Definicao. Sejam K; e K; corpos ordenados. Um isomorfismo de corpos
ordenados é uma bijegio
¢ Ky — K

tal que, para todos a,b € Kj,

pla+b)=g(@) +¢®),  ¢ab) = p(a)p(b),

a<b < ¢(a)<pd).

3.26 Teorema (Unicidade do corpo ordenado completo). Quaisquer dois
corpos ordenados completos sdo isomorfos. Mais ainda, existe um dnico iso-
morfismo de corpos ordenados entre eles que identifica as copias candnicas de

Q.

Demonstragdo. Identifique em cada corpo sua copia candnica de Q. Para x € Ky, ponha
L,={geQ: qg<x} o(x) = sll<1pLx.
2

A propriedade arquimediana fornece inteiros m,n com —m < x < n; logo L, é nao
vazio e limitado superiormente. A densidade de Q mostra que ¢(q) = g parag € Q.

Se x < y, existem racionais r, s tais que x < r < s < y. Entao r é cota superior de L, e
s € Ly, de modo que ¢(x) < r <s < ¢(y). Assim, ¢ preserva estritamente a ordem.

Dadosa < xeb < y, temos a+ b < x + y; reciprocamente, se t < x + y, a densidade
permite escolher a < x comt —a < y e depoisb € Q comt —a < b < y. Tomando
supremos, obtemos ¢(x + y) = ¢(x) + ¢(y). O argumento analogo com aproximacdes
racionais positivas e a monotonicidade do produto da ¢(xy) = @(x)p(y) para x,y > 0;
os demais sinais seguem dos opostos.

Construa analogamente i : K, — Kj. Para todo racional g, a densidade da

g<¢(x) <= gq<x
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Logo x e ¥(¢(x)) tém os mesmos racionais estritamente abaixo deles; se fossem distin-
tos, haveria um racional entre ambos. Portanto ¢ - ¢ é a identidade, e simetricamente
@ o também é. Assim, ¢ é um isomorfismo.

Por fim, qualquer isomorfismo de corpos ordenados fixa Q e preserva os conjuntos L,
e seus supremos. Consequentemente, ele coincide com ¢, provando a unicidade.  [J

Assim, quando falamos em o corpo dos numeros reais, estamos usando a unicidade
a menos de isomorfismo. A construgio por sequéncias de Cauchy é uma realizacio
concreta desse objeto; a construcdo de Dedekind, que veremos a seguir, produzira
outra.

3.4 Cortes de Dedekind

A construcio por sequéncias de Cauchy completa Q a partir de aproximagdes. Dede-
kind parte de outra caracteristica dos racionais: sua ordem possui lacunas. Em vez
de representar um real por uma sequéncia, representaremos sua posicao na reta pelo
conjunto dos racionais que ficam estritamente a sua direita.

Usaremos a convencéo de cortes superiores. Para um racional r, o modelo é

Q :={geQ:g>rk

O ponto de fronteira r ndo pertence ao corte. Para um real ausente de Q, como
J2, a fronteira nio sera racional, mas o subconjunto de Q ainda podera ser descrito
inteiramente em termos racionais.

3.27 Definicao (Corte de Dedekind). Um subconjunto A C Q é um corte de
Dedekind superior se:

1. A+0eA+Q;
2. sexe Aeye Qsatisfaz y > x, entdo y € A;

3. A nio possui elemento minimo.

A antecipagdo do Capitulo 1 usa a convencéo equivalente de um par inferior-superior
e pode atribuir ao lado superior um ponto de fronteira racional. Para passar desse par
(L,U) a convencdo aberta usada aqui, substitui-se U por U° = {g € Q : existeu €
U com u < q}. Reciprocamente, dado um corte superior aberto A, toma-se L = {g €
Q : existec¢g Acomq<cleU = Q \ L. Essas opera¢des apenas decidem em qual
lado colocar uma eventual fronteira racional e representam a mesma separacio de Q.

3.28 Exemplo (Cortes racionais). Parar € Q, o conjunto

QO ={qeQ:q>r}

é um corte de Dedekind. Ele é ndo vazio e proprio; é fechado para cima; e, dado g > r,
a densidade de Q fornece ¢’ com r < ¢’ < ¢, de modo que g nao pode ser minimo.

A caracterizacido seguinte explica por que os cortes Q, sido exatamente aqueles cuja
fronteira ja pertence a Q.

Cortes de Dedekind
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3.29 Proposicao. Um corte de Dedekind A C Q possui infimo em Q se, e
somente se, A = Q, para algum r € Q.

Demonstracdo. Se A = Q,, entdo r é cota inferior de A. Se t > r, a densidade de Q
fornece a comr < a <t. Como a € Q, = A, o niimero ¢ néo é cota inferior de A. Logo
infA=r.

Reciprocamente, suponha que r = inf A € Q. Todo a € A satisfaz r < g, e a igualdade
é impossivel porque A nio possui minimo. Assim, a > r, e portanto A C Q,.

Se x > r, entdo x nao pode ser cota inferior de A, pois é estritamente maior que o
infimo. Existe, portanto, a € A com a < x. Como A é fechado para cima, x € A. Logo
O, CAeA=0,. 0

3.30 Exemplo (O corte de +/2). Considere
Dy,={geQ:qg>0eq®>2}

Esse conjunto é um corte de Dedekind e nao possui infimo racional. Pela Proposi¢ao
3.29, ndo é da forma Q, com r € Q. A verificacdo detalhada, que usa a irracionalidade
de /2 apenas para excluir um infimo racional, é o Exercicio 3.6.

3.4.1 A ordem dos cortes

Escrevemos A = Q \ A.

3.31 Proposicao. Se A é um corte de Dedekind, entdo
A°={x€Q : x <aparatodoa € A}.

Em particular, A€ é fechado para baixo.

Demonstragdo. Se x ¢ A e existisse a € A com a < x, o fechamento de A para cima
implicaria x € A, contradi¢do. Portanto x < a para todo a € A.

Reciprocamente, se x < a para todo a € A, entdo x ¢ A, pois do contrario poderiamos
tomar a = x. A afirmacéo sobre o fechamento para baixo é imediata. O

Uma propriedade especial dos cortes superiores é que quaisquer dois deles sdo compa-
raveis por inclusdo.

3.32 Proposicao. Se A e B sio cortes de Dedekind, entdo exatamente uma das
relacdes
AGB  A=B,  BGA

vale.

A ordem dos cortes
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Demonstragdo. Suponha A # B. Se nenhum dos conjuntos estivesse contido no outro,
existiriam
a€ A\ B, be B\ A.

Sea < b, o fechamento de A para cima dariab € A, contradicdo. Se b < a, o fechamento
de B para cima daria a € B, novamente uma contradicdo. Logo um dos cortes esta
propriamente contido no outro. ]

3.33 Definicao. Definimos
R :={ACQ : Aéum corte de Dedekind}.
Para A,B e @, definimos a ordem por incluséo reversa:

A<B < A2B, A<B < ADB.

Essa inversdo ¢ natural para cortes superiores: se r < s, entdo

Q20

3.34 Proposicao. Seja A € Rere Q. Entao:
1. A > Q, se, e somente se, existe g € A tal que g > r;
2. A >Q, se, e somente se, r € AS;

3. se A < Qp, entdo —A > Q,, onde —A sera definido a seguir.

Demonstragdo. Para o item 1, suponha primeiro A > Q,. Pela defini¢do da ordem,
AS Q. Escolhage O, \ A. Entdog€ Aeq>r.

Reciprocamente, suponha que exista g € A° com q > r. Pela Proposicéo 3.31, todo
a € Asatisfaza > g >r,logo A C Q,. Como q € O, \ A, ainclusio é estritae A > Q,.

O item 2 é uma reformulagdo da mesma ideia: A > Q, significa A C Q,, o que equivale
ar e A, istoé,r e A

O item 3 sera concluido depois da defini¢do do oposto, mas registramos aqui a conse-
quéncia que sera usada na defini¢do do produto. Sua verificac¢do aparece ao final da
Proposicédo 3.36. ]

3.4.2 Operacoes com cortes
Comecamos pela soma e pelo oposto.

3.35 Definicao. Para A,B € Iﬁ definimos

A+B={a+b:a€ A beB}

—A={reQ: —r<cparaalgumc e A}

Operagdes com cortes
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3.36 Proposicao. Sejam A, B € R.
1. A + B é um corte de Dedekind;
2. —A é um corte de Dedekind;

3. se A>Qye B> Q,, entdo
AB :={ab:a€ A, be B}

é um corte de Dedekind;

4. se A > Q,, entdo
1
I(A) ::{rEQ : r>0e; <cparaalgumcEA°}

é um corte de Dedekind.

Demonstragdo. Para o item 1, A + B é ndo vazio. Se p € Aeq € B, entdo p<ae
q < bparatodosae€ A, be B;logo p+q <a+bparatodoa+be A+ B, e portanto
p+q¢& A+B Assim, A+ B % Q.
Ser=a+be A+ Bes>r, entido

a=a+(G-r)>a

Como A é fechado para cima, a’ € A,es =a’ +b € A+ B. Finalmente, ser =a+b €
A+ B, escolhaa’ € Acoma’ <a;entioa’ +be A+ Bea’ +b<r. Logo A+ Bnio
possui minimo.

Para o item 2, escolha ¢ € A®. Entdo —c+ 1 € —A, logo —A # @. Se a € A, ndo pode

existir ¢ € A° com a < c, pois todo elemento de A® é menor que todo elemento de A.

Portanto —a € —A,e —A = Q.

Sere —Aes>r, existec € A° com —r < ¢; como —s < —r < ¢, temos s € —A. Se
r € —A, escolha ¢ € A com —r < c e depois, pela densidade de Q, escolha d com

-r<d<ec.

Entdo —d <re —(—d) =d < ¢,logo —d € —A. Portanto —A néo tem minimo.

Para o item 3, observe que A > Qy e B > Q significam A, B € Q,; em particular,
todos os seus elementos sdo positivos. Assim, AB # @ e 0 € AB, logo AB # Q. Se
r=abe ABes>r,entiob>0e

a = g >a.
Logoa’ € Aes=a'be AB. Ser = ab € AB, escolhaa’ € Acom 0 < a’ < a; entdo
a’b < ab, mostrando que AB néo possui minimo.

Para o item 4, como A > Qp, o item 1 da Proposicao 3.34 fornece ¢y € A com ¢y > 0.

Entdo qualquer racional r > 1/¢, pertence a I(A), de modo que I(A) # @. Escolha
ae€ A. Como A C Q,, temos a > 0; o nimero 1/a nio pertence a I(A), pois a condigéo
a < ¢ é impossivel para c € A®. Logo I(A) = Q.

Serel(A)es>r,entdos>0e 1/s < 1/r < cparaalgumc € AS, logo s € I(A). Por
fim, se r € I(A), escolha ¢ € A com 1/r < c. Pela densidade de Q, existe d tal que

1
-<d<ec.
;

Operagdes com cortes
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Entdod > 0,7 =1/d <rel/r =d <c. Logor’ € I(A), e I(A) ndo possui minimo.

Resta justificar o item 3 da Proposigdo 3.34. Se A < Q,, entdo A 2 Q. Existe, portanto,
ay € A com gy < 0; como A nédo tem minimo, podemos escolher a € A com a < 0.
Todo ¢ € A€ satisfaz ¢ < a < 0. Ser € —A, entdo —r < ¢ < 0 para algum ¢ € A,
e portanto r > 0. Logo —A C Qy. Além disso, —a/2 > 0 ndo pertence a —A, pois
a/2>a> cparatodoc € A°. Assim —A & Qy, isto é, —A > Q. O

Agora podemos definir o produto em todos os casos e o inverso de todo elemento ndo
nulo.

3.37 Definicao. Para A,B € Jﬁ, definimos

{ab:aEA,bGB}, A2Q0,BZQO,

AB= —[(=A)- B], A <Qy, B=0Qy,
-[A-(-B)], A2>Qp, B<Qp,
(=A)-(-B), A< Qy, B<Q.

Se A # Q,, definimos
-1 _ I(A)’ A> QO’

Uma pequena propriedade de aproximacéo dos cortes sera util para identificar o oposto
aditivo.

3.38 Lema (Lacunas racionais arbitrariamente pequenas). Se A € Re
£€Q,e> 0, existem c € A e a € A tais que

0<a-—-c<e.

Demonstragdo. Escolha ¢y € AC e qy € A. Pela Proposicdo 3.31, ¢y < qy. Escolha
N € N tal que
dyp — S
h:i=—<e.
N €
Entre os pontos ¢y + kh, k = 0,..., N, o primeiro esta fora de A e o ltimo pertence a A.

Seja kg o menor indice para o qual ¢y + kyh € A. Entdo
C:CO+(k0—1)h€Ac, a:C0+k0h€A,

ea—c=h<e. O

3.39 Teorema (Estrutura algébrica e de ordem dos cortes). Com a ordem
~
e as operacdes acima, R é um corpo ordenado. Seu zero é Q, e sua unidade é Q;.

Demonstracao. A Proposicdo 3.32 mostra que a ordem é total. A associatividade e a
comutatividade da soma seguem diretamente das propriedades correspondentes em Q.

Mostremos a identidade aditiva. Se a € A, escolhac € A comc < a. Comoa—c¢ >0,
temosa—c e Q) e
a=c+(@—c)e A+Q,.

Operagdes com cortes
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Logo A C A+ Q. Reciprocamente, se d = s+t € A+ Q,, entdo t > 0, de modo que
d >s. Como s € A e A éfechado para cima, d € A. Portanto

A+Qy = A

Agora provemos que —A é de fato o oposto aditivo de A. Se x = a+t € A+(—A), existe

c € AC tal que —t < ¢. Pela Proposi¢do 3.31, ¢ < a; logo —t < a,isto é,x =a+1t > 0.

Assim,
A+ (—A) C Qp.

Para a inclusdo inversa, seja x € Qy, isto é, x > 0. Pelo Lema 3.38, escolhac € A e
a€ Acoma—c< x. Entao
a—x<e,

portanto x —a € —A. Consequentemente,
x=a+(x—a)e A+ (-A).

Logo A + (—A) = Q.

A compatibilidade da ordem com a soma também é transparente. Se A < B, entdo
A 2 B, e portanto A + C 2 B+ C. A inclusao nio pode ser uma igualdade: se fosse,
somando —C aos dois lados e usando associatividade e o oposto ja provados, obteriamos
A = B. Assim,

A+C<B+C.

As verificagdes multiplicativas — associatividade, unidade, inverso, distributividade
e compatibilidade da ordem com o produto positivo — sdo mais longas por causa da
separacdo em casos de sinal, mas nio introduzem uma ideia nova. Elas constituem
o Exercicio 3.8. Com essas verifica¢des, todos os axiomas de corpo ordenado ficam
estabelecidos. ]

3.4.3 Completude dos cortes

A grande vantagem da convencdo por cortes superiores aparece agora: o infimo de
uma familia é simplesmente sua uniéo.

3.40 Proposicao. Se & é uma familia ndo vazia de cortes de Dedekind e

U x=0

Xed

entdo [, , X é um corte de Dedekind.

Demonstragdo. Defina L =, o X O conjunto L € ndo vazio e, por hipotese, proprio.
Se x € L, entdo x € X para algum X € &. Para y > x, o fechamento de X para cima
da y € X C L. Finalmente, como X n#o possui minimo, existe z € X C L com z < x.
Portanto L é um corte. O

Completude dos cortes
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3.41 Teorema (Existéncia do infimo). Todo subconjunto néo vazio de R
que é limitado inferiormente possui infimo.

Demonstragdo. Seja & C R ndo vazio e limitado inferiormente. Defina

L=Jx

Xed

Como  possui um limitante inferior, existe B € R tal que
B<X para todo X € .
Pela definicdo da ordem reversa, isso significa B 2 X para todo X € &. Logo
LCB=0.

A Proposic¢ao 3.40 mostra entdo que L € R

Para cada X € o/, temos L 2 X, portanto L < X. Assim, L é um limitante inferior de
.

Se B’ é qualquer outro limitante inferior, entdao B’ 2 X para todo X € &/; consequen-
temente,
B2 )x=L
Xed
Pela ordem reversa, isso equivale a B” < L. Logo L é o maior dos limitantes inferiores,
isto é,
L=infd.

3.42 Corolario (Propriedade do supremo). Todo subconjunto nio vazio de
R que é limitado superiormente possui supremo.

Demonstragdo. Seja S C R néo vazio e limitado superiormente. Entdo
-S:={-x:x€8}

é nio vazio e limitado inferiormente. Seja m = inf(—S). Para x € S, temos m < —x,
logo x < —m; portanto —m é cota superior de S. Se u é outra cota superior de S, entdo
—u é cota inferior de —S, de modo que —u < m, ou seja, —m < u. Portanto

—m = sup S.

3.43 Teorema (Construcao de Dedekind). O conjunto R, munido das ope-
racdes e da ordem definidas acima, é um corpo ordenado completo.

Temos, assim, duas construgdes concretas de um corpo ordenado completo: ﬁ, obtido
de sequéncias de Cauchy, e R, obtido de cortes de Dedekind. Pelo Teorema 3.26, elas
sdo isomorfas como corpos ordenados.

Completude dos cortes
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O ponto conceitual do capitulo é justamente este: a partir daqui, a maneira escolhida
para construir os reais deixa de ser essencial. O que usaremos nos capitulos seguintes
sdo suas propriedades abstratas — corpo, ordem e completude. As duas construgdes
servem para garantir que esse objeto existe e que ndo ha ambiguidade estrutural em
chama-lo de os niimeros reais.

3.5 Exercicios

As verificacoes deixadas fora do fluxo principal estdo reunidas aqui. Elas completam
os detalhes algébricos das duas construcoes sem interromper a linha conceitual do
capitulo.

Ex. 3.1 — Demonstre os trés itens da Proposi¢ao 3.4, usando o Lema 3.3. Em particular,
mostre explicitamente por que o produto de uma sequéncia nula por uma sequéncia
de Cauchy é nulo.

Ex. 3.2 — Complete a demonstra¢do do Teorema 3.13: verifique diretamente, nas
classes de equivaléncia, a associatividade e a comutatividade da soma e do produto, a
existéncia do oposto aditivo e a distributividade. Indique em cada passo onde é usada
a boa defini¢ao das operacoes.

Ex. 3.3 — Mostre que, parar € R, as seguintes condicdes sao equivalentes:

1.r > 0;

2.todo representante x = (x;,) de r é eventualmente positivo e fica uniformemente
afastado de zero, isto é, existem a > 0 racional e N tais que x,, > a paran > N;

3.algum representante possui essa propriedade.

Explique por que a condi¢io “eventualmente positivo” sem afastamento uniforme de
zero ndao seria suficiente para distinguir um nimero positivo do zero.

Ex. 3.4 — Prove que o mergulho canénico ¢ : Q — R do Teorema 3.15 preserva
também subtracdo, inversos multiplicativos nao nulos e valor absoluto.

Ex. 3.5 — Mostre que a definicdo de corte superior usada neste capitulo é equivalente
a seguinte: uma decomposicdo Q = LU U, com L, U # @, tal que x < y para todos
x € L, y € U, e U ndo possui elemento minimo.

Ex. 3.6 — Prove diretamente que
D,={geQ:qg>0eq*>2}

é um corte de Dedekind. Mostre que ele ndo possui infimo em Q. Vocé pode usar
a irracionalidade de /2 ja estabelecida no Capitulo 1, mas a defini¢do do conjunto e
todas as verificacdes devem permanecer internas a Q.

Exercicios
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Ex. 3.7 — Mostre que a aplicacéo
L Q_)ﬁ’ l(r):Qw

é injetora e preserva ordem e soma. Depois de estabelecidas as propriedades multipli-
cativas do exercicio seguinte, mostre também que Q,Q; = Q, parar,s > 0, e conclua a
preservacio do produto para todos os sinais.

Ex. 3.8 — Complete a demonstragdo do Teorema 3.39. Prove:

1.—A=Q_;-Ae—(-A) = A
2.(AB)C = A(BC) e AB = BA;

3.AQ; = A;

4.se A # Qp, entdio AA™! = Qy;
5.A(B+C) = AB+ AC;

6.se A< BeC > (Q, entdao AC < BC.

Nos itens envolvendo sinais negativos, reduza primeiro ao caso niao negativo usando as
defini¢des por casos. Registre cuidadosamente onde o fato de os cortes nio possuirem

minimo é necessario.

Ex. 3.9 — Dé uma prova direta da propriedade do supremo em R, sem passar pelo
infimo e pela negagéo. Sugestao: procure descrever sup & em termos de intersecdes de
cortes e determine qual pequena correcdo pode ser necessaria para garantir a auséncia
de elemento minimo.

Ex. 3.10 — Usando o Teorema 3.26, construa o isomorfismo de corpos ordenados entre
R e R e mostre que ele envia a classe da sequéncia constante g no corte racional Q,
para todo g € Q.

Exercicios

101



Analise Real / Séries

Series

Uma série numérica é uma soma infinita interpretada por meio do limite de suas somas
parciais. Essa interpretacdo é essencial: embora a notagdo sugira uma soma com
infinitas parcelas, o objeto rigoroso que se estuda é uma sequéncia de somas finitas.
Desse modo, a teoria das séries prolonga naturalmente a teoria das sequéncias, mas
introduz fenémenos proprios das somas infinitas.

Neste capitulo, estudaremos critérios de convergéncia, convergéncia absoluta e condici-
onal, séries alternadas, rearranjos e exemplos fundamentais. O objetivo é desenvolver
ferramentas que permitam decidir quando uma soma infinita é bem definida e compre-
ender de que modo seu valor depende da estrutura dos termos e, em certos casos, da
ordem em que eles sdo somados.

4.1 Convergéncia

A teoria comeca exatamente onde terminou o capitulo anterior: uma série é conver-
gente quando a sequéncia de suas somas parciais converge. Convém manter essa
tradugdo em mente, pois quase todos os argumentos deste capitulo serdo, em ultima
instancia, argumentos sobre sequéncias.

Dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais, associamos a ela a sequéncia (s,) de suas
somas parciais, definida por

$1 = 4aq, 32=a1+a2, s3=a1+a2+a3,

e, em geral,
n

1= )G =ay+ay+ - +ay.
k=1

A expressao
(&9
2. %
k=1

é chamada série infinita, ou simplesmente série. A sequéncia (s,) é chamada se-
quéncia das somas parciais, e s, é a n-ésima soma parcial da série. Os termos da
série sd0 0s NUmMeros aj, dy, as, ..., enquanto sy, sy, s3, ... SA0 suas somas parciais.

Neste capitulo

» Convergéncia (p. 102)

» Primeiros modelos: séries
que podemos somar (p. 107)

» Séries de termos nao negati-
vos: comparar com modelos (p.
111)

» Sinais e cancelamento (p. 118)
» A ordem dos termos im-
porta (p. 125)

» O namero e revisitado (p. 129)

» Representacao decimal dos
nameros reais Il (p. 131)

Ideia central

Uma série é uma sequéncia de somas
parciais. Os critérios de convergéncia
sdo maneiras diferentes de controlar
essas somas e seus cancelamentos.
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4.1 Exemplo.

. . .. , . o 1
1. As primeiras somas parciais da série 3, 7 sd0

1 1+1 1+1+1 1, 1,1
s =1, S5 =1+, s3=14+-+ 2, S4 =
1 2 2 3 273 4

|
-
+
|
+
|
+
|

. . .. . co 1
2. As primeiras somas parciais da série 3, _, o sdo

+-+ S4=-+-+=-+—.

oo | =

N =
el e

1
o
4 3

N =

1
31:5’ Sy =
k-1

. . .. o) oo — ~
3. As primeiras somas parciais da série )5, | x* ' sdo

s =1, s =1+x, s3=1+x+x2, s4=1+x+x2+x3.

O estudo de uma série reduz-se, portanto, ao estudo de sua sequéncia de somas parciais.

4.2 Definicao (Convergéncia de séries). Seja 2;:;1 a; uma série e seja s, =
ZZ=1 ay. sua sequéncia de somas parciais. Dizemos que a série converge para L se
s, = L, isto é, se para todo ¢ > 0 existe M € N tal que, para todon > M,

n
Zak —-L
k=1

Nesse caso, L é chamado soma da série.

s, — L| = <e.

~ . ’ [oe] .
Observacao. Por abuso de linguagem, é usual escrever ), a; tanto para a série
quanto, quando ha convergéncia, para a sua soma.

Assim como ocorre nas somas finitas, o indice de uma série é uma variavel muda.

Portanto,
(o)
Zj = Z Zk.
j=0 k=0

(o8]

Também usaremos a notagao

Zm+ks

Il
3

Nk
N
i
e

J

sempre que os termos envolvidos estejam definidos.

A convergéncia de uma série ndo depende de seus termos iniciais, mas apenas do
comportamento de sua cauda. Mais precisamente, vale a proposicio seguinte.

0
. Zji

o~ s (5 o
4.3 Proposicao. A série ZFI zj converge se, e somente se, a série Z]=m+1 f

converge. Nesse caso,
(o] m (o]
sz = Zzﬁ Z zj.
Jj=1 j=1 Jj=m+1
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Demonstragdo. Se s, = Z;':l zj, entdo, para n > m, temos

n

m
> 5=a- 3
j=1

J=m+1

Logo, a sequéncia das somas parciais da série de cauda difere da sequéncia (s,) apenas
por uma constante. Portanto, uma delas converge se, e somente se, a outra converge,
e a identidade da soma segue passando ao limite. O

4.4 Exemplo. A série
- (1)" 1.1 1 1
Y(5) =5+5+c+—+-
2 2 4 8 16
n=1
¢ um dos exemplos mais simples de série convergente.

Provemos que ela converge para 1. A soma parcial dos primeiros n termos é

1 1 1

1
+ = e — 4 —
8 16 2n—1 = 2n

Sh = =

1
2 4

Como se trata de uma soma geométrica finita,

_ 1
Sn—l—z—n
e logo
1
|sn_1|:2_n

de modo que s, tende a 1.
4.5 Teorema. Se a série 220:1 ai converge, entdo g — 0.

~ . n o N .
Demonstracdo. Seja s, = Zkzl ax. Como a série converge, a sequéncia (s,) converge
para algum ndimero s. Para n > 2, temos

Ap = Sp— Sp—_1-
Como s, — s e também s, _; — s, segue que
Ay =S, —Sp—1 > s—s=0.
Portanto, a, — 0. OJ

4.6 Exemplo. A série

i -
~ 3n2 +7
n=1
diverge. De fato, seu termo geral satisfaz
n 1 1

= — == 0.
3n2+7 3+7/n2 3

Logo, a condic¢do necessaria a, — 0 nio é satisfeita, e a série diverge pelo Teorema 4.5.

Convergéncia
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4.7 Exemplo. A série harmonica

1 1 1
=1+-+-+-+-
2 3 4

M
S|

1

n

diverge. Ela é um exemplo fundamental: seus termos tendem a zero, mas a série niao
converge. Ao longo do texto, denotaremos por H, sua n-ésima soma parcial, isto é,
1

1 1
Hy=14+=4=+-+-.
2 3 n

1

Para provar a divergéncia,” consideremos a subsequéncia (sz)k>0' Agrupando os

termos entre poténcias sucessivas de 2, obtemos

H. —1+1+(1+1)+<1+ +1>+ +( LI +1)
20T 3\37 )75 8 k111 x% )
Em cada bloco

+=,  1<j<k
2J

2i-1 41

ha 2/7! termos, todos maiores ou iguais a 1/2/. Portanto, cada bloco é maior ou igual
a 1/2. Assim,

k
H2k21+§.

Como essa subsequéncia é ilimitada, a sequéncia (H,) também é ilimitada. Logo, a
série harmonica diverge.

Linearidade

Como vimos na Se¢do 1.6, os somatorios finitos possuem as seguintes propriedades:

n n n
Z (ar +by) = Z a. + Z by (propriedade aditiva) (4.1)
k=1 k=1 k=1

n n
Z (eaqp) =c¢ Z ar  (propriedade homogénea). (4.2)
k=1 k=1

O proximo teorema é a extensdo natural dessas propriedades para séries infinitas
convergentes.

4.8 Teorema. Se Y, a, e Y. b, sdo séries convergentes e se ¢,d € R, entdo a
série Y (ca, + db,) também converge e

Z(can +db,) =c Z ap +d Z b,. (4.3)
n=1 n=1 n=1

IEssa demonstracio ¢ atribuida a Nicole Oresme, por volta de 1350.
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Demonstragdo. Para cada n, pelas propriedades dos somatérios finitos,

n

Z(cak +db) =c¢ Z a.+d Z by (4.9)

k=1 k=1 k=1

Passando ao limite quando n — oo, o primeiro termo do lado direito converge para
(o] (o) A . . .

¢, 9 eosegundoparad ), by. Logo, a sequéncia das somas parciais de ) (ca,, +

db,) converge, e sua soma é dada por (4.3). ]

O teorema anterior tem o seguinte corolario, frequentemente ttil para concluir diver-
géncia.

4.9 Corolario. Se Y a, converge e Y. b, diverge, entdo ).(a, + b,) diverge.

Demonstragao. De fato, b, = (a, + b,) — a,. Se Y.(a, + b,) convergisse, entio, pela line-
aridade e pela convergéncia de ), a,, a série Y, b, também convergiria. Isso contradiz
a hipétese. Logo, Y (a, + b,) diverge. O

4.10 Exemplo. A série 220:1 (1/k + 1/2k) diverge, pois 220:1 1/k diverge e
ZZOZI 1/2k converge.

Se Y a, e Y b, sio ambas divergentes, a série Y(a, + b,) pode convergir ou divergir.
Por exemplo, se a, = b, = 1 para todo n, entdo Y.(a, + b,) diverge. Por outro lado, se
a, = 1eb, = —1 para todo n, entdo Y (a, + b,) converge.

4.11 Teorema (Critério de Cauchy para séries). A série Z(::l a, converge
se, e somente se, para todo € > 0 existe N € IN tal que

@ + g1 + -+ ay <€

sempre quen > m > N.

Demonstragdo. Seja s, = 22:1 ai. Se a série converge, entéo (s,) é uma sequéncia de
Cauchy. Escolhendo N suficientemente grande e tomando n > m > N, temos

|ap, + -+ ap| = |5, — sp—1l <&,
apds aumentar N em uma unidade, se necessario.

Reciprocamente, suponha que as caudas da série satisfacam a condicdo do enunciado.
Paran>m > N,
|52 = Sml = lams1 + -+ anl <e.

Logo (s,) é de Cauchy. Pela completude de R, ela converge; portanto a série converge.
O

O critério de Cauchy muda o ponto de vista: em vez de procurar a soma, podemos
perguntar se toda cauda suficientemente distante tem soma pequena. Essa ideia sera
decisiva quando tratarmos de convergéncia absoluta.

Convergéncia
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Ex. 4.1 — Dadas as séries Y, a, e Y. b,, suponha que existe um numero natural N tal
que a, = b, para todo n > N. Prove que ). a, é convergente se, e somente se, ). b, é
convergente. Assim, a convergéncia de uma série ndo é afetada pela alteracdo de um
numero finito de termos. (Claro, o valor da soma pode mudar.)

Ex. 4.2 — Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais nao negativos. Prove que ). a,
converge se, e somente se, a sequéncia das somas parciais é limitada.

s . 0o (o8]
Ex. 4.3 — Prove que a série 2}.21 zj converge se, e somente se, Zj:m +1 %j converge. Se

uma dessas séries converge, entdo

(o] m o0
sz = sz+ Z Zj.
i=1 j=1

J=m+1

Ex. 4.4 — Reprove diretamente, a partir do critério de Cauchy para sequéncias, o
Teorema 4.11:

Uma série infinita . a, converge se, e somente se, para cada ¢ > 0, existe um niimero
natural N tal que, se n > m > N, entdo

|G + Qa1 + - +ay| < e

4.2 Primeiros modelos: séries que podemos

somar

Antes de acumular critérios de decisdo, vale conhecer séries cuja soma pode ser
calculada diretamente. Elas serdo nossas primeiras referéncias: mais adiante, em vez

de tentar somar uma série complicada, tentaremos compara-la com um desses modelos.

4.2.1 Série geométrica
A série geométrica é obtida somando os termos de uma progressdo geométrica, isto é,

Z pxk_l.
k=1

Como vimos no exercicio 1.14, se x # 1, entdo a n-ésima soma parcial é dada por
n n
_ — px
>, prkt = B
k=1

1—-x

No caso x = 1, temos simplesmente

n
Z p=np.
k=1

Primeiros modelos: séries que podemos somar
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Passemos ao limite das somas parciais. Se x # 1, entdo

_ — px 1—x"
Yokt =

1-—x 1—x

Assim, o comportamento das somas parciais é determinado pelo comportamento de
x". Como vimos no exercicio 2.34, se |x| < 1, entdo x" — 0, e portanto

n
lim prk_l =P
k=1

n—o0 l—x'

Se|x| > 1e p # 0, os termos pxk_1 ndo tendem a zero. Portanto, pela condicao
necessaria de convergéncia, a série diverge.

Obtemos, assim, o seguinte resultado.

4.12 Teorema (Série geométrica). Sejam p,x € R. Se |x| < 1, entdo a série
Zzozl pxk=1 converge e

P

2 cer =
P+ px+ px® + —

(4.5)

Se|x| > 1ep # 0, entdo a série diverge. Se p = 0, a série converge para 0,
qualquer que seja x.

Algumas consequéncias imediatas sdo as seguintes.

4.13 Exemplo.

1. Tomando p = 1 na férmula da série geométrica, obtemos
2 n 1
1+x+x°+-+x o= o x| < 1.
—-x

2. Tomando p = 1 e substituindo x por —x, obtemos

1
T—x+x? =3 +xt— o+ (1) + e = ——, x| < 1.
1+ x
4.14 Exemplo. A série
5_ 6 . 12 _ 24 .
5 25 125

é geométrica, de termo inicial 3 e razdo —2/5. Como | — 2/5| < 1, ela converge, e sua
soma é

6 12 24 3 15

3— -+

— e — e = — =,
525 125 1+2/5 7

4.2.2 Série telescopica
A propriedade telescopica de soma (vide exercicio 1.6.c)) nos diz que

n
Z(bk —b+1) = by = by
k=1

s . (S ’ . 7 . ~ \ A .
Uma série ), | ai é dita telescopica em relacdo a sequéncia (b,) se cada termo a,
puder ser expresso como
ap = by = byy1-
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4.15 Exemplo. Para a série infinita Z:ozl ﬁ, temos as somas parciais dadas por
1 1 1 1
Sp= ——= + —— + — -+
1-2 2.3 3.4 n(n+ 1)
_(1 1>+<1 1 +(1 l> (1 1 )
B 2 2 3/ \3 4 n n+l1
1
=1-
n+1
o 1

elogo} _ oD Comverge para 1.

O exemplo anterior pode ser generalizado para o seguinte teorema.

4.16 Teorema. Seja Z;:;l aj uma série telescopica em relagéo a sequéncia (b,),
isto é, suponha que a, = b, — b, | para todo n > 1. Entdo:

s (o] N .
1. asérie ), a; converge se, e somente se, a sequéncia (b,) converge;

2. se b, — b, entdo

> ap=b —b.
k=1

Demonstragdo. Seja s, a n-ésima soma parcial. Entdo
n n
Sp = Z A = Z(bk = bry1) = by = byt
k=1 k=1

Logo, (s,) converge se, e somente se, (b, 1) converge, o que equivale a convergéncia
de (b,). Se b, — b, entdo
$p=b1 —bpy1 > b1 — b,

de modo que

D ag=b —b.
k=1

4.17 Exemplo. A série

o]

2
Zn3+6n2+11n+6

n=1
converge e sua soma ¢é 1/6. De fato,

2 1 1
M+onZ+1ln+6 m+Dn+2) M+2)n+3)

Portanto, a série ¢ telescopica com b, = 1/((n+ 1)(n + 2)). Como b; = 1/6 e b, — 0,
segue que

(o]

S e
n+6n2+1ln+6 6

n=1

Exercicios basicos

Série telescopica
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Ex. 4.5 — Para cada uma das séries abaixo, identifique se ela é geométrica, telescopica
ou se possui somas parciais que podem ser simplificadas diretamente. Determine se a
série converge e, quando convergir, calcule sua soma.

2 = 2
a)Zy h)an_l'
j=0 n=2

® e 2h 3
b — i) :
);](14'2) nz::l 6"
© 4 L 241
C);j2—4 J)Z;2(1+1)2

1
k -
)Z]2+4]+3 ),-:Zoﬁh/jﬂ

NS
|
)Z(sj—zxmn )Zl V2 in

f) Z—(2n Dot D" m) Z (n+1)(n+2)(n+3)

0 2n+1
) Z‘i 3n2—1 n) Z 4 n2(n+1)>2

> ,n
0)22+n+n

Z”Hn(n +1)

Exercicios complementares

Ex. 4.6 — Seja (x;) uma sequéncia de nimeros reais nao nulos tal que x; — +oco. Mostre
[oe]
1 1
que Z (— - —) converge.
=0 \Xj X+

Ex. 4.7 — Pode Z;io(xj + ;) convergir quando pelo menos uma de 2;10 xj e Z;OZO Vi
diverge?

(o)
1
Ex. 4.8 — Mostre que, se Z;io z; converge, onde zj # 0 para todo j, entdo Z z_]
j=0
diverge.

Ex. 4.9 — A série Z(—l)jzl/j é convergente?
j=1

Série telescopica
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Ex. 4.10 — Mostre que 25021 a j converge se, e somente se, a = 0.

Ex. 4.11 — Avalie as seguintes somas:

o (—1)+2j

a) ijo YRS

b 37 (5 m)

Ex. 4.12 — Seja (x,,) uma sequéncia decrescente de termos positivos e suponha que
Z;io xj converge. Mostre que lim nx, = 0. Este resultado é conhecido como o teorema
- n—oo

de Pringsheim.

n
Dica: Definam = |n/2]. Como (x,) é decrescente, S, — S, = Z X > (n—m)x,.
k=m+1
Além disso,n —m > n/2. Use o fato de que S, — S, — 0.

4.3 Séries de termos nao negativos: compa-

rar com modelos

Para termos ndo negativos nio ha cancelamento: as somas parciais s6 podem crescer. A
pergunta deixa entdo de ser “qual é a soma?” e passa a ser “esse crescimento permanece
limitado?”. As proximas ferramentas sio trés formas da mesma estratégia: comparar a
série desconhecida com um comportamento que ja entendemos.

4.3.1 Comparacao termo a termo

Comecemos pelo caso em que a desigualdade entre os termos é visivel. Para séries
de termos néo negativos, as somas parciais sdo crescentes; por isso, comparar termos
equivale a comparar o crescimento dessas somas.

4.18 Teorema. Se a, > 0 para todo n > 1, entéo a série ), 4, converge se e
somente se a sequéncia das respectivas somas parciais é limitada superiormente.

Se as somas parciais sdo limitadas superiormente por um nimero M, entio a soma da
série ndo pode exceder M.

4.19 Teorema (Critério da Comparacao). Sejam ), a, e ), b, séries infinitas
de termos néo negativos. Isto é, a, > 0 e b, > 0 para todo n. Entao:

1. Se Y. a, converge e 0 < b, < a, para todo n, entdo Y. b, converge.

2. Se Y, a, diverge e 0 < a,, < b, para todo n, entdo Y, b, diverge.
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Demonstragao. Sejat, = ZZ:l by a sequéncia de somas parciais de Y. b,. Como b, > 0
para todo n, a sequéncia (,) é crescente.

Na parte 1, se s, = 22:1 ai, entdo 0 < t, < s, para todo n. Como ), a, converge, a
sequéncia (s,) é limitada superiormente; logo, (f,) também é limitada superiormente.
Pelo teorema da convergéncia mondtona, (t,) converge, e portanto Y, b, converge.

A parte 2 é a contrapositiva da parte 1: se )b, convergisse e 0 < a, < b, para
todo n, entdo ), a, também convergiria, o que contradiz a hipdtese. Portanto, ). b,

diverge. O
4.20 Exemplo. A série
i 1
2
= (n+1)
converge. Para todon > 1,
1 1

< (n+1)2 < nn+1)

Como a série Z:ozl 1/(n(n + 1)) converge pelo Exemplo 4.15, o critério da comparagéo
implica a convergéncia da série dada.

4.21 Exemplo. A série
oo

converge. De fato, n! > 2""! para todo n > 1, e portanto

3|>_.

1
<

0 1
< oS ot

o , . (5] —(n— g s ~ . .
Como a série geométrica Y- . 2"~ converge, o critério da comparagio implica a
n=1
convergéncia de ). 1/n!.

4.22 Exemplo. A série

i 105 n
n=1

diverge. De fato, para n > 3, temos logn > 1, e portanto

1
ogn>l

n n’

Como a série harmonica diverge, o critério da comparacdo implica a divergéncia da
série dada.

Exercicios basicos

Ex. 4.13 — Use o Critério da Comparagéo para determinar se as séries sio convergentes
ou divergentes:

a) X, ) Yoy

n=1 p2in+1 n3+3n+1
co
b) Xs iy DT 7

e) X,

n= 2lnn
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Ex. 4.14 — Mostre que Z ——= converge.
j=1€J

- 1
Ex. 4.15 — Mostre que Z — diverge.
j=1+J

(o8]

Ex. 4.16 — Seja (x;,) uma sequéncia de termos positivos e suponha que ijo Xj con-

verge. Mostre que Z;io sz também converge.

Ex. 4.17 — Seja (x,,) uma sequéncia de termos positivos. Mostre que Z;o:o X; converge

(o]

x.
se, e somente se, Z converge.
1+ x;
=0 ]
(o)
oo 2 . |x]| ,
Ex. 4.18 — Mostre que, se Z . Xx; converge, entao Z —— também converge.
j=0 "7
j=1

Exercicios mais dificeis

* Ex. 4.19 —

a) Seja (a,) uma sequéncia decrescente de termos ndo negativos. Prove o critério
~ . oo .
de condensacao de Cauchy: a série zn:l a, converge se, e somente se, a série

0 Hk
Dk—o 2 agk converge.

b) Use a parte (a) para mostrar que a série p-série . 1/nP convergese p > 1 e
divergese 0 < p < 1.

oo 1

c) Use as partes (a) e (b) para mostrar que Zn_z Ty
—< ninn

converge se p > 1le

divergese 0 < p < 1.

A comparacdo direta é poderosa quando a desigualdade é evidente, mas as vezes
obriga a adivinhar uma estimativa pouco natural. Ha outra maneira de construir
séries-modelo: transformar a soma discreta em uma questdo sobre areas.

4.3.2 Comparacao com integrais e séries p

Comparar uma série nova s6 é util quando ja possuimos bons modelos. A série
geométrica é um deles; as séries p formardo outra familia fundamental. O elo entre
somas e integrais fornece esses modelos de maneira sistematica.

Comparagao com integrais e séries p
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y Ty fO) < [} fG0) dx [ fGodx < ThTh fR)

F

Figura 4.1 o )
Tlustragao do critério de comparagio com a integral.

4.23 Teorema (Critério de comparacio com a integral). Seja f : [1,00) —
R uma funcéo continua, positiva e decrescente. Entdo a série

Y fk
k=1

converge se, e somente se, a integral impropria

fo f(x)dx

converge.

Demonstragdo. Escrevaa, = f(k)es, = 22:1 ar. Como f é decrescente, para todo

k > 2etodo x € [k —1,k] temos f(k) < f(x). Logo,
> < | feodx
k=2 1

Se Iloo f(x)dx converge, entdo

Sy Sf(1)+J f(x)dx < f(1)+J f(x)dx.
1 1

Como (s,) é crescente, por ter termos positivos, ela converge. Portanto, a série con-
verge.

Reciprocamente, para todo k > 1 e todo x € [k, k + 1] temos f(x) < f(k). Assim,

1

n+1 n
f f@dx< S fE) = 5,
k=1

Se a série converge, entdo (s,) é limitada, e a desigualdade anterior mostra que as
integrais flt f(x) dx também sdo limitadas superiormente. Como essas integrais cres-
cem com £, a integral impropria converge. Equivalentemente, se a integral impropria
diverge, a série também diverge. O

Comparagao com integrais e séries p
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4.24 Exemplo (Série p). O critério de comparacdo com a integral permite demons-
trar que

Nk

1

v converge se, e somente se, p > 1.
n
1

3
Il

De fato, para f(x) = x~?, temos

nl=P —1
no —, sep#l,
xpdx: 1—p
1 logn, sep=1.

Se 0 < p < 1, a integral diverge e o critério da integral mostra que a série também
diverge. Para p < 0, nem precisamos do critério: o termo 1/n? nio tende a zero.
Portanto, em todos os casos, a série-p converge exatamente quando p > 1.

4.25 Exemplo. O mesmo método mostra que?

(o]

1
Z ————  converge se, e somente se, s> 1.
= n(logn)*
De fato,
logn)=s — (log 2)1—$
n 1 (logn) (g),sesil,

1-—s

L x(log x)$ dx =
log(logn) —log(log 2), ses=1.

A func¢io x — 1/[x(log x)°] é positiva e, para cada s € R, é decrescente a partir de
algum ponto. Como retirar um nimero finito de termos nao altera a convergéncia,
aplicamos o critério da integral a cauda. A integral impropria converge exatamente
quando s > 1; portanto, o mesmo vale para a série.

Ex. 4.20 — Determine se as seguintes séries convergem ou divergem e justifique sua
resposta:

) n 0o 2+(=1)"
2) Zn:l (4n—3)(4n—1) b Zn:l 2n
oo V2n—1log(4n+1) o _n
b) Xt oy 8 L=t Grray
[*S) 1 =) logn
o ¥, b Ty,
1

o n? . o 1
d) anl 2_" 1) ZHZI n(n+1)

o |sen(nx)|
R

As séries p passam agora a funcionar como uma régua assintotica. Muitas séries niao
sdo literalmente maiores ou menores que 1/n? de maneira conveniente, mas se tornam
indistinguiveis dela na escala correta.

Inicia-se a soma em n = 2 para evitar que logn se anule.

Comparagao com integrais e séries p
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4.3.3 Comportamento assintotico

A comparacdo termo a termo pode ser artificial quando duas sequéncias tém a mesma
escala assintotica. Nessa situacgdo, o quociente entre os termos revela a comparacéo
que realmente importa.

4.26 Definicdao. Sejam (a,) e (b,) sequéncias de termos positivos. Dizemos que
a, é assintoticamente equivalente a Lb,, com L > 0, se
.. a
lim % = L.
n—o00 bﬂ
Nesse caso, escrevemos a, ~ Lb,. Em particular, quando L = 1, escrevemos
simplesmente a, ~ b,.

4.27 Teorema (Critério do Limite). Sejam Z;io aje 2;0:0 b; séries de termos
positivos. Se a, ~ Lb, para algum L > 0, entdo ambas as séries convergem ou

ambas divergem.

Demonstrag¢do. Como
a
lim = =L1>0,

n—0o0 bn

existe N € N tal que, para todon > N,

L & 3L
2 by, 2
Logo,
L 3L
Ebn<an<7bn, n>N.

Se Y. b, converge, entdo y.(3L/2)b, converge e, pelo critério da comparacio, a cauda
de Y a, converge. Portanto, ), a, converge. Reciprocamente, se ). a, converge, entio
a desigualdade b, < (2/L)ay,, valida para n > N, mostra novamente pelo critério da
comparacdo que ). b, converge. Assim, as duas séries tém o mesmo comportamento
quanto a convergéncia. (]

4.28 Exemplo. A série

[s]

1
)

n=1
converge. Com efeito, se a, = 1/(n* + n+1) e b, = 1/n?, entdo
ap n?

W T
b, n2+n+1

(o) e 7. . . . . A .
Logo, a, ~ b,. Como 3, _ 1/ n? converge, o critério do limite implica a convergéncia
da série dada.

4.29 Exemplo. A série

5. (1)
n=0

diverge. Para n > 1, racionalizando o termo geral, obtemos

(VaF1-va) = ———
(\/n+ 1 +Jﬁ)
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Comparando com b, = 1/n, temos

2
bn (\/n+1+\/ﬁ) 1 1
—_— = =24+ -+2,/1+ - — 4
a, n n n

Assim, a, ~ b,/4. Como a série harmonica diverge, o critério do limite implica a
divergéncia da série dada.

Exercicios basicos

Ex. 4.21 — Determine a convergéncia de cada uma das seguintes séries:

a) Z 2]+1 i) Z 2" sen®(5n)

J=0 5/ n=0 4n+cos?(n)

b 3, L KX,

n2+2n
o o 4n7
©) Xy 7 DD Y W9
\/2n2+4n+1
d) Z] 3\/_+\/]T m) ¥, T
T ( )2 n %7, (G 1)p para todo p ra-
n=1\ 241 cional;

f)zn4n33 O)Zjlm

8) Z” 2 n(rH—l) P) Zm \/j\/T_\/—
h) Zn 7

o 2 00 1
n¢—2n-3 q) Zj:l ]2+_1/1

Exercicios complementares

Ex. 4.22 — Encontre todos os inteiros t > 0 tais que:

[se]

1
= j1+t—\/f

seja convergente.

Ex. 4.23 — Considere a > 0 e b > 0. Encontre todo p racional tal que:

Z (aJ + b)P

seja convergente.

Convém guardar a diferenca entre as trés ideias. A comparacio direta usa uma de-
sigualdade; o critério integral constréi modelos a partir de fun¢des; a comparacdo
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assintotica ignora constantes e detalhes de baixa ordem. N&o sdo trés receitas concor-
rentes, mas trés maneiras de responder a mesma pergunta: com que série conhecida
este termo se parece?

4.4 Sinais e cancelamento

Quando os termos mudam de sinal, a monotonicidade das somas parciais desaparece.
Ha entdo duas razdes muito diferentes para uma série convergir: ou seus modulos
ja formam uma série convergente, ou sinais opostos produzem cancelamento. Essa
distingdo organiza o restante da teoria.

4.4.1 Convergéncia absoluta

Até aqui, a positividade dos termos permitiu controlar as somas parciais por monoto-
nicidade e comparacdo. Quando aparecem sinais diferentes, surge uma possibilidade
nova: o cancelamento. Antes de explora-lo, isolamos uma situagio especialmente
estavel, a convergéncia absoluta.

4.30 Defini¢ao. Dizemos que uma série )’ g, converge absolutamente se a
série Y. |a,| converge. Dizemos que Y. a, converge condicionalmente se ), a,
converge, mas Y, |a,| diverge.

4.31 Teorema. Se uma série converge absolutamente, entéo ela converge.

Demonstragdo. Suponha que Y a, seja absolutamente convergente. Pelo critério de
Cauchy aplicado a série ). |a,|, dado ¢ > 0, existe N € IN tal que, se n > m > N, entédo

| + |aar]| + -+ + an| < e
Pela desigualdade triangular,
Gy + iy + -+ ayl <l + @] + -+ ay] < e
Portanto, ), a, satisfaz o critério de Cauchy para séries e, consequentemente, converge.

O

Quando os termos de uma série sdo ndo negativos, convergéncia e convergéncia
absoluta sdo equivalentes.

Se Y. a, e ). b, sdo absolutamente convergentes, o mesmo se verifica para a série
Y.(aay, + pb,) qualquer que seja a escolha de o e 5. Essa é uma consequéncia imediata
da desigualdade triangular, e a demonstracdo sera deixada ao leitor.

Sinais e cancelamento
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Ex. 4.24 — Prove que, se Y, |a,| converge e (b,) é uma sequéncia limitada, entdo ) a,b,
também converge.

Ex. 4.25 — a) Mostre que, se Z;io Xj

bém converge.

converge absolutamente, entao 2;0:0 sz tam-

b) O reciproco é verdadeiro?

c) E verdade que, se Z;O:Q Xj converge, entdo 2;020 xj‘? também converge?

o0 o0 ~ Jon
Ex. 4.26 — Mostre que, se Z}.ZO zje Z}.ZO w; sdo séries absolutamente convergentes,
. 00 00 , ~
entdo ijo zjw; e ijo(azj + Bw;) também sao absolutamente convergentes para todos
0s numeros reais a e fj.

Ex. 4.27 — Mostre que, se Z;o:() zZj é uma série absolutamente convergente, entao
(S (o)
> 5/< Y lal
j=0 j=0

A convergéncia absoluta permite esquecer os sinais e voltar ao mundo das séries
positivas. Em algumas familias, a propria forma algébrica dos termos fornece uma
compara¢do geométrica sem que seja preciso adivinhar uma série-modelo.

4.4.2 Quando a forma do termo decide: raiz e razao

4.32 Teorema (Critério da Raiz). Dada uma série ), a,, seja

R = lim sup |a,|1/".

n—oo
Entéo:
« se R < 1, a série converge absolutamente;
« se R> 1, a série diverge;

« se R = 1, o critério nio fornece informacédo sobre a convergéncia ou
divergéncia.

Demonstragdo. Se R < 1, escolha r tal que R < r < 1. Entdo, para n suficientemente
grande, temos |an|1/" <r,isto é, |a,| < r". Como a série geométrica Y, r" converge, o
critério da comparacdo mostra que ), g, converge absolutamente.

Se R > 1, entdo existem infinitos indices n tais que la,|}/" > 1, portanto |a,| > 1. Em
particular, a,-40, de modo que a série diverge pelo Teorema 4.5.

et s s . - A - o 1
Quando R = 1, o critério ¢ inconclusivo. De fato, para a série harménica ), | - e
-t n

- o 1 1/n . . .
para a série ), ~ | —, temos |a,|'/" — 1 em ambos os casos, mas a primeira diverge e a
—tn

Quando a forma do termo decide: raiz e razao
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segunda converge. O

4.33 Exemplo. O Critério da Raiz determina diretamente a convergéncia da série
2:’:3(10g n)~". De fato, se a, = (logn)™", entdo

1
@/ = —— 0.

logn

Logo, a série converge absolutamente.

4.34 Exemplo. Aplicando o Critério da Raiz a série

§:<n-’i1-1>nz’

n=1
temos, para a, = (n/(n + 1))"2,
n
|an|1/n=( - ) = L N
n+1 1+1/n)r e

Como 1/e < 1, a série converge.

Uma variante do mesmo tipo de argumento conduz ao critério da razio.

4.35 Teorema (Critério da Razao). Seja ). a, uma série de termos nio nulos.

a) Se limsup |22 | < 1, entdo a série converge absolutamente.
Sel p g

a’l
(b) Se liminf|%£| > 1, entdo a série diverge.

aﬂ
c) Nos casos restantes, isto é, quando liminf il < 1 < limsup |22 , 0

q p
an a"

critério da razdo, por si s, ndo decide a convergéncia.

Demonstragdo. Seja L = lim sup bill Se [ < 1, escolha r tal que L < r < 1. Entdo,
af'l
para n suficientemente grande,
An+1 <r
a, |~

Fixado tal n, obtemos por inducéo que |a,, x| < r¥|a,| para todo k > 0. Logo, a cauda de
Y. |a,| é dominada por uma série geométrica, e portanto Y, a, converge absolutamente.

Se lim inf| 2| > 1, existe r > 1 tal que, para n suficientemente grande,
aYl
a
n+1 >r
arl

Assim, |a,| ndo pode tender a zero. Pelo Teorema 4.5, a série diverge.

A parte (c) decorre do fato de que tanto a série harmonica quanto a série Y. 1/n?

satisfazem
: ant1
lim |—| =1,
n—oo | dy
mas a primeira diverge e a segunda converge. 0

Quando a forma do termo decide: raiz e razao
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4.36 Exemplo.

. Considere a série Y, n/2". Para a, = n/2", temos

Gy (n+1)2" n+1 _)1

a,  2ntlp 2n 2

Além disso,

1/n

n 1
a1 = ——= = .

2 2
Assim, tanto o critério da razdo quanto o critério da raiz mostram que Y, n/2"
converge.

« Qualquer série da forma Y, 1/n?, onde p € R, é chamada de série-p. Para essa
série, se p > 0, entdo

. 1\/n . (n+1)7P

lim <—) =1 e lim % =1
n—oo n P

Assim, os critérios da raiz e da razao sdo inconclusivos.

11 - .
Para p < 1, temos n? < n, de modo que s > -. Como a série harmonica ). 1/n
. ’ PO n n ~ o .
diverge, concluimos, pelo critério da comparagio, que a série-p diverge para

p<1
« Considere
Z > 0< p < 0.
k=1 "
. Pk .
Aqui, g = R Assim,
k+1 k!

. Gkt . : .
lim — =lim ——— = lim —— =0
k—oco  aj k—o0 pk (k + 1)! pk—)oo k+1

Pelo critério da razdo, a série converge para todo p,0 < p < co. Neste exemplo,
a presenca de k! torna o critério da raiz dificil de usar.

« Considere Y’ a,, onde

—, sen=2k
.
a, = .
—, sen=2k+1
3k
Aqui,
- .1 1 1 1
Z“ﬂ‘1+§+§+2_2+§+"'
n=1
Por célculo,
ok
i1 _ (E) ’ n =2k
o (5(3), n=2k+1
2\2

Consequentemente, o critério da razdo é inconclusivo. Por outro lado,

L n=2k

Van =13 1 12/,(2k+1) K
=(3) C on=2k+1
Como limk_,oo(\/3)1/(2k+1) = 1, obtemos

1
limsup{fa, = — < 1.
n—o00 " \/E

Portanto, a série converge pelo critério da raiz.
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O ultimo item do Exemplo 4.36 mostra uma série para a qual o critério da razdo é
inconclusivo, enquanto o critério da raiz decide a convergéncia. O resultado seguinte
explica essa diferenca.

4.37 Teorema. Seja (a,) uma sequéncia de numeros positivos. Entéo

..o oG o . .
liminf ~*L < lim inf %[a, < lim sup&/a, < limsup
n—oo n—oo

An+1
n—oo an n—oo a ’

n

Observacao. Como consequéncia do teorema, sempre que o critério da razdo decide
a convergéncia ou a divergéncia de uma série de termos positivos, o critério da raiz
também decide. O reciproco é falso, como mostra o exemplo anterior.

Demonstragdo. Seja
a
R = lim sup 1.

n—>oo an

Se R = oo, a Gltima desigualdade é imediata. Suponha, entdo, que R < oo, e fixe f > R.

Pela definicéo de limite superior, existe n tal que

a
-l < I (n > ngp).
an

Por iteragdo, para todon > ny,

_ an,
an < ap 710 = MB", M= ,B_"(()).

Logo, &fa, < B/ M para n > n, e portanto

limsup&/a, < p.
n—oo
Como f§ > R é arbitrario, obtemos
. . ant1
lim sup&/a, < limsup .
n—oo n—o0o n

A desigualdade envolvendo os limites inferiores é analoga. Se

PN
p = liminf 2L,
n—oo ay

entdo, para todo 0 < a < p, existe n; tal que a,,,1/a, > « paran > n;. Por iteracio,
a, > Ca™ para n suficientemente grande, e assim

liminfg/a, > a.
n—oo

Fazendo a 1 p, obtemos a primeira desigualdade. A desigualdade central é tautologica.

O
Exercicios basicos

Ex. 4.28 — Seja Z;io aj uma série de termos positivos. Mostre que, se a, 1 > a, para
todo n, entdo a série diverge.

Quando a forma do termo decide: raiz e razao
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Ex. 4.29 — Determine a convergéncia das seguintes séries:

o j! 00 ]]
a) ijl ;> d) Z/ 1]'
b I, o G
) Z] 1 ] ) Z] 0 (2])'

o 2/

o 2 o (D
R I B % G

Exercicios complementares

Ex. 4.30 —

a) Suponha que a, > 0, b, > 0, e a,.1/a, < b,,1/b, para todo n. Mostre que
Z} o 4j converge se Z} _o bj converge.

Dica: Mostre que a sequéncia {a,/b,} é ndo-crescente e use o Exercicio 4.24.)

b) Use a parte (a) para testar a convergéncia das seguintes séries:

oo j .
(@) z:j=1 jeijt’
oo jj
(b) Zj:1 el_]'

Note que o critério da razdo nao fornece conclusdes nesses exemplos.

1/
Ex. 4.31 — Determine a convergéncia da série Z ]—j para todo x > 0.
j=1

[se]

Ex. 4.32 — Aplique o critério da raiz para investigar a convergéncia da série Z =
i~/
Jj=0

Ex. 4.33 — Determine a convergéncia das seguintes séries:

Jj x \J
a) Z] 1(2J 1) (m), para todo

H TG+ 17

x#+—1;
0 .1/ J .
b) ijz (J fi— 1) ; (j +1)”2
5 X 0 G
00 3]/2
) Z] 0 gj ; 2

h) Zji’; (1_ })J :

d) Z;il j2e% para todo « real;

) T, 2
) T2 oy e

s )/ para todo x > 0;

Quando a forma do termo decide: raiz e razao
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- 1 1\
Ex. 4.34 — Considere a série Z ; (1 - ;) .
j=2

a) Mostre que o critério da raiz ndo é aplicavel.

b) Determine a convergéncia da série. (Dica: use uma série conhecida.)

Os critérios da raiz e da razao detectam sobretudo decaimento geométrico. Quando o
limite relevante é 1, isso ndo representa uma falha: significa apenas que a escala é mais
lenta e devemos voltar & comparacéo, as séries p ou a outra estrutura do problema.

4.4.3 Cancelamento controlado: séries alternadas

A convergéncia absoluta néo é a Unica forma de uma série com sinais diferentes
convergir. O exemplo mais simples de cancelamento persistente ocorre quando os
sinais alternam de maneira regular.

o0
Z(—l)”‘lan =ay—ay+ag—ag+-+(-1)""la, + -
n=1

com a, > 0.

4.38 Teorema (Critério das Séries Alternadas). Se (a,) é uma sequéncia

, e . _ ~ o (o] n+1
decrescente de niimeros positivos e lim,_, a, = 0, entdo a série }, _ (=1)"""a,
converge.

Demonstracgao. Seja s, a sequéncia das somas parciais. As somas parciais pares satisfa-
zem
Sop = a1 —ap +az —ag + -+ doy—1 — Aoy

Como (a,) é decrescente, temos
So(n+1) — Sen = G2n+1 — Aopt2 = 0.
Logo, (syy,) € crescente. Além disso,
Son = a1 — (ag —az) — - — (agn—2 — azp—1) — aon < a1,
e portanto (sy,) converge, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona. Seja s seu limite.
Como $y,11 = Sop + Agpe1 € Aopyq — 0, segue que Sy, 11 — S. As subsequéncias de

indices pares e impares tém, portanto, o mesmo limite. Consequentemente, a sequéncia
completa (s,) converge para s, e a série alternada converge. ]

4.39 Exemplo. Como a sequéncia (1/n) é decrescente e 1/n — 0, a série harmonica
alternada -

Z(_ 1)n+1 l

n=1 n

converge. Mais adiante, a partir da série de Taylor de log(1 + x), veremos que
lo 2—1—1+1—1+
S

Assim, a soma da série harmonica alternada ¢ log 2.

Cancelamento controlado: séries alternadas

124



Analise Real / Séries

Exercicios basicos

Ex. 4.35 — Determine a convergéncia ou divergéncia das seguintes séries.

)n 1 (o) (—1)"(3}1—1)
Q) To, ) Lot omer
o (Z1n o ()" lnn

b) anl 1+2\/ﬁ d) anl n

Exercicios complementares

Ex. 4.36 — Determine, conforme o caso, se as seguintes séries convergem absoluta-
mente, convergem condicionalmente ou divergem:

1)/+1

4_\/—.'

b) T (- 1),(1+2) d) Z}f’il(—l)f(1+j;—jl).

a) Z} 5 <) 2] (= 1y

2+

Ex. 4.37 — Seja (a,) uma sequéncia decrescente de nuimeros positivos tal que
lim,,_,o, @, = 0. Mostre que a soma s da série alternada Y (—1)"*'a, esta entre qualquer
par de somas parciais sucessivas. Isto é, mostre que sy, < s < sy,,1. Use isso para
concluir que, para todo n, |s — s,| < a,41. Assim, o erro ao parar no n-ésimo termo néo
excede o valor absoluto do préximo termo.

Ex. 4.38 — Mostre que a série é convergente. Quantos termos da série sdo necessarios
para somar com a precisdo indicada?

a) Z;o:l (;l—ll)n (erro < 0,01)

b) X (_n—ls) (erro < 0,0001)

(_1)n+1

©) fo:l

(erro < 0,00005)

d) Z:;l(—l)”’lne’” (erro < 0,01)

A série harmonica alternada mostra a fronteira essencial: uma série pode convergir
mesmo quando a série dos médulos diverge. A partir daqui, a ordem dos termos deixa
de ser um detalhe inocente.

4.5 A ordem dos termos importa

Para somas finitas, reordenar parcelas é inofensivo. Para séries infinitas, isso s
continua verdadeiro sob uma hipotese forte: convergéncia absoluta. O caso condicio-
nalmente convergente revela um fendmeno genuinamente novo.

A ordem dos termos importa
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4.5.1 Rearranjos e convergéncia absoluta

A propriedade comutativa da adicdo garante que, em uma soma finita, a ordem dos
termos néo altera o resultado. Para séries infinitas, a situacao é mais delicada. Em 1852,
Bernhard Riemann mostrou que a ordem dos termos de uma série condicionalmente
convergente pode alterar sua soma e pode até produzir rearranjos divergentes.

Considere, por exemplo, a série

1 l-i-1
2

L
iRt

+

e

1
- =+
3

N =
L=

Ela converge para 0. No entanto, a série dos valores absolutos é

1 1 1 1 1
T+l+=4-+=F+=+—+=+-,
2 2 3 3 4 4
que diverge, pois corresponde a série harmonica duplicada. Assim, a série original é

condicionalmente convergente.

Rearranjos apropriados de séries condicionalmente convergentes podem produzir
outras somas. Por exemplo, tomando dois termos positivos seguidos de um termo
negativo, repetidamente, obtemos

1 1 1 1

1 1
I+-—1l4+-+>—=+-+-
2 3 4 2 5 6

1
- =+
3
O fendmeno geral é descrito pelo Teorema de Riemann: uma série condicionalmente
convergente pode ser rearranjada para convergir a qualquer nimero real previamente
fixado. Em contraste, séries absolutamente convergentes preservam sua soma sob
qualquer rearranjo.

4.40 Definicao. Uma permutacao dos nimeros naturais é uma bijecéo o :
N — N.

4.41 Exemplo. A funcio o : IN — N definida por

o (k) = k—1, seképar
k+1, sekéimpar,

¢é uma permutacio dos naturais.

Se o é uma permutacéo, cada natural aparece exatamente uma vez como valor de o.
Em particular, x # y implica o(x) # o(y).

. o~ (o]
4.42 Definicao. Se Z”El
naturais, entao a série ), _, by, onde b, = a,(,), ¢ chamada rearranjo da série

a, é uma série e ¢ é uma permutacdo dos niimeros

original.

o0

4.43 Teorema. Seja},
L. Entdo, todo rearranjo dessa série também converge absolutamente e tem

a, uma série absolutamente convergente com soma

soma L.
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Demonstragdo. Seja o uma permutacio de IN e ponha b, = ag(,). A série ), |by| con-
verge, pois cada soma parcial de ), |b,| é uma soma finita de termos da série ), |a,] e,
portanto, é limitada superiormente por Z;ozl |a,|. Logo, o rearranjo converge absoluta-
mente.

Resta provar que sua soma é L. Seja B, = 22:1 br. Dado € > 0, escolha N tal que

N o0
Zak—L <e e Z lag| < e.
k=1 k=N+1

Como o é sobrejetiva, existe M tal que o conjunto

{o(1),...,a(M)}

contém todos os indices 1, 2,..., N. Paran > M, podemos escrever
N
B, = Z ay + Z aj,
k=1 je.]n

onde J, é um subconjunto finito de {N + 1, N + 2,...}. Assim,

N
|B, — L| < Zak—L + Z laj| < 2e.
k=1 jE]n

Portanto, B, — L, e o rearranjo tem a mesma soma da série original. O

A hipoétese de convergéncia absoluta no Teorema 4.43 é essencial. Para preparar o
Teorema de Riemann, convém decompor uma série real em suas partes positiva e
negativa. Definimos

at = max{a,, 0}, a, = min{a,, 0}.

Entao
a, = at +ay e la,| = af —ay, .

Note que @ > 0ea, <0.

;. oo . .
4.44 Teorema. Dada uma série ), _ a, de termos reais, valem as seguintes
afirmacoes.

1. Se Y a, é condicionalmente convergente, entdo Y, a; diverge para +co e
Y. a; diverge para —co.

2. Se Y a, é absolutamente convergente, entio Y, a; e Y, a, convergem, e

o0 (o) (o)
Y=Y a+Yar
n=1 n=1 n=1

Demonstragdo. Como a; = (|ay|+a,)/2 e a, = (a,—la,|)/2, a convergéncia simultinea
de Y. a, e Y. |a,| implica a convergéncia de . a4 e de Y. a;. Isso prova a segunda
afirmacdo, quando a série é absolutamente convergente, e a identidade das somas
segue de a, = a;f + a; e da linearidade.

Suponha agora que Y a, seja condicionalmente convergente. Se Y at e Y a, conver-
n n n
gissem, entdo Y, |a,| = X.(a; — a;) também convergiria, contradizendo a convergéncia

Rearranjos e convergéncia absoluta
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apenas condicional. Além disso, como Y a, = Y. af + Y, a, converge, ndo pode ocorrer
que apenas uma das duas séries convirja. Logo, Y. a diverge e Y, a, diverge. Como
a primeira tem termos ndo negativos e a segunda tem termos nao positivos, suas
divergéncias sio, respectivamente, para +oo e para —oo. ]

No rearranjo exibido acima, em que tomamos dois termos positivos para cada termo
negativo da série

as somas ao final de cada bloco sédo
H2n - Hn’

e portanto tendem a log 2. A mudanga de ordem nio apenas pode alterar a soma: aqui
ela transforma uma série de soma 0 em outra de soma log 2.

4.5.2 Teorema do Rearranjo de Riemann

(S
n=1
série condicionalmente convergente de termos reais e seja L € R. Entdo existe

4.45 Teorema (Teorema do Rearranjo de Riemann). Seja ). . a, uma

. (o] (o)
um rearranjo ), _, b, dos termos de }; _, a, que converge para L.

Demonstragdo. Liste os termos positivos da série, na ordem em que aparecem, como

P15 P25 P35 ---» € 0s modulos dos termos negativos como g1, g7, g3, .... Pelo resultado
anterior,

(o8] (o]

ij:+00, qu:+00.

=1 j=1

Além disso, como g, — 0, temos pj—>0eqj—0.

Construimos o rearranjo por etapas. A partir da soma parcial zero, somamos termos
positivos p;, em ordem, até ultrapassar L. Depois somamos termos negativos —g;, em
ordem, até ficar abaixo de L. Repetimos esse procedimento indefinidamente: apds
ficar abaixo de L, acrescentamos termos positivos até ultrapassar L; apds ultrapassar L,
acrescentamos termos negativos até ficar abaixo de L.

Além disso, nenhum termo positivo ou negativo é repetido ou omitido. Se a série
original contém termos nulos, eles podem ser inseridos em quaisquer posi¢des do
rearranjo sem alterar as somas parciais relevantes nem o limite. Dentro de cada classe,
positiva ou negativa, os termos sdo usados em sua ordem original.

Seja S, a sequéncia de somas parciais do rearranjo construido. Dado ¢ > 0, escolha
J tal que p; < e e q; < ¢ para todo j > J. Depois que todos os termos py, ..., pj_; €
q1»---»qj—1 tiverem sido usados, cada ultrapassagem de L excede L por menos de ¢,
pois ocorre pela adi¢do de um termo positivo menor que £. Do mesmo modo, cada
passagem abaixo de L fica a menos de ¢ de L, pois ocorre pela adi¢do de um termo
negativo de modulo menor que ¢.

Entre uma ultrapassagem e a passagem seguinte, as somas parciais diminuem mono-
tonamente e permanecem entre esses dois valores. Entre uma passagem abaixo de L

Teorema do Rearranjo de Riemann
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e a ultrapassagem seguinte, elas aumentam monotonamente e também permanecem
entre esses dois valores. Assim, para todo m suficientemente grande,

IS, — L| < e.
Logo, S,, = L, isto é, o rearranjo construido converge para L. ]

Exercicios de sintese

Ex. 4.39 — Determine se cada série converge condicionalmente, converge absoluta-
mente ou diverge. Justifique sua resposta.

o (1) o (—-1)"
2) Z”ZZ Inn b 2"22 nlnn
o (=2)" o (-1
b) Xy 8 Yoot g
o (=3 o (="
c) ano n! h) 2”21 N

. o (—1)"1
i) z:n:z( 1)"Inn

n

oo —5)"
d) ZHZO ( zn)

e) 2:’:1 Co\jﬁm{ j) 220:1 <% - l)

n

4.6 O namero e revisitado

Os critérios anteriores ndo servem apenas para classificar séries. Eles também per-
mitem voltar a objetos ja conhecidos e vé-los de outra forma. O niimero e, definido
anteriormente por um limite, reaparece agora como soma de uma série de termos
positivos.

Como aplicagao dos critérios de convergéncia, retomamos o nimero de Euler e mos-
tramos que ele admite a representacéo

_ 1
e—_a.

n=0

Em seguida, usamos essa representagdo para provar que e € irracional.

Defina
- 1
¢ =2
!
A série converge pelo critério da razdo, pois, para g, = 1/n!, temos

n+1 _ 1
a, n+1

O ndmero e revisitado
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4.46 Teorema. Vale a identidade

1 n
= lim <1+—> =e.
n

n—oo

Demonstragao. Escreva

Por definicdo, s, — ¢’. Provaremos que t,, — ¢’.

Pelo teorema binomial,

= EECD0D ()

onde, para k = 0 e k = 1, o produto vazio é entendido como 1. Como todos os fatores

Sa0 menores ou iguais a 1, obtemos t, <'s, e, portanto,
limsupt, <e€'.
n—oo
Para a desigualdade oposta, fixe m € IN. Se n > m, entdo
LS LD (-h (-2,
= k! n n n

Passando ao limite inferior quando n — oo, cada produto finito tende a 1, e segue que

n—oo

&1
lim inft, > kZ;)E = Sy

Como isso vale para todo m, obtemos lim inf#, > e’. Logo, t, — ¢’. ]

A estimativa seguinte mede a rapidez com que as somas parciais da série de e se
aproximam do limite.

4.47 Proposicao (Estimativa do resto). Paratodon > 1,ses, = ZZ:O 1/k
entdo

0<e—s, < —.
" nln

Demonstragdo. Como e = ZZOZO 1/k!, temos

1 1
kzn:+lkv (n+1)' (1+n+2 +(n+2)(n+3)+”'>'

Cada termo entre parénteses, a partir do segundo, é dominado pela correspondente
poténcia de 1/(n + 1). Portanto,

< (1 N 1 . 1 N ) 1 n+1 1

e—s S I L

" (n+ 1) n+l (n+1)2 (n+1)! n n'n

A desigualdade e — s, > 0 é imediata, pois o resto é soma de termos positivos. O

O ndmero e revisitado
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4.48 Teorema. O numero e é irracional.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que e = p/q, com p,q € N. Aplicando a
proposicdo anterior com n = g, obtemos

1
0<e—s, < —.
17 q'q
Multiplicando por g!, segue que
1
0 <qle—gls; < C_I <L

Por outro lado, gle = q!p/q = (¢ — 1)!p é inteiro, e

q
Is, = ¢
q.Sq = F
k=0
também € inteiro. Assim, gle — g!s; seria um inteiro positivo estritamente menor que
1, o que é impossivel. Logo, e é irracional. ]

4.7 Representacao decimal dos nimeros re-

ais Il

Na Secéo 1.13, a representacdo decimal foi introduzida por meio de truncamentos. A
teoria de séries permite agora dizer com precisdo o que a notacdo decimal infinita
significa.
Sejar > 0. Escolhidos a; € INU{0} e digitos a; € {0, 1, ..., 9}, definimos os truncamentos
= a
k
Sp=ay+ ) —.
n 0 kz::l 10k

Escrever
r = a4p,ai1asas ...

significa precisamente que s, — r, isto é,
(&9
K
r=ay+ ) —-.
0 k; 10K

Reciprocamente, qualquer sequéncia de digitos determina um nimero real. De fato,
para

temos S,y1 = S, €

Assim, (S,) é crescente e limitada; pelo Teorema da Convergéncia Monodtona, ela
converge. Portanto toda sequéncia de digitos determina um ndmero de [0, 1]. Todo
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real ndo negativo admite uma representacdo desse tipo; para nimeros negativos,
aplicamos a construgao ao médulo e acrescentamos o sinal.

A representacdo nio é Unica exatamente quando uma expansio termina, a partir de
certo ponto, em uma cauda infinita de algarismos 9. Por exemplo,

1=20,999...,
pois
— 9 1/10
ZW :91—/1/10 =1
k=1
De modo geral,
0,5000... =0,4999 ....

Exercicios complementares

Ex. 4.40 — Prove que a representacido decimal de um numero racional é finita ou
eventualmente periddica.

Ex. 4.41 — Prove que, se a representacio decimal de um nimero € finita ou eventual-
mente periddica, entdo ele é racional.

Ex. 4.42 — Prove que todo nimero cuja representacio decimal é da forma ay,a1a - ay,
com a, # 0, também pode ser representado como ay,a;ay - (a, — 1)99999 ---.

Ex. 4.43 — Prove que a constante de Liouville L = 220:1 107 ¢é irracional.

** Ex. 4.44 — Transformacdo de Abel e critério de Dirichlet. Sejam (a,) e (b,) sequén-

n
An = Z aj.
k=1

cias reais e defina

Prove a identidade de Abel

n n—1
> b = Apby — Ap_iby + Y. Al — bsr).
k:m k:m

Deduza o critério de Dirichlet: se as somas parciais de Y, a, sdo limitadas e (b,) é
monotona com bn — 0, entdo

(o]

2, anby

n=1

converge.

*** Ex. 4.45 — Teorema de rearranjo de Riemann. Seja

(o8]
D,
n=1

uma série real condicionalmente convergente. Prove que, para todo L € R, existe um
rearranjo da série que converge para L.

Mostre também que existem rearranjos cujas somas parciais tendem a +oo e rearranjos
cujas somas parciais tendem a —oo.
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** Ex. 4.46 — Produto de Cauchy. Sejam

Z a, = A, Z b, =B
n=0 n=0

duas séries absolutamente convergentes. Defina

n
C, = Z akbn_k.
k=0
Prove que
[o9]
2,
n=0
converge absolutamente e que

> 6= AB.
n=0

** Ex. 4.47 — Séries logaritmicas classicas. Determine, em funcio dos pardmetros

reais p e q, a convergéncia das séries

(o8]

1
Z n(log )P

n=2
(o8]

1
Z nlogn (loglogn)?’

n=3
*** Ex. 4.48 — Sub-séries e convergéncia absoluta. Prove que uma série real
o0
D, an
n=1
¢é absolutamente convergente se, e somente se, toda sub-série

0o
Z ank, nq < ny EGEITIN
k=1

é convergente.

Representacao decimal dos niimeros reais |1
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5
Cardinalidade

Contar um conjunto finito consiste em associar seus elementos aos ntimeros 1, 2, ..., n.
A comparagio por meio de funcdes também se aplica a conjuntos infinitos. Nesse
caso, um conjunto pode ter a mesma cardinalidade que um subconjunto proéprio, e
dois conjuntos infinitos podem ter cardinalidades diferentes.

Neste capitulo, estudaremos essas comparacdes. Comecaremos pelos conjuntos enume-
raveis, que tém a mesma cardinalidade de IN, e provaremos que Z e Q sdo enumeraveis.
Em seguida, mostraremos que R néo é enumeravel. O caso dos racionais permite
distinguir duas nog¢des: embora Q seja denso em R, os dois conjuntos ndo tém a mesma
cardinalidade.

5.1 Notacdo. Ao longo do texto,
N={1,2,3,..}, Ny =1{0,1,2,..},

e, paran € N, escrevemos [n] = {1,2,...,n}.

5.1 Comparacao de cardinalidades

Retomaremos as nog¢des de funcéo injetora, sobrejetora e bijetora, que serdo usadas
para comparar conjuntos.

5.2 Definicao. Umafuncao f : A — Bassociaacadax € Aum tnico elemento
f(x) € B. O conjunto A é o dominio e B é o contradominio.

5.3 Definicao. Seja f: A— B.
(a) Se EcC A aimagem de E é

fE) ={f(x) : x€ E}.
(b) Se F C B, a pré-imagem de F é

fIF) ={xeA: f(x) e F}.

Neste capitulo

» Comparacao de cardinalida-

des (p. 134)
» O infinito enumeravel (p. 137)

» Enumerabilidade e densidade
dos racionais (p. 139)

» O teorema de Cantor (p. 140)

» A cardinalidade do conti-
nuo (p. 141)

» Exercicios (p. 142)

Ideia central

Para conjuntos infinitos, contar

significa construir correspondéncias.

Bijecdes, injecdes e o argumento
diagonal substituem a contagem
finita.
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(c) A fungéo é injetora se

fla) = flx) = x; = x;

é sobrejetora se f(A) = B; e é bijetora se é a0 mesmo tempo injetora e
sobrejetora.

Dois conjuntos tém a mesma cardinalidade quando seus elementos podem ser postos
em correspondéncia um a um. A definicdo seguinte formaliza essa ideia.

5.4 Definicao. Se existe uma bijecio f: A — B, dizemos que A e B tém a
mesma cardinalidade, ou que sdo equipotentes, e escrevemos

A~ B.

5.5 Observacao. A relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia: a identidade mostra
que A ~ A; a inversa de uma bijecdo mostra a simetria; e a composi¢do de bije¢des
mostra a transitividade.

Para comparar conjuntos que talvez ndo tenham a mesma cardinalidade, usaremos
injecdes.

5.6 Definicao. Escrevemos
A<B

se existe uma funcéo injetora A — B. Intuitivamente, isso significa que A cabe
dentro de B sem identificar dois de seus elementos.

O resultado seguinte permite transformar duas comparagdes em sentidos opostos em
uma bije¢ao. Ele sera util para comparar intervalos e a reta real.

5.7 Teorema (Cantor-Bernstein). Se existem inje¢des f: A > Beg: B—
A, entdo existe uma bijecdo A — B. Em outras palavras,

A<XB e BXA = A~B

Demonstragao. Defina

o0

Ag=ANgB),  Ani=g(f(A)),  C=[]JAn
n=0
Construiremos h: A — B por
(%), x €C,
heo = )¢
g (x). x¢cC

A segunda expressio faz sentido: se x ¢ C, entdo x & A, logo x € g(B); como g é
injetora, existe um tnico g~ (x).

A funcdo h é injetora em cada uma das duas partes, pois f e g sdo injetoras. Além disso,
suas imagens nessas duas partes nio se misturam. De fato, se x € C e h(x) = h(y) com
y ¢ C, entdo f(x) = g~ (y), e portanto

y = g(f(x)) € g(f(C)) cC,
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contradicéo.

Resta provar a sobrejetividade. Seja b € B. Se g(b) ¢ C, entdo h(g(b)) = b. Se
g(b) € C, ndo pode ocorrer g(b) € Ay; logo g(b) € A,y = g(f(A,)) para algum n.
Pela injetividade de g, existe x € A, C C tal que f(x) = b, e entdo h(x) = b. Portanto
h é bijetora. |

5.8 Definicao. Para um conjunto A, dizemos:

(a) A é finito se A ~ [n] para algum n € IN; o conjunto vazio também é
considerado finito;

(b) A é infinito se nio é finito;

d

(c) A é enumeravel se A ~ N;
) A é no maximo enumeravel se é finito ou enumeravel;

(e) A é nao enumeravel se é infinito e ndo é enumeravel.

Para conjuntos finitos, essa definigéo recupera a contagem usual. O exemplo seguinte
mostra uma diferenca entre o caso finito e o infinito.

5.9 Exemplo. O conjunto Z é enumeravel. Uma bijecdo f : N — Z é dada por

, n par,

fm)=1%n-1

- n impar.

NS

Assim,
0,1,-1,2,-2,3,-3, ...

é uma enumeracgao dos inteiros.
5.10 Observacao. Um conjunto finito nunca é equipotente a um subconjunto pro-
prio. No caso infinito, isso pode acontecer: IN C Z, mas IN ~ Z. Essa é a primeira

indicacdo de que o tamanho de conjuntos infinitos ndo se comporta como a contagem
finita.

5.11 Definicao. Como ji vimos, uma sequéncia em A é uma fungdo N — A.
Portanto, dizer que A é enumeravel equivale a dizer que seus elementos podem
ser organizados como uma sequéncia

ap, ay, as, ...

sem repeticoes e sem omissoes.

5.12 Observacao. Usaremos livremente a caracterizagao

x € UEi — (@HiehxekE,
i€l
e a versao analoga para interse¢des. As propriedades associativa, comutativa e distri-
butiva de unides e interse¢des seguem diretamente dessas equivaléncias.
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5.2 O infinito enumeravel

A propriedade de ser no maximo enumeravel é preservada pela passagem a subcon-
juntos, por produtos finitos e por unides enumeraveis. Estabeleceremos esses fatos
antes de examinar conjuntos nio enumeraveis.

5.13 Lema. Um conjunto S é no maximo enumeravel se, e somente se, existe
uma funcéo injetora
m:S— IN.

Demonstragdo. Se S é finito, basta numerar seus elementos por naturais distintos; se é
enumeravel, qualquer bijecdo S — IN é, em particular, injetora.

Reciprocamente, suponha que m : S — N seja injetora. Entdo S ~ m(S) € IN. Se m(S)
é finito, terminamos. Se € infinito, podemos enumera-lo em ordem crescente: escolha

ny = minm(S)
e, depois de escolhidos n; < -+ < ng, defina
N1 = min(m(S) \ {ny, ..., ng}).

O bom ordenamento de IN garante que o processo esta bem definido, e todo elemento
de m(S) aparece em algum estagio. Assim m(S) ~ N, e portanto S é enumeravel.  [J

5.14 Corolario. Todo subconjunto de um conjunto no maximo enumeravel é
no maximo enumeravel.

Demonstragdo. Se T C S e S admite uma injecdo em IN, basta restringi-la a T. O

5.15 Lema. Se S # @ e existe uma funcio sobrejetora g : IN — S, entdo S é no
maximo enumeravel.

Demonstragdo. Para cada s € S, o conjunto
gldsh=heN: gh)=s}
é ndo vazio. Pelo bom ordenamento de IN, ele possui um menor elemento. Defina
m(s) = min g~ ({s}).

Se m(s;) = m(sy) = n, entdo g(n) = s; = s5. Logom: S — IN é injetora, e o lema
anterior conclui a prova. O

O infinito enumeravel
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5.16 Teorema. Se {E,},cn é uma sequéncia de conjuntos enumeraveis, entio

C

E, (5.1)
1

n

é no maximo enumeravel. Se S é infinito, entdo é enumeravel.

Demonstragdo. Para cada n, escolha uma sobrejecdo ¢, : IN — E,, e escreva X, =
¢, (k). Dispomos os termos em uma tabela infinita:

X11 X1 X13 X14
X1 X2 X23 X24
X31 X32 X33 X34
X41 X492 X43 X44

Percorrendo as diagonais sucessivas, obtemos uma sobrejecdo g : IN — S. Por exemplo,

g(1) = xq3, (5.2)
8(2) = xz1,  &(3) = xy2, (5.3)
g(4) = x31, g05)=x, g6)=x3, .. (5.4)

Todo s € S pertence a algum E,, logo é da forma x,; para algum par (n, k), e portanto
aparece nesse percurso. Pelo Lema 5.15, S é no maximo enumeravel. Se S é infinito,
entdo é enumeravel. O

5.17 Corolario. Se A é no maximo enumeravel e, para cada a € A, o conjunto
B, é no maximo enumeréavel, entdo

U B
aeA

é no maximo enumeravel.

Demonstracdo. Se A = @, a unido é vazia. Suponha A # @. Como A é no maximo
enumeravel, existe uma sobrejecdo i/ : IN — A: no caso finito, basta repetir elementos.

Para cada n, ponha E, = By(;). Descartemos as linhas vazias. Para cada E, # @, existe
uma sobrejecdo ¢, : IN — E,;: se E, é finito, repetimos seus elementos; se é enumeravel,
usamos uma enumeracio. Percorrendo a tabela ¢,(k) por diagonais, exatamente como
na prova do Teorema 5.16, obtemos uma sobrejecao de IN sobre a unifo. Pelo Lema 5.15,
essa uniao é no maximo enumeravel. ]
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5.18 Teorema. Se A é enumeravel, entdo, para todo n > 1, o conjunto A" das
n-uplas de elementos de A é enumeravel.

Demonstragdo. Paran = 1, ndo h4 o que provar. Suponha que A"! seja enumeravel.
Paracadabe A" 1 o conjunto

C, ={(b,a) : a€ A}

¢é equipotente a A, logo enumeravel. Como

A= ] G,

beAr-1

o resultado segue do teorema da unido enumeravel. A conclusdo vem porinducdo.  [J

5.3 Enumerabilidade e densidade dos racio-
nais

A enumerabilidade dos racionais decorre da enumerabilidade dos inteiros e de seus
produtos finitos.

5.19 Corolario. O conjunto Q é enumeravel.

Demonstragio. Como Z é enumeravel, Z? é enumeravel. O subconjunto
Zx(Z\A{0})
é, portanto, no maximo enumeravel. A aplicagio
a
(a,b) — -
b
é sobrejetora sobre Q. Logo Q é no maximo enumeravel. Como é infinito, é enumeravel.

O

A enumerabilidade ndo impede que um conjunto seja denso. No caso de Q, todo
intervalo aberto ndo vazio da reta contém um de seus elementos.

5.20 Proposicao (Densidade dos racionais). Entre dois nimeros reais dis-
tintos existe um nimero racional. Equivalentemente, Q é denso em R.

Demonstracgdo. Sejam a < b. Pela propriedade arquimediana, escolha n € IN tal que

1
- <b-a.
n

Existe um inteiro m tal que
m—1<na<m.

Enumerabilidade e densidade dos racionais
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Entao
m 1
a< —<a+-<b.
n n

Logom/n € QN (a,b). |

Essa distingéo sera importante no capitulo seguinte: a densidade depende da topologia,
enquanto a comparacio de cardinalidades depende da existéncia de funcdes injetoras
e bijetoras. Um subconjunto pode ser denso sem ter a mesma cardinalidade do espaco
que o contém.

5.4 O teorema de Cantor

O teorema de Cantor fornece, a partir de qualquer conjunto, outro de cardinalidade
estritamente maior: seu conjunto das partes.

5.21 Teorema (Cantor). Para todo conjunto A, nio existe sobreje¢io
fiA— P,
onde P(A) é o conjunto de todos os subconjuntos de A. Em particular,

A+ P(A).

Demonstragdo. Suponha que f: A — P(A) seja sobrejetora e defina
D={xeA:x¢ f(x)}
Como D C A, pela sobrejetividade existe d € A tal que f(d) = D. Mas entdo
deD << d¢ f(d)=D,

contradicao. O

A aplicac¢do x — {x} é uma inje¢do de A em FP(A). Assim, A < P(A), mas o teorema
mostra que nio existe bijecdo entre os dois conjuntos: o conjunto das partes tem
cardinalidade estritamente maior.

A ideia de diagonalizacdo também pode ser aplicada as expansdes decimais, como
veremos na prova da nio enumerabilidade de um intervalo real.

5.22 Teorema. O intervalo [0, 1] é ndo enumeravel.

Demonstragdo. Mostraremos primeiro que [0, 1) nfo é enumeravel. Suponha, por
absurdo, que seus elementos possam ser listados como

X1, X9, X3, ... .

Para cada n, escolha a expansao decimal de x, que ndo termina em uma cauda de
algarismos 9:
Xy = 0.4,10,20n3 ... .

O teorema de Cantor
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Essa convengéo fornece uma representagéo para todo elemento de [0, 1).

Defina
y= 0.b1b2b3
por
b, = 1, ap, #1,
2, ay, =1

Como todos os digitos b, pertencem a {1, 2}, temos y € [0, 1). Além disso, o n-ésimo
digito de y difere do n-ésimo digito de x,,. Logo y # x,, para todo n, contradizendo a
hipotese de que a lista continha todos os elementos de [0, 1).

Portanto [0, 1) é ndo enumeravel. Se [0, 1] fosse enumeravel, seu subconjunto [0, 1) se-
ria no méaximo enumeravel pelo Corolério 5.14; como [0, 1) é infinito, seria enumeravel,

contradi¢do. Logo [0, 1] é ndo enumeravel. O
x; = 0. | i3 413 14 G15
x; = 0. Az Ay3 (g dps
X3 = 0. asy sy 34 Ass
xy = 0. Qg1 Ayp Qg3 Ay5

x5 = 0. sy Asy sz Asy |

Figura 5.1

Na diagonal escolhemos, em cada linha, o digito que sera alterado.

O argumento nao depende da base decimal: construimos um objeto que difere do
n-ésimo elemento de uma lista na n-ésima coordenada. Esse procedimento é chamado
processo diagonal de Cantor.

5.5 A cardinalidade do continuo

A néo enumerabilidade de [0, 1] mostra que sua cardinalidade é maior que a de um
conjunto enumeravel. Veremos agora que todos os intervalos ndo degenerados da reta
tém a mesma cardinalidade.

5.23 Teorema. Temos
(0,1) ~[0,1] ~ R.

Demonstragdo. A incluséo (0,1) < [0, 1] é injetora. Por outro lado,

x+1
3 bl

flo1]—-001,  fx)=

é injetora. Pelo Teorema de Cantor-Bernstein, (0,1) ~ [0, 1].

Além disso,
g: 01 >R gx) = tg(nlx—1/2)),

¢ uma bijecdo. Logo todos os trés conjuntos sdo equipotentes. ]

A cardinalidade do continuo
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A cardinalidade de R é chamada cardinalidade do continuo e é tradicionalmente
denotada por c.

Reunindo os resultados sobre os racionais e os reais, temos:

Q é enumeravel e denso em R, R tem cardinalidade ¢.

A comparacdo de cardinalidades também permite demonstrar a existéncia de numeros
transcendentes, sem construir um exemplo explicito.

5.24 Teorema. O conjunto dos numeros algébricos é enumeravel.

Demonstragdo. Para cadan > 0, o conjunto dos polinémios
ap + ayx + - + ayx", a4 €Z,

é no méaximo enumeravel, pois pode ser identificado com um subconjunto de Z"*"1. A
unido, sobre todos os graus, do conjunto de polindmios ndo nulos com coeficientes
inteiros é, portanto, no maximo enumeravel.

Cada polindmio nao nulo possui apenas um nimero finito de raizes complexas. Logo
o conjunto de todos os nimeros algébricos é uma unido enumeravel de conjuntos
finitos e, portanto, ¢ no maximo enumeravel. Como contém Q, é infinito; logo é
enumeravel. |

5.25 Corolario. O conjunto dos nimeros reais transcendentes é ndo enume-
ravel.

Demonstragao. Se os transcendentes reais fossem no maximo enumeraveis, entdo R,
sendo a unido dos algébricos reais com os transcendentes reais, seria no maximo
enumeréavel. Isso contradiz a ndo enumerabilidade de [0,1] C R. O

Os ntimeros algébricos, entre os quais est4 v/2, formam um conjunto enumeravel. Ja o
conjunto dos reais transcendentes é ndo enumeréavel.

5.6 Exercicios

Ex. 5.1 — Prove diretamente que o conjunto dos nimeros pares é equipotente a IN, e
construa uma bijecio explicita.

Ex. 5.2 — Mostre que o conjunto de todos os subconjuntos finitos de IN é enumeréavel.

Exercicios
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Ex. 5.3 — Prove que o conjunto de todas as sequéncias finitas de ntimeros racionais é
enumeravel.

Ex. 5.4 — Mostre que Q" é enumeravel para todon € IN.

Ex. 5.5 — Mostre que o conjunto de todas as funcdes f : IN — {0, 1} ndo é enumeravel.
Relacione esse conjunto com 2(IN).

Ex. 5.6 — Prove que 2(IN) tem a mesma cardinalidade que [0,1]. Sugestao: use
expansdes binarias com uma convencao que elimine a ambiguidade das caudas de 1’s,
ou use Cantor-Bernstein.

Ex. 5.7 — Mostre que todo intervalo aberto (a, b), com a < b, tem cardinalidade c.

Ex. 5.8 — Prove que o conjunto dos irracionais é nao enumeravel.

Ex. 5.9 — Dé uma nova prova de que existem niimeros reais transcendentes usando
apenas os Teoremas 5.22 e 5.24.

Ex. 5.10 — Prove que, se A ¢ infinito e no maximo enumeréavel, entdo A ~ IN.
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6

Espacos metricos

Na reta real, a ideia de proximidade ja apareceu muitas vezes. Dizer que uma sequéncia
(x,) converge para x significa que |x, — x| pode ser feito arbitrariamente pequeno;
dizer que (x;,) é de Cauchy significa que |x, — x;,| se torna pequeno quando m e n sdo
grandes. Em ambos os casos, o valor absoluto esta sendo usado como uma medida de
distancia.

A teoria dos espacos métricos comeca com uma pergunta simples: quais propriedades
dessa distancia sdo realmente necessarias? Ao isola-las, podemos transportar as
ideias de proximidade, vizinhanca, convergéncia e completude para conjuntos muito
diferentes da reta, sem depender da ordem ou das operacgoes algébricas de R.

Neste primeiro momento seguiremos um caminho concreto. Comec¢aremos pela dis-
tancia na reta, passaremos a nocao abstrata de métrica e veremos como uma meétrica
produz bolas e, a partir delas, conjuntos abertos e fechados. Somente depois retomare-
mos sequéncias e completude nesse novo contexto.

6.1 Da distancia na reta a métrica

Na reta, a distancia entre x e y é
d(x,y) =[x = yl.
Ela satisfaz quatro propriedades elementares:

d(x,y) >0, dx,y) =0 <= x=1y, d(x,y) = d(y,x),

d(x,2z) <d(x,y)+d(y, z).

A ultima desigualdade ¢é a forma abstrata da desigualdade triangular. E precisamente
esse pequeno conjunto de propriedades que queremos conservar.

Neste capitulo

» Da distancia na reta a mé-
trica (p. 144)

» Bolas e a geometria produ-
zida pela métrica (p. 146)

» Dos pontos préoximos aos
conjuntos abertos (p. 148)

» Topologia relativa (p. 151)

» Sequéncias, Cauchy e com-
pletude (p. 152)

» Compacidade (p. 157)

» Conjuntos perfeitos e o
conjunto de Cantor (p. 166)

» Conexidade (p. 170)
» Exercicios (p. 172)

Ideia central

A métrica abstrai distincia. Bolas,
abertos, convergéncia e completude
deixam de pertencer apenas a reta e
passam a ser conceitos estruturais.
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6.1 Definicao. Um conjunto X é um espaco métrico quando esta equipado

com uma funcéio
d: XxX —R

tal que, para quaisquer p,q,r € X,
(@) d(p,q) =0, ed(p,q) =0 se, e somente se, p = q;
(b) d(p.q) = d(g, p);
(©) d(p.g) < d(p.r)+d(r. q).

A fungio d é chamada métrica em X, e escrevemos (X, d). Quando nio houver
risco de ambiguidade, diremos simplesmente que X é um espaco métrico.

6.2 Observacao. Os axiomas nédo dizem como os pontos de X sdo; dizem apenas
como medir a proximidade entre eles. Por isso chamaremos os elementos de X de
“pontos”, mesmo quando forem funcdes, sequéncias ou outros objetos.

6.3 Observacao. A desigualdade triangular exprime a unica restri¢do geomeétrica re-
almente substantiva: passar por um ponto intermediario ndo pode encurtar o caminho
entre dois pontos.

Figura 6.1
A desigualdade triangular: o caminho direto ndo é maior que um
caminho que passa por um ponto intermediario.
6.4 Exemplo. A retareal. EmR,
d(x,y) = |x =yl

¢é a métrica usual. E o modelo que motivou a definicéo.

6.5 Lema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para x,y € R,

G, )| < lxllz 1yla-

A igualdade ocorre se, e somente se, x e y sdo linearmente dependentes.

Nao interromperemos a construcdo dos espagos métricos para demonstrar agora
essa desigualdade. Fla sera usada apenas para justificar a desigualdade triangular da
distancia euclidiana, e a demonstragao fica como exercicio logo abaixo.

6.6 Proposicao. Em R",

n 1/2
da(x,y) = lx =yl = (Z(x,- - yj)Z)

j=1

Da distancia na reta a métrica
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define uma métrica.

A positividade, a separacio e a simetria sdo imediatas. O Gnico ponto que merece
argumento é a desigualdade triangular

lu+vlz < Julz + V2,

que decorre de Cauchy—-Schwarz.
Ex. 6.1 — Cauchy-Schwarz e a desigualdade triangular euclidiana. Para x,y €
R", considere

q(®) = x — tyl3.

Use o fato de que g(¢) > 0 para todo ¢t € R para provar a desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Em seguida, aplique-a a

e+ VI3 = 3 + 2w, v) + [vl}3
para obter a desigualdade triangular e concluir diretamente que dy(x,y) =[x — y| é
uma métrica em R".

6.7 Exemplo. Métrica discreta. Seja X um conjunto qualquer. A funcao

0, x=1y,
d(x,y) = Y
1, x+y

é uma métrica em X. Esse exemplo é importante porque mostra que uma métrica nao
precisa nascer de uma geometria euclidiana previamente existente.

6.8 Exemplo. Métrica induzida. Se (X, dy) é um espaco métrico e Y C X, entdo

dy(p,q) = dx(p.q). PqeY,

define uma métrica em Y. Dizemos que Y possui a métrica induzida, ou restrita, de X.
6.9 Exemplo. O intervalo [0, 1], com

d(x,y) =[x —yl,

é um subespaco métrico de R.

6.10 Exemplo. Por que a separacao é necessaria. Seja X o conjunto das funcdes
f : [-1,1] > R e defina

do(f, &) = 1£(0) — g(0)I.
Essa funcdo é ndo negativa, simétrica e satisfaz a desigualdade triangular, mas néo é
uma métrica. Por exemplo, f(x) = 0 e g(x) = x? sdo funcdes distintas e, no entanto,

do(f. 8) = 0.

6.2 Bolas e a geometria produzida pela mé-

trica

Uma métrica comeca a produzir geometria quando fixamos um ponto e perguntamos
quais pontos estdo a uma distancia menor que um nimero dado.

Bolas e a geometria produzida pela métrica
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6.11 Definicao. Seja (X,d) um espaco métrico. Para p € X er > 0, a bola
aberta de centro p e raior é

B(p,r)={g€ X : d(p.q) <r}.

Na reta usual,

B(p.r) =(p—r.p+r).
Em R? com a métrica euclidiana, as bolas sio discos. A mesma colecio de pontos,
porém, pode produzir figuras bastante diferentes quando mudamos a métrica.
6.12 Exemplo. Em R", além da distincia euclidiana, duas métricas particularmente
uteis sdo

di(x,y) = Z |Xj - Yj|
j=1

deo(x,y) = max Ix; — yjl.

A primeira é frequentemente chamada métrica do taxista. Mais geralmente, para
pz1

n 1/p
dy(x,y) = (Z lx; — yjlp>
=1

¢ uma métrica; a desigualdade triangular nesse caso é a desigualdade de Minkowski.

6.13 Exemplo. Em R?, a bola de raio r para d, é um disco; para d;, é um losango; e
para de,, € um quadrado.

de(O, 1.5) By, (0,1.5) Bdm(0> 1.5)

Figura 6.2 ) ) .
O mesmo centro e o mesmo raio produzem bolas diferentes em métri-

cas diferentes.
6.14 Exemplo. Na métrica discreta, se 0 < r < 1, entdo

B(p,r) = {p}.

Ser > 1, entdo B(p,r) = X. Assim, a geometria da métrica discreta é radicalmente
diferente da geometria usual da reta.

Bolas e a geometria produzida pela métrica
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6.15 Exemplo (Métrica do carteiro). Fixe a origem O = (0,0) em R%. Defina

Ix = yl2, se x e y pertencem a mesma reta que passa por O,
d.(x,y) = o
[xll2 + lyl2, caso contrario.

Essa é uma métrica. A interpretacéo é simples: em direcdes diferentes, para ir de x
a y é preciso passar pela origem. O exemplo mostra que a métrica, e ndo o desenho
subjacente do conjunto, determina a geometria que sera usada.

6.3 Dos pontos proximos aos conjuntos aber-

tos

As bolas permitem passar da comparagao entre dois pontos a descricéo local de con-
juntos inteiros.

6.16 Definicao. Seja p € X. Um conjunto V C X é uma vizinhanca de p se
existe r > 0 tal que
B(p,r) cV.

As bolas abertas sdo, portanto, as vizinhancas basicas de um ponto.

6.17 Definicao. Um conjunto G C X é aberto se, para todo p € G, exister > 0
tal que
B(p,r) CcG.

6.18 Teorema. Toda bola aberta é um conjunto aberto.

Demonstragao. Seja g € B(p,r). Como d(p,q) < r, o nimero
h=r—d(p,q)
é positivo. Se s € B(g, h), entéo, pela desigualdade triangular,
d(p,s) < d(p,q) +d(g,5) <d(p.q) +h=r.

Logo B(q, h) C B(p,r). Portanto cada ponto de B(p,r) possui uma bola centrada nele e
contida em B(p,r), e a bola é aberta. O

6.19 Teorema (Unides e intersecoes de abertos). (a) uma unido arbi-
traria de conjuntos abertos é aberta;

(b) uma intersecéo finita de conjuntos abertos é aberta.

Dos pontos proximos aos conjuntos abertos
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Demonstragdo. Se x pertence a uma uniao de abertos, pertence a algum deles e, por-
tanto, contém uma bola centrada em x inteiramente dentro da unido.

Se x € G; N -~ N G, e cada G; é aberto, escolha r; > 0 com B(x,r;) C G;. Para
r =min{ry,...,m},

temos B(x,r) C G; N - NG,. a

6.20 Definicao. Um conjunto F C X é fechado quando seu complementar
X \ F é aberto.

6.21 Teorema. Um conjunto é aberto se, e somente se, seu complementar é
fechado.

Demonstracdo. E uma consequéncia imediata da definicio de conjunto fechado, apli-
cada ao complementar. ]

6.22 Teorema. Para qualquer familia {E,}, valem as leis de De Morgan

e)-0s (Qs)-ps e

6.23 Corolario. Uma interse¢do arbitraria de conjuntos fechados é fechada, e
uma unifo finita de conjuntos fechados é fechada.

6.24 Definicao. Seja E C X. Um ponto p € E é um ponto interior de E se
existe r > 0 tal que

B(p,r) C E.

O conjunto de todos os pontos interiores de E é chamado interior de E e serd
denotado por int E.

Assim, E é aberto se, e somente se, E = int E.

6.25 Definicao. O fecho de E C X, denotado por Eéa intersecio de todos os
conjuntos fechados que contém E:

E=({FcX : ECFeF éfechado}.

Equivalentemente, E é o menor conjunto fechado que contém E.

Da definicdo seguem imediatamente
ECE, E é fechado,

e, se F é fechado e E C F, entdo E C F.

Dos pontos proximos aos conjuntos abertos
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6.26 Definicao. Seja E C X. Um ponto p € X é um ponto de acumulacio de
E se, para todo r > 0,
(Blp.nD\{p}) NE = @.

O conjunto dos pontos de acumulagio de E sera denotado por E’.

6.27 Definicao. Um ponto p € E é isolado em E quando n&o é ponto de
acumulacio de E.

6.28 Proposicao. Paratodo E C X,
E=EUE.

Consequentemente, E é fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos
de acumulacio.

Demonstracdo. Se x ¢ E U E’, entdo existe r > 0 tal que B(x,r) N E = @. Logo
B(x,r) € X \ E, e existe um aberto contendo x e disjunto de E. Portanto x ¢ E.

Reciprocamente, se x & E, como X \ Eé aberto, existe r > 0 tal que B(x,r) C X \ E.

Como E C E, essa bola ndo encontra E. Assim x & E U E’. Isso prova E=EUE". A
caracterizacdo dos fechados segue de E ser fechado se, e somente se, E = E. O

6.29 Teorema. Se p é ponto de acumulagio de E, entdo toda vizinhanca de p
contém infinitos pontos de E.

Demonstragdo. Se alguma bola B(p, r) contivesse apenas finitos pontos de E distintos
de p, poderiamos tomar a menor das distancias positivas desses pontos a p e diminuir o
raio. Obterfamos uma bola centrada em p sem nenhum ponto de E\ {p}, contradizendo
a definigdo de ponto de acumulacio. (]

6.30 Exemplo. Na reta com a métrica usual:

(a) (0,1) é aberto;
(b) [0, 1] é fechado;
(c) 0é ponto de acumulacdo de {1/n : n € N};

(d) 1é ponto isolado de {1} U{1/n : n € N}

6.31 Definicao. Um conjunto E C X é limitado se existem g € X e M > 0 tais
que
d(p,q) <M para todo p € E.

Dos pontos préximos aos conjuntos abertos
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6.32 Definicao. Um conjunto E C X é denso em X se
E=X.

Equivalentemente, toda bola aberta de X encontra E.

6.33 Definicao. Um conjunto E C X é perfeito se é fechado e ndo possui pontos
isolados; equivalentemente, se todo ponto de E é ponto de acumulacéo de E.

6.34 Teorema. Seja E C R néo vazio e limitado superiormente. Se y = sup E,
entdo
y € E.

Em particular, se E é fechado, entdo sup E € E.

Demonstragdo. Se y € E, nao ha o que provar. Se y € E, fixer > 0. Como y —r ndo é
cota superior de E, existe x € E tal que

y—r<x<y<y+r.
Logo B(y,r) N E # @. Como isso vale para todo r > 0, temos y € E’ C E. O

6.35 Observacao. Em R”, as métricas d;, d, e d, produzem bolas geometricamente
diferentes, mas os mesmos conjuntos abertos. Por exemplo,

doo(x: y) S dz(x, y) S \/E doo(x: y)»

doo(x’ )’) S dl(x’ y) S n doo(x’ Y)

Essas desigualdades mostram que toda bola de uma dessas métricas contém uma bola
suficientemente pequena das outras. Portanto elas geram a mesma topologia em R". S6
agora essa afirmacéo faz sentido: “mesma topologia” quer dizer exatamente “mesmos
conjuntos abertos”.

6.4 Topologia relativa

A métrica induzida permite estudar um subconjunto Y C X como um espacgo métrico
por si s6. A primeira identidade a guardar é simples: se p € Y, entdo

By(p,r) =Y n Bx(p,1).

Assim, o que é aberto dentro de Y depende apenas do que pode ser visto ao permanecer
emY.

6.36 Definicao. Se E C Y C X, dizemos que E é aberto relativamente a Y
quando é aberto no espago métrico Y com a métrica induzida. Equivalentemente,
para cada p € E existe r > 0 tal que

Bx(p,r)NnY CE.
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6.37 Exemplo. O intervalo [0, 1) ndo é aberto em R, mas é aberto relativamente a
[0, 1], pois
[0,1) =[0,1] N (~1,1).

6.38 Teorema. Se Y C X, um conjunto E C Y é aberto relativamente a ¥ se, e
somente se, existe um aberto G C X tal que

E=YnNG.

Demonstragdo. Se E =Y NG com G aberto em X, entdo, para cada p € E, existe r > 0
com Bx(p,r) C G. Logo

By(p.r) =Y nBx(p.r) CE,

e E é abertoem Y.

Reciprocamente, suponha E aberto em Y. Para cada p € E, escolhar, > 0 tal que
Bx(p,rp)NY CE.

Defina
G = Bx(p.rp).

pEE
Entdo G é abertoem X e E=Y NG. O

6.39 Teorema. SeY C X, um conjunto F C Y é fechado relativamente a Y se,
e somente se, existe um fechado C C X tal que

F=YnC.

Demonstragao. Basta tomar complementares na caracterizacdo anterior. Com efeito,
F é fechado em Y se, e somente se, Y \ F é aberto em Y, isto é, se existe um aberto
G C X com

Y\F=YNnG.

Tomando C = X \ G, obtemos F =Y N C, com C fechado. O

6.5 Sequéncias, Cauchy e completude

Nesta sec¢do, introduzimos duas no¢oes centrais no estudo de sequéncias em espacos
métricos: convergéncia e condicio de Cauchy. A primeira descreve quando os termos
de uma sequéncia se aproximam de um ponto do espago. A segunda descreve quando
os termos da sequéncia passam a ficar préoximos entre si. A nocdo de completude
aparece justamente na relacdo entre essas duas ideias.

Sequéncias, Cauchy e completude
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Convergéncia de sequéncias

6.40 Definicao. Seja (X,d) um espaco métrico e seja {p,} uma sequéncia em
X. Dizemos que {p,} converge para um ponto p € X se, para todo ¢ > 0, existe
N € N tal que

n>N = d(py.p)<e

Nesse caso, escrevemos

pn—=p ou lim p, = p.
n—o00

Em outras palavras, a partir de certo indice, todos os termos da sequéncia ficam tao
proximos de p quanto quisermos.

6.41 Teorema. Se uma sequéncia em um espaco métrico converge, entdo seu
limite é nico.

Demonstragdo. Suponha que p, — p e também p, — gq. Mostremos que p = q.

Seja e > 0. Como p, — p, existe N; € N tal que
=N = dpnp) <3
Como p, — q, existe N, € N tal que
N2 N = i<

Tomando n > max{Nj, N5}, a desigualdade triangular da

£

€
dp.g) <d(p.po) +d(pn) < 5 + 5 =¢

Como ¢ > 0 ¢é arbitrario, segue que d(p,q) = 0. Pela propriedade de separagio da

métrica, concluimos que p = q. ]

6.42 Teorema. Seja F C X. Entdo F é fechado se, e somente se, para toda
sequéncia {x,,} C F que converge em X para algum ponto x, tem-se x € F.

Demonstragdo. Suponha primeiro que F seja fechado e que {x,} C F converja para
x € X. Sex ¢ F, entdo x € X \ F. Como F é fechado, X \ F é aberto. Logo existe
r > 0 tal que

B(x,r) c X \'F.

Mas, como x,, = x, existe N € N tal que
n>N = x, € B(x,r).
Isso contradiz o fato de que x,, € F para todo n.
Reciprocamente, suponha que toda sequéncia em F convergente em X tenha limite

em F. Mostremos que F é fechado. Seja x um ponto de acumulacdo de F. Para cada
n € N, como B(x, 1/n) contém um ponto de F distinto de x, podemos escolher

X, € FN B(x,1/n).

Sequéncias, Cauchy e completude
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Entao 1
d(xm .X') < >
n

e portanto x,, — x. Pela hipotese, segue que x € F. Logo todo ponto de acumulacdo
de F pertence a F, e assim F é fechado. OJ

6.43 Definicao. Seja (x,;) uma sequéncia em um espago métrico X. Uma sub-
sequéncia de (x,) é uma sequéncia da forma (x;, ), onde (1) é uma sequéncia
estritamente crescente de nimeros naturais, isto é,

n<ng < - <mye < e

6.44 Observacao. A convergéncia de uma sequéncia depende do espaco em que
ela esta sendo considerada. Por exemplo, a sequéncia p, = 1/n converge para 0 em R,
mas nao converge em (0, 1), pois esse limite ndo pertence ao espago (0, 1).

Sequéncias de Cauchy

Na definicdo de convergéncia, o ponto limite aparece desde o inicio. A condigio de
Cauchy, por outro lado, é formulada apenas em termos da propria sequéncia: ela exige
que, para indices suficientemente grandes, os termos fiquem arbitrariamente préximos
entre si.

6.45 Definicao. Seja (X,d) um espaco métrico. Uma sequéncia {p,} em X é
denominada sequéncia de Cauchy se, para todo ¢ > 0, existe N € IN tal que

mn>N = d(py, pn) < e

6.46 Teorema. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico é uma
sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Suponha que p, — p. Seja ¢ > 0. Pela convergéncia, existe N € IN tal
que
nxN = d(p.p) <3

Se m,n > N, entdo, pela desigualdade triangular,

£
2

= £.

£

d(pm: Pn) < d(pm p) +d(p, po) < 5 +
Logo {p,} é uma sequéncia de Cauchy. O
A reciproca néo vale em todo espaco métrico. Pode acontecer que uma sequéncia de

Cauchy nio converja no espaco considerado. E justamente para excluir esse tipo de
situagdo que introduzimos a nogéo de completude.

Sequéncias, Cauchy e completude
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Completude

A condicdo de Cauchy descreve uma sequéncia sem mencionar um candidato a limite.

Isso leva a pergunta natural: quando essa informacéo interna basta para garantir que
a sequéncia realmente converge no proprio espaco?

6.47 Definicao. Um espago métrico (X, d) é dito completo se toda sequéncia
de Cauchy em X converge para algum ponto de X.

A diferenca entre ser de Cauchy e convergir dentro do espaco ja aparece no exemplo
mais simples de um subespaco aberto da reta.

6.48 Exemplo. Considere o espaco métrico (0, 1) munido da métrica usual de R e
a sequéncia p, = % Como p, — 0 em R, segue pelo Teorema 6.46 que (p,) é uma
sequéncia de Cauchy em R. Como a métrica em (0, 1) é simplesmente a restricdo da
métrica usual de R, conclui-se que (p,,) também é de Cauchy em (0, 1).

Entretanto, essa sequéncia nao converge em (0, 1), pois seu limite em R é 0, e 0 ¢ (0, 1).

Portanto, (0, 1) ndo é completo.

6.49 Teorema. Toda sequéncia de Cauchy em um espaco métrico é limitada.

Demonstragdo. Seja {p,} uma sequéncia de Cauchy em (X, d). Tomando ¢ = 1, existe
N € N tal que
mn>N = d(p,, p,) < 1.

Em particular, para todon > N,
d(pp, pN) < 1.

Logo os termos py, PN+1> PN+2» --- Pertencem a bola B(py;, 1).

Os termos iniciais py, ..., py—1 formam um conjunto finito. Escolhendo

M > max{1,d(py, pn); - » d(pn-1, PN}

obtemos
d(pp, pN) <M para todon € IN.

Portanto, {p,} ¢é limitada. a
Em um espago completo, toda sequéncia de Cauchy converge, e seu limite pertence ao
proprio espago.

6.50 Observacao. A completude é uma propriedade do espaco métrico, e ndo apenas
do conjunto subjacente. Um mesmo conjunto pode ser completo com uma métrica e
nao completo com outra.

6.51 Teorema. A retareal R, com a métrica usual, é completa.

Sequéncias, Cauchy e completude
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Demonstragao. Seja (p,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pelo Teorema 6.49, (p,) é
limitada. Para cada n € N, considere o conjunto
Ap={px : k=n}.
Cada A, é ndo vazio e limitado, de modo que podemos definir

S, = Sup A,.

Como A, C Ay, temos s,41 < s, Assim, (s,) é decrescente. Além disso, como

A; ¢ limitado inferiormente, a sequéncia (s,,) também é limitada inferiormente. Pela
propriedade do supremo, existe

s=inf{s, : ne N} €R.

Como (s,) é decrescente e limitada inferiormente por s, segue que s, — s.

Mostremos que p, — s. Seja ¢ > 0. Como (p,) é de Cauchy, existe N; € N tal que, se
m,n > Nj, entdo |p,, — p,| < ¢. Fixado n > Nj, obtemos

P <pnte para todo k > n.

Tomando o supremo em A, segue que s, < p, +¢. Como p, € A,, também temos
Pn < sy. Logo
0<s,—pp<¢ para todo n > Nj.

Como s, — s, existe N, € IN tal que
n>Ny, = [s,—s| <e.
Portanto, se n > max{Nj, Ny}, entdo
|on = sl < |pn = sal + Isp — | < 2e.

Logo p, — s. Concluimos que R é completa. O
6.52 Teorema. O espaco euclidiano RF ¢ completo.

Demonstragdo. Seja {p,} uma sequéncia de Cauchy em RK, onde

Pn = (a1, Xn2s - Xnk)-

Fixe j € {1,...,k}. Como
|xmj - xnj| < | pm — pal,

segue da condigdo de Cauchy para {p,} que a sequéncia real {x,;},ei ¢ de Cauchy em
R.

Pelo Teorema 6.51, cada uma dessas sequéncias converge em R. Assim, para cada j,
existe a; € R tal que

- a;

an -

Definamos
p=C(ay,....q) € R

Sequéncias, Cauchy e completude
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Mostremos que p, — p. Seja ¢ > 0. Para cada j = 1,..., k, existe N; € N tal que

e
T’IEJVJ = |xnj—aj| < ﬁ
Se N = max{Ny, ..., Ni}, entdo, paran > N,
k 1/2 ko, 1/2
€
lpn — pll = (Z | — aj|2> < (Z ?) =&
Jj=1 Jj=1

Logo p, — p. Portanto, toda sequéncia de Cauchy em R¥ converge em R¥, e assim R
é completo. O

6.53 Corolario. Todo produto de intervalos fechados
[ag, by] x - x [ag. b] € R,

com a métrica induzida de R¥, é completo.

Demonstragdo. Esse produto é fechado em R¥. Pelo Teorema 6.52, o espaco RF é
completo. Logo o resultado segue do teorema seguinte. ]

6.54 Teorema. Todo subconjunto fechado de um espaco métrico completo é
completo, quando munido da métrica induzida.

Demonstragdo. Seja (X, d) um espaco métrico completo e seja A C X um subconjunto
fechado. Considere uma sequéncia de Cauchy {p,} em A.

Como a métrica em A é a induzida por X, a sequéncia {p,} também é de Cauchy em X.
Pela completude de X, existe p € X tal que

Pn = P-

Como todos os termos da sequéncia pertencem a A e A é fechado, o Teorema 6.42
implica que p € A.

Portanto, {p,} converge em A. Logo A é completo. O
6.55 Exemplo. O intervalo fechado [0, 1], com a métrica usual, é completo. De fato,

ele é fechado em R, e R é completo. Em contraste, o intervalo aberto (0,1) néo é
completo, como vimos no Exemplo 6.48.

6.6 Compacidade

A completude responde a uma pergunta sobre sequéncias de Cauchy: quando uma
aproximacio interna ao espaco possui um limite que permanece no proprio espaco? A
compacidade expressa um controle global mais forte. Em um espago compacto, toda
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sequéncia possui uma subsequéncia convergente e toda cobertura por abertos pode
ser reduzida a uma quantidade finita de conjuntos.

Essas duas descricdes — uma sequencial, outra por coberturas — sio duas formas de
uma mesma ideia de finitude topoldgica.

A nocdo de compacidade formaliza, em linguagem topoldgica, a ideia de que um
conjunto pode ser controlado por uma quantidade finita de informagéao local.

6.56 Definicao. Uma cobertura aberta de um conjunto E em um espago mé-
trico X é uma coleg¢éo {G,} de subconjuntos abertos de X tal que

Ec| G,
a

6.57 Observacao. Dizer que {G,} é uma cobertura aberta de E significa simplesmente
que cada ponto de E pertence a pelo menos um dos conjuntos G,. Observamos que a
familia pode conter conjuntos que também tenham pontos fora de E.

6.58 Exemplo (Cobertura de um conjunto finito). Considere o conjunto

E={1,2,...,n} CR.

Para cada k € E, considere a bola aberta

B, = B(k,1/4).

Essas bolas sdo duas a duas disjuntas e formam uma cobertura aberta de E, pois cada
ponto k € E pertence a bola By.

6.59 Exemplo (Uma cobertura aberta simples de um intervalo). Considere o
intervalo fechado [0, 1] C R. Entdo a familia

(5 1+3) - men]

é uma cobertura aberta de [0, 1], pois cada um desses intervalos contém [0, 1]. Nesse
caso, qualquer um dos intervalos da familia ja constitui, sozinho, uma subcobertura
finita.

6.60 Definicao. Um subconjunto K de um espaco métrico X é dito compacto
se toda cobertura aberta de K contém uma subcobertura finita.

Mais explicitamente, isso significa que, se {G,} é uma cobertura aberta de K, entdo
existem finitamente muitos indices ay, ..., @, tais que

K CGy U+ UG,.

6.61 Observacao. A defini¢do ndo afirma que toda cobertura aberta de K é finita,
mas apenas que, mesmo quando a cobertura original é infinita, podemos extrair dela
uma subfamilia finita que ainda cubra K.

Compacidade
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6.62 Exemplo. Todo conjunto finito é compacto. De fato, se
K ={x,...,x,}

e {G,} é uma cobertura aberta de K, entdo, para cada x;, escolhemos um conjunto G,
que contenha x;. A familia finita

ja cobre K.

6.63 Exemplo (Cobertura do conjunto IN por bolas disjuntas). Considere o
conjunto
E=N=1{1,2,3,.} CR

Para cada n € IN, considere a bola aberta

B, = B(n, 1/4).

As bolas B, sdo duas a duas disjuntas e formam uma cobertura aberta de IN.

No entanto, nenhuma subcolecio finita dessas bolas cobre IN. De fato, uma subcole¢io
finita cobre apenas um ntimero finito de pontos do conjunto.

Portanto, essa cobertura ndo admite subcobertura finita.

Figura 6.3
A cobertura de N pelas bolas B(n, 1/4). Cada bola cobre apenas um

ponto de IN.

6.64 Exemplo (R nao é compacto). Considere o espaco métrico R com a métrica
usual. Para mostrar que R nao é compacto, exibiremos uma cobertura aberta que néo
possui subcobertura finita.

Seja 7" = {V,,},en a cole¢do de intervalos abertos definida por

V, = (—n,n).

Dado qualquer numero real x, pela Propriedade Arquimediana, existe um inteiro
positivo n tal que n > |x]. Isso implica que —n < x < n, ou seja, x € V,,. Logo,

R=| |V,

s

1

n

Portanto, 7 é uma cobertura aberta de R.

Suponha, por absurdo, que exista uma subcolecéo finita {an, Vnz, o Vnk} que cubra R.
Seja

N = max{ny,ny, ..., ni}.
Como os intervalos sdo encaixantes, temos

Vo UV, U UV, =Vy=(-N,N).

Mas o ponto x = N pertence a R e ndo pertence a (—N, N), o que contradiz o fato de
que essa subcolecdo cobre R. Concluimos que R nédo é compacto.
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6.65 Exemplo (Intervalo aberto nao é compacto). Considere o conjunto limitado
E=B(0,1)={xeR : |x| <1}

Mostraremos que E ndo é compacto exibindo uma cobertura aberta que ndo admite
subcobertura finita.

Para cada p € E, definimos a vizinhanca aberta

1—|pl
GP:B<p, ) )

Note que o raio de G, ¢ exatamente metade da distancia de p até a fronteira de E.
Como cada ponto p € E pertence a bola G, a colegdo {G,} e cobre E. Além disso,
cada Gp esta contida em E, pois, se x € Gp, entio

1+
|p|+|p|: lel -

1_
|X|S|X—P|+|P|<T 1.

Suponha agora, por absurdo, que exista uma subcolecdo finita de abertos
{Gpl’ sz, e ka} que‘: (|:ubra E. Para cada bola G ,» 0 ponto mais a direita que pertence
1-1p;

a essa bola é p; + , € esse numero é sempre estritamente menor que 1. Definimos

1= |p
@ = max (pi+ |pl|).

1<i<k 2

Entdo o < 1. Escolhendo agora x de modo que
a<x<l1,

temos x € E, mas x ndo pertence a nenhuma das bolas escolhidas, contradizendo o fato
de que essa subcolegdo cobre E. Portanto, o intervalo aberto (—1, 1) ndo é compacto.

OO

2

Figura 6.4 ) ] ]
Uma subcolegéo finita dos conjuntos G, nunca alcanca pontos arbitra-

riamente proximos de 1.

A existéncia de uma classe ampla de conjuntos compactos infinitos em R¥ seguira do
Teorema 6.80.

6.66 Teorema. Suponha K C Y C X. Entdo K é compacto relativamente a X
se e somente se K é compacto relativamente a Y.

Demonstragdo. Suponha primeiro que K seja compacto relativamente a X, e seja {V,}
uma colecdo de conjuntos abertos relativamente a Y tal que

Kc U V.
o
Pelo Teorema 6.38, para cada « existe um aberto G, de X tal que

Vo =YNG,.

Compacidade
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Como K C Y, os conjuntos G, também cobrem K. Pela compacidade de K em X,
existem indices ay, ..., &, tais que
K C Gy U UG,.
Intersectando ambos os lados com Y e usando que K C Y, obtemos
KCVyUUV,.

Logo K é compacto relativamente a Y.

Reciprocamente, suponha que K seja compacto relativamente a Y, e seja {G,} uma
cobertura aberta de K por abertos de X. Defina

Vo =YNG,.

Cada V,, é aberto relativamente a Y, e os conjuntos V,, cobrem K. Pela compacidade de
K emY, existem indices oy, ..., o, tais que

KCVqU-UV,.

Como V,, C G, para todo «a, segue que
K cGyu-UG,.

Portanto, K é compacto relativamente a X. O
6.67 Teorema. Subconjuntos compactos de espacos métricos sdo fechados.

Demonstragdo. Seja K um subconjunto compacto de um espaco métrico X. Mostrare-
mos que o complementar de K é aberto.

Fixe um ponto p € X \ K. Para cada q € K, escolhemos vizinhancas V,; de p e W, de

. 1
g, ambas com raio menor que - d(p,q). Com essa escolha, VgnW, =@.De fato, se
existisse um ponto x € V; N W, entdo, pela desigualdade triangular,

d(p,g) < d(p, ) + dCx,q) < 5 d(p. @) + 5 d(p,g) = d(p,q),

0 que é impossivel.

Os conjuntos Wq, com g € K, formam uma cobertura aberta de K. Como K é compacto,
existem pontos ¢y, ...,q, € K tais que K C Wy, U - U W, . Agora definimos V' =
Vq1 n--N an. Entdo V é uma vizinhanca de p. Além disso, como cada ti é disjunta de
Wq,_, segue que V é disjunta de W = qu U--uU Wq”, e, em particular, de K. Portanto,
V € X \ K. Isso mostra que p é ponto interior de X \ K. Como p foi arbitrario,
concluimos que X \ K é aberto. Logo K é fechado. O

6.68 Teorema. Subconjuntos compactos de espagos métricos sdo limitados.

Compacidade
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Demonstragdo. Seja K um subconjunto compacto de um espaco métrico (X, d) e fixe
um ponto p € X. Para cada n € IN, considere a bola aberta

B(p,n) ={x € X : d(x,p) <n}.
A familia {B(p,n)},eny é uma cobertura aberta de K, pois, para cada x € K, existe

n > d(x, p) e entdo x € B(p,n).

Pela compacidade, existe uma subcobertura finita
K c B(p,ny) U - U B(p, ny,).

Se N = max{ny, ..., n,}, entdo
K c B(p,N).

Logo K ¢é limitado. U

6.69 Teorema. Subconjuntos fechados de conjuntos compactos sdo compac-
tos.

Demonstragdo. Suponha F ¢ K C X, com F fechado em X e K compacto. Seja
{V,} uma cobertura aberta de F. Como F é fechado, seu complementar F¢ é aberto.
Acrescentando F¢ a familia {V,}, obtemos uma cobertura aberta de K.

Como K é compacto, essa cobertura admite uma subcobertura finita. Se F¢ estiver
entre os conjuntos escolhidos, podemos remové-lo sem afetar a cobertura de F, ja que
F€ ndo contém pontos de F. Resta, assim, uma subcolecéo finita da familia original
{V4} que cobre F. Portanto, F é compacto. O

6.70 Corolario. Se F ¢ fechado e K é compacto, entdo F N K é compacto.

6.71 Teorema. Se {K,} é uma cole¢ido de subconjuntos compactos de um
espaco métrico X tal que a interse¢do de toda subcolecéo finita de {K,} é ndo
vazia, entdo () K, é ndo vazia.

Demonstragdo. Fixe um membro K; da colecdo e ponha G, = Kj. Suponha, por
absurdo, que nenhum ponto de K; pertenca a todos os conjuntos K,,. Entao os conjuntos
G, formam uma cobertura aberta de K;. Como K; é compacto, existem indices ¢y, ..., &,
tais que

Ky C Gy U UG,.

Mas isso equivale a dizer que
K NK, N+ NK, =0,

o que contradiz a hipotese de que toda intersecdo finita é ndo vazia. Logo

(K. = o.
o4
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6.72 Corolario. Se {K,} é uma sequéncia de conjuntos compactos nio vazios
tais que K,, D K,y paratodon = 1,2,3,..., entdo ﬂ:;l K, é nao vazio.

6.73 Teorema. Se E é um subconjunto infinito de um conjunto compacto K,
entdo E tem um ponto de acumulacio em K.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que nenhum ponto de K seja ponto de acumu-
lagdo de E. Entéo, para cada g € K|, existe uma vizinhanca V; que contém no maximo
um ponto de E, a saber, o proprio g, no caso em que q € E.

A familia {Vq}qE k € uma cobertura aberta de K. No entanto, nenhuma subcolecio finita
dessa familia pode cobrir o conjunto infinito E, pois cada um de seus membros contém
no maximo um ponto de E. Como E C K, isso mostra que nenhuma subcolegéo finita
pode cobrir K, em contradi¢do com a compacidade de K.

Portanto, algum ponto de K é ponto de acumulacéio de E. ]

6.74 Teorema. Seja X um espago métrico compacto. Entdo toda sequéncia
em X possui uma subsequéncia convergente para algum ponto de X.

Demonstragdo. Considere o conjunto E = {x,; n € IN} C X. Se E é finito, entdo
algum ponto x € E aparece infinitas vezes na sequéncia. Nesse caso, basta tomar uma
subsequéncia constante igual a x, que evidentemente converge para x.

Suponha agora que E seja infinito. Como X é compacto, todo subconjunto infinito
de X possui um ponto de acumulacdo. Seja x um ponto de acumulacdo de E. Para
cada k € N, o conjunto E N B(x, 1/k) ¢ infinito; em particular, podemos escolher
ny < ny < - de modo que x, € B(x,1/k) para todo k. Assim, d(x,,,x) < 1/k para
todo k, e portanto X, = X O

6.75 Teorema. Se {I,} é uma sequéncia de intervalos fechados nio vazios de
R tal que
I, D Ly (n=1,2,3,..),

entdo

ﬂ L, + @.
n=1

Demonstragao. Escreva I, = [ay, b,]. Seja E = {a, : n € N}. Como a, < b; para todo
n, o conjunto E é ndo vazio e limitado superiormente. Seja x = sup E.
Da inclusio I, C I, segue que
ay < Gpan < bpn < by, para todos m,n € IN.
Em particular, x < b, para todo m. Por outro lado, como a,, € E, temos a,, < x. Logo

am < x < by, para todo m € IN.

Compacidade
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Assim, x € I, para todo m, e portanto x € (| _, I. O

6.76 Definicdo. Uma k-célula em R¥ é um conjunto da forma

I=a,b]xx[apbe] ={(x,...,x) €RF : aj <xj<bj, 1<j<Kkl,

onde aj < bj paratodoj=1,...,k.

6.77 Teorema. Seja k um inteiro positivo. Se {I,} é uma sequéncia de k-células
talque I, D I, paran = 1,2,3, ..., entdo ﬂ:;l I, é ndo vazio.

Demonstragdo. Escreva cada I, como o conjunto dos pontos x = (xy, ..., x) tais que
apj<xj<by; (1<j<kin=123.),
e ponha

In,j = [an,ja bn,j]-

Para cada j, a sequéncia {I, ;} satisfaz as hipoteses do Teorema 6.75. Portanto, existe
x; € Rtal que
a4 <xf<by; (1<j<kn=123..).

Definindo
X" = (x],.., X)),

vemos que x* € I, paratodon =1,2,3,.... Logo

x* € ﬂ L,
n=1
U

6.78 Observacao. O resultado anterior generaliza para RF a propriedade de inter-
secdo de intervalos encaixantes na reta. Ele sera o ingrediente central na prova da
compacidade das k-células.

6.79 Teorema. Toda k-célula é compacta.

Demonstragdo. A ideia da prova é a seguinte: supondo que exista uma cobertura aberta
sem subcobertura finita, subdividimos sucessivamente a k-célula em partes menores
e escolhemos sempre uma subcélula que ainda ndo admita subcobertura finita. Isso
produz uma sequéncia encaixante de células cada vez menores. O ponto pertencente a
interse¢ao de todas elas levara a uma contradicéo.

Seja I uma k-célula, formada pelos pontos x = (xy, ..., x) tais que
ajSXijj (1<j<k).

Ponha
1/2

k
s=1b-al= (% -a7)
=1
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Entdo, para quaisquer x,y € I, temos |[x — y| < 4.

Suponha, por absurdo, que exista uma cobertura aberta {G,} de I que ndo admita
subcobertura finita. Dividimos cada intervalo [a;, bj] ao meio, no ponto

._aj+bj
Cj——z .

Isso decompde I em 2k subcélulas. Pelo menos uma dessas subcélulas, que chamaremos
de I, ndo pode ser coberta por nenhuma subcolegéo finita de {G,}; caso contréario,
reunindo subcoberturas finitas para cada uma das subcélulas, obteriamos uma subco-
bertura finita de I.

Repetindo o mesmo processo com I, depois com a subcélula escolhida no passo
seguinte, e assim sucessivamente, construimos por inducéo uma sequéncia de k-células

IDL DL DL D

com as propriedades:

(@ IDL DL DL Dy
(b) cada I, ndo é coberta por nenhuma subcolecéo finita de {G,};

c) sex,y € I, entdo [x —y| < 27"5.
(c) Y& Yy

Pelo teorema das intersecdes encaixantes de k-células, existe um ponto

Como {G,} cobre I, existe algum indice « tal que x* € G,. Como G, é aberto, existe
r > 0 tal que
ly —x*|<r = yeG,.

Escolha agora n suficientemente grande para que
27 <r.

Entdo, pela propriedade (c), todo ponto de I, est4 a distincia menor que r de x*, e
portanto pertence a G,. Assim,

I, C G,
Isso contradiz a propriedade (b), segundo a qual I, néo é coberta por nenhuma subco-

lecao finita de {G,}.

A contradi¢do mostra que toda cobertura aberta de I admite uma subcobertura finita.
Portanto, I é compacto. O

6.80 Teorema (Heine-Borel). Um subconjunto de Rk é compacto se, e so-
mente se, é fechado e limitado.

Compacidade
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Demonstragdo. Seja E C Rk,

Suponha primeiro que E seja compacto. Pelo Teorema 6.67, E é fechado, e pelo
Teorema 6.68, E é limitado.

Reciprocamente, suponha que E seja fechado e limitado. Como E é limitado, existe
uma k-célula I tal que E C I. Pelo Teorema 6.79, I é compacto. Como E é fechado em
IRk, em particular é fechado relativamente a I. Pelo Teorema 6.69, concluimos que E é
compacto. ]

6.81 Observacao. Completude e compacidade respondem a perguntas diferentes.
A reta R é completa, mas néo é compacta; o intervalo fechado [0, 1] é completo e
compacto; ja (0, 1) ndo possui nenhuma dessas propriedades. Em R¥, o Teorema de
Heine-Borel torna a compacidade particularmente concreta: ela equivale a ser fechado
e limitado. Completude, por si s6, ndo impde qualquer condicéo de limitacéo.

6.7 Conjuntos perfeitos e o conjunto de Can-
tor

A compacidade fornece um mecanismo poderoso: familias encaixantes de compac-
tos ndo vazios nao podem desaparecer no limite. Vamos uséa-lo agora para estudar
conjuntos sem pontos isolados. A combinacéo entre ser fechado e ndo possuir pontos
isolados é muito mais rigida do que parece e forca, em R¥, a no enumerabilidade.

Assim, a nao enumerabilidade reaparece aqui por uma razio completamente diferente
da diagonalizagdo de Cantor: ela sera consequéncia de estrutura topologica.

Recordemos que um conjunto E é dito perfeito se E é fechado e todo ponto de E é
ponto de acumulacdo de E. Em outras palavras, um conjunto perfeito é um conjunto
fechado que ndo possui pontos isolados.

6.82 Exemplo. O conjunto R é perfeito.

6.83 Exemplo. O conjunto Q néo é perfeito como subconjunto de R. Embora todo
racional seja ponto de acumulacdo de Q, o conjunto Q nao é fechado em R, pois possui
numeros irracionais como pontos de acumulacio.

6.84 Exemplo. Nenhum conjunto finito é perfeito. De fato, conjuntos finitos sdo
fechados, mas nenhum de seus pontos é ponto de acumulacéo.

6.85 Observacao. A defini¢do de conjunto perfeito combina duas exigéncias dife-
rentes: uma condicdo global, que é ser fechado, e uma condigdo local, que é néo ter
pontos isolados.

6.86 Teorema. Seja P um conjunto perfeito ndo vazio em R¥. Entdo P é nio
enumeravel.

Conjuntos perfeitos e o conjunto de Cantor
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Demonstragdo. Como P é perfeito, ele é infinito. Suponha, por contradicdo, que
P = {Xl, X9, ... }

Construiremos bolas abertas V,, = B(c,, ;) tais que, para todo n,

(i) ‘_/n+1 C Vs
(i) x, & ‘_/n+1;
(iii) V, NP # @.

Comecemos tomando V; = B(xq, 1). Suponha construido V,,. Como V,, NP = @ e P
nao possui pontos isolados, podemos escolher

ze (V,NnP)\ {x,}.
Como V,, é aberto, existe p > 0 tal que
B(z, p) CV,.

Defina
y1 o= min{p, [z — x,|/2}, Vg1 o= B(z, hg1)-
Com essa escolha, as condi¢oes (i), (ii) e (iii) ficam satisfeitas.
Agora definimos
K, :=V,nP.

Como P é fechado e V,, é compacto, cada K, é compacto. Além disso, cada K,, é nio
vazio pela condigéo (iii), e da condicéo (i) segue que

Knt1 C Ky
Pelo corolario do Teorema 6.71, existe

xe (K, CP.

n>1

Como P = {xy, Xy, ...}, temos x = x,,, para algum m.
Por outro lado, como x € K, 1, segue que
X € Vm+1’

o que contradiz a condicéo (ii), segundo a qual X, & V1. Essa contradicdo mostra
que P nao pode ser enumeravel. Portanto, P é ndo enumeravel. ]

6.87 Corolario. Todo intervalo [a,b] com a < b é ndo enumeravel. Em parti-
cular, o conjunto de todos os nimeros reais é ndo enumeravel.

Demonstragao. O intervalo [a,b] é fechado em R e todo ponto de [a,b] é ponto de
acumulacdo de [a, b]. Logo [a,b] é perfeito. Pelo teorema anterior, segue que [a,b] é
nao enumeravel. Em particular, como R contém intervalos fechados ndo degenerados,
conclui-se que R é ndo enumeravel. ]

Conjuntos perfeitos e o conjunto de Cantor
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Vi
(e, — o]
Vi
_ V2
X, &V, QTQ
2C V)
_ V3
X, &V, O====0
VsV,
v, _
X5 &V, O=0 K, =V, N P compactos,
ViV, encaixantes = (K, # @.
Como x € P = {x,}, x = x,,,
x mas x € K,,,, C V,,., contradiz (ii).
° > R
X1 X3 X3

Figura 6.5 .
Tustragao, na reta, da construcdo usada na prova de que um conjunto

perfeito ndo vazio é ndo enumeravel.

6.88 Exemplo (O conjunto de Cantor). O conjunto que vamos construir agora
mostra que existem conjuntos perfeitos em R que ndo contém nenhum intervalo.

. . . 12 . »
Seja E, o intervalo [0,1]. Remova o intervalo aberto (5, 5), e seja E; a unido dos

o2Jof2 ]

Remova agora os tercos médios desses dois intervalos, e seja E; a unido dos intervalos

o3l 2215316

Prosseguindo desse modo, obtemos uma sequéncia de conjuntos compactos E,, tais que

intervalos

(a) E1 ) E2 ) E3 Doy

(b) E, é aunido de 2" intervalos, cada um deles de comprimento 37"

O conjunto

(o8]
P=()\E,
n=1
¢ denominado conjunto de Cantor. Como cada E, é compacto e a familia é encaixante,
o Teorema 6.71 mostra que P ndo é vazio. Além disso, P é compacto, por ser intersecio
de fechados contidos no compacto E;.

C0:[O,1]——
C, ——— j——
C, ] j— — j—
Comf ol -

Figura 6.6 o )
Primeiras etapas da construcdo do conjunto de Cantor.

Os intervalos removidos ao longo da construgao sdo intervalos abertos cujos extremos
tém a forma

<3k+1 3k+2)

S (62)

Conjuntos perfeitos e o conjunto de Cantor
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para inteiros m > 1 e valores adequados de k. Nenhum desses intervalos tem ponto
em comum com P.

Além disso, P ndo contém nenhum intervalo. De fato, se («, f) C P, escolhendo m
suficientemente grande para que 37™ < f§ — «, teriamos (@, ) C E,,. Mas E,, é a unido
de 2™ intervalos fechados disjuntos, cada um de comprimento 37, separados por
lacunas abertas. Um intervalo aberto de comprimento maior que 37 néo pode estar
contido em E,,. Essa contradi¢do mostra que P ndo contém intervalos.

6.89 Proposicao. O conjunto de Cantor é perfeito.

Demonstragdo. Como o conjunto de Cantor P é a intersecdo de uma familia decrescente
de conjuntos fechados,

segue que P é fechado. Resta mostrar que P ndo tem pontos isolados.

Fixe x € P e seja S um intervalo aberto que contém x. Como S é aberto, existe n > 0
tal que
(x—np,x+n)CS.

Escolha n suficientemente grande para que
37" <.

Entdo cada intervalo componente de E,, tem comprimento menor que 7. Seja I, o Ginico
intervalo componente de E, que contém x. Pela escolha de n, temos

L c(x—nx+nCS.

Sejam a, < b, as extremidades de I,. Como x € I, pelo menos uma dessas extremidades
¢ diferente de x. Escolha

X, € {a,, b} com X, £ X.

Pela construcdo do conjunto de Cantor, as extremidades dos intervalos que perma-
necem em cada etapa nunca sdo removidas. Em particular, as extremidades de todo
intervalo componente de E, pertencem a P. Logo x,, € P.

Assim,
X, € PN (S\ {x}).

Como S foi um intervalo aberto arbitrario contendo x, concluimos que toda vizinhanca
de x contém um ponto de P distinto de x. Portanto, x é ponto de acumulacédo de P.

Como x € P foi arbitrario, todo ponto de P é ponto de acumulacio de P. Como ja
vimos que P é fechado, segue que P é perfeito. ]

O interesse do conjunto de Cantor neste ponto é inteiramente topologico: ele é perfeito
e ndo enumeravel, mas ndo contém intervalo algum. E um exemplo fundamental de
como um conjunto pode ser extremamente rico em pontos sem se parecer localmente
com um intervalo.

Conjuntos perfeitos e o conjunto de Cantor
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6.8 Conexidade

Depois de estudar propriedades ligadas a aproximacao, completude e compacidade,
mudamos de pergunta. Agora queremos formalizar quando um espaco é, em sentido
topoldgico, “feito de uma s6 peca”. Essa é a fungdo da conexidade.

A nocio de conexidade procura capturar matematicamente a ideia de que um conjunto
é “feito de uma s6 peca”. Em geral, essa nogéo é definida em termos da impossibilidade
de decompor o conjunto em duas partes disjuntas e suficientemente separadas entre si.

6.90 Definicao. Dois subconjuntos A e B de um espaco métrico X sao ditos
separados se ambos A N B e AN B sdo vazios; isto é, se nenhum ponto de A
pertence ao fecho de B e nenhum ponto de B pertence ao fecho de A. Um conjunto
E C X é dito conexo se E ndo é a unido de dois conjuntos separados néo vazios.

6.91 Observacao. Conjuntos separados sdo necessariamente disjuntos, mas conjun-
tos disjuntos nao precisam ser separados. Por exemplo, os intervalos (0, 1) e (1, 2) sdo
separados, enquanto [0, 1] e (1, 2) sdo disjuntos mas nao sdo separados, pois o ponto 1
pertence ao fecho de (1, 2).

6.92 Exemplo. O intervalo (0,1) C R é conexo. Intuitivamente, isso ocorre porque,
dados dois pontos do intervalo, todos os pontos entre eles também pertencem ao
intervalo.

6.93 Exemplo. O conjunto

(0,1)U(2,3)
nao é conexo, pois ele se decompde naturalmente em duas partes abertas disjuntas e
separadas.
[x, 5]
x z y
se z ¢ E, entdo E nao é conexo
Figura 6.7

Na reta, um conjunto conexo niao pode “pular” pontos entre dois de
seus elementos.

6.94 Teorema. Um subconjunto E da reta real R é conexo se e somente se
possui a seguinte propriedade: sempre que x,y € Ee x < z < y, entdo z € E.
Ou seja, os subconjuntos conexos de R sdo exatamente os intervalos.

Demonstragdo. Suponha primeiro que existam x,y € E e algum z € (x,y) tal que
z & E. Definimos

A, :=EN(—,z) e B, := EN(z,00).
Como x € A, e y € B,, ambos os conjuntos sdo nédo vazios. Além disso, as inclusoes

A C(-z] e B, Clz)
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implicam

N
)

&
I
S|

A_Z NB, =9 e A
Logo A, e B, sdo separados. Como
E=A,UB,,

isso mostra que E nao é conexo.

Reciprocamente, suponha que E nio seja conexo. Entéo
E=AUB,

onde A e B sdo separados e ndo vazios. Escolha x € A e y € B e suponha, sem perda
de generalidade, que x < y. Considere

z = sup(A N [x, y]).

Como x € AN [x,y], esse conjunto é nio vazio, e o supremo estd bem definido. Além
disso,
ze An[x,y] C A.

Como ANB =g, segue que z & B. Em particular, z # y, pois y € B. Logo

z < y.

Sez ¢ A, entdo z & AU B = E. Como x € A, temos x # z, e portanto
x<z<y.

Assim, encontramos um ponto de (x, y) que nio pertence a E.

Suponha agora que z € A. Como AN B=0, segue que z & B. Portanto, existe > 0
tal que
(z,z+n)NB=09.

Escolha entdo um ponto
t com z<t<miniy,z+n}

Pelo fato de t > z = sup(A N [x, y]), concluimos que ¢ ¢ A. Pela escolha de ¢, também
temos t ¢ B. Assim,
1 ¢ E.

Além disso,
x<z<t<y,

de modo que t € (x, ).

Em qualquer caso, encontramos um ponto entre x e y que néo pertence a E. Isso prova
a reciproca. ]

6.95 Corolario. Os subconjuntos conexos de R sdo exatamente os intervalos.

Conexidade
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Demonstragao. Pelo teorema anterior, um subconjunto E C R é conexo se e somente

se, sempre que contém dois pontos x < y, contém também todo ponto z entre eles.

Mas essa é precisamente a propriedade caracteristica dos intervalos. ]

6.96 Exemplo. O conjunto
QcR

néo é conexo. De fato, se x < y sdo racionais, entdo existe um irracional z tal que
x < z < y, e portanto Q nio satisfaz a caracterizagio de conexidade na reta.

6.97 Teorema. O fecho de um conjunto conexo é conexo.

Demonstracao. Seja E conexo e suponha, por absurdo, que
E=AUB,
onde A e B sio separados e nio vazios. Como E C E,

E=(EnA)U(EnB).

Essas duas partes sdo separadas em E; pela conexidade, uma delas deve ser vazia.

Suponha EN B = @. Entédo E C A, logo

EcA.

Mas A e B sdo separados, de modo que ‘AN B = @, contradizendo B C Ee B = .

Portanto E é conexo. O

A conexidade encerra o capitulo no nivel puramente métrico e topolégico. Uma nog¢io
mais forte — ligar dois pontos por uma curva continua — depende explicitamente da
teoria de aplicacdes continuas e sera retomada ao final do capitulo seguinte.

6.9 Exercicios

1. Métricas e exemplos

Ex. 6.2 — Seja X um conjunto infinito. Para p,q € X, defina

1, sep+#aq,
d(p.q) = b=a
0, sep=q.

Prove que d é uma métrica. Quais subconjuntos do espaco métrico resultante siao
abertos? Quais sdo fechados? Quais sdo compactos?

Ex. 6.3 — Para x,y € R, defina

di(x,y) = (x - y)%,
dy(x, y) = \/|x = yl,
d3(x,y) = [x* = ¥,
dy(x,y) = |x — 2yl

Ix —
ds(x,y) = m

Exercicios
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Determine, em cada caso, se se trata ou nio de uma métrica.

Ex. 6.4 — Em qualquer espago métrico (M, d), defina

d(x,y)
d(x,y) = ————.
(x,y) 1+d(x,y)
Prove que d’ também é uma métrica em M.
Ex. 6.5 — Considere, em R", as métricas
n
di(x,y) = - — il dy(x,y) = - — .
106 y) = max | — H(x.y) I; I — il

Em cada um dos casos abaixo, descreva geometricamente a bola aberta B(a;r):

(a)em (R?, dy);
(b)em (R?, dy);
(c)em (R?,d);
(d)em (R3, d,).

Ex. 6.6 — Com as notacdes do exercicio anterior, prove que, para todos x,y € R”,

di(x,y) < [x -yl < dy(x,y),
dy(x,y) < nlx -yl < ndy(x,y).

Ex. 6.7 — Sejam (S, d;) e (S,, dy) espacos métricos. Defina, em S; x S,

p((x1, %2), (71, 32)) = dy (e, ;1) + da(x, 3).

Prove que p é uma métrica em S; x S,. Construa outras métricas naturais em S; x S,.

2. Topologia dos espacos métricos

Ex. 6.8 — Prove que um intervalo aberto em R é um conjunto aberto e que um intervalo
fechado é um conjunto fechado.

Ex. 6.9 — Determine todos os pontos de acumulacao dos seguintes subconjuntos de R
e decida, em cada caso, se o conjunto é aberto, fechado, ambos ou nenhum dos dois:

(a)o conjunto dos inteiros;

(b)o intervalo (a, b];

)
)
(c)o conjunto {1/n : n=1,2,3,..}
(d)o conjunto dos niimeros racionais;
)

(e)o conjunto dos nimeros da forma 27" + 5™, comm,n = 1,2,..;
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(f)o conjunto dos numeros da forma (—=1)" + (1/m), comm,n = 1,2,...;
(g)o conjunto dos numeros da forma (1/n) + (1/m), comm,n = 1,2,...;
(h)o conjunto dos niimeros da forma

="

— n=12,...
1+ (1/n)

Ex. 6.10 — Repita o exercicio anterior para os seguintes subconjuntos de R

(@fzeC : |z| > 1}
(bfzeC: [z =21}

d{(x,y) €R? : x> —y? <1}
(e){(x,y) €R? : x>0}
){(x,y) €R? : x>0}

)
)
(c)o conjunto dos nimeros complexos da forma (1/n) + (i/m), comm,n = 1,2,...;
)
)

Ex. 6.11 — Todo ponto de todo conjunto aberto E C R? ¢ ponto de acumulacio de E?
Responda & mesma pergunta para conjuntos fechados em R,

Ex. 6.12 — Construa um conjunto limitado de ntimeros reais com exatamente trés
pontos de acumulacéo.

Ex. 6.13 — Seja E’ o conjunto de todos os pontos de acumulacdo de um conjunto E.

Prove que E’ é fechado. Prove que E e E tém os mesmos pontos de acumulacio. E e E’
sempre tém os mesmos pontos de acumulacio?

Ex. 6.14 — Seja E° o conjunto de todos os pontos interiores de um conjunto E.

(a)Prove que E° é sempre aberto.

(b)Prove que E é aberto se, e somente se, E° = E.

)
)

(c)Se G C E e G é aberto, prove que G C E°.

(d)Prove que o complementar de E° é o fecho do complementar de E.
)

(e)E e E sempre tém os mesmos interiores?
(f)E e E° sempre tém os mesmos fechos?

Ex. 6.15 — Sejam A;, Ay, A, ... subconjuntos de um espaco métrico.
(a)Se B, = U?:l A, prove que

n
B,=|JA. n=123..
i=1

(b)Se B = Uzl A, prove que

o~

U
(@

>

1l
—_
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Mostre, por meio de um exemplo, que essa inclusdo pode ser propria.

Ex. 6.16 — Prove que todo conjunto aberto nao vazio de R contém nimeros racionais
e irracionais.

Ex. 6.17 — Prove que os unicos subconjuntos de R que sdo simultaneamente abertos e
fechados sdo @ e R. O mesmo vale em R??

Ex. 6.18 — Prove que todo subconjunto fechado de R é a intersecdo de uma colegio
enumeravel de abertos.

Ex. 6.19 — Prove que um subconjunto ndo vazio, limitado e fechado de R é ou um
intervalo fechado, ou pode ser obtido de um intervalo fechado pela remocdo de uma
colecdo enumeravel de intervalos abertos disjuntos cujas extremidades pertencem ao
conjunto original.

Ex. 6.20 — Prove que bolas abertas e intervalos abertos em R" sio abertos.
Ex. 6.21 — Prove que o interior de um conjunto em R" é aberto.

Ex. 6.22 — Se S C R", prove que int S é a unido de todos os subconjuntos abertos de
R” contidos em S.

Ex. 6.23 —Se S,T C R", prove que

(intS) N (intT) = int(SNT),
(intS) U (intT) C int(SU T).

EX. 6.24 — Seja S’ o conjunto derivado e S o fecho de S em R". Prove que:

(a)S” é fechado;

(b)se SC T, entdo §" € T7;
(c)(Su T)’ =S uUT’;
(d)S) =

(©)s

(f)S é a intersecio de todos os fechados que contém S.

é fechado;

Ex. 6.25 —Se S,T C R", prove que

95
D
)\]
N
Wi
D
=i

e que

99
D
=~
N
99
D
H

sempre que S for aberto.
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Ex. 6.26 — As afirmacdes dos exercicios anteriores sobre interior, conjunto derivado e
fecho permanecem verdadeiras em qualquer espago métrico? Justifique.

Ex. 6.27 — Prove as seguintes identidades em um espaco métrico M, para todo sub-
conjunto A C M:

intA=M-M—-A4, int(M—A)=M—A4, int(int A) = int A.

Ex. 6.28 —Se Aq,..., A, C M, prove que

n n
int (ﬂ A,-) = ()int(A).
i=1 i=1
Se F é uma familia infinita de subconjuntos de M, prove que

int ( N A) c () int(a),

A€eF A€eF

e dé um exemplo em que a incluséo seja propria.

Ex. 6.29 — Prove que

|J int(4) C int ( 9 A) .

A€F A€F

Dé um exemplo de uma familia finita para a qual a inclusdo seja propria.

Ex. 6.30 — Se A denota a fronteira de A, prove que

AA=ANM—-A e 9dA=a(M-—A).

Ex. 6.31 — Prove que int(dA) = @ se A é aberto ou se A é fechado. Dé um exemplo
em que int(0A) = M.

Ex. 6.32 — Suponha que int A = int B = @ e que A seja fechado em M. Prove que
int(A U B) = @. Dé um exemplo em que int A = int B = @, mas int(A U B) = M.

3. Topologia relativa

Ex. 6.33 — Seja Y C X um subespago métrico. Prove diretamente, a partir das defini-
¢des, que um subconjunto E C Y é aberto relativamente a Y se, e somente se, E =Y NG
para algum aberto G C X.

Ex. 6.34 — Descreva todos os subconjuntos abertos relativamente ao subespaco
Y ={(x,00€R?: xeRkL

Compare com os abertos de R%.

Exercicios
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Ex. 6.35 — Dé um exemplo de um conjunto que seja fechado relativamente a um
subespaco Y, mas ndo seja fechado no espaco ambiente X.

4. Conjuntos compactos

Ex. 6.36 — Dé um exemplo de uma cobertura aberta do intervalo (0, 1) que ndo admita
subcobertura finita.

Ex. 6.37 — A familia dos intervalos abertos

12
nn

é uma cobertura aberta de (0,1). Prove, sem usar o Teorema de Heine-Borel, que
nenhuma subfamilia finita dessa cole¢io cobre (0, 1).

Ex. 6.38 — Dé um exemplo de um conjunto fechado nao limitado e exiba uma cobertura
aberta enumeravel que ndo admita subcobertura finita.

Ex. 6.39 — Seja
1
K = {0}u {

- n=1,2,3,...}C]R.
n

Prove diretamente da definicdo que K é compacto, sem usar o teorema de Heine—Borel.

Ex. 6.40 — Construa um conjunto compacto de numeros reais cujos pontos de acumu-
lacdo formem um conjunto enumeréavel.

Ex. 6.41 — Mostre que o Teorema 6.71 e seu corolario tornam-se falsos, em R, se a
palavra “compacto” for substituida por “fechado” ou por “limitado”.

Ex. 6.42 — Considere Q com a métrica usual. Seja E o conjunto de todos os racionais
p tais que
2< p? <3

Mostre que E é fechado e limitado em Q, mas néo é compacto. Determine também se
E é aberto em Q.

Ex. 6.43 — Prove que, em um espa¢o métrico (M, d), a bola fechada
Bla;r)={xe M : d(x,a) <r}
é um conjunto fechado.

Ex. 6.44 — Dé um exemplo de um espaco métrico em que B(a;r) nio coincida com o
fecho de B(a;r).
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Ex. 6.45 — Prove que todo subconjunto finito de um espaco métrico é fechado.

Ex. 6.46 — Prove que, se S € T C M, entdo S é compacto em M se, e somente se, é
compacto no subespaco T.

Ex. 6.47 — Prove que, se S é fechado e T é compacto, entdo SN T é compacto.

Ex. 6.48 — Prove que a intersecdo de uma cole¢io arbitraria de subconjuntos compac-
tos de um espago métrico é compacta.

Ex. 6.49 — Prove que a unido de um nimero finito de subconjuntos compactos de um
espaco métrico é compacta.

5. Conjuntos perfeitos e pontos de condensacao

Ex. 6.50 — Seja E o conjunto de todos os niimeros em [0, 1] cuja expansdo decimal
contém apenas os digitos 4 e 7. Determine se E é enumeravel, denso em [0, 1], compacto
e perfeito.

Ex. 6.51 — Existe um conjunto perfeito ndo vazio de R que nédo contenha nenhum
numero racional? Justifique.

Ex. 6.52 — Defina um ponto p em um espaco métrico X como ponto de condensagio
de um conjunto E C X se toda vizinhanca de p contém nido enumeravelmente muitos
pontos de E.

Suponha E C R¥ nfo enumeravel, e seja P o conjunto de todos os pontos de condensa-
¢éo de E. Prove que P é perfeito e que P° N E é no maximo enumeravel.

Ex. 6.53 — Prove que todo conjunto aberto em R é a unido de uma cole¢do no maximo
enumeravel de intervalos abertos disjuntos.

Ex. 6.54 — Prove que toda colecéo de abertos disjuntos em R” é no maximo enumeravel.
Dé um exemplo de uma colegio niao enumeravel de fechados disjuntos.

Ex. 6.55 — Prove que, se S C R" é ndo enumeravel, entdo existe um ponto x € S que é
ponto de condensacio de S.

Ex. 6.56 — Seja T o conjunto dos pontos de condensagiao de um conjunto nio enume-
ravel S C R™. Prove que:

(a)S — T é enumeravel;

(b)S N T é ndo enumeravel;

Exercicios
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(c)T é fechado;

(d)T nao possui pontos isolados.

6. Conjuntos conexos

Ex. 6.57 — Se A e B sdo subconjuntos fechados disjuntos de um espaco métrico X,
prove que A e B sdo separados.

Ex. 6.58 — Prove o mesmo resultado do exercicio anterior quando A e B sdo abertos
disjuntos.

Ex. 6.59 — Fixe p € X e § > 0. Defina A como o conjunto de todos os g € X tais que
d(p,q) < 6, e B como o conjunto de todos os g € X tais que d(p,q) > J. Prove que A e
B sdo separados.

Ex. 6.60 — Prove que todo espaco métrico conexo com pelo menos dois pontos é nao
enumeravel.

Ex. 6.61 — Fechos e interiores de conjuntos conexos sdo sempre conexos? Analise a
questio em R?.

Ex. 6.62 — Sejam A e B subconjuntos separados de Rk, com a € A e b € B. Defina
p(®) = (1 —t)a + tb, teR.

Ponha
Ay =p 1(A), By =p~'(B).

Prove que:

(a)Aj e By sdo separados em R;
(b)existe t € (0, 1) tal que p(ty) ¢ AU B;

(c)todo subconjunto convexo de Rk é conexo.
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7

Continuidade em espacos
meétricos

Até aqui, a métrica nos permitiu falar de proximidade entre pontos, de convergéncia
de sequéncias e da estrutura de conjuntos. Agora passamos a uma pergunta diferente:
como uma funcio transforma essa proximidade?

Ha duas escalas no capitulo. A primeira é local. Queremos compreender o compor-
tamento de f(x) quando x se aproxima de um ponto e, em particular, quando esse
comportamento é compativel com o valor da propria funcdo. A segunda é global: sob
hipéteses como compacidade e conexidade, a continuidade passa a impor restri¢gdes
fortes a imagem da funcéo.

Esse percurso comeca com limites, chega a continuidade e termina mostrando que
uma hipdtese local pode preservar estruturas globais inteiras.

7.1 Limites

O limite descreve o comportamento de uma funcdo ao redor de um ponto. Se x se
aproxima de p, perguntamos se f(x) se aproxima de algum g. O valor de f no préprio
ponto p ndo participa dessa pergunta; por isso p nem sequer precisa pertencer ao

dominio.

7.1 Definicao. Sejam (X,dx) e (Y, dy) espagos métricos, seja E C X esejap € X
um ponto de acumulagio de E. Dizemos que o limite de f : E — Y quando x tende
apéqeY,eescrevemos

lim f(x) =gq,

X—p

se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que

dy(f(x),q) < ¢ sempre que 0 <dx(x,p)<Sex€eceE.

A hipétese de que p seja ponto de acumulacio de E é indispensavel, pois o limite
descreve o comportamento de f(x) quando x se aproxima de p por pontos de E

Neste capitulo

» Limites (p. 180)
» Continuidade (p. 187)

» Continuidade e compaci-
dade (p. 191)

» Continuidade e conexi-

dade (p. 197)

» Conexidade por caminhos (p.
199)

» Exercicios (p. 201)

Ideia central

Continuidade traduz proximidade:
pontos suficientemente proximos tém
imagens proximas. A linguagem
meétrica torna essa ideia independente
de formulas particulares.
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y |X_P|<5
A 1 1
q+g ___________ : _________ T
q l ‘ lfG) —ql<e
goel = e
‘ ‘ ‘ X
p—=56 P p+6

Ve>0, 36 >0talque 0 < |[x — p|<d = [f(x)—ql<e.

Figura 7.1 ) ] o
Interpretacdo geométrica da definicdo de limite. Se 0 < |[x — p| < 6,

entdo f(x) permanece na faixa horizontal | f(x) — q| < .

distintos de p. Em particular, ndo é necessario que p € E; e, mesmo quando p € E, o
valor de f(p) ndo intervém na defini¢do do limite.

7.2 Proposicao. Se o limite de uma fun¢ido em um ponto existe, entdo ele é
Unico.

Demonstragdo. Suponha que lim,_,, f(x) = q; e lim,_,,, f(x) = g;. Vamos mostrar
que g1 = q2-

Seja € > 0. Pela defini¢ao de limite, existem &y, d, > 0 tais que

0<dx(ep) < = d(fC).aq) <3,

0<dy(x,p)<8 = Mﬂﬂw<§

Tomando § = min{d;, §,} e usando que p é ponto de acumulacéo de E, existe x € E
com 0 < dy(x, p) < 8. Para esse ponto, temos simultaneamente

b(fa) <y e d(f).a) <.
Pela desigualdade triangular,
dy(q1.q2) < dy(q1, f(x)) + dy(f(x),q2) <e.
Como ¢ > 0 é arbitrario, segue que dy(q;,q2) = 0, e portanto g; = ¢». O

7.3 Exemplo. Considere f: R\ {1} - R dada por

x% -1
x—1

fx) =

Para x # 1, temos f(x) = x + 1. Assim,

lim f(x) = lim(x+ 1) = 2.
x—1 x—1

Embora f ndo esteja definida em 1, o limite existe; portanto, o ponto em torno do qual
se toma o limite ndo precisa pertencer ao dominio.
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Em espacos métricos, essa nogao admite uma caracterizacdo sequencial particularmente
util.

7.4 Teorema. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, seja E C X, seja
f: E—Y eseja pum ponto de acumulacio de E. Entdo

lim f(x)=gq

X—>p

se, e somente se, para toda sequéncia {p,} em E tal que p, # p para todon e
pn — p, vale

fpn) = q.

Demonstragao. Suponha primeiro que lim,_, f(x) = g, e seja {p,} uma sequéncia em
E tal que p, # p paratodone p, — p. Dado ¢ > 0, pela definicdo de limite existe
& > 0 tal que, sempre que x € E e 0 < dx(x, p) < J, temos dy(f(x),q) < . Como
pn — p, existe N € N tal que, para todo n > N, vale dx(p,, p) < 8. Como, além disso,
Pn # P, segue que 0 < dx(p,, p) < 6 para todo n > N. Portanto, dy(f(p,),q) < ¢ para
todon > N, e assim f(p,) — q.

Reciprocamente, suponha que a condicdo sequencial seja verdadeira e que
limy,, f(x) # q. Negando a defini¢do de limite, obtemos a existéncia de & > 0 tal
que, para todo § > 0, existe x € E com

0 <dx(x,p)<d e dy(f(x),q) > &.
Aplicando isso a § = 1/n, escolhemos, para cada n € IN, um ponto p, € E tal que
1
0<dx(pnp)<- e d(f(pn)9) 25

Entéo p, # pparatodone p, — p. Pelahipotese sequencial, deveriamos ter f(p,) — ¢,
o que é impossivel, ja que dy(f(pn),q) > ¢ para todo n. Essa contradigdo mostra que

lin'lx—>p fx)=gq. 0

7.5 Exemplo. Defina f: R — R por

B 0, sex€Q,
fe) = 1, sexeR\O.

Entdo, para todo a € R, o limite lim,_,, f(x) ndo existe.

De fato, podemos escolher uma sequéncia {x,,} de nimeros racionais com x, — a.

Entdo f(x,) = 0 para todo n, de modo que f(x,) — 0. Por outro lado, podemos
escolher uma sequéncia {y,} de nimeros irracionais com y, — a. Entdo f(y,) = 1 para
todo n, de modo que f(y,) — 1. Como os limites ao longo dessas duas sequéncias séo
diferentes, o limite de f em a néo existe.

Entretanto, se definirmos g(x) = (x—a) f(x), entdo lim,_,, g(x) = 0, pois |g(x)| < |x—a]
para todo x.

Limites
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7.6 Exemplo. Defina f: Q — R do seguinte modo: para cada niimero racional
P e Q, escrito em forma irredutivel com g > 0, ponha
q

p 1
04
q q
Entao, para todo niimero irracional a € R\ Q, vale
lim f(x) =0,
X—a
onde x percorre apenas valores racionais.

De fato, dado ¢ > 0, escolha N € N com 1/N < ¢. Em qualquer intervalo limitado, ha
apenas finitos racionais, em forma irredutivel, com denominador menor que N. Como
a é irracional, podemos tomar x € Q arbitrariamente proximo de a sem coincidir com
nenhum deles. Se x = § esta em forma irredutivel, entdo g > N, e por isso

1 1
=< =<e
fR=o<g<e
Logo, f(x) — 0 quando x — a com x € Q.

7.7 Exemplo. Um exemplo classico de func¢do sem limite em um ponto é a funcéo
f: R\ {0} » Rdada por f(x) = sen( L )

X

1
Tomando x, = —, temos x;, — 0 e f(x,) = sen(nx) = 0. Por outro lado, tomando
nw

Vo = )2’ temos y, > 0 e
T
fOn) = sen(Znﬁ + E) =1.
Logo,
. 1

lim sen(—)

x—0 X
nao existe.

Apesar disso, a fung¢io é limitada por 1 em moddulo. Portanto, se g: R\ {0} - R
satisfaz lim,_,( g(x) = 0, entdo

1
LEAE
pois |g(x) sen(i>| < |g(x)| para todo x # 0. Em particular,

1
lim x™ sen(;) =0 para todon € IN.

x—0

Algebra de limites

No caso de fun¢des reais, os limites sdo compativeis com as operacdes algébricas usuais.

Para enunciar esse fato com precisdo, fixemos antes a notacao.

Limites
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0.5 1

Figura 7.2 1
Grafico de f(x) = sen( ), definida em R \ {0}.

X

7.8 Definicao. Sejam f,g: E — R funcdes reais. Definimos, ponto a ponto,

(f£) =f)£g(x),  (f&)lx) = f(x)g(x),

e, nos pontos em que g(x) = 0,

(-1

Além disso, para uma constante ¢ € R, denotamos por f = ¢ a funcdo constante
dada por f(x) = ¢ para todo x € E.

7.9 Teorema. Seja p um ponto de acumulacdode E C X. Se f,g: E - R
satisfazem lim,._, , f(x) = A e lim,_, , g(x) = B, entdo:

() lirr;) (f+8)x)=A+B;

(b) lim(fg)(x) = AB

(c) lim (i) (x) = é desde que B # 0.
xop\ g B

Demonstracao. Provamos cada item separadamente.
(a) Seja e > 0. Como f(x) > Ae g(x) — B, existem 8;,dy > 0 tais que

0<dx(x,p)<é = |f(x)—A|<§,

0<dx(x,p) <8 = |g(x)—B|l< g
Se § = min{d;, d,}, entdo, para x € E com 0 < dy(x, p) < 4,
I(f +8)(x) —(A+B)| < |f(x) — Al +[g(x) — B| <e.

Assim, (f + g)(x) > A+ B.

(b) Seja e > 0. Como f(x) — A, existe §; > 0 tal que

0 <dx(x,p) <6 = |f(x)—Al<1L

Limites
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Para esses pontos, segue que | f(x)| < |A| + 1. Além disso, existem &, J3 > 0 tais que

£

0<dX(x,p)<52 = |g(x)—B|<m,

0<dx(x,p) <8 = |f(x)— Al < o — 2(|B| 1)

Tomando § = min{d;, 8, &}, para 0 < dx(x, p) < & temos

f(x)g(x) — AB = f(x)(g(x) — B) + B(f(x) — A),

e, portanto,
|f(x)g(x) — AB| < |f(x)|[g(x) — Bl + |B] | f(xx) — Al.

Usando as estimativas acima, obtemos

f(x)g(x) — AB| < (|A| + 1) °

+ B <
| |2(|B|+1) -

2(|A|

Concluimos que f(x)g(x) - AB.

(c) Suponha agora que B # 0. Como g(x) — B, existe §; > 0 tal que

0 <dy(x,p) <8 = |gx)—B < %

Entéo, para tais x, temos |g(x)| > |B| — |g(x) — B| > %, de modo que g(x) # 0 em uma
vizinhanca de p dentro de E, exceto talvez no proprio ponto p.

Mostremos primeiro que

lim — ! l
x—=p g(x) B’

De fato, para 0 < dx(x, p) < &y,

‘1 1‘ lg(x) — B| 2

20 Bl~ [Bllgl = e B

. 1 1
Como g(x) — B, o lado direito tende a 0, e portanto @ -2
Aplicando agora o item (b) as fungdes f e 1/g, obtemos

(x) _ 1 A
tim L9 — i (70— ) =40 2= 2
x=p g(x) x—>p g(x) B B

|

7.10 Exemplo. Considere a fungéo identidade f : R — R, dada por f(x) = x. Entdo

lim, ,, f(x) = a para todo a € R. Usando as propriedades algébricas dos limites,
obtemos lim,_,, x? = a® e, por indugio,

lim x" = a"* para todon € IN.
X—a

Dai segue que todo polindmio
p(x) = apx™ + a; X" 1 + -+ ap_yx +ay,

satisfaz lim,_,, p(x) = p(a) para todo a € R.

Do mesmo modo, se

_ p(x)
0=

¢é uma funcdo racional e g(a) # 0, entdo lim,_,, r(x) = r(a).
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Quando trabalhamos com funcdes com valores em R¥, os limites podem ser estudados
coordenada a coordenada.

7.11 Teorema. Seja E C X, seja p um ponto de acumulagio de E e seja

f=(f1, fi): E > Rk,

Entao

lim f(x) = a = (a, ..., a)
x—>p

se, e somente se,

lim fi(x) = q; paratodoj=1,....k.
X-’p

Demonstragdo. Suponha primeiro que f(x) — a. Fixe j € {1, ..., k}. Como
| £i(x) — ajl < |f(x) —al,

segue imediatamente que f;(x) — a;.

Reciprocamente, suponha que fj(x) — a; para todo j = 1,..., k. Seja ¢ > 0. Para cada j,
existe §; > 0 tal que

€
0<dx(x,p) <6 = |fi(x)—gql< ﬁ

Tomando § = min{dy, ..., 5}, se x € E e 0 < dx(x, p) < §, entdo

2
If(x) — al* = Z|f](x) aff <k- = ¢

Logo [f(x) — a| < ¢, e isso mostra que f(x) — a. |

7.12 Teorema (Critério de comparacao para limites). Seja X um espago
métrico, E C X e a um ponto de acumulacdo de E. Sejam f, g : E — R funcdes

tais que
flx) < gx) para todo x € E \ {a}.
Se
lim f(x)=1L e lim g(x) = M,
xXx—a X—a
entdo L < M.

~ " , L+M .
Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que L > M. Entdo o niimero - satisfaz

L+M

M < < L.

Como lim,_,, f(x) = L, existe §; > 0 tal que, para todo x € E, se 0 < d(x,a) < J,

entao
L+ M

fx) >

Como lim,_,, g(x) = M, existe §, > 0 tal que, para todo x € E, se 0 < d(x,a) < &,

entao
+ M

2

glx) < L

Limites
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Logo, se 0 < d(x,a) < min{d;,d,}, temos f(x) > g(x), o que contradiz a hipdtese.
Portanto, L < M. OJ

A caracterizacdo sequencial torna a ideia particularmente concreta: todas as maneiras
de se aproximar de p devem produzir a mesma aproximacgido no contradominio. As
regras algébricas que aparecem depois mostram que, uma vez estabelecidos limites
basicos, podemos combina-los sem retornar a cada vez a definicéo e-9.

Mas limite e valor da funcao ainda sdo informacoes independentes. A continuidade
nasce exatamente quando exigimos que elas coincidam.

7.2 Continuidade

Se p € E,uma funcdo f : E — Y é continua em p quando seu comportamento proximo
de p é compativel com o valor f(p). Em termos informais: pontos proximos de p
devem ter imagens proximas de f(p).

Essa formulacéo parece apenas uma pequena modificacio da definigio de limite, mas
é a propriedade que permite transportar estrutura de um espaco para outro.

7.13 Defini¢do. Sejam (X,dy) e (Y,dy) espagos métricos, seja E C X, seja
f: E —> Yesejap e E. Dizemos que f é continua em p se, para todo ¢ > 0,
existe § > 0 tal que

x€Eedx(x,p) <6 = dy(f(x),f(p))<e

Bx(p,O)NE By(f(p).e)

Figura 7.3
Interpretacio geométrica da continuidade em p: pontos de E suficiente-

mente proximos de p tém imagens suficientemente proximas de f(p).

Ao contrario do que ocorre com limites, ndo é necessario supor que p seja ponto de
acumulacdo de E. Se p é isolado em E, entdo f é automaticamente continua em p, pois
existe r > 0 tal que Bx(p,r) N E = {p}; nesse caso, basta tomar § = r.

A nogéo de limite depende apenas do comportamento de f(x) em pontos de E proximos
de p e distintos de p; por isso, independe do valor de f(p), quando este existe. Ja a
continuidade em p exige que esse comportamento local seja compativel com o valor
assumido pela func¢do no ponto. Assim, se p é ponto de acumulagio de E, f é continua
em p se, e somente se,

lim f(x) = f(p).
x—>p

Continuidade

187



Analise Real / Continuidade em espagos métricos

7.14 Proposicao. Sejam (X,dx) e (Y, dy) espagos métricos, seja E C X, seja
f: E—Yesejap e Eumponto de acumulacio de E. Entéo f é continua em p
se, e somente se,

lim f(x) = f(p).
x—>p

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja continua em p. Dado ¢ > 0, existe § > 0
tal que, se x € E e dy(x, p) < 8, entdo dy(f(x), f(p)) < e. Em particular, isso vale
quando x € E e 0 < dx(x, p) < d. Assim, lim,,, f(x) = f(p).

Reciprocamente, suponha que lim,_,, f(x) = f(p). Dado & > 0, existe § > 0 tal
que, se x € Ee 0 < dy(x,p) < J, entdo dy(f(x), f(p)) < e&. Como também temos
dy(f(p), f(p)) = 0 < ¢, segue que a mesma condi¢do vale para todo x € E com
dx(x, p) < 8. Portanto, f é continua em p. O

7.15 Definicao. Dizemos que f: E — Y é continua em E se for continua em
todo ponto de E.

A caracterizacdo sequencial dos limites conduz imediatamente ao critério sequencial
de continuidade.

7.16 Teorema. Sejam (X,dy) e (Y,dy) espagos métricos, seja E C X, seja
f: E—>Yesejape E. Entio f é continua em p se, e somente se, para toda
sequéncia {p,} em E tal que p, — p, tem-se f(p,) = f(p).

Demonstragdo. Se pnao é ponto de acumulagio de E, a continuidade em p é automatica,
e a condicdo sequencial também é trivial. Suponhamos, entdo, que p seja ponto de
acumulacéo de E.

Pela Proposicéo 7.14, f é continua em p se, e somente se, lim,_,, f(x) = f(p). Pelo
Teorema 7.4, isso equivale a dizer que, para toda sequéncia {p,} em E com p, # p para
todone p, = p, vale f(p,) = f(p). Isso equivale a formulacdo usual com sequéncias
arbitrarias {p,} C E tais que p, — p, ja que termos eventualmente iguais a p nao
alteram o limite. O

7.17 Teorema. Seja
£f=(fi,.... fi): E— Rk

Entdo f é continua em p € E se, e somente se, cada funcio coordenada f] :E—->R
¢é continua em p.

Demonstracao. Pela Proposicdo 7.14 e pelo Teorema 7.11, temos que f é continua em
p se, e somente se,

lim £(x) = f(p),
xX—p

0 que equivale a

lim fi(x) = fi(p) paratodo j =1,...,k.
xX—p

Continuidade
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Aplicando novamente a Proposicao 7.14 a cada coordenada, obtemos o resultado. I

7.18 Exemplo. Toda fun¢io constante é continua. De fato, se f(x) = ¢ para todo
x € E, entdo dy(f(x), f(p)) = dy(c,c) = 0 para todos x, p € E.

7.19 Exemplo. A funcéo identidade
id: X > X, id(x) = x,
é continua em todo ponto de X. Com efeito, para todo ¢ > 0, basta tomar § = .

7.20 Exemplo. Toda aplicacdo Lipschitz é continua. Mais precisamente, se f : X —
Y satisfaz

dy(f(x), f(y)) < Ldx(x,y) para todos x,y € X,

com alguma constante L > 0, entdo f é continua em todo ponto de X.

Demonstragdo. Fixe p € X e sejae > 0. Se L = 0, entdo f é constante. Se L > 0, tome
= % Entdo, sempre que dy(x, p) < J, temos

dy(f(x), f(p)) < Ldx(x,p) < LS =e.

Logo f é continua em p. a

As propriedades algébricas dos limites se traduzem imediatamente em propriedades
analogas para funcdes continuas.

7.21 Proposicao. Sejam f,g: E — R continuas em p € E. Entéo:
(a) f+ g é continua em p;

(b) fg é continua em p;

(c) g é continua em p, desde que g(p) # 0.

Demonstragdo. Como f e g sdo continuas em p, temos lim,,, f(x) = f(p) e
limy,, g(x) = g(p). Pelo Teorema 7.9,

,%if}, (f + &) = f(p) + g(p) = (f + 8)(p),

ii_r)r;) (f&)x) = f(p)g(p) = (f&)(p).

e, se g(p) # 0,
&) _ ) (f )
lim —= ==—=<=(= .
s s \g) P
Logo, pela Proposigao 7.14, as func¢des indicadas sao continuas em p. ]

Outra operacéo fundamental é a composicao de funcdes.
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7.22 Teorema. Sejam f: E—>Yeg: Y — Z aplicacdes entre espacos métri-
cos. Se f é continua em p € E e g é continua em f(p), entdo a composi¢io

gof E~Z

¢ continua em p.

Demonstragdo. Seja ¢ > 0. Como g é continua em f(p), existe n > 0 tal que

dy(y. f(p)) <n = dz(g(y),g(f(p)) <e.

Como f é continua em p, existe § > 0 tal que, se x € E e dx(x,p) < J, entdo
dy(f(x), f(p)) < n. Portanto, para todo x € E com dx(x, p) < 8, temos

dz(g(f(x)), g(f(p)) <e.

Isso mostra que g » f é continua em p. ]

7.23 Observacao. A continuidade também pode ser caracterizada em termos de
imagens inversas de conjuntos abertos ou fechados. Essas caracterizagdes serdo
particularmente uteis nas secdes seguintes.

7.24 Teorema. Sejam (X, dx) e (Y,dy) espacos métricos, seja E C X e seja
f: E—Y.Entio f é continua em E se, e somente se, para todo aberto V C Y, o
conjunto

[l V) ={x€E: f(x) eV}

é aberto em E, com a topologia induzida por X.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja continua em E, e seja V. C Y aberto.

Queremos mostrar que f~!(V) é aberto em E.

Se p € f~1(V), entio f(p) € V. Como V é aberto, existe ¢ > 0 tal que By(f(p),e) C V.

Como f é continua em p, existe § > 0 tal que, se x € E e dy(x,p) < 4, entdo
dy(f(x), f(p)) < e. Portanto, se x € E N Bx(p,d), entdo f(x) € V, isto é,

En Bx(p.8) C f7\(V).

Assim, f~1(V) é aberto em E.

Reciprocamente, suponha que a imagem inversa de todo aberto de Y seja aberta em E.

Fixe p € E e seja ¢ > 0. A bola By(f(p),¢) é aberta em Y, logo
U= f'(By(f(p).e)
é aberta em E. Como p € U, existe § > 0 tal que

EnBx(p,d) cU.

Assim, se x € E e dx(x, p) < §, entdo f(x) € By(f(p),¢), ou seja, dy(f(x), f(p)) < e.

Isso mostra que f é continua em p. Como p é arbitrario, concluimos que f é continua
em E. ]

Continuidade
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7.25 Corolario. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espacos métricos, seja E C X e seja
f: E—Y.Entdo f é continua em E se, e somente se, para todo fechado F C Y,
o conjunto

(P

é fechado em E.

Demonstragdo. Basta aplicar o Teorema 7.24 aos complementares, usando que
fONF) = EN f7H(P).
]

As caracterizacdes sequencial e topologica mostram duas faces da mesma nocdo. A
primeira diz que fung¢des continuas preservam limites de sequéncias; a segunda, que a
pré-imagem de um aberto é aberta. Esta ultima sera especialmente importante agora,
porque permite combinar continuidade com propriedades globais do dominio.

7.3 Continuidade e compacidade

Continuidade é uma condicao local: em cada ponto escolhemos um controle adequado.

A compacidade transforma esse controle local em conclusdes globais. E isso que
explica por que fung¢des continuas em conjuntos compactos se comportam tdo melhor
que fungdes continuas em dominios arbitrarios.

A primeira manifestagio desse principio é simples e poderosa: imagens continuas de
compactos continuam compactas. Dela surgirdo, em seguida, limitacdo, existéncia de
extremos e continuidade da inversa.

O primeiro resultado mostra que a imagem continua de um conjunto compacto continua
sendo compacta.

7.26 Teorema. Se f: X — Y é continua e X é compacto, entdo f(X) é com-
pacto.

Demonstragao. Seja {V,},c4 uma cobertura aberta de f(X). Como f é continua, pelo
Teorema 7.24 cada conjunto f~1(V,) é aberto em X. Além disso, essa familia cobre X,
pois, dado x € X, temos f(x) € f(X) e, portanto, f(x) € V, para algum a € A. Em
outras palavras,

xc ).

acA

Como X é compacto, existem o, ..., a, € A tais que
XcC fﬁl(Val) U fﬁl(szn)

Agora, se y € f(X), entdo y = f(x) para algum x € X. Pela inclusido acima, esse
ponto x pertence a algum dos conjuntos f_l(Vaj), e portanto y = f(x) € Ve, Logo,

fX)CVy U-UV,.

Continuidade e compacidade
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Assim, toda cobertura aberta de f(X) admite uma subcobertura finita. Portanto, f(X)
¢é compacto. ]
7.27 Observacao. A hipotese de continuidade é essencial. De fato, considere
X=[0,1]cR

e a funcao

==

f:X->R f(x) =

=
%
Il
=

Entao X é compacto, mas
fX) ={0}U[1, +e0)

néo ¢ compacto.

7.28 Definicdo. Uma aplicacio f: E — R¥ é dita limitada se existe M > 0 tal
que
€GOl < M para todo x € E.

Quando k = 1, isso coincide com a nogao usual de funcéo real limitada.

No caso de aplicacdes com valores em R, obtemos a seguinte consequéncia.

7.29 Teorema. Sef: X — RKécontinuae X é compacto, entdo f(X) é fechado
e limitado. Em particular, f é limitada.

Demonstracgao. Pelo Teorema 7.26, o conjunto f(X) é compacto. Como estamos em ]Rk,
segue do teorema de Heine-Borel que f(X) é fechado e limitado. Assim, existe M > 0
tal que

lyl <M para todo y € f(X).

Em particular,
£ < M para todo x € X,

isto é, f é limitada. OJ

No caso de funcdes reais, a compacidade garante a existéncia de maximos e minimos
absolutos.

7.30 Teorema. Seja f: X — R continua, com X compacto e nédo vazio. Entdo
existem pontos p,q € X tais que

flg < f(x) < f(p) para todo x € X.

Em outras palavras, f atinge seu maximo e seu minimo em X.
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Demonstragao. Pelo Teorema 7.26, o conjunto f(X) C R é compacto. Em particular, é
néo vazio, fechado e limitado. Sendo néo vazio e limitado, o conjunto f(X) admite
supremo e infimo. Como é fechado em R, contém esses dois valores. Logo existem
p.q € X tais que

fp)=sup f(X) e  f(g) = inf f(X).

Assim,

fl@) < fx) < f(p) para todo x € X.
OJ

A compacidade também permite obter continuidade da inversa em uma situacio muito
importante.

7.31 Teorema. Suponhaque f: X — Y sejauma aplicacdo continua e bijetora,
com X compacto. Entdo a inversa

fliy—>Xx

é continua.

Demonstragdo. Seja F C X fechado. Como X é compacto, F também é compacto. Pela
continuidade de f, o conjunto f(F) é compacto em Y, e portanto fechado. Como

(fH7'E) = f(P).
segue que a imagem inversa de todo fechado de X por f~! é fechada em Y. Logo, f~!

é continua. |

Outra consequéncia importante é que, em conjuntos compactos, a continuidade implica
continuidade uniforme.

7.32 Definicdo. Seja f : X — Y uma aplicacio entre espacos métricos. Dizemos
que f é uniformemente continua em X se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

dx(p.9) <6 = dy(f(p). f@) <e

para todos p,q € X.

A diferenca em relacdo a continuidade usual esta no fato de que, na continuidade
uniforme, § depende apenas de ¢, e ndo do ponto do dominio. Na continuidade em
um ponto, o controle é local; na continuidade uniforme, o mesmo § deve funcionar
simultaneamente para todos os pares de pontos do dominio.

7.33 Exemplo. A funcio f: [0,+0) — R, dada por f(x) = x?, é uniformemente
continua em [0, 1], mas nfo em R, = [0, +00).

Com efeito, se x,y € [0, 1], entdo |x + y| < 2, e portanto
|x? = y?| = lx — yllx + y| < 2x — y.

Segue que, dado ¢ > 0, basta tomar § = ¢/2 para garantir que |x — y| < § implique
|x? — y?| < e. Logo, f é uniformemente continua em [0, 1].

Continuidade e compacidade
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Mostremos agora que f nao é uniformemente continua em R, . Para isso, considere as

i 1 . 1
sequéncias x, = ney, =n+ -. Entdo |x, — 3,/ = = — 0, mas
n n

1 2
n2—<n+—)
n

que ndo converge para 0. Portanto, ndo pode existir um tnico § > 0 que funcione para

—24
=2+,

1fGen) = fOm)l =

todos os pontos de R,.. Conclui-se que f(x) = x? nio é uniformemente continua em
R,.

35 1
30 |
25 1
20 A
15

10

Figura 7.4
Dois pares de pontos do grafico de f(x) = x? separados pela mesma

distancia horizontal §. Em uma regido mais proxima do inicio do intervalo, a variagdo
vertical é Ay; ja perto do fim do intervalo, a mesma separacgéo horizontal produz uma
variagdo maior, Ay’. Isso ilustra por que f nédo é uniformemente continua em R,.

7.34 Teorema. Se f: X — Y é continua e X é compacto, entdo f é uniforme-
mente continua em X.

Demonstracdo. Fixe ¢ > 0. Como f é continua em cada ponto p € X, existe um
nimero §(p) > 0 tal que

dx(p,q) <6(p) =  dy(f(p). f() < g.

Para cada p € X, consideremos a bola aberta

J(p) = B<p, @)-

Essas bolas formam uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, podemos extrair
uma subcobertura finita

X C J(p1) U U J(pp).

Definamos 1
S = E mm{&(pl), ey 5(pn)}

Como o minimo acima é tomado sobre um conjunto finito de niimeros positivos, temos
6>0.

Tomemos agora p,q € X tais que dy(p,q) < §. Como os conjuntos J(p;), ..., J(pn)
recobrem X, existe m € {1,...,n} tal que p € J(p,,). Portanto,

5(pm).

dx(p, pm) < —

Continuidade e compacidade
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Além disso, pela desigualdade triangular,

é
A3, p) < g, )+ dxCp, ) < 5+ 22 < 5(p, ),

Da defini¢éo de §(p,,) segue entdo que

GO FE) <5 e d(f@) flom) < 5.

Aplicando novamente a desigualdade triangular, obtemos

dy(f(p). f(@) < dy(f(p). f(pm)) + dy(f(pm). f(@)) <e.
Como § depende apenas de ¢, concluimos que f é uniformemente continuaem X.  [J

A hipétese de compacidade ¢é essencial: sem ela, varias das conclusdes anteriores
deixam de valer.

7.35 Teorema. Seja E C R ndo compacto. Entéo:

(a) existe uma funcéo continua em E que nio é limitada;

(b) existe uma funcéo continua e limitada em E que néo atinge seu maximo.
Se, além disso, E for limitado, entéo:

(c) existe uma funcio continua em E que nio é uniformemente continua.

Demonstragao. Dividimos a prova em dois casos.

Suponha primeiro que E seja limitado. Como E néo é compacto, pelo teorema de
Heine-Borel ele nédo é fechado. Logo existe x, € E \ E.

Considere a funcao

1
= e E.
F&) e

Ela é continua em E e ndo ¢é limitada, pois x; é ponto de acumulagio de E: existe uma
sequéncia {x,} em E tal que x, — X, e entdo

1

|f Gl = m - .

Isso prova (a) nesse caso.

Considere agora
1

= e E.
8() 1+ (x—xp)? X
Essa funcéo é continua e limitada em E, pois
0<glx)<1 para todo x € E.

Além disso, seu maior valor possivel é 1, atingido apenas em x = x5. Como x, € E, a
funcio ndo atinge esse valor em E. Por outro lado, como existe uma sequéncia {x,} em
E com x, — x, temos g(x,) — 1. Logo

sup g(E) =1,

mas esse supremo nao ¢ atingido. Isso prova (b) quando E é limitado.

195



Analise Real / Continuidade em espagos métricos

Mostremos agora (c). Como x; € E \ E, pelo menos um dos conjuntos
En(xp,x+1) ou En(xy—1,xp)

acumula em xj. Fixemos um desses lados. Podemos entéo escolher, para cadan € N,
pontos py, q, € E desse mesmo lado de x, tais que

1 1
0<lpn—xl<5 e 0<lg—x| <.
Entéo 3
1Pn = qnl < [P0 — %0l + lgn — X0l < n — 0.

Por outro lado,
1 1

o) =l = |- - —

Como p, e g, estdo do mesmo lado de x, segue que

- ‘ 1 1
|pn = X |qn = X

[f(pn) = f(qn)l

Escolhendo-os de modo que, por exemplo,

1 1 1
— < — Xl < — e 0< - X < —,
n |pn 0| on |qn 0| 1on

obtemos

|f(pn) — flgn)l = 61

para todo n. Em particular, essa diferenca ndo tende a 0. Logo f ndo é uniformemente
continua em E.

Suponha agora que E seja ilimitado. Entdo a fun¢io identidade
h(x) = x
¢ continua e ndo limitada em E, o que prova (a).

Para provar (b), considere

X2

14 x2°

u(x) =

Essa funcio é continua em R e satisfaz
0<u(x)<1 para todo x € R.

Como E é ilimitado, existe uma sequéncia {x,} em E tal que |x,| — co. Entdo
u(x,) =
" 1+ x,%
Logo
supu(E) = 1.

Como u(x) < 1 para todo x € E, esse supremo néo é atingido. Portanto, u é continua e
limitada em E, mas néo atinge seu maximo. O

Continuidade e compacidade
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7.36 Exemplo. Seja X = [0,27) e seja Y C R? o circulo unitario. A aplicacio
f(t) = (cost,sent), 0<t<2m,

é continua e bijetora de X sobre Y. No entanto, sua inversa néo é continua no ponto
(1,0) € Y. De fato, se definirmos

entéo y, — (1,0) em Y, mas
1
f1(y,) =27 - i 2 =0 =f1(1,0).

Logo f~! ndo ¢ continua em (1,0). Isso mostra que a compacidade do dominio é
essencial no Teorema 7.31.

A continuidade uniforme é talvez a expressdo mais clara dessa passagem do local ao
global: 0 mesmo & deve funcionar em todo o dominio. O Teorema de Heine—Cantor
mostra que a compacidade é precisamente a hipotese que permite obter esse controle
uniforme a partir da continuidade ponto a ponto.

Os contraexemplos ao fim da secdo tém, portanto, uma funcgéo conceitual: eles mostram
o que pode falhar quando retiramos a compacidade.

7.4 Continuidade e conexidade

A compacidade controla a extensio global de um espaco; a conexidade responde a outra
pergunta: ele pode ser separado em partes independentes? A continuidade também
respeita essa estrutura. Uma funcdo continua ndo pode transformar um conjunto
conexo em uma imagem desconexa.

No caso real, essa afirmacio abstrata é exatamente o mecanismo por tras do teorema
do valor intermediario.

7.37 Teorema. Se f: X — Y é continua e E C X é conexo, entdo f(E) é
conexo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que f(E) néo seja conexo. Entéo existem sub-
conjuntos nao vazios e separados A, B C f(E) tais que

f(E)=AUB.

Defina
G=En f1(A) e H=En f (B).

Entdo E = GU H, e ambos os conjuntos sdo nédo vazios.

Mostremos que G e H sdo separados. Como A e B sdo separados, temos

ANB=09 e ANB=0.

Continuidade e conexidade
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Além disso, pelo Corolario 7.25, a imagem inversa de um fechado por f é fechada.
Assim, f_l(A) é fechado em X e contém G, logo

G c f1(A).

Se existisse x € G N H, entfo teriamos f(x) € B porque x € H, e também f(x) € A
porque x € G C f~1(A). Isso contradiz a igualdade A N B = @. Portanto,

GNH = 0.

De modo analogo,
GNnH=o0.

Logo G e H sdo separados, o que contradiz a conexidade de E. Portanto, f(E) é
conexo. |

7.38 Observacao. O resultado anterior ndo admite reciproca, e a hipotese de conti-
nuidade é essencial.

De fato, a reciproca falha mesmo em R: se
flx)= x2 e E={-1,1},

entdo E nio é conexo, mas

f(E) ={1}
¢ conexo. Por outro lado, sem continuidade a conclusdo também pode falhar: se
E=10,1]
¢ 1
f( ) 0, x< 5,
x) =
1, x> l,
2
entdo E é conexo, mas
f(E) ={0,1}

nao é conexo.

No caso de fun¢des reais definidas em intervalos, o teorema anterior se traduz na pro-
priedade do valor intermediario. Como os subconjuntos conexos de R sdo exatamente
os intervalos, obtemos o seguinte resultado.

7.39 Teorema. Seja f : [a,b] — R continua. Se c esta estritamente entre f(a)
e f(b), isto é,
min{f(a), f(b)} < ¢ < max{f(a), f(b)},

entdo existe x € (a,b) tal que f(x) =c.

Demonstragdo. O intervalo [a, b] é conexo. Pelo Teorema 7.37, o conjunto f([a,b]) é
conexo em R. Como f(a), f(b) € f([a,b]) e ¢ esta estritamente entre esses dois valores,
o Corolario 6.95 implica que ¢ € f([a,b]). Portanto, existe x € [a,b] tal que f(x) = c.

Como f(a) = c e f(b) # c, segue que esse ponto pertence, na verdade, a (a,b). O

Continuidade e conexidade
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7.40 Observacao. O Teorema 7.39 afirma que uma funcao continua em um intervalo
ndo pode “pular” valores intermediarios. A reciproca é falsa: existem fun¢des com a
propriedade do valor intermediario que néo sdo continuas.

Até aqui, conexidade foi tratada sem exigir que soubéssemos construir uma curva
entre dois pontos. Agora que a continuidade ja esta disponivel, podemos introduzir
uma no¢ao mais geométrica.

7.5 Conexidade por caminhos

Um conjunto pode ser conexo sem que tenhamos descrito como passar de um ponto
a outro dentro dele. A conexidade por caminhos exige mais: quaisquer dois pontos
devem poder ser ligados por uma curva continua que permaneca no conjunto.

7.41 Definicdo. Seja E um subconjunto de um espaco métrico X. Um caminho
de p a g em E é uma aplicacdo continua
y: [0,1] —E

tal que
r@O=p  r)=g

Dizemos que E é conexo por caminhos se quaisquer dois pontos de E podem ser
ligados por um caminho em E.

A diferenca entre as duas ideias é importante. Conexidade é uma propriedade de
separagdo por abertos; conexidade por caminhos pede a existéncia efetiva de uma
familia continua de pontos ligando os extremos.

7.42 Exemplo. Todo subconjunto convexo E C RF é conexo por caminhos. Se
p,q € E, basta considerar

y(®) =1 -t)p+tq, 0<t<1.

A aplicacdo y é continua e, pela convexidade, sua imagem permanece em E.

7.43 Teorema. Todo conjunto conexo por caminhos é conexo.

Demonstragdo. Suponha que E seja conexo por caminhos e escolha p,q € E. Existe
um caminho
y:[0,1] > E

ligando p a g. Como [0, 1] é conexo e imagens continuas de conjuntos conexos sio
conexas, y([0, 1]) é um subconjunto conexo de E contendo p e g.

Se E fosse a unido de dois conjuntos separados nio vazios A e B, poderiamos escolher
p € Aeq € B. Mas entdo o conjunto conexo y([0, 1]) encontraria as duas partes
separadas, o que é impossivel. Logo E é conexo. ]

Conexidade por caminhos
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A reciproca é falsa em geral. Antes do exemplo cléssico, ha uma situagao importante
em que as duas nocdes coincidem.

7.44 Teorema. Se E C R¥ é aberto e conexo, entdo E é conexo por caminhos.

Demonstragdo. Fixe p € E e seja
A={q€E : existe um caminho em E ligando p a g}.

Temos p € A, logo A # @.

Mostremos que A é aberto relativamente a E. Se g € A, como E é aberto existe r > 0
tal que B(q,r) C E. Para qualquer z € B(q,r), o segmento

t— (1—1t)q+tz

permanece na bola B(g,r), que é convexa. Concatenando esse segmento com um
caminho de p a ¢, obtemos um caminho de p a z. Portanto B(g,r) C A.

O mesmo argumento mostra que E\ A é aberto relativamentea E. Seq & Ae B(q,r) C E,
nenhum ponto dessa bola pode pertencer a A; caso contrario, um segmento dentro da
bola ligaria tal ponto a g, e a concatenacao produziria um caminho de p a g.

Assim, A e E \ A sdo abertos relativamente a E. Como E é conexo e A # @, necessari-
amente E \ A = @. Logo todo ponto de E pode ser ligado a p por um caminho.  [J

7.45 Exemplo (A curva do seno do topdlogo). Considere

Gz{(x,seni)EIRZ:0<x£1}, V ={0}x[-1,1],

S=GuV.

O conjunto G é a imagem continua do intervalo conexo (0, 1] pela aplica¢io

1
X > (x,sen—),
X

logo é conexo. Além disso,
S=G.

Como o fecho de um conjunto conexo é conexo, S é conexo.
Entretanto, S ndo é conexo por caminhos. Assim,
conexo por caminhos = conexo

é uma implicacéo estrita.

Figura 7.5

Curva do seno do topdlogo.
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Exercicio: Prove que a curva do seno do topdlogo nao é conexa por caminhos. Mais
precisamente, mostre que nio existe caminho em S ligando um ponto de {0} x [-1,1] a
um ponto de G. ]

O capitulo termina, assim, com duas formas de preservar estrutura: continuidade pre-
serva conexidade, e a existéncia de caminhos transforma essa propriedade qualitativa
em uma ligacdo geométrica explicita entre pontos.

7.6 Exercicios
Ex. 7.1 — Suponha que f seja uma funcéo real definida em R e que
}lliné[f(x+h)—f(x—h)] =0 para todo x € R.

Verifique se essa condi¢do implica que f é continua em R.

Ex. 7.2 — Seja (X, d) um espago métrico e seja p € X. Prove que a funcéo

f(x) =d(x, p)

é continua em X.

Ex. 7.3 — Prove que a aplicacéo

x = |«

¢ continua em R¥. Deduza que, para cadaa € Rk , a funcao
x =[x —a

também é continua.

Ex. 7.4 —Se f,g: X — R sdo continuas, prove que as funcdes

max{f,g} e  min{f,g}

também sdo continuas.

Ex. 7.5 — Seja A um subconjunto néo vazio de um espago métrico (X, d) e defina
o(x) =d(x, A) = inf{d(x,a) : a € A}
Prove que ¢ é continua em X.

Ex. 7.6 — Dé um exemplo de uma funcéo continua f : R — R e de um conjunto aberto
U c R tal que f(U) néo seja aberto.

Exercicios
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Ex. 7.7 — Considere a aplicacdo
f:[0,2m) > S, f(t) = (cost, sent),

onde
SU={(x,y) €R? : x> +y? =1}

Prove que f é continua e bijetora, mas que f~! nio é continua.

Ex. 7.8 — Se f é uma aplicagdo continua de um espaco métrico X em um espago
meétrico Y, prove que

f(E) c f(E)

para todo conjunto E C X. Apresente um exemplo em que f(E) seja um subconjunto
proprio de f(E).

Ex. 7.9 — Seja f uma funcéo real continua em um espago métrico X. Defina

Z(f)=1pe X : f(p) =0}

Prove que Z(f) é um conjunto fechado.

Ex. 7.10 — Sejam f e g aplica¢des continuas de um espago métrico X em um espago
métrico Y, e seja E um subconjunto denso de X. Prove que f(E) é denso em f(X). Se

g(p) = f(p) para todo p € E, prove que g(p) = f(p) para todo p € X, mostrando que
uma aplicacdo continua é determinada por seus valores em um subconjunto denso.

Ex. 7.11 — Se f é uma funcéo real continua definida em um conjunto fechado E C R,
prove que existe uma extensio continua g de f para R tal que

glx) = f(x) para todo x € E.

Mostre que o resultado pode ser falso se E néo for fechado.

Ex. 7.12 — Seja f : X — Y uma aplica¢io entre espacos métricos. Suponha que exista
L >0 tal que

dy(f(x), f(y)) < Ldx(x,y) para todos x,y € X.

Prove que f é uniformemente continua.

Ex. 7.13 — Seja f uma funcao definida em um conjunto E. O grafico de f é o conjunto
I'p={(x,f(x)) : x€ E}C ExR.

Suponha que E seja compacto. Prove que f é continua em E se, e somente se, o0 seu
grafico é compacto.

Ex. 7.14 — Seja f uma fungao real uniformemente continua em um conjunto limitado
E C R. Prove que f ¢é limitada em E. Mostre que a conclusdo pode falhar se E nao for
limitado.
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Ex. 7.15 — Mostre que a definicdo de continuidade uniforme pode ser reformulada
em termos de diametros de conjuntos: uma aplicagdo f : X — Y é uniformemente
continua se, e somente se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que

diam f(E) < ¢

para todo E C X com
diamE < é.

Ex. 7.16 — Seja f : X — Y uma aplica¢io continua, onde X é compacto. Prove que f
¢é uniformemente continua em X pelo seguinte argumento por contradi¢do: suponha
que f ndo seja uniformemente continua. Mostre entdo que existe ¢ > 0 e existem
sequéncias {p,} e {g,} em X tais que

dx(pugn) > 0. mas  dy(f(p). f()) > ¢ paratodon.

Use a compacidade de X e a continuidade de f para obter uma contradico.

Ex. 7.17 — Se f é uma aplicacdo uniformemente continua de um espaco métrico X
em um espago métrico Y, prove que {f(x,)} é uma sequéncia de Cauchy em Y sempre
que {x,,} for uma sequéncia de Cauchy em X.

Ex. 7.18 — Prove que a composi¢io de duas funcdes uniformemente continuas é uni-
formemente continua. Enuncie esse fato com precisdo antes de demonstra-lo.

Ex. 7.19 — Seja E um subconjunto denso de um espaco métrico X e f : E — Ruma
funcao uniformemente continua. Prove que f possui uma extensdo continua unica
para todo o espaco X.

Ex. 7.20 — Seja I = [0, 1] o intervalo unitario fechado e f : I — I uma aplicacdo
continua. Prove que f possui um ponto fixo, isto é, existe pelo menos um x € I tal

que f(x) = x.

Ex. 7.21 — Defina as funcdes f e g em R? por £(0,0) = g(0,0) = 0 e, para (x,y) #
(0,0):
xy?

_ 02 _
f(X,J/)—m, g(x’J’)—m~

Prove que f ¢ limitada em R?, que g é ilimitada em qualquer vizinhanca de (0,0) e que
f ndo é continua em (0, 0). No entanto, mostre que as restricdes de f e g a qualquer
reta em R? sio continuas.

Ex. 7.22 — Uma aplicagdo f : X — Y é dita aberta se f(V') é aberto em Y sempre que
V for aberto em X. Prove que toda aplicacio continua e aberta de R em R deve ser
monotona.
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Ex. 7.23 — Dado um subconjunto nio vazio E de um espago métrico X, defina a
distancia de x € X a E como pg(x) = inf,cg d(x, 2).

(a)Prove que pg(x) = 0 se, e somente se, x pertence ao fecho E.

(b)Prove que pg é uma fung¢ao uniformemente continua em X.

Ex. 7.24 — Sejam K e F subconjuntos disjuntos de um espaco métrico X, onde K é
compacto e F é fechado. Prove que existe § > 0 tal que d(p,q) > § para quaisquer
peEKeqeF.

Ex. 7.25 — Sejam A e B conjuntos fechados, nio vazios e disjuntos em um espaco
pa(p)

pa(p)+pp(p)
em [0, 1] e satisfaz f(p) =0se pe Ae f(p)=1se p € B.

métrico X. Mostre que a funcéo f(p) = ¢é continua em X, possui imagem

Ex. 7.26 — Uma fungéo real f definida em (a,b) é dita convexa se f(Ax + (1 —A)y) <
Af(x) + (1 — 1) f(y) para quaisquer x,y € (a,b) e 0 < A < 1. Prove que toda funcéo
convexa é continua.

Ex. 7.27 — Suponha que f seja uma funcdo real continua em (a,b) que satisfaz

f(x—;y) < w para todos x,y € (a,b). Prove que f é convexa.

Ex. 7.28 — Para subconjuntos A, B C ]Rk, defina a soma de Minkowski A+ B = {x+y :
x € A,y € B}

(a)Se K é compacto e C é fechado em RF, prove que K + C é fechado.

(b)Demonstre, por meio de um contraexemplo em R, que a soma de dois conjuntos
fechados nao é necessariamente fechada.

Ex. 7.29 — Sejam X,Y, Z espacos métricos, com Y compacto. Se f : X — Y é uma
aplicacdo, g : Y — Z é continua e injetiva, e a composicdo h = g~ f é uniformemente
continua, prove que f também é uniformemente continua.

Exercicios

204



Analise Real / Limites de funcdes reais

3

Limites de funcoes reais

A nocéo de limite em espacos métricos depende da distancia entre pontos. Na reta real,
a ordem permite distinguir a aproximagcéo pela direita da aproximacéo pela esquerda e
estudar o comportamento de uma fungéo quando a variavel tende a +co ou a —oo.

Neste capitulo, estudaremos limites laterais, limites no infinito e limites infinitos. Os
limites laterais serdo usados para classificar descontinuidades e descrever as restri¢des
impostas pela monotonicidade. Essas propriedades da ordem de R também serdo
utilizadas no estudo das derivadas.

8.1 Limites laterais

A ordem da reta permite restringir a aproximagio de x a um ponto a aos valores que
satisfazem x > a ou aos que satisfazem x < a. Essas duas possibilidades dao origem
aos limites pela direita e pela esquerda.

8.1 Definicdao. Seja E C R e seja a € R. Dizemos que a é um ponto de acumu-
lacio a direita de E se, para todo § > 0, vale

En(a,a+96) = .

De modo anéalogo, dizemos que a é um ponto de acumulacio a esquerda de E
se, para todo § > 0, vale
En(a-46,a) = @.

Figura 8.1 . o
Pontos de acumulacéo a esquerda e a direita.

Neste capitulo

» Limites laterais (p. 205)

» Descontinuidades e func¢des
mondtonas (p. 207)

» Limites no infinito (p. 210)
» Limites infinitos de fun-
coes (p. 211)

» Exercicios (p. 212)

Ideia central

Na reta, a ordem refina a nogéo geral
de limite: surgem limites laterais,
infinitos, comportamento no infinito
e uma classificagdo natural das
descontinuidades.
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8.2 Definicao. Seja E C R,seja f: E—> ResejaaeR.

(a) Suponha que a seja ponto de acumulacéo a direita de E. Dizemos que f(x)
converge para L € R quando x — a*, e escrevemos

lim f(x) =1L,
x—at

se, para todo ¢ > 0, existe > 0 tal que, para todo x € E, da condicéo
0 < x—a<ddecorre [f(x)—L| < e.

(b) Suponha que a seja ponto de acumulagio a esquerda de E. Dizemos que
f(x) converge para L € R quando x — a~, e escrevemos

lim f(x) =L,
xXx—a-

se, para todo ¢ > 0, existe > 0 tal que, para todo x € E, da condicéo
0 <a—x<ddecorre [f(x)—L| < e.

Os limites laterais sdo versdes unilaterais do limite usual: restringimos a aproximacao
de x a a aos pontos de E situados de um dos lados de a.

8.3 Proposicao. Seja E C R, seja f: E — Re sejaa € R. Suponha que a seja
ponto de acumulacéo a direita e a esquerda de E. Entéo

lim f(x)=1L
X—a
se, e somente se,

lim f(x)=1L e lim f(x)=L.
x—a~ x—at

Demonstragao. Suponha primeiro que lim f(x) = L. Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que,
X—a

para todo x € E, de 0 < |x —a| < § segue |f(x) — L| < &. Em particular, isso vale
quando 0 < x —a < §, e portanto lim+ f(x) = L. Pelo mesmo motivo, também vale
X—a

quando 0 < a — x < §, de modo que lim f(x) = L.
X—a-

Reciprocamente, suponha que os dois limites laterais existam e sejam iguais a L. Dado
€ > 0, existem dy, §, > 0 tais que

0<a—x<8 = |f(x)-Ll<e

0<x—a<d = |[f(x)-L|<e

Tomando § = min{d;,d,}, se x € E satisfaz 0 < |x —a| < §, entdo ou 0 < a— x < § ou
0 < x —a < 8. Em ambos os casos, obtemos |f(x) — L| < ¢. Logo, lim f(x) =L O
X—a

8.4 Exemplo. Considere a fungdo f : R\ {0} — R dada por

x
flx)=x+—.
|
Como
x+1, x>0,
fx) =
x—1, x<0,
temos lim f(x) = 1e lim f(x) = —1. Como os limites laterais existem, mas sdo
x—0* x—0~

distintos, o limite lin}) f(x) ndo existe.
X—>

Limites laterais
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8.5 Proposicao. Seja E C R, seja f: E — R e sejaa € E. Suponha que a seja
ponto de acumulagio a direita e a esquerda de E. Entdo f é continua em a se, e
somente se,

lim f(0)=f@ e  lim fx)=f(@)

Demonstragdo. Pela definicdo de continuidade em a, a funcao f é continua em a se, e
somente se, lim f(x) = f(a). A conclusio segue entdo da proposi¢éo anterior. O
X—a

Os limites laterais também permitem classificar as descontinuidades de uma funcio,
COmMO Veremos a seguir.

8.2 Descontinuidades e func6es mondtonas

Uma descontinuidade pode ocorrer porque os dois lados se aproximam de valores
diferentes, porque o valor da fung¢io ndo coincide com um limite comum, ou porque
algum dos limites laterais ndo existe como nimero real. A classificacdo seguinte
distingue esses casos.

8.6 Definicao. Seja f definida em um intervalo (a, b) e seja x € (a,b) um ponto
de descontinuidade de f. Se os limites laterais

i = Imie

existem e sdo finitos, dizemos que f tem uma descontinuidade da primeira
espécie em x. Caso contrario, dizemos que f tem uma descontinuidade da
segunda espécie em x.

8.7 Observacao. Entre as descontinuidades da primeira espécie, distinguem-se dois
casos fundamentais:

+ Descontinuidade removivel: ocorre quando
lim f(x)= lim f(x)=1L,
x—a- x—at
mas f(a) # L. Nesse caso, bastaria redefinir f(a) = L para tornar a funcéo
continua em a.

+ Descontinuidade por salto: ocorre quando os limites laterais existem, mas
sdo distintos, isto é,
lim f(x)# lim f(x).
x—a- x—a*
A quantidade
| lim f(x)— lim f(x)|
x—a* x—a~

é chamada salto da funcdo no ponto a.

Descontinuidades e fun¢des mondtonas
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y y

[ ] o—

l —e

l l

| |

L X L X
a a

(a) Removivel (b) Salto
Figura 8.2

Classificacdo das descontinuidades de primeira espécie: em (a), os
limites laterais coincidem, mas o valor da fun¢ao no ponto é diferente do limite
comum; em (b), os limites laterais existem, porém sao distintos.

8.8 Exemplo. A funcéo

x -1 x#1
fe)=]x-1° ’
0, x =1,

tem uma descontinuidade removivel em x = 1. Com efeito, para x = 1, vale f(x) = x+1,
de modo que lirri f(x) = 2. Como, porém, f(1) = 0 # 2, a fungio nio é continua em 1.
X—

8.9 Exemplo. A funcido degrau

0, x<0,
1, x>0,

fx) = {
tem uma descontinuidade da primeira espécie em 0, pois lin(} f(x)=0e lirg f(x)=1.
x—0~ x—0+

8.10 Exemplo. (a) A funcio

1, x€Q,

fx) = {o, £20,

¢ descontinua em todo ponto de R. De fato, toda vizinhanca de qualquer ponto
contém numeros racionais e irracionais, e o mesmo vale para qualquer intervalo
lateral. Assim, a fun¢do assume nessas vizinhancgas os valores 0 e 1, de modo
que nio admite limite, nem bilateral nem lateral, em nenhum ponto. Logo, f
tem descontinuidade da segunda espécie em todo ponto.

(b) A funcéao
foy={" <
0, x€&Q,
é continua em 0 e descontinua em todo ponto x # 0. De fato, para todo x € R,
temos |f(x)| < |x|, e portanto liir%] f(x) =0 = f(0). Por outro lado, se x # 0,
ao longo de uma sequéncia dexracionais que converge para x, os valores de f
convergem para x, enquanto, ao longo de uma sequéncia de irracionais que
converge para x, os valores de f convergem para 0. Como esses limites sdo
distintos, f é descontinua em todo ponto x # 0; trata-se, mais precisamente, de
uma descontinuidade da segunda espécie.

(c) A funcao
f(x) = sen(1/x), x #0,

Descontinuidades e fun¢des mondtonas
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néo admite limite quando x — 0, nem pela direita nem pela esquerda. Assim,
qualquer extensdo dessa funcdo em x = 0 tera uma descontinuidade da segunda
espécie nesse ponto.

Funcoes mondtonas

Para fun¢des mondtonas, os limites laterais nos pontos interiores de um intervalo
podem ser descritos por supremos e infimos. Essa descricdo permite determinar o tipo
de descontinuidade que pode ocorrer e mostrar que o conjunto desses pontos é no
maximo enumeravel.

8.11 Teorema. Seja f : (a,b) > R uma funcéo crescente. Entdo, para todo
x € (a,b), existem os limites laterais

lim f() e lim f(),

t—>x~ t—xt

e vale

Jim f(t) < f(x) < lim f(@).

Além disso, se x < y, entdo

lim f(¢) < lim f(¢).
t—xt t—>y~

Demonstracao. Fixe x € (a,b). Como f é crescente, o conjunto

={f(t) ra<t<x}

é ndo vazio e é limitado superiormente por f(x). Logo, existe @ = sup A. Mostremos

que lim f(¢) = a. Seja e > 0. Pela defini¢do de supremo, existe f, € (a, x) tal que
t—x~

a—e< f(ty) < a. Sety <t < x, entdo, pela monotonicidade de f,

a—e< flt) < f(H) <a

Dai segue que |f(t) — a| < ¢ para todo t suficientemente proximo de x pela esquerda.

Portanto,
lim f(t) = a.
1—=x~
De modo analogo, o conjunto
={f(t) - x<t<b}

é ndo vazio e é limitado inferiormente por f(x). Existe, entdo, § = inf B, e 0 mesmo
raciocinio mostra que

lim @) =p.
Como f(t) < f(x) para todo t < x, conclulmos que thm f(t) < f(x). Analogamente,
de f(x) < f(t) para todo ¢t > x obtemos f(x) < hm f(t). Por fim, se x < y, entdo,

para todo ¢t com x < t < y, temos
lim f(w) < f(t) < lim f(w).
u—x* u—y-
Como isso vale para todo t € (x, y), segue que

lim f(u) < lim f(u).
u—x+t u—y-

Descontinuidades e fun¢des mondtonas
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8.12 Corolario. Toda fun¢do mondtona definida em um intervalo possui ape-
nas descontinuidades da primeira espécie.

Demonstragdo. Se f é monodtona, entdo ela é crescente ou decrescente. No caso cres-
cente, o resultado decorre imediatamente do teorema anterior. No caso decrescente,
basta aplicar esse mesmo resultado a fungao —f. ]

8.13 Teorema. Seja f : (a,b) - R uma funcio mondtona. Entdo o conjunto
dos pontos de descontinuidade de f é no maximo enumeréavel.

Demonstragdo. Podemos supor que f seja crescente. Seja x € (a,b) um ponto de
descontinuidade. Pelo corolario anterior, os limites laterais em x existem e sao finitos;
além disso, como f ndo é continua em x, necessariamente

lim f(¢) < lim f(t).
t—x~ t—xt
Assim, o intervalo aberto
L = (lim f(), lim f())

é nio vazio. Pela densidade de Q em R, podemos escolher um racional r, € I,. Se
x <y, entdo, pelo teorema anterior,

lim f() < lim f().

t—xt t—>y~
Logo, os intervalos I, e I, sdo disjuntos. Em particular, se x # y, entdo r, # ).
Obtivemos, assim, uma aplicacéo injetiva do conjunto dos pontos de descontinuidade

de f em Q. Como Q é enumeravel, segue que esse conjunto é no maximo enumeravel.

O

Assim, no interior do intervalo, as descontinuidades de uma fun¢cdo mondtona sdo
saltos e formam um conjunto no maximo enumeravel.

Consideraremos agora o comportamento de uma fun¢io quando a variavel se afasta
indefinidamente, em vez de se aproximar de um ponto real.

8.3 Limites no infinito

A notacdo x — +oo indica que x ultrapassa qualquer cota previamente fixada; ndo
pressupde que +oo seja um nimero real. Como no limite em um ponto finito, exigiremos
que o erro seja menor que cada ¢ > 0, mas agora para valores suficientemente grandes
da variavel.

Limites no infinito
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8.14 Definicao. Seja E C R nio limitado superiormente e seja f : E > R.
Dizemos que
lim f(x)=1L
xX—>+00

se, para todo ¢ > 0, existe M > 0 tal que, para todo x € E, da condicdo x > M
decorre |f(x) — L| < e.

8.15 Teorema. Seja f : E — R uma funcéo crescente, com E C R. Suponha
que E seja ilimitado superiormente e que f seja limitada superiormente. Entdo
existe

lim f(x)eR.
xX—400

Demonstracdo. Como f(E) é ndo vazio e limitado superiormente, existe L = sup f(E).
Mostremos que lim f(x) = L.
X—+00

Seja ¢ > 0. Pela definicdo de supremo, existe x; € E tal que L — ¢ < f(x) < L. Como
f é crescente, para todo x € E com x > x temos

L—e< f(x) < f(x) < L.

Dai resulta que |f(x) — L| < ¢ sempre que x € E e x > x. Portanto, lim f(x) =
x—+00

L. |

O teorema retoma uma relacdo ja observada nos limites laterais: a monotonicidade,
acompanhada da limitacdo adequada, garante a convergéncia. No caso crescente, o
limite é o supremo da imagem da funcao.

Passaremos agora a outra situacéo: a variavel se aproxima de um ponto finito, enquanto
os valores da funcdo crescem sem limite.

8.4 Limites infinitos de funcoes

Quando escrevemos
lim f(x) = +oo,
X—a

nao estamos afirmando a existéncia de um limite real. Essa nota¢io indica que, para
qualquer cota M, os valores de f(x) sdo maiores que M quando x esta suficientemente
proximo de a, com x # a.

8.16 Definicao. Seja E C R, seja a € R um ponto de acumulacio de E e seja
f : E > R. Dizemos que

lim f(x) = +o0

X—a

se, para todo M > 0, existe § > 0 tal que, para todo x € E, da condi¢do 0 < |x—a| <
 decorre f(x) > M.
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8.17 Exemplo. Seja

flx) = m, X # a.

Entdo lim f(x) = 4oo.
xX—a

De fato, dado M > 0, escolha § > 0 tal que 0 < § < 1/v/M. Se 0 < |x — a| < 8, entdo

1
2 _ 82
x—a)y <o< —,
(x-a) N
e, portanto,
1
— > M.
(x —a)?
Isso mostra que
1
lim ——— = +oo.

x—a (x - a)2

As nogoes de limite no infinito e de limite infinito podem ser combinadas. Por exemplo,
lim f(x) = 4o
x—+00
significa que, para todo M > 0, existe A > 0 tal que
x>A = fl)>M

para todo x do dominio. As outras combinacdes de sinais sdo definidas de modo
analogo.

Com essas defini¢des, podemos precisar a observacgio sobre monotonicidade: nos
pontos interiores de um intervalo, uma funcao real monétona possui limites laterais
finitos; em extremidades do dominio ou quando a variavel tende a +oco, os limites
correspondentes podem ser infinitos.

As nocoes estudadas descrevem aproximacdes laterais, o comportamento no infinito
e a divergéncia dos valores de uma funcdo. No capitulo seguinte, essas formas de
aproximacao serdo utilizadas no estudo da derivada.

8.5 Exercicios

Ex. 8.1 — Considere a funcio “maior inteiro” [x] = max{n € Z : n < x}, e a funcéio
“parte fracionéria” (x) = x — [x]. Determine a natureza das descontinuidades de ambas
as funcoes.

Ex. 8.2 — Seja f uma funcéo real definida em (g, b). Prove que o conjunto de pontos
onde f possui uma descontinuidade da primeira espécie é, no maximo, enumeravel.

Ex. 8.3 — Considere a funcdo f : R — R definida por

1/n, se x =m/n com m,n coprimos e n > 0,
flx) =

0, se x € irracional.

Prove que f ¢ continua em todos os pontos irracionais e possui descontinuidades da
primeira espécie em todos os pontos racionais.

Exercicios
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Ex. 8.4 — Suponha que f: R — R possua a propriedade do valor intermediario e que,
para cada numero racional r, o conjunto {x : f(x) = r} seja fechado. Prove que f é
continua.

Ex. 8.5 — Sejam f, g : E — R funcdes reais. Estude, no caso de fungdes reais de varia-
vel real, como as propriedades de limite no infinito e de limite infinito se comportam
em relacgdo as operacoes algébricas usuais.

Ex.8.6 —Seja f: E — R, com E C R, e seja a € R um ponto de acumulacio de E.
Suponha que f seja limitada numa vizinhanga de a. Defina a oscilacao de f em a por

wr(a) = (isggsup{lf(x) —f)| :x,y€E 0<|x—a| <, 0<|y—a| < 5}.

Prove que
lim f(x) =L
X—a
se, e somente se,
wr(a) =0.

Mostre ainda que, se a € E e a ¢ ponto de acumulacdo de E, entdo

fécontinuaema <+ wsa)=0.

Ex.8.7 —Seja f: E — R, com E C R, e seja a € R um ponto de acumulacéo de E.
Prove que, se f é monodtona numa vizinhanca de a, entdo os limites laterais em a
existem, podendo ser finitos ou infinitos.

Ex. 8.8 — Dé um exemplo de uma funcao definida em um intervalo que tenha exata-
mente um conjunto enumeravel prescrito de pontos de descontinuidade da primeira
espécie.

Ex. 8.9 — Sejam E C R, a € R um ponto de acumulacdo de Ee f: E — R. Suponha
que lim f(x) = +oo. Prove o critério sequencial correspondente: para toda sequéncia
X—a

{x,} € E\{a} com x,, — a, tem-se f(x,) — +oo.

Ex. 8.10 — Mostre que, se f é mondtona em um intervalo, entdo o conjunto de seus
pontos de continuidade é denso nesse intervalo.

Ex. 8.11 — Seja f uma funcio real definida em (a, b). Suponha que, para todo x € (a,b),
os limites laterais tlim f)e tlim+ f(¢) existam e sejam finitos. Prove que o conjunto
—X~ —Xx

de pontos de descontinuidade de f é no maximo enumeravel.

Exercicios
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Derivadas

Nos capitulos anteriores, limites descreviam o comportamento de uma fun¢iao quando
a variavel se aproximava de um ponto. A derivada acrescenta uma pergunta mais
precisa: com que velocidade a fungéo varia nessa aproximacao?

O quociente incremental compara a variacao de f com a variacdo da propria variavel.

Quando esse quociente possui limite, o comportamento de primeira ordem da fungao
deixa de ser apenas continuo e passa a ser essencialmente linear. Essa é a ideia que
organiza o capitulo.

Partiremos da derivada em um ponto e de sua interpretagdo como aproximacéo linear.

Depois veremos como derivadas se combinam, o que dizem sobre extremos e como

os teoremas do valor médio transformam informacéo local em conclusdes globais.

L’Hopital, convexidade e a formula de Taylor aparecerdo entdo como consequéncias e
refinamentos dessa mesma estrutura.

9.1 Derivada e aproximacao linear

A inclinacdo de uma secante mede uma taxa média de variacdo. Fazer o segundo ponto
da secante aproximar-se do primeiro leva a taxa instantanea. Analiticamente, essa
passagem € um limite; geometricamente, produz a reta tangente.

9.1 Definicdao. Sejam ECR, f : E - Rea € E. Suponha que a seja ponto de
acumulagdo de E. Dizemos que f é diferenciavel no ponto a quando existe o limite
f/(a) — lim f(x)_f(a)

X—a X —a
x€E, x+#a

Quando esse limite existe, ele é chamado de derivada de f no ponto a.

Neste capitulo

» Derivada e aproximacao
linear (p. 214)

» Regras de derivacao (p. 220)

» Derivada e extremos lo-
cais (p. 223)

» Teoremas do valor médio e
consequéncias (p. 224)

» Regra de L’Hépital (p. 232)
» Convexidade (p. 234)
» Férmula de Taylor (p. 236)

Ideia central

A derivada mede variacéo local. Sua
for¢a vem de transformar informacao
infinitesimal em conclusdes globais

sobre crescimento, extremos e forma.
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9.2 Observacao. Com essa definicéo, se a € int(E), a derivada coincide com a nog¢io
usual. Se E é um intervalo e a é uma de suas extremidades, a derivada, no sentido
relativo a E, coincide com a derivada lateral pertinente.

f-f@ ,
x—a

A expressio é o quociente incremental de f em torno de a. Geometricamente,
ela representa o coeficiente angular da reta secante ao grafico de f que passa pelos
pontos (a, f(a)) e (x, f(x)). Quando o limite acima existe, a reta que passa por (a, f(a))
e tem coeficiente angular f’(a) é chamada reta tangente ao grafico de f nesse ponto.
Em outras palavras, a derivada é o limite dos coeficientes angulares das secantes

quando o segundo ponto se aproxima do primeiro.

Escrevendo h = x — a, isto é, x = a + h, a defini¢do assume a forma equivalente

f(@) = fim h

Nesse caso, a fun¢do h — w fica definida no conjunto

Y={heR\{0}; a+heE}

e 0 é ponto de acumulacdo de Y.

Nesta secdo, denotaremos por E’ o conjunto dos pontos de acumulagio de E; analoga-
mente, E} e E’ denotam, respectivamente, os conjuntos dos pontos de acumulacéo a
direita e a esquerda de E.

Quando a € E N EY, isto é, quando a pertence a E e é ponto de acumulacio a direita de
E, definimos a derivada a direita de f em a por

fla+h-f@
—

se esse limite existir.

De modo analogo, se a € E N E”, definimos a derivada a esquerda de f em a por

[ =@ _ . fath) - f@

F@=ln e

quando esse limite existir.

Assim, se a é ponto de acumulagéo de E a direita e a esquerda, por exemplo se a € int(E),
entdo f’(a) existe se, e somente se, existem as duas derivadas laterais e elas coincidem.

Assim, em intervalos fechados, a nocdo adotada coincide com a derivada usual no
interior e com a derivada lateral pertinente nas extremidades.

Uma caracterizacdo util, que seguiremos empregando varias vezes, é a sequencial: f é
diferenciavel em a se, e somente se, para toda sequéncia (x,) em E \ {a} com x,, — a,

fGa) — fa)

vale

lim
n—oo

= f(a).

Mais geralmente, se Y C Re g : Y — Rsatisfaz g(Y) C E, lim,,; g(y) = a, com
beY’, eainda g(y) # a para y # b, entdo a existéncia de f’(a) implica

lim fle(y) - f(a)

b gy)—a = f'@.

Derivada e aproximagao linear
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Trata-se apenas da estabilidade da definigio de derivada por mudanca de variavel ou
por passagem a sequéncias.

Da defini¢do segue imediatamente que diferenciabilidade é uma hipétese mais forte
do que continuidade.

9.3 Teorema. Sejam ECR, f : E > Rea € E um ponto de acumulagdo de E.
Se f é diferenciavel em g, entdo f é continua em a.

Demonstragdo. Para x # a, escrevemos

&) = fla) =

f(X):Z:(a) (x - a).

X

Quando x — a, o primeiro fator tende a f’(a) e o segundo tende a 0. Portanto, o
produto tende a 0, isto é, f(x) — f(a). Logo, f é continua em a. O

9.4 Observacio. A existéncia de apenas uma derivada lateral ndo garante continui-
dade no ponto. Por exemplo, a fun¢io

) = 1_, x>0,

1, x<0,

satisfaz f{(0) = 0, mas néo é continua em 0.

O mesmo argumento do teorema mostra que, se f{(a) existe, entdo f é continua a
direita em a, e, se f’(a) existe, entdo f é continua a esquerda em a.

Em particular, se ambas as derivadas laterais existem, entdo f é continua no ponto,
ainda que elas sejam diferentes, pois a existéncia de cada derivada lateral ja implica a
continuidade lateral correspondente.

Convém registrar outra formulagio equivalente: uma funcéo é diferenciavel em um
ponto precisamente quando sua variacdo, em relacéo a esse ponto, admite uma fatora-
¢do por (x — a) com quociente continuo.

9.5 Teorema. Sejam ECR, f : E - Rea € E um ponto de acumulagio de E.
Entdo f é diferenciavel em a se, e somente se, existe uma funcio f* : E — R,
continua em a, tal que

fGo) = fla) = (x—a)f*(x) para todo x € E.

Nesse caso, f*(a) = f'(a).

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja diferenciavel em a e defina

f&) - f(@)
=] x—a
f'(a), x=a.

Entdo f(x) — f(a) = (x —a) f*(x) para todo x € E, e a propria defini¢do de derivada
mostra que f* é continua em a.

Derivada e aproximagao linear
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Reciprocamente, suponha que exista uma fun¢io f* : E — R, continua em g, tal que
f(x) = f(a) = (x —a) f*(x) para todo x € E. Para x # a, segue que

) — fla) f (a)

X —

= f1 (.

Passando ao limite quando x — a, obtemos f’(a) = f*(a). Portanto, f é diferenciavel
em a. O

A fatoragdo anterior contém uma formulacdo ainda mais reveladora. Se f é diferencia-
vel em a, entdo, para h — 0,

fla+h)= f(a)+ f'(a)h +r(h), % — 0.

Assim, a funcio afim
h+— f(a) + f'(a)h

é a aproximagdo de primeira ordem de f(a + h). O erro é pequeno nao apenas em
valor absoluto: ele é de ordem estritamente menor que |h|. E nesse sentido preciso que
diferenciabilidade significa existéncia de uma aproximacao linear.

Reciprocamente, uma decomposicdo dessa forma implica imediatamente a existéncia
da derivada e identifica seu coeficiente linear com f’(a).

Os exemplos seguintes ilustram essa caracterizacao e fixam procedimentos de calculo
que reaparecerdo ao longo do capitulo.

9.6 Exemplo. Sejan > 1 um inteiro e considere f(x) = x". Entéo f é diferenciavel
em todo ponto a € R, com

f'(@) = na!

De fato, para h # 0, pelo binémio de Newton,
(a+h"-a" h)” - -
‘ < Z()Hwﬂ
Jj=1
Fazendo h — 0, todos os termos com j > 2 tendem a 0, restando
f'(a) = na*!
Para n = 0, a funcdo é constante e sua derivada é identicamente nula.

9.7 Exemplo. A funcéo f(x) = |x| é continua em toda a reta, mas nio é diferenciavel

em 0. Com efeito,
)~ F©) _Ix]
x—0 X

s

que vale 1 para x > 0 e —1 para x < 0. Assim,

fO=1 e  fH(0)=-1L

Como as derivadas laterais sado distintas, f/(0) ndo existe.

Nos demais pontos a funcdo coincide localmente com uma funcéo afim: f(x) = x

em uma vizinhanca de cada a > 0, e f(x) = —x em uma vizinhanca de cada a < 0.
Portanto,
1, a> 0,
HOE
-1, a<0o.

Derivada e aproximagao linear

217



Analise Real / Derivadas

9.8 Exemplo. Considere f : (0,4) — R, f(x) = /x. Paraa > 0e h # 0, com
a+ h >0, temos

va+h—+a _ 1
h Jat+h+a
apos racionalizar o numerador. Logo,
, 1
a)=—.
fila)= - NG

Se a mesma expresséo for considerada como fungéo em [0, +0), 0 ponto 0 passa a
exigir a derivada lateral a direita. Nesse caso, para h > 0,

f— 50 _ 1
h N
que néo possui limite real finito quando h — 07, Assim, y/x néo é diferenciavel em 0,
no sentido adotado neste capitulo.

9.9 Exemplo. Seja f : R — R definida por
f(x)=inf{lx —n| : ne 2z}

Assim, f(x) é a distAncia de x ao inteiro mais proximo. Em cada intervalo [n,n + 1], o
grafico é formado por dois segmentos de reta:

f(x)=x—-n em [n,n+%],

1
f(x)=n+1-—x em [n+§,n+l].

Portanto, f é diferenciavel nos intervalos abertos

1 1
(n,n+—> e <n+—,n+1>,
2 2

com derivada igual a 1 no primeiro caso e igual a —1 no segundo.

Nos pontosnen + l, as derivadas laterais existem, mas ndo coincidem. Em particular,
f ndo é diferenciavel nesses pontos. Esse exemplo mostra que a nio diferenciabilidade
pode ocorrer nio por descontinuidade da fungéo, mas pela presenca de uma mudanca
brusca de inclinacéo.

Derivada e aproximagao linear
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9.10 Observacao. Como a derivada é definida por um limite, ela é uma nocéo local.
Se f : E — R é diferenciavel em um ponto de acumulacdoa € EeY C E étal que a
também é ponto de acumulacio de Y, entdo a restri¢do g = fly é diferenciavel em a,

com g’(a) = f'(a).

Reciprocamente, se Y = I N E, onde I é um intervalo aberto contendo a, entdo a
existéncia de g’(a) implica a de f’(a), pois, em uma vizinhanga de a, as duas funcdes
coincidem.

Diremos que f : E — R é diferenciavel em E quando f’(a) existe em todo pontoa € E
que seja ponto de acumulacio de E.

9.11 Teorema (Caracterizacao da derivada por aproximacao linear).
Sejam EC R, f : E > Rea € E um ponto de acumulagio de E. Entdo sdo
equivalentes:

(i) f é diferenciavel em g;
(ii) existe uma constante L € R e uma fungéo r, definida para h suficientemente

proximo de 0 com a + h € E, tais que

fla+h)= f(a)+ Lh+r(h) e lim % =0.

h—0

Quando essas condic¢des se verificam, tem-se necessariamente L = f’(a).

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja diferenciavel em a. Definindo
r(h) = f(a+h) — f(a) — f'(a)h,

para h suficientemente préoximo de 0, com h # 0 e a + h € E, obtemos a decomposi¢éo

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + r(h).

Além disso,
r(th) _ f(a+h)— f(a) ,
- = A f'(a),
e o segundo membro tende a 0 quando h — 0. Logo, rh—h) — 0, 0 que prova (1)=(ii).

Reciprocamente, suponha que exista L € R tal que f(a + h) = f(a) + Lh + r(h), com

% — 0. Entéo, para h # 0,

farh =@ _;

Passando ao limite quando h — 0, obtemos

o J@* W) = @) _

L.
h—0 h

Portanto, f é diferenciavel em a e f’(a) = L. Isso prova (ii)=(i).

A unicidade de L é imediata: se

fla+h) = f(a) + Lh + r(h) = f(a) + Mh + s(h),
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h h 5
com % —0e % — 0, entdo, para h # 0,

_sth) _r(h)
L-M= b o
Passando ao limite quando & — 0, concluimos que L = M. ]

9.12 Observacao. Equivalentemente, se f é diferenciavel em a, entdo

fa+h = f@+[f@+pMm]h  plh)—o0.

Observagdes inteiramente analogas valem para as derivadas laterais: basta considerar
h > 0 no caso da derivada a direita e h < 0 no caso da derivada a esquerda.

9.13 Exemplo. A caracterizacdo por aproximacio linear aplicada a f(x) = senx
fornece uma forma precisa da aproximacéo usual do seno perto de um ponto. Como
f’(a) = cosa, temos

sen(a + h) = sena + hcosa + r(h), L:) 0.

Assim, em primeira ordem, a variacdo de sen x perto de a é dada por hcosa. O termo
r(h) mede o erro dessa aproximacao linear e é desprezivel em comparagéo com h.

9.14 Observacao. Os exemplos anteriores mostram que uma funcéo pode ser conti-
nua e, ainda assim, nio ser diferenciavel em alguns pontos. Mais do que isso, existem
funcodes continuas em toda a reta que ndo sdo diferenciaveis em ponto algum.

A defini¢ao fornece a estrutura local. Para que o calculo diferencial seja util, porém,
precisamos saber como essa estrutura se comporta quando somamos, multiplicamos
ou compomos fungdes.

9.2 Regras de derivacao

Asregras de derivacido mostram que diferenciabilidade é estavel sob as operacdes usuais.
Em particular, a regra da cadeia traduz a ideia de que taxas de variacdo sucessivas
se multiplicam, enquanto a formula da inversa permite recuperar a variagdo de uma
funcéo a partir da variacdo de sua bijecao inversa.

9.15 Teorema (Regras de derivacao). Sejam E C R, a € E um ponto de
acumulacdode Ee f, g : E — R funcdes diferenciaveis em a. Entdo f+ g, f— g
e fg sdo diferenciaveis em a, e

(f+g) (@)= f"(a)=+g'(a)
(f8)'(a) = f(@)g(a) + f(a)g'(a).

Se, além disso, g(a) # 0, entdo, em uma vizinhanca relativa de a na qual g ndo
se anula, o quociente f/g é diferenciavel em a, e

(i )' (@) = f'(@)g(a) — f(a)g’(a)
g HOR "
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Demonstragdo. A formula da soma segue imediatamente da linearidade do limite.

Para o produto, escrevemos
f(0)gl) ~ fl@ga) = f)(g(x) — g@) + g@)(f(x) — f(a)).
Dividindo por x — a e passando ao limite quando x — a, obtemos
(fg)(a) = f(a)g’(a) + g(a) f'(a),

pois f é continua em a.

Para o quociente, basta observar que

f&)  fl@  g@(f&) - f@) - fla)(gk) - g(a))

gx)  gla) g(x)g(a)

Novamente dividimos por x — a e passamos ao limite. Como g(x) — g(a) # 0, segue
que

1Y 1y £ @5@ ~ f@g' @
(g> (@)= 5(@?

9.16 Corolario. Sejam E C R, a € E um ponto de acumulagdodeE, f : E > R
uma funcéo diferenciavel em a e ¢ € R. Entdo

(cf)(@) =cf(a)

Se, além disso, f(a) # 0, entdo, em uma vizinhanca relativa de a na qual f néo
f'(@)
(@) = —
(f ) fl@y

Resta analisar o comportamento da derivada sob composicdo. A regra da cadeia mostra

se anula,

como se combinam aproximacdes lineares sucessivas.

9.17 Teorema (Regra da cadeia). SejamE,YCR, f: E—>Y,g:Y - Re
a € E um ponto de acumulagdo de E. Ponha b = f(a). Suponha que b seja ponto
de acumulacéo de Y, que f seja diferenciavel em a e que g seja diferenciavel em
b. Entdo g - f é diferenciavel em a, e

(g° f)(@)=g'®) f'(a).

Demonstragao. Como g é diferenciavel em b, pela caracterizagao por fatoracdo existe
uma fun¢io g* : Y — R, continua em b, tal que

g) —gb) =@ -bg*(y) paratodoy €Y,

com g*(b) = g’(b). Aplicando essa identidade a y = f(x), obtemos, para x € E,

8(f(x) - g(f(@) = (f(x) = f(@)g"(f(x)).

Se x # a, entdo
8(f(x) - g(f(@)) _ fCx) = f(a)

X—a X —

g (f(x)).

Regras de derivacao
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Como f é diferenciavel em a, ela é continua em a; logo, f(x) - f(a) = b quando
x — a. Pela continuidade de g* em b, temos g*(f(x)) — g*(b) = g’(b). Passando ao
limite, concluimos que

(g ) (@) =g'®O)f (a).

9.18 Corolario (Derivada da funcao inversa). Sejam I, J] C R intervalos,
f : I — J uma funcio bijetiva, continua e estritamente monoétona, e seja
g : J > Iainversade f. Sejama € I e b = f(a). Suponha que f seja
diferenciavel em a e que f’(a) # 0. Entéo g é diferenciavel em b, e

1

g'b) = @

Demonstragdo. Como f é continua e estritamente monétona no intervalo I, sua inversa
g : J — Iécontinua. Além disso, paray € J com y = b, temos g(y) = ae f(g(y)) = y.
Portanto,

g -g®) __ s-a _ (f(g(y)) - f(@) )1

y=b  fON-fl@ \ g()-a '
Como g é continua em b, segue que g(y) — a quando y — b em J. Como o quociente
incremental de f tende a f’(a) # 0, ele permanece nio nulo para u suficientemente

proximo de a, com u # a. Logo,

g —g®) (. f@-f@\ 1
= (=) v

u—a u—a

Assim, g é diferencidvel em b e g’(b) = O

L
@
9.19 Exemplo. A funcio f : R — R, f(x) = x>, é uma bijegdo continua e estrita-

g =1fy.

Como f’(a) = 3a?, o corolario sobre a derivada da inversa se aplica em todo ponto
a+0.Seb=d> entdo

mente crescente. Sua inversa é

1 1

b= —— = L -1
g(b)—f,(a) vy

No ponto b = 0, entretanto, o corolario néo se aplica, pois f/(0) = 0. De fato,

-0 v _ 1

A

e esse quociente ndo admite limite real finito quando y — 0. Logo, g néo é diferenciavel
em 0.

Calcular derivadas é apenas metade da teoria. A outra metade consiste em interpretar
o que o valor e o sinal da derivada dizem sobre a funcéo original.

Regras de derivacao
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9.3 Derivada e extremos locais

Em um extremo local interior, a fun¢do ndo pode continuar variando na mesma direcdo
dos dois lados. Quando a derivada existe, essa observacio elementar leva ao Teorema
de Fermat e ao primeiro critério necessario para localizar extremos.

9.20 Definicao. Dizemos que f : E — R tem um maximo local em a € E se
existe § > 0 tal que

x€En(a-6,a+06) = f(x)< f(a).
Se, além disso,
x€(EN{aphn(a-6,a+6) = f(x)< f(a),

dizemos que f tem um maximo local estrito em a.

Defini¢des analogas valem para minimo local e minimo local estrito.

9.21 Teorema. Sejam E C R, f : E > Rea € En E}. Suponha que f seja
diferenciavel a direita em a. Se f{(a) > 0, entdo existe § > 0 tal que

a<x<a+d, x€E = f(a) < f(x).

Demonstragdo. Como
o f6)— f@
im —————

x—at X—a

- fi@ >0,
existe § > 0 tal que, para todo x € E coma < x < a+ 9§, vale
- f@
x—a
Como x —a > 0, concluimos que f(x) — f(a) > 0, isto é, f(x) > f(a). O

9.22 Observacao. 1. se f{(a) > 0, entdo f(x) > f(a) para todo x > a suficien-
temente proximo de a;

2. se fi(a) <0, entdo f(x) < f(a) para todo x > a suficientemente proximo de a;
3. se f’(a) > 0, entdo f(x) < f(a) para todo x < a suficientemente proximo de a;

4. se f’(a) <0, entdo f(x) > f(a) para todo x < a suficientemente proximo de a.

Em particular, se f'(a) > 0, entdo f(x) < f(a) < f(y) para x < a < y suficientemente
proximos de a. Analogamente, se f’(a) < 0, entdo f(x) > f(a) > f(y) parax <a<y
suficientemente proximos de a.

9.23 Teorema (Teorema de Fermat). Sejam E C R, f : E > Rea € E
ponto de acumulacéo de E tanto a direita quanto a esquerda. Suponha que f
seja diferenciavel em a. Se f possui um maximo local ou um minimo local em a,
entdo

f(a) = 0.
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Demonstragdo. Suponha que f tenha um maximo local em a. Entdo existe § > 0 tal
que f(x) < f(a) paratodo x € EN(a—d,a+ 5). Se x < a, entdo f(x) — f(a) < 0e
x —a < 0, de modo que
[0 -f@ _,
xX—a
Passando ao limite quando x — a~, obtemos f’(a) > 0. Se x > a, temos f(x)— f(a) <0
ex—a>0,logo

f0)-f@ _,

X—a

Fazendo x — a*, segue que f’(a) < 0. Portanto, f’(a) = 0.

O caso de minimo local é analogo. ]

O Teorema de Fermat é local. Para relacionar o sinal da derivada ao comportamento
da funcdo em um intervalo inteiro precisamos de um mecanismo que compare dois
pontos afastados. Esse mecanismo é fornecido pelos teoremas do valor médio.

9.4 Teoremas do valor médio e consequén-

cias

A partir daqui o dominio sera, em geral, um intervalo. Essa hipotese ndo é um detalhe
técnico: ela garante que todos os pontos entre dois valores do dominio continuam
disponiveis. E exatamente isso que permite converter informacdo sobre derivadas em
conclusdes globais sobre crescimento, estimativas e monotonicidade.

Rolle é o caso fundamental. O Teorema de Cauchy organiza a comparagao entre duas
funcdes, e 0 Teorema do Valor Médio aparece como o caso particular g(x) = x. Darboux
completa o quadro mostrando uma propriedade surpreendente: mesmo quando f”
nao é continua, ela ainda ndo pode saltar valores.

Se f : I — R é diferenciavel em todo ponto de um intervalo I, podemos entdo
considerar sua derivada como uma nova funcéo, f’ : I — R, dada por x — f’(x).

Fixaremos agora, para todo o capitulo, a convencio que sera usada para as classes C".
Se I C R é um intervalo com interior néo vazio, diremos que f € C"(I) quando f é
continua em I, as derivadas f(k) existem em int(I), para 1 < k < n, e cada uma delas
admite extensdo continua a I. Quando I é aberto, essa defini¢do coincide com a usual.

Quando I possui extremidades, os valores de f(k) nas extremidades serdo sempre
entendidos como os valores desses prolongamentos continuos. Em particular, dizer
que f ¢é de classe C! em I, ou continuamente diferenciavel em I, significa que f ¢
diferenciavel no interior de I, que f’ é continua no interior e que f’ se prolonga
continuamente as extremidades de I, caso elas existam. Para n = 0, escrevemos
C(I) para a classe das func¢des continuas em I. Finalmente, f € C*(I) significa que
f € C™(I) para todon > 0.

Nem toda func¢éo diferencidvel em um intervalo tem derivada continua.

Teoremas do valor médio e consequéncias
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9.24 Exemplo. Considere a funcéo

1
x2 sen—-, x+0,
X

fx) =

0, x=0.

Ela é diferenciavel em toda a reta. De fato, para x # 0,

1 1
’(x) = 2xsen — — cos —,
e 1 cos s

e,emx =0,

- fW-fO) . 1
’(0) = lim =——————= = lim hsen —- = 0.

;1 h—0 h h—0 h

A derivada f’ ndo é continua em 0, pois cos(1/x) ndo admite limite quando x — 0.

Retomaremos esse exemplo depois do Teorema de Darboux, para distinguir esse tipo

de descontinuidade das descontinuidades de primeira espécie.

Quando f’ é continua, podemos aplicar diretamente a ela o Teorema do Valor In-
termediario. Mesmo sem continuidade, porém, as derivadas ainda satisfazem uma
propriedade analoga, expressa pelo Teorema de Darboux. Antes disso, veremos os teo-
remas do valor médio, que permitem transformar informacoes locais sobre a derivada
em conclusoes globais sobre a funcéo.

9.25 Teorema (Rolle). Sejama < b,I = [a,b] e f : I > R. Suponha que
f seja continua em I, diferenciavel em (a,b), e que f(a) = f(b). Entdo existe
¢ € (a,b) tal que f’(c) = 0.

Demonstragdo. Se f for constante, o resultado é imediato. Suponhamos, entdo, que f
n#o seja constante. Como f é continua em [a, b], ela atinge nesse intervalo um maximo
e um minimo.

Se ambos esses extremos fossem atingidos nas extremidades, entdo, como f(a) = f(b),
os valores maximo e minimo coincidiriam. Isso implicaria que f é constante em [a, b],
em contradicdo com a hipotese.

Logo, pelo menos um desses extremos é atingido em algum ponto interior ¢ € (a, b).
Como c é ponto de maximo ou de minimo local e f é diferenciavel em ¢, o Teorema de
Fermat fornece f’(c) = 0. O

9.26 Exemplo. As hipdteses de continuidade em [a, b] e de diferenciabilidade em
(a,b) sdo ambas essenciais.

1. Defina f : [0,1] - R por

flx)=x sexe[0,1), f()=o.

Entdo f(0) = f(1) e f é diferenciavel em (0,1), com f’(x) = 1 para todo
x € (0,1). Portanto, néo existe ¢ € (0, 1) tal que f’(c) = 0. O que falha aqui é a
continuidade em x = 1.

2. Se g : [-1,1] - R é dada por g(x) = |x|, entdo g é continua em [—1, 1] e satisfaz
g(—1) = g(1), mas néo é diferenciavel em 0.

Teoremas do valor médio e consequéncias
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9.27 Teorema (Teorema de Cauchy). Sejama <b,I=[a,b]e f,g: I > R
fungdes continuas em I e diferenciaveis em (a, b). Entéo existe ¢ € (a, b) tal que

[f(B) = f@)] g’(c) = [g(b) — g(@)] (o).

Demonstracdo. Considere

h(x) = [f(0) = f(@] g(x) - [g(b) — g(@)] f(x).

A funcio h é continua em [a, b] e diferenciavel em (a, b). Além disso, uma conta direta
mostra que h(a) = h(b). Pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que h’(c) = 0.
Como

h(x) = [f(b) - f(@)] g’'(x) - [g() — g(a)] f'(x),
obtemos

[f®) - f(@)] g’(c) = [g(b) — g(@)] f'(0).

9.28 Teorema (Teorema do Valor Médio). Sejama <b,I=[able f :1—
R. Suponha que f seja continua em I e diferenciavel em (a,b). Entdo existe
¢ € (a,b) tal que

o SO = fla@)
fe= b-a
Demonstracgdo. Basta aplicar o Teorema de Cauchy a funcéo g(x) = x. |

Geometricamente, o Teorema do Valor Médio afirma que existe um ponto do intervalo
em que a tangente ao grafico de f é paralela a secante que liga os extremos do arco
considerado.

Esse resultado permite obter propriedades globais da fungio a partir de hipoteses sobre
sua derivada. Os corolarios seguintes ilustram esse principio.

9.29 Corolario. Sejama < b,I = [a,b] e f : I > R. Suponha que f seja
continua em I, diferenciavel em (a,b), e que f’(x) = 0 para todo x € (a,b).
Entdo f é constante em I.

Demonstragdo. Sejam x,y € [a,b] com x < y. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
¢ € (x,y) tal que
fQ) = f(x) = f'(e)y — x).

Como f’(c) = 0, segue que f(y) = f(x). Logo, f é constante em [a, b]. O

9.30 Corolario. Sejama < b,I=[a,b]e f,g : I - R fung¢des continuas em
I e diferenciaveis em (a,b). Suponha que f’(x) = g’(x) para todo x € (a,b).
Entéo existe uma constante C tal que

gx)=fx)+C para todo x € I.
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Demonstragdo. Basta aplicar o corolario anterior a fungio g — f. O

9.31 Corolario. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcéo
diferenciavel. Suponha que exista k > 0 tal que |f’(x)| < k para todo x € I.
Entao

lf(x) — f(W] < klx — y para quaisquer x,y € I.

Demonstragdo. Sejam x,y € I com x < y. Pelo Teorema do Valor Médio, existe
¢ € (x,y) tal que

f) = ) = f()(y —x).
Tomando mddulo, obtemos

f @) = fGN=1f©lly — x| < kly — .
]

Em particular, toda fungido com derivada limitada em um intervalo aberto é Lipschitzi-
ana e, portanto, uniformemente continua.

9.32 Corolario. Sejam I C R um intervalo abertoe f : I — R uma funcéo
diferenciavel. Entéo:

1. f’(x) > 0 para todo x € I se, e somente se, f é ndo decrescente em I;

2. se f’(x) > 0 para todo x € I, entdo f é crescente em I.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f’(x) > 0 para todo x € I. Se a < b pertencem
a I, o Teorema do Valor Médio fornece um ponto ¢ € (a,b) tal que

) - f@ = F©b-a) > 0.
Assim, f(a) < f(b), e f é ndo decrescente em I.

Reciprocamente, suponha que f seja ndo decrescente. Fixe x € I e tome h # 0 com
x+hel Seh>0,entido f(x +h) > f(x), e portanto

ferem =G
)

Se h < 0, como f(x + h) < f(x), o numerador é ndo positivo e o denominador é
negativo, de modo que novamente

LCERS (R

Passando ao limite quando h — 0, obtemos f’(x) > 0.

Se agora f’(x) > 0 paratodo x € I e a < b, 0 Teorema do Valor Médio fornece ¢ € (a,b)
tal que

f(®)— f(a) = f'(c)(b—a) > 0.
Logo f(a) < f(b), isto é, f é crescente em I. 0

Teoremas do valor médio e consequéncias
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9.33 Exemplo. A hipétese f’(x) > 0 em todo ponto de um intervalo garante que
f seja ndo decrescente, mas ndo exige que a derivada seja estritamente positiva em
todos os pontos para que a funcdo seja estritamente crescente.

Um exemplo simples é f(x) = x3. Temos
f(x)=3x2>0

em toda a reta, e f7(0) = 0. Ainda assim, f é estritamente crescente em R, pois x < y
implica x> < y*. Portanto, a condi¢do f’(x) > 0 é suficiente para crescimento estrito,
mas nio é necessaria.

9.34 Observacao. As conclusdes globais obtidas por meio do Teorema do Valor
Médio dependem essencialmente do fato de o dominio ser um intervalo.

Por exemplo, a funcdo f : R\ {0} - R, dada por f(x) = x/|x|, satisfaz f’(x) = 0 para
todo x # 0, mas néao é constante. O que falha aqui é justamente o fato de o dominio
nao ser um intervalo.

9.35 Exemplo. A funcio exponencial permite ilustrar como o Teorema do Valor

Médio transforma uma informacio local sobre a derivada em uma desigualdade global.

Como f(x) = €~ satisfaz f’(x) = €*, aplicando o Teorema do Valor Médio em [0, x],

com x > 0, obtemos ¢ € (0, x) tal que
eX —1=¢€x.

Como € > 1, segue que
e >1+x (x>0).

Iteragdes dessa estimativa, ou formas mais refinadas dela, permitem comparar o
crescimento da exponencial com o de poténcias. Em particular, para todo n € IN,

lim — =0.
x——4o00 X
9.36 Exemplo. Considere
—1/x?
e , x=#0,
fx) =
0, x =0.

Essa fungdo é o exemplo prototipico de funcdo suave que se anula em 0 com ordem

2
maior do que qualquer poténcia. Ela é continua em 0, pois e/ S quando x — 0.

Para x # 0,
2 1 /52
f(x) = el /%,
No ponto 0,
o1/
(0)=1 =0.
17(0) lim —
Além disso,

2
lim =~ 1/%" = 0,
x—0 X

: s . s g2
pois, escrevendo t = 1/|x|, essa expressio ¢ dominada por um multiplo de ™", que
tende a 0 quando t — +oo. Assim, f’ é continua em 0.

O préximo corolario refina o Teorema do Valor Médio: se a derivada admite limite
a0 nos aproximarmos de uma extremidade, entio a derivada lateral correspondente
existe e coincide com esse limite.

Teoremas do valor médio e consequéncias
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9.37 Corolario. Sejama < b,I = [a,b] e f : I — R. Suponha que f seja
continua em I, diferenciavel em (a, b), e que

lim f’(x)= L.
x—at

Entdo existe a derivada a direita de f em a, e f{(a) = L.

Demonstragao. Seja (x;,) uma sequéncia com x, > a e x, — a. Pelo Teorema do Valor
Médio, para cada n existe y, € (a, x,) tal que

JGq) — f(a)
X, —a

= f'Gn)-
Como a < y, < x, e x, = a, segue que ), — a. Pela hipétese, f'(y,) — L. Portanto,

o) = f@

X, —a

L.

Como isso vale para toda sequéncia (x,,) com x,, > a e x,, — a, o critério sequencial
para limites laterais mostra que f{(a) existe e é igual a L. 0

Embora a derivada possa deixar de ser continua, ela ndo pode apresentar saltos. Essa
é a propriedade expressa pelo Teorema de Darboux.

9.38 Teorema (Teorema de Darboux). Sejama <b,I=(a,b)ef : I —>R
uma funcéo diferenciavel. Entdo f’ tem a propriedade do valor intermediario
em I: se x;,x; € I, com x; < Xy, e d esta entre f’(x1) e f'(x), entdo existe
¢ € [x1,x] tal que f’(c) = d. Se d esta estritamente entre esses dois valores,
entéo podemos tomar ¢ € (xq, xy).

Demonstragdo. Os casos em que d = f’(x;) oud = f’(xy) sdo imediatos, tomando
respectivamente ¢ = x; ou ¢ = x,. Basta considerar, portanto, o caso em que

fx) <d < f'(x),

pois o caso f’(xy) < d < f’(x;) é analogo.

Definamos g : [x1,x;] = R por g(x) = f(x) — dx. Entdo g é continua em [x1, x;] e
diferenciavel em (xq, x,), com

g() = f/(0)—d.

Como x1, xy € I e I é aberto, as derivadas g’(x;) e g’(x;) estdo bem definidas. Como
g’ (x1) = f'(x1) —d < 0, segue da definicdo de derivada que existe n; > 0 tal que, para
todo x € (x1, x1 +17),
g(x) — g(xy) <o.
X=X
Como x — x; > 0, isso implica g(x) < g(x;). Logo, x; ndo pode ser ponto de minimo
de g em [x1, x,].

De modo analogo, como g’(xy) = f’(x3) —d > 0, existe ny > 0 tal que, para todo

x € (33 — 12, X%2),
g -8
X — X
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Como agora x — x, < 0, segue novamente que g(x) < g(x,). Portanto, x, também néo
pode ser ponto de minimo de g em [x7, x,].

Como g é continua no compacto [xq, x3], ela atinge seu minimo nesse intervalo. Como
esse minimo néo ocorre em nenhuma das extremidades, ele é atingido em algum ponto
¢ € (x1,x9).

Pelo Teorema de Fermat, temos g’(c) = 0. Como g’(c) = f’(c) — d, concluimos que

f(e)=d. O

9.39 Corolario. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I = R uma fungio
diferenciavel. Se f’(x) # 0 para todo x € I, entdo f é estritamente monotona
em [.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Darboux, a derivada ndo pode mudar de sinal sem
assumir o valor 0 em algum ponto intermediario. Como f’(x) # 0 para todo x € I,
segue que f’ é sempre positiva ou sempre negativa em I.

Se f’(x) > 0 para todo x € I, entdo o corolario anterior mostra que f é crescente
em I. Se f’(x) < 0 para todo x € I, aplicamos esse mesmo resultado a funcdo —f,
cuja derivada é positiva em todo ponto. Concluimos, portanto, que f é estritamente
mondtona em I. |

9.40 Corolario. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcéo
diferenciavel. Entdo f’ néo pode ter descontinuidade de primeira espécie em
nenhum ponto de I.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que f’ tenha uma descontinuidade de primeira
espécie em algum ponto ¢ € I. Entao os limites laterais de f’ em c existem e sdo
finitos, mas a continuidade falha em c. Em particular, pelo menos um desses limites
¢é diferente de f’(c), ou os dois limites laterais sdo distintos entre si. Tratemos, por
exemplo, 0 caso em que

lim+ f'(x)=L com L= f'(c).

Se L > f’(c), escolha d tal que
f'(c)<d< L.

Pela definicéo de limite lateral, existe § > 0 tal que
f'(x)>d para todo x € (c,c + 9).

Fixado x € (¢, c + ), temos

[l <d < f'(x).

Aplicando o Teorema de Darboux ao intervalo (¢, x), obtemos um ponto u € (c, x) tal
que f’(u) = d, o que contradiz a desigualdade anterior.

O caso L < f’(c) é analogo, e o mesmo raciocinio vale para o limite pela esquerda.

Logo, f’ ndo pode ter descontinuidade de primeira espécie em nenhum ponto de
L O

Teoremas do valor médio e consequéncias
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9.41 Exemplo. Afungéo f : R — R, f(x) = |x|, ndo contradiz o corolario segundo o
qual derivadas ndo tém descontinuidades de primeira espécie. De fato, f é diferenciavel
em R \ {0}, com

-1, x<0,

1, x> 0.

)= I

No entanto, f’(0) ndo existe. Portanto, ndo ha uma descontinuidade de f” em 0; o que
ocorre é que 0 nem sequer pertence ao dominio da fungio derivada.

9.42 Exemplo. Retomemos a funcéo

x?sen(1/x), x #0,

0, x =0.

fx) = g

Fla ja apareceu como exemplo de funcio diferenciavel cuja derivada nio é continua. A
luz do Teorema de Darboux, podemos agora entender melhor o tipo de descontinuidade
que ocorre. Para x # 0,

f’(x) = 2x sen(1/x) — cos(1/x),

enquanto
f(0) = }lir%h sen(1/h) = 0.

A derivada nio é continua em 0, pois o termo cos(1/x) oscila sem limite quando x — 0.
Essa descontinuidade, porém, ndo é de primeira espécie: os limites laterais de f’ em 0
nao existem. Assim, o exemplo é compativel com o corolario anterior.

9.43 Definicao. Seja I C R um intervalo. Dizemos que uma funcio f : I - Ré
uniformemente diferenciavel em I quando f é diferenciavel em todo ponto de
I e, além disso, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que, para quaisquer x e e h € R
comx+hel,

0<|h <6 —f(x+h})l_f(x)

- fl(x)| <e.

Equivalentemente, f é uniformemente diferenciavel em I se, para todo ¢ > 0,
existe § > 0 tal que, para quaisquer x e e he Rcomx +h € [,

0<lh<d = |[f(x+h)—f(x)— f'(x)h| < elhl.

9.44 Teorema. Sejama < b,I =[a,b] e f : I - Ruma funcéo diferenciavel
em I. Entdo f é uniformemente diferenciavel em I se, e somente se, f’ é continua
em I.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f’ seja continua em [a, b]. Como [a, b] é com-
pacto, f” é uniformemente continua. Dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

lu—v|<é = [f'W-fWl<e
para quaisquer u,v € [a, b].
Fixemos x € [a,b]e h € Rcom x + h € [a,b] e 0 < |h| < §. Pelo Teorema do Valor
Médio, existe y entre x e x + h tal que f(x + h) — f(x) = f’(y)h. Portanto,

w ~ /() = f ) - f ().

Teoremas do valor médio e consequéncias
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Como |y — x| < |h| < 8, segue que

[oh )

Logo, f é uniformemente diferenciavel em [a, b].

Reciprocamente, suponha que f seja uniformemente diferenciavel em [a,b]. Dado
£ > 0, existe § > 0 tal que, sempre que u,u+t € [a,b] e 0 < |t| < §, vale

flu+t)— f(w) £

— =" — f'(u)| < =.

t 2

Se x,y € [a,b] satisfazem 0 < |y — x| < &, aplicamos essa estimativa primeiro a
(u,t) = (x,y — x) e depois a (u,t) = (y,x — y). Como os dois quocientes incrementais
coincidem, obtemos

) = f()l <e

Assim, f’ é uniformemente continua em [a, b| e, em particular, continua em [a,b]. O

O Teorema de Cauchy também permite comparar dois quocientes que tendem a uma
forma indeterminada. Essa observacao conduz a regra de L'Hopital.

9.5 Regra de L’Hépital

L’Hopital ndo é uma regra algébrica de cancelamento. Sua justificativa é o Teorema
de Cauchy: o quociente entre duas fun¢des proximas de uma forma indeterminada é
controlado, em pontos intermediarios, pelo quociente entre suas derivadas. Por isso as
hipéteses sobre diferenciabilidade e sobre g’ sdo parte essencial do resultado.

O Teorema de Cauchy pode ser visto como a forma estrutural do Teorema do Valor
Médio. O caso usual corresponde a escolha g(x) = x. Uma de suas aplicacdes mais
importantes é a regra de L’Hopital, que permite calcular certos limites de quocientes a
partir da razdo entre as derivadas.

Apresentaremos aqui a forma mais basica do resultado, correspondente a indetermina-
¢80 0/0 com limite finito. Os demais casos, andlogos em espirito, serdo propostos nos
exercicios.

9.45 Teorema (Regrade L’Hépital naforma0/0). SejamI C Rum intervalo
aberto,a€ I e f,g : I — R fungdes continuas em a e diferenciaveis em I \ {a}.
Suponha que

fl@)=gl@=0

e que exista § > 0, com (a — §,a + §) C I, tal que
g'x)=0 para todo x € (a—8,a+ ) \ {a}.

Se existe L € R tal que
f'(x) _
xlf}l g(x)
tim 100 _
x—a g(x)

>

entdo

Regra de L’Hopital
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+

Demonstragdo. Provaremos primeiro o caso x — a"; 0 caso x — a_ é analogo.

Mostremos inicialmente que
gx) =0 para todo x € (a,a + 9).

Com efeito, se existisse x € (a, a+0d) tal que g(x) = 0, entdo teriamos g(a) = g(x) =0, e
o Teorema de Rolle aplicado a g em [a, x] forneceria um ponto ¢ € (a, x) com g’(¢c) = 0,
o que contradiz a hipétese.

Fixe agora x € (a,a+ ). Como f e g sdo continuas em [a, x] e diferenciaveis em (a, x),
o Teorema de Cauchy fornece um ponto ¢ € (g, x) tal que

[f(0) = f@] g’ (c) = [g(x) — g@)] f(o).
Usando f(a) = g(a) = 0, obtemos
f(x) g’ () = g(x) (o).
Como g(x) = 0 e g’(c) # 0, segue que

f&) _ [
gx)  g(o)

Quando x — a', temos também ¢ — a™, pois a < ¢ < x. Como

@)
f gt

L

concluimos que

lim @—L

x—at g(x) B

O mesmo argumento a esquerda mostra que
lim @ =L
x—a- g(x)
Como os limites laterais coincidem, segue que
lim @ =L
x—a g(x)
O

9.46 Observacao. A hipétese f(a) = g(a) = 0 néo é realmente restritiva. De fato,
se f e g estiverem definidas apenas em I \ {a} e satisfizerem

lim f(x) = lim g(x) =0,
X—a X—a

basta prolongé-las em a definindo f(a) = g(a) = 0. As fungdes assim obtidas conti-
nuam diferenciaveis em I \ {a}, tornam-se continuas em a e satisfazem as hipoteses do
teorema.

'(x)

Os casos em que 700 tende a oo, bem como a forma correspondente a indeterminagao
g'(x

00 /00, podem ser obtidos por argumentos semelhantes e ficam como exercicios.

Até aqui, a derivada primeira controlou crescimento e taxas de variagdo. Quando essa
propria taxa é mondtona, surge uma informacgao geométrica adicional sobre o formato

do grafico.

Regra de L’Hopital
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9.6 Convexidade

Convexidade pode ser lida de duas maneiras complementares: geometricamente, o
grafico fica abaixo de suas cordas; diferencialmente, as inclina¢des das secantes e,
quando existe, a derivada, crescem da esquerda para a direita. Essa ponte transforma
uma propriedade geométrica global numa condicéo diferencial.

9.47 Definicao. SejaI C R um intervalo. Dizemos que f : [ — R é convexa
quando, para quaisquer a < x < bem I,

f(X)_ - f( )+ f(b)

A convexidade relaciona de modo particularmente claro uma propriedade geométrica
do grafico com uma propriedade analitica da fungio. A desigualdade acima diz que,
na abscissa x, o ponto (x, f(x)) do grafico fica abaixo, ou sobre, a secante que liga
(a, f(a)) a (b, f(b)), como mostra a Figura 9.1. Analiticamente, essa mesma condi¢io
se traduz no comportamento das inclinagdes das secantes e, no caso diferenciavel, na
monotonicidade da derivada.

y)\

(®, f(b)

(a, f(a))
- (x f(x)

><V

;1 x b

Figura 9.1 ) o
Em uma fung¢éo convexa, o ponto intermediario (x, f(x)) do grafico

fica abaixo, ou sobre, a secante que liga (a, f(a)) a (b, f(b)).

A defini¢do admite uma caracterizagdo equivalente em termos das inclinac¢des das
secantes.

9.48 Proposicao. Sejam I C Rum intervaloe f : I - R. Entdo f é convexa
se, e somente se, para quaisquer a < x < bem I,

f&-f@ fO-fla)  fO) - f&)

x—a - b—a - b—x

Demonstragdo. Como a < x < b, todos os denominadores sio positivos. Pela defini¢éo,
a convexidade equivale a

(b-a)f(x) < (b-x)f(a)+ (x - a)f(b).

Subtraindo (b — a) f(a) de ambos os lados e rearranjando, obtemos

(b - a)(f(x) - f(@) < (x —a)(f(b) - f(a)).
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isto é,

)~ @ _ f®) - f@
x—a ~ b—a
Do mesmo modo, subtraindo (b — a) f(b) de ambos os lados e rearranjando, a mesma
desigualdade equivale a

&= x)(f) - f(@) < & -a)(f®) - f(x),
ou seja,
f®) - fl@ _ fO) - f(x)
b—a - b—x

Logo, a convexidade implica a cadeia de desigualdades das inclinagdes. A reciproca

segue refazendo os mesmos passos em sentido inverso. ]

A proposi¢do mostra que, para fungdes convexas, as inclina¢des das secantes cres-
cem da esquerda para a direita. Quando a funcéo é diferenciavel, isso se reflete na
monotonicidade da derivada.

9.49 Teorema. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcéo
diferenciavel. Entdo f é convexa se, e somente se, f’ é ndo decrescente em I.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja convexa. Dados a < b em I, a Proposi-
¢80 9.48 mostra que, para todo x € (a,b),

fO-f@ fO-fa fO)-f)

xX—a - b—a - b—x

Fazendo x — a* na primeira desigualdade e usando a diferenciabilidade de f em a,

obtemos )

po< 010
Fazendo x — b~ na segunda, segue que

[O-1@) _ 1
Portanto,

7@ < LO=LD ¢

e, em particular, f’(a) < f’(b) sempre que a < b. Logo, f” é ndo decrescente em I.

Reciprocamente, suponha que f” seja ndo decrescente em I e tomemos a < x < b em
I. Pelo Teorema do Valor Médio, existem u € (a, x) e v € (x, b) tais que

f&) - f@@) f(a) - P f®) - f(x)

x — b—x

= f').
Comou <ve f’énio decrescente, temos f’(u) < f’(v). Assim,

f&) - f@  fO) - f&)

x—a - b—x

Multiplicando pelos denominadores positivos e rearranjando os termos, chegamos a

(b-a)f(x) < (b—-x)f(a) + (x —a) f(b).

Pela definicdo de convexidade, concluimos que f é convexa. ]

No caso em que existe segunda derivada, obtém-se uma caracterizagao ainda mais
simples.

Convexidade
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9.50 Teorema. Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcéo
duas vezes diferenciavel. Entdo f é convexa se, e somente se, f”(x) > 0 para
todox € I.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, f é convexa se, e somente se, f’ é ndo decres-
cente em I. Como f” é diferenciavel, o critério de monotonicidade aplicado a f” mostra
que isso equivale a exigir f”(x) > 0 para todo x € I. O

Substituindo o sinal < por < na desigualdade que define convexidade, obtemos o
conceito de funcao estritamente convexa. Mais precisamente, f é estritamente
convexa quando, para quaisquer a < x < bem I,

16 < 722 j@y+ 222 ey,

Além disso, se f”(x) > 0 para todo x € I, entdo f é estritamente convexa. De fato,
nesse caso f ’ é estritamente crescente e, por conseguinte, as inclinagées das secantes
crescem estritamente da esquerda para a direita. A reciproca, porém, é falsa. Por
exemplo, a funcio f(x) = x* é estritamente convexa em R, mas satisfaz f”(0) = 0.

Convexidade ja usa a variagdo da derivada. O passo seguinte é sistematizar derivadas
sucessivas para obter aproximacoes locais de ordem cada vez maior.

9.7 Féormula de Taylor

As derivadas de ordem superior permitem descrever com mais precisido o comporta-
mento local de uma funcéo. A derivada primeira fornece a melhor aproximacao linear;
derivadas de ordens mais altas conduzem a aproximacdes polinomiais progressiva-
mente mais refinadas.

Usaremos aqui a convencao ja fixada para derivadas de ordem superior em intervalos
com extremidades.

9.51 Exemplo. Todo polinémio é de classe C* em R. Mais geralmente, fun¢des
racionais sdo C™ em qualquer intervalo no qual o denominador néo se anule. O mesmo
vale para as funcdes trigonométricas, para a exponencial e para o logaritmo em seus
respectivos dominios.

Esse exemplo fornece uma primeira classe ampla de fun¢des suaves: nesses casos,
a derivacdo sucessiva ndo introduz singularidades novas dentro do dominio natural
considerado.
9.52 Exemplo. Para cada inteiro n > 0, defina
— 4N
on(x) = x"|x|.

Entio ¢, é de classe C", mas nio é de classe C*1.

Para n = 0, temos ¢y(x) = |x|, que é continua, mas néo diferenciavel em 0. Suponha
agoran > 1. Parax # 0,

on(x) = (n+ D" x| = (n + Dy (x).

Férmula de Taylor
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Além disso,
h"|h|
h

Por inducéo, as derivadas até a ordem n existem e sdo continuas. Em particular,

on = }lll_rf(l) R 1hl =0
(M, N _ '
on (x) = (n+ 1)Yx].

Essa fungdo ainda é continua, mas nio é diferenciavel em 0. Logo, ¢, € C", mas
+1
0, & C"T

Antes dos resultados principais, observemos que, se
q(h) = by + byh + - + b,h",
entdo os coeficientes de q sdo determinados pelas derivadas em 0:

R O)
T

<i<n.

5

9.53 Definicao. Seja I C R um intervalo, seja a € I e seja n > 0 um inteiro.
Suponha que as derivadas f(k)(a) estejam definidas para 0 < k < n. Chamamos de
polinémio de Taylor de ordem n de f em torno de a o polinémio

Pua) = 3 2D

k=0

Na variavel h = x — a, 0 mesmo polinémio é escrito como

Poa(a+h) = Z 1 k,(“)

k=0

9.54 Teorema (Formula de Taylor com resto de Lagrange). Sejamn > 1,
a<bI=Jablef :I— R Suponhaque f € C"(I)e que f™ exista em
(a,b). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

a (¢
f®= Zf D g+ LDy

Demonstragao. Considere

v Sl (x)

K
$(x) = f(b) - Z —x)f = (-2,
onde a constante K sera escolhida de modo que ¢(a) = 0.
Com essa escolha, também temos ¢(b) = 0, pois, em x = b, o termo correspondente a
k = 0 na soma é f(b), e todos os demais termos contém alguma poténcia positiva de
b — x. Pelas hipéteses, ¢ é continua em [a, b] e diferenciavel em (a, b). Pelo Teorema

de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que ¢’(c) = 0.

Derivando termo a termo, obtemos, para x € (a,b),

(b x)n 1

n—1
b flH1 )(x) ) (x) B
() =~ k; Tl Z(k 1)z(b_x)k1+( —1)

Férmula de Taylor
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Reindexando a segunda soma, ocorre cancelamento termo a termo, e resta

K~ f"(x)
CE

Como ¢ € (a,b), temos b — ¢ # 0. Portanto, da igualdade ¢’(c) = 0, segue que
K = fM(c).

¢'(x) = ————=—0b-x)"",

Por fim, a condigéo ¢(a) = 0 afirma que

fb) - Zf (“)(b— a)k - !(b—a)”:o.

Substituindo K = f(")(c), obtemos a férmula desejada. O

9.55 Corolario. Nas hipoteses do teorema anterior, seja h # 0 tal que o
intervalo de extremos a e a + h esteja contido no dominio de f. Entdo existe um
ponto ¢y, entre a e a + h tal que

n=1 (k) (n)
flarm =Y L@y L,

k=0

Para h > 0, basta aplicar o teorema anterior com b = a + h. Para h < 0, escreva
H = —h > 0 e considere () = f(a—t) em [0, H|. Aplicando o teorema anterior
a1, entre 0 e H, obtemos um ponto ¢ € (0, H) tal que

(k) (g —
f(a+h)_Zf (a) k+f (Cl ‘f)

n!

Como a — & estd entre a + h e g, basta tomar ¢, =a —¢£.

9.56 Teorema (Formula de Taylor infinitesimal). Sejamn > 1,1 C Rum
intervalo aberto contendo a e f : I — R. Suponha que f(”) exista em uma
vizinhanca de a e seja continua em a. Entao

ﬂﬁ@—zf“)+ML

onde
Jim "
h—0 h"

=0.
Além disso, o polinémio em A,
h Pn,a(a +h),

é 0 tinico polinémio de grau menor ou igual a n com essa propriedade.

Demonstragdo. Para h suficientemente pequeno e nio nulo, o intervalo de extremos a
e a+ h esta contido em I. Pelo corolario anterior, existe um ponto ¢, entre a e a + h tal

que
n—1
fO@ e, "),
f(a+h)—§) k,“hk+ n'ch

Formula de Taylor
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Escrevendo ¢;, = a + 6,h, com 0 < 6, < 1, obtemos

f™(a+6,h) — f7(a) i

n!

fla+h)="P,,(a+h)+rh), r(h) =

Assim,
r(h)  fP(a+0,h) — fP(a)
o n! ’

Como Gyh — 0 quando h — 0, a continuidade de ™ em a implica r(h)/h" — 0.

Para provar a unicidade, suponha que Q seja um polinémio de grau menor ou igual a
n tal que

Fla+h) = Oh) + s(h), SEZ) S,

Subtraindo essa expressdo da expansdo anterior, segue que

Pyaa+ h) —Q(h)

Se
R(h) = Py 4(a+h) — Q(h),

entdo R é um polinémio em h de grau menor ou igual an. Se R # 0, existe m € {0, ..., n}
e existe um polindmio T, com T(0) # 0, tais que R(h) = K"T(h). Nesse caso,

R(h)

— = W T(R).

Essa expressdo nido tende a 0: se m < n, ela ndo permanece limitada em médulo ao
longo de alguma sequéncia h — 0; se m = n, ela tende a T(0) # 0. Logo, R = 0, e
portanto Q(h) = P, ,(a + h). O

Em outras palavras, o polindmio de Taylor de ordem n, escrito na variavel h, é o Ginico
polindmio de grau menor ou igual a n que aproxima f(a + h) com erro desprezivel
diante de h".

9.57 Proposicao (Critério de maximos e minimos locais). Sejamn > 1,
I C R um intervalo aberto,a € I e f : I — R uma fungio n vezes diferenciavel
em uma vizinhanca de a. Suponha que

f@=f"@=-=fV@=0 e M=o,

e que f(”) seja continua em a. Entao:

1. se n é par, a é ponto de minimo local quando f™(a) > 0, e ponto de
maximo local quando f™(a) < 0;

2. se n é impar, a ndo é ponto de maximo nem de minimo local.

Demonstragdo. Pela formula de Taylor infinitesimal e pela hipotese de anulacdo das
derivadas até a ordemn — 1,

f(”)(a)

n!

f&x) = fla) =

(x —a)" +o((x —a)"), x — a.

Logo,
J@) -~ f@ | [P

(x—a) n!
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Como f(")(a) # 0, para x suficientemente proximo de a, com x # g, o sinal de

f(x) — f(a) coincide com o sinal de f(”)(a)(x —a).

Se n é par, entdo (x — a)" > 0 para todo x # a, e o sinal de f(x) — f(a) é o sinal de
(a). Isso da a caracterizacdo de minimo local quando () > 0 e de maximo local
quando f(a) < 0.

Se n é impar, entdo (x — a)” muda de sinal quando x atravessa a. Portanto, f(x)— f(a)
assume sinais opostos a esquerda e a direita de g, e a ndo pode ser ponto de maximo
nem de minimo local. U

9.58 Proposicao (Indeterminacées do tipo 0/0). Sejamn > 1,1 C Rum
intervalo aberto contendo ae f,g : I — R fung¢des n vezes diferenciaveis em
uma vizinhanga de a. Suponha que

f@ = f'@ = = foDa@) = o,

g@) =g'(@) = =g V(@ =0,

que g™(a) # 0, e que f™ e g™ sejam continuas em a. Entfio

- f@) _ P
)1{11)1’[11 g(x) - g(n)(a)

Demonstragdo. Aplicando a férmula de Taylor infinitesimal a f e a g, obtemos

(g
flx) = f n'( )(x —a)" + o((x - a)”)
¢ ™
50 = £ Doy 4 o(x—ay),

quando x — a. Dividindo numerador e denominador por (x — a)"/n!, segue que

f0) _ @ +ex)
g6 " g0(@) + o)

onde ¢(x) — 0 e §(x) — 0 quando x — a.

Como g(”)(a) # 0, 0 denominador permanece nao nulo para x suficientemente proximo
de a. Passando ao limite, obtemos

fG) _ ™)
xl—r>r}1 g(x) h g(”)(a)

O

O polinémio de Taylor é, neste capitulo, um objeto essencialmente finito: derivadas
sucessivas determinam a aproximacao polinomial local e o resto mede quanto dessa
informacio ainda falta para recuperar a funcao.

Perguntar o que acontece quando a ordem tende a infinito é uma questdo de outra
natureza. E preciso estudar convergéncia de séries de fungdes e séries de poténcias
antes de decidir quando os polindmios de Taylor convergem para a propria funcéo. Essa

Férmula de Taylor
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passagem, bem como a definicdo de funcdo analitica, sera feita no capitulo Sequéncias,
séries e aproximacao de funcoes.

O percurso do capitulo pode agora ser visto como uma unica ideia em escalas suces-
sivas. A derivada produz a melhor aproximagcéo linear; os teoremas do valor médio
transformam essa informacao local em controle global; convexidade 1é a variagao das
inclinacoes; e Taylor usa derivadas sucessivas para produzir aproximagdes polinomiais
locais de ordem cada vez maior.

Lista de exercicios

Ex. 9.1 —Seja f : I — R, com a ponto interior de I.

a) Prove que, se f é diferenciavel em q, entdo

L f@r R~ flah)
h—0 2h

= f'(a).

b) Mostre, por meio de um exemplo, que a existéncia desse limite ndo implica, em
geral, a existéncia de f’(a).

Ex. 9.2 —Seja X C R, seja f : X — R continua e sejaa € X N X”’. Defina

i =T0TD (o @=L

Prove que ¢ é continua em a se, e somente se, f’(a) existe, no sentido relativo a X, e

f(a) = L.

Ex. 9.3 —Seja I C R um intervalo, sejaa € I e seja f € C'(I). Sejam (x,) e (y,)
sequéncias em I tais que x;, # ¥, para todon e

X, = a, Yy = a.

Prove que
f) = Jyw N

Xp —

Ex. 9.4 — Suponha que f esteja definida numa vizinhanca de x e que f”(x) exista.
Mostre que

. fe+h)+ fx=h)-2f(x) _ ,
e s

Exiba também um exemplo em que esse limite exista, mas f”(x) ndo exista.

Ex. 9.5 — O resultado sobre diferenciabilidade uniforme em compactos depende da
compacidade. Considere f : R — R, f(x) = x°.

a) Mostre que f € C1(R).

b) Prove que f nao é uniformemente diferenciavel em R. Mais precisamente,
mostre que existe & > 0 tal que, para todo § > 0, existem x € Re h € R, com
0 < |h| < &, satisfazendo

w — ()] > .

Férmula de Taylor
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Ex. 9.6 — Considere as fun¢des

f(x) = sen(1/x), g(x) = xsen(1/x), h(x) = x*sen(1/x) (x # 0),

com valor 0 em x = 0.
a) Estude a diferenciabilidade em 0 de f, g e h.
b) Mostre que h’(0) existe, mas h’ n&o tem limite em 0.

¢) Encontre sequéncias (x,) e (y,) convergindo para 0 tais que as inclina¢des das
secantes de h nio convirjam.

Ex. 9.7 — Seja

|x|*sen(]x| ™), x# 0,
= a€eR, c>0.

F&)
0, x =0,
Determine, em fun¢do de a e c:
a) quando f é continua em 0;
b) quando f’(0) existe;

c) quando f’ é limitada;

d) quando f’ é continua em 0.

Ex. 9.8 — Dizemos que f satisfaz uma condi¢do de Lipschitz de ordem « em c se existe
M > 0 tal que

|f () = ()l < Mlx — |

para todo x suficientemente proximo de c.
a) Prove que, se @ > 0, entdo f é continua em c.
b) Prove que, se @ > 1, entdo f’(c) = 0.

c) Mostre que, se essa condi¢do vale em todo ponto de um intervalo I com a > 1,
entdo f é constante em I.

d) Dé um exemplo com & = 1 em que a derivada no ponto nio exista.

Ex. 9.9 — Suponha que f seja continua em [a, b], diferenciavel em (a, b) e satisfaga

fl@)=f®) =o.

Prove que, para todo k € R, existe ¢ € (a, b) tal que

[ =k f(o).

Férmula de Taylor
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Ex. 9.10 — Reescreva o Teorema do Valor Médio na forma
+h) -
sz’(x+6h), 0<0<1.
Determine 0 = 0(x, h) nos casos

fG=x%  f=x  f)=e,  f(x)=logx,

e, com x fixo, calcule }llim 0(x, h) em cada caso.
—0

Ex. 9.11 — Sejam f, g : [a,b] — R continuas em [a, b] e diferenciaveis em (a, b).

a) Prove que existe ¢ € (a,b) tal que

[f(b) - f(@)]g’(c) = [g(b) — g(a)] f*(c).

b) Considere
flx) = 3x* —2x% — x% +1, g(x) = 4x3 — 3x% — 2x
em [0, 1]. Mostre que, nos pontos em que o quociente esta definido,

1/ (x)
g'(x)

nunca é igual a
JQ@) - f(0)
§(1) - g(0)
para 0 < x < 1, e explique por que isso ndo contradiz o resultado anterior.

Ex. 9.12 — Suponha que f e g sejam diferenciaveis numa vizinhanca de a, que

fl@)=gla)=0
e que
g’(a) = 0.
Prove que
f® _ f@

e gl)  g@

Ex. 9.13 — Seja X C Re sejam f, g,h : X — Rtais que
f(x) < g(x) < h(x) paratodo x € X.

Suponha que a € X N X’, que f(a) = h(a) e que f’(a) e h’(a) existam e sejam iguais.
Prove que g’(a) existe e coincide com esse valor.

Ex. 9.14 — Determine os intervalos de crescimento e decrescimento, bem como os
maximos e minimos, quando existirem, das funcdes seguintes:

a) f(x)=x3+ax+b;
b) f(x) = log(x? — 9), em seu dominio;

c) f(x)= x2/3(x — 1% em[0,1];

sen x T
p para x # 0, com f(0) =1, em |0, 5|

d) fx) =

Férmula de Taylor
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Ex. 9.15 — Seja a um ponto de méaximo local de uma funcéo f.

a) Mostre que, se existe a derivada a direita em a, entao

fi(a) <0,

b) Mostre que, se existe a derivada a esquerda em a, entdo

f’(a) > 0.

¢) Dé um exemplo em que ambas existam, mas sejam diferentes.

Ex. 9.16 — Suponha que g : R — R tenha derivada limitada:
lg’(x)] <M paratodo x € R.

Fixado ¢ > 0, defina
f(x) = x+ eg(x).

Prove que, se eM < 1, entdo f é injetiva e sua inversa f~! : f(R) — R é diferenciavel.

Ex. 9.17 — Prove a versio lateral da regra de L’Hopital: sejam f e g funcdes definidas
em uma vizinhanga a direita perfurada de a, diferenciaveis em (g, a + §) para algum
6 >0, com
gx)#0 para todo x € (a,a + 9).
Suponha que
o £

=LeR
x—a*t g’ (%)

e que
f(x) >0, glx)—>0 quando x = a™.

Mostre que, para x > a suficientemente proximo de a, tem-se g(x) # 0 e

o f)
g

Ex. 9.18 — Na situacdo da regra de L’Hopital na forma 0/0, suponha agora que
lim f) = lim Fx) =
x—a g’(x) x—a g’ (x)

mantendo as hipoteses de continuidade em a, diferenciabilidade em uma vizinhanca

—+o00

perfurada de a e g’(x) # 0 para x # a suficientemente proximo de a. Mostre que,
respectivamente,

lim@ =

AC N
Im ™ = lim

e xX—a g(x) a

Ex. 9.19 — Prove a seguinte versio da regra de L’Hopital para a indeterminacéo oo/ co:

suponha que f e g sejam diferencidveis em uma vizinhanca perfurada de a, que

g’ (x) # 0 para x # a suficientemente proximo de a, que |g(x)| > co quando x - a e
que

')

im
x—a g’ (x)
Mostre que, se também | f(x)| — o quando x — a, entdo

=LeR

- f
SFCR
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Ex. 9.20 — Prove a féormula de Leibniz:

n

<mWw=ZCV%m@Wn

k=0

Ex. 9.21 — Sejam [ e ] intervalos abertos, e sejam f : I — Je g : J — R funcdes de
classe C".

a) Prove que g o f é de classe C".

b) Seja agora f : I — J bijetiva, de classe C?, com f’(x) # 0 em todo ponto de I.
Seacleb= f(a), calcule (f_l)”(b) em termos de f’(a) e f”(a).

Ex. 9.22 — Seja f : [a,b] — R uma funcio de classe C".

a) Se f possui n + 1 raizes distintas em [a, b], prove que existe pelo menos um
ponto ¢ € (a,b) tal que

FM(e) = 0.

b) Utilize o item anterior para demonstrar que um polinémio de grau n ndo pode
possuir mais do que n raizes reais.

Ex. 9.23 — Suponha que f seja continua em [a, b] e duas vezes diferenciavel em (a, b).
Se a reta secante que passa por (a, f(a)) e (b, f(b)) encontra o grafico de f em um
terceiro ponto distinto, prove que existe ¢ € (a,b) tal que

f"(c)=0.

Ex. 9.24 — Exercicio avancado. Seja f € C*(R) tal que

f@ = f@) = (@) =~ =o.
Prove que, para cada k € N, existe ¢ € C*(R) tal que

fx) = (x—a)p(x), xeR

Ex. 9.25 — Exercicio avancado. Suponha que f seja de classe C"*? em uma vizi-
nhanga de a e que f(”+2)(a) # 0. Na férmula de Taylor com resto de Lagrange,

D! 0<6,(h)<1,

5 D@, fP D + 6,(h)k
f(a+h) — Z f "(a)h] + f (a n( ) )hrH_l’
P J
J=0
prove que, para h suficientemente pequeno, o parametro 6,(h) é determinado de modo
unico e satisfaz

1
0,(h) — P quando h — 0.

Férmula de Taylor
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Ex. 9.26 — Sejam f e g funcdes analiticas em um intervalo I.

a) Prove que, se todas as derivadas de f e g coincidem em um ponto a € I, entdo
f=g

em todo o intervalo. Sugestdo: considere o conjunto dos pontos x € I para os
quais todas as derivadas de f — g se anulam em x, e mostre que esse conjunto
é nio vazio, aberto e fechado em I.

b) Mostre também que basta que f e g coincidam num subconjunto de I com
ponto de acumulacio.

c) Explique por que isso falha, em geral, para fun¢des apenas de classe C™.

Ex. 9.27 — Prove a caracterizagido usual de convexidade: uma fungdo f : I > R é
convexa se, e somente se,

f((A—=t)a+tb) < (1 —1t)f(a)+tf(b)

para todos a,b € I e todo t € [0, 1].
a) Verifique que f(x) = e* é convexa e deduza a desigualdade
a®bP < aa + pb

quando a,b > 0,a,f > 0ea+ f = 1.
b) Prove a desigualdade de Jensen para combinacdes convexas finitas.

¢) Deduza dai a desigualdade entre média aritmética e média geométrica ponde-
radas.

Ex. 9.28 — Exercicio avancado. Seja f : (a,b) — R uma func¢do convexa. Néo
suponha que f seja diferenciavel nem continua.

a) Prove que, para todo x € (a,b), existem as derivadas laterais

fx) e fiGo,
e que

FL00) < fLG0.

b) Mostre que o conjunto dos pontos em que f nio é diferenciavel é, no maximo,
enumeravel.

¢) Prove que f é localmente Lipschitziana em (g, b) e, consequentemente, continua
em todo o intervalo.

Férmula de Taylor
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Ex. 9.29 — Seja I C R um intervalo fechado e ndo vazio, munido da métrica usual, e
seja f : I — I diferenciavel. Suponha que exista A < 1 tal que

lf Gl <A

para todo x € I.
a) Prove que f tem um tnico ponto fixo.

b) Prove que, para qualquer x; € I, a sequéncia definida por
X1 = f(x0)
converge para esse ponto fixo.

¢) Dé um exemplo de funcdo C* em R tal que |f’(x)| < 1 para todo x, mas que
néo possua ponto fixo.

Ex. 9.30 — Seja f diferenciavel em [a, b], com f(a) = 0, e suponha que exista A > 0
tal que
If/ ()] < Alf(x) para todo x € [a,b].

Prove que

~
Il
)

em [a,b].

Ex. 9.31 — Considere o problema de valor inicial

V' = d(x, ), y(a) =c.

Suponha que ¢ satisfaca uma condicdo de Lipschitz na variavel y, isto é, que exista
A > 0tal que

lpCx, y2) — dlx, )| < Alyy — 4

para todos os pontos considerados.

1.Prove, usando o exercicio anterior, que esse problema admite no maximo uma
solugdo em qualquer intervalo comum de definigéo.

2.Mostre que a unicidade falha para

Y = y(0) = 0.

Ex. 9.32 — Reescreva uma equacéo diferencial linear de ordem n como um sistema de
primeira ordem e deduza, a partir disso, um teorema de unicidade para o problema de
valor inicial de equacoes lineares de ordem superior.

Férmula de Taylor
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10

Integracao

A derivada descreve a variacdo local de uma funcdo. A integral responde a uma
pergunta complementar: como acumular essas variagdes ao longo de um intervalo?

Em Calculo, essa pergunta costuma aparecer primeiro como area. Para a Analise,
porém, é mais util comecar de outra forma. Dividimos o intervalo em partes, apro-
ximamos a funcéo por baixo e por cima em cada uma delas e perguntamos se essas
aproximacdes podem ser forcadas a concordar. Essa é a ideia de Darboux.

O ponto de vista tem duas vantagens. Primeiro, a defini¢do da integral ndo depende
da existéncia prévia de primitivas; o Teorema Fundamental do Célculo aparecera
depois como um resultado profundo que liga integracdo e derivagdo. Segundo, a
construcdo admite uma extensdo natural: em vez de medir cada subintervalo pelo seu
comprimento, podemos medi-lo pela variacio de uma outra funcio. Essa é a integral
de Riemann-Stieltjes.

O percurso do capitulo sera, portanto,
particdes — somas de Darboux — integrabilidade — caracterizacdes,

TFC — Riemann-Stieltjes.

10.1 Particoes e somas de Darboux

Sejam a < b. Uma particao de [a, b] é um conjunto finito
P ={xy,x1,..., %}

tal que
a=xy<x<-<x,=h

Escreveremos

I = [x-1, %], Ax; = x5 — X1,

e chamaremos

|P]| = max Ax;
1<i<n

de malha da particéo.

Neste capitulo

» Particdes e somas de Dar-
boux (p. 248)

» Integral inferior, integral su-
perior e integral de Darboux (p.
250)

» Somas de Riemann e uma
segunda caracterizacao (p. 252)

» Classes de funcgoes integra-
veis (p. 255)

» Aditividade em intervalos (p.
259)

» Descontinuidades e o critério
de Lebesgue (p. 260)

» A funcao integral e o Te-
orema Fundamental do Cal-
culo (p. 265)

» Integral de Riemann-
Stieltjes (p. 268)

» Caracterizagoes da integrabi-
lidade de Stieltjes (p. 270)

» Fungdes Stieltjes-integra-
veis (p. 274)

» Saltos e pesos concentra-
dos (p. 278)

» Quando da se reduz a um
peso dx (p. 279)

» Integradores de variacao
limitada (p. 280)

» O que as duas integrais estao
medindo (p. 285)

» Exercicios (p. 285)
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Se P e Q sdo parti¢des de [a, b], dizemos que Q é um refinamento de P quando P C Q.

A definicao da integral comeca com uma funcéo limitada. Para uma funcéo limitada
f : [a,b] = R, usaremos a notagao

Ifleo = sup [fCx)l-

x€[a,b]
10.1 Definicao. Seja f : [a,b] — R limitada e seja P = {xy, ..., x,;} uma particio
de [a,b]. Para cada i, defina
m; = inf f(x), M; = sup f(x).
x€l; x€l;

A soma inferior de Darboux e a soma superior de Darboux associadas a P
sa0

L(f, P) = Z miAx,-
i=1

U(f.P) =Y MAx;.

i=1

Em cada subintervalo, m; é a melhor constante que aproxima f por baixo e M; a melhor
constante que a aproxima por cima. Consequentemente,

L(f,P) <U(f,P).

O ponto essencial é que o refinamento de uma parti¢do melhora simultaneamente as
duas aproximacoes.

10.2 Teorema (Monotonicidade por refinamento). Se Q refina P, entdo

L(f,P) < L(f,Q) SU(f.Q) <U({, P).

Demonstracdo. Basta analisar a inser¢do de um unico ponto. Suponha que Q = P U{c},
com ¢ € (x;_q, x). Escreva

m= inf f, m’= inf f, m” = inf f.

[26e—1,%] [2e—1.¢] [e.x]
Comom<m' em<m”,
m(x — x5_1) <m’(c — x_1) + m”(x —¢).

Todos os demais termos da soma inferior permanecem inalterados; portanto L(f, P) <

L(f, Q).

O mesmo argumento, com supremos, fornece U(f,Q) < U(f, P). A insercao sucessiva
dos pontos de Q \ P prova o resultado geral. A desigualdade L(f,Q) < U(f,Q) é

imediata. O

Duas particoes quaisquer P e Q possuem um refinamento comum: P U Q. Esse fato
permite comparar somas construidas a partir de parti¢des completamente diferentes.

Particoes e somas de Darboux
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10.3 Corolario. Para quaisquer parti¢des P,Q de [a, b],

L(f, P) <U(f, Q).

Demonstragdo. Se R = P U Q, entdo

L(f,P) < L(f.R) <U(f,R) <U(f, Q).

10.2 Integral inferior, integral superior e in-

tegral de Darboux

As somas inferiores formam um conjunto limitado superiormente por qualquer soma
superior. Analogamente, as somas superiores sdo limitadas inferiormente por qualquer
soma inferior. A completude de R permite, portanto, fazer as melhores aproximagoes
possiveis.

10.4 Definicao. Se f : [a,b] — R é limitada, definimos a integral inferior de
f por

b
j £ = supL(f. P),
a P

e a integral superior de f por

b
| r=mucs.p

onde o supremo e o infimo sio tomados sobre todas as particdes de [a, b].

Pelo Corolario 10.3,

10.5 Definicao. Uma funcdo limitada f : [a,b] — R é integravel no sentido
de Darboux, ou simplesmente Riemann-integravel, quando

b b
L1
a a
O valor comum é denotado por

Jb f(x)dx.

Escreveremos f € R#[a,b].

A definicdo diz exatamente que as melhores aproximacoes por baixo e por cima se
encontram. A forma operacional dessa ideia é o critério seguinte.
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10.6 Teorema (Critério de Darboux). Uma fungfo limitada f : [a,b] > Ré
Riemann-integravel se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe uma partigéo P tal
que

U(f,P)— L(f,P) < e.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja integravel e escreva

[

Pela definicdo de supremo, existe uma particao P; tal que
L(f,P) >1— %

Pela definicédo de infimo, existe uma particdo P, tal que
U(f,P) <I+ %

Para o refinamento comum P = P; U P,,

L(f,P) 2 L(f.P),  U(f,P) <U(f, P2),

e portanto
U(f,P) - L(f,P)<e.

Reciprocamente, suponha que, para todo ¢ > 0, exista P com U(f,P) — L(f,P) < e.

Como .
b
urp< | f<| revgp.
_a a
temos o
b b
0< J f —J f<e
a Ja
Como ¢ ¢ arbitrario, as duas integrais coincidem. OJ

O critério de oscilacao

Para um intervalo I C [a, b], defina a oscilagdo de f em I por
o(f;1) = supf—irllff.
1

A ideia é a analoga, para funcoes, da oscilacdo de uma sequéncia: em lugar de medir a
diferenca entre lim sup e lim inf das caudas, medimos a diferenca entre o supremo e o
infimo dos valores de f em um intervalo. Mais adiante, ao encolher esses intervalos
em torno de um ponto, essa analogia ficard ainda mais direta. Se P = {x, ..., x,},
escrevemos

w; = o(f5 ).
Entao

U(f,P)_L(f>P) = Z(A)iAXi.

i=1

Temos, portanto, uma versao particularmente geométrica do critério de Darboux.
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10.7 Corolario (Critério de oscilacao). Uma fung¢do limitada f : [a,b] > R
¢ Riemann-integravel se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe uma particéo P tal

que
n

> o(f; DA < e

i=1

Demonstragdo. Basta observar que, para toda partigdo P,

U(f,P)— L(f,P) = ), o(f; DAx;

1

e aplicar o Critério de Darboux. ]

10.3 Somas de Riemann e uma segunda ca-

racterizacao

As somas de Darboux escolhem, em cada intervalo, os valores extremos possiveis.
Podemos também escolher um ponto qualquer.

10.8 Definicao. Uma particio marcada de [a,b] é um par (P, ), onde
P ={xp,..., %}
é uma particéo e
& € [x-1, %]
é uma marca em cada subintervalo. A correspondente soma de Riemann é

S(f;P.8) = 3, fEAx.

i=1

Para toda escolha das marcas,

L(f,P) < S(f;P,&) <U(f, P).

Assim, se uma Unica parti¢do torna pequena a diferenca entre as somas superior e
inferior, todas as somas marcadas de seus refinamentos ficam presas em um intervalo
pequeno.

10.9 Teorema (Caracterizacao por refinamentos). Para uma fungéao limi-
tada f : [a,b] — R, sdo equivalentes:

1. f e %la,bl;

2. existe I € Rtal que, para todo ¢ > 0, existe uma particdo P, com a seguinte
propriedade: para toda particio marcada (P, &) cujo P refina P,

IS(f; P,&E)—I| <e.
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Nesse caso,

oy

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja integravel e escreva

J=fﬁ

Dado ¢ > 0, escolha P, pelo Critério de Darboux de modo que
U(f. Po) — L(f. By) < e.
Se P refina P, entdo
L(f, Po) < L(f, P) < S(f; P, &) <U(f, P) <U({, Py).
Como J & [L(f, Po).U(f, Py, segue que
IS(f: P.E) = Jl <e.

Logo o item 2 vale com I = J.

Reciprocamente, suponha que exista I com a propriedade do item 2. Fixe e > 0 e
escolha Py = {xp, ..., x,} de modo que toda soma marcada de todo refinamento de P,
esteja a menos de ¢/4 de I.

Para cada i, escolha pontos &, &~ € I tais que

M;— f(EH <

£
4(b —a)

_ €
& =m< -
Isso é possivel pelas defini¢oes de supremo e infimo. Assim,

0 SUCf.R) = S(fi o) < 5

_ £
0 < S(f; Py, &) — L(f, Py) < T
Como ambas as somas marcadas estdo a menos de £/4 de I, obtemos
U(f,Py) — L(f,Py) < e.

Pelo Critério de Darboux, f é integravel.

Resta identificar o valor da integral. Pela primeira parte da prova, uma funcéo integra-
vel satisfaz a propriedade do item 2 com

J=fﬁ

Dado 1 > 0, escolha uma particdo que refine simultaneamente as parti¢des associadas
alea ], etome qualquer sistema de marcas. A soma correspondente fica a menos de
1 de ambos os nimeros; logo

II—Jl<2n

Como 7 é arbitrario, I = J. O

Para a integral de Riemann, a linguagem usual em termos da malha também ¢é equiva-
lente.
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10.10 Teorema (Caracterizacao pela malha). Uma funcéo limitada f :
[a,b] — R é Riemann-integravel com integral I se, e somente se, para todo € > 0
existe § > 0 tal que

[Pl<d = |[S(f;P.6)—1I<e¢

para toda particdo marcada (P, ).

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja integravel e escreva

1= Lbf.

Fixe ¢ > 0. Pelo Teorema 10.9, existe uma particdo

Pp={a=ty<t; < <t,=b}
tal que toda soma marcada associada a um refinamento de P, fica a menos de ¢/2 de I.
Escolha M > | fle. Se m = 1, qualquer particio ja refina Py. Suponha m > 2. Tome

é > 0 tdo pequeno que
2M(m—1)5 < g

Se P é uma parti¢do com ||P| < §, considere
R=PUP,

A passagem de P para R altera apenas os subintervalos de P que contém algum
dos pontos tq, ..., t,_;. Ha no maximo m — 1 desses subintervalos, e a soma de seus
comprimentos é menor que (m — 1)3.

Dado um sistema de marcas ¢ para P, escolha marcas para R arbitrariamente nos
subintervalos novos e mantenha as antigas onde néo houve subdivisdo. As duas somas
diferem apenas na parte afetada; como | f| < M,

IS(f; P.&) = S(fi R.m)| < 2M(m — 1) < g

Como R refina P,
€
ISCfsRom) — 1| < >

e portanto

IS(f; P, &) — 1| <.

Reciprocamente, suponha que exista I com a propriedade da malha. Fixe e > 0 e
escolha § > 0 de modo que toda soma marcada associada a uma parti¢do de malha
menor que § fique a menos de ¢/4 de I. Tome uma parti¢io P = {x, ..., x,} com
1Pl < 6.

Como na prova do Teorema 10.9, podemos escolher marcas £+ e &~ tais que
U(LP) =S(fPED < 30 S(EPED) = L(fP) < 7.
As duas somas marcadas estdo a menos de ¢/4 de I. Logo
U(f,P) - L(f,P)<¢,

e o Critério de Darboux mostra que f ¢é integravel. A identificacdo de I com fab f segue
da unicidade ja provada no Teorema 10.9. ]

254



Analise Real / Integracao Classes de funcoes integraveis

10.4 Classes de funcgdes integraveis

O critério de oscilacdo torna muito simples provar a integrabilidade de varias classes
fundamentais.

10.11 Teorema. Toda fungéo continua f : [a,b] — R é Riemann-integravel.

Demonstragdo. Como [a,b] é compacto, f é uniformemente continua. Dado ¢ > 0,
existe § > 0 tal que

-yl<s = |- fO)< ;.

Escolha uma parti¢do P com |P| < §. Entdo

€
b—a

o(fs ) <

para todo i, e

1

U P =L P) = Y o(fs A% < 7— D Ax = .

10.12 Teorema. Toda fun¢io monodtona f : [a,b] — R é Riemann-integravel.

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja ndo decrescente. Para a parti¢ao uniforme

b—a
X =a+i ,
n

temos
M; = f(x), m; = f(x_1).
Logo
b—a

n

P2 (50) - s(@),

U(f,P) - L(f,P) = D (fea) = f(x-p) =
i=1

que tende a 0.

Se f é ndo crescente, entio

M; = f(xi4), m; = f(x),
e o mesmo calculo fornece

P2 ) 1) — 0.

U(f.P)-L(f.P) =

Em ambos os casos, o Critério de Darboux conclui a prova. O
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10.13 Corolario. Se f : [a,b] — R é limitada e continua exceto, possivel-
mente, em um numero finito de pontos, entdo f é Riemann-integravel.

Demonstragado. Se | f|e = 0, ndo ha o que provar. Suponha |[f| < M com M > 0, e
sejam cy, ..., ¢, 0s possiveis pontos de descontinuidade.

Fixe ¢ > 0. Escolha intervalos abertos relativos Ji, ..., J. de [a, b], cada um contendo ¢,
de modo que a soma de seus comprimentos seja menor que

£
aM’
Podemos substituir esses intervalos por sua unido escrita como unido finita de interva-
los abertos disjuntos. Insira na particdo todos os extremos desses intervalos.

O complemento dessa unido em [a, b] é uma uniao finita de intervalos fechados. Em
cada um deles f é continua e, portanto, uniformemente continua. Refinando a parti¢iao
dentro desses componentes, podemos garantir que todo subintervalo que néo esteja
contido na uniéo dos J; tenha oscilagio menor que

€
2(b—a)’

Nos subintervalos contidos na regido dos Jj» usamos apenas w(f;1) < 2M. Assim,

€ €
U(f,P) - L(f,P) < ZMW + m(b — a) =&
O Critério de Darboux conclui a prova. ]
10.14 Exemplo. A funcédo de Dirichlet
1, x€Q,
fx) =
0, x¢Q

nao é Riemann-integravel em nenhum intervalo nao degenerado. De fato, em todo
subintervalo existem racionais e irracionais; portanto m; = 0 e M; = 1. Assim,

L(f,P)=0, U(f.P)=b—-a

para toda partigao.

Operacoes com funcgdes integraveis

10.15 Teorema. Se f,g € %[a,b] e A € R, entdo:

1. f+ge€ Rlable , , ,
Joro=[1+] s

LbAf=ALbf;

2. Af € Rla,b]e

Classes de funcoes integraveis
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3. fg € Rla,b);
4. |fl € Rla,b];

5. max{f, g} e min{f, g} sio Riemann-integraveis.

Demonstragao. Usaremos a caracterizacdo pela malha.

Se f, g € R[a,b], entdo, para uma mesma particdo marcada,

S(f + & P.8) =S(f; P.&) + S(g: P, &).

Dado ¢ > 0, escolha § que funcione simultaneamente para f e g, com erro £/2. Segue
que

sq+gao—»ff+fg

uniformemente nas marcas quando |P|| — 0. Pelo Teorema 10.10, f + g é integravel e

fq+@:ff+fg

S(Af:P,&) = AS(f; P, &),

o que prova a segunda afirmacdo para todo 1 € R.

Do mesmo modo,

Para o produto, ponha
A=flew,  B=lglw

Se x,y € I, entdo

|f(0)g(x) — fF(»gWl < Alg(x) — gl + Blf(x) = f()l.
Logo
o(fg;I) < Aw(g;I) + Bo(f;1).

Escolha uma parti¢do comum para a qual as somas ponderadas das oscilacdes de f
e g sejam tdo pequenas quanto desejado. O critério de oscilagdo mostra que fg é
integravel.

Como

1£GOl = IfF D] < If(x) = £,

temos

o(Ifl; D < w(f; 1),

e portanto | f| é integravel. Finalmente,

+g+|f— gl , +8—If sl
maxif, g} = LTEV 8 g gy - L8128
e as duas ultimas afirmag¢des seguem das anteriores. O

Classes de funcoes integraveis
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g(x) para todo x, entdo

Lbf < Lb g

bezo.

a

Em particular, se f > 0, entdo

Demonstracgao. Para toda particio marcada,

S(f; P, &) < S(g; P,&).

Passe ao limite quando a malha tende a zero.

10.17 Corolario. Se f € #[a,b], entdo

b
< I |f)ldx < (b= a) floo-

Jb f(x)dx

Demonstragdo. Como
-If1 < f<IflL

a monotonicidade e a linearidade da integral fornecem

—fmszsfm,
ffSEVL

GOl < 1flloo

e portanto

Além disso,

para todo x, logo

b b
JLK@MxSJHﬂudx=®—aMNM

Lbf = Lb g

10.16 Teorema (Monotonicidade da integral). Se f,g € #[a,b] e f(x) <

10.18 Teorema (Alteracao em finitissimos pontos). Se f,g : [a,b] > R
sdo limitadas e coincidem exceto, possivelmente, em um conjunto finito, entdo
f é Riemann-integravel se, e somente se, g é Riemann-integravel. Nesse caso,

Classes de funcoes integraveis
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Demonstrag¢do. Ponha h = f — g. Entao h é limitada e é nula fora de um conjunto
finito

E={ci,...,c}

Se h = 0, o resultado é imediato. Escolha M > 0 com |h| < M. Dado ¢ > 0, cubra os
pontos ¢; por finitissimos intervalos abertos relativos de [a,b], de comprimento total
menor que ¢/(2M), e escolha uma particdo P, contendo os extremos desses intervalos.

Para qualquer refinamento marcado (P, ¢) de P, os termos da soma de Riemann s6
podem ser ndo nulos nos subintervalos contidos nessa cobertura. Logo

€
: < —_— .
IS(h; P, &)| < MZM <e¢

Pelo Teorema 10.9, h é integravel e

b
| n=o
a

Como f = g+ h, a linearidade da integral mostra que f é integravel se, e somente se,
g é, e que suas integrais coincidem. (|

10.5 Aditividade em intervalos

A integral é local no intervalo: dividir o dominio e integrar as partes produz o mesmo
resultado que integrar tudo de uma vez.

10.19 Teorema. Se a < ¢ < b, entdo f é Riemann-integravel em [a,b] se, e
somente se, é integravel em [a,c] e em [c, b]. Nesse caso,

ff=£f+ff

Demonstragdo. Suponha primeiro que f seja integravel em [a,c] e em [c,b]. Dado
€ > 0, escolha particdes P; e P, desses intervalos tais que

U(f.P) - L(fP) <5 ULP)-LUFP) <5
Entdo P = P; U P, é uma particdo de [a,b] e
U(f.P) - L(f.P) = (U(f,Py) — L(f. Py) + (U(f. P,) — L(f. Py)) < e.

Logo f é integravel em [a, b].

Reciprocamente, suponha que f seja integravel em [a,b]. Dado ¢ > 0, escolha uma
parti¢do P de [a,b] contendo c e tal que

U(f,P)—L(f,P) <e.
As subparticdes Py = PN [a,c] e P, = PN |[c, b] satisfazem
0 <U(f,P) — L(f, P;) SU(f,P) — L(f,P) <,

e o Critério de Darboux mostra que as duas restri¢des sao integraveis.

Aditividade em intervalos
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Por fim, escreva

Ilchf, IZZLbf, IZLbf.

Dado ¢ > 0, escolha parti¢des Py, P, tais que

P P
L(f,P1)>11—§, L(f’P2)>12—5‘

Entao
I>L(f,PLuPy)=L(f,P)+L(f,P)>L+L—e¢

Analogamente, escolhendo parti¢des cujas somas superiores estejam a menos de ¢/2
de I; e I, obtemos
I<L+L+e

Lbf= ch+ff~

Como ¢ é arbitréario,

Adotamos as convencdes

Com elas, a aditividade

[refr=]s

vale para quaisquer a, b, ¢ para os quais as integrais estejam definidas.

10.6 Descontinuidades e o critério de Lebes-

gue

A integrabilidade de uma funcéao limitada néo exige continuidade em todos os pontos.
O que importa é que suas descontinuidades sejam suficientemente esparsas.

10.20 Definicao. Um conjunto E C R tem medida zero se, para todo ¢ > 0,
existem intervalos abertos Jj, J,, ... tais que

Ec|JJk
k=1

(o]
Dkl <e.
k=1

10.21 Proposicao. Valem as seguintes propriedades:

1. todo subconjunto de um conjunto de medida zero tem medida zero;

2. toda unido enumeravel de conjuntos de medida zero tem medida zero;
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3. todo conjunto enumeravel tem medida zero.

Demonstragdo. O primeiro item é imediato.

Parao segundo, escreva
(s8]
£= B
n=1

com cada E, de medida zero. Dado ¢ > 0, cubra E, por intervalos abertos cuja soma
dos comprimentos seja menor que ¢/2". A reunido de todas essas coberturas cobre E,
e a soma total dos comprimentos é menor que

S Lo

n=1

Para o terceiro, se
E ={x1,x9,...},

cubra x, por um intervalo aberto de comprimento menor que ¢/2". O caso finito é
ainda mais simples. |

Para uma funcao limitada f, defina a oscilagao de f no ponto x por

wp(x) = éggw(f; [a,b]n(x—8,x+ 5)).

10.22 Lema. Para x € [a,b],

fécontinuaemx << wf(x)=0.

Demonstragdo. Se f é continua em x, entdo, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

€
10) - FI < 5
sempre que y € [a,b] e |y — x| < §. Para quaisquer y, z nessa vizinhanga,

) = f@I<[f) = Ol +1f(2) = fGl <&,

logo a oscilagdo nessa vizinhanga é menor que ¢, e @¢(x) = 0.

Reciprocamente, se a)f(x) =0, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que
o(f;labln(x—8,x+0)) <e
Como x pertence a esse conjunto, para todo y na mesma vizinhanca,

Ifn) = Gl <e.

Portanto f é continua em x. |

Descontinuidades e o critério de Lebesgue
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10.23 Lema. Paratodon > 0, o conjunto
Ky ={x €lab] : wp(x) 2 n}

é fechado.

Demonstragdo. Se x & K, entdo w(x) < 1. Pela defini¢do de oscilagido pontual, existe
6 > 0 tal que
o(f;la,bln(x—68,x+8)) <n.

Se |y — x| < §/2, entdo uma vizinhanca suficientemente pequena de y esta contida em
(x = 8,x+ ). Logo
wr(y) <n.

Portanto o complemento de K, é aberto. ]

10.24 Lema (Namero de Lebesgue em um intervalo). Se uma colegio
finita de abertos relativos Vi, ..., Vy de [a, b] cobre [a, b], entdo existe § > 0 tal
que todo subintervalo de [a, b] de comprimento menor que § esta contido em
algum V;.

Demonstragdo. Para cada x € [a, b], escolha r, > 0 e um indice j(x) tais que
[a,b] N (x =1, x +1y) C V).

Os intervalos
(x—ry/2,x+1,/2)

cobrem [a,b]. Pela compacidade, basta uma subcobertura finita, associada a pontos
X1 ..., Xp. Tome
s 1 .
= - min 71, .
2 1<k<m Tk

Se um subintervalo I tem comprimento menor que J, escolha y € I e k tal que
ly — x| < rxk/2~

Para qualquer z € I,

ka

lz—x ) <l|lz—yl+ly—x/ <+ 5

< Iy

Logo
[.C Vitg)-

10.25 Teorema (Critério de Lebesgue para a integral de Riemann). Se
f : [a,b] > R é limitada, entdo

feRab <= Dy tem medida zero,

onde Dy € o conjunto dos pontos de descontinuidade de f.

Descontinuidades e o critério de Lebesgue
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Demonstragao. Param € N, defina

D, = {x €la,b] : wp(x) > %}

Pelo Lema 10.23, cada Dy, é fechado. Além disso,

De fato, pelo Lema 10.22, f é descontinua em x exatamente quando a)f(x) > 0; pela
propriedade arquimediana, nesse caso existe m € IN tal que

< wp(x).

S

Suponha primeiro que f seja integravel. Fixe m e ¢ > 0. Pelo critério de oscilacio,
escolha uma particdo P = {xy, ..., x,} tal que

D o(fi A% < o

1

Considere os indices para os quais

1
a)(f,I,) > a

A soma dos comprimentos desses intervalos é menor que ¢/4. Todo ponto de D,

que nio seja um ponto da particio pertence ao interior de algum desses intervalos.

Alargando ligeiramente os finitissimos intervalos selecionados, podemos cobri-los por
intervalos abertos cuja soma dos comprimentos seja menor que ¢/2. Os finitissimos
pontos de P podem ser cobertos por intervalos abertos com soma dos comprimentos
menor que ¢/2. Logo Dy, tem medida zero.

Pela Proposicao 10.21,
Df = Dy,
também tem medida zero.

Reciprocamente, suponha que Dy tenha medida zero. Se f = 0, o resultado é imediato;
suponha
lfl <M com M > 0.

Fixe ¢ > 0 e escolha n > 0 tal que
€
b— =
nb-a) <

O conjunto
Ky =1{x : op(x) > n}

€ fechado pelo Lema 10.23; portanto € compacto. Como K, C Dy, ele tem medida zero.
Escolha intervalos abertos Gy, G, ... cobrindo K,7 e satisfazendo

£
2151 < g1
J

Pela compacidade de Kﬂ’ uma subfamilia finita Gy, ..., G, ja o cobre.

Se x & K;), entdo ws(x) < 7. Logo existe um intervalo aberto V contendo x tal que

o(f: Ve 0 [a,b]) < 1.

Descontinuidades e o critério de Lebesgue
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O conjunto compacto
,

[a.b]\ | JG;

j=1

é coberto por finitissimos desses intervalos, digamos V7, ..., V;. Assim,
Gy G VY, LV

é uma cobertura aberta finita de [a, b].

Pelo Lema 10.24, existe uma parti¢do P de malha suficientemente pequena para que
cada subintervalo [ esteja contido em um dos conjuntos dessa cobertura. Se [, C V,
entdo

o(f; L) <n.

Nos demais subintervalos, contidos em algum G;, usamos
o(f; L) < 2M.

Como os subintervalos de P tém interiores disjuntos, a soma dos comprimentos da-
queles contidos na uniéo dos G; é no méaximo

,
2. [Gjl.
j=1

Consequentemente,
U(f.P) = L(f.P) = Y, o(f: [)Dx;
' r
<2M Y (G| +n(b-a)
j=1
<ty
2 2 7

O Critério de Darboux conclui a prova. ]

10.26 Exemplo. A func¢éo de Thomae

/g x=p/q€Q, ged(p.q) =1, ¢>0,
t(x) =
0, x&Q

é continua em todo irracional e descontinua em todo racional.

De fato, fixe xy & Q e ¢ > 0. Escolha N tal que 1/N < ¢. No intervalo [xy— 1, Xy + 1] ha
apenas finitissimos racionais reduzidos p/q com g < N: para cada um dos finitissimos
denominadores g < N, apenas finitos inteiros p podem satisfazer p/q € [xy— 1, xy + 1].
Como xy ndo é nenhum desses racionais, existe 0 < § < 1 tal que (xy — J, xy + ) nédo
contém nenhum desses finitissimos pontos. Assim, se |x — x| < J, entdo

0<t(x) < = <
x)< =<e,
- N

et é continua em x;.

Se xy = p/q é racional na forma reduzida, toda vizinhanca de x; contém irracionais y,
para os quais t(y) = 0, enquanto (x) = 1/q > 0. Logo ¢ é descontinua em x;.

Portanto o conjunto de descontinuidades é

D, =Qn[a,b],

Descontinuidades e o critério de Lebesgue
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que é enumeravel e, pela Proposic¢do 10.21, tem medida zero. Pelo Critério de Lebesgue,
t é Riemann-integravel.

Como todo subintervalo contém irracionais, o infimo de t em cada subintervalo é 0.

Portanto
L(t,P)=0

para toda particdo P, e consequentemente

Jb t(x)dx = 0.

10.7 A funcao integral e o Teorema Funda-
mental do Calculo

A definicdo de Darboux nio usa primitivas. Agora podemos perguntar quando a
integral produz uma primitiva.

Fixe f € #[a,b] e defina

F(x) = Jx f(t)dt, x € [a,b].

10.27 Teorema. Se |f(x)| < M em [a,b], entdo
[F(y) = F(x)| < M|y — x|

para todos x, y € [a,b]. Em particular, F é Lipschitz e, portanto, continua.

Demonstragdo. Suponha x < y. Pela aditividade,

y
FO) - F) = | e
X
Pelo Corolario 10.17,

y
Iﬂw—ﬂﬂéjlﬂmwéM@—ﬂ

X

Se y < x, basta trocar os papéis de x e y; para x = y, a desigualdade é trivial. O
10.28 Teorema (Teorema Fundamental do Calculo I). Se f € R[a,b] é

continua em x; € (a,b), entdo a funcéo

F(x) = J f()dt

é diferenciavel em x; e

F'(x) = f(xp)-
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Em particular, se f é continua em [a, b], entdo F’ = f em (a, b), com as derivadas
laterais correspondentes nos extremos.

Demonstragdo. Para h # 0 suficientemente pequeno,

F(xo+h) —Flxp) 1 (%%
f = E J;C f(t) dt.

0

Subtraindo f(x),

 R(x Xo+h
w — fx) = 711 J (f®) - f(xo)) dt.

Logo
w — f(xp)| < sup If®) — f(xo)l-

t entre x, e xp+h

O lado direito tende a 0 pela continuidade de f em x;.

Nos extremos a e b, o mesmo argumento ¢é aplicado apenas para h > 0 ou h < 0,
respectivamente, produzindo as derivadas laterais correspondentes. O

A reciproca, no sentido adequado, é a segunda parte do teorema.

10.29 Teorema (Teorema Fundamental do CalculoIl). Se G : [a,b] > Ré

continua em [q, b], diferenciavel em (a,b), e a derivada G’ admite uma extensio
h € R[a,b], entdo

b
J h(x)dx = G(b) — G(a).

Pelo Teorema 10.18, o valor da integral ndo depende dos valores escolhidos para
a extensdo nos extremos. Por isso escreveremos simplesmente

Jb G/ (x) dx.

Demonstragdo. Seja P = {xy, ..., X} uma particdo. Pelo Teorema do Valor Médio, para
cada i existe § € (x;_;, x;) tal que

G(x) — G(x;-1) = G’ (§)Ax; = h(§)Ax;.
Somando,

n
G(b) - G(a) = ) h(§)Ax.
i=1
O lado direito é uma soma de Riemann de h. Pelo Teorema 10.10, quando a malha
tende a zero essas somas convergem para

b
J h(x)dx.
a
Logo

b
G(b) — G(a) = J' G’ (x)dx.
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10.30 Corolario (Féormula de Newton-Leibniz). Se f é continua em [a,b]
e G é qualquer primitiva de f, entdo

b
J f(x)dx = G(b) — G(a).

Demonstragdo. No interior de [a,b], temos G’ = f. Como f é continua, f € RZ[a,b]
e fornece uma extensio Riemann-integravel da derivada aos extremos. Aplique o
Teorema Fundamental do Calculo II. ]

Integracao por partes e mudanca de variavel

10.31 Teorema (Integracao por partes). Se f, g sdo continuas em [a,b],
diferenciaveis em (a, b), e as funcdes f'g e fg’, definidas em (a,b), admitem
extensdes Riemann-integraveis a [a, b], entdo

b b
J f(x)g'(x)dx = f(b)g(b) — f(a)g(a) - J f'(x0)g(x)dx.

Como no Teorema Fundamental do Calculo II, os valores escolhidos para as
extensdes nos extremos néo alteram as integrais.

Demonstracdo. A funcio fg é diferenciavel em [a,b], e
(f&) =fg+fg"

Pelo Teorema 10.15, a derivada (fg)’ é Riemann-integravel, pois f’g e fg’ sdo inte-
graveis por hipétese. Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo I,

b b
f0)g®) - f(a)g(a) = J' fr(0)g(x)dx + J f(x)g' (x) dx,

e basta rearranjar os termos. ]

10.32 Teorema (Mudanca de variavel). Se ¢ : [a, ] — [a,b] é de classe C?
e f : [a,b] > R é continua, entdo

B o(B)
[ rowmwoa=[" swa

a o(a)

Demonstracgao. Defina
X

F(x) = f(w)du.

o(a)

Pelo Teorema Fundamental do Célculo I, F” = f. Pela regra da cadeia,

(F o) (®) = fle®)e’ @).

A funcao integral e o Teorema Fundamental do Célculo
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Como f o ¢ e ¢’ sdo continuas, o produto é continuo e, portanto, Riemann-integravel.

O Teorema Fundamental do Célculo IT aplicado a F o ¢ em [a, ff] fornece

p
J Fo®)o'(®)dt = F(B)) - Flo(a))

que é exatamente

o(p)
J- f(x)dx.

@(a)

10.8 Integral de Riemann-Stieltjes

Na integral de Riemann, cada subintervalo [x;_1, x;] recebe o peso
X — Xj—1-

Nada obriga, porém, que a acumulacdo seja medida pelo comprimento. Seja o :
[a,b] — R uma fungéo nio decrescente. Podemos medir o subintervalo pela variagdo

Ag; = a(x;) — alx;-1)-

Quando a(x) = x, recuperamos a teoria anterior. Quando « tem saltos, parte do peso
fica concentrada em pontos. Essa possibilidade é a novidade essencial da integral de
Stieltjes.

10.33 Definicao. Se f : [a,b] - R é limitada, & : [a,b] — R é ndo decrescente
e P ={xg,..., %}, definimos

n

Lo(f, P) = ) mi(a(x) — a(xi_1)),

i=1

Ua(f, P) = Y, My(a() — a(i-1)),
i=1
onde
m; = inf f, M; = sup f.
k I

1

Como « é nao decrescente, todos os pesos Ag; sdo ndo negativos. O argumento
de refinamento usado para as somas de Darboux permanece valido sem mudanca
essencial.

10.34 Teorema. Se Q refina P, entdo

Lo(f, P) < Lo(f. Q) S Up(f, Q) < Up(f P).

Integral de Riemann-Stieltjes
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Demonstragdo. Como no caso de Darboux, basta inserir um tnico ponto ¢ € (x_1, xx).
Escreva
Ao = a(x) — a(xg—1),

Aa’ = a(c) — al(x_q), Aa” = a(x) — alc).
Como « é nao decrescente,

Ao’ ,Aa” >0, Ao = Ao’ + Aa” .

Se m,m’,m” sdo os infimos de f no intervalo original e nos dois subintervalos, entdo
m < m’,m”, e portanto
mAa < m’Aa’ + m” Aa” .

Logo a soma inferior ndo diminui. O argumento com supremos mostra que a soma su-
perior ndo aumenta. Inserindo sucessivamente os pontos de um refinamento, obtemos
as desigualdades externas. A desigualdade

Lo(f,Q) <Up(f. Q)

segue termo a termo de m; < M; e A > 0. ]

10.35 Corolario. Para quaisquer particdes P,Q de [a, ],

Lo(f. P) S U(f, Q).

Demonstragao. Para o refinamento comum R = P U Q,

Lo(f. P) < Lo(f. R) < Up(f. B) < Up(f. Q).

Se | f| £ M, entéo, para toda parti¢io P,
~M(a®) - (@) < Lo(f, P) < Uplf, P) < M(a(b) — a(@).

Assim, as familias de somas inferiores e superiores sdo, respectivamente, limitadas
superior e inferiormente. Além disso, pelo Corolario 10.35, toda soma inferior é menor
que toda soma superior.

10.36 Definicao. Definimos

b b
J fda = sup Ly(f, P), J fda = i%fUa(f, P).

a P

Dizemos que f é Riemann-Stieltjes integravel em relacio a @ quando as duas
quantidades coincidem. Nesse caso escrevemos

beda

e denotamos f € Z(«; [a, b]).

Pelo Corolério 10.35,

Integral de Riemann-Stieltjes
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A integral de Riemann é o caso
a(x) = x.

10.9 Caracterizacoes da integrabilidade de
Stieltjes

A teoria de Darboux reaparece quase palavra por palavra, mas com os comprimentos
Ax; substituidos pelas varia¢des Ag;.

10.37 Teorema (Critério de Darboux-Stieltjes). Uma funcéo limitada f
pertence a % («;[a,b]) se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe uma particdo P
tal que

Ua(f’P)_La(f,P)<E.

Demonstragado. Se
b
I= J fda,
a
entdo, pela defini¢do de supremo e infimo, existem parti¢oes P;, P, tais que
€ €
La(fsP1)>I_E: Ua(f:P2)<I+E
Para o refinamento comum P = P; U Py,

La(f’P)zLa(f>Pl)’ Ua(f’P)SUa(f’PZ),

e assim

U,(f,P)— Ly,(f,P) <e.

Reciprocamente, suponha que para todo ¢ > 0 exista P com

Ua(f’P)_La(f,P)<€.

Como

b b
La(f,P)gJ fdasj fda <Uy(f,P),

a diferenca entre as integrais superior e inferior é menor que ¢ para todo ¢ > 0. Logo
elas coincidem. |

Como
n

Ua(f, P) = Lo(f, P) = ) o(f; B)(e(x) — ac(3-),

i=1

obtemos imediatamente:
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10.38 Corolario (Critério de oscilaciao ponderada). Temos f € Z#(a;[a,b])
se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe P tal que

n

Z o(f; [Ag; < e.

i=1

Demonstracgao. Para toda particéo,

U(f. P) = Lo(f. P) = 3, o(f: Ay,

1

A conclusio é exatamente o Critério de Darboux-Stieltjes escrito nessa forma.  [J

Somas de Riemann-Stieltjes

Para uma parti¢do marcada (P, £), defina

So(fi P &) = ), fE) () — a(x-1)).
i=1

10.39 Teorema (Caracterizacao por somas de Stieltjes). Para uma funcéo
limitada f, sdo equivalentes:

1. f e %(a;la,bl);

2. existe I € R tal que, para todo ¢ > 0, existe uma particdo P, para a qual
toda parti¢io marcada (P, ¢) com P refinando P, satisfaz

1So(f; P,E) —I| <.

Nesse caso,

I:beda.

Demonstragdo. Suponha primeiro que

b
J= J fda
a
exista. Pelo Critério de Darboux-Stieltjes, dado ¢ > 0, escolha P, tal que

Ua(f’PO)_La(f’P()) <e.

Se P refina Py, entao

Lo(f. Po) < La(f, P) < S (f3 P, &) S Up(f, P) < Up(f, Po).

Como J também pertence ao intervalo entre as somas inferior e superior,

1S(f; P.&) — J| <e.
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Reciprocamente, suponha que exista I com a propriedade do item 2. Fixe e > 0 e
escolha Py = {x, ..., x,} de modo que toda soma marcada associada a um refinamento
de Py fique a menos de ¢/4 de I.

Para cada i com Ag; = a(x;) — a(x_1) > 0, escolha marcas &', & € ; tais que

. £
M= 1) < o —a@+ D

£
4(a(b) — ala) + 1)'

Nos intervalos com Ag; = 0, as marcas sio irrelevantes. Entao

f&G) —m <

£

Un(f. Po) = Se(fs Py, €F) < T

Sa(fs Po, £7) = Lo(f, By) < 2.

Como as duas somas marcadas estdo a menos de ¢/4 de I, segue que

Ua(f’ PO) - La(f, PO) < E&.

Logo f € %(a;[a,b]).

Para identificar I, aplique a primeira parte ao valor

J= Lbfda.

Dado 17 > 0, escolha uma particdo que refine simultaneamente as particdes associadas
alea J. Qualquer soma marcada desse refinamento fica a menos de 1 de ambos;
portanto

II—J| <2n

Como 7 é arbitrario, I = J. |

10.40 Teorema (Linearidade em relacdo ao integrando). Se f,g €
R(a;[a,b]) er,s €R, entdo

rf+sg e %(a;la,b])

Jb(rf‘*'sg)da =rjbfda+sjbgda.

Demonstracgao. Para toda particio marcada,

Sp(rf +sg; P.&E) =rSe(f; P, &) + sS,(g; P, &).

Dados ¢ > 0, use o Teorema 10.39 para escolher particdes-base para f e g, com erros
suficientemente pequenos, e tome um refinamento comum. A identidade acima mostra
que todas as somas do refinamento convergem para

b b
rJ fda+sJ gda.
a a

A caracterizacdo por somas conclui a prova. ]

Caracterizagoes da integrabilidade de Stieltjes
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10.41 Teorema (Linearidade em relacao ao integrador). Se a,  sdo nédo
decrescentes, r,s > 0, e f é Riemann-Stieltjes integravel em relacio a a e a f3,
entdo f é integravel em relacdo ara +sfe

b

J-bfd(ra+sﬁ):rJ' fda+sJ-abfd/5.

a a

Adicionar uma constante ao integrador nio altera a integral.

Demonstracgao. Para qualquer particido marcada,

Sra+sp(f3s P, &) = rSe(fi P.&) + sSp(f3 P, £).

Escolha particdes-base para as duas integrais e tome um refinamento comum. A
caracterizacdo por somas de Stieltjes fornece a formula. A ultima afirmacdo segue
porque os incrementos de um integrador constante sdo todos nulos. ]

Para a integral de Stieltjes, a formulacdo por refinamentos é mais natural que a formu-
lacdo puramente pela malha: uma func¢do @ pode concentrar uma quantidade positiva
de varia¢do em um Unico ponto.

10.42 Exemplo (Por que refinamentos sao necessarios). Em [—1,1], defina

0, x<0, 0, x<0,
a(x) = f) =
1, x20, 1, x>0.
A funcdo f é Riemann-Stieltjes integravel em relacdo a «, com integral 0. De fato,
tome
Py =1{-1,0,1}

Em qualquer refinamento de P, o Gnico incremento ndo nulo de « ocorre no subinter-
valo que termina em 0, e f é identicamente nula nesse subintervalo. Logo todas as
somas marcadas de todos os refinamentos de P, valem 0.

Por outro lado, podemos escolher particdes P, com
I1Pa] — 0

e contendo um subintervalo 11

22
que atravessa 0. Nesse subintervalo o incremento de « vale 1. Se a marca for escolhida a
esquerda de 0, a contribuicio é 0; se for escolhida a direita, a contribuicio é 1. Portanto
as somas marcadas ndo convergem uniformemente nas marcas quando apenas exigimos
|P] — o.

Se « é continua, essa dificuldade desaparece.

10.43 Corolario. Se a é continua e nao decrescente, entdo f € #(a;[a,b])
com integral I se, e somente se, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que

IPl<é = IS(f;P.)—1I<¢

para toda parti¢do marcada.

Caracterizagoes da integrabilidade de Stieltjes
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Demonstragdo. Suponha primeiro que

b
I= J fda.
a
Fixe ¢ > 0. Pelo Teorema 10.39, escolha
P0={a:t0<t1<--~<tm:b}
tal que toda soma marcada de todo refinamento de P esteja a menos de /2 de I.

Se m = 1, qualquer parti¢do refina Py. Suponha m > 2 e ponha M = |f|. Pela

continuidade uniforme de @, existe § > 0 tal que, sempre que |[u —v| < 6,

£

|a(u) — (X(V)| < m

Se P tem malha menor que §, ponha R = PU P,. A passagem de P para R altera apenas
os subintervalos de P que contém algum dos pontos ¢y, ..., t,_;. Ha no maximo m — 1
deles. Escolhendo marcas em R como no argumento do Teorema 10.10, obtemos

£
1S (fs P, E) = Su(fs Rl < 2M > Aa < 2.
intervalos afetados
Como R refina P,
&
1S (fs R — 1| < >

e portanto
|Sa(f§P,§) —I| <eé&.

Reciprocamente, suponha que a condicdo da malha valha para algum I. Dado ¢ > 0,
escolha § > 0 de modo que toda soma marcada associada a uma particdo de malha
menor que § fique a menos de ¢/4 de I. Escolha uma particdo P com ||P| < §. Aproxi-
mando, em cada subintervalo, o supremo e o infimo de f por valores de f, obtemos
marcas £1, & tais que

€

Ua(f,P)—Sa(f;P,§+)< e

&

SPE) L)< 5.

As duas somas marcadas estdo a menos de ¢/4 de I. Logo

Ua(fsP)_La(f,P)<€.

O Critério de Darboux-Stieltjes prova a integrabilidade, e a unicidade no Teorema 10.39
mostra que o valor da integral é I. ]

10.10 Funcoes Stieltjes-integraveis

10.44 Teorema. Se f é continua em [a,b] e « é ndo decrescente, entdo

f e R(a;[a,b]).
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Demonstragdo. Como f é uniformemente continua, dado ¢ > 0 existe uma particdo P
suficientemente fina para que

£
D) < T —a@

para todo i. Entdo

Ua(f. P) = La(f, P) = ) o(f; D)Ac; < e.

1

O resultado complementar exige continuidade do integrador.

10.45 Teorema. Se f é monotona e « é continua e ndo decrescente em [a, b],
entdo

f € R(a;[a,b]).

Demonstragao. Suponha primeiro que f seja ndo decrescente. Para uma particio P,
o(f 1) = fGq) = fx-1),

e portanto

Ua(f, P) = La(f. P) = Y (f() = f(xi-1)) ey

i

< <ml;ax Aa,-) Z(f(xl) - f(xi—l))
= <mlax Aa,-) (f(o) - f(@).

Como « é uniformemente continua, podemos escolher uma parti¢ao de malha sufi-
cientemente pequena para tornar max; Ae; arbitrariamente pequeno. O Critério de
Darboux-Stieltjes conclui.

Se f é ndo crescente, entdo — f é ndo decrescente. O caso anterior e a linearidade em
relagio ao integrando, Teorema 10.40, concluem a prova. O

Conjuntos a¢-nulos

Quando « é continua e ndo decrescente, existe uma versao ponderada do critério de
Lebesgue.

10.46 Definicao. Se
J=@wwv)n[ab]

é um intervalo aberto relativo de [a, b], definimos seu a-comprimento por
|7l = a(min{v, b}) — a(max{u, a}).

Um conjunto E C [a,b] é a-nulo se, para todo ¢ > 0, existem intervalos abertos
relativos Ji, Jp, ... tais que

Ec| K
k=1

Funcoes Stieltjes-integraveis
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oo
Z Ukle <e.
k=1

Para a(x) = x, recuperamos a nocédo usual de medida zero.

10.47 Proposicao. Suponha que « seja continua e nio decrescente.
1. todo subconjunto de um conjunto ¢-nulo é a-nulo;
2. toda unido enumeravel de conjuntos a-nulos é a-nula;

3. todo conjunto enumeravel é a¢-nulo.

Demonstragdo. O primeiro item é imediato. Para o segundo, se

E=|JE,
n=1

e cada E, é a-nulo, cubra E, por intervalos cuja soma das variacdes de « seja menor
que ¢/2". A reunido dessas coberturas tem variacdo total menor que e.

Para o terceiro, basta mostrar que um ponto é a-nulo. Fixe x € [a,b] e ¢ > 0. Pela
continuidade de «, podemos escolher um intervalo aberto relativo J contendo x de
modo que

e <.

Logo {x} é a-nulo, e o item 2 conclui o caso enumeravel. O

10.48 Teorema (Critério de Lebesgue-Stieltjes). Suponha que « seja con-
tinua e ndo decrescente e que f seja limitada em [a, b]. Entdo

feR(alab]) <= Dféa-nulo.

Demonstracdo. Param € N, defina

D, = {x € [a,b] : wp(x) 2 %}

Pelo Lema 10.23, cada Dy, é fechado. Além disso,

pela caracterizagio da continuidade pela oscilacio e pela propriedade arquimediana,
exatamente como na prova do Teorema 10.25.

Suponha primeiro que f € %(a;[a,b]). Fixe m e ¢ > 0. Pelo critério de oscilacdo
ponderada, escolha uma particdo P = {xy, ..., x,,} tal que

Y o(fiha < .

1

Nos subintervalos para os quais

1
w(f; L) > a,

Funcoes Stieltjes-integraveis
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a soma das variacdes Ag; é menor que ¢/4. Todo ponto de D,, que ndo pertenca a
particdo estd no interior de um desses subintervalos.

Como « é continua, podemos alargar ligeiramente os finitissimos subintervalos seleci-
onados para intervalos abertos de modo que a soma das variacdes de a fique menor
que ¢/2. Pela Proposi¢éo 10.47, os finitissimos pontos da parti¢cdo também podem ser
cobertos por intervalos de variagdo total menor que ¢/2. Logo D, é a-nulo. Aplicando
novamente a Proposicdo 10.47,

é a-nulo.

Reciprocamente, suponha que Dy seja a-nulo. Se f = 0, o resultado ¢ imediato.
Suponha
lfl <M com M > 0.

Fixe € > 0. Se a(b) = a(a), todas as somas de Stieltjes sdo nulas e ndo ha o que provar.
Caso contrario, escolha n > 0 tal que

n(a(b) - a(a)) < g
O conjunto
Ky ={x 5 op(x) 2 1}

€ compacto e esta contido em Dy; logo € a-nulo. Escolha intervalos abertos relativos
Gy, Gy, ... cobrindo K, e satisfazendo

£
Z IGjle < IvE
J
Pela compacidade de Kq, basta uma subfamilia finita Gy, ..., G,.

No compacto
-
[a.b]\ G
j=1

temos wy(x) < 1. Para cada ponto desse compacto, escolha uma vizinhanga aberta V,
na qual a oscilagao de f seja menor que 1. Uma subfamilia finita Vi, ..., V; ja cobre o
compacto. Portanto

Gy, s G VY, .,V

é uma cobertura aberta finita de [a, b]. Pelo Lema 10.24, escolha uma particio P de
malha tdo pequena que cada subintervalo J; esteja contido em um desses abertos.

Se ; C Vi, entao

o(f3 1) <n.
Nos demais subintervalos usamos w(f; ) < 2M. Para os subintervalos contidos na
unido dos Gj, a soma dos incrementos de « é no maximo

r
Z |Gj|a~
j=1

De fato, podemos atribuir cada subintervalo a um dos Gj que o contém; para um j fixo,
a soma dos incrementos de a sobre subintervalos disjuntos contidos em G; ndo excede
IGjl¢» pela monotonicidade de . Consequentemente,

U(f, P) = Lo(f. P) = ), o(f; Ay

< 2M Y |Gjly + n(a(b) — a(a))
j=1
<E.

Funcoes Stieltjes-integraveis
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O Critério de Darboux-Stieltjes conclui a prova. O

Esse teorema explica precisamente o papel dos saltos do integrador. Quando « possui
um salto, um ponto isolado pode carregar peso positivo; nesse ponto, uma descontinu-
idade de f deixa de ser desprezivel.

10.11 Saltos e pesos concentrados

Considere, para ¢ € (a, b], a fungéo

0, x<gc,
1, x>c

H(x) = 1

Ela é ndo decrescente e possui um tnico salto, de tamanho 1, em c.

10.49 Teorema. Se f : [a,b] — R é limitada e continua em c, entdo

ffﬂ%=ﬂd

Mais geralmente, se
m
alx)=C+ Z ijCj(x), P >0, ¢j € (a,b],
=1

e f é continua em cada c;, entdo

b m
| sda=3 pis.
a j=1

Demonstragdo. Comecemos com um unico salto. Fixe ¢ > 0. Pela continuidade de f
em c, existe u < c tal que

If(x)— flo)l<e  parau<x<ec

Escolha uma particdo P, que contenha u e c. Em qualquer refinamento P de P, todos
os incrementos de H, sdo nulos, exceto o incremento do unico subintervalo cuja
extremidade direita é c. Esse incremento vale 1, e tal subintervalo esti contido em
[u,c].

Assim, para qualquer sistema de marcas,

S, (f3 P.&) = f(&)
para alguma & € [u, c]. Consequentemente,
ISk, (f; P.&) — flo)l <&
Pelo Teorema 10.39,

Lbdec = f(c).

Saltos e pesos concentrados
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Para
m
a=C+ Y pH,
j=1
a constante C néo contribui para os incrementos. Aplicando a linearidade em relacéo
ao integrador, Teorema 10.41, obtemos

b m b m
[ rda=3pi] ram = pis
a i=1

a j=1 J

10.50 Observacao. A escolha

H(x)=0 (x<o¢), H(x)=1 (x>c¢)

fixa uma convencédo para o salto. Com essa convencéao, o peso do salto aparece no
subintervalo que termina em c. Por isso, no caso de um tnico salto, bastaria supor
continuidade de f pela esquerda em c. Exigimos continuidade em ¢ no enunciado para
evitar carregar convencoes laterais ao longo do capitulo.

Esse exemplo mostra a diferenca conceitual entre Riemann e Stieltjes. A medida por
comprimento ignora pontos isolados; um integrador com saltos pode atribuir peso
positivo exatamente a esses pontos.

10.12 Quando da se reduz a um peso dx

A outra situacdo fundamental ocorre quando a variacao de « esta distribuida continua-
mente.

10.51 Teorema. Suponha que a € C![a,b] seja nido decrescente e que f €
R|a,b]. Entdo

Lb fda = Lb foa’ (x) dx.

Demonstragdo. Como a’ é continua, o Teorema 10.11 mostra que a’ € %|a, b]. Pelo
Teorema 10.15, a funcédo

x — f(x)a’(x)

também ¢é Riemann-integravel.

Seja (P, £) uma parti¢do marcada. Em cada subintervalo [x;_;, x;], o Teorema do Valor
Médio aplicado a « fornece n; € (x;_;, x;) tal que

a(x;) — a(x—1) = o’ () Ax;.

Logo
Su(f5 P.&) = 3 f&)a (m)Ax;

Por outro lado, a soma de Riemann de fa’ com as mesmas marcas é

S(fa'sP.E) = 3 f@ @A,

Quando da se reduz a um peso dx

279



Analise Real / Integracao

Se M = || f| >, entéo
S (fs P, &) = S(fa's PO < M Z loe” () — o’ (§)1Ax;

< M(b - a) wy (IP]),

onde
W (8) = supfla’(x) —a’ ()| « |x — y| < 6}

Como «’ é uniformemente continua,

Wy (6) — 0 6 —0).

Pelo Teorema 10.10, )
S(fa’;P,&) — J f(x)a’ (x)dx
a

uniformemente nas marcas quando |P| — 0. Portanto as somas de Riemann-Stieltjes
tém o mesmo limite. Como « é continua, o Corolario 10.43 conclui que

Jb fda = Jb f(x)a’ (x)dx.

Em particular, para a(x) = x,

da = dx

no sentido da integral.

10.13 Integradores de variacao limitada

A hipoétese de que o seja ndo decrescente garante pesos nao negativos. Podemos ir
além permitindo que o integrador tenha variacio total finita.

10.52 Defini¢dao. Paraa : [a,b] — R e uma parti¢do P, defina

n
V(a, P) = ) |a(g) — al(xi—)L.
i=1
Dizemos que a tem variacdo limitada em [a, b] quando existe M > 0 tal que

V(a,P) <M

para toda particdo P de [a, b].
Nesse caso, o conjunto

{V(a,P) : P partigdo de [a,b]}

é ndo vazio e limitado superiormente. Pela completude de R, possui supremo.
Definimos entéo a variacao total de o por

Vi(a) = sup V(a, P).
I3

Adotamos também a convencéo

Va(a) = 0.

Integradores de variacao limitada
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10.53 Proposicao. Se a tem variacio limitada em [a, b] e
[a’,0'] C [a,b],
entdo a restrigdo de a a [a’,b’] também tem variacéo limitada. Além disso,

VE (@) < V().

Demonstragdo. Se P é uma parti¢do de [a’,b’], acrescente a P os pontos a,a’,b’,b,
quando distintos, obtendo uma partigdo Q de [a, b]. Todos os termos que aparecem
em V(a, P) também aparecem em V(a, Q), possivelmente junto com termos adicionais

ndo negativos. Logo
V(a, P) < V(,Q) < Vi(a).

Portanto as varia¢des das parti¢cdes de [a’,b’] sdo uniformemente limitadas; tomando
o supremo, obtemos a desigualdade desejada. ]

10.54 Proposicao. Toda fun¢do mondtona em [a,b] tem variagio limitada.
Mais precisamente, se « é ndo decrescente,

Vi(@) = a(b) - a(a),

e, se a é nao crescente,
V() = aa) - a(b).

Demonstracgdo. Se « é ndo decrescente, entdo, para toda particéo,
V(e, P) = Z(a(xi) - a(xi-1)) = a(b) — a(a).
i

Logo o supremo dessas variagdes tem o mesmo valor. O caso néo crescente é analogo,
pois todos os incrementos tém sinal nao positivo. ]

10.55 Proposicao. Todafun¢io « : [a,b] — R de variagdo limitada é limitada.
Mais precisamente,

()| < |a(a)| + VP (@) para todo x € [a,b].

Demonstragdo. Para qualquer x € [a, b],
la(x) - a(a)] < Vi (e) < Vi(a).

Logo
(0] < lac(@)] + (%) — al(@)] < le@)] + Vi (@).

10.56 Teorema (Decomposicao de Jordan). Uma fun¢do a : [a,b] — R
tem variacdo limitada se, e somente se, pode ser escrita como diferenca de duas
fun¢des ndo decrescentes.
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Demonstragdo. Suponha primeiro que
o =0y —a,
com a1, & ndo decrescentes. Para qualquer particio P = {x, ..., X},
V(a,P) = ) |Aay (i) — A (i)
i
<Y Ac(i) + ) Aay(i)
i i
= a;(b) — a1(a) + az(b) — ().

Tomando o supremo em P, vemos que « tem variagao limitada.

Reciprocamente, suponha
Vab () <

e defina
V(x) = Vi(a), a<x<h.

Essa quantidade ¢ finita, pois
V() < V(o).

Se x < y, qualquer particdo de [a, x], acrescida dos pontos x, y, fornece
V() 2 V(x) + la(y) — al)l.

Mais precisamente, tomando supremos sobre as parti¢oes de [a, x],

V(y) = V(x) 2 la(y) — a(x)].

Defina
V(x) + a(x) V(x) — a(x)
G = D g = S
Parax <y,
() — () = Vi) - V() ;r ay)—al) o
pois

V() = V(x) > la(y) — a(x)| > —(a(y) - ax)).

Do mesmo modo,

V) — V) — (@) —ax) )
5 > 0.

a(y) — ax(x) =
Logo o e ay sdo nao decrescentes e

a =0 — .

A integral para integradores de variacao limitada

Para uma funcio a de variagdo limitada, usaremos a decomposi¢io candnica produzida
na prova do Teorema 10.56:

V(x) + a(x)

V(x) — a(x)
5 , _

a_(x) = 5

a=a, —a, a(x) =

As duas funcdes @, e a_ sdo ndo decrescentes.

Integradores de variacao limitada
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10.57 Definicao. Dizemos que f é Riemann-Stieltjes integravel em relacao
a uma funcao «a de variacio limitada se f é integravel em relacdoaa; eaa_.
Nesse caso, definimos

bedazjbfda+—beda_.

10.58 Corolario (Convergéncia das somas para integradores de variacao
limitada). Se f é integravel em relacdo a uma funcéo « de variacéo limitada,
entdo, para toda partigéo marcada, continuaremos a escrever

Sa(f3 P,8) = Z FE@(a(x) — alxi-p).

Para todo ¢ > 0, existe uma particio P, tal que, para todo refinamento marcado
(P, &) de Py,

<&

b
Su(f:P.E) —j fda

Demonstragdo. Escreva
a=a, —a_.

Entao
Sa(f; P.E) = Sy (f;P.&) = S, (f; P, &).

Aplique o Teorema 10.39 as duas integrais, com erro ¢/2, e tome um refinamento
comum das duas particdes-base. O

10.59 Corolario. Se f é continua e o tem variagio limitada, entdo

beda

existe.

Demonstracao. As funcdes o, e a_ sdo nio decrescentes. Pelo Teorema 10.44, uma
funcao continua f é integravel em relacdo a ambas. ]

A decomposicdo candnica torna a defini¢do acima inequivoca. Além disso, se

a=p—p

é outra decomposicio em funcdes niao decrescentes e f também é integravel em relagio
a i e o, entdo o valor obtido por essa decomposicéo coincide com o valor candnico.
De fato,

ay+fp=pr+a.

Pela linearidade em relacdo ao integrador, Teorema 10.41,

| paac+ | rap.= | rap+ | raa,

e as duas diferencas coincidem.
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10.60 Teorema (Integracao por partes de Stieltjes). Suponha que f e «
tenham variacdo limitada e que as duas integrais de Stieltjes abaixo existam.
Entao
b b
[ rdas [ adr = j0)a® - r@ata
a a

Em particular, a formula vale quando f e a sdo continuas e de variacio limitada.

Demonstracgao. Escreva as decomposicdes candnicas

a=ap—a., f=fi-fo

beda

significa que f é integravel em relagdo a ; e a_; analogamente, a existéncia de

Jbadf

significa que « é integravel em relacdo a f, e f_.

A existéncia de

Fixe € > 0. Pela caracterizacdo por somas de Stieltjes, podemos escolher uma tnica
particdo P, tal que, para todo refinamento P = {x, ..., x,,} de P, as somas com marcas
nas extremidades satisfacam

<e

b
3 feat) - ati) - | fda

< E&.

b
3 aCi-(fG) - i) - | ads

i

Isso segue do Corolario 10.58, aplicado as duas integrais, tomando depois um refina-
mento comum das particdes-base.

Para toda particdo P, vale a identidade algébrica exata
FOa(x) = f(x-1)alxi-1)
= f(xi)(a(xi) - a(xiq)) + a(xi—l)(f(xi) - f(xifl))

Somando em i, obtemos

f©)a®) - f@a(@ = Y, fx)Aa+ Y ali DA

As duas somas do lado direito ficam, para todo refinamento suficientemente fino no
sentido de refinamento, a menos de ¢ das integrais correspondentes. Logo

< 2e.

b b
F®)at) ~ flaala) - (j fda+ j a df)

a

Como ¢ é arbitrario, segue a férmula desejada. O

Integradores de variacao limitada
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10.14 O que as duas integrais estao medindo

A integral de Riemann corresponde ao integrador identidade:

b b
J f(x)dx = J fda quando a(x) = x.

Se a € C!{a,b] é ndo decrescente,

b b
J' fda = I f(x)e’ (x)dx,
a a
para toda f € %[a,b]; nesse caso, a varia¢do de « atua como uma densidade.

Se & é uma fungéo degrau com saltos p; nos pontos ¢j, e f é continua nesses pontos,

b
[ rda=3 pis.

a J

e a integral se torna uma soma ponderada.

Esses dois extremos revelam a ideia central:

‘ Riemann acumula usando comprimento ‘

‘ Stieltjes acumula usando variagio. ‘

A integral de Stieltjes contém, numa mesma linguagem, integrais ponderadas e somas
discretas. Essa flexibilidade sera uma das pontes naturais entre Analise, Probabilidade
e teoria da medida.

10.15 Exercicios

Ex. 10.1 — Seja f : [a,b] — R limitada. Prove diretamente, a partir das defini¢des,
que

Lb f< Lb f.

Ex. 10.2 — Calcule as integrais inferior e superior da func¢do de Dirichlet em [0, 1].

Ex. 10.3 — Seja f limitada em [a, b] e suponha que f seja nula fora de um conjunto
finito. Prove que f é Riemann-integravel e que

['1=0
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Ex. 10.4 — Seja f : [a,b] — R limitada e suponha que o conjunto
E={x€eab] : f(x) =0}

seja enumeréavel. Suponha ainda que f seja continua em todo ponto de [a,b] \ E. Prove
que f é Riemann-integravel e que
b
| 7=0
a

Ex. 10.5 — Prove que uma fun¢éo com um ndmero finito de descontinuidades em [a, b]
¢é Riemann-integravel sempre que for limitada e continua fora desses pontos.

Ex. 10.6 — Seja f € %[a,b]. Prove que, se
m< f(x) <M

para todo x, entdo

b
m(b—a) < J f(x)dx < M(b - a).

Ex. 10.7 — Prove que, se f € R[a,b] e

b
j FGOldx = 0,

entdo f(x) = 0 em todo ponto de continuidade de f.
Ex. 10.8 — Seja f continua e ndo negativa em [a, b]. Prove que

J-bfzo = f=0.

Ex. 10.9 — Prove o teorema do valor médio para integrais: se f é continua em [a, b],
existe ¢ € [a, b] tal que

b
j f)dx = b —a).

Ex. 10.10 — Se f, g € R[a.b] e g > 0, prove que existem m, M tais que

b b b
mJ gSJ fgSMJ &
a a a

onde m = inf f e M = sup f. Se f é continua, deduza que existe ¢ € [a,b] com

b b
j FOg) dx = (o) j o) dx.
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Ex. 10.11 — Prove diretamente pelo critério de Darboux que a funcdo de Thomae é
Riemann-integravel em [0, 1] e tem integral zero, sem usar o critério de Lebesgue.

Ex. 10.12 — Retome o conjunto de Cantor do Exemplo 6.88. Mostre que ele tem medida
zero.

Ex. 10.13 — Use o critério de Lebesgue para mostrar que a funcao indicadora do
conjunto de Cantor é Riemann-integravel.

Ex. 10.14 — Seja F(x) = f; f@)dt, com f € R[a,b]. Prove que F é Lipschitz e
determine uma constante de Lipschitz em termos de f.

Ex. 10.15 — Dé um exemplo de funcdo Riemann-integravel f para a qual a funcéo
integral

F(x) = J f()dt

nao seja diferenciavel em algum ponto.

Ex. 10.16 — Prove o Teorema Fundamental do Célculo I usando apenas as somas
superior e inferior, sem recorrer a estimativa do Teorema 10.27.

Ex. 10.17 — Seja G continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b). Suponha que G’ admita
uma extensdo Riemann-integravel a [a, b]. Prove novamente

b
J G’ =G(b) — G(a)

usando diretamente a caracterizacido por somas de Riemann.

Ex. 10.18 — Seja

a(x) = x*
em [0, 1]. Calcule
1
J x da(x)
0

de duas formas: pela definicéo de Stieltjes e pelo Teorema 10.51.

Ex. 10.19 — Seja H, a funcéo degrau definida no texto. Mostre que, se f ndo é continua
em ¢, entdo f pode deixar de ser Riemann-Stieltjes integravel em relacdo a H,.
Ex. 10.20 — Para

(X(x) = Z ijcj(x)’ pJ > Oa cj € (as b]a
j=1

prove diretamente pelas somas de Darboux-Stieltjes que
b m
[ rda=3 pirce)
a ]:1

sempre que f seja continua nos pontos c;.

Exercicios
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Ex. 10.21 — Suponha que « seja continua e estritamente crescente. Mostre que um
conjunto E C [a,b] é a-nulo se, e somente se, a(E) C [a(a), a(b)] tem medida zero.

Ex. 10.22 — Em [0, 1], defina

<x

IN

1
0 =
a(x) = 11 2
E<X 1

IN

o . . 1
Construa uma funcao limitada f que seja descontinua em todos os pontos de [0, -],
mas Riemann-Stieltjes integravel em relacdo a . Use o Critério de Lebesgue-Stieltjes
para justificar sua resposta.

Ex. 10.23 — Sejaa € C'[a,b]. Mostre que, se a’ > 0, entdo a definicdo de Riemann-—

beda = bea’

Stieltjes fornece

para toda f € %|a,b].

Ex. 10.24 — Calcule a variagio total das funcdes:

la(x) = x em [a,b];
2.a(x) = |x] em [-1,1];
3.a(x) = senx em [0, 27];

4.uma funcéo degrau com finitissimos saltos.

Ex. 10.25 — Se « tem variacdo limitada e a < ¢ < b, prove a aditividade da variagio
total:
V(@) = Vi(@) + V().
Deduza que a funcédo
V(x) = Vg (a)

é niao decrescente.

Ex. 10.26 — Verifique a férmula de integragio por partes de Stieltjes quando f e «
sdo fung¢des degrau com conjuntos de pontos de salto disjuntos. Explique por que a
auséncia de saltos comuns garante a existéncia das duas integrais. Depois recupere a
formula para funcgdes continuas de variagao limitada usando o teorema do texto.

Ex. 10.27 — Seja F uma fungéo de distribuigdo discreta com suporte finito {x, ..., x,,} C

(a,b): .
F(X) = Z pj» Pj >0, Z pj = 1.
=

Xj<x

Mostre que, para toda func¢do continua g : [a,b] = R,

b m
J gdF = Z pi&(x;).

j=1

Exercicios
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**Ex. 10.28 — Lema fundamental do céalculo das variagdes. Seja f : [a,b] — R
continua. Suponha que

b
j FGOg() dx = 0

para toda funcéo continua g : [a,b] - R. Prove que

f=o.

Mostre que ¢ suficiente supor a identidade apenas para fung¢des continuas g > 0.

***Ex. 10.29 — Lema de Riemann-Lebesgue elementar. Seja f € %[a, b]. Prove que

b

lim J f(x)sen(nx)dx =0
b

lim J f(x)cos(nx)dx = 0.

** Ex. 10.30 — Mudanca de variavel. Seja ¢ : [a, 8] — [a,b] de classe C!, estritamente
crescente, com

pla)=a,  @(p)=b.

Para f continua em [a, b], prove

b B
[ swax=]" reeeoa.
a o
Formule e prove a versio correspondente quando ¢ é estritamente decrescente.

***Ex. 10.31 — Decomposi¢do de Jordan. Seja a : [a,b] - R. Prove que & tem
variacgdo limitada se, e somente se, pode ser escrita na forma

a=u-—v,
onde u e v sdo fun¢des nao decrescentes.

Dé uma construgao explicita de u e v em termos da fun¢io de variagio

V(x) = V().

*** Ex. 10.32 — Oscilagdo e critério de Lebesgue. Seja f : [a,b] — R limitada e defina

D, ={x€lab] : w(x)>n} n>0.

Prove que:

1.D, é fechado;
2.se f é Riemann-integravel, entdo D,7 tem medida zero;

3.conclua que o conjunto de pontos de descontinuidade de f tem medida zero.

Exercicios
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11

Sequéncias, séries e
aproximacao de funcoes

Nos capitulos anteriores, estudamos sobretudo uma funcéo de cada vez. Continuidade
e derivacdo descreveram seu comportamento local; a integracéo reuniu esse comporta-
mento ao longo de intervalos. Agora o objeto que varia passa a ser a propria funcio.
Dada uma sequéncia (f;,), queremos compreender ndo apenas se f,(x) se aproxima de
algum valor para cada x, mas se essa aproximacéo é forte o bastante para preservar as
operacdes e propriedades que nos interessam.

Essa mudanca de perspectiva produz algumas das perguntas centrais da analise. Se
cada f; é continua, o limite também é? Podemos trocar limite e integral? E limite e
derivada? Quando uma série de fun¢des define uma fungao continua? Quando uma
familia inteira de fun¢des contém uma subsequéncia convergente? E, por fim, quio
grande ¢ a classe das fun¢des que podem ser aproximadas por funcdes simples, como
polindmios?

A resposta ndo depende apenas da existéncia de um limite. Depende de como as fung¢oes
convergem. A convergéncia pontual olha para um ponto de cada vez; a convergéncia
uniforme controla todos os pontos simultaneamente. A partir dessa diferenca surgirdo
duas ideias que atravessam boa parte da analise moderna: compacidade de familias de
funcoes, expressa pelo Teorema de Arzela-Ascoli, e densidade, expressa pelo Teorema
de Stone-Weierstrass.

11.1 Convergéncia pontual

Fixar x transforma uma sequéncia de fun¢des numa sequéncia de nameros. Essa é a
nocdo mais imediata de convergéncia, e também a mais fraca entre as que usaremos.
Sua principal virtude é a simplicidade; sua principal limitacdo é que o instante a partir
do qual f,,(x) esta perto do limite pode depender muito do ponto x.

Neste capitulo

» Convergéncia pontual (p. 290)
» Convergéncia uniforme (p. 293)

» Critério de Cauchy para
convergéncia uniforme (p. 296)

» Séries de fungdes e o teste M
de Weierstrass (p. 298)

» O que a convergéncia uni-
forme preserva (p. 301)

» Equicontinuidade e o Teo-
rema de Arzela-Ascoli (p. 305)

» Aproximacao uniforme:
Stone-Weierstrass (p. 308)

» Séries de poténcias (p. 311)
» Propriedades das séries de
poténcias (p. 316)

» Série de Taylor (p. 320)

» Calculando a série de Tay-

lor (p. 327)

» Funcgdes trigonométricas (p. 330)
» Exemplo de uma funcao

nao representavel por série de
poténcia (p. 333)
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11.1 Definicao. Considere uma sequéncia de fung¢des (f,,) todas definidas no
mesmo conjunto néo vazio A C R. Dizemos que a sequéncia (f,) converge
pontualmente para f em A se, para cada x em A, temos que

Jlim f,(x) = fx).

pt
Nesse caso escreveremos f, — f em A.

Simbolicamente, essa defini¢ao pode ser escrita como:

¢
fu L femA se Vxye A Ve>0,IN(e,x) € N :
Vn = N(e, %), | fu(x0) — f(x0)] <e.

(11.1)

Observe que estamos utilizando a definicdo de convergéncia de uma sequéncia nu-
mérica (f,,(x)) para definir a convergéncia de uma sequéncia de fungées (f,,). Mais
precisamente, se (f,) converge pontualmente para f em A, isso significa que para cada
x (fixo) em A e para cada ¢ > 0, existe N (que depende de ¢ e de x) tal que, paran > N,

temos | f,(x) — f(x)| < e.

h fo /5 fa

Figura 11.2
Graficos de f(x) = x™(1 — x™).
11.2 Exemplo. Considere a sequéncia de funcdes f, : [0,1] — R, definida pela
expressdo f(x) = x"(1 — x").

Como x™*(1 — x™) < x" para x € [0,1) e vale 0 em x = 1 temos que essa sequéncia
converge pontualmente para a fun¢io identicamente nula em [0, 1], ou seja, para a
funcdo f(x) = 0 para todo x € [0, 1].

Para entendermos melhor o comportamento dessas funcdes, é interessante observar

L ~ L 1
que, para cada valor natural n € IN, o valor méaximo da funcéo f,(x) é igual a T Este
fi T A
valor méaximo ¢é alcancado no ponto dado por x = \/; E importante notar que,

T
conforme n aumenta, o ponto {/g tende a 1.

Esses fatores nos permitem esbogar os graficos das func¢des f,,. Ao observar esses
graficos, notamos que cada um deles apresenta uma elevacéo cuja altura permanece
constante, igual a i. Isso implica que, mesmo a medida que n se torna muito grande, a
forma do grafico de f, ndo se aproxima da forma do grafico da funcéo limite, que é a
funcéo identicamente nula.

Convergéncia pontual

y
fi(x)
f3(x)
fz(x)
fa(x)
fG0
X0 X
Figura 11.1

Convergéncia pon-
tual. Intuitivamente, dizer que uma

sequéncia de fungdes converge

pontualmente significa olhar para

cada ponto do dominio separada-

mente. Se, ao “fixar o olhar” em

um ponto especifico, os valores da

sequéncia naquele ponto se apro-
ximam cada vez mais de um certo

numero, entdo dizemos que ha con-

vergéncia pontual naquele ponto.

Essa convergéncia pode acontecer
de forma diferente em cada ponto,

e a rapidez com que as fungdes se

aproximam do limite pode variar

de um lugar para outro.
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11.3 Exemplo. Considere a sequéncia f,(x) = e e tome A = [0, o). A sequéncia

(fy) converge?

Temos que
Sl = e = @) =

onde r = e *. Existem dois casos. Se x = 0, entdor = 1 e r" = 1. Portanto, f,(0)
converge para 1. Por outro lado, se x > 0, entdor < 1, e r" converge para 0. Ou
seja, f,(x) converge para 0 para todo x > 0. Em resumo, provamos que (f,,) converge
pontualmente para a funcdo f em [0, o) definida por f(0) = 1e f(x) = 0 para x > 0.

O exemplo 11.3 mostra que uma sequéncia de funcdes continuas (f;,) pode convergir
pontualmente para uma funcéo f que nao é continua!

11.4 Exemplo. Considere a sequéncia (f;,) definida em [0, 1] por
fn(O) =0

fa(x)=n paraxe (0,
fo(x)=0 paraxe (

q
1

S -

)

Primeiro, mostramos que (f,,) converge pontualmente para 0 em [0, 1]. Se x = 0,
entdo f;,(0) é sempre 0 e, portanto, converge para 0. Se x estd em (0, 1], entdo existe N

1 1 .
tal que N > — (por exemplo, basta tomar N > 1/x) e, portanto, x > N Assim, para
X

todo n > N, temos x > —. Pela definicdo de f,, temos que f,(x) = 0 para todon > N.

n
Isso implica que f,,(x) converge para 0. Provamos que (f;,) converge pontualmente

Ja()

fa
4 n
3

3

f2
2
1

h
x
0.5 1

para 0 em [0, 1].

Figura 11.4
Gréficos da sequéncia de fungdes f,(x) do Exemplo 11.4 paran =

1,2,3,4.

O mesmo exemplo também testa a troca entre limite e integral. E verdade que

1 1
lim J Jfndx :J lim f,dx?

n—oeo J, o no®

Mostraremos que isso néo é verdade para este exemplo. Primeiro, note que cada f, é
integravel em Riemann em [0, 1] e que

Ll FGdx = J“" ndx = 1

0

PO | ,
Portanto, a sequéncia Jo fu(x)dx é sempre 1 e, portanto, converge para 1. Por outro

Convergéncia pontual
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lado, sabemos que para todo x em [0, 1], f,,(x) converge para 0, logo
1 1
J lim f,dx = J 0dx =0
0 e 0

Este é um exemplo em que ndo podemos trocar o limite e a integral. Os Exemplos
11.3, 11.2 e 11.4 mostram que a convergéncia pontual ndo é suficiente para nossos
propositos. Uma sequéncia de fung¢des continuas nio precisa convergir para uma
funcio continua, e a troca de limite e integral nio precisa ser verdadeira. E por isso
que recorremos a um tipo de convergéncia mais exigente.

Ex. 11.1 — Encontre os limites pontuais de cada uma das seguintes sequéncias de
fungdes no conjunto dado.

a) (1 -rll—xnx)’ x €0, 00). <) ((COS x)2n) , x€eR
sen nx d) (nxe_”xz)  xeR
b) (m), x € [0, ).

Ex. 11.2 — Determine os valores de x para os quais cada uma das seguintes séries
converge.

— nx" = 1
n=1 n=1

- x" - 2"(sen x)"
b) Z m, x #* 1. d) Z T
n=1 n=1

Os exemplos anteriores mostram que olhar para cada ponto separadamente pode
esconder fendmenos globais importantes: picos podem deslocar-se pelo dominio, a
continuidade pode desaparecer no limite e a integral pode ndo acompanhar a conver-
géncia. Precisamos de uma forma de controlar a aproximag¢io com um unico indice
para todo o dominio.

11.2 Convergéncia uniforme

Na convergéncia uniforme, dado um erro toleravel ¢, escolhemos um mesmo N para
todos os pontos do dominio. Geometricamente, a partir desse indice o grafico de f;
inteiro deve permanecer dentro de uma faixa de largura 2¢ em torno do grafico de f.

No espaco B(A) das fun¢des limitadas A — R, essa ideia é exatamente convergéncia
na norma do supremo,

lgleo = sup |g(x)l.
x€A
Para f,, f € B(A),
fn — f uniformementeem A < |f, — fleo — 0.

Essa formulagao liga o capitulo diretamente a linguagem de espacos métricos: a
distdncia uniforme entre duas func¢des é o maior erro cometido simultaneamente em
todo o dominio.

Convergéncia uniforme
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No critério pelo supremo que aparece a seguir, nao precisamos supor que f, — f seja
limitada para todos os indices iniciais. Se necessario, interpretamos

sup | f(e) = fCI

como um valor em [0, e]. A convergéncia uniforme garante que esses supremos sio
finitos a partir de algum indice, e o critério afirma precisamente que eles tendem a

Z€ro.

11.5 Definicao. Considere uma sequéncia de fungdes (f,,) todas definidas no
mesmo conjunto néo vazio A C R. Dizemos que a sequéncia (f,) converge
uniformemente para f em A se, para cada ¢ > 0, existe um natural N tal que,
para todo n > N, temos

|fu(x) — f(x)| <& paratodo x € A.

u
Denotaremos tal convergéncia por f, — f.

Simbolicamente, temos:

fnlfemA se Ve>0,3IN(e) eN :

(11.2)
Vx € A, Vn > N(e), |fu(x) — f(x)] < e.

A diferenca critica entre convergéncia pontual e uniforme é a seguinte. No caso de
convergéncia uniforme, pedimos o mesmo N para todos os x em A. Por isso é chamada
de convergéncia uniforme. No caso de convergéncia pontual, para cada x em A, temos
um N possivelmente diferente. A convergéncia uniforme implica que as funcoes
convergem a uma taxa uniforme em todo o intervalo. Isso garante que a diferenca
entre f,,(x) e f(x) pode ser controlada para todos os x simultaneamente. Em particular
quando uma sequéncia de func¢des converge uniformemente para uma fungao limite
f(x), os graficos das funcdes f,(x) se aproximam de f(x) de maneira que, a partir de
um certo ponto n, todos os graficos estardo proximos de f(x) em todo o intervalo, vide
Figura 11.5.

11.6 Exemplo. Considere a sequéncia de fungdes (f,), onde f, : [0,1] — R é

. x" , . L - A
definida como f,,(x) = =—. Os gréficos das cinco primeiras fun¢des dessa sequéncia
. n
sdo apresentados na Figura 11.6.

Esta sequéncia de fun¢des converge pontualmente para a funcdo constante 0, ja que,
para qualquer x; € [0, 1], temos

xo
n

|fn(x0) — 0 =

1
< - —0 quandon — oo.
n

Além disso, note que no argumento acima, o limite obtido no final ndo depende
explicitamente do ponto x. De fato, se verificarmos a convergéncia em um ponto
diferente y, € [0, 1], o argumento seria idéntico. Isso implica que essa convergéncia é
mais forte que a pontual: ela é uniforme.

1] +1eN
pode ser usado para demonstrar a convergéncia uniforme em [0, 1]. Degfato, para
qualquer n > N, em qualquer x € [0, 1], temos:

Vamos provar a convergéncia uniforme. Dado ¢ > 0. Afirmamos que N = [

n 1 1 1 1
<-< == <=
n

N

<e.

() — 0] = | =

n

Convergéncia uniforme

Figura 11.5

Gréfico ilustrando

a convergéncia uniforme. A con-
vergéncia uniforme de uma se-
quéncia de funcoes (f;,) sobre um
conjunto A acontece quando conse-
guimos controlar simultaneamente,
e de forma uniforme, a aproxima-
¢ao de f,, a uma funcéo limite f
em todos os pontos de A. Intui-
tivamente, isso significa que néo
precisamos ajustar o critério de
aproximacéo de acordo com cada

ponto do dominio. Assim para | ‘
qulllﬁuer € > 0, existe um N tal

que,|a diferencga | f,,(x) — f(x)| < ¢
phfa todos os pontos do conjunt,
nto

A, nfo importando em qual

s@-6lhe. Veja que o mesmo X funci-

2
ona para todos os pont x?
0.4 - 1
S
0.2 - .
xS
5
0 |
\ \ \ \ \ q
0 02 04 06 038 1
Figura 11.6

| Graficos das fun-
¢oes f(x) = z paran =1,...,5.
n
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u
Assim, concluimos que f, — 0 em [0, 1].

11.7 Teorema (Critério de Convergéncia Uniforme). Considere uma se-
quéncia de fungdes (f,,). Para cadan > 1, f; é definida em A. Para uma funcéo
fixa f definida em A e n > 1, defina, permitindo o valor +co,

My = Sug{lfn(X) - f)]: xe A}

A sequéncia (f,) converge uniformemente para f se, e somente se, m,, converge
para 0.

Demonstragdo. Demonstramos as implicagdes separadamente.

(<) Suponha que sup__ , [ fu(x) — f(x)| = 0. Pela definicdo de limite, para todo £ > 0,
existe um N € N tal que sup, _ , | fo(x) — f(x)| < ¢ para todo n > N. Isso significa que,
para todo n > N, e para todo x € A, temos:

[fa(x) = f < sup | f(x) = f(x)] <&,
x€A
o que demonstra a convergéncia uniforme.

(=) Dado & > 0, nosso objetivo é encontrar um N € N tal que sup, _ , | f,(x)— f(x)| < e
para todon > N. Como f, converge uniformemente para f, existe um N € N tal
que, para todo x € Aen > N, temos |f,(x) — f(x)| < g Isso significa que, para cada
n > N, o conjunto A, = {|f,(x) — f(x)| : x € A} C R é limitado superiormente por g
e, portanto, seu supremo também é limitado superiormente por g Assim, para todo
n > N, temos: .

sup [f,() — [0l < 5 <

XEA

O

u
Portanto, simbolicamente, a convergéncia uniforme f,, — f sobre A também pode ser
escrita como:

fnif — Ve>0,AIN € N : Vn > N,sup |f,(x) — f(x)| < e.
x€A

Usar a definicdo de convergéncia uniforme por supremo pode tornar as coisas mais
claras, porque deixa mais nitida a independéncia de N dos pontos do conjunto.

n-

Graficoden-x-e” xzparanzlaténZS

1 T T
—n=1
0.8 | ol
0.6 —n=3|]
—n=4
0.4 —n=5|"
0.2 —

Convergéncia uniforme
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11.8 Exemplo. Para ilustrar o teorema anterior, consideramos a sequéncia

nxz

Sy(x) =nxe™, n=12,..

Para esta sequéncia temos que lim S,(x) = 0 para todo 0 < x < co. No entanto,
n—oo

n
\ 2¢’
que diverge para co. Assim, a convergéncia ndo é uniforme em [0, 0). No entanto, a
sequéncia (S,) converge uniformemente a funcdo zero em [a, ) para todo a > 0.

M, = sup S,(x)=

x€[0,00)

Gréfico de x" paran = 1 atén =9 em [0, 1]

1 : —n=1

—n=2

0.8 —n=3

—n=4

0.6 —n=5

—n==6

0.4 —n=1717

—n=238

0.2 —n=9
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

11.9 Exemplo. Considere a sequéncia (f,) dada por f,(x) = x",x € [0,1]. Esta
sequéncia converge pontualmente a fungéo f(x) = 0, para0 < x < 1, e f(1) = 1.
Como

X" 0<x<1
ORVCES S
temos
M, = sup |fu(x)— f(x)| =1

x€[0,1]

Assim, como (M,,) ndo converge a zero, a sequéncia ( f,,) ndo converge uniformemente
a f em [0, 1]. Por outro lado, se 0 < a < 1 for fixo, entdo

M, = sup |f(x)|=a"

x€[0,a]

Como lim " = 0, pelo Teorema 11.7, a sequéncia (f,) converge uniformemente a
n—oo

fungao zero em [0, a] para todo a,0 < a < 1.

11.3 Critério de Cauchy para convergéncia
uniforme
A defini¢ao de convergéncia uniforme pressupde que ja conhecemos a funcio limite.

Como ocorre para sequéncias numeéricas, ha um critério intrinseco que permite reco-
nhecer convergéncia comparando apenas os proprios termos da sequéncia.

Critério de Cauchy para convergéncia uniforme
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11.10 Teorema (Critério de Cauchy). Uma sequéncia (f;,) de fung¢des reais
definidas em um conjunto ndo vazio A converge uniformemente em A se e
somente se, para todo ¢ > 0, existe um inteiro ny € N tal que

fn(x) = fm(¥)] <& (11.3)

para todo x € A e todo n,m > ny.

Demonstragdo. Demonstramos as implicagdes separadamente.

(=) Sejae > 0. Como f, 4 femA, existeum N € N tal que, paratodon > Nex € A,
temos | f(x) — f(x)] < i. Assim, se m,n > N, para todo x € A, pela desigualdade
triangular, temos:

| fm() = fuGOl = | fin() = f(0) + f(x) = fu(x)]
<) = FOOl + | fa () = f(0)

& & &
<-4+ =2,
4 4 2

Tomando o supremo sobre todos x € A, obtemos:
£
sup | fin(x) — fu(x)] < 2 <&,
x€A

para quaisquer m,n > N, o que queriamos demonstrar.

(<) Por hipétese, para qualquer £ > 0, existe um M € Ntalquesup__ , | fo(x)— fin(x)] <
¢ para todos m,n > M. Isso significa que, para todo x € A, temos:

| fu(x) = fn ()] < Sgg | fu() — fn(0)] <e.

Portanto, para qualquer x € A, a sequéncia real (f,(x)) é de Cauchy e, consequente-
mente, convergente. Logo a sequéncia de fungdes (f,,) converge pontualmente para
alguma funcgéo f : A = R.

A pt , . .
Agora, mostramos que a convergéncia f, — f é, de fato, uniforme. Seja ¢ > 0. Por
hipétese, existe um N € N tal que, para todos m,n > N e x € A, temos:

) = Ol < 50 o) = fu] < 5.

Fixando n, tomamos o limite quando m — co. Como a sequéncia de fungdes (f;,)
converge pontualmente para f, para todo x € A, temos f,,(x) = f(x) quando m — co.
Como limites preservam desigualdades fracas, temos:

22 lim 11,0 = fu(0l = 00 = lim (0] = [(0) = )

Para todo x € A. Tomando o supremo sobre x € A, obtemos:

sup /() - F()] < s <e

u
Para todo n > N. Assim, concluimos que f, — f em A. O

Critério de Cauchy para convergéncia uniforme
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, . . (5 ~ . . .
11.11 Corolario. A série ), fi de fungdes reais definidas num conjunto
A nao-vazio converge uniformemente em A se e somente se, para todo ¢ > 0,
existe um inteiro positivo n, tal que

>, filx)

k=n+1

<e¢

para todo x € A e todos os inteiros m > n > n.

Demonstragdo. A prova do corolario segue aplicando o teorema anterior as somas
. . s . [
parciais da série 3, _ fi(x). O

11.4 Séries de funcoes e o teste M de Weiers-
trass

Uma série de fungdes

(o]

D f

k=1
é estudada por meio de suas somas parciais. Portanto, tudo o que aprendemos sobre
sequéncias de funcdes se aplica imediatamente as séries. A questdo fundamental passa

a ser encontrar condicdes verificaveis que garantam convergéncia uniforme das somas
parciais.

O teste a seguir reduz esse problema funcional a uma série numérica: dominamos cada
termo | fi.(x)| por um nimero Mj, independentemente de x, e pedimos que Y, My seja
convergente. Esse principio de dominacio sera reutilizado varias vezes adiante.

O seguinte teorema de Weierstrass fornece um teste muito util para a convergéncia
uniforme de uma série de fungdes.

11.12 Teorema (Teste M de Weierstrass). Suponha que (f;) seja uma se-
quéncia de func¢des reais definidas em um conjunto néo vazio A, e (M) seja
uma sequéncia de nimeros reais satisfazendo

Ifr(x)| < M, paratodoxe AekelN.

Se 220:1 M. < oo, entdo 21;”:1 fi(x) converge uniformemente e absolutamente
em A.

Demonstracao. Seja S,(x) = 22:1 fi(x). Entéo, paran > m,

< D IRIS ), M

k=m+1 k=m+1

D, filx)

k=m+1

1Sn () = Su()] =

A convergéncia uniforme segue entio pelo Critério de Cauchy. A convergéncia de
o0

Z | fir(x)| também é clara das desigualdades anteriores. O
k=1

Séries de funcdes e o teste M de Weierstrass
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11.13 Exemplo. Se Zzozl aj. convergir absolutamente, entdo, como |ay cos kx| < |a|
. o (S .

para todo x € R, pelo teste de Weierstrass, a série ), a cos kx converge uniforme-

mente em R. Da mesma forma para a série 220:1 ar sen kx. Em particular, as séries

= cos kx o sen kx
YT X P
k=1 k=1

convergem uniformemente em R.

E facil ver que a convergéncia uniforme implica convergéncia pontual. Veremos em
breve que a reciproca nao é verdadeira.

Observe que o critério uniforme néo nos diz como encontrar a fung¢io limite f. Geral-
mente, procederemos em duas etapas. Primeiro, calcularemos o limite pontual f de
(f)- Em seguida, usaremos o critério para decidir se a convergéncia para f é uniforme.
A seguir, damos um exemplo do método.

. 1 ,
Grafico de /xz + - paran=1atén==6
n

I I I

11.14 Exemplo. Considere a sequéncia de fung¢des (f,,) definida para todos os reais

K=+

A sequéncia () converge uniformemente em R? Primeiro, calculamos o limite pontual

por

. , N . o 1
(se houver). Seja x um nimero real fixo. A medida que n tende ao infinito, x? + =
n

converge para x2, que é um niimero positivo. Como a fungio raiz quadrada é continua
em [0, ), obtemos que f,,(x) converge para Vx2 = |x|. Ou seja, a sequéncia (f;)
converge pontualmente em R para a funcio f definida por f(x) = |x|.

Agora que temos uma funcio f, o segundo passo é estimar m,,. Calculamos

i) = FO = | w24 L ot =
" X242 42

.

Como x% > 0, temos, para todo x em R,

/ 1 1
x2+;+\/x22\/;

Séries de funcdes e o teste M de Weierstrass
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. 1, .. .
e o minimo \/j ¢ atingido em x = 0. Assim, para todo x em R,
n

100 - f)| < %

- P 1, -
e 0 maximo ¢é atingido em x = 0. Logo 7 € o maximo (e, portanto, o supremo) do con-
n

junto {|f,(x) — f(x)| : x € R}. Assim, m,, = - paran > 1. A sequéncia m, converge
n

para 0 e, pelo critério de convergéncia uniforme, (f,,) converge uniformemente para f.

Ex. 11.3 —

a) Se f,) e g,) convergem uniformemente em um conjunto nio vazio A, prove
que f, + g,) converge uniformemente em A.

b) Se f,) e g,) convergem uniformemente em um conjunto nao vazio A e, além
disso, existem constantes M e N tais que | f,(x)] < M e |g,(x)| < N para todo
ne Nex € A, prove que f,g,) converge uniformemente em A.

¢) Encontre exemplos de sequéncias f;,) e g,) que convergem uniformemente em
um conjunto nio vazio A, mas para as quais f,g,) ndo converge uniformemente
em A.

Ex. 11.4 — Mostre que, se f,) converge uniformemente em (a,b) e f,(a)) e f,(b))
convergem, entdo f,) converge uniformemente em [a, b].

Ex. 11.5 — Seja f,(x) = nx(1 — x?)", 0 < x < 1. Mostre que f,) ndo converge
uniformemente para 0 em [0, 1].

le
1+xn’

Ex. 11.6 — Seja f,,(x) = <x<1.

a) Mostre que f,) converge uniformemente para 0 em [0, a| para qualquer a,
0<a<l.

b) f,) converge uniformemente em [0, 1]?

Ex. 11.7 — Mostre que a sequéncia nxe_"xz) converge uniformemente para 0 em [a, o)
para todo a > 0.

Ex. 11.8 — Para cada n € N, defina f,(x) = x + I sen nx, x € R. Mostre que a
n

sequéncia f,) converge uniformemente para f(x) = x para todo x € [—a,a],a > 0. f,)

converge uniformemente para f(x) em R?

Ex. 11.9 — Seja A C R um conjunto nio vazio, f,);,~; uma sequéncia de funcoes
A—-> R f: A—> Rumafuncio e g : R — R uma fun¢io. Prove que, se f,)p2;
converge uniformemente para f e se g é uniformemente continua, entdo g f,)p2;
converge uniformemente para g o f.
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11.5 O que a convergéncia uniforme pre-

serva

A convergéncia uniforme foi introduzida justamente porque a convergéncia pontual é
insuficiente para transportar propriedades analiticas ao limite. Os resultados desta
secdo tornam essa afirmacao precisa. Continuidade e integracido comportam-se parti-
cularmente bem; diferenciagao exige uma hipétese adicional sobre a sequéncia das
derivadas.

11.15 Teorema (Convergéncia uniforme preserva a continuidade). Su-
ponha que a sequéncia (f;,) converge uniformemente para f num conjunto
nao-vazio A. Suponha que, para n > 1, a funcio f, seja continua em todo ponto
de A. Entdo f é continua em A.

Demonstragdo. Mostraremos que f é continua em um ponto arbitrario x, € A. Seja
¢ > 0. Precisamos encontrar um § > 0 tal que, se x € A com |x — xp| < J, entédo

|f(x) = fCro)l <e.

Como f, 5 f, existe um N € N tal que sup, _ , | fo(x) — f(x)| < § para todon > N.
Em particular, para qualquer x € A e n = N, temos:

NG = fG0) < sup o) = fG0 < 5.

Além disso, a funcdo fy : A — R é continua por hipdtese, entdo ela é continua em
X, €, portanto, existe um § > 0 tal que, para qualquer x € A com |x — xp| < 8, temos

N () — fn(xo)l < g

Logo, para qualquer x € A com |x—xp| < &, temos | fy(x) — fiy(x)| < g Portanto, para
qualquer x € A com |x — xp| < , usando a desigualdade triangular e as desigualdades
acima, temos:

|f () = Gl = 1f(x) = fin(x) + fn () = fiv(x0) + fv(xo) = f(x0)]
<1f&) = v+ [fn(x) = fv(o)l + | v (x0) — f(xo)

<fififog
3 3 3 7

e assim terminamos a demonstracéo. O

11.16 Exemplo. Considere novamente a sequéncia f,(x) = e em A = [0, ).
Mostraremos que (f,,) converge para f pontualmente, onde f é definida por f(0) =1
e f(x) = 0 para x > 0. A convergéncia é uniforme?

Cada f,, é claramente continua em A, mas f nao é. Portanto, a convergéncia nao
n

pode ser uniforme. Este exemplo mostra que a convergéncia pontual ndo implica
convergéncia uniforme.

O que a convergéncia uniforme preserva
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11.17 Teorema (Convergéncia uniforme e integracao). Suponha que, para
cadan > 1, a funcdo f, seja continua no intervalo fechado e limitado [a,b].
Suponha também que a sequéncia (f,) converge uniformemente para f em [a, b].
Entéo,

b b b
lim J fo(x)dx = J lim f,(x)dx = J f(x)dx

Ou seja, podemos trocar o limite e a integral quando temos convergéncia uniforme.

Demonstragdo. Dado que as fungdes f,, sdo continuas por hipotese, elas sao Riemann
integraveis. Como a convergéncia uniforme preserva a continuidade, f é continua e,
portanto, também integravel.

Seja ¢ > 0. Aplicando o critério de convergéncia uniforme ao conjunto A = [a,b] 11.7,
existe um natural N tal que, se n > N, entdo

my, = sup {|f(x) — f(x)]| : x € A}
x€A

satisfaz m, < ¢/(b — a). Agora consideremos

b b b
j £ — j FGd| = j () - fG)) dx

b
< [ 15~ foldn
a
Pela definicdo de my,, temos, para cada x em [a, b],

|fu(x) = f()| < my
e, portanto,

b b
j () — fGOldx < j mdx = my(b — a)

Paran > N, temos m, < ¢/(b — a) e, portanto,

b b b
j Fi(x)dx — j FGodx| < j () — fGOldx < my(b—a) <

Isso prova que lim jf Fulx)dx = f: f(x)dx, e terminamos. O
n—o0

A integragio termo a termo sera usada mais adiante nas séries de poténcias. Antes
disso, resta entender o que ocorre com derivadas sob convergéncia uniforme.

11.18 Exemplo. Considere a sequéncia de fung¢des (f,,) definida para todos os reais

por
1
K=+

Primeiro mostramos que, para cada n > 1, a fungéo f, é diferenciavel em x = 0 (na

verdade, um argumento muito semelhante mostra que f, é diferenciavel em toda

. . 1 ~ , o .

parte). Seja g, definida por g,(x) = x% + -. A funcio g, é um polinémio e, portanto, é
n
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diferenciavel em toda parte, incluindo em x = 0. Observe que g,(0) = le que a funcdo
n

. 1 s 1 . 1 o
raiz quadrada é diferenciavel em -. De fato, a funcéo raiz quadrada é diferenciavel
n
em qualquer numero estritamente positivo (mas niao em 0). Assim, pelo teorema da
cadeia, f,, = ° g, ¢é diferenciavel em x = 0.

Observe agora que, no Exemplo 11.14, provamos que ( f,) converge uniformemente
para a fungéo valor absoluto, que néo ¢ diferenciavel em 0. Este exemplo mostra que a
convergéncia uniforme néo preserva a diferenciabilidade!

O proéximo resultado fornece condicdes suficientes para que a funcdo limite seja
diferenciavel. Primeiro, uma definicio. Uma funcio g é dita ser C! em (a,b) se a
funcdo g é diferenciavel em (a, b) e a fungdo g’ é continua em (a, b).

11.19 Teorema (Convergéncia uniforme e diferenciacao). Suponha que,
paran > 1, afuncio f, seja C! em (a, b)*. Suponha que a sequéncia ( f,) converge
pontualmente em (a, b) para uma funcéo f. Finalmente, suponha que a sequéncia
das derivadas f, converge uniformemente em (a, b) para alguma funcéio g. Entéo,
afungio féCle f' = g.

9Uma fungéo f : I — R, onde I é um aberto, é dita C! se a derivada de f, denotada por f’, existe
em todos os pontos de I e é continua em 1.

Note que ndo exigimos que ( f,;) convirja uniformemente.

Demonstracdo. Pelo teorema fundamental do célculo,

j £ = £,(x) — £,(0) (11.4)

para qualquer x e ¢ em (a,b). Como f; converge uniformemente para g em (a,b)
e, portanto, em [c, x| (pois a restricdo a um subintervalo preserva a convergéncia
uniforme), o resultado sobre convergéncia uniforme e integracio nos da

lim rf,;c)dt - jxga)dt

Por outro lado, como (f,) converge pontualmente para f em (a,b), temos

lim (fo(x) = fale)) = f(x) = ()

Usando os dois limites acima e deixando n ir para o infinito em 11.4, obtemos

[ star = 1~ r@ (115)

Observe agora que as funcdes f,, sdo por hipotese continuas e a sequéncia f, converge
uniformemente para g. Portanto, g é continua. Isso implica, pelo teorema fundamental
do calculo, que ch g(t)dt é diferenciavel com respeito a x e que sua derivada é g(x).

Por 11.5, f(x) — f(c) é igual a uma funcio diferenciavel. Portanto, f(x) — f(c) também
é diferenciavel, e logo f é diferenciavel. Ao derivar em relacdo a x de ambos os lados
de 11.5, obtemos

§(x) = f'(x)

O que a convergéncia uniforme preserva
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Como g é continua, f’ também é continua, e, portanto, f é Clem (a,b). Isso completa
a prova do teorema. ]

Ex. 11.10 — Paran € N, seja f,(x) = %, x € [0, 1]. Prove que a sequéncia f,) ndo
le
converge uniformemente em [0, 1].

Ex. 11.11 — Dé um exemplo de uma sequéncia de funcdes que ndo é continua em
nenhum ponto, mas que converge uniformemente para uma funcdo continua.

Ex. 11.12 — Suponha que f seja uniformemente continua em R. Para cadan € N,

defina f,(x) = f (x + l). Prove que a sequéncia f;) converge uniformemente para f
n
em R.

Ex. 11.13 — Seja f,) uma sequéncia de func¢des reais continuas que converge unifor-
memente para uma funcdo f em um conjunto nédo vazio A C R. Prove que

nlgrolo fa(x) = f(x),

para toda sequéncia x;,) C A tal que x,, - x € A.

Uma convergéncia mondétona em compactos: o Teo-
rema de Dini

Hé uma situacdo importante em que a convergéncia uniforme aparece quase sem
célculo. A compacidade transforma convergéncia pontual monoétona em convergéncia
uniforme, desde que o limite continue sendo continuo.

11.20 Teorema (Teorema de Dini). Seja K um espago métrico compacto e
seja f,) uma sequéncia de fungdes continuas f,, : K — R. Suponha que

filx) £ folx) < - < fx) (x €K),

e que fy(x) — f(x) para todo x € K, onde f é continua. Entdo f, — f
uniformemente em K.

Demonstracao. Fixe € > 0 e considere

Up={x €K : f(x) = fulx) <&}

Como f — f, é continua, cada U, é aberto. A monotonicidade de f,) implica U, C
Up+1, € a convergéncia pontual implica K = {J, ., Uy. Pela compacidade, existe uma
subcobertura finita. Como os conjuntos U, sdo encaixados, o de maior indice nessa
subcobertura ja cobre K; assim, existe N tal que K = Uy. Paran > N, temos Uy C U,
e portanto

0< f(x)— fulx) <e para todo x € K.

Isso é precisamente convergéncia uniforme. ]

A versdo para uma sequéncia decrescente é imediata, aplicando o resultado a (—f;,).

O que a convergéncia uniforme preserva
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O Teorema de Dini é uma primeira amostra de um tema que agora se tornara central:
em espagos compactos, condi¢des locais podem adquirir consequéncias uniformes.

11.6 Equicontinuidade e o Teorema de
Arzela-Ascoli

Convergéncia uniforme descreve uma sequéncia ja dada. Em muitos problemas, porém,
recebemos uma familia inteira de fungdes e queremos saber se dela podemos extrair
alguma sequéncia uniformemente convergente. Para isso, controlar apenas os valores

das fung¢bes néo basta; precisamos controlar também a maneira como todas elas variam.

Daqui em diante, K serd um espago métrico compacto e C(K) denotara o espaco das
funcoes continuas K — R. Como toda funcédo continua em um compacto é limitada, a
norma | fle = sup,__ [f(x)| estd bem definida em C(K). Ha ainda uma propriedade
estrutural que usaremos na prova de Arzela—Ascoli.

11.21 Proposicao (Completude de C(K)). O espago C(K), munido da norma
do supremo, é completo.

Demonstragdo. Seja f,) uma sequéncia de Cauchy na norma uniforme. Para cada
x € K, a sequéncia numérica f,(x)) é de Cauchy e, portanto, converge; defina f(x) =
lim,, f,(x). Dado ¢ > 0, escolha N tal que

”fn - fm”oo <e (m»n > N)

Fixando n > N e fazendo m — oo, obtemos |f,(x) — f(x)| < ¢ para todo x € K. Logo
fn = f uniformemente. Como o limite uniforme de fun¢des continuas é continuo,

f e C(K). O

11.22 Definicao (Equicontinuidade). Sejam K um espaco métrico e # C
C(K). Dizemos que & é equicontinua em x € K se, para todo ¢ > 0, existe § > 0
tal que

dx,y)<é = |fx)-fl<e

para todo f € &. A familia é equicontinua em K se é equicontinua em cada ponto
de K.

O ponto essencial é a ordem dos quantificadores: § pode depender de x e de ¢, mas
nao da funcdo f. Uma familia equicontinua varia de forma controlada por uma mesma
escala local.

11.23 Proposicao. Se K é compacto e F C C(K) é equicontinua, entdo, para
todo £ > 0, existe § > 0 tal que

dix,y)<é = [f()-fO)l<e

para todos x,y € K e todas as funcoes f € F.

Equicontinuidade e o Teorema de Arzela-Ascoli

305



Analise Real / Sequéncias, séries e aproximacao de fungoes

Demonstragdo. Fixe ¢ > 0. Para cada x € K, pela equicontinuidade existe 7, > 0 tal
que

dxy) <me = [fG)-fOI<3

para toda f € &. Os abertos B(x,1,/2) cobrem K. Escolha uma subcobertura finita
B(x1, 1, /2)s -+ s BOms 1, /2)

1.
e ponha § = 5 TN 7.

Se d(y,z) < 8, escolhai com y € B(x;, qxi/2). Entdo também z € B(x;, ryxi), e, para toda
feZ,
If) = f@I <) = fEl + () — f2)] <e.
O

11.24 Exemplo. A familia f,(x) = sen(nx), x € [0, 1], é uniformemente limitada,
mas nao é equicontinua. De fato, tomando x, = 0 e y, = 7/(2n), temos |x, — y,| — 0,
enquanto

|fn(yn) - fn(xn)| =1

Assim, limitar apenas a altura dos graficos nao controla sua oscilacéo.

11.25 Exemplo. A familia g,(x) = sen(nx)/n, x € [0,1], é equicontinua, pois
|g/(x)] = | cos(nx)| < 1. Pelo Teorema do Valor Médio,

18n(x) = ga(W) < Ix =y

para todo n. Além disso, |g,]e < 1/n, de modo que g, — 0 uniformemente.

11.26 Definicdo (Limitacao pontual). Uma familia  c C(K) é pontual-
mente limitada se, para cada x € K, o conjunto

{fG): feF}

é limitado em R.

11.27 Teorema (Arzela-Ascoli). Seja K um espaco métrico compacto. Uma
familia & c C(K) tem fecho compacto na norma uniforme se, e somente se, é
equicontinua e pontualmente limitada.

Demonstragdo. Suponha primeiro que F é compacta em (C(K),| - |e). Para cada
x € K, a aplicagdo de avaliacio

Ee : C(K) =R, E(f) = f(0),

é continua, pois |Ex(f) — Ex(g)| < |f — glle. Portanto E,(F) é compacto em R, logo
limitado. Isso mostra a limitagdo pontual.

Para provar equicontinuidade, fixe ¢ > 0. Como F é compacta, ela é totalmente
limitada; existem hy, ..., h,, € C(K) tais que todo f € F satisfaz || f — il < £/3 para
algum i. Cada h; é uniformemente continua em K. Como hé apenas um nimero finito
delas, existe § > 0 tal que

dxy) <6 = @ -hI<3

Equicontinuidade e o Teorema de Arzela-Ascoli
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para todo i. Escolhendo h; a ¢/3 de f, obtemos

1f ) = fFDI < 1f ) = hi(Ol + [hi(x) = k(W] + [hi(y) = fF)I < e.

Logo & é equicontinua.

Reciprocamente, suponha que & seja equicontinua e pontualmente limitada. Como K
é compacto métrico, existe um conjunto enumeravel denso D = {x;, x5, ...} C K: por
exemplo, tome a unido de uma rede finita de raio 1/r para cadar > 1.

Tome uma sequéncia f,) em F. Pela limitacdo pontual, a sequéncia numérica f,(x;))
é limitada e, portanto, possui uma subsequéncia convergente. Dessa subsequéncia
extraimos outra que converge em x,, e assim sucessivamente. O argumento diagonal
fornece uma subsequéncia, que ainda denotaremos por f,), tal que f,(x;)) converge
para todo x; € D.

Mostremos que essa subsequéncia é de Cauchy na norma uniforme. Fixe ¢ > 0. Pela
Proposicao 11.23, existe § > 0 tal que

dxy) <8 = [f()-fO)l<3

para toda f € &. As bolas de raio § centradas nos pontos de D cobrem K. Pela
compacidade, podemos escolher Xjjsees Xj, € D tais que

,
K c | JB(x;.5).
=1
A convergéncia nos pontos x;, implica que existe N tal que, para p,q > N,
£
)~ Gl <5 =10,

Dado x € K, escolha £ com d(x, xjg) < §. Entéao

| fp(0) = SOl < 1fp(x) = fp(x)l + 1 fp(x) = fg(x)l
+1f(xg) — fe0)l <e.

Logo f;) é uniformemente de Cauchy. Como C(K) é completo na norma uniforme, ela
converge uniformemente para alguma funcéo continua em K.

Provamos que toda sequéncia em & possui subsequéncia uniformemente convergente.
Para passar de F ao seu fecho, seja u,) C F e escolha f, € F com |u, — fule < 1/n.

Uma subsequéncia f, converge uniformemente para alguma f € C(K), e entdo

U, — f uniformemente também. Assim & é sequencialmente compacto; como
estamos em um espago métrico, ele é compacto. ]

11.28 Exemplo. A sequéncia f,(x) = x" em [0, 1] ndo é equicontinua. Tomando
X, = 1ley, =1—1/n, temos |x, — y,| = 0, mas

)~ ol =1-(1-1) =1t >0

Isso explica, em linguagem de familias, o fendmeno ja visto na convergéncia pontual:
perto de 1, os graficos tornam-se cada vez mais ingremes.

Equicontinuidade e o Teorema de Arzela-Ascoli
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11.29 Corolario. Se K é compacto e f;) C C(K) é uniformemente limitada e
existe L > 0 tal que

[fn(x) = S < Ld(x, y)

para todos x,y € K e todo n, entdo f,) possui uma subsequéncia uniformemente
convergente.

11.7 Aproximacao uniforme: Stone-
Weierstrass

Arzela-Ascoli responde quando uma familia é compacta, ou quase compacta, na norma
uniforme. A pergunta agora é diferente: dadas fungdes elementares, quantas fungoes
continuas podemos aproximar por elas? O exemplo fundamental é a algebra dos
polinémios, mas o mecanismo é muito mais geral.

11.30 Definicao (Separacao de pontos). Seja K um conjunto e & uma familia
de funcgdes reais em K. Dizemos que &/ separa pontos de K se, para quaisquer
x,y € K distintos, existe g € & tal que

8(x) = g().

Essa hipotese é necessaria. Por exemplo, a 4lgebra das fun¢des continuas pares em
[—1,1] ndo separa x de —x; por isso ndo pode aproximar uniformemente a funcéo

f(x) =x
Antes do teorema principal, precisamos de um pequeno fato sobre polinémios.

11.31 Lema. Existe uma sequéncia de polindémios g,) que converge uniforme-
mente para [t| em [—1,1].

Demonstragdo. Defina polindmios em [0, 1] recursivamente por

P@® =0, paa®) = pal) + %(t = pa(®)?).

Mostraremos que p, — /f uniformemente. Se 0 < p,(t) < +t, entio

Pr1() — pa(t) = %(ﬁ = o)Vt + py(®) 2 0

Vt = paya () = (V= pa(®) (1 - M) >0
pois 0 < p,(t) < Vi < 1. Por induco,

0< pot) < py(8) < - <.

Logo p,(t) possui limite L(t). Passando ao limite na relagéo de recorréncia, obtemos
t — L(t)?> = 0, e portanto L(t) = vt. Como a convergéncia é mondtona e o limite ¢
continuo, o Teorema de Dini implica que a convergéncia é uniforme em [0, 1].

Aproximagao uniforme: Stone-Weierstrass
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Finalmente, ponha
qn(s) = Pn(32)~
Entdo g, é polindmio e

us) — 52 = ]

uniformemente em [—1, 1]. O

11.32 Teorema (Stone-Weierstrass, versao real). Seja K um espaco métrico
compacto e seja & C C(K, R) uma subélgebra que contém as func¢des constantes
e separa os pontos de K. Entao

' C(K,R).

Em outras palavras, toda funcédo continua em K pode ser aproximada uniforme-
mente por funcdes de .

Demonstragdo. Seja & o fecho de & na norma uniforme. Como soma, multiplicagdo e
multiplicacdo por escalares sdo continuas nessa norma, o fecho ainda é uma subalgebra;
ele contém as constantes e separa pontos.

Primeiro mostraremos que & ¢é fechada sob médulo. Seja g € & e tome M =
max{l, |g]e}. Pelo Lema 11.31, existem polindmios g, tais que g, — |-| uniformemente
em [—1,1]. Como g/M € of e &/ é uma algebra,

Mg,(g/M) € o.

Além disso,

|Mgn(g/M) — gl , < M sup |G () = [t]] — 0.
t<1

Logo |g| € o/. Consequentemente, se g,h € o/, também

h —h

gvh:mwwjﬁzgi_%ﬁ_J

¢ h h
gAh:mm@Jﬁzgi_%E;J

pertencem a 2

Agora fixe f € C(K) e ¢ > 0. Como & separa pontos e contém as constantes, para
quaisquer x,y € K, x # y, existe h € o/ com h(x) # h(y). A transformacédo afim

fO) - &)
h(y) — h(x)

pertence a of e satisfaz g, ,,(x) = f(x)e g, (y) = f(y). Paray = x, tome simplesmente
a funcéo constante g, , = f(x).

gx,y(z) =fG)+ (h(z) - h(x))

Fixe agora x € K. Para cada y € K, o conjunto

Ux,y ={zeK: gx,y(z) > f(z) — ¢

¢é aberto e contém y. Pela compacidade, existem yy, ..., y, tais que os Us.y, cobrem K.

Defina
& = gx,yl \VASTAV; gx,yy

Aproximagao uniforme: Stone-Weierstrass
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Entdo g, € E,
&) > f(z)—¢  (z€K),

e, como cada gx’y/_(x) = f(x), temos g.(x) = f(x).

Considere agora
Ve={z€K : g(2) < f(z) + ¢}
Esse aberto contém x, e os conjuntos V,, x € K, cobrem K. Escolha xi, ..., x;,, tais que
K =V, U UV, eponha
8= 8 N N 8x,
Como cada gy, > f — ¢, temos g > f — ¢. Por outro lado, dado z € K| existe i tal que

zE in, e entao
8(2) < gx(2) < f(2) + e

Logo

lg = flleo <.
Portanto, para todo ¢ > 0, existe g € o/ com |g — fle < &. Como & é fechado, f € of.
Como f era arbitréaria, of = C(K). O

11.33 Corolario (Teorema de Aproximacao de Weierstrass). Para toda
funcéo continua f : [a,b] — R e todo ¢ > 0, existe um polindmio p tal que

sup |f(x) = p(x)l <e.

x€[a,b]

Demonstragdo. As restri¢des dos polindmios a [a,b] formam uma subéalgebra de
C([a, b]), contém as constantes e separam pontos, pois a propria funcéo x — x pertence
a algebra. A conclusio segue do Teorema 11.32. g

11.34 Corolario. Se K c R? é compacto, ento as restricdes a K dos polind-
mios em d variaveis sdo densas em C(K) na norma uniforme.

Demonstragdo. Os polindmios formam uma algebra que contém as constantes. Se
x # y em K, alguma coordenada satisfaz Xj # Yy a funcdo coordenada z +— zj é um
polinémio e separa esses dois pontos. Basta aplicar Stone—Weierstrass. ]

Ex. 11.14 — Prova dirigida do Teorema de Weierstrass por polinomios de Berns-
tein. Seja f € C([0, 1]) e defina

n

n k .
Bul(f)0) = kzof(—) (k)xk<1 —

Mostre, seguindo os passos abaixo, que B,(f) — f uniformemente em [0, 1].

1.Prove que, para todo x € [0, 1],

Aproximagao uniforme: Stone-Weierstrass
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2.Diferenciando a identidade binomial, ou usando identidades combinatorias, prove

que
Sk \in e Xx(1-x) 1
Z (; - x) (k)xk(l —x)k = — <

k=0

IN

3.Dado ¢ > 0, use a continuidade uniforme de f para escolher § > 0 tal que
[f(w) — f(v)] < €/2 sempre que |u —v| < 6.

4.Na diferenca B, (f)(x) — f(x), separe os indices em dois grupos:

Use o item anterior, ponha M = | f] € use também

|f(k/n) — f(x)| < 2M
no segundo grupo. A estimativa

n

k(g — k< L
k)x A=27< e

|k/n—x|>6 (

permite entdo obter uma cota independente de x e concluir que |B,(f)— fle — 0.

5.Finalmente, deduza o Teorema de Weierstrass em um intervalo arbitrario [a, b]
por uma mudanga afim de variavel.

As duas conclusdes desta parte sdo complementares. Arzela—Ascoli identifica quando
uma familia tem compacidade na norma uniforme; Stone-Weierstrass identifica quando
uma algebra de fung¢des é densa nessa mesma norma. O primeiro resultado produz
subsequéncias convergentes; o segundo permite aproximar uma fungio continua
arbitraria.

11.8 Séries de poténcias

Séries de poténcias sdo agora vistas no contexto correto: sio séries de func¢des com
estrutura algébrica suficiente para que a convergéncia possa ser estudada com enorme
precisdo. Dentro do raio de convergéncia, a convergéncia é uniforme em todo subin-
tervalo fechado estritamente interior. E essa uniformidade que justifica continuidade,
integracdo e diferenciacio termo a termo.

11.35 Definicao. Seja (ar);~, uma sequéncia de nimeros reais e c € R. Uma
série da forma

o0
Z ap(x — o)k = ag + ay(x — ¢) + ay(x — ¢)? + az(x — ) + -
k=0
¢é chamada de série de poténcia em (x — ¢). Quando ¢ = 0, a série é chamada de

série de poténcia em x. Os nimeros g; sdo chamados de coeficientes da série de
poténcia.

Podemos analisar a convergéncia de uma série de poténcia por meio do teste da raiz.

Considere a série .
Z a(x — o)k,
k=0

Séries de poténcias
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Aplicando o teste da raiz, temos:

lim sup \k/ lar(x — c)k| = |x — ¢|lim sup §/ |ag| = |x — c|K,
k—o0

k—o0

onde definimos

K = lim sup §/]ay|.

k—o0

Dessa forma, a série converge absolutamente se
Klx—c| <1,

e diverge se
Klx —c| > 1.

Note que, se K = 0, entdo para qualquer x € R temos K|x — ¢| < 1, garantindo a
convergéncia absoluta em todo o eixo real.

Por outro lado, se 0 < K < o0, a condi¢do de convergéncia absoluta pode ser reescrita
como

lx —c| < !
e

Essa discussao motiva a seguinte defini¢do

11.36 Definicao. Dada uma série de poténcia 220:1 ar(x — ¢)¥, o raio de con-
vergéncia R é definido por

1
— = limsup¥/|a,|.
R n—oo

se 0 < limsup4/|a,| < . Se lim sup &/|a,| = o, definimos R = 0, e se lim&/a,| = 0,

n—oo

definimos R = oo.

Observamos que quando R = 0, a série de poténcia 21?:1 ar(x — o)k converge apenas
para x = c. Por outro lado, se R = oo, entdo a série de poténcia converge para todo
x €R.

extbfObservacéo. Se q; # 0 para todo k e klim lar111/lax| existe, entdo pelo Teorema
—00

4.37 o raio de convergéncia de 2:;1 a;x* também ¢é dado por

1 gl

R :k—>oo |ak| '

11.37 Teorema. Dada uma série de poténcia ZZO:O a(x — ¢)* com raio de
convergéncia 0 < R < oo, entéo a série:

1. converge absolutamente para todo x com |x — ¢| < R;
2. diverge para todo x com |x — ¢| > R;

3. além disso, se 0 < p < R, entdo a série converge uniformemente para todo
x com |[x —c| < p.

Séries de poténcias
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convergéncia
. . absoluta . .
divergéncia divergéncia
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ y x
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 7.
c—R c+R

Demonstragdo. As afirmacgdes 1. e 2. foram provadas na discussdo que precede o
teorema. Suponha 0 < p < R. Escolha f tal que p < < R. Como

1 1
lim sup §/|ay| = 7 < B

k—o0

existe n, € N tal que

1
Nlael < 7 para todo k > n,,.

Assim, para k > n, e |x —c| < p,

k
la e — O] < laglpk < (%) .

d k
Mas <§) < 1 e, portanto, Z (%) < 00. Assim, pelo teste M de Weierstrass, a série
k=1

converge uniformemente em |x — ¢| < p. O

O teorema anterior ndo sugere o que acontece quando |x — ¢| = R. Como os seguintes
exemplos (com ¢ = 0) ilustram, a série pode tanto convergir como divergir quando
|x| = R. O que é notavel é que, em todos os casos possiveis, o conjunto de nimeros
reais para os quais a série de poténcias converge é precisamente um intervalo, o que
leva a seguinte definicéo.

11.38 Definicao. Seja Z;ozo ap(x—c)" uma série de poténcias em R. O intervalo
de convergéncia da série de poténcias é o conjunto

{xeR| Z a,(x — )" é convergente}.

n=0

Gréfico de ZZOZO x* para x € (-1,1)
10 T T T

57 -
0, —

_5 I |
fG) = z;io *

-10
-2 -1 0 1 2
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Gréfico de 220:1 %x" para x € (—2,2).
2 T
1k i
ol i
1k i
_9 | | |
-2 0 2

11.39 Exemplo.

1. A série ZZOZO x* tem raio de convergéncia R = 1. Esta série diverge tanto em

x =1 quanto em x = —1.
. o (=) , . —1)" -
2. Sejay, ux” a série de termo a, = ux". Entéo,
n=1 pon nan
n 1 |x|

a il 2 1

Intll _ontl 2 ~|x| quandon — co.
a, 1 2

~ ;. N . X| . X
Pelo teste da razéo, a série de poténcias converge se |2—| < 1 e diverge se ‘—2‘ > 1.

Portanto, o raio de convergéncia dessa série é 2.

Agora examinamos os extremos. Substituindo x = 2 na série, obtemos
(S

="

.
n=1

que converge pelo teorema da série alternada. Por outro lado, substituindo

x = —2 na série de poténcias, obtemos

o0
n=1

que diverge. Portanto, a série de poténcias converge em (-2, 2].

>

S|

k
oy X , . A .
3. A série 2:’:1 - também tem raio de convergéncia R = 1. Neste caso, quando
x = 1 a série diverge; enquanto que, para x = —1, a série é alternada e converge
pelo Teorema 4.38.

k
. s &) X . A . ,
4. Considere a série Zk:l = Novamente, o raio de convergéncia é R = 1. Neste
exemplo, a série converge tanto em x = 1 quanto em x = —1.

k
. ;. e8] X . A . , 7.
5. Considere a série Zk—o PR Nesse caso o raio de convergéncia é R = oo e série

converge em todos os reais. Essa série converge para e*.

6. Considere a série
(o)
T+2x+32x2 4+ 233 + 3%+ ... = Z akxk,
k=0

onde

3k, se k é par
A = L.
2%, sek é impar.

. . 1 NPT 1
Assim, lim sup 1§/ lag| = 3, e portanto R = 3 A série diverge tanto em x = 3

1
quanto em x = 3
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7. Finalmente, considere a série Zzo:l kixk. Aqui, g = k!, e

lim — = hm(k—i—l)—
k—o0 ak

Assim, pelo Teorema 4.37, /|| — o, e R = 0. Portanto, a série de poténcia
converge apenas para x = 0.

Ex. 11.15 — Nos itens a seguir determine o raio de convergéncia das séries de poténcias
fornecidas. Teste a convergéncia nos pontos de fronteira, caso o raio de convergéncia
seja finito.

2) ;;—Z ) nZl ”";
b) ;ﬁ g) E)%
o) g}% h) gggj 2.
Y Z( 1Y 22n " ) if’f
=1

e) Z [1 - (—2)"]2".

n=1

A . . . . ;. oo .
Ex. 11.16 — Suponha que a sequéncia a,) seja limitada, mas que a série 3, a, diverge.
. N . o A . oo J
Prove que o raio de convergéncia da série de poténcias ), _. a,x" é igual a 1.
n=1

Ex. 11.17 — Se A C R, defina —A como sendo {—a : a € A}. Seja A o intervalo de
convergéncia da série 220:1 a,x". Prove que o intervalo de convergéncia da série

Z:;l(—l)"anx” é—A.

Ex. 11.18 — Nos itens a seguir determine o raio de convergéncia das séries de poténcias
fornecidas.

) Z (1 + ’—1> Z". c) Z(senhan)z", a>0.
n=1 n=0

n

0 (&) Z
b) nz:;)(sen an)z", a>0. d) nz:; g ¢ 0,b>0.

Ex. 11.19 — Determine o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia em R
para as seguintes séries de poténcias:

(o) (o) j
20.,j >
a) Z} x7. b) Z3jj4'
Jj=0 j=0

Séries de poténcias
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c) ijj. f) Z lxj.
= =
< (-1) 22);
d) ; ij. g Z (]')2
e) > (~1)jx. h) > In()x.
Jj=0 j=1

Ex. 11.20 — A funcéo de Bessel de ordem p € IN;) é definida pela série de poténcias:

- (-1) 2j+p
100 =T (3)

j=0
Prove que essa série de poténcias converge para todo x € R.

As funcoes de Bessel foram definidas pela primeira vez por Daniel Bernoulli (1700-1782)
e generalizadas por Friedrich Bessel (1784-1846). Essas fun¢des aparecem em muitos
problemas aplicados em matematica, como conducéo de calor, vibracdes e eletromag-
netismo.

11.9 Propriedades das séries de poténcias

11.40 Teorema. Suponha que uma funcédo f seja representada pela série de
poténcias

(o)
flx) = Z ap(x — )"
n=0
em um intervalo aberto (¢ —r,c + r). Entdo, f é continua neste intervalo, e sua

integral sobre qualquer subintervalo fechado pode ser computada integrando a
série termo a termo. Em particular, para todo x em (¢ —r, ¢ + r), temos

L f(dt = n;)anJ; (t—c)dt = n;) nc-l:1

_ C)n+1.

Demonstragdo. Como a série representa f em (c —r,c + r), seu raio de convergéncia
¢é pelo menos r. Portanto, a série converge absolutamente para todo x no intervalo
aberto (¢ — r, ¢ + r) e converge uniformemente em qualquer subintervalo fechado
[c—p,c+pl,onde0<p<r.

Cada termo da série de poténcias é uma funcéo continua em todo o eixo real. Aplicando
o Teorema 11.15, que estabelece que a convergéncia uniforme de fun¢des continuas
implica a continuidade da funcido soma, concluimos que a funcao f, dada pela soma
da série, é continua em todo o subintervalo fechado [c — p, ¢ + p]. Consequentemente,
f é continua no intervalo aberto (¢ —r, ¢ +r).
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Além disso, o Teorema 11.17 afirma que, se uma série de funcdes converge uniforme-
mente e cada termo € integravel, entdo é possivel integrar a série termo a termo. Como
a série de poténcias satisfaz essas condi¢des no subintervalo [¢ — p, ¢ + p], podemos
integrar a série termo a termo nesse intervalo obtendo

o0

r f®dt =) a,

4 n=0

Jx(t ot = Y, - (x - ey,

c —o

Portanto, reunindo esses resultados, concluimos que a fungao representada pela série
de poténcias é continua e integravel no intervalo de convergéncia, o que demonstra o
teorema proposto.

O

O teorema anterior garante que o raio de convergéncia da série integrada é, no minimo,
igual ao da série original. A seguir, demonstraremos que, de fato, ambas as séries
possuem o mesmo raio de convergéncia.

o] ~ . o . ~ .
Suponha que a série de poténcia ), ar(x — ¢)¥ tenha raio de convergéncia R > 0. Se
diferenciarmos a série termo a termo, obtemos a nova série de poténcia

> kap(x = F 1 =Y (k + Dag (x — o).
k=1 k=0

A questdo Obvia é: qual é o raio de convergéncia da série derivada? Além disso, se f é
definida por f(x) = ZZO:O ai(x — )k, |x —c| < R, a série derivada converge para f’(x)?
As respostas para ambas as perguntas sdo dadas pelo teorema a seguir.

11.41 Teorema (Derivacao termo a termo). Seja Zzozo ar(x — ¢)* uma série
de poténcia com raio de convergéncia R > 0, e defina-se

(o]

flx) = Z a(x — )k, paralx—c/ <R
k=0

Entdo valem as seguintes afirmacdes:
. (5] — . . N .
1. Asérie 3, kag(x — )1 possui 0 mesmo raio de convergéncia R.

2. A funcio f é diferenciavel em todo intervalo |x — c| < R, e sua derivada
pode ser obtida derivando termo a termo:

f(x) = Z kap(x — ok1,
k=1

Demonstragdo. Para conveniéncia, tomemos ¢ = 0. Considere a série derivada
(o)

Z kayx*~1. Temos que klim Vl; =1,eparax #0,
k:l —00

lim sup 4/ klag| = lim sup 4/ |a|.

k—o00 k—
(o)
Assim, o raio de convergéncia de Z kakxk_1 também é R.
k=1
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Além disso, fixe 0 < p < R e considere as somas parciais Sy(x) = Zszo a;xk. Temos

Sy — f pontualmente em (—p, p), enquanto Sy (x) = ZkN:1 kapx*~1 converge unifor-
memente nesse intervalo. Aplicando o Teorema 11.19 as somas parciais, concluimos
que f é diferenciavel em (—p, p) e que sua derivada é a soma da série derivada. Como

p < R é arbitréario,

f(x)= Z kagxk1, para todos  x,|x| < R.
k=1

11.42 Corolario. Seja f(x) = Z:;O a,(x — ¢)" uma série de poténcias. Entéo,
o raio de convergéncia da série f(x) é o mesmo que o da série integrada

e c)n+1

[ e =y, 2

n=0

.. R . ) . . . ;.
Como toda série de poténcias ), _ a,(x — )" pode ser obtida diferenciando sua série

oo ay(x—c)"t!

n=1" pn+1 .
0 mesmo raio de convergencia.

, 0 Teorema 11.41 garante que ambas as séries compartilham

integrada .

11.43 Corolario. Suponha que 2:’20 ar(x — ) tenha raio de convergéncia
R>0,e

o0

f) =Y alx—cff, Ix—c <R

k=0

Entdo f possui derivadas de todas as ordens em |x — ¢| < R, e para cadan € N,

F0G) =Y k(= 1) (k= n+ Da(x — o)ff ™. (11.6)
k=n

Em particular,

f(”)(c) =nla,.

11.44 Definicao. Uma funcéio real f definida em um intervalo aberto I é dita
infinitamente diferenciavel em I se f(”)(x) existir em I para todon € N. O
conjunto de fung¢des infinitamente diferenciaveis em um intervalo aberto I é
denotado por C*(I).

Como consequéncia do Corolario 11.43, se Z:;l ar(x — ¢)¥ tem raio de convergéncia
R > 0ese f édefinida por f(x) = ZZO:O a(x — ¢)* para |x — ¢| < R, ento a funcio f é
infinitamente diferenciavel em (¢ — R, ¢ + R) e sua n-ésima derivada é dada por 11.6.

O seguinte resultado de unicidade para séries de poténcia é outra consequéncia do
Coroléario 11.43.
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11.45 Corolario. Suponha que 2:’:0 a(x—c)e ZZO:O bi(x — ¢)k sejam duas
séries de poténcia que convergem para todos x, |x — ¢| < R, para algum R > 0.
Entao

Zak(x—c)k Zbk(x—c) |lx —c| <R

se, e somente se, g = b para todosk =0,1,2,....

A demonstracio do Corolario serd deixada como exercicio ao leitor.

11.46 Exemplo. Seja f : R\ {1} - R definida por f(x) = IL para todo x € R\ {1}.
—X
A série de poténcias Zoo x" tem intervalo de convergéncia (—1, 1), e que Zoo n=

1
T para todo x € (-1, 1). Portanto, f é representada pela série de poténcias Z x",

que é centrada em 0.

Essa representacio em série de poténcias de f pode parecer pouco satisfatoria, porque
o intervalo de convergéncia da série de poténcias é apenas uma pequena parte do
dominio da fungéo f, e o leitor pode se perguntar se existe alguma outra representagio
em série de poténcias de f, centrada em 0, que tenha um intervalo de convergéncia
maior do que (—1, 1). Infelizmente, néo existe tal representacdo em série de poténcias,
porque o Corolario 11.45 afirma que, se uma fun¢io tem uma representacio em série
de poténcias centrada em um niimero, essa representacao é Unica.

Na verdade, ndo deveria ser tdo surpreendente que a funcdo f nio possa ser repre-
sentada por uma série de poténcias centrada em 0 que tenha um intervalo maior de
convergéncia. A funcdo f possui uma assintota vertical em x = 1, e ndo ha possibili-
dade de estender f para uma funcdo continua definida em toda R.

11.47 Exemplo. Em |x| < 1, temos que
1 o0
Z k
=) x~
=i
Assim, pelos resultados anteriores, temos que

(1 — x)z Z kxk—1 = Z(k +1)xk,

(1 Z k(k — 1)x*2 = Z(k +2)(k + 1)xk,

e para qualquer n € IN,

o0

@D S kn = 1) (ke 1k,
k=0

(1—x)

dt
11.48 Exemplo. Para todo x real, temos que arctg x = f(f et

De acordo com o Teste M de Weierstrass, a série geométrica
—— =12+t (DU
1+¢2 D

converge uniformemente em qualquer intervalo fechado contido dentro do intervalo
aberto (—1,1). Assim, podemos integrar essa série termo a termo, resultando, para
|x| < 1, na seguinte expressio:

x dt 3 5 2n+1

!
|
|
+
|
!
+
hs
A
N
=

X
arctgx:J 5 =X
0 1+t 3 5 2n+1
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Como veremos, na secdo seguinte, este resultado fornece o desenvolvimento da fung¢ao
arctg x em série de Taylor no intervalo (-1, 1).

. dt
11.49 Exemplo. Para todo x real positivo, temos que In(1 + x) = f;c e De acordo
com o Teste M de Weierstrass, a série

1
— =1t +t2 -+
1+1¢
converge uniformemente em qualquer intervalo fechado contido dentro do intervalo
aberto (—1,1). Assim, podemos integrar essa série termo a termo, resultando, para
|x| < 1, na seguinte expresséo:

(_l)nxn+1

log(1+x):Z—
v n+1

sempre que x pertence ao intervalo aberto —1 < x < 1.

Ex. 11.21 — Prove o Corolario 11.45.

11.10 Série de Taylor

Até agora, mostramos que se uma fungio f é definida por uma série de poténcia, isto

é,
flx) = Z ar(x — of, |x—c <R
k=0

com raio de convergéncia R > 0, entdo pelo Corolario 11.43, f é infinitamente diferen-
ciavel em (c — R,c + R) e os coeficientes g; sdo dados por a = f(k)(c)/k!.

A questdo inversa é mais delicada: dada uma funcéo infinitamente diferenciavel em um
intervalo aberto I e ¢ € I, quando sua série de Taylor representa f em uma vizinhanca
de ¢?

Na se¢do 11.13 mostraremos que nem sempre existe tal representacdo. Nesta secao
obteremos condig¢des suficientes para que essa representagio exista.

Newton derivou a expanso em série de poténcias de muitas das fun¢es elementares
por técnicas algébricas ou integracdo termo a termo. Maclaurin e Taylor foram alguns
dos primeiros matematicos a usar o calculo de Newton para determinar os coeficientes
na expansdo em série de poténcias de uma funcao.

Isso leva a seguinte defini¢do:

11.50 Definicao. Seja f uma funcdo de valor real definida em um intervalo
aberto I, e sejac € I e n € N. Suponha que f("(x) exista para todo x € I. O
polindmio
%, 1)
1.0 = Y Lo
k=0 :
¢é chamado de polinémio de Taylor de ordem n de f no ponto c. Se f é infinita-
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mente diferenciavel em I, a série

© (k)
1,060 = 3 Qe o
k=0 .

é chamada de série de Taylor de f em c.

Para o caso especial em que ¢ = 0, a série de Taylor de uma funcio f é frequentemente
referida como a série de Maclaurin.

11.51 Definicao (Funcao analitica). Seja I C R um intervalo abertoe f : I —
R. Dizemos que f é analitica em ¢ € [ se existe r > 0, com (¢ —r,c +r) C I, tal
que

®  £(n)
0= L% oy (x-d<n.
n=0 '

A fungéo é analitica em I se é analitica em cada ponto de I.

Toda funcéo analitica é C™. A reciproca é falsa: possuir derivadas de todas as ordens
nao obriga uma funcéo a coincidir com a série determinada por essas derivadas. O
contraexemplo da Sec¢do 11.13 tornara essa distin¢io explicita.

Os exemplos elementares ajudam a fixar a definicdo. Polindmios sdo analiticos em
toda a reta; fungdes racionais sdo analiticas em cada ponto de seu dominio. Além disso,
para todoc € R,

o0
o —ecz (x—=o)
- n=0 n! ,

de modo que a exponencial é analitica em R. Para o seno, as derivadas se repetem com
periodo quatro e a expansio em torno de qualquer ¢ é

B e (—l)n(x _ C)Zn e (—l)"(x _ c)2n+1
Ssen x = sencr;) (2—”)' + COSCr;) W,

e ambas as séries tém raio de convergéncia infinito. Portanto sen também é analitica
em toda a reta. Esses exemplos recuperam aqui, no capitulo de séries de poténcias, o
material que ndo deve permanecer no capitulo de derivadas.

Os trés primeiros polindémios de Taylor Ty, T1, T, sdo dados especificamente por

To(f,e)(x) = f(o)
Ti(f.0)(x) = f(e) + f'(c)(x —¢)

LU, = @) + £/ — o)+ L9

o (e

No exercicio 11.34 temos um exemplo no qual a série de Taylor de f(x) ndo converge
para x # a e, pior ainda, se convergir, sua soma pode ou néo ser igual a f(x) como
mostra o Exemplo 11.63.

Uma condicdo necessaria e suficiente para que as respostas a ambas as perguntas sejam
afirmativas pode ser obtida por meio da férmula de Taylor com resto:
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11.52 Teorema. Se f tem derivada continua de ordem n + 1 em um certo
intervalo contendo a, entéo, para todo x desse intervalo, tem-se a formula de
Taylor:
n k)
f®(a)
f) =), T(x —a)f + Ey(x),

k=0 :

com

B0 = 5 [ -0

Claramente a soma finita representa o polinémio de Taylor de grau n gerado por f em
a, e E,(x) é o erro cometido na aproximacéo de f pelo seu polindomio de Taylor. Ao
considerarmos n — oo na equacio acima, observamos que a série de poténcias conver-
gird para f(x) se, e somente se, o resto tender para zero. A seguir, apresentaremos
uma condicdo suficiente para que o resto tenda a 0 em qualquer intervalo ao redor do
ponto a.

Comecamos observando que a integral pode ser expressa de uma maneira ligeiramente
diferente e mais conveniente por meio de uma mudanca de variavel. Definamos

t=x+(a—x)u, dt=—(x-a)du,

e notemos que u varia de 1 a 0 quando ¢ varia de a a x. Assim, a integral torna-se

a1l 1
E,(x) = w J W f)[x + (a — x)uldu. (11.7)
n! 0

Esta forma do erro permite-nos enunciar a seguinte condigao suficiente de convergéncia
da série de Taylor.

11.53 Teorema. Se f é infinitamente diferenciavel num intervalo aberto I =
(a —r,a+7r) e existe uma constante positiva A tal que

‘f(n)(x)‘ < Al para n= 1,2,3,... (118)

para todo x em I, entéo a série de Taylor de f em a converge para f(x) para
todo o x em I.

Demonstragdo. Substituindo a desigualdade 11.8 na formula integral 11.7 obtemos

0 < [Ep(x)| <

Ix — a|n+1 At lundu _ |x — a|n+1An+1 _ Bl
n! 0 (n+1)! (n+ 1)

onde B = Alx — al. Como B"/n! — 0 para todo B fixo, concluimos que E,(x) — 0 para
todo x € I. |

Série de poténcias das funcdes exponencial e trigono-

meétricas

As fungbes seno e cosseno e todas as suas derivadas sdo limitadas por 1 em todo
o eixo real. Portanto a desigualdade 11.8 é valida com A = 1se f(x) = senx ou se
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f(x) = cos x, e temos os desenvolvimentos em série

P N B Ly xnl
senx=x——+—— — 4+ ()" —— +

3! 5! 7! (2n—1)!

P RN o x2n
cosx=1—=+4+———+-+(-1) + o

20 4 6! (2n)!

validos para todo x real.

sen(x) e os primeiros polinémios
de Taylor no intervalo [—6, 6]

2 \
n=1
1+ —| n=2
n=3
0 n=4
n=>5
-1 u n=6
_o LLI | | n=7
=5 0 5 | —sen(x)
cos(x) e os primeiros polindmios
de Taylor no intervalo [—6, 6]
M T T =
1 n=1
n=2
0 m n=3
n=4
-1 n=>5
) | | | n==6
-5 0 5 | ——cos(x)

Para a funcéio exponencial, f(x) = €*, temos f(x) = ¢* qualquer que seja x, pelo
que em qualquer intervalo finito ( —r,r ) temos e* < €. Deste modo 11.8 verifica-se
com A = €. Uma vez que r é arbitrario, isto mostra que o seguinte desenvolvimento
em série de poténcias é valido para todo o x real:
. x? x"
=1+ x+ =+t — A+
2! n!

Série de Taylor
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Série Binomial

Sejar e R, e seja f : (—1,1) = R definida por f(x) = (1 + x)" para todo x € (-1, 1).

20

15 |-

10 |-

Calculamos a série de Maclaurin para f. Temos, que f é infinitamente diferenciavel e
que, para x € (-1, 1),

rr=1D)-@—-k+1DA+x)* sekeN,
(1+x), sek =0.

fP@) = 3

e logo
rr—1)~@F—-k+1), sekeN,

®co) =
A {1, sek =0.

Para conveniéncia, usamos a seguinte notacdo padrio. Sejaa € Re k € N U {0}. O
coeficiente binomial (z) ¢ definido por

(a) B a(a—l)u]ja—k+l), sek€eN,
k 1, sek =0.

Observamos que, se a € N U {0} e k € {0, ..., a}, entdo esta defini¢do de (Z) coincide
com a definicdo padrao de (§).

Temos entdo que a série de Maclaurin de f é

©  4(n) ©
Tf,0(x) = Z fn—|(0)x” = Z (n)x”.
n=0 :

n=0

Esta série de poténcias é chamada de série binomial para r. Determinaremos o
intervalo de convergéncia desta série. Se r for um numero natural, o coeficiente

("):r(r—l)---(r—n+1)

n n!

binomial

é zero para n > r, de modo que a série binomial é um polindmio de grau r, que, pelo
teorema binomial, é igual a (1 + x)". No que segue, assumimos que ¥ nao é um numero
natural.

Série de Taylor
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Se a,, é o n-ésimo termo da série binomial, temos

ey T—n
I = — —x— —x quandon — oo,
ap n+1

de modo que o raio de convergéncia da série binomial é 1.

Nos casos em que o raio de convergéncia é 1, a convergéncia ou divergéncia da série
binomial em x = 1 e x = —1 depende do valor de r;

A funcdo f é representada pela sua série de Maclaurin? A resposta é sim, e podemos
provar esse fato agora. Seja q : (—1,1) — R definida por

4@ =1+07 Y (;)x
n=0

para todo x € (=1, 1). Temos que q é diferenciavel. E deixado para o leitor verificar
que ¢’(x) = 0 para todo x € (—1, 1). E direto verificar que g(0) = 1, e logo g(x) = 1
para todo x € (—1, 1). Conclui-se que f(x) é igual a sua série de Maclaurin para todo
x € (—1,1), e, portanto, f é representada pela sua série de Maclaurin.

11.54 Exemplo. Determinamos a série de Maclaurin para arcsen x da seguinte ma-
neira. Usando a série binomial, temos que

00 1
1 - =\,
V1+x =) _,g)( nZ)x

L ()

=1—-—=x+ 2+ x° +
2 2! 3!
ol 13 5 1305,
To27 2.2 23 . 3!
para todo x € (—1,1). Como
arcsen’ x = ! =1+ ! x2 + 1.3x4+1.3.5x6+
12 21 222! 233!

para todo x € (-1, 1). Temos que

X

arcsen x = J arcsen’ tdt = x +

5 1.3 - 1-3-5 4
X+ x° +
0 2-1!-3 22.2!.5 23.31.7

X"+

para todo x € (—1, 1).

. T 1 T 1 .
Finalmente como sen (g) = > e, portanto, " = arcsen <5> Assim, temos

sasen(D) zo(ba L3185
T = b arcse -] = - e
2 2 2-11-3.2%  22.20.5.2> 23.31.7.27

Ex. 11.22 — Para cada uma das séries de poténcias nos itens a seguir determine o
conjunto de todos os valores reais de x para os quais a série converge e calcule a soma

da série.
a) Z(—l)“xz”. c) an”.
n=0 n=0
b) Y s d) ) (~1)"nx".
n=0 n=0

Série de Taylor
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> Znt2 > (=13
e) ;)(—2) . h) Z;]T

o\ 2Nl e x"

— (—1)" /x\2n Lo (x— 1)
O Nomila) - ) X Gror

Ex. 11.23 — Cada uma das fungdes nos itens a seguir admite uma representacio em
série de poténcias em termos de x. Suponha a existéncia da expansao, verifique que os
coeficientes tém a forma indicada e mostre que a série converge para os valores de x

indicados.
< (loga)"
a) a¥ = Z %x", a>0 (todo x). extbfDica: a* = ¢¥1084,
n=0 .

2n+1

- X
b) senhx = ngo m (todo x).

oo
227’1—1
c) sen’x = Z(—l)”“—xzn (todo x). extbfDica: cos 2x = 1 — 2 sen? x.
n=1

(2n)!

d 1 - x"
)= Y am (<))
X \n.2n
e) e = Z % (todo x).

n=0 .

Ex. 11.24 — Seja p : R — R uma funcéo polinomial. Qual é a série de Maclaurin de
p?

Ex. 11.25 — Seja f : R — R uma func¢io. Suponha que f seja representada por uma
série de Maclaurin z;ozo ¢,x". Encontre uma condigio na sequéncia ¢,),~; que seja
equivalente a condi¢do f(—x) = f(x) para todo x € R, e prove a equivaléncia. Uma
funcéao que satisfaz essa condi¢ao é chamada de funcéo par.

Ex. 11.26 — Seja A € R um conjunto ndo vazio,a € Ae f : A — R uma funcéo.

. ;. A . (S _ n .
Su'ponha que f seJa’ represi?tada por uma série de poténcias _ano cp(x — o). ‘SeJa Ro
raio de convergéncia de ) _ ¢,(x —c)". Encontre uma condicio na sequéncia ¢,),;~
que seja equivalente a f ter um maximo local em a, e prove a equivaléncia.

Série de Taylor
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11.11 Calculando a série de Taylor

Se f possui uma série de Taylor em torno de a, entédo a série é tnica. Se pudermos
estabelecer por qualquer meio que uma série de poténcias da forma correta representa
f em uma vizinhanca de a, entdo essa série de poténcias deve ser a série de Taylor.
Muitas vezes, substitui¢des simples, identidades algébricas, diferenciagio ou integracio
podem ser usadas para facilitar o calculo de uma série de Taylor. Os exemplos que
seguem ilustram como isso é feito.

11.55 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para cos x°.

Solucao: Para cada w € R, a definicdo de cos w fornece

w2 o wt W

cosw=1—E+E—E+

Seja w = x°. Entiio

CRMN S N CS

cosx>=1-
2! 4! 6!

1
11.56 Exemplo. Encontre a série de Taylor para — em torno de 3.
x

Solucao: Para todo x # 0, temos

11 1
x —3 -3
x 3+x-3 3<1+X3 )

Agora, para todo w tal que |w| < 1,

(o)
1

—— =1-wt+w —w .= —1)"w"

1+w r;)( )

Portanto, para todo x tal que

‘x—3

3 ‘<1 ouseja, |x—3|<3,

temos

Rl

Calculando a série de Taylor

327



Analise Real / Sequéncias, séries e aproximacao de fungoes

11.57 Exemplo. Encontre a série de Taylor para e* em torno de 1.

Solucao: Para todow € R,

2 W3

w w
=1+w+ —+ — + -
2! 3!

Sejaw = x — 1. Entdo

— 1) - 1)}
ex‘1:1+(x—1)+(x2' ) +(x3' ) +

e, portanto,

ex=e(1+(x—1)+
e -1y
_ej;)—j!

11.58 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para

(x-1* (-1
xz! * xy +”)

_x*
(1 +x)2

Solugio: Para todo w tal que |w| < 1, temos

S

j=0

e como as séries de poténcias podem ser diferenciadas termo a termo,

Z Wt = 1w)2

Seja w = —x. Entdo

E} 1)l

1+ x)2
de modo que

(1+x)2 Z( R

11.59 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para

log (1 + x?)

Solucao: A série de Maclaurin pode ser obtida prontamente a partir da série de
Maclaurin para log(1 +w). Derivamos a série a partir da série geométrica para ilustrar

o uso da integracéo.

A integracio por substituicdo produz

J'x ot dt = log(1 + x?)
NETT

e para cada x tal que |x| < 1, uma simples substituicio na série geométrica da

o0

_ v

Calculando a série de Taylor
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de modo que
2x
1+ x?

=2) (-1yx¥t

j=0

Sabemos que as séries de poténcias podem ser integradas termo a termo dentro do
intervalo de convergéncia. Assim, temos

2t
log(1+x?%) = J-
o 112
0 X
=2 ZJ (—1)t2+1 gt
j=0
_ =1y ) £ 2+2
2j
]:
_ Z -1y 2042
£

0

J

11.60 Exemplo. Encontre a série de Maclaurin para cos? x.

Solucao: Sabemos a série de Maclaurin para cos x, mas é claro que simplesmente
elevar ao quadrado essa série envolve uma multiplicacdo de séries infinitas que, por si
s, pode ser complicada. Em vez disso, exploramos a identidade trigonométrica

9 1+ cos2x
cos“ x = —

A série de Maclaurin para cos 2x pode ser derivada por uma simples substituicio;

portanto,
CcoSs 2x = Z - 1)}(2)21
(2))!
Assim, temos
2 . 9
coszx=1+z(_l)]2] : % 1+Z(_l)jzj s
2" 4@ )

Ex. 11.27 — Use a série geométrica para determinar a série de Taylor para as seguintes
fungdes no ponto indicado a:

T

¢) arctanx, a=0;

1
d) m, a=0.

Calculando a série de Taylor
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Ex. 11.28 — Use as séries de Maclaurin para sen x e cos x juntamente com identidades
trigonométricas para determinar a série de Taylor para as seguintes func¢des em torno
de a:

a) senxsen2x, a=0;

1—cosx
by ————, a=0;
X

c) cosx, a=

E;

d) cosxsenx, a=0.

Ex. 11.29 — Mostre que x1/3 & representavel por uma série de Taylor em torno de 1
no intervalo (0, 2).

Ex. 11.30 — Mostre que cos x é representavel por uma série de Taylor em torno de
qualquer niimero real.

sen x

Ex. 11.31 — Seja f(x) =

cinco termos da série de Maclaurin para f, e encontre um limite superior para o erro.

para todo x # 0 e seja f(0) = 1. Estime fol f usando

Ex. 11.32 — Para as seguintes funcdes f, encontre a série de Maclaurin para | (;C f)dt
e dé os intervalos de convergéncia:

a) sen £2;

b) et

Ex. 11.33 — Encontre as séries de Maclaurin para senh x e cosh x e dé os intervalos
de convergéncia.

11.12 Funcoes trigonomeétricas

A diferenciabilidade termo a termo das séries de poténcias permite uma construcio
rigorosa das funcoes trigonométricas, sem recorrer a intuicdo geométrica. Vamos
apresentar brevemente as funcées seno e cosseno. As séries a seguir possuem raio de
convergéncia infinito, o que significa que definem funcdées C* em toda a reta. Para
todo x € R, definimos:

D, N N GV
CO(X)_,Z:‘)WXZ e 51(x)—r§)mx2 +

Estas sdo as funcdes que, na notagao usual do Célculo, denotamos por cos e sen. Assim,

cos x = co(x) e sen x = si(x).
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Nesta constru¢do manteremos os simbolos co e si enquanto deduzimos suas proprie-
dades diretamente das séries de poténcias.

Segue de imediato das defini¢des que co(0) = 1, si(0) = 0, co(—x) = co(x) e si(—x) =
— si(x).

11.61 Proposicao (Propriedades do Seno e Cosseno).
1. si?(x) + co?(x) = 1 para todo real x.
2. |si(x)| < 1e|co(x)| < 1.
3. si(x + y) = si(x) co(y) + si(y) co(x) para todos os reais x, y.

4. co(x + y) = co(x) co(y) — si(x) si(y) para todos os reais x, y.

Demonstragdo.

1. Derivando termo a termo, obtemos: si’(x) = co(x) e co’(x) = —si(x). Com isso,
podemos concluir que si(x)? + co(x)? = 1 para todo x. De fato, a funcio f(x) =
si(x)? + co(x)? possui derivada:

f7(x) = 25si(x) si’(x) + 2 co(x) co’(x) = 2si(x) co(x) — 2 co(x) si(x) = 0.
Como f(0) = 1, segue que f(x) = 1 para todo x.

2. Observe que
siZ(x) < si®(x) + co?(x) = 1

Assim,
si?(x) < 1, e, portanto, |si(x)| < 1

O mesmo argumento mostra que | co(x)| < 1.
3. e 4. Provamos as formulas de adicéo:

si(x + y) = si(x) co(y) + co(x) si(y),
co(x + y) = co(x) co(y) — si(x) si(y).

Para demonstra-las, fixamos y e definimos as fungoes
f(x) = si(x + y) — (si(x) co(y) + co(x) si(y)) e
g(x) = co(x + y) — (co(x) co(y) — si(x) si(y)).
Temos que f(x) = g(x) e g’(x) = —f(x), o que implica que (f(x)? + g(x)?)’ = 0.

Como f(0) = g(0) = 0, concluimos que f(x) = g(x) = 0 para todo x, provando as
formulas de adicéo. O

11.62 Proposicao (Namero 7). A equagdo co(x) = 0 possui uma menor
solugéo positiva. Esta solu¢io é denotada por /2.

Fungoes trigonométricas
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Demonstragdo. Precisaremos de dois passos para provar que co(x) = 0 possui uma
menor solucdo positiva.

No primeiro passo, mostraremos que existe pelo menos uma solugio positiva da
equacio co(x) = 0. O Teorema do Valor Médio afirma que se f é diferenciavel em
(a,b) e continua em [a, b], existe c em (a, b) tal que

f®) = fla)=b-a)f'(c)

Aplicamos o Teorema do Valor Médio a fung¢éo seno. Existe um nimero ¢ em (0, 2) tal
que
si(2) — si(0) = 2 co(c)
Logo,
2 co(c) = si(2)

Em particular,
| si(2)]
2

N =

| co(e)| =

<

1 3 1
Note que se |a| < > entio a® < " Portanto,

co?(c) < (11.9)

RN

Agora mostramos que co(2¢) < 0. Temos
co(2¢) = co?(c) — si%(c) = co?(c) — (1 - coz(c)) =2c0%(c) -1

Usando 11.9, temos
2 1
2co(c)—1£21 —-1<0.

Assim, a funcio co é estritamente negativa em 2c. Mas co(0) = 1. Logo pelo Teorema
do Valor Intermediario temos que existe d em (0, 2¢) tal que cod = 0. Isso completa
Nnosso primeiro passo.

No segundo passo, mostramos que o conjunto de solucdes positivas da equacio co(x) =
0 tem um menor elemento. Seja

A={x>0": co(x) =0}

Como co(0) = 1 e co é continua, existe § > 0 tal que co(x) > 0 para 0 < x < §. Logo A
néo possui elementos em [0, §). Como A é nio vazio pelo primeiro passo, seu infimo

satisfaz p > § > 0. Sabemos que existe uma sequéncia a, em A que converge para p.

Pela nossa definicdo de continuidade,
lim co(a,) = co(p)
n—oo

ja que a funcéo co é continua em todo ponto. Mas coa, é 0 para todo n > 0, entio
co p = 0 também. Ou seja, o infimo de A estd em A. Nenhuma solucéo positiva de

co(x) = 0 pode ser menor que p (pela definicdo de p). Além disso, p é uma solucéo.

Assim, encontramos um nimero p que é a menor solug¢io positiva de co(x) = 0.

Fungoes trigonométricas
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Como p = /2 é o primeiro zero positivo de co, temos co(x) > 0 para 0 < x < p.
Assim si’ = co > 0 em (0, p), e si(p) > 0. Da identidade siz(p) + co?(p) = 1, segue
si(p) = 1. As formulas de adicdo ddo entdo co(r) = —1, si(nr) = 0, co(27) = 1 e
si(27r) = 0. Aplicando novamente as formulas de adi¢do, obtemos:

si(x 4+ 2r) =si(x) e co(x+2r)=co(x) paratodoxeR.

Ou seja, as fungdes si(x) e co(x) sdo periddicas, com periodo 27.

Os resultados apresentados devem ser suficientes para mostrar ao leitor como é possivel
desenvolver a teoria das funcoes trigonométricas a partir de séries de poténcias.

11.13 Exemplo de uma funcao nao represen-
tavel por série de poténcia
Nesta secdo retornamos a questao inversa: dada uma funcéo infinitamente diferenciavel

em um intervalo aberto I e um ponto ¢ € I, pode f ser representada por uma série de
poténcias em alguma vizinhanca de ¢? Especificamente, existe um ¢ > 0 tal que

FG) = Y agle— o
k=0

para todos x, |[x — ¢| < & com aq = f(k)(c)/k! para todos k = 0,1,2,...2 O seguinte
exemplo de Cauchy mostra que isso nem sempre é possivel.

11.63 Exemplo. Seja f definida em R por

-1/x?
e , x=#0
(x)=
f 0, x=0
Como lirr}) e /X = tlim et = 0, f é continua em 0. Para x # 0,
x— —00
, 2™ 1/x
Feo =25
Quando x = 0, temos
2
. fW-f) . e h _
’(0) = lim —————= = lim ——— = lim — = 0.
f ( ) h1—>0 h h1—>0 h ti»oo etz
Assim,
36_1/"2, x #0
frx) =17
0, x=0

Por inducéo, segue como acima que para cadan € N,

P(l/x)e_l/xz, x #0

0, x=0

F00) = i
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onde P é um polindmio de grau 3n. Esse detalhe é deixado como exercicio ao leitor.

Assim, a funcéo f ¢ infinitamente diferenciavel em R. Se existe R > 0 tal que f(x) =
ZZOZO a;.xk para |x| < R, entdo a; = 0 para todos k. Como consequéncia, f nio pode
ser representada por uma série de poténcia que convirja para f em uma vizinhanca de
0.

(<]

Ex. 11.34 — Prove que a série de Taylor de f(x) = J ¢! cos(t?x) dt em 0 converge

0
apenas nesse ponto, ou seja, seu raio de convergéncia é 0.

Fecho do capitulo

Ha uma linha unica por tras dos resultados deste capitulo. Convergéncia pontual é
informacéao ponto a ponto; convergéncia uniforme transforma essa informacgao em
controle global. Equicontinuidade impede oscila¢des cada vez mais rapidas e, com
limitacdo, produz compacidade por Arzela—Ascoli. Separacio de pontos e estrutura
algébrica, por outro lado, produzem densidade por Stone-Weierstrass. Séries de
poténcias constituem o exemplo privilegiado em que essas ideias de convergéncia,
aproximacao e regularidade se encontram.

O capitulo termina, portanto, com uma distin¢do que sera importante muitas vezes
adiante: uma funcdo pode ser extremamente regular e ainda assim néo ser analitica.
Ser C* é uma afirmacio sobre a existéncia de derivadas de todas as ordens; ser analitica
¢ a afirmacdo muito mais rigida de que a funcéo é recuperada por sua série de Taylor.
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Gabarito

2.9 (i) Limitada inferiormente por 2 e ilimitada superiormente. (ii) Limitada inferi-
ormente por —12 e ilimitada superiormente. (iii) Limitada inferiormente por 1/2 e
ilimitada superiormente. (iv) Positiva e ilimitada superiormente; a razio entre termos
sucessivos é (n+1)/2. (v) 0 < a, < 1. (vi) —1 < a,, < 1/8. (vii) Limitada inferiormente
por 2 e ilimitada superiormente. (viii) @, = 1/(n—1)!, logo 0 < a, < 1. (ix) Por indugéo,
V2<a, <2

2.32 Por inducio, [s,q — s,| < ¢* sy — s1]. Sem > n,

m—1

) Sy — S n—1
= sl < sy — syl 3 gt < 2T
j=n t-a

que tende a zero. Logo (s,) é de Cauchy e converge pela completude.

2.33 Escolha, por exemplo, aproximacdes decimais racionais r,, de v2 com |rZ—2| < 1/n
er, > 0. A sequéncia é de Cauchy em R, mas nao pode convergir em Q, pois qualquer
limite racional r satisfaria r? = 2.

2.34 Completude fornece um ponto entre o supremo dos extremos esquerdos e o infimo
dos direitos. Na reciproca, bissecte um intervalo entre um elemento do conjunto e uma
cota superior; o ponto comum dos intervalos encaixantes é o supremo. A hipotese
arquimediana garante que os comprimentos tendem a zero.

2.35 Em R((x)), o elemento positivo x é menor que 1/n para todo n € IN; portanto
0 corpo nio é arquimediano. Essa infinitesimalidade impede que a bissec¢do usual,
baseada em 27", controle toda distincia positiva, precisamente o passo usado na
reciproca do teorema.

2.36 (i) limsup = 1 e liminf = —1. (ii) limsup = 1 e liminf = —1. (iii) ambos valem 1.
(iv) limsup = 1 e liminf = —1. (v) limsup = 1 e liminf = 0, pois toda cauda contém
quadrados e nao quadrados.

2.37 sup,. (—a) = —infy>, 4, inclusive com valores estendidos. Tomando infimo
em n, obtemos a primeira identidade; a segunda ¢ analoga.

2.38 sup,. (a + bx) < M, + My;. Tomando limites, obtemos a primeira desigualdade;
a segunda é analoga. Para desigualdade estrita, tome a, = (—1)" e b, = —(—1)": o lado
esquerdo vale 0 e o direito vale 2.

Exemplo de uma fungao nao representavel por série de poténcia
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2.39 Da Prop. 2.53: L = limsup a, sse infinitas vezes a, > L — ¢ mas eventualmente
a, < L+ ¢ Logo L = sup{r : a, > r infinitas vezes}.

2.40 =-: pelo Teorema 2.40, toda subsequéncia convergente tem o mesmo limite da
sequéncia. Para a reciproca, se (a,) ndo convergir a L, alguma subsequéncia permanece
a distancia pelo menos ¢ > 0 de L. Ela ¢é limitada e, por Bolzano-Weierstrass, possui
uma subsequéncia convergente cujo limite é diferente de L, contradicio.

2.41 Como 1/(2r) é irracional, as partes fracionérias de n/(2r) sdo densas em [0, 1].
Portanto, os restos de n modulo 277 aproximam arbitrariamente /2 e 377 /2; dai existem
subsequéncias de senn convergindo a 1 e a —1. Como —1 < senn < 1, seguem o0s
valores pedidos.

3.3 (2) implica (3), e (3) implica (1) pela definigdo. Se (1) vale, a Proposicdo 3.11 e a
independéncia do representante dio (2). O afastamento uniforme é indispensavel: a
sequéncia x, = 1/n é positiva em todos os indices, mas é nula e representa 0.

3.4 Para subtragio: ¢(p—q) = [p—q| = [P —q| = @(p) — ¢(q) (verificacdo da boa-
-defini¢do analoga as operagdes). Inverso: para p = 0, p(p)~' = [Tp] = o(1/p).
Como |p| = psep>0elp|=—psep<0,apreservacio da ordem e dos opostos da
o(p) = lo(p)l.

3.7 Injetividade: «(r) = i(s) implica Q, = Qs, logo r = s. Preserva ordem: r < s = Q, 2
O, (definicio reversa de ordem em R), logo «(r) < i(s). Preserva soma: verificar que
Qr + Qs = O, pela definicdo da soma de cortes.

3.9 SejaH = ﬂXEM X. Como &/ tem uma cota superior na ordem reversa, H é nio
vazio; ele é proprio e fechado para cima. Se H nio tem minimo, ja é o supremo. Se tem
minimo h, substitua-o por H \ {h}. Em ambos os casos o corte obtido esta contido em
cada X e é o maior, na ordem reversa, entre os cortes com essa propriedade; portanto
ésup .

3.10 Pela prova do Teorema 3.26, ¢(r) = supgp{p € Q : p <r}. Parar = [q], esse
conjunto é {p : p < g}; seu supremo na representagio por cortes superiores é Qq- Logo

o([g]) = Q-

4.44 A identidade segue de g = A — Ar_; e soma por partes:

n n—1
DAk = A Db = Ayby = Appiby + Y A = beiy).
k=m k=m

Se |Ax| £ M, entéo, paran > m,

n n—1
D abi| < Mlby| + Miby| + M Y b — bieiq.
k=m k=m

Como (b,) é mondtona, a ultima soma telescopa e o lado direito tende a zero quando
m,n — oo. Aplique Cauchy para séries.

Exemplo de uma fungao nao representavel por série de poténcia
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4.45 Separe os termos positivos p; e os modulos dos negativos g;. Convergéncia
condicional implica

dipp=teo.  Ygi=tw g 0.

Para obter soma L: some positivos até ultrapassar L; some negativos até ficar abaixo
de L; repita. As ultrapassagens sao limitadas pelo ultimo termo utilizado, que tende a
zero. Logo as somas parciais convergem para L. Para +oco, na etapa k some positivos
até ultrapassar k, depois acrescente apenas um proximo termo negativo. Como os
termos negativos tendem a zero, os niveis alcancados tendem a infinito. O caso —co é
simétrico.

4.46 Para convergéncia absoluta,

N N n 1) )
Tl <3S laullbo il < (z |ak|) (z |b,-|).
n=0 n=0 k=0 k=0 Jj=0

Logo Y |e,| converge. Para a soma, compare

2]z}

com a soma dos termos aib; no triangulo k + j < N. A contribuicdo da regido
complementar tende a zero por convergéncia absoluta. Portanto a soma é AB.

4.47 Use o critério da integral. Na primeira:

u = logx, du=—,

—_— = uPdu,

) oo

que converge se, e somente se, p > 1. Na segunda, use primeiro u = log x e depois
v =logu:

J"" dx = J"" v 4dv
xlog x(loglog x)7 '

Logo converge se, e somente se, g > 1.

4.48 Se a série é absolutamente convergente, toda sub-série também converge absolu-
tamente. Reciprocamente, suponha que toda sub-série convirja. Considere os indices
positivos

P={n:a,>0}

e negativos
N={n:a, <0}

As sub-séries correspondentes convergem por hipotese. Logo

Z a, < oo, Z (—a,) < co.

neP neN
Portanto
Z |an| = Z ap + Z(_an) < oo,
neP neN

5.1 f(n) = 2n é bijegdo de N para pares. Logo {2,4,6,...} ~ N.
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5.2 Cada subconjunto finito é enumerado listando seus elementos: escrever como
funcdo {aj, ...,a,} — N via (aj,...,a,) — n+ posi¢io na ordem. A quantidade de
n-uplas em IN" é enumeravel (Teorema 5.18). Unido sobre n é enumeravel.

5.3 A fun¢io f(x) = a+ (b — a)x é bije¢do de (0,1) em (a,b). Como (0,1) ~ [0,1] ~ R
(Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem cardinalidade c.

5.4 A funcdo f(x) = a+ (b—a)x é bijecdo de (0,1) em (a,b). Como (0,1) ~ [0,1] ~R
(Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem cardinalidade c.

5.5 A fun¢do f(x) = a+ (b — a)x é bije¢do de (0,1) em (a,b). Como (0,1) ~ [0,1] ~ R
(Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem cardinalidade c.

5.6 A funcio f(x) = a+ (b—a)x é bijecdo de (0,1) em (a,b). Como (0,1) ~ [0,1] ~R
(Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem cardinalidade c.

5.7 A fung¢do f(x) = a+ (b — a)x é bije¢do de (0,1) em (a,b). Como (0,1) ~ [0,1] ~ R
(Teorema 5.23), temos (a,b) ~ R e portanto tem cardinalidade c.

5.8 Os numeros algébricos sdo enumeraveis (Teorema 5.24). Se [0, 1] fosse enumeravel,
todo subconjunto (em particular, os algébricos em [0, 1]) seria enumeréavel. Mas [0, 1]
é ndo enumeravel, logo existem niimeros reais que nao sao algébricos.

5.9 Os numeros algébricos sdo enumeraveis (Teorema 5.24). Se [0, 1] fosse enumeravel,
todo subconjunto (em particular, os algébricos em [0, 1]) seria enumeravel. Mas [0, 1]
¢é ndo enumeravel, logo existem numeros reais que nao sio algébricos.

6.1 Considere q(t) = |x — ty|3 = |x|35 — 2t(x, y) + t*|y|3 > 0 paratodo t € R. Se y # 0,
o minimo em ¢ é negativo se {x, y)* > ||x[3]y|3, contradicio. Logo [(x, y)| < |x[2]yl.-
Para Ju + vl5 = Jul3 + 2(u,v) + VI3 < Jul3 + 2l vl + VI3 = (lul + [v]2)%.

10.28 Se f(xp) > 0, pela continuidade existe um intervalo I contendo xy e ¢ > 0 tal
que f > cem I. Escolha g > 0, continua, nio identicamente nula e com suporte em I.

b
J ngCJg>0,
a I

contradicdo. O caso f(xy) < 0 é analogo.

Entao

10.29 Primeiro prove para uma funcio degrau s, constante em uma particdo finita.
Em cada intervalo,

2
S_;
n

2
< -
n

v
J sen(nx) dx
u

v
J cos(nx) dx
u

Logo o resultado vale para s. Dado ¢ > 0, aproxime f em integral por uma funcio
degrau s de modo que

Jb|f—s|<£.

338



Analise Real / Sequéncias, séries e aproximacao de fungoes Exemplo de uma fungao nao representavel por série de poténcia

Entao

U(f — s) sen(nx)

Combine com o caso degrau e faga n — oo.

SJ'If—s|<£.

10.30 Para o caso crescente, aplique o teorema de mudanca de variavel ja provado:

()

p b
J fle@®)e’ () dt = f(x)dx = I f(x)dx.

o(a)

Se ¢ é decrescente, p(@) = b e p(f) = a, logo

B a b
j Flot)o' (1) di = j () dx = —j FG)dx.
o b a

10.31 Se « = u — v, com u, v crescentes,

Z |Aa| < Z Au + Z Av = u(b) — u(a) + v(b) — v(a).
Logo o tem variacdo limitada. Reciprocamente, defina

V(x) = Vg (@),

e use
V) - V() 2 la(y) —ax)|  (x<y).
Entao
w9 = YOTE) V9 —a)

sdo nao decrescentes e ¢ = u — v.

10.32 a.)Se w¢(x) < 7, existe uma vizinhanca de x cuja oscilacdo é menor que 7; pontos
suficientemente proximos herdam essa propriedade. Portanto o complemento de D, é aberto.

b.)Escolha uma parti¢do P com
> o(fi DI < en.
i
A soma dos comprimentos dos intervalos de P com oscilacido pelo menos 1 é menor que ¢.
Todo ponto de D, fora dos pontos da particdo pertence ao interior de um desses intervalos.
Cubra separadamente os finitissimos pontos da particdo por intervalos de comprimento total
arbitrariamente pequeno. Logo D, tem medida zero.

c.)Como

Df = UDl/m’

m=1

o conjunto de descontinuidades é unifo enumeravel de conjuntos de medida zero.
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