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Prefacio

Estas notas correspondem aos apontamentos para o curso de Algebra Linear Avancada
(MCTBO002), ministrado originalmente durante a pandemia de 2020. O texto foi sendo
ampliado, revisto e reorganizado desde entéo, preservando o carater de notas de aula:
uma exposi¢ao orientada por exemplos, demonstragdes e exercicios.

O livro se destina a estudantes de graduacdo ou pos-graduacido que ja tenham cursado
ao menos uma disciplina de algebra linear. Supde-se familiaridade com espacos vetori-
ais, matrizes, sistemas lineares e determinantes. Sugestdes e correcoes sdo bem-vindas.

I have not yet any clear view as to the extent to which we are at
liberty arbitrarily to create imaginaries and endow them with
supernatural properties.

— John Graves
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1

Estruturas Algébricas e
Polinomios

Estruturas algébricas sdo conjuntos munidos de operacdes que satisfazem certos axio-
mas. Anéis e corpos sdo exemplos dessas estruturas, e suas propriedades determinam
quais regras de calculo podemos empregar. Na Algebra Linear, os elementos de um
corpo servem de escalares, enquanto os polindmios de K[x] permitem estudar opera-
dores lineares.

A teoria de grupos e os grupos de permutac¢des serdo tratados no capitulo de determi-
nantes, em conexao com a paridade das permutacoes e a formula de Leibniz.

1.1 Operacoes e estruturas algébricas

Para definir uma estrutura algébrica, especificamos as operacdes em um conjunto e
as leis que elas devem satisfazer. Esse procedimento se aplica a adicdo de nimeros, a
composicdo de aplicagdes, a multiplicagdo de matrizes e as operacdes de um espaco
vetorial.

Definicao 1.1 — Operacdo binaria. Seja A um conjunto néo vazio. Uma opera-
cdo binaria interna em A é uma funcéo

p:AxA— A

Se B é outro conjunto, uma funcio Bx A — A serd chamada de operacio ex-
terna em A. A multiplicagio de vetores por escalares, KxV — V, é o exemplo
fundamental neste livro.

Em geral, escrevemos a - b, a + b ou simplesmente ab em lugar de u(a,b). O par (A, p)
indica que o conjunto A est4 sendo considerado juntamente com a operacéo .

Nesse capitulo

» Operacoes e estruturas
algébricas (p. 9)

» Anéis (p. 12)

» Corpos (p. 14)

» O anel de polinémios (p. 17)
» Divisao euclidiana e maximo
divisor comum (p. 18)

» Raizes e multiplicidades (p. 20)
» Irredutibilidade e fatora-
cao (p. 21)

» Polinémios sobre os reais e
os complexos (p. 22)

Consequéncias dos axiomas
Um argumento que depende apenas dos
axiomas de uma estrutura vale em todos
os exemplos que os satisfazem. Assim,
uma mesma demonstragdo pode ser apli-
cada a nimeros, matrizes, aplica¢des ou
polinémios.
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Exemplos 1.2.
A adigio, a multiplicacéo e a subtracdo sdo operagdes binarias em Z. A divisao
néo é: além de 1/2 ¢ Z, a expressdo 1/0 nem sequer esta definida.
A unido e a interse¢do sdo operacdes binarias no conjunto das partes P(X).

Se XX denota o conjunto das aplicacdes de X em X, a composi¢io é uma
operacao binaria em XX,

A multiplicacdo usual ndo é uma operacdo binaria no conjunto das matrizes
retangulares m x n quando m # n, mas é uma operagio em M, (K).

Quando A é finito, uma operagdo binaria pode ser apresentada por uma tabela de
Cayley. Adotaremos a convengéo de colocar y(a, b) na linha de a e na coluna de b.

Exemplo 1.3. No conjunto A = {P, I}, cujos simbolos representam as paridades par e
impar, a adicdo de paridades é descrita pela tabela

~ |+

P
p
I

N~ ~

Ela resume, por exemplo, que a soma de dois inteiros impares € par.

1.1.1 Leis algébricas

Definicao 1.4 — Associatividade e comutatividade. Uma operacdo em A é asso-
ciativa quando

(ab)c = a(bc)

para quaisquer a,b,c € A, e é comutativa quando ab = ba para quaisquer a,b € A.

A associatividade permite escrever aja, - a,, sem especificar a posigao dos parénteses.
Ela nio permite, contudo, alterar a ordem dos fatores: essa possibilidade depende da
comutatividade.

Exemplos 1.5.

A adi¢io e a multiplicagdo de nimeros sio associativas e comutativas.

A composicgao de aplicacdes e a multiplicacdo de matrizes sdo associativas, mas
em geral nao sdo comutativas.

A subtracio néo é associativa, pois normalmente (a —b) —c = a — (b — ¢).

Leis algébricas
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Definicdao 1.6 — Identidade e inverso. Seja A um conjunto com uma operacio
binaria. Um elemento e € A é uma identidade quando ea = ae = a para todo
a € A. Se a operagdo possui identidade, um elemento b € A é um inverso de a
quando ab = ba =e.

Proposicao 1.7 (Unicidade da identidade e dos inversos).
Uma operagdo possui no maximo uma identidade. Se, além disso, a operagdo é
associativa, cada elemento possui no maximo um inverso.

Demonstracao. Se e e e’ sdo identidades, entdo e = ee’ = e¢’. Agora suponha que b e c
sejam inversos de a. Pela associatividade,

b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c.

Logo, tanto a identidade quanto o inverso, quando existem, sdo tnicos. [ ]

1.1.2 Estruturas e aplicacées que as preservam

Definicao 1.8 — Estrutura algébrica. Uma estrutura algébrica consiste em um
conjunto, uma colegéo de operac¢des e uma lista de axiomas que essas operacdes
devem satisfazer.

Escolhas diferentes de operacdes e axiomas ddo origem a estruturas distintas. Estuda-
remos aqui aquelas que intervém na descri¢do dos escalares e dos polindmios.

Definicao 1.9 — Homomorfismo e isomorfismo. Um homomorfismo entre
duas estruturas do mesmo tipo é uma aplicacdo que preserva suas operagoes.
Quando a estrutura inclui constantes distinguidas, a definicdo deve especificar se
elas também sdo preservadas. Por exemplo, se f : A — B preserva uma operacgio
binéria, entdo

fGe-y) = f0)- f().

Um homomorfismo bijetivo é chamado de isomorfismo. Estruturas isomorfas
possuem as mesmas propriedades algébricas, embora seus elementos possam ter
naturezas diferentes.

Preservar a estrutura
Um isomorfismo estabelece uma corres-

Definicao 1.10 — Operacéo induzida. Seja (4,-) um conjunto com uma operagio pondéncia entre os elementos de duas

binéria e seja ¢ : A — B uma bije¢do. A operagio induzida em B é definida por estruturas, preservando suas operagoes.
As propriedades algébricas sdo, portanto,

_ mantidas, ainda que os elementos tenham
(]5((11) * ¢(a2) - ¢(a1 ' aZ)' representacdes diferentes.

Equivalentemente,
by * by = (71 (by) - o1 ().

Com essa operagio, ¢ torna-se automaticamente um isomorfismo.

A definicéo anterior é frequentemente chamada de transporte de estrutura. Ela é
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expressa pelo diagrama comutativo

AXA&BXB

a—

Comutatividade significa que os dois caminhos de A x A até B produzem o mesmo
resultado.

Exercicios

Ex. 1.1 — Seja - uma operacio associativa em A e fixe x € A. Definaae, b = ao(x<b).

Mostre que o, é associativa.

Ex. 1.2 — Construa uma operacdo em um conjunto de trés elementos que possua
identidade, mas ndo seja associativa. Apresente-a por meio de uma tabela de Cayley.

Ex. 1.3 — Seja (A, ) um conjunto com uma operacdo associativa e com identidade.

Mostre que ab = e nio implica necessariamente ba = e. Dé um exemplo usando
composic¢ao de aplicacdes de um conjunto infinito em si mesmo.

Ex. 1.4 — Seja ¢ : A — B uma bijecdo e transporte para B uma operagio associativa
em A. Mostre que a operacdo induzida em B também é associativa. Verifique o mesmo
para comutatividade, identidade e inversos.

1.2 Anéis

Os anéis retinem duas operacdes, adicdo e multiplicagio, sem exigir que todo elemento
nao nulo possua inverso multiplicativo. Essa é a estrutura natural dos numeros inteiros,
das matrizes quadradas e, sobretudo, dos polindmios.

Definicao 1.11 — Anel. Um anel com identidade é um conjunto R, munido
de uma adi¢do e de uma multiplicagio, com 0 # 1, que satisfaz as seguintes
propriedades:

a adicdo é associativa e comutativa;

existe 0 € Rtalque a+ 0 = 0+ a = a para todo a € R;
para cada a € R, existe —a € R tal que a + (—a) = 0;
E] a multiplicagdo é associativa;

la = al = a para todo a € R;

|6 | a multiplicagdo ¢ distributiva em relacéo & adicéo:

a(b+c) =ab+ ac, (a +b)c = ac + be.

Anéis

Anéis e polindmios em operado-
res

Em Algebra Linear, os escalares perten-
cem a um corpo, mas os polindémios em
um operador formam um anel. Essa dife-
renca explica por que podemos somar e
multiplicar polinémios, embora nem todo
polindémio néo nulo possa ser invertido.
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O anel é comutativo quando ab = ba para quaisquer a,b € R.

Neste livro, a palavra anel sempre significara anel com identidade. Nao exigiremos,
contudo, que um homomorfismo entre anéis preserve a identidade, a menos que isso
seja mencionado explicitamente.

Exemplos 1.12.

Os inteiros, com as operagdes usuais, formam o anel comutativo Z.

Se K é um corpo, entdo M,(K) é um anel com a adigdo e a multiplicacdo de
matrizes. Para n > 2, esse anel ndo é comutativo.

O conjunto 2Z é fechado por adicdo e multiplicacdo, mas ndo é um subanel de
Z segundo nossa convencao, pois nao contém a identidade 1.

Definicao 1.13 — Divisor de zero e dominio de integridade. Um elemento néo
nulo a € R é um divisor de zero se existe b # 0 tal que ab = 0 ou ba = 0. Um
dominio de integridade é um anel comutativo sem divisores de zero.

Assim, Z é um dominio de integridade. O anel M, (K), para n > 2, possui divisores de
zero: por exemplo, em My(K),
1 0|[0 O
=0.
o oo

Definicao 1.14 — Subanel e ideal. Seja R um anel.
Um subconjunto S € R é um subanel quando contém 1 e é fechado por
subtracdo e multiplicagao.

Um subconjunto néo vazio I C R é um ideal bilateral quando é fechado
por subtracéo e
ra €I, ar el

para quaisquera € I er € R.

Em anéis comutativos, as duas condi¢des de absor¢io coincidem e diremos sim-
plesmente ideal.

Exemplos 1.15.

Para cada inteiro m, o conjunto mZ é um ideal de Z.
Os conjuntos {0} e R sdo ideais de qualquer anel R.

Se K é um corpo, seus tnicos ideais sdo {0} e K. De fato, se um ideal I contém
a # 0, entdo contém a la = 1e, consequentemente, contém todo elemento de K.
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Definicdao 1.16 — Ideal gerado. Se A C R, o ideal bilateral gerado por A,
denotado por (A), é a intersecio de todos os ideais de R que contém A. Equivalen-

temente,
m

(A) = Zriaisi :m>0,1,5€ER, g€ A;.
i=1

Se R é comutativo, essa expressdo se reduz as somas finitas Zi 1:a;.

Quando A = {a}, escrevemos simplesmente (a) e dizemos que esse ideal é principal.

Definicdao 1.17 — Dominio de ideais principais. Um dominio de ideais prin-
cipais, ou PID, é um dominio de integridade no qual todo ideal é principal.

Mais adiante provaremos que K[ x| é um dominio de ideais principais. Essa propriedade
permitira interpretar o maximo divisor comum de dois polindmios como o gerador de
um ideal.

1.3 Corpos

Os corpos sio os sistemas de escalares da Algebra Linear. Neles podemos realizar as
quatro operacdes aritméticas, com a Unica restri¢ao habitual de que néo se pode dividir
por zero.

Definicdao 1.18 — Corpo. Um corpo K é um anel comutativo no qual todo
elemento nédo nulo possui inverso multiplicativo.

Corpos gerais
Grande parte da Algebra Linear é valida
sobre um corpo arbitrario. Ainda assim, a

caracteristica do corpo importa: argumen-
Os conjuntos Q, R e C, com as operagdes usuais, sdo corpose Q C R C C. tos que dividem por um inteiro ou usam

Exemplos 1.19.

. p x N .. L. conjugacdo exigem hipoteses adicionais.
Os inteiros ndo formam um corpo: por exemplo, 2 ndo possui inverso multipli-
cativo em Z.

Paran > 2, o anel M,(K) néo é um corpo. Sua multiplicagdo ndo é comutativa e
existem matrizes ndo nulas que nio séo invertiveis.

Exemplo 1.20. Considere
Q(W2)={a+bV2 : a,be Q.
Esse conjunto é fechado por soma, diferenca e produto. Se a+bv/2 # 0, entio a>~2b? # 0

_ - bV2
(a+b\/§) 1: zz_we

De fato, a igualdade @ = 2b%, com b # 0, implicaria que a/b = /2 fosse racional.
Portanto, Q(+/2) é um corpo.

e

Q(2).



Algebra Linear Avancada / Estruturas Algébricas e Polinémios

Exemplo 1.21. Se p ¢ primo, o conjunto das classes de congruéncia médulo p,
Z/pZ =10,1,....p— 1},

€ um corpo com as operagdes modulo p. Ele sera denotado também por F;, ou Z,,.

A primalidade de p é essencial: sen = ab com 1 < a,b < n, entdo ab=0em 7/nZ,
embora os dois fatores sejam nédo nulos. Para p primo, por outro lado, multiplicar
as classes ndo nulas por uma classe fixa ndo nula apenas as permuta; em particular,
alguma delas ¢ enviada a 1, fornecendo o inverso multiplicativo.

Proposicao 1.22 (Propriedades elementares).
Sea,b € K, entdo:

a0 = 0a = 0;

a(=b) = (-a)b = —(ab);
(—a)(=b) = ab;

seab =0, entdoa =0 oub = 0;
sea# 0 eab = ac, entdob = c.

Demonstracao. Pela distributividade,
a0 = a(0 + 0) = a0 + a0.

Somando o oposto de a0 aos dois lados, obtemos a0 = 0; analogamente, 0a = 0. Além
disso,
ab + a(—b) = a(b—b) = a0 = 0,

de modo que a(—b) = —(ab). A igualdade (—a)b = —(ab) é semelhante, e aplica-la duas

vezes fornece (—a)(—b) = ab.

Seab = 0 e a # 0, multiplicar por a~! da b = 0. Finalmente, de ab = ac segue
a(b —¢) = 0; se a # 0, a propriedade anterior implica b — ¢ = 0, isto é, b = c. [ |

Definicao 1.23 — Subcorpo. Um subconjunto F C K é um subcorpo quando é
um corpo com as operagdes herdadas de K. Nesse caso, dizemos também que K é
uma extenséo de F.

Por exemplo, Q é subcorpo de R, que é subcorpo de C. As identidades aditiva e
multiplicativa de um subcorpo coincidem com as do corpo que o contém.

Definicao 1.24 — Caracteristica. A caracteristica de um corpo K é o menor
inteiro positivo n para o qual

1+--4+1=0,
—_——

n parcelas

se tal inteiro existir. Caso contrario, dizemos que K tem caracteristica zero.

Corpos
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Proposicao 1.25.
A caracteristica de um corpo é zero ou um nimero primo.

Demonstracdo. Suponha que a caracteristica sejan > 0. Sen =rs,com 1 <r,s <n,
entao
(r-D(s-1)=n-1=0.

Pela minimalidade de n, os dois fatores sdo nao nulos, contradizendo a auséncia de
divisores de zero. Logo, n é primo. [ ]

Os corpos Q, R e C tém caracteristica zero, enquanto IFP tem caracteristica p.

! Em caracteristica p, um inteiro m representa o escalar m - 1. Assim, uma divisdo por
m s6 é permitida quando p nao divide m.

Exercicios

Ex. 1.5 — Considere o conjunto K = {0, 1} com as operac¢des dadas pelas tabelas

+]0 1 <o 1
0lo0 1 00
111 0 0 1

Verifique que K é um corpo e identifique sua caracteristica.

Ex. 1.6 — Seja KK um corpo. Demonstre diretamente que:
1. —a=(-1)a
2. (—a)(—b) = ab;
3.sea+ 0eab=ac entiob = c;

4. (ab)™! = a7 'b! quando a,b % 0.

Ex. 1.7 — Prove que Q(+/2) é um corpo. Em seguida, determine o inverso de 3 + 2+/2.

Ex. 1.8 — Seja d um inteiro positivo que niio é quadrado perfeito. Mostre que Q(v/d) =
{a+bJd : a,b € Q} é um corpo.

Ex. 1.9 — Mostre que todo subcorpo de C contém uma copia de Q.

Ex. 1.10 — Mostre que um corpo de caracteristica zero ¢ infinito.

Corpos
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Ex. 1.11 — Seja K um corpo de caracteristica p > 0. Mostre que a aplicagdo F, —
K, definida por m +— m - 1, é um homomorfismo injetivo. Assim, todo corpo de
caracteristica p contém uma copia de F),.

Ex. 1.12 — Determine quais dos anéis Z./4Z, Z./57. e Z./6Z s&o corpos. Nos demais
casos, exiba divisores de zero niao nulos.

1.4 O anel de polinomios

Seja K um corpo. Um polindmio com coeficientes em K é uma soma formal
m
plx) = Z ajx/, aj €K,
j=0

na qual apenas um numero finito de coeficientes é nao nulo. Dois polindémios sdo
iguais quando possuem os mesmos coeficientes. O conjunto de todos eles é denotado

por K[x].
Polinomios e funcodes polinomi-
ais
Definicao 1.26 — Grau. Se p # 0, o grau de p é o maior indice m para o qual Um polinémio é determinado por sua
a, # 0 e sera denotado por grau p. O termo a,x™ é o termo principal e a,, é sequéncia de coeficientes. Sobre corpos

finitos, polindmios diferentes podem definir
a mesma funcéo; por isso é importante
distinguir o objeto formal de sua funcéo de
avaliacao.

o coeficiente principal. O polinémio é ménico quando g,, = 1. Adotaremos a
convencao grau 0 = —oo,

A soma e o produto sdo definidos coeficiente a coeficiente por

( 5 al.xi) + ( 5 bixi) =Y+ b

i>0 i>0 i>0

(%) (Z b,.xf) _ z( ¥ aibj>x[.

i>0 =0 >0 \i+j=¢
As somas sao finitas porque os polindmios tém apenas um nimero finito de coeficientes
nao nulos.

Exemplo 1.27. Em Q[x],
(2x? —x + D(x +3) = 2x3 + 5x% — 2x + 3.

O coeficiente de x2, por exemplo, é 2-3+ (—1)-1=5.

Proposicao 1.28.
O conjunto K[x], com essas operagdes, é um dominio de integridade. Se f, g # 0,
entdo

grau(fg) = grau f + grau g.

Consequentemente, as unidades de K[x] sdo exatamente os polinémios constantes
ndo nulos.
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Demonstragdo. As propriedades de anel seguem diretamente das propriedades das
operagdes em K e das defini¢des dos coeficientes da soma e do produto. Se os termos
principais de f e g sdo a,x™ e b,x", o termo principal de fg é a,b,x™". Como K nio
possui divisores de zero, a,,b, # 0. Portanto, fg # 0 e grau(fg) = m+n.

Se fg = 1, a igualdade dos graus fornece grau f + graug = 0; logo, ambos sdo
constantes ndo nulas. Reciprocamente, toda constante ndo nula é invertivel porque
pertence ao corpo K. |

Para m > 0, denotaremos por K,,[x] o conjunto dos polindmios de grau no méaximo
m, incluindo o polindémio zero. No préximo capitulo veremos que esse conjunto é um
espago vetorial de dimensao m + 1.

1.5 Divisao euclidiana e maximo divisor co-

mum

Nos inteiros, a divisdo com resto sustenta o algoritmo de Euclides. A mesma estrutura
existe em K[x], com o grau ocupando o papel desempenhado pelo valor absoluto.

Teorema 1.29 (Divisao Euclidiana).
Sejam f, g € K[x], com g # 0. Existem tinicos polinémios q,r € K[x] tais que

f=gq+r, r=0 ou graur<graug.

Demonstragdo. Provaremos a existéncia por inducéo forte sobre grau f. Se f = 0 ou
grau f < grau g, podemos tomar, respectivamente, (g,7) = (0,0) ou (g,r) = (0, f).

Suponha agora que f e g tenham termos principais a,x" e b, x™, comn > m. O
polinémio

h=f—ayby'x"™g
¢ nulo ou possui grau menor que n. Pela hipotese de inducéo, h = gg; +r,comr =0
ou graur < m. Assim,

f=g(q +abp!x"™) +r,

0 que prova a existéncia.

Para a unicidade, suponha que f = gq; +r; = ggo + 1, comr; = 0 ou graur; < grau g,
parai = 1,2. Entdo
8q—q)=r—n.

Se q; # ¢y, o lado esquerdo tem grau pelo menos grau g, enquanto o lado direito é
nulo ou tem grau menor que grau g, uma contradi¢do. Logo, q; = ¢ e, em seguida,
r =rs. |

Divisao euclidiana e maximo divisor comum
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Exemplo 1.30 — Divisdo de polinémios. Em Q[x],
WB-2x+4=(x-DE*+x-1)+3.

O quociente é x? + x — 1 e o resto é 3, cujo grau é menor que o grau de x — 1.

Corolario 1.31.
O anel K[x] é um dominio de ideais principais.

Demonstragdo. Seja I = {0} um ideal de K[x] e escolha em I um polindmio n&o nulo d
de grau minimo. Para cada f € I, escreva f = dq + r pela divisdo euclidiana. Como
r=f—dgeler=0ougraur < graud, a minimalidade de d forca r = 0. Portanto, d
divide todo elemento de I e I = (d). O ideal nulo é gerado por 0. [ |

Definicao 1.32 — Maximo divisor comum. Se f, g € K[x] ndo sdo ambos nulos,
o maximo divisor comum de f e g é o tinico polinémio ménico d tal que

d divide f e g;
todo divisor comum de f e g divide d.
Ele sera denotado por mde(f, g).

Teorema 1.33 (Identidade de Bézout).
Sed = mdc(f, g), existemr, s € K[x] tais que

d=rf+sg.

Demonstragio. Como K[x] é um PID, o ideal (f, g) possui um gerador d;. Multi-
plicando-o por uma constante nio nula, podemos supor que d, é mdnico. Como
f. & € (dy), o polindmio d divide ambos. Se ¢ é outro divisor comum, entdo divide
toda combinagéo rf + sg e, portanto, divide dyy. Logo, dy = mdc(f, g).

Essa caracterizacdo também prova a unicidade: dois polinémios moénicos com as
propriedades do maximo divisor comum dividem um ao outro e, portanto, sdo iguais.

Finalmente, dy € (f, g), de modo que existem r,s com dy = rf + sg. |

Proposicao 1.34.
Se f = gq +r, entdo
mdc(f, g) = mde(g,r).

Demonstragdo. Um polinémio divide simultaneamente f e g se, e somente se, divide
simultaneamente g e r = f — gq. Os dois pares tém, portanto, os mesmos divisores
comuns e 0 mesmo maximo divisor comum monico. |

Divisao euclidiana e maximo divisor comum
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Aplicando repetidamente a divisdo euclidiana, obtemos uma sequéncia de restos cujos
graus decrescem estritamente. O processo termina, e o tltimo resto ndo nulo, depois de
dividido por seu coeficiente principal, é o maximo divisor comum. Esse procedimento

é o algoritmo de Euclides.
Normalizacao do mdc
O ultimo resto nao nulo do algoritmo de

Exemplo 1.35 — Algoritmo de Euclides. Para f=x3—1eg=x?—1,

Euclides é um multiplo escalar do mdc.
Como adotamos a convencao de que o mdc
f =xg+ (x—1), g= (x+1D(x—1). é monico, é necessario dividir o resto por
seu coeficiente principal.
Logo, mdc(f, g) = x — 1. A primeira igualdade fornece também a identidade de Bézout

x—1=f—-xg.

1.6 Raizes e multiplicidades

Definicdao 1.36 — Raiz. Se p € K[x], um elemento & € K é uma raiz de p
quando p(a) = 0.

Proposicao 1.37 (Teorema do Fator).
Um elemento a € K é raiz de p € K[x] se, e somente se, x — a divide p.

Demonstragdo. Pela divisdo euclidiana, existem ¢ € K[x] e uma constante r tais que
p=(x—-a)g+r.

Substituindo x = a, obtemos r = p(«). Portanto, o resto é nulo se, e somente se, @ é
raiz de p. |

Teorema 1.38.
Um polindmio ndo nulo de grau n possui no maximo n raizes distintas em K.

Demonstragdo. Procedemos por indugao sobre n. Um polinémio constante ndo nulo
ndo possui raizes. Se n > 1 e p ndo possui raizes, nada hé a provar. Caso contrario,
seja o uma raiz. Pelo Teorema do Fator, p = (x — a)q, com grauq=n—1.Se f = a é
outra raiz de p, entdo

0= p(p) = (B —a)q(p).

Como S — a # 0 e um corpo ndo possui divisores de zero, g(f) = 0. Assim, toda raiz
de p diferente de « é raiz de g, que possui no maximo n — 1 raizes pela hipotese de
indugdo. Assim, p possui no maximo n raizes. |

20
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Definicao 1.39 — Multiplicidade. Se p # 0 e @ é raiz de p, a multiplicidade de
a é o Gnico inteiro m > 1 para o qual

p(x) = (x — a)"s(x), s(ar) # 0.

Quando m = 1, a raiz é simples; quando m > 2, é maltipla.

A multiplicidade esta bem definida: o Teorema do Fator garante ao menos um fator
x —a, e o grau de p impede que as poténcias divisoras (x — a)¥ tenham expoentes
arbitrariamente grandes.

A derivada formal de p(x) = Z?:o ajxj é

n
p'(x)= Z jajxI 1,

j=1

Essa definicdo é puramente algébrica e continua valida em qualquer caracteristica.

Proposicao 1.40 (Multiplicidade e derivadas).
Se K tem caracteristica zero, p # 0 em > 1, entdo « ¢é raiz de multiplicidade m se,
e somente se,

pP@=0 (0<j<m),  p™@=o0.

Demonstragdo. Escreva p = (x — a)'s, com s(a) # 0, onde r é a multiplicidade de a.
Pela regra de Leibniz, todas as derivadas de ordem menor que r ainda contém um fator
x — « e se anulam em «. Na derivada de ordem r, o inico termo que nio contém esse
fator fornece

p(r)(a) =r!s(ax) 0.

A tltima desigualdade usa a hipotese de caracteristica zero. Portanto, r ¢ exatamente a
ordem da primeira derivada que nio se anula em «, o que prova as duas implicagoes. W

1.7 Irredutibilidade e fatoracao

Definicao 1.41 — Polinémio irredutivel. Um polindmio néo constante p € K[x]
é irredutivel sobre K quando, em toda fatoracdo p = fg, um dos fatores é
constante. Caso contrario, p é redutivel.

O corpo faz diferenca
Irredutibilidade depende dos escalares

) . permitidos. O polindmio x? + 1 é irredutivel
Lema 1.42 (Lema de Euclides). em R[x], mas se fatora como (x — i)(x + i)

Se p € K[x] é irredutivel e p divide ab, entdo p divide a ou p divide b. em C[x].

Demonstragdo. Suponha que p nio dividaa. Como p é irredutivel, seus Ginicos divisores
monicos sdo 1 e p; logo, mde(p, a) = 1. Pela identidade de Bézout, existem r, s € K[x]
tais que rp + sa = 1. Multiplicando por b,

b =rpb + sab.
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As duas parcelas do lado direito sdo divisiveis por p, pois p divide ab. Portanto, p

divide b. [ |

Teorema 1.43 (Fatoracdo Unica).
Todo polindmio nao constante | € K[x] admite uma fatoragdo

f=cpipz-pr

na qual c € K\ {0} e os p; sdo irredutiveis monicos. Essa fatoragdo é iinica a menos
da ordem dos fatores.

Demonstragdo. A existéncia é demonstrada por indugao sobre grau f. Se f éirredutivel,
basta dividir f por seu coeficiente principal. Se é redutivel, escrevemos f = gh, com
0 < grau g, grauh < grau f, e aplicamos a hipétese de indugéo aos dois fatores.

Para a unicidade, suponha
cprpr=dqgqs

com todos os fatores irredutiveis e monicos. O Lema de Euclides implica que p; divide
algum g;. Como ambos sdo irredutiveis e monicos, p; = g;. Cancelando esse fator e
repetindo o argumento, obtemos r = s e, ap6s uma reordenacdo, p; = ¢; para todo i. A
comparagio dos coeficientes principais fornece ¢ = d. |

Proposicao 1.44.
Um polinémio de grau 2 ou 3 € irredutivel sobre K se, e somente se, ndo possui
raizes em K.

Demonstragdo. Se f possui uma raiz , o Teorema do Fator produz a fatoracdo ndo
trivial f = (x—a)q. Reciprocamente, se f é redutivel e tem grau 2 ou 3, numa fatoragéo
néo trivial ao menos um dos fatores tem grau 1. Todo polinémio linear possui uma
raiz em K, que também ¢é raiz de f. |

O resultado nio se estende ao grau 4: o polindmio x* + 3x? + 2 = (x? + 1)(x? + 2) nio
possui raizes reais, mas é redutivel em R[x].

1.8 Polinomios sobre os reais e os complexos

Definicao 1.45 — Corpo algebricamente fechado. Um corpo K é algebrica-
mente fechado quando todo polinémio néo constante de K[x] possui uma raiz
em K.

Teorema 1.46.
Se K é algebricamente fechado, todo polinomio f € K[x] de graun > 1 se fatora

Polindmios sobre os reais e os complexos
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como

f@ =c][Jx-ap
j=1

onde ¢ # 0 e as raizes sdo contadas com multiplicidade.

Demonstragdo. Por inducéo sobre n. Como K é algebricamente fechado, f possui uma
raiz ;. Pelo Teorema do Fator, f = (x — a;)g, com graug = n — 1. Aplicamos a
hipétese de inducéo a g. O caso inicial n = 1 é imediato. |

Teorema 1.47 (Teorema Fundamental da Algebra).
Todo polindmio nao constante de C[x] possui uma raiz em C. Equivalentemente, C
¢ algebricamente fechado.

A demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra utiliza ferramentas que nio
fazem parte deste livro. O resultado sera usado aqui como teorema cléassico; a fatoragéo
em fatores lineares segue da proposigao anterior.

Lema 1.48.
Se f € Rlx] ea € C é raiz de f, entdo @ também é raiz de f.

Demonstragdo. Como os coeficientes de f sio reais,

f@) = f(@) =o.

Teorema 1.49 (Fatoracgio real).
Todo polinémio nao constante de R[x] é produto de polindmios lineares e quadraticos
irredutiveis sobre R.

Demonstragdo. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, f se fatora em fatores lineares
sobre C. Como f tem coeficientes reais, % = f(z); portanto, as raizes néo reais
aparecem em pares conjugados com a mesma multiplicidade. Se & = a + bi, com b # 0,
entdo

(x —a)(x —a) = x% — 2ax + (a® + b?),

um polindmio real de discriminante —4b® < 0 e, portanto, irredutivel em R[x]. Agru-
pando cada par conjugado e mantendo os fatores associados as raizes reais, obtemos a
fatoracéo desejada. |

Teorema 1.50.
Os polinomios irredutiveis em R[x] sdo exatamente os polindmios lineares e os
quadraticos com discriminante negativo.
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Demonstragdo. Todo polindmio linear é irredutivel. Um quadratico é irredutivel se,
e somente se, ndo possui raiz real, o que equivale a ter discriminante negativo. Por
outro lado, o teorema anterior mostra que todo polinémio real de grau maior que 2 se
decompde em fatores de graus 1 e 2 e, portanto, é redutivel. |

Em particular, todo polindmio real de grau impar maior que 1 possui uma raiz real e é
redutivel. A ressalva sobre o grau é necessaria: polindmios lineares sao irredutiveis.

Exercicios

Ex. 1.13 — Seja R um anel. Prove que, para quaisquer a,b € R,

1. 0a = a0 = 0;
2. a(—b) = (—a)b = —(ab);
3. (—a)(—b) = ab;
4. (-Da=—-ae(-1)(-1)=1.
Ex. 1.14 — Seja R um anel comutativo. Mostre que

(ay ={ra : r € R}

¢ um ideal de R para todo a € R.

Ex. 1.15 — Verifique diretamente, a partir das defini¢des das operagdes, que K[x] é
um anel comutativo com identidade.

Ex. 1.16 — Sejam p, q € K[x] ndo nulos.

1. Se p # —q, mostre que grau(p + q) < max{grau p, grau ¢} e determine quando
ocorre igualdade.

2. Prove que grau(pq) = grau p + graug.

Ex. 1.17 — Seja S € K[x] néo vazio. Mostre que
M(S) = Z app : F CSéfinitoea, € K[x]
pEF

¢ o ideal gerado por S.
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Ex. 1.18 — Efetue a divisdo euclidiana de f por g nos casos seguintes.

Lf=x*-1leg=x-1;
2. f=2x*+x*-3x+1eg=x*+1;
3. f=x"+leg=x>+x+1
Ex. 1.19 — Use o algoritmo de Euclides para determinar o méaximo divisor comum dos

pares abaixo. Em cada caso, faca a retro-substitui¢do e obtenha uma identidade de
Bézout.

1. 2x5—x3—3x2—6x+4ex4+x3—x2—2x—2;
2.3x* +8x% =3 e x3 + 2x% + 3x + 6;

3.xt—2x3 —2xt —2x—3ex3+6x2 +7x + 1.

Ex. 1.20 — Sejam py, ..., p, € K[x] coprimos dois a dois. Se cada p; divide g, prove
que py - p, divide q.

Ex. 1.21 — Mostre que x — a e x — f§ sdo coprimos se, e somente se, @ # f3.

Ex. 1.22 — Sejam p,q € K[x] e sejam ay, ..., a,, elementos distintos de K. Suponha
que p(a;) = q(a;) para todo i e que

m > max{grau p, grau q}.

Prove que p = q.

Ex. 1.23 — Determine quais dos subconjuntos de Q[x] abaixo sdo ideais. Quando
houver um ideal, determine seu gerador monico.

1. Os polindmios de grau impar;
2. os polinémios de grau pelo menos 5;
3. os polinémios p tais que p(0) = 0;

4. os polindmios p tais que p(2) = p(4) = 0;
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5. os polindmios da forma

n
S i+l
§ mxl s Co,--->Cp € Q

Ex. 1.24 — Em um corpo de caracteristica zero, considere p(x) = (x — 1)3(x + 2)%.

Determine as multiplicidades de suas raizes e verifique o resultado calculando derivadas
formais sucessivas nos pontos 1 e —2.

Ex. 1.25 — Seja K um corpo de caracteristica zero e seja D : K[x] — K[x] a derivada
formal. Se grau p < n, prove a formula de Taylor

n

k
pe = Y 22Dy,

!
par S

Dica: faga a mudanca de variavel y = x — a e compare os coeficientes de p(a + y).
Ex. 1.26 — Seja p € C[x]. Prove que p possui apenas raizes simples se, e somente se,
mde(p, p’) = 1.

Ex. 1.27 — Mostre que, se p é irredutivel e nédo divide ¢, entdo mde(p,q) = 1.

Ex. 1.28 — Dizemos que um polinémio nao constante p é primo quando p | ab implica

plaoup|b. Prove que, em K[x], um polindmio é primo se, e somente se, é irredutivel.

Ex. 1.29 — Seja p € K[x] ndo constante.

1. Mostre que todo polinémio de grau 1 é irredutivel.

2. Mostre que, nos graus 2 e 3, irredutibilidade equivale a auséncia de raizes em
K.

3. Dé um polinémio de grau 4 sem raizes em K que seja redutivel.

Ex. 1.30 — Use o Teorema Fundamental da Algebra para provar que:

1. todo polinémio complexo nédo constante se fatora em fatores lineares;
2. se p € R[x] e « € C é raiz de p, entdo a também é raiz;
3. (x — a)(x — @) é um quadratico real irredutivel quando a ¢ R;

4. todo polinémio real é produto de fatores lineares e quadraticos irredutiveis;

Polindmios sobre os reais e os complexos
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5. todo polinémio real de grau impar possui ao menos uma raiz real.

Ex. 1.31 — Admita o seguinte caso do critério de Eisenstein: se um primo ¢q divide
todos os coeficientes nao lideres de um polindmio inteiro, nao divide o coeficiente lider
e g% nio divide o termo constante, entdo o polinémio é irredutivel em Q[x]. Use-o
para provar que x" — q é irredutivel para todo n > 1. Conclua que existem polinémios
irredutiveis de qualquer grau em Q[x].

Ex. 1.32 — Assumindo o Teorema Fundamental da Algebra, prove que dois polindmios
complexos sdo coprimos se, e somente se, N30 possuem raiz comum.

Para retomada posterior. Os problemas seguintes utilizam conceitos de matrizes e
determinantes desenvolvidos em outros capitulos.

Ex. 1.33 — Suponha que char K = 2.

1. Mostre que, para cada n > 2, existe p € K[x], com grau p < n— 1, tal que x"
divide 1 + x — p?.

2. Deduza que, se N € M,(K) é nilpotente, entdo I + N possui uma raiz quadrada.

3. Dé um exemplo explicito para n = 3.

Ex. 1.34 — Sejam A, B € M,(Z) matrizes ndo singulares cujos determinantes sdo
coprimos. Prove que existem U,V € M,(Z) tais que

AU + BV = 1,.

Dica: use a identidade de Bézout para det A e det B e as matrizes adjugadas de A e B.

W_

Polindmios sobre os reais e os complexos
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2

Espacos Vetoriais

When did mathematicians first generally accept the definition of a vector space
as a set of elements subject to suitably axiomatized operations of addition and
multiplication by scalars, and not just as a set of n-tuples of scalars closed under
these two operations? This abstract description did not come into early use, but
has the evident advantages of conceptual simplicity and geometric invariance.

— Mac Lane

A algebra linear tem raizes histéricas em diversos ramos da matematica. Na alge-
bra, elas incluem equacdes lineares, formas bilineares, matrizes, quatérnios e outros
sistemas hipercomplexos; na geometria, incluem segmentos orientados — os vetores
geométricos — e as geometrias afim e projetiva; na analise, aparecem em equacoes
diferenciais lineares e em espacos de dimenséo infinita. A fisica de Maxwell, Gibbs e
Heaviside também contribuiu decisivamente para seu desenvolvimento.

A nocéo geral de espaco vetorial, comum a esses desenvolvimentos, foi isolada e
adotada relativamente tarde.

O tratamento moderno e abstrato foi formulado por Giuseppe Peano, em 1888, no
contexto da geometria. A formulagio teve pouca influéncia imediata e tampouco
se difundiu quando Weyl a retomou em 1918. Por volta de 1920, ideias semelhantes
reapareceram nos trabalhos de Banach, Hahn, Wiener e Noether; a partir dai, a nogao
de espaco vetorial se desenvolveu rapidamente [27].

Nesse capitulo

» Definicoes e Exemplos (p. 29)
» Subespacos (p. 36)
» Bases e Dimensao (p. 41)

» Soma de Subespacos (p. 50)

» Soma Direta Externa (p. 55)
» Coordenadas (p. 59)
» Bandeiras (p. 64)

Figura 2.1
Giuseppe Peano
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2.1 Definicoes e Exemplos

No restante do texto, salvo indicagdo em contrario, assumiremos que K é um corpo

arbitrario. . .
Operacoes e axiomas
Os axiomas especificam as propriedades
Definicao 2.1 — Espaco Vetorial. Um espago vetorial V sobre K é um conjunto da adigio e da multiplicacio por escalares,
néo vazio munido de duas aplicagdes: a adi¢do (x,y) = x+y,deVxVemV,ea sem exigir uma natureza particular para os

vetores. Por isso, a mesma teoria se aplica a

vetores geométricos, polindmios, matrizes,
satisfazer os seguintes axiomas: sequéncias e funcdes.

X+y =y +xpara todos os x,y € V.
x+(y+2)=(x+y)+zparatodosos x,y,Z € V.

Existe um elemento 0 € V tal que 0+x=x paratodox € V.

multiplicacdo por escalares (1,x) > Ax, de Kx V em V. Essas operagdes devem

Paracadax € V,existeumy e Vtalquex+y = 0.
(A A9)x = A1 (A4yx) para todos os A1, e Kex € V.

ME+y) =A4x+ Ay paratodosos Ay e Kex,y € V.

(A + A)x = A;x + Ayx para todos os A, A, e Kex e V.

1x = x para todos os x € V.

Assim como ocorre com 0s corpos, um espago vetorial inclui ndo apenas o conjunto
V, mas também as duas operacdes especificadas acima. Em outras palavras, trata-se
da tripla formada por V, pela adi¢do e pela multiplicagao por escalares, sujeita aos
axiomas V1-V8.

<
+
sy

I
<
s

<!

Figura 2.2 o o
Representagdo geométrica da multiplicacdo de um vetor por um escalar

e da soma de vetores. Essa intuicdo sera util mesmo quando os vetores forem polino-
mios, matrizes ou funcdes.

Em geral, um mesmo conjunto pode receber diferentes estruturas de espago vetorial
sobre K. Quando néo houver risco de confusio, deixaremos as operagdes implicitas e
usaremos simplesmente V para denotar o espago.

Se V for um espaco vetorial sobre K, os elementos de V serdo chamados vetores, e os
elementos de K, escalares.

Apresentamos algumas consequéncias simples dessa defini¢ao.
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Proposicio 2.2. E] O elemento 0 € V ¢é tinico. Ou seja, existe um tinico 0 tal

quea+x:xpara todox eV.

IE] O elemento oposto é unico. Ou seja, para todo x € V, existe um tnicoy € V
tal que x +y = 0. Esse vetor serd denotado por —x.

0x = A0 = 0 para todos os L EK ex € V.

@ (-Dx =—x.

E] Se)x = 0, entdo A = 0 oux = 0.

Sex+y=z+yentiox = z.

Demonstragdo. | a |Se 0 e 0’ satisfazem a propriedade do vetor nulo, entdo 0=0+0" =

0. Logo o vetor nulo é unico.

@ Se y e z sdo opostos de x, entdo
y:y+5=y+(x+z)=(y+x)+z=6+z=z.

Portanto, o oposto de cada vetor é tnico.

Como 0x + 0x = (0 + 0)x = 0x, o cancelamento aditivo fornece 0x = 0. Analoga-
mente, A0 + A0 = A(0 + 0) = A0, de modo que A0 = 0.

E Temos x + (—1)x = 1x + (—=1)x = (1 — 1)x = 0x = 0. Pela unicidade do oposto,
(-Dx =—x.

[e]Se Ax = 0 e A # 0, multiplicar a igualdade por A~ da x = (A" 'A)x = 716 = 0.
Somando —y aos dois lados de x + y = z + y, obtemos x = z. ]

Observacgao 2.3. A expressdo Axq + ... + 4,X, = Y. A;x; é definida unicamente para
qualquer Ay, ..., 4, € Ke xq,..., x, € V: devido a associatividade da adicdo, ndo é
necessario inserir parénteses indicando ordem para o célculo de somas multiplas.
Analogamente, a expressdo 411, ... A,x esta bem definida.

~ n , . ~ .
Uma expressao da forma ), a;x; é uma combinacio linear dos vetores Xy, ..., X,.
Os escalares g; sdo os coeficientes da combinagéo.
Atencao
Uma combinacéo linear é sempre uma soma

S EORRN finita. Séries de vetores exigem uma nocao
vetorial quando definimos A0 = 0 paratodo A€ Ke 0+ 0 = 0. adicional de convergéncia.

Exemplo 2.4 — Espaco de dimenséo zero. O conjunto V = {0} torna-se um espaco

Espacos de dimensao zero sobre corpos distintos sdo estruturas distintas; por isso o
corpo de escalares faz parte da especificacdo do espago vetorial.
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Exemplo 2.5 — Corpo. O conjunto V =K, com a adi¢ao e a multiplicacdo do proprio
corpo, é um espaco vetorial sobre K.

De maneira mais geral, dados um corpo K e um subcorpo F deste, o corpo K pode ser
visto como um espaco vetorial sobre F. Por exemplo, o corpo de numeros complexos
C é um espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros reais R, e este é um espago vetorial
sobre o corpo dos niimeros racionais Q.

<

Exemplo 2.6 — Espaco de Coordenadas, K". Para cada n € N, denotamos por
K" = M, 1(K) o espaco dos vetores coluna com n entradas em K. Assim,

X1
K" = ] g EeKg.
xn

A adicio e a multiplicacio por escalares sdo definidas componente a componente:

X1 V1 [x1 + 3
4] i = : ,
Xn | Vn | | Xn t Y
_Xl_ _Axl
Al =1 ¢
| Xn | | A,

Em particular, quando n = 1, temos que K é um espaco vetorial sobre K.

<

Se A e B sdo dois conjuntos, vamos denotar o conjunto de funcdes de A para B por B4,

Assim, BA ={f : A— B | f éuma funcio }.

No Exemplo 2.6, K" pode ser identificado com o conjunto das func¢des de {1, ...,n} em
K: ao vetor coluna de entradas xi, ..., x;; associamos a funcédo i — x;. Essa observagao
sugere a seguinte generalizacdo.

Exemplo 2.7 — Espacos de Funcoes. Sejam S um conjunto arbitrario e K(S) = K° o
conjunto de fungdes em S com valores no corpo K. Se f : S — K é uma funcéo, entido
f(s) indica o valor de f no elemento s € S.

A adicdo e multiplicacdo de funcdes por um escalar sdo definidas pontualmente:

O (f + g)(s) :== f(s) + g(s) para todos os s € S,
O (af)(s) :== af(s) paratodososac Kes € S.

Como ja observamos, se S = {1,...,n}, entdo K(S) pode ser identificado com K": a
fungdo f corresponde ao vetor coluna cujas entradas sao f(1),..., f(n). As operagdes
sdo compativeis com essa identificacio.

A todo elemento s € S podemos associar uma func¢do delta d; centrada em {s} definida
como
5(s)=1 e 6&(t)=0set#s.

Definicoes e Exemplos
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Quando S = {1, ..., n}, usaremos também a notacio do delta de Kronecker, &(k) = .

Se o conjunto S for finito, uma funcédo f € K(S) podera ser representada unicamente
por uma combinagéo linear de fun¢des delta:

=Y f)s
sES

A igualdade pode ser verificada ponto a ponto. Reciprocamente, se f = ),
avaliar ambos os lados em s fornece f(s) = a.

s

ses s

Se S for infinito, essa representacio vale apenas para as funcdes de suporte finito, pois
combinacdes lineares contém somente um ntimero finito de parcelas. Algumas somas
infinitas podem ser definidas quando o espaco possui uma topologia ou uma norma;
voltaremos a esse tema na Secio 6.7.

<

Exemplo 2.8 — Funcoes Vetoriais. Seja V um espaco vetorial sobre K e A um con-
junto arbitrario. Entio, o conjunto V4 de todas as funcdes de A em V é um espaco
vetorial sobre K quando definimos as operacdes pontualmente. Se f,g € VA e 1 € K,
entdo

(f+8)ad) = fl@+g@,  (Af)a)=2f(a), acA
<

Se A for finito, com n elementos, identificaremos V4 com V" depois de escolher uma
ordem em A. Em particular, para V = K, recuperamos o espaco de coordenadas K" do
Exemplo 2.6.

Exemplo 2.9 — Matrizes. Denotaremos por ./, ,(K) o conjunto das matrizes m x n
com entradas em K. A adigdo usual, (a;;) + (b;) = (@; + b;j), e a multiplicacdo por
escalares, A(a;;) = (Aa;;), fazem de 4, ,(KX) um espaco vetorial sobre K.

Exemplo 2.10 — Vetores linha e coluna. Pela convencdo adotada neste livro,
K" = ﬂn,l(]K)

¢ o espaco dos vetores coluna. Os vetores linha pertencem a .#; ,(K). A transposta
de um vetor coluna é um vetor linha, e vice-versa; os dois espacos sdo naturalmente
isomorfos, mas nao serao identificados.

<

Exemplo 2.11 — Polin6mios. Seja K[x] o conjunto dos polinémios em uma variavel
x com coeficientes em K. Um elemento tipico é uma soma finita a,x" + - + g4, com
neWNuU{0}eay,..,a, € K. A adigdo de polindmios e a multiplicagio por escalares
fazem de K[x] um espago vetorial sobre K.

A analise fornece outros exemplos de espacos vetoriais.

Definicoes e Exemplos
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Exemplo 2.12 — Sequéncias. Uma sequéncia com valores em K é uma funcéo a :
IN — K; escrevemos usualmente a, := a(n). O conjunto Seq(K) de todas as sequéncias
infinitas com valores num corpo K é um espaco vetorial com as operacdes definidas
termo a termo:

(Sn) + (tn) = (Sn + tn) € (2-1)
a(sn) = (asn) (2.2)

Também denotaremos o espa¢o Seq(K) como K™ e veremos uma sequéncia como uma
lista ordenada. Assim, veremos (a,) como a lista ordenada (a;, ay, ...) e escreveremos

K* = Seq(K) = {(ay, as,...) | 4; € K para todo i € N},

com as operagdes definidas coordenada a coordenada.

<

Exemplo 2.13 — Funcoes Continuas e Diferenciaveis. Seja I um intervalo fechado.

Vamos denotar por C(I) as fungdes reais continuas em I. Denotaremos por Ck(I ) as
funcoes de C(I) que sdo k-vezes diferenciaveis no interior de I. Entao C(I) 2 C(I) 2
C%(I) 2 --. Esses conjuntos sio espacos vetoriais sobre R quando dotados da adicio

usual pontual (f+g)(x) = f(x)+g(x), x € I e multiplicacdo escalar (A f)(x) = A(f(x)).

5

Exemplo 2.14 — Funcgdes integraveis. Seja B = [aj,by] x - x [ay,b,] € R" um
retangulo fechado. O conjunto % (B) das fungdes reais Riemann-integraveis em B é
um espaco vetorial sobre R, com as operag¢des pontuais definidas como no Exemplo
2.13.

<

Observacao 2.15. Geralmente, é muito conveniente, mas nao totalmente consistente,
denotar o elemento zero e a adi¢do em K e V pelos mesmos simbolos.

Apresentaremos a seguir dois exemplos nos quais uma notacao diferente é preferivel.

Exemplo 2.16. Seja L = {x € R | x > 0}. Consideramos a multiplicacio usual como
a “adicdo” de vetores e definimos a multiplica¢do de x € L pelo escalar a € R como
x%. As leis das poténcias verificam os axiomas da Defini¢do 2.1, que nessa notacdo
assumem uma forma pouco habitual:

R
O o vetor zero em L é o elemento 1, ou seja, 0 = 1.

O aidentidade 1x = x adquire a forma x! = x

O a identidade a(bx) = (ab)x adquire a forma (x) = xba

O a identidade (a + b)x = ax + bx torna-se x%+? = x9x?.

Definicoes e Exemplos
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Exemplo 2.17. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros complexos
C. Defina um novo espaco vetorial V com o mesmo grupo aditivo V, mas com uma
multiplicacdo por escalar diferente:

(a,x) = ax,

onde a denota o conjugado complexo de a. Das formulasa + b =a + beab=ab segue
sem maiores dificuldades que V é um espaco vetorial.

Exercicios

Ex. 2.1 — Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Mostre que:
1. O vetor nulo 0 é tnico.
2. O vetor oposto —v a cada vetor v € V é unico.
3. Prove que —1 - v = —v e conclua que —(—v) = v paratodov € V.
4. Prove que av = 6 se, e somente se,a = 0ouv = 6
5. Prove que av = v se, e somente se,x = 1 ouv = 0.
6. Mostre que sex +y =z +y entdo x = z.

7. Mostre que o axioma de comutatividade da soma pode ser deduzido dos demais
axiomas da definicdo de espaco vetorial.

Ex. 2.2 — Determine se os seguintes conjuntos sdo espacos vetoriais sobre o corpo K
especificado em cada caso.

1. R?® sobre K = R com as operacdes

(1, X9, x3) + (¥1, ¥2, ¥3) = (X1 + Y1, X2 + Y2, X3 + 33)

a - (xy, %2, x3) = (a - x1, Xp, x3)

2. O conjunto V = {(a,b) € R? : a,b > 0} sobre K = R com as operacdes

(a,b) + (¢, d) = (ac,bd)
a-(a,b) = (a*,b%), « € R

3. O conjunto Q(+/2) dos elementos a + b2 com a,b € Q sobre K = Q com as
operacoes:

(@+bV2)+(c+dV2) = (a+c)+ (b +d)W2
a-(@a+2)=a-a+a-W2 acQ
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Ex. 2.3 — Mostre que IN pode receber uma estrutura de espago vetorial sobre Q. (Dica:

transporte as operacdes de Q por uma bijecdo N — Q.)

Ex. 2.4 — Seja V um espago vetorial. Use os axiomas de espaco vetorial para provar
quese ve Ven € N entao
n=v+..+v.
[ —

n parcelas

Ex. 2.5 — Sejam u, v vetores nao nulos de V. Prove que v é multiplo de u se, e somente
se, u é multiplo de v.

Ex. 2.6 — Prove detalhadamente que o conjunto de funcdes K(S) = K é um espaco
vetorial quando a adi¢do e a multiplicagao por escalares sao definidas pontualmente:

a(f + g)(s) :== f(s) + g(s) para todos os s € S,

O(af)(s) :== af(s) paratodososa € Kes € S.

Ex. 2.7 — Se S é um conjunto finito com n elementos, quantos elementos possui o
espago vetorial Zg?

Ex. 2.8 — Suponha que char(K) # 2. Defina a média de dois vetores por uxv = %u+ %v.

Prove que (u * v) * w = u % (v x w) se, e somente se, u = w.

Ex. 2.9 — Dados os espacos vetoriais V;, V5, considere o conjunto V = V; x V, (produto
cartesiano de V; por V5), cujos elementos sdo os pares ordenados v = (vi,w), com
v; € V1 e v, € V,. Defina operacdes que tornem V um espaco vetorial. Verifique a
validade de cada um dos axiomas.

Ex. 2.10 — Em R? mantenhamos a definicio de produto av de um ntimero por um
vetor mas modifiquemos, de trés maneiras diferentes, a definicdo de soma u + v de
vetores u = (x,y) e v = (x’,y"). Em cada tentativa, dizer quais axiomas de espa¢o
vetorial continuam véalidos e quais sao violados:

Lu+v=(x+y,x"+y),

2. u+v=(xx,yy"),

3. u+v=03x+3x",5x +5x).

Ex. 2.11 — Seja K um corpo finito com g elementos. Quantos elementos possui o
espago vetorial K"*?

Definicoes e Exemplos

O teste de subespaco

Para reconhecer um subespaco, nio é pre-
ciso verificar novamente todos os axiomas
de espaco vetorial. Basta confirmar que o
conjunto contém o vetor zero e é fechado
por soma e por multiplicacao por escalares.
E por isso que conjuntos de solugdes de sis-
temas homogéneos aparecem naturalmente
como subespagos.
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2.2 Subespacos

Em muitas estruturas algébricas podemos reconhecer subconjuntos que herdam as
operacdes da estrutura original. Os espacos vetoriais ndo siao exce¢do. Fixemos um
espaco vetorial V sobre K.

Definicao 2.18 — Subespaco Vetorial. Um subconjunto nio vazio W de V é um
subespaco vetorial de V se W for um espago vetorial com as mesmas operagdes
de adicdo de vetores e multiplicacdo escalar que V.

A proposicgao seguinte fornece um critério para reconhecer subespagos.

Proposicao 2.19.
Um subconjunto ndo vazio W deV é um subespaco vetorial se, e somente se, for
fechado em relagdo a adigdo de vetores e a multiplicagdo por escalares de V.

Demonstragdo. Se W é um subespaco, o fechamento decorre dos axiomas de espaco
vetorial. Reciprocamente, suponha que W seja nio vazio e fechado por soma e mul-
tiplicacdo por escalares. Escolha w € W. Como 0=0weWe-w=(-)weW,o
vetor nulo e os opostos pertencem a W. Todos os demais axiomas sdo herdados de V;
portanto, W é um espaco vetorial com as operacdes de V. |

Exemplo 2.20. O conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a n, juntamente
com o polindmio nulo, é um subespaco de K[x]. Esse espaco sera denotado por K, [x].

<

Exemplos 2.21. Os conjuntos C([a, b]), C([a, b]) e % ([a, b]) sio subespacos de Rlab],

<

Exemplo 2.22. Vamos apresentar alguns exemplos de subespacos do espaco de se-
quéncias.

O conjunto ¢y das sequéncias complexas que convergem para 0 é um espaco vetorial,
assim como o conjunto £ das sequéncias complexas limitadas. Além disso, se p > 1 ¢é
um nimero real, o conjunto ¢¥ das sequéncias complexas (s,) para as quais

(o8]
Y lsalf < o0
n=1

¢ um espago vetorial com operacdes definidas componente a componente. O fecha-
mento em relagdo a adigdo decorre da desigualdade de Minkowski:

o0 1/p ) 1/p 0 1/p
(Siotn) < (Bo) ()
n=1 n=1 n=1
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Exemplo 2.23. O conjunto
(K*), = {(@)i>1 € K* | @ # 0 para apenas finitos indices i}

é um subespaco de K*.

<

Exemplo 2.24 — Sistema Linear. Seja A € /,,,(K). O conjunto das solugdes X €
K" do sistema homogéneo AX = 0 é um subespaco de K". De fato, se AX = AY =0 e
1€ K, entio A(AX +Y) = AAX + AY = 0.

Essa distributividade pode ser verificada diretamente nas entradas. Se B, C € ., ,(K),
entdo
A(AB + C) = A(AB) + AC

para todo A € K; com efeito,
[AAB+O)yj = Y Ag(AB + O)y;
k
= ) (AAgBij + AiCy)
k

= )L Z AlkBkj + Z Alka]
k k

= A(AB);; + (AC);
<
Exemplo 2.25. Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais lineares:
X{ = ajxy + -+ apxy, (2.3)
: (2.4)
X = GpX) + 0 F GypXy (2.5)

com xy,...,x, € C 1(I), onde I é um intervalo aberto em R, x{ denota a derivada de x; e

a;j € R. A matriz A = (@) € M, ,(R) é a matriz do sistema. Defina x = (x;, ..., x,)".

Com essa notacao, o sistema assume a forma

x’ = Ax com x € C1(])".

O conjunto de solucdes ¢ V = {x € C}(I)" | x’ = Ax}. A linearidade da derivacio e da
multiplicagio por A mostra que V é um subespaco de C1(I)".

Uma colecdo & = {W; | i € I} de subespacos de V permite construir novos subespacos
de duas maneiras naturais.

Alintersegdo(),_; W; é um subespaco de V, pois todas as condigdes do teste de subespaco
sdo preservadas por intersegoes.

Se, para cada i, j € I, existir k € I tal que W; U W; € W, entdo Uiel
subespaco: dois de seus vetores pertencem simultaneamente a algum W, onde sua
soma e seus multiplos escalares permanecem.

W; também é um

Subespacos
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Em geral, porém, a unido de dois subespacos nao é um subespago. De fato, W; UW, é
um subespaco se, e somente se, W; € W, ou W, C W;. A verificacdo é proposta como
exercicio.

Teorema 2.26.
Seja V um espago vetorial sobre um corpo infinito K. Entdo V nao pode ser a unido
de um niumero finito de subespagos proprios.

Demonstragdo. Suponha, por contradi¢do, que V.= W; U --- U W, com todos os W;
proprios, e escolha tal cobertura com n minimo. Ela é irredundante; em particular,
existe 0
xew\w.

i=2
Como W; = V, escolha tambémy € V\ Wj. Aretaafim L = {x+ Ay | A € K} é
infinita: se duas de suas expressdes fossem iguais, teriamos (A — p)y = Oe, portanto,
A=p.

Como L esta coberta pelos n subespacos, algum L N W; ¢ infinito. Escolha dois de
seus pontos distintos, x + Ay e x + py. A diferenca mostra que (4 — p)y € W; e, como
A # p, temos 'y € W;. Subtraindo Ay do primeiro ponto, obtemos x € Wj. Se j = 1, isso
contradiz y & Wy; se j # 1, contradiz a escolha de x. Logo tal cobertura néo existe.

Exemplo 2.27. Se K é finito, entdo o teorema anterior ¢ falso em geral. Por exemplo,
sejaV = (F,). Entdo V = W; UW,UWs3, em que W; = {(0,0), (1,0)}, W, = {(0,0), (0, 1)}
e W3 ={(0,0),(1, D}

Definicao 2.28 — Subespaco Gerado. Dado S €V, o subespaco gerado por S é
o menor subespaco de V que contém S. Explicitamente,

(S) == m{W | W é subespaco de VeSC Wi

Denotaremos por Z(V) o conjunto dos subconjuntos de V e por & (V) o conjunto de
seus subespacos. A aplica¢do (-) : P(V) —» & (V) envia S em (S). Ela é sobrejetiva,
pois sua restricdo a § (V) é a identidade.

Definicao 2.29 — Combinacéo Linear. Seja B = {v; | i € I} C V. Um vetor
v € V é uma combinagio linear dos vetores de B se existe uma familia de escalares
(¢;)ie1> com apenas um numero finito de termos néao nulos, tal que

> -
V= ZCiVi.

iel
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Observacao 2.30. Se escolhermos todos ¢; = 0, obteremos

S
0= Z CiVij.
Esta é a combinagéo linear trivial dos vetores em B. Qualquer outra combinacdo linear

é nao trivial.

Se B = @, a tinica combinagao linear é a soma vazia, cujo valor é, por convengao, o
vetor nulo de V.

Teorema 2.31.
A fungdo (- ) : P(V) — & (V) possui as seguintes propriedades
E] Para S € P(V),(S) é o subespago de V de todas as combinagdes lineares

finitas de vetores de S. Assim,

n
<S>: inxi | XiE]K,Xl'ES,n20
i=1

[b] SeS; €Sy, (S1) C(Sy).

Se x € (S), existe um subconjunto finito S’ C S de modo que x € (S’).
IE] S C(S) para todos 0s S € P(V).

E] Para cada S € P(V),{(S)) =(S).

Seye(Sufx}l) ey &(S), entdox € (SU{y}). Aquix,y €V eS e PV).

Demonstracao. E] Seja L o conjunto das combinacdes lineares finitas de vetores de
S. Como (S) é um subespaco que contém S, temos L C (S). Por outro lado, L é um
subespaco que contém S; pela minimalidade de (S), segue que (S) C L.

[b]Se S; C Sy, entio (S,) é um subespaco que contém S;. Pela minimalidade de (S, ),
(51) €(S2).

Pelo item [ a |, cada vetor de (S) é uma combinagio linear de um nimero finito de
vetores de S; basta reunir esses vetores em S’.

[d]|Cada x € S é a combinagio linear 1x, logo S C (S).
E] O conjunto (S) ja é subespago; portanto, tomar seu gerado nao o altera.
Sey € (SU{x}) \ (S), podemos escrever
y =ax+a1X; + - + apXy, X1 ..., Xy € S.
O coeficiente a ndo pode ser nulo, pois isso colocaria y em (S). Assim,

1

x=aly—alax; — - —ala,x, € (SU{y}.

Exercicios

Subespacos
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Ex. 2.12 — Seja W um subconjunto néao vazio de V. Prove que, se W for fechado em

relagdo a adigdo e a multiplicagdo por escalares, entdo W é um subespago de V.

Ex. 2.13 — Para os conjuntos seguintes, determine se os conjuntos dados sdo espagos

vetoriais reais, se a adi¢do e a multiplicacdo forem as usuais. Para aqueles que néo

forem diga quais axiomas de espacos vetoriais ndo sdo satisfeitos.

1.

10.

11.

12.

13.

O conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n

. O conjunto de todas as fungdes reais tais que f(0) = f(1)
. O conjunto das func¢des tais que f(0) =1+ f(1)

. O conjunto das func¢des reais crescentes.

. O conjunto das func¢des reais pares.

. O conjunto das func¢des reais impares.

1

. O conjunto das fungdes continuas em [0, 1] tais que J f(x)dx =0

0

1

. O conjunto das fun¢des continuas em [0, 1] tais que J flx)dx >0

0

. O conjunto dos vetores (x, y, z) em R? tais que x = 0 ou y = 0

O conjunto das matrizes 2 x 2 cujo trago é zero
O conjunto das matrizes 2 x 2 cujo determinante é zero
O conjunto das matrizes 2 x 2 simétricas, isto é, tais que A = At

O conjunto dos vetores (x, y, z) que satisfaz a equacdo linear a;x+ayy+asz = 0

Ex. 2.14 — Considere o subconjunto S de C*(R) formado pelas fun¢des que sdo solu-

¢des da equacdo diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes constantes

YO + @y YD (E) + - + a1y’ (£) + agy(t) = 0

onde ag,ay, ..., a,_1 € R. Mostre que S é um subespaco vetorial de C"(R).

Ex. 2.15 — Seja F (X, K) o espago das fungdes, onde K é um corpo. No caso particular
em que X = IN o espaco é denominado espaco de sequéncias e vamos denota-lo por
KN. Um elemento f € KN é uma funcio f : N — K dada por n — x, € K e sera
denotado por f = (x,),en. Quais dos seguintes conjuntos sio subespacos de KN ?

1.

2.

O conjunto das sequéncias com apenas um numero finito de coordenadas
diferentes de zero.

Nenhuma coordenada igual a 1.

Subespacos
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Nos proximos itens K = R

3. O conjunto das sequéncias de Cauchy, isto é, das sequéncias tais que, dado
€ > 0 existe N > 0 tal que |x, — x;,,| < € paran,m > N.

A . . oo
4. As sequéncias tais que Y, [x,[ < oo.

5. As sequéncias limitadas, isto é, as sequéncias (x,),cn para as quais existe
M > 0 tal que |x,| < M para todon € N.

Ex. 2.16 — Seja S um subespaco de V e sejav € V. O conjuntov+S={v+s | s € S}
é um subespaco afim de V.

1. Quando um subespago afim de V é subespaco de V?

2. Mostre que dois subespacos afins x + S e y + S ou sdo iguais ou sao disjuntos.

Ex. 2.17 — Prove que
1. Se S; C S5, (S1) C(Sy).
2. Se x € (S), existe um subconjunto finito S’ C S de modo que x € (S’).
3. S C (S) para todos os S € P(V).

4. Para cada S € 22(V),{(S)) = (S).

Ex. 2.18 — Seja X C V um subconjunto de um espaco vetorial sobre K V. Mostre que
(X) ={¥,cpa v : F C X éum subconjunto finito e &, € K, Vv € F}.

Ex. 2.19 — Dé um contraexemplo que mostre que a unido de subespacos nio é neces-
sariamente um subespaco.

Ex. 2.20 — Mostre que, se W; e W, sdo subespacos de V, entdo W; UW, é um subespaco
se, e somente se, W; C W, ou W, C Wj.

2.3 Bases e Dimensao

Definicao 2.32 — Dependéncia e Independéncia Linear. Suponha que V seja

um espaco vetorial arbitrario sobre um corpo K e seja S um subconjunto de V.
O S é dito linearmente dependente sobre K se existirem vetores distintos
Xq,..., X, € S e escalares ay, ..., a, € K, ndo todos nulos, tais que a;x; + - +

a,x, = 0.

O S é dito linearmente independente (sobre K) se S ndo for linearmente

Bases e Dimensao

Gerar sem redundancia

Uma base cumpre simultaneamente duas
tarefas: seus vetores geram todo o espaco
e nenhum deles ¢ dispensavel. A condicao
de geracdo garante existéncia das coorde-
nadas; a independéncia linear garante sua
unicidade.
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dependente.

. . ~ n =
Portanto, se S for linearmente independente, toda relacéo zi:l a;x; = 0, com Xy, ..., X,
distintos em S, tera todos os coeficientes nulos.

Pela definicdo, o conjunto vazio é linearmente independente por vacuidade. Omitire-
mos a expressio “sobre K” quando o corpo estiver claro no contexto. Se houver mais
de um corpo envolvido, porém, a dependéncia pode mudar, como mostra o exemplo
seguinte.

Exemplo 2.33. Considere V = R como espaco vetorial tanto sobre Q quanto sobre
R. O conjunto S = {1, \/E} ¢ linearmente independente sobre Q, pois a + b2 = o,
coma,b € Q, implica a = b = 0. Sobre R, porém, ele é linearmente dependente, pois

J2-1-1-V2=0.

Definicdao 2.34 — Base. Um subconjunto S de V' é dito base de V se S for linear-
mente independente sobre K e (S) = V.

. ~ . R Atencao
Se S é uma base de V, todo vetor ndo nulo x € V possui uma expressao tGnica x = o
Uma base pode ser infinita, mas cada vetor
X1X1++-+x,Xp, na qual xq, ..., X, sio elementos distintos de S e os coeficientes x, ..., x, usa apenas um nimero finito de seus
sdo nio nulos. elementos.

Notacao 2.35. As bases serdo denotadas por B, X, ....

Vejamos alguns exemplos de bases.

Exemplo 2.36. O conjunto vazio @ é uma base para o subespago nulo (0) de qualquer
espaco vetorial V. Se considerarmos um corpo K como um espaco vetorial sobre si
mesmo, qualquer elemento diferente de zero x de K é uma base de K.

<
Exemplo 2.37. SejaV = K". Parai = 1,...,n, denote por e; o vetor coluna cuja i-ésima
entrada € 1 e cujas demais entradas sdo nulas. Como

X1
= X1€1 + -+ Xn€ns

Xn

o conjunto B = {ey, ..., e,} é uma base de K", denominada base canénica.

<

Exemplo 2.38. Seja V = (K*),. Para cada i € N, denote por e; a sequéncia cuja
i-ésima entrada é 1 e cujas demais entradas sdo nulas. Todo x € (K*), tem a forma

X = (X, .05 %,,0,0,...) = x1€1 + - + X,€,

para algum n. Logo B = {e}, e, ...} é a base canonica de (K*),.
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Exemplo 2.39. SejaV = My, n(K). Para1 <i<me 1< j<n,denote por Ej; a matriz
cuja entrada (i, j) é 1 e cujas demais entradas sdo nulas. Como (a;;) = 2:11 2?:1 a;;Eij,
o conjunto B = {E;; | 1 <i<m, 1<j<n}éumabase deV. Seus elementos sdo as
unidades matriciais.

<

Exemplo 2.40. Seja V = K[x]. Seja B o conjunto dos mondmios monicos em x, assim,
B = {1,x,x%,..} e é uma base de K[x].

<

Exemplo 2.41. O conjunto dos niimeros reais ¢ um espaco vetorial sobre o corpo dos
numeros racionais.

Como seria uma base desse espaco? Nao ha uma descri¢do elementar. Como Q é
enumeravel, o subespago de R gerado por qualquer subconjunto enumeravel também
¢é enumeravel. Como R néo é enumeravel, nenhuma base de R sobre Q pode ser
enumeravel. O teorema seguinte garante a existéncia de tal base, mas nédo a constroi
explicitamente.

Leitura opcional: bases em dimensao infinita. Os resultados a seguir usam o
Lema de Zorn e aritmética de cardinais. Em uma primeira leitura voltada a espacos de
dimensao finita, esta passagem pode ser omitida.

Todo espaco vetorial possui uma base, como afirma o teorema seguinte:

Teorema 2.42 (Base).
Todo espaco vetorial possui uma base.

De fato, temos um resultado ligeiramente mais forte: qualquer subconjunto linearmente

independente S de V pode ser expandido para uma base. E esse fato que provaremos.

Teorema 2.43 (Extensio).
Seja V. um espaco vetorial sobre K e suponha que S seja um subconjunto linearmente
independente de V. Entdo, existe uma base B deV tal que B2 S.

Demonstragao. Denotaremos por .# o conjunto de todos os subconjuntos linearmente
independentes de V que contém S:

J ={Ae P(V) | ADSe Aélinearmente independente sobre K}.
Como S € .7, temos ¥ # @. Ordenamos .# por inclusdo. Assim, para Ay, A; € .7,
A1 < Ay se, e somente se, Ay C A,.

Dessa forma (%, C) é um conjunto parcialmente ordenado.

Bases e Dimensao
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Seja 7 ={A; | i € I} uma cadeia em .¥ e defina A = J,_; A;. Temos SC Ae A;C A
para todo i. Se A fosse linearmente dependente, uma relacio nio trivial envolveria
apenas um subconjunto finito de A. Como J ¢ totalmente ordenada, esse subconjunto

finito estaria contido em algum A;, contradizendo a independéncia linear de A; .

Portanto, A € .# e A é um limitante superior de 7.

O Lema de Zorn fornece um elemento maximal B € .#. Esse conjunto é linearmente
independente e contém S. Se (B) # V, existiria x € V' \ (B); entdo B U {x} ainda seria
linearmente independente, contrariando a maximalidade de B. Logo (B) =V,eB éa
base desejada. |

do Teorema 2.42. Suponha V = {0} e sejav # 0. Entdo {v} é um conjunto linearmente
independente e pelo Teorema 2.43 pode ser completado a uma base de V. |

A demonstra¢do tem uma limitacdo importante: o Lema de Zorn garante a existéncia
de uma base, mas em geral ndo fornece um procedimento para construi-la. Em muitos
espagos de dimensdo infinita, essa base de Hamel ndo admite uma descrigio explicita
simples.

Exemplo 2.44. Uma base para o espaco vetorial C¥(I) é niio enumerével e nio possui
descri¢des simples. No entanto, como R[x] € Ck(I), 0 Teorema 2.43 garante que existe

uma base de Ck(I) que contém os mondmios 1, x, X2 ...

O Teorema 2.43 afirma que qualquer subconjunto linearmente independente de V pode
ser estendido a uma base. O resultado complementar diz que todo conjunto gerador
contém uma base.

Teorema 2.45 (Reducio).
Seja V um espago vetorial sobre K e suponha que V = (S). Entdo S contém uma
base de V.

Demonstragao. Se S = @ ou {6}, entdo V = (0). Nesse caso, @ é uma base de V contida
em S. Portanto, podemos supor que S contém um vetor diferente de zero x.

Seja F = {A C S | A linearmente independente sobre K}. Claramente, {x} € 7.

Ordenaremos parcialmente .% por incluséo.

Se I ={A; | i € I} é um subconjunto totalmente ordenado de .7, entdo U A; éum
i€l
limite superior para 7 em ..

Portanto, (%, C) é indutivo. Aplicando o Lema de Zorn temos que ¥ possui um
elemento maximal B.

Afirmamos que B é uma base de V. Ja sabemos que B C S e que B é linearmente
independente. Se (B) = V = (S), entdo S € (B); logo existe y € S \ (B). Nesse caso,

B U {y} € .7 seria estritamente maior que B, em contradi¢do com sua maximalidade.

Portanto, (B) = V. [ |

Bases e Dimensao
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Um espago vetorial costuma possuir muitas bases. Por exemplo, se A € Ke A # —1,
entdo
{er,....ep_1. e, + e}

é uma base de K". O que todas as bases de um mesmo espac¢o tém em comum € sua
cardinalidade, como mostraremos a seguir.

Lema 2.46 (Troca de Steinitz).
Sejam vy, ..., vy, vetores linearmente independentes em'V e sejam wy, ..., Wy, vetores
que geram V. Entaom < n e, possivelmente apos reordenar os vetores w;, 0 conjunto
V1o Vs Wi 15 -, Wy} gera V.

Demonstragdo. Desejamos mostrar que m < n e que, ap0s rearranjar os w; se neces-
sario, o conjunto {vy,...,V,,, Wy11, ..., Wy} gera V. Vamos proceder por inducdo em
m.

Para o caso base, suponha que m seja zero. Nesse caso, a afirmacio é verdadeira porque
néo ha vetores v;, e o conjunto {wy, ..., w,} gera V por hipdtese.

Para o passo indutivo, assuma que a proposigao é verdadeira para m — 1. Pela hipotese
de indugdo, podemos reorganizar os w; de modo que {vy, ..., V,_1, Wy, ..., W} gere V.
Como v, € V, existem coeficientes ay, ..., a, tais que

m—1 n
Vi = Z a;v; + Z ajw;.
J=1 j=m

Pelo menos um dos ay,, ..., a, deve ser diferente de zero, pois, caso contrario, essa igual-
dade contradiria a independéncia linear de {v, ..., v,;}; portanto, m < n. Reordenando
0s vetores W, ..., W, se necessario, podemos assumir que a,, é nao nulo. Portanto,

1 m—1 n
Wm =~ \Vm ™~ Z“J‘Vj— Z a4iWj
m j:1

Jj=m+1

Em outras palavras, wy, esta no espaco gerado por {vy,..., Vy, Wyt 1, ..., Wy} Como
esse espaco contém o conjunto que, pela hipétese de inducio, gera V, ele coincide com
V. |

O lema contém duas informacdes. Primeiro, um conjunto finito linearmente indepen-
dente nao pode ter mais elementos que um conjunto gerador finito. Segundo, parte do
conjunto gerador pode substituir, uma a uma, as dire¢des introduzidas pelo conjunto
independente, sem perder a propriedade de gerar V.

O resultado seguinte justifica a defini¢cio da dimensio de um espaco vetorial.

Teorema 2.47 (da Invaridncia da Dimensio).
Seja V um espacgo vetorial sobre K e suponha que B, eB, sejam duas bases de V.

Entao |B | = [B

1‘: z"

Bases e Dimensao
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Demonstragdo. Dividimos essa prova em dois casos.
Caso 1: suponha que V tenha uma base B, finita.

Suponha que B B = {X1,...,X,}. Se B, for finita, o Lema de Steinitz, aplicado nos dois

sentidos, fornece ’B ‘ = ’B ‘ SeB, fosse infinita, conteria um subconjunto linearmente
independente com n + 1 elementos, o que também contradiria o Lema de Steinitz, pois
B geraV.

Caso 2: suponha que nenhuma base de V seja finita.

Nesse caso, B e Ez sdo conjuntos infinitos. Para caday € Ez’ seja Iy C El o suporte
finito da expressao de y na base B,. Como B, gera V, a unido desses suportes gera V;
sendo um subconjunto de B , ela deve ser igual a B . Portanto,

B[ <[B - = [B,]-

Invertendo os papéis de B eB, obtemos a desigualdade contraria. Pelo teorema de
=B, o

Cantor—Schroder— Bernsteln

Definicao 2.48 — Dimensio. A cardinalidade comum das bases de V é denomi-
nada dimensao de V e denotada por dim V. Para explicitar o corpo de escalares,
escreveremos dim V. Assim, dimV = [B| para qualquer base B de V..

Retomemos alguns exemplos. No Exemplo 2.33, dimgR = 1 e dimgR = |R|. No

Exemplo 2.36, dim ]K{ﬁ} = 0. Pelos Exemplos 2.37, 2.39 e 2.40, temos, respectivamente,

dimK" = n, dim 4, ,(K) = mn e dim K[x] = |IN|.

Se a dimensao de um espacgo vetorial V for infinita, como nos Exemplos 2.33 e 2.40,
em geral nio faremos nenhuma tentativa de distinguir qual a cardinalidade de dim V.

Em vez disso, escreveremos simplesmente dimV = oo. Se V tiver uma base finita
{x1,...,x,}, diremos que V é um espaco vetorial de dimenséo finita e escreveremos

dimV < oo, ou, mais precisamente, dimV = n < co. Por exemplo, dim ]RCk(I) = oo,

enquanto dimgR" = n < oco.

Teorema 2.49.
Seja V- um espaco vetorial sobre K.

E] Se W for um subespaco de V, entdo dimW < dimV.

IE] SeV for de dimensdo finita e W é um subespago deV tal que dimW = dimV,
wW=V.

Demonstragdo. Se B, , é uma base de W, o Teorema 2.43 permite estendé-la a uma

base B, de V. Logo dimW = |BW’ < ‘BV‘ = dimV, provando [a | Se V tem dimenséo
finita e essas dimensdes sdo iguais, a extensdo nio pode acrescentar vetores; portanto,
B, =B,eW =V,oque prova[b]. |

Se V nio é de dimensio finita, entéo | b | é falso em geral. Um exemplo simples ilustra
esse ponto.

Bases e Dimensao
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Exemplo 2.50. Seja V = K[x] e seja W o subespaco dos polinémios pares. Entdo
{1,x%,x*%, ...} é uma base de W, enquanto {1, x,x?,..} é uma base de V. Ambas sio
enumeraveis, de modo que dimV = dim W, embora W = V.

Exercicios

Ex. 2.21 — Suponha que S seja finito. Exiba uma base para o espaco de funcoes
K(S) = K5.

Ex. 2.22 — Dado um subespaco L C V, prove que, se dim L = dimV < oo, entdo L = V.

Ex. 2.23 —
1. Prove que os unicos subespagos de R sdo o proprio R e o subespaco nulo.

2. Prove que todos os subespacos de R? sio o proprio R?, o subespaco nulo ou o
subespaco constituido pelos multiplos de um vetor nio nulo fixo de R?.

3. Quais sio todos os subespacos de R3?

Ex. 2.24 — Seja L um espaco n-dimensional sobre um corpo finito com g elementos.
1. Calcule o numero de subespacos k-dimensionais de L, para 1 < k < n.

2. Calcule o niimero de pares de subespacos L e L, com dim L, dim L, e dim (L; N
L,) fixos. Verifique que, quando g — oo, a razdo entre o nimero de pares em

posigao geral e o niimero total de pares com dim L; e dim L, fixadas tende a 1.

Ex. 2.25 — Seja X um subconjunto de um espaco vetorial V sobre K. Mostre que

(X) = Zavv : FC X éfinito e o, € Kparatodov e F;.
veF

Ex. 2.26 — Seja B um subconjunto de um espaco vetorial V. Mostre que B é linearmente
dependente se, e somente se, existir v € B que pode ser escrito como combinacéo
linear dos elementos de B \ {v}.

Ex. 2.27 —Se E = {ej}jc; éumabasede VeFr = {ﬁ}je] ¢é uma base de W, mostre que
{(e;,0)}ier U {(O, f;)}je] é uma base de VEHW.

Bases e Dimensao
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Ex. 2.28 — Seja V um espago vetorial sobre K de dimensao nao necessariamente finita
e seja B um conjunto linearmente independente em V. Mostre que se existir um
elemento v € V que néo seja combinagao linear de elementos de B, entdo o conjunto
B U {v} é linearmente independente.

Ex. 2.29 — Seja V um espaco vetorial sobre K. Mostre que:

1. Dados vetores ndo nulos vy, v, prove que eles sdo linearmente independentes
se, e somente se, (v;) N (v,) = {0}.

2. Dados vetores v, vy, v3 ndo nulos. Prove que {(v;) N {v;) N (v3) = {0} ndo implica
que os vetores vy, vy, v3 sejam linearmente independentes.

3. Dado S = {s1, ..., s,} C V. Prove que S é linearmente independente se, e somente
se, (S\ {s;}) # (S) paratodo s; € S.

4. Prove que, se A, BC V, entdo (A) + (B) = (AU B).

Ex. 2.30 — Mostre que se os coeficientes ay, ..., a, ndo sio todos iguais a zero, o hiper-
plano
H={(x1,.... %) €ER" | ayx; + - + apx, = 0}

é um subespaco vetorial de dimenséo n — 1 em R™.

Ex. 2.31 — Prove que em qualquer conjunto de vetores S existe um subconjunto S’
linearmente independente tal que (S) = (5’).

Ex. 2.32 — Se K = Z,, o subconjunto {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} de K* ¢ linearmente
dependente? E se K = Z;3?

Ex. 2.33 —Seja V = F(R,C) o C-espago vetorial de todas as func¢des de R em C.
Prove que {fi, f2, fs} é linearmente independente, onde fi(x) = 1, fo(x) = €* =
cos(x) +isen(x) e f3(x) = e7™ para todo x € R.

Ex. 2.34 — Considere o espago das fun¢des F (R, R). Mostre que os seguintes subcon-
juntos sdo linearmente independentes:

L. (funew onde f, : x > €™

2. (fa)aer onde f; : x > |x — 4
Ex. 2.35 — Seja V um espaco vetorial sobre R e considere no conjunto V¢ = {(u,v) :
u,v € V} as seguintes operacdes de adicdo e multiplicacdo por um niimero complexo:

(ug,vy) + (g, vp) = (ug + g, vy +vy)

(a+if) - (u,v) = (au— pv, fpu+ av)

1. Mostre que V¢ é um espaco vetorial sobre C.

Bases e Dimensao
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2. Seja {vi,vy,...,v,} € V um subconjunto linearmente independente. Mostre
que {(v1,0), (vp,0), ..., (v, 0)} e {(0,v1), (0,13), ..., (0, v,)} sdo subconjuntos line-
armente independentes de V.

Ex. 2.36 — Para um C-espaco vetorial V, denotaremos por Vi o conjunto V visto como
R-espaco vetorial. Mostre que se {v{, W, ..., v,} for um subconjunto linearmente inde-
pendente de V, entdo {vi, vy, ..., V,} € {v;, Vg, ..., Vu} U {ivy, ivs, ..., iV, } sd0 subconjuntos
linearmente independentes de V.

Ex. 2.37 — Seja V um espaco vetorial e seja B C V. Mostre que sdo equivalentes:
1. B é uma base de V;

2. B é um conjunto linearmente independente maximal, isto ¢, a adi¢do de qualquer
vetor de V' \ B produz um conjunto linearmente dependente;

3. B é um conjunto gerador minimal, isto é, a remocdo de qualquer vetor de B
produz um conjunto que nio gera V.

Ex. 2.38 — Seja V = (X). Mostre que existe uma base B de V tal que B C X. Dica:
Defina um conjunto parcialmente ordenado e use o lema de Zorn.

Ex. 2.39 — Ache uma base de ., ,(C) como espago vetorial sobre R. Qual é a
dim JR(%n,n(C))?

Ex. 2.40 — Seja S o R-espaco vetorial do Exercicio 2.14. Mostre que dim S = n.

Dica. Use o Teorema de Existéncia e Unicidade de solucdes. Considere a equagao
YO) + @y y D@ + 4 a1y () + agy(0) = 0 (2.6)

onde qg, ay,...,a,_1 € R. Dados Aj, Ay, ..., A,_1 € R, existe uma unica solucéo y :
R — R da equaciio (2.6) verificando y(0) = Ay, y'(0) = Ay,...,y""D(0) = A,_,
(condi¢des iniciais da equagao (2.6)).

Construa n solucdes que formardo uma base do espaco das solugdes de (2.6), da seguinte
forma: considerando as condi¢des iniciais Ay = 1e A; = -+ = A,_; = 0 0 Teorema de
Existéncia e Unicidade garante que existe uma tnica solucdo y; : R — R de (2.6) que
verifica as condigdes y;(0) = 1 e y{(0) = - = y§”‘1)(o) = 0. Repita o procedimento
considerando as condigdes iniciais A; = 1 e A; = 0 para todo j # i com i variando de 1
an—1.

Ex. 2.41 — Determine se os espacos abaixo tém dimensao finita. Em caso afirmativo,
determine a dimenséo e uma base para o espaco:

1. O conjunto de todas as sequéncias reais.
2. O conjunto das sequéncias reais que satisfazem ap = ap_ + ar_, para k > 3.

3. C" visto como um espaco vetorial sobre C e visto como um espaco vetorial

Bases e Dimensao
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sobre R.

4. O conjunto das sequéncias com apenas um nimero finito de termos nao nulos.

5. O espaco das fungdes em F (X, R), | X| < oo que se anulam em todos os pontos
de um subconjunto X, C X.

6. O espago das fungdes C([0, 1], R).

Ex. 2.42 — Seja F um corpo. Um subcorpo K é um subconjunto de F que é corpo
quando restringimos as operagdes de F a K.

1. Mostre que F é espaco vetorial sobre K.

2. Suponha que V seja um espago vetorial m-dimensional sobre F e que F seja um
espago vetorial n-dimensional sobre K. Qual a dimensio de V sobre K?

Ex. 2.43 — Seja W um subespaco de V com dim (V) < co. Prove que:
1. dim (W) < dim (V)

2. dim (W) = dim (V) se, e somente se, W = V.

Ex. 2.44 — Mostre que R é um espaco vetorial de dimensio infinita sobre Q.

2.4 Soma de Subespacos

O conjunto & (V') de todos os subespagos de V é parcialmente ordenado pela incluséo.

;e
Nessa ordem, {0} é o menor elemento e V é o maior. Essa estrutura de ordem motiva
as construcoes seguintes.

Se S,T € & (V), entdo SN T é o maior subespaco contido simultaneamente em S e T.

Mais geralmente, a intersecdo de uma familia {S; | i € I} é seu maior limite inferior:

inffS; [ iel}=(S

i€l

Para determinar o menor subespaco de V contendo os subespagos S e T, fazemos a
seguinte definicio.

Definicdao 2.51 — Soma. Se S e T sdo subespacos de V, sua soma é o conjunto
S+T={x+y| xS, yeT}
Para uma familia {S; | i € I}, definimos sua soma como o conjunto de todas as somas
finitas com uma parcela em cada subespago escolhido:

ZSi = {Xil + .- +xir | r> 0, il,...,ir (S I, Xij S Sij}'
i€l

Soma de Subespacos

Soma e uniao

A unido de dois subespacos néo é, em geral,
um subespaco: a soma de um vetor de cada
conjunto pode ndo pertencer a unido. A
soma U + W é o menor subespaco que
contém ambos.
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Proposicao 2.52.
Dada uma cole¢ao {S; | i € I} de subespagos de V, as condigbes seguintes sdo
equivalentes:

W ¢é o menor subespago que contém S; para todoi € I;
w=(US liel})
W=2YerS

A equivaléncia decorre diretamente da caracterizacio de (S) como o conjunto das
combinacdes lineares finitas de elementos de S.

2.4.1 Soma Direta

Uma soma direta descreve um espaco por componentes independentes: cada vetor se
decompde de maneira Unica em parcelas pertencentes aos subespacos dados.

Somas Diretas Internas

Definicao 2.53 — Soma Direta. Seja V um espaco vetorial e seja § ={S; | i € I}
uma familia de subespacos. Dizemos que V é a soma direta interna dessa familia
se todo vetor v € V possui uma tnica representacdo como soma finita

V:Vl'1 +"'+Vir, Vij ESl-j_,

depois de desconsiderar parcelas nulas e a ordem das parcelas.
Se V é a soma direta de &, escrevemos

v=@Ps.

iel
Se & =1{Sy, ..., S;} é uma familia finita, podemos denotar a soma direta como
V=5&--85,

5
Uma soma ¢é direta se, e somente se, toda igualdade u; +-+u =0, com indices

distintos e u €5, implica u;, = 0 para todo j. Em outras palavras, basta verificar a
unicidade da representacio do vetor nulo. Essa afirmacio motiva a seguinte definigdo
e a proéxima proposicao.

Definicao 2.54 — Espacos Independentes. Uma familia finita {Sj, ..., S} de su-
bespacos de V é independente se s; + - + s = 0, com s; € §;, implica s; = Bpara

todo i.

Assim, para subespacos Sy, ..., Sg de V, a igualdade V = S; @ --- @ Si vale se, e somente
se,

[a] V=S5 +~+5e

IE] a familia {S;, ..., St} é independente.
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A seguinte caracterizacdo de somas diretas é bastante util.

Teorema 2.55.
Um espago vetorial V é a soma direta de uma familia § = {S; | i € I} de subespagos
se, e somente se,

[a] VéasomadosS, V=35

IE] Para cadai € I, S; N (Zjii Sj) = {0}

Demonstragao. Suponha primeiro que V seja a soma direta de &. Entéo E] é verdadeiro
e se

ves§n (Z S])
J#i
entdo v = s; para algum s; € §; e

vV = Sh +"'+Sjn

onde sj, € Sj. e jx # ipara todos os k = 1,...,n. Portanto, pela unicidade das
representacoes de soma direta, s; = 0 e, portanto, v = 0. Logo demonstramos @

Para a reciproca, suponha que[a|e [b ] sejam validos. Precisamos apenas verificar a
condic¢do de unicidade

vV=sj t+-+s; e (2.7)
V=t et (2.8)

ondes; € S; ety € S. Acrescentando parcelas nulas, podemos supor que os conjuntos
Ji Ji i i
de indices das duas representag¢des coincidem, digamos, com {iy, ..., ip}; assim,

V=S +oets e (2.9)

VEt et (2.10)

A diferenca das duas igualdades fornece (s;; —t;) + - + (sip - tl»p) = 0. Para cada u,

temos
Siu - tiu = — Z(Siv - tiv) (S Siu N Z S] = {0}
VEU J#L,
Logo s; =t; para todo u, o que prova a unicidade. |

Se tivermos apenas dois subespacos {W;, W5}, essa condicido simplesmente indicara
W; N Wy = {0}. Se tivermos mais de dois subespacos, essa condi¢do é mais forte que a
condicao W; N W; = {0} parai = j.

Exemplo 2.56. Suponha que char(K) nao divida n. Seja ./, ,(K) o espaco vetorial
das matrizes n x n com entradas em K, seja 3[,(K) o subespacgo das matrizes de traco
zero e seja D = (I,).

Como tr(AL,) = nA, temos 81,(K)n D = {0}. Para qualquer A € #, ,(K), defina
a =tr(A)/neB = A—-al, Entdo tr(B) = 0 e A = B+ al,. Portanto, /4, ,(K) =
3l,(K) & D.

Soma Direta
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Exemplo 2.57. Suponha que char(K) # 2. Toda matriz A € /#,,(K) pode ser
decomposta como

A=%(A+At)+%(A—At):B+C (2.11)

onde At é a transposta de A. A matriz B é simétrica e C é antissimétrica; assim, A é a
soma de uma matriz simétrica e uma matriz antissimétrica.

Como os conjuntos Sim,, , e ASim,, ,, de todas as matrizes simétricas e assimétricas em
My n(K) sdo subespacos de A, ,(IK), temos que

M o o (K) = Sim,, , + ASim, ,

Além disso,se S+ T =S5’ + T/, onde S e S’ sdo simétricas e T e T’ sdo antissimétricas,
entdo a matriz
U=S-§=T-T

é simétrica e antissimétrica. Como char(K) # 2, devemos ter U = 0 e, portanto, S = S’
e T =T’. Assim, a soma é direta:

My n(K) = Sim,, ,, © ASim,, ,,

2.4.2 Decomposicao em Somas Diretas

Proposicao 2.58.
Sejam Wy, ..., Wy, subespagos de V, seja B uma base de W; e ponha B = Uf.;l B.
Entao

E] B geraV se, e somente se, V =Wj + - + W.

IE] B é linearmente independente se, e somente se, {Wy, ... , Wi} for indepen-
dente.

B é uma base paraV se, e somente se, V. =W, @ - @& Wj.

A demonstracéo da proposicédo é proposta como exercicio.

Corolario 2.59.
Seja V. um espago vetorial de dimensdo finita. SeV = W; @ - & Wy, entdo
dimV = dim W + -+ + dim W.

A reunido de bases das parcelas é uma base de V; contar seus elementos prova o
corolario.

Definicao 2.60 — Complemento. Se W; é um subespaco de V, dizemos que W,
é um complemento de W; quando V = W; & W,

Decomposicao em Somas Diretas
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Teorema 2.61.
Seja V. um espaco vetorial e seja W um subespaco de V. Entdo W possui um
complemento W’. Além disso, dimV = dim W + dimW’.

Demonstragao. Seja B uma base de W. Pelo Teorema 2.43, existe uma base B’ de V tal
que B C B’. Defina W’ = (B” \ B). A reunio das duas bases gera V e é linearmente
independente; portanto, V. = W& W’. Como B’ = BU(B”\ B), a igualdade de cardinais
dimV = dim W + dim W’ também segue, inclusive em dimensio infinita.

Observacao 2.62. O subespago W’ construido no Teorema 2.61 é chamado um
complemento de W em V. Em geral, o complemento ndo é unico, embora todos os
complementos sejam isomorfos. Nos casos extremos, se W = {6} 0 Ginico complemento
éV;se W =V, 0 Gnico complemento é {6}

Teorema 2.63.
Se V tem dimensao finita e Wy, W, sao subespacos de V, entdo

dim (Wl + Wz) + dim (Wl n W2) = dim Wl + dim Wz.

Demonstragao. SejaB = {X1, ..., X,} uma base de W; N W,. No caso particular em que
W; N W, = (0), faremos B,=o. Pelo Teorema da Extensdo 2.43, podemos completar
B, para uma base B = X1, s X0 V15 - » Y} de Wi, De modo analogo, podemos
completar B para uma base B, = {xy, ..., Xy, Zy,..., Zp} de Wy. Assim, dim Wy N W, =
n,dimW; =n+m, e dimW, =n+ p.

Afirmamos que B = {Xy, ..., Xp, Y1, > Ym» Z1, - » Zp} € uma base de W; +W,. Claramente
(B) =W; + W,.

Resta provar que B ¢ linearmente independente. Suponha que

n m P
Z XX; + Z Viyi + Z ziz; = 0.
i=1 i=1 i=1

Entao

P n m
Z %izp = — Z XX — Z Yiyi-
i=1 i=1 i=1

P
Comparando ambos os lados da equacdo temos que Z 2z E Wy N Wy = (X1, ..., X, }).

i=1
p

Logo podemos escrever Z Z;Z; como:
i=1

P

n

5 -

D 7E = ), Wi
i=1

i=1

, ~ n
Como B, é uma base de W,, comparar essa expressdo com ). . wx; fornece z; = -+ =
2, 2 p p i=1 WiXi 1
~ P n m re .
zp = 0. A relacdo original se reduz a Yiq XX + X, iy = 0; como B, éuma base de
W1, todos os coeficientes x; e y; também sdo nulos.
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Logo B é uma base de W; + W,, de modo que dim (W} + W,) = n+ m + p. Substituir
as quatro dimensdes obtidas conclui a prova. |

O Teorema 2.63 continua valido em dimensao infinita quando as dimensoes sdo enten-
didas como cardinais. Nesse caso, entretanto, a aritmética cardinal pode ocultar parte
da informacao geométrica: a soma de dois cardinais infinitos é igual ao maior deles.

O mesmo argumento fornece uma estimativa para a intersecdo de uma familia finita
de subespagos.

Corolario 2.64.
Seja’ V um espaco vetorial de dimensdo n e sejam Wy, ..., Wy subespacos de V. Para
i=1,..,k, definac = n— dimW,. Entdo

ko k-l
O dim(Wyn--nWo)=n-> g+ », [n—dim((W;n-nW)+ W)

=1 j=1

k

O dim(Wyn-—-nWo)>n- Y ¢
i=1
k

O dimW;n-nNW)=n— Z ¢ se, e somente se, para todoi = 1,...,k,
i=1

Wi+ (W) =V

J#i

Demonstragdo. Ponha U; = WyN--NW;. O Teorema 2.63, aplicado a U; e W4, fornece
dimUj,q = dimU; + dim Wj 4 — dim (U; + Wj,1).
Iterando essa identidade, obtemos o primeiro item. Cada parcela entre colchetes é ndo

negativa, o que prova o segundo.

A igualdade no segundo item equivale a codim(W; N - N W) = ¥, codimW;. Ela
ocorre exatamente quando cada W; é transversal a intersecdo dos demais, isto é, quando
W, + ﬂj 2 W; = V. Essa equivaléncia também resulta da formula de dimensdes do
Teorema 2.63, aplicada a cada um desses pares. |

2.5 Soma Direta Externa

Se V e W forem espacos vetoriais sobre um corpo K, o produto cartesiano
VxW={(v,w): veV, we W}
pode ser munido de uma estrutura de espaco vetorial definindo as operacgdes

(v, Wq) + (vg, W) = (Vq + vy, Wy +Wp) (2.12)
A(v, w) = (Av, Aw). (2.13)

O produto cartesiano V x W, munido dessas operag¢des, é denominado soma direta
externadeVeW.

A construcio se estende a qualquer familia finita.

Soma Direta Externa

Interna e externa

Na soma direta interna, os subespagos
pertencem a um mesmo espaco. Na soma
direta externa, construimos um novo espago
a partir dos espacos dados. Uma decompo-
si¢do interna determina um isomorfismo
com a soma direta externa correspondente,
mas as duas constru¢des nao sio o mesmo
objeto.
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Definicdo 2.65 — Soma Direta Externa. Sejam V7, ..., V, espacos vetoriais sobre
K. Sua soma direta externa, denotada por V; B --- BV, é o produto cartesiano
V1 x -+ x V,, munido das operacdes coordenada a coordenada. Seus elementos sdo
as énuplas ordenadas

ViB BV, = {(g, oo %) | €V i=1, o 1)
e as operacoes sao

(V15 ooos V) + (Xps ooy Xp) := (Y1 + X5 ooy Y+ X5) (2.14)
AMXq, ey Xp) = (AXq, oon, AXy) (2.15)

Exemplo 2.66. O espaco vetorial K" é naturalmente isomorfo a soma direta externa
de n copias de K:
K'=KMH--BK

<

Essa construgéo pode ser generalizada a uma familia arbitraria de espagos vetoriais.
Representaremos seus elementos por familias (v;);cr, com v; € V;, sem atribuir uma
estrutura vetorial a unido dos V;.

Definicao 2.67 — Produto Direto. Seja & = {V; | i € I} uma familia de espagos
vetoriais sobre K. O produto direto da familia é

[1Vi=1{Gics | v € Vi paratodoi € 1},

i€l

com adi¢do e multiplicacdo por escalares definidas coordenada a coordenada.

Sera mais util restringir o conjunto de funcdes aquelas com suporte finito.

Definicdao 2.68 — Suporte. Seja F = {V; | i € I} uma familia de espagos

vetoriais sobre K. O suporte de v = (v);e1 € [ 1., V; € o conjunto

i€l

suporte(v) :={i el | v; # 0}.

Assim, uma familia tem suporte finito quando apenas um ndimero finito de suas
coordenadas é nao nulo.

Definicao 2.69 — Soma Direta Externa. A soma direta externa da familia &
é o subespaco do produto direto dado por

V,- ={W)ier € H V; | suporte(v) é finito}.

iel iel

Um caso especial importante ocorre quando V; = V para todo i € I. Se V! denota o
conjunto das funcdes de I em V e (V1) o subconjunto das funcdes de suporte finito,

entao
[Jv=Vv! e [+]v =)

iel iel

Observe que o produto direto e a soma direta externa sio os mesmos para uma familia
de espacos vetoriais finita.

Soma Direta Externa
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Exemplos 2.70. O espago vetorial K* é produto direto de K e (K*), é soma direta

K=K e ®)=[+]K

i€EN ielN

externa:

Exercicios

Ex. 2.45 — Mostre que, se U C S, entdo
SN(T+U)=(NnT)+U

Essa propriedade é denominada lei modular do reticulado & (V).

Ex. 2.46 — Para quais espagos vetoriais a lei distributiva de subespagos
SN(T+U)=nT)+(SnU)

é verdadeira? Determine, portanto, quando o reticulado de subespacos é distributivo.

Ex. 2.47 — Seja S um subespaco de V e sejav € V. O conjuntov+S={v+s : s € S}
é chamado subespaco afim de V.

1. Quando um subespago afim de V' é subespaco de V?

2. Mostre que dois subespacos afins x + S e y + S ou sdo iguais ou sao disjuntos.

Ex. 2.48 — Seja X um subconjunto de um espaco vetorial V sobre K. Mostre que

(X) = Zavv : F C X é finito e o, € K para todov € F¢.
veF

Ex. 2.49 — Prove que
1. Se S; C Sy, (S;) C (Sy).
2. Se x € (S), existe um subconjunto finito S’ C S de modo que x € (5’).
3. S C (S) para todos 0s S € (V).
4. Para cada S € P(V),{(S)) = (S).

5.Seye(Sufx})ey & (S),entiox € (SU{y}). Aquix,y e VeSe PYV).

Ex. 2.50 — Dé um contraexemplo que mostre que a unido de subespagos nio é neces-
sariamente um subespaco.
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Ex. 2.51 — Mostre que, se W; e W, sdo subespacos de V, entdo Wi UW, é um subespaco
vetorial se, e somente se, W; C W, ou W, C Wy.

Exercicios

Ex. 2.52 — Seja V um espago vetorial e sejam Wy, ..., W) subespacos de V. Para cada i,
seja B, uma base de W; e ponha B = Ule B.. Mostre que:

1. B gera V se, e somente se, V = Wy + - + Wp.
2. B é linearmente independente se, e somente se, {Wy, ... , Wy} for independente.

3. B é¢ uma base para V se, e somente se, V =W; & --- @ Wj.

Ex. 2.53 — Seja V um espago vetorial de dimensdo n e sejam Wi, ..., W subespacos,
comn; = dimW,.
1. Se ny + - + ng > n, entdo {Wy, ... , Wi} ndo é independente.
2.Seny+ - +n. <nyentdioV # Wi + - + Wp.
3. Se ny + -+ + ny = n, prove que sdo equivalentes:
aA) V=W & &W.
b) V=W +-+ W
c)) {Wi, ... , Wi} é independente.

Ex. 2.54 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e sejam Wi, ..., Wy subespagos
tais que V. =W; @ --- @ Wy. Prove que dimV = dim W + --- + dim W.

Ex. 2.55 — Encontre um subespaco complementar a L3 = {p(x) € K,[x] : p(1) = 0}
em K, [x].

Ex. 2.56 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n e sejam Wy, ..., Wy subespa-
cos de V. Para 1 <i < k, defina ¢; = n — dim W;. Mostre que:

1.
k k-1

dim (W; N nW) =n— Y ¢+ Y. [n—dim ((W; 0N W) + W)
i=1 j=1

k
2. dimWyn--NWi)>n— Z G-
i=1

k

3. A igualdade dim(Wy n - NWy) = n — Z ¢; vale se, e somente se, para todo
i=1

Soma Direta Externa
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i=1,..,k,
wi+(\wp=Vv

J#i

2.6 Coordenadas

Vetores e coordenadas

Suponha que V seja um espaco vetorial de dimensao finita n sobre K. A coluna de coordenadas de um vetor
depende da base escolhida. Uma mudanca

de base altera essa coluna, mas nio o

Definicao 2.71 — Base Ordenada. Uma base ordenada para V é uma n-tupla vetor. Essa distingdo também se aplica a
ordenada (xq, ..., X,) de vetores para os quais o conjunto {X;, ..., X,} é uma base representagéo matricial das transformagdes
lineares.
paraV.
Se X = (xq, ..., X,) for uma base ordenada para V, entdo para todo y € V havera uma
unica n-tupla (yy, ..., y,) de escalares para os quais

Y =Xyt YXy

Assim, se X = (X1, ...,X;,) é uma base ordenada de V, temos uma aplicacio natural
[-]x : V - K", denominada aplica¢do de coordenadas.

Definicao 2.72 — Coordenadas de um vetor. Se X = (X, ..., X,) é uma base de
n

V, entdo definimos as coordenadas do vetor y = Z ¥iX; na base X como
i=1

[ylx = 0, ) €K”

Como x é uma base de V, a representacdo de um determinado vetor y como uma
combinacdo linear de xy, ..., X, é Unica e assim temos que a fun¢io esta bem definida.

A aplicagdo [-]x : V — K" é bijetiva e preserva somas e multiplicagdes por escalares.
Em particular,

[A1y + Aozl = 4ilylx + Aolzly.

Como veremos em breve, trata-se de uma transformacio linear.

Definicdo 2.73 — Componentes. As entradas do vetor coluna [y]y sio denomi-
nadas componentes de y na base x.

Exemplo 2.74. Suponha que char(K) # 2. Seja V = ./, 5,(K) e considere os vetores
s for] o _Jo 1] L _[ro] L _[1 0
Ylr o] Pl o] BT lo 1) Mo <1

As quatro matrizes sdo linearmente independentes e, como dim .Z 2,2(]K) = 4, formam
uma base ordenada A = (&, d, ds, d4). Em particular, toda matriz A = (g;;) pode ser
escrita como

i a2 | _ G2t an- 012—021(—1» aj; t+ag - 011—022‘—1»
ayy o 2 1 2 2 2 2 4
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Logo,

aptag

2
12~z
ain 412
H = aniazz
dz1 a2 N —_—

2
a1~ ay
2

2.6.1 Mudanca de Base

Duas bases de um mesmo espaco atribuem, em geral, coordenadas diferentes a um
mesmo vetor. A mudanga de base consiste em passar de uma dessas colunas de
coordenadas a outra. O vetor permanece o mesmo; o que muda sdo os coeficientes
usados para escrevé-lo como combinacio linear dos vetores da base.

Exemplo 2.75 — Duas bases de R?. Considere a base candnica E de R? e a base

B = (4, Uy), onde
P P
1= 1 5 2 — 2 .

Os dois vetores sao linearmente independentes, pois o sistemaa+b =0,a+2b =0
tem apenas a solugdo a = b = 0. Se zZ = au; + biiy, entdo

a+b| |1 1||a
a+2b| |1 2f|b|

A=y -

As colunas dessa matriz sdo precisamente as coordenadas de 1 e i, na base candnica.

Por exemplo,
2= =i + 20
S5 T 2
tem coordenadas (3,5)" na base E e (1,2)' na base B. Sao duas representagdes do
mesmo vetor.

Para fazer essa passagem em um espaco qualquer, basta conhecer as coordenadas dos
vetores de uma base em relagdo a outra. Sejam X = (xy,...,X,) e Y = (yq,..., y,) bases
ordenadas de V.

Definicdao 2.76 — Matriz de Mudanca de Base. A matriz de mudanca de base
de Y para X, denotada por My_,, é a matriz n x n cujas colunas sao as coordenadas
dos vetores de Y na base x:

Myox = (vl | | [yals)- (2.16)

O sentido indicado na notacdo é o da passagem entre coordenadas: My_,x recebe
coordenadas na base Y e fornece coordenadas na base x. Por isso suas colunas séo
formadas pelos vetores da base de partida, escritos na base de chegada. No exemplo
anterior, a matriz obtida é Mp_,g, e ndo Mg_,g.

Mudanca de Base
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Teorema 2.77 (Mudanca de Base).
ParatodoZ €V,

MX"E[Z]Z = [Z])_(

~ . ~ n
Demonstragdo. Sejam cy, ..., ¢, as coordenadas de Z na base y. Entdo z = i GYir
Como a aplicacio de coordenadas preserva combinagdes lineares,

n

[2]3 = Z Ci[Yi]g

i=1
S

= ([Y1]5‘ ‘ [Yn]z)

Cn

= MX—@[E]Y

A segunda igualdade é a interpretaciao do produto de uma matriz por uma coluna como
combinacéo linear das colunas da matriz. |

Podemos resumir essa relacdo no diagrama

4 (2.17)
[.]X []K

]K"?]K"
Y—=X

Um diagrama representa espacos e aplicacdes por objetos e setas. Ele é comutativo
quando quaisquer dois caminhos com a mesma origem e o mesmo destino definem a
L . . > .
mesma aplicacdo. Aqui, obter diretamente as coordenadas de z na base x d4 o mesmo
resultado que obter primeiro suas coordenadas na base Y e depois multiplicar por

My

A passagem no sentido contrario é feita por My_,y. Efetuar as duas mudancas sucessi-
vamente devolve a coluna inicial. Como toda coluna de K" é a coluna de coordenadas
de algum vetor de V, segue que

My—y My = b, My—x My—y = .
Portanto, toda matriz de mudanca de base é invertivel e
My = Myly (2.18)

No Exemplo 2.75, por exemplo,

11 2 -1
ME"EZL 2]’ ME"E:[—l 1]'

A segunda matriz permite recuperar as coordenadas na base B a partir das coordenadas
usuais: ela leva (3,5)! a (1, 2)".

Se w ¢é uma terceira base, 0 mesmo argumento fornece
MX—M ME—’X = MX_,y . (2.19)

O fator da direita faz a primeira mudanga, de x para Y; o da esquerda faz a segunda, de
Y para w. O produto realiza a passagem direta de X para w.
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Exemplo 2.78 — Coordenadas de um polinémio. Seja V. = Ks[x] o espaco dos
polindmios de grau menor ou igual a 3. Considere as bases ordenadas

E = (pl’ P2, D3> P4) = (1,X, xzsxs)

C=(q1,92.9390) = (1, x = L, (x = )% (x - 1)°).
Para passar de coordenadas na base C para coordenadas na base B, escrevemos cada g;

como combinagio dos p;:

41 = pP1

Q2 = —p1+ P2

g3 = p1— 2P + p3,

9s = —p1+3py = 3p3 + Py

Os coeficientes de cada linha formam uma coluna da matriz:

Mcp =

[ -
o
—_
Jo

Para a passagem inversa, podemos inverter essa matriz ou escrever x = (x — 1)+ le
desenvolver as poténcias de x. Assim,

Mp-.c =

(=
[ e
S = DN =
_ W W =

Por exemplo, para r(x) = x% + 2x + 3, temos

[rlp = , [rlc =Mpclrls =

S = N W
S =

A segunda coluna de coordenadas expressa a identidade
X4+2x+3=6+4(x—1)+ (x— 1>

Novamente, o polinémio ndo mudou; apenas sua expressao na base escolhida.

2.6.2 Espacos Linha e Coluna

Seja A € My, ,(K). Suas linhas geram um subespaco de .# ,(K), denominado espago
de linhas de A e denotado por EspLin(A). Suas colunas geram um subespaco de K™,
denominado espaco de colunas de A e denotado por EspCol(A).

As dimensdes desses espacos sdo denominadas posto por linha e posto por coluna,
respectivamente. Denotamos o posto por linha por postol(A) e o posto por coluna por
posto (A).

Espacos Linha e Coluna
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Demonstraremos que o posto por linha é igual ao posto por coluna, embora, quando
m # n, os dois espacos pertencam a ambientes diferentes.

Nossa demonstracido desse fato depende da seguinte proposicio sobre matrizes.

Proposicao 2.79.
Seja A € M p,(K). Operagoes elementares por linhas ou por colunas ndo alteram
nem o posto por linha nem o posto por coluna de A.

Demonstragdo. Uma operacdo elementar por linhas equivale a substituir A por EA,
onde E é invertivel. As linhas de EA sdo combinacdes invertiveis das linhas de A,
portanto EspLin(EA) = EspLin(A). Além disso, as colunas de EA sdo as imagens,
pelo automorfismo x — Ex de K™, das colunas de A; logo seus espacos tém a mesma
dimensao.

De modo analogo, uma operagio elementar por colunas substitui A por AF, com F
invertivel. Ela faz combinagoes invertiveis das colunas e aplica o automorfismo x — xF
de 1 ,(K) as linhas. Assim, preserva os dois postos. |

Teorema 2.80.
Se A € My,,(K), entao postol(A) = postoc(A). Esse niimero é o posto de A e
serd denotado por posto(A).

Demonstracgao. Por operacdes elementares por linhas e colunas, podemos reduzir A
a uma matriz em blocos da forma M = [{)f 8 ] Pela proposi¢do anterior, nenhum dos
dois postos se altera durante o processo. As primeiras r linhas e as primeiras r colunas
de M sdo linearmente independentes, e todas as demais sdo nulas. Portanto,

posto,(A) = posto,(M) = posto (M) = posto (A)

como desejado. |

Exercicios

Ex. 2.57 — Seja K,[x] o espaco dos polindmios de grau no maximo n com coeficientes
em K. Mostre que:

1. (1,x,...,x™) é uma base de K,[x]. As coordenadas de um polindmio nessa base
sdo seus coeficientes.

2. (1,x—a,(x—a)?, ..., (x—a)") é uma base de K, [x]. Se char(K) = 0 ou char(K) =
p > n, mostre que

" M)\
[flax—a,..(—ay) = (f (@), f'(a), fz—(,) e fn_'() ) '
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Ex. 2.58 —
1. Verifique que B = (1 + x, 1 + x%,1 + 2x — 2x?) é uma base de Ky[x].

2. Calcule os vetores de coordenadas [1]p, [x]p e [xz]g.

Ex. 2.59 — Sejam f,(x) = —é(x D) -2)(x-3), folx) = %x(x— 2)(x—3), fi(x) =

—%x(x ~D(x—3), fi(x) = %x(x —D(x—2).
1. Prove que B = (f_;,f;,f;,f;) é uma base de R3[x].

g(0)
g(1)
g(2)
g(3)

2. Se g(x) € Rs[x], prove que [g]g =

Ex. 2.60 — Seja B = (ﬁ f; f; f;) a base de Rs[x] do exercicio anterior. Calcule, em
relacio a B, os vetores de coordenadas dos elementos da base canénica (1, x, x?, x).

Ex. 2.61 — Seja B uma base de um espago vetorial V de dimenséo finita n sobre K, e
sejam uy, ..., u; € V. Prove que (uy,...,u;) = V se, e somente se, {[u;]g, ..., [ur]g) =
K™

Ex. 2.62 — Seja B uma base de um espago vetorial V de dimenséo n sobre K, e sejam
uy,...,u, € V. Prove que (uy, ..., u,) é uma base de V se, e somente se, ([uy]g, ..., [u,]g)
¢ uma base de K".

2.7 Bandeiras

Subespacos e bases adaptadas
Uma bandeira é uma sequéncia crescente de

Definicao 2.81 — Bandeira. Uma bandeira em V é uma sequéncia ascendente subespacos. Uma base adaptada descreve

de subespacos Vi, C V; C - C Vi, cada um delés por um segmento 1n1c1all da.l
base e permite acompanhar essa sequéncia

em coordenadas.

O numero n é o comprimento da bandeira.

Definicao 2.82 — Bandeira Maximal Finita. Uma bandeira finita
0=V cVicCV,=V

é dita maximal se nenhum subespaco puder ser inserido estritamente entre V; e
Vigr.- Istoé, se V; CW C Vi q,entdio W =V,ouW =V, .
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Exemplo 2.83. No espaco K,[x] dos polinémios de grau no maximo n, temos a
bandeira maximal
{0} € Kolx] € Ky [x] € - € Ky[x].

Uma bandeira de comprimento n pode ser construida a partir de uma base ordenada
E = (eq,...,€,): basta definir Vj; = {0} e V; = (ey,...,e;) parai = 1,...,n. Essa é a
bandeira canénica associada a base E.

Essa bandeira é maximal. Reciprocamente, em dimenséo finita, toda bandeira maximal
é obtida desse modo.

Teorema 2.84.
Se V tem dimensdo finita, entdo sua dimensdo é igual ao comprimento de qualquer
bandeira maximal finita.

Demonstragdo. Seja {0} =V, C V; C -+ C V,, = V uma bandeira maximal. Para cada
i=1,...,n, selecione ¢ € V; \ V;_;. Mostraremos que {¢i, ..., ¢} ¢ uma base de V.

Como ey, ...,e;_1) C Vi_ ee; & V;_q, uma inducio mostra que {ey, ..., ¢;} é linearmente
independente para todo i.

Mostraremos também, por inducéo, que esses vetores geram V;. Suponha que V;_; =
(eq,...,e;_1) e ponha V' = (ey,..., €;). Entdo V;_; C V' C V;. Pela maximalidade da
bandeira, ndo ha subespaco estritamente intermediario, logo V/ = V;.

Para i = n, obtemos uma base {ey, ..., e,} de V. Portanto, n = dim V. [ |

Toda bandeira em um espaco de dimensao finita pode ser estendida a uma bandeira
maximal; em particular, seu comprimento nio excede dim V. De fato, cada inclusdo
estrita permite escolher um novo vetor linearmente independente dos anteriores, e
esse processo ndo pode produzir mais que dim V vetores.

Dizemos que um espaco vetorial satisfaz a condicao da cadeia ascendente (acc) se
toda sequéncia ascendente de subespacos

ngWZQW:;g

se estabiliza, isto é, se existe n tal que W,, = W, ; = W, 5 = ---. De modo analogo, V
satisfaz a condicao da cadeia descendente (dcc) se toda sequéncia

Wi2W, DW3 2 -
se estabiliza.

Teorema 2.85.
Seja V- um espaco vetorial sobre K. Entdo, sdo equivalentes:

E] V ¢é de dimensdo finita;

IE] V tem uma bandeira maximal finita;

Bandeiras
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V satisfaz a condigdo da cadeia ascendente (acc);

IE] V satisfaz a condicdo da cadeia descendente (dcc).

A demonstragio das equivaléncias é proposta nos exercicios a seguir.

Exercicios

Ex. 2.63 — Seja V um espaco vetorial sobre K. Mostre que sdo equivalentes:
1. V é de dimenséo finita;
2. V tem uma bandeira maximal finita;
3. o reticulado de subespacos de V satisfaz a condicdo da cadeia ascendente;

4. o reticulado de subespacos de V satisfaz a condicdo da cadeia descendente.

Ex.2.64 —Seja 0 = V; € V; € ... €V, = W] uma bandeira maximal para W; e
0=LyC L €...C L, =W, uma bandeira maximal para W,. Mostre que

0=V0§VlQ...QVnQVnGBLlQVHGBLZQ...QVn@Lm:Wl@Wz:V

é uma bandeira maximal para V = W; @ W,. Conclua, mais uma vez, que a soma direta
de espacgos vetoriais de dimenséo finita tem dimensio igual a soma das dimensdes.

W_

Bandeiras
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3

Transformacoes Lineares

As transformacées lineares sdo as aplicagoes compativeis com a estrutura dos espacos
vetoriais: preservam somas e produtos por escalares. Em dimensao finita, escolhidas
bases no dominio e no contradominio, cada transformacéio linear é representada por
uma matriz.

Essa representagio permite calcular a acdo e a composicéo das transformacdes. Para
estudar suas propriedades sem depender das coordenadas, consideraremos também o
nucleo, a imagem e as decomposicdes em subespagos invariantes.

3.1 Definicao e Exemplos

Definicao 3.1 — Transformacdo Linear. Sejam V e W espacos vetoriais sobre
um corpo K. Uma fungdo T : V — W é denominada transformacao linear ou
homomorfismo se

T(A1x + Agy) = 4T(x) + A,T(y)

para todos os 41,4, e Kex,y € V.

X, yGEEDT (x), T(y) )

+ . A

X qu(x) + T(y) AX*AT(X)

Uma transformacéo linear de V em V é dita operador linear em V. Uma transformacéo

linear de V em K é denominada funcional linear em V.

Os exemplos mais elementares sdo os seguintes.

Nesse capitulo

» Definicdo e Exemplos (p. 67)
» Isomorfismos (p. 78)

» Teorema do Nucleo-Ima-
gem (p. 82)

» Representacio Matricial dos
Homomorfismos (p. 88)

» Somas Diretas e Proje-

coes (p. 95)

» Mudanca de Corpo (p. 98)

Determinada por uma base

Uma transformacéo linear preserva combi-
nagdes lineares. Consequentemente, depois
de escolher uma base do dominio, basta
conhecer as imagens dos vetores dessa base:
todos os demais valores ficam determinados
por linearidade.
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Exemplos 3.2.
O A aplicacdo 0 : V — W que envia todo vetor de V a0 € W ¢é linear e recebe o
nome de transformacio nula.

O A transformacéo linear identidade Iy : V — V é definida por I/(v) = v para
todo v € V. Quando nio houver risco de confuséo, escreveremos simplesmente
I

Em geral, uma aplicacdo que preserva uma estrutura algébrica é chamada de homo-
morfismo; dai a expressdao homomorfismo linear. Adotaremos ainda as designacoes
seguintes.

Definicao 3.3. O endomorfismo, para um operador linear;
O monomorfismo, para uma transformacéo linear injetiva;
O epimorfismo, para uma transformacio linear sobrejetiva;
O isomorfismo, para uma transformacéo linear bijetiva;

O automorfismo, para um operador linear bijetivo.

Exemplo 3.4. Se V tem dimenséo finita e base ordenada x = (xy, ..., X,), entdo a apli-
cago de coordenadas [ - |y : V — K" é linear e bijetiva; portanto, é um isomorfismo.

<

Exemplo 3.5. A transposicio A — A! é uma aplicacio linear de M 1y n(K) em
A (K.

<

Exemplo 3.6. SeV = /,,,(K) e A € M, ,(K), a multiplicacido a esquerda por A
define a transformacéo linear Ly : V — V dada por L4(B) = AB.

Os Exemplos 3.4 e 3.6 mostram que as aplicacdes do diagrama comutativo 2.17 sdo
lineares.

Exemplo 3.7. SejaV = C*(R) o espaco vetorial das funcdes f : R — R infinitamente
diferenciaveis.

Paraa € R, aavaliacdo ema é o funcional E, : V — R definido por E,(f) = f(a).
Também ¢é linear o operador E, : V — V que associa a f a funcio constante de

valor f(a).

A diferenciacdo D : V — V, definida por D(f) = f’, é uma transformacao
linear.

Defini¢ao e Exemplos
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Para um numero real a, sejal, : V — V a integragdo com ponto inicial t = a,
isto é,
X
LW = [ s
a
Entéo I, é uma transformacao linear.

Também temos o funcional linear I? = Ej o I,. Dessa forma,

b
Wﬁﬂ&%ﬂﬁjﬂwt

<
Teorema 3.8 (Fundamental do Calculo). Do, =1
I,oD=1-E,.
Exemplo 3.9. Em V = K[x], definimos a derivada formal por
n n
D (Z aixi) = Z iaix’.’l.
i=0 i=1
Essa aplica¢do, denominada derivacao formal, é linear.
<

Exemplo 3.10. Seja V = %(B), como no Exemplo 2.14. A aplicacio T : V - R
definida por T(f) = J fdA élinear.
B

<

Exemplo 3.11. No espaco vetorial das func¢oes integraveis f : R — R para as quais
x f(x) também ¢é integravel, a aplicacdo

mm:Lﬁmw

é um funcional linear. Quando f é uma densidade de probabilidade de uma variavel
aleatéria X, seu valor é M;(f) = E[X]. Observe que o conjunto das densidades,
isoladamente, ndo é um espaco vetorial.

<

Exemplo 3.12. Seja V = K* o espago vetorial definido no Exemplo 2.6. Definimos os
deslocamentos a esquerda e a direita, respectivamente, por

L([al, ap, as, L= [az, as, Qy, .,

R([al’ ap, as, ]) = [0’ ap, d, ]

As aplicagdes L,R : V — V sdo lineares.

Podemos restringir L e R ao subespaco W = (K*), definido no Exemplo 2.38. Assim,
L:W->WeR: W — W também sio transformacdes lineares.

Definicao e Exemplos
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Nesse mesmo exemplo, vimos que B = (¢ | i € IN) é uma base de W, onde

Ei = (0,...,0,1,0,...) .
[
1 na i-ésima posicdo

Os deslocamentos agem nos vetores da base da seguinte maneira:

R(Ei) = Ei+1 3.1)
. €. sei>1

L@ =1." (3.2)
0 sei=1

/, CEED, IS, GEAED GEAED: GEEED: . GEE..

ﬁcqpﬁmqpﬁﬂq-ﬁﬂ!-m.q,.@-qpﬁ%m!-l“

Proposicao 3.13.
SejamT,S : V- W eL : W — Z transformagoes lineares e sejam Ay, Ay € K.
Entao:

[a] T(0) =0.
IE] A compostaL T : V — Z é uma transformagao linear.

MT + A,S € uma transformacgao linear deV em W.

@ Se T for invertivel, entdo Tl : W SV éuma transformacdo linear.

Demonstracao. E] Para qualquer v € V, temos T(0) = T(0v) = 0T(v) = 0.

ESe a,beKex,y €V,entao
(Lo T)(ax + by) = L(aT(x) + bT(y)) =a(L-T)(x)+b(L-T)y).

Se a,beKex,y€eV,entio
(MT + Ap8)(ax + by) = MiT(ax + by) + A,5(ax + by) (
= 41aT(x) + 1;bT(y) + AyaS(x) + A,bS(y) (3.4)
= a(LT(x) + 125(x)) + b4 T(y) + 425(y)) (
= a(MT + 1,9)(x) + b(M T + 1,9)(y). (

Portanto, ;T + A,S é linear.

@ Como T é bijetiva, quaisquer y;,y, € W podem ser escritos como y; = T(x;) e
yo = T(x3). Assim,

T Ay + Aay2) = T (M T(xy) + A,T(x,)) (3.7)

= T HT(Ax; + Aox3)) (3.8)

= Aix1 + Aoxy (3.9)

= LT ' (y1) + 22T (y2). (3.10)

Isso mostra que T~! é linear. |
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O conjunto de todas as transformacoes lineares de V em W também possui uma
estrutura natural de espaco vetorial.

Definicao 3.14 — Espaco das Transformacoes Lineares. Sejam V e W espacos
vetoriais sobre K. O espaco vetorial de todas as transformacdes lineares de V
em W sera denotado por Homg(V, W) ou Zi(V,W). O espaco dos operadores
lineares em V sera denotado por Homy(V,V).

Quando o corpo base estiver claro no contexto, escreveremos simplesmente Hom(V, W).
Esse espaco é o subespaco de WY, definido no Exemplo 2.8, formado pelas funcdes
lineares de V em W.

Teorema 3.15.
Hom(V, W) é um subespaco vetorial de WV .

Demonstragdo. A transformacdo nula pertence a Hom(V,W). Se S,T € Hom(V, W) e
a,b € K, o item | ¢ | da proposi¢io anterior mostra que aS + bT também é linear. O
teste de subespaco conclui a demonstragao. [ |

Como toda T € Hom(V, W) satisfaz T(0) = 0, o espaco Hom(V, W) é um subespaco
proprio de W sempre que W = {0}.

A cada transformagéo linear estio associados dois subespagos fundamentais.

Definicao 3.16 — Nucleo e Imagem. Seja T € Hom(V, W).

O subespaco

kerT={veV | T(v) =0}

é denominado nticleo de T;

O subespaco

imT ={T(v) | veV}
¢é denominado imagem de T.
A dimensao de ker T ¢é a nulidade de T e é denotada por nul T;

A dimensao de im T é o posto de T e é denotada por postoT.

Segue diretamente da linearidade que ker T é um subespago de V e que imT é um
subespaco de W.

v A
| - -
e TV
v +kerT ; 3
{ 1
e == e0
1 7’
\ ,
.
R <" ImT

ker T

w

Figura 3.1 ) ) )
Uma aplicagéo linear T : V' — W envia todos os vetores da classe

v + ker T ao mesmo ponto T(v). Classes distintas tém imagens distintas, e o conjunto
dessas imagens é im T. Em particular, a classe 0 + ker T é enviada & origem de W.

Defini¢ao e Exemplos
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Teorema 3.17.
SejaT € Hom(V,W). Entao

E] T é injetiva se, e somente se, ker T = {0}

IE] T é sobrejetiva se, e somente se, imT = W,

Demonstragao. Para a primeira afirmagéao, observe que
T(u) =T(v) < T(u—v) =0 < u—v € kerT.

Se kerT = {6}, essa equivaléncia mostra que T é injetiva. Reciprocamente, se T é
injetiva e u € ker T, entdo T(u) = T(0) e, portanto, u = 0.

A segunda afirmacéo é direta da definicdo de sobrejetividade. |

O teorema seguinte descreve como definir uma transformacio linear a partir das
imagens dos vetores de uma base.

Teorema 3.18 (da Extensdo por Linearidade).

Sejam V e W espagos vetoriais sobre K e suponha que x = (x; | i € I) seja uma
base de V. Para qualquer familia (y; | i € I) de vetores de W, existe uma tinica
T € Hom(V, W) tal que T(x;) = y; para todoi € I.

Demonstragao. Todo vetor x € V possui uma expressdo Gnica x = Y,
F C I é finito. Defina

icF XiXi, em que

Tx) = ). %yi.
ieF
A unicidade das coordenadas mostra que a defini¢do é bem posta. A distributividade

das somas finitas mostra que T é linear e, tomando x = x;, obtemos T(x;) = y;. Se S é
outra transformacéo linear com os mesmos valores na base, entdo

Sx) = Y. xS(x) = Y, xy; = T(x),
ieF ieF

logoS=T. |

w

Figura 3.2 ) ) .
Uma aplicacéo linear T : V — W fica completamente determinada

pelos valores que assume em uma base do dominio.

O teorema anterior admite a seguinte generalizacdo para conjuntos linearmente inde-
pendentes.

Defini¢ao e Exemplos
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Teorema 3.19 (da Extensao para Conjuntos Linearmente Independentes).
SejamV e W espagos vetoriais sobre K e suponha que (x; | i € I) seja uma familia
linearmente independente em V. Para qualquer familia (y; | i € I) de vetores de
W, existe T € Hom(V, W) tal que T(x;) = y; para todoi € I.

Demonstragdo. Pelo Teorema da Extenséo de Bases, o conjunto {x; | i € I} pode ser
completado a uma base B de V. Associe a x; o vetor y; e associe o vetor nulo a cada
elemento acrescentado a base. O Teorema 3.18 fornece uma transformagao linear com
os valores prescritos. |

Essa transformacgio nio é necessariamente tnica.

Teorema 3.20.
Sejam V' e W espacos vetoriais sobre K, com dimV = n < co. Cada base ordenada
X deV determina um isomorfismo 1(x) : Hom(V,W) - W™,

Demonstragdo. Seja X = (Xq,...,X,) uma base ordenada de V. Defina 7(x)
Hom(V,W) — W" por
t(x(T) = (T(xy), ..., T(x,)).

A linearidade ¢ verificada componente a componente. Defina ¢ : W" — Hom(V, W)
por
¢(y1, > yn) =T,

onde T é a Unica transformacéo linear que satisfaz T(x;) = y;. Pelo Teorema 3.18, as
composic¢des 7(X) e ¢ e ¢ o 7(X) sdo as identidades nos respectivos espacos. Portanto,
7(x) é um isomorfismo. [ |

3.1.1 Transformacoes de K" em K™

Para qualquer matriz A € /,, ,(K), a aplicacao de multiplicacio
Ta(v) = Av
é uma transformacéo linear de K" em K™.

Reciprocamente, toda transformacao linear T € Hom(K", K™) é dada pela multiplica-
¢do por uma matriz. Para verificar isso, fixemos as bases canonicas E = (ey, ..., e,) de

K'er = (ﬁ, ...,fm) de K™ e definamos
[Tlee = ([Terls | - | [Tenly).
Assim, para cada vetor da base canoénica do dominio,
[Tlgsleile = [Teily.
Consequentemente, T = T4, onde

A=[Tlge = [Te; | - |Te,].

Transformacoes de K" em K™
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Teorema 3.21. E] Se A é uma matrizmxn sobre K, entdo T4 € Hom(K", K™).
IE] SeT € Hom(K",K™), entao T = T4, em que
A=T(ey) | - | T(ep)] -

A matriz A é denominada matriz de T na base canénica.

Exemplos 3.22. Consideremos algumas transformacdes de R? em R? e suas interpre-
tacoes geométricas.

A homotetia Hy(v) = Av multiplica todo vetor por A. Em qualquer base, sua

matriz é
A0
0 Al

A dilatacio anisotropica H) , multiplica as dire¢des canénicas por fatores pos-
sivelmente diferentes: H) ,(e;) = Ae; e H) ,(e;) = pe;. Sua matriz na base

candnica é
A0
0 u|’
A rotacdo de angulo 0, denotada por Ry, tem matriz

senf  cos@

[Ro] = [cos@ —sene]

na base candnica.

A reflexdo em relacdo ao eixo x fixa e; e envia e, em —e,. Sua matriz na base

canOnica é
1 0
0o -1|°

Um cisalhamento do plano fixa uma direcdo e; e desloca a outra por um multiplo
da primeira. Em uma base (eq, e,), ele é determinado por T(e;) = e; e T(ey) =
e, + me;. Nessa base, sua matriz é

O Teorema 3.21 estende-se a (K*),, mas as matrizes envolvidas sdo infinitas. Cada
coluna de uma matriz que representa um operador em (K*), deve ter suporte finito,
pois ela contém as coordenadas da imagem de um vetor da base. Nao se impde a
mesma condi¢do as linhas: como v tem suporte finito, cada coordenada de Av é uma
soma finita. Além disso, Av tem suporte finito, pois é combinacio linear de um niimero
finito de colunas de suporte finito. O produto de duas matrizes desse tipo também esta
bem definido e representa a composi¢ao dos operadores correspondentes.

Transformacoes de K" em K™
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Figura 3.3
Transformacdes dos Exemplos 3.22.

Exemplo 3.23. O deslocamento para a esquerda admite a representacio matricial

01 0 0 O

00 1 0 O
L=j0 0 0 1 0

0 0 0 O

Exercicios

Ex. 3.1 —SejaT : U — V uma transformacéo linear. Mostre que:
1. T(6U) = GV, onde BU e 6V sdo os vetores nulos de U e V, respectivamente;

2. T(—u) = —T(u) para todo u € U;

T (Z aiui) = > aT(w),
i=1 i=1

para quaisquer ¢; € Keu; € U.
Ex. 3.2 — Considere o operador de derivagéo formal D : R,[x] — R,[x], definido por
D(p)=p’.
1. Prove que D é linear.

2. Prove que D™ = 0. Um operador T tal que TK = 0 para algum k > 1 é
denominado nilpotente.

3. Calcule ker DF parak =1,...,n+ 1.

Transformacoes de K" em K™
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Ex. 3.3 — Considere o deslocamento a esquerda L : (K*), — (K*),, definido por
L(ay, ap,as,...) = (ap, a3, ay, ...).
1. Mostre que L é linear.
2. Calcule ker L¥ para k € .

3. Mostre que, para todo v € (K*®),, existe k € N tal que L¥(v) = 0, embora L
nao seja nilpotente.

Ex. 3.4 —SejaV = L; @ L,. Mostre que os operadores seguintes sdo lineares.

1. A projecdo o : V — V sobre Ly ao longo de L,, definida por

O'(Vl +V2)=V1, V1 ELl, A ELz.

2. Areflexdor : V — V emrelacio a L na dire¢io de L,, definida por
(V] +Vy) = V| — V.
Ex. 3.5 — Sejam V e W espacos vetoriais sobre K, seja (x; | i € A) uma familia
linearmente independente em V e seja (y; | i € A) uma familia de vetores de W.
1. Mostre que existe T € Hom(V, W) tal que T(x;) = y; para todo i € A.

2. Dé exemplos que mostrem que T nao é necessariamente unica.

Ex. 3.6 — Demonstre as afirmacdes seguintes.
1.Se T,G : U — V sao lineares, entaio T + G : U — V é linear.
2.5eT : U > Vélineare a € K, entao aT : U — V é linear.

3.5¢eT : U—>VeG :V —> W sio lineares, entaio Go T : U — W é linear.

Ex. 3.7 — No conjunto V = (0, ), defina
X@y=xy e aOx:=x% x,yEV, ackR

Verifique que (V,®, ®) é um espago vetorial sobre R e que T : V — R, dada por
T(x) = Inx, é linear em relacdo a essas operagdes.

Ex.3.8—SejaT : U — V uma transformacéo linear e sejam U’ C Ue V' C V
subespagos. Mostre que T(U’) é um subespaco de V e que T~'(V”) é um subespaco de
U. Conclua que im T é um subespaco de V e que ker T é um subespaco de U.

Transformacoes de K" em K™
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Ex. 3.9 — Sejam V e W espagos vetoriais sobre K e seja T : V — W uma funcio.

Mostre que T ¢é linear se, e somente se, seu grafico

Gr={xTx) [ xeV}

é um subespago de V x W.

Ex. 3.10 — Seja R,[x] o espago dos polindmios reais de grau menor ou igual a n. Para
um numero real fixo h # 0, defina o operador diferenca

AP = B

Determine o nucleo e a imagem de Ay,

Ex.3.11 —SejaT : U — U um operador linear idempotente, isto é, T2 = T. Defina

W={xeU|Tx)=x} e V=kerT.

Prove que:
L.U=WeaV,
2.TU) =W,
3. T(V) = {0}.

Ex. 3.12 — Mostre que existe uma funcdo f : R — Rtal que f(x +y) = f(x) + f(y),
f(x) = 0 paratodo x € Qe f(v2) = 1.

Ex. 3.13 — Determine todos os funcionais lineares em Z3. Qual é a dimensdo do
espaco dual (Z3)*?

Ex. 3.14 — Seja T € Hom(V,V) e defina
L={veV | f(T(v)) = 0paratodo f € V*}.

Prove que L = kerT.

Ex. 3.15—Seja T : R® — R definida por
T(xq, X3, x3) = (%1 — X + 23, 2X1 + Xy, =X — 2X3 + 2x3).
1. Verifique que T ¢é linear.
2. Determine a imagem de T.

3. Determine o posto de T.

Transformacoes de K" em K™
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Ex. 3.16 — Seja /., ,(K) o espaco das matrizes nxn sobre K e fixe B € ./, ,(K). Prove
que
T @ Mypy(K) — Mpyn(K), T(A) = AB— BA,

é linear. Descreva ker T e expresse postoT em termos da dimensdo do espago das
matrizes que comutam com B.

Ex. 3.17 — Sejam U, V, W espacos vetoriais de dimenséo finita e sejam T : U - Ve
S : V. — W transformacdes lineares. Prove que

dimker (S°T) < dimker S + dimker T.

3.2 Isomorfismos

Definicao 3.24 — Isomorfismo. Uma transformagéo linear bijetivaT : V —» W
é denominada isomorfismo de V em W. Quando existe tal aplicagio, dizemos
que V e W sdo isomorfos e escrevemos V = W.

Dois espacos vetoriais isomorfos sido indistinguiveis do ponto de vista de sua estrutura
linear: um isomorfismo permite transportar de um para o outro somas, multiplicagdes
por escalares e todas as relagdes construidas com essas operagdes.

Exemplo 3.25. A identidade Iy : V — V é um isomorfismo; logo V = V.

SeT : V — W é um isomorfismo, entdo T~! : W — V também é; logo V = W
implica W = V.

SeT : V->WeS : W — Zsio isomorfismos, entio SoT : V — Z é um
isomorfismo; logo V=W e W = Z implicam V = Z.

Portanto, o isomorfismo define uma relacdo de equivaléncia entre espagos vetoriais
sobre um mesmo corpo.

<

Exemplo 3.26. Pela convencao adotada neste texto, K" = ./, 1(K) é o espaco dos
vetores coluna. A transposicdo fornece um isomorfismo entre colunas e linhas:

K" = M 1(K) — M1 ,(K), Ar— AL

<

Notacdo 3.27. Os elementos de K" serdo sempre representados como vetores coluna:
X1
X;
X = :2 e K"

Xn

Um vetor linha pertence a .41 ,(K) e nio sera identificado literalmente com um
elemento de K"

Isomorfismos
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Exemplo 3.28. O Exemplo 3.4 mostra que todo espaco vetorial V de dimenséo n sobre
K é isomorfo a K™

V=K"
Consequentemente, todos os espacos vetoriais de dimensao n sobre K sao isomorfos

entre si. Em outras palavras, a menos de isomorfismo, existe um tnico espago vetorial
de cada dimenséo finita sobre K.

Recordemos a descricdo do espaco V" introduzido no Exemplo 2.8.

Exemplo 3.29. Seja V um espago vetorial sobre K e seja n € IN. Considere a soma
direta

VH--B8V.

[

nvezes

Para A = {1,...,n}, o espaco VA ¢ denotado simplesmente por V".

Existe um isomorfismo natural T : VE - BV — V" que envia (xy, ..., X,,) & funcéo
f definida por f(i) = x;. A soma e a multiplicacido por escalares sdo calculadas
componente a componente, e a inversa envia f para (f(1),..., f(n)). Portanto,

Vi=zv@a--\8Vv
| —

nvezes

Observe que esse isomorfismo néo exige a escolha de bases.

<

Notacao 3.30 — Isomorfismo natural. O termo natural possui um significado pre-
ciso na Teoria das Categorias. Aqui, ele indicara que a construcio ndo depende da
escolha de bases. Chamaremos de acidental um isomorfismo que dependa de tal
escolha.

Usaremos candnico para uma escolha ou representa¢do consagrada, como a base
canonica de R”. O uso desse termo varia na literatura e, por vezes, coincide com o de
“natural”.

A partir deste ponto, usaremos a identificacdo natural entre a soma direta de n copias
de V e V". Se A for apenas um conjunto de cardinalidade n, uma identificacio V4 = V"
exigira a escolha de uma enumeracéo de A.

Exemplo 3.31. O espaco (K*), das sequéncias sobre K com suporte finito é isomorfo
a K[x]:
Klx] = (K*)o

Um isomorfismo é dado por

T(ay + ayx + - + a,x™) = (ag, aq, ..., ay, 0, ...).

Isomorfismos
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Espagos vetoriais isomorfos compartilham todas as propriedades expressas em termos
de sua estrutura linear. Se T € Hom(V,W) e S C V, escreveremos

T(S) = {T(s) | s € S}.

Teorema 3.32.
Sejam T € Hom(V, W) um isomorfismo e S C V. Entao:

E] S geraV se, e somente se, T(S) gera W;

IE] S ¢é linearmente independente em V se, e somente se, T(S) é linearmente
independente em W.

Demonstragio. Como T e T~! preservam combinacoes lineares, temos T({S)) = (T(S)).
Isso prova a primeira equivaléncia. Para a segunda, uma relacio linear entre elementos
de S é enviada por T a uma relagdo com os mesmos coeficientes entre suas imagens;
aplicando T~!, obtemos a reciproca. |

Em particular, os isomorfismos podem ser caracterizados por seu efeito sobre as bases.

Teorema 3.33.
SejamV e W espacos vetoriais sobre K. Entdo:

E] uma transformagao linear T € Hom(V, W) é um isomorfismo se, e somente
se, envia alguma base de V a uma base de W. Nesse caso, envia toda base de
V a uma base de W;

IE] V = W se, e somente se, dimV = dim W.

Demonstragdo. Se T é um isomorfismo e B ¢ uma base de V, o teorema anterior mostra
que T(B) é uma base de W. Reciprocamente, se T envia alguma base de V a uma base
de W, entdo o mesmo teorema mostra que T é injetiva e sobrejetiva. Isso prova E]

Para @, um isomorfismo envia uma base de V a uma base de W e, portanto, pre-
serva sua cardinalidade. Na dire¢do inversa, escolha bases de V. e W com a mesma
cardinalidade, fixe uma bijecao entre elas e use o Teorema 3.18 para estendé-la a um
isomorfismo. [ |

O resultado pode ser enunciado como um teorema de classificacio.

Teorema 3.34 (de Classificacdo dos Espacos Vetoriais). E] Para cadan € N,
todo espago vetorial de dimensdo n sobre K é isomorfo a K";

IE] sex é um cardinal e B é um conjunto de cardinalidade x, todo espaco vetorial
de dimensao k sobre K é isomorfo ao espaco (KB), das funcdes de B em K
com suporte finito.

Isomorfismos

Problema de classificacio

Um teorema de classificagio descreve os ob-
jetos de determinado tipo a menos de uma

equivaléncia. A descricdo deve ser completa
e nao redundante: todo objeto aparece em

uma Unica classe de equivaléncia.
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Demonstragdo. O primeiro item foi demonstrado no Exemplo 3.28.

Para o segundo, suponha que B tenha cardinalidade k. Para cada b € B, defina
8, € (KB), por

5,00 1, sex =0,
xX)=
b 0, sex #b.

formam uma base de (KB)y: toda funcio de suporte finito se escreve como uma
combinacdo linear finita das &, e uma relacéo linear entre elas se anula ponto a ponto
somente quando todos os coeficientes sao nulos. Portanto, dim (KB),) = |B| = «.

Se V possui dimenséo k, uma bijecdo entre uma base de V e a base (8,)pep estende-se,
pelo Teorema 3.18, a um isomorfismo V — (K5),. |

Exercicios

Ex. 3.18 — Mostre que
Vi=vm@E--@v.
[ —

nvezes

Ex. 3.19 — Sejam A e B subespagos de um espaco vetorial V taisque V. = A+ B, e
considere a soma direta externa E = A | B. Defina
T:E>YV, T(E,Z)=5+z.
1. Prove que 7 ¢ linear.

2. Determine ker z.

3. Determine quando 7 é um isomorfismo.

Ex. 3.20 — Mostre que
K[x] = (K*)p.

Ex. 3.21 — Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita e seja T : V — V linear.
Suponha que existaG : V — V tal que T - G = Iy;. Prove que T é um isomorfismo e
que G = T™1. Dé um exemplo que mostre que a afirmacio pode falhar quando V tem
dimensao infinita.

Ex. 3.22 — Encontre um espaco vetorial V com duas decomposicdes
V=A®B=C®D

tais que A = C, mas BZD. Conclua que subespagos isomorfos podem admitir comple-
mentos nao isomorfos.

Isomorfismos
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Ex. 3.23 — Sejam V, A, B,C espacos vetoriais e sejam F : A - CeG : B - C
transformacdes lineares. Defina o produto fibrado

AxcB={@b)e AxB | F@) = G®)}.

Mostre que:
1. Hom(V, A @ B) é isomorfo a Hom(V, A) ® Hom(V, B);

2. Hom(V, A x¢ B) é isomorfo ao produto fibrado

Hom(V, A) xgom(v,c) Hom(V, B) := {(S, T) € Hom(V, A) x Hom(V, B) |
FoS=GoTk

3.3 Teorema do Nicleo-Imagem

Nucleo, imagem e dimensao
Em dimensao finita, a dimenséo do nucleo

Teorema 3.35 (Teorema do Nucleo-Imagem). conta as dlr.egoesfndep, endente? anuladas
por T, e a dimensdo da imagem é o posto de

SejamV e W espagos vetoriais sobre K, comV de dimensdo finita, e sejaT : V. - W T. O teorema do nicleo-imagem afirma que

uma transformagdo linear. Entdo a soma dessas dimensdes ¢é a dimenséo do
dominio.

dimV = dim (ker T) + dim (im T).

Demonstragao. SejaB = (uy,...,u,) uma base de ker T. Pelo Teorema da Extensio,
complete-a a uma base
Ez =(Uq, .0y, Ve, e, V)

de V. Mostraremos que (T(vy), ..., T(v)) é uma base de im T.

Se w = T(z) € imT, escreva z = 2:21 aju; + Z;zl b;v;. Como T(u;) = 0, temos
S
w=T(z) = Y. bT(v)),
=1

logo esses vetores geram imT. Se }.°_, b;T(v;) = 0, entfio Z;zl bjv; € ker T e, para

j=1"J
certos g; € K,
N

,
Sy = au,
i=1

Jj=1
A independéncia linear de B, implica que todos os b; sdo nulos. Portanto,
(T(vy),...,T(vg)) é uma base de imT. Como dimV = r + s, concluimos que

dimV = dim (ker T) + dim (im T).

Segunda demonstracio. Apresentaremos uma formulacdo mais abstrata do Teo-
rema do Nucleo-Imagem. Seja T € Hom(V, W). Escolha um complemento K de ker T
em V, de modo que

V=kerT®K.
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A restricao TfK : K — W ¢ injetiva, pois
ker (Tty) =kerTNK = {0}.

Além disso, sua imagem é im T. De fato, uma inclusio é imediata. Para a outra, escreva
v=u+w,comu € kerT e w € K; entdo

T(v) = T(u) + T(w) = T(w) € im(TT ).
Logo Tty define um isomorfismo

K =imT.

Provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.36 (Teorema do Nicleo-Imagem).
Seja T € Hom(V,W).

E] Todo complemento deker T emV é isomorfo aimT;

[b] dim (ker T) + dim (im T) = dim V..

Se A € My, ,(K), aimagem de T4 é o espaco das colunas de A. Portanto,
dim (ker T4) + posto(A) = n.

Isso fornece o seguinte resultado util.

Teorema 3.37.
Seja A € My, ,(K). Entao:

T4 @ K" — K™ é injetiva se, e somente se, posto(A) = n;

T4 @ K" — K™ é sobrejetiva se, e somente se, posto(A) = m.

Teorema 3.38.
Sejam Ve W espagos vetoriais sobre K e seja T € Hom(V, W). Entao:

E] Se T ¢ sobrejetiva, entdo dimV > dim W

IE] Se dimV = dimW < oo, entdo T é um isomorfismo se, e somente se, é
injetiva ou sobrejetiva.

Demonstracao. E] Se T é sobrejetiva, entdo W = imT; pelo Teorema do Nucleo-
-Imagem, dimW = dim(imT) < dim V.

@ Se T é um isomorfismo, entdo ¢é injetiva e sobrejetiva. Se T é injetiva, ker T = {0} e
o Teorema do Nucleo-Imagem da dim im T = dimV = dim W;logo imT = W. Se T é

sobrejetiva, im T = W e o mesmo teorema da dimker T = 0; logo T é injetiva.

Observe que o resultado de E] ndo é verdadeiro, em geral, para espacos de dimenséo
infinita.

83



Algebra Linear Avancada / Transformagoes Lineares Teorema do Nicleo-Imagem

Proposicao 3.39.
Sejam U, V,W espagos vetoriais de dimensdo finita e sejamT : U >V eS : V —
W transformagdes lineares. Entdo

dimker (S T) < dimker S + dimker T.

Demonstracio. Como ker (So T) = T~!(ker S), considere a restricio
T : ker(S-T) — kerSS, T’(u) = T(u).
Seu nucleo é ker T. Pelo Teorema do Nucleo-Imagem,

dimker (S T) = dimker T + dim im T’ < dimker T + dim ker S.

Leitura opcional: complexos e sequéncias exatas. Terminamos esta se¢do com
uma formulacdo que sera util em contextos mais avancados.

Definicao 3.40 — Complexo de Cadeias. Um complexo de cadeias de espacos
vetoriais sobre K é uma familia C = (V;,d;)) | i€ Z),em qued; : V;, > V,_; é
linear e d; o d;;; = 0 para todo i € Z.

A condigio d;  d;; 1 = 0 nos diz que imd;; C kerd,.

Representamos um complexo de cadeias pelo diagrama

d d
C: Y GG, G (3.11)

Se apenas um nuimero finito de espacos for ndo nulo, o diagrama assume a forma

d d,_ d
C : (D', GEED,  CiED CEED' GEED) G0 (3.12)

Os espacos e as aplica¢des que nio aparecem na Equacdo 3.12 sdo nulos.

Definicao 3.41 — Exato. Um complexo de cadeias

d: L
C: ~~—Vi+1*V,-&V,-_1—~~ (3.13)

é dito exato se imd;,; = kerd; para todoi € Z.

Proposicao 3.42.
SejaT : X — Y uma transformacdo linear. Entdo:

T
A sequéncia X — Y — 0 ¢é exata se, e somente se, T ¢é sobrejetiva.
A . T ’ 7 . . .
A sequéncia 0 — X — Y é exata se, e somente se, T € injetiva.

T
A sequéncia0 - X — Y — 0 € exata se, e somente se, T ¢é bijetiva.
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Exemplo 3.43. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K e seja T € Hom(V, W). Entdo

C: (e TG GED " T G0 (3.14)

é um complexo de cadeias exato, em que i denota a inclusdo de ker T em V.

O exemplo motiva a definicdo seguinte.

Definicao 3.44 — Sequéncia Exata Curta. Uma sequéncia exata curta é um
complexo de cadeias exato da forma

d d
C : (DY, D, GEIED G0 (3.15)

No Exemplo 3.43, temos uma sequéncia exata curta com Vy, = kerT,dy, =i, V; =V e
d; = T. Pela definicdo de exatidao, o complexo C da Equagdo 3.15 é uma sequéncia
exata curta se, e somente se, d, é injetiva, d; é sobrejetiva e imd, = kerd,.

Se o0s espagos tém dimensdo finita, o Teorema 3.36 [ b | implica
dim V2 — dim Vl + dim VO =0.

Essa é outra forma do Teorema do Nucleo-Imagem.

Teorema 3.45 (Teorema do Nucleo-Imagem).
Seja

d. d
C : (D, D, GEED G (3.16)

uma sequéncia exata curta de espagos vetoriais de dimensao finita. Entdo

dim VZ — dim V1 + dim VO =0.

Podemos agora provar a generalizacdo seguinte.

Teorema 3.46.
Suponha que

d d,_ d
C : (G, N, D CGEED) GEED) GE) (3.17)

seja um complexo de cadeias exato de espagos de dimensao finita. Entdo

n
> (-1)idimV; = 0.
i=0

Demonstragdo. O complexo de cadeias C se decompde nas seguintes sequéncias exatas
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curtas:

d
C; : (GEEEDKer J GEEED; GEEEED), G0 (3.18)

d.
C, : (EEEDker d,GEEEDV, I -1 |, GEEES0

d,
Gy ¢ O d, GE, GE <1 ], | G-

Aplicando o Teorema 3.36 [ b | a cada C; e somando as igualdades com sinais alternados,
n

os termos dim ker d; se cancelam aos pares. Resta Z(—l)’dimVi =0. |
i=0

Exercicios

Ex. 3.24 — Seja T : R,[x] = R,[x] o operador definido por
T(p)=3p—6p" +p”.
1. Mostre que ker T = {0}

2. Conclua que, para todo g € R,[x], existe p € R,[x] tal que 3p — 6p” + p” =q.

Ex.3.25 —Seja T : V — V um operador em um espaco vetorial de dimenséo finita.
Mostre que

V=kerT®imT

se, e somente se, ker T = ker T2.

Ex. 3.26 — Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao finita e seja T : V — W linear.
Prove que:

1. se T é sobrejetiva, entdo dimV > dim W;

2. se T é injetiva, entdo dimV < dim W.

Ex. 3.27 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimenso finita.

1.Se T : V — W é sobrejetiva, prove que existe uma transformacio linear
S:W—>VtalqueTeoS =1Iy.

2.SeT : V — W é injetiva, prove que existe uma transformagéo linear S : W —
Vitalque ST =1Iy.

Teorema do Nicleo-Imagem
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Ex. 3.28 — Seja A : V — W uma transformacio linear. Mostre que existe um espago
vetorial U, uma transformacao sobrejetiva S : V — U e uma transformacéo injetiva
T : U — Wtaisque A = T o S. Verifique também que é possivel escolher um
espacgo U’, uma transformacéo injetiva T’ : V — U’ e uma transformacéo sobrejetiva
S U > Wtaisque A=5"-T".

Ex. 3.29 — Seja T um operador em um espaco vetorial V de dimenséo n. Prove que

kerT" =kerT"™1 e imT" = im T

Ex. 3.30 — Sob as hipoteses do exercicio anterior, prove que

V=imT"®ker T".

Ex. 3.31 — Uma sequéncia de espacos vetoriais de dimenséo finita
TO Tl Tnfl
Vo —=Vi— =V,

éexatasekerT; =im7T;_; parai=1,...,n—1.
L I . e
1. Mostre que a sequéncia 0 — V; — V, é exata se, e somente se, T; € injetiva.

. TO , , o gs
2. Mostre que a sequéncia V, — V; — 0 € exata se, e somente se, Ty € sobrejetiva.

3. Considere a sequéncia exata
T T T
0>V —V,— V33—V, —0.

Se dim V; = d;, mostre que d; + d3 = dy + d.

Ex. 3.32 — Um complexo de cocadeias é um par (C,d), em que C = (C));ez é uma
familia de espacos vetoriais e d = (d;);cz é uma familia de transformacdes lineares
d; : C; = Cjyq tais que di 1 o d; = 0. Representamos o complexo pelo diagrama

d d d d
C: o —5Cy —C—> Ciyg —> .

1. O i-ésimo espago de cohomologia de (C,d) é
H'(C,d) := kerd;/ imd;_;.

Mostre que esse quociente esta bem definido, isto é, que imd;_; C ker d; para
todoi € Z.

2. Suponha que cada C; tenha dimens3o finita e que o complexo seja limitado: exis-
tem m,n € Z tais que C; = {0} quando i & {m, ..., n}. Defina sua caracteristica
de Euler por

n
x(C.d) = ) (~1)"dimC.
k=m
Mostre que

x(C.d) = Y (~Dkdim H*(C, d).

k=m

Teorema do Nicleo-Imagem
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3.4 Representacao Matricial dos Homomor-

fismos

Exercicio avancado: complexos de cocadeias.

Teorema 3.47.

Suponha queV e W sejam espagos vetoriais tais que dimV =n edim W = m. Se
X =(Xy,...,X,) é uma base de V e Y= (y1,...,y;,) € uma base de W, entao o par
(x, ) determina o isomorfismo[-], , : Hom(V,W) — M, ,(K) definido por

T +— [T] (3.19)

X, Y’

onde [T], , = ([T(xl)]X [T(xn)]z). Em particular, sua i-ésima coluna é

[T(x:)]y- "Além disso, o diagrama comuta:

caEE— (3.20)

[-] [y
(71,
K" o |

Demonstracgdo. Linearidade. Se T}, T, € Hom(V, W) e 4;, 4, € K, entdo

[Ty + 2:T] = ([T + Tl | ([T + A T)()]y) (3:21)
= (TG0 + Al To el | -+ | [Ty Gy + A2[To(xn)]y )

(3.22)
=4 (LGN | -+ [[IGx)ly) + Ao ([Te)]y | -+ | [Ta(x)]y)

(3.23)

= ATy + 42 (1] (3.24)

XY’

Portanto, [ -], ¢ linear.

Bijetividade.

Suponha que T € ker [ -] . Entdo [T(x;)]y = 0 parai = 1,...,n. Pelo Teorema 5.19,

temos T(x;) = 0 para todo i. Como uma transformacao linear é determinada pelos
valores que assume em uma base, T = 0. Logo [ -], , ¢ injetiva.

Para provar a sobrejetividade, seja A = (a;;) € M, n(K) €, parai = 1,...,n, defina

m
Z; = Z aj,y]
J=1

Entdo [z]y é a i-ésima coluna de A. Pelo Teorema 3.18, existe uma tnica T €

Hom(V, W) tal que T(x;) = z; para todo i. Consequentemente, [T] _ = A, o que

XY
prova a sobrejetividade.

Comutatividade do diagrama.

Representacao Matricial dos Homomorfismos

Dependéncia das bases

A transformacao linear existe independente-
mente de coordenadas. Sua matriz depende
de uma base no dominio e de outra no con-
tradominio. Por isso, a mesma aplica¢ao
pode ter matrizes diferentes sem que seu
comportamento intrinseco tenha mudado.
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No diagrama, a seta superior atua sobre vetores; a inferior multiplica colunas de
coordenadas. Partindo de v € V, podemos aplicar T e depois tomar coordenadas na

base ¥, obtendo [T(v)]z. Podemos também tomar primeiro [V]E e multiplicar por [T], .

Precisamos mostrar que esses dois percursos produzem a mesma coluna. Isso ndo
identifica literalmente um vetor de W com suas coordenadas: compara duas maneiras
de calcular essas coordenadas.

Para cada vetor x; da base x, temos

([ ;D) = [T(x)ly
= Coly([T,)
=[T],, ,...,1,...,0)
= [Ty xilx:

Os dois caminhos do diagrama séo transformacdes lineares de V em K™ e coincidem
em todos os vetores da base x; portanto, coincidem em todo V. [ |

Definicdo 3.48 — Matriz da Transformacao Linear. A matriz [T], , é denomi-

nada matriz da transformacio linear T em relacdo as bases x e Y.

Como as aplicagdes de coordenadase [ - |,  sdo isomorfismos, é comum identificar V, W

e Hom(V, W), depois de escolhidas as bases, com K", K™ e ./ mn(IK), respectivamente.

Ainda assim, convém distinguir a transformacéao linear de sua matriz.

Exemplo 3.49. SejaV = K;[x] o espaco dos polinémios de grau menor ou igual a 3.

O operador de diferenciacdo formal D do Exemplo 3.9 leva V em si mesmo. Considere
a base ordenada B = (pq, ps, p3, ps) = (1, x, x2,x3). Entdo

Dp; =0, Dpy = 0py +0py +0p3 + 0py
Dp, =1, Dpy = 1p1 +0py +0p3 + 0py
Dps = 2x, Dps =0p; +2py +0p3 +0py
Dpy = 3x%, Dpy = 0py +0py +3p3 + 0py

Logo a matriz de D na base B é

[D]g =

o O O O
S O O =
S O N O
S W o O

Corolario 3.50.
Sejam v e w bases de V e W, respectivamente, sejam T,S € Hom(V, W) e seja
¢ € K. Entdo

[CT]\_/,V_V = C[T]Y,V_V;
[T+ Sy, w=I[Tly, w+I[S]y w

Representacao Matricial dos Homomorfismos
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X1
Seja A uma matriz m x n com colunas dj, ..., d, € seja X = € K". Entéo
Ax = Xlt_il + .X'Zaz + -+ xnﬁn.

Essa identidade fornece imediatamente o resultado seguinte.

Teorema 3.51.
Sejam'V e W espagos vetoriais de dimensdo finita, com bases v e w, respectivamente,
esejaT : V — W linear. Entdo, para todov €'V,

[TW]w = [Tlywlvly

Se A tem colunas dj, ..., @, ¢ B é uma matriz p x m, entdo a j-ésima coluna de BA ¢ Ba;.

Portanto,
BA = (Bd, | Bdy | - | Bdy).

Essa observacio traduz a composicio de aplica¢des em multiplicagdo de matrizes.

Teorema 3.52.
Sejam V, W, X espagos vetoriais de dimensdo finita, com bases v, w, X, respectiva-
mente, e sejamT : V. - W eS : W — X transformagdes lineares. Entdo

[Se T]_,)_( = [S]E/,}_([T]Y,v_w

Demonstragdo. Ponha A = [T], e B = [S]yx. Se d; ¢ a j-ésima coluna de A, entdo,

pelo Teorema 3.51,
[(S > T)(vplx = [S(T(v;)]x = B[T(v))]lyw = Ba;.

Esse vetor é tanto a j-ésima coluna de [S » T], x quanto a j-ésima coluna de BA. Logo
as duas matrizes sdo iguais. |

Essa compatibilidade é uma das motivagoes para a defini¢cdo do produto de matrizes.

3.4.1 Mudanca de Bases

Na mudancga de coordenadas, um vetor permanece fixo enquanto sua coluna de co-
ordenadas se altera. Agora consideramos uma transformacéo linear T : V — We
perguntamos como sua matriz se altera quando mudamos as bases. A transformacéo
continua sendo a mesma, mas sua representacio depende de duas escolhas: a base
usada para escrever os vetores de entrada e a base usada para escrever suas imagens.
Para um operador, a notagdo [T]g indica que a mesma base B é usada no dominio e no
contradominio. N
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Exemplo 3.53 — Uma transformacio em duas bases. Considere T : R — R? dada

(0)-)

el

Retomemos a base B = (i, ;) do Exemplo 2.75, com #; = (1,1)' e iy = (1, 2)'. Como

Na base canonica E, sua matriz é

T(il)l) = 1,72, T(ﬁz) = —251 + 31,_{)2,

as coordenadas dessas imagens fornecem as colunas de

me=[3 3]

As duas matrizes sdo diferentes, mas representam a mesma aplicagdo. A primeira atua
sobre coordenadas na base E; a segunda atua sobre coordenadas na base B.

Pararelacionar essas matrizes sem recalcular todas as imagens, precisamos acompanhar
o sentido de cada mudanca de coordenadas. Sejam X e Y as bases inicialmente escolhidas
emV e W, esejam X e Y asnovas bases. Escrevamos

A =[T]. ..

XY’ XY

Conhecemos A e queremos obter A’. Para usar A em um vetor cuja coluna foi dada
na base x’, primeiro devemos converter essa coluna para a base x. Depois de aplicar
A, devemos converter a coluna obtida na base Y para a base Y’. Definimos, portanto,

P= M&’—)K’ Q = Mz—w_’ .

O percurso completo é

P A 0
vly — vlx — [Ty — [TW)]y-

Assim, a matriz procurada é A” = QAP: o produto é aplicado da direita para a esquerda,
na ordem indicada pelo percurso. As matrizes P e Q sdo quadradas e invertiveis, mas
A pode ser retangular.

Teorema 3.54 (Mudanca de Base).
Sejam 'V e W espagos vetoriais de dimensodes n e m sobre K, respectivamente. Sejam
X e X bases deV, e sejam Y e Y’ bases de W. Para todo T € Hom(V, W),

[T]yy = Mysy [Tl Mysx
=My [Tl ML

XX

(3.25)
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Demonstragdo. Com a notagio acima, para todo v € V temos

AVl = [T,
— [T,
= QA[V]y
= QAP[V]y.

As igualdades usam a férmula de representagéo matricial do Teorema 3.51 e a mudanca
de coordenadas do Teorema 2.77. Como [v]y percorre todo K", as matrizes A’ e QAP
coincidem. Por fim, My, = M;L;a pela Equagdo 2.18, o que fornece a segunda
expressao. o o |

O diagrama seguinte resume o calculo. Na linha superior usamos as bases X e Y; na
inferior, as bases X’ e Y'. As duas copias de K" recebem coordenadas do mesmo espaco
V, mas em bases diferentes; o mesmo vale para as duas copias de K e W. A seta P
sobe porque converte as novas coordenadas de entrada nas antigas; a seta Q desce
porque converte as antigas coordenadas de saida nas novas.

" " (3.26)

]K”*]K

Partimos da posigao inferior esquerda, com a coluna [v]y. A seta inferior aplica A’
diretamente. O outro caminho sobe por P, segue por A e desce por Q. Ambos terminam
em [T(v)]y: aigualdade A” = QAP expressa precisamente essa concordancia.

Para relacionar esse calculo com a transformacgao T : V — W, reunimos agora o trian-
gulo de mudanca de coordenadas 2.17 e o quadrado de representa¢do matricial 3.20 no
diagrama completo abaixo. No centro estdo os espacos V e W e a transformacio T, que
nao dependem das bases. As setas diagonais associam a cada vetor suas coordenadas;
as setas curvas convertem uma coluna de coordenadas na outra, sem alterar o vetor
que ela representa.

(3.27)

M§—>X_’ ViW Y-y

Podemos ler o diagrama por partes. Na regido [ 1], obter diretamente [v]y equivale a
obter primeiro [v]y e aplicar My x> = P~ A regiio| 2 | expressa a mesma mudanca
de descricdo em W, agora por My_,y» = Q. Esses dois tridngulos comutam pelo
Teorema 2.77. o

As regides e representam a mesma transformacéo T nas bases antigas e nas
novas, respectivamente. Em cada uma delas, aplicar T e depois tomar coordenadas
da o mesmo resultado que tomar coordenadas primeiro e multiplicar pela matriz
correspondente, A ou A’. Sua comutatividade é a do Teorema 3.47.

Mudanca de Bases
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Consideremos agora apenas os dois percursos exteriores, partindo da coluna [v]y no
canto superior esquerdo:

A Q

[Vlx — [TW)]y — [TWM]y,
P71 A’

[vly — [vly — [T(W]y.

Os dois chegam as coordenadas de T(v) na base Y. Como isso vale para todov €V,
obtemos QA = A’P~!; multiplicando a direita por P, recuperamos A’ = QAP. A
inversa na lateral esquerda aparece porque seguimos das coordenadas antigas para as
novas, no sentido contrario ao percorrido pela seta P no diagrama 3.26.

Quando T : V — V é um operador e usamos a mesma base no dominio e no contra-
dominio, escrevemos [T ] em lugar de [T], .. Ao substituir X por X’ nos dois lados, a

mudangca de entrada € P = My ,x e a mudz;n_ga de saida € My x> = P71, Nesse caso, a
formula geral se reduz a
[Tle = PM[TIxP. (3.28)

A presenca da inversa tem, portanto, uma razao precisa: as coordenadas de entrada
sdo convertidas das novas para as antigas, e as de saida fazem o percurso contrario.
Essa forma da formula corresponde ao uso de uma unica base para representar tanto a
entrada quanto a saida. Quando as bases sdo escolhidas independentemente, mesmo
que V = W, devemos usar a férmula geral.

No Exemplo 3.53, temos P = ME—’E e
2 —=1[|1 Off1 1 0 -2
Tlg = = .
[Tl [—1 1”0 2”1 2] [1 3]
Podemos conferir a relacio em um vetor. Para Z = (3, 5), temos [2]5 =(1,2)e
0 =2(f1 —4
T = = .
mn-[ SL-[
De fato, —4ui; + 71y = (3,10)" = T(Z). A coluna final nio ¢ a coluna de coordenadas

candnicas de T(Z): ela ainda deve ser interpretada na base B.

Uma mudanca de base nem sempre altera as entradas da matriz. O exemplo seguinte
mostra uma situacdo em que a nova base conserva as mesmas relacdes entre os vetores
e suas imagens.

Exemplo 3.55 — Diferenciacio em duas bases de polindmios. Seja V = Kj[x] e seja
D o operador de diferenciagao formal do Exemplo 3.49. Considere as bases

B = (p1. p2. p3, pa) = (1, x,x%, x°)

C=(q1.9293.92) = (1L, x — 1, (x — 1)?, (x — 1)?).

Ja calculamos as mudancas entre essas bases no Exemplo 2.78. Pondo P = M¢_,,

temos P~! = Mp_,¢. Pela formula de mudanca de base,

Neste caso, o produto fornece

S O O O
S O O =
S O N O
S W o O

Mudanca de Bases

Dominio e contradominio

Se apenas a base do dominio muda, a nova
matriz é AP. Se apenas a base do contra-

dominio muda, ela é QA. Sao escolhas

independentes; por isso, na formula geral,
os fatores dos dois lados nao precisam ser

inversos um do outro.
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A igualdade também se explica diretamente pelas imagens dos vetores da nova base:

Dq; =0, Dgy = q1, Dgs = 2qs, Dgqy = 3gs3.

Sdo as mesmas relagdes que a derivacao satisfaz na base B. Por isso as colunas das
duas matrizes coincidem, embora as coordenadas de um polindmio nas duas bases
possam ser diferentes.

Exercicios

Ex.3.33 —SejaT : M, 2(R) = M, 2(R) definida por
i
z w z—w 0
1. Determine a matriz de T em relagio a base canénica.

2. Determine a matriz de T em relacdo a base
s ([t o] o 1] [t o] [o 1
= \lo 1|1 o[t 1]’]o 1)

3. Exiba a matriz de mudanca de base M tal que

[Tlg = M~ [TlcanM.

Ex.3.34 —SejaK=RouC.
1. Prove que ndo existem matrizes quadradas A e B sobre K tais que AB—BA = I.

2. Conclua que ndo existem operadores T e G em um espaco vetorial de dimensao
finita taisque TeG—-G-T =1L

3. Mostre que a conclusdo pode falhar em dimensao infinita. Sugestdo: considere
os operadores de multiplicacdo por x e de derivacio em K[x].

Ex. 3.35 — Considere as bases
B= (Lx+x%1+x2) e C= (1, x,x%)
de Ry[x]. Seja T : Ry[x] — Ry[x] definida, em coordenadas, pela regra

[p]g =(a,b,c) = [T(p)]g =(Q2c—2b,a+c,a+b+c).
1. Verifique que T é linear.

2. Existe um polindmio néo nulo p tal que T(p) = p? Justifique.
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Ex. 3.36 — Seja W um subespaco de V, comm = dimW < dimV = n, e defina
Z ={T € Hom(V,V) | T(w) = Bpara todow € W}

Mostre que Z é um subespago de Hom(V, V) e calcule sua dimenséo.

Ex. 3.37 — Sejam V e W espacos vetoriais de dimens&o finita sobre K, com bases v e
w, respectivamente. SejaT : V — W uma transformacéo linear e ponha A = [T]V’w.
Prove que

vekerT <« [v]ye{xeK"| Ax =0}

O subespaco a direita é denominado espaco nulo da matriz A.

3.5 Somas Diretas e Projecoes

Decompor um espaco em soma direta permite estudar um operador parcela por parcela.
As projecdes fazem o caminho inverso: extraem de cada vetor sua componente em
uma das parcelas.

3.5.1 Soma Direta de Transformacdes Lineares

Definicdao 3.56 — Soma Direta de Transformacoes Lineares. Suponha que U =
VeWesejamT; : V> VeT, : W — W transformacdes lineares. A soma
direta de Ty e T, é a transformacéo linear Ty & T, : U — U definida por

(T ® T)(v + w) = T1(v) + To(w),

paraveVeweW.

Os subespacos V e W sdo invariantes por T; @ Ty, pois

Concatenacao

Dadas duas listas ordenadas 1:1 =(ay,...,a,)
Teorema 3.57. eL, = (by,....by), a concatenagao deL e
Para 1 < i < j, seja V; um espaco vetorial de dimensao k;, com base B, = L), denotada L 4 L,, é alista ordenada
(Vit, > Vig), e seja Ty = V; > V; um operador linear. Considere L L, = (@t by ).

Na base ordenada B= B + B, + - 4 Ej, obtida por concatenagdo, a matriz de T
é

[Tl ] B, 0 0
0 T :
[T]g = : [ ??1_32 N
0 0 [T]] Ej

em que [T;]g € um bloco de tamanho k; x k;.
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Demonstragdo. A lista B é uma base de V. Se [Ti]g_ = (cg)), entdo, como T(V;) C V,,

ko
TVim) = Y, Cr(;')lvi,r-
r=1

Assim, a coluna correspondente a v; ,, possui entradas apenas no bloco de coordenadas

de V;. Isso vale para todos os vetores de B. e para todo i, de modo que a matrizde T é

diagonal em blocos, com o i-ésimo bloco igual a [T;]5 . |
=i

Reciprocamente, suponha que U = V @ W e que o operador T : U — U deixe V
e W invariantes. As restri¢cdes T; = Tl e T, = Ty, sdo operadores em V e W,
respectivamente, e T = T} @ T,. Assim, o estudo de T reduz-se ao estudo de suas
restricdes aos dois subespacos.

Definicao 3.58 — Subespaco Invariante. Dado T € Hom(V, V), dizemos que um
subespago W C V ¢ invariante por T, ou T-invariante, se T(W) C W.

Se T € Hom(V,V) e W C V é T-invariante, a restricio de T a W define um operador
Tty € Hom(W, W).

Teorema 3.59.
SejaT : V. — V um operador e suponha que V se decomponha em subespacos
T-invariantes

V=vieV,® oV,

com dimV; = m, paral < i < j. Escolha uma base B de cada V; e ponha
B=B 44 ﬁj. Se T; = T1,, entdo a representacdo de T na base B é

[Tl] B, 0 0
0 T :
[Tlp = : [ %22 o I’
0 0 [TlB

em que [T;]g é um bloco de tamanho n; x n;.

Demonstragdo. Como cada V; é T-invariante, a imagem de um vetor de B.¢ combinacdo
linear apenas dos vetores dessa mesma base. Portanto, as colunas correspondentes
aB. tém entradas nulas fora do i-ésimo bloco, que é precisamente a matriz de T; em
B. |

=i

Portanto, uma decomposicio de V em soma direta de subespacos invariantes produz
uma matriz diagonal em blocos para T. Reciprocamente, toda matriz diagonal em
blocos determina, na base correspondente, uma decomposiciao de V em subespacos
invariantes.

Projecoes e complementos

Uma projecéo sobre V ao longo de W
pressupde uma decomposicioU =V & W.
Ela conserva a componente em V e anula a
componente em W; assim, sua imagem é V'
e seu nucleo é W.
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3.5.2 Projecoes

Definicao 3.60 — Projecdo. SejaV =V; @ - ®V,,. Para cada i, a projecao de V
sobre V; é o operador P; : V — V definido por

n
Pi<ZVj):Vi, VjEVj.
Jj=1

Dizemos também que P, é a projecéo sobre V; ao longo do subespaco complementar
®j¢i V-

As propriedades fundamentais desses operadores seguem diretamente da unicidade da
decomposicdo em soma direta.

Proposicao 3.61.
As projecoes P; associadas a decomposicaoV =V, @ -+ @ V,, tém as seguintes
propriedades:

E] cada P, : V — V é um operador linear;
IE] Pl-2 = P; para todo i;

PP =0sei# j;

[d] im P, = V; eker P, = P Vj;

J#i

[e] P+t P =Ty

Identificando V com V; x --- x V,, a i-ésima projecdo assume a forma

— - - -
P(vq,...,vy) =(0,...,0,v;,0,...,0).
Essas projecdes sdo definidas por uma decomposi¢io em soma direta e ndo devem ser
confundidas com projecdes ortogonais, que exigem a escolha adicional de um produto
interno.

Proposicao 3.62.
SejaV =V, @ --- @ V,. Entdo a projecdo P; : V. — V pode ser escrita como a soma
direta
P = OV1 DD OV’__1 52 IVi EBOVH_1 DD OVn'
Se B. é uma base de V;, 1; = dimV; e B ¢ a base ordenada obtida pela concatenagiao

B+ B, # -+ B, entdo
| =2 —n

0,

1
[Filpp = L

0,

n

A propriedade de ser idempotente, P2 = P, caracteriza as proje¢des associadas a
decomposi¢des em soma direta. Ja vimos que, se P e Q = I—P sdo as projecoes
associadas a V =V, @ V5, entdo

Projecoes
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P2=PeQ?=0;
PQ=QP =0;
P+Q=1

A reciproca também é verdadeira.

Proposicao 3.63.

Se P : V. — V é um operador linear idempotente, isto é, P2 = P, entaoV =
im P@®ker P e P ¢ a projecdo de V emim P ao longo deker P. O operador Q =1—-P
também é idempotente, com

imQ =im(I-P)=kerP e kerQ =ker(I-P)=imP,

e projeta V sobre ker P ao longo de im P.

Demonstragdo. Temos Q> = (1-P)? =1-2P + P? =1—P = Q. Além disso,

vekerQ < (I-P)(v) = 0

— P(v)=veveimP,
onde, na tltima equivaléncia, usamos P2 = P. De modo analogo, im Q = ker P.

Paratodov eV,
v = P(v) + (I-P)(v),

com P(v) € imP e (I-P)(v) € ker P. Logo V = im P + ker P. Se v € im P N ker P,
entdo v = P(w) para algum w e v = P(w) = P?(w) = P(v) = 0. Portanto, a soma
é direta. Finalmente, parau € imP e w € ker P, temos P(u + w) = u; assim, P é
precisamente a proje¢ao afirmada. |

3.6 Mudanca de Corpo

Leitura opcional. Esta secdo trata da restri¢do de escalares, da descomplexificagio
e da complexificacdo. Ela pode ser omitida em uma primeira leitura sem interromper
a sequéncia principal do curso.

O corpo de escalares faz parte da estrutura de um espaco vetorial. Se V é complexo,
podemos conservar a adicio e restringir a multiplicacdo por escalares de C a R; obtemos
assim um espaco vetorial real.

Definicao 3.64 — Descomplexificacio. Dado um espago vetorial V sobre C,
obtemos um espaco vetorial sobre R restringindo a multiplicacdo por escalares
aos nimeros reais. Esse espaco é a descomplexificacao de V e sera denotado por
VR-

Mudanca de Corpo

O corpo faz parte da estrutura
O corpo de escalares faz parte da estrutura
vetorial. A descomplexificacdo restringe

os escalares complexos aos reais; a comple-
xificacdo constroi um espaco complexo a
partir de um espago real. As dimensoes e as
propriedades dos operadores devem ser exa-
minadas em relacdo ao corpo considerado.
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Exemplo 3.65. O espaco C é unidimensional sobre si mesmo. Sua descomplexificacdo
CR é um espaco vetorial real bidimensional, com base {1, i}.

A mesma construcdo aplica-se as transformacoes lineares.

Definicao 3.66 — Descomplexificacdo de uma Transformacdo. Sejam V e W
espacos vetoriais sobre C e seja T : V — W uma transformagéo linear. Consi-
derada apenas em relacdo aos escalares reais, T define uma transformagéo linear
TR : Vi — Wg, denominada descomplexificacio de T.

Teorema 3.67. [a| Se£= (€y,...,€,) ¢ uma base de um espagoV sobre C, entdo

E]R = (31’ veey gn, igl, ey lEn)

¢ uma base de Vi sobre R. Em particular, dim gVi = 2dim ¢ V.

IE] Se A = B +iC é a matriz da transformacdo linear T : V — W nas bases
E= (€,....6,) € F = (fi,..., fm), onde B e C sdo matrizes reais, entdo a

matriz de TR : Vg — Wy nas bases EpeFp é

B -C
[T]R]EJR’E]R - [ C B ]

Demonstragdo. [a]|Para qualquer x € V, existem g = by + iy € C, com by, c; € R,
tais que

n n n
X = Z ae, = Z bre, + Z c(ie).
k=1 k=1 k=1

Logo E,, gera Vg. Por outro lado, se

n n
Z bee, + Z ce(ie) = 6,
k=1 k=1

entdo Zzzl(bk +icp)é = 0. A independéncia linear de E sobre C implica by +ic;. = 0 e,

portanto, by = ¢ = 0 para todo k. Assim, Ep é uma base real.

@ Escreva B = (bkj) eC= (ckj). Paraj=1,...,n, temos
m - m - m -
T() = kZ(bkj + i) fic = kZ bi i + kZ ;i fi)-
=1 =1 =1

Como T é linear sobre C,

(@) = TG = - 3 agfi + 3 bii(ifo).
k=1 k=1

e

o que completa a prova. |

Portanto, a matriz de TR é
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Corolario 3.68.
SejaT : V — V um operador linear sobre um espaco vetorial complexo de dimensdo
finita. Entao

det TR = |det T|2 .

Demonstragdo. Se A = B+iC representa T em uma base complexa, o teorema anterior
mostra que TR ¢ representado por

M:[g _BC]'

Sobre C, a matriz M é semelhante a matriz em blocos diag(B + iC, B — iC). Logo
det TR = det(B + iC) det(B — iC) = det(A)det(A) = |det T|*.

A construgdo anterior é um caso particular da restricdo de escalares. Seja K um
corpo, seja F um subcorpo de K e seja V um espaco vetorial sobre K. Ao restringir a
multiplicagdo por escalares a elementos de F, obtemos um espago vetorial Vi sobre F.
Analogamente, uma transformacao K-linear T : V — W induz uma transformacéao IF-
-linear TF : Vg — Wk. Essas operacdes constituem a restri¢io do corpo de escalares
de K para FF.

O proprio corpo K pode ser considerado um espaco vetorial sobre F. Se K tem dimensao
finita sobre IF e V tem dimensao finita sobre K, entiao

dim ]FV]F = dim ]F]K -dim ]KV-

De fato, se (¢, ...,€,) ¢ uma base de V sobre K e (ki, ..., k,) é uma base de K sobre F,
entao
(k1€1, ..., k18ns oo s k1, ... s kny)

é uma base de V sobre F.

Complexificacao. Dado um espago vetorial real V, considere a soma direta externa
V @ V. Nela, definimos a estrutura complexa J por

J&x.y) = (-y.%).
Observe que J* = — 1.

Definicao 3.69. No espaco vetorial real V @ V, definimos a multiplicacido por
nimeros complexos por

(a+b)(x,y) = a(x,y) + b](x.y).

Teorema 3.70.

O espaco V @ V, munido da adi¢do usual e da multiplicagdo por niimeros com-
plexos da Definicdo 3.69, é um espaco vetorial complexo, denotado por V. Sua
descomplexificagao é Vﬁ: =VeV.
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Demonstracdo. Como J é linear sobre R, as duas leis distributivas decorrem das defini-
¢Oes. Para verificar a associatividade da multiplicacdo por escalares, sejam a,b,c,d € R
ez eV ®V. Usando J2 = —1, obtemos

(a+bi)((c+di)z) = a(cz +d](z)) + b](cz + d]J(2)) (3.29)

= (ac — bd)z + (ad + bc) J(z) (3.30)

= ((a + bi)(c + di))z. (3.31)

O escalar 1 atua como a identidade, e os demais axiomas aditivos sao os de V @ V.
Portanto, a estrutura definida é a de um espaco vetorial complexo. ]
Definicio 3.71 — Complexificacio. O espaco V€ é denominado complexifica-

¢ao do espago real V.

A igualdade V€ = V @ V descreve uma decomposicio de espacos vetoriais reais, nio
de espagos vetoriais complexos.

Identifiquemos V com o subespaco real V & {0} de VE. Como i(v, 0) = J(v,0) = (0, ),
todo vetor de V€ pode ser escrito na forma

(x.y) = (x.0)+ (0,y) = (x.0) +i(y.0) = x + iy.

Consequentemente, qualquer base de V sobre R também é uma base de VC sobre C.
Em particular, dim gV = dim ¢VC.

Definicao 3.72. Seja T : V — W uma transformacéo linear entre espacos
vetoriais reais. A complexificacio de T é a aplicacio TC : V€ — W€ definida
por

TC(x,y) = (T(), T(y)).

A aplicacdo TC é linear sobre R e comuta com J, pois
T J(xy) = T(-y.x) = (-T(). T®) =J T (x.y).
Portanto, TC é linear sobre C.
Proposicao 3.73.
Sejam v e w bases dos espacos vetoriais reais V e W, respectivamente. Pela identifi-

cagao v — (v, 0), podemos considerd-las também bases de V€ e WC. Nessas bases,
a matriz de TC é a mesma matriz real que representa T:

[Tlyw = [TC]Z,V_V-

Demonstragdo. Para cada vetor v; da base v, a expansio de Tc(vj) = T(v;) na base w
tem os mesmos coeficientes reais. Logo as matrizes tém as mesmas colunas. |

Mudanca de Corpo
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Definicao 3.74. Uma conjugacio em um espaco vetorial complexo V é uma
funcdoc : V — V tal que

E] c(u+v) = c(u) + ¢(v) para todos os u,v € V;
@ c(zv) =zc(v) paratodososzeCev e V;

c(c(v)) = vparatodoveV.

Uma conjugacio é linear sobre R, mas, em geral, nio é linear sobre C, pois

c(iv) = —ic(v).

Exemplo 3.75. Em C", a aplicacdo c(zy, ..., z,) = (z{, ..., z;), qQue conjuga cada coor-
denada, é uma conjugacéo.

Exemplo 3.76. Em VC = V @ V, a aplicacio (u,v) - (u, —v) é uma conjugacio.

Exercicios

Ex. 3.38 — Mostre que as complexificacdes de R" e de .#,,,(R) sdo naturalmente
isomorfas a C" e a ./, ,(C), respectivamente.

Ex. 3.39 — Mostre que R[x] é naturalmente isomorfo a C[x].

Ex. 3.40 — Mostre que, se W = {0}, entio W€ = {0}. Se W = {0} e (ej) é uma base de
W sobre R, mostre que ((e;, 0)) é uma base de W€ sobre C. Em particular,

dim (W€ = dim gW

para todo espaco vetorial real W de dimenséo finita.

Ex. 3.41 — Seja ¢ : W — W’ uma transformacéo linear entre espacos vetoriais reais.
Mostre que sua complexificacio ¢€ : W€ — (W”)C satisfaz

ker (¢€) = (ker ) e im(¢) = (im ).

Ex. 3.42 — Se V é um espaco vetorial complexo, uma R-forma de V' é um subespago
vetorial real W C V cuja complexificacdo é isomorfa a V. Mostre que dois exemplos de
R-formas de ., 5(C) sdo

a b+ci
Mya(R) e g[b—ci d ]Ia,b,c,deJR}.

W_

Mudanca de Corpo
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4

Espacos Quocientes

Fixado um subespaco S de um espaco vetorial V, podemos considerar equivalentes
dois vetores cuja diferenca pertence a S. O espaco quociente V /S tem essas classes de
equivaléncia como elementos. Geometricamente, cada translacdo de S corresponde a
um unico elemento do novo espaco.

As translacoes de subespagos, ou subespagos afins, permitem descrever essas classes. A
estrutura linear do quociente é compativel com a de V: toda transformacio linear que
anula S induz uma transformacao em V/S. Os teoremas de isomorfismo descrevem as
relacdes dai decorrentes entre nuicleos, imagens e quocientes.

4.1 Espacos Afins

Comecamos com uma generalizacdo da nogao de subespago vetorial. Um subespaco
afim é obtido pela translacdo de um subespaco vetorial e, por isso, preserva suas
direc¢des, mas ndo precisa conter o vetor zero.

Definicao 4.1 — Subespaco Afim. Um subconjunto nio vazio X de V é um
subespaco afim de V paralelo ao subespaco U C V se existe xy € X tal que

X=xy+U={xy+u | ueU}

O subespaco U é chamado de espaco diretor de X.

Se X =xg+ U e x; € X, entdo x; — Xy € U e, portanto, X = x; + U. Assim, qualquer
ponto de X pode servir de origem afim. Além disso, o espaco diretor é unico: se
X =x%x¢+U =x9+ W, entdo U = W. Podemos, portanto, definir

dim X := dimU.

Nesse capitulo

» Espacos Afins (p. 103)
» Espaco Quociente (p. 106)

» Teoremas de Isomorfismo (p.
110)

Quando duas translacoes coinci-
dem

As classes x + U e y + U sdo iguais exa-
tamente quando x — y € U. Esse critério
permite descrever os elementos do quoci-
ente V /U como subespacos afins.
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x+U

Proposicao 4.2.
Seja X um subespago afim paralelo aU. Sexy € X e{uy,...,u,} é uma base de U,
entdo cada x € X admite uma tinica expressdo da forma

n
X=X0+Zcilli, g eK
i=1

Demonstracao. Se x € X = x( + U, entdo x — xy € U. As coordenadas desse vetor na
base {uy, ..., u,} existem e sdo tnicas, o que fornece a expressdo desejada. |

Exemplo 4.3. Se for nao vazio, o conjunto solucdo do sistema linear Ax = Z com
A€ My, (K)ebe K" éum subespaco afim de K" paralelo a ker A. De fato, escolhida
uma solug¢io x,, temos

{xe K" | Ax:Z}:x0+kerA.

Definicao 4.4. Denotaremos por Afim[V] o conjunto dos subespacos afins de V
e por Afim[V,U] o conjunto daqueles cujo espaco diretor é U.

Assim, A € Afim[V] se, e somente se, A = x + W para algum subespaco W C V e
algumx € V.

Teorema 4.5.
SejamV eV’ espagos vetoriais sobre K.

E] A intersecdo de uma familia de subespagos afins de V é vazia ou é um
subespaco afim de V.

[b] Se A, B e Afim[V], entdo A + B € Afim[V].

Se A€ Afim[V] el €K, entdo AA € Afim[V].

IE] Se A e Afim[V] ex €V, entdox + A € Afim[V].

E] Se A€ Afim[V] eT € Hom(V,V’), entiao T(A) € Afim[V’].
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Demonstragdo. Para E], escreva A; = x; + W; e suponha que ﬂie A Ai seja ndo vazia.

Escolhay € ()._, A;. Como y € A;, temos A; =y + W, para todo i e, portanto,

Na=o+w)=y+[\W.

ieA ieA ieA

ieA

A Gltima igualdade decorre diretamente dex € y+ W, = x -y e W,.

Os demais itens seguem das identidades

E+D)++W)=x+y)+U+W),
Ax+U, A=0,
0,  1=o0
y+x+U)=(y+x)+U,
T(x+U) =T(x)+T).

Ax+U) =

Em particular, se fixarmos o espaco diretor, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 4.6.
SejaU um subespaco de V.

E] Se A, B € Afim[V,U], entdo A + B € Afim[V,U].
IE] Se A € Afim[V,U] e A € K é ndo nulo, entdo AA € Afim[V,U].
Se A € Afim[V,U] ex €V, entdox + A € Afim[V,U].

Os conjuntos solucio de sistemas lineares sdo casos particulares do proximo resultado.

Teorema 4.7 (Imagem Inversa).
Sejam T : V. — W uma transformacio linear e wy € W. Se T~(w,) for néo
vazio, entdo esse conjunto é um subespaco afim deV paralelo akerT.

Demonstragdo. Escolha vy € V tal que T(vy) = w,. Paratodov eV,

Tv)=wy <= T(v—vy) = 0 — v—-vyekerT.
Logo T~} (wy) = vy + ker T. |
Podemos generalizar o Teorema 4.7 por meio de transformacdes afins. Parax € V, a

translacdo por x é a aplicagdo Sy : V — V dada por S¢(y) = x+y. Assim, x + W =
S(W). Se x # 0, essa translacio nio ¢é linear.

Definicdo 4.8. Sejam V e V’ espacos vetoriais sobre K. Uma aplicagdo f : V —
V’ é uma transformacao afim se existem T € Homg(V,V’) e x € V’ tais que

f(v)=T()+x

para todo v € V. Denotaremos o conjunto dessas transformacdes por
Aﬁm]K(V, V/)
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Temos Homy(V,V’) C Afimg(V,V’) C (V/)V. O Teorema 4.5@ admite entdo a
seguinte extensao.

Teorema 4.9.
Se A € Afim[V] e f € Afimg(V, V"), entdo f(A) € Afim[V’].

Demonstracdo. Se A =v+U e f(z) = T(z) + x, entdo
f(A) = (T(v) +x) + TU),

que ¢ um subespaco afim de V. |

Exercicios

Ex. 4.1 — Seja U um subespaco de V e seja X C V ndo vazio. Mostre que, se X = xq+U
para algum x € X, entdo X = x + U para todo x € X.

Ex. 4.2 — Seja X um subespago afim paralelo a U. Fixe x, € X e uma base {uy, ..., u,}
de U. Mostre que a aplicacdo

n
K" — X, (cl,...,cn)b—>x0+Zciui
i=1

¢ bijetiva. Explique por que ela ndo precisa ser uma transformacéao linear.
Ex. 4.3 — Prove as seguintes afirmacdes.

1.Se A € Afim[V] ex € V, entdo x + A € Afim[V].

2.Se A€ Afim[V] e T € Hom(V,V’), entdo T(A) € Afim[V’].

3.Se A’ € Afim[V’] e T € Hom(V, V"), entio T~ 1(A”) é vazio ou é um subespaco
afim de V. Determine seu espago diretor quando A’ é paraleloa U’ C V”.

Ex. 4.4 — Sejam vy, ..., v, € V. Mostre que o conjunto das combinag¢des afins desses

r r
ZAiViI/L‘EKe Z/lizl s
i=1 i=1

é o menor subespaco afim de V que contém vy, ..., v,.

vetores,

4.2 Espaco Quociente

Seja S um subespaco de V. Dois vetores serdo considerados equivalentes quando
diferirem por um elemento de S. Mais precisamente, definimos

u=v (modS)<=u-ves.

Espaco Quociente

Classes modulo um subespaco
Passar de V para V/S significa identificar
vetores que diferem por um elemento de
S. Cada translacdo de S constitui uma
classe, e os vetores do proprio subespago
representam a classe nula.
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Essa é uma relacdo de equivaléncia em V. Quando o subespaco estiver claro, escreve-
remos apenas u = V.
As classes de equivaléncia sdo precisamente as translacoes de S, pois

[vl]={fueV |u-veS}={v+s|seSt=v+S.

O conjunto v + S é a classe lateral de v modulo S, e v é um de seus representantes.
Dois vetores representam a mesma classe se, e somente se, sua diferenca pertence a S.

Definicao 4.10 — Espaco Quociente. O conjunto das classes laterais de S em V,
V/IS={v+S|veV}

é denominado espaco quociente de V por S.

R3 R3/S

As operagdes naturais entre classes sdo
W+ S+ (v+S):=@+v)+S5, AMu+S):=Au+S.

Como uma classe possui muitos representantes, é necessario verificar que o resultado
nao depende dos representantes escolhidos.

Teorema 4.11.
As operagdes acima estdo bem definidas e tornam V /S um espago vetorial sobre K.
Seu vetor zero é a classe 0 +S =S e o opostodev + S é —v + S.

Demonstragao. Suponhaqueu;+S =uy+Sev;+S =v,+S. Entdou; —u,,vi—vy € S.
Como S é um subespaco, para quaisquer Ay, 4, € K,

(/111]1 + AZVI) - (/11112 + /12V2) e S.
Portanto,
)Llul + Ale +S= Alllz + /12V2 + S,

0 que prova, simultaneamente, que a adicdo e a multiplicacio por escalares estdo
bem definidas. Os axiomas de espaco vetorial sdo herdados das operagdes em V; por
exemplo,

(u+9)+ W+ =+v)+S=(W+u+S.

Os demais axiomas sdo verificados da mesma maneira. [ |

Espaco Quociente
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Exemplo 4.12 — Quociente do plano por uma reta. Considere V =R? e S = {(1,0)).
Como

() +S=(0,y)+S,
toda classe é determinada apenas pela segunda coordenada. A aplicacio
®:V/S—R, O((x,y)+5) =y,
esta bem definida, é linear e bijetiva. Portanto, R? /S = R. Geometricamente, cada reta

horizontal é comprimida a um dnico ponto, e o quociente conserva apenas a altura.

<

Exemplo 4.13 — Polinémios médulo os termos de grau menor. Seja V = P,(R) e
S = P;(R). Para p(x) = a + bx + cx?, temos

p+S=cx?+S,

pois a + bx € S. Assim, a classe de p registra somente o coeficiente quadratico. A
transformacéao
¥:V/S—R, Y(p+S)=c,

¢é um isomorfismo. Em particular, dim (V/S) = 1.

Definicdao 4.14 — Projecdo Candnica. Seja S um subespago de V. A aplicacio
ng: V—V/S, ms(v) =v+S,

é denominada projecao candnica, ou projecao natural, de V sobre V/S.

Quando nao houver risco de confusio, escreveremos simplesmente 7. Projecio e fatoracio

A projegdo candnica : V — V /S envia
cada vetor a sua classe lateral e tem nucleo
S. Toda aplicacao linear que anula S se
fatora de maneira tnica por 7. Essa é a
propriedade universal do quociente.

Proposicao 4.15.
A projegdo candnica nig : V. — V /S é linear, sobrejetiva e satisfaz ker ng = S.

Demonstragdo. Para A;,1, e Kex,y eV,
(X + Ay) = Li(x +S) + A(y + 5),

logo 75 é linear. Toda classe v + S é a imagem de v, de modo que 75 é sobrejetiva. Por
fim,
vekerrge—=v+S=S<=veSs.

Teorema 4.16 (Teorema da Correspondéncia).
Seja S um subespaco de V. A atribuigdo

T+—T/S

é uma bijecdo, que preserva inclusdes, entre os subespacos T de V que contém S e
os subespagos de V /S.
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14
V/S
T
T/8
5
f0p ¢ 00 5 {0}
Figura 4.1
Correspondéncia entre os subespacos de V que contém S e os subespa-
cosde V/S.

Demonstragdo. Se SC T CV, entdo T/S = ng(T) é um subespago de V/S. Reciproca-
mente, se X é um subespaco de V/S, entdo 75 !(X) é um subespago de V que contém
S. Além disso,

T/ =T e ns(ns'(X)) =X,

pois 75 é sobrejetiva. As duas construgdes sao, portanto, inversas e ambas preservam
inclusoes. |

Exercicios

Ex. 4.5 — Seja V = ({(1,—1)}) C R%.
1. Represente geometricamente V em R?.
2. Represente as classes
C=(1,1+V, C,=(02,1)+V.
3. Descreva o espaco quociente R?/V.
4. Represente a classe C3 = (—2)C; + C,.

5. Determine se C3 = (—1,0) + V.

Ex. 4.6 — Seja
1
V= {pe]Rz[x] | J p(t)dt = 0}.
~1

1. Determine uma base de V.

2. Determine uma base de Ry[x]/V.
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Ex. 4.7 — Considere o espaco K™ das sequéncias de escalares e o subespaco
U={0,ap,as,..) | ¢ €K}

Descreva K* /U e exiba um isomorfismo desse quociente com um espaco conhecido.

Ex. 4.8 — Suponha que V e seu subespaco S tenham dimenséo infinita. A dimenséio de
V /S precisa ser finita? Dé um exemplo em que seja finita e outro em que seja infinita.

Ex. 4.9 — Demonstre o Teorema da Correspondéncia construindo explicitamente as
duas aplicagdes inversas entre os conjuntos de subespacos.

Ex. 4.10 — Seja S um subespaco de V. Partindo de uma base de S, descreva como
obter uma base de V/S. Justifique por que as classes encontradas sdo linearmente
independentes e geram o quociente.

Ex. 4.11 — Sejam V C W subespacos de U. Para u € U, denote por [u]y e [u]y as
classes u +V e u + W, respectivamente. Mostre que, se

[uily, ... [wely

sdo linearmente dependentes em U/V, entdo [uy]yy, ..., [ur ]y sdo linearmente depen-
dentes em U/W. Conclua que, se U tem dimenséo finita, entdo

dim (U/V) > dim (U/W).

Ex. 4.12 — Seja W um subespaco de dimensio finita de V. Se V/W também tem
dimensao finita, mostre que V tem dimenséo finita.

4.3 Teoremas de Isomorfismo

Os teoremas de isomorfismo descrevem como nucleos, imagens, somas e quocientes Nicleo e aplica¢io induzida

. Lo . . . ~ A aplicagéo induzid transf -
interagem. Sua forma basica é a propriedade universal a seguir: toda transformacao ap icacao IcuzIda pot uima Hansiorma

¢do linear no quociente pelo seu nucleo é

linear que anula S pode ser definida diretamente sobre V' /S. injetiva e tem a mesma imagem. O Primeiro

Teorema de Isomorfismo expressa essa
relacdo: V/kerT =imT.

Teorema 4.17 (Propriedade Universal do Quociente).

Sejam S um subespaco de V e T € Hom(V, W) tais que S C kerT. Existe uma

tinica transformagdo linearT : V /S = W que torna comutativo o diagrama

W,
T p
T

V/S
isto é, T o ig = T. Essa transformagdo satisfaz

kerT = (kerT)/S e imT = imT.
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Demonstragdo. Para que To sg =T, é necessario definir
T(v+S) =T(®).
Essa definicdo nao depende do representante escolhido, pois

v+S=u+S<<=v-ues
= v—-uckerT

> T(v) = T(u).
Além disso, para 41,4, € K,
T(Al(u +9) + L +95)) = 1 T(u) + A,T(v),
de modo que T é linear. Pela definicao,

imT ={T(v) | veV}=imT,
kerT = {v+S | T(v) = 0} = (ker T)/S.

Por fim, se R : V /S — W também satisfaz R o 75 = T, entdo
R(v+S) = R(g(v)) =T(v) = T(v+YS)

para toda classe v + S. Logo R=T. ]

Tomando S = ker T, obtemos a forma mais conhecida do resultado.

Teorema 4.18 (Primeiro Teorema de Isomorfismo).
Se T € Hom(V, W), entdo
V/kerT =imT.

Demonstracdo. Considere T com contradominio restrito a im T. Pelo Teorema 4.17, a
aplicacdo induzida

T :V/kerT — imT, T(v + kerT) = T(v),

é sobrejetiva e tem nucleo (ker T)/(ker T) = {0}. Portanto, T é um isomorfismo. M

Proposicao 4.19.
Se

N Ny —

¢é uma sequéncia exata, entdo a aplicagdo induzida por B fornece um isomorfismo
Y/imA = Z.

Demonstragdo. Pela exatiddo, B é sobrejetiva e ker B = im A. O Primeiro Teorema de
Isomorfismo fornece
Y/imA=Y/kerB=imB=Z.

O Segundo Teorema de Isomorfismo relaciona soma, interse¢io e quociente de dois
subespacos.

Teoremas de Isomorfismo
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Teorema 4.20 (Segundo Teorema de Isomorfismo).
SeW e W’ sdo subespacos deV, entdo

w4+ W’ - w’
w T wWnw’

Demonstragao. Considere a transformacio linear
T:-W —W+W")/W, T(y)=y+W.

Seundcleo é WNW’. Ela é sobrejetiva: se z+W € (W+W’)/W, escrevaz = x+y, com
xeWeyeW . Entdoz+W =y+W =T(y). O Primeiro Teorema de Isomorfismo
fornece

w’ w W+ W
Wow ket - T T

O resultado seguinte mostra que tomar quocientes em duas etapas equivale a tomar
um Unico quociente pelo maior dos subespacos.

Teorema 4.21 (Terceiro Teorema de Isomorfismo).
SeW C W’ sdo subespagos de V, entdo

v/w _ Vv
WW -~ W’

Demonstragdo. Sejam my : V. — V/W e my, py + V/W - (V/W)/(W'/W) as
proje¢des candnicas. A composicdo

V/W

T:”W,/WOMW:V—)I/V'—/VV

é sobrejetiva. Além disso,

vekerT < v+WeW /W
—=vew'.
Logo ker T = W’, e o Primeiro Teorema de Isomorfismo da

W’ kerT — W we

Proposicao 4.22.
SeV =V, ®-®V,, entdo, para cada i,

174 A~
7FEVio-eVe-eV,
i

em que o acento circunflexo indica a omissdo do termo correspondente.

Teoremas de Isomorfismo

112



Algebra Linear Avancada / Espacos Quocientes Teoremas de Isomorfismo
Demonstragdo. Ponha U; = EB#,- Vi.EntioV =V, @ U e VN, = {0}. Pelo Segundo
Teorema de Isomorfismo,

V/Vi= (V+ UV =U/(V;nU) = U,

Definicdao 4.23 — Codimensao. Se W é um subespaco de V, a codimensao de
WemV é
codim yW = dim (V/W).

Proposicao 4.24.
Se Wy é um complemento de Wy em V, entdo codim yW; = dim W,.

Demonstracdo. Como V. = W; @ W,, a proposicdo anterior fornece V/W; = W,.
Portanto, esses espacos tém a mesma dimensao. [ |

Corolario 4.25.
SeV tem dimensdon e W CV tem dimensdo k, entdo

dim (V/W) = codimyW =n—k.

Demonstracdo. Estenda uma base de W a uma base de V. Os n—k vetores acrescentados
geram um complemento de W, ao qual se aplica a proposicdo anterior. |

Outra construcdo natural de espagos quocientes é o conticleo de uma transformacio
linear.

Definicdao 4.26 — Contcleo. SejaT : V — W uma transformacéo linear. O
conucleo de T é
cokerT:=W/imT.

Conncleo e sobrejetividade

O nucleo retne os vetores que T envia a

.. zero; o conucleo W/im T descreve o contra-

Corolario 4.27. AT . i <
dominio médulo a imagem. Em dimensao

SeV tem dimensdo finita e T : V — V ¢é linear, entdo finita, sua dimensio é a deficiéncia de posto

da transformacédo no contradominio.

dim (ker T) = dim (coker T).

Demonstragao. Pelo Teorema do Posto,

dim (ker T) = dimV — dim (imT) = dim (V/imT) = dim (coker T).

Cisdo e soma direta

m Uma sequéncia exata curta cinde quando o
termo central pode ser identificado com a
soma direta dos termos das extremidades,
de modo compativel com as aplicacdes da
sequéncia. A cisdo exige uma escolha linear
de representantes das classes, e ndo apenas
uma igualdade de dimensdes.
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4.3.1 Somas diretas e sequéncias exatas cindidas

Considere Z = X @Y. Todo z € Z possui uma decomposicdo tnica z = x +y, com
xe Xeye€Y. Sei: X > Zéainclusdioern : Z — Y é a projegdo dada por
n(x+y) =y, entdo

(X I’ Gai G-

é uma sequéncia exata. A inclusdo j : Y — Z satisfaz 7 o j = Iy e escolhe, de maneira
linear, um representante em Z para cada vetor de Y.

Motivados por esse exemplo, dizemos que uma sequéncia exata curta

D X CED” G G (4.1)

é cindida se 7 possui uma inversa a direita linear, isto é, se existe j : Y — Z tal que
7o j=1Iy. Aaplicacio j é chamada de secido de r; ela é necessariamente injetiva.

Proposicao 4.28.
A sequéncia (4.1) é cindida se, e somente se, existe um isomorfismo® : X ®Y — Z
tal que

d(x,0) = i(x) e ﬂ(CID(x, y)) =y

paratodosx € X ey €Y.

Demonstragdo. Suponha que a sequéncia seja cindida e escolha uma segdoj : Y — Z.
Defina
d: XY — Z, O(x,y) = i(x) + j(y).

Paratodoz € Z,
z — j(x(z)) € ker r = im i,

logo @ é sobrejetiva. Se ®(x,y) = 6, a aplicacéo de r fornece y = 6; entdo i(x) = 0 e,
como i ¢ injetiva, x = 0. Portanto, ® é também injetiva. Por construgio, ®(x, 6) =i(x)
e 1(d(x,y)) =y.

Reciprocamente, dado um isomorfismo ® com essas propriedades, definaj : Y — Z
por j(y) = (0, y). Entdo 7 - j = Iy, e a sequéncia é cindida. [ |

Exercicios

Ex. 4.13 — Use o Primeiro Teorema de Isomorfismo para demonstrar o Teorema do
Posto:
dim (ker T) + posto T = dimV,

paraT € Hom(V,W) e dimV < co.

Ex. 4.14 — Sejam T € Hom(V,V) e S um subespaco de V. Considere a férmula

T'(v+S)=T(v)+S.

1. Determine a condi¢do necessaria e suficiente para que essa formula defina uma
aplicacido T” : V/S - V/S.

Somas diretas e sequéncias exatas cindidas
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2. Quando bem definida, prove que T’ é linear e determine ker 7’ e im T’ em
termosde T e S.

Ex. 4.15 — Sejam M e N subespacos de L. Prove diretamente que a aplicagio

M+ N M
—
N MnN’

m+n+Nv+—m+(MnNN),

¢ um isomorfismo linear. Em particular, verifique que ela esta bem definida.

Ex. 4.16 — Seja L um subespaco unidimensional de R". Prove que R"/L = R"" !,

Ex. 4.17 — Seja V = C([a,b],R) e seja W C V o subespaco das func¢des constantes.
1. Prove que W = R.

2. Considere T : V — V dada por T(f) = f — f(a). Determine seu nicleo e sua
imagem e conclua que V /W é isomorfo ao espago das fung¢des continuas em
[a,b] que se anulam em a.

Ex. 4.18 — Se L = M @ N, prove que a aplicacdo candnica
M — L/N, m+—m+ N,

é um isomorfismo.

Ex. 4.19 — Mostre que a lei de cancelamento para somas diretas pode falhar em di-
mensdo infinita. Mais precisamente, construa espagos isomorfos

V=S®B e W=SeD
para os quais BZD. Conclua que V = W nao implica, em geral, V /S = W/S.

Ex. 4.20 — Suponha que
V:SI®T1 :SzeaTz

e que S; e S, tenham codimenséo finita em V. Prove que $; NS, também tem codimenséo
finita e que
codimy(S; N'Sy) < dim Ty + dim T,

Ex. 4.21 — Sob as hipoteses do exercicio anterior, construa uma decomposicio V =
W @ X tal que

1. W tenha codimensao finita;
2. W C 51 N 52;

3.X2T1+T2.
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Ex. 4.22 — Seja f € Homg(V, K) néo nulo. Mostre que V /ker f = K.
Ex. 4.23 — Seja f(x) = x" + a,_1x" ! + - + a5 € R[x] e considere

W = fRlx] = {p(x) f(x) | p(x) € Rlx]}

1. Mostre que W é um subespaco de R[x].

2. Use o algoritmo da divisdo para mostrar que dim (R[x]/W) = n.

W_

Somas diretas e sequéncias exatas cindidas
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5

Espacos Duais

Um funcional linear transforma vetores em escalares. O espaco dual é formado por
todos esses funcionais. Seu estudo relaciona as coordenadas dos vetores, as equagdes
que definem subespagos e as transformacdes lineares entre espagos. Essas relacoes
sdo descritas pelas bases duais, pelos aniquiladores e pela transformacéao transposta.

5.1 Espacos Duais

Definicao 5.1 — Funcional Linear. Seja V um espaco vetorial sobre K. Uma
transformacéo linear f: V — K é denominada funcional linear (ou simples-
mente funcional) em V.

Os funcionais lineares também sdo chamados de covetores, sobretudo na literatura de
Fisica.

Definicao 5.2 — Espaco Dual. O espaco vetorial de todos os funcionais lineares
em V é denominado espaco dual de V e denotado por

Ve = HOII]]K(V, ]K)

Exemplo 5.3. Cada vetor a = (ay,...,4,) € K" determina o funcional

n
falxts e, %) = Z a;x;.
i=1

Reciprocamente, veremos que todo funcional em K" tem essa forma. Sobre R, por
exemplo, a escolha a = (1/n, ..., 1/n) fornece o funcional média:

1 n
média(xy, ..., x,;) = — Z X;.
ni3

Nesse capitulo

» Espacos Duais (p. 117)
» Aniquiladores (p. 124)

» Transposta de uma Transfor-
macao Linear (p. 127)

» Sistemas de Equacées (p. 131)

Interpretacao dos funcionais
Um funcional pode ser interpretado como
uma medicao linear: a cada vetor associa
um escalar. O espaco dual retine todas essas
aplicagdes e permite soma-las e multiplica-
-las por escalares.
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Exemplo 5.4. A aplicagéo E; : K[x] — K, definida por Ey(p) = p(0), é um funcional
linear, chamado de avaliacdo em 0. Mais geralmente, para cada ¢ € K, a expressdo
E.(p) = p(c) define o funcional de avaliacio em c.

Exemplo 5.5. No espaco C[a, b] das funcdes reais continuas em [a, b], a aplicagdo
b
I: Cla,b] — R, I(a) = J a(x)dx,
a

é um funcional linear.

<

Exemplo 5.6. No espaco ./, ,(K) das matrizes quadradas n x n, a aplicacéo traco,
A tr(A), é um funcional linear.

Como im f é um subespaco de K, ha apenas duas possibilidades:

O im f = {0}, caso em que f é o funcional nulo;

O im f = K, caso em que f é sobrejetivo.

Portanto, todo funcional linear nio nulo é sobrejetivo. Se, além disso, V tem dimensio
finita, o teorema do nucleo e da imagem fornece

dim (ker f) = dim (V) — 1.

Teorema 5.7. E] Para cada vetor nao nulov € V, existe f € V* tal que

fv)=o.

IE] Um vetorv € V é nulo se, e somente se, f(v) = 0 para todo f € V*.
Se f € V* e f(x) # 0, entdo

V =(x) ® ker f.

@ Dois funcionais nao nulos f, g € V* tém o mesmo niicleo se, e somente se,
existe A € K, com A # 0, tal que f = Ag.

Demonstracao. E] Estenda o conjunto linearmente independente {v} a uma base B
de V. Existe um tnico funcional f que assume o valor 1 em v e o valor 0 nos demais
vetores de B. Em particular, f(v) =1 # 0.

[b]Sev= 0, entio f(v) = 0 para todo f € V*. A reciproca é a contrapositiva do item
Para qualquer v € V,

_ /™ _fw
Ve f(x)“(" f(x)x>’

Espacos Duais
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e o termo entre parénteses pertence a ker f. Além disso, se ax € ker f, entdoaf(x) =0
e, portanto, a = 0. Logo, a soma é direta.

[d]Se f = Ag, com A # 0, entéo ker f = ker g. Reciprocamente, suponha que K =
ker f = ker g e escolhax & K. Peloitem[c ] V = (x)® K. Tomando A = f(x)/g(x), os
funcionais f e Ag coincidem em x e se anulam em K; logo, coincidem em todo V. W

Figura 5.1 ] )
Se V tem dimensao finitan e f # 0, as fibras de f sdo subespacos afins

paralelos a ker f, de dimensdo n — 1. Cada fibra é levada a um tnico ponto de K.

5.1.1 Bases duais

Funcionais coordenada
Seja V um espago vetorial com base B = {x; | i € A}. Para cada i € A, definimos o Se (v, ..., v,) € uma base, o funcional dual

N .
. vi* devolve a i-ésima coordenada do vetor
funcional coordenada x;" € V* por !

nessa base. Esses funcionais sdo determina-

(x) = 8 dos pelos \'/avlores que assumem nos vetores
A i da base original.

onde §; é o delta de Kronecker: vale 1sei = j e 0 caso contrario. Como todo vetor de V/

¢é combinacdo linear de um numero finito de elementos de B, esses valores determinam

x; de maneira Unica por linearidade.

Teorema 5.8.
Seja V- um espago vetorial com base B={x; | i € A}.

[a] O conjunto B* = {x;" | i € A} ¢ linearmente independente.

@ Se V tem dimensdo finita, entdo B* é uma base de V*, denominada base
dual de B.

Demonstragao. E] Considere uma combinagéo linear finita
* *
ax; + - +ax; =0.

Aplicando ambos os lados a x;,, obtemos g = 0. Portanto, B” é linearmente indepen-
dente.

E] Escreva B = (xy, ..., X,). Para todo f € V*, temos

f=2fGx;,
j=1
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pois os dois lados assumem o mesmo valor em cada vetor da base B. Assim, B* também
gera V™. [ |

Segue-se do teorema anterior que, se V tem dimensao finita, entdo

dim (V*) = dim (V).

Em dimensio infinita, os funcionais coordenada continuam linearmente independentes,
mas em geral ndo geram todo o espaco dual.

Leitura opcional: o dual em dimensao infinita. O restante desta subsecdo com-
para cardinalidades em dimensao infinita e pode ser omitido numa primeira leitura.

Exemplo 5.9. Seja V um espaco vetorial de dimensio infinita sobre Z, = {0, 1}, com
base B. Cada vetor de V corresponde a um subconjunto finito de B: o conjunto dos
vetores da base que aparecem com coeficiente 1 em sua expansao. Portanto,

VI=1%®) = [B],

onde % (B) denota o conjunto das partes finitas de B. Por outro lado, um funcional em
V é determinado livremente por seus valores em B. Logo, cada funcional corresponde
ao subconjunto dos elementos de B nos quais assume o valor 1, e

V| =12®) > [B| = |V].

Em particular, V e V* ndo podem ser isomorfos. Como o corpo é finito, a cardinalidade
de um espago vetorial de dimenséo infinita coincide com a cardinalidade de uma de
suas bases; assim, neste exemplo, dim (V*) > dim (V).

Teorema 5.10.
Seja V- um espaco vetorial. Entdo

dim (V) < dim (V™).

Se V tem dimensao finita, ocorre a igualdade.

Demonstragao. Os funcionais coordenada associados a uma base de V formam um
conjunto linearmente independente em V*; portanto, dim (V) < dim (V*). A igualdade
no caso de dimenséo finita foi provada no Teorema 5.8. |

Em dimenséo infinita, a desigualdade é sempre estrita. Esse fato é uma consequéncia
do teorema de Erdés—Kaplansky sobre a dimensio do espaco de todas as funcoes
de uma base em K. Como sua demonstragao exige resultados de aritmética cardinal
que ndo serdo usados adiante, registramos aqui o resultado, mas nédo o incluimos no
enunciado demonstrado.

Bases duais
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Exemplo 5.11. Todo funcional em K" tem a forma
fa(Xts ey X)) = axq + - + apxy

para um unico vetor de coeficientes a = (ay, ..., a,). Assim, (K")* é canonicamente
isomorfo ao espaco dos vetores-linha de comprimento n.

Definicdao 5.12 — Hiperplano. Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita n.
Um subespaco H C V é denominado hiperplano quando dim (H) = n — 1.

Teorema 5.13.
Seja V- um espaco vetorial de dimensdo finita.

Se0 = f € V*, entdo ker f é um hiperplano.
Todo hiperplano de V é o niicleo de algum funcional nao nulo em V*.

Demonstragdo. O primeiro item decorre do teorema do ntcleo e da imagem, pois
dim (im f) = 1. Para o segundo, seja (vy,...,v,_;) uma base de um hiperplano H e
complete-a com v,, para obter uma base de V. O funcional definido por f(v;) = 0 para
i<ne f(v,) = 1satisfaz ker f = H. |

5.1.2 Bidual

Avaliacao e bidual
Aplicando novamente a construcdo do dual, obtemos o espaco dos funcionais lineares Cada vetor v € V define naturalmente um
definidos em V*. funcional sobre V* por avaliagdo: f — f(v).
Em dimensao finita, isso identifica V' com
V** sem escolher base. Em dimensio
Definicdao 5.14 — Espaco Bidual. O espacgo bidual de V' é infinita, a aplicacéo continua injetiva, mas
pode nao ser sobrejetiva.

V** := Hom(V*, K).

Cada vetor v € V determina um elemento de V** por avaliaco. Isso define a aplica¢io
natural

v V—VE () = fV)

A notacio 7y ressalta que a aplicagdo depende apenas do espaco V, e ndo da escolha
de uma base.

Teorema 5.15.
A aplicagdo natural vy : V. — V** é linear e injetiva. Se V tem dimensdo finita,
entdo ty é um isomorfismo.
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Demonstragdo. Paraa,b € K,u,ve Ve f € V¥, temos

ty(au+ bv)(f) = f(au + bv) = (arv(u) + b‘l'v(V))(f).

Logo, 7y € linear. Se 7i/(v) = 0, entdo f(v) = 0 para todo f € V*; pelo Teorema 5.7,
v = 0. Portanto, 7y ¢é injetiva. Quando V tem dimensao finita,

dim (V**) = dim (V*) = dim (V),

de modo que a injetividade implica a sobrejetividade. |

Um espaco V é denominado algebricamente reflexivo quando a aplicacdo natural 7y
é sobrejetiva. Em dimensdo finita, podemos entdo identificar canonicamente V e V**.
O teorema anterior, junto com a desigualdade estrita de Erd6s—Kaplansky registrada
acima, mostra que um espaco vetorial é algebricamente reflexivo se, e somente se, tem
dimensao finita.

Exemplo 5.16. Considere o espago

V=D
k>1
formado pelas sequéncias binarias com apenas um nimero finito de entradas iguais a

1. Os funcionais coordenada ¢ sdo linearmente independentes em V*. Pelo teorema
de extensédo de funcionais, existe F € V** tal que

F)=1 para todo k > 1.

Por outro lado, para cada v € V, temos 7/ (v)(&) = ¢ (v) = 0 para todo k suficien-
temente grande. Logo, F ndo pertence a imagem de 77, e V nao é algebricamente
reflexivo.

Exercicios

Ex. 5.1 — Seja V = Ry[x] o espago dos polindmios reais de grau menor ou igual a dois.

1 2

() dx, fy(p) = j p(x)dx e fy(p) =

1. Mostre que os funcionais fi(p) = J
0

0

3
J p(x) dx formam uma base de V™.
0

2. Encontre a base de V dual a base (fi, fo, f3) de V*.

Ex. 5.2 — Seja V um espacgo vetorial e sejam v; # v, em V. Prove que existe f € V*
tal que f(vy) # f(vy).

Bidual
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Ex. 5.3 — Sejam f, g € V* ndo nulos. Suponha que f(v) = 0 se, e somente se, g(v) = 0.

Prove que f = Ag para algum A € K néao nulo.
Ex. 5.4 — Sejamy € V' \ {0} e feVv*\{0}. DefinaT: V — V por T(x) = f(x)y. Uma
transformacéo definida dessa maneira é denominada diade.

1. Mostre que dim (imT) = 1.

2. Se S € Hom(V, V) satisfaz dim (im S) = 1, mostre que S é uma diade.

Ex. 5.5 — Seja V = C([0, 1]) o espaco real das fung¢des continuas em [0, 1]. Defina

1
VoV Y@= | @
0
Mostre que ¢ é linear e injetiva.
Ex. 5.6 — Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita e seja W =V & V*. Usando a
aplicacdo natural 7y : V — V** e a identificacio W* = V* @ V**, mostre que
o:W—oW, Ox f)=(f (),

é um isomorfismo.
Ex.5.7 —Proveque (Vi ® - @ V) =V @ - @ V.

Ex. 5.8 — Seja v € V fixo. Prove que a aplicacdo de avaliagiao

y(v): V' —K ()= fv),

é um elemento de V**.

Ex. 5.9 — Seja V = R[x]. Quais das aplicagdes a seguir sdo elementos de V*?
1

1. T(p) = J p(x)dx.
0

1
2. T(p) = J p(x)%dx.
0

1

3. T(p) = J x2 p(x)dx.
0

4. T(p)=p".

5. T(p) = p’(0).

Bidual
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Ex. 5.10 — Suponha que K seja um corpo finito e que dim (V) = n. Para cadam <
n, mostre que o nimero de subespacos de V de dimensdo m é igual ao nimero de
subespacos de dimensdo n — m.

n
Ex. 5.11 — Defina tr(A) = Z a; para A = (a;;) € My, ,(K). Mostre que
i=1

tr € (ﬂn’n(ﬂ())*.
Ex. 5.12 — Mostre que tr(AB) = tr(BA) para todo A, B € /,, ,(K).

Ex. 5.13 —Sejamm,n € Ne fi,..., f, € (K")*. Defina T : K" — K™ por
T(x) = (i(x), ..., fm(x)).
1. Mostre que T € Homg (K", K™).

2. Mostre que todo T € Homg(K", K™) é dado desta maneira para alguns

fireeos fn

Ex. 5.14 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre C. Dados vetores ndo

nulos x;, ..., x, € V, mostre que existe f € V* tal que f(x;) # 0 paratodok = 1,...,n.

5.2 Aniquiladores

Definicao 5.17 — Aniquilador. Sejam V um espaco vetorial sobre Ke M C V.
O aniquilador de M em V* é o subespaco

M* = Aniqy,, (M) := {f € V* | f(u) = 0 para todo u € M}.

Assim, M~ retine os funcionais que anulam todos os vetores de M. Ele é um subespaco
de V* mesmo quando M nio é um subespaco de V.

Teorema 5.18. [a| M* = ((M))*.
[b] SeM C N CV,entao N* € M*.
Se V tem dimensao finita, entdo
y((M)) = M+

Em particular, sob a identificacdo natural entre V e V**, temos S*+

todo subespagco S C V.

= S para

@ Se S, T CV sdo subespagos, entdo

(SNT)L=8++T+ e (S+T)=S-nT

Aniquiladores

Ortogonalidade sem produto
interno

O aniquilador de U retine os funcionais
que valem zero em todo vetor de U. Ele de-
sempenha no dual um papel semelhante ao
complemento ortogonal, mas sua defini¢do
usa apenas a estrutura linear, sem exigir
produto interno.
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Demonstracgao. E] Um funcional se anula em M se, e somente se, pela linearidade, se
anula em todas as combinacdes lineares de elementos de M.

[b]Se f se anula em N, entéo se anula no subconjunto M.

Ponha S = (M). Ses € Se f € S*, entdo /(s)(f) = f(s) = 0; logo, 7y7(S) C S**.

Como V tem dimensio finita, todo elemento de V** é da forma 7y,(v). Se v ¢ S, estenda

uma base de S acrescentando v e defina g € V* de modo que g se anule em S e g(v) = 1.
Entdo g € S*, mas 1y/(v)(g) # 0. Portanto, 7/(v) & S**, o que prova a inclusio inversa.

E] Um funcional se anula em S + T se, e somente se, anula S e T; dai
(S+T)- =St N1
Além disso, St +T+ C (SNT)*. Para provar a inclusdo inversa, escolha decomposicdes
S=§®(SnT), T=EnTe&T
e um complemento U tais que
V=SoSnTeT aU.

Se f € (SN T)*, defina g como f em S’ ® U e como zero em (SN T) & T’. Defina h
como f em T’ e como zero nos demais termos. Entdo g€ T*,he Ste f=g+h N

5.2.1 Aniquiladores e Somas Diretas

Teorema 5.19.
SejaV=S&T.

[a| A extensao por zero em S define um isomorfismo T* = S*.

IE] SeV tem dimensdoﬁnita, entdo

dim (51) = codim (S) = dim (V) — dim (S).

Demonstragio. Dado f € T*, defina f € V* por
fis+t)=f(t), se8S, teT.

A aplicacio f — f ¢ linear, tem imagem em S* e sua inversa ¢ a restri¢io a T. Isso
prova o primeiro item. Se V tem dimensao finita, entdo

dim (§*) = dim (T*) = dim (T) = dim (V) — dim (S).
[ |

Exemplo 5.20. A hipétese de dimenséo finita no segundo item é essencial. Seja V

0 espaco sobre Z, com base enumeravel (¢, €, ...), seja S = (€;) e seja T = (&, €3, ...).

EntaoV =S @ T, e T é isomorfo a V. Consequentemente, St =T* =V* embora S
tenha codimensao 1.

<

O aniquilador fornece uma maneira de descrever o espaco dual de uma soma direta.

Aniquiladores e Somas Diretas
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Teorema 5.21.
SeV =S&T, entdo
V' =StoT

Demonstragdo. Como SN T = {0}, o Teorema 5.18 da

V¥=(nT)t =5t +TL

Além disso, um funcional que pertence a S* N T+ anula S + T = V e, portanto, é nulo.

A soma é, assim, direta. |

Exercicios

Ex. 5.15 — Seja A = {f},..., f,} € V*. Defina o aniquilador de A em V por

At ={veV | f(v) =0paratodo f € A}.

.
Mostre que A+ = ﬂ ker f;.
i=1

Ex. 5.16 — Seja V de dimenséo finita, seja A = {fi, ..., f,} € V* e suponha que g € V*
se anule em A*. Mostre que g € (A).

Ex. 5.17 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Para subespacos Wi, W, C V,
mostre que:

1. Aniq(W; N W,) = Aniq(W;) + Aniq(W5).

2. Anig(W; + W,) = Aniq(W;) N Anig(W,).

Ex. 5.18 — Seja U C V um subespaco. Mostre diretamente que U é um subespaco de
V*

Ex. 5.19 — Determine os aniquiladores de {0}edeV.

Ex. 5.20 — Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e seja U C V um subespaco
n#o nulo. Mostre que U+ = V*,

Ex. 5.21 — Seja V de dimenséo finita e seja U C V um subespaco. Mostre que dimV =
dimU + dimU*.

Ex. 5.22 — Sejam U, W C V subespacos. Mostre que U C W implica W+ C U+,

Aniquiladores e Somas Diretas
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Ex. 5.23 — Suponha que m < n e que fi,..., f, sejam funcionais em um espaco n-
-dimensional V. Prove que existe x # 0 tal que fj(x) = 0 paratodo j=1,...,m. O que
esse resultado afirma sobre sistemas lineares homogéneos?

Ex. 5.24 — Suponha que m < n e que fi, ..., f;, € V*, onde dim (V)) = n. Determine as
condigdes sobre ay, ..., &, € K para que exista x € V tal que fj(x) = ¢; para todo j.
Interprete o resultado em termos de sistemas lineares.

Ex. 5.25 — Seja V, C V; C --- C V,, uma bandeira maximal em V. Mostre que
VicVyi,c-cVy

é uma bandeira maximal em V™.

Ex. 5.26 — Seja V um espaco vetorial de dimenséo n e seja W C V um subespago de
dimensao k.

1. Mostre que existem funcionais fi, ..., f_r € V* tais que
n—k

W = ﬂ ker f;.
i=1

2. Conclua, usando o Teorema 5.13, que W ¢ a intersecdo de n — k hiperplanos.

5.3 Transposta de uma Transformacao Li-

near
As setas se invertem
Definicao 5.22 — Transposta de uma Transformacdo. SejaT: V — W uma SeT : V — W, a transposta algébrica
transformacéo linear. A transposta algébrica de T é a transformacéo leva funcionais de W a funcionais de V
por composi¢ao: f — f o T. O sentido da
T : W* — V*, T*(f) — f o T seta se inverte porque uma medicao feita

depois de T pode ser transportada de volta
ao dominio.

Assim, para f e W ev eV,

(T*(H)V) = f(T(V)).

Também usaremos a notacio T para essa transformacio.

Teorema 5.23 (Propriedades da Transposta de uma Transformacio).

E] ParaT,S € Hom(V,W) ea,b € K,
(aT + bS)* = aT™ + bS™.
[b] Para$S € Hom(V,W) e T € Hom(W,U),
(T oS)* =S§*oT*
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SeT: V — W éinvertivel, entdo

(T_l)* — (T*)—l .

Demonstragdo. As igualdades seguem diretamente da definicdo. Para f € W™,
@T +bS) (f)=feo(aT +bS)=a(f-T)+b(f-S).
Para f e U¥,

(T 8)*(f) = foToS=S"(T*(f)).

Por fim,
T* o (T = (T e T)* = Iy,

e, analogamente, (T oT* = L+

Aplicando duas vezes a construcgdo anterior, obtemos T** : V** — W**. Embora T

e T** tenham dominios e contradominios diferentes, eles sio compativeis com as

aplicacdes naturais.

Teorema 5.24.
SejaT : V — W linear. Entao

T**°TV2TW0T.

Em outras palavras, o diagrama a seguir é comutativo:

Tvi w
V ** *%
T

Demonstragio. Parave Ve f e W¥,

(T (v (W))(f) = (VT f) = (f = TH(V) = 7w (TV)(f).

Isso prova a igualdade das transformacdes.

SeV e W tém dimensdo finita, as aplicagdes naturais identificam T** com T.

O proximo resultado descreve o nicleo e a imagem da transposta de uma transformagio

linear.

Teorema 5.25.
SejaT : V — W linear. Entao

E] ker (T*) = (imT)*;
[b] im(T*) = (ker T)*.

Transposta de uma Transformagao Linear
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Demonstracao. E] Um funcional g € W* pertence a ker (T*) se, e somente se, goT = 0,
isto é, se, e somente se, g se anula em imT.

E] Se f =T*(g) = g~ T, entio f se anula em ker T. Logo, im(T*) C (ker T)*.

Reciprocamente, seja f € (ker T)* e escolha um complemento S de kerT em V. A
restricdo TTg: S — im T é um isomorfismo. Defina gy : imT — K por

8o(Ts) = f(s).

Essa definicdo é valida, e gy pode ser estendido a um funcional g € W*. Se v =u +s,
comu € kerT es €S, entdo

T*(@)(v) = g(Ts) = f(s) = f(v).

Portanto, f = T*(g). |

Corolario 5.26.
SejaT : V. — W linear, comV e W de dimensoes finitas. Entdo

posto(T) = posto(T™).

Demonstragdo. Pelo teorema anterior e pelo Teorema 5.19,

dim (im T*) = dim ((ker T)*) = dim (V) — dim (ker T) = posto(T).

Teorema 5.27.
SejaT: V — W linear, comV e W de dimensdes finitas. Se B = (by,...,b,) e
C = (¢4, ..., Cy) sdo bases de V e W, respectivamente, entdo

[Tl 5 = ((Tlgo) "

m
=1

Demonstragdo. Escreva T(Zj) =2 a,-jE}. Para todoie j,

(T*@))(by) = E(TE)) = a.

Portanto, as coordenadas de T*(¢;") na base B* formam a i-ésima linha de [T]g ¢, 0 que
prova a formula. |

Exercicios

Ex. 527 —SeV =S@®T, prove que V* = St & T*.

Ex. 5.28 — Mostre que a transposta da transformacao nula é nula e que (Iy)”" = Iy~

Transposta de uma Transformacao Linear
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Ex. 5.29 — Seja S C V um subespaco. Prove que (V/S)* = S*.

Ex. 5.30 — Verifique as seguintes identidades:
1L.(T+8)*=T"+S* paraT,S € Hom(V,W).

2. (AT)* = AT*, para A € Ke T € Hom(V,W).

Ex. 5.31 — Sejam V e W de dimensdes finitas e T € Hom(V, W). Prove que posto(T) =
posto(T™).

Ex.532—SeT: U —>VeS: V — W sio lineares, prove que
(ST) =T*-S".

Observe a inversao da ordem na transposta de uma composicao.

Ex.5.33 —Se T: V — W é invertivel, prove que T* : W* — V* também é invertivel
e que (T™H)* = (T")~L.

Ex. 5.34 — Se T é uma diade em V, mostre que T* é uma diade em V*.

Ex.5.35 —Sejam 1y : V —> V™ ey : W — W™ as aplicacdes naturais. Mostre que,
para todo T € Hom(V, W), o diagrama a seguir é comutativo:

Ty wj

V" oW

Ex. 5.36 — Se

D GEEED GEND ” QIO

é uma sequéncia exata curta de espacos vetoriais, mostre que
"k %
I G/ * G * GE-—0

¢é exata.

Ex. 5.37 — Sejam V, W espagos vetoriais de dimenséo finita e T € Hom(V, W). Mostre
que:

1. T é injetiva se, e somente se, T* é sobrejetiva.
2. T é sobrejetiva se, e somente se, T” ¢ injetiva.

3. T é bijetiva se, e somente se, T* é bijetiva.

Transposta de uma Transformacao Linear
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5.4 Sistemas de Equacoes

Um sistema de m equacdes lineares em n variaveis pode ser escrito como
>
Ax = b,

onde A é a matriz dos coeficientes. Nesta secdo, usaremos funcionais lineares para
-
interpretar o sistema homogéneo Ax = 0.

Seja E = (ey, ..., €,) a base padrdo de K", e seja E* sua base dual. Todo funcional
f € (K")* pode ser escrito como

f=ael + - +aye;,.
Para x = x;e; + - + x,,e,, temos
f(x) = ayx) + - + ayx;,.
Assim, uma equacio linear homogénea é precisamente a condi¢io de pertencer ao

nucleo de um funcional.

Teorema 5.28.
Seja A = (aij) € My, (K) e parai=1,...,m, defina

— * *
fi = aine] + - + appey.

Entao

m
{xeK" | sza}zﬂkerfi.
i=1

Demonstragdo. A i-ésima coordenada de Ax é fi(x). Portanto, Ax = 0 se, e somente
se, fi(x) = 0 para todo i. -

Logo, resolver um sistema homogéneo equivale a determinar a interse¢io dos nicleos
dos funcionais associados as linhas de sua matriz.

As operagdes elementares sobre as linhas admitem a seguinte interpretacio na lista

(fises fon):

O trocar duas linhas corresponde a permutar dois funcionais;

O multiplicar uma linha por A # 0 corresponde a substituir f; por Af;;

O somar A vezes a linha i a linha j corresponde a substituir f; por f; + Af;.
Cada operacdo preserva o subespaco gerado pelos funcionais. Portanto, se U é obtida
de A por operacoes elementares, os funcionais associados as linhas de A e de U geram

o mesmo subespaco de (K")*. Como as linhas ndo nulas de uma matriz escalonada
reduzida sdo linearmente independentes, elas formam uma base desse subespaco.

Ja demonstramos no Teorema 2.80, por meio de operacdes elementares, que os pos-
tos por linhas e por colunas coincidem. A dualidade fornece agora uma segunda
demonstracao.

Sistemas de Equacoes

Equacdes sio funcionais

Cada linha de uma matriz define um fun-
cional linear. Resolver Ax = 0 significa
encontrar os vetores anulados simultanea-
mente por todos esses funcionais. Assim, o
espaco solucdo é o aniquilador do espago
gerado pelas linhas de A.
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Teorema 5.29.
Seja A uma matriz sobre K. Entdo seu posto por linhas é igual ao seu posto por
colunas:

posto; A = posto, A.

Demonstragdo. Se Ty € a transformacdo representada por A, entéo posto, A

posto(T4). A matriz da transposta T nas bases duais é A'; portanto, posto, A =
postoc(At) = posto(T}). Pelo corolario anterior, posto(T) = posto(T,), e o resultado
segue. |

Proposicao 5.30.
Seja A € My n(K) e sejaU sua forma escalonada reduzida. Entdo

Uv=0 < Av=0.

Demonstragdo. Sejam fi, ..., f,, os funcionais associados as linhas de A e gy, ..., g, 0s
associados as linhas ndo nulas de U. As operacdes elementares preservam o espaco
gerado pelas linhas; logo,

(frseos fon) = (8155 &)

Os dois espagos gerados tém o mesmo aniquilador em K”. Pelo teorema anterior, esse
aniquilador é o conjunto de solu¢des tanto de Av = 0 quanto de Uv = 0. |

W_
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6

Produto Interno

Os axiomas de espaco vetorial descrevem a adicdo e a multiplicacdo por escalares,
mas nédo definem comprimento, angulo ou perpendicularidade. O produto interno
acrescenta essas nocoes a estrutura linear.

O produto escalar de R” fornece o modelo para a definigdo abstrata. A partir de suas
propriedades, definimos a norma, a ortogonalidade e as projecdes; a adjunta relaciona o
produto interno aos operadores. A secdo opcional sobre espacos de Hilbert trata dessas
construcdes quando a dimensao ¢ infinita e a completeza precisa ser considerada.

Definicao 6.1 — Produto Escalar. Sejamu = (uy,...,u,) e v = (v, ..., V,) vetores
de R™. O produto escalar deue v é

n
u-v= Z UV, = ugvy + o+ Uy,
i=1

O comprimento de u e o angulo entre dois vetores ndo nulos podem ser recuperados
desse tinico nimero:

o) = Vu-u, cosO(u,v) =

u-v
laflvl®
Em particular, |lu]| é a distAncia do ponto u & origem.

As propriedades algébricas que tornam possivel essa interpretacido sdo as seguintes.

Teorema 6.2.
Sejamu,v,w € R" e A € R. Entao:

u-u>0eu-u=0 se esomente se,u = 0. Dizemos que oproduto escalar é
positivo definido.

u-v =v-u. Dizemos que o produto escalar é simétrico.

(u+v)-w=u-w+v-w. Dizemos que o produto escalar é aditivo no
primeiro argumento.

(Au) - v =u- (Av) = A(u - v). Dizemos que o produto escalar é homogéneo
em relagdo aos escalares.

Nesse capitulo

» Produto Interno (p. 134)

» Normas (p. 138)

» Bases Ortonormais (p. 144)

» Melhor Aproximacao (p. 149)
» Projecao (p. 151)

» Adjuntas (p. 153)

» Espacos de Hilbert (p. 156)
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Demonstragdo. Escreva u = (uy,...,u,), v=(v{,...,v,) e w = (w, ..., w,). Entdo

u? >0,

=

=

Il
M=

1

o
e essa soma € zero exatamente quando u; = 0 para todo i, isto é, quando u = 0. Além

disso,
n n
u~v=Zuivi=Zviu1~=v~u,
i=1 i=1
n
(u+v)-w:Z(ui+v,»)wi=u-w+v-w,
i=1
e

(An)-v = Z/Iuivi =Au-v)=u-(Av).
i=1
[ ]

Tomaremos essas propriedades como axiomas e as transportaremos para espacos
vetoriais abstratos. No caso complexo, a simetria precisa envolver conjugacio: é ela
que garante que (v, V) seja real e ndo negativo.

6.1 Produto Interno

Neste capitulo, K denotard R ou C, e 2 indicaré o conjugado de A € C.

Definicao 6.3 — Produto Interno. Seja V um espago vetorial sobre K. Um
produto interno em V é uma funcdo (, ) : V xV — K com as seguintes
propriedades:

E] Linear na primeira coordenada: para todosu,v € Ve A, 4, € K
(Mu+ Av, w) = A1{u, w) + A(v, w)

@ Simeétrico:
(u, v) =(v,u) (simetria Hermitiana)

Positivo definido: Para todov € V,

>

(v,v) > 0e(v,v) =0 se, e somente se, v = 0.

Quando K = R a condigdo de simetria se reduz a

(u, v) =(v, u) (simetria) .
Um espaco vetorial V, munido de um produto interno, é denominado espaco com
produto interno.

Observe que um subespago vetorial S de um espaco com produto interno V também é
um espaco com produto interno com a restri¢do do produto interno de V a S.

Produto Interno

Geometria codificada em escala-
res

O produto interno transforma pares de
vetores em niimeros que registram com-
primento, angulo e ortogonalidade. No
caso complexo, a conjugagdo em uma das
entradas ¢ indispensavel para garantir que
(v, v) seja real e ndo negativo.
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Proposicao 6.4. E] Se K = R, entdo o produto interno é linear em ambas as
coordenadas, ou seja, o produto interno é bilinear.

IE] No entanto, se K = C, entdo o produto interno é linear na primeira coorde-
nada e conjugado-linear na segunda, isto é,

(w, lju + pv) = A{w, u) + Ay(w, v).

(0,v) = (v,0) = 0.

Demonstracao. Se K = R, a linearidade na segunda coordenada segue da simetria e da
linearidade na primeira. De fato,

(w, Alju+ A,v) = (AQju + Ayv, w)
= 11{u, w) + (v, w)
= A{w, 1) + Ap(w, v).

Se K = C, entao

(W, lqu+ A,v) = (Qu + Ayv, w) = A1{u, w) + Ay(v, w) = /1_1<W, u) + /1_2<W, V)

Finalmente, pela linearidade na primeira coordenada, (6, V) = (6 +0, V) = 2(6, v), logo
(0,v) = 0. Pela simetria hermitiana, também (v, 0) = 0. [ |

Assim, um produto interno complexo é linear na primeira coordenada e conjugado-
-linear na segunda. Dizemos, por isso, que ele é sesquilinear: o prefixo latino sesqui
significa “uma vez e meia”.

Exemplo 6.5. O espaco vetorial R é um espago com produto interno com o produto
escalar, definido por

(Ceps vy Xn)y (V1o wes Y = X101+ +
O espaco com produto interno R" é geralmente denominado espago euclidiano n-

-dimensional.

<

Exemplo 6.6. O espaco vetorial C" é um espaco com produto interno com o produto
escalar definido por

<(X'1, ’xn)’ (Y1: ’yn» = xlyl +oeet xnyn

Esse espago com produto interno costuma ser denominado espago hermitiano n-
-dimensional.
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Exemplo 6.7. Se o espaco vetorial V possui uma base B = {vy, ..., v,}, entdo

(x. y) = [xI}[71s

define um produto interno em V.

Exemplo 6.8. Para A, B € ./, ,(K) definimos
(A, B) = tr(A'B) .

Entdo (-,-) ¢ um produto interno em .#, ,(K) conhecido como produto interno da
Frobenius.

<

Exemplo 6.9. O espaco vetorial C[a, b] de todas as funcées continuas reais no inter-
valo fechado [a, b] é um espaco de produto interno com

b
f. &) =j Fg(a)dx

Vamos provar apenas que € positivo definido.

Ou seja, vamos provar que se

O f é continuo no intervalo fechado [a, b].

O f>0em/ (ab).

b
Entdo, f = 0 em [a,b] ou J f(H)dt > 0.
a

Sejam m e M os valores minimo e maximo de f no intervalo [a, b]. Portanto, temos
0 <m< f(t) < M para todos os t em [a, b].

Se M = 0, entdo f é identicamente nula.

Entdo agora assuma que M > 0. Se m = M, entdo f(t) = M para todos os t e

J f(H)dt = M(b— a) > 0 e terminamos a demonstracao.
a

Assim podemos assumir que m < M. Entao o nimero A = l(M + m) é positivo e
estritamente menor que M. Seja f(¢) = M, com ¢ em [a,b]. Como f é continua em
[a,b], temos que f é maior que A se estivermos perto o suficiente de t = ¢. Logo existe
uma vizinhanga [p, q] contendo ¢, de modo que f(¢) > A nesse intervalo, onde temos:

p
a<p<qg<bep<c<q. Entdo, como f(t) > 0 em [a,b], temos J f(Hdt > 0e

a

b
J f(#)dt > 0, entdo obtemos:
q

Lb f@dt = Lp f(tdt + J: f®dt + Jb f(tdt

q

q q
> J f®)dt > J Adt = A(q— p) > 0.
P P

Produto Interno
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b
Entéo J f(t)dt > 0 e obtemos o resultado desejado. Aplicando esse resultado a
a

funcio nio negativa f?, concluimos que (f, f) = 0 implica f = 0, como exigido pela
positividade definida.

<

Exemplo 6.10. O espaco vetorial C![a, b] de todas as fungdes com a primeira derivada
continua de valor complexo no intervalo fechado [a, b] é um espaco complexo de
produto interno com

b
UM9=I_ﬂﬂﬂ@+fTﬂE@Mx

<

Exemplo 6.11. No espaco vetorial real .#, ,(R) o produto interno usual ¢ definido
da seguinte forma:
(A, B) = tr(B'A)

<

Exemplo 6.12 — ¢°>. Um dos exemplos de espacos de produto interno mais funda-
mentais é o espaco vetorial £ de todas as sequéncias reais (ou complexas) (s,) com a

propriedade que
D lsal? < o0
munido do produto interno

(), @) = suln (6.1)
n=0

Tais sequéncias sdo denominadas quadrado somaveis. Para que o produto interno
esteja bem definido a soma a direita na Equagio 6.1 deve convergir. Para provar isso,
observamos que, se (s,), (t,) € €2, entdo

0< (|sn| - |tn|)2 = |Sn|2 - 2|Sn||tn| + |tn|2

e consequentemente
2lsntal < Isnl* + I8l

o que implica que a série ), [syt;| converge. Portanto, a série da Equagéo 6.1 converge
absolutamente. Deixamos ao leitor verificar os demais axiomas do produto interno.

<

Exemplo 6.13 — Matriz de Gram. Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita e

base B = {vy, ..., v,,},. Sejam v = Z?zl av;eu= Z;.l:l bjv; vetores em V. Entdo
. B
(v,u) = Z aib(v;, vj) = [a1 an] Gl
i,j=1 bn

onde G = [g;;] é a matriz definida por g;; = (v;,v;) para 1 < i,j < n. A matriz G ¢
conhecida como matriz de Gram na base B.

Produto Interno
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Definicdao 6.14 — Angulo. SeV é um espaco com produto internorealeu,v € V
sdo ndo nulos, o Angulo entre eles é o nimero O(u, v) € [0, 7] definido por

(u,v)

vl

cosO(u,v) =

Figura 6.1
Angulo entre vetores

Definicdao 6.15 — Vetores Ortogonais. Sejam u, v vetores no espaco com produto
interno V. Esses vetores sdo ditos ortogonais ou perpendiculares se (u,v) = 0.
Nesse caso escrevemos u L v.

<l

<L

Figura 6.2
Vetores ortogonais

O seguinte resultado simples é bastante util.

Proposicao 6.16.
Se'V é um espago com produto interno (u,x) = (v,x) para todox € V, entdou = v.

Demonstragdo. Tomando x = u — v, obtemos
0=(u,x)—(v,x) =(u—v,u—v) = |lu—v|?

Como o produto interno é positivo definido, u — v = 0 e, portanto, u = v. [ |

6.2 Normas

Todo produto interno determina uma nogéo de comprimento. Para v € V, definimos a
norma induzida por

Ivll = N (v, v).

Normas

Normas e produtos internos
Todo produto interno induz uma norma
por || = \J{(v,v). A reciproca é falsa: uma
norma determina um produto interno
exatamente quando satisfaz a regra do
paralelogramo.
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Um vetor de norma 1 é denominado unitario.

Teorema 6.17. [a | |v| > 0 e |v] = 0 se, e somente se, v = 0.

IE] Para todos A e Kev eV,

IAv] = [A]lv]

(Pitagoras) Se v 1 u, temos

v+ ul? = [vI? + Jul?

IE] (Desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky) Para todosu,v € V,
{u, V)| < Julv]

com igualdade se, e somente se, u e v forem multiplos escalares um do outro.

E (Desigualdade triangular) Para todosu,v € V,
la +v| < ) + v

com igualdade se, e somente se, um dos vetores for zero ouu = Av para
algum escalar real A > 0.

Para todosu,v,w €V,

o = vl < flu—wi + |w - v]

Para todosu,veV,

[la = vl < u -]
(Regra do Paralelogramo) Para todosu,v € V,

fa+ VI + fu = vi? = 2ful® + 2]v]?

Demonstragdo. As afirmacdes [a |e [b | seguem diretamente da definicéo:
IVl =V{v.v) >0, Avl* = (Av, Av) = APV
Além disso, ||[v| = 0 se, e somente se, (v,v) = 0, 0 que equivale a v = 0.
Para demonstrar Pitagoras observamos que
Iv+ul? =(v+u, viu) = (v, v) +(v, u) +(u, v) + (u, u) = |[v[* + Ju]?,

pois v e u sdo ortogonais.

Para demonstrar Cauchy-Schwarz, o caso em que um dos vetores é zero é imediato.

Se v # 0, tome A = (u,v)/(v,v). Entdo

u, V)
Ivl?

0 < Jlu = Av[? = ul® -

o que equivale a desigualdade de Cauchy-Schwarz—-Bunyakovsky. Além disso, a
igualdade vale se, e somente se, [[u — Av|? = 0, isto &, se, e somente se, u — Av = 0, 0
que equivale a u e v serem multiplos escalares um do outro.

Normas

139



Algebra Linear Avancada / Produto Interno

Para provar a desigualdade triangular, utilizaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz-
-Bunyakovsky

lu+v|]?=(u+v, u+v)
= Jul? + 2Re(u, v) + |v|?
< Jul? + 2ulfv] + v]?
= (fall + v

Na desigualdade acima usamos primeiro Rez < |z| e depois Cauchy-
Schwarz-Bunyakovsky. Assim, temos a desigualdade triangular. Se nenhum dos
vetores é nulo, a igualdade ocorre exatamente quando

Re(u, v) = [(u, v)| = [ullv].

Pelo caso de igualdade de Cauchy—-Schwarz, isso significa que u = Av; a primeira
igualdade forca A a ser real e ndo negativo. A reciproca é imediata, e o caso em que
um vetor é nulo também é imediato.

A afirmacao | f | é a desigualdade triangular aplicada a
u—v=>@u-w)+(w-v).

Para[g] a desigualdade triangular fornece |u|| < Ju—v|/+|Jv| e, trocando u e v, também
[v] < u—v| + |lu. As duas desigualdades juntas d&o o resultado.

Finalmente, expandindo os dois termos do lado esquerdo, obtemos

[u+v)+u-vPP=(u+v,u+v)+u—-v,u—-v)

= 2luf? + 2|v?,

que prova . |

Podemos generalizar o conceito de norma de modo a torna-lo independente do produto
interno.

Definicdao 6.18 — Norma. Seja V um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma
norma em V é uma aplicacio || | : V — [0, o) satisfazendo as seguintes proprie-
dades:

E] [v] > 0sev = 0;
[b] [Av] = |Alllv], para A € K;

v+ ul < v] + ul.

Se V possui uma norma, dizemos que V é um espago normado.

Exemplo 6.19. Seja V um espaco com produto interno. Ento |v| : = (v, v)}/2 define
uma norma em V.

Normas
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Exemplos 6.20.

No espaco vetorial real R" temos as seguintes normas
a) Norma do Maximo: ||x[|., = max{|x;|; 1 <i<n}
n
b) Norma do Taxi: ||x[|; = Z B
i=1
No espaco vetorial real ./, ,(K)(R). temos as seguintes normas
) Al = max{X"_ layls 1 <1 < n}

b) Al = max{},}, layl; 1< j <n}

Observamos que nem todas as normas provém de um produto interno.

Normas

O produto interno em V pode ser recuperado da norma associada. Assim, conhecer o

comprimento de todos os vetores em V equivale a conhecer todos os produtos internos

dos vetores em V.
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Teorema 6.21 (Identidades de Polarizacéao). E] SeV é um espaco real com produto interno, entdo
1 2 2
(u, v) = 2 (o +v]* ~ Ju —v[%)
E] SeV é um espago complexo com produto interno, entdo

1 1. . .
(w, v) = 2(u+ v = o= vI?) + Zilu + vl = o - iv])

Demonstracao. Expandindo os quadrados pela sesquilinearidade, obtemos
[u+v|? - [u—v|? = 4Re(u, v

e, no caso complexo,
i(fu + iv]* = Ju —iv]?) = 4i Im(u, v).

Somando as duas identidades, obtemos a formula complexa; no caso real, a primeira identidade ja fornece o
resultado. [ |

Teorema 6.22 (Jordan—von Neumann).
Seja V. um espaco vetorial real ou complexo. Uma norma emV é induzida por um produto interno se, e somente se,
satisfaz a regra do paralelogramo

I+ ylI? + Ix = ylI? = 2]xI* + 2]y]*.

Nesse caso, o produto interno é tinico e é dado pela identidade de polarizacdo correspondente.

Esbogo da demonstragdo. Se a norma é induzida por um produto interno, a regra do paralelogramo segue expandindo
os dois lados. Reciprocamente, no caso real, defina

1
By) = 7 (e +ylI* = Ix = yI?).

A regra do paralelogramo implica as identidades B(x + z,y) = B(x,y) + B(z,y) e B(—x,y) = —B(x,y). Dai segue a
homogeneidade para escalares inteiros e racionais. Pela desigualdade triangular invertida, ||x]|—[y[| < [x—y/|; portanto,
anorma e a funcdo B sdo continuas. Aproximando um escalar real por racionais, estendemos a homogeneidade a
todos os escalares reais. A simetria é imediata e B(x,x) = |x|?, logo B é um produto interno que induz a norma dada.

No caso complexo, usa-se a identidade de polariza¢do complexa para definir o produto interno; o mesmo argumento
fornece a aditividade, e os termos com i fornecem a homogeneidade complexa. A unicidade, em ambos os casos,
decorre diretamente das identidades de polarizagao. |

A norma pode ser usada para definir a distancia entre dois vetores em um espaco com produto interno.

Defini¢dao 6.23 — Distancia. Se V é um espaco com produto interno. Definimos a distancia d(u, v) entre os
vetores u e vem V como
d(u, v) = Ju—v]
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Proposicao 6.24.
SeV é um espago munido da distancia d(u, v) = |u — v| entdo:

E] d(u, v) >0 ed(u, v) =0 se, e somente se,u = V.
@ d(u, v) = d(v, u). Nesse caso dizemos que d é simétrica.

d(u, v) <d(u, w)+d(w, v). Nesse caso dizemos que d satisfaz a desigualdade triangular.

Demonstragao. A afirmacdo E] segue da positividade da norma, pois d(u,v) = 0 se, e somente se, u — v = 0. Para E]
d(u,v) = [u-v| =[-(v—-u)| =d(v,u).

Finalmente,
dlu,v) = |(u—w) + (w—v)| <d(u,w) +d(w,v),

pela desigualdade triangular da norma. |
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Qualquer conjunto nio vazio V, juntamente com uma func¢dod : VxV — R que
satisfaca as propriedades da Proposicéo 6.24, é denominado espago métrico e a fun¢io
d é dita métrica em V. Assim, qualquer espago com produto interno é um espaco
métrico com a métrica induzida pelo produto interno.

A presenca de um produto interno e, portanto, de uma métrica, permite a definicao de
diversos conceitos analiticos em V como convergéncia de sequéncias e séries infinitas,
fungdes continuas e conjuntos abertos, fechados e compactos.

6.3 Bases Ortonormais

Definicao 6.25 — Conjuntos Ortogonais e Ortonormais. Seja V um espago com
produto interno. Um conjunto néo vazio O = {u; | i € A} C V é ortogonal se
u; L u; sempre que i # j. Se, além disso, todos os seus vetores sdo unitarios, entdo
O é ortonormal. Ou seja, O é ortonormal se

(uj, Uj> = 51',;'

para todos i, j € A.

Definicdo 6.26 — Subespaco Ortogonal. Seja V um espaco com produto interno
e A C V. Entédo definimos o subespaco ortogonal a A como

At ={veVtaisquev L4 Vd € A}

Lema 6.27.
O conjunto S* é um subespaco de V, mesmo que S ndo o seja. Se S é um subespago
deV entio SN S* = {0}.

Demonstragdo. O vetor nulo pertence a St.Seu,veStel, 1 € K, entdo, para todo
sES,
(Au+ pv,s) = Au,s) + p(v,s) = 0.

Logo Au + pv € S, e S* é um subespaco. Se S também é um subespago e v € SN S,
entdo (v, v) = 0; portanto, v = 0. [ |

Exemplo 6.28. Seja C[—1, 1] o espaco vetorial de todas as fun¢des continuas reais
no intervalo fechado [—1, 1] munido do produto interno

1
. o) = jl FGg()dx

Entdo o conjunto {sen(nzx)};_; é ortonormal.

1
0 sen+m
J sen(nrx) sen(mmrx)dx = {
-1

1 sem=n

Bases Ortonormais

Coordenadas ortonormais
Cada coordenada de um vetor em uma

base ortonormal é obtida por um produto
interno. A ortogonalidade dos vetores da
base permite calcular o quadrado da norma
pela soma dos quadrados dos médulos das

coordenadas.
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m #+ n:

1
1
J 3 (cos(nrx — nx) — cos(nmx + nrx))
-1

1! 1 (!
== J cos(0) — = J cos(2nzx)dx
2], 2

-1
= 2[1=(-1)] - 5[0 -]

=1

(cos(mmx — nx) — cos(mmx + nxx)) dx

DN =

[

—_

1 1
% J—1 cos((m — n)rx)dx — % Ll cos((m + n)rx)dx
0

A ortogonalidade é mais forte que a independéncia linear.

Lema 6.29.

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

Todo conjunto ortogonal formado por vetores ndo nulos é linearmente independente.

Demonstragao. Sejam Xy, ..., X,, € X tais que

Entao

a1Xq + ...+ Xy = 0.

0 =0, X;) = (X1 + oo + GpXpms Xi) = (X5 X)) + oo + GXps X5) = (X, X))

Como (x;,X;) = |x;|? # 0, temos que ¢; = 0.

Seja O a colecdo de todos os conjuntos ortonormais em um espaco com produto interno

V. Observe que qualquer conjunto unitario {v} com ||v|| = 1 é um conjunto ortonormal
em V. Como uma subfamilia do conjunto das partes (V) a familia O é parcialmente
ordenada pela ordem dada pela inclusdo de conjuntos.

Definicao 6.30 — Sistema Ortonormal Maximal. Um conjunto ortonormal ma-

ximal A em um espago com produto interno V é chamado de sistema ortonormal

maximal.

Em dimenséo infinita, um sistema ortonormal maximal nio precisa ser uma base

do espaco vetorial. Para evitar ambiguidade, denominaremos uma base no sentido

puramente algébrico de base de Hamel.

Bases Ortonormais
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Teorema 6.31.
Seja V- um espago com produto interno e A seja um conjunto ortonormal em'V. As
seguintes assercoes sdo equivalentes

[a] A éum conjunto ortonormal maximal em V.

IE] Nao ha vetor unitario v para o qual A| J{v} seja um conjunto ortonormal.

Sev L A, v =0 (isto é, A+ = {0}).

Demonstragdo. Seja A um conjunto ortonormal em um espaco com produto interno V.

=>@ Se existe um vetor unitario v em V para o qual A|J{v} é um conjunto
ortonormal, A J{v} é um conjunto ortonormal que inclui propriamente A (pois v L A).
Portanto, A ndo é um conjunto ortonormal maximal em V.

@ => Se houver um vetor diferente de zero v em V, de modo que v L A, existe um
vetor unitario v/ = ﬁ em V de modo que A | J{v’} é um conjunto ortonormal.

:E] Se E] nao for verdadeiro, entdo existe um conjunto ortonormal A” em V
que contém propriamente A de modo que A’\A # @. Seja v em A’\ A, que é um
vetor diferente de zero ( na verdade, v é um vetor unitario) ortogonal a A (porque
ve A’,AC A’ e A’ é um conjunto ortonormal). Assim nao é verdadeiro.

O Lema de Zorn pode ser usado para mostrar que qualquer espaco com produto interno
possui um sistema ortonormal maximal.

Teorema 6.32.
Se A é um conjunto ortonormal em um espago com produto internoV entdo existe
um sistema ortonormal maximal B emV tal que A C B.

Demonstragdo. Seja A um conjunto ortonormal em um espaco com produto interno V.
Definimos

04 ={5€ P(V) : §éum conjunto ortonormalem Ve A C S}

a familia de todos os conjuntos ortonormais em V que incluem A.

Como O4 é uma subfamilia néo vazia (pois A € O4) do conjunto das partes P(V), ela é
parcialmente ordenada pela inclusdo. Considere uma cadeia arbitraria C = {G; : i € A}
em Oy eaunido U = UieA G;. Se v e u sdo vetores distintos de U, existem G, C; € C
tais que v € G e u € C;. Como C é uma cadeia, G; C Cj ou C; C G;. Sem perda de
generalidade, suponha C; C Cj; entdo v, u € C;j e, portanto, sdo ortogonais. Além disso,

todo vetor de U é unitario e A C U. Logo U é ortonormal e pertence a O4.

Como U é um limite superior para C, toda cadeia em O4 tem um limite superior
em Oy. Pelo Lema de Zorn, O4 possui um elemento maximal B. Esse conjunto
é ortonormal e contém A. Se existisse um vetor unitario v tal que B U {v} fosse
ortonormal, esse conjunto pertenceria a O4 e conteria propriamente B, em contradi¢do
com a maximalidade. Portanto, B é um sistema ortonormal maximal em V' que contém

A.

Bases Ortonormais
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|

O proximo resultado fornece um algoritmo que transforma uma sequéncia linearmente
independente em uma sequéncia ortogonal.

Teorema 6.33 (Processo de Ortogonalizacido de Gram-Schmidt).
Seja B = (vq, Vo, ...) uma sequéncia de vetores linearmente independentes em um
espago com produto interno V, entdo a sequéncia O = (uy, y, ...) definida por

Vi, U
Uk—Vk_Z< k l)

(u;, uz>

¢ uma sequéncia ortogonal em 'V com a propriedade que

Uy, ug) =V, o, Vi)

para todos os k > 0.
A partir da sequéncia ortogonal (v;), obtemos a sequéncia ortonormal (w;), onde

w; = u; /.

Demonstracdo. A demonstracgio é por inducdo. Para k = 1, temos uy = vy # 0,ea
igualdade dos espagos gerados é imediata.

Suponha agora que uy, ..., u; sejam ndo nulos e ortogonais e que

Uy, . up) = Ve, .o, Vi)

Defina
<Vk+1> ]>
Uet1 = Vi1 — N
Z fuy0)
Para 1 <i < k, a ortogonalidade dos vetores ja construidos da

<Vk+1s ]>

(uj. u;)

= Vi1, ) — <Vk+1,ui> =0.

(uk+1’ul> = <Vk+1’uz> Z < uj, )

Logo ug, € ortogonal aos vetores anteriores. Ele ndo pode ser nulo: se fosse, a formula
mostraria que Vi1 € (uy,...,ug) = (vq, ..., Vi), contrariando a independéncia linear
da sequéncia (v;).

A proépria formula mostra que ug,; € (vy, ..., Vi), enquanto a identidade obtida ao
isolarmos v, ; mostra a inclusdo inversa entre os espacos gerados. Portanto,

(g, 1) = (V15 s Viern)-

Isso completa a indugiao. Como nenhum u; é nulo, sua normalizacdo produz a sequéncia
ortonormal anunciada. |

Bases Ortonormais

Subespacos preservados

O processo de Gram—Schmidt altera os
vetores, mas preserva a sequéncia dos
subespacos gerados. Em cada etapa, os
primeiros vetores obtidos geram o mesmo
subespaco que os primeiros vetores da
sequéncia original.
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Exemplo 6.34. Considere o espago vetorial P;(R) munido do produto interno

1
(p. @ = J'_l p(x)q(x)dx.

Podemos a partir da base B = {1, x, x2, x3} obter uma base ortogonal utilizando o
processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt:

Py(x)=1, Py(x)=x Py(x)=x*— g e Py(x)=x°— gx.

Os polindémios Py, Py, P, P3 sio denominados polinémios ortogonais de Legendre.

Exemplo 6.35. Considere o espago vetorial P;(R) munido do produto interno

(o]

(p. @)= L exp(=x)p(x)q(x)dx.

Utilizando o processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt na base B = {1, x, x?, x°},
obtemos os polinémios
Ly(x) = 1

Li(x) = x—1
Ly(x) = x? —4x +2
Ly(x) = x> —9x? +18x — 6
que sdo denominados polinémios ortogonais de Laguerre.

(o]

Na construgdo dos polindmios de Laguerre utilizamos que J- exp(—x)x"dx = n! para

0
nelN

Teorema 6.36.
Seja V- um espago com produto interno.

E] Se dimV = n for finita, entdoV tera uma base ortonormal de tamanhon e
todos os sistemas ortonormais maximais terdo tamanho n.

@ Se V' possuir um sistema ortonormal maximal finito com tamanho n, entdo
dimV =n.

Demonstragdo. Para a parte[a], a aplicagdo do processo de Gram-Schmidt a uma base
de Hamel fornece uma base ortonormal de tamanho n. Um sistema ortonormal tem
no maximo n elementos; se tiver menos, pode ser ampliado aplicando Gram-Schmidt
apos acrescentar um vetor fora de seu espaco gerado. Logo todo sistema ortonormal
maximal tem tamanho n.

Para a parte @, se dim V' > n, podemos acrescentar a um sistema ortonormal maximal
de tamanho n um vetor fora de seu espaco gerado e aplicar Gram-Schmidt, obtendo
um sistema ortonormal maior, contradicéo.

Bases Ortonormais
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6.4 Melhor Aproximacao

O erro deve ser ortogonal
Bases ortonormais tém uma grande vantagem sobre bases arbitrarias. Do ponto de Se w é a melhor aproximacéo de v dentro de
um subespaco W, entdo o erro v — w é orto-
gonal a todas as direcoes disponiveis em W.
Caso contrario, ainda seria possivel deslocar
v=A4vi+ -+ 4V, w dentro de W e diminuir a distancia.

vista computacional, se B = {vy, ..., v,,} é uma base para V, entdo cada v € V pode
ser escrito na forma

Em geral, no entanto, determinar as coordenadas A; requer a resolu¢io de um sistema
de equacdes lineares de tamanho n x n.

Por outro lado, se O = {uy, ..., u,} é uma base ortonormal para V e
v =Aug + -+ A,
entio os coeficientes sdo facilmente calculados:
(v, uy) = (Auy + -+ Ay, wy) = Awg, w) = A
Mesmo quando O = {uy, ..., u,} néo é uma base (mas apenas um conjunto ortonormal),
ainda podemos considerar a expansio

v ={(v, upu; + - + (v, upu,

Definicdo 6.37 — Coeficiente de Fourier. Seja V um espago com produto interno.
Seja O = (ug)x>1 uma sequéncia ortonormal de vetores de V. Parav € V, o k-ésimo
coeficiente de Fourier de v em relacdo a O é definido como

fie = (v, w)

Exemplo 6.38. Seja C[—1, 1] o espaco vetorial de todas as fun¢des continuas reais
no intervalo fechado [—1, 1] munido do produto interno

1
. o) = j s

J& vimos que conjunto B = {sen(nzx)};_; é ortogonal.
Os coeficientes de Fourier da funcdo f(x) = x, para x € [—1,1], com relagdo ao
conjunto ortogonal B, sdo dados por:

2 .
— se k impar
T

2
—— sekpar
kr

Teorema 6.39 (Expansido de Fourier).
Seja V. um espago com produto interno. Seja O = {uy, ..., ur} um conjunto
ortonormal de vetores de V. Para qualquer v € V, a expansdo de Fourier de v em
relacdo a O é

V= (v, upug + - + (v, up)ug
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Nesse caso, a desigualdade de Bessel vale para todos osv € V, isto é,
¥l < vl

Além disso, sdo equivalentes:

[a] O conjunto O ¢ uma base ortonormal para V.

IE] Todo vetor é igual a sua expansdo de Fourier, ou seja, para todos osv € V
v=v
A identidade de Bessel vale para todos os v € V, isto ¢,
¥l = vl
@ A identidade de Parseval vale para todos os v,w € V, ou seja

vV, w) = (v, w (W, ug) + -+ (v, we(w, ug)

Demonstracdo. Ponha? =v — V. Paral <j <k,

k
Foup) = (vouy) = Y (v ) = 0.
i=1

Logo 7 ¢ ortogonal a (O) e, em particular, a V. Por Pitagoras,

k
IVIZ = 9P+ 172 9P = ) Kvw .
i=1
Da primeira igualdade segue a desigualdade de Bessel.

Se O é uma base ortonormal, a formula das coordenadas em uma base ortonormal d&
v = v para todo v, provando E]:@ Reciprocamente, se E] vale, todo vetor pertence
a (O); portanto, O é uma base, e temos @:E}

A implicagdo @ﬁ ¢é imediata. Se vale, a identidade de Pitagoras acima fornece
|| = 0, logo v = ¥; assim, :@,

Sob @ expandimos os dois vetores na base O e obtemos
k [
(vow) = Y (v (w, ),
i=1

que é @ Finalmente, tomando w = v em E obtemos |v|? = 2 1w, u)? = |[¥]2, isto

&[e} u

Vimos que, se S é um subespaco de um espaco com produto interno V, entio SNS* = {6}

Isso levanta a questéo de saber se o complemento ortogonal S* é um complemento de
espaco vetorial de S, ou seja, se V = S @ S*.

Se S é um subespago de dimenséo finita de V, a resposta é sim, mas para subespacos
de dimensdo infinita em geral, V # S @ St

Melhor Aproximacao
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Exemplo 6.40. Seja V = {2 e seja S o subespaco de todas as sequéncias de suporte
finito, isto é, o subespaco gerado pelos vetores

>

&=1(0,...,01,0, ..

onde ¢ tem um 1 na i-ésima coordenada e zeros nos outros lugares. Se x = (x,) € S*,
entdo

% = (x,¢) = 0 para todos os i e, portanto, x = 0. Portanto, S* = {6} No entanto,

S St =5=1

6.5 Projecao

Como mostra o proéximo teorema, no caso de dimenséo finita, os complementos
ortogonais também sdo complementos de espaco vetorial.

Teorema 6.41 (Projecdo).
Se S for um subespaco finito-dimensional de um espago com produto internoV (que
ndo precisa ser finito-dimensional), entdo

V=Se@st

Demonstragdo. Seja O = {uy, ..., u;} uma base ortonormal de S. Para cada v € V,
considere a expansdo de Fourier

V=(v, upu; + - + (v, up)uy
em relacdo a O. Podemos escrever
v=v+(v—")
onde V € S. Além disso, v — v € S*, ja que

V=", u) =(v, u;) — (¥, y;) = 0.

Como os u; geram S, a linearidade mostra que v — ¥ é ortogonal a todo vetor de S.

Portanto, V = S + S*. Ja observamos que SN St = {0} e, portanto, V = S & S*. [ ]

De acordo com a prova do teorema da projecao, o componente de v que esti em S é a
expansio de Fourier de v em relacdo a qualquer base ortonormal O de S.

O teorema da projecdo implica que, se v =V + s em que vV € Se st € St entio Vé o

elemento de S mais proximo de v, ou seja, v é a melhor aproximacéo para v em S. Pois
> A A A e .

set €S, comov—vVESH temos (v—V) L (V—1)eassim

v —1? =V =¥+ v —* = v - > + [V — 1%

Desse fato resulta que |V — #]| é minimo, e apenas é minimo, quando f = v. Além
disso, observamos que v é o tnico vetor em S para o qual v — v L S. Assim, podemos
dizer que a melhor aproximagéo de v a partir de S é o tnico vetor s € S para o qual
(v —5) L S e que esse vetor é a expansio de Fourier v de v.

Duas nogoes de projecao

Projecao

Toda decomposi¢do em soma direta produz
uma projecao linear. A projecdo ortogonal é
especial: além de ser linear e idempotente,
escolhe o ponto do subespaco mais proximo

do vetor original.
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Projecao

Melhor Aproximagao

<

S

—

@ p-------

Definicao 6.42 — Soma Direta Ortogonal. Seja V um espago com produto in-

terno e sejam Sy, ..., S, subespacos de V. Entdo V é dito soma direta ortogonal
de Sy, ..., Sy, escrita

V=50-0S5,
se

[]V:&®m®%

@ SiJ_Sijriij

O teorema 6.41 afirma que V = S ® S+, para qualquer subespaco de dimenséo finita S
de um espaco vetorial V. O seguinte resultado simples é muito util.

Teorema 6.43.

Seja V- um espago com produto interno. Entdo sdo equivalentes
[a]V=SoT
(b]V=S@TeT=5"
V=S&TeTcS*

Demonstragdo. Suponha que [ a|seja valido. Entaio V=S®Te S L T, o que implica
que T C S*. Mas se w € S entio w =S+ paras € S,f € T e assim

0=GEMN=EH+E D= 3.

Portanto, § = 0 e w € T, o que implica que S*CT. Portanto, S* = T, o que fornece [b |

Obviamente, [ b | implica [c] Finalmente, se [ ¢]vale, entdo T C S*, o que implica que
S L T e, portanto, E] vale. [ ]

Teorema 6.44.

Seja V- um espago com produto interno.

E] SedimV < oo e S for um subespaco de V,
dim (§1) = dim V — dim (S)
@ Se S é um subespago de dimensdo finita de V, entdo
sth=s
Se X for um subconjunto deV e dim ((X)) < oo, entdo

X+ = (X)
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Demonstragdo. Como V = S @ S+, temos dimV = dim (S) + dim (S*), o que prova a
parte [ a | Quanto a parte [b], esta claro que S C S**. Por outro lado, se v € S** entio
pelo teorema da projecéo

v=5+%
ondeS € Sed € St Mas v € S+ implica que 0 = (v,¥) = (¥,¥) e assim ¥ = 0,
mostrando que v € S. Portanto, SticSe St =5,

Para , observe que X+ = (X)*: ser ortogonal a cada elemento de X equivale, por
linearidade, a ser ortogonal a toda combinacéo linear desses elementos. Aplicando [b |
ao subespagco finito-dimensional (X), obtemos

Xt = (X)) =(X).

6.6 Adjuntas

Transportar um operador
Nesta se¢do, o simbolo T* denota a adjunta determinada pelos produtos internos. No A adjunta T* é caracterizada por (Tv, w) =
(v, T*w). Ela transporta a acio de T de uma
entrada do produto interno para a outra; em
espacos de funcoes, integracdo por partes é

capitulo anterior, o mesmo simbolo foi usado para a transposta algébrica entre espagos
duais; em bases ortonormais, as duas construcoes correspondem pela representacéo

de Riesz. o modelo basico dessa operagéo.

Em nosso primeiro resultado, mostramos que em dimenséo finita existe uma corres-
pondéncia canonica entre os vetores do espaco dual V* e os vetores de V.

Teorema 6.45 (de Representacio de Riesz, dimensdo finita).

Todo funcional linear f : V — K num espaco com produto interno de dimensdo
finita pode ser escrito como um produto interno. Mais precisamente, existe um
tinicoy €V tal que

fx)=(x,y) paratodox€eV.

Demonstragdo. Considere uma base ortonormal x = {xq,...,x,} de V. Como x =
(X, X1)X1 + ... + (X, X,,)X,,, temos

f&

<X’ X1>f(X1) +...+ <X: Xn)f(xn)
(%, FEDXL) + oo + (X, FXp)Xp)

=(x, mxl + ... +mxn>.

Definay = f(x1)xq + ... + f(X,)x,. Se também f(x) = (x,z) para todo x € V, entédo
(x,y —z) = 0 para todo x € V; tomando x =y — z, obtemos y = z.

Para f € V¥, seja f* o vetor y em V de modo que f(x) = (x,y). A funcio f — f* de
V* aV é aditiva. Se o corpo for os reais, o mapa f — f* é linear. No caso, em que 0
corpo é os complexos 0 mapa néo seré linear, mas linear conjugada pois (Af)* = Af™.
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Corolario 6.46.
Se V' é um espago com produto interno real, a aplicagdo f — f* é um isomorfismo
entreV* eV.

Teorema 6.47.

Sejam V, W espagos com produto interno de dimensao finita. Dada uma aplicacdo
linearT : V — W, existe uma tnica aplicagdo linear T* : W — V, denominada
adjunta de T, satisfazendo

(Tv, w) =(v, T*wW) paratodoveV, weW.

Demonstragdo. Para w € W fixo, a aplicacdo v — (Tv, w) pertence ao dual de V. O
Teorema de Representacdo de Riesz garante entdo que existe um unico y € V tal que

(Tv, w) = (v, y).
Definimos T*w = y. Temos assim uma aplicacio T* : W — V.
Para demonstrar a linearidade de T* sejam u,w € W e 1 € K. Entéo
(v, T*(u+ Aw)) = (Tv, u+ Aw) = (Tv, u) + MTv, w) = (v, T*u + AT*w).

Se S*: W — V fosse outra aplicacdo linear tal que (Tv, w) = (v, S*w), entdo (v, T*w —
S*w) = 0 para todo v € V. Escolhendo v = T*w — §*w, concluimos que T* = $* W

Definicao 6.48 — Adjunta. Sejam V,W espagos com produto interno. A aplica-
¢do linear T* : W — V que satisfaz

(Tv, w) =(v, T"w) paratodosveV, we W

é denominada adjunta de T.

O resultado a seguir enumera algumas propriedades do mapa T + T* de Hom(V, W)
em Hom(W,V).

Teorema 6.49.
Sejam V,W e Z espagos de produto interno de dimensdo finita. Entdo:

SeS, T € Hom(V, W) entdo (S+ T)* = S* + T*;

SeT € Hom(V, W) e A € K, entdo (AT)* = AT*.;

Se S € Hom(V, W) eT € Hom(W, Z), entdo (TS)* = S*T*;
Se T € Hom(V, W) entdo (T*)* =T; e

I& :Iv.

Adjuntas
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Demonstragdo. Munimos V, W e Z dos produtos internos indicados no enunciado.
Sejav € V,w € W. Entfo

(v, S+ D)Wy = ((S+T)(v), W)y
=(S(v) + T(v), w)w
= (SW), Wiy +(T(V), W)
= <V> S*(W)>V + <V’ T*(W)>V
=(v,$"(w) + T*(w))y
=(v, (" +T*)(W))y.
Consequentemente, (S + T)*(w) = S*(w) + T*(w) para todos os w € W e, portanto,
S+T)" =85"+T"
Sejamv € V,w € W e A um escalar. Entdo
(v, AT)*(W))y = ((AT)(v), W)y
= (AT(v), why

= XT(v), w)w
= Mv, T*(w))y

= (V. AT* (W))y.
Podemos entdo concluir que (AT)* = AT
(3]SeS:V>W,T:W > Z veVez€eZ entio
((ToS)v,z)7 =(Sv,T*z2)yy = (v,S* T z)y.
Pela unicidade da adjunta, (T  §)* = S§* o T*.
ParaveVeW € W, temos
(T v, why = (w, (T) V)

=(T*w,V)y

= (V. T"w)y = (Tv, w)y.
Como isso vale para todo w, segue que (T*)*v = Tv para todo v.

Por fim, (Iyv, w)y = (v,w)y = (v, [yw)y; pela unicidade da adjunta, Iy = I,. W

Em seguida, apresentaremos algumas relacdes entre a imagem e o nicleo de T €
Hom(V, W) e de T* € Hom(W, V).

Teorema 6.50.
Sejam V., W espago com produto interno com dimensdes finitas e T € Hom(V, W).
Entao

ker (%) = im(T)";
im(T*) = ker (T)+;
ker (T) = im(T*)*; e
im(T) = ker (T*)*.
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Demonstragdo. Sejam (V, (-, )y), (W, (-, )w).

Suponha w € ker (T*). Entdo (v, T*(w))y = (v, 0)y = 0 para todos os v € V. Pela
definicdo de T*, (v, T*(w))y = (T(v), W)y . Isso implica que w L T(v) para todos os
v € V e, portanto, w € im(T)*. Portanto, ker (T*) C im(T)*.

Seja w € im(T)*. Entdo, para todos os v € V,(T(v),w)y, = 0. Mas entio, pela
defini¢do de T*, (v, T*(w))y = 0. Em particular, (T*(w), T*(w))y = 0, e logo , T*(w) =
0ew € ker (T).

Como (T*)* = T, temos que [ 3 | é consequéncia de [ 1]

De| 1]também deduzimos que ker (T*)* = [im(T)*]*+ = im(T) e, consequentemente,
também é verdadeiro.

Finalmente, como ker (T) = im(T*)*, temos que ker (T)* = [im(T*)*|* = im(T*), e
assim | 2 | é valido. |

O teorema seguinte relaciona as matrizes de T e T calculadas em bases ortonormais
deVeW.

Teorema 6.51.
SejamV e W espagos com produto interno com bases ortonormais v.= (vy, ..., vy)
ew = (Wy, ..., W) deV eW, respectivamente. Seja A = [T, , e B=[T"] ..

—t
EntdoB=A

Demonstragdo. Munimos V e W dos produtos internos indicados no enunciado. Entao

T(V]) = aljwl + -+ aijm. (69)
T*(Wi) = blivl + -+ bm'Vn. (610)

Precisamos provar que bj; = @; ou equivalente, que g;; = b_ﬂ Fazemos isso calculando
(T(v), wpw = (v;, T"(w;))y usando as Equacdes 6.9 e 6.10.

Por um lado

m

(T(v)), wpw = Z G Wi, Wiy = @,
k=1

na ultima igualdade, utilizamos que w é uma base ortonormal de W. Por outro lado,

n
(v, T*Wy = Y. b(v;, vi)y = b
I=1

Assim, aij ji- .

6.7 Espacos de Hilbert

Leitura opcional. Esta secio pode ser omitida numa primeira leitura voltada a
espacos de dimensao finita. Em dimensao infinita, a completeza requer uma hipotese
adicional: uma sequéncia de Cauchy pode néo ter limite no espago considerado.

Espacos de Hilbert

Completude e aproximacio

Em um espaco completo, toda sequéncia cu-
jos termos ficam arbitrariamente proximos
entre si, a partir de certo indice, converge
para um elemento do proprio espago. A con-
dicdo é formulada em termos das distancias
entre os termos, sem pressupor a existéncia
de um limite.
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Seja V um espaco com produto interno. A norma induz a métrica d(u,v) = |u — v|.
Dizemos que uma sequéncia (v") converge para v € V quando

lim [v" — v| = 0.
n—oo

Definicao 6.52 — Sequéncia de Cauchy. Seja (M, d) um espago métrico. Uma
sequéncia (x") em M é uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0, existe
ny € N tal que

n,m > ny = d(x", x™) < e.

Definicdo 6.53 — Espaco Completo. Um espaco métrico (M, d) é completo se
toda sequéncia de Cauchy em M converge para um limite que ainda pertence a M.

Exemplo 6.54. O corpo R é completo em sua métrica usual. O mesmo vale para C:
se (z,) é de Cauchy, entdo (Re z,) e (Im z,) sdo sequéncias de Cauchy em R. Se seus
limites sdo x e y, respectivamente, entdo z, — x + iy € C.

Definicao 6.55 — Espaco de Hilbert. Um espaco de Hilbert é um espaco com
produto interno que é completo para a métrica induzida por sua norma.

Todo espago com produto interno de dimenséo finita é completo; seus subespacos
sdo fechados e suas transformacoes lineares sdo continuas. Em dimenséo infinita,
nenhuma dessas conclusdes é automatica. O exemplo central é o espaco das sequéncias
quadrado somaveis.

Teorema 6.56.
Os espacos R", C" e £? sdo espacos de Hilbert.

Demonstragdo. A completeza de R" e C" segue da completeza do corpo coordenada a
coordenada. Provaremos o caso de ¢2.

Seja (x¥) uma sequéncia de Cauchy em 2, com

xk = (le)nzr

Para cada indice fixo n,

k= xal < IxF =X,

logo (xX) é de Cauchy em K. Denote seu limite por a, e ponha 4 = (ap)n>1; resta
provar que d € 2 e que x* — @.
Dado € > 0, escolha k tal que Ixk —x!| < e sempre que k,! > ky. Para todo N e todo

k1> ko,
N

Z Ixk — xb[2 < |k — xI|% < €2,
n=1

Fazendo | — oo nessa soma finita, obtemos

N
Z Ixk — a,|? < €.
n=1
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Como isso vale para todo N, segue que
Z Ixk — a,|? < €2 (k > ko).
n=1

Em particular, xko—G e ?e, portanto, a = xko — (xko —3) € €2. A mesma desigualdade

mostra que |xK — G| < e para k > ky. Assim, x* — &, e £2 é completo. [ |

O teorema de projecao finito-dimensional admite agora sua forma completa. A hipétese
de que o subespaco seja fechado substitui a hipotese de dimensao finita.

Teorema 6.57 (Projecido sobre subespacos fechados).
Sejam V um espago de Hilbert e S C'V um subespaco fechado. Entdo

V=SeSs

Equivalentemente, para cadax € V existe um unicos € S que minimiza a distancia
|x—sl,ex—s e St

Demonstracgao. Fixe x € V e ponha
d = inf]x — s|.
seS
Escolha (s,) em S de modo que ||x — s,[|* < d? + 1/n. Pela regra do paralelogramo,

lsn = sml? = 2lx = s,[* + 2]x — sp,]1°
1
- 4”X - E(sn + Sm)||2

<

S

s

3|

+

pois (s, + s,,)/2 € S. Logo (s,) é de Cauchy. A completeza de V e o fato de S ser
fechado fornecem s, — s € S, e entéo |[x — s| = d.

Escreva 7 = x — s. Se existisse u € S com {7, u) # 0, tomando A = (¥, u)/|u? teriamos

|7, w)l®
a2

IF = Aul? = 71? - < I,

contradizendo a minimalidade de s. Portanto, 7 € S*. A decomposi¢do é tnica porque

Snst =0} [}

Podemos agora caracterizar os sistemas ortonormais maximais: em um espago de
Hilbert, sdo exatamente aqueles cujo espaco gerado é denso.

Proposicao 6.58.
Seja A um conjunto ortonormal em um espaco com produto internoV.

E] Se@ =V, entdo A é ortonormal maximal.

IE] SeV é um espaco de Hilbert e A é ortonormal maximal, entdo w =V.
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Demonstracdo. Temos A+ = ((_A))L = (@)l; a segunda igualdade segue da continui-
dade do produto interno. Se (A) = V, entdo AL = {6} e nenhum vetor unitario pode
ser acrescentado a A preservando a ortonormalidade. Logo A é maximal.

Reciprocamente, suponha que V seja de Hilbert e que A seja maximal. O Teorema 6.57,
aplicado ao subespaco fechado (A), fornece

V =(A) ® (AN~

A maximalidade implica A+ = {6}; portanto, o segundo somando é nulo e @ =V.

Definicao 6.59 — Base de Hilbert. Uma base de Hilbert de V é um conjunto
ortonormal B tal que L
(B) =V.

Uma base de Hilbert ndo deve ser confundida com uma base vetorial, também chamada
de base de Hamel. A primeira permite recuperar vetores por limites de somas; a
segunda permite apenas combinacdes lineares finitas.

Exemplo 6.60. Em 2, seja M = {¢;,¢,,...}, onde ¢ tem valor 1 na i-ésima coordenada
e zero nas demais. O conjunto M é ortonormal. Se v = (x,,) é ortogonal a todos os &,
entdo

% =(v,6) =0

para todo i; logo v = 0. Assim, M é maximal e, pela proposi¢do anterior, é uma base
de Hilbert de ¢2.

Entretanto, (M) contém apenas as sequéncias de suporte finito e é um subespaco
préprio de £2. Portanto, M nio é uma base de Hamel.

6.7.1 Espacos de Hilbert Separaveis e Séries de Fourier

Definicao 6.61 — Separavel. Um espago de Hilbert é separavel se possui um
subconjunto denso enumeravel. Equivalentemente, ele admite uma base de Hilbert
finita ou enumeravel.

Proposicao 6.62.
Seja V- um espaco de Hilbert separavel. Se'V tem dimensdo infinita, entdoV é
isometricamente isomorfo a £2.

A demonstracdo sera dada como consequéncia do teorema a seguir.

Para formular a expansédo de Fourier como uma expansio em base, precisamos de uma
nogao que admita séries convergentes.

Espacos de Hilbert Separaveis e Séries de Fourier
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Definicao 6.63 — Base de Schauder. Uma sequéncia (v,) em um espago normado
V é uma base de Schauder se, para cada v € V, existe uma unica sequéncia de

escalares (ay,) tal que
o0
=
n=1

N

Allii}loollv - nZl apVy| = 0.

isto é,

Teorema 6.64 (Bases de Hilbert e séries de Fourier).
Seja V um espago de Hilbert separavel e seja O = {e,},>1 um sistema ortonormal.
As seguintes afirmacgoes sdo equivalentes:

O é completo, isto é, @ =V.
Sex 1 e, para todon > 1, entdox = 0.

Todo x € V possui a expansio de Fourier

o0
x = Z(x en)en;
n=1

em particular, (e,) é uma base de Schauder de V.

Vale a identidade de Parseval

o0
12 = 3 Kox, en) 2
n=1

paratodox €V.

Demonstragdo. A equivaléncia entre | 1]e| 2 | segue de ((O))* = {0} se, e somente se,
0)=v.

Suponha| 2 | e fixe x € V. Escreva a, = (x,e,) e yy = Z,,N:1 anpe,. Pela desigualdade
de Bessel, as somas ZnNzl |a,|* sdo crescentes e limitadas por |x||?; portanto, a série

) |a,|* converge. Se M > N, a ortonormalidade fornece

M

by = wnlP =), el
n=N+1

Assim, (yy) é de Cauchy e converge, pela completeza de V, para algum y € V. Para
cada j, a desigualdade de Cauchy-Schwarz permite passar ao limite e obter (y, ¢;) =
a; = (x,¢j). Logo x — y é ortogonal a todos os e;j; por [2], x = y. Os coeficientes sdo
Gnicos: se x = ) bpe,, tomar o produto interno com e; fornece b; = (x, ;). Isso prova

.
Se vale, entdo

N
2 - 1 2 - | 2
lel® = lim Jyn]” = lim nE:l |Cx. €I,

que é E] Finalmente, se [ 4 | vale e x L e, para todo n, entdo |x|> = 0; logo x = 0 e

vale . [ |
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Demonstragdo da Proposicdo 6.62. Como V é separavel e tem dimensdo infinita, ele
possui uma base de Hilbert enumeravel {e,},~;. Defina

U:V— 2 Ux = ((x,e))n>1-

A identidade de Parseval mostra que U esta bem definida, é linear e preserva a norma.
Para (a,) € £2, as somas parciais ZnNzl ape, formam uma sequéncia de Cauchy em V e,
pela completeza, convergem para algum x € V. A continuidade do produto interno da
(x,e,) = ay, para todo n, de modo que U é sobrejetiva. Portanto, U é um isomorfismo
isométrico. |

Definicio 6.65 — L([a,b]). O espaco L?([a,b]) é formado pelas classes de equi-
valéncia de fun¢des mensuraveis f : [a,b] — K tais que fab| f)Pdx < oo,
identificando fungdes iguais quase em toda parte. Seu produto interno é

b —
(fog) = j FORa) .

Equivalentemente, L?([a, b]) é o completamento de C([a, b]) para essa norma.

L%([a,b]) é um espaco de Hilbert separavel. Encerramos esta leitura opcional regis-
trando, sem demonstragio, alguns sistemas ortogonais completos classicos.

Teorema 6.66 (Sistemas ortogonais classicos).
Os seguintes sistemas sdo completos nos espacos indicados:

Série de Fourier em L*[—r, 7):

1 cos(nx) sen(nx)

N

|n=1,2,..¢.

Polinémios de Legendre em L*[—1,1]. Se

1 dk

L d o _
zkk!dxk(x DF, k=0,1,..,

P(x) =

entdo {\/(Zk +1)/2P | k> 0} ¢ ortonormal e completo.

Fungoes de Bessel em L2[0,1]. Parav > —1, sejam Ju 0s zeros positivos de
J,. Entao

{ V2x JGuex) | k=1,2,...

|]v+1(jv,k)|

¢ um sistema ortonormal completo.

Polinémios de Hermite em L(R, e_xzdx),

dk
Hi(x) = (1) exp (xz) W(exp (—xz)),k =0,1,...

normalizados pelos fatores (2kk1ym)~1/2,
Polinémios de Chebyshev do primeiro tipo em L?((—1,1),(1 — x2)V2dx):
Ti(x) = cos(k arccos x), k=0,1,....

O sistema ortonormal correspondente é {Ty/n} U{\/2/n T} | k > 1}.
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Exercicios

Ex. 6.1 —SejaT : W — V uma transformacio linear injetiva entre K-espacos vetoriais.
Suponha que {, ), é um produto interno em V. Mostre que (wy, wy) = (T(wy), T(w,))
para todos wy, w, € W define um produto interno em W. [Em particular, se V é um
espaco vetorial com produto interno {,) , W um subespacode VeT : W - V éa
incluséo natural, teremos como consequéncia que {, ) restrito aos elementos de W é
um produto interno em W]

Ex. 6.2 — Dizemos que uma matriz A € M,(K) hermitiana (i.e. A* = A) é positiva
definida se para toda matriz coluna nio nula X € M,,;(K) tem-se que X*AX > 0.

1. Mostre que se V é um espaco vetorial sobre K com produto interno (, ) e se
B = {1, w,...,v,} é uma base de V entdo A = (g;;) € M,(K) , onde a;; = (v;, v
para todo 1 < i,j < n é uma matriz positiva definida.

2. Mostre que se A = (@;j) € M,(K) ¢ uma matriz positiva definida, B ¢ uma base
de um espaco vetorial sobre K V entéo

(u,v) := [u]tBA@ para todo u,v € V

define um produto interno em V.

Ex. 6.3 — Seja V um espaco com produto interno {, ) de dimenséo finita n. Mostre que
um conjunto de vetores {v;, v, ..., v,} é linearmente independente se, e s6 se, a matriz
A= ((vi, vj>) € M,(K) é nédo singular.
Ex. 6.4 — Seja V um K-e.v. com produto interno.

1. Se K = R, mostre que (u,v) = 0 & |lu + v|? = |ul? + |v|?

2. Mostre que isso nao é verdade se K = C.

3. Se K = C, mostre que para u,v € V (u,v) = 0 & |au + pv|? = |aul? + |pv|?,
para todos a, f € C.

Ex. 6.5 — Seja V um K-e.v. com produto interno. Sejam u, v € V, prove:
1. Lei do Paralelogramo: [u + v|? + |u — v|?* = 2 (||u||2 + ||v||2)

2. Desigualdade de Bessel: seja {vi,...,v,} um conjunto ortonormal de V,
n

entéoz (v, )| 2 < v
k=1

3. Identidade de Parseval: seja {v;, ..., v,} uma base ortonormal de V. Mostre
que (v,u) = 27 (v, v) (v, ).
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Ex. 6.6 — Seja V um C-e.v. com produto interno

1. Fixe vetores w,u € V. Mostre que o operador T : V — V definido por
T(v) = (v,w) u, admite adjunta e a descreva explicitamente.

2. Suponha dimV < o e que (T(v),v) = 0, para todo v € V. Mostre que T = 0.
Mostre que o resultado nio é necessariamente verdadeiro se V' é um R-e.v.

Ex. 6.7 — Seja V um R-espago vetorial de dimenséo finita com um produto interno.
Seja W C V um subespaco, mostre que cada classe de equivaléncia do quociente V /W
possui exatamente um vetor ortogonal a W.

1
Ex. 6.8 — Determine o minimo do conjunto : {J (t? —at —b)%dt : a,b € R}.
0

Ex. 6.9 — Seja V = C([0, 1], R) o espago das fung¢des continuas no intervalo [0, 1] com

1
o produto interno (f, g) = J f®)g(t)de.
0

1. Exiba uma base ortonormal do subespago de V gerado pelos polindmios 1, t e
t2.

2. Encontre o polinémio de grau menor ou igual a 2 que melhor aproxima f(t) =
cost no intervalo [0, 1].

Ex. 6.10 — Seja V um K-e.v. com produto interno. Suponha que U e W sejam subes-
pacos de V. Mostre que:

LWCWhHteseV =W W!entaioW = (WH)*.
2.(U+W)r=Urnw+.
3. UL+ Wt Cc(Unw)t

4.SeV=U®U*=Wo W entioU+ + Wt = (U NW)*.

1

Ex. 6.11 — Considere R[x] com o produto interno (p,q) = J p(x)q(x)dx e seja W
0
o subespago constituido por todos os polindmios com termo constante igual a zero.

Mostre que W+ = {0} e entdo W+ = R[x] # W. Também R[x] # W & W+,

Ex. 6.12 — Seja W um subespaco de dimensao finita de V. Existem, em geral, varios
operadores projecdes cuja imagem é W. Prove que se E € Hom(V, V) é uma projegéo
cuja imagem é W e |E(v)| < |v|, para todo v € V, entdo E é a projecdo ortogonal em
W, ie. E = Ey.

Espacos de Hilbert Separaveis e Séries de Fourier
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Ex. 6.13 — Seja W um subespaco vetorial de dimensao finita de um espago V' com
produto interno. Seja Ey; a projecdo ortogonal de V em W. Mostre que [-Ey, é a
projecio ortogonal de V em W+, é um operador projecio e ker (I—Ey,) = W. (Obs:
W+ nio necessariamente tera dimensio finita).

Ex. 6.14 — Seja V um K-e.v. com produto interno (, ), € Ke sejam T, S € Hom(V,V)
que admitem adjuntos. Mostre que os seguintes operadores admitem adjuntos:

1.T+Se(T+S8)"=T"+5".
2.aT e (aT)* =aT”.
3.ToSe(ToS)* =S oT*"
4.T e(T*) =T.
Se T,S € Hom(V, V) sdo operadores normais entdo é verdade que aT, T + S e

T o S sdao normais?

Ex. 6.15 — Seja T um operador linear em V que possui um adjunto T*. Mostre que:
1. ker T* = (im T)* e que im T* C (ker T)*.
2. Se dimV < oo, entdo im T* = (ker T)*.

3. Se dimV < oo, T é injetiva se, e somente se, T*é sobrejetiva e vice-versa.

1
4. SejaV = C([0,1],R) , com o produto interno ( f, g) = J f(t)g(t)dt, e considere

0
o operador

T:V->V
feT(f) : [0,1] >R
t > tf(0)

Determine T* e mostre que im T* # (ker T)*.

Ex. 6.16 — Seja T € L(V). Prove que se T ¢ invertivel, entdo T* é invertivel e (T*)™! =
(Th~.

Exercicios avancados: adjuntas e teoria espectral. Os exercicios seguintes pres-
supdem as defini¢des de operador normal, autoadjunto e unitario e, quando indicado,
resultados espectrais posteriores.

Ex. 6.17 — Suponha que V ¢é de dimenséo finita. Sejam T : V — V um operador linear
e A € K. Mostre que A é um autovalor de T se, e somente se, A é um autovalor de T*.
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Ex. 6.18 — Seja V um espago com produto interno complexo de dimensao finita. Seja
T : V — V um operador linear. Definimos

T, = %(T LT, T, = %(T —T),
Mostre que
1. T; e T, sdo autoadjuntos.
2.T =Ty +iT>.
3. O que pode dizer sobre a unicidade dessa decomposi¢ao?
4. Escreva T* em funcio de T; e Ty.
5. Encontre condi¢des em Ty e T, para que o operador T seja: i- autoadjunto;

ii-unitario; iii- normal.

Ex. 6.19 — Seja E um operador linear em V tal que E2 = E e tal que E possui um
adjunto E*. Prove que E é autoadjunto se, e somente se é normal. Prove também que,
neste caso, E é a proje¢do ortogonal em W = im E.

Ex. 6.20 — Sejam V um espago com produto interno sobre C, de dimenséo finita, e
T € Hom(V,V). Prove que T é autoadjunto se, e somente se (T(v),v) € R, para todo
v € V. Conclua que os autovalores de um operador autoadjunto sao reais.

Ex. 6.21 — Sejam S, T € Hom(V,V). Suponha que S e T admitem adjunto. Mostre
que:

1. Se S e T sdo autoadjuntos, entdo ST é autoadjunto se, e somente se, ST = TS.
2. T*T é autoadjunto.

3. Se T é autoadjunto, entdo S*TS é autoadjunto.

Ex. 6.22 — Suponha que dim V é finitae seja T : V — V um operador normal. Mostre
que:

1. Se T é nilpotente entdo T = 0.
2. Se T é um operador projegdo entdo T* = T.

3. Se T = T? entdo T é um operador projecio.

Ex. 6.23 — Sejam V um C-e.v. com produto interno de dimensio finita e T €&
Hom(V, V) um operador normal. Prove que:

1. T é autoadjunto se, e somente se, todo autovalor de T é um ntimero real.

2. T é unitario se, e somente se, todo autovalor de T é um nimero complexo de
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modulo igual a 1.

3. T é o operador nulo se, e somente se todos os autovalores de T sdo nulos.

Ex. 6.24 — Sejam T e S dois operadores autoadjuntos em um espaco vetorial V de
dimensao finita. Prove que se T e S comutam, entdo existe uma base ortonormal de V
que diagonaliza estes dois operadores simultaneamente.

Ex. 6.25 — Um operador linear T € Hom(V, V) é ndo negativo se T é autoadjunto e
(T(v),v) > 0 para todo v € V. Mostre que se V é um C-e.v. de dimensao finita:

1. T é ndo negativo se, e somente se, T é normal e os autovalores de T sdo ntimeros
reais ndo negativos.

2. Se T é ndo negativo entdo existe um unico operador linear ndo-negativo R €
Hom(V, V) que é raiz quadrada de T, isto ¢, que satisfaz R? = T.

1
Ex. 6.26 — Seja Ry[x] com o produto interno dado por (f, g) = J f(x)g(x)dx. Con-
0

sidere o operador T : Ry[x] — Ry[x] dado por T(ax? + bx + ¢) = bx.
1. Mostre que T néo é autoadjunto.

2. A matriz de T na base canonica é
0 0 0
0 1 0
0 0 0
que é simétrica. Explique por que isso ndo contradiz o item 1..

Ex. 6.27 — Sejam V um C-e.v. com produto interno de dimensdo finita e T €
Hom(V, V) um operador normal. Mostre que:

LT=M0P +...+ ProndeI =P + ..+ P ,PP;=0sei+jeP? =P, =P
2. Existe g € C[x] tal que T* = g(T).

3. Todo subespaco de V T-invariante é também T*-invariante.

Ex. 6.28 — Seja V um C-espago vetorial com produto de interno complexo de dimensio
finita. Considere T € Hom(V, V) um operador qualquer e Ay, ..., A, os autovalores de
T (aparecendo tantas vezes quanto sua multiplicidade algébrica). Mostre que:

LY AP < te(T* o T)

2. A igualdade vale se, e somente se, T é normal.
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Ex. 6.29 — Seja
1 2 3
A=|2 3 1 |emm.
3 4 5
Ache uma matriz ortogonal P € M3(R) tal que PT AP é diagonal.

Ex. 6.30 — Considere um C-espago vetorial V com o produto interno e dimensao
finita. Dizemos que um operador T : V — V é anti-hermitiano ou anti-autoadjunto
se para quaisquer vetores u,v € V tem-se que (T(u),v) = —(u, T(v)). Assuma que T é
anti-hermitiano e mostre que:

1. Os autovalores de T sdo imaginarios puros.

2. Se vi,w € V sdo autovetores associados a autovalores distintos 4,4, € C
entdo eles sdo ortogonais.

3. Existe uma base ortonormal de V formada por autovetores de T.

Ex. 6.31 — Determine a forma polar da matriz

1+i -1 1
A= o i i |eM©).
1 0 1+i

Espacos de Hilbert Separaveis e Séries de Fourier
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7/
Algebras

Uma algebra é um espaco vetorial no qual também podemos multiplicar vetores. Essa
estrutura retune exemplos ja estudados: polindmios, matrizes e operadores lineares. A
multiplicacdo nem sempre é comutativa, como ocorre com matrizes e com a composi¢ao
de operadores.

Os quatérnios, descobertos por William Rowan Hamilton em 1843, constituem outro
exemplo. Eles formam um sistema numeérico real de dimenséo quatro cuja multipli-
cacdo é associativa, mas ndo comutativa. O conceito de algebra permite estudar as
propriedades comuns a esses sistemas, relacionando a multiplicagdo a estrutura de
espaco vetorial.

7.1 Definicoes e exemplos

Definicdao 7.1 — Algebra associativa. Uma algebra associativa sobre um corpo
K é um espaco vetorial % sobre K, munido de uma multiplicacéo

Ax A — A (a,b) —> ab,
que é bilinear e associativa. Assim, para todos a,b,c € A e a € K,

a(b +c¢) = ab + ac, (a +b)c = ac + bc,
(aa)b = a(ab) = a(ab), (ab)c = a(be).

Neste capitulo, a palavra dlgebra significara sempre algebra associativa. Nao exigiremos
comutatividade nem a existéncia de identidade multiplicativa, a menos que isso seja
dito explicitamente. Uma algebra é comutativa quando ab = ba para todos a,b € 2.

Definicao 7.2 — Algebra unital. Uma algebra 2 é unital se existe um elemento
1y € U tal que
lygqa=aly =a

para todoa € U.

Quando nio houver risco de confusio, escreveremos apenas 1. A identidade é \inica:

Nesse capitulo

» Definicoes e exemplos (p. 168)

» Subalgebras, ideais e cen-
tro (p. 169)

» Homomorfismos e algebras
quocientes (p. 171)

» Constantes de estrutura (p. 173)
» Algebras de grupo (p. 174)

Multiplicacgio e bilinearidade
A bilinearidade garante que uma tabela de
produtos entre vetores de uma base deter-
mine toda a multiplicagdo. Em dimensao
finita, essa tabela descreve a multiplica-
¢éo por meio de uma quantidade finita de
coeficientes.
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se e e ¢’ sdo identidades de U, entdo e = ee’ = ¢’.

Definicao 7.3 — Elemento invertivel. Se % é unital, um elemento a € A é

invertivel se existe b € U tal que ab = ba = 1. Nesse caso, escrevemos b = a1,

O inverso também é inico. Com efeito, se ab = ba = 1 e ac = ca = 1, entido

b = b(ac) = (ba)c = c.

Exemplo 7.4 — Algebra de polindmios. O espago K[x], com as operagdes usuais, é
uma algebra comutativa unital. Se

f@=Yax,  g@=Y .
i=0 j=0

entdo
r+s
(fo =Y, ( >, aiﬁj) x*.
k=0 \i+j=k
A familia {1, x, x?, ...} ¢ uma base de K[x]; portanto, essa dlgebra tem dimenséo infinita.
Seus elementos invertiveis sdo precisamente os polindmios constantes nao nulos.

<

Exemplo 7.5 — Algebra de matrizes. O espago ., ,(K), com a multiplicacéo de
matrizes, é uma algebra unital. Sua identidade é a matriz I,. Paran > 1, ela ndo é
comutativa. As unidades matriciais E; jocom1<i,j<n, formam uma base e satisfazem

EjjExe = OjicEyp-

<

Exemplo 7.6 — Algebra de operadores. Para qualquer espago vetorial V, o espaco
Hom(V,V) é uma algebra com o produto dado pela composicéo:

($T)(v) = S(T(v)).

A identidade é o operador identidade I;. Se dimV > 1, em geral ST # TS. Os elementos
invertiveis dessa algebra sdo exatamente os isomorfismos de V em V.

Quando V tem dimenséo finita e uma base é escolhida, o isomorfismo Hom(V,V) =
My n(K) transforma composicao de operadores em multiplicacdo de matrizes. Assim,
a algebra de matrizes é uma representacio concreta da algebra de operadores.

<

Exemplo 7.7. Todo corpo L que contém K é uma algebra comutativa unital sobre K.
Em particular, C é uma algebra real de dimensao dois, com base {1, }.

< Subalgebras e ideais

Uma subalgebra é fechada pela multiplica-

¢éo de seus proprios elementos. Um ideal

é, além disso, estavel pela multiplicacao, a

esquerda e a direita, por qualquer elemento

7.2 Subalgebras, ideais e centro da dlechra, Essa propriedade permite de-

nir a multiplicacao na algebra quociente

independentemente dos representantes.
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Definicao 7.8 — Subalgebra. Uma subalgebra de 2 é um subespaco vetorial
B C A fechado para a multiplicagéo. Se U é unital, dizemos que B é uma subalge-
bra unital quando 1y € B.

Uma subéalgebra pode possuir identidade propria sem ser uma subalgebra unital. Por
exemplo,
a b 0
B=4|c d 0|:abcdeK;C.ls5XK)
0 0
tem identidade diag(1, 1,0), diferente de L.

Se S C %, a subalgebra gerada por S, denotada por Alg(S), é a intersecdo de todas as
subalgebras que contém S. Equivalentemente,

Alg(S) = span{s;sy s, : m>1, s; € Sk
Se 2 é unital, a subalgebra unital gerada por S é Alg(S U {1}). Em particular,

Alg(1,a) = {f(a) : f e K[x]}

Definicao 7.9 — Ideal bilateral. Um ideal bilateral de uma algebra 2 é um
subespaco vetorial J C U tal que

axe ] e xae]

paratodosacfex € J.

Neste capitulo, ideal significara sempre ideal bilateral. Se 2 é unital, o ideal gerado
por um subconjunto S é

m
<S>: Za]sjb tm>1, aj,bjEQL SJES .
j=1

De fato, o conjunto a direita ¢ um ideal que contém S — basta tomara; =b; =1—e
esta contido em todo ideal que contém S.

Definicao 7.10 — Centro. O centro de  é a subalgebra

Z(A) ={a €A : ab = ba para todo b € A}

Se U é unital, entdo K1 C Z(A). A algebra é denominada central quando Z() = K1.

Definicio 7.11 — Algebra simples. Uma algebra 2 é simples se A% # {0} e seus
unicos ideais sdo {0} e 2. Uma algebra unital que é simples e central é chamada
algebra simples central.

Aqui, %? denota o subespaco gerado pelos produtos ab, com a,b € A. A condicio
A2 = {0} exclui a algebra nio nula cuja multiplicagio é identicamente zero.

Subalgebras, ideais e centro
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Exemplo 7.12. A algebra ./, ,(K) é simples. Para provar isso, seja J # {0} um ideal
e escolha A = [a,s] € J com g;; # 0. Para quaisquer k, ¢,

EkiAEjf = al‘jEkg S ]

Logo, todas as unidades matriciais pertencem a J e, portanto, J = ./, ,(K).

Se Ay, ..., A, sdo algebras sobre K, o produto cartesiano Ay x --- x A, é uma algebra
com operacdes componente a componente. Cada fator se identifica com um ideal do
produto. Quando os fatores sdo unitais, a identidade é (1g ..., 1o )-

7.3 Homomorfismos e algebras quocientes

Preservar as duas estruturas
Um homomorfismo de algebras deve preser-
Definicao 7.13 — Homomorfismo de algebras. Se U e B sdo algebras sobre K, var a estrutura linear e a multiplicacao. Por

um mapa ¢ : % —> B é um homomorfismo de algebras se é linear e isso, seu niicleo nao € apenas um subespago:
é um ideal. A imagem, por sua vez, é uma

subalgebra.

@(ab) = p(a)p(b)

para todos a,b € . Se as duas algebras sdo unitais, 0 homomorfismo é unital
quando ¢(1g) = 1g.

Um homomorfismo bijetivo é um isomorfismo. Quando 2 = B, um isomorfismo é
chamado automorfismo.

Proposicao 7.14.
Seqg : A — B é um homomorfismo de algebras, entdoker ¢ é um ideal de ¥ eim ¢
¢ uma subalgebra de B.

Demonstragdgo. Como ¢ ¢ linear, seu nucleo é um subespaco de 2 e sua imagem é um
subespaco de B. Se x € kerg e a € ¥, entdo

p(ax) = p(a)p(x) = 0, @(xa) = p(x)p(a) = 0.

Logo, ax, xa € ker¢. Se y = ¢p(a) e z = ¢(b) pertencem a imagem, entdo yz = ¢(ab)
também pertence a imagem. Isso prova as duas afirmacdes. |

Exemplo 7.15 — Calculo funcional polinomial. Se 2 é unital e a € U, a avaliagao
m m
ev, : K[x] — ¥, Z ajx) — Zajaf
j=0 j=0

é um homomorfismo unital. A linearidade é imediata. Para monomios, ev, (x"x%) =
d't = a'a’; pela distributividade, a igualdade se estende a quaisquer polindmios. Sua

imagem é precisamente Alg(1, a).
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Se J é um ideal de A, definimos em 2 a relacdo
X~y < x—ye].

Ela é uma relacio de equivaléncia, e a classe de x é [x] = x + J. O conjunto das classes
sera denotado por 2/ J.

Proposicao 7.16 (Algebra quociente).
As operagoes

[x]+[yl=[x+yl. alx]=lax],  [x]ly] =[xy]

estdo bem definidas e tornam U/ J uma algebra sobre K. Se 2 é unital e | # ¥,
entdo A/ J é unital, com identidade [1].

Demonstragdo. As duas primeiras operagdes sao as operacdes usuais do espaco vetorial
quociente. Para verificar a multiplicagio, suponha que [x] = [x"] e [y] = [y’]. Entéo
x—x",y—y €Je

xy=x"y =x(y-y)+x-x")y €],

pois J é um ideal bilateral. Logo, [xy] = [x’y’]. A bilinearidade e a associatividade
sdo herdadas de 2. No caso unital, [1][x] = [x][1] = [x]. [ |

Teorema 7.17 (Primeiro Teorema do Isomorfismo).
Se¢ : A — B éum homomorfismo de algebras, entdo

A /ker ¢ = im .

Demonstragao. Defina
¢ : U/kerp —ime,  ¢([a]) = p(a).

Se [a] = [a’], entdo a — a’ € ker ¢ e, portanto, p(a) = ¢(a’); logo, o mapa esta bem
definido. Além disso,

@(alal + [b]) = ag([a]) + pop([b]),
@([al[b]) = ¢(ab) = p(a)p(b),

de modo que ¢ é um homomorfismo de algebras. Ele é sobrejetivo pela definigao de
im ¢@. Por fim,

P([a])=0 <= ackerp <= [a]=]0],

0 que prova a injetividade. |

Aplicando o teorema ao homomorfismo do Exemplo 7.15, obtemos
K[x]/ker (ev,) = Alg(1,a).

Em dimenséo finita, o nicleo é um ideal néo nulo de K[x]; seu gerador monico é o
polindémio minimal de a.

Homomorfismos e algebras quocientes

Uma tabela de multiplicacao
Fixada uma base, as constantes de estrutura
registram como multiplicar todos os pares
de vetores basicos. Pela bilinearidade,
esses coeficientes determinam toda a
multiplicagdo da algebra, assim como uma
matriz determina uma transformacéo linear.
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7.4 Constantes de estrutura

Se A tem dimensao finita e B = {zy, ..., z,} ¢ uma base, existem escalares tinicos in; ek
tais que

n
zzj = Z yi]jzk.
k=1
Os n® escalares yl-];- sdo chamados constantes de estrutura de 2 na base %. Eles
determinam toda a multiplicacéo, pois, sea = 3, ¢z, e b = Zj Bjzj, entéo
n

k
ab = Z % BjY;jzk-
ijk=1

Reciprocamente, uma escolha de constantes de estrutura define, por bilinearidade, uma
multiplicacdo no espaco vetorial. A condi¢do de associatividade pode ser verificada
apenas nos elementos da base.

Proposicao 7.18.
A multiplicagdo determinada por }/,I]‘ ¢ associativa se, e somente se,

n n

r. k _ r.k
vk =D vk
r=1 r=1

para todos i, j, £, k. Ela é comutativa se, e somente se, in;- = y}g para todos i, j, k.

Demonstragdo. Pela definicdo da multiplicacio,

n n n
— _ k
(zizj)z = Z Yi;’zrzﬁ = Z (Z Yi’}Yri’) k>
r=1 1 \r=1

k=
n n n

z(zjz) = Z Yjezizr = Z (Z ere)’i];) Z-
r=1 k=1 \r=1

Como A é uma base, essas expressdes sdo iguais precisamente quando os coeficientes
indicados coincidem. Pela trilinearidade, a associatividade nos elementos da base
equivale a associatividade em toda a dlgebra. De modo analogo, zz; = z;z equivale as
igualdades entre as constantes, e a bilinearidade estende a comutatividade a todos os
elementos. |

Exemplo 7.19 — Quatérnios. Se K é um subcorpo de R, o espaco vetorial
Hg = K1 ® Ki © Kj ® Kk
torna-se uma algebra quando a multiplicagdo é determinada por
2= =k*=-1, ij=k, jk=i ki=j,

e pela troca de sinal ao inverter a ordem de dois entre i, j, k. Essa multiplicacdo é
associativa e ndo comutativa.

Para q = ag + ayi + ayj + agk, defina g = ag — a;i — ayj — azk. Um calculo direto fornece

qq9 =qq = (a(?; +a%+a§ +a32»)1.

Constantes de estrutura
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Como K C R, essa soma é ndo nula quando g # 0. Portanto, todo quatérnio nao nulo é
invertivel e

1 q

q —_—.
at +a? + a5 + a?

Para K = R, escrevemos simplesmente H.

7.5 Algebras de grupo

Se G é um grupo finito, a algebra de grupo KG é o espaco vetorial que possui G como

]I(G:{Zagg : agE]Kl.

geG

base:

A multiplicacdo é a extensdo bilinear da multiplicacdo de G. Assim,
(Z agg) (Z .th) = (Z Ofuhlﬂh> u.
geG heG ueG \heG
A associatividade vem da associatividade em G, e o elemento neutro de G ¢ a identidade
da algebra. Além disso, KG é comutativa se, e somente se, G é abeliano.
Exemplo 7.20. Considere C; = {1, w, ®?, w®}, com w?* = 1, e sejam, em QC,,

1 1
X =+ w? y:w+§w2+§w3.

Entao
s 1 4 1 4, 1 1
Xy=w'+ -0’ + -+’ + -+ -0
2 3 2 3
5

3
= -4+ -0+ 2 o3
6 3&) CL)+2(A).

O comportamento de uma algebra de grupo pode depender do corpo de escalares,
como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 7.21. Seja C; = {1, w, w?} e defina
e=1+w+ J = Ke C KG;s.
Para y = a + fow + yow?, temos
ey=ye=(a+f+ye

Logo, J é um ideal unidimensional. Como e? = 3e, se char K # 3, 0 elemento e/3éa
identidade de J. Em particular, sobre Q, temos J = Q como algebras.

Se char K = 3, entio e? = 0 e o produto de quaisquer dois elementos de J é zero. O
mesmo subespago, portanto, possui comportamentos algébricos radicalmente diferen-
tes conforme o corpo base.

Algebras de grupo

Linearizar simetrias

A algebra de grupo transforma elementos
de um grupo em vetores de uma base e
prolonga a multiplicacdo do grupo por
linearidade. Com isso, problemas sobre
simetrias podem ser estudados por métodos
de algebra linear.
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As algebras de grupo relacionam a teoria de representacdes a algebra linear: uma
representacdo de G em um espaco vetorial V estende-se, por linearidade, a um homo-
morfismo de algebras KG — Hom(V, V). Desse modo, uma ag¢do de grupo pode ser
estudada por meio de operadores lineares.

Algebras de grupo
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3

Determinantes

O determinante associa um escalar a cada matriz quadrada. Sobre os reais, seu modulo
mede a variacdo de volume produzida pela transformacéo linear, e seu sinal registra
a orientacdo. Essa interpretacdo motiva a definicdo algébrica. A construcgao pela
formula de Leibniz utiliza permutagdes e seus sinais, que estudaremos antes de definir
o determinante.

8.1 Grupos, permutacoes e sinal

A férmula explicita do determinante envolve todas as maneiras de escolher uma en-
trada em cada linha e em cada coluna de uma matriz. Essas escolhas sio descritas por
permutagdes. Antes de construir o determinante, desenvolveremos a linguagem mi-
nima necessaria para organizar essas permutagdes e determinar se cada uma contribui
com sinal positivo ou negativo.

8.1.1 Grupos

Definicao 8.1 — Grupo. Um grupo é um conjunto ndo vazio G, munido de uma
operagdo binaria (g, h) — gh, que satisfaz:

(gh)k = g(hk) para quaisquer g, h,k € G;
2 | existe e € G tal que eg = ge = g para todo g € G;
queeg = ge=gp g

para cada g € G, existe h € G tal que gh = hg =e.
O grupo é abeliano quando gh = hg para quaisquer g,h € G.

A identidade e o inverso sdo unicos, como vimos no capitulo inicial. Por isso, denotamos
a identidade por e e o inverso de g por g~'. Quando a operacio ¢ escrita aditivamente,
usamos 0 para a identidade e —g para o inverso.

Nesse capitulo

» Grupos, permutacdes e
sinal (p. 176)

» Geometria dos Volumes (p. 181)
» A féormula de Leibniz (p. 186)
» Propriedades (p. 187)

Permutacdes e determinantes
O grupo simétrico descreve as escolhas

de entradas que aparecem na férmula de
Leibniz. Cada termo corresponde a uma
permutacao, cujo sinal registra a alteracao
de orientagéo.
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Proposicao 8.2 (Propriedades elementares).
Se G é um grupo, entdo:

valem as leis de cancelamento;

gt =hlgle(@ ) =g

as equagoes gx = k e yg = k possuem, respectivamente, as tinicas solugoes
x=gkey=kg L

Demonstracgio. Se gh = gk, multiplicar a esquerda por g~ ! fornece h = k; o cancela-
mento a direita é analogo. Além disso,

(gh(h g™ =ghh g =e

e, da mesma forma, (h_lg_l)(gh) = e. Pela unicidade do inverso, (gh)_1 = h_lg_l.
Como g é inverso de g1, também (g™ 1) = g.

Por fim, gx = k implica x = gk pelo cancelamento, e esse elemento de fato satisfaz
a equagao. O argumento para yg = k é semelhante. |

Exemplos 8.3.

(Z,+) e (R, +) sdo grupos abelianos.
C \ {0}, com a multiplica¢do, é um grupo abeliano.

O conjunto GL,(K) das matrizes invertiveis n x n é um grupo sob multiplicacao.
Para n > 2, ele em geral nao é abeliano.

Se X é um conjunto, as bije¢des X — X formam um grupo sob composicio.

O ultimo exemplo representa um principio importante: transformagdes invertiveis
que preservam uma estrutura costumam formar um grupo. No caso do determinante,
interessam as bijeces de um conjunto finito.

Exercicios

Ex. 8.1 — Seja G um grupo. Demonstre diretamente que

(Gg-g) ' =g g
Ex. 8.2 — Mostre que, se xy = e, entdo y = x ! e, portanto, yx = e.

Ex. 8.3 — Suponha que G tenha exatamente dois elementos. Mostre que g? = e para
todo g € G.

Grupos
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Ex. 8.4 — Suponha que G tenha exatamente trés elementos. Mostre, sem usar o Teo-
rema de Lagrange, que g> = e para todo g € G.

Ex. 8.5 — Verifique que as matrizes invertiveis n x n formam um grupo sob multiplica-
¢do. Dé duas matrizes em GL,(R) que nédo comutam.

Ex. 8.6 —Se f : G —» H é um homomorfismo de grupos, prove que f(eg) = ey €
flg™h = f(g) ! paratodo g € G.

8.1.2 Permutacoes e ciclos
Escreveremos [n] = {1, 2,...,n}.

Definicdao 8.4 — Grupo simétrico. O grupo simétrico S, é o grupo das bijecdes
o : [n] - [n], com a composi¢do. Adotaremos a convengdo

(o7)(k) = o(z(K)),

isto é, a permutacdo mais a direita atua primeiro.

Uma permutacio pode ser apresentada por duas linhas:

1 2 oee n
o= .
o(1) o2 - o)
Para compreender sua estrutura, porém, a notacio por ciclos é mais informativa.

Definicao 8.5 — Ciclo. Dados elementos distintos iy, ...,ir € [n], o k-ciclo
(i1 iy -+ i) é a permutagdo que envia

WPl i
e fixa todos os demais elementos. O suporte de uma permutacgio o é

supp(o) ={i € [n] : o(i) #i}.

Assim, ciclos de comprimento 1 representam pontos fixos e normalmente sao omitidos.
Ciclos cujos suportes sdo disjuntos comutam.

Exemplo 8.6. Sec =(12)er =(123), entdo
or = (23), o = (13).

O exemplo mostra simultaneamente que a composicéo é lida da direita para a esquerda
e que S, ndo é abeliano paran > 3.

Permutacoes e ciclos

178



Algebra Linear Avancada / Determinantes Transposicoes e sinal

Teorema 8.7 (Decomposigao em ciclos).

Toda permutagdo é produto de ciclos com suportes dois a dois disjuntos. Se os pontos
fixos forem omitidos, essa decomposi¢do é iinica a menos da ordem dos ciclos e de
rotagdes na escrita de cada ciclo.

Demonstragdo. Fixe i € [n]. Como [n] é finito, a sequéncia

i,0(i), o2(), ...
eventualmente repete um termo. A injetividade de ¢ implica que o primeiro termo

repetido é i. Obtemos, assim, um ciclo formado pela 6rbita de i sob as poténcias de o.

Escolhendo em seguida um elemento que ainda nio pertence a nenhum ciclo e repe-
tindo o procedimento, particionamos [n] em oOrbitas disjuntas. Em cada 6rbita, a agdo
de o determina um ciclo. As 6rbitas sdo determinadas unicamente por o, o que prova
a unicidade declarada. |

8.1.3 Transposicoes e sinal
Um ciclo de comprimento 2 é chamado de transposi¢do. Todo ciclo pode ser escrito
como produto de transposicoes:

@iy ig -+ B) = (i i)y 1) -+ Gy d)-

Pelo teorema anterior, toda permutagio é, portanto, produto de transposicdes. Essa
fatoracdo nao é unica, mas a paridade do nimero de fatores é invariavel.

Teorema 8.8 (Paridade).
Se uma permutagdo o € S, admite duas decomposi¢des em transposigoes,

=TT =pP1 Ps

entdor e s possuem a mesma paridade.

Demonstragdo. Considere o polindmio de Vandermonde

A(xq, s xy) = H (x5 — ).

1<i<j<n

Permutar as variaveis apenas reorganiza os fatores e possivelmente troca a ordem em
alguns deles. Portanto, para cada o € S, existe (o) € {1, —1} tal que

A(xg(1)s > Xo(n)) = €(@)A(x1, ..., %)

A substitui¢io sucessiva das variaveis mostra que (o p) = €(0)e(p). Uma transposicio
troca exatamente duas variaveis; os fatores que envolvem apenas uma delas sdo
permutados aos pares, enquanto o fator que envolve ambas muda de sinal. Logo,
&(t) = —1 para toda transposi¢io 7.

Aplicando essa identidade as duas fatoragdes de o, obtemos
eo) = (1) = (-1)".

Consequentemente, r e s tém a mesma paridade. |
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Definicao 8.9 — Sinal de uma permutagio. Se o é produto de r transposigoes,
definimos

sgn(o) = (-1)".

A permutacio é par quando seu sinal é 1 e impar quando seu sinal é —1.

Proposicao 8.10.
Para quaisquer o, p € S,
sgn(e) = 1, sgn(op) = sgn(o) sgn(p), sgn(o™") = sgn(o).

Além disso, um k-ciclo tem sinal (—1)1.

Demonstragdo. A identidade é produto de zero transposicdes. Concatenar decom-
posices de o e p prova a férmula do produto. Aplicando-a a 6o~ ! = e, obtemos
sgn(c™!) = sgn(c)™! = sgn(o). Finalmente, a decomposicio exibida de um k-ciclo

possui k — 1 transposicdes. |

Um par (i, j), com i < j, é uma inversio de o quando o(i) > o(j). Se N(o) é o nimero

de inversoes, entio
sgn(o) = (~1)N@),

De fato, trocar duas entradas adjacentes altera o numero de inversdes em uma unidade.

Ordenar a lista (1), ..., 0(n) por trocas adjacentes requer exatamente N(o) trocas;

essas trocas sdo transposicdes e reduzem o a identidade.

O sinal na formula de Leibniz

Uma permutacio escolhe uma entrada de
cada coluna sem repetir linhas. Seu sinal
fornece o coeficiente +1 ou —1 do termo

correspondente na formula de Leibniz.

Na secdo dedicada a formula de Leibniz, essa linguagem sera usada para obter

det A= )" sgn(0)ag(1).1  dgmpn

o€ESs,

Exercicios

Ex. 8.7 — Mostre que ciclos com suportes disjuntos comutam.

Ex. 8.8 — Escreva
1 2 3 4 5 6
O‘:
2 4 6 5 1 3

como produto de ciclos disjuntos.

Ex. 8.9 — Calcule os produtos abaixo, lembrando que o fator a direita atua primeiro, e
escreva o resultado como produto de ciclos disjuntos.

1. (1 2)(1 3) em Ss;
2. (12)(13) em S4;
3.(12)(12345);

4.(12345)(12);
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5. (123)%

6. (1234)>

Ex. 8.10 — Determine as inversas das permutagdes seguintes.
1. (1 2);
2.(123);

3. (iy iy - iy).

Ex. 8.11 — Verifique as identidades

12— k)=0Qk0Ak-1)-(12)

k@2 k-1)=002 - k).

Ex. 8.12 — A ordem de o € S, é 0 menor inteiro positivo m tal que o™ = e.
1. Mostre que um k-ciclo tem ordem k.

2. Mostre que a ordem de um produto de ciclos disjuntos é o minimo multiplo
comum de seus comprimentos.

Ex. 8.13 — Calcule o sinal de cada permutacéo do terceiro exercicio de duas maneiras:

por uma decomposicdo em transposicoes e pelo nimero de inversdes.

Ex. 8.14 — Prove que sgn(o) = 1 se, e somente se, o pode ser escrita como produto de
um numero par de transposicdes.

8.2 Geometria dos Volumes

Sobre R, o determinante de uma matriz A tem uma interpretacdo geométrica simples:

ele é o volume orientado da imagem do cubo unitario pela transformacao linear T.

Comecaremos descrevendo as propriedades esperadas desse volume orientado e, em
seguida, as adotaremos como ponto de partida para a defini¢ao algébrica.

Doravante, por concisdo, diremos simplesmente volume no lugar de volume orientado.

Para motivar essas propriedades, trabalhemos em R2, onde o volume se reduz a area.

Seja A = [vy | v5]. Como Ta(e;) = vi e Ta(ey) = vy, a imagem do quadrado unitario é
o paralelogramo P determinado pelas colunas de A.

A érea orientada de um paralelogramo satisfaz as duas propriedades seguintes:

Geometria dos Volumes

Escala orientada

O determinante mede o fator pelo qual
uma transformacao linear altera volumes
orientados. O modulo fornece a mudanca de
volume; o sinal registra se a orientacao foi
preservada ou invertida. Determinante zero
significa colapso em dimensao menor.
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2

cubo unitario C paralelepipedo T4(C)

Figura 8.1 . .
O determinante representa um fator de volume orientado.

Se substituirmos vy por cvy, a area orientada sera multiplicada por c.

V2 { V2 { ;
Vi CV1

Se substituirmos v, por v, +cvy, a rea orientada ndo mudara. Geometricamente,
essa operacdo altera a forma do paralelogramo, mas preserva sua base e sua

altura.
V2 { / cvi + va \ \

Vi Vi

A propriedade , em particular, permanece valida para ¢ = 0, quando um dos lados
se torna o vetor zero; nesse caso, o paralelogramo degenera em um segmento de reta
(ou em um ponto, se os dois lados forem nulos), e sua area é 0.

Passemos agora a um corpo arbitrario K e a matrizes n x n. As propriedades e

motivam uma nocao algébrica de volume orientado, formulada diretamente em
termos das colunas.

Definicao 8.11 — Funcio Volume. Uma funcao de volume é uma aplicacio
vol: M, ,(K) = K que satisfaz:

Para qualquer escalar c e qualquer i,

vol ([vy | vieg levi [ vigy | = [ vy]) (8.1)

=cvol([vy | = | viiy | vi [ vigr | = [ wy]) (8.2)

Para qualquer escalar ¢ e qualquer j # i,

VOl([Vl Vi Vi+CVj Vigr | Vn]) (83)

=V01([V1 o Vilg | Vi | Vigq | e vn]) (8.4)

Ainda ndo mostramos que uma funcéo de volume existe. Por enquanto, deduziremos

as propriedades que qualquer funcéo desse tipo deve satisfazer; depois, construiremos
explicitamente uma delas.

Observamos também que a fungéo vol ndo é tnica, pois podemos multiplica-la por um
fator arbitrario e obter outra fun¢io volume. Depois de fixarmos uma escala, obteremos
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uma funcio tnica, indicada por det: o determinante. E conveniente trabalhar primeiro
com funcdes volume arbitrarias e normalizar o resultado apenas ao final, exigindo que
o volume orientado do cubo unitario n-dimensional, com as colunas na ordem padrio,
seja 1.

Proposicao 8.12.
Sejavol : M, ,(K) — K uma funcao de volume. Entao:

Se alguma coluna de A é nula, entdo vol(A) = 0.

Se as colunas de A sao linearmente dependentes, entdo vol(A) = 0. Em
particular, isso ocorre quando duas colunas sdo iguais.

Se AW ¢ obtida de A pela troca das colunasi e j, entdo

VOI(A(ij)) = —vol(A).

Se A[j < u] denota a matriz obtida substituindo a coluna j de A poru, entdo

vol(A[j < au + bw]) = avol(A[j « u])
+ bvol(A[j — W]).

Demonstragdao.

Seja v; = 0. Entdo v; = 0v;, entdo pela propriedade

VOI([V1 RENR A Vn])zo-vol([vl e V| e Vn]):().

Se as colunas de A sdo linearmente dependentes, existe uma relacdo
avy + - +apvy, =0

com algum coeficiente g; # 0. Portanto,

Aplicando repetidamente a coluna i, removemos cada parcela dessa soma sem
alterar o valor de vol. Ao final, a coluna i torna-se nula; pelo item anterior, vol(A) = 0.

VOI([Vl cee Vj “ee Vl. cee Vn]) P Vol ([V1 e Vj “ee Vj+vl “ee Vn])
= vol ([V1 = V| vn])
g Vol (I:V1 es _Vi e V] e Vn])
— _Vol ([Vl vee Vl e V] vee Vn])
Se{vy, ..., Vi_1, Vit1s ... » V,} ndo for linearmente independente. Entéo, a afirma-

¢ao é direta.

Suponha que {vy, ... , Vi_{, Viyq, ... , Vp} seja linearmente independente. Podemos
estender esse conjunto para uma base {vy, ... , Vi_1, Viyq, ... , vy, z} de K". Entdo
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podemos escrever
U=cVy+ - +6_1Viq +Gy1Vigr + - +¢,v, + 'z,
wW=dvi+ - +d_ Vi +digVig, + - +dyv, +d'z.
Seja v = au + bw. Entao
V=eVi+ -+ (Vi +er Vi + o Fepvy, +e’z
onde e’ =ac’ +bd’.
Aplicando a propriedade repetidamente e a propriedade , vemos que

vol ([vy | = [ v - [va]) =€ vol ([vy | = | z| = |va])
vol ([Vl v T | e Vn]) = ¢’ vol ([v1 AR Vn])
vol([v1 v W | e Vn]) =d vol([vl ST N Vn])

o que conclui a demonstracdo desse item.

Teorema 8.13.

f([Vl o vy | Vn])zaf([vl R TR Vn])
+bf([V1 v lw | Vn])

Alternatividade: se A = [vy | - | v,] ev; =V; parai # j, entdo

F(n = ) =0

Demonstragdo. Ja provamos que qualquer func¢do de volume satisfaz os itens| 3 | e
da Proposigao 8.12, que fornecem alternatividade e multilinearidade. Reciprocamente,
a multilinearidade implica , e a alternatividade, combinada com a multilinearidade,

implica .

As condicdes do Teorema 8.13 sdo geralmente consideradas como a definicdo de uma

funcio de volume.

Observacao 8.14. Em caracteristica 2, antissimetria ndo implica alternatividade. Por

exemplo, a aplica¢ao bilinear

A df)=

satisfaz f(vy,vy) = —f(vq,vy), pois —1 = 1 no corpo, mas em geral f(v,v) # 0.

Definicao 8.15 — Determinante. Uma aplicagdo det : ./, ,(KK) — K é denomi-

nada determinante se satisfaz:

Uma aplicagio f = M, ,(K) — K é uma fungao de volume se, e somente se, satisfaz:

Multilinearidade: se A = [vy | - | v,,] ev; = au + bw para algum i, entdo

Geometria dos Volumes
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v,] e v; = au + bw para algum i, entdo

Multilinearidade: se A = [v;

det ([v; | - |v; v]) = adet ([v; | = [u| = [v,])

+bdet([v1 e W[ e Vn])

Alternatividade: se A = [v, Vn] e v; = v; parai # j, entdo

det ([v1 vn]) =0.
Normalizagio:
det ([e1

en]) =1

Primeiramente provaremos a unicidade da funcdo determinante.

Teorema 8.16 (Unicidade do Determinante).

Suponha que exista uma funcdo de volume nao nulavol : M, ,(K) — K. Entdo
existe uma unica funcdo determinante. Além disso, toda fun¢do de volume é da
forma adet para alguma € K.

Demonstracdo. Como vol ndo é nula, existe A tal que vol(A) # 0. Pela Proposi¢io 8.12,
A é invertivel. Portanto, uma sequéncia de operagdes elementares sobre as colunas
transforma A em I. Cada operacédo multiplica o valor de vol por um escalar ndo nulo;
logo, vol(I) # 0.

Todo multiplo escalar de uma fungéo de volume ainda é uma funcdo de volume.
Portanto, podemos normalizar vol definindo det(A) = vol(A)/ vol(I); assim, det(I) = 1.
Para a € K, ponha

vol,(A) = adet(A).

Agora, seja f uma funcéo de volume qualquer e ponha a = f(I). Se A é singular,
entdo f(A) = 0 = vol,(A). Se A é invertivel, escolha uma sequéncia de operacdes
sobre as colunas que transforme I em A. O efeito de cada operagao sobre o valor de
uma funcdo de volume independe da fungéo escolhida. Se b é o produto dos fatores
correspondentes, entdo

f(A) =bf(Q) = ba = bvol,(I) = vol,(4),
Logo, f = vol,. Em particular, toda fun¢ao de volume que vale 1 em I coincide com

det. [ |

O teorema prova apenas a unicidade, sob a hipotese de existéncia de uma funcéo de
volume néo nula. A existéncia sera estabelecida na proxima se¢do por meio de uma
formula explicita.

Geometria dos Volumes

Caracterizacio do determinante
Multilinearidade, alternancia e a normali-
za¢ao na matriz identidade caracterizam
unicamente o determinante. A formula de
Leibniz permite construir uma fun¢do com
essas propriedades.

De onde vem o sinal

Na expansdo por permutagdes, cada termo
escolhe exatamente uma entrada de cada
linha e de cada coluna. O sinal da per-
mutacdo registra quantas inversoes de
orientacdo sdo necessarias para reorganizar
essa escolha.
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8.3 A formula de Leibniz

Seja A = [vl || vn] . Escrevendo cada um desses vetores em termos da base candnica
de K", obtemos

Vi = V1€ + ...+ Vn1€ns

Vo = Vy2€q + ...+ Vn2€n,
Vi = Vin€q + ...+ Vin€n

Dessa forma

det(vy,..., v,) = det(vj1e] + ... + Vy1€4s v s Vi€ + ..o + Viyp€y) (8.5)
n
= D Vv vpdet(e, ., €) (8.6)
inip=1

No somatoério 8.6, anulam-se todos os termos em que algum dos indices iy, ..., i, se

repete. Nesse caso, €; = e, para algum j # k e, pela propriedade , o determinante
correspondente é zero.

Restam apenas as escolhas em que iy, ..., i, s@o distintos, isto é, as escolhas descritas
pelas permutagdes de [n]. Portanto,

det(vy, ..., v,) = Z Vo()1Ye(2)2 * Vo(n)n det(€s(1), - €o(n)) »

o€ES,

em que ¢ percorre o grupo simétrico S,. Como toda permutacio é um produto de
transposicdes e cada transposicio troca duas colunas, temos

det(eg(1),--» €5(n)) = sgn(o) det(ey, ..., e,) = sgn(o).

E logo
det(vy,..., vp) = Z Sgn(o')va(l)lva(Z)Z Vo (n)ns

oES,

que € a expressdo do determinante em termos de permutacdes.

Podemos agora demonstrar a existéncia do determinante.

Teorema 8.17 (Existéncia do Determinante).
Existe uma tinica funcdo de volume det : M, ,(K) — K tal que det(I) = 1.

Demonstragdo. Ja demonstramos a unicidade. Mostraremos agora que

det(vi,.... Vi) = Y. sgn(0)(1)1%(2)2 ** Vo(mn- (8.7)

o€ES,

satisfaz as propriedades —. No que se segue, o denotara uma permutacio de
{1,...,n}.

Suponhamos que as colunas v; e v; sejam iguais, com i # j, e seja 7 a transposi¢io
deiej. A aplicacdo o — o o 7 particiona S,, em pares. Compor a direita por 7 troca os

A formula de Leibniz
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fatores provenientes das colunas i e j; como essas colunas sdo iguais, os produtos das
entradas coincidem, enquanto os sinais sdo opostos. Logo as duas parcelas se cancelam.
Esse argumento vale também em caracteristica 2, quando a soma das parcelas iguais é
nula. Portanto, a expressio em 8.7 é alternada.

A linearidade é imediata, pois cada parcela de 8.7 contém exatamente uma coor-
denada do vetor v; + ku;, de modo que

det(vl, cees Vi +kui, cees Vn)

=det(vy, ..., Vi, .o, V) + kdet(vy, ..., 9y, ..., V).

Vamos mostrar que det(eq, ..., e,) = 1.

Se o (i) # i para algum i, entdo v,(;); = 0. Assim, apenas a permutacéo identidade produz
um termo néo nulo; seu sinal e todos os fatores sdo iguais a 1. Logo det(ey, ..., e,) =
1. [ |

Proposicao 8.18.
Seja A € My, ,(K). Entdo det(A) # 0 se, e somente se, A é invertivel.

Demonstragdo. Se A é singular, suas colunas sdo linearmente dependentes e a Propo-
sicdo 8.12 da det(A) = 0. Se A é invertivel, operagdes elementares sobre as colunas
transformam A em I. Cada operacdo multiplica o determinante por um escalar nio
nulo; como det(I) = 1, segue que det(A) # 0. |

Exemplo 8.19 — Quando aparece a singularidade. Para
1t
A= ,
=l

det(A) =1—1> = (1 —t)(1 +1).

a formula de Leibniz fornece

Logo A; é invertivel exatamente quando ¢ # +1. Nos dois valores excluidos, as colunas
se tornam iguais ou opostas, e o paralelogramo por elas determinado colapsa em um
segmento.

<

Notacao 8.20. O determinante de A, denotado por det A ou |A|, também pode ser
escrito colocando-se as entradas da matriz entre barras:

(,11)1 (,11’2 al’n

a a e a
deta= |1 @2 0 %

an,l an)z an)n

Compor multiplica escalas
A identidade det(AB) = det(A) det(B) ex-
o pressa um fato geométrico: aplicar primeiro
8 o 4 P ro p rie d ad es B e depois A multiplica sucessivamente os
fatores de escala orientada. Ela também
explica imediatamente por que uma ma-
triz é invertivel exatamente quando seu

Deduziremos agora outras propriedades do determinante. . o
determinante nao ¢ zero.
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Teorema 8.21.
Sejam A, B € M, ,(K). Entdo

det(AB) = det(A) det(B).

Demonstragdo. Defina f : /,,(K) — K por f(B) = det(AB). Como a multiplicagdo
por A é linear em cada coluna, f é multilinear; se duas colunas de B coincidem, o mesmo

ocorre em AB, logo f é alternada. Portanto, f(B) = adet(B), com a = f(I) = det(A).

Assim, det(AB) = det(A) det(B). [ |

Proposicao 8.22. det(A) # 0 se, e somente se, A for invertivel.
Se A for invertivel, det(A™1) = 1/ det(A).
Se A for invertivel, entdo para qualquer matriz B, det(tABA™1) = det(B).

Demonstragdo. O primeiro item é a Proposi¢ao 8.18. Se A é invertivel, entdo
1 = det(I) = det(AA™) = det(A) det(A™1),
o que prova o segundo item. Finalmente,
det(ABA™!) = det(A) det(B) det(A™1) = det(B),

e isso prova o terceiro. |

Proposicao 8.23. Seja A uma matriz diagonal. Entao det(A) é o produto
de suas entradas diagonais.

De maneira mais geral, seja A uma matriz triangular superior ou uma
triangular inferior. Entdo det(A) é o produto de suas entradas diagonais.

Demonstragdo.

Se A é diagonal, existe apenas um termo nao nulo na Equacio 8.7: o correspondente
a permutacio identidade. Esse termo é o produto das entradas diagonais.

Se 0 nédo é a identidade, existem indices j e k tais que o(j) < j e (k) > k. Assim,
tanto para uma matriz triangular superior quanto para uma triangular inferior, a parcela

associada a o contém um fator nulo. Resta novamente apenas o termo diagonal. W

Exemplo 8.24 — Calculo por operacdes de colunas. Considere

A=

S N =
U1 DN

0
1].
3

Propriedades
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Somar a uma coluna um multiplo de outra néo altera o determinante. Portanto,

0 0
det(A) =det|2 1 1 (Cz <~ C2 - 2C1)
0 1 3
_ 0 0_
=det|2 1 0 (C3 <« C3 - Cz)
0 1 2]
=1-1-2=2

A triangularizaco evita expandir seis parcelas pela formula de Leibniz.

Teorema 8.25. Seja M uma matriz diagonal por bloco,
A 0
M= .

Entdo det(M) = det(A) det(D).

Em geral, seja M uma matriz triangular superior por bloco ou uma matriz
triangular inferior por bloco,

A B A 0
M—[OD] ou M_[CD]

Entdo det(M) = det(A) det(D).

B
0 D]' Na férmula de Leibniz, uma parcela

s6 pode ser ndo nula se as linhas correspondentes ao bloco inferior forem associadas

Demonstragao. Considere primeiro M = [

as colunas do bloco D. As permutagdes que sobrevivem sdo, portanto, exatamente os
pares formados por uma permutacio das linhas e colunas de A e outra das linhas e
colunas de D. A soma das parcelas se fatora e fornece

det(M) = det(A) det(D).

O caso diagonal por blocos é particular. Para M = [ ] 0 mesmo argumento se

C D
aplica, agora comecando pelas linhas do bloco superior. |

Proposicao 8.26.
Seja At a matriz transposta de A. Entéo det(A') = det(A).

Demonstragdo. Seja B = (b;;) = At Fazendo a mudanca de indice p = ¢! na férmula

Propriedades
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de Leibniz e usando sgn(p) = sgn(p~!), obtemos

Z sgn(o) H as(j),j
=1

o€ESs,

n
Z sgn(p) H i, p(i)
i=1

PES,

= Z sgn(p) H b = det(B).

PES, i=1

det(A)

Denote por A;; a submatriz complementar a entrada (i, j), obtida pela exclusao da linha
i e da coluna j de A. O escalar det(A;;) é o menor associado a essa entrada.

Teorema 8.27 (Expansio de Laplace).
Seja A uma matrizn porn, A = ().

Para qualqueri,

det(A) = ) (—~1)a;; det(Ay) .
j=1

Para qualquer j,
n

det(A) = Y (~1)"a;; det(Ay) .

i=1

Para qualqueri e para qualquer k # i,

n

0= (~1)"ay; det(4y) .
j=1

Para qualquer j e para qualquer k + j,

n

0= Y (~1)*ay det(Ay) .
i=1

Demonstragdo. Demonstraremos | 1 | e | 3 | simultaneamente, portanto fixamos k (que
pode ou nio ser igual a i).

Cada parcela do lado direito é linear em cada coluna; portanto, a soma é multilinear.

Agora mostramos que ¢ alternado. Seja A uma matriz com as colunas p e q iguais,
onde 1 < p < q<n Sej# p,q,entdo A; tem duas colunas iguais e det(4;;) = 0.
Assim, os nicos dois termos que podem contribuir para a soma sio

(—1)i+1’akp det(A;,) + (—1)i+qakq det(A;q) .
Por hipotese, agy = axp. Agora
Ajp = [vy | - ‘Vp—l ‘Vp+1 = ‘Vq—l ‘Vq | Vg+1 e [Vl

Alq: [Vl‘ ‘vpfl‘vp‘vp‘#l‘ .o ‘qul ‘Vq+1‘ e ‘Vfl]

Propriedades

Ferramenta de calculo, nao
definicao

A expansio de Laplace é especialmente util
quando uma linha ou coluna contém muitos
zeros. Para matrizes grandes e densas,
eliminacao gaussiana é muito mais eficiente;
a importancia da féormula aqui é também
teodrica.
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onde v, indica a coluna m depois da exclusdo da linha i. Por hipotese, Vp = Vg
portanto, essas duas matrizes tém as mesmas colunas, em ordens diferentes. Passamos
da primeira para a segunda por g — p — 1 trocas sucessivas de colunas. Logo det(A;;) =

(-1 Pt det(A;,). Assim, a contribui¢do desses dois termos é
(—1)*Pay, det(A;p) + (—1)Hag,(~1)7 P~ det(A;,)
e como (—1)"? e (—1)*247P~1 sempre tém sinais opostos, eles cancelam.

Pela unicidade, o lado direito é um multiplo de det(A). Avaliando em A = I, esse
multiplo é 1 se k =ie 0 se k # i, 0 que prova simultaneamente os itens | 1 | e . Os
itens | 2 |e| 4 | seguem aplicando esses resultados a matriz transposta. |

Exemplo 8.28. Para A € //55(K) temos

a b c o 0 0O o 0O 0O o 0O 0O
detA=|d e fl=alO e f|-b|d O fl+c|d e O (8.8)
g h i O h i g O i g h O

o le f d f d e

=al, b’g i—i—c’ b (8.9)

=aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh. (8.10)
<

Definicao 8.29 — Cofatores e Matriz Adjugada. Dada A € /4, ,(K):
O O cofator da entrada g;; é o escalar Gj; = (-1 det(A;j), em que A;; é a
matriz obtida de A pela exclusdo da linha i e da coluna j.

O A matriz dos cofatores de A é C = ().

O A matriz adjugada de A, denotada por adj(A), é a transposta de sua matriz
de cofatores.

Proposicao 8.30.
Para qualquer matriz A,

adj(A)A = Aadj(A) = det(A)L
Se A for invertivel,

- 1 .
1= m adJ(A)

Demonstragdo. A entrada (i, j) de Aadj(A) é

n
Z aiijk.
k=1

Se i = j, essa soma é a expansido de Laplace de det(A) pela linhai. Sei # j, ela é a
expansdo do determinante da matriz obtida de A substituindo a linha j pela linha i;

como essa matriz tem duas linhas iguais, a soma é zero. Portanto, A adj(A) = det(A)L

Aplicando o mesmo argumento as colunas, obtemos adj(A)A = det(A)I. Se A é
invertivel, a segunda afirmacédo segue dividindo a primeira igualdade por det(A) =
0. |

Propriedades
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Observacao 8.31 — Determinantes sobre anéis comutativos. A férmula de Leibniz,
a expansdo de Laplace e a identidade

Aadj(A) = adj(A)A = det(A)1

usam apenas somas e produtos. Por isso, continuam validas para matrizes com entradas
em qualquer anel comutativo com unidade, em particular em K[x]. Nesse contexto,
porém, a caracterizagio correta da invertibilidade é: A é invertivel se, e somente se,
det(A) é uma unidade do anel. Nao basta exigir det(A) # 0.

Teorema 8.32 (Regra de Cramer).
Seja A € M, ,(K) invertivel e sejab € K". Considere o sistema Ax = b. Entdo:

O sistema possui uma tnica solugdo x € K".

Sex = [xl x,,]t, entdo

~ det(A(B))
5T Tdet(a) =t=

onde A,-(Z) ¢ obtida de A substituindo sua i-ésima coluna porz.

Demonstragdo. A invertibilidade de A garante a existéncia e a unicidade da solugéo.

- - - n - . .
Denote as colunas de A por ay,...,a,. Se b = AX = ijl xjdj, a multilinearidade na
i-ésima coluna fornece

n
det AI(Z) = Z X]' det A,(Zi]) =X det A,
=1

pois os termos com j # i tém duas colunas iguais, enquanto A;(¢;) = A. Como
det A # 0, segue a formula. [ ]

A férmula fornece uma expressdo explicita da solugdo. Para o calculo de sistemas de
maior ordem, contudo, a eliminagéio evita avaliar separadamente os determinantes que
aparecem em cada coordenada.

Definicdao 8.33 — Posto por Determinante. O posto por determinante de A
é a maior ordem de uma submatriz quadrada de A com determinante nio nulo.
Adotamos o valor 0 quando A é a matriz nula. Esse posto sera denotado por

posto,,(A).

Teorema 8.34.
Para toda matriz A, os postos por linha, por coluna e por determinante sdo iguais:

posto(A) = posto,,(A) = posto,(A) = posto (A).

Propriedades

Formula de Cramer

A regra de Cramer expressa cada coorde-

nada da solu¢ao como um quociente de
determinantes. Essa expressdo pode ser

usada em argumentos tedricos; para resol-
ver sistemas por calculo numérico, em geral

se empregam métodos de eliminagéo.
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Demonstragdo. Como os postos por linha e por coluna coincidem, basta comparar o
posto por coluna com o posto por determinante.

Se A possui um menor nio nulo de ordem k, as k colunas que participam desse menor
sao linearmente independentes: qualquer relacio entre elas continuaria valida depois

de restringirmos as k linhas escolhidas, contradizendo a invertibilidade da submatriz.

Logo postoc(A) > pOStOdet(A)'

Reciprocamente, seja k = posto_(A) e escolha k colunas linearmente independentes.

A matriz C formada por essas colunas tem posto k. Como o posto por linha de C
também ¢é k, existem k linhas de C linearmente independentes. A submatriz quadrada
determinada por essas linhas e pelas colunas escolhidas é invertivel; portanto, possui
determinante ndo nulo. Assim, posto det(A) > k, e os trés postos coincidem.

Definimos o determinante para matrizes. Podemos agora definir o determinante de
um operador T : V — V quando V tem dimensao finita.

Definicdo 8.35 — Determinante de um Operador. SejaT : V — V um ope-
rador linear, com V de dimenséo finita. Fixada uma base B de V, definimos o
determinante de T por

det(T) = det([T]p).

Essa defini¢do independe da escolha de B: matrizes do mesmo operador em bases
diferentes sdo semelhantes, e o item | 3 | da Proposi¢éo 8.22 mostra que o determinante
¢ invariante por similaridade.

Definicao 8.36 — Grupos Linear e Linear Especial. O grupo linear geral e o
grupo linear especial sdo, respectivamente,

GL,(K) ={A € M,,(K) | det A = 0},

SL,(K) ={A € GL,(K) | detA = 1}.

Se V tem dimenséo finita, definimos analogamente GL(V) como o grupo dos
automorfismos de V' e

SL(V) ={T € GL(V) | detT = 1}.

Proposicao 8.37.
A aplicacao
det : GL,(K) — K*

é um homomorfismo de grupos, e seu niicleo é SL,(K). Consequentemente, SL,(K)
é um subgrupo normal de GL,(K). O mesmo vale para SL(V)) em GL(V).

Demonstragdo. A identidade det(AB) = det(A) det(B) prova que o determinante é
um homomorfismo. A descri¢do do nucleo segue das definicdes, e todo nucleo de
homomorfismo é um subgrupo normal. |

Propriedades
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Exercicios

Ex. 8.15 — Calcule o seguinte determinante, onde g; : = Z;C:l k:
al al “ee “ee al
a dx dp as

a
dp—1  Op—1
ap a; - Ay an

Ex. 8.16 — Calcule o seguinte determinante n x n, onde a,b € K:

a+b ab 0 0
1 a+b ab :
D,(a,b) = 0 0
: 1 a+b ab
0 0 1 a+b

Ex. 8.17 — SejaV = V; @ V,, com V; e V, de dimensdes finitas, e sejam f; € Hom(V;, V;)
parai = 1,2. Defina f € Hom(V,V) por

fv1+vy) = filv) + fo(v).
Prove que det(f) = det(f;) det(fy).

Ex. 8.18 — Prove que o determinante da matriz n x n de entradas g;; = 1 — §;; é igual a

(n—1)(-1)"L.

Ex. 8.19 — [Critério de avaliagdo] Sejam fi, ..., f, : X — K funcoes definidas em
um conjunto arbitrario X. Mostre que {fj, ..., f,} é linearmente independente em
F(X,K) se, e somente se, existem x, ..., X, € X tais que:

fl(x1) fz(x1) fn(xl)
fl(?Cz) fz(fcz) fn(.xz)

* 0.

AG) fle) o)

Ex. 8.20 — Seja A € M,(Z). Mostre que A possui inversa em M,(Z) se, e somente se,
det(A) = +1 (isto é, se, e somente se, det(A) é invertivel em Z).

Ex. 8.21 — [Determinante de Vandermonde] Dado um inteiro n > 2 e escalares
ai,...,a, € K, defina

1 1 . 1
al az e an
_ 2 2 2
Vn(ay,...,ay) =| aj a - ay
1 n—1 n—1
al az an

o determinante de Vandermonde. Considere também o polindémio p € K[x] o
polinémio p(x) = Zy(ay, ..., ay_1, X).
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1. Determine grau(p) e suas raizes.
2. Deduza uma expresséo de p em funcédo de 7;_1(ay, ..., a,_1).

3. Deduza uma expresséo explicita para 7,,(ay, ..., ay_1, ay)

Ex. 8.22 — [Determinante das multiplicacdes a esquerda e a direita] Dada uma
matriz A € M,(K), denote por

LA’ RA : Mn(]K) - Mn(]K)
LyX)=A-X
RA(X)=X A

as multiplicacoes a esquerda e a direita por A, respectivamente.
1. Verifique que L4 e Ry sdo lineares.

2. Mostre que det(L,) = det(R,) = (det A)". Dica: escolha cuidadosamente uma
base de M, (K).

Ex. 8.23 — [Wronskiano] Sejam U C R aberto, K = RouC,e fi,....f,: U - K
funcoes (n — 1) vezes diferencidveis. O Wronskiano dessas funcdes é a aplicacdo
W (fi,..., fu) : U —> K definida por

TR CONE A6
OO T €5 B 16
V(o) i=| H® F@ - @

0 £V - A7)

Mostre que, se existe x € U tal que Z'(fi, ..., f,)(x) # 0, entdo { fi, ..., f,} é linearmente
independente. A reciproca é verdadeira?

Ex. 8.24 — Seja V um espaco vetorial de dimensao n sobre K. Se F é uma aplicacédo
n-linear em (V*)" e G é uma aplica¢do n-linear em V", escrevemos

(F X G)(fls ...,fn, Vi, ...,Vn) = F(fl’ ,fn)G(Vl,... ,Vn).

1. Sejam A e A* fungdes determinantes em V e V*, respectivamente. Mostre que
a aplicacdo (2n)-linear A" X A assume o mesmo valor em quaisquer dois pares
de bases duais, isto é,

AT RAWVT, o Vi Ve V) = A RAMW o Wy W e W),

Duas funcdes determinantes ndo nulas A e A* em V e V* sdo chamadas de
duais quando

AV, .9 - Alwy, .., vy) = 1 sempre que v (v) = §;.

2. Seja A # 0 uma funcio determinante em V. Defina A* : V* x - xV* - Kda
N

n-vezes
seguinte maneira. Se os vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes, defina

Propriedades
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A*(vi,...,v;) = 0. Se forem linearmente independentes, formardo uma base C
de V*; nesse caso, defina

1
NG V) = —m ——,
1 " Ay, Vy)

onde (v, ..., w,) é abase de V dual a C. Prove que A" é uma fungéo determinante
em V* e é dual a A. Conclua que toda funcdo determinante ndo nula em V
possui uma unica fun¢io determinante dual em V*.

3. Sejam A e A" fungdes determinantes duais. Mostre que

viu) vi(up) - v (u,)
A* < A(Vf, . V:[, u, ..., un) — %) (:ul) \2) (:u2) %) (:un)
va(u) wy(up) - vp(uy,)

W_

Propriedades
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9

Estrutura dos Operadores
Lineares

A representacdo matricial de uma transformacéo linear depende das bases escolhidas. Nesse c api tulo
Quando as bases do dominio e do contradominio podem variar independentemente,

toda transformacéo de posto r admite uma matriz com um bloco identidade de ordem » Equivaléncia de matrizes (p.

r e zeros nas demais posigdes. 197)

» Operadores Similares (p. 199)
Para estudar um operador T : V — V por similaridade, usamos a mesma base no » Autovalores e Autoveto-
dominio e no contradominio. Nesse caso, o posto ndo basta para a classificacdo. res (p. 201)
Introduziremos os autovalores e os polindmios caracteristico e minimal; as formas de » Teoremas de Schur e Cayley-

. ~ - \ -Hamilton (p. 208
Schur, Jordan e racional fornecerdo representacdes adaptadas a estrutura do operador. (p- 208)

» Teorema da Decomposicao
Primaria (p. 211)

Chamaremos de normal uma representagio especialmente simples e de candnica uma . o
» Diagonalizabilidade (p. 214)

representacdo que, além disso, escolhe um tnico representante em cada classe de

equivaléncia.

Formas normais e canonicas
Uma forma normal simplifica os repre-
9.1 Equivaléncia de matrizes sentantes de uma classe. Uma forma ca-
noénica exige também unicidade: objetos
equivalentes devem conduzir a0 mesmo

, representante.
Pela formula de mudanca de bases,

[T]B’,C’ = Mg_,g [T]Eg MELB_’,

[Tl ¢ = P[T]gcQ™"

para matrizes invertiveis P e Q. Isso motiva a defini¢do seguinte.

Definicao 9.1 — Matrizes Equivalentes. Duas matrizes A e B sdo equivalentes
se existirem matrizes invertiveis P e Q para as quais

B=PAQ L
Operagdes elementares de linha correspondem a multiplicacdo a esquerda por uma
matriz invertivel; operagdes elementares de coluna, & multiplicagao a direita. Assim, A

e B sdo equivalentes exatamente quando uma pode ser obtida da outra por operagoes
elementares de linhas e colunas.
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A férmula de mudanca de bases fornece a interpretacio intrinseca dessa relagdo.

Teorema 9.2.

Sejam V e W espacos vetoriais com dimV = n e dimW = m. Entdo as matrizes
ABe /lm,n(]K) sao equivalentes se, e somente se, representam a mesma transfor-
magao linear T € Hom(V, W), possivelmente em bases ordenadas diferentes.

Demonstragdo. Se A e B representam T em pares de bases diferentes, a formula de
mudanca de bases mostra que B = PAQ™! para matrizes invertiveis P e Q; logo sio
equivalentes.

Reciprocamente, suponha B = PAQ ™! e escolha bases B de V e C de W para as quais
A = [T]g . Como toda matriz invertivel pode ser realizada como matriz de mudanca
entre duas bases, podemos escolher novas bases B’ e g' cujas matrizes de mudanga
sejam Q no dominio e P no contradominio. A formula de mudanca de bases fornece
entdo B = [T]p' ¢ [ |

O teorema seguinte mostra que o posto classifica as matrizes de um mesmo tamanho
quando as bases do dominio e do contradominio variam independentemente.

= Iy Ok.n—k
Om—kk  Om—kn—k

Teorema 9.3 (da Forma Normal Zero-Um).
SejaT : V. — W uma transformacdo linear entre espagos vetoriais de dimensdo
finita. Entdo:
Existe uma decomposicao diretaV = Vy @ Vi, W =W, @ W, tal queker T =
Vo eT induz um isomorfismo de Vi em Wy.

Existem bases emV e W tais que a matriz de T nessas bases tem a forma
(a,»j), coma; =1paral <i<reaq; =0 paraos valores restantes de1, j.

Seja A € My, ,(K). Entdo existem matrizes invertiveis B € M, ,(K) e
C € Myy(K) e um tinico niimeror < min(m,n) tais que BAC tenha o
formato descrito no item anterior. Esse niumeror é o posto de A.

Demonstragdo.

Defina V) = ker T e faca V; um complemento direto de V. Em seguida, defina
Wi =imT e faca W, um complemento direto de W;. Precisamos apenas verificar
se T determina um isomorfismo de V; a Wj.

A aplicagdo Tly, : V; — W é injetiva, pois Vo N V; = 0L E sobrejetiva porque,
se v =1, +v; com; € V;, entdo T(V) = T(W).

Ponhar = dim V; = dim W;. Escolha uma base (¢;, ..., €.) de V; e complete-a com
(€41 -+, €,) para obter uma base de V. Como Tly, : V; — W; é um isomorfismo,
os vetores €/ = T(¢), 1 < i < r, formam uma base de W;. Complete-os com
(€41, .-, €y) para obter uma base de W. Nessas bases,

TGy, ..., & Bsgs s &) = (&, s E, 0, ..., 0)
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Dessa forma, nas bases B = (¢, ...,¢,) de Ve B" = (¢}, ..., €},) de W,

Moy = [ - ]

A partir de A, considere T, : K" — K™, T4(¥) = AX, e aplique o item .

Nas novas bases, a matriz de T4 tem a forma zero—um e é obtida de A por
multiplicacdes a esquerda e a direita por matrizes invertiveis. Por fim, r =
dim im T4 = posto A, o que também prova a unicidade de r.

As matrizes J, formam, portanto, um sistema de representantes candnicos, e o posto é
um invariante completo para a equivaléncia de matrizes.

9.2 Operadores Similares

Se um operador T € Hom(V,V) é representado em duas bases, suas matrizes se
relacionam por
[Tly = PIT]EP~!

para alguma matriz invertivel P. Aqui, ao contrario da equivaléncia, a mesma mudanca
de base aparece dos dois lados.

Definicao 9.4 — Operadores Semelhantes. E] Dois operadores lineares
T,S € Hom(V,V) sdo ditos similares ou semelhantes, e escrevemos

T ~ S, se existir um automorfismo P de V para o qual

S=prp1

@ Suas matrizes A e B sdo ditas similares ou semelhantes, indicadas por
A ~ B, se existir uma matriz invertivel P para a qual

B=PAP1

As classes de equivaléncia associadas a essa relacdo sdo chamadas classes de
similaridade.

Teorema 9.5.

SejaV um espaco vetorial de dimensaon. Entdo, dois operadores linearesT e S emV
sdao semelhantes se, e somente se, houver uma matriz A € /ln’n(]K) que represente
os dois operadores, mas com relagao a bases ordenadas possivelmente diferentes.

Demonstragdo. Suponha primeiro que [T]g = A = [S]c, com B = (Zl,... ,Bn) eC =

(¢15...,¢,). Seja P : V — V o automorfismo definido por P(El-) =¢. Como T e S tém as
mesmas coordenadas nessas bases, vale SP = PT; portanto, S = PTP L,

Reciprocamente, suponha S = PTPL. Se B = (Zl, ,Zn) é uma base de V, entdo
PB = (PBI, o Pzn) também é uma base. Da identidade SP = PT segue diretamente

Operadores Similares

Invariante completo

Um invariante é completo quando decide a
equivaléncia: dois objetos sdo equivalentes
se, e somente se, possuem o mesmo valor do
invariante. Para matrizes sob equivaléncia,
o posto cumpre exatamente esse papel.

Classes de similaridade

As matrizes escalares AI formam classes
de um tnico elemento, pois P(A)P™! =
AL Para uma matriz geral, a classe de
similaridade pode ter uma geometria muito
mais complicada.

9)©

Figura 9.1 o
As classes de simi-

laridade em ., ,(K) particionam
o espaco das matrizes em subcon-
juntos disjuntos [A]. Algumas
classes sdo pontos, por exemplo
[—-1],[1] e [0]. Algumas classes
sao hiper-superficies complicadas
em M, ,(K) = K". Uma classe
de similaridade pode ter varias
componentes conexas.
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que
[Slpp = [T]p-

Teorema 9.6.

SejaV um espago vetorial de dimensdon. Entdo, duas matrizes A e B € M, ,(K) sio
semelhantes se, e somente se, representam o mesmo operador linear T € Hom(V),
mas possivelmente em relagdo a diferentes bases ordenadas.

Demonstragdo. E a versao matricial do teorema anterior e também segue diretamente
da formula de mudanca de base.

O restante deste capitulo inicia a busca de invariantes e representantes simples para
as classes de similaridade.

Exercicios

Ex. 9.1 —Se A € M, ,(K) prove que

1. A matriz A comuta com todas as matrizes de ,/%n’n(]K) se, e somente se, A = 1],
um multiplo escalar da matriz identidade, para algum 1 € K.

2. A matriz A comuta com todas as matrizes invertiveis
GL(n,K) = {M € M, ,(K) | det(M) = 0}
se, e somente se, A comuta com todas as matrizes ./, ,(IK).

Dica: Use as matrizes unitarias U;;, que possuem uma entrada 1 na posi¢iao
(i,j) e zeros nas demais. Se i # j, entdo I +Uj; é invertivel.

3. Deduza que uma classe de similaridade [A] em .Z,, ,(IK) consiste em um unico
ponto se, e somente se, A=AL

Ex. 9.2 — Identifique ./ ,(K)(R) com R* pelo isomorfismo linear
¥(M) = (myy, myz, myy, myy).

Seja

. Mostre que sua classe de similaridade é

b
[n:p%j ﬂ]|¥+M:Q@A®¢&Q®.
Conclua que, sob a identifica¢do ¥, essa classe é um cone quadratico bidimensional

em um subespaco afim de R*, com o vértice removido.

Operadores Similares
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Ex. 9.3 — Mostre que a classe de similaridade da matriz
0 1
N =
0 0

néo contém nenhuma matriz diagonal. Prove que néo existe base B = {f;, f,} para a

qual [TN]% seja diagonal.

9.3 Autovalores e Autovetores

O caso mais simples de subespaco invariante ocorre em dimensio um. Se W = (w) é
>
T-invariante e w = 0, entdo T'w pertence & mesma reta; portanto, existe A € K tal que

T(w) = Aw (9.1)

Retas invariantes

> . ~ g . Cada autovet: t d:
Um vetor w nédo nulo que satisfaz a Equacao 9.1 é dito autovetor de T. Com efeito, ada autovelor gera uma reta preservada
por T. O autovalor descreve a acao do

T(w) = Aw equivale a (T — AI)(w) = 0. Assim, os autovetores associados a A sdo operador nessa reta e ndo depende do
precisamente os vetores ndo nulos de ker (T — A1). representante nio nulo escolhido.

Definicao 9.7 — Autovalor e Autovetor. Sejam T : V — V uma transformacio
lineare A € K.

E] Se ker (T — AI) # {0}, 1 é dito autovalor de T.
@ Nesse caso, qualquer v ndo nulo em ker (T — AI) é dito autovetor de T.
O subespaco ker (T — A1) é o autoespaco associado a A.

@ Nesse caso, dizemos que A, v e o autoespaco ker (T — A1) estdo associados.

O conjunto de todos os autovalores de T é denominado espectro de T e denotado
por especT. Escreveremos Ej = ker (T — AI) para o autoespaco associado a 1. As
multiplicidades serdo definidas separadamente mais adiante.

Defini¢ao 9.8 — Polinomio Caracteristico. Para A € ,, ,(K), o polinémio
caracteristico de A é
calx) = det(xI-A).

Se V tem dimensao finita, T : V — V é linear, B é uma base de Ve A = [T]E’
definimos cp(x) = c(x).

Pela formula de Leibniz, c4(x) é moénico de grau n. Além disso, essa defini¢éo para
operadores independe da base escolhida. De fato, se B = PAP™!, entdo

det(xI—B) = det(P(xI—A)P~!) = det(x I —A).
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Exemplos 9.9.

SejaT : V — V que é a multiplicagdo por um escalar Tv = Av. Neste caso todo
vetor ndo nulo em V é um autovetor associado ao autovalor A.

Reflexdo no plano xy. A reflexdo no plano xy € a transformacéo Ry, que na
base canonica é representada pela matriz:

0 0
1 0
0 -1

S O =

Nesse caso espec Ry, = {1,—1}. Os autovetores associados ao 1sdo e, e, €
associado ao —1 temos o autovetor es.

Uma rotacio em R? pelo angulo 6, denotada por Ry, é representada na base
candnica pela matriz

senf cosf

Ry = [cose —sen@]

Seu polinémio caracteristico é
c,(x) = x% —2(cosO)x + 1.

Portanto, Ry possui autovalor real se, e somente se, sen = 0, isto ¢, se 0 € 7Z.
Se 6 é um multiplo par de =z, entdo Ry = I e o Unico autovalor é 1; se é um
multiplo impar, entdo Ry = —I e o unico autovalor é —1. Nos demais casos nao
ha autovalores reais. Sobre C, os autovalores sao e e e710,

Se T numa base B = {vy, ... v,,} possui representa¢do matricial por uma matriz

diagonal com os valores na diagonal principal distintos, isto é:

M
[T]E = com A # Ajsei# j.
An

Entéo Ay, ... A, sdo autovalores com autovetores associados {vy, ... v} respectiva-
mente.

Seja C™[a, b] o espaco vetorial das funcdes suaves em [a, b]. Seja D : C*[a,b] —
C*[a,b] o operador derivag¢do. Entdo a fun¢do f(x) é um autovetor se satisfizer
Df(x) = Af(x) = f(x) = Ce*.

No caso particular em que A = 0 a funcéo f é constante.

Seja C™[a, b] 0 espago vetorial das funcdes suaves em [a, b] e considere o operador
de Volterra

1)) = j ) du.

Esse operador néo possui autovalores. De fato, se I(f) = Af e A # 0, entdo
f(a) = 0 e, derivando, obtemos f’ = A f; a condicfo inicial forca f = 0. Se
A =0, entdo I(f) = 0 também implica f = 0 apds derivagéo.

Autovalores e Autovetores
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Definicao 9.10 — Autoespaco Generalizado. Seja T : V — V uma transforma-
¢do linear e A € K seja um autovalor de T.

E] Para k > 1, escrevemos
EK = ker (T — ADF.
O autoespaco generalizado de T associado a A é

EY = | JEf ={veV | (T - AD*(v) = 0 para algum k > 1}.
k>1

E] Se v for um vetor diferente de zero nesse autoespaco generalizado, entdo v
é dito autovetor generalizado associado ao autovalor A.

Para cada um desses vetores v, o menor nimero inteiro positivo k para o
qual (T — ADK(v) = 0 é dito o indice de v.

Exemplo 9.11. Sejam Ay, ..., 4, elementos distintos de K e A € #,,(K) a
matriz diagonal
A
A

Mn
Para cadai = 1,..., n,4; ¢ um autovalor de A com autoespaco unidimensional

E;, com base {¢;}.

Seja A um elemento de Ke A € ./, ,(K) dada por

com entradas A na diagonal e 1 imediatamente acima da diagonal e 0 em qualquer
outra entrada. Para cada k = 1,..., n, & é um autovetor generalizado do indice k,
e o0 autoespaco generalizado Elj é k-dimensional com base {¢;, ..., €}.

Nessa base a transformacdo associada a A tem a seguinte descricdo:

Aeg sek=1

€ —
Aep +e_1 sel<k<n

Em particular, um autovetor generalizado de indice 1 é um autovetor e
—rl 2 00
E, =Ej CEyC - CEY.

Exemplos 9.12. Seja K um corpo de caracteristica 0 e seja V = K[x], o espago
de todos os polindmios com coeficientes em K. SejaD : V — V o operador dife-
renciagdo, D(p(x)) = p’(x). Entdo D tem um unico autovalor 0 e o autoespaco
correspondente E; é 1-dimensional consistindo nos polinémios constantes. De
maneira mais geral, EIOc ¢ k-dimensional, consistindo em todos os polindmios de
grau no maximo k — 1.

Autovalores e Autovetores
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Seja V = K[x] o espaco de todos os polindmios com coeficientes em um corpo
de caracteristica 0 e seja T : V — V definida por T(p(x)) = xp’(x). Entéo, os
autovalores de T sdo os nimeros inteiros nio negativos e, para todo niimero
inteiro ndo negativo m, o autoespaco E,, é unidimensional com base {x™}.

SejaV o espaco das fungdes C*(R), e sejaD : V — V o operador de diferenciagéo,
D(f(x)) = f’(x). Para qualquer niimero real A, E; é unidimensional com base

flx) = M. Além disso, E]A‘ é k-dimensional com base {e*, xet*, ..., xk~1eM},

SejaV = (K¥)y esejal : V — V o deslocamento para a esquerda. Entdo L
tem um Gnico autovalor, 0, e Ey = {(ay,as,...) €V | @ = 0 parai > 1}. Mais
geralmente, Elg ={(a1,a3,...) €V | g; = 0 parai > k}, de modo que dim E]g =k
eV = Ey’. Por outro lado, o deslocamento para a direita R : V — V néo possui
autovalores.

SejaV = K* esejal : V — V o deslocamento para a esquerda. Para todo
A € K, o autoespaco E; é unidimensional, com base {(1, 1, A2,...)}. Além disso,
E])f tem dimenséo k para todo inteiro positivo k. Por outro lado, o deslocamento
para a direita R : V' — V n#o possui autovalores.

Teorema 9.13.
Seja V- um espaco vetorial de dimensao finita e sejaT : V — V linear. Entdo A é
autovalor de T se, e somente se, cr(A) = 0.

Demonstragdo. Seja B uma base de V e faca A = [T|g. Entdo, por defini¢ido, A é um
autovalor de T se, e somente se, houver um vetor diferente de zero v em ker (T — A1),
ou seja, se, e somente se, (A — AD)u = 0 para algum vetor diferente de zero u em K"
(onde u = [v]g). Isso ocorre se, e somente se, A— A1 for singular, ou, equivalentemente,
se det(A — AT) = 0. Como det(A — A1) = (—1)" det(A1—A), obtemos cer(A) = 0. [ |

A convencio cy(x) = det(xI—A) torna o polinémio caracteristico monico. Para
calcular autoespacos, porém, costuma ser mais conveniente usar A — AI; os dois
nucleos coincidem.

Teorema 9.14.
Sejam A, B € M, ,(K) duas matrizes semelhantes, ou seja,

A=PBP L
Entao

A e B possuem os mesmos autovalores A;;

Os espacos ker (A — L; 1) eker (B — A; 1) possuem a mesma dimensdo para
todo j € N e todo autovalor A;.
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Demonstragio. Como A — Al = P(B— AI)P~}, temos (A — AT) = P(B— AIYP~! para
todo j > 1. Assim, P estabelece um isomorfismo entre os respectivos nucleos. A
igualdade dos autovalores segue tomando j = 1. |

Para o restante desta secdo, assumimos que V ¢ finito dimensional.

Definicao 9.15 — Multiplicidade. Sejam T : V — V e A um autovalor de T.

O A multiplicidade algébrica de A, algmult(A), é a multiplicidade de A como
raiz do polinémio caracteristico cr(x).

O A multiplicidade geométrica de A, geomult(1), é a dimensio do autoes-
paco associado Ej = ker (T — A1).

Exemplo 9.16. Sejam
3 0
A= B 3.1
0 3 0 3
entdo 3 é um autovalor de multiplicidade algébrica e geométrica 2 para A. Por outro
lado, 3 é um autovalor de multiplicidade algébrica 2 e geométrica 1 para B.

<

Quando néao qualificado, usaremos multiplicidade para significar multiplicidade algé-
brica, como é o padrio na literatura.

Proposicao 9.17.
SejamT : V — V e A seja um autovalor deT. Entdo 1 < geomult(1) < algmult(A).

Demonstracgao. Por definicio, se A é um autovalor de T, existe um autovetor v (diferente
de zero), portanto, 1 < dim (Ey).

Suponha que dim (E;) = d e sejaB, = {v;, ... , v4} uma base para E,. Estenderemos
El para uma base, B = {vy, ... , v,} de V. Entdo
Al B
Tlg = =A
S e B

uma matriz de bloco com o bloco superior esquerdo de tamanho d x d. Entéo

[xI—T]B:xI—A:[XI_M -B ]:[(x—/l)l -B

0 xI-D 0 xI-D ]logo
or(x) = det(xI—A) = det((x — A) D) det(x -D)
= (x — )4 det(x1-D)
e, portanto, d < algmult(2). |

Corolario 9.18.
SejamT : V — V e A um autovalor de T com algmult(1) = 1. Entao geomult(A) =
1.

A existéncia de autovalores e autovetores depende do corpo K, como mostra o préximo
exemplo.
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Exemplo 9.19. Para qualquer nimero racional diferente de zero t, seja A; a matriz

0 1
t 0
dessa forma temos:
t 0
A? = [ ] =tI.
0 t

Seja A um autovalor de A; com o autovetor associado v. Entéo, por um lado,

ALW) = A(A (W) = A(Av) = AA(V) = A,

mas por outro lado,
A2(v) = t1(v) = tv,

entdo A2 =t.

[a] Suponhat = 1. Entdo A2 = 1,1 = #1, e temos o autovalor A = 1 com o

. 1 .
autovetor associado v = [ . e o autovalor A = —1 com o autovetor associado

|

v= .

-1

IE] Suponha t = 2. Se considerarmos A, sobre Q, nio havera A € Q com A% = 2,

portanto A; ndo tera autovalores. Sobre R, A = J2 é um autovalor com o

. 1 , .
autovetor associado Jz e A = —/2 é um autovalor com o autovetor associado

| ]

Os autovalores descrevem os fatores lineares associados ao operador. Para regis-
trar todas as relacdes polinomiais satisfeitas por T, introduzimos agora o polindmio
minimal.

9.3.1 Acao dos Polindmios em Hom(V,V)

Se p(x) = Z?:o ax' € K[x] e T € Hom(V,V), definimos Substituir x por T

Um polinémio p(x) pode agir sobre um

d ) operador pela substituicdo x — T. A
P(T) = Z aiTl, identidade p(T) = 0 traduz informacao
i=0 algébrica do polinémio em informacao

estrutural sobre o operador. O polinémio
minimal ¢ a relacdo moénica de menor grau
avaliacdo de um polindmio no operador T. desse tipo.

onde T® = I e T! é a i-ésima poténcia de T por composicio. Essa construcio é a

Assim como procuramos escalares nos quais um polinémio se anula, procuraremos
agora operadores anulados por polindmios.

Definicao 9.20. Dizemos que um polinémio p(x) anula uma transformacéo T
se p(T) = 0.
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Lema 9.21.
Se V é um espago vetorial de dimensdon e T € Hom(V,V) entdo existe um
polinémio g(x) € K[x] tal que g(T) = 0.

Demonstragado. Seja C = {I, T, T2, ...T"z}. Como dim Hom(V,V) = n?, temos que C é
um conjunto linearmente dependente, logo existem escalares ¢; € K, ndo todos nulos,
tais que

agl+aiT + - + anzT"2 =0

2 .
Logo g(x) = Z?:o a;x' é um polindmio ndo nulo que anula T. |

Corolario 9.22.
Se V= {0} é finito dimensional sobre um corpo algebricamente fechado, qualquer
operador linear T : V — V possui um autovetor.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, existe um polindémio ndo nulo g tal que g(T) = 0.
Como o corpo ¢ algebricamente fechado, g(x) = a H;:I(x — ;). Se todos os operadores
T—A; I fossem injetivos, sua composi¢do também seria injetiva, o que contradiz g(T) = 0
em V # {0}. Logo algum ker (T — A; 1) é néo trivial. [ |

O aniquilador de T é o conjunto dos polinémios que anulam T:

Aniq(T) = {p(x) | p(T) = 0}

Esse conjunto é um ideal ndo nulo de K[x]. Como K[x] é um dominio de ideais
principais, existe um tnico polindmio mdnico my(x) tal que

Aniq(T) = (mr(x)) = {a(x)mr(x) | alx) € K[x]}.

Definicao 9.23 — Polindmio Minimal. O gerador my(x) do ideal Aniq(T) é dito
polinémio minimal de T.

O polindmio minimal também pode ser caracterizado como o nico polinémio monico
mr(x) de menor grau com my(T) = 0. Além disso, my(x) divide todo polinémio p(x)
tal que p(T) = 0.

Lema 9.24.
Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio minimal.

Demonstragio. Se B= PAP™!, entio p(B) = Pp(A)P~! para todo p € K[x]. Portanto,

p(A) = 0 se, e somente se, p(B) = 0; os dois conjuntos de polindmios anuladores Triangularizacao e autovalores

coincidem e, assim, seus geradores monicos m4 e mp sdo iguais. [ | Uma matriz triangular tem seus autovalores
na diagonal, mesmo quando néo é diagona-
lizavel. Assim, a triangularizacao fornece
uma representagéo na qual os autovalores
podem ser identificados sem uma base
completa de autovetores.
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9.4 Teoremas de Schur e Cayley-Hamilton

A triangularizagdo ocupa uma posicédo intermedidria entre uma matriz arbitraria e
uma matriz diagonal. Ela ja exibe os autovalores na diagonal e conduz ao Teorema de
Cayley-Hamilton, sem exigir uma base completa de autovetores.

Definicao 9.25 — Triangularizavel. Seja V um espago vetorial de dimenséo
finitae sejaT : V — V linear.
T é triangularizavel superior se houver uma base, B de V na qual a matriz
A = [T]g é triangular superior, i.e., A(i, j) = 0 para todos os i > j.

T é triangularizavel estritamente superior se houver uma base, B de V
na qual a matriz A = [T]g é triangular estritamente superior, i.e., A(i,j) = 0
para todos os i > j.

X X X X X X X x X
X X X X X X X
X X X X X (9.2)
O X X 0 X
x

Fixada uma base B = {vy,...,v,} de V, ponha
Vo=1{0}, Vi=(vy,..,v;), 1<i<n.

A cadeia Vy C V; C - C V,, =V é a bandeira associada a base B.

Definicao 9.26. Dizemos que um mapa linear T € Hom(V,V) estabiliza a
bandeira se T(V;) C V; para 0 < i < n. Dizemos que T estabiliza estritamente a
bandeirase T(V;) CV;_; paral <i<n.

Proposicao 9.27.
Suponha T € Hom(V,V) e B = {v,...v,,} base de V. Entdo sdo equivalentes:

A matriz de T na base B é triangular superior; (estritamente superior)

TV € (Vi,..., %) para todok = 1,...n (T(v;) = 0, TV € (W, ..., Y1) para
todok =2,...n;)

T estabiliza (estritamente) a bandeira associada a B.

Demonstragdo. A coluna k de [T]g é o vetor de coordenadas de Tvy. Portanto, as
entradas abaixo da diagonal nessa coluna sio nulas se, e somente se, Tvy € Vj. Isso
prova a equivaléncia no caso triangular superior. No caso estritamente triangular,
também é preciso anular a entrada diagonal, o que equivale a Tvy € Vi_;. Como
os vetores vy, ..., v; geram V;, essas condi¢des sdo equivalentes, respectivamente, a
T(V) € Viea T(V}) C Vi . m

Teoremas de Schur e Cayley-Hamilton
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Teorema 9.28 (de Schur).

Sejam V' um espago vetorial de dimensdo finita sobre o corpoK eT : V — V uma
transformacdo linear. Entdo T é triangularizavel se, e somente se, o seu polinémio
caracteristico cp(x) for um produto de fatores lineares.

Em particular, se K for fechado algebricamente, entdo todo operador linear T :
V — V é triangularizavel.

Demonstragdo. Se [T]g é triangular superior, entdo seu polindmio caracteristico é o
produto dos termos x — d;, onde d; sdo as entradas da diagonal.

Reciprocamente, suponha que ¢y se fatore em termos lineares. Procedemos por inducio
emn =dimV. O caso n = 1 é imediato. Escolha um autovalor A e um autovetor v;, e
ponha V; = {v;). Como V; é T-invariante, T induz um operador T em V/V;. Em uma
base adaptada a V;, a matriz de T tem a forma

A =
0 B|’
logo cr(x) = (x — A)ep(x). Portanto, c; também se fatora em termos lineares. Pela

hipétese de inducdo, existe uma base do quociente na qual T é triangular superior.
Levantando essa base a V e acrescentando v;, obtemos uma base na qual T é triangular
superior. |

Proposicao 9.29.
Seja v um autovetor de T com autovalor associado A e seja p(x) € K[x]. Entdo
Pp(T)V) = p(A)v. Assim, se p(1) # 0, entdo p(T)(v) # 0.

Demonstragdo. Observamos inicialmente que podemos fatorar qualquer polindmio
p(x) € K[x] em termos de x — A:

p(x) = a,(x = )" + a1 (x — )"+ -+ ay(x — 1) + ay.
Substituindo x = A, vemos que ay = p(A).
Se v for um autovetor de T com o autovalor associado A,

P(DE) = (ap(T =AD" + -+ + ay(T = A1) + p(H) D(v)
= p(D 1) = p(A)v

como todos os termos, exceto o ultimo se anulam. [ |

9.4.1 Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema 9.30 (de Cayley-Hamilton).
Seja V. um espaco vetorial de dimensdo finita e sejaT : V — V uma transformacdo
linear. Entdo

CT(T) =0.
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Demonstracao. Fixe uma base de V e seja A a matriz de T nessa base. Escreva
calx) =ag+ajx + - +ax" e B(x)=adj(xI-A) = By + Byx + -+ B,_1x"" L.
Da identidade (x I—A)B(x) = c4(x) L, a comparagdo dos coeficientes fornece
—ABy = a1, Bii—AB,=q1(1<k<n-1), B,_1 =a,l.

Multiplicando essas identidades, respectivamente, por L, A, ..., A" e somando, todos os
termos que envolvem os By se cancelam. Resta

agl+a1 A+ -+ a, A" =0,

isto é, c4(A) = 0. Portanto, ¢p(T) = 0. [ |

Corolario 9.31.
Sejam V- um espago de dimensao finita e T € Hom(V,V). Entdo o polindmio
minimal my(x) divide o polinémio caracteristico cp(x).

Teorema 9.32.
Sejam V um espago de dimensaon eT € Hom(V, V). Entdo o polinémio caracte-
ristico cp(x) divide a n poténcia do polinémio minimal: (my(x))".

Demonstracao. Para demonstrar esse fato, fixamos uma base de V e seja M a matriz
de T nessa base. Nesse contexto, ¢y = det(x I —M).

d
Escrevamy = Y. apx*. Entéio
k=0
my(xT) = mp(xT) — my(M) 93)
d
= Z a(x* 1—-MF) (9.4)
k=0
d
=) a(F1-MF) (9.5)
k=1
d k—1
=(xI-M) Z a Z xPMK-1-p (9.6)
k=1 p=0
=(xI-M)B (9.7)
d k-1
Onde B := Y a; Y xPMk-1-7.
k=1 p=0

Em seguida, calculamos o determinante dessas matrizes em K[x]; a validade das
identidades usuais nesse anel foi observada em 8.31: (mp(x))" = (mp(x))" det() =
det(mp(x)I) = det((xI-M)B) = det(xI—-M)det(B) = cr(x)det(B), e o resultado
segue. ]

Como consequéncia do Corolario 9.31 e do Teorema 9.32, temos:

Teorema de Cayley-Hamilton
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Corolario 9.33.
SejaT : V — V uma aplicagdo linear e cr(x) € K[x] seu polindmio caracteristico.
Se

or(x) = [pr(O]* - [pi(0)]Y

¢ a decomposicdo de cp(x) em fatores irredutiveis, com p; # py parai # k, entdo, o
polinémio minimal de T é

mr(x) = [p1 (O - [pi(0)]%,

emque0 < d; < s; parai = 1,...,j. Em outras palavras, o polindmio minimal
possui todos os fatores irredutiveis do polindmio caracteristico de T.

Definicdo 9.34 — Autoespaco Generalizado Associado ao Polinémio. Sejam V
um espaco vetorial de dimensdo finitae T : V — V uma transformacio linear.
Seja cr € K[¢] o polinémio caracteristico de T. Se

or(®) = [p1 O ... [pO]Y

¢é a decomposicdo de cr em fatores irredutiveis, com p; # py para i # k. Definimos,
o autoespaco generalizado associado ao polinémio p; como o conjunto de
todos os vetores v € V para os quais existe um inteiro positivo k tal que

(p(D)Fv = 0.

Se V for de dimenséo finita a cadeia
0 C ker (p(T))! C ker (p(T))? C - ker (p(T)) -

estabiliza. O menor inteiro positivo r; tal que ker (p,(T)) = ker (p;(T))*! é dito o
indice de p;(T).

9.5 Teorema da Decomposicao Primaria

Separar fatores coprimos
Se p(x) e q(x) sdo polindmios coprimos tais que p(T)g(T) = 0, entdo V = ker p(T) & Quando o polinémio minimal se decompée
ker q(T) em fatores coprimos, o espago se separa em
componentes invariantes correspondentes.
Cada componente concentra um tnico fator
primario; podemos estudar o operador por
Proposicao 9.35. partes e depois recompor o resultado.

Sejam p,q € K[x] coprimos e T € Hom(V, V). Sejam Np, Ny e Npg os nticleos dos
operadores p(T), q(T) e p(T)q(T), respectivamente. Entdo

Ny =N, ® N, (9.8)

Demonstragdo. Pela identidade de Bézout, existem polindmios a,b € K[x] tais que
a(x)p(x) + b(x)q(x) = 1. Assim,

a(T)p(T) + b(Tg(T) = 1.

Se v € Ny, entdo b(T)g(T)v € N,. De fato, aplicando p(T) a esse vetor, temos

p(T)b(T)q(T)v = (T)p(T)q(T)v = 0. Da mesma forma temos a(T)p(T)v € N,, se
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v € N,y Como b(T)q(T)v +a(T)p(T)v = v, mostramos que v = Vp+ Vg comv, €N,
ev, € Nq.

C e _ o ,
Para mostrar que essa decomposi¢éo € unica, suponhamos que v = v, + vy = v}, + vg.

Mas entdow := Vp— V;, = V,’] — V4 pertence, simultaneamente, a Np e Nq. Aplicando

b(T)q(T) + a(T)p(T) =1 em w, temos
b(T)q(T)w + a(T)p(T)w = w.

Mas b(T)g(T)w = 0 = a(T)p(T)w, de modo que w = 0, o que implica vV, =Vpe
\l vé, mostrando a unicidade da decomposigao.

O argumento de Bézout se estende imediatamente a qualquer familia finita de polino-
mios dois a dois coprimos.

Corolario 9.36.
Seja T € Hom(V,V). Se py, ps, ..., pr € Klx] sao dois a dois coprimos, se Nj,
denota o niicleo de p(T) e Ny, , o0 niicleo de py(T) ... py(T), entdo

Np,..pp = Np, & - ® Np, .

Um caso particularmente interessante ocorre quando aplicamos o corolario anterior a
uma fatoragdo em termos irredutiveis do polindmio minimal.

Teorema 9.37 (Decomposi¢ao Primaria).
Sejam T : V — V uma aplicagio linear e my(x) € K[x] seu polindémio minimal.
Se

mr(x) = [p (O - [py()1%

é uma decomposicdo desse polinémio em fatores irredutiveis, com p; # py para
i # k, entdo
V=w o oW,

onde W; = ker (pl-(T))di, sao subespacos T-invariantes e o polinomio minimal de
TTM é Pi(x)d‘?

Demonstragdo. Como mp(T) = 0 e como os polindmios na fatora¢io my(x) =
[pl(x)]dl, womi(x) = [pj(x)]df sdo coprimos, podemos aplicar o corolario 9.36 e con-
cluir que

V = N, = W1 @ - @ W, (9.9)

Como W; = ker (p,-(T))df, temos que o polindmio minimal de T}y, é da forma p;(x)"
comr < d. Ser; < d;, entdo [pl(x)]d1 [0 [pj(x)]df seria um polinémio de
menor grau que anula T, contradizendo a minimalidade de mp(x). Em particular, o
expoente d; é o indice de p;(T): na parcela W; a poténcia necessaria é exatamente d;,
enquanto nas demais parcelas p;(T) é invertivel pela identidade de Bézout. ]

Quando o polinémio caracteristico se fatora em termos lineares, a decomposicédo
primaria separa o espaco segundo os autovalores.

Teorema da Decomposi¢ao Primaria
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Teorema 9.38 (Decomposicdo em Autoespacos Generalizados).
Suponha que o polindmio caracteristico de T se fatore como produto de termos
lineares sobre K e sejam Ay, ..., Ay, os autovalores distintos de T. Entdo

V= @E;j(r).

m
j=1

Demonstragdgo. Como o polindmio caracteristico se fatora em termos lineares, o Coro-
lario 9.33 da

mr(x) = [ JGe= 2%
j=1

Os fatores sdo dois a dois coprimos. Aplicando o Teorema da Decomposicdo Primaria,
obtemos

m
V= @ker (T -4 I)df.
j=1
Em dimensao finita, a cadeia dos nicleos de (T — 4; D)k estabiliza, e sua unido é EX(T).
7

Logo cada parcela acima coincide com o autoespaco generalizado correspondente. W

Exemplo 9.39. Considere o operador T cuja matriz na base canonica B é

4 5 7 —4
3 4 4 -2

Tla =

[Tlp -3 3 5 -2
111 1

Seu polindmio caracteristico é cp(x) = (x — 2)?(x — 1)?; portanto, os autovalores sio 2
e 1. Para o primeiro deles,

ker (T —20)? = {[x,y,z,w] | w=—x+2y, z=y},
e {[1,0,0,—1],[1,1,1,1]} é uma base desse autoespaco generalizado. Ja os vetores
[2,0,2,1] e [1,1,0,0] formam uma base de ker (T —I). Concluimos ainda que my(x) =
(x —2)%(x —1).
Considere a base
E= (e1, ey, e3,e4) =([1,0,0,—1],[1,1,1,1],[2,0,2,1],[1,1,0,0])
Calculando a imagem de cada vetor, obtemos
Tei =e; —ey
Te, = eq + 3e,

Te3 = €3

Te4 = €4

Portanto, nessa base,

Essa matriz em blocos reflete a decomposi¢ao primaria. A escolha das bases nos
autoespagos generalizados ainda pode simplificar cada bloco; esse sera o ponto de
partida da Forma de Jordan, no préximo capitulo.

Teorema da Decomposi¢ao Primaria
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Exemplo 9.40. Seja F = C*(R, C) o espaco das fun¢des infinitamente diferenciaveis
e considere o operador linear

E[f]:==(D"+a,_{D" '+ +a;D+ay)f
onde D é a diferenciacdo. A equacio diferencial associada é
(D" +ay_ D" '+ +aD+ay)f =0

com coeficientes constantes complexos. Resolver a equacéo é determinar o nucleo de
E, que denotaremos por W.

A teoria das equacdes diferenciais garante que dim W = n. Considere o polindmio
m=x"+a,_ ;X" 1+ +a;x+a.

Em C, esse polindmio fatora como
m = e — A Yi(x =AY o (x = A,

O espaco W = kerm(D) ¢é invariante por D, e o polinémio minimal de DIy, é m.
Pelo Teorema 9.38, W se decompde como soma direta dos espagos de solucdo W; das
equagdes diferenciais

Wi={f | (D-A4D"f =0}
Para determinar as solucdes de (D — 4 I)'if = 0, usamos a identidade, obtida por
inducio,

(D= A1) f = eMDri(e M f) .
Portanto, f é uma solugio se, e somente se, Dri(e%itf) = 0, isto é, se, e somente se,

e~ f é um polindmio de grau no méaximo r; — 1. Uma base para o espaco de solugio
de (D — A I)if = 0 é entdio {eM, teht, ..., i leMt},

Exercicios

Ex. 9.4 — Seja{T; : i € I} um subconjunto de Hom(V, V) onde V é um e.v. de dimenséo
finita sobre um corpo algebricamente fechado K. Suponha que T;T; = T;T; para todo
i,j € I. Mostre que V pode ser escrito como soma direta de autoespacos generalizados
comuns a todos os T;,i € I.

Ex. 9.5 — Considere o operador T : R®> — R® cuja matriz na base canénica é

6 -3 =2
4 -1 =2
10 -5 -3

Ache a decomposicio primaria de R® e encontre bases para cada um desses subespacos
T-invariantes.

Dimensio dos autoespacos
Diagonalizar significa encontrar uma base
formada por autovetores. Ter todos os
autovalores no corpo é necessario, mas
nao suficiente: a soma das dimensdes dos
autoespacos deve alcancar a dimensdo

A decomposicdo em autoespacos generalizados permite agora reconhecer quando os inteira do espaco.

autoespacos ordinarios ja ocupam todo o espago.

9.6 Diagonalizabilidade
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Lema 9.41.
Autoespacos associados a autovalores distintos estdo em soma direta.

Demonstragao. Sejam Ay, ..., Ay, distintos e suponha que v; € E,, satisfaca vi+-+vy, =

0. Fixeie aplique []._.(T — A;I) a igualdade. Todos os termos, exceto o i-ésimo, se

j#i
anulam, e obtemos
(H(Al - /1])> A\ 0.
J#i
O escalar entre parénteses é ndo nulo; portanto, v; = 0. Isso vale para todo i. |

Definicao 9.42 — Diagonalizavel.

E] Um operador T : V — V em um espaco de dimenséo finita é diagonalizavel
se existe uma base B de V na qual [T]p é diagonal.

@ Uma matriz A € A, ,(K) é diagonalizavel se T4 : K" — K" é diagonali-
zavel.

Ou seja, a matriz A é diagonalizavel se for semelhante a uma matriz diagonal.

Proposicao 9.43.

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finitaeT : V — V seja uma transformacao
linear. Entao T é diagonalizavel se, e somente se, V possuir uma base, B consistindo
de autovetores de T.

Demonstragao. SejaB = {vy, ..., v,} uma base e seja D = [T]g uma matriz diagonal
com entradas diagonais i, ..., j4,. Para cada i,

[T(v)lp = [Tllvilp = De; = pie; = il vilp.

entéo T(v;) = yv; e v; é um autovetor.

Por outro lado, se B = {vy, ... , v,;} é uma base de autovetores, entdo T(v;) = y;v; para
todo i, e assim

B = [Tl | [T | - | [TV
= [[mvilg | lavals | - | [avals)

= [mer | ey | - | men] =D

¢ uma matriz diagonal.

Teorema 9.44.

Sejam V um espaco vetorial de dimensao finitaeT : V — V uma transformacdo
linear. Se cr(x) ndo se decompor como um produto de fatores lineares sobre K,
entdo T ndo sera diagonalizavel. Se cp(x) se decompor como um produto de fatores
lineares (o que é sempre o caso se K for algebricamente fechado), entdo as seguintes
afirmacgdes sdo equivalentes:
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[a] T é diagonalizavel.
IE] mr(x) se fatora em um produto de termos lineares distintos.

Se Ay, ..., Ay, sdo os autovalores distintos de T, entdo

V=E, &0k,

@ A soma das multiplicidades geométricas dos autovalores é igual a dimensdo
deV.

IE] Para cada autovalor A de T, geomult(1) = algmult(A).

Para cada autovalor A de T,E) = E}’f (ou seja, todo autovetor generalizado
de T é um autovetor deT).

Demonstragdao.

[a|implica [b]

Suponha que T é diagonalizavel. Isso significa que tem uma base de autovetores, cujos
autovalores distintos sdo Ay, ..., Ax. Nesse caso,

(x = Ag) - (x = )

é um polindmio aniquilador para T. Portanto, o polinémio minimal divide esse produto
e também possui apenas fatores lineares distintos.

[b | implica [a]

Se mr(x) se fatora em um produto de termos lineares distintos entdo a composta

T-X.1 T-A 1 T-1,1
/ S G CEEED

¢ 0. Logo
dim (V) = dimker (T — A D)oo (T — A1) (9.10)
< dimker (T — A 1) + -+ + dimker (T — A4 1) (9.11)
= dim(ker (T — A4 D) & - ® ker (T — A, D) (9.12)

onde usamos dimker (SR) < dimker R + dim ker S para operadores lineares R e S; a
segunda igualdade segue do Lema 9.41. Portanto, a soma dos autoespacos tem a mesma
dimenséo que V, ou seja, essa soma é V e T é diagonalizavel.

[b | implica
A Equagdo 9.12 implicaque V=E) & ®E, .

implica [ a |

SeV=E & ®E) ,seja B, uma base para E), e faca B = B u-UB . SejaT; a
restricdo de T a E . Entdo B € uma base para V' e

Ay
[T]p = =4,
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uma matriz diagonal de bloco com A; = [T;] . Mas, neste caso, A; é a matriz 4; I (um

multiplo escalar da matriz identidade).

se, e somente se, @

Por definicéo.

E] se, e somente se, E]

Suponha que cp(x) = (x — py) -+ (x — p,). Os escalares py, ..., g, podem nio ser
todos distintos, por isso os agrupamos. Sejam Ay, ..., A, os autovalores distintos logo
cr(x) = (x = A" ... (x — A,)'m para niimeros inteiros positivos ry, ..., Iy,.

Aqui r; é a multiplicidade algébrica de A; e ry 4+ -+ + 1, = n = dimV. Se f; denota a
multiplicidade geométrica, a Proposi¢do 9.17 fornece 1 < f; < r;. Portanto, fi+-+ f, =
n se, e somente se, f; = r; para todo i. Isso prova a equivaléncia entre [d]e [e]

se, e somente se,

Pelo Teorema 9.38, V = Ej‘l’ @D Ej‘; Portanto, V = E,11 ®-- D E/Ik se, e somente se,
E), = E paratodoi. Logo[c|e|f |sdo equivalentes.

Corolario 9.45.

Seja' V- um espaco vetorial de dimensdo finitaeT : V — V uma transformacgao
linear. Suponha que cr(x) = (x—Ay) -+ (x — A,) seja um produto de fatores lineares
distintos. Entdo T é diagonalizavel.

Demonstragdo. Cada autovalor tem multiplicidade algébrica 1 e, pelo Corolario 9.18,
multiplicidade geométrica 1. Assim, a soma das multiplicidades geométricas é n =
dimV, e o Teorema 9.44 mostra que T é diagonalizavel. |

Exercicios

Ex. 9.6 — Suponha que W seja um subespaco T-invariante de V. Mostre que T induz
um operador linear T : V/W — V /W, dado por T(v + W) = T(v) + W, e prove que o
polinémio minimal de T divide o polindmio minimal de T.
Ex. 9.7 — Seja A € M,,(K)

1. Mostre que ¢4 é um polindmio moénico de grau n.

2. Prove ainda que c4(x) = x™ — tr(A)x"! + - + (=1)" det(A).
Ex. 9.8 — Decida se o operador linear T : K" — K" é diagonalizavel. Em caso positivo,

calcule uma base de autovetores e a sua forma diagonal.

1. [T]gz[ _21 i ]com]KzC

Diagonalizabilidade
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B [ -4 -1
2. [T]E =l 4 o |com K=R
5 [ 6 -3 -2
3. [T]E = 4 -1 -2 |comK=R,C
| 10 -5 -3

Ex. 9.9 — Prove que

1. Suponha que dimV = n. Se A4,..., 4, s@o os autovalores de T, contados com
multiplicidade, entao /Ilf, o A’,f sd0 os autovalores de T*.

2. Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita sobre um corpo K algebricamente

fechado e seja T : V — V um operador linear. Prove que « é um autovalor de
p(T) se, e somente se, « = p(A) para algum A autovalor de T.

Ex. 9.10 — Prove que o polindmio caracteristico da transposta de um operador Tt
coincide com o polinémio caracteristico de T.

Ex.9.11—Seja T : V — V um operador linear. Mostre que se dim Im(T) = m, entdo
T tem no maximo m + 1 autovalores.

Ex. 9.12 — Sejam T, S : V — V operadores lineares. Suponha que v é autovetor de T
e de S associado aos autovalores A1, A, de T e S, respectivamente. Ache um autovetor
e um autovalor de:

1.aS+ fT onde a, f € R

2.5-T

Ex. 9.13 —

1. Mostre que se B, M € M,(K) com M invertivel, entio (M~ 'BM)"* = (M~ 'B"M)
para todon € IN.

2. Calcule A", n € N onde A = [ 2 4 ]

3 13
0 7 -6
3.S¢ejaA=| -1 4 0 | € M3(C). Dado n € N determine B € M;3(C) tal
0 2 =2
que B"= A

2 0 =2 3 -1 -1
Ex.9.14 —SejaA=| 1 1 -2 |calcule A?¥? AgorasejaB=| -1 2 0
3 0 -3 3 =2 0

consegue calcular B22°? Dica: Pela divisio euclideana de x* por Py temos que
xk = Pg(x)qr(x) + re(x) onde . = 0 ou grau(r;) < grau(Pg). Encontre ry.

Diagonalizabilidade
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Ex. 9.15 — Seja T : Ry[x] — Ry[x]. A matriz abaixo representa T usando a base B no
dominio e a base C no contradominio:

5 1 0 0
[Tlc=| 0 0 1
N 0 -1 0

1 11 . .
onde B = {ExZ, -5 Ex} e C = {x%,x, 1}. Determine T nos elementos da base canénica,

C
calcule [T]= e mostre que T é diagonalizavel.

Ex. 9.16 — Em % (R, R) considere as funcdes f;(x) = e?* sen(x), f(x) = X cos(x) e
f3(x) = €?*, o subespaco S = (fi, f2, f3) e o operador linear D : S — S definido por
D(f) = f’. Determine:

1. A matriz de D em relacdo a base B = {f}, f5, f3} de S.

2. Os autovalores de D e as fun¢des de S que sao autovetores de D.
Ex.9.17 —SejaT : V — V (dimV < oo) um operador diagonalizavel cujos autovalores
tém multiplicidade algébrica 1.

1. Prove que qualquer operador G : V — V tal que GT = TG pode ser represen-
tado como um polinémio em T.

2. Prove que a dimenséo do espaco vetorial formado por tais operadores (opera-
dores que comutam com T) é igual a dimensdo de V.

Ex. 9.18 — Sejam S, T : V — V operadores diagonalizaveis que comutam. Mostre que
eles sdo simultaneamente diagonalizaveis, isto é, que existe uma base B de V tal que B
consiste em autovetores de S e de T.

Ex. 9.19 — Sejam V um K-e.v. de dimV < coeT : V — V um operador linear.
Suponha que T comuta com todo operador diagonalizavel. Prove que T é um multiplo
escalar da identidade.

Ex. 9.20 — Sejam € R e A a matriz dada por

1+m 1+m 1
A= -m -m -1
m m—-1 0
1. Encontre os autovalores de A.

2. Para que valores de m a matriz A é diagonalizavel?

3. Determine, de acordo com os diferentes valores de m, o polindmio minimal de

A.

Diagonalizabilidade
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Ex. 9.21 — Fixemos um vetor nio nulo a € R® e defina a aplicacdo T : R* — R3 por
T(v) = a x v (produto vetorial).

1. Prove que T é uma transformacéo linear.

2. Determine os autovalores e autovetores de T.

Ex. 9.22 — Considere uma matriz real simétrica A de ordem 3 com determinante
igual a 6. Suponha que u = (4,8,—1) e v = (1,0,4) sejam autovetores desta matriz
associados aos autovalores 1 e 2, respectivamente. Decida se as seguintes afirmacdes
sdo verdadeiras ou falsas:

1. Os autovalores de A sdo apenas 1 e 2.
2. O produto vetorial u x v é autovetor de A.
3. O vetor (5, 8,3) é autovetor de A.

4. A pode néo ser diagonalizavel.

Ex. 9.23 —Prove que se T : V — V é um operador linear, entdo ker T, Im(T) sdo
subespacos T-invariantes. Se A for um autovalor de T, entdo E; é um subespaco
T-invariante.

Ex. 9.24 — Prove que a soma e a intersec¢do de subespacos T-invariantes é T-invari-
ante.

Ex. 9.25 — Prove que se um operador T € Hom(V,V) com dimV < o é um isomor-
fismo entéo T e T~! possuem os mesmos subespacos invariantes. Vale em dimensio
infinita?

Ex. 9.26 — Mostre que se todo subespago de V for T-invariante entdo T = AI para
algum 1 € K.

Ex. 9.27 — Mostre que W C V é um subespaco invariante para T € Hom(V,V) se, e
somente se, seu anulador Aniq(W) C V* é T'-invariante.

Ex. 9.28 — Sejam T,G : V — V operadores que comutam. Mostre que ker T, Im(T) e
E, sdo G-invariantes.

Ex. 9.29 — Sejam V um K-e.v. de dimV =n, T : V — V um operador linear, W C V
um subespaco T-invariante. Mostre que crj,, | cr e mry,, | mr. Dica: lembre que se
A € M,(K) é diagonal por blocos
B C
A= ,
o 5]

220



Algebra Linear Avancada / Estrutura dos Operadores Lineares

B* C
onde B € Mi(K) e D € M,_(K), entao A" = [ 0o D° ]

Ex.9.30 —Sejam T : V — V um operador linear, W C V um subespago. Mostre
que W é p(T)-invariante para todo polindémio p € K[x] se, e somente se, W for
T-invariante.

Ex. 9.31 —Seja 7 : V — V um operador proje¢do néo trivial (i.e., 7 # Ogom(v,v) €

7 # Iy) mostre que m,, = x% — x.

Ex. 9.32 — Seja V um C-espaco vetorial. Se o polindmio caracteristico de uma trans-
formacéo linear T : V > V é x% — x — 1, entdo é correto afirmar que:

1. T ndo é necessariamente invertivel.
2. T éinvertivel e T =T + I.
3. Nio existe T com tal polindmio caracteristico.
4. T éinvertivele T ' =T — I.
5. T é invertivel, mas nenhuma das férmulas para a inversa de T nos outros itens
é valida.
Ex. 9.33 — Seja T € Hom(V, V).

1. Mostre que T : V — V é um operador linear ndo injetor se e somente se 0 é
um autovalor de T.

2. Mostre que T ¢ invertivel se, e somente se, o termo independente de seu
polinémio minimal é ndo-nulo.

3. Nestas circunstancias, T~! é um polinémio em T, i.e., existe p(x) € K[x] tal

que ™1 = p(T).

Ex. 9.34 — Seja A uma matriz complexa tal que A* = I para algum inteiro k. Prove
que A é diagonalizavel.

Ex. 9.35 — Prove que uma matriz n x n sobre C que satisfaz A3 = A pode ser diagona-
lizada.

Ex. 9.36 — Encontre todas as possibilidades para o polindmio minimal de um operador
T : R> — R® com polindmio caracteristico c; dado. E possivel concluir que algum
deles é necessariamente diagonalizavel?

1 ep(x) = (x = 3)3(x — 2)?

2. cr(x) = (x — D(x — 2)(x = 3)(x —4)(x — 5)

Diagonalizabilidade
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3. cp(x) = (x — 1)°

Ex. 9.37 — Seja V um espaco vetorial de dimensio finita sobre um corpo K algebrica-
mente fechado e seja T : V — V um operador. Prove que T é nilpotente se, e somente
se, todos os seus autovalores forem iguais a zero.

Ex. 9.38 — Seja V um e.v. sobre um corpo K algebricamente fechado e A4, ..., 4, € K
os autovalores de T e g(x) = (x — A;) - (x — A,). Mostre que g(T) é nilpotente. Qual o
indice de nilpoténcia?

Ex. 9.39 — Dado T, G operadores lineares num espaco n-dimensional sobre um corpo
de caracteristica zero. Assuma que 7" = 0, dimkerT = 1 e que GT — TG = T. Prove
que os autovalores de G sdo da forma o, — 1, — 2,...,« — (n — 1) para algum a € K.

Ex. 9.40 — Seja V um K-e.v. de dimensao finitae T : V — V um operador linear.
Mostre que existem Unicos subespacos T-invariantes V1, V, taisque V =V, @ V5, a
restricdo Ty, é nilpotente e T|y, é um isomorfismo.

Ex.9.41—Seja T : KN - KN dada por T(xq,xs,...) = (0, x1, Xy,... ). Mostre que T
ndo se escreve como soma direta de um operador nilpotente com um isomorfismo.

Ex.9.42 —Seja T : K" — K" um operador com polindmio caracteristico ¢r(x) =
(x — A)". Mostre que o operador T’ = A1-T é nilpotente.

Ex. 9.43 — Seja V um K-e.v. de dimenséo finitae T : V — V um operador linear. Se
dim im(T) = 1 mostre que ou T é diagonalizavel ou T é nilpotente.

Ex. 9.44 — Se V é um C-e.v. de dimensao finitae T : V — V é um operador linear

mostre que T"*1 = T se, e somente se, T** = T" e T diagonalizavel.

Ex. 9.45 — Para V espaco vetorial real de dimenséo finita, uma involu¢do em V é um
operador linear ¢ : V — V tal que ¢?> = I. Dado um operador linear T : V — V,
sejam

Fix(T)={x eV : T(x)=x} e AT ={xeV :T(x)=—-x}

chamados subespago de pontos fixos de T e subespaco antipodal de T, respectivamente.
Decida se as seguintes afirmacdes sao verdadeiras ou falsas:

1. Se ¢ é uma involucdo, entdo det(p) = 1.

2. Se ¢y, ¢, sdo involugdes entdo Fix(pq © ¢y) = ker (¢; — ¢9).

3. Se A é autovalor de uma involucéo, entdo A = *1.

4. Se @1, ¢, sdo involucdes, entdo ¢; ° ¢, é também uma involugao.

5. Se ¢ é uma involucéo, entdo A(p) = im(I—¢).

Diagonalizabilidade
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Ex. 9.46 — [Densidade de GL,(C) e uma aplicac¢do] Sejam A € ./, ,,(K)(C) e
B € Mp,(K)(C), comm,n > 1. O objetivo deste exercicio é provar a identidade

xMeqp(x) = x"epax).

Em particular, se m = n, entdo cag = cga; no caso geral, AB e BA tém os mesmos
autovalores nio nulos, com as mesmas multiplicidades algébricas.

1. Suponha primeiro que m = n e que A seja invertivel. Mostre que AB e BA séo
semelhantes e conclua que ¢ = cga.

2. Mostre que GL,(C) é denso em ./, ,(IKK)(C).

Dica: para uma matriz M, considere M + t1 e observe que det(M +¢I) é um
polindmio néo nulo em ¢.

3. Usando a continuidade dos coeficientes do polindmio caracteristico como
funcoes das entradas, deduza que c4g = cga para matrizes quadradas A e B,
sem supor A invertivel.

4. Aplique o item anterior as matrizes em blocos

~ [0 A ~ 0 0
A= , B =
oo =[5 0]
de ordem n + m e deduza a identidade do enunciado.
5. A afirmacio analoga vale para os polindmios minimais de AB e BA? Justifique

sua resposta.
Dica: procure um exemplo com AB = 0 e BA # 0 nilpotente.

W_
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10

Forma Normal de Jordan

Uma matriz diagonal descreve um operador por sua acdo em retas invariantes. Quando
ndo existe uma base de autovetores, a forma de Jordan fornece, sob a hipdtese de
fatoracdo linear, uma representacio por blocos. Cada bloco retine um autovalor e uma
parte nilpotente.

Essa forma existe quando o polinémio caracteristico se decompde em fatores lineares
sobre K, como sempre ocorre sobre C. Sobre R, pares de autovalores complexos
conjugados dao origem a blocos reais; em corpos nos quais a fatoracdo linear falha, a
forma candnica racional, estudada no proximo capitulo, ocupa seu lugar.

Comecamos pelo formato da matriz que queremos obter.

Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial de dimenséo finita tal que
o polinémio caracteristico do operador se decompde em fatores lineares sobre K (o
que sempre ocorre se K é algebricamente fechado). Mostraremos que existe uma base
B de V, na qual [T]g é uma matriz na forma normal de Jordan:

A0 o H
(:) I, (:/12) 0 com JD) = w1
0 0 ]tr(/lr) /

As matrizes J;(1), comt € N* e A € K, sdo denominadas blocos de Jordan.

Notacao 10.1. Ao longo deste livro adotamos a convengdo triangular superior:
os 1’s de J;(4) ficam imediatamente acima da diagonal. Assim, uma cadeia ordenada
(uy,...,u;) satisfaz

(T-ADu; =0, (T-ADuj=u;; (2<j<).

A base na qual o operador assume essa forma é denominada base de Jordan. Para
construi-la, examinaremos primeiro os operadores nilpotentes, que constituem a parte
nao diagonal de cada bloco.

Nesse capitulo

» Operadores Nilpotentes (p. 225)

» Forma Normal de Jordan (p.
231)

» Calculo da Forma de Jor-
dan (p. 232)

» Forma de Jordan Real (p. 238)

Cadeias que terminam em zero
Um operador nilpotente nao precisa ser o
operador nulo: ele apenas se torna nulo
ap6s um numero finito de iteracdes. Sua
estrutura é descrita por cadeias v, Tv, T?v, ...
que eventualmente chegam a zero.
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10.1 Operadores Nilpotentes

Definicao 10.2 — Nilpotente e unipotente. Um operador linearT : V — V é
dito
nilpotente se TX = 0 para algum k € N;

unipotente se T = [+N, com N nilpotente.

Assim, T é unipotente se, e somente se, T — I é nilpotente. Matrizes nilpotentes e
unipotentes sdo definidas de maneira analoga.

0 1
Exemplo 10.3. Seja A = [ 0 0 ] em 5(K). Esta é uma matriz nilpotente e, em

qualquer corpo, a tinica raiz de seu polindmio caracteristico c4(x) = det(xI—A) = x?
é 0. Existe um autovetor nio trivial e; = (1,0), correspondente ao autovalor 0. Os
multiplos escalares de e; sdo os Uinicos autovetores de A, e portanto, ndo existe uma
base de autovetores e assim a matriz A nao pode ser diagonalizada, independentemente
do corpo K.

Um operador nilpotente s6 pode ser diagonalizdvel quando é nulo. Precisamos, por-
tanto, de uma descri¢do que registre a maneira como seus vetores se organizam em
cadeias.

Proposicao 10.4.

Seja’ V um espaco vetorial de dimensdo finita sobre K. Se T : V. — V for nilpotente
entdo cp(x) = det(xI-T) = x" onden = dimV e assim 0 é o tinico autovalor e o
autoespaco associado a 0 ékerT.

Como consequéncia direta do Teorema de Schur temos:

Proposicao 10.5.
Dado um operador nilpotente T em um espago vetorial de dimensdo finita, existe
uma base na qual a matriz de T é triangular estritamente superior.

Decomposicio de Fitting Para um operador T : V — V em dimensao finita, ponha
K; = ker (T") e R; = im(T"). Esses espacos formam as cadeias

VORI 2Ry, 2 2R 2Rjy1 2, (10.2)
Como suas dimensdes sio monodtonas e limitadas, ambas se estabilizam. Além disso,
o teorema do nucleo e da imagem fornece dimV = dim K; + dim R; em cada etapa;

portanto, os nucleos e as imagens se estabilizam no mesmo indice, que denotaremos
por r.

As cadeias estabilizadas determinam

Operadores Nilpotentes
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(o)
O aimagem estavel, R, = ﬂRi =R, =Ry ="
i=1

(o]
O o nucleo estavel, K, = UKi =K, =Kpy1 =
i=1

Teorema 10.6 (Decomposi¢do de Fitting).
Sejam V um espago de dimensdo finitaeT : V — V. EntdoV admite uma tinica
decomposicdoV = R ® K tal que

os espacos R, K sdo T-invariantes;

Tt € um operador linear nilpotente em K;
T1'g € um operador linear bijetivo em R.

Em termos das restri¢oes do operador, essa decomposicdo pode ser escrita como
T =(Ttp) @ (Trg)

com Tl nilpotente e T' bijetivo.

Demonstragao. Escolhemos R = R, e K = K.

Afirmamos que T é nilpotente em K., e invertivel em R,,. De fato, T(Rs) = Ruo;
como esse espago tem dimensdo finita, a sobrejetividade da restri¢do implica sua
invertibilidade. Além disso, K., = ker (T") para algum r > 1, de modo que a restrigéo
de T a K, € nilpotente.

Afirmamos que V = K, ® Re. E direto que Koo N Ry = {6} Portanto, basta mostrar
que todo v € V pode ser decomposto como k +r com k € K, er € Ry,. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que K, = ker(T") e R, = T"V. Como
im(T?") = im(T"), temos T"(v) = T?(w) para algum w € V. Logo T"(v — T"(w)) =
T'(v) — T?"(w) = 0. Entdo definimos

vV i=v-T'(w)EK, e Vv’ :=T(w)€E Ry

e temos a decomposicdo desejada de v.

Finalmente, mostramos que a decomposi¢do V = Ko, ® R, € Gnica. SuponhaV = A® B
com T nilpotente em A e invertivel em B. Entdo A C ker (T¥) para algum inteiro
positivo k e B C im(T*) para todo inteiro positivo k. Assim,

ACK,eBCR,.

Por consideragdes de dimensao, devemos ter A = K, € B = R,.

Definicdo 10.7 — Indice de Nilpoténcia. Seja T : V — V nilpotente, o indice
de nilpoténcia, denotado por ind T, é o menor expoente r tal que T" = 0.

Se V é um espago vetorial de dimenséo finita entdo existe o menor expoente tal que
T" = 0 pois a cadeia

se estabiliza em K, = V, sendo K; = ker (T).

Operadores Nilpotentes

Parte invertivel e parte nilpo-
tente

A decomposicao de Fitting escreve o espaco
como soma direta de dois subespacos
invariantes. Em um deles, a restri¢io de T é
invertivel; no outro, é nilpotente.
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Exemplos 10.8. Sejam

0 1 01 0 0 0 1
A:[O 0] B=]10 0 1 C=|10 00
0 0 0 0 0 O

entdo é direto ver que ind A = 2,ind B=3 eindC = 2.

Lema 10.9.
Se, para algum vetor v € V e algum inteiro m, tivermos:

T v 20 masT™v =0

entdo o conjunto {v,Tv,..., T™ v} é linearmente independente.

Demonstragao. A demonstracdo deste lema sera deixada como exercicio ao leitor. W

Definicao 10.10 — Operador ciclico. Sen = dimV, um operador T € Hom(V, V)
¢ ciclico quando existe v € V tal que {v,Tv,...,T" v} é uma base de V. Nesse
caso, v ¢ um vetor ciclico e a familia indicada é uma base ciclica.

Proposicao 10.11.
Se V é um espago vetorial finito dimensional e T é um operador nilpotente com
indice de nilpoténcia igual a dimensdo de V, entao T é ciclico.

Demonstragdo. Sejan = dimV. Como o indice de nilpoténcia é n, existe v tal que
T" v # 0. Logo, pelo Lema 10.9, o conjunto {v, Tv, .., T" v} ¢ linearmente indepen-
dente e, por dimenséo, é uma base de V. [ ]

Exemplo 10.12. O operador associado a matriz abaixo é nilpotente de indice 4:

-2 6 -5 6
-2 4 -1 2
0 2 -4 4
1 0 -3 2

O vetor e; = [1,0,0,0] & ker T3. Logo o conjunto
B = (e;,Te;, T?eq, T3e;) = ([1,0,0,0],[~2,-2,0,1],[-2,-2,0,0],[-8, —4, —4, —2])

é uma base de V e nessa base

[Tlg =

oS O =k O
S = O O
= o O O
oS © O O

Por outro lado se escolhermos a base na ordem reversa

B, = (T%e;,T%y, Tey, e;) = ([~8,—4,—4,—2], [-2,~2,0,0], [-2,~2,0,1],[1,0,0,0])
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temos que

oS © O O
S O O =
oS O = O
S = O O

Esta é a ordem das cadeias compativel com a convencéo triangular superior adotada

neste capitulo.

Na préxima segdo trataremos o caso geral em que o indice de nilpoténcia de T é menor
que a dimenséo de V.

Operadores nilpotentes e vetores ciclicos O resultado seguinte caracteriza bases
de Jordan em termos das cadeias de um operador nilpotente.

Proposicao 10.13.
Seja V. um espago de dimensao finita e T € Hom(V,V) nilpotente entdo sdo
equivalentes:

(17}, ,ﬁ,ll,ﬁ%, ...,ﬁé, B AR i ) ¢ uma base de Jordan para T;
‘m

(L_i}, ...,ﬁ,ll,ﬁ%,...,ﬁé,...,ﬁT,...ﬁk";) é uma base talqueT{il1 = 6€Tﬁ§ = 175-,1
para2 < j < k.

_ ~
Sew; = up, entdo
(Thtwy, .., Twy, Wy, ..., T Y, Twy,, Wb

ébasedeV.

Demonstracdo. A demonstracio sera deixada como exercicio. |

Uma representagao diagramatica da base de Jordan é

bs]
S —
13

—

~

]
~
)

<
fin

&
| G - G-

4

1 1 Tkz 11;2 Tk’" 1 -

=y

Tk

<D
=)

(=}

Operadores Nilpotentes
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Teorema 10.14 (Decomposicao Ciclica para Operadores Nilpotentes).

Todo operador T nilpotente agindo num espacgo vetorial finito dimensional possui
uma base de Jordan J. Nessa base a matriz de T é uma combinagdo de blocos da
forma

[Tly = diag(Ja,(0), ..., Ja,(0))

comay > 2aqr>1lea;++a=n
Se denotarmos por n; o nimero de blocos de Jordan J(0) de ordem i que aparecem
em [T]3, entdo

n; = 2dimker T? — dim ker T'~! — dim ker T,

Além disso, tal representagdo de T como uma matriz diagonal de blocos com blocos
Jordan é unica a menos de permutagdo dos blocos.

Demonstragao. Faremos a demonstracdo por inducdo sobre dimV. Como T é nilpo-
tente, dim imT < dimV. SeimT = 0, T = 0 e o resultado é trivial, por isso, podemos
assumir que im T # 0.

Por indugao, existem iy, ..., 4y € im T, de modo que
{1,71, Tﬂl, s Tal_lal, ey ﬁk, Tﬁk, s T“k‘lﬁk}
é uma base de Jordan para T.
Para 1 <i< k escolha v; € V tal que #; = T
Como o ultimo vetor de cada cadeia pertence ao nucleo,
(T% Yy, ..., T% ') C ker T.

Estendemos esse conjunto linearmente independente a uma base de ker T, adicionando
0s vetores wy, ..., W.

Afirmamos que os vetores
LTV, TO Ve, TV e, TSRV Wy, W)
formam uma base para V.

Para verificar a independéncia linear, suponha que uma combinacao desses vetores

seja nula:
k 1
Z CijT]‘_;i + Z bmv_f/m =0.
i=1 j=0 m=1
Aplicando T, obtemos
k a—-1
Z Z CijTJﬁi =0.
i=1 j=0

Como esses vetores pertencem a base de Jordan de imT, segue que ¢; = 0 para
0 < j < a—1. Logo a combinacdo inicial se reduz a uma combinacdo dos veto-
res T4y, ..., T%%, wy, ..., w;. Mas esses vetores formam uma base de ker T, logo os
coeficientes restantes também sdo nulos. Logo a familia é linearmente independente.

Para mostrar que esses vetores geram V, usamos um argumento dimensional. Sabemos
quedimkerT = k+/edim imT = a;+...+a. PorissodimV = (a; +1)+...+(ap+ 1)+,
que é o nimero de vetores acima.

Operadores Nilpotentes

Blocos sao cadeias

Cada subespaco ciclico nilpotente fornece
uma cadeia de vetores e, numa base adap-
tada, um bloco de Jordan. O tamanho do

bloco é o comprimento da cadeia antes de

ela atingir zero.
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Portanto, construimos cadeias que formam uma base de V. Ordenando cada cadeia do
vetor anulado para o seu gerador, obtemos a convencao triangular superior adotada
no inicio do capitulo. Esquematicamente,

v +—> Tvi|—>-~-»—>Taivi»—>6, 1<i<k

= Ry

IN

w,, — 6, 1<m<lL

Os vetores em ocre formam a base de Jordan de im T usada na hipotese de inducao.

Pode haver varias cadeias de mesmo comprimento, e o comprimento da maior é o
indice de nilpoténcia de T.

Para calcular a formula para n;, observe a maneira como escrevemos a base J como um
diagrama bidimensional. Cada bloco de Jordan em [T]; corresponde a uma coluna de
vetores nessa matriz. -

. S ker T"

| | S ker T? ker T"
l l . € kerT ker T? ker "

Os vetores nas ultimas k linhas correspondem a uma base de ker T¥. Assim o ntimero
de vetores na k-ésima linha é dimker T — dimker T¥"!. E na k + 1-ésima linha é
dimker TF*! — dimker T*. A diferenca desses dois nimeros é exatamente o nimero
de colunas de altura exatamente k.

n; = dimker T" — dim ker T"~! — (dim ker T""! — dim ker T%) (10.3)
= 2dimker T! — dim ker T"~! — dim ker T"*! (10.4)

Observe que os nimeros n; ndo dependem da base especifica. Portanto, a representagio
do bloco Jordan de T é inica a menos de uma permutacgio dos blocos.

Exemplo 10.15. O operador linear associado a matriz abaixo é nilpotente de indice 2:

Escalonando a matriz temos a seguinte forma escalonada:

S O O =

0
1
0 0
0

(= e R

As colunas pivos sdo a primeira e a segunda; portanto, as colunas correspondentes da
matriz original, isto é, Te; e Te,, formam uma base de im T. Escolhemos e; e e, como
preimagens desses vetores. Logo o conjunto

C = (e, Teq, e, Tey) =([1,0,0,0],[—4,0,0,4], [0, 1,0,0],[6,2,2,—1])

Operadores Nilpotentes
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¢é uma base de Jordan para V. O diagrama representando esse operador é:
' '

E na base C temos que:

00 0 0
1000
Tl~ =
Tle=119 0 0 o
00 1 0
As matrizes de mudanca de base sdo
1 -4 0 6 Lo =21
1 1
0 0 1 2 00 - -
M = Mp_c = 8 4
C-B 0 0 0 2 B~ 01 -1 0
0 4 0 -1 00 X o
2
E assim
[Tlc = Mp-.cl[T]ls Mc
5
000 0 10 2 1 —4 4 -4 1 -4 0 6
1ooo|_|o0oo0 - - -2 0 0 0 1 2
000 0] |o 1 21 o -2 0 0 0 0 2
00 1 0 o0 L1 o -1 -9 4 0 4 0 -1
2
<

10.2 Forma Normal de Jordan

Antes da demonstragéo, registramos duas descricdes equivalentes de uma base de
Jordan para T € Hom(V,V):

-1 -] -2 -9 ->m -m\ 2 .
(ul, s U UL ey U5 o UL ukm) é uma base de Jordan para T;

para cada cadeia, existe 4; € K tal que Tull = Alull e Tu} = /Ilu} + ujl_l para
2<j<k.

Teorema 10.16 (Forma Normal de Jordan).

SejaT : V. — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita tal
que o polindmio caracteristico do operador se decompde em fatores lineares sobre
K. Entdo:

Existe uma base de Jordan para T, isto é existe uma base de V na qual a
matriz de T esta na forma normal de Jordan, i.e., existe uma matriz mudanca
de base M tal que a matriz do operador na base original A pode ser reduzida
a forma de Jordan

M 1AM =]

Se denotarmos por n{1 o niimero de blocos de Jordan Ji(1) de ordem i que

Forma Normal de Jordan

Estrutura dos blocos de Jordan
Cada bloco tem um autovalor na diagonal e,
imediatamente acima dela, entradas iguais
a 1. Essas entradas descrevem a a¢ao nil-
potente ao longo da cadeia associada. Um
operador na forma de Jordan é diagonaliza-
vel exatamente quando todos os blocos tém
tamanho um.
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aparecem na matriz de Jordan para T, entdo

n!' = 2dimker (T — AT)! — dimker (T — AT)"! — dim ker (T — A1)™*1,

A matriz ] é tinica, a menos de permutagdo dos blocos de Jordan.

Demonstragdo. Pelo Teorema da Decomposi¢do em Autoespacgos Generalizados,

m
V= EXM),
i=1
onde Ay, ..., A, sdo os autovalores distintos de T. Em cada parcela, o operador
Ni = (T - /li I)FE;(T)

é nilpotente. Pelo Teorema da Decomposi¢io Ciclica para Operadores Nilpotentes,
existe uma base B. dessa parcela na qual

[Ni]léi = diag(]tl(i)(O), s Jtr(.i>(0))’

Como TrEj?(T) = A I+N;, na mesma base temos

[Tt gy, = diag(Jo (A, > o (A)-

Concatenando B B obtemos uma base de V e a forma de Jordan de T. Isso prova
a existéncia.

Unicidade da forma de Jordan

Seja B uma base de Jordan do operador T. Nessa base, as entradas diagonais de [T]g
sao os autovalores de T. Fixe um autovalor A e denote por W) o subespago gerado por
todas as cadeias dos blocos associados a A. Em cada uma dessas cadeias,

Tu; = Auy, Tu; = Auj+uiy (>2)
Logo alguma poténcia de T — AT anula W), e portanto W, C E’.

ComoV = (P, W), e também V = (P, EZ’(T), com W), C E/f(T), segue que W), = Eff(T)
para todo i. Em cada uma dessas parcelas, subtrair 4;1 reduz o problema ao caso
nilpotente. A féormula do item 2, ja provada nesse caso, determina o nimero de blocos
de cada tamanho. Portanto, a forma de Jordan é Ginica a menos da ordem dos blocos.

Corolario 10.17.
Todo operador linear em um espago vetorial de dimensao finita sobre um corpo K
algebricamente fechado possui uma forma de Jordan.

Os nucleos contam blocos
Para um autovalor A, o crescimento das
dimensdes de ker (T — AI)X revela os tama-

10.3 CéICUIO da FOrma de Jordan nhos dos blocos. A diferenca entre duas

dimensdes consecutivas conta quantos
blocos tém comprimento pelo menos k.

O calculo separa-se em duas etapas:
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determinar, para cada autovalor, o diagrama que fixa os tamanhos dos blocos;

construir uma base de Jordan compativel com esses blocos.

Calculo dos Diagramas de Jordan Dada uma transformacao T cuja matriz numa
certa base é A. Considere o diagrama de Jordan correspondente a um autovalor A
de T. Como ja observamos, a linha inferior desse diagrama consiste numa base para
ker (T — A1) e assim o nimero de vetores na linha inferior é dim ker (T — AI). De modo
analogo temos que as duas linhas inferiores formam uma base para ker (T — A1)? e
assim sucessivamente.

. IS ker TF

| | IS ker T2 ker TF
l l . € kerT ker T? ker TF

Logo para determinarmos esse diagrama é suficiente calcularmos:
dimker (T — A1), dimker (T — A1)? — dimker (T — A1), dimker (T — A1)* — dimker (T — A1)%, ...

Cada um desses nimeros nos fornece quantos vetores aparecem em cada linha do
diagrama.

Calculo da Matriz Mudanca de Base Para calcularmos a matriz mudanca de base
M é suficiente resolvermos a equagéo linear:

AM =M]J.

O sistema linear resultante pode ser indeterminado, mas somente as solu¢des inverti-
veis M servem como matrizes de mudanga de base.

Exemplo 10.18. Determine a forma de Jordan de

1 —- 0
2
A=]12 3 0
3
3 - 2
2

L,
2

A-21=| 2 1 o
3 3 9

2

Assim, dimker (A — 21) = 2. Como (A — 21)? = 0, temos dim ker (A — 21)? = 3. Logo
o diagrama associado a essa matriz é:

Calculo da Forma de Jordan
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E assim sua forma de Jordan, na convengéo triangular superior, é
2 1 0
0 2 0
0 0 2

Para construir uma base de Jordan, tome v; = e; e vy = (A—2D)v; = (=1, 2,3)". Como
(A=2T)vy = 0 e e3 € ker(A — 2I), ordenamos a cadeia como (v, v;) e obtemos a

matriz
-1 1 0
M=]12 0 0
3 01
é invertivel e satisfaz
2 1 0
M'AM=[0 2 o0
0 0 2
<
Exemplo 10.19. Ache a forma de Jordan para
2 1 0 0
-1 4 0 O
C =
-2 1 3 0
0o 1 -1 3

Nesse caso o polinémio caracteristico é: (x — 3)* e assim o tinico autovalor é 3.

Temos que dimker (C — 3I) = 1, dimker (C — 31)> = 2, dimker (C —31)* = 3 e
dimker (C —31)* = 4.

Logo o diagrama associado a essa matriz é:

E assim sua forma de Jordan é

S O O W
S O W =
S W = O
W = o O

Calculo da Forma de Jordan
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Exemplo 10.20. Ache a forma de Jordan para

7 4 4 -4 0
-2 1 -2 2 0
B=| -5 0 -4 1
-2 0 -3 6 1
1 -1 2 =2 2

Nesse caso o polindmio caracteristico é: (x — 3)?(x — 2)* e assim seus autovalores sdo:
3,2.

Temos que dimker (B —31) = 2 e dimker (B—31)? = 2 e que
dimker (B—21) = 1, dimker (B—21)® = 2 e dimker (B—21)3 = 3.

Logo o diagrama de Jordan é

E assim a forma de Jordan é:

21 .0 0 0

0 2 1 0 0

00 2 0 O

00 0 3 0

0 0 0 0 3

<
Exemplo 10.21.

4 -2 0 0 2

1 1 0 0 1
C= 0 1 2 1 1

0 0 0 2 0

-1 1 0 0 1

Nesse caso (x — 2)°, logo 2 é autovalor. Também temos que: dimker (C —2I) = 3 e
dimker (C — 21)? = 5 e logo o diagrama para C é

2 2 2

e consequentemente a forma de Jordan de C é:

S O O O N
O O O N =
S O N O O
SN =R OO
N OO O O

Calculo da Forma de Jordan
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Exemplo 10.22. Suponha A € /¢ ¢(R) com polinémio minimal
(x = D*(x+1)?
Encontre todas as formas normais de Jordan possiveis e ndo semelhantes para A.

Nenhum dos blocos de Jordan pode ter tamanho maior que 2, pois isso produziria no
polindmio minimal um fator (x #+ 1)3. Como o polinémio minimal contém os fatores
(x + 1)?, deve haver pelo menos um bloco de tamanho 2 associado a cada um desses

autovalores.

Assim, necessariamente aparecem os blocos J5(1) e J,(—1). Restam duas dimensdes,
que podem ser distribuidas entre blocos de tamanho 1 ou usadas para repetir um dos
blocos de tamanho 2. Portanto, a menos da ordem dos blocos, h4 exatamente cinco

possibilidades:

L) & L) e L(-1),

LMo 1] e (1] L(-1),

J(1) @ L(-1) & Jo(-1),

L& h(-De[-1]&[-1],

Lo L(-1e[1]e[-1].

<

Exercicios

Ex. 10.1 — Seja A € My(R) tal que A* —8A? + 16]; = 0. Quais sdo as possiveis formas
de Jordan nao semelhantes para A?

Ex. 10.2 — Seja T : R,[x] — R,[x] dado por T(p(x)) = p(x + 1).
1. Determine a forma de Jordan de T.

B
2. Paran = 4, encontre uma base B de Ry[x] tal que [T]g = J.

Ex. 10.3 — Sejam as matrizes

2 0 0 0 2 0 1 0

1 2 0 0 0 2 0 -1
A: s B =

-1 1 2 0 0 0 2 0

3 0 1 2 0 0 0 2

2 0 1 0 2 0 0

0 2 0 0 1 0 0
C= , D= ,

0 0 2 0 3 2 0

0 0 0 2 4 -5 3 2

veja que cy = cg = ¢ = ¢p = (x — 2)*. Determine a forma de Jordan de cada uma.

Calculo da Forma de Jordan
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Ex. 10.4 — Dados um polinémio f(x) = (x — /ll)dl (x— /lz)dz (e — /Ik)dk e um espaco
vetorial V com dimV =n =d; +dy + --- + di. Quantas formas de Jordan, a menos de
permutacéo dos blocos, podem ocorrer para operadores T : V — V com ¢y = f?

Ex. 10.5 — Ache todas as formas de Jordan possiveis para uma transformacao linear
com polinémio caracteristico ey = (x — 2)3(x — 1)?(x — 5). Ache o polindmio minimal
correspondente a cada uma dessas formas de Jordan.

Ex. 10.6 — Considere a transformacio linear T : R* — R* dada por

T(x,y,z,w) = 3z 4+ W,2x + 2y — 4z + 2w,z + W, 3w — 2)
1. Encontre a base e a forma de Jordan de T.

2. Descreva todos os subespagos T-invariantes.

Ex. 10.7 — Seja T um operador linear no K-e.v. V de dimenséo finita. Suponha
que mp = (x — A)™ ... (x — A)™, mostre que existe um operador diagonalizavel
D € Hom(V, V) e um operador nilpotente N € Hom(V, V) tal que

1. T=D+N,

2. DN = ND.

Prove ainda que os operadores D e N sdo univocamente determinados por 1. e
2. e cada um deles é um polinémio em T.

Ex. 10.8 — A seguinte afirmacéo é falsa ou verdadeira: se A € M,(C) é uma matriz
com entradas complexas de ordem n é tal que A* = I, entéio

.

pode ser um bloco de Jordan de A.

Ex. 10.9 —Seja T : R® — R® um operador linear com polindémios caracteristico e

minimal dados, respectivamente, por c; = (x — 2)*(x — 1) e mp = (x — 2)%(x — 1)%.

Além disso suponha que dimker (T — 21) = 2. Nestas condi¢des encontre a forma de
Jordan de T. Com os polinémios caracteristico e minimal acima é possivel supormos
que dimker (T — 21) = 1?

Ex. 10.10 —

1. Seja A € M,(C) uma matriz complexa invertivel. Defina suas partes real e
imaginaria R, S € M,(R) como sendo

R=R(A)eS=S(A)

de forma que A = R +iS. Mostre que existe A, € R tal que R + A(S é invertivel.

Calculo da Forma de Jordan
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2. Deduza que se duas matrizes reais A, B € M,(R) sdo semelhantes em M, (C)
entdo elas sdo semelhantes em M, (R).

Ex. 10.11 — Seja A € M,(R) uma matriz real satisfazendo a seguinte condicio A = I,.
Mostre que tr(A) € Z.

Ex. 10.12 — Sejam N; e N, matrizes de ordem 6 nilpotentes. Suponha que elas tém o
mesmo polindmio minimal e 0 mesmo posto. Prove que elas sdo semelhantes. Mostre
que o mesmo resultado ndo é verdadeiro para matrizes de ordem 7.

Ex. 10.13 — Dé a forma de Jordan de um operador linear T : R” — R’ com polinémio
caracteristico cr(x) = (x—1)%(x —2)*(x—3) e tal que dim ker (T —21) = 2, dimker (T —
D) =1eker(T —21)® # ker (T — 21)2.

Ex. 10.14 — Seja N € M,(R) uma matriz nilpotente tal que dimker (N) =k, 0 < k <
n.

1. Mostre que dim ker (N') < kI, para todo [ > 1.

2. Prove que n < kr, onde r é o grau do polindmio minimal de N.

10.4 Forma de Jordan Real

Seja V um espaco vetorial sobre os reais e seja A a matriz do operador T : V — V.
Sobre os reais, o polindmio caracteristico c4(x) de A pode ser fatorado como produto
de termos lineares e termos de grau dois que ndo possuem raizes em R:

ca(x) = (e = e)™ - (x — )™ ((x — a)? +b])" - ((x — a)? + b7)"
que, por outro lado, pode ser fatorado como
ca(x) = (x =)™ - (x = )™ (x — )" (x —ay)™ - (x — o) (x — o)™
sobre C com a; = a; + bji e @; = a; — bji.

Partiremos da forma de Jordan da complexificacdo de T e reuniremos os blocos associ-
ados a cada par de raizes conjugadas. A descomplexificagdo transforma esses pares
em blocos reais correspondentes aos fatores quadraticos irredutiveis de cr(x).

Comecamos estendendo a nocédo de conjugacio para matrizes.

Definicao 10.23. Sejam A € #,,(C) e v € C" um vetor qualquer. Definimos
Ae M, ,(C) como a matriz obtida ao se tomar o conjugado em cada uma das
entradas de A e v.e C" como o vetor obtido ao se tomar o conjugado em cada uma
das coordenadas de v.

E imediato provar que A + AB = A+)B,AB=ABe Av = AV para quaisquer matrizes
A,BE Mp,(C),A€CeveC

Forma de Jordan Real

Pares conjugados e blocos reais
Os autovalores néao reais de uma matriz real
aparecem em pares conjugados. Ao reunir
as cadeias correspondentes, obtemos blocos
reais construidos com matrizes 2 x 2. Essas
matrizes descrevem a parte de rotacdo e
dilatacéo, e as demais entradas registram as
cadeias de Jordan.
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As proximas proposicoes relacionam os autovalores, os autoespacos invariantes, etc.
para um operador linear T e sua complexificacio TC.

Proposicao 10.24.
Sejam V um espaco vetorial real de dimensdo finita, T : V — V um operador
linear e TC sua complexificacdo. Entdo:

os polinémios caracteristicos de T e TC sao iguais;
se A é um autovalor de TC, entdo A é também um autovalor de TC;

as multiplicidades algébricas dos autovalores A e A sdo iguais;

(=] [=] [=] [=]

se W’ é um subespaco fechado por conjugacdo, entao W’ possui uma base
formada por vetores reais. Um vetor v é dito real se v = v.

Demonstragao. E] As matrizes de T e de sua complexificacio T, na mesma base real
considerada sobre C, tém as mesmas entradas.

[b]Sejam A um autovalor de T€ e cr(z) o polindmio caracteristico de TC. Como cp(z)
também é o polindmio caracteristico de T, os coeficientes de cy(z) sdo reais.

Tomando o conjugado na equagéo cy(1) = 0, obtemos ) =0,0 que mostra que p)
também é uma raiz do polinémio caracteristico de TC.

Se A é raiz de multiplicidade d do polindmio caracteristico, entéo

) = .. =) =0edP) =0

tomando o conjugado em cada uma dessas equacdes
M =..=d"D=0edPQ) =0,
mostrando que A também tem multiplicidade d.

E] Seja {wy, ..., wi} uma base de W’, com w; =u;+ivjeu;v; € V. Como W’ ¢
fechado por conjugacio,

_Wj+Wj _Wj—Wj
u=——— e Vj= ———
2 21

pertencem a W, identificando V com o subespago dos vetores reais de VC.

Assim, o conjunto S = {uy, vy, ..., U, vi} é um conjunto de vetores reais que gera
W’. Uma base formada de vetores reais é obtida tomando um subconjunto de S com k
elementos linearmente independentes em VC,

Lema 10.25.

Sejam T : V — V um operador linear e T® sua complexificacdo. Se o subespago
W’ c VC possui uma base formada por vetores reais, entdo ele é a complexificagio
de um subespacoW C V.

Forma de Jordan Real
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Demonstragdo. Todo vetor de w € W’ pode ser escrito como w = u + iv, sendo
u e v vetores reais. Escrevendo u e v em termos dos vetores da base real, segue
imediatamente que W’ é a complexificacido do espaco real W gerado pelos vetores
dessa base. [ |

Proposicao 10.26.

Seja V- um espago vetorial real de dimensdo finita, seja T € Hom(V,V) e considere
sua complexificagdo 7€ : v€ - Ve Se ai, ..., sdo os autovalores reais e
AL /1_1 e Am,ﬂ sdo os pares de autovalores ndo reais, entdo

onde W; = kei(TC —o; D) e Z; = ker (T€ - A; D). A conjugagao leva Z; isomorfi-
camente em Z;. Se{zy, ..., 2.} é uma base de Z; e zj, = uy, + ivy, entdo

{ug, vy, ..., 05, v}

¢ uma base real do subespaco real cuja complexificagdo é Z; ® Z

Demonstragao. O Teorema da Decomposi¢do em Autoespacos Generalizados, aplicado
a TC, fornece a decomposicio indicada. Além disso,

(TC — A1)z = (T€ = A1)z,

de modo que a conjugagao identifica Z; com Z;. Por fim, z;, e 7, geram o mesmo espaco
complexo que suas partes real e imaginaria, uy e vy. Isso prova a ultima afirmacéo.

Teorema 10.27 (Forma de Jordan Real).

Se V é um espaco vetorial real e T : V. — V é um operador linear, existe uma
base B de V em relagdo a qual a matriz de T tem, ao longo da diagonal, blocos
de Jordan (correspondentes aos autovalores reais) e blocos de Jordan aumentados
(correspondentes aos autovalores complexos). A soma das ordens dos blocos de
Jordan correspondentes a um mesmo autovalor A é igual a multiplicidade algébrica
de A, se A € R e € igual ao dobro da multiplicidade algébrica de A se A € C \ R.
Os blocos de Jordan aumentados sdo da forma

Gp I, 0 - 0
0 G I :
Jw=| ¢ =~ = 0
0 - 0 Cyp I
0 w0 Cap
onde Cyp = [ 4 b l; ] , sendo a + ib um autovalor complexo de TC e1, a matriz

identidade 2 x 2.
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Demonstragdo. Sejam ay, ..., ¢ os autovalores reais de T e Al,/l_l, woes Ay A OS pares
de autovalores nio reais de TC. Entio VC admite a decomposicio

VE=W, 0 0W, @Z, 2, @ D Zp® Zy,
onde os nicleos sio tomados para TC.

Para cada @; € R, o operador T — ¢; [ restrito ao subespago real correspondente é
nilpotente, e sua base de Jordan pode ser construida como antes.

Suponhamos agora que TC possua um autovalor A € C\R.

Fixe um par LA e escreva Z, = ker(T€ — AD) e Z; = ker (TC — A1). Entio
{uy, vi, uy, Vg, ..., U, Vi} € uma base real do subespaco cuja complexificacdo é
Z) @ ZX

Finalmente, considere uma cadeia de Jordan w; = u; +iv;, 1 < j <r, com wy = Oe
Tij = Aw;+w;_q,onde A = a+ib € C\ R. Entdo

Tu; +iTv; = (auj — bv; + uj_y) +i(bu; + av; + vj_;)

e logo
Tllj = (,lllj - bVJ + uj_l,
Tvj=bu;+av;+v,_;.
de onde segue que, na base real {u;, vy, uy, vy, ..., u,, v}, 0 operador T é representado

por um bloco aumentado da forma descrita no enunciado. Repetindo o argumento
para todas as cadeias e concatenando as bases, obtemos a forma de Jordan real.

Exemplo 10.28. Seja

A: Eﬂ4)4(]R)
-2 -2 9 -4

O polinémio caracteristico de A é c4(x) = (1 + x?)? = (x — i)?(x +i)? e coincide com
o polindmio minimal de A. Os autovalores sobre os complexos sao i, —i. Consequen-

temente temos dois blocos de Jordan, um associado a cada autovalor. Logo a forma
normal de Jordan obtida complexificando A é

0 1|1 0
-1 0] 0 1
0 0] 0 1
0 0|-1 0

Exercicios

Forma de Jordan Real

241



Algebra Linear Avancada / Forma Normal de Jordan Forma de Jordan Real

Ex. 10.15 — Encontre uma base e a forma de Jordan real para o operador T : R* — R*

tal que
2 0 0 -2
B 5 2 =2 2
T o =
[Tls 31 0 -3
1 0 O 0

Ex. 10.16 — Seja A € M,(R) , tal que A% + I, = 0. Prove que n = 2k e que A é
semelhante a matriz
0 -]
=Lt
I 0

onde I € M(R) é a matriz identidade.

W_
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11

Forma Canonica Racional

Embora o polindmio caracteristico de um operador T : V — V se decomponha como
produto de poténcias de polindmios irredutiveis em K[x], esses fatores ndo precisam
ser lineares. Em particular, o polindmio caracteristico pode nio se decompor sobre K,
e os autovalores de T podem néo pertencer ao corpo de escalares. A forma canonica
racional contorna essa dificuldade: ela existe sobre o corpo original e substitui os
blocos de Jordan por matrizes companheiras.

Seja T : V — V um operador linear em um espago vetorial de dimenséo finita.
Mostraremos que existe uma base B de V, na qual [T]g é uma matriz na forma candnica
racional:

0 0 0 0 —g
Cp 0 .. 0 0
! 100 0 —a
0 Cp 0
b . com Cp=| 0 0 0 —ap
0 0 Cp
r 0 0 O 1 —ai’di,1

onde Cp, é a matriz companheira do polinémio ménico p;(x) = x% + ai,di,lxdi_l + e+
aj1x + a;g € K[x]. Os graus d; podem variar de um bloco para outro.

11.1 Decomposicao Ciclica

Fixe um operador T : V — V. A intersecido de subespacos T-invariantes continua
sendo T-invariante. Portanto, para cada subconjunto A C V existe um menor subes-
paco T-invariante que contém A: a intersecdo de todos os que contém esse conjunto.
Denotaremos esse espaco por ZX. Quando A = {v}, escreveremos ZVT , ou simplesmente
Z, se o operador estiver fixado.

Definicao 11.1 — Subespaco ciclico. O subespaco T-ciclico gerado por v é o
menor subespago T-invariante que contém v; denotamo-lo por Z,.

Nesse capitulo

» Decomposicao Ciclica (p. 243)
» Forma Canénica Racional (p.
248)

» Forma Normal de Jordan
Generalizada (p. 253)

» Calculando a Forma Cané-
nica Racional (p. 255)

Um vetor gera um moédulo

O subespaco ciclico gerado por v contém
tudo o que pode ser obtido aplicando
polinémios em T a esse vetor. Assim,
estudar T nesse subespaco equivale a
estudar um modulo ciclico sobre K[x].
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Exemplo 11.2. Seja a transformacio linear T: K> — K> definida por
T(x, y, z) = (y + 2z, —2z, x).
Considere v = (1, 0,0). Temos
Tv = (0,0, 1), T?v = (2,-2,0).

Esses trés vetores sdo linearmente independentes; portanto, Z, = K3. Além disso,
T3v = —2v + 2Tv.

O subespaco Z, pode ser caracterizado do seguinte modo.

Teorema 11.3.
Sejam V' um espaco vetorial de dimensdao finita sobre um corpoK eT: V. — V um
operador linear. Entdo, para todov € V,

Zy ={p(T)(v); p € K[x]}.

A matriz companheira

Quando um unico vetor gera todo o espago,

abase (v, Tv, ..., T" ) transforma T numa
W ={p(T)v : p € K[x]} matriz companheira. Os coeficientes da
altima coluna registram exatamente a
relacdo polinomial minima satisfeita por v.

Demonstracdo. Ponha

Se p,q € K[x] e a,b € K, entéo
ap(T)v +bg(T)v = (ap + bg)(T)v,
de modo que W é um subespaco de V. Além disso, v = 1(T)v pertence a W e
T(p(T)v) = (xp)(T)v € W;

logo W é T-invariante.

Resta verificar a minimalidade. Se U é um subespaco T-invariante que contém v, entéo
T/v € U para todo j > 0. Como U é um subespaco, ele contém toda combinacio linear
desses vetores e, portanto, p(T)v € U para todo p € K[x]. Assim, W C U. Concluimos
que W é o menor subespaco T-invariante que contém v, isto é, W = Z,,. |
Para construir uma base de Z, considere a sequéncia

v, T(v), T?(v), ..., T"(v), ...

de elementos de Z;. Como V tem dimens3o finita, existe um menor inteiro positivo k
para o qual T¥(v) é combinacio linear dos termos anteriores, digamos

TH(v) = Av+ 4T(V) + -+ lk_lTk_l(v)
Pela minimalidade de k, os vetores v, Tv, ..., T*"!v sio linearmente independentes.

Escrevendo a; = —J; para 0 < j < k, obtemos o polinémio
my = ag+ a;x + -+ ak,lxk_l +xk

Ele é o polindmio monico de menor grau tal que my(T)(v) = 0.
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Definicao 11.4. Seja v € V. Entdo o conjunto

{p(x) € K[x] : p(T)(v) = 0}

é um ideal de K[x] e seu gerador monico my é dito T-aniquilador de v.

O T-aniquilador de v também sera denotado por Aniq(v;T).

Exemplo 11.5. Para o operador do Exemplo 11.2, o vetor v = (1,0,0) é ciclico e
satisfaz T3v — 2Tv + 2v = 0. Logo seu T-aniquilador, que também ¢é o polinémio
minimal e o caracteristico de T, é

my(x) = x3 — 2x + 2.

Com a notacdo acima, temos o seguinte resultado.

Teorema 11.6.
Sejam V' um espaco vetorial de dimensdo finitaeT : V — V linear. Sev € V tem
T-aniquilador

my =ag+a;x+ -+ cl;c_lx]"1 + xk

entdo o conjunto

B, ={v, T(v), ..., T* '(v)}

¢é uma base de Z, e, portanto, dim Z, = graum,,. Além disso, se TI‘Z]: Zy > Zy, €
a transformacdo linear induzida no T-subespaco invariante Z,, entdo a matriz de
Tt, emrelagdo a base ordenada B é

00 0 0 —a
100 0 —q
Co,=[ 0 1 0 0 —a

00 0 1 —a

Finalmente, o polinémio minimal de TI‘ZI émy.

Demonstragdo. Se uma combinagio lineardev,Tv, ..., T* 1y fosse nula, obteriamos um
polinémio nao nulo de grau menor que k que anula v. Isso contradiria a minimalidade
de m,. Portanto, EV é linearmente independente.

A relacdo m(T)v = 0 fornece
Tky = —agv —ayTv— - — ak,lTk_lv.

Consequentemente, T leva cada vetor de EV ao subespaco (EV); esse subespaco é,
portanto, T-invariante. Como contém v, ele contém Z,. A incluséo inversa decorre de
T/v € Z, para 0 < j < k. Logo Z, = @v), eB ¢éumabase desse espago.
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Nessa base,

T, (v) = T(v)
Tt [T(W)] = TX(v)

Ty [TF2(w)] = T 1(v)
T, [TF1W)] = TFW) = —agv — a T(v) = - — gy TF1(v)

As primeiras k — 1 colunas da matriz séo, assim, as colunas de deslocamento, e a tltima
’ t ’ . . .
é (—ag, —ay, ..., —aj_1)". Essa é precisamente a matriz companheira Cn, -

Finalmente, para todo ¢ € K[x],

q(T1z)=0 = qgDyv=0o.

A implicacdo da esquerda para a direita é obtida aplicando o operador a v. Reciproca-
mente, se ¢(T)v = 0, entdo, para todo p(T)v € Z,,

qg(M)p(T)v = p(T)g(T)v = 0.

Portanto, Tt, e v tém o mesmo ideal de polinémios anuladores. Seus geradores
'
monicos coincidem, e o polindmio minimal da restricio é my,. |

Exemplo 11.7. Para o operador do Exemplo 11.2, mostramos que v = (1, 0,0) é ciclico
e que my(x) = x* — 2x + 2. Logo my = my = cr.

<

Exemplo 11.8. Seja T o operador que na base candnica B é representado pela matriz

-2 3 6

Vamos calcular o aniquilador de v; = [1, 1,0]. Observamos que v, = Tv; = [1,0,0],
vy = T?v; = Tv, = [-2,-2,—-1] e v4 = T3v; = [-8, -5, —3]. Os vetores v;, v, V3 530
linearmente independentes e formam uma base de Z, =V.

Temos para v, a seguinte relacdo linear —v; + 3Tv; — 3T%v, + T3v; = 0. Logo

my = —1 + 3x — 3x? + x3. Nessa base temos Seja
1 1 -2

P=11 0 -2 |,
0 0 -1

: . x 5 p—1 _
a matriz cujas colunas sdo vy, vy, v3. Entdo P [T]EP = Cmv1 e, portanto,

-2 3 6 1 1 =2 0 0 1 0 1 =2
-2 2 5 |=1 0 -2 1 0 -3 1 -1 0
0 0 -1 0 1

3110 0 -1

Decomposicao Ciclica
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Definicao 11.9 — Espaco ciclico. Um subespaco W C V é T-ciclico se é T-
-invariante e admite uma base da forma {v, Tv, ..., T"v}. Essa familia é uma base
ciclica de W, e v é um vetor T-ciclico para W.

Pelo Teorema 11.6, o vetor v é ciclico para Z;, com base EV. Amatriz Gy, querepresenta
a restricao de T nessa base é a matriz companheira do T-aniquilador m,,.

Exemplo 11.10. Um operador nilpotente N com indice de nilpoténcia n = dimV
sempre possui um vetor ciclico, conforme a Proposicdo 10.11.

<

Reunindo essas ideias, decomporemos V em subespacos ciclicos. A concatenacao de
suas bases produzira uma representacio diagonal por blocos, cujos blocos sdo matrizes
companheiras.

Teorema 11.11 (Decomposigao Ciclica).
Sejam V' um espago vetorial ndo nulo de dimensdao finita sobre K eT : V — V um
operador linear. Existem vetores ndo nulos vy, ..., Vi tais que

V=2, & ®Z,.
Se g; = my,, a reunido das bases ciclicas dessas parcelas é uma base de V na qual
[T]=Cp & ®Cy,.

Em particular,
°r =41 Gk

Demonstragdo. Faremos inducéo sobre n = dimV. Se n = 1, qualquer vetor néo nulo
gera V, e o resultado é imediato. Suponha n > 1 e que o teorema valha em dimensoes
menores.

Escolha v; € V de modo que
m = dim Z,

seja o maior valor de dim Z, quando v percorre V. Se m = n, entdo V = Z; e nada
mais ha a provar. Suponha m < n. Construiremos um complemento T-invariante de

Z,.

A base ciclica
Vi, TVI, ey Tm71V1

¢é linearmente independente. Podemos, portanto, prolonga-la a uma base de V e
escolher f € V* que satisfaca

fTvp=0 (O<j<m-1),  fT"lv)=1
Definaz : V — K™ por

r(w) = (f(w), f(TW), ..., (T w))'.

Mostremos primeiro que 7f; € um isomorfismo. Na base ciclica acima, a entrada da
1

linhai+1 e da coluna j+ 1 de sua matriz é f(T""/v,). Essa entrada é zero sei+j < m—1

Decomposicao Ciclica

Sem precisar de autovalores
A decomposicao ciclica funciona sobre

qualquer corpo e nio exige que o polindmio
caracteristico se decomponha em fatores
lineares. Essa ¢é a principal vantagem da

forma racional sobre a forma de Jordan.
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e éigualalsei+j=m—1. Assim, a matriz tem zeros de um lado da antidiagonal
e entradas iguais a 1 na antidiagonal. Ao inverter a ordem das linhas, obtemos uma
matriz triangular com diagonal formada por uns. Logo a matriz é invertivel, como
queriamos.

Agora provemos que ker 7 é T-invariante. Tome w € ker 7. Entao

fw) = f(Tw) = - = f(T" 'w) =0.

my(T)w = 0 escreve T"w como combinacio linear de w, Tw, ..., T" “lw. Aplicando
T™ a essa relagao, concluimos que

Pela escolha de m, temos dimZ,, < m. Se r = graumy, entdo r < m e a relagdo

T"w e (w,Tw, ..., T" 'w).
Portanto, f(T™w) = 0. Todas as coordenadas de 7(Tw) sdo nulas, e assim Tw € kerr.

Como 11, ¢ injetiva, Z, Nkerr = {0}. Ela também é sobrejetiva, de modo que
Vi

im7 = K" e dimker 7 = n — m. Consequentemente,
dim Z, +dimkerz =m+ (n—m)=n,
e obtemos a soma direta

V=2, ®kerr.

Se kert # {6} sua dimensdo é menor que n e a hipétese de inducio, aplicada a TMer
decompde esse complemento em subespacos ciclicos. Juntando essa decomposicio
a Zy , obtemos a decomposi¢éo de V. A reunido das bases ciclicas fornece a matriz
diagonal por blocos. Por fim, o polinémio caracteristico de uma matriz diagonal
por blocos é o produto dos polinémios caracteristicos dos blocos, e o polindmio
caracteristico de Gy, € g;. ]

Exercicios

Ex. 11.1 — Sejam T € Hom(V,V) e u,v € V. Suponha que os subespacos ciclicos Z,
e Z, tenham intersecdo nula.

1. Mostre que

My vy = mme(my, my).

2. Suponha, além disso, que m,, e m, sejam coprimos. Prove que

Loy = Ly ® Zy.

Sugestao: use uma identidade de Bézout para recuperar u e v a partir de u +v.

11.2 Forma Canénica Racional

O Teorema da Decomposicdo Ciclica fornece uma soma direta de subespacos ciclicos,
mas essa decomposicdo ndo é tinica: uma parcela pode admitir nova decomposicdo

Forma Canonica Racional

Forma canoénica sobre o corpo

original
A forma racional classifica operadores
por blocos companheiros associados a

polinémios. Ela existe sem ampliar o corpo
de escalares e ¢é tinica quando os fatores

invariantes s@o dispostos na ordem de
divisibilidade adotada.
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em parcelas ciclicas menores. Para obter um representante candnico, ordenaremos
os polinémios associados de modo que cada um seja divisivel pelo seguinte. Esses
polindmios serdo os fatores invariantes; sua lista determinar a classe de similaridade.

Proposicao 11.12.

Sejam V um espacgo vetorial de dimensdo finita sobre um corpoK eT : V >V
um operador linear com polinémio minimal my = p', onde p é um polinéomio
irredutivel sobre K. Entdo existem vetores T-ciclicos vy, ..., Vi e niimeros inteiros
positivos ny, ..., ng com cada nj<t de modo que

k
V= 6? Zvj;
]:
o T-aniquilador de v; é p";
dimV = (ng + - + m) grau p;

(4] t=m2np>2m>1;

os inteiros ny, ..., ny. e, portanto, os polindmios p™, ..., p" sdo determinados
unicamente porT.

Demonstragdo. Pelo Teorema 11.11, existem vetores nao nulos vy, ..., v tais que

k
v=Pz,
i=1

Escreva g; = my,. Como my(T)v; = 0, a defini¢do do aniquilador de v; mostra que
g; | mr. A hipotese my = p!, com p irredutivel, implica

g ="

para algum inteiro 1 <n; < t.

Um polinémio anula T se, e somente se, anula a restricdo de T a cada parcela da soma
direta. Portanto,

mr = mmc(ql’ wee ‘Jk)

Como todos os g; sdo poténcias de p, segue que t = max; n;. Reordenando as parcelas,
podemos supor
t=n2ny>-2n 2> 1.

Além disso, pelo Teorema 11.6,

dim Z,, = grau p" = n; grau p,

e a soma das dimensdes fornece a terceira afirmacéo.

Resta provar que a sequéncia de expoentes independe da decomposigio escolhida.
Ponha d = grau p. Para j > 0, a comutatividade entre p(T) e T fornece

P(TY(Zy,) = Zp(ryiy,-
Se j > m;, esse espago é nulo. Se j < n;, entdo, para q € K[x],
qDp(Mvi=0 = pllg <= p"Jlq
Logo o aniquilador de p(T)v; é p"~/ e

dim p(T)j(Zvi) = d max(n; — j,0).
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Como cada Z, € T-invariante, a aplicacdo p(TY preserva a decomposicio direta. Assim,

k
im p(TY = EP p(1Y(2,)

i=1

k
dim im p(TY = d Z max(n; — j,0).
i=1
Para todo j > 1, obtemos

dim im p(TY™! — dim im p(TY = d #{i : n; > j}. (11.1)

O lado esquerdo depende apenas de T. Ele determina, para cada j, o nimero de
expoentes maiores ou iguais a j. Em particular, determina k pelo caso j = 1 e, em
seguida, toda a sequéncia ordenada ny, ..., ng. Isso prova a unicidade. [ ]

Definicao 11.13. Quando o polinémio minimal de T é da forma p’, em que p é
irredutivel, os polinomios p' = p™, p™2, ..., p"* da cadeia t = ny > ny > - > n >
1 sdo denominados divisores elementares de T.

Destacamos que o primeiro divisor elementar na sequéncia ¢ o polinémio minimal de
T.

Teorema 11.14 (Forma Canonica Racional por Divisores Elementares).
Sejam V um espago vetorial de dimensdo finita sobre K eT : V — V um operador
linear. Para cada fator irredutivel p; de mp, sejam

11 Mir;

b nilZ"'ZniriZl,

os divisores elementares da restri¢cio de T ao componente p;-primario. Entdo
existe uma base de V na qual a matriz de T é diagonal por blocos, e os blocos sdo
precisamente as matrizes companheiras

Cpf“f (1<i<k 1<j<n).

Essa colegdo de blocos é determinada por T, a menos de sua ordem.

~ € € . ’, . P
Demonstragdo. Escrevamr = py' - p*, com os p; irredutiveis e distintos. Pelo Teorema
da Decomposicéo Primaria,

V= Vl DD Vk, ‘/l = kerpi(T)ei,

e o polindmio minimal de T; = Ty, é pfi . A Proposicdo 11.12, aplicada a T;, fornece
uma decomposicéo

ni:

Ti
Vi=Dz,  my=p
j=1

A soma dessas decomposicoes, para 1 < i < k, é direta porque as parcelas V; ja formam
uma soma direta. Reunindo as bases ciclicas de todos os ZV,~,~= obtemos uma base de V
na qual a matriz de T tem os blocos Cpi"ij.
A fatoragao de m determina unicamente os componentes primarios V;, e a Proposi¢ao
11.12 determina unicamente, em cada componente, os expoentes n;;. Logo a colecéo
de blocos é determinada por T, restando apenas a liberdade de permuta-los. |
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Pela discussdo anterior, esse formato diagonal por bloco, no qual cada bloco A; é
ele proprio uma diagonal por bloco de matrizes companheiras, é inico (a menos
de permutacdes de A;)). E denominada matriz canénica racional por divisores
elementares de T.

Na sequéncia de divisores elementares pode haver repeticdes, pois alguns dos n; podem

ser iguais. Por isso, uma mesma matriz companheira pode aparecer mais de uma vez
na forma racional.

Exemplo 11.15. Seja

-3 0 12
A = -2 1 6 S .%3’3(@).
-2 0 7

Nesse caso cp(x) = (x—3)(x—1)? e mp(x) = (x—3)(x—1). Como a matriz companheira
de um polindémio linear x — a é a matriz [a], concluimos que a forma candnica racional
de A é D = diag(1, 1, 3).

<
Exemplo 11.16. Seja
8§ —4 -—-12 7
5 =5 -4
A= e M .
3 _3 _g 44(Q)
0 -3 5 -1
Entio cp(x) = mp(x) = (x? — 2)(x? + 1) e, portanto, a forma racional é
0 2 0 O
1 0 0 O
Cy2_g ®Cy2qq = 00 0 —1
0 0 1 0
<

Exemplo 11.17. Suponha agora que T: Q° — Q° possua um polinémio minimal
mr = (x? + 1)(x — 2)?
Consequentemente o polindémio caracteristico de T é um dos
=02 +1)2%(x—22 c=x+1D)(x-2)*

Suponha primeiro que ¢y = ¢;. Nesse caso, temos Q° = V; @ V, com dimV; = 4
e dimV, = 2. A aplicacio linear induzida T; em V; possui o polinémio minimal

my = x? + 1 e a aplicacio induzida T, em V}, possui polindmio minimal my = (x — 2)2.

A situacdo para V; é que Cy2y 1 @ Cy2yq.

Quanto a V,, o Teorema 11.14 fornece 2 = ny + -+ + ng e n; = 2. Como todos os n; sdo
positivos, ndo pode haver outro termo: k = 1. Portanto, o unico divisor elementar de
Ty é(x— 2)2. Combinando essas observacdes, vemos que, neste caso, a matriz candnica
racional de T é

Crot1 9G4 @ C(x—2)2-

Forma Canonica Racional
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Suponha agora que ¢; = ¢,. Nesse caso, temos Q° = V; @ V, com dimV; = 2 e
dimV, = 4. Além disso, a aplicagdo induzida T, em V, possui o polindmio minimal
my = (x — 2)°. Pelo Teorema 11.14, aplicado a T,, temos 4 = n; + - + m com ny = 2.
Existem, portanto, duas possibilidades, a saber:

O k=2comn; =ny =2

2,”2 =ns = 1.

0O k=3commn

A matriz canonica racional de T neste caso é, portanto, uma das formas
Cy241 ® Cix—n)2 ® Cix—gy

Cy241 @ C(x_z)z @ Cx_g ®Cysp.

Observe no exemplo acima que o conhecimento dos polindmios caracteristico e mini-
mal geralmente nao é suficiente para determinar completamente a forma racional.

Também podemos organizar as parcelas ciclicas de modo que fi,;(x) | fi(x). Essa
condicdo produz a forma canénica racional por fatores invariantes.

Lema 11.18 (Combinacdo de componentes ciclicas).

Seqy, ..., qs € K[x] sdo dois a dois coprimos e w; é um vetor ciclico com aniquilador
q;, entdou = wy + -+ + w; € ciclico no espago Zy, @ - @ Zy,_e seu aniquilador é
q1 " Gs-

Demonstragdo. Escreva

W=2Z45 & &Ly, q9=91Gs

e ponha Q; = q/¢;. Como Q; e g; sdo coprimos, existem a;, b; € K[x] tais que

aQ; +big = 1.

O polinémio ¢ = ¢;Q; é congruente a 1 médulo g; e, para h # i, é divisivel por g;. Como
gn(T)wy, = 0, temos
e(T)u = w;.

Assim, cada gerador w; pertence a Z, e, como esse subespaco € T-invariante, Zy, C Z,.
Portanto, W C Z,,. A incluséo inversa decorre de u € W e da T-invariancia de W.
Logo Z, = W.

Além disso, ¢;(T)w; = 0 para todo i, e cada g; divide ¢; portanto, q(T)u = 0. Reciproca-
mente, se f(T)u = 0, entdo

N
0=f(Du=Y f(T)w;
i=1
A soma direta implica f(T)w; = 0 para cada i, de modo que g; | f para todo i. Como
0s ¢; sdo dois a dois coprimos, q = q; -+ ¢s divide f. Logo o ideal dos polinémios que
anulam u é precisamente (q), e g é o aniquilador ménico de u. |
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Teorema 11.19 (Forma Candnica Racional por Fatores Invariantes).
Seja T € Hom(V,V), comV de dimensao finita. Existem um inteiror > 0, vetores
uy, ..., u, e polinémios monicos fi(x),..., f(x) tais que

V=2, ®®Z,, commy(x)= fi(x);
fi(x) = mp(x) e fiy1(0|fi(x) para todoi=1,...,r — 1.

Além disso, r e os polinémios fi, ..., f, sdo unicamente determinados porT.

A cadeia de divisibilidade

Adotamos a ordem decrescente: cada fator

Demonstragdo. Para cada fator irredutivel p; do polindmio minimal, escreva os diviso- invariante ¢ divisivel pelo seguinte, isto
res elementares do componente p;-primario na ordem €, fir1 | fi. Com essa condigdo, a lista
dos fatores invariantes é determinada
71 Mir; unicamente pelo operador.
pl-l,..., i” n,-12~-~2nl-rl_21. p p

Sejar = max; r; e, quando r; < r, complete a lista a direita com expoentes nulos. Para
1<j<r, defina

f=T]p@m 1<j<r
i
Para cada i, o maior expoente n;; é o expoente de p; em mp. Logo

fi= l—IPinil = mr.
i

Como n; j1 < mj para todo i, temos fj,q | f;.

Fixe uma coluna j e some os vetores ciclicos ndo nulos que aparecem nessa coluna,
um em cada componente primario. Seus aniquiladores sdo poténcias de polindmios
irredutiveis distintos e, portanto, sio dois a dois coprimos. Pelo Lema 11.18, essa soma
€ um vetor ciclico u; com aniquilador f;. Como apenas reagrupamos as parcelas da
decomposicio por divisores elementares, obtemos

V=L@ ®Z,.

Por fim, os divisores elementares sdo determinados unicamente por T. Para cada irre-
dutivel p;, o expoente de p; em f; é exatamente n;j. Assim, a fatoragdo dos f; recupera
todas as listas de divisores elementares, inclusive seus comprimentos. Reciprocamente,
essas listas determinam r e cada f;. Isso prova a unicidade. |

Definicao 11.20. Os polindmios fi, ..., f, sdo denominados fatores invariantes
deT.

11.3 Forma Normal de Jordan Generalizada

A forma de Jordan generalizada refina os blocos da forma racional. Em cada parcela
ciclica, substitui a matriz companheira de uma poténcia p" por uma matriz em blocos
construida a partir da companheira de p. Quando todos os fatores irredutiveis sdo
lineares, recuperamos a forma de Jordan usual.
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Teorema 11.21.

Seja v um wvetor ciclico paraT : V — V, cujo polinbmio minimal é p", onde
plx) = x* + ap_1x*1 + - + ay é ménico e irredutivel. Entdo existe uma base de V
na qual a matriz de T é a matriz kn x kn

C, N
C, N
C, N
CP

onde C,, ¢ a matriz companheira de p e N € M (K) tem todas as entradas nulas,
exceto Ny = 1.

Demonstragdo. Para0 < j <ne0 <€ <k, considere os polindmios

xtp(x).

Eles sdo monicos e seus graus jk + £ percorrem, sem repeticio, os inteiros de 0 a kn — 1.

Portanto, formam uma base do espago dos polindmios de grau menor que kn.

Considere agora a lista ordenada
B = (p(TYv, Tp(TYv,..., Tk PIW)

em que os blocos sdo concatenados na ordem decrescente de j. Se houvesse uma
relacio linear nio trivial entre esses vetores, a mesma relaciio entre os polinémios x*p/
produziria um polinémio néo nulo q de grau menor que kn tal que ¢(T)v = 0. Isso
¢é impossivel, pois o aniquilador de v é p", de grau kn. Logo os kn vetores de B sdo
linearmente independentes. Como dim V' = graum, = kn, eles formam uma base de
V.

Para 0 < £ < k — 1, o operador T leva T'p(T)'v ao vetor seguinte do mesmo bloco.

Como
p(T) =TF + qp_ TF 1 4 - 4 gy 1,

a imagem do ultimo vetor do bloco é

Tkp(T)jV = —aop(T)jV e — ak—lTkilp(T)jV + p(T)ij.

Os primeiros k termos dessa expressio fornecem o bloco companheiro C,, na diagonal.

Se j =n—1,0termo p(TY v é nulo porque p(T)"v = 0. Se j < n— 1, ele é o primeiro
vetor do bloco imediatamente anterior, pois os expoentes foram ordenados de modo
decrescente. Na matriz, sua contribuigéo é uma entrada 1 na primeira linha e na ultima
coluna do bloco situado logo acima da diagonal, isto é, o bloco N com Ny, = 1. Todas
as demais entradas fora dos blocos descritos sdao nulas. Obtemos, assim, exatamente a
matriz do enunciado. [ |

Definicao 11.22. A matriz de blocos descrita no Teorema 11.21 é denominada
matriz de Jordan generalizada associada a matriz companheira Cp,.

Passando agora para o caso geral, considere uma aplicagéo linear T : V — V. Com a
notacdo usual, a aplicacdo induzida T; em V; possui polindmio minimal pie !. Aplicando
o Teorema 11.21 aos subespacos ciclicos da decomposicao de T;, podemos substituir
cada bloco companheiro Cpftj pela matriz de Jordan generalizada associada a C,,. A

1
matriz obtida dessa maneira é denominada forma de Jordan generalizada de T.

Forma Normal de Jordan Generalizada
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Exemplo 11.23. Seja T : R® — RO linear e tal que
cr =myp = (x% — x + 1)%(x + 1)?

Pelo Teorema da Decomposi¢do Primaria, o polindmio minimal da aplicagio induzida
Ty é (x? — x + 1)?, enquanto o de T, é (x + 1)2. Usando o Teorema 11.14, vemos que
o tnico divisor elementar de T; é (x? — x + 1) e o tnico divisor elementar de T, é
(x + 1)2. Consequentemente, a matriz candnica racional de T é

00 0 -1
10 0 2
01 0 -3
Cixz— C =
(x2—x+1)2 D Clxt1)2 00 1 2
0 -1
| 1 =2 |

A matriz de Jordan generalizada é obtida substituindo cada companheira de p? pelo
bloco generalizado associado a Cpi' Assim, obtemos

0 -1 0 1
1 0 0
0 0 0 -1
0 0 1 1
-1 1
i 0 -1

Quando k = 1, temos p(x) = x — a. Nesse caso C, = [a] e o bloco generalizado se
reduz ao bloco de Jordan usual associado ao autovalor a. Portanto, quando todos os
fatores irredutiveis sdo lineares, a forma de Jordan generalizada coincide com a forma
de Jordan.

b

Exemplo 11.24. SeT : R” — R’ tem polindmio caracteristico cy(x) = (x—2)>(x—3)*,
o polinémio caracteristico, sozinho, ndo determina a forma canonica racional. As
possibilidades correspondem independentemente as particdes de 3 e de 4; portanto, ha
3 -5 = 15 formas possiveis, a menos de permutacio dos blocos.

11.4 Calculando a Forma Canénica Racional

Passamos agora do resultado estrutural ao calculo dos divisores elementares e dos
fatores invariantes.

Fixe um fator irredutivel p(x) de grau d no polindmio minimal de T. O diagrama
de pontos associado a p sera determinado pela Equacdo 11.1 da Proposicdo 11.12 e
registrara os divisores elementares correspondentes.

Calcule recursivamente, até obter zero,

1 = 5 (@im (V) = posto(p(T)))

e = % (posto(p(T)k—l) — posto( p(T)k)) para k > 2

Calculando a Forma Canénica Racional
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A k-ésima linha do diagrama recebe r; pontos. Se a i-ésima coluna tem s; pontos, o
divisor elementar correspondente é p(x)%.

Exemplo 11.25. Para p(x) = x* + 1, suponha que os valores calculados sejam r; = 3,
rp=3r=1r=1er;=0.

O diagrama de pontos seria:

As alturas das colunas sdo 4, 2 e 2; logo os divisores elementares sio (x? +1)%, (x? +1)?
e (x%+1)=2

Repetindo o procedimento para cada fator irredutivel do polinémio minimal e colo-
cando as companheiras dos divisores elementares na diagonal, obtemos uma primeira
forma racional em blocos.

Para recuperar os fatores invariantes, disponha em cada linha os divisores elementares
associados a um mesmo fator irredutivel, alinhados do maior grau para o menor. Os
produtos nas colunas sdo os fatores invariantes; o maior deles é o polindmio minimal.
Por exemplo, se as linhas correspondentes a x> + 1 e x — 2 forem

(2 + 14 (2?2 +1)% (x® +1)? e (x=2)% (x—2),
entdo os fatores invariantes sao
(x% + D*(x - 2)3, (x% +1)%(x - 2), (x% +1)2

A forma candnica racional tem, na diagonal, as matrizes companheiras desses fatores
invariantes.

Exemplo 11.26. Vamos encontrar a forma racional de

Logo o polindmio caracteristico de A é cs(x) = (x — 1)? e o polinémio minimal é
ma(x) = (x — 1)%; o tinico fator irredutivel do polinémio minimal é (x — 1). Vamos
calcular seu diagrama de pontos.

rn=0B-posto(A-1)=(B-1)=2
r, = (posto(A — I) — posto((A—1)?)) =(1-0) = 1
r3 = posto((A — I)?) — posto((A—1)*) =0-0=10

Portanto, o diagrama de pontos é

Portanto, os divisores elementares sdo (x—1)? e (x—1). Nesse caso, como existe apenas
um fator irredutivel do polinémio minimal, os fatores invariantes sdo os mesmos que

Calculando a Forma Canénica Racional
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os divisores elementares. Assim, a forma canonica racional, obtida por qualquer uma
das duas descrigoes, é:

0 -1 0
1 2 0
0 0 1

Definicao 11.27 — Operador semissimples. Sejam V um espaco vetorial de
dimenséo finita sobre K e T € Hom(V, V). Dizemos que T é semissimples se, para
todo subespago T-invariante W C V, existe um subespaco T-invariante U C V tal
queV=WaoU.

Semissimplicidade e polindmio
minimal

corpo ¢é algebricamente fechado, a diagonalizacgao. Um operador semissimples ¢ aquele cujos
subespacos invariantes admitem comple-
mentos invariantes. Quando o polindmio

Os exercicios a seguir relacionam essa propriedade ao polindmio minimal e, quando o

minimal se decompde em fatores lineares,

’ .
Exe rciclos isso equivale a auséncia de fatores repetidos
e, portanto, de blocos de Jordan de tamanho
maior que um.

Ex. 11.2 — Mostre que toda matriz A € M, (C) é semelhante a sua transposta.

Ex. 11.3 — Seja V um K-e.v. de dimensdo finita, ve Ve T : V — V um operador
linear. Seja

G(v;T)={W CV | W ésubespago T-invariante eve W} e Z, = ﬂ w.
we&€(v;T)

Mostre que:
1. Z, é T-invariante;
2. Z, é o menor subespaco T-invariante de V que contém v;

3. Zy ={g(D() | g € Klx]}

4. dim Z; = 1 se, e somente se, v é um autovetor de T.

Ex. 11.4 — Seja K um corpo e seja B € M,,(K). Mostre que B é semelhante sobre K a
uma e somente uma matriz que esta na forma racional.

Ex. 11.5 — Sejam V um espaco vetorial sobre K de dimenséo finita e T € Hom(V, V).
Prove que se existe um vetor ciclico para T? entéo existe um vetor ciclico para T. Vale
a reciproca?

Ex. 11.6 — Seja V um espaco vetorial sobre K e T : V — V um operador linear
com polindmio minimal mp(x) = p;(x)™ - pp(x)™ onde os p;(x) sdo distintos e
irredutiveis em K[x]. Seja V =W, @ --- & W} a decomposi¢éo de V dada pelo teorema
da decomposicao primaria. Mostre que para todo subespaco T-invariante W de V
temos que

k
W =EPW nw,).
i=1
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Ex. 11.7 — Seja V um espago vetorial sobre Ke T : V' — V um operador linear. Sejam
p € K[x] um polindmio irredutivel e m um inteiro positivo. Suponha que existe ve V
tal que my, = p™. Sejaw € Z,.

1. Mostre que w = q(T)p(T)l(v), onde g € K[x] é coprimo com pe 0 < < m.

2. Mostre que Zy, = Z,(7)i(y)- Logo, 0s unicos subespacos T-ciclicos de Zy séo

0= Zp(rym(v) € Zp(rym-1(v) C * C Zp(T)(v) C -

3. Mostre que todo subespago T-invariante de Z, é T-ciclico, isto é, tem a forma
Zy(Ty(v) Para algum 0 <1 < m.

Ex. 11.8 — Sejam V um espaco vetorial sobre K de dimenséo finita e T € Hom(V, V).

1. Prove que se existe um vetor ciclico para T, entdo todo subespaco proprio
T-invariante de V também tem um vetor ciclico.

2. Vale a reciproca do item 1.7

Ex. 11.9 — Sejam V um espago vetorial sobre K de dimensdon e T € Hom(V,V) um
operador diagonalizavel.

1. Mostre que existe um vetor ciclico para T se, e somente se, T tem n autovalores
distintos.

2. Mostre que se T tem n autovalores distintos e se B = {vy,..., v,,} é uma base de
autovetores de T, entdo v = v{ + vy + -+ + v,, é um vetor ciclico de T.

Ex. 11.10 — Sejam V um espaco vetorial de dimenséo n sobre Ke T € Hom(V,V) .

1. Prove que im T tem um complementar T-invariante se, e somente se, im T N
kerT = 0.

2.SeimT nkerT = 0, prove que ker T é o Gnico complementar de im T que é
T-invariante.

Ex. 11.11 — Seja A € M3(R) a matriz

1 3 3
A= 3 1 3
-3 -3 =5

Encontre uma matriz invertivel P tal que P~! AP esteja na forma racional.

Ex. 11.12 — Seja A € M3(R) a matriz

3 -4 —4
A=] -1 3 2
2 -4 3

Encontre vetores vy, ..., v, que satisfacam as condi¢des do Teorema da Decomposicio
Ciclica.

Calculando a Forma Canénica Racional
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Ex. 11.13 — Sejam V um espaco vetorial de dimenséo finita sobre K e T € Hom(V,V)
. Prove que T tem um vetor ciclico se, e somente se, a seguinte afirmacao é verdadeira:
“Todo operador linear que comuta com T é um polinémio em T

Ex. 11.14 — Sejam V um espago vetorial sobre K de dimenséo finita e T € Hom(V, V).
Prove que todo vetor 0 = v € V é um vetor ciclico para T se, e somente se, o polindmio
caracteristico de T ¢é irredutivel em K[x].

Ex. 11.15 — Sejam V um espago vetorial sobre K de dimenséo finita e T € Hom(V, V).
Suponha que ¢y = mr = ¢™ é uma poténcia de um polindmio irredutivel. Prove que
nenhum subespaco néo trivial T-invariante de V tem um complementar que também é
T-invariante.

Ex. 11.16 — Seja T € Hom(R*, R*) um operador linear tal que x? + 3 é um divisor do
polinémio minimal de T e 1 é o Unico autovalor de T. Quais sdo as possiveis formas
racionais de T?

Ex. 11.17 — Seja T € Hom(K®, K®) com polinémio minimal my(x) = (x? — 2)(x? + 1).
Ache as possiveis formas racionais de T para K = Re K = C.

Ex. 11.18 — Recorde que um operador é semissimples quando todo subespago inva-
riante admite um complemento também invariante. Seja V um espago vetorial de
dimensao finita sobre um corpo K e T um operador linear em V.

1. Mostre que se o polindmio minimal de T for irredutivel em K entéo T é semis-
simples.

2. Se K for algebricamente fechado, prove que T é diagonalizavel se, e somente
se, € semissimples.

3. Mostre que o operador T : R* — R3 tal que

5 2 0 0
[Tlg=| 1 2 0
B 0 0 3

nao é semissimples.

W_
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12
Aplicacoes

As formas canonicas permitem calcular poténcias e funcdes de operadores. Em tempo
discreto, as poténcias de uma matriz descrevem recorréncias e sistemas lineares;
em tempo continuo, a exponencial do operador fornece as solu¢des de equacoes
diferenciais lineares com coeficientes constantes. O estudo dos limites e o teorema de
Perron-Frobenius permitem relacionar essas expressdes ao comportamento assintotico
das solucdes.

12.1 Equacoes de Recorréncia

Quando o tempo ¢ discreto, o estado seguinte é calculado a partir de estados anteriores.
Essa regra produz uma relacdo de recorréncia; sua versao linear sera estudada por

Nesse capitulo

» Equagées de Recorréncia (p.
260)

» Limites de Operadores (p. 265)
» Funcées de Operadores (p. 266)

» Equacgoes Diferenciais Ordi-
narias (p. 268)

» Teorema de Perron-
Frobenius (p. 272)

» Matrizes Estocasticas (p. 273)

meio de poténcias de matrizes.

Definicao 12.1 — Relacdo de recorréncia. Uma relacdo de recorréncia ex-
pressa cada termo de uma sequéncia em funcio de termos anteriores. Ela é de
primeira ordem quando tem a forma

u, = p(n, up_1), n>o0,

com ¢ : INxK — K. Fixado u, a relacdo determina sucessivamente todos os
demais termos.
Mais geralmente, uma recorréncia de ordem k tem a forma

Uy = (N, Up_1, Up_2, -+ s Up_k)s n>k,

onde ¢ : N x KK — K. Nesse caso, sdo necessarios k valores iniciais.

Transformar memoria em es-
tado

Uma recorréncia de ordem k depende dos k
valores anteriores. Reunindo esses valores
num unico vetor de estado, transformamos
a recorréncia numa dinamica de primeira
ordem governada por uma matriz.

Exemplo 12.2 — Fibonacci. A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente
pela formula
Fy=F1 + Fyo,

e valores iniciais
F1 = 1, F2 =1.

Os primeiros valores sdo: 1, 1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,377,610, 987, ...
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Exemplo 12.3 — Mapa Logistico.

Xna1 = 1Xp(1 = x)

com uma constante r dada; fixado o termo inicial x;, cada termo subsequente é deter-
minado pela relagéo.

u7 ...............................

1,[5 .....................

Uy feeeeneeenn

L PO S B )

{77 R AU GO S )

(77 PO AR

Uuq Uy Ug Uy Usg UsUy

Figura 12.1
X = 3.8%-1(1 = x-1)

Numa equacdo a diferencas finitas, a incégnita é uma sequéncia (ug, uy, ..., U, ...) CUjos
termos devem satisfazer uma relacio de recorréncia dada.

Uma equagio a diferencas finitas é dita linear de ordem k se puder ser escrita em
termos dos parametros ay, ..., . € b como

Uy = aqUp_1 + -+ aquy_ +b

A equacdo é dita homogénea se b = 0 e ndo homogénea se b # 0.

Dado o valor inicial u,, uma recorréncia de primeira ordem determina sucessiva-
mente uy, Uy, .... De modo anélogo, fixados ug e u;, uma recorréncia de segunda ordem
determina todos os termos seguintes.

Teorema 12.4 (Existéncia e Unicidade).
Uma relagdo de recorréncia de ordem k

u, = (N, Up_1,Up_9, ..., Up_) para n>k,

Jjuntamente com k valores iniciais ugy, Uy, ... Ux_1 possui uma unica solugdo.

Equacoes de Recorréncia
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Demonstragdo. Os valores iniciais determinam os termos de indices 0, ..., k — 1. Depois
disso, uy é determinado por esses valores, ., 1 € determinado pelos k termos anteriores,
e assim sucessivamente. Esse procedimento constréi uma solucdo. Ele também prova
a unicidade por inducdo: duas solu¢des com os mesmos valores iniciais coincidem
nos primeiros k indices e, se coincidem até o indice n — 1, a recorréncia obriga que
coincidam também no indice n. |

Teorema 12.5.
O conjunto das solugdes de uma equacgdo linear homogénea de ordem k

Uy = AglUp—1 + - + Gy

¢é um espago vetorial de dimensdo k.

Demonstragdo. As operacdes sao feitas termo a termo, por isso a soma de duas solugdes
e o produto de uma solugio por um escalar ainda satisfazem a recorréncia homogénea.
Considere

oS8 — KK D((uy)) = (ugs -, Up_1),

onde & é o espaco das solucdes. Pelo teorema anterior, cada escolha de valores iniciais
determina uma unica solu¢ao. Logo ® é um isomorfismo linear e dim & = k. |

Exemplo 12.6 — Progressao Aritmética. A solucdo da equacido de primeira ordem
U1 = U + b, com valor inicial uy, é a sequéncia (ug, ug + b, uy + 2b,...), cujo termo
geral é u; = uy + kb. Trata-se, portanto, de uma progressao aritmética de razdo b.

<

Exemplo 12.7 — Progressdo Geométrica. A equagdo uy,; = auy com valor inicial u
tem como solucdo a sequéncia

(uy, auy, azuo, akuo, )

cujo termo geral é u = a¥uy, ou seja, uma progressio geométrica de razio a.

<

Exemplo 12.8. Seja ur,1 = aw + b uma equacio linear ndo homogénea de primeira
ordem, com coeficientes constantes. A partir do valor inicial #,, obtemos sucessiva-
mente:

uy = auy + b,

uy = auy +b = a’uy + (1 + a)b,

us = auy + b = aduy + (1 + a + a®)b,
u. = b— k cos k—1
w=au_1+b=duy+ 1 +a+-+a"")b

Portanto a solucdo geral da equacgdo uy, 1 = auy + b é

k

k
a“uy + b, a=1,
U = T

ug + kb, a=1.

Equacdes de Recorréncia
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No caso geral, a e ¢ serdo funcdes de n e temos o seguinte resultado.

Teorema 12.9.
Sejam a(n) e c(n),n € N, sejam sequéncias reais. Entdo a equagdo da diferenca
linear de primeira ordem

u(n + 1) = a(n)u(n) + c(n) com condigao inicialu(0) = u,

tem solugdo

n—1 n—1 n-1
u(n) = (] Jat)uo + D ([T ali)eh)
k=0 k=0 j=k+1

E a solugao é unica.

Demonstragdo. Substituindo n = 0 na féormula e adotando a convencio de que o
produto vazio vale 1, obtemos u(0) = u,. Para o passo seguinte, isolamos o termo
k = n da soma e fatoramos a(n) nos demais termos; isso fornece diretamente

u(n + 1) = a(n)u(n) + c(n).

Logo a formula define uma solucdo. A unicidade segue por indugdo: duas solugoes
com o mesmo valor inicial coincidem em n = 0 e, se coincidem em n, a recorréncia
mostra que coincidem em n + 1. |

A equagdo U1 = auy + b também pode ser vista como uma equacdo linear no espaco
das sequéncias. Defina L(u); = 4, — auyg. Entdo a recorréncia equivale a L(u) = b,

onde b = (b,b,...).

Teorema 12.10.
A solugdo geral da equagdo AX = b é a soma de uma solugdo particular com um
elemento qualquer do niicleo de A, isto é, com uma solugdo da equagdo homogénea

A% =0.
Demonstragdo. Se x, € uma solucio particular, entdo Ax = b equivale a Alx— xp) =0
Portanto, x = Xptzcomz€E ker A, e todo vetor dessa forma é solucéo. [ |

Se a # 1, a sequéncia constante ¢ = (c, ¢, ...) é uma solucéo particular quando (1 —a)c =
b, isto é, ¢ = b/(1 — a). O nucleo de L é formado pelas progressdes geométricas
(p,ap,a®p,...). Somando a solugio particular e impondo o valor inicial, recuperamos

k l—ak

ukzau0+1 b.

—a

Sistemas de recorréncias
1 2.] . 1 S istem as Li neares Um sistema de recorréncias lineares evolui
por iteracdo de um operador. Autovalores
indicam taxas de crescimento ou decai-
Num espaco vetorial V, uma recorréncia linear de primeira ordem é determinada por mento; blocos néo diagonais acrescentam
fatores polinomiais ao comportamento

um operador T : V — V e pela regra )
exponencial.

Vit = Tvg
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Esse é um sistema linear homogéneo de equacdes a diferencas com coeficientes cons-
tantes.

Dado v, € V, a tinica solucio é v = T¥v,,.

O problema pratico reduz-se, portanto, ao calculo das poténcias sucessivas de T. Se T
for diagonalizavel, escrevemos o vetor inicial como

Vo = C1Uuq + -+ Uy,
onde Tu; = A;u;. Segue-se que

Tkyvy = cl/llful + e+ ey Ak,

Teorema 12.11.
Um sistema linear ndo homogéneo de k equacoes de diferencas de primeira ordem
pode ser escrito como

w(n+1) = ayuy(n) + agpup(n) + - + ayu(n) + ¢
Uy(n + 1) = agyug(n) + agup(n) + - + agyu(n) + ¢y
w(n+ 1) = apuy(n) + aouy(n) + -+ + g (n) + ¢

Usando a notagao matricial

uy(n) aj;p 42 o i G
Ur\n a a a: N C
u(n) = zf ) ’ A= :21 :zz 2k ) = 2
u(n) A1 Gy v Ak Ck

Entao a solugdo do sistema escrito como

u(n+1) = Au(n) +¢

(&N

n—1
u(n) = A™u(0) + Z AP1-g, neN.
=

Demonstracao. A forma matricial decorre diretamente da defini¢do do produto de
matrizes. Para a formula da solugéo, o caso n = 0 é imediato. Se ela vale para n, entdo

u(n+1) = Au(n) +¢
n—1
= A"lu(0) + Y AMIE+ ¢
j=0
n
= A"lu(0) + ) AMTE,
j=0
que ¢ a formula desejada no indice n + 1. A mesma indugdo mostra que a solucéo é
Unica para cada valor inicial. |

Quando A nio é diagonalizavel, a forma de Jordan ainda torna o calculo de A" explicito:
em cada bloco J = AI+N, usamos o binémio e a nilpoténcia de N,

s—1
"=y (7>A"—fo,

=0 \J

Sistemas Lineares
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onde s é o tamanho do bloco.

12.2 Limites de Operadores

Para definir limites de operadores em dimensao finita, basta escolher bases e acom-
panhar a convergéncia das entradas de suas matrizes. Comecamos, portanto, com
matrizes sobre R ou C.

Defini¢ao 12.12. Seja K = R ou C. Uma sequéncia (A,) em ./, ,(K) converge
para A quando cada entrada de A, converge para a entrada correspondente de A:

|al~(jr) — a;j| = 0 quando r — oo

paral<i,j<n,onde A, = [ai(jr)].

Essa definicdo equivale a convergéncia na norma
[Al,, = max{la;| | 1 <i,j<n}
cuja distancia associada é d(A, B) = |A — B| .. De fato,

A, = Aquandon — oo & |A, — Al — 0 quandon — oo

A norma do supremo possui as seguintes propriedades.

Proposicao 12.13.
Se A,B € M, ,(K) entio:

| loo é uma norma.

Propriedade multiplicativa: | AB|o < 1 |Alco | Bllco-

Se A, - A e B, = B nanormadosup e, > A emC, entdo:
E] AA, = AA;
(b] A,+B, > A+B;
A.B— ABe AB, — AB;

E] A,B, — AB. Assim, a multiplicacdo de matrizes é uma operagdo
continua;

[e| seQ for uma matriz invertivel, QA,07! - QAQL. Portanto, toda
transformacdo de similaridade A — QAQ™! é uma operacdo continua
no espago das matrizes.

Demonstragdo. As propriedades de norma seguem das propriedades do médulo em R
ou C. Para cada i, j,

n

I(AB)| < ) lallbns| < n Al 1Bl »
h=1

o que prova a desigualdade multiplicativa. As afirmacdes sobre soma e produto por
escalar seguem das desigualdades triangular e multiplicativa. Para o produto, note que

Limites de Operadores

Normas e convergéncia

Para falar em limite de matrizes ou ope-
radores, precisamos medir distancias. Em
dimensao finita, diferentes normas pro-
duzem a mesma nocao de convergéncia,
embora fornecam estimativas quantitativas
distintas.
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uma sequéncia convergente (A,) é limitada e escreva
A,B, — AB = A.(B, — B) + (A, — A)B.

Os dois termos tendem a zero. O caso da similaridade é obtido tomando os fatores
fixos Qe Q1. |

12.3 Funcoes de Operadores

12.3.1 Exponencial de Matrizes

Definiremos a exponencial de uma matriz por meio da série de Taylor para a exponen-
cial real:

- . . : o A
Definicao 12.14. Seja A uma matriz n x n. Definimos e? =

Teorema 12.15 (Critério de Convergéncia de Cauchy).

Uma sequéncia{Ap} em M, ,(K) converge para algum limite Ay = lim,_,o, A, na
norma | - | se, e somente se, a sequéncia tiver a propriedade Cauchy: dado € > 0,
podemos encontrar um M > 0 tal que

A, — Al < € para todos osm,n > M

Demonstragdo. Se (A,) converge, a desigualdade triangular mostra que ela é de Cauchy.
Reciprocamente, se (A,) é de Cauchy nessa norma, entdo cada sequéncia de entradas
(ai(jr)) é de Cauchy em R ou C e, portanto, converge para um escalar g;;. Como ha
apenas um numero finito de entradas, para cada € > 0 existe um mesmo indice a partir
do qual todas elas estdo a menos de € de seus limites. Assim, A, — A = (a;;) na norma
do supremo. |

Teorema 12.16.

A série e? converge para toda matriz A € M, ,(K).

Demonstragdo. Se A € Mp,,(K), a desigualdade multiplicativa implica HAkH <
? 0

nk-1 ||A||I§o para k > 1. Logo a série matricial é absolutamente dominada, entrada

a entrada, por uma constante vezes a série escalar Zkzo(n ||A||m)k /k!, que converge.

Portanto, suas somas parciais formam uma sequéncia de Cauchy e e esta bem defi-
nida. |

Fungdes de Operadores

A exponencial é um fluxo

A identidade ¢4 = ¢54¢!4 mostra que
a exponencial de matrizes descreve uma
evolugao compativel com a soma dos

. . d
tempos. Sua derivada satisfaz Eem = Aell.
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Exemplo 12.17 — Exponencial da matriz nula. Seja 0 a matriz nula entéo

66220—721

n=0 "
§q

Exemplo 12.18 — Exponencial da Matriz Identidade. Como I¥ = I para k > 1, temos
I
e =el.

b

Exemplo 12.19 — Exponencial de uma Matriz Diagonal. De modo analogo ao exem-
plo anterior se

ag 0 .. 0 e 0 ... 0
0 a 0 e2 ... 0

D= 2 entdo eP =
0 0 .. a 0 0 .. e*

Ou seja, para uma matriz diagonal, calcular a sua exponencial é equivalente a expo-
nenciar cada elemento da diagonal.

<

Exemplo 12.20 — Matrizes Nilpotentes. Observe que se uma matriz é nilpotente, os
elementos do somatorio a partir de um certo ponto sido nulos, isso implica que a série
de B ¢é finita. Vejamos um exemplo:

0 0 O 0 0 O
SejaB=] 1 0 0 centioB2=| 0 0 0 eB3=0,logo:
0 1 0 1 0 0
1 0 O
B2
B-T+B+o=| 1 10
2 1
-1 1
2

Teorema 12.21. SeQ = PAP™1, entdo e? = PeAP~1.
Se AB = BA, eA1B = ¢AeB,

e—A — (eA)_l.
[ a b . A _ 4| cosb senb
SEA_[ b a ]entaoe —¢ [ —senb cosb

d(etA)

_ tA
I = Ae.

Exponencial de Matrizes
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Demonstragdo. No item [ 1], basta observar que QF = PAFP~! e passar ao limite das
somas parciais. Se AB = BA, o bindmio usual vale para (A + B); reorganizando o
produto das duas séries absolutamente convergentes, obtemos o item . Aplicando-o
aAe—A,segue ete™ = e =1, 0 que prova .

Para[4] escreva A = al+bR, onde R = [ % 3] e R? = —1 Separando os termos pares

e impares na série de PR obtemos e’R = cos(b) I+ sen(b)R; o item [ 2 | conclui o calculo.

Finalmente, a série de ¢4 pode ser derivada termo a termo em qualquer intervalo
limitado, e

d 4 o kklak A
e =y ——=A) = Ae

o que prova 5| [ ]

Calculo da Exponencial usando a Forma de Jordan
Se A = MJM™!, entdo eA = Me/M™!. Em cada bloco de Jordan, escrevemos
J = A1+N, com N nilpotente. O termo escalar A1 comuta com N, logo

s—1 k
J_ N _ AN N
e/ =e'e —e];)k!,

onde s é o tamanho do bloco. Aplicamos essa formula bloco a bloco.

12.4 Equacoes Diferenciais Ordinarias

A passagem do tempo discreto ao continuo substitui poténcias de A pela exponencial

4. Sejal C Rum intervalo aberto que contém a origem e sejam x; (t), ..., x,(t) € C1(I).

Consideremos o sistema linear

dx1

2 DGt tdnX

: (12.1)
dx,

E = apiXy o G Xy

Os coeficientes a;j sdo reais, e procuramos a solucio sujeita a condigéo inicial x;(0)

€15 s X(0) = .

Para escrevé-lo em notagdo vetorial, definimos A = (g;) € 4,,(K)(R), x
(x1, ..., x,,)t ec= (cl, s cn)t. Com essa notagdo, o Sistema 12.1 torna-se

x’ = Ax com x(0) = ¢ (12.2)

Para resolver o sistema, substituimos A por uma matriz semelhante mais simples.

Suponha J = PAP™!, com P invertivel, e defina y = Px. Entdo y’ = Px’ e y(0) = PC;
além disso, Jy = PAP™!(Px) = PAx = Px’ = y’. O problema reduz-se a

y’ = Jy com y(0) = P¢ (12.3)

Se y é uma soluciio para 12.3, entdo x = P~y é uma solucio para 12.2, pois X’ =
P~ ly’ = P71 Jy = Ax. Além disso, x(0) = P~ 1y(0) = C.

Equacées Diferenciais Ordinarias

Sistemas diferenciais lineares
O sistema x’(t) = Ax(t) é resolvido por
x(t) = ¢4x(0). A forma candnica de A tra-
duz-se diretamente no comportamento das
solugdes: crescimento, oscilacio, rotacdo e

termos polinomiais.
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Escolheremos a matriz | como a Forma Normal de Jordan Real de A e nesse caso as
equacOes que obtemos na versao 12.2 serdo faceis de resolver.

Em primeiro lugar, vimos no Teorema 10.27 que J é uma matriz diagonal por blocos:

B, 0
J= : (12.4)
0 Bg

Cada bloco em 12.4 possui uma das duas formas possiveis:

D L 0
c 1 0 D -
0
¢ 0 D

Na equacdo 12.5, D é uma matriz 2 x 2 da forma

N

Suponha que o tamanho de cada B; seja n; x n;. Entdo y’ = Jy se decompde em K
sistemas independentes,

y}: JyJ’ jzl,...,K.
Comy; = (Y1, s Yn ) ¥2 = Oyt s Ynymy)s €t

Assim, para encontrar uma solucéo para a equacgao 12.2, basta saber resolver as equa-
¢oes dos dois tipos a seguir:

et c 1 0 X
: = U | : (Tipo 1)
b 0 c X,
comx;(0)=¢,i=1,...,ne
x1 D IZ 0 X1
D - :
= . (Tipo 2)
12 :
Xon 0 D Xon

b
comxi(O):ci,i:1,...,2n,eD=[ a ]
b a

Oitem |5 |do Teorema 12.21 fornece a solucdo da equacéo 12.2, a saber x = etA¢.

Teorema 12.22 (Existéncia e Unicidade para EDO’s Lineares).
O sistema x’ = Ax com x(0) = ¢ possui uma tinica solugdo:

x = etA¢

Equacées Diferenciais Ordinarias
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tA d(e9) — AetAZ =
dt

Demonstragao. Verificaremos que x = /¢ é solu¢do. Como x’ =

Ax e x(0) = 240 =C.
Para a unicidade, se y é qualquer solucéo, entio
d, _ _ _
E(e tAy(t)) = —Ae tAy(t) +e tAAy(t) =0.

Logo ety (t) = y(0) = ¢ e, portanto, y(t) = e4C. [ ]

Queremos ver a forma que essa solucao assume nos dois casos especiais Tipo 1 e Tipo
2.

Vamos considerar a equacdo Tipo 1 primeiro. Para isso considere:

B= w1 e N-= o1

Entdo, B,N € M, ,(K)(R) e N ¢é nilpotente de indice n. Como cI,, comuta com N, o
Teorema 12.21, item , implica

tB _ otclyotN CcttN

e = e‘le
Portanto, a solugio para Tipo 1 é x = /B¢ = e’e!N¢. Usando a definicio de 'V, temos
- tZ tn—2 i R
1 J— ces
2! mn-2) (-1
tn—?: tn—2
0o 1
n-1 k n-3) (n—2)
N . .
eN=3y N 1o 0 1 : : (12.6)
A )
k=0 t
t —_—
2!
o 0 - 0 1 t
| 0 0 - 0 0 1 |
Substituindo 12.6 em x = ¢““e'N¢ obtemos
n—j tk
xj(t) = e TGtk paraj=1...n (12.7)
k=0 "

Agora vamos considerar a equagdo Tipo 2. Se a matriz nessa equagao é apenas D,
entdo o Teorema 12.21, item [ 4], implica que a solucéo é

v = oDz ota| €08 bt senbt o (12.5)
—senbt cosbt 9

Portanto, podemos assumir n > 1 e prosseguir com o caso geral.

Defina = a —bi. Para j = 1,...,n, seja z; = xpj_1 +ixyj € wj = ¢yj_1 + icy;. Entdo a
equacdo Tipo 2 se torna o seguinte sistema:

po1 0 0 z1

0 u 0 Z]

: 1 = : (12.9)
0 0 pu 1 zy,

0 0 p z,

Equacées Diferenciais Ordinarias
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com z,-(O) = w; parai=1,...,n. As equacoes em 12.9 sdo resolvidas da mesma maneira
que a equacdo Tipo 1. Portanto,

n—j k
t .
z(t) = e”tkz: 1 itk j=1,..,n. (12.10)
—0

(a—Dbi)t

Como e = e = e%(cosbt — isenbt), a Equacdo 12.10, com W = ¢jq + icy),

fornece a solugio real:

n—j .k
t
xpj1(t) = e Z F[c2(j+k)—1 cos(bt) + c(j+k) sen(bt)] (12.11)
k=0 """
n—j tk
xp;(t) = e kz: E[cz(jJrk) cos(bt) — ca(jrk)-1 sen(bt)], j=1,..,n
=0

Observe que, nos casos Tipo 1 e Tipo 2, as coordenadas da solugio sdo combinacdes
lineares de produtos de polindmios, exponenciais, senos e cossenos. Assim, temos o
seguinte teorema:

Teorema 12.23.

Sejam A € M, ,(R) e x(t) uma solugio de x’ = Ax. Entdo cada coordenada de
x é uma combinagdo linear de fungoes da forma tke cos(bt) e tke sen(bt), onde
a + bi percorre os autovalores complexos de A e k é um inteiro ndo negativo menor
que o tamanho do bloco correspondente.

Exemplo 12.24 — Um sistema de rotacdo. Considere

x' = Ax, A:[O _1], x(O):[Cl].
)

1 0
Como A% = —1, a separacio dos termos pares e impares da série exponencial da
‘A cost —sent
e = cos(t)I+sen(H)A = .
sent cost

Portanto,
x(t) = [

cycost —cysent
cpsent +cycost |’

Além de verificar concretamente a formula x(t) = ¢4x(0), o exemplo mostra que o
fluxo preserva a norma euclidiana: as trajetorias sdo circulos centrados na origem.

Equacdes Diferenciais Ordinarias
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12.5 Teorema de Perron-Frobenius

Usaremos a seguinte forma finito-dimensional do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Sua demonstragéo é topologica e foge ao escopo deste texto.

Teorema 12.25 (Ponto Fixo de Brouwer).
Toda aplicagao continua de um simplex compacto em si mesmo possui um ponto

fixo.

Definicao 12.26. Uma matriz A = (g;;) € #,,(R) é positiva se a;; > 0 para
todos i, j, e é ndo negativa se a;j 2 0. A mesma terminologia serd usada para
vetores, coordenada a coordenada.

O resultado seguinte caracteriza o autovalor dominante de uma matriz positiva.

Teorema 12.27 (Perron-Frobenius para matrizes positivas).
Se A € M, ,(R) é positiva, entdo exister > 0 tal que:

r é autovalor de A e possui um autovetor positivo u;
o autoespaco der é unidimensional er é uma raiz simples de ca;
todo outro autovalor A € C satisfaz |A| < r;

todo autovetor ndo negativo esta associado ar.

Demonstragdo. Considere o simplex A = {x >0 | ¥, x; = 1}. A aplicacdo continua

Ax
FX) =<
Zi(Ax)i
leva A em si. Pelo Teorema 12.25, existe u € A com F(u) = u. Assim, Au = ru para
algum r > 0; como A é positiva, u > 0.

Se Az = Az, escolha ¢ = max; |z]/y; e um indice iy em que o maximo é atingido. Entéo

|Alew;, = [(Az); | < Z aj izl < crug,,
J

logo |A| < r. Se houver igualdade, todas as desigualdades triangulares acima sdo
igualdades. Como a;; > 0, todas as coordenadas de z tém a mesma fase e z ¢ multiplo
complexo de u; em particular, A = r. Isso prova a dominancia estrita e a unicidade do

autoespaco.

Aplicando o argumento a A', obtemos um autovetor positivo a esquerda w, com

wtA = rwtl. Se existisse um vetor generalizado y com (A — rl)y = u, entdo 0 =
wi(A - rl)y = whu > 0, contradicdo. Logo r é simples. Finalmente, se Az = Az com

z>0ez+0,entdo

Iw'z = wtAz = rw'z.

Como w'z > 0, segue que A = r. |

Teorema de Perron—-Frobenius

Autovalor dominante e positivi-
dade

Uma matriz com entradas estritamente
positivas possui um autovalor real positivo
maior, em modulo, que os demais, e um
autovetor associado com coordenadas positi-
vas. Essas propriedades permitem estudar
as iteragdes da matriz e o comportamento
assintotico de modelos definidos por ela.
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12.6 Matrizes Estocasticas

Probabilidade preservada
Uma matriz estocastica envia distribui-
Definicao 12.28. Uma matriz A = (@) € 4, ,(R) é estocastica por linhas se ¢des de probabilidade em distribuicdes de

a; > 0 e ), a; = 1 para todo i. Ela é regular ou primitiva se A™ é positiva para probabilidade. Vetores estaciondrios sao
J autovetores associados ao autovalor 1; a
algumm > 1.

convergéncia depende de os demais modos
espectrais desaparecerem com as iteracdes.

Proposicao 12.29.
Se A ¢é estocastica por linhas, entdo 1 é autovalor de A e todo autovalor A satisfaz
Al <1

Demonstracio. Para1 = (1,...,1)!, temos A1 =1.Se Az = Az e |zi,| = max; |z, entdo

1Alz,| = Zaiojzj < Z ai izl < Iz, |-
J Jj

Como z # 0, segue que |A| < 1. [ ]

Teorema 12.30 (Convergéncia de matrizes estocasticas regulares).
Se A ¢ estocastica por linhas e regular, entdo 1 é um autovalor simples, todos os
demais autovalores tém modulo menor que 1 e existe um tunico vetor positivo 7 tal
que
Al = 7, Z m=1.
1

Além disso,
lim A% = 15,
k—oo

uma matriz estocdstica positiva cujas linhas séo todas iguais a .

Demonstragdo. Escolha m com A™ > 0. A matriz A™ também é estocastica, logo seu
autovalor de Perron é 1. Pelo Teorema 12.27, ele é simples e domina estritamente
os demais autovalores de A™. Se A é autovalor de A, entao A™ é autovalor de A™;
portanto, A = 1 ou |[A] < 1. A simplicidade de 1 para A™ também exclui blocos de
Jordan néo triviais para 1 em A.

Aplicando Perron-Frobenius a (A')™, obtemos o vetor positivo 7z, tinico ap6s a nor-
malizagdo indicada. Na forma de Jordan complexa de A, o bloco associadoa 1 é [1] e
todos os demais blocos tendem a zero quando elevados 4 k-ésima poténcia. Assim, A*
converge para a projecio espectral sobre (1) ao longo de ker ('), que é precisamente
17t [ |
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13

Teoremas Espectrais e
Decomposicoes

As poténcias, o nicleo e a imagem de uma matriz diagonal podem ser calculados
diretamente a partir de suas entradas. Para obter uma descri¢cdo semelhante de um
operador, procuramos uma base de autovetores. Quando essa base é ortonormal, a
representacdo em coordenadas também preserva o produto interno do espaco.

O teorema espectral caracteriza os operadores que admitem tal base. Sobre os com-
plexos, sdo exatamente os operadores normais; sobre os reais, sdo os operadores
autoadjuntos. Desse resultado decorrem a forma canodnica dos operadores normais
reais, a descricdo das isometrias, a raiz quadrada de um operador positivo, a decompo-
sicdo polar e a decomposicio em valores singulares.

Em todo o capitulo, V' e W serdo espacos com produto interno de dimenséo finita sobre
K = R ou K = C. Mantemos a convencio do Capitulo 6: o produto interno é linear
na primeira variavel e conjugado-linear na segunda. Para uma matriz complexa A,

escreveremos .
A*=A.

No caso real, essa operacédo se reduz a transposicao.

13.1 Operadores Autoadjuntos e Normais

A adjunta relaciona um operador ao produto interno do espago. As classes introduzidas
a seguir sdo definidas por relagdes entre o operador e sua adjunta.

Definicao 13.1 — Operadores Autoadjuntos e Normais. Seja T € Hom(V,V).
Dizemos que T é

E] autoadjunto se T* = T;
@ anti-autoadjunto se T* = —T;

normal se T*T = TT*.

Em espagos complexos, os operadores autoadjuntos também sdo chamados de hermi-

Nesse capitulo

» Operadores Autoadjuntos e
Normais (p. 274)

» Teoremas Espectrais (p. 277)

» Operadores Normais Re-
ais (p. 281)

» Operadores Unitarios e
Ortogonais (p. 282)

» Operadores Positivos e
Raizes Quadradas (p. 284)

» Decomposicao Polar (p. 286)

» Decomposicao em Valores
Singulares (p. 287)

Normalidade e diagonalizacao
Em bases ortonormais, operadores auto-

adjuntos complexos sao representados
por matrizes hermitianas. A condicao
TT* = T*T caracteriza os operadores

normais. Em dimensao finita sobre C, ela
equivale a existéncia de uma base ortonor-

mal de autovetores.
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tianos. Em espacos reais, suas matrizes em bases ortonormais sao simétricas. Todo
operador autoadjunto ou anti-autoadjunto é normal, mas a classe dos operadores
normais é maior.

Exemplo 13.2. Em C?, os operadores representados na base canénica pelas matrizes

el el

sdo normais. O primeiro é autoadjunto, pois A* = A. O segundo nio é autoadjunto,
mas é normal porque B e B* sdo diagonais e, portanto, comutam.

Teorema 13.3 (Caracterizacdo Matricial).
Seja v uma base ortonormal de V' e seja A = [T],.. Entdo:

E] T é autoadjunto se, e somente se, A = A*;

IE] T ¢ anti-autoadjunto se, e somente se, A = —A”;

T é normal se, e somente se, A*A = AA*.

Demonstragdo. Em uma base ortonormal, a matriz da adjunta é [T*], = A*. As duas
primeiras equivaléncias seguem imediatamente dessa identidade. "Para a terceira,
observamos que

[T*T], = A*A e [TT*], = AA™.
Como operadores sdo iguais se, e somente se, tém a mesma matriz em uma base fixada,
o resultado segue. |

Observacao 13.4. A condicdo de normalidade depende do produto interno, pois
a adjunta também depende dele. Ja a diagonalizabilidade usual depende apenas da
estrutura de espaco vetorial. O teorema espectral relacionara essas duas informagdes
ao exigir uma diagonalizagio por uma base ortonormal.

Proposicao 13.5.
Para todo T € Hom(V, V), os operadores T*T e TT* sao autoadjuntos. Além disso,

(T*Tv,v) = |Tv|? e (TT*v,v) = |T*v|?.

Demonstragao. Das propriedades da adjunta,
(T*T)* = T*(T*)* = T*T.
A prova para TT* é idéntica. Finalmente, pela definicdo de adjunta,
(T*Tv,v) = (Tv,Tv) = |Tv]?,

e a segunda identidade é obtida trocando T por T*. |

Os proximos resultados descrevem as restri¢des que a adjunta impde aos autovalores
e aos autovetores. Essas relacdes serdo usadas nas demonstracdes dos teoremas
espectrais.

Operadores Autoadjuntos e Normais
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Teorema 13.6 (Autovalores de Operadores Autoadjuntos).
Todo autovalor de um operador autoadjunto é real. Além disso, autovetores associ-
ados a autovalores distintos sdo ortogonais.

Demonstragdo. Suponha Tv = Av, com v # 0. Como T = T,
AV[? = (Tv,v) = (v, Tv) = A|v]*.
Como |[v] > 0, temos A = A; portanto, A € R.
Agora sejam Tv = Av e Tw = pw, com A # u. Os dois autovalores sdo reais, e
Mv,w) =(Tv,w) = (v,Tw) = (v, w).
Logo (A — p)(v,w) = 0, o que implica (v, w) = 0. [ |

Para operadores normais, a relagéo entre os autovetores de T e de T* é dada pelo lema
seguinte.

Lema 13.7 (Autovetores de um Operador Normal).
Se T é normal, entao, para todo A € K,

ker (T — AI) = ker (T* — AI).

Em particular, se Tv = Av, entdo T*v = v,

Demonstragao. O operador S = T—AI é normal, pois S* = T* — I e os termos cruzados
nas expressdes S*S e SS* coincidem. Para todo v € V, a normalidade fornece

ISv]? = (S*Sv,v) = (SS*v, v) = |S*v|2.

S S
Assim, Sv = 0 se, e somente se, S*v = 0, 0 que é exatamente a igualdade dos nicleos
anunciada. [ |

Corolario 13.8 (Ortogonalidade dos Autoespagos Normais).
Se T é normal, autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

Demonstragdo. Se Tv = Av e Tw = pw, o lema anterior da T*w = pw. Portanto,
Mv,w) =(Tv,w) = (v, T*W) = (v, w).

Se A # p, segue que v L w. ]

Corolario 13.9.
Se T é normal, entdokerT =kerT* eimT =imT”.

Operadores Autoadjuntos e Normais
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Demonstragdo. A igualdade dos nticleos é o Lema 13.7 com A = 0. Usando as relagdes
entre nucleo, imagem e adjunta demonstradas no Capitulo 6, obtemos

imT = (ker T)* = (ker T)* = im T*.

13.2 Teoremas Espectrais

Diagonalizacao em bases orto-

Diagonalizar um operador significa decompor o espago em retas invariantes. Os normais
teoremas a seguir caracterizam os operadores para os quais essas retas podem ser U@ diagonalizacio usa uma base de

autovetores. Nos casos cobertos pelo
teorema espectral, essa base pode ser
uma base ortonormal de autovetores. escolhida ortonormal. A passagem as
coordenadas nessa base preserva o produto
interno e, portanto, os comprimentos e os
angulos.

escolhidas mutuamente ortogonais. Normalizando um vetor em cada reta, obtemos

Definicao 13.10 — Diagonalizacido Ortonormal. Um operador T € Hom(V,V)
¢é diagonalizavel por uma base ortonormal se existe uma base ortonormal de
V formada por autovetores de T. Equivalentemente, a matriz de T nessa base é
diagonal.

Teorema 13.11 (Teorema Espectral Complexo).
Se'V é complexo, um operador T € Hom(V,V) é normal se, e somente se, V possui
uma base ortonormal formada por autovetores de T.

Demonstragdo. Suponha primeiro que T possua uma base ortonormal de autovetores.
Nessa base, T e T* sdo representados, respectivamente, por

diag(Ay,....A,) e diag(Ay,..., 4,).
As duas matrizes comutam; logo T é normal.

Reciprocamente, suponha que T seja normal. A prova sera por inducdo emn = dimV.
O caso n = 1 é imediato. Como o corpo é C, o polindmio caracteristico de T possui
uma raiz. Portanto, existem A € C e um vetor unitario e; tais que Te; = Ae;. Pelo
Lema 13.7, T*e; = Ae;.

A reta L = (e;) e seu complemento ortogonal L* sdo invariantes por T e por T*. De
fato, se w € L+, entdo
(Tw,ey) =(w,T"e;) =0,

e o mesmo argumento, trocando T por T*, mostra a outra invaridncia. Assim, a
restricdo Ty = T|;. é normal; sua adjunta é justamente T*|; .. Pela hipdtese de indugio,
L+ possui uma base ortonormal e, ..., e, formada por autovetores de T;. Juntando e;
a essa base, obtemos a base ortonormal desejada de V. [ ]

No caso real, um operador normal pode conter planos invariantes nos quais atua
como uma rotagio. Por isso, normalidade nédo basta para garantir uma base real de
autovetores. A diagonalizacdo em uma base ortonormal real é caracterizada pela
autoadjuncio.
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Teorema 13.12 (Teorema Espectral Real).
SeV é real, um operador T € Hom(V, V) é autoadjunto se, e somente se, V possui
uma base ortonormal formada por autovetores de T.

Demonstragao. Se existe uma base ortonormal de autovetores, a matriz de T nessa
base é diagonal e real. Ela é, portanto, simétrica, e o Teorema 13.3 mostra que T é
autoadjunto.

Para a reciproca, comecamos justificando a existéncia de um autovetor real. Escolha
uma base ortonormal e seja A a matriz real simétrica de T. Vista como matriz complexa,
A é hermitiana e, pelo teorema espectral complexo, possui um autovetor z = x + iy
associado a um autovalor real A. Da igualdade

A(x +iy) = M(x + iy)

.
seguem Ax = Ax e Ay = Ay. Como z # 0, pelo menos um dos vetores X, y é nao nulo.
Assim, T possui um autovetor real, que podemos normalizar e denotar por e;.

Agora procedemos por induc¢do em dim V. Como T = T*, o complemento ortogonal de
(eq) é invariante por T, e a restri¢do de T a esse complemento continua autoadjunta.
A hipotese de indugédo fornece uma base ortonormal de autovetores no complemento.
Acrescentando e;, obtemos uma base ortonormal de autovetores de V. [ ]

Definicao 13.13 — Matrizes Unitarias e Ortogonais. Uma matriz complexa Q é
unitaria se 0*Q = I. Uma matriz real Q é ortogonal se Q'Q = I.

Corolario 13.14 (Verstes Matriciais).
Valem as seguintes afirmacoes:

E] uma matriz complexa A é normal se, e somente se, existe uma matriz unitaria

Q tal que Q* AQ é diagonal;

IE] uma matriz real A é simétrica se, e somente se, existe uma matriz ortogonal
Q tal que Q*AQ ¢é diagonal.

Demonstragao. As colunas de Q sdo os vetores de uma base ortonormal escritos na
base canonica. A expressio Q! AQ é a matriz do mesmo operador na nova base. Como
Q7! = Q" no caso complexo e Q! = Q' no caso real, as afirmacdes sio exatamente as
versOes matriciais dos dois teoremas espectrais. |
Exemplo 13.15 — Diagonalizacdo de uma Matriz Hermitiana. Considere

2 i

A=| . .

- 2

Seus autovalores sdo 1 e 3. Autovetores unitarios correspondentes sdo
1 [—1] 1 H
Vi = — N Vo = — .
HE z

Eles sdo ortogonais. Se Q = [v; v, |, entdo Q é unitaria e

0*AQ = [(1) g]

Teoremas Espectrais
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O exemplo ilustra a diferenca entre diagonalizar e diagonalizar unitariamente: a
segunda operacdo controla também os comprimentos e os dngulos.

13.2.1 Decomposicao Espectral e Calculo Funcional

O teorema espectral pode ser escrito sem escolher vetores dentro de cada autoespaco.
Essa formulagdo é especialmente ttil quando um autovalor tem multiplicidade maior
que um.

Teorema 13.16 (Decomposicao Espectral).
Se T é normal em um espago complexo e Ay, ..., A, sdo seus autovalores distintos,
entdao

V=E, 0-0E,

onde Ey = ker (T — A;I). Se P; denota a projegdo ortogonal sobre Ej,, entao
r

.
T=) AP, I=>p, PPi=0 (i+)).
j=1 j=1

As mesmas conclusoes valem para operadores autoadjuntos reais.

Demonstragdo. Escolha uma base ortonormal de autovetores e agrupe seus elemen-
tos segundo o autovalor. O Corolario 13.8 mostra que os autoespacos associados a
autovalores distintos sdo ortogonais. Se v = v + -+ + v,, com v; = Pjv € E)Lj, entdo

r r
Tv = Z TV] = Z /‘l]P]V
Jj=1 j=1

Como essa igualdade vale para todo v, obtemos a formula para T. As demais identidades
seguem das propriedades das projecdes ortogonais. |

Se f é uma fungéo definida no conjunto finito {14, ..., 4,}, definimos
r
() =) fAP;.
j=1
Quando f é um polinémio, essa definicdo coincide com a substitui¢do usual de T no

polindmio. A vantagem é que também podemos usar funcdes como f(t) = Vt ou
f(t) = 1/t, desde que estejam definidas no espectro de T.

Exemplo 13.17. Se T é autoadjunto e possui espectro {—2, 1, 4}, entdo
T? = 4P_, + P, + 16P,.

Se T for invertivel,
1 1
T'=—-P,+P +-P,
5i-2 1+ 75

Essas formulas sdo independentes da escolha de bases dentro dos autoespacos.

Decomposicao Espectral e Calculo Funcional

Calculo funcional e autovalores
SeT = X, 4P,
quada de T é obtida aplicando a funcéo aos
autovalores: f(T) = Zj f(4;)P;. Os proje-

tores preservam os autoespagos; apenas os

entdo uma funcio ade-

valores espectrais sao transformados.

279



Algebra Linear Avancada / Teoremas Espectrais e Decomposi¢oes

Proposicao 13.18 (Diagonalizacdo Simultanea).
Se S e T sao operadores autoadjuntos e ST = TS, entdo existe uma base ortonormal
formada por autovetores simultaneos de S e de T.

Demonstragdo. Pelo teorema espectral, V é a soma ortogonal dos autoespagos de T. A
comutag¢do mostra que cada um desses autoespacos ¢é invariante por S: se Tv = Av,
entao

T(Sv) = S(Tv) = ASv.

A restricao de S a cada autoespaco de T é autoadjunta. Diagonalizando essas restri-
¢oes e reunindo as bases ortonormais obtidas, construimos uma base de autovetores
simultaneos. [ |

13.2.2 Triangularizacao Unitaria

Leitura opcional. Esta subse¢do pode ser omitida em uma primeira leitura. A
decomposi¢ido de Schur nio é necessaria para os resultados posteriores do capitulo.
Ela estabelece que todo operador complexo admite uma matriz triangular em uma
base ortonormal, mesmo quando ndo admite diagonalizagéo.

O teorema seguinte vale para qualquer operador complexo, sem a hipotese de normali-
dade. A representacio obtida é, em geral, triangular, e ndo diagonal.

Teorema 13.19 (Decomposicdo de Schur).
Se A € M, ,(C), existe uma matriz unitiria Q tal que Q* AQ ¢é triangular superior.

Demonstracao. Apresentamos a versdo para operadores. A prova é por indu¢io em n.
Escolha um autovetor unitario e; de T e escreva V = (e;) © (e;)*. Seja P a projecio
ortogonal sobre (e;)* e considere o operador comprimido

S=Po T|<el>L.

Pela hipétese de indugio, existe uma base ortonormal e, ..., e, do complemento na
qual S é triangular superior. Como a reta gerada por e; é T-invariante, a matriz de T
na base ey, ..., e, também ¢é triangular superior. Tomando para colunas de Q os vetores
dessa base, obtemos Q" AQ triangular superior. |

Para uma matriz normal, a forma triangular de Schur é necessariamente diagonal. De
fato, se R = (r;;) é triangular superior e normal, entio |Re;| = [R*e;| implica
Iral? = Irgl? + ol + -+ [l

Logo a primeira linha nio possui entradas fora da diagonal. O argumento se repete no
bloco restante. Assim, a decomposicdo de Schur também oferece uma prova matricial
do teorema espectral complexo.

Triangularizacao Unitaria

Por que aparecem blocos 2 x 2
O bloco [1“7 ’ab | representa a multiplicagio
pelo numero complexo a + ib vista no plano

real. Seu mddulo mede a dilatacdo e seu

argumento, a rotacdo.
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13.3 Operadores Normais Reais

Uma rotag¢do néo trivial do plano real é normal, mas ndo possui autovetores reais. Em
vez de uma diagonalizacdo, devemos esperar uma decomposi¢do em retas e planos
ortogonais invariantes.

Ideia geométrica.

Ao complexificar o espago, cada autovalor real ainda fornece uma direcéo real. Ja um
par de autovalores ndo reais conjugados a * ib fornece um plano real: nesse plano,
o operador é a composicdo de uma rotagdo com uma dilatacdo. A prova consiste
em recuperar essas retas e esses planos a partir de uma base ortonormal complexa e
verificar que continuam mutuamente ortogonais no espaco real.

Teorema 13.20 (Forma Canoénica dos Operadores Normais Reais).

SeV é real, um operador T € Hom(V,V) é normal se, e somente se, existe uma
base ortonormal na qual sua matriz é diagonal por blocos, sendo cada bloco de um
dos tipos

a —b

[A] ou [ b4

], b>0.

Demonstragdo. Suponha que T seja normal e estenda os escalares de R para C. O
operador complexificado T¢ continua normal e, pelo teorema espectral complexo,
possui uma base ortonormal de autovetores.

Se A é real, o autoespago complexo correspondente é a complexificacdo de ker (T — AI).

Escolhendo uma base ortonormal nesse autoespaco real, obtemos blocos unidimensio-
nais [A].

Os autovalores no reais aparecem em pares conjugados. Fixe A = a +ib, com b > 0, e

escolha uma base ortonormal zy, ..., z; de seu autoespaco. Escreva z; = x; — iy}, com

xj,y; € V. Da igualdade T¢z; = Az; obtemos
Tx; = ax; + by;, Ty; = —bx; + ay;.
Como zj, ..., z; sdo autovetores associados a I, a ortogonalidade dos autoespacos de
um operador normal fornece
<Z'> Z(> = 5]'2’ (Z" Z_f> =0.
Separando partes real e imaginaria nessas duas identidades, obtemos
1
(xj, %) =y}, y0) = 551'4:, (xj,ye) = 0.

Portanto, os vetores +/2 X;j, J2 yj formam um conjunto ortonormal real. Em cada plano
gerado pelo par correspondente, a matriz da restricdo de T é

a —b

b al
Autoespacos correspondentes a diferentes pares conjugados sdo ortogonais; logo o
mesmo calculo produz planos reais mutuamente ortogonais. Agrupando esses planos

Operadores Normais Reais
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com os autoespacos reais, obtemos uma decomposi¢do ortogonal de V e a matriz
anunciada.

Reciprocamente, cada bloco exibido comuta com sua transposta. Uma matriz diago-
nal por blocos desse tipo também comuta com sua transposta e, pelo Teorema 13.3,
representa um operador normal. |

Exemplo 13.21 — Rotacdo e Dilatacdo. A matriz
2 =3
A=
3 2
representa, no plano, uma rotacéo seguida de uma dilatacéo de fator J13. Ela é normal,

pois AtA = AAY = 131, mas nio é simétrica. Seus autovalores complexos sdo 2 + 3i;
por isso, ndo ha uma base real de autovetores.

Pelo Teorema 13.20, um operador normal real é autoadjunto se, e somente se, nao
aparecem blocos bidimensionais na forma canonica. Nesse caso, a matriz na base
ortonormal é diagonal.

13.4 Operadores Unitarios e Ortogonais

As isometrias lineares sdo as transformacdes que preservam comprimentos. A identi-
dade de polarizacdo mostra que, para uma transformacao linear, preservar todos os
comprimentos equivale a preservar todo o produto interno.

Definicao 13.22 — Isometria Linear. Um operador U € Hom(V, V) é uma iso-
metria linear se
[Uv] = [v] paratodov e V.

Em espacos complexos, uma isometria linear é chamada de operador unitario;
em espagos reais, de operador ortogonal.

Teorema 13.23 (Caracterizacoes das Isometrias).
ParaU € Hom(V, V), sdo equivalentes:

[a] U éuma isometria;

@ (Uv,Uw) = (v, w) para todosv,w € V;
U*U =1I;

IE] U é invertivel eU™1 = U*;

E] U envia toda base ortonormal de V em uma base ortonormal.

Operadores Unitarios e Ortogonais
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Demonstragdo. A implicacao de [a | para [b] segue das identidades de polarizagio:
todos os termos do lado direito dessas identidades sdo normas, e U preserva somas e
multiplicacdes por escalares por ser linear. A implicagéo inversa é obtida tomando
W=V

Além disso,
({Uv,Uw) = (v,U*Uw).

Logo E] equivale a U*U = I, o que prova a equivaléncia com . Essa identidade
mostra que U € injetivo; como V tem dimensao finita, U é invertivel e U* = UL Isso
fornece [ d |, cuja reciproca é imediata.

Finalmente, a preservacgdo do produto interno mostra que a imagem de qualquer base
ortonormal é ortonormal. Como U ¢ invertivel, essa imagem é uma base. Reciproca-
mente, se U envia uma base ortonormal em outra, a expansao de um vetor nessa base
e a identidade de Parseval mostram que U preserva sua norma. |

Pela Defini¢do 13.13, as matrizes de um operador unitario ou ortogonal em bases
ortonormais sdo, respectivamente, unitarias ou ortogonais. As colunas dessas matrizes
formam uma base ortonormal do espago coordenado.

Exemplo 13.24 — Rotacdo e Reflexdo. Para todo 6 € R, a matriz

Ry = cosf —senf
9= lsen  cos6

é ortogonal e tem determinante 1. Ja

1 0
H=
0 -1
é ortogonal e tem determinante —1; geometricamente, representa a reflexao em relagio
ao eixo horizontal.

Corolario 13.25 (Caracterizacdo Espectral das Isometrias Complexas).
Um operador complexo U ¢ unitario se, e somente se, possui uma base ortonormal
de autovetores e todos os seus autovalores tém modulo 1.

Demonstragao. Um operador unitario é normal, pois U*U = UU* = I. Pelo teorema
espectral complexo, ele possui uma base ortonormal de autovetores. Se Uv = Av, entéo

Ivll = vl = |Allvl,

de modo que [A| = 1. A reciproca segue diretamente: em uma base ortonormal de
autovetores, a matriz de U é diagonal e suas entradas tém médulo 1, logoU*U =1. A

Corolario 13.26 (Forma Canoénica das Isometrias Reais).
Todo operador ortogonal real admite uma base ortonormal na qual sua matriz é

Operadores Unitarios e Ortogonais
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diagonal por blocos dos tipos

cosf —senf

Y [ ] 0<o<r

senf cosf

Demonstragdo. Um operador ortogonal é normal. Na forma do Teorema 13.20, cada
bloco deve ser ortogonal. Nos blocos unidimensionais isso for¢ca A = +1. Em um bloco
bidimensional, @ + b* = 1; portanto,a = cosf e b =senf paraalgum 0 <0 <z. M

Em particular, o determinante de uma matriz ortogonal é 1 ou —1. Os blocos de rotagio
tém determinante 1; assim, o sinal do determinante registra a paridade do nimero de

blocos [—1].

13.5 Operadores Positivos e Raizes Quadra-
das

Positividade e forma quadratica
Para ntimeros reais, a condicdo a > 0 pode ser reconhecida pela existéncia de uma Para um operador autoadjunto, a posi-
tividade é expressa pela desigualdade
(Tv,v) > 0 para todo v. Trata-se de uma
propriedade da forma quadratica associada,
e nao de uma condi¢ao sobre o sinal de cada
entrada da matriz em uma base arbitraria.

raiz quadrada real. O analogo para operadores exige a autoadjuncéo e sera obtido
diretamente do teorema espectral.

Definicao 13.27 — Operador Positivo. Um operador A € Hom(V, V) é positivo
semidefinido, ou semipositivo, se A = A* e

(Av,v) >0 paratodov e V.

Ele é positivo definido se a desigualdade ¢ estrita para todo v # 0. Escreveremos
A >0e A> 0, respectivamente.

Exemplo 13.28. Se P é a projecdo ortogonal sobre um subespaco S, entdo
(Pv,v) = (Pv, Pv) = |Pv|? > 0.

Logo P > 0. Também vimos na Proposi¢do 13.5 que T*T > 0 para todo operador T.

Teorema 13.29 (Critérios de Positividade).
Para um operador A € Hom(V, V), sdo equivalentes:

[a] A20;
IE] A ¢é autoadjunto e todos os seus autovalores sdo ndo negativos;

existe um operador S tal que A = S*S.

Além disso, A > 0 se, e somente se, A é autoadjunto e todos os seus autovalores sdo
positivos.
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Demonstragdo. Se A > 0e Av = Av, com Vv # 6, entao
0 < (Av,v) = Av|?.
Como A é autoadjunto, A é real, e a desigualdade implica A > 0.
Reciprocamente, suponha que A seja autoadjunto. Sejam Ay, ..., 4, seus autovalores,

repetidos de acordo com suas multiplicidades, e suponha que todos sejam nao negativos.
Escolha uma base ortonormal de autovetores e defina S nessa base por

Se; = \/Ijej.

Entio S = S* e A = 5% = §*S.
Por fim, se A = S*S, entdo A é autoadjunto e
(Av,v) = (Sv,Sv) = |Sv|? > 0.

Isso fecha o ciclo de equivaléncias. A afirmac@o sobre positividade definida segue
pelo mesmo calculo: em uma base ortonormal de autovetores, (Av, v) é uma soma dos
termos /1j|xj|2. [ |

Teorema 13.30 (Raiz Quadrada Positiva).
Todo operador A > 0 possui uma tnica raiz quadrada positiva semidefinida. Ela é
denotada por VA.

Demonstragdo. Se

,
A=Y 4P A>0,
j=1

é a decomposigio espectral de A, defina

JA = r A; P,

Esse operador é autoadjunto, positivo semidefinido e seu quadrado é A.

Para a unicidade, suponha que R > 0 e R? = A. Como R comuta com A = R%, cada
autoespaco Ej(A) é invariante por R. A restricdo de R a esse autoespaco é positiva
semidefinida e satisfaz R?2 = AI. Seus autovalores s3o, portanto, ndo negativos e tém
quadrado igual a ; todos sio iguais a vA. Pelo teorema espectral, a restrigao é VAL
Logo R coincide com o operador construido em cada autoespago de A. |

Exemplo 13.31 — Calculo de uma Raiz Quadrada. A matriz

tem autovalores 3 e 1, com autovetores unitarios 2’1/2(1, e 2’1/2(1, —1). Aplicando
a funcéo raiz quadrada aos autovalores, obtemos

1[V3+1 3-1
\/ZZE[\E—l V3+1

A multiplicacdo direta confirma que (VA)? = A.
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13.6 Decomposicao Polar

Todo nimero complexo néo nulo pode ser escrito como z = ulz|, em que [u| = 1. A
decomposi¢io polar substitui o mdédulo por um operador positivo e a fase por uma
isometria.

Definicao 13.32 — Modulo de um Operador. Para T € Hom(V, V), definimos

IT| = VT*T.

Lema 13.33.
Para todov eV,
ITv] = IT[v].

Consequentemente, ker T = ker |T).

Demonstragio. Como |T| é autoadjunto e |T|? = T*T,
ITvI? = (T*Tv,v) = (|T|*v,v) = ([T|v, |TIv) = ||T|v|?*.

A igualdade dos nucleos segue porque um vetor tem norma zero se, e somente se, é o
vetor nulo. |

Teorema 13.34 (Decomposicdo Polar).
Para todo T € Hom(V, V), existe uma isometria U tal que

T =U[T|.

Se T é invertivel, entdoU é tnica eU = T|T|™. Se T ndo é invertivel, a extensdo de
U aos complementos ortogonais, e portanto a decomposi¢do, pode ndo ser tinica.

Demonstracgdo. Defina inicialmente
Uy : im|T| — imT, Up(IT|v) = Tv.

O Lema 13.33 mostra simultaneamente que essa aplicagdo é bem definida e preserva
normas. Ela é sobrejetiva por constru¢io. Escolha uma base ortonormal de im |T| e
transporte-a por U para uma base ortonormal de im 7. Como esses subespacos tém a
mesma dimensio, podemos completar as duas bases nos respectivos complementos
ortogonais e definir uma isometria U : V — V que estende U,. Para todov e V,

UlT|v = Gy|T|v = Tv.
Se T é invertivel, entio |T| também é invertivel e a igualdade T = U|T| forcaU = T|T|™1.

No caso singular, a construgao deixa livre a escolha da isometria entre os complementos
ortogonais. ]

Decomposicao Polar

Parte positiva e isometria

A decomposicao polar escreve um operador
como produto de uma parte isométrica e
uma parte positiva. E o analogo matricial de
decompor um nimero complexo em fase e
moédulo.
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Exemplo 13.35. Considere a matriz real

0o -2
2=l 7]
1 0
Temos
1 0 1 0
AlA = , |A| =
0 4 0 2
Portanto,
A= 0 -1 (1 0.
1 0 0 2
[ S —
U |A]

O primeiro fator é uma rotacdo de 90°; o segundo alonga duas direcdes ortogonais por
fatores 1 e 2.

13.7 Decomposicao em Valores Singulares

Duas bases ortonormais
A diagonalizacio espectral se aplica a operadores normais e atua no mesmo espaco na A SVD nio exige que a matriz seja quadrada
. . . . . . i lizavel: .
partida e na chegada. A decomposi¢iio em valores singulares néo exige normalidade e nem diagonalizével: usa uma base ortonor

vale também para transformacdes T : V — W entre espacos de dimensoes diferentes.

mal no dominio e outra no contradominio.
Os valores singulares sdo obtidos a partir

Em vez de usar uma unica base de autovetores, ela escolhe uma base ortonormal no dos autovalores de A*A e descrevem a varia-
dominio e outra no contradominio. ¢do dos comprimentos nas diregdes dessas
bases.

Teorema 13.36 (Decomposi¢iao em Valores Singulares).
SejaT : V — W uma transformacao linear, com dimV = n, dimW = m e
r = posto T. Existem bases ortonormais

Vv=(V(,...,v,) e U=(ug...,uy)

e niimeros unicamente determinados

tais que
Tvi=su; (1<j<r), Tvi=0 (r<j<n.

Os niimeros sy, ..., s, sdo os valores singulares deT.

Demonstragdo. O operador T*T em V é positivo semidefinido. Pelo teorema espectral,
existe uma base ortonormal vy, ..., v,, de autovetores, ordenada de modo que

T*Tv; = stVj (1<j<r), T"Tv; = 0 (>r)

onde s; > -+ > s, > 0. O ntimero de autovalores positivos é r, pois ker (T*T) = ker T.

Para 1 <j <r, defina
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Esses vetores sao ortonormais. De fato,
1
$iS;j
1 S;
= —(T*Tv;,v;) = 2(v;, V).
SiS; B s v

) ]

(uj,u;) = —(Tv;, Tv))

A tltima expressao vale 1 sei = j e 0 caso contrario. Complete uy, ..., u, a uma base
ortonormal de W.

Se j > r, entdo
ITv;[? = (T*Tv;,v;) =0,

o
logo Tv; = 0. Isso prova a existéncia da decomposic¢io. Finalmente, os quadrados dos
valores singulares positivos sdo exatamente os autovalores positivos de T*T, contados
com multiplicidade; por isso, a lista ordenada sy, ..., s, é Gnica. |

Corolario 13.37 (Forma Matricial da SVD).
Para toda matriz A € M m,n(lK), existem matrizes unitarias — ortogonais, no caso
real —Q € My (K) e P € M, ,(K) tais que

A =QzP*,

onde X é a matriz m x n cuja diagonal comega com os valores singulares sy, ..., s, e
cujas demais entradas sdo nulas.

Demonstragdo. Tome para colunas de P os vetores da base ortonormal do dominio e
para colunas de Q os vetores da base ortonormal do contradominio fornecidas pelo
Teorema 13.36. Nessa escolha de bases, Q* AP = 3. Multiplicando & esquerda por Q e
a direita por P*, obtemos a fatoracdo anunciada. |

Exemplo 13.38. Para

2
A=3 0, AtA = 50'
4 0 0 0

Os valores singulares siao 5 e 0. Podemos escolher

3/5 —4/5]’ 5 - [5 0]_

P=1 Q:[4/5 3/5 0 0

Entdo A = Q¥ P'. A primeira direcio do dominio é transformada em uma direcio do
contradominio com fator de alongamento 5; a segunda pertence ao nucleo.

Exemplo 13.39 — Uma SVD de posto completo. Considere agora

"

Aqui as direcdes singulares ndo sdo os vetores da base canonica. Primeiro,

aao [ 2]
20 25

288



Algebra Linear Avancada / Teoremas Espectrais e Decomposi¢oes

Os autovalores sdo 45 e 5, com autovetores unitarios

11 IRRE
weghl el

Logo os valores singulares sdo s; = 35 e s, = v/5. As direcdes correspondentes no
contradominio sdo

S

u; = = u = :
s Jiol3 SRR B
Portanto,
Ao L[t 3]s oo
S Jol3 -1l o Va2t -1
0 b Pt

Este exemplo separa as trés etapas geométricas da SVD. Primeiro mudam-se ortonor-
malmente as dire¢des do dominio; depois se aplicam dois alongamentos distintos; por
fim, mudam-se ortonormalmente as dire¢cdes do contradominio.

A construcdo da decomposigdo em valores singulares parte do operador positivo T*T.
O teorema espectral fornece uma base ortonormal de autovetores desse operador, e os
valores singulares descrevem os fatores de alongamento de T nas dire¢des correspon-
dentes. Assim, a representacdo de T se reduz a mudancas ortonormais de coordenadas
e a uma matriz diagonal, possivelmente retangular.

Exercicios

Ex. 13.1 — Classifique cada matriz abaixo como autoadjunta, normal, unitaria ou
ortogonal e positiva semidefinida, quando essas expressdes fizerem sentido. Uma
matriz pode pertencer a mais de uma classe.

N O S P A A ] P M

Nos trés primeiros casos, trabalhe sobre R; nos dois tltimos, sobre C.

Ex. 13.2 — Seja T € Hom(V, V). Prove que T é normal se, e somente se,
[Tv] = |T*v]| paratodov e V.

Sugestdo. Aplique a identidade de polariza¢do ao operador T*T — TT*.

Ex. 13.3 — Seja T normal.

1. Prove que, se T é nilpotente, entdo T = 0.

2. Prove que, se T? = T, entéo T é a projecio ortogonal sobre im T.

Decomposicao em Valores Singulares
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Ex. 13.4 — Considere

2
A=]1
1

(SN S

1
1
2

Encontre uma base ortonormal de autovetores, escreva a decomposicio espectral de A
e obtenha uma férmula fechada para A™, comm > 1.

Ex. 13.5 — Seja U € Hom(V,V). Prove que U é simultaneamente autoadjunto e
unitario — ortogonal, no caso real — se, e somente se, existe uma projecao ortogonal P
tal que

U=2P-1

Interprete geometricamente a acdo de U sobre im P e ker P.

Fundamentos

Ex. 13.6 — Seja T normal complexo, ou autoadjunto real, com autovalores distintos
Ay ..o, A Prove que a projecio espectral sobre E A é dada por

Conclua que toda funcio definida no espectro de T pode ser representada por um
polindémio em T.

Ex. 13.7 — Sejam Ty, ..., T, operadores autoadjuntos que comutam dois a dois. Prove,
por inducdo em s, que existe uma base ortonormal formada por autovetores simultaneos
de todos eles.

Ex. 13.8 — Se A > 0, prove que VA comuta com todo operador que comuta com A.
Mostre também que

ker VA = ker A e imvVA =im A.

Ex. 13.9 — Use a forma canoénica real do Teorema 13.20 para provar:

1. o determinante de um operador normal real é o produto dos escalares A dos blo-
cos unidimensionais pelos numeros a® + b2 dos blocos bidimensionais; conclua
que o operador ¢ invertivel se, e somente se, nenhum bloco unidimensional é

[0];

2. ele é ortogonal se, e somente se, os blocos unidimensionais sdo [1] ou [—1] e,
em cada bloco bidimensional, a? + b% = 1.

Ex. 13.10 — Na construcdo da decomposicéo polar, prove que
im |T| = (ker T)*.

Descreva todas as escolhas possiveis para o fator unitario ou ortogonal U quando T é
singular e conclua que esse fator é tnico se, e somente se, T é invertivel.

Decomposicao em Valores Singulares
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Consolidacao

Ex. 13.11 — Calcule uma decomposi¢do em valores singulares da matriz

1 1 0
A= .
0 0 2

Determine explicitamente matrizes ortogonais Q e P e uma matriz ¥ tais que A = QZP".

Ex. 13.12 — Prove que T e T* tém os mesmos valores singulares positivos, com as
mesmas multiplicidades. Relacione as bases singulares de um operador com as de sua
adjunta.

Ex. 13.13 — Se

Tvi=su; (1<j<r)

¢ uma SVD de T, defina o operador T* : W — V por
THu; = sj_lvj (1<j<r)

e por zero no complemento ortogonal de im T. Prove que TT* é a projeciio ortogonal
sobre im T, que T*T é a projecio ortogonal sobre (ker T)* e que

TT*T =T, THTT =T".

O operador T" é chamado de pseudoinversa de Moore—Penrose.

Ex. 13.14 — Seja A = QZP* uma SVD e sejam s; > -+ > s, > 0 seus valores singulares.

Para k < r, substitua em ¥ os valores s 1, ..., s, por zero e denote por Ay a matriz
resultante. Prove que Ay tem posto k e minimiza |A — By entre todas as matrizes B
de posto no méaximo k, onde
ICIE = Z el
ij

Além disso, mostre que o valor minimo ¢é , [s,% gttt 2. Sugestao. Use a invariancia
da norma de Frobenius por multiplicagdo unitaria. Se R é a projecao ortogonal sobre
im B, compare B com RA e use Z}.||Ruj||2 < k para uma base de vetores singulares a
esquerda.

Ex. 13.15 — Sejam S e T operadores normais em um espaco complexo e suponha que

ST = TS. Prove que existe uma base ortonormal de autovetores simultaneos de Se T.

Estenda o argumento a uma familia finita de operadores normais que comutam dois a
dois.

Decomposicao em Valores Singulares
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14

Formas Bilineares

Uma transformacao linear descreve uma dependéncia linear em uma unica variavel.
Muitas construg¢des naturais, porém, recebem dois vetores: o produto de polinémios, o
produto de matrizes, o determinante em dimenséo dois e as varias noc¢des de ortogona-
lidade sao exemplos desse fenomeno. A condigido adequada néo é pedir linearidade no
par de variaveis, mas linearidade em cada uma delas quando a outra permanece fixa.

Em dimens3o finita, uma forma bilinear é determinada por uma matriz. A relacdo com
o espaco dual permite descrever sua degenerescéncia. Estudaremos, em seguida, as
formas simétricas, alternadas e hermitianas, e sua classificacdo por decomposi¢des em
blocos ortogonais elementares.

Salvo indicacio em contrario, todos os espacos vetoriais serdo considerados sobre
um mesmo corpo K. As formas hermitianas aparecerdo apenas sobre C, sempre com
a convencao adotada no Capitulo 6: linearidade na primeira variavel e linearidade
conjugada na segunda.

14.1 Aplicacoes Bilineares

Definicao 14.1 — Aplicacio Bilinear. Sejam V, W e Z espacos vetoriais sobre
K. Uma aplicagéo
F:VxW—2Z

é denominada aplicaciao bilinear, ou mapa bilinear, se for linear em cada
variavel separadamente. Explicitamente, paravy,vy € V, wi,wy € We A, A, € K,

F(Avq + Apvg, w) = A1 F(vy, W) + Ay F (v, W),
F(v,A\ywq + Aywy) = A, F(v, wq) + A, F(v, w).

Fixar a segunda variavel transforma F em uma aplicacéo linear de V em Z; fixar a
primeira transforma F em uma aplicacéo linear de W em Z. Em particular,

F(v,0) = F(0,w) =0

paratodosveVeweW.

Nesse capitulo

» Aplicacgées Bilineares (p. 292)

» Matrizes de Formas Bilinea-
res (p. 294)

» Dualidade e Degenerescén-
cia (p. 297)

» Simetria, Alternancia e
Formas Hermitianas (p. 299)

» Ortogonalidade (p. 302)
» Classificacao (p. 303)

Linear em cada entrada

Uma aplicacao bilinear ¢ linear em cada
variavel quando a outra permanece fixa. Em
geral, ela ndo é uma transformacao linear
definida no produto cartesiano V x W: ao
variar as duas entradas simultaneamente,
surgem termos cruzados.
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Observacao 14.2. Uma aplicacdo bilinear nao é, em geral, uma transformacéo linear
no espago produto V x W. De fato, ao expandirmos F(v; + vy, w; + W,) aparecem
também os termos cruzados F(vy,w;) e F(vy, wy). E justamente a presenca desses
termos que torna a bilinearidade diferente da linearidade usual.

Definicao 14.3 — Forma Bilinear. Uma aplicagdo bilinear g : VxW — K¢
denominada forma bilinear em V x W. Quando V = W, dizemos simplesmente
que g é uma forma bilinear em V.

Denotaremos por Bil(V, W; Z) o conjunto das aplicacdes bilineares de V x W em
Z e escreveremos Bil(V, W) quando Z = K.

Exemplo 14.4 — Formas definidas por matrizes. Seja A € M, ,(K). A aplicacdo

g K"xK' — K, g(x,y) = x'Ay,

1 2 -1
A= ,
0 3 4

gx,y) = x1y1 + (2x1 + 3x0) Y + (—x1 + 4x2) 3.

é bilinear. Por exemplo, se

entdao

A expressdo deixa visivel que, mantendo uma das variaveis fixa, obtemos uma combi-
nacéo linear das coordenadas da outra.

<

Exemplo 14.5 — Multiplicacdo em uma algebra. Se A é uma algebra sobre K, sua
multiplicacédo
AxA— A, (a,b) — ab,

é bilinear. Isso vale, por exemplo, para a multiplicacdo de polinomios em K[x] e para
a multiplicacio de matrizes quadradas. Observe que o valor agora pertence a propria
algebra; portanto, trata-se de uma aplicagao bilinear, mas nao de uma forma bilinear.

<

Exemplo 14.6 — Aplica¢des com valores vetoriais. Sejaz = (zq, ..., zq) uma base de
Z e sejam gy, &g € Bil(V,W). Entao

q
F(v,w) = )" gi(v, W)z
k=1

define uma aplicagéo bilinear de VxW em Z. Assim, uma aplicacéo bilinear com valores
em um espaco de dimensio finita pode ser estudada coordenada por coordenada.

Teorema 14.7.
Com as operagoes definidas ponto a ponto, Bil(V,W; Z) é um espago vetorial sobre
K.
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Demonstragdo. A aplicagdo nula é bilinear. Se F,G € Bil(V,W;Z) e ¢ € K, devemos
verificar que F + G e cF continuam lineares em cada variavel. Para a primeira variavel,
por exemplo,

(F + G)(A vy + Ayvy, w) = F(Avy + Agvy, W) + G(A1vy + Ayvy, W)
= M(F +G)(vi, W) + A(F + G)(v2, W),

(cF)(Avy + Agve, W) = A (cF)(vi, W) + Ay (cF)(vq, w).

Os mesmos calculos na segunda variavel completam a verificacdo. As demais propri-
edades de espaco vetorial sdo herdadas do espaco de todas as funcdes de V x W em
Z. |

Proposicao 14.8.
SeF : VxW — Z ébilineareT : Z — U é linear, entaoTF : VxW —> U é
bilinear.

Demonstragdo. Para a primeira variavel,

(T o F)(Avy + A3, w) = T(AF(vy, W) + A F(vy, w))
= AI(T ° F)(Vl,W) + Az(T ° F)(Vz, W)

A demonstragio para a segunda variavel é idéntica. ]

Teorema 14.9 (Critério por Coordenadas).
Seja z = (zq, ..., zq) uma base de Z e escreva

q
F(v,w) = Z F(v,w)z;.
k=1

Entao F : VxW — Z ¢ bilinear se, e somente se, cada fun¢io F, : VxW — K é
uma forma bilinear.

Demonstragdo. Se m = Z — K é o funcional que fornece a k-ésima coordenada na
base z, entdo Fy = m ° F. Logo, se F é bilinear, a Proposicdo 14.8 mostra que cada F é
bilinear.

Reciprocamente, se todas as funcdes Fy sdo bilineares, a linearidade em cada variavel
de F segue da linearidade de cada coordenada e da unicidade da representagio na base
Z. [ |

14.2 Matrizes de Formas Bilineares

Como ocorre com as transformacdes lineares, uma forma bilinear em espacos de di-
mensao finita fica determinada por seus valores nos vetores de duas bases. A diferenca
¢é que agora ha um indice para cada variavel.

Matrizes de Formas Bilineares

Congruéncia, nao similaridade
Ao mudar a base de uma forma bilinear,
sua matriz se transforma por congruéncia,

A +— PTAP. Para operadores lineares,
a mudanca ocorre por similaridade. A
diferenca reflete o fato de que a forma
possui duas entradas vetoriais.
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Definicao 14.10 — Matriz de uma Forma Bilinear. Sejam v = (vy, ..., v,) uma
base de V, w = (wy, ..., wy,) uma base de W e g € Bil(V,W). A matriz de g em
relacio as bases ve w é

[g]v,w = (g(vb Wj))lgigm-
- 1<j<n

Essa matriz também é chamada de matriz de Gram de g nessas bases. Quando
V = W e a mesma base v é usada nas duas variaveis, escrevemos simplesmente

[g]z-

Teorema 14.11 (Representacio Matricial).
Se G = [gly.w» entao, para todosveEV ew € W,

(v, w) = [VILGIwl,.

Reciprocamente, cada matriz G € M, ,(K) define uma tinica forma bilinear em
V x W por essa formula.

Demonstragdo. Escreva

m n
vV = Z X;Vj e W = Z y]W]
i=1 j=1

A bilinearidade permite expandir uma variavel de cada vez:

m

gv,w) = D7 )" xiy; g(vi, W).

=1 j=1

Essa soma dupla é precisamente o produto matricial [v]tXG[w]E.

Reciprocamente, dado G, o Exemplo 14.4 mostra que a formula define uma forma
bilinear. Seus valores nos pares (v;, w;) sdo as entradas de G, de modo que a forma é

Unica.
Exemplo 14.12. Considere V = Ky[x], com a base p = (1, x, x2), e a forma

8(p.q) = p(0)q(0) + p’(0)q’(0).

Se p=a+bx+cx?eq=r+sx+tx? entio

1 0 O0]|r
g(P,q):ar+bs:[a b c] 0 1 of]s].
0 0 O]t

A matriz torna visivel que o termo de grau dois nao é detectado por g. Retomaremos

essa observagdo ao estudar formas degeneradas.

Matrizes de Formas Bilineares
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Corolario 14.13.
SeV,W e Z tém dimensdes finitas, entdo

dim Bil(V,W; Z) = (dim V)(dim W)(dim Z).
Em particular,

dim Bil(V, W) = (dimV)(dimW) e dim Bil(V,V) = (dim V)2

Demonstragdo. Escolhidas bases de V, W e Z, uma aplicagdo bilinear F : VxW —
Z fica determinada pelos coeficientes das imagens F(v;, w;) na base de Z. Ha
(dim V)(dim W)(dim Z) coeficientes, que podem ser escolhidos arbitrariamente. O
critério por coordenadas garante que cada escolha produz uma aplicacdo bilinear. W

Teorema 14.14 (Mudanca de Bases).
Sejam v e V' bases deV, e w e W bases de W. Defina

SeG = [g]!’&/ EG’ = [g]‘_/)y, entdo

G’ = P'GQ.

Demonstragao. Pela definicdo das matrizes de mudanca de base,

[V]X = P[V]!’ € [W]E = Q[W]y/

Substituindo essas rela¢des na representacdo matricial de g, obtemos

g(v.w) = [VLGlwly
= VI P'GO[ ]y

Pela unicidade da matriz que representa a forma nas novas bases, G’ = P'GQ. |

Exemplo 14.15. Considere o produto escalar usual em R? e a base canénica E. Na
base
v=_(e; +eze;—ey),

a matriz de mudanca de base é

Como G = I, na base canénica,

mh=ﬁP=ﬁ ﬂ.

A forma nao mudou; mudou apenas sua matriz. Os vetores da nova base sdo ortogonais,
mas tém norma /2.

Matrizes de Formas Bilineares
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Observacao 14.16. Quando V = W e usamos a mesma mudanca de base nas duas
variaveis, a transformacéo G > P'GP é chamada de congruéncia. Diferentemente
da semelhanca A — P~ AP, ela ¢ a mudanca de coordenadas apropriada para formas
bilineares.

14.3 Dualidade e Degenerescéncia

Uma forma bilinear determina uma transformacéo linear com valores no espaco dual:
fixada uma das entradas, a outra permanece como argumento de um funcional. Essa
correspondéncia relaciona o estudo das formas bilineares ao das transformacoes linea-
res.

Teorema 14.17 (Dualidade das Formas Bilineares).
Para quaisquer espagos vetoriais V e W, existem isomorfismos naturais
Bil(V,W) = Hom(V, W*) e Bil(V,W) = Hom(W, V™).

Esses isomorfismos ndo dependem de escolhas de bases nem da hipétese de dimensao

finita.

Demonstragdo. A uma forma g € Bil(V, W) associamos a transformacéo

gL V—Ww" g (W(w) = g(v,w).

Para cada v, a fun¢do g7 (v) é um funcional em W porque g é linear na segunda variavel.
A linearidade de g; segue da linearidade de g na primeira variavel.

Reciprocamente, se T € Hom(V, W), definimos

gr(v,w) = T(v)(w).

A linearidade de T fornece a linearidade na primeira variavel, e o fato de T(v) ser
um funcional fornece a linearidade na segunda. Logo, g7 é bilinear. As construcoes
g g eT — grsao lineares e inversas entre si.

O segundo isomorfismo é obtido do mesmo modo, associando a g a

gr:W — V5 gr(w)(v) = g(v, w).

Definicao 14.18 — Radicais. Se g € Bil(V, W), definimos o radical esquerdo e
o radical direito de g por

Radg(g) = {v e V| g(v,w) = 0 para todo w € W},
Radp(g) ={w € W | g(v,w) = 0 para todo v € V}.

Pelo Teorema 14.17,

Radp(g) = ker g e Radp(g) = ker gg.

Dualidade e Degenerescéncia

Fixar uma entrada

Uma forma bilinear B associa a cada vetor
v o funcional w — B(v, w). Desse modo, a
forma pode ser estudada como uma trans-
formacédo de V em W*; degenerescéncia
corresponde a perda de injetividade dessa
transformacao.

Radical e isotropia

Um vetor no radical tem emparelhamento
nulo com todos os vetores na outra entrada
da forma. Essa condicdo difere da isotropia:
um vetor pode satisfazer B(v,v) = 0 sem
pertencer ao radical.
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Em particular, ambos sdo subespacos. Essa identificacdo caracteriza os radicais pelos
vetores que anulam a forma quando colocados, respectivamente, na primeira ou na
segunda entrada.

Proposicao 14.19 (Radicais e Matriz).
Suponha que Ve W tenham dimensdo finita e seja G = [gly, . Entdo

[Radg(g)]y =ker(G) e  [Radp(g)ly = kerG.
Consequentemente,

dim Radg(g) = dimV — posto G,
dim Radp(g) = dim W — posto G.

Demonstragdo. Um vetor v pertence ao radical esquerdo se, e somente se,

para toda coluna [w]y,. Isso equivale a G'[v], = 0. A afirmacdo sobre o radical direito
¢é analoga. As formulas das dimensdes seguem do teorema do nucleo e da imagem. WM

Exemplo 14.20. Considere a forma em R? cuja matriz canénica é

Entdo g(x,y) = x1)p €
Radg(g) = (e2), Radp(g) = (ey).

Esse exemplo mostra que os dois radicais podem ser diferentes. No Exemplo 14.12,
por outro lado, a matriz é simétrica e ambos os radicais sio (x?).

Definicao 14.21 — Forma Néo Degenerada. Uma forma g € Bil(V, W) é nao
degenerada se

Radg(g) = {0} e  Radp(g) = {0}

Caso contrario, g é denominada degenerada.

Proposicao 14.22.
Se V tem dimensao finita e g é uma forma bilinear em 'V, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

[a] g €énao degenerada;

[b] Radg(g) = {0};

Radp(g) = {0;

IE] gL : V> V* éum isomorfismo;

E a matriz de g em alguma — e, portanto, em toda — base é invertivel.

Dualidade e Degenerescéncia

298



Algebra Linear Avancada / Formas Bilineares

Demonstragdo. Em uma base qualquer, os radicais correspondem aos nicleos de G e
G. Como G ¢é quadrada,

kerG={0} < detG#0 <« kerG'=/{0}

Além disso, ker g; = Radg(g) e dimV = dim V*; assim, g; é injetiva se, e somente se,
é um isomorfismo. Isso prova todas as equivaléncias. |

Observacio 14.23. Se g € Bil(V, W) é néo degenerada e V, W tém dimensao finita,
entdo a Proposicdo 14.19 implica dim V' = posto G = dim W. Portanto, uma forma nio
degenerada entre dois espacos de dimensoes diferentes nao pode existir.

14.4 Simetria, Alternancia e Formas Hermiti-

anas

Até aqui as duas entradas de uma forma desempenharam papéis independentes.

Quando ambas pertencem ao mesmo espaco, podemos compara-las e impor condigdes
de simetria.

Definicao 14.24 — Transposta de uma Forma. Se g é uma forma bilinear em V,
sua forma transposta é
g'(u,v) = g(v,u).

Definicao 14.25. Uma forma bilinear gem V é
E] simétrica se g(u,v) = g(v,u);
@ antissimétrica se g(u,v) = —g(v,u);
alternada se g(v,v) = 0 paratodov € V.

Uma forma simplética é uma forma bilinear alternada e nio degenerada.

Definicao 14.26 — Forma Sesquilinear e Forma Hermitiana. Seja V um espaco
vetorial complexo. Uma aplicacdo h : V xV — C é uma forma sesquilinear se
for linear na primeira variavel e linear conjugada na segunda:

h(u, A;vy + Ayvi) = A1h(u, vi) + Agh(u, vy).

A forma adjunta de h é
h*(u,v) = h(v,u).

Dizemos que h é hermitiana se h* = h. Nesse caso, h(v, v) é real para todov e V.

Observacao 14.27. Formas hermitianas nao sdo formas bilineares complexas: a
segunda variavel é conjugado-linear. Essa distin¢do ¢ indispensavel. Neste livro, a
expressao produto interno continua reservada as formas simétricas positivas definidas
sobre R e as formas hermitianas positivas definidas sobre C, como no Capitulo 6. As
defini¢des de radical e de ndo degenerescéncia se estendem literalmente as formas
sesquilineares; para uma forma hermitiana, os radicais esquerdo e direito coincidem.

Simetria, Alternancia e Formas Hermitianas

A caracteristica dois é especial
Se 2 # 0 no corpo, toda forma alternada

¢é antissimétrica e as partes simétrica e
antissimétrica podem ser obtidas dividindo
por 2. Em caracteristica 2, essa decompo-
sicdo deixa de funcionar e as duas nog¢des
precisam ser tratadas com cuidado.

Conjugacio e simetria hermiti-
ana

Sobre C, uma forma hermitiana é linear

na primeira entrada e conjugado-linear na
segunda. A simetria conjugada garante
que B(v,v) seja real. Acrescentando a
positividade definida, obtemos os produtos
internos complexos.
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Proposicao 14.28.
Seja g uma forma bilinear emV.

E] Se g € alternada, entdo g é antissimétrica.
IE] Se char(K) # 2 e g ¢ antissimétrica, entdo g é alternada.

Se char(K) = 2, as condigdes de simetria e antissimetria coincidem, mas ndo
implicam alterndncia.

Demonstragdo. Se g é alternada, entio
0=glu+v,u+v)=g(uv)+glv,u),
pois os termos diagonais sdo nulos. Logo, g(u,v) = —g(v, u).
Reciprocamente, se g é antissimétrica,
g(v,v) = —g(v,v),
e, portanto, 2g(v, v) = 0. Quando a caracteristica é diferente de 2, segue que g(v,v) = 0.

Em caracteristica 2, temos —1 = 1, de modo que simetria e antissimetria expressam a
mesma igualdade. A forma em K2 com matriz [(1) (1)] ¢é alternada e nio nula, mostrando
por que a alternincia deve ser mantida como uma condi¢do separada. ]

Proposicao 14.29 (Partes Simétrica e Antissimétrica).
Se char(K) # 2, toda forma bilinear g se decompde de maneira tinica como

1 1
8=8&+8  &=;(g+ &), &= (& gH,

onde g, é simétrica e g, é alternada.

Demonstragdo. As identidades gt = g, e gl = —g, seguem diretamente das definicdes;
pela Proposicdo 14.28, g, é alternada. Além disso, g, + g, = &-

Se g = s+a com s simétrica e a antissimétrica, entio g' = s —a. Somando e subtraindo
as duas igualdades, obtemos necessariamente s = g; e a = g,. |

A fungéo qg : V — K definida por qg(v) = g(v,v) é a forma quadratica associada a g.
Quando g é simétrica e char(K) # 2, a identidade de polarizagéo

£, = 2 (50 + ) — () — g,(v)

mostra que os valores diagonais determinam toda a forma. Para uma forma bili-
near arbitraria, esses valores enxergam apenas sua parte simétrica: a parte alternada
desaparece em g(v,v).

Simetria, Alternancia e Formas Hermitianas
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Teorema 14.30 (Caracterizaciao Matricial).
Se G = [g]y, entao:

) _ ot
@ g é simétrica se, e somente se, G = G;
g é antissimétrica se, e somente se, G' = —G;

IE] g é alternada se, e somente se, G' = —G e todas as entradas diagonais de G
sdo nulas.

Se h ¢é sesquilinear e sua matriz H é definida pela formula

h(u.v) = [ul,H V],

—t
entdo h é hermitiana se, e somente se, H = H.

Demonstracdo. A entrada (i, j) da matriz de g* é g'(v;, v;) = g(vj,v;), que é a entrada

(j,©) de G. Isso prova o primeiro item, e os dois itens seguintes seguem imediatamente.

Se g ¢ alternada, ela é antissimétrica e g(v;, v;) = 0 para todo i. Reciprocamente, se
G' = —G e sua diagonal é nula, entio, para x = (xy, ..., x,,)\, 0s termos 8ij%iXj € &jiXj%;
se cancelam aos pares, enquanto os termos diagonais sio nulos. Logo x'Gx = 0.

No caso sesquilinear, a mesma comparacdo de entradas mostra que a matriz da forma
—t
adjunta é H . |

Exemplo 14.31 — Uma forma integral. No espago real C[a,b], sejaw : [a,b] » R
uma fungdo continua fixa. A expressio

b
g(fu ) = j () fy (0 fo() dx

define uma forma bilinear simétrica. Se w(x) > 0 em todo o intervalo, ela é positiva
definida; se w muda de sinal, a forma continua simétrica, mas pode deixar de ser um
produto interno.

Exemplo 14.32 — Polarizacdo do determinante. Para A, B € /5 ,(K), defina
(A, B) = det(A + B) — det A — det B.
Escrevendo A = (a;;) e B = (b;j), obtemos
8(A, B) = ayibyy + agsbiy — ayabyy — agibyy.

Portanto, g é uma forma bilinear simétrica. Além disso, g(A, A) = 2det A: a forma
recupera, por polarizagio, a forma quadratica dada pelo determinante em dimenséo
dois.

Simetria, Alternancia e Formas Hermitianas
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Exemplo 14.33 — Espaco de Minkowski. Em R*, a forma

g, y) = x1y1 + X0y + X33 — X4y

é simétrica e ndo degenerada, mas ndo é positiva definida. Sua matriz candnica
é diag(1,1,1,—1). Vetores ndo nulos podem satisfazer g(x,x) = 0; por exemplo,
(1,0,0,1). Esses vetores sdo chamados de isotrépicos ou tipo luz.

<

Exemplo 14.34 — Forma simplética padrio. Escreva os vetores de K" como pares
(x, ﬁ), com X, ﬁ € K". A forma

a)((X, ﬁ)’ (Y> ‘i)) = th - ﬁty

tem matriz

Ela é alternada e, como J é invertivel, ndo degenerada. Portanto, » é uma forma
simplética.

14.5 Ortogonalidade

Para uma forma bilinear arbitraria, a igualdade g(u, v) = 0 ndo implica necessariamente
g(v,u) = 0. Nas formas simétricas, alternadas e hermitianas, entretanto, uma igualdade
implica a outra. Nessas trés classes, a ortogonalidade é uma relacdo simétrica.

Definicao 14.35 — Ortogonalidade e Complemento Ortogonal. Seja V munido
de uma forma simétrica, alternada ou hermitiana. Dizemos que u,v € V séo
ortogonais se g(u,v) = 0, e escrevemos u L v.

Se U C V é um subespaco, seu complemento ortogonal é

Ut ={veV]|g(uv)=0paratodou e U}

O complemento ortogonal é sempre um subespaco. Além disso, V+ = Rad(g), onde,
para as formas consideradas nesta secdo, os radicais esquerdo e direito coincidem.

Definicao 14.36. A restricio de gaU é a forma
S 1 UxU — K

Dizemos que U é um subespaco nao degenerado se essa restrigio for ndo dege-
nerada. Equivalentemente,
UnUt = {0}k

Ortogonalidade

Ortogonalidade e vetores isotro-
picos

Para um produto interno positivo, v L v
implica v = 0. Para outras formas bilineares
podem existir vetores nao nulos ortogonais
a si mesmos, chamados isotrépicos. Por
isso, argumentos que dependem da positivi-
dade néo se estendem diretamente a essas
formas.
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Exemplo 14.37 — Uma reta isotrépica. Considere em R? a forma

gx.y) = x1y1 — %)

e o subespaco U = ((1,1)). Como g((1,1),(1,1)) = 0, temos U C U*. Uma conta
direta mostra que U+ = U. Assim, embora a forma em R? seja ndo degenerada, sua
restri¢do a U ¢ degenerada e nio existe decomposicio R? = U @ U*. A hipétese de
nio degenerescéncia no préximo teorema é, portanto, essencial.

Teorema 14.38 (Decomposi¢iao Ortogonal).
Seja V. um espago de dimensao finita munido de uma forma simétrica, alternada
ou hermitiana.

E] SeU C V € ndo degenerado, entdo

V=UeU".

IE] Se a forma em 'V é nao degenerada, entdo, para todo subespacoU C V,

dimU* = dimV — dimU e UHt =U.

Demonstragdo. Considere a aplicacdo
T:V—U", T(v)(u) = g(u,v).
No caso bilinear, T é linear; no caso hermitiano, é conjugado-linear. Em ambos os

casos, seu nucleo é U~ e vale o teorema do nicleo e da imagem.

Se a restrigao de g a U é ndo degenerada, a restricdo de T a U é uma bijecdo de U em
U* — conjugado-linear no caso hermitiano. Logo, T é sobrejetiva e

dimU* = dimker T = dimV — dimU.
Como U NU* = {0}, as dimensdes mostram queV=UaU
Agora suponha que a forma em V seja ndo degenerada. A aplicagio associada de V em
V* é uma bije¢do; compondo-a com a restri¢cio V* — U*, vemos que T é sobrejetiva
para qualquer U. Portanto, dimU* = dimV —dimU. A inclusdo U C (U*)* é imediata,

e
dim (UY)* = dimV — dimU+ = dimU.

A inclusdo entre subespagos de mesma dimenséo é uma igualdade. |

Observacao 14.39. Em um espaco simplético, toda reta é degenerada, pois w(v, v) = 0.

Por isso, a decomposicdo simplética comeca com planos ndo degenerados, e ndo com
retas. Essa diferenca sera decisiva na classificacéo.

14.6 Classificacao

A congruéncia compara as matrizes de duas formas apds mudancas de base; a nocéo
intrinseca correspondente é a de isometria.

Classificacao

Invariantes por congruéncia
Classificar formas significa descobrir quais
dados nao mudam sob congruéncia. Sobre
R, formas simétricas nao degeneradas sao
determinadas pelos nimeros de quadrados
positivos e negativos: essa é a assinatura da
forma.
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Definicao 14.40 — Isometria. Sejam (V, g) e (W, h) espacos munidos de formas
do mesmo tipo. Uma isometria de (V, g) em (W,h) é um isomorfismo linear
T :V — W tal que

h(Tu, Tv) = g(u,v)

para todos u, v € V. Quando existe uma isometria, dizemos que as formas, ou os
espacos correspondentes, sio isométricos.

Se duas bases sdo relacionadas por uma matriz P, o Teorema 14.14 mostra que as
matrizes de uma forma bilinear sio relacionadas por

G’ = P'GP.

No caso hermitiano, com nossa convencio de linearidade na primeira variavel, a

relagdo correspondente é
H’ = P'HP.

Assim, classificar formas equivale a classificar matrizes por congruéncia.

14.6.1 Os Blocos Elementares

Em dimensio um, uma forma bilinear simétrica tem a expressdo

glxv,yv) = axy, a=g(v,v).

Se substituimos v por cv, o coeficiente a é substituido por c2a. Portanto, sobre um
corpo arbitrario, os blocos unidimensionais ndo nulos sao classificados pelas classes
de K* /(K*)?. Em particular:

O sobre R, todo bloco ndo nulo é isométrico a xy ou a —xy;
O sobre C, todo bloco bilinear simétrico nao nulo é isométrico a xy.
Para uma forma hermitiana em uma reta complexa,
h(zv,wv) = azw,

onde a = h(v,v) € R. A troca v > cv multiplica a por |c[%; logo os blocos ndo nulos
S0 zw e —zw.

Uma forma alternada é nula em toda reta. Seu primeiro bloco néo trivial tem dimensio
dois:

0 1
w((xl>x2)> (}’1,)’2)) =X1Y2 — X215 J= [_1 0] .
Esse plano é nao degenerado e sera o bloco basico da geometria simplética.

Teorema 14.41 (Decomposiciao em Blocos).
Seja V- um espaco vetorial de dimensdo finita.

E] Se g é uma forma bilinear simétrica e char(K) # 2, existe uma base na qual
[g] = diag(ay, ..., a5, 0,_), a; # 0.

IE] Se h é uma forma hermitiana em um espago complexo, existe uma base na

Os Blocos Elementares

304



Algebra Linear Avancada / Formas Bilineares

qual
[h] = diag(1,, —1, 0,).

Nesse caso, p+q+r =dimV.

Se w é uma forma alternada, existe uma base na qual

[w] = diag(J, ..., ], 0,).
e —
s blocos

Nesse caso, 2s +r = dimV.

Demonstragdo. A ideia é a mesma nos trés casos: encontrar um pequeno subespaco nao
degenerado, separa-lo por meio do Teorema 14.38 e aplicar induc¢do ao complemento
ortogonal.

No caso simétrico, suponha que g nio seja nula. A identidade de polarizacdo mostra
que existe v € V com g(v, V) # 0; caso contrario, g seria identicamente nula. A reta
U = (v) éndo degenerada. Logo V = U®U, e repetimos o argumento em U*. Quando
a restricdo restante se torna nula, completamos a base com uma base de seu radical.
Isso produz a matriz diagonal do item[a].

Para uma forma hermitiana nio nula, também existe v com h(v, v) = 0. De fato, se
todos os valores diagonais fossem nulos, as expansdes de h(u+v, u+v) e h(u+iv, u+iv)
mostrariam, respectivamente, que as partes real e imaginaria de h(u, v) sdo nulas. A
reta gerada por v é, portanto, ndo degenerada. Apds multiplicar v por um escalar
adequado, fazemos h(v, v) igual a 1 ou —1. Decompomos novamente V =U @ U+ e
aplicamos indugéo.

Finalmente, suponha que o seja alternada e ndo nula. Existem u, v com w(u,v) # 0.
Reescalando u, podemos supor que w(u,v) = 1. Os vetores u,v sdo linearmente
independentes, e a matriz da restri¢do ao plano U = (u,v) é J; em particular, U é
nao degenerado. Assim, V =U & U+, e a inducio fornece os demais blocos. A parte
restante, quando nula, é o radical. [ |

Corolario 14.42.
Todo espago simplético de dimensao finita tem dimensdo par.

Demonstragdo. Se a forma alternada é nao degenerada, ndo ha bloco nulo na decom-
posi¢ao do Teorema 14.41. Como cada bloco J tem dimenséo dois, dimV = 2s. |
14.6.2 Invariantes e Teorema de Inércia

A decomposigao do teorema anterior ndo é unica: ha muitas bases ortogonais possiveis.
O numero de blocos de cada tipo, contudo, ndo depende da base.

Invariantes e Teorema de Inércia
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Definicao 14.43 — Indices de Inércia. Para uma forma simétrica real ou hermi-
tiana complexa, escrevemos

[g] = diag(Ip, I, 0;)

em uma base adequada, com p+q+r = dimV. Os ntimeros p, q e r sdo chamados,
respectivamente, de indice positivo, indice negativo e indice de nulidade. A
tripla (p, q,r) é a inércia da forma. Quando r = 0, é comum chamar o par (p, q)
de assinatura; outra convengéo chama p — g de assinatura.

Teorema 14.44 (Teorema de Inércia).
Em dimensdo finita:

E] uma forma bilinear simétrica real é determinada, a menos de isometria, por
sua inércia (p, q,r);

uma forma hermitiana complexa é determinada, a menos de isometria, por

sua inércia (p, q,r);

uma forma bilinear simétrica complexa é determinada, a menos de isometria,
por sua dimensdo e seu posto;

@ uma forma alternada sobre K é determinada, a menos de isometria, por sua
dimensdo e seu posto, sendo este sempre par.

Demonstragdo. A existéncia das formas normais segue do Teorema 14.41. No caso real
simétrico, cada coeficiente diagonal ndo nulo pode ser normalizado para 1 ou —1. No
caso hermitiano, os coeficientes diagonais sio reais e a mesma normalizagéo é possivel.
No caso bilinear simétrico complexo, todo nimero complexo nao nulo possui raiz
quadrada, de modo que todos os coeficientes nio nulos podem ser normalizados para
1. A forma alternada ja aparece em blocos J.

Resta justificar a unicidade de p e g nos dois primeiros casos. Considere uma decom-
posicao
V=V,eV_eV

na qual a forma é positiva definida em V,, negativa definida em V_ e nula em V;,. Se
L C V é um subespaco no qual a forma é positiva definida, a projecdo L — V, é injetiva.
De fato, um vetor nao nulo no ntcleo dessa projecdo pertenceria a V_ @ Vj e teria
valor quadratico menor ou igual a zero, uma contradi¢do. Logo, dim L < dimV, = p.
Como V, tem dimenséo p, esse niimero é a maior dimenséo possivel de um subespago
positivo definido e, portanto, ¢ intrinseco a forma. O mesmo argumento aplicado a —g
mostra que g também ¢é intrinseco. Por fim, r = dim Rad(g).

Nos itens | c |e E] 0 posto determina o numero de blocos ndo nulos: um por coorde-
nada no caso simétrico complexo e metade do posto no caso alternado. A dimenséo
determina entéo o tamanho do bloco nulo. Formas com os mesmos invariantes possuem
a mesma matriz normal e, por isso, sdo isométricas. [ ]

Exemplo 14.45 — Célculo da inércia. Considere em R? a forma quadratica

q(x,v,2) = 2x% + 2xy + 2y% — 22

Completando o quadrado,

_ AN
q(x,y,z)—2<x+2) +2y z°.

Invariantes e Teorema de Inércia
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A mudanca de coordenadas é invertivel e exibe duas direcdes positivas e uma negativa.
Portanto, a forma bilinear simétrica associada tem inércia (2, 1,0). O Teorema 14.44
garante que nenhuma outra mudanca de base pode alterar esses trés numeros.

A representagio por matrizes e a congruéncia permitem formular a classificagio das
formas em coordenadas. A decomposi¢do ortogonal reduz suas matrizes a blocos
elementares, cujos invariantes distinguem as classes de formas, independentemente
das bases escolhidas.

No Capitulo 15, essa passagem da bilinearidade para a linearidade ganhara uma re-
alizacdo concreta. O produto tensorial transforma o Teorema 14.17 na identificacdo
natural

Bil(V, W) = (V @ W),

reunindo formas bilineares, dualidade e transformacodes lineares em uma mesma
construcao.

Invariantes e Teorema de Inércia
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15

Produtos Tensoriais e
Algebra Multilinear

Uma aplicagéo linear recebe um vetor por vez. Muitas operagdes naturais, entretanto,
dependem linearmente de varias entradas: o produto de polindmios, a multiplicagéo de
matrizes, o determinante e as formas bilineares estudadas no Capitulo 14 sdo exemplos
fundamentais. O produto tensorial é a constru¢do que permite tratar essas operacoes
multilineares por meio das ferramentas usuais da algebra linear.

A propriedade que caracteriza o produto tensorial é a correspondéncia entre aplica¢des
bilineares e transformacoes lineares. Uma aplica¢ao bilinear

B:VxW-—Z
passara a ser representada por uma tnica transformacao linear
B: VW — Z, B(v® w) = B(v, w).

O simbolo v ® w ndo representa um par ordenado nem um produto numérico. Ele é
um vetor de um novo espaco, construido precisamente para que a igualdade acima
faca sentido.

Neste capitulo trabalharemos sempre sobre um mesmo corpo K. Quando tratarmos
da decomposi¢do entre partes simétrica e alternada, suporemos char(K) # 2. Salvo
indicagdo em contrario, os espacos envolvidos serdo de dimensao finita; a construgio
do produto tensorial, contudo, ndo depende dessa hipotese.

15.1 Aplicacoes Multilineares

O ponto de partida é ampliar a bilinearidade para qualquer nimero finito de variaveis.

Definicao 15.1 — Aplicacao Multilinear. Sejam Vj,...,V, e Z espacos vetoriais
sobre K. Uma aplicacéo
F:VixexV,—Z

é denominada aplicacao multilinear, ou r-linear, se for linear em cada variavel

Nesse capitulo

» Aplicacbées Multilineares (p.
308)

» O Problema que o Produto
Tensorial Resolve (p. 311)

» Construcao e Calculo com
Tensores (p. 312)

» Bases e Tensores Puros (p. 314)

» Transformacgdes Lineares e
Produtos Tensoriais (p. 317)

» Dualidade, Operadores e
Contragdes (p. 319)

» Poténcias Tensoriais e Tipos
de Tensores (p. 321)

» Simetria, Alternancia e
Poténcias Exteriores (p. 323)
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quando as demais permanecem fixas. Explicitamente, para1 < k <r,

F(v{,...,au+bu’,...,v,)

=aF(vy,...,u,...,v,) + bF(vy,..., 0/, ..., V,).

Quando Z =K, a aplicacédo é chamada de forma multilinear.

Definicdao 15.2 — Aplicacdo Alternada. Uma aplicagdo r-linear F : V" — Z é
alternada quando F(vy,...,v,) = 0 sempre que duas entradas coincidem. Para
r = 2, recuperamos a nocdo introduzida na Definicdo 14.25.

Se F é alternada, trocar duas entradas troca o sinal de seu valor. De fato, expandindo
por multilinearidade uma entrada duplicada, obtemos

0=F(..,u+v,...,u+v,..)=F(..,u,...,v,..)+ F(...,v,...,u,...).
Em caracteristica diferente de 2, vale a reciproca; em caracteristica 2, ela pode falhar,

como ja vimos na Proposicao 14.28.

Para r = 1, recuperamos as transformacdes lineares; para r = 2, recuperamos as
aplicacoes bilineares. Como na situa¢io bilinear, uma aplicacdo multilinear se anula
sempre que uma de suas entradas é o vetor nulo.

Exemplo 15.3 — Produto de polinémios. Para inteiros ndo negativos my, ..., m,, a
aplicacio
]Kml [x] X X ]Km,[x] - ]Km1+~~+m,[x]: (pl: :pr) = p1 Prs

¢é multilinear. Fixados todos os fatores exceto um, resta a multiplicacdo por um poliné-
mio fixo, que é uma transformacéo linear.

<

Exemplo 15.4 — Uma forma integral. No espaco C([a, b]) das func¢des continuas, a
aplicacao

b
Wi )= [ HO- O

¢ uma forma r-linear. A observacdo seguinte muda o dominio e o contradominio: em
C!([a,b]), a aplicacio

(fros ) = (i )
também é r-linear, pela regra de Leibniz, mas seu valor pertence a C([a, b]), e ndo ao
corpo de escalares. Trata-se, portanto, de uma aplicacdo multilinear que ndo é uma
forma.

Exemplo 15.5 — Determinante. Se V = K", entdo
(Vis.er, V) —> det [vl vn]

é uma forma n-linear. Além disso, ela é alternada: seu valor é zero quando duas
entradas coincidem. Essa propriedade voltara a aparecer na construcio das poténcias
exteriores.

Aplicagoes Multilineares

309



Algebra Linear Avancada / Produtos Tensoriais e Algebra Multilinear

Exemplo 15.6 — Multiplicacio sucessiva de matrizes. Se os tamanhos sdo compati-
veis, a aplicagdo

‘%m,n(]K) X ‘%n,p(IK) X ﬂp,q(IK) - ‘%m,q(]K)’ (A> Bs C) = ABC:

é trilinear. A associatividade da multiplicacdo permite escrever ABC sem ambiguidade,
mas nao é responsavel pela trilinearidade: esta decorre da distributividade em cada
fator.

Em dimenséao finita, os valores de uma aplicacdo multilinear nos vetores de bases
determinam todos os seus valores.

Teorema 15.7 (Extensdo Multilinear).
Para cada k, seja v, = (Vk1s -+ > Vikn,) uma base de Vi.. Escolhidos arbitrariamente
vetores

.. €Z, 1 <ig <m,

existe uma unica aplicacdo multilinear F : V| x -+ xV, — Z tal que

F(Viips e Vi) = 24

R A

Demonstragdo. Escreva cada entrada na base correspondente:
T
Xk = Z Uiy Vi -
ikzl
Se F existir, sua multilinearidade obrigara

g

nr
F(Xp,oon X)) = ) 0 Y Ay i %y

=1 Q=1

Essa formula define uma aplicacdo multilinear com os valores prescritos e, como qual-
quer outra aplicacdo com a mesma propriedade teria de satisfazer a mesma expansao,
também prova a unicidade. |

Exemplo 15.8 — Reconstrucio pelas coordenadas. Uma forma trilinear F : (R%)> —
R fica determinada por oito niimeros Gjk = F(e;, €, er), com i, j,k € {1,2}. Sex =
(x1,%2), y = (V1. 32) € z = (21, 23), entdo

2
F(x,y,z) = Z Cijk XY Zk-
i,jk=1
Assim, os varios indices nao introduzem uma nova espécie de algebra: eles apenas
registram uma coordenada para cada entrada.

Aplicagoes Multilineares

Linear em cada entrada

Ao verificar a multilinearidade, alteramos
uma entrada por vez. Variar varias entradas
simultaneamente produz termos mistos;
por isso uma aplica¢ao multilinear nao é,
em geral, linear no produto cartesiano dos
dominios.
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15.2 O Problema que o Produto Tensorial Re-

solve

Considere uma aplicacéo bilinear B : V x W — Z. Embora V x W seja um espaco
vetorial, B ndo é em geral linear nesse espago. De fato,

B(vi + vy, Wy +wy)

contém quatro termos, enquanto a linearidade no par produziria apenas dois. Queremos
substituir V' x W por um espacgo no qual a bilinearidade de B se torne linearidade
ordinaria.

Definicao 15.9 — Produto Tensorial. Sejam V e W espacos vetoriais sobre K.
Um produto tensorial de V e W é um par (V ® W, 7), formado por um espaco
vetorial V ® W e uma aplicacéo bilinear

T:VXW—>VRW,

com a seguinte propriedade: para todo espaco vetorial Z e toda aplicagéo bilinear
B : VxW — Z, existe uma Unica transformacéo linear B: VW — Ztal que

B=Bor.

Escrevemos
vew:=r1(v,w).

No diagrama, a propriedade afirma que toda aplicacdo bilinear definida em V x W se
fatora de maneira unica pelo produto tensorial:

]

A correspondéncia B — B é bijetiva: sua inversaenviaL : VO W — Z em Ler. Ela
também ¢é linear, pois a unicidade da fatoracio implica

V x VW GE—/ }W

aB+bC = aB +bC.
Portanto, a propriedade universal pode ser escrita como o isomorfismo natural
Hom(V @ W, Z) = Bil(V,W; Z).
O lado esquerdo envolve apenas transformacdes lineares; o lado direito reune as
aplicacgdes bilineares que desejamos compreender.
Exemplo 15.10 — Uma forma bilinear se torna um funcional. Se g : VxW — K¢
uma forma bilinear, existe um unico funcional
g:Veow —K
tal que g(v ® w) = g(v, w). Para o produto escalar usual em R",
g(e; ®ej) = §;.

Logo, se z = Zi,j a;je; ® ej, entao g(z) = ¥, a;.

O que é universal?

O Problema que o Produto Tensorial Resolve

O espaco V ® W néo depende da aplicacdo
bilinear particular que se pretende estudar.
Uma mesma construcéo lineariza simul-
taneamente todas as aplica¢oes bilineares

definidas em V x W.
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Exemplo 15.11 — Multiplicacdo de polinémios. A multiplicacdo
p Kip[x] x Ky[x] — Kppp[x]
é bilinear e, portanto, induz uma transformacio linear
i KXl @ Kylx] — Kylxl,  p@gr— pg.
Por exemplo,

[1(1®x2+2x®x—x2®1)=x2+2x2—x2:2x2.

<

Exemplo 15.12 — Multiplicacdo de matrizes. A aplica¢do (A, B) = AB induz uma
transformacao linear

%m,n(]K) ® %n,p(]K) — %m,p(]K)-

Isso ndo torna a multiplicacdo de matrizes comutativa. O produto tensorial lineariza
uma operacio; ele ndo acrescenta propriedades que a operacio original ndo possuia.

Teorema 15.13 (Unicidade do Produto Tensorial).

Dois produtos tensoriais de V e W sdo canonicamente isomorfos. Mais precisamente,
se (T,7) e (T’,1") satisfazem a Defini¢ao 15.9, existe um tinico isomorfismo S :
T—>T talqueS-t=1".

Demonstragdo. Pela universalidade de (T, 7) aplicada a 7’, existe uma unica transforma-
¢dolinear S : T — T’ tal que Se7 = 7’. Analogamente, existe uma tnica transformagio
linear R : T" > T talque Re 7’ = 1.

Temos
(RS)er=Ret’' =17 =1Ipor.

A unicidade na propriedade universal implica RS = I;. Da mesma forma, SR = Ir..
Logo, S é um isomorfismo, com inversa R, e sua propria unicidade ja foi obtida na
primeira aplicacido da propriedade universal. |

Esse resultado permite falar em o produto tensorial sem escolher uma realizagio
particular. Ainda precisamos mostrar que ele existe.

15.3 Construcao e Calculo com Tensores
A construcdo seguinte comeca com simbolos formais e impde exatamente as relacdes
necessérias para que o mapa (v, w) — v ® w seja bilinear.

Seja F(V x W) o espaco vetorial livre sobre o conjunto V x W: concretamente, seus
elementos sdo combinagdes lineares finitas de simbolos [v, w], e esses simbolos formam

Construcao e Calculo com Tensores

Unicidade a menos de isomor-
fismo

Duas construcdes do produto tensorial
podem representar seus elementos de
modos diferentes. Existe, porém, um unico
isomorfismo entre elas compativel com

as aplicacdes bilineares canoénicas, isto

¢, que leva cada tensor puro ao tensor
correspondente na outra construgéo.
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uma base. Seja R o subespaco gerado pelos vetores

[vi + v, W] = [vy, W] = [vy, W],
[v.wy +wy] = [v,w;] = [v,w,],
[av,w] — a[v, w],
]

[v,aw] — a[v, w],
onde os vetores e o escalar a sdo arbitrarios. Definimos
VW :=F(V xW)/R

e denotamos por v ® w a classe de [v, w] nesse quociente.

Teorema 15.14 (Existéncia do Produto Tensorial).
O espago F(V x W) /R, com a aplicagdo

v,w)=vQRw,

satisfaz a propriedade universal do produto tensorial.

Demonstragdo. Pela definicao de R, as quatro familias de relacdes acima tornam-se
igualdades no quociente. Logo, 7 ¢ bilinear.

Seja agora B : VxW — Z uma aplicacio bilinear. Como F(V x W) é livre sobre V x W,
existe uma Unica transformacao linear

L:FVxW)— Z, L([v,w]) = B(v,w).

Abilinearidade de B mostra que cada gerador de R pertence a ker L. Assim, R C ker L, e
a Propriedade Universal do Quociente, Teorema 4.17, fornece uma tnica transformagao
linear

B:F(VxW)/R— Z

com B(v ® w) = B(v, w). Como os tensores v ® w geram o quociente, essa condi¢do
também garante a unicidade de B. ]

Da construcdo obtemos imediatamente as regras de calculo fundamentais:

(U+V)@wW=u®@WwW+VvQew, (15.1)
VR(W+2)=vOW+VQ®az (15.2)
(av) @ w =a(ve w) = vQ (aw). (15.3)

Em particular,

Exemplo 15.15 — Uma expansdo completa. Se E = (eq,e5) e F = (f—l,f;,f;), entdo
(2e1 —e) @ (fi +3f2— f3)
=2e; ® f; +6e; ® fy — 2, ® f3
—62®f1—362®f2+62®f3.

S
A expansdo se comporta como um produto distributivo, mas cada termo e; ® f; é um
vetor do novo espaco.

Construcao e Calculo com Tensores
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Observacao 15.16 — O produto tensorial ndo é multiplicacdo. Nao se pode cancelar
fatores em uma soma de tensores nem distribuir uma soma que néo esteja dentro de
um dos fatores. Por exemplo,

uwW+veRez

normalmente néo pode ser escrito como um unico tensor puro. A notacio ® sugere um
produto porque é bilinear, ndo porque possua todas as propriedades da multiplicacdo
de nimeros.

Exemplo 15.17 — O corpo como unidade. A aplicagdo p : KxV — V dada por
u(a,v) = av é bilinear. Ela induz

g KeVv—V, a® v av.
Sua inversa é v — 1 ® v. Portanto,

KeV=V=VeK.

Proposicao 15.18 (Quando um Tensor Puro é Nulo).
ParaveVeweW,

v®w=6 — v=60uw=6.

Demonstragdo. Uma das implicagdes segue das regras de calculo. Para a reciproca,

suponha v # 0 e w # 0. Escolha funcionais f € V* e g € W* tais que f(v) = g(w) = 1.

A forma bilinear (x,y) — f(x)g(y) induz um funcional em V ® W que assume o valor
lemV®W.Logo,V®w¢6. [ ]

15.4 Bases e Tensores Puros

O proéximo resultado descreve uma base de V. ® W a partir de bases de V e de W.

Ele permite calcular a dimensao do produto tensorial e escrever seus elementos em
coordenadas.

Teorema 15.19 (Base do Produto Tensorial).
Sev=(vy,...,Vy) é uma base de V e w = (wy, ..., W,,) é uma base de W, entdo

é uma base deV @ W. Consequentemente,

dim(V® W) =dimV dimW.

Bases e Tensores Puros
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Demonstragdo. As regras de calculo mostram que todo tensor puro é combinacéo linear
dos vetores v; ® w;. Como os tensores puros geram V ® W, essa familia gera o espago.

Para provar a independéncia linear, sejam v7,..., v}, e W}, ..., w;, as bases duais. Para
cada par (k, £), a forma bilinear

Biy(v, w) = v (v)wi(w)
induz um funcional B, em V ® W. Se

Z al'jV,' ® Wj = 0,
L,j

aplicar By, fornece ag, = 0. Como isso vale para todo par, a familia é linearmente
independente. ]

Assim, todo z € V ® W possui uma expressao Unica

z =

M=

n
al-jvl- ® W]
i=1 j=1

Os coeficientes g;; podem ser organizados em uma matriz. Essa observacio fornece
nosso exemplo recorrente.

Exemplo 15.20 — R? ® R® como espaco de matrizes. Sejam E = (ej,e;) e F =

( ]?1 f; fg) as bases canonicas. A aplicac¢do bilinear
R*x R — M,5R),  (xy) — xy',
induz um isomorfismo
]RZ ® ]R3 e .%2’3(1[{)
que leva e; ® f; a matriz elementar E;;. Portanto,

re ain 412 413
ZZ%@J&H[ ]

=1 j=1 a1 Gz A3

A expansdo do Exemplo 15.15 corresponde a matriz

2 6 —2
-1 =3 1]

que tem posto um porque é o produto de um vetor-coluna por um vetor-linha.

Definicao 15.21 — Tensor Puro e Posto Tensorial. Um tensor da forma v ® w
é chamado de tensor puro, tensor simples ou tensor decomponivel. O posto
tensorial de z € V ® W é o menor inteiro r para o qual existem vetores vy, € V e
wi € W tais que
.
z= Z Vi ® Wi.
k=1

Por convencao, o tensor nulo tem posto zero.
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Proposicao 15.22 (Posto Tensorial, Matrizes e SVD).

No caso de dois fatores, o posto tensorial de z € V ® W coincide com o posto de
sua matriz de coeficientes em quaisquer bases. Se V e W sao espagos com produto
interno real e as bases sdo ortonormais, a decomposi¢do em valores singulares
fornece uma expressao minima

r

z= Z SkUf @ Wi,
k=1

na qual sp > 0 e as familias (u;.) e (wy) sdo ortonormais.

Demonstragdo. Na identificacdo com matrizes, um tensor puro u ® w corresponde ao
produto de um vetor-coluna por um vetor-linha e, portanto, tem posto no maximo
um. Assim, uma soma de r tensores puros produz uma matriz de posto no maximo
r. Reciprocamente, uma matriz de posto r é soma de r matrizes de posto um; pela
identiﬁcagéo inversa, o tensor é soma de r tensores puros. Os dois postos sdo, portanto,
iguais.

Quando as bases sdo ortonormais, aplicamos o Teorema 13.36 a matriz de coeficientes.

A decomposicio A = QXP' se traduz exatamente na expressio exibida, com os vetores

singulares como fatores. A minimalidade decorre da primeira parte. ]

O produto interno dos fatores induz em V ® W o produto interno caracterizado por
(W@ w, v’ @w’) =(u,u'}w,w’).

Assim, os termos da decomposi¢io anterior sdo ortogonais. Essa é a ligagio entre o
posto tensorial e a decomposi¢do em valores singulares estudada no Capitulo 13. Para
trés ou mais fatores, a situacéo se torna consideravelmente mais delicada: nao existe
uma forma canonica analoga a SVD.

Exemplo 15.23 — Nem todo tensor é puro. Em R? ® R?, considere
z=e; Qe +e, ey

Sob a identificacdo com .3 5(RR), esse tensor corresponde a matriz identidade. Como
essa matriz tem posto dois, z ndo pode ser escrito na forma u ® v.

Em contraste,
e, Qe +2e; ®ey+3e, Qe +6e,® ey = (e +3ey) ® (e + 2ey)

¢ puro; sua matriz de coeficientes tem posto um.

<
Puros geram, mas nio formam
uma base
.. . . Todo tensor é uma soma finita de tensores
Proposicao 15.24 (Critério de Igualdade por Formas Bilineares). -
puros. Entretanto, os tensores puros nao
Dois tensores z,z' € V. @ W sdo iguais se, e somente se, constituem um subespaco: a soma de
dois deles pode ter posto dois, como no
B(z) = B(z") Exemplo 15.23.
para toda forma bilinear B : VxW — K.
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Demonstragdo. Uma implica¢do é imediata. Para a outra, escreva z — z’ na base
V; ® w; e use as formas B;; construidas na prova do Teorema 15.19. Elas recuperam
individualmente todos os coeficientes de z — z’. |

15.5 Transformacoes Lineares e Produtos
Tensoriais

SeS:V >V eT : W — W’ sio transformacdes lineares, a aplicacio
VxW —V' W, (v,w) — S(v) ® T(w),

¢ bilinear. A propriedade universal produz a transformacao seguinte.

Definicao 15.25 — Produto Tensorial de Transformacoes. O produto tensorial
de S e T é a Unica transformacéo linear

ST : VW -V oW’

que satisfaz
SRT)(vew)=SWV)®T(w).

Proposicao 15.26 (Propriedades Funtoriais).
Para transformacgées de dominios e contradominios compativeis,

[a] Iy ®Ty = Iygw;
IE] (S208)®(TooTy) = (S, ®Tp) o (S1 ® Tq);

se S eT sdo isomorfismos, entdo S ® T é um isomorfismo e
SN =517,
IE] em dimensao finita,

posto(S ® T) = posto(S) posto(T).

Demonstragdo. Nos trés primeiros itens, basta verificar as igualdades nos tensores
puros, que geram o dominio. Por exemplo,

(0T (S 0T))(vew)
= 55(51(v)) ® To(Ty(w))
= ((52 °5)®(Ty° T1))(V ®W).
Para o dltimo item, observe que
im(S ® T) = im(S) ® im(T),

pois ambos os lados sdo gerados pelos tensores S(v) ® T(w). O Teorema 15.19 fornece
entéo dim im(S ® T) = dim im(S)dim im(T), que é a igualdade desejada. [ |

Em bases, o produto tensorial de transformacoes aparece como o produto de Kronecker
de matrizes.

Transformacoes Lineares e Produtos Tensoriais
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Definicao 15.27 — Produto de Kronecker. Se A = (a;) € Mypyu(K) e B €
M p,q(lK), o produto de Kronecker de A e B é a matriz em blocos

allB alnB

AQ®B-=
amB - ay,B

Proposicao 15.28 (Matrizde S® T).
Sejam A = [S]y,y» € B = [T]y,y- Ordene a base v® w lexicograficamente, isto ¢,

ViQWi,...,V] ® W, Vo Q Wq,...,V;; ® W,

e faca o mesmo com V' ® W’. Nessas bases, a matriz de S ® T é o produto de
Kronecker A ® B.

Demonstracao. A coluna de indice (j,£) é o vetor de coordenadas de

S T)(v;®wy) =Sv; ® Twy

= Z al'jbke Vi, ® WI/<
ik

Sua entrada de indice (i, k) é a;jby, exatamente a entrada correspondente do bloco
aijB. B

Exemplo 15.29 — Calculo de um produto de Kronecker. Para

1 2]
A= ’ B 1 0 ’
0 1] 3 -1
temos
1 0 2 0
3 -1 6 -2
A®B=

® 0 1 0
| 0 3 -1

A organizacdo em blocos registra simultaneamente a acdo de A no primeiro fator e a
acdo de B no segundo.

Os isomorfismos seguintes sdo candnicos; suas formulas nos tensores puros determi-
nam completamente as transformagdes.

Teorema 15.30 (Regras Estruturais).
Existem isomorfismos naturais

Vew)eU=z=Ve(WeU),
Vw=weV,

Vew)eU=({VeU)e(WaeU),
KeV=V.
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Eles sdo dados, respectivamente, por

vVew)®u+— ve (w®u),
VRIWHFH WQRV,
Vv,w)Quir— (V®u,wQ u),

a® v av.

Demonstragdo. A associatividade requer duas aplicagdes sucessivas da propriedade
universal. Fixado u € U, a aplicacdo (v,w) — v ® (w ® u) é bilinear e induz uma
transformacdo L, : VO W — V ® (W ® U). A dependéncia de L,, em u ¢é linear; logo
(z,u) > Ly(2) é bilinear e induz a transformacio do primeiro isomorfismo. Repetindo
o argumento com os parénteses invertidos, obtemos sua inversa.

Nos outros trés casos, cada formula e sua férmula inversa provém diretamente de
aplicacdes bilineares. As composicdes fixam todos os tensores puros; como estes geram
os espacos envolvidos, sdo as identidades. No terceiro isomorfismo, escrevemos os
elementos da soma direta externa V & W como pares (v, w). |

Gracas ao primeiro isomorfismo, escreveremos produtos com trés ou mais fatores sem
indicar parénteses. O segundo isomorfismo ndo afirma que v® w = w ® v: em geral,
esses vetores pertencem a espacos diferentes. Ele afirma que existe uma identificagio
natural entre os dois espacos.

15.6 Dualidade, Operadores e Contracoes

O produto tensorial permite descrever relagdes entre espacos duais, formas bilineares
e operadores por meio de isomorfismos independentes de bases.

Teorema 15.31 (Tensores como Transformacoes Lineares).
Se V tem dimensdo finita, a transformagao

®:V*®@W — Hom(V,W), O(f @ w)(v) = f(V)w,

¢é um isomorfismo.

Demonstragdo. A aplicacdo (f,w) — (v — f(v)w) é bilinear e, portanto, induz ®.
Se v = (vy,...,V,,) é uma base de V, com base dual (v],...,vj), e W = (Wq,...,w,)
¢ uma base de W, entdo ®(v; ® w;) ¢ a transformacdo que leva v; a w; e anula os
demais vetores da base. Essas transformacoes sdo as que correspondem as matrizes
elementares e, pelo Teorema 3.47, formam uma base de Hom(V,W). Assim, ® leva
uma base em uma base e é um isomorfismo. |

Dualidade, Operadores e Contragoes
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Exemplo 15.32 — Operadores de posto um. Um tensor puro f ® w € V' @ W
corresponde ao operador
vi— f(Vw,

.
cuja imagem esta contida na reta gerada por w. Se f # 0 e w # 0, esse operador tem
posto um. Assim, decompor uma transformacao linear como soma de operadores de
posto um equivale a decompor o tensor correspondente como soma de tensores puros.

g

Exemplo 15.33 — A matriz de uma transformacao reaparece. SeT : V — W satisfaz
n
T(v;) = Z ajiwj,
j=1

o tensor correspondente a T é

M=

*
aﬁvi ® W]

Il
—_

n
J=1
Os mesmos coeficientes formam a matriz de T; o produto tensorial apenas revela o
objeto intrinseco que essa matriz representa depois da escolha de bases.

Ha também um isomorfismo candnico
(V@ W)* = Bil(V, W),

que envia um funcional A a forma (v,w) — A(v ® w). Em dimenséo finita, o Teo-
rema 15.31 e o Teorema 14.17 fornecem a cadeia

V* ® W* = Hom(V, W*) = Bil(V, W) = (V ® W)*.

Definicao 15.34 — Contracdo. A forma bilinear de avaliacdo
V*xV —K, (f.v) — f(v),
induz a transformacéo linear
contr : V¥V — K, fev— f(v),

denominada contracio.

Sob o isomorfismo V* ® V = Hom(V, V), a contracio é exatamente o traco.

Proposicao 15.35 (Contracgao e Traco).
Se T € Hom(V, V) corresponde ao tensor

.
tr= ) fi ® vk,
k=1

entdo

tr(T) = contr(tr) = Z Jfr(vp).
k=1

Dualidade, Operadores e Contragoes

Contrair é emparelhar

Uma contragao reine um fator em V* e
um fator em V por meio da avaliacdo f(v).
Em coordenadas, isso corresponde a somar
sobre um indice repetido; para operadores,
essa soma ¢é o traco.
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Demonstragdo. Para um operador de posto um T(x) = f(x)v, o caso v = 0 é imediato.
Se v # 0, escolha uma base cujo primeiro vetor seja v. A soma dos elementos diagonais
da matriz de T é f(v). O resultado geral segue pela linearidade do traco e da contracio.

[ |

Exemplo 15.36 — O tensor identidade. Se v = (vy,...,v,) tem base dual (v],...,v}y),
o operador identidade corresponde ao tensor

n
Iy «— Z Vi @V
i=1

Embora a expressdo use uma base, o tensor obtido nao depende dela: ele é o tnico
tensor que corresponde ao operador identidade. Sua contracdo é dimV.

15.7 Poténcias Tensoriais e Tipos de Tensores

Os isomorfismos associativos permitem definir

VI =V®--®V.
——

r fatores

SedimV =nek = (ey,...,e,), entdo os vetores
ei1®---®eir, 1<iq,...,0 <,
formam uma base de V¥, portanto,

dimV® =n".

Teorema 15.37 (Propriedade Universal Multilinear).
Para todo espago vetorial Z, existe um isomorfismo natural

Hom(V; ® - ® V,, Z) = Mult(Vy, ..., V,; Z).
Ele associa a L a aplicagdo multilinear

Vi, V) — LV ® - @ V,.).

Demonstragdo. Aplicamos repetidamente a propriedade universal bilinear e o isomor-
fismo associativo do Teorema 15.30. Equivalentemente, podemos repetir a construgio
por quociente do Teorema 15.14, impondo linearidade em cada uma das r entradas.
Em ambos os casos, os tensores puros v; ® -+ ® v, geram o dominio e garantem a
unicidade. |

Poténcias Tensoriais e Tipos de Tensores
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Definicdo 15.38 — Tensores Covariantes e Contravariantes. Um tensor de tipo
(p,q) em V é um elemento de

I V) = Ver @ (v*)®4.

Os fatores em V sdo chamados de contravariantes e os fatores em V*, de covariantes.
Alguns autores invertem a ordem dos indices; por isso, a defini¢cdo do espago deve
sempre acompanhar a notacio.

Exemplo 15.39 — Objetos ja conhecidos como tensores. Com a convencio anterior:

E] vetores sdo tensores de tipo (1, 0);

IE] funcionais sdo tensores de tipo (0, 1);

formas bilineares sdo tensores de tipo (0, 2);
@ operadores lineares sdo tensores de tipo (1, 1);

E formas r-lineares sdo tensores de tipo (0, 7).

O vocabulario novo retne objetos que ja apareceram separadamente ao longo do livro.

5

Exemplo 15.40 — Coordenadas de um tensor de tipo (1,2). Se E = (eq,...,e,) €
(ef,...,e;) é abase dual, todo T € %1(V) se escreve de modo inico como

n
T = Z T e ®e€j Qe
k=1

Os indices superiores registram fatores em V e os inferiores, fatores em V*.

Seej =), PjeeQ= P!, entdo (e))* = X, Qjief’, e as coordenadas mudam segundo

n
Ti= ). QuPhiPuTie
a,b,c=1
Um indice superior transforma-se por Q e um inferior, por P. Essa lei ndo é uma
defini¢do de tensor: é consequéncia da mudanca simultinea das bases de V e de V™.

A avaliagdo entre um fator V* e um fator V permite contrair qualquer tensor de tipo
(p. q), produzindo um tensor de tipo (p — 1,¢ — 1). Em termos intrinsecos, usamos os
isomorfismos de troca e associatividade para aproximar os dois fatores escolhidos e
aplicamos contr : V* ® V — K. Como todas essas transformagdes sdo candnicas, a
operacdo nio depende de bases. Em coordenadas, ela corresponde a igualar um indice
superior e um inferior e somar sobre esse indice.

Poténcias Tensoriais e Tipos de Tensores

Os indices registram os fatores
No tipo (p, q), os numeros contam quantas
copias de V e de V* aparecem, ndo a dimen-
sdo do espaco nem as coordenadas de um
tensor. A convencao varia entre autores; a
formula de ETqP (V) elimina a ambiguidade.
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15.8 Simetria, Alternancia e

Poténcias Exteriores

Considere o operador de troca
c: VRV —>VQRV, clu®v)=veu

Suponha nesta primeira parte que char(K) # 2. Como ¢ = Iy gy, seus autovalores
possiveis sdo 1 e —1, que sdo distintos nessa caracteristica.

Definicdao 15.41 — Tensores Simétricos e Antissimétricos. Umtensorz € VQV
é simétrico se 0(z) = z e antissimétrico se 0(z) = —z. Denotamos os subespacos
correspondentes por Symz(V) e Alt2(V).

Os operadores

Sym(z) = %(z +02), Alt(z) = %(z —0z2)

sdo projecdes complementares.

Teorema 15.42 (Decomposicao Simétrica e Alternada).
Se char(K) + 2, entdo

V@V =Symi(V) @ AltA(V).

SedimV = n, entdo

n(n+1) (n—1)
= mrn-J

dim Sym?(V) = dim Al2(V) = 2 -

Demonstragdo. Todo tensor admite a decomposi¢iao

1 1
z==(z+0z)+ =(z—02).
2 2
A primeira parcela é simétrica e a segunda é antissimétrica. Um tensor que pertence
aos dois subespacos satisfaz z = —z, portanto 2z = 0 e z = 0.

Para uma base (ey, ..., €,), escreva z = Zi,j a;je; ® e;. A igualdade o(z) = z equivale a
@;j = ajj; portanto, a parte simétrica é gerada por

e®e e eQete e, I <j.
Analogamente, 0(z) = —z equivale a g;; = —aj; e, como 2a; = 0, a parte antissimétrica
é gerada por
e®e —e;®e; 1 <j.

Em cada lista, a comparacio dos coeficientes na base (e; ® e;) mostra imediatamente
a independéncia linear. As listas sdo, portanto, bases, e sua contagem fornece as
dimensoes. |

Essa decomposigio é especial do grau dois. Se, em poténcias maiores, chamarmos de
totalmente simétricos os tensores fixados por todas as permutacdes e de totalmente

Simetria, Alternancia e Poténcias Exteriores
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antissimétricos os que mudam pelo sinal da permutacdo, em geral esses dois subespacos
nio esgotam V&, Por exemplo, para V = R?,
dimV® =8, dim Sym*(V)=4,  dim Al’(V) =o.
Logo, V& = Sym3(V) @ Alt* (V).

Para graus maiores, é mais natural caracterizar diretamente o objeto que lineariza
aplicacoes alternadas.

Definicao 15.43 — Poténcia Exterior. A r-ésima poténcia exterior de V é um
espaco /\" V equipado com uma aplicacio alternada r-linear

.
VI — /\V, (Vi oo, Vi) >V A AV,

universal para aplicacdes alternadas: toda aplicacdo alternada F : V' — Z se
escreve de modo unico como

F(vy,...,v,) = F(vi A A V,)

para alguma transformaco linear F : \"V — Z.

Teorema 15.44 (Existéncia da Poténcia Exterior).
A poténcia exterior \" V existe para todor > 1.

Demonstragdo. Seja R, o subespaco de V& gerado pelos tensores puros v; ® - ® v,
nos quais duas entradas sao iguais. Tome

.
J\V =V®/R,

e denote por vy A -+ A v, a classe de v; ® -+ ® v,.. A aplicacdo que envia uma r-upla
nessa classe é multilinear e alternada.

Se F : V' — Z é multilinear e alternada, o Teorema 15.37 fornece uma transformacéo
linear L : V® — Z com L(v; ® -~ ® v,) = F(vy,...,V,). A alternancia implica
R, C ker L; pelo Teorema 4.17, L se fatora de modo unico pelo quociente. Essa é a
propriedade universal da Definigao 15.43. |
Como a aplicacdo universal é alternada,

VAV=0 e UAV=—-VAU

A segunda igualdade é a regra de troca deduzida apds a Defini¢do 15.2. Quando
char(K) # 2, a aplicacéo

1
u/\v'—>5(u®v—v®u)

identifica canonicamente /\2 V com o subespaco Alt*(V) definido acima.

Simetria, Alternancia e Poténcias Exteriores
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Teorema 15.45 (Base das Poténcias Exteriores).
Se E=(eq,...,e,) é uma base de V, entdo

e, N Ae, 1<ip < <i, <n,

formam uma base de /\" V. Em particular,
A n
di V= )
im \ ()

Ser >n, entdo \' V = {0}.

Demonstragdo. Pela multilinearidade, os produtos exteriores dos vetores da base geram
r ’ . . ,

/\' V. Um produto com indice repetido é nulo; trocando fatores, podemos ordenar os

indices ao custo do sinal da permutagao. Logo, os vetores indicados geram.

Para a independéncia linear, para cada sequéncia I = (i; < - < i,) considere a
forma alternada que associa a (vy, ..., v,) o determinante da submatriz formada pelas
coordenadas nas linhas iy, ..., i.. A transformacio linear induzida em /\" V vale 1 no
vetor de indice I e 0 nos demais vetores da familia. Portanto, todos os coeficientes de
uma relacéo linear sdo nulos. |

Definicdo 15.46 — Algebra Exterior. Adotamos /\0 V = K e reunimos todas as

poténcias exteriores em
n r
AV = EBO A\V.
r=!

O produto exterior de elementos puros é definido por concatenacéo,
(VIA AV AW A AWG) = VIA AV, AW A= AW,

e estendido bilinearmente. O espago graduado /\ V, com esse produto, ¢ a algebra
exterior de V.

Sea € NPV e p e AV sdo homogéneos, mover os p fatores de a através dos g

fatores de S fornece
aAp=CDPIgAa.

Além disso, o Teorema 15.45 e o bindmio de Newton dao

I (n
dim /\V = =2"
Azl
Observacgao 15.47 — Uma origem comum. A algebra tensorial 7 (V) = P, yer
usa a concatenacdo de tensores como produto. A &lgebra exterior é seu quociente
pelas relacdes v ® v = 0; a algebra simétrica Sym(V') é o quociente pelas relacoes
u®v—v®u = 0. Assim, as construcdes simétrica e exterior nascem da mesma algebra,
mas impdem relagdes diferentes.

Simetria, Alternancia e Poténcias Exteriores
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Exemplo 15.48 — Bivetores e menores de ordem dois. Em R3, sejam u = (uy, uy, u3)
e v = (v, %, ). Entéo

u AV =(uvy — vy e A ey
+ (ugvs —uzvJe; A ey

+ (UZ’V3 - U3V2)62 A\ €3.

Os coeficientes sdo os menores de ordem dois da matriz com colunas u e v. O bivetor
¢é nulo exatamente quando essas colunas sdo linearmente dependentes.

Exemplo 15.49 — Area orientada no plano. Em R?,
(ae; + bey) A (ceq + dey) = (ad — be)ey A ey.

. P 2 , . 1s .
O determinante aparece como a tinica coordenada de /\“R?, que é unidimensional.
Seu modulo é a area do paralelogramo; o sinal registra a orientacdo.

4

Aaplicacio V" — /\" W que envia (vy, ..., v,) em Tvy A--ATv, é multilinear e alternada.
Pela propriedade universal, ela induz uma unica transformacao linear

/\T:/\V—)/r\W, VIA AV TV A ATv,.

Teorema 15.50 (Determinante como A¢do no Volume).
SedimV =neT € Hom(V,V), entdo /\” V é unidimensional e

/\T=(detT)I/\nV.

Demonstragdo. Escolha uma base (ey,...,e,) de V. Pelo Teorema 15.45, €; A -+ A €, é
uma base de /\" V, e basta calcular a imagem desse vetor. Escrevendo A = [T], = (a;j),
temos Te; = Zi ajje;; logo, a multilinearidade fornece

n
Tel /\~-~/\Ten = Z ail’l---aimneil /\--~/\ein.

ipin=1

Pela alternancia, as parcelas com algum indice repetido se anulam. Restam as que
correspondem a uma permutagio o € S, e reordenar os fatores custa sgn(o). Portanto,

Te; A ATe, Z sgn(0)as(1),1 ** Ag(nyn | €1 A A €y

o€ESs,

=(detA)e; A Aep,

pela formula de Leibniz. Como det A = det T, concluimos que \" T = (det T) I ATV |

O determinante, introduzido como uma fun¢io de matrizes, admite assim uma descrigéo
intrinseca: é o escalar pelo qual o operador induzido age na poténcia exterior de grau
maximo, que tem dimensdo um. Essa descri¢ao relaciona a constru¢do multilinear as
propriedades do determinante estudadas anteriormente.

Simetria, Alternancia e Poténcias Exteriores
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Exercicios

Ex. 15.1 — Verifique diretamente que a aplicagio
F: (R?)? >R, F(X,v,2) = X121 + X2V, 29,

é trilinear. Determine seus oito coeficientes na base candnica.
Ex. 15.2 — Mostre que (u,v) = u + v néo ¢ bilinear, exceto no espago vetorial nulo.

Ex. 15.3 — Expanda
(e1 —2e2) @ Bfi + f2—4f3)

na base ¢; ® f;
Ex. 15.4 — Prove diretamente, usando a propriedade universal, que V@ K = V.

Ex. 15.5 — Em R? ® R?, determine quais dos tensores seguintes sio puros:

l.e;®e; +e ®ey;
2.e1®e +eyQey;
3.e1®e +2e1 ®ey + 2e) ®eq +4e; ®ey.

Fundamentos

Ex. 15.6 —Se z € V ® W tem posto tensorial r e a # 0, prove que az também tem
posto r.

Ex.15.7—Se S : V - V' eT : W — W’ sdo sobrejetivas, prove que S® T é
sobrejetiva. Faca o mesmo para injetividade em dimensao finita.

Ex. 158 —-Se A € M,,(K) e B € .%q’q(]K), a formula geral é det(A ® B) =
det(A)? det(B)"™. Calcule A ® B e verifique a formula no cason = g = 2, para

1 1 3 0
A= , B= .
0 2 1 -1
Ex. 15.9 — Descreva explicitamente o isomorfismo

Vew)U=({VoU)e(WeU)

e escreva sua inversa.

Simetria, Alternancia e Poténcias Exteriores
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Ex. 15.10 — Seja T : R?> — R3 representada na base canénica por

1 2
0 -1
3 4

Escreva o tensor de (R?)* ® R? correspondente a T.
Ex. 15.11 — Prove diretamente que o traco do operador de posto um x — f(x)v é

f).

Consolidacao

Ex. 15.12 — Parau = (1,2,0) e v = (0, 1, 3), calcule u A v na base

(e1 N ey, e Nes, ey N\ 83).

Ex. 15.13 — Mostre que u; A -+ A u, = 0 se os vetores uy,...,u, sdo linearmente
dependentes. Prove a reciproca usando o Teorema 15.45.

Ex. 15.14 —Se T : V — V tem posto menor que r, prove que /\" T = 0.

Ex. 15.15 — Seja A € M, ,(K) e, para 1 < i < n, defina

w=E1D)"le] A AG A Ae,

Mostre que a matriz de /\n_1 A na base (wy, ..., ,) é a matriz dos cofatores de A.

Conclua que sua transposta é a matriz adjugada de A.

Simetria, Alternancia e Poténcias Exteriores
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A

Teoria de Conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, diremos que A é subconjunto de B, e escreveremos
A C B, se cada elemento de A pertence a B, ou seja, se x € A implica x € B.

Diremos que A ¢é igual a B, e escreveremos A = B, se A e B possuem 0s mesmos
elementos, ou seja, se AC Be BC A.

O conjunto vazio sera denotado por @.

Definicao A.1. Definimos a uniio, a interseccio e a diferenca de dois conjuntos
A e B, respectivamente, por
AUB={x:x€ Aoux€ B},
AnNB={x:x€ Aex € B},
A\B={x : x€e Aex ¢ B}.

ANB AUB A—-B B—-A

Se estamos considerando subconjuntos de um conjunto fixo X, entdo conjunto X\ A é
denominado de complementar de A em X, e é denotado por A°.

Dado um conjunto X, o conjunto das partes Z(X) é o conjunto formado pelos
subconjuntos de X, ou seja,

PX)={A: AC X}

Definicao A.2 — Produto Cartesiano. O produto cartesiano X x Y de dois
conjuntos X e Y é o conjunto dos pares ordenados (x, y) taisquex € X ey €Y.
O produto cartesiano Xj x---x X, de n conjuntos X, ..., X, é o conjunto das énuplas
(x1, ..., X,) tais que x; € X; parai = 1,...,n.

Escreveremos X" em lugar de X x - x X ( n vezes).

Nesse capitulo

» Operacées com familias de
conjuntos (p. 332)

» Relagdes (p. 335)
» Cardinalidade (p. 339)
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Figura A.1

Produto Cartesiano de dois conjuntos

Definicao A.3. Uma funcao ou aplicacao f de X emY, denotada por f: X — Y,
é uma regra que associa a cada elemento x € X um tinico elemento f(x) €Y. Nesse
caso o conjunto X é denominado de dominio de f e o conjunto Y é denominado
de contradominio de f.

Definicao A.4. Uma funcio f é dita
E] injetiva se f(x;) = f(x,) implica x; = x,.
E sobrejetiva se para todo y € Y existe x € X tal que f(x) = y.

bijetiva se é injetiva e sobrejetiva.

Se f : X — Y ¢é bijetiva, a funcio inversa f~!: Y — X ¢é definida por f~1(y) = x se
f)=y.

Dados A C X e BCY, aimagem de A e aimagem inversa de B sdo respectivamente
os conjuntos

flA)={yeY : y= f(x)para algum x € A}, (A1)

fiB)={xe X : f(x) e B} (A.2)

Dadas duas aplicagdes f: X - Yeg:Y — Z, aaplicacdo composta go f: X - Z
é definida por (g » f)(x) = g(f(x)) para todo x € X.

Definicao A.5. O g: B— Aéumainversaaesquerdade f : A — Bse, e
somente se, g(f(a)) = a paratodosa € A

Oh : B —> Aéuma inversa a direita de f : A — B se, e somente se,

f(h(b)) = b para todos os b € B

Teorema A.6. O Toda fungdo que possui uma inversa a esquerda é injetiva.
Reciprocamente, toda fungado injetiva com dominio ndo vazio possui uma
inversa a esquerda.

O Toda funcgao que possui uma inversa a direita é sobrejetiva. Admitindo o
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Axioma da Escolha, toda fungdo sobrejetiva possui uma inversa a direita.

Demonstragio. Se g f =1y e f(x;) = f(x3), aplicar g d4 x; = x;. Na reciproca, fixe
X € X e defina g(y) como a unica pré-imagem de y quando y € f(X), e como x; caso
contrario. Entdo go f =Iy.

Se foeh=1y,caday €Y é aimagem de h(y), logo f é sobrejetiva. Reciprocamente, os
conjuntos f~1({y}), para y € Y, sdo nio vazios; o Axioma da Escolha permite escolher
h(y) em cada um deles, e entdo f o h =1Iy. |

A.1 Operacoes com familias de conjuntos

Nesta secdo, lidaremos com familias (ou classes) de conjuntos, isto é, conjuntos cujos
elementos sdo, por sua vez, também conjuntos. Queremos estender a essa situacdo
algumas operagdes entre conjuntos, assim como descrever algumas propriedades.

Seja # uma familia de conjuntos, i.e. # = {A},c; onde J é um qualquer conjunto de
indices e cada A, é um conjunto.

Exemplo A.7.
Ai = (0, l] CcR
comie N
e
Exemplo A.8.
By = (x,x*] CR
comx ERx>2
<

A uniao dos conjuntos da familia # é o conjunto formado pelos elementos que
pertencem a ao menos um dos conjuntos de &, i.e.

UAl ={x|x € A, paraalgum j € J}
€]
A interseccao dos conjuntos da familia # é o conjunto formado pelos elementos que

pertencem a fodos os conjuntos de &, i.e.

ﬂAl:{x|xeAJ para todo j € J}
€]

Dentre as propriedades mais importantes, destacamos as seguintes: dada uma familia
F ={A},e; de conjuntos e dado um conjunto qualquer B, tem-se:

Bn (U A,) = JBna4)

€] 1]

Operagoes com familias de conjuntos
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BuU (ﬂ A,) =(\BUA)

1€] €]
Além disso, se U é um conjunto que contém todos os conjuntos A,, entao, tomando o
complementar relativamente a U, tem-se:

JAay =Af

€] €]
(Ar=JAr
€] €]

Utilizaremos a seguinte convencéo:

| JA=0
AED

[ A=X.

AcQ

Produto Cartesiano

Como primeiro passo, vejamos como definir o produto cartesiano de uma quantidade
qualquer (mas finita) de conjuntos. Dados n conjuntos nio vazios Aj, Ay, ..., A,, O
produto cartesiano A;xA,x:-xA, é o conjunto dos elementos na forma (xy, xa, ... , X,),
onde para todo 1 <1 < ntem-se que x; € A,. Em simbolos:

Apx Ay x - x Ay ={(x1, %9, ..., %) | 5, € A, 1 <1< n}.

Os elementos na forma (x;, Xy, ..., X,) sdo denominados de n-upla ordenada (que se 1é
“énupla” ordenada).

Note-se que o produto cartesiano de n conjuntos é muito semelhante ao produto carte-
siano de dois conjuntos, s6 diferindo, de fato, pelo nimero de conjuntos envolvidos.

Nosso proposito, agora, é contemplar familias quaisquer de conjuntos, eventualmente
infinitas. Para tanto, ndo ¢é dificil perceber que a descri¢do acima néo é adequada. Para
chegar a um outro modo de tratar o produto cartesiano, pode ser ttil revermos, sob
outro olhar, o produto cartesiano que nos é ja conhecido (vamos considerar o caso
mais simples, com somente dois conjuntos). Dados dois conjuntos ndo vazios A, e A,
(0 uso de indices aqui é proposital), podemos identificar um par ordenado (x;, x,) do
produto cartesiano A; x A, com a fungéo f : {1,2} - (A, U A,) dada por

fW=x e [f&)=x

Essa representacdo associa a cada indice a coordenada correspondente do par ordenado.
A funcéo registra, portanto, a escolha de um elemento de cada conjunto. A mesma
descricio pode ser usada quando o conjunto de indices é arbitrario, sem depender da
notagio de pares ou de énuplas.

A vantagem dessa linguagem, porém, esta no fato de permitir que se defina o produto
cartesiano para uma familia qualquer de conjuntos. De fato, seja dada uma familia de

Operagoes com familias de conjuntos
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conjuntos
F = {AL}IEJ

onde J é um qualquer conjunto de indices. O produto cartesiano dos conjuntos da
familia & é o conjunto das funcoes

x:]—>UAl

€]

tais que x(j) € A, para todo j € J. Em simbolos:

[[a=&:7-Alxea, Ve
€] €]

Escreveremos x, em lugar de x(1), para todo x € Hze 7 A, etodor € J. Paracadaj € ],
a proje¢ao na j-ésima coordenada é a funcéo

m HA, — A,

X'—>XJ.

Cada elemento desse produto ¢ usualmente denotado por (x,),e;.

Mesmo que todo X; seja ndo vazio, ndo é ébvio que o produto | I X; seja ndo vazio.
’ A . . . iEI
Isto é consequéncia do seguinte axioma.

Axioma A.9 — Axioma da Escolha. Seja {X; : i € I} uma familia ndo vazia de

conjuntos disjuntos ndo vazios. Entdo existe uma funcgao f: I — UXl tal que
i€l
f(@i) € X; paratodoi € I. A funcéo f é denominada funcéo escolha.

O Axioma da Escolha é um principio fundamental da Teoria dos Conjuntos. Ele foi
usado implicitamente durante muito tempo, antes de Zermelo o formular explici-
tamente. Sua aceitacdo gerou controvérsia, sobretudo por objecdes construtivistas
como as de Brouwer: o ponto ndo era uma contradi¢do logica, mas a possibilidade de
afirmar a existéncia de uma escolha sem fornecer um procedimento para construi-la.
Mais tarde, Godel estabeleceu a consisténcia relativa do Axioma da Escolha com os
demais axiomas usuais da teoria dos conjuntos, e Cohen mostrou que ele niao pode ser
demonstrado a partir desses axiomas, admitida a consisténcia deles. Assim, a escolha
é hoje tratada explicitamente como um axioma adicional, amplamente utilizado na
matematica.

Proposicao A.10.
Seja{X; : i € I} uma familia ndo vazia de conjuntos ndo vazios. Entdo o produto

cartesiano X; é ndo vazio.
i€l

Demonstragdo. Se os conjuntos X; fossem disjuntos, a concluséo seria consequéncia
imediata do Axioma da Escolha. No caso geral definamos Y; = X; x{i} para todoi € I. E
claro que {Y; : i€ I} é uma familia ndo vazia de conjuntos disjuntos néo vazios. Pelo
Axioma da Escolha existe uma funcéo f: [ — UY, tal que f(i) € Y; paratodoi € I.

iel
Podemos escrever f(i) = (x;, i), com x; € X; para todo i € I. Se definimos x(i) = x;
para todo i € I, entdo x € HXl [ |
i€l

Operagoes com familias de conjuntos
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A.2 Relacoes

Definicao A.11. Uma relacao R num conjunto X é um subconjunto R de X x X.
Denotaremos por xRy se (x, y) € R.

Uma relagdo R em X é dita:

E] reflexiva se xRx para todo x € X.
IE] simétrica se xRy implica yRx.

transitiva se xRy e yRz implicam xRz.

Diremos que R é uma relagio de equivaléncia se R é reflexiva, simétrica e transitiva.

A.2.1 Relacao de Equivaléncia

Usualmente escrevemos

a~b

ao invés de dizer que (a,b) pertence a relagéo ~.

Definicao A.12. Uma relacdo ~ definida em um conjunto X é uma relacdo de
equivaléncia se satisfizer, para todo a,b,c € X,

a~a.
a~b=>b~a.
a~beb~c=>a~c.

Definicao A.13. Dada uma relacio de equivaléncia ~ em um conjunto X, para
todo x € X, definimos a classe de equivaléncia de x por ~ como

[x]={yeX : y~x}

Observe que, pela reflexividade de ~, x € [x] para todo x € X.

Proposicao A.14.
Seja ~ uma relagdo de equivaléncia no conjunto X. Entdo, para x,y € X, sdo
equivalentes:

[a] yelx];
[b] [x] = [y);

Relacoes
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Demonstracdo. Sejam x,y € X. Se y € [x],y ~ x, entdo para todo z € [y], i.e, z ~ y,
temos, por transitividade, z ~ x, entdo z € [x]. Por outro lado, pela simetria de ~,
temos x ~ y, portanto, para todoz € [x], temos, novamente por transitividade, que
z € [y]. Assim, [x] = [y]. Por outro lado, se [x] = [y], entdo y € [y] = [x]. [ |

Definicao A.15. O elemento y € [x] é denominado representante da classe.

Exemplo A.16. Seja A = {a,b,c}, e defina ~ no conjunto das partes de A, P(A),
por X ~ Y se, e somente se, |X| = |[Y|. E simples mostrar que ~ é uma relacio de
equivaléncia em P(A), sob a qual 9(A) tem exatamente 4 classes de equivaléncia
distintas:

[2] = {2},
[{a}] = [{b}] = [{c}] = {{a}. {B}.{c}},
[{a,b}] = [{a,c}] = [{b. c}] = f{a.bh{a, ch{b,c}}, e
[A] = {A} = {{a.b,c}}.

Definicao A.17. Seja X um conjunto. Entdo uma colec¢do de subconjuntos P =
{Xi}icr é uma particdo de X se cada X; = @ e cada elemento de X estiver em
exatamente um X;. Em outras palavras, P = {X;};c; é uma particdo de X se, e
somente se:

[a] Xi20;

E X; sdo mutuamente disjuntos: X; N X; = @ parai = jemI; e

X = Uy X

Os conjuntos X; sdo chamados de células da particéo.

Exemplo A.18. O conjunto {1,2,3 } possui 5 parti¢des: a saber,

{1,233 {1, 23, 33, {1, 35, {23 ({2, 31 {13} e {1}, {2}, 3}

A primeira particdo que mencionamos tem uma célula, as proximas trés tém duas
células e a ultima tem trés células.

Teorema A.19.
Seja X um conjunto. Entdo:

Se ~ é uma relagcdo de equivaléncia em X, entdo o conjunto de todas as
classes de equivaléncia de X por ~ é uma particdo de X;

Se P for uma particdo de X, entao a relagdo em X definida porx ~ y se e
somente x estiver na mesma célula de P que y é uma relagdo de equivaléncia
em X.

Observe que, em cada caso, as células da particdo sdo as classes de equivaléncia do
conjunto na relacdo de equivaléncia correspondente.
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Figura A.2 ) ) ) )
Uma particdo induz uma relacio de equivaléncia e uma relacéo de

equivaléncia induz uma particéo.

Demonstragdo. Seja ~ uma relacdo de equivaléncia em X. Claramente, as classes de
equivaléncia de X por ~ sdo conjuntos nio vazios cuja unido é X. Portanto, basta
mostrar Y NY’ = @ para todo par de classes de equivaléncia Y # Y’ de X por ~.

Sejam Y,Y’ classes de equivaléncia de X por ~ que ndo sdo disjuntas. Existe um
elemento z € Y NY’. Ento, [z] =Y e [z] =Y’ eentdo Y = Y’. Portanto,se Y = Y’,
Yyny =o.

Finalmente, a volta é direta. [ ]

Notacdo A.20. Dada uma relacio de equivaléncia ~ em X, denotamos por X/~ o
conjunto das classes de equivaléncia de ~. A projecao natural de X em X/~ é a
aplicacdo dada por
T: X - X/~.
x > [x]

A.2.2 Relacoes de Ordem e o Lema de Zorn

Definicao A.21. Uma relacao de ordem parcial num conjunto X é uma relacdo
< em X com as seguintes propriedades:

E] x < x para todo x € X( < é reflexiva);
@ sex < yey<x, entdo x = y( < é antissimétrica);
se x < yey <z entdo x < z( < é transitiva).

Neste caso diremos que X é um conjunto parcialmente ordenado.
Diremos que < é uma relagio de ordem total se além de verificar E] E e ,
também verifica

E] dados x,y € X, tem-se que x < you y < x.

Neste caso diremos que X é um conjunto totalmente ordenado.

Relacoes de Ordem e o Lema de Zorn
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Exemplos A.22.

Se X é um conjunto, entdo a relacdo de inclusao é uma relacido de ordem parcial
em P(X).

IE] A relacdo de ordem usual em R é uma relacio de ordem total.

Definicao A.23. Seja X um conjunto parcialmente ordenado, e seja A C X.

E] Se existir ay € Atalque gy < aparatodoa € A, diremos que gy é 0 elemento
minimo de A. De maneira analoga definimos elemento maximo.

@ Se existir ay € A tal que a = g, sempre que a € A e a < g, diremos que g, é
um elemento minimal de A. De maneira analoga definimos elemento
maximal.

Se existir ¢ € X tal que ¢ < a para todo a € A, diremos que A é limitado
inferiormente e que ¢ é uma cota inferior de A. De maneira analoga
definimos conjunto limitado superiormente e cota superior.

E Diremos que A é uma cadeia em X se A é totalmente ordenado sob a relacdo
de ordem parcial induzida por X.

E] Diremos que A é bem ordenado se cada subconjunto néo vazio de A possui
um elemento minimo.

Exemplos A.24.

E] N, com a ordem usual, é um conjunto bem ordenado.

IE] R, com a ordem usual, é um conjunto totalmente ordenado que nio é bem orde-
nado: o intervalo aberto (a, b) ndo possui elemento minimo. Ser bem ordenado é
uma propriedade do par formado pelo conjunto e pela ordem escolhida. Portanto,
isso nao contradiz o Teorema de Zermelo abaixo, que afirma a existéncia de
alguma boa ordem em R, e ndo que a ordem usual seja uma boa ordem.

Como observa William Timothy Gowers, o Lema de Zorn é especialmente util quando
um objeto é construido por etapas, nenhuma etapa encerra a construgéo e nada parece
impedir que ela continue.

A seguir apresentaremos dois resultados equivalentes ao Axioma da Escolha.

Lema A.25 (de Zorn).
Seja X um conjunto parcialmente ordenado ndo vazio tal que cada cadeia em X é
limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um elemento maximal.

Nesse texto utilizaremos o Lema de Zorn para demonstrar que todo espaco vetorial
possui base.
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Teorema A.26 (Teorema de Zermelo).
Todo conjunto ndo vazio pode ser bem ordenado.

Teorema A.27.
As seguintes afirmacgoes sdo equivalentes:

E] O Axioma da escolha.

IE] O Lema de Zorn.
O Teorema de Zermelo.

A demonstragio completa dessas equivaléncias exige um desenvolvimento mais longo
de teoria dos conjuntos e sera omitida. Neste livro, o Lema de Zorn sera a ferramenta
principal derivada do Axioma da Escolha; em particular, ele sera usado para provar
que todo espaco vetorial possui uma base.

Uma observacdo bem-humorada atribuida a Jerry Bona resume o contraste intuitivo
entre as trés formulagdes: o Axioma da Escolha parece evidente, o principio da boa
ordenacao parece falso e o Lema de Zorn parece indecifravel. O teorema mostra que
essa diferenca é apenas de aparéncia.

A.3 Cardinalidade

Podemos comparar quantidades sem contar numericamente. Numa sala de cinema,
por exemplo, cada ingresso vendido corresponde a uma unica poltrona. Se todos os
ingressos foram vendidos e cada pessoa possui um ingresso, essas correspondéncias
mostram que ha tantas pessoas quanto poltronas. Em linguagem matematica, estamos
usando uma bijec¢do. Se soubéssemos apenas que cada pessoa possui uma poltrona
distinta, teriamos uma inje¢do do conjunto de pessoas no conjunto de poltronas e
concluiriamos apenas que néo faltam lugares. Essa ideia continua valida para conjuntos
infinitos.

Definicao A.28. Dizemos que dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade,
denotado por |A| = |B|, se existe uma fungéo bijetiva f: A — B.

Um conjunto A é dito finito se A = @ ou se existe n € N, n > 1, e uma bije¢io
{1,...,n} > A. Um conjunto é dito infinito caso contréario.

Escreveremos |A| < oo para indicar que A é finito e |A| = oo para indicar que ¢ infinito.
Essas expressoes sdo abreviacdes, ndo igualdades entre cardinais e o simbolo oco.

Exemplo A.29. Osconjuntos A={ne€Z :0<n<5}eB={neZ:-5<n<0}
tem a mesma cardinalidade porque existe uma fungao bijetiva f : A — B dada por

f(n) =-n.

Cardinalidade
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Teorema A.30.
Existe uma bijegio f: N — Z. Portanto |N| = |Z|.

Demonstracao. Tomando IN = {1, 2,3, ...}, defina
f(=o, f(2k) =k, f@Ck+1)=-k (k>1).

Cada inteiro aparece exatamente uma vez entre os valores de f; portanto, f é uma

bijecdo. Se adotarmos a convencéo 0 € N, basta deslocar os indices em uma unidade.

A igualdade entre as cardinalidades de IN e Z leva a comparacdo com outros conjuntos
infinitos. Consideremos agora IN e R.

De fato, IN| # |R|. Esse fato foi descoberto por Georg Cantor (1845-1918), que criou

um argumento engenhoso para mostrar que ndo ha funcdes sobrejetivas f : N — R.

Em particular, ndo pode haver uma bijecao entre esses conjuntos.

Teorema A.31.
Nao existe nenhuma bije¢do f : IN — R. Portanto |N| = |R|.

Demonstragdo. Suponha que todos os niimeros do intervalo (0, 1) aparecam numa lista
X1, Xo, .... Escolha para cada x;,, sua expansao decimal que ndo termina numa sequéncia
infinita de algarismos 9. Construa y = 0,y;); ... escolhendo y, = 1 se o n-ésimo
algarismo decimal de x;, for diferente de 1, e y, = 2 caso contrario. Entdo y € (0, 1)
e difere de x,, no n-ésimo algarismo para todo n. Logo y nio aparece na lista, uma
contradigéo. Portanto (0, 1), e assim R, ndo pode ser enumerado por IN. [ ]

Esse resultado mostra que conjuntos infinitos podem ter cardinalidades diferentes.

A.3.1 Conjuntos Enumeraveis e nao Enumeraveis

Definicao A.32. Seja A um conjunto. Dizemos que A é infinito enumeravel se
|IN| = |Al, isto é, se existe uma bijecio IN — A. O conjunto A é ndo enumeravel se
A for infinito e |IN| # |A], ou seja, se A for infinito e ndo existir bije¢do N — A.

Assim Z é infinito enumeravel, mas R é nao enumeréavel.

A relacio de ter a mesma cardinalidade é uma relacdo de equivaléncia. Contudo, ndo
definiremos a cardinalidade de A como a colecéo de todos os conjuntos equipotentes
a A: essa colecdo é, em geral, uma classe propria, e ndo um conjunto. Neste texto, a
notagéo |A| = |B| significara sempre que existe uma bijecio A — B; de modo analogo,
|A| < |B| significara que existe uma inje¢do A — B. Uma construcio formal de cardinais
como representantes candnicos exigiria a teoria dos ordinais, que nio usaremos.

Conjuntos Enumeraveis e nao Enumeraveis
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Definicao A.33. A cardinalidade dos nimeros naturais é denotada como X,. Ou
seja, [IN| = Ry. Assim, qualquer conjunto infinito enumeravel tem cardinalidade
Xo.

Uma consequéncia simples de ser enumeravel é a seguinte:

Proposicao A.34.
Um conjunto A é infinito enumeravel se, e somente se, seus elementos puderem ser
organizados, sem repeticdo, em uma lista infinita ay, ay, as, dg, ...

Demonstracdo. Uma bije¢do f : IN — A produz a lista f(1), f(2), ... Reciprocamente,
uma lista sem repeticdo que contém todos os elementos de A define a bije¢do f(n) =

ap. ]

Teorema A.35.
O conjunto Q dos niimeros racionais é infinito enumeravel.

Demonstragao. Todo racional pode ser escrito de modo tnico como p/q, com p € Z,
g € N, g > 1emdc(|p|,g) = 1. Para enumera-los, percorra, para cada s = 1,2,..., 0s
pares (p, q) que satisfazem |p| + g = s e conserve apenas os pares coprimos. Em cada
etapa ha somente um ntimero finito de pares e todo racional aparece em alguma etapa.
Isso produz uma lista sem repeticdo de Q. |

Corolario A.36.
Dados n conjuntos infinitos enumeraveis Ay, Ay, As, ..., Ay, comn > 2, o produto
cartesiano Ay x Ay x Az x - x A, também ¢ infinito enumeravel.

Demonstragdo. Se A = {ay,ay,...} € B={by,b,, ...}, enumeramos A x B pelas diagonais:
primeiro os pares comi+j = 2, depois os que tém i+j = 3, e assim por diante. Cada par
(@, b;) aparece exatamente uma vez. Logo o produto de dois conjuntos enumeraveis é
enumeravel; o caso de n fatores segue por indugéo. |

Teorema A.37.
Se A e B sao ambos infinitos enumeraveis, entdo A U B é infinito enumeravel.

Demonstragdo. Intercale enumeracdes dos dois conjuntos: ay, by, ay, bs, .... Essa sequén-
cia contém todos os elementos de A U B. Eliminando cada ocorréncia que repita um
termo anterior, obtemos uma lista sem repeticdo. Ela continua infinita, pois contém
todos os elementos do conjunto infinito A, e portanto enumera A U B. |

Um resultado fundamental para nés é que se trocarmos cada ponto de A por um
conjunto finito de pontos a cardinalidade nido é aumentada.

Conjuntos Enumeraveis e nao Enumeraveis
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Lema A.38.
Sejam A e B conjuntos, com A infinito. Se, para cada x € A, temos um subconjunto

finito I, C B, entdo
UL

xeA

<|Al.

Demonstracao. Admitindo o Axioma da Escolha, fixe uma boa ordem em A e enumere
cada conjunto finito I,. Obtemos uma injegao de Ux e Ly em AXIN: para cada elemento,
escolhemos o menor indice x cuja enumeracio o contém e registramos também sua
posicdo nessa enumeracgdo. O fato padréo de aritmética cardinal |A x IN| = |A|, valido
para todo conjunto infinito A sob o Axioma da Escolha, conclui a prova. |
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B

Matrizes e Sistemas
Lineares

Matrizes sdo tabelas de escalares que permitem representar transformacoes lineares e
sistemas de equagdes. Este apéndice retine sua notagio e as operagdes elementares. O
método de eliminacdo de Gauss sera desenvolvido por meio de transformacdes que
preservam o conjunto de solu¢des do sistema.

B.1 Matrizes

Sejam m, n dois inteiros positivos. Uma matriz m x n sobre K é uma tabela de valores
g € K,com1<i<mel<j< n, agrupados em m linhas e n colunas. Ela sera
representada em uma das duas formas

aj;pr 412 i ain di2 1
a a a a a: a:

A= :.21 22 gn ou A = gl 22 gn ,
Am1  9m2  OGmn am1  Gn2 Gpn

onde g;; € a entrada na interse¢do da i-ésima linha com a j-ésima coluna. Escreveremos
A = [a;;] para indicar a matriz cujas entradas sdo os g;;. Usaremos A[i, :] = Lin;(A)

para indicar a i-ésima linha de A, e A[:, j] = Col;(A) para indicar sua j-ésima coluna.

O conjunto das matrizes m x n com entradas em K é denotado por ./, ,(K). Se
A € M p,n(K), sua entrada (i, j) sera indicada por A; j ou g;;. A matriz identidade n x n
sera denotada por I,. Os elementos do corpo K serdo denominados escalares.

Os elementos de ./, 1(K) serdo ditos vetores coluna e os de .# ,(K), vetores linha.

Eles serdo denotados por letras em negrito, como v, 4, ....

A diagonal principal de uma matriz A € /,,,(K) é a sequéncia das entradas
Aq1, Asgg, ..., Agk, onde k = min{m, n}.

Nesse capitulo

» Matrizes (p. 343)

» Sistemas de equacdes linea-
res (p. 347)

» Operacgoes elementares (p. 348)
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Definicao B.1. Diz-se que duas matrizes A = [a;], B = [b;] € My, ,(K) sdo
iguais se a;; = b;; para todos os indices i e j.

Em outras palavras, duas matrizes sdo consideradas iguais se tiverem a mesma ordem
e suas entradas correspondentes forem iguais.

Definicao B.2. Sejam A = [q;;], B = [b;] € Mp, ,(K) e k € K.
A soma de A e B, denotada por A + B, é a matriz C = [¢;] € M, ,(K) com
Cij = a,-j + blj para todos os i, ]

O produto do escalar k por A, denotado por kA, é a matriz kA = [ka;].

Proposicao B.3.
Sejam A, B,C € M, ,(K) ek,l € K. Entdo

A + B = B+ A (comutatividade).
(A+B)+C = A+ (B+C) (associatividade).
k(A) = (KDA.

(k+ DA =kA+IA.

Demonstragao. Sejam A = [a;;] e B = [b;;]. Entao, por definicio
A+ B=g;] + [b;] = la; + bj] = [bj + @] = [b;] + [a;] =B+ A

pois a adigdo no corpo é comutativa. O item | 2 | segue, entrada a entrada, da associ-
atividade da adi¢do em K. Para os dois tltimos itens, em cada posicao (i, j) usamos,
respectivamente,

k(lal]) = (kl)al] e (k + l)aij = kaij + lal-j.

A matriz nula 0,,,, é o elemento neutro da adicdo em .#,, ,(K). A inversa aditiva de
A = [a;j] é —A = [-a;;] = (-1)A. Em particular, com as operagdes acima, ./, ,(K) ¢
um espaco vetorial sobre K.

Definicao B.4. Sejam A = [a;;] € M}, ,(K) e B = [b;] € M, ,(K). O produto de
A e B, denotado por AB, é a matriz C = [¢;] € M, ,(K) definida por

n
Gj = Z aikbij = ainbyj + - + ayby;.
k=1

Assim, o produto AB s6 esta definido quando o ntimero de colunas de A é igual ao
numero de linhas de B. Em geral, mesmo quando ambos os produtos fazem sentido,
AB e BA nao precisam ser iguais.

Matrizes
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Proposicao B.5.
Para matrizes de tamanhos compativeis ec €K, valem

(AB)C = A(BC),  A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+ BC,

¢(AB) = (cA)B = A(¢B), InA=A=AlL seA€ Myy(K).

Demonstracao. As identidades distributivas e as identidades envolvendo escalares
seguem entrada a entrada. Para a associatividade, se A € #,,,(K), B € /,,(K) e
C € M, 4(K), entdo

((AB)C)I] Z Z alkbkfcfj Z Z alkbkfc{] = (A(BC))I]

=1k=1 k=1t=1
A afirmacao sobre a identidade é imediata da definicdo do produto. |

Definicao B.6. A transpostade A € #,, ,(K) é amatriz A' € M, ,(K) definida
por
(AY;; = Aj;

Uma matriz A € M,,(K) é dita simétrica se A = A' e antissimétrica se
A=A

Proposicao B.7.
Sejam A, B € M, ,(K) er € K. Entdo

] () =4

[b] (A+B)t=At+ B

(rA)t = rAY;

[d] se A€ My,(K) eBe My, (K), entdo (AB)t = BLA".

Particionamento e multiplicacio de matrizes Seja M uma matriz de tamanho
mxn. Se BC {1,...,m}e C C {1,...,n}, a submatriz M[B, C] é obtida mantendo as
linhas com indice em B e as colunas com indice em C. Assim, M[B, C] tem tamanho
|B| x |C|.

Suponha que M € M, ,(K) e N € M, (K). Sejam &P = {By, .., B,} uma particio de
{1,....m}, @ ={Cy, ...,Cq} uma parti¢do de {1, ...,n} e Z = {Dy, ..., D,} uma particdo de
{1,...,k}.

A multiplicagdo pode ser realizada com blocos, desde que suas dimensdes sejam
compativeis. Com as particdes acima, temos

(MN)[B;, D] ZM[Bl,ch N[Cp, Dj.

Quando as particdes em questdo contém apenas blocos de elemento tnico, essa é
precisamente a féormula usual para multiplicacdo de matrizes

n
(MN);; = Z M; pNpj.
h=1

Matrizes
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Matrizes de bloco Sera conveniente introduzir o dispositivo notacional de uma
matriz de blocos. Se B;; forem matrizes dos tamanhos apropriados, entdo por uma
matriz de blocos

Bin Bip v B

M=| : :

Bm,l Bm,2 Bm,n

queremos dizer a matriz cuja submatriz superior esquerda é By ;, e assim por diante.
Portanto, os B; j séo submatrizes de M, e ndo entradas.

Exemplo B.8.
1 213 2 1
3 112 2 2
AB—01212
C D |
1 2|1 1 2
2 3]0 2 3
Nesse caso
1 2 3 2 1 1 2 11 2
A=1] 3 1 B=| 2 2 2 C:[ ]D:[ ]
2 3 0 2 3
0 1 2 1 2

Podemos, em particular, escrever a matriz como uma justaposicio de suas colunas.
Para isso, usaremos a notacao

aiq aio ain
A= G E O S Al AL 2] | | Aln]] = [Aey | Aey | | Acy]
Am1 | An2 | -+ | Gun

0
sendoe; =| 1 |ovetor com 0 em todas as entradas exceto a i-ésima que é 1.
0

Uma matriz da forma

By 0 - 0
0o - - :
M= .
: 0
0 0 - Bum

onde cada B;; é quadrada e 0 ¢ uma submatriz nula, é dita uma matriz diagonal por
blocos.

Matrizes
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B.2 Sistemas de equacoes lineares

Definicdo B.9. Um sistema de m equacdes lineares nas n variaveis x, xs, ... , X,
é um conjunto de equacdes da forma

|
S
=

anxq ar aipXy F 090 qF AipXy = (Bl)

|
S
nJ

az1Xq aF aoXo 9F 000 qp AonXp =

A1 X1 + aXy + - + GupXy, = by,

onde jjs bjeK,paral <i<mel<j<n Unsistema linear é dito homogéneo
se by = -+ = b, =0, e nio homogéneo caso contrario.

Definicao B.10. Sejam

a a ses a
all a12 aln x| ) bl
A=| LT o ox=| eb=| :
- . Xn bm
am1 m2 " OGmn

Entdo, o sistema (B.1) pode ser escrito de modo compacto como Ax = b. A matriz
A é a matriz de coeficientes, e [A | b] é a matriz aumentada do sistema.

-
Na matriz aumentada [A | b], a coluna j corresponde a variavel x;, enquanto a tltima co-
luna contém os termos independentes. Essa leitura é util porque as operagoes efetuadas
nas equagdes podem ser realizadas diretamente nas linhas da matriz aumentada.

Definicao B.11. Uma solucio de Ax = b é um vetor Xo tal que Axy = b. O
conjunto de todas as solucdes é o conjunto solucio do sistema.

1 2 1
Por exemplo, o conjunto solucdo de Ax = Z, comA=]|1 4 2 e?} =| 2 |, é
4 1 2

i}

Definicao B.12. Um sistema linear é consistente se admite ao menos uma
solucéo e inconsistente se nio admite solucio.

Todo sistema homogéneo Ax = 0é consistente, pois 0 é uma solucdo. Em contraste, o
sistema x + y = 2, 2x + 2y = 3 é inconsistente.

Definicao B.13. O sistema homogéneo associado a Ax = b é o sistema Ax = 0.

Sistemas de equacoes lineares
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Proposicao B.14.
Considere o sistema linear homogéneo Ax = 0.

S
O vetor x = 0 é sempre uma solucdo, denominada solugao trivial.

Sejau # 0 uma solucgdo de Ax = 0. Entdo y = cu também é solugdo para
todo ¢ € K. Uma solugdo nao nula é dita uma solugdo ndo trivial. Se o
sistema admitir uma solugdo ndo trivial e o corpo for infinito, entido Ax = 0
possui infinitas solugoes.

k
Sejam uy, ..., uy solugoes de Ax = 0. Entdo Z a;u; também é solugdo, para

i=1
toda escolhadea; e K, 1 <i<k.

1 1
Exemplo B.15. Seja A = [ 11 ] Entdo, x = [ ] ¢é uma solucdo ndo trivial de

Ax = 0.

Se u e v sdo solucdes de Ax = Z entdo A(u — v) = 0: duas solucdes diferem por um
elemento de ker A. Reciprocamente, somar a uma solucdo qualquer elemento de ker A
produz outra solucgdo. Portanto, se x, ¢ uma solucdo particular, o conjunto solucio é o
espaco afim

{xg +xp | x5, € ker A}.

B.3 Operacoes elementares

A eliminagdo de Gauss consiste em substituir um sistema por outros, cada vez mais
simples, sem modificar suas solucdes. As transformagdes permitidas sdo as operagdes
elementares por linhas.

Definicao B.16. Seja A € M, ,(K). As operagdes elementares por linhas
sao:

Ejj: trocar as linhas i e j;

Ei(c), com ¢ # 0: multiplicar a linha k por c;

Ejj(c): substituir a linha i por A[i, :]+cA[j, :],ondei #jece K

Cada uma dessas operacgdes pode ser desfeita por outra operagéo do mesmo tipo: Ej;
¢ sua propria inversa, enquanto as inversas de Eg(c) e Ejj(c) sdo, respectivamente,

Ex(c™!) e Ejj(—o).

Definicao B.17. Duas matrizes sdo equivalentes por linhas se uma pode ser
obtida da outra mediante uma sequéncia finita de operacdes elementares por linhas.
Dois sistemas séo equivalentes por linhas quando suas matrizes aumentadas o sdo.

Operagoes elementares
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Proposicao B.18.
Sistemas lineares equivalentes por linhas possuem o mesmo conjunto solugao.

Demonstracao. Basta considerar uma operacédo. Trocar duas equacdes ou multiplicar
uma delas por um escalar nio nulo preserva suas solu¢des. No terceiro tipo, substi-
tuimos a equacdo i por sua soma com ¢ vezes a equagao j. Todo vetor que satisfaz as
equacdes originais satisfaz a nova; a reciproca segue aplicando E;j(—c). Uma sequéncia
finita dessas operacdes preserva, portanto, o conjunto solucio. |

Defini¢ao B.19. Uma matriz E € ./, ,(K) é elementar se for obtida aplicando
uma operacdo elementar por linhas & identidade I,,. As trés familias sdo

E; = I, —e;e} — eje; + ejel + ejel;
Ei(c) =T, +(c — 1)exe}, para ¢ # 0;
Ej(c) =1, +cel-e;~, parai #jece K.

Multiplicar A a esquerda por uma matriz elementar produz exatamente o efeito da
operacdo por linhas correspondente.

Proposicao B.20.
Se as operagoes que levam A a uma matriz equivalente por linhas B correspondem,
nessa ordem, a Ey, ..., E, entdo

B= Ek EzElA.

Demonstragdo. Apods a primeira operacdo obtemos E;A; apos a segunda, E,E(A; e,
prosseguindo, chegamos a E. --- E{ A. ]

Definicao B.21. Em cada linha néo nula de uma matriz, a entrada ndo nula mais
a esquerda é o pivd da linha. Uma coluna que contém um pivo é uma coluna
pivotal.

Por exemplo, as entradas 3 e 2 sdo os pivos de

S o O
S O W
S N
S = N

logo, as colunas 2 e 3 sdo pivotais.

Definicao B.22. Uma matriz esta na forma escalonada por linhas se:

as linhas nulas estdo abaixo das linhas no nulas;

0 pivo de cada linha néo nula, a partir da segunda, esta a direita do pivé da
linha anterior;

todas as entradas abaixo de cada pivd sdo nulas.

Ela estid na forma escalonada reduzida por linhas se, além disso, cada pivo é 1
e é a unica entrada ndo nula de sua coluna.

Operagoes elementares
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Exemplo B.23 — Eliminacao de Gauss. Considere o sistema

X+2y—z=3,
2x +5y+z =17,
—X—y+2z=-2

Escalonamos sua matriz aumentada, registrando ao lado de cada seta as operacoes

realizadas:
1 2 -1 3 1 2 —-11/3
Ly—L,—2L,,
2 5 1 7 | —— > 0 1 311
Ly<—Ls+L;,
-1 -1 21 -2 0 1 1|1
Lo, |12 13
— ] 0 1 311
0 0 =210
1 0 0|1
— 1 0 1 0]1
0 0 1]0

Na ultima passagem dividimos a terceira linha por —2 e eliminamos as entradas
acima dos pivds. A forma reduzida mostra imediatamente que a tnica solugdo é
(x,y,2) =(1,1,0).

O escalonamento também torna visiveis as outras possibilidades. Uma linha [0 -+ 0 | ¢],
com ¢ # 0, representa a equagdo impossivel 0 = ¢ e revela que o sistema é inconsistente.
Se nédo ha uma linha desse tipo e alguma coluna de variavel nao contém pivo, a variavel
correspondente é livre e o sistema possui mais de uma solugéo. Por exemplo,

1 2 —-1|3
0 1
0 0 0

tem z =t livre e solugdes (x,y,z) = (1 +5t,1 — 2t,t), com t € K.

Teorema B.24.
Para a equivaléncia por linhas em M, ,(K), valem as propriedades:

E] A equivaléncia por linhas é uma relagdo de equivaléncia.

IE] Cada matriz A é equivalente a uma unica matriz R na forma escalonada
reduzida por linhas.

Uma matriz quadrada A é invertivel se, e somente se, sua forma reduzida é
I,; equivalentemente, A é produto de matrizes elementares.

Se Ei, ..., Ex sdo as matrizes elementares das operacdes que reduzem A a R, entdo
R = Ej - E;A. Como as matrizes elementares sdo invertiveis e suas inversas também
sdo elementares, essa identidade pode ser revertida.

O ntmero de pivos da forma escalonada de A é o posto de A. Como as operagdes por
linhas preservam as relacdes entre as equacdes, obtemos o critério

Ax = b é consistente <= posto A = posto[ A b].
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Quando o sistema é consistente, a solucio é Uinica exatamente quando todas as n
colunas de variaveis sdo pivotais, isto é, quando posto A = n.

Definicao B.25. Seja A = [g;;] € M, 5, (K).
A ¢é diagonal se q;; = 0 para i # j; nesse caso, escrevemos A =
diag(aqy, .-  ann)-

A é escalar se A = o, para algum o € K.

A ¢ triangular superior se g; = 0 parai > j, e triangular inferior se
a;j = 0 parai<j.

Exemplo B.26. As matrizes

4 0 0 0
0 3 -1 e 1 0 0
0 0 -2 0 1 1

sdo, respectivamente, triangular superior e triangular inferior. Toda matriz diagonal —
em particular, 0 e I, — é dos dois tipos.

O escalonamento permite determinar a consisténcia e a unicidade das solugdes pela
posic¢do dos pivos. Também fornece métodos para calcular bases, postos e inversas de
matrizes.

Exercicios

Ex. B.1 — Calcule AB e BA, quando definidos, para
2 1

1 2
a=|h 53] e=fo o
-1 3 1
4 2

Explique por que os dois produtos tém tamanhos diferentes.

Ex.B.2—Se A=[A[:,1]| - | A[:,n]] e x = (xy, ..., x,)!, prove que
Ax = x Al 1] + - + x5, A[ -, n).

-

Interprete, a partir dessa identidade, o conjunto de solucdes de Ax = b.

Ex. B.3 — Escalone a matriz aumentada e resolva o sistema

X —y+2z =4,
2x+y+z=1,
3x +3z =5.

Indique os pivds em cada etapa.

Operagoes elementares
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Ex. B.4 — Determine, conforme o valor de a € R, se o sistema
x+y+z=1, 2x + 2y +2z=2, x+y+taz=0

é inconsistente ou possui infinitas solugdes. Parametrize o conjunto solucdo sempre
que ele existir.

Ex. B.5 — Encontre a forma escalonada reduzida de

1 2 1
A= 2 4 0
-1 -2 1

e determine uma base para ker A.

Ex. B.6 — Escreva as matrizes elementares que realizam, nessa ordem, as operagdes
Ly < Ly —3L;, L; & L3 e Ly « 2L3 em uma matriz com trés linhas. Verifique
diretamente a ordem do produto que representa a sequéncia das trés operacdes.

Ex. B.7 — Prove que operagdes elementares por linhas néo alteram o posto de uma
matriz. Conclua que matrizes equivalentes por linhas tém o mesmo posto.

Ex.B.8 —Se A € M, ,(K), descreva um procedimento baseado em operacdes por

1 2
linhas que decide se A ¢ invertivel e, quando for, calcula A™!. Aplique-oa A = [3 5].

Operacoes elementares
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