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Simbolos e notacoes gerais

existe

qualquer que seja ou para todo(s)

implica

se, e somente se

portanto

definicdo (o termo a esquerda de := ¢ definido pelo termo
ou expressdo a direita)

id est (em portugués, isto é)

indica o final de uma demonstragdo

reta passando pelos pontos A e B

segmento de reta ligando os pontos A e B
segmento orientado de reta ligando os pontos A e B
vetor determinado pelos pontos A e B

vetor v

comprimento do segmento AB

comprimento do vetor v

comprimento do vetor AB

determinante da matriz A
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1.1

Estrutura Vetorial do Plano e do

Espaco

"Meca o que for mensuravel, e torne mensuravel o que nao o for"
Galileu Galilei

Definicoes Elementares

Como veremos ao longo desse texto, a utilizacdo da linguagem vetorial permite uma descrigio ele-
gante e unificada dos principais resultados da geometria Euclideana bem como possibilita uma tran-
sicdo natural da formulacdo axiomatica para a descricdo analitica (em coordenadas) dessa mesma

geometria.

Nesse capitulo, daremos o primeiro passo nessa caminhada e apresentaremos o basico da lin-
guagem vetorial. Antes porém comegaremos entendendo um pouco do papel fundamental que os

vetores desempenham nas ciéncias naturais.

Para entendermos o papel que os vetores desempenham nas ciéncias, comecamos observando
que, por um lado, diversas grandezas fisicas ficam completamente determinadas por um unico va-
lor (um ndmero real), num sistema de unidades. Assim por exemplo o volume de um corpo fica
especificado quando dizemos quantos metros ctbicos esse corpo ocupa, bem como a massa, a tem-
peratura, a carga elétrica, a energia, etc. Grandezas que ficam determinadas por um unico valor real

sao denominadas grandezas escalares.

Por outro lado, diversas grandezas fisicas exigem para sua completa determinacéo, além de uma
valor numérico o conhecimento de sua direcao orientada. Tais grandezas sdo denominadas grande-

zas vetoriais ou simplesmente vetores.
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F O exemplo mais simples e ilustrativo é o deslocamento de

um corpo. Se um corpo se move do ponto A para o ponto B,

dizemos que ela sofreu um deslocamento de A para B. Para

> sabermos precisamente o deslocamento de um corpo preci-

samos conhecer o quanto o ele se deslocou (a intensidade do

deslocamento) mas também em que diregéo ele se deslocou.
Fig. 1.1: Os caminhos ligando dois pon- Pelas mesmas razdes apresentadas serdo grandezas vetori-
tos correspondem, todos, a0 mesmo ve-  ajs: a velocidade, a aceleracio, a quantidade de movimento,

tor deslocamento. a forca e o torque.

E importante que observemos que para as grandezas es-
calares uma parte significativa da utilidade de medi-las, i.e, associar um nimero provém da riqueza

de estruturas dos nimeros: os nimeros podem ser somados, subtraidos, comparados, etc.

Para que as grandezas descritas vetorialmente sejam uteis (tanto para a ciéncia como para a
propria geometria) temos que construir no conjunto dos vetores estruturas analogas. Assim, neste
e no proximo capitulo, descreveremos e construiremos diversas operagdes vetoriais e suas interpre-

tacoes.

Como boa parte da construcio dos vetores e de suas operagdes que faremos neste texto sera
de natureza primordialmente geométrica, assumiremos que o leitor conhece os principais conceitos
e resultados da geometria Euclideana plana e espacial. Em particular suporemos conhecidos os

conceitos de angulos, retas, planos, comprimento de segmentos, distancia de dois pontos, etc.

De modo a fixar notaco, ao longo deste texto denotaremos por E? o espaco euclideano tridimen-
sional e por E20 plano euclideano, usaremos letras latinas maitsculas, A, B, etc. para representar
pontos, letras latinas minusculas 7, s, etc. para indicar retas, as letras gregas minudsculas 7, 6, etc.
para denotar planos. Eventualmente usaremos letras latinas ou gregas minuisculas também para
denotar denotar nimeros reais (escalares ou parametros de equagdes). Nesse caso, o contexto deve

deixar claro a que a letra se refere.

Para tornarmos clara a definicao de vetor, comegaremos com um termo relacionado: os vetores

aplicados.

Um vetor aplicado ou segmento orientado ¢ um segmento de reta no qual se escolheu um dos
extremos A, como ponto inicial. Nesse caso o outro extremo B do segmento sera denominado
ponto final e o vetor aplicado com ponto inicial A e final B sera denotado por AB. Para nossas
consideragdes um ponto A é considerado um segmento que denominaremos segmento nulo. Esse

segmento sera denotado por AA ou por 0.
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O comprimento do um segmento A B sera denotado por |AB| e sera denominado

também tamanho, intensidade, magnitude ou norma do vetor.

Os vetores aplicados servem apenas parcialmente ao proposito de representar A
grandezas que possuem intensidade, direcdo e sentido, pois apesar de podemos re-
presentar grandezas com esses atributos como vetores aplicados, essa representacdo nao é Unica.
Ou seja, existem varios vetores aplicados com pontos iniciais e finais distintos, mas que possuem
intensidade, direcéo e sentido iguais. Para eliminarmos esse problema, identificaremos, i.e, diremos
que sdo iguais, todos esses vetores. Assim diremos que dois vetores aplicados sio equivalentes
(ou equipolentes) se e somente se, possuem o mesmo comprimento, a mesma direcdo e 0 mesmo

sentido ou ainda se ambos sio nulos.

u—=—V=Ww

Uma identificacdo analoga, ocorre com as fracdes: duas fragcdes podem ter numeradores e deno-
minadores diferentes e mesmo assim diremos que elas sao iguais (ou equivalentes) pois representam

a mesma grandeza. Observe:

2 23

2714 16

As fragdes acima sdo representacdes de um mesmo niimero. O niimero que, em notagio decimal,

denotariamos por 0, 5. Mesmo em notac¢do decimal, 0,5 e 0,50 sdo representacdes de um mesmo

numero.

Quando identificamos os vetores aplicados equivalentes obtemos vetores livres ou simples-

mente vetores.

DEFINICAO 1.3 O conjunto de todos os vetores aplicados que possuem o mesmo comprimento, a mesma direcao

e o mesmo sentido é dito vetor.
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E fundamental observar que dado um vetor podemos escolher livremente “o ponto onde inicia
tal vetor”, ou seja, dado um vetor e um ponto podemos escolher um vetor aplicado que inicia nesse
ponto e que possui a mesma intensidade, direcdo e sentido do vetor. Cada vetor aplicado com a

mesma direcdo, sentido e comprimento do vetor, é dita ser um representante do vetor.

E importante que fique clara a seguinte diferenca: se por um lado vetores aplicados ficam bem de-
finidos pela escolha de direcao, sentido, comprimento e origem, por outro, vetores precisam apenas
de direcéo, sentido e comprimento. Isso significa que consideramos equivalentes segmentos orienta-
dos que sdo paralelos, apontam no mesmo sentido e tem o mesmo comprimento, mas consideramos

iguais vetores paralelos, de mesmo sentido e com mesmo comprimento.

O vetor cujos representantes sdo segmentos orientado nulos, ou seja com pontos iniciais e finais

coincidentes serd denominado vetor nulo. O vetor nulo serd denotado por AA ou por 0.

Denotaremos os vetores utilizando fontes minusculas em negrito a, atra-
vés de uma flecha superior: "d ou ainda no caso em que tivermos dois pontos
A e B, denotaremos por zﬁ o vetor que tem como representante o vetor apli-
cado AB. Graficamente vetores sio representados como flechas, no qual a

ponta da flecha aponta no sentido do vetor.

Dado um vetor e um segmento que o representa, teremos que a dire¢io
do vetor é a direcao desse segmento, o sentido vem de termos escolhido uma
orientacdo no segmento, ou seja de termos escolhido um ponto inicial e final e

o comprimento de um vetor é o comprimento do segmento que o representa.

Como consequéncia dos axiomas de congruéncia da geometria Euclideana,
temos que dado um segmento (ou um representante de um vetor) e um ponto
podemos construir um segmento paralelo e de mesmo comprimento iniciando em A. Se denotarmos

por B o ponto final desse segmento, entdo teremos provado o seguinte resultado.

Dados um vetor v e um ponto A, existe um Gnico ponto B tal que o vetor aplicado AB é represen-

tante de v, ou seja, tal que v = A

O comprimento de um vetor v = A § sera também denominado norma do vetor e sera denotado

por ||v|| ou ainda por HA_B)H

O conjunto de todos os vetores de IE3 sera denotado por V3. De modo analogo, denotaremos por V2

o conjunto de vetores associados a [E?, i.e. classe de equivaléncia de segmentos de retas no plano.

De modo geral, conceitos envolvendo vetores sao definidos utilizando seus representantes.

Nesse espirito temos as seguintes definices:

Diremos que dois vetores sao paralelos quando seus representantes tiverem a mesma direcéo ou

quando um desses vetores for o vetor nulo 0. O termo vetores paralelos inclui o caso especial onde
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os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo o caso em que coincidem. Como consequéncia da

defini¢ao anterior temos que o vetor nulo é paralelo a todo vetor e também que todo vetor é paralelo

/
T e

Fig. 1.2: Vetores paralelos.

a si mesmo.

Diremos que um conjunto de vetores sido coplanares se esses vetores possuem representantes

contidos no mesmo plano.

Fig. 1.3: u, v e w séo coplanares.

Definimos o angulo entre dois vetores u e v como o angulo # (com € satisfazendo 0 < 6 < 7)

entre representantes AB e AC' de u e v, respectivamente, com mesma origem.

C

Fig. 1.4: Angulo entre vetores

Finalmente, dois vetores u e v sdo ditos ortogonais, se um dos vetores for o vetor nulo, ou se ao

escolhermos dois representantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto, AB e AC esses
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segmentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo determinado por esses segmentos for um angulo

reto (7/2 radianos ou 90°).

Fig. 1.5: Vetores ortogonais

OBSERVACAO 1.6 Note que, segundo nossa definicio, o vetor nulo 0 é o unico vetor paralelo e ortogonal a qualquer

outro vetor, e coplanar a qualquer par de vetores.

Operacdes com Vetores

Por tradicdo, grandezas que possuem apenas magnitude, ou seja, grandezas que sdo representadas
por numeros reais sdo denominadas grandezas escalares. Seguindo essa tradicdo denominamos um

numero real )\ de escalar .

Vamos definir duas operacdes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multiplicacdo por

escalares.

Multiplicacio por Escalar

DEFINICAO 1.7 Multiplicacdo por Escalar: Dado um vetor v e um escalar A podemos realizar a multiplicacao de

A e v obtendo o vetor A\v definido do seguinte modo:

« Se o vetor v é nulo ou o escalar \ é zero entido \v = 0

« Se A > 0, o vetor A\v é o vetor com o mesmo sentido, mesma direcio e com comprimento

ATl

+ Se A < 0 entdo o vetor A\v tem a mesma direc¢éo e sentido oposto ao vetor v e comprimento

Al

1 v
OBSERVACAO 1.8 Dados um vetor v e um escalar A denotaremos usualmente o vetor <X> v por <X) A equacdo

anterior pode ser vista como uma defini¢io da divisdo de um vetor por um escalar.
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Fig. 1.6: Multiplicacdo de um vetor por um escalar.

Um vetor de comprimento 1 é denominado vetor unitario. Dado um vetor v # 0, temos que o

vetor:
1 v

— = —
[l [l
€ unitario e possui a mesma direcédo e sentido que v e é denominado versor associado a v. Para

maiores detalhes veja exercicio ??.

Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direcional ou vetor diretor. Muito fre-
quentemente estaremos interessados apenas na direcdo de um vetor e ndo no seu tamanho. Por
exemplo, como veremos posteriormente, uma reta é completamente determinada por um ponto P
e um vetor v. Nesse caso o tamanho de v ndo é importante e podemos multiplica-lo livremente por

um escalar.

Através da multiplicacdo de vetores por escalares podemos dar uma caracterizacdo algébrica

para o paralelismo de vetores:

Se dois vetores u, v sdo paralelos e v # 0 entdo u = \v para algum A € R.

Demonstragao. Iremos considerar primeiramente o caso em que « e v tém mesmo sentido. Neste

caso, visto que ||v|| # 0, podemos escolher

Com essa escolha, provaremos que u = A\v.

Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma direcao. E como estamos assumindo que
u e v possuem o mesmo sentido e como A é maior que zero entdo pela definicdo de multiplicacio

por escalares u e Av possuem o mesmo sentido. Finalmente

]
[Av][ = o] = {—=llvll = [[ull
Iiedl
O que prova que eles tem o mesmo comprimento. Logo, como os vetores u e Av possuem mesma

direcdo, sentido e comprimento eles sdo iguais.
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A demonstracdo do caso em que u e Av possuem direcdo contraria é analoga, porém nesse caso

escolhendo \ = —M.
o]l

PROPOSICAO0 1.10 Dois vetores u, v sdo paralelos se e somente se 4 = A\v para algum A € R ou v = fu para algum
0 € R.

Demonstragdo. Suponha que u, v sdo paralelos.

Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que u = A\v para algum )\ € R. Caso contrario, i.e., se

v = 0 entdo v = fu para § = 0.

A implicacdo contraria segue da definicdo de multiplicacdo de um vetor por um escalar. Se

u = Av ou v = fu entdo u e v tém mesma direcio, ou seja, sdo paralelos.

E como consequéncia do corolario anterior temos:

TeEorREMA 1.11 Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se f@ = )\B? ou B? = 6’%@.

BCAT

B

AB

A

Demonstragao. Claramente se A, B,C pertencem a mesma reta entdo os vetores Ag e B(% sao

paralelos e consequentemente pelo corolario acima temos:

@:/\Bﬁ ou B?z@ﬁ

Se @ = )\B? ou B? = 91@, entdo pelo corolario anterior os segmentos AB e BC sio
paralelos. Consequentemente sdo paralelas as retas 1@ e % Mas como o ponto B pertence a

ambas as retas, essas sao coincidentes, i.e., 0s pontos A, B, C pertencem a mesma reta.
Soma de Vetores
DEFINICAO 1.12 Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do seguinte modo: a soma, v + wu,

de dois vetores v e u é determinada da seguinte forma: A partir de um segmento orientado AB,

representante arbitrario de v, tome um segmento orientado BC' que representa wu, i.e., tome um
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representante de v com origem na extremidade final do representante de v, desta forma o vetor
v + u é definido como o vetor representado pelo segmento orientado AC, ou seja, pelo segmento

que vai da origem do representante de v até a extremidade final do representante de w.

Fig. 1.7: Soma de Vetores

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo. Para somar dois
vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses vetores que come¢am num ponto
comum O, como na figura 1.8. Entdo, a partir do ponto final de cada vetor tracamos uma reta paralela
ao outro vetor. Essas retas se interceptam no ponto P. E logo um paralelogramo é formado. O vetor
diagonal O‘fj ¢ a soma dos vetores v e u. O vetor v + u obtido por esse método é o mesmo que o
obtido pelo método anterior, pois o segmento O P divide o paralelogramo em tridngulos congruentes

que representam a soma dos vetores v e u.

u+ v

Fig. 1.8: Regra do paralelogramo.

Existe ainda um terceiro modo de se realizar a soma de dois vetores, a chamada soma em coor-

denadas, que ilustraremos no exemplo a seguir e que discutiremos em maior detalhes no Capitulo 3.

ExEMPLO 1.13 Suponha que sobre um corpo material agem duas forgas, u e v, de médulos 2, 00N e 4, 00N respec-
tivamente, nas dire¢des indicadas na Figura 1.9. Qual o méculo da forga resultante, ou seja, qual o

comprimento de (u + v)?
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Fig. 1.9: Exemplo 1.13

Solucio:

Soma pela lei do paralelogramo:

Como acabamos de ver, uma forma de encontrar (u + v) é usar a regra do paralelogramo.
Considere entdo o paralelogramo ABC'D conforme a Figura 1.10. Como angulos opostos de
um paralelogramo sio congruentes e a soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360°

obtemos que o angulo ZADC' é de 150°. Como u = @ = lﬁ, podemos aplicar a lei dos

cossenos no tridngulo ADC para obter o comprimento de AC, ou seja, o médulo de u + v:

|lu+v|? =|AC|? = |AD|?+ |DCJ? — 2|AD||DC| cos(150°)
=164+4—2-4-2-(—/3/2) =20+ 8V3.

Logo |lu 4+ v|| = v/20 + 8V/3 = 5,82N.

Soma em coordenadas cartesianas:

Uma segunda abordagem seria decompor as forcas em componentes horizontais e verticais e
fazer, entdo, a soma dessas componentes. A vantagem desse modo de resolucio esta na nio
necessidade do estudo de angulos (como fizemos para encontrar o angulo ZADC naresolugio
anterior), e na troca da lei dos cossenos pelas defini¢des de seno e cosseno de um angulo junto

com o teorema de Pitagoras.

Se u = ugz+uy, onde u, € uy sdo as componentes horizontal e vertical de u respectivamente,

e v = vy + vy (adotando a mesma notagio) vemos que:

u+v = (Ug +Uy) + (V2 + vy) = (U + Vz) + (Uy + Vy).



CAPITULO 1. ESTRUTURA VETORIAL DO PLANO E DO ESPACO 13

Fig. 1.10: Exemplo 1.13: Paralelogramo

Dai, por Pitagoras:
lu+o* = ue +val® + [luy + vyl
(ver Figura 1.11).

Desse modo obtemos ||uz|| = 2 cos(30) = /3,
2 e ||vy|| = 4sen(60) = 2v/3. Dai:

Uy || = 2sen(30) =1,

Vg || = 4 cos(60) =

[u4v|? =(3+2)2+(1+2V3)2=(B+4V3+4)+ (1+4V/3+12)
=20 + 8v/3.

E, da mesma forma que na resolugéo anterior, ||u + v|| = /20 + 83 = 5, 82N.

Essa tultima resolug¢io, conforme veremos mais adiante, é essenciamente o calculo da soma de

dois vetores num sistema de coordenadas cartesiano.

Propriedades Vetoriais

Pela definicdo da soma de vetores, temos que em geral o comprimento de w = u + v ¢é diferente da

soma dos comprimento dos vetores u v, i.e.,

[wll = llw+ vl # [ull + o]

Para determinarmos o comprimento de w = u + v podemos utilizar a lei dos cossenos para o

triangulo da figura:
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Vy

(u+v)

>

Uz Vg

wW=u+vVv

Fig. 1.12: comprimento e direcdo de w = u + v

Considerando v o angulo indicado na Figura 1.12, pela Lei dos Cossenos temos:

lwll = Vlull? + [[v]2 = 2llul]|v] cos v (1.1)

Considerando, a, 3 e v os dngulos indicados na Figura 1.12, pela Lei dos Senos segue:

jw| _ Ju[ v

(1.2)

seny sena  senf3

As equacoes 1.1 e 1.2 sdo a formulaco vetorial das Leis dos Cossenos e dos Senos respectiva-

mente.

OBSERVACAO 1.14 Note que o angulo vy representado na Figura 1.12 é na verdade o suplementar do dngulo entre u e v.

Notamos que, como —1 < cosy < 1, um resultado imediato de (1.1) é:
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TEOREMA 1.15 DESIGUALDADE TRIANGULAR Dados dois vetores u e v temos que:
[ + ]| < flull + [l (13)

Além disso, vale a igualdade de (1.3) se e somente se os vetores u e v tiverem mesma direcdo e

sentido.

Observamos também que, a partir da defini¢do de soma vetorial, é facil ver que v+0 = 04v =
v, ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adi¢do. Mais, podemos definir o vetor oposto a
um vetor dado. Para isso consideremos a seguinte propriedade, cuja demonstracio deixamos como

exercicio (??):
Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

O vetor —u é denominado como o vetor oposto de u e é o vetor com 0 mesmo comprimento e

direcdo de u, mas com sentido oposto.

Fig. 1.13: Vetor oposto.

A partir do vetor oposto podemos definir subtracdo de vetores: , definimos a subtracdo v — u

como a soma do vetor v com o vetor —u.

Fig. 1.14: Subtracéo de Vetores

De modo equivalente podemos definir o vetor v — u como o o vetor que adicionado a w da o
vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores v e u come¢ando no mesmo ponto, o

vetor v — u sera o vetor que liga a extremidade final de u a extremidade final de v (vide figura 1.14).
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Uma observacgao importante é que sempre que os vetores formam um poligono fechado, como
a figura abaixo, sua soma é nula: Como um caso especial dessa regra é a soma de um vetor com seu

oposto, i.e, v + (—v) = 0.

A%

Fig. 1.15: A soma de vetores que formam um poligono fechado é nula: v +u +r 4+ s=0

As seguintes propriedades da soma e multiplicacio de vetores devem ser evidentes. Elas caracte-

. d Vz VS P 1 ~ . d
rizam os espagos de vetores V= e V° como espacos vetoriais, que, como eles, sdo conjuntos munidos
de duas operacdes (multiplicagao por escalar e soma). O estudo desses e outros espacos vetoriais
(como o espacgo de polindmios de grau n, por exemplo), bem como de transformacdes lineares, é

contetdo de cursos de Algebra Linear na maioria das universidades.

Sejam u, v, w vetores e A, A1, A2 escalares. As operacdes com vetores possuem as seguintes pro-

priedades:

Propriedades da soma:

Propriedade Comutativa: v +u = u + v
Propriedades associativa: (u + v) + w = u + (v + w)
Elemento Neutro: 0 +u = u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um unico vetor —u tal que u + (—u) = 0
—_—

-t
-u

Propriedades da multiplicacdo de vetor por escalar:

Propriedade distributiva de escalares em relacdo aos vetores: A(u + v) = Au + \v
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Multiplicacéo por zero Ou = 0
Associatividade da multiplicagdo por escalares (A1 A2)u = A1 (Aauw)
Distributiva dos vetores em relagdo aos escalares (A1 + \o)u = Aju + Aou

Elemento neutro multiplicativo 1u = u

Demonstragdo. Esbocaremos a demonstragio de algumas dessas propriedades:

A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adi¢ao dos vetores u e v, veja

a figura 1.16. A diagonal é simultaneamente os vetores u + v e u + v.

\%

A%

Fig. 1.16: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sdo adicionados, o
mesmo vetor fecha o poligono, como na figura 1.17.

u+v+w
Fig. 1.17: Propriedade Associativa da Soma

As propriedades S3 e S4 sdo deixadas como exercicio ao leitor.

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo. Deixamos os

detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da defini¢do de multiplicagio de vetor
por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, i.e., a associatividade da multiplicacio por escalares
(A A2)u = A1 (A2u) observamos inicialmente que os vetores (A1 A2)u e A1 (A2u) possuem a mesma
direcgéo e sentido independentemente do sinal de A\; e A2 (terdo o mesmo sentido de u se A; e Ay

tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto a u se Aj e Ay tiverem sinais contrarios).

Além disso, os comprimentos de (A1 A2)u e A\j(A2u) sdo os mesmos pois:

A (o)l = M| - Aol = Al - (Ref [[ull) = Ade] - lull = [[(AA2)u].
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A propriedade M4, i.e, a distributiva dos vetores em relagio aos escalares
(A1 + A2)u = \u + Aau,

segue da observacdo de que a direcdo e o sentido dos vetores (A} + A2)u e A\ju + Aou é a mesma.
Esse fato € claro se A1 e \s tiverem o mesmo sinal, ou se A; + Ao = 0, no outros casos o sentido é

determinado pelo escalar de maior modulo |\ e |Ag] .

Se o sinal de A\; e Ay forem o mesmo, teremos que

A1+ Ao)ull = [(Ar + o) [[ull = (IAa] + el ull = [[Arull + [Agw].

Pela definicédo de adigéo de vetores é facil ver que a soma de dois vetores de mesmo sentido é um
vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual a soma do comprimento dos vetores
somados. Dai temos:

[Arel + [[Aull = |Arw + Agul].

Por outro lado, caso os sinais de A1 e Ay sejam contrarios, teremos:

11+ A2)ull = [\ + A2) [l = [ M) = el [llull = [[Avull = [IA2ull].

Novamente, pela definicdo de soma vetorial, segue que:

[[[Are]] = [Aouel[| = [Arw + Agu.

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das 9 propriedades acima.
Essas propriedades sdo analogas as propriedades dos nimeros reais e grande parte da algebra de-
senvolvida para nimeros reais se estende para as operacdes vetoriais. De modo mais geral podemos
definir um espaco vetorial como um conjunto com uma operacéo + e uma operacio de multiplica-
cdo por escalares satisfazendo os nove axiomas acima. Os espagos vetoriais sdo uma das estruturas

matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

v+v=2v

<

Demonstragdo. Pela propriedade M5 temos que v + v = 1v + 1v e pela propriedade M4 temos
quelv + 1v = (1 + 1)v = 2v elogo v + v = 2v.

v + (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.
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Demonstragao. Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = 1v + (—1v) e pela propriedade M4
temos que 1v + (—1v) = (1 — 1) v = Ov. Finalmente a propriedade M2 nos diz que Ov = 0

Como o vetor oposto é tinico temos que o vetor oposto a v é —1wv.

u + v = w se, e somente se, u — w — V.

<
Demonstragao. Vamos provar a primeira implicagao. Se u + v = w entdo, u = w — v
Vamos comegar calculando (u + v) — v
(u4+v)—v=u+ (v—wv) por S2 (1.4)
u+ (v —v) =upor Mde M5 (1.5)
por outro lado, como w = u + v:
(ut+v)—v=w—v=u (1.6)

e consequentemente por 1.5 e 1.6 temos:

u=(u+v)—v=w—w
A implicacdo contraria é semelhante. O leitor pode tentar, assim, completar os detalhes.

O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um problema geométrico utilizando a lingua-

gem vetorial.

Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao terceiro lado.

<

C B

Solucio: Seja o triangulo AABC e seja M; o ponto médio do lado AB e Mj o ponto médio do lado
AC.
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— —
Como M é ponto médio do lado AB temos que vetor AM; é igual a metade do vetor zﬁ .
—
Analogamente, temos que AM>s é metade do vetor ﬁ , l.e.,

AN, = %A_é (1.7)
Ay — %ﬁ (1.8)
e consequentemente:
AB = 24M, (1.9)
CA =204 (1.10)
Entao como:
CB = CA+ AD (1.11)
substituindo 1.9 e 1.10 em 1.11 temos:
CB = 2MsA + 2AM, (1.12)
OB = 2(MyA + AM,) = 2My M, (1.13)
e consequentemente:
— 1
MM = 5CB

E assim o segmento My M, é paralelo ao segmento C'B e seu comprimento é metade do ultimo.

O

ExempLO 1.21 Dado um triangulo de vértices A, B, C. Dado P o ponto de encontro da bissetriz do angulo C com

o lado AB Entio o vetor CP é paralelo ao vetor (Cj—}jH + Hg@‘ , OU seja,
—
OP =\ cA + Ch (1.14)
Al ez
<

Solucio:
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Note primeiramente que, para provarmos a equacao

(1.14), basta mostrarmos que, se F' é tal que: A

e

_|_
_) )
Je4] - ez |
WP
entdo F' esta sob a bissetriz do dngulo C. D v F
Faremos isso observando que a diagonal C'F' de um lo- U d
sango C EF'D divide os dngulos CeFem angulos iguais, ) SN S A

ou seja € bissetriz de CeF. Isso segue do caso LLL de

congruéncia de triangulos (ACFD = ACEF).
ci o
oA] |3

Como os vetores u e v possuem o mesmo comprimento,

Considere agora os vetores u =

pois sdo unitarios, o paralelogramo determinado por estes vetores é um losango. Consequentemente,
como u e v sdo paralelos aos lados CA e CB do triangulo AABC, e a regra do paralelogramo
nos diz que a soma de dois vetores é a diagonal do paralelogramo por eles formado, temos que, se

CF = (u + v), entéio 0 segmento C'F divide o angulo C' em angulos iguais.

Finalmente, se P é um ponto qualquer da bissetriz de (7 , 0 vetor 6?7 é paralelo ao vetor (ﬁ ,1.e,

H
3, [ CA Ch

[ e

1.2 Soma de Ponto com Vetor

A soma do ponto com o vetor v nos retorna a translacdo do ponto P ao ser transportado pela direcéo,

sentido e comprimento de v.

DEFINICAO 1.22 Dado um ponto P e um vetor o podemos definir a soma de ponto com vetor do seguinte modo.

Seja um representante de ¥ que comeca em P e seja Q o ponto final desse representante.

Definimos entéo:

P+v:=Q
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Podemos reescrever a definicdo de soma de ponto com vetor de outra forma: diremos que P +

v = () se e somente se P(f,) = .

Se escolhermos um ponto fixo no espaco O que chamaremos de origem, cada ponto P do espago

(ou plano) pode ser escrito como

P=0+0PD

Nesse caso o vetor ﬁ é dito vetor posicao de P.

PropPosIicA0 1.23 A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:

P+O=P

P +u = P + v se e somente se u = v
(P+u)+v=P+ (u+v)
(P+u)—u=P

P+PG=Q

Demonstragao. Faremos a demonstracdo dos trés primeiras propriedades e deixaremos as outras

como exercicio ao leitor.

E imediata pois PP =0

SeP—l—u:P+v,sejaQ:P—l—u,entéou:]@:'veassimu:'v.Areciprocaé

imediata.
Seja@Q1 =P+ u, Q2 =Q1+veQ3 =P+ (u+ v). Para demonstrar que (P + u) + v =
P + (u + v) basta mostrarmos que Q2 = Q3.

—

Por defini¢do (1 = P + w implica que © = P(Q);. De modo anélogo, QY2 = () + v, implica
—_— . . —_—

que v = Q1Q2 e Q3 = P + (u + v) implica que (u + v) = PQs.
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Logo
JTQs> =(u+v)= fﬂ) + 1Q2 (1.15)
— PQs — PQs (1.16)
= @3 = Q2 (1.17)

ExempLO 1.24 Dado AABC um tridngulo e P um ponto sobre BC. Se () = P + ﬁ + P? + P? demonstre que
ABQC' é um paralelogramo e assim () néo depende da escolha de P.

<
C Q
P
A B
Solucgdo: Como Q = P + ﬁ + ﬁ + P;(} entdo
PO = AP + PB + PC
e logo
AQ— AP = AP + AB — AP + AC — AP
e logo
AQ = AB + AC
E assim @ = m _ AC' = AB. De modo analogo podemos provar que Bﬁ — AC e assim
ABQC é um paralelogramo.

O



Combinacoes Lineares

2.1 Dependéncia e Independéncia Linear de Vetores

Como vimos no capitulo anterior, a adicdo de vetores e a multiplicacdo de um vetor por um escalar
nos permitem obter novos e diferentes vetores a partir de alguns vetores dados. Os vetores assim

obtidos sdo ditos combinacéo linear dos vetores iniciais.

Fig. 2.1: O vetor w pode ser escrito como somas de multiplos dos vetores u e v.

DEFINICAO 2.1 Diremos que um vetor w é combinacido linear dos vetores {vy,...v,} se existem escalares
{A1,... Ay} tal que

n
W = ANV + Aovg + ...\ U, = Z i ;.
=1

Nesse caso diremos também que o vetor w é dependente dos vetores v; com ¢ = 1,...,n, ou

ainda, que o vetor w pode ser representado em funcdo dos vetores v; comi =1,...,n

24
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6cm

Fig. 2.2: w =2u+ 3v

ExEmMPLO 2.2 O vetor w ilustrado na figura 2.2 é combinagéao de u, v. Pois

w = 2u + 3v.

<
ExEMPLO 2.3 Na figura 2.3 temos que vetor f; é combinacao linear de f2, f3, f4, 5.
Como os vetores f1, fa2, f3, f1, f5 formam um poligono fechado sua soma é 0
fit ot fstfat+f=0
e assim:
fi=—fo—fs—fa— 15

<

L~

f3 f2

Ji

Fig. 2.3: O vetor f; é combinacéo linear dos vetores fo, f3, f4, f5.

ExeEmMPLO 2.4 Escreva o vetor zﬁ como combinacéo linear de zﬁ e ﬁ .




CAPITULO 2. COMBINACOES LINEARES 26

Solucdo: Queremos encontrar A\; e Ay tais que:

xﬁ = )\11@ + )\21@ (2.1)

Primeiramente vamos escolher convenientemente dois vetores ¢, j ortogonais e de norma 1 e

AB

vamos escrever todos os demais vetores em funcdo desses (Figura 3.1). Escolheremos ¢z = ? e
. N o 145]
J como a rotacdo de ¢ de um dngulo de 90 no sentido anti-horério.

Facilmente observamos que @ = 31.

Fig. 2.4: Vetores 2, j Fig. 2.5: Vetor AD Fig. 2.6: Vetor AC

—
Observando a Figura 2.5 concluimos que ﬁ = AK + ﬁ E por trigonometria do triangulo

retdngulo temos:

AR = 4(cos 30)i e KD = 4(sen 30)j.
Dessa forma temos que 1@ = 2v/3i + 25.

De modo analogo, observando o tridangulo da Figura 2.6 concluimos que ﬁ = ﬁ + ﬁ .
Mas, novamente por trigonometria, temos que AP = 2(cos45)t e PC = 2(sen45)j. Logo AC =

V2i + /2.

Voltando a equacéo (2.1) obtemos entio:
2V/3i + 25 = M (34) + Mao(V2i + V25).
Isolando ¢ e 3 obtemos finalmente:
(2v3 =3\ — V2X\2)i + (2 —V2X2)j =0

Como os vetores ¢, j sdo linearmente independentes, segue que:

2v/3 =3\ —v2X2 =0
22X =0
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@e)\gzﬂ.

ﬁ:@xﬁ%—ﬁﬁ.

E assim podemos concluir que A\; =

Finalmente:

0
DEFINICAO 2.5
« Um vetor v é dito linearmente dependente (LD) se v = 0.
« Os vetores vy,...,v, (n > 2) sdo ditos linearmente dependentes (LD) se existe um ¢ €
{1,2,...,n} tal que o vetor v; seja combinacio linear dos demais vetores, ou seja:
V; = Z )\j’l)j,
J#i
onde A, Ag, ..., A\p € R
DEFINICAO 2.6 Dizemos que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente independentes (LI) se eles ndo sdo linear-

mente dependentes.

Temos a seguinte caracterizacio simples para a dependéncia linear de dois vetores. Essa carac-

terizacdo sera generalizada para um nimero maior de vetores na secdo 2.1.

PropPosIcA0 2.7 Quaisquer dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e; e es sdo linearmente independentes.
Demonstragao. Por redugio ao absurdo, suponha que os vetores e; e e sdo linearmente dependen-
tes.

Entéo pela definicio de dependéncia linear temos que e; = Aes ou eo = fe;. Donde, pelo

Corolario 1.10, temos que e; e ey sdo paralelos, o que contradiz nossas hipdteses.

Logo e; e ej sdo linearmente independentes.

A partir da definicdo anterior podemos provar a seguinte caracterizacao:
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Os vetores vy, . . ., v, sdo linearmente dependentes se e somente se existem A1, Ao, ..., A\, € Rnéo

todos nulos, tal que
n
Z /\1’01 =0.
i=1

Demonstracgao. Paran = 1 temos que se v é linearmente dependente entdo v = 0 dai para A = 1,
por exemplo temos Av = 0. Reciprocamente, se A\v = 0 para algum A\ # O pela definicdo de

multiplicagdo por escalar segue que v = 0, logo v é linearmente dependente.

Para n > 2, suponha que os vetores vy, ..., v, sdo linearmente dependentes. Sem perda de

generalidade suponha que
n
v1 =Y Awvi,
i=2

para Ao, A3,..., A\, € R
Somando (—1)v a ambos os lados da igualdade chegamos a:
(—Dv1+ Y ANiw; =0.
=2
Logo > ; Aiv; = 0 com Ay, Ag, ..., A, ndo todos nulos (pois A\; = —1).

Reciprocamente, considere que existem Aq, Ag, ..., A, ndo todos nulos tal que

Zn: /\1’01 =0.
=1

Suponha, sem perda de generalidade que A; # 0. Multiplicando ambos os lados da igualdade por

— e isolando vy chegamos a:
1

n
Ai
vy = E ——;.
A
=2 1
Ou seja, o vetor vy é combinacéo linear dos demais.

A contrapositiva da proposi¢do anterior nos leva ao seguinte teorema:

TEOREMA 2.9 Os vetores vy, . . ., U, sdo linearmente independentes se e somente se

(i)\i'vi20> :>()\1:"':)\n:0)
=1

Ou seja, a unica relacéo linear entre os vetores € a trivial, ou ainda, o vetor 0 pode ser escrito

de modo tinico como combinacéo dos vetores v; com i € {1,2,...,n}.
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Desse teorema é imediata a unicidade da representagido de um vetor como combinacéo linear de
vetores linearmente independentes:

Seja u um vetor que possa ser escrito como combinagio linear do conjunto de vetores linearmente

independente {v;},_; ,
n
u = Z Aiv;
1=1
entdo essa representacéo ¢ Unica.

Demonstragao. Dadas duas representagdes de u, i.e, suporemos que u possa ser escrito como com-

binagéo linear de {v;},_, , de duas maneiras distintas:

u = Z >\i'Ui (2-2)

i=1

¢ n
u = Z Nov; (2.3)

i=1

mostraremos que essas representagdes sdo iguais, isto é que \; = \..

Subtraindo a equacdo 2.3 da equacdo 2.3 obtemos:
n n
Z)\i'vi — Z/\;’UZ =0
1=1 i=1

e logo

i=1

sao linearmente independentes, temos que para cada

Finalmente, como os vetores {v;};, _;
=1,.

i, (A\i — X)) =0, e assim \; = \,. Dessa forma, temos que a representacio é inica.

A partir do Teorema 2.9 e da Proposicéo 2.8, estudar a dependéncia linear dos vetores vy, ..., v,

¢ uma tarefa simples. Basta estudar a equagéo:

Zn: )\ivi = 07
i=1

com incognitas \; (1 € {1,2,...,n}). Se tal equacdo admitir apenas a solugdo \; = 0 para todo
1€ {1, 2,... ,n}, entdo os vetores vy, . .., v, sio linearmente independentes. Caso contrario, sdo

linearmente dependentes.

Suponha que os vetores u, v, w sdo linearmente independentes. Mostre que os vetores u+v, u —v

e v + v + w também sdo linearmente independentes.
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<

Solucio: Para demonstrar que os vetores w4+ v, 4 — v e ©u + v + w sdo linearmente independentes,

vamos estudar a equacéo:

0

a(u+v)+blu—v)+clu+v+w)

Expandindo e agrupando temos:
(a+b+cu+(a—b+c)v+cw=0

Como u, v, w sdo linearmente independentes temos que:

a+b+c=0
a—b+c=0
c=0

Resolvendo o sistema anterior temos que a = b = ¢ = 0. Consequentemente temos que
alu+v)+blu—v)+clut+tv4+w)=0=a=b=c=0

e logo os vetores u + v,u — v e u + v + w séo linearmente independentes. g

Caracterizacio Geométrica de Dependéncia e Independéncia Linear

Nas secdes anteriores apresentamos uma série de caracterizagoes algébricas da dependéncia e inde-
pendéncia linear de vetores de V2 e V3, esses conceitos podem também ser caracterizados geome-

tricamente, como nos mostra o enunciado do teorema a seguir:

TEOREMA 2.12 (Caracterizacio Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear) Para vetores em V2 e V3

temos:

Um vetor v é linearmente dependente se e somente se v = 0.
Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.
Trés vetores u, v, w sao linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo coplanares.

Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

A demonstracio dessa teorema sera feito na proxima secéo apos introduzirmos o conceito de
base. Antes disso, porém, ilustraremos como utilizar essa caracterizacdo para resolver problemas

geométricos.
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ExEMPLO 2.13 Mostre que as diagonais de um paralelogramo se intersectam nos seus pontos médios.

Solucio:
Considere um paralelogramo ABC'D de diagonais AC' e
BD. Seja M o ponto de interseccdo de AC' e BD (ponto D o

que, a priori, ndo é necessariamente ponto médio das dia-

gonais).

Queremos mostrar que:

m:;@, W:%ﬁ. A B

Como A, M e C sio colineares temos:
—
AM = AAC. (2.4)
Da mesma forma, como B, M e D sio colineares:

BM — 0BD. (2.5)

Como ABM é um tridngulo, temos:
AM = AB + BMM.

Usando entéo as equagdes (2.4) e (2.5) na equagdo acima segue que:

AAC = AB + 0BD.

Escrevendo todos os vetores da equacdo acima em fungio de ﬁ e Aﬁ (dois vetores néo para-

\(AB + AB) = B+ (4B + AB).

Ou, reescrevendo convenientemente:

AMB + MD = (1 — §)AB + 0AD.

lelos) obtemos:

Usando entdo que @ e 1@ sao linearmente independentes, segue da Proposicdo 2.10 que:

A=1—-6
A=10

1
donde temos A\ = 0 = 5 como queriamos. 0
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Note que nas equacdes (2.4) e (2.5) usamos letras distintas para os escalares que multiplicam 144(} e
AC, pois, a principio, ndo sabiamos se a proporcao que AM guardava em relagdo a AC' é a mesma

que BM guardava em relagdo a BD.

Sejam M7, My, M3 os pontos médios dos lados AB, BC' e C'A do triangulo AABC. Seja G o ponto
de intersec¢do das medianas AM; e BM>. Mostre que G se divide AM; e BM> na razéo 2 para 1.

<

C M B

Solucao: Para mostrar que as medianas AM; e BM> se intersectam num ponto G que divide AM;

e BMj narazdo 2 para 1, devemos provar que:

AC = gA—M{ BC = §BM2.

De modo a tornar a notacgio da resolu¢do mais limpa, chamemos os vetores Ag e A(% deaeb,
respectivamente. Observe que, como os vetores a, b ndo sao paralelos pelo 2.12 eles sdo linearmente
independentes. E expressaremos todos os demais vetores da figura em funcao desses vetores. Fixada

a notacdo, passemos a cada uma das etapas:

. - . RV
Para estudarmos a intersec¢do GG das medianas AM; e B Ms, expressaremos os vetores AM; e
—
BM> em fungéo de a, b.

Observamos inicialmente que pela definicdo de subtragédo que C@ =a — b. E assim:

AMlzﬁJr%c@:%aJr%b

— — 1 1
BM; = BA+ 5AC = ~a+ b
Como os pontos A, G e M sédo colineares temos:

AC = NAM, :%(a+b).
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Analogamente:

ﬁzaBM2=a<—a+%b>.

Observamos que, nesse estagio, ndo sabemos ainda que G divide os segmentos AM; e BM; na
mesma proporc¢do. Assim sendo, usamos letras diferentes (A e «) para os escalares das equacdes

acima.

E facil ver que uma equagio envolvendo os vetores zﬁ e B? é:
BG = BA + AG.

Donde temos: ) \
« <—a+§b> = —a+§(a+b)

Isolando os vetores a, b temos entéo:

A a A

Como a, b sao linearmente independentes segue entdo que:

A
—a + 1-— 5 =0
a A 0
2 2
Desse sistema obtemos entéo: 5
“ 3
Ou seja, G divide tanto o segmento AM; quanto o segmento BMs na razéo 2 para 1. g

Usando a mesma nomenclatura do exemplo anterior, prove que as trés medianas do tridngulo
AABC tém um tnico ponto comum, (G, que divide as trés medianas AM;, BMy e C'M3 na ra-

z30 2 para 1.

G é conhecido como baricentro do triangulo.

<

Solucao: Para mostrar a afirmacédo acima nos falta apenas provar que C, G e M3 sdo colineares e

que G divide C'M3 na razao 2 para 1. Desse modo, nos basta provar a igualdade:

cﬁzgm.
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Mostremos entao que a equagdo

CC = BC M,

com incognita em  admite solucéo real.
Continuemos, como na resolucdo do exemplo anterior, denotando os vetores Ag e A(% porae

G0 o CIL.
b, respectivamente. Escrevamos C'GG e C'M3 em funcéo de a, b:

TR P

C’MngMg—fT(}:%a—b.

Temos assim a seguinte equacao:

Isolando a, b temos:
1 B 2
2P\ ap(_2 -0
“(3-3)+(5+7)

Como a, b sdo linearmente independentes:

Tal sistema admite uma solucéo:

Dessa forma temos que os pontos C, G' e M3 sdo colineares e que G divide C'M3 na razao 2 para

O

ExeEmMPLO 2.17 Dado um tridngulo AABC' e O um ponto qualquer. Entao o baricentro G do tridngulo AABC ¢é

dado por: . @ ?
A
G-0+ O —1—03 +0

Solucio:

Seja .
OA+ 0B +0C
2 .
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pe—

0

Como@:O—1>4+@e0?20—1>4+@,temosque:

+52+@1H@+52+ﬂ%
3

P=0

que simplificando fica:

. AB+AC
L AP T Ay

P=0+0A4 3

E como A = O + OA, a expressio anterior é equivalente a:

AB + AC
L AB+AC

3

P=A

. g e AB + AC
No exercicio 2.16 ja provamos que AG = — 3 ouna forma de soma de ponto com vetor

AB + AC
3

que:
G=A+

E assim temos que G = P, ou seja, demonstramos que:

| Od+0B 400
7400

G=0

ExemPLO 2.18 Dado as retas r e s e um ponto O néo pertencente as retas. Dadas duas retas t; e 2, que interceptam
r e s nos pontos A, B, C, D conforme a figura abaixo. Mostre os segmentos AB e C'D séo paralelos

se e somente se

loA| _ loB|
[ACl IBD]

Solucio:
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1

. ~ OB niio s
Como os pontos O, A, B nio sao colineares, os vetores u = OA e v = OB nio sio paralelos e

assim sdo linearmente independentes. Como os segmentos AB, C'D sio paralelos temos que

AB = ACD
Como O? é paralelo a O—1>4 temos que
O? =zu

De modo anélogo temos que

O?zy’u

E assim

CD = 0D - 0C = yo — zu
Consequentemente

z@:v—u:)\(y'v—wu)
e logo

I-X)u+(y—-1)v=0

Como os vetores u, v sdo linearmente independentes, temos que

1-Az=0
Ay—1=0
1
elogox =y = X
E finalmente temos que
|0A] _ loB]
[ACl IBD]
Faremos agora a reciproca. Se
[0A]l _ loB]

lAC|l— [IBD]|



2.2

ProrosicAo 2.19

CAPITULO 2. COMBINACOES LINEARES 37

entdo
lAc| _ |BD]
IOA]l - [loBI
e assim
|OA]| + [[ACT _ [[OB] +||BD]|
|OA] los| -
_0c_op
0OA OB
o loc| _ lloD]|
e assim igualando a &, temos que [0A] ~ [0B| k

—
Como os segmentos OC' e O A sio paralelos temos que O? = kOA. De modo similar temos

que 0D = kOB

E assim

AB = OA— OB
CD = 0D — OC = k(OA — OB)

Consequentemente os vetores zﬁ e Cﬁ sdo paralelos.

Bases

Dizemos que um conjunto de vetores {v;},_; , gera o espaco (um dado plano) se qualquer vetor

w do espago (do plano) puder ser escrito como combinacéo linear dos vetores {v;},_;

n
w = E /\ivi
i=1

Dois vetores nio paralelos de V2 geram V2,

Ou seja,dados um vetor f € V2 e dois vetores nio nulos e nio paralelos e; e ez de V2 temos
que existem m e n € R tais que:

f =meq1 + nes.

Demonstragao. Considere um ponto arbitrario O do espaco. Primeiramente observe que f é paralelo

ao plano determinado pelo ponto O e pelos vetores ey, ea.

Considere o representante de f que comeca no ponto O e termina em P, i.e., seja f = 04}%
Considere a reta paralela a e; que passa pelo ponto P e a reta paralela a ez que passa por O. Essas

. —
retas se encontram num ponto K (Por qué?). E facil ver, entdo, que f = OK + KP.
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., mej

O €2 nes

Fig. 2.7: Dois vetores nio paralelos geram o plano

Como Kﬁ é paralelo a ey, tal vetor é um escalar vezes e, ou seja, Kﬁ = A1eq1. De maneira

—
analoga OK = A\geg. Desta forma temos:
f=Xer + \ea.

ProposicA0 2.20 Dados f, um vetor qualquer de V3, e e, es, e3 trés vetores ndo nulos, ndo paralelos entre si e nio

paralelos ao mesmo plano, temos que existem [, m,n € R tais que:

f =lei +mey + nes.

P
f nes
(S} B
e lel
? AR
Vi

Fig. 2.8: Trés vetores néo coplanares geram espaco

Demonstragdo. A demonstracéo é analoga a da Proposicéo 2.19.

Comecamos escolhendo representantes dos vetores f, e1, ez, €3 que comecam no ponto O (veja
afigura 2.8). Seja entdo a reta paralela a e3 passando por P. Essa reta intercepta o plano determinado

por e1, ez no ponto K.

g . L
O vetor OK estando no mesmo plano que ej, ez, pode ser escrito como combinacao linear
desses vetores:
—
OK =ley + mey

-
O vetor ﬁ é paralelo a eg, i.e, ﬁ = neg. Finalmente como ﬁ =OK + ﬁ temos que:
f =lei + mes + nes.

PROPOSICAO 2.21 Quaisquer trés vetores e;, ez, e3 ndo coplanares sao linearmente independentes.
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Demonstragdo. Suponha que e, e, e3 sdo linearmente dependentes. Temos entdo que um dos ve-

tores é combinacéo linear dos demais.

Suponha, sem perda de generalidade, que e; = \ea + fes. Segue que o vetor e; é paralelo ao
plano determinado pelo ponto O e pelos vetores ez e e3 (Por qué?). Donde temos que os vetores

e1, ez, e seriam coplanares.

DEFINICAO 2.22 Uma base para o espaco (um dado plano) é um conjunto ordenado de vetores {v;} linearmente

independentes e que geram o espaco (o plano).

TEOREMA 2.23 TEOREMA DA BASE PARA 0 PLANO  Qualquer vetor f € V? pode ser escrito de maneira tinica

como combinacio linear de dois vetores nio nulos e nao paralelos e; e es de V2, isto é:
f =me; +nes

com m e n € R Unicos.

Ou seja, dois vetores nao nulos e nio paralelos de V? formam uma base para V2.

Demonstracdo. Consequéncia imediata das Proposi¢oes 2.19, 2.10 e 2.7.

COROLARIO 2.24 Toda base para o plano tem exatamente dois vetores. Ou seja, o plano tem dimens&o 2.

TEOREMA 2.25 TEOREMA DA BASE PARA 0 Espaco No espaco tridimensional, sejam trés vetores ndo nulos
e, es, €3, ndo paralelos entre si e ndo paralelos ao mesmo plano. Entdo qualquer vetor f no

espaco pode ser escrito como combinacio linear tinica de ey, eg, €3, isto é:
f=lei +mes + nes

com!l,m,n € R.

Ou seja, trés vetores ndo nulos, ndo paralelos entre si e ndo paralelos a0 mesmo plano formam

uma base para V3,

Demonstragdo. A demonstracdo do Teorema segue diretamente das Proposic¢des 2.20, 2.10 e 2.21.

COROLARIO 2.26 Toda base para o espaco tem exatamente trés vetores. Ou seja, o espaco V° tem dimensio 3.
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Intimamente relacionado ao conceito de base esta o conceito de dimensio de um plano/espaco.

A dimensio é definida como o niimero de vetores numa base, ou seja, o nimero de vetores inde-

pendentes a partir do qual podemos obter todos os outros. Como provamos o plano tem dimenséo

2 e 0 espaco tem dimenséo 3.

Agora demonstraremos o teorema de caracterizacdo geométrica da dependéncia e independéncia

linear, que enunciamos na sec¢do anterior:

TEOREMA 2.27 (Caracterizacio Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear) Para vetores em V2 e V3

temos:

Um vetor v é linearmente dependente se e somente se v = 0.

Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo paralelos.

Trés vetores u, v, w sdo linearmente dependentes se e somente se u, v e w sdo coplanares.

Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Demonstragao. A demonstracido segue de imediato a partir Definicéo 2.5.

Se u é paralelo a v. Pelo Corolario 1.10, ou u = Av ou v = fu (A, 6 € R). Logo, como um
dos vetores é necessariamente combinacéo linear do outro, segue que u, v sdo linearmente

dependentes.
A reciproca é a contrapositiva da Proposicio 2.7.
Se trés vetores u, v, w sdo coplanares temos dois casos a considerar ou u, v sdo paralelos, ou
u, v nio sio paralelos.
Se u, v sdo paralelos, pela argumentacéo acima, um dos vetores é combinacéo linear do outro.
Suponha, sem perda de generalidade, que © = Av. Temos entéo que:

u = \v + Ow.
Logo u é combinacio linear dos demais vetores e, portanto, u, v, w sio linearmente depen-
dentes.

Se u, v, w sdo coplanares e u, v ndo sio paralelos, pelo Teorema ?? temos que
w = )\1’11; + )\2'0,

para A1, Ay € R. Assim, os vetores u, v, w sdo linearmente dependentes.

A reciproca segue da Proposicdo 2.21.
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Considere n vetores v1,va, ..., Un, com n > 4. Duas coisas podem ocorrer: ou os vy, V2, U3

sao coplanares ou néo o sao.

Se v1, V2, v3 sdo coplanares, um dos vetores é combinacéo linear dos demais. Suponha v, =

Avg + Ovs. Segue que:

n
v1 = A\vg + Ovs + ZO’UZ
=4

Logo v1,v2, ..., v, sdo linearmente dependentes.

Caso v1, V2, v3 ndo sejam coplanares, pelo Teorema 2.25,
V4 = )\1’01 + )\2’02 + )\3’03,

para A1, A2, A3 € R. Dai temos:

n
v4 = A\v1 + A2v2 + A3vs + Z Ov;.
=5

Logo, v, v, ..., v, sdo linearmente dependentes.



Vetores em Coordenadas

No primeiro capitulo estudamos vetores de um ponto de vista totalmente geométrico. Porém, o
ferramental geométrico se mostra ineficiente e qui¢a insuficiente quando nos deparamos com pro-
blemas de maior complexidade. Neste capitulo introduziremos a representacio algébrica dos vetores
e do espaco Euclidiano. E essa representaciio que nos permite converter problemas geométricos em

problemas algébricos e efetivamente realizar calculos com vetores.

Os primeiros passos no sentido de encontrar tais representacdes ja foram dados no capitulo
anterior, ao estudarmos o conceito de base. Neste capitulo daremos continuidade a estas ideias e
veremos como utilizar as propriedades geométricas estudadas até agora para encontrar represen-
tacoes algébricas nao apenas para vetores, mas também para os pontos do espaco Euclidiano. Tais

representacdes serdo chamadas de sistemas de coordenadas, e serdo o foco principal deste capitulo.

Mais precisamente, um sistema de coordenadas é uma identificacéo continua do plano (espaco)
euclideano com uma regiio de R? (R3) que nos permita localizar pontos através de pares (triplas)

de numeros reais.

Vejamos, por exemplo, como podemos relacionar vetores e pontos no espaco de modo a obter

um sistema de coordenadas.

Se considerarmos B = (e1, e2, e3) uma base de V3, pelo teo-

rema da base para o espaco, temos que qualquer vetor v pode ser P
representado como:
v )\363
v = \e] + lqeq + Azes, e \
el 1€1
onde os coeficientes A1, Ao, A3 sdo tnicos. ? """"
€2 _‘? . /\292
Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijecdo entre o Tl
oK

V3 e R3:

42
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0V R3

UV (/\1, )\2, /\3)

Lembramos ao leitor que bijecdo é uma funcdo que identifica univocamente os elementos do
dominio com os do contra-dominio. Mais precisamente uma funcédo bijetora é uma aplicacdo si-
multaneamente injetora, isto é, que leva elementos distintos do dominio em elementos distintos
da imagem, e sobrejetora, ou seja, tal que todo elemento do contra dominio é imagem de algum

elemento do dominio.

Devido existéncia da bije¢do descrita acima, definimos a seguinte notagio:

v (/\1, /\2, )\3)13.

E denominamos a tripla (A1, A2, A3) de coordenadas do vetor v na base B.

Considere agora o espago Euclidiano (E3). O primeiro passo necessario para encontrarmos um
sistema de coordenadas é “localizar” os pontos no espaco. Observe que para isso nio basta uma base
de vetores, pois, como ja dissemos anteriormente, vetores nio sio localizados no espago. Assim
torna-se necessaria a escolha de um ponto qualquer para nos servir de referéncia. Fixemos entédo
um ponto O € E3 a que chamaremos de origem do sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as

posicdes de todos os pontos de E? serdo determinadas.

Observe que, fixado O, um ponto P qualquer em E3 pode ser escrito como P = O + O? Tal

igualdade nos permite identificar univocamente pontos de E® com vetores de V?:

B — VP

Pn—>0—}>’

O vetor ﬁ ¢ denominado vetor posicido de P.

Tomando a fungdo composta ¢ := 17 o Ly obtemos uma bijecio entre os pontos de E3 e os

elementos de R3: a cada ponto P podemos associar a tripla (A1, A2, A3).

3.1 Sistemas de Coordenadas

Motivado pelo exposto acima, definimos
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DEFINICAO 3.1 Um sistema vetorial de coordenadas no espaco X é o conjunto formado por uma base de vetores

OBSERVACAO 3.2

B = (e, ez, e3) e um ponto O, chamado de origem do sistema de coordenadas. Denotaremos o
sistema de coordenadas por

2 =(0,B).

A bijecdo entre E3 e R? dada por ¢ devido & ¥ nos permite definir a seguinte notagéo:
P (A1, A2, A3)3,

onde (A1, 2, \3) sdo as coordenadas do vetor posi¢do Oﬁ na base B. Chamamos, nesse caso,

(A1, A2, A3) de coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas .

Fixado um sistema de coordenadas ¥, é usual representar as coordenadas de um vetor v na base B

associada a ¥ também por (A1, A2, A2)x.

Muitas vezes quando o sistema de coordenadas . e a base B estdo claros pelo contexto é co-
mum, também, denotar tanto o ponto P quanto seu vetor posicdo Oﬁ indistintamente por suas
coordenadas: (A1, A2, A3) (sem indicar os sub-indices 3 ou B). Nesse caso cabe ao leitor entender

pelo contexto a quem se referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, observamos que podemos de forma totalmente analoga a descrita acima identificar
pontos do plano euclideano E? com vetores de V2 e com elementos de R?. Para isso tudo que
precisamos é de um sistema de coordenadas ¥ = (O, B) onde B é uma base de V2, ou seja, um

conjunto formado por dois vetores linearmente independentes.

No que se segue apresentaremos os resultados apenas para V3, deixando implicita sua validade
em V2.

€3
9] —>
€1
Ny
Fig. 3.1: Sistema de Coor- Fig. 3.2: Sistema de Coor-
denadas Ortonormais denadas Obliquo

Se 2, j e k forem trés vetores ortonormais, ou seja, ortogonais dois a dois e de norma 1, entdo
o sistema de coordenadas ¥ = (O, B) onde B = (3, j, k) é chamado de sistema cartesiano de

coordenadas. Daqui em diante as letras %, j e k sempre denotarao vetores ortonormais.
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Um sistema de coordenadas cujos vetores nio sdo ortogonais é dito sistema de coordenadas

obliquo.

Dado um retdngulo ABC' D conforme a figura abaixo, vamos encontrar as coordenadas dos pontos

A, B,C, D e dos vetores BZ3 e A;(E' nos seguintes sistemas de coordenadas:

21 = (A,Bl) onde Bl = (61,62).

1
22 = (B,'Bg) onde 32 = (63, 561).

e3
e2

Fig. 3.3: Retangulo ABCD e vetores ez, ez, e3.

Solucdo: (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de A, B, C, D no sistema ;. Para isso deve-
— ? ? ? . . 1. i
mos escrever os vetores AA, AB, AC' e AD como combinacio linear de e e e5. Por definicdo

1@:61 CEZEQ.

Temos também que

1@261-1-62

e que AZ, sendo o vetor nulo, é igual a Oe; + Oey. Assim as coordenadas sdo

A:(0,0)y, pois A4 = Oe; + Oes
B:(1,0)y, pois AB = le + Oes
C:(1,1)y, pois AC = le; + les
D :(0,1)y, pois AD = Oe; + les.

Para encontrar as coordenadas dos vetores B 13 e A(% basta observar que

ﬁ:—61+62 e 1@261—1—62,
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e portanto temos

BD: (~1,1)y,
AC: (1, s,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos A, B,C,D no sistema Yo =

<B, (es, %el)> .

Para tanto devemos escrever os vetores B_1>4, B? , B? e ﬁ como combinacido de f; e f2 sendo
fi=ese fo= %61-
Observe que
B_1>4 =—e; =2 <%€1> = —2f,
ﬁ = 0f1 + 0f5 (vetor nulo),
BC=ey=—es+e1=—1fi +2f
ﬁ:€3—261 =f1—4f.

E assim as coordenadas dos pontos séo

A (0,-2)g,
B:(0,0)y,

C:(-1,2)y,
D: (1,—4)22

Calculando as coordenadas dos vetores B? e @, usando que e; = e3 — e; obtemos que
ﬁ:—€1+62263—261 =fi—4f

1@263:.1:17

e portanto vale

BD : (1, —4)s,
AC - (1,0)s,.
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Operacdes Vetoriais em Coordenadas

Agora que sabemos como representar vetores e pontos em coordenadas precisamos saber como
operar com estas representagdes. A proposicdo abaixo nos diz como as opera¢des com pontos e
vetores vistas no capitulo anterior podem ser traduzidas para a representacao que acabamos de

apresentar.

Seu : (al,ag,ag)z, v (bl,bg,bg)z eP: (pl,pg,pg)z entdo:

u—+uv: (a1 + b1, a9 + by, as +b3)2
Au : (Aag, Aag, Aa3)y,
P+ w: (a1 + p1,a2 + p2,a3 + p3)y,

Demonstragao.

Dado um sistema de coordenadas > = (B, 0), onde B = (e1, e2, e3), como u : (a1, az,as)s,
e v : (b1, b2, b3)y,, por definicdo temos que:

U = aiej+ ases + azes
v = bie; + boes + b3es
E logo
u+v = aje;+ ases + ases + biey + baey + bses

= = (al +b1)er + (CLQ + b2)es + (a3 + bs)es
E desta forma as coordenadas de u + v no sistema de coordenadas ¥ sdo

u+’u:(a1+b1,a2+b2,a3+b3)

Como u : (a1, az,as)sy,, por definicdo temos que:

u = aje; + azey + azes
Desta forma temos que
Au = A (alel + ages + ases) (3.1)
= MAaijej + dagses + Aages (3.2)

E consequentemente:

A : (Aag, Aag, Aag)
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Deixaremos como exercicio para o leitor.

Considere fixado um sistema de coordenadas ¥ = (B, O). Observadas as operagdes com pontos
e vetores em coordenadas, uma pergunta que resta ser respondida é: dados os pontos A : (aq, az, as)

e B : (b1, b2, b3), como podemos encontrar as coordenadas do vetor z@?

—
Observe que, pela definicdo de subtracdo de vetores, vale que ﬁ = @ — OA. Entao, como

s
OA = aje; + ases + ages e O? = b1ey + bses + bzes, temos:

1@ = (bl — a1)61 + (b2 — a2)62 + (bg — a3)63

AB = (b1 — a1,b2 — ag, bz — as3)

Tal igualdade d4 origem a notacdo de Grassmann que diz:
AB=B- A

Observe que a igualdade acima é, no entanto, apenas uma notagéo ja que em nenhum momento foi

definida soma ou subtracéo de pontos.

ExEmpPLO 3.5 Dados os pontos A : (1,3,2), B: (1,1,1) e C : (1,1,0) determine as coordenadas

dos vetores ﬁ, B?
do vetor zﬁ + %BT}

do ponto C' + %z@

Solucio:

AB:(1-1,1-3,1-2)=(0,-2,—1)
BC:(1-1,1-1,0-1)=(0,0,—1)
1 4
(2] AL + ﬁ —2,-1) 3(0,0,—1) = (0,-2,-1-3) = (0,-2,—3)
1

.C+ E? (1,1,0) (0,—2,—1):(1,0,—5)
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Determine o ponto médio M = (mj, mg, m3) de um segmento com ponto inicial A = (ay, az,as)
e B = (b1, ba, b3), num sistema de coordenadas > = (B, 0), onde B = (e1, ez, e3).

<

Solucido: Primeiro observamos que AB = 2AM pois os vetores possuem o mesmo sentido e o

AB AM

comprimento é duas vezes o comprimento

Assim
(b1 —a1)er + (ba — a2)32 + (b3 — e3)es = 2(my1 — a1)er + 2(mg — az)es + 2(m3z — az)es
o que implica em
bi —a; = 2(m; — a;),
para todo i € {1,2,3}. Logo

bi——ai
2 )

m; =

para todo ¢, e

bi +a1 ba+az b3+as
M : .
< 2 2 2 )

De posse da representacdo dos vetores em coordenadas podemos agora fornecer critérios para

a dependéncia e a independéncia linear de vetores:

TEorREMA 3.7 Os vetores u : (a1,as,as3), v : (by,ba,b3) e w : (c1,ca,c3) sdo linearmente independentes se e

somente se
a]; as asg
by by b3 | #0
1 C3 C3

Demonstragdo. Os vetores u, v, w sio linearmente independentes se o sistema:
zu+yv+zw =0 (3.3)

possuir somente a solucdo trivialz =y = 2z =0

Em coordenadas podemos expressar a equagao 3.4 como:

z (a1, a2,a3) +y (b1,b2,b3) + 2z (c1,¢2,¢3) =0 (3.4)
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E logo teremos o sistema:
a1 x+biy+cz=0
asx + boy + coz =0
asx + by +c3z =0

Pela regra de Cramer (ver Apéndice C pag. C.3 ) o sistema anterior tem solu¢io Unica se e

somente se seu determinante for nao nulo:

a; as asg
by by by |#0
it €2 C3

ExEmpPLO 3.8 Considere fixada uma base de vetores B = (ej, ez, e3). Sejam f1 = (1,1,1)5, f2 = (1,0,1)5 e
.f3 = (07 _17 1)3

Mostre que € = (fy, f2, f3) é uma base de V?.

Encontre as coordenadas do vetor u = (1,2, 3) na base B.

Encontre as coordenadas do vetor v = (1,2, 3)5 na base C.

Solucio:

Pelo teorema da base, basta mostrarmos que f1, f2 e f3 sdo linearmente independentes.

Como:
1 1 1
0 1|=-1#0,
0 -1 1

pelo Teorema 3.7 temos que, de fato, f1, f2 e f3 sdo linearmente independentes.

u = (17273)6 = 1.f1+2f2+3f3 =
—1(1,1, 1) +2(1,0,1)5 + 3(0,—1,1)s = (3, —2,6)s.

Antes de escrevermos v na base C precisamos obter as coordenadas dos vetores ej, ez e e3

na base C:
fi =les +lea + les

_fz = 161 + 062 + 163
fs =0e; —lea + leg
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fi =1lei +1lea + les
fl — f2 =0e1 + leg + 063
fs+ (f1— f2) =0ey +0ez+ les

fi—(f1— f2) = [fs + (f1 — f2)] = 1les +Oez + Oes
f1— f2 =0e1 + lez + Oes
f3+ (f1— f2) =0es +0ez + les

Donde temos:
er =1f1i+2f2—1f3=(1,2,—1)¢
ez =1f1—1f2+0fs=(1,-1,0)¢
es =1fi—1fa+1fs=(1,-11)¢

Finalmente:
v=(1,2,3)3 = lej + 2ez + ez =
=1(1,2,-1)e +2(1,—-1,0)¢ + 3(1,—1,1)¢ = (6,—3,2)¢.

O
OBSERVACAO 3.9 Mais detalhes sobre mudanca de base podem ser encontrados no Capitulo 11.
ExeEmMPLO 3.10 Determine m de modo que os vetores u, v e w sejam linearmente dependentes, onde:
v=>01m+1,m+2) w=(1,0,m) k=/(0,2,3)
<

Solucao: Para que os vetores sejam linearmente dependentes, pelo teorema 3.7 o seguinte determi-

nante deve se anular:

1 1+4m 2+m
1 0 m =0
0 2 3

Calculando o determinante temos que:

1 1+4m 2+m
1 0 m =1-3m
0 2 3

E assim queremos determinar os valores de m para os quas 1 — 3m = 0 e assim m = 3 g
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Bases Ortonormais e Coordenadas Cartesianas

Vamos agora explorar algumas das vantagens de se trabalhar com
as chamadas bases ortonormais ou, mais geralmente, com sistemas eixoy

de coordenadas cartesianas. 1 P:(z,y)

Lembrando, uma base é dita ortonormal se seus vetores sdo
unitarios (possuem norma 1) e perpendiculares dois a dois. Um YJ

sistema de coordenadas formado por uma base ortonormal é cha-

mado de sistemas de coordenadas cartesianas. A partir deste 0 ” T

ponto vamos fixar notacio e utilizar (¢, j) para denotar uma base

ortonormal para o plano, e (2, j, k) para o espaco.

Seja B = (,5) uma base ortonormal para V2, O um ponto
no plano e ¥ = (B, O) o sistema de coordenadas cartesianas determinado por eles. Dado agora um
ponto P no plano considere o vetor r = OP e sua representag¢do no sistema ¥ dada por r : (z,y),
ou seja:

r=xt+yj.

Como a base em consideracéo é ortonormal, segue diretamente do Teorema de Pitagoras que

2 .12 .12
I 2] + [lyg]

12 )
2 1i)* + 2 4]

= 2% +y°

Assim, se denotarmos por r o tamanho do vetor r temos que
r= /a2 + 2.
A mesma ideia pode ser generalizada para o espaco, onde obtemos que se r = x¢ + yj + zk, entdo
r=lrl = VT 2

Voltemos por momento para o caso planar e denote por # o angulo entre o eixo OX e o vetor 7.

Neste caso, nio é dificil ver que
x = rcos(f),

y = rsen(f).

Utilizando o Teorema de Pitagoras, temos também que a dis-

tancia entre os pontos P : (a1,a2) e @Q : (b1, by) é dada por:

d(P7 Q) = \/(bl — a1)2 -+ (b2 — CL2)2

A
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Q : (x2,y2)

(yQ - yl).i

P:(z1,y1) (o —21)i

Fig. 3.4: Distancia entre dois pontos no plano.

E no caso tridimensional distancia entre os pontos P

(a1,a2,a3) e Q : (by,be,bs) é dada por:

d(P, Q) = \/(bl — a1)2 + (by — a2)2 + (b3 — a3)2

E importante observar que para realizarmos os calculos acima foi absolutamente necessario supor
que o sistema de coordenadas considerado fosse cartesiano. Podemos calcular as mesmas quantida-
des utilizando outros sistemas de coordenadas, mas nesse caso as expressoes obtidas serdo diferentes

e geralmente mais complicadas.

Suponha fixado um sistema de coordenadas cartesiano. Calcule a distdncia dos pontos A : (1,0, 2)

eB:(3,2,1).

Solucio: Temos que d(A, B) = Hzﬁ” Como AB=B— A= (2,2,—1), segue que:

d(A,B) = /22 +22 4 (—1)2 = 3.

Produto Escalar: Angulo entre dois Vetores

E de fundamental importancia em toda geometria a determinacio de medidas angulares. Veremos
mais adiante que, além de diversas outras aplicacdes, angulos entre vetores (ou entre vetores e retas)
podem ser usados na definicio de uma nova forma de representar pontos do espago Euclidiano
(coordenadas polares). Surge entdo a pergunta: como podemos utilizar os sistemas de coordenadas

para determinar o angulo entre dois vetores u e v?
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Conforme ja vimos no inicio do Capitulo 1, entendemos por dngulo
entre dois vetores u e v o angulo 6, com 0 < § < 7, formado por

representantes de w e v com mesma origem.

Para determinarmos uma expressdo para angulo entre dois vetores

u e v o primeiro passo € escolher um sistema de coordenadas cartesiano

¥ = (B,0) com B = (i, 7, k) e escrever os vetores neste sistema: ) .
Fig. 3.5: Angulo entre u e v

u = a1t + asj + agk

v =0b1i+ byj + bsk

Utilizando a lei dos cossenos temos que:

lo = wl* = Jluf® + Jol* = 2[lu[|v] cos(9),
e consequentemente
(a1 = 1)* + (a2 = b2)” + (a3 = b3)* = af + a3 + a3 + b + by + b5 = 2 [[u| [v]] cos(0).

Assim
cos(8) = a1by + agbs + asbs (35)
uf ol '

Ao termo a1b; 4 a2bs 4 azbs daremos o nome de produto escalar de u por v e denotaremos por

u-v.

Resumindo:
DEFINICA0 3.13 Se ¥ = (B,0) com B = (3,7, k) é um sistema de coordenadas cartesiano, u = (a1, ag,a3)s e
v = (b1, bg, b3)y, entdo definimos o produto escalar (ou produto interno) de u e v como:
u - v = a1b; + agby + agbs = ||ul| ||v|| cos(8).

Assim definido, o produto escalar é uma operacéo que associa a dois vetores um nimero real.
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E importante observar que a expressio:
u - v = [|ul| [[v]| cos(6)

independe da escolha do sistema de coordenadas, ou seja, tal igualdade é valida também em sistemas

de coordenadas ndo cartesianos. No entanto, a igualdade:
u-v = a1by + asby + asbs

s6 € valida em sistemas de coordenadas cartesianos (ortonormais).

Além disso, os argumentos apresentados anteriormente provam que:
Dados dois vetores u e v temos que:
u-v = |ull[[v]cos 8,

e assim o angulo 6§ entre esses vetores satisfaz:

u-v
f = arccos <7> .
|l vl

Como consequéncia imediata da definicdo de produto escalar temos:

Dois vetores u e v sdo perpendiculares se e somente se v - v = 0.

Dado um vetor v = (z,y) num sistema cartesiano no plano, ¢é interessante notar que o vetor n =

(—y,x) é ortogonal a v e tem mesma norma de v. Note:

v-n =—-xy+ay=0
Inl = Va2 +y? = |v].

De fato, veremos no Capitulo 10, Se¢éo 10.3 que n; = (—y, x) é obtido rotacionado de 90° o vetor

v no sentido anti-horario, e ny = (y, —x) é obtido rotacionado de 90° o vetor v no sentido horario.

Determine o anguloentreu =t +2j + kev=—1+ 7 + 2k.

<
Solucio:
[[u]l [lv]]
3 1

m_§
1 T
9_ - _ 5 o
= @ = arccos <2> =3 = 60
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ExEmMPLO 3.19 Mostre que os vetores u = 3¢ + 45 + k e v = 2¢ — 35 + 6k sdo ortogonais.

Solucio:

w-v=(3,4,1)-(2,-3,6)=3-2+4-(-3)+1-6=6—12+6=0.

Logo u e v sao ortogonais.

PrROPOSICAO 3.20 O produto escalar possui as seguintes propriedades:

urv=v-u
2lu-(vtw)=u-v+u-w
5] weu = [l 2 0

u - u = 0 se e somente se u = 0

(5] u-(\v) = u-v

OBSERVACAO 3.21 De modo geral, fixado um espaco vetorial V, qualquer funcéo binaria - : V x V' — R que satisfaz

as propriedades descritas acima ¢ dita ser um produto interno de V.

Demonstragao. Se u : (ay,as,a3) e v : (by,b2,b3) e w: (c1,c2,c3)

u - v = ai1by + agby + azbs = biay + boasg + bsaz =v - u

u-(v+w) = (a1,a2,a3) (by + c1,b2 + c2,b3 + ¢3)
= a1(by 4+ c1) + az(by + c2) + as(bs + c3)
= (a1b1 + agby + a3b3) + (a101 + ageo + a363)

= u-v+u-w

w-u=ai+a3+ai=|ul>>0
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Se u - u = 0 entdo ||u|| = 0 e consequentemente u = 0. Reciprocamente, se u = 0 temos
= (0,0,0), e entdo u - u = 02 + 02 + 02 = 0.

A demonstragio desse item é deixada como exercicio ao leitor.

ExEMPLO 3.22 Num quadrado ABCD temse A = (3, —4) e B = (5,6) . Quais sdo as coordenadas dos pontos C' e
D?

Solucdo 1: Denotando as coordenadas de C' e D por C' =
(c1,c2) e D = (dy,d2), temos que AB = (2, 10 ]ﬁ = &
(61 —5,62 —6),@ (dl —Cl,dg—CQ)eDA (dl

3,dy +4). D

O vetor ]ﬁ é perpendicular ao vetor ﬁ logo o pro-

duto escalar entre eles é nulo, ou seja,
A
BC - AB = 0.

Isto implica que 2(¢; — 5) + 10(c2 — 6) = 0, que simplifi-

Co

cando resulta em
D2
2c¢1 + 10ce = 70 (3.6)
Temos ainda que HEH = ||B?H = /104, logo

(1 —5)% + (cg — 6)% = 104 (3.7)

Fig. 3.6: Quadrados de lado AB

Substituindo (3.6) em (3.7) teremos que (co — 6)? = 4 e logo co = 8oucy = 4

Quando c2 = 8 por (3.6) c; = —5 e quando ¢ = 4 entdo ¢; = 15, ou seja, C = (—5,8) ou
C = (15, 4).

O célculo de D é anéalogo. 0

Solucao 2: Uma segunda solucdo para o exemplo acima faz uso da Observacédo 3.17. Temos que

@ (2,10) e dai, rotacionando @ de 90° no sentido anti-horario, temos B? ﬁ —-10,2).

Logo:
— B+ BC=(-
D =A+AD = (-7,-2).

Finalmente, se rotacionamos ﬁ de 90° no sentido horario, temos lﬁ ﬁ (10, —2). Assim:

C =B+ BC=(15,4)
D =A+AD = (13,-6).
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ExXEMPLO 3.23 Mostre que as trés alturas de um tridngulo sdo concorrentes em tnico ponto.

Solucdo: Dado um tridngulo AABC, entéo as alturas BB’ e C'C’ se interceptam num ponto O.

O problema fica resolvido se mostrarmos que AA’ é a altura relativa ao lado BC'. Sejam entdo os

vetores: CL:O_1>4,b: O@ec:O?.
Como as retas OB e C'A sdo perpendiculares:
O?'CTZl:Oib-(a—c):O:b-a:b-c
De modo analogo, como as retas OC' e AB sao perpendiculares:
O?'E:0:>c-(b—a):0:>c-b:c-a
Elogo b-a = c- a, ou seja,
a-(c—b)=0= OA-BC =0

Desta forma a reta O A é perpendicular ao lado BC, sendo assim a altura relativa ao vértice A. Essa
reta intercepta as outras alturas no ponto O, e assim as trés retas se interceptam num tnico ponto,

que é denominado ortocentro do triangulo AABC.

O

Projecao Ortogonal
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Passemos agora a um novo problema. Dados dois vetores v e u, com u
nao nulo, queremos decompor o vetor v em dois vetores p, g tais que p
é paralelo a u e q é perpendicular a u, ou seja, queremos encontrar p, g

tais que

v=p+gq, p=Au paraalgum A € Re qg-u =0.

Reescrevendo as condicdes acima temos que p = Proj, v

(v—p) - u=0 Fig. 3.7: Projecéo de v sobre

u
e logo
(v—Au)-u=0

vou—Mu/*=0

Desta forma

A

ETIE
[[ae]]

(1)
p=|—3|u
]

Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determinado é unico. Tal vetor é chamado

de projecéo ortogonal de v sobre u e é denotado por Proj,, v.

Demostramos assim o seguinte resultado.

Dado u um vetor nio nulo, e v um vetor qualquer, entdo a projecéo ortogonal Proj,, v de v em u

. u-v
PTOJUU = <W> u (38)

existe e é Unica:

Veja que um modo facil de lembrar da projecédo é observar a Figura 3.7 e ver que esta é um vetor p

tal que seu comprimento obedece:

Il = (o] cose) — (1LRE22) (22,

[ [

e tem mesma direcéo e sentido que u, donde temos:

o = (1) (i) = (ﬁu@ *

Note também que o vetor p = Proj,, v ndo depende do comprimento de u. Tal fato encontra-se

expresso no lado direito da Equacdo 3.8 se observamos que o vetor u aparece duas vezes no seu

numerador e “ao quadrado” no denominador.
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Determine a area do tridngulo AABC' cujos vértices num sistema de coordenadas cartesiano sdo

A=(1,2,B=(3,1)eC=(25)
<

Solucio: Temos que AB = (2,-1)e AC = (1,3). Além disso, n = (1,2) é um vetor ortogonal a

AB.

A area do triangulo AABC' é dada por:

5 = 1 ABlh,

AC - )
[l
1
, temos que S = 5[@ - n|. Logo:

1 7
S <2>| + 6| 5

onde h = ||Proj, AC || = , € a altura do triangulo AABC relativa ao lado AB.

Como |[n| = ||AB

Produto Vetorial: Vetor Perpendicular a dois Vetores Dados

Voltemos nossa atencdo agora para um novo problema: dado dois vetores ndo paralelos u e v como
podemos encontrar um novo vetor w perpendicular aos dois vetores dados? Note que, ao contrario
do que ocorre com a projecio, este problema ndo possui uma tnica solugdo. De fato, se encontrarmos

um vetor w satisfazendo as condi¢des acima, qualquer vetor Aw também satisfara.

Passemos & solu¢do. Como sempre, tomemos primeiro uma base ortonormal (2, j, k) e facamos
u = a1t + asj + ask e v = b1t + baj + bsk. Vamos denotar por w = xt + yj + zk o vetor
que queremos determinar. Como queremos que o vetor w seja perpendicular aos vetores u e v,

precisamos entdoque w-u =0equew - v = 0.

Temos assim o seguinte sistema linear:

a1x + agy +azz =0
b1$+b2y+b32 =0

ou ainda

a1 + a2y = —asz
bll' + b2y = —b3z
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Como u e v, pelo exercicio ??, podemos supor sem perda de generalidade que:

al a
b0,
b1 by
e, usando a regra de Cramer, concluimos que
—asz ag asz a2 a2 as
—ng bg bg bg bg bg
r=——=—z =z
ap ag ap ag ayp a2
bl b2 bl bz bl b2
e
a; —asz a] das a3z ai
b1 —b3z b1 b3 bg b1
y = = —72 =z
ayp az ayp az a1 az
b1 by b1 by b1 by
Escolhendo
ayp a2
YA
)
temos que
| a2 a3 |. as ay ar az |
by b3 by by by b

Motivados pelos calculos acima, definimos:

DEFINICAO 3.27 O produto vetorial de u = (a1, as, asg) e v = (b1, b, b3) (num sistema de coordenadas cartesiano),

denotado por u x v, é o vetor obtido pelo seguinte determinante formal:

UXv=|a a as
by by b3

OBSERVACAO 3.28 Note que, diferentemente do produto escalar que associa a dois vetores um ndmero real, o produto
vetorial associa a dois vetores um terceiro vetor. O seja, dados vetores u e v de V? temos que

u-veER masu x v e V3.

Antes de continuar apresentaremos algumas propriedades do produto vetorial.
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TEOREMA 3.29 Dados os vetores u = (a1, a2, as), v = (b1, ba,b3) e w = (c1, co, c3) 0 produto vetorial possui as

seguintes propriedades:

Anti-simetriau X w = —w X u
Distributiva: (u +v) X w =u X w+ v X w

2 2 2 2
(3] lw x vl" = [lul” vl — |- vl

lu X v|| = ||u| ||v] sen (0), onde 6 é o angulo entre os vetores u e v.

Demonstragdo. A demonstracdo dos dois primeiros itens é direta e sera deixada como exercicios:
Para demonstrarmos a quarta propriedade basta observar que
] [0 = - vf* =
= (a% + a3 + a3) (b% + b3+ b3) — (a1b + azby + asbs)?
= (ab] + afb3 + aib3 + a3bi + a3b3 + a3b3 + a3bi + a3b3 + a3b3)
—a%b% — 2aq1a2b1by — 2a1a3b1bg — a%b% — 2aga3bobg — a%bg
= a2b3 + atb? — 2a1a2b1by — 2a1a3b1bs + a3b? + a3b3 — 2anazbobs + aibi+
agbg (agbs — a3b2)2 + (a1bg — a3b1)2 4+ a1ba — ash;

= Jlu x v|*.
A quinta propriedade decorre facilmente da anterior, bastando para isso lembrar que
[ vf* = [|ull* |]* - cos” (6)

e portanto

2 2
2 2 2 2

= [[wl* [0l = lul* [lo]* - cos™ (6)

o]l (1 = cos? (6)) =

lv]|* sen? (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geométricas do produto vetorial.
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||v]| sen @

Fig. 3.8: Paralelogramo gerado pelos vetores u e v.

Area de um Paralelogramo e de um Triangulo

Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois vetores ndo paralelos u e v, como na

figura abaixo

A altura do paralelogramo é dada por ||v|| sen(é) e portanto, da propriedade 5 do produto ve-
torial, concluimos facilmente que sua area é dada por ||u|| ||v||sen () = ||u X v||. Em resumo,
mostramos que a area do paralelogramo de lados u e v é igual ao comprimento do produto vetorial
destes vetores.

A= [lux ol

Notamos que uma defini¢do geométrica para o produto vetorial que poderia ser tomada como alter-

nativa a Definicdo 3.27 é definir o vetor u X v como o vetor tal que:

tem modulo igual a area do paralelogramo gerado por w e v, como na Figura 3.8;
tem direcdo perpendicular aos vetores u e v;

tem o sentido determinado pela "regra da méao direita", ou seja, temos u, v, 4 X v com mesma

orientacédo dos vetores 2, j, k.

A partir da expressdo anterior podemos encontrar uma expressio
para a area de um tridngulo AABC. Para isso considere o paralelo-
gramo determinado pelos vetores AB e BC, como na figura abaixo.
A diagonal BC' desse paralelogramo divide este em dois tridngulos de

areas iguais. Logo a area do tridngulo sera metade da area do paralelo-

A= 3 )

gramo:
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Produto Misto

O produto misto é uma operacdo que associa a trés vetores u, v, w o nimero real obtido pelo
produto escalar de u com o produto vetorial v X w. Denotamos o produto misto entre u, v, w por

U-v Xw.

E importante salientar que, como o produto escalar entre dois vetores ¢ um ntimero real e o
produto vetorial ¢ uma operacéo entre dois vetores, no calculo do produto misto realizamos sempre
o produto vetorial antes do produto escalar, ou seja, mesmo sem a utilizagdo de parénteses, temos

u-vXw=u-(vXw).Aoperacio (u - v) X w ndo é bem definida!

Se u, v, w sdo descritos numa base ortonormal (2, j, k) o calculo do produto u-v X w é simples

conforme podemos observar no teorema a seguir:

TeorEMA 3.31 Dados os vetores u = (a1, a2,a3), v = (b1, b2,b3) e w = (c1, 2, c3) descritos numa base orto-

normal (¢, 7, k), temos:

a]; as as
u-vXw=(uXv) - w=|0b; by b3
i1 C2 C3
Demonstragdo. Calculando v X w temos:
UV XW= b1 bg b3 = (5203 — bgCQ, b301 — blcg, blcg — bgcl).
Cl1 C2 (3

Fazendo entdo o produto escalar segue:

u-v X w = (a1,az,a3) - (bacg — bzca, byer — bics, bica — bacy)

a; ag as
= CL1[)203 — albgcg + azbgcl — agblcg + agblc2 — agbgcl = bl b2 bg
1 C2 C3

Calculando de maneira analoga o produto (u X v) -w é facil ver que vale a igualdade u-v X w =

(u X v) - w.

A partir do Teorema acima e das propriedades de determinantes, sdo praticamente imediatas as

propriedades de produto misto descritas na proxima proposicao:
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ProrosicAo 3.32 Dados vetores u, v, w,me A € R valem:
Permutacéo de dois vetores inverte sinal:
U VXW=—U - WXV=—DV - UXW=—w- VXU

Igualdade por permutacio circular:

U VXW=V - WXU=W-UX V,;
Se dois vetores sdo iguais o produto é zero:

U-UXV=U-VXU=V -UXU.
Escalares comutam:

M) - vxw=u- A xw=u-vx(Aw)=A(u-vxw)

Vale a distributiva:

(u4+m) vXw=u-vXW+m-vXxXw

u-(v+m)Xw=u-vxXxXw+u-mxuw

u-vX(w+m)=u-vXw+u-vxm
Veja um exemplo de aplicacgéo de tais propriedades:

EXEMPLO 3.33 Sabendo que - v X w = 2 calcule v - (2u + v) x (3w).

Solucio:

v-2u+v)x Bw)=v-(2u) X Bw) +v- v x (3w)
=2-3)v-uxw+0

=—6(u-vxw)=—12.

65
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uxXv

Aregda base =u x v

Volume de um Paralelepipedo

A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo, em funco dos vetores u = zﬁ , U= ﬁ

ew = AF.

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo produto V' = Ayh da area A, da base pela
altura h. Como ja vimos a area da base pode ser calculada por A, = ||u X v||. Ja a altura é dada

pela norma da projecéo do vetor w sobre o vetor u X v. Como

.2 (u X v),
segue que

[(u X v) -

Proju sy wl|| = o x o]

[u X v
B [(u X v) - w|
|u X v

Segue portanto que

u X v)-w
V:Abh:\|u><v||u:|(uxv)-w|.
lu X vl
Esse resultado nos da (para bases ortonormais) uma interpretacio geométrica para a propriedade de
que trés vetores u, v, w sdo LD se e somente se o determinante da matriz com suas coordenadas é
nulo. Os vetores u, v, w sdo LD se e somente se sdo coplanares, o que “colapsaria” o paralelepipedo

num plano, gerando um “sélido” de volume zero.
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EXEMPLO 3.35 Sejam A = (a1,a2), B = (b1,b2),C = (c1,c2) pontos no plano. Entdo a area do AABC é dada

por

ay; ag 1

1

SaaBc = 5 det | b by 1

C1 C9 1
<

1
Solucio: Considere os vetores a, b e ¢ de coordenadas @ = (aj,az,1), b = (b1,be,1) e ¢ =
(Cl, Co, 1).

E facil ver que eles sdo arestas de um tetraedro de altura 1 formado pela origem O do sistema

de coordenadas e pelos pontos A’ = (O +a), B’ = (O + b) e C' = (O + ¢), que tem como base o

triingulo A A’ B’C’, congruente ao triangulo AABC. Se Saapc € a area do tridngulo AABC, o
volume V7 desse tetraedro é:

Vr = %SAABC- (3.9)

Por outro lado, temos que, se Vp é o volume do paralelepipedo de arestas a, b e ¢, também vale:
1
Vr = EVP. (3.10)
Igualando as equacdes (3.9) e (3.10) segue:

1 1 1 ay; ag 1
SAABC:§VP:§|a><b-c|:§ det | b b 1

C1 621

O resultado anterior nos da um critério simples para que trés pontos no plano sejam colineares.
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Sejam A = (a1, a2), B = (b1,bs),C = (c1, c2) pontos no plano. Entdo eles sdo colineares se a area

do triangulo formado por eles for zero, ou seja se:

al a 1
by by 1|=0
Cc1 C 1

Escolha do Sistema de Coordenadas (*)

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser escolhido tomando qualquer ponto O
como origem e qualquer duas retas perpendiculares como os eixos. Em geral resultados geométri-
cos nio dependem de como escolhemos nosso sistema de coordenadas, mas ao fazermos a escolha
correta podemos simplificar significativamente o resolugéo de um problema. E possivel, por exem-
plo, fazer com que as coordenadas dos vértices de certas figuras geométricas fiquem mais simples,

aumentando a quantidade zeros em suas coordenadas, simplificando assim a manipulagio algébrica.

Considere, por exemplo, um tridngulo AABC'. Vamos descrever esse tridngulo através de coor-

denadas A : (z1,y1), B : (z2,y2) e C : (x3,y3) em um sistema de coordenadas X..

('TSv ?JS)
A (9527 y2)

(z1,11)

\j

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: escolha como eixo x a reta AB, e como
eixo y a reta perpendicular a AB passando por C. Determine o sistema de coordenadas colocando
a origem no ponto O dado pela interseccio dos dois eixos, e escolhendo uma base ortonormal (¢, 7)
formada por vetores unitarios paralelos a estes eixos. Neste sistema o vértice A tem entdo coorde-
nadas do tipo (a, 0) e o ponto B coordenadas do tipo (b, 0), j& que ambos estdo sobre o eixo z. Ja o

ponto C, que esta posicionado sobre o eixo y, tem coordenadas do tipo (0, ¢).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordenadas conseguimos reduzir o nimero de

variaveis de 6 para apenas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sistema de coordenadas adequado facilita
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(,0) O b.,0) ©

a demonstracdo de propriedades geométricas. Vocé consegue demonstrar estas propriedades usando
um sistema de coordenadas arbitrario?
Se um triangulo ¢ isosceles, as medianas dos dois lados de mesmo comprimento possuem o mesmo

tamanho.

<

Solucio: Consideremos o mesmo sistema de coordenadas descrito acima. Neste sistema temos A :

(a,0), B: (b,0)eC :(0,c).

Supondo que segmentos C'A e C'B possuem o mesmo comprimento, concluimos que

Va2 + & =|C4| = [0B| = VP + &

e logo a® = b%. Segue que a = b ou a = —b. Se a = b nao temos um triangulo ja que dois vértices
coincidem, de onde segue que a = —b.
Seja M7 o ponto médio de AC. Pelo exemplo 3.6 temos que as coordenadas de M; = (g, g) =
—b — b
<7, g) . Analogamente, o ponto médio My de BC' tem coordenadas <§, g) .
Como a mediana de C'A é dada pelo segmento BM; e a de C'B ¢ dada pelo segmento AMo,
segue que
R b c 92 2
|BM,| = “(—57 )~ (& O)H VT t7
e
—_— b c 92 2
|AM,| = H(@ 5) - (—b,O)‘ V7T t7

e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o mesmo tamanho.

ExempLo 3.38 Num triangulo retangulo o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos trés vértices.
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<

Solucao: Para um tridngulo retangulo AABC com hipotenusa AB um sistema de coordenadas

adequado é o que toma como origem o vértice C' = O e como eixos as retas que ligam Ca Ae C a

B.
Neste Sistema de coordenadas temos que A : (a,0),
. . i i 4 A
B:(0,b) e C:(0,0). O comprimento da hipotenusa é y L B:(0,b)
|AB| = v a? + b2
Ja Z pg)nto médio M da hipotenusa tem coordenadas A (a,0)
M : <§, 5) e logo o comprimento da mediana é O . >
a> v 1 1
|CM|=\/—+—=2zVa?+b>=-|AB|
4 4 2 2
Logo temos que a distancia do vértice C' a M é metade da distancia entre os vértices A e B, e
logo M esta equidistante dos trés vértices. 0

A(0,¢) (d,c) (0, ¢) (b—a,c)

»
L

(a,0) O T(b,0)  (a,0) O T (b,0)

trapézio paralelogramo

3.7 O Problema do Lugar Geométrico (*)

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o espago euclidiano, e como podemos
usar tais representacoes na resolugao de alguns problemas geométricos. Nesta secdo vamos dar
uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos problemas fundamentais da geometria analitica:
o problema do lugar geométrico. Em poucas palavras, dada uma figura ou condi¢do geométrica
queremos determinar uma equagio ou condi¢des algébrica que a represente. Ou ainda, de modo

contrario, dada uma equacéo ou condicdo algébrica determinar sua representacdo geométrica.
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O lugar geométrico de uma equacio

Dada uma equacéo (por simplicidade, em duas x, y ou trés variaveis z, y, z)

f(z,y)=0 ou g(x,y,2z) =0 (3.11)

cada par ou tripla de nimeros reais que satisfizer a equacdo acima é dito solu¢do da equacio e
o conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem a equacdo (3.11) acima é chamado de lugar

geométrico da equacio.

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como definido acima, depende do sistema de
coordenados escolhidos. Em outras palavras, uma certa figura ou condi¢do geométrica pode ser
descrita algebricamente de varias formas distintas, dependendo, dentre outros fatores, do sistema
de coordenadas escolhido. Por esta razdo, buscaremos dentre as possiveis representacdes aquela que

proporcione a maior simplicidade algébrica.

Durante esse processo (e em varios outros) podemos substituir uma certa equagao por outra
que possua as mesmas solugdes, ou seja, que defina o mesmo lugar geométrico. Neste sentido, duas

equacdes algébricas sdo ditas equivalentes se definem o mesmo lugar geométrico.

Analisemos a equacéo
(x —2)% + (y — 3)* = 25.

Observe que tomando C' = (2, 3) a distancia r de um ponto qualquer (z, y) no plano euclidiano até
C' é dada por

r=v(r—-22+(y—3)?
ou de modo equivalente

r? = (z—2)* + (y — 3)%
Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a equacio acima se, e somente se, sua
distancia para o ponto C : (2, 3) for igual a 5.

Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas descrito acima, o lugar geométrico da
equacao
(x—a)’+(y—0b)° =17

é um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a, b).

<

Generalizando o exemplo anterior, um circulo de centro C' e raio r é definido como o conjunto dos
pontos cuja distancia ao centro é igual a r. Esta é a condigdo geométrica que descreve o circulo. Bus-
quemos agora uma representacao algébrica. Se escolhermos um sistema de coordenadas cartesiano

no qual C': (a,b), entdo todo ponto P : (x,y) no circulo deve satisfazer

Pl =,
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ou seja,

V@—a?+ - =r,

ou ainda a equagéo algébrica equivalente
(= a)* + (y = b)* ="
<

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou seja esse ponto dista r do centro)

se e somente se satisfizer a equacio (z — a)? + (y — b)* = r2.

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacdo entre uma curva e uma equacao diremos que

esta é a equacdo da curva.

Diremos que uma equacéo f (z,y) = 0 é a equacgdo de um dado lugar geométrico se todo ponto
que satisfaz a equagdo pertence ao lugar geométrico e todo ponto que pertence ao lugar geométrico

satisfaz a equacéo.

Dado um sistema de coordenadas cartesiano, lugar geométrico conhecido descrito pelo eixo x é
formado por todos os pontos cuja segunda coordenada (y) é zero, ou seja, a equagao do eixo z é

y=0.

Como vimos (z — a)? 4 (y — b)? = r2 é a equacio do circulo de raio e centro em P : (a,b).

<

Determinar a equacéo do lugar geométrico formado por todos os pontos cuja a distdncia a um ponto

fixoF' é igual a distdncia a uma reta fixa d.
<

Solucao: Dados uma reta fixa d, chamada diretriz, e um ponto

P fixo F' chamado foco, a parabola é o conjunto dos pontos P
equidistantes do foco e da diretriz, ou seja, o ponto P tal que
; P2 = {771
F

onde D ¢é o ponto de d mais proximo de P.
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A reta passando por F' perpendicular a d é chamada eixo
da parabola. O ponto de interseccdo entre o eixo da parabola e a parabola é chamado vértice da

parabola. Observe que o vértice esta localizado na metade da distancia do foco a diretriz.

Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da parabola
e a reta passando pelo vértice da parabola, perpendicular

ao eixo. Essa ultima reta é paralela a diretriz da parabola.

Seja 2m a distancia entre o foco e a diretriz d. No sis-
tema de coordenadas que adotamos F' tem coordenadas

(m,0) e a equacio da diretriz é x = —m. Como P satisfaz

-

(x—m)*+y2 =z +m.

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade concluimos que

(x —m)? + 9% = (x4 m)?

m? = 2ma + 2? + y* = (m?* + 2mz + 2?)
2

y° =4dmx
¢ a equacao satisfeita pelos pontos da parabola neste sistema de coordenadas. g
Interseccdo Dadas duas equacoes
f(z,y) =0
g(z,y) =0,

os pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as equagdes é chamados de pontos de in-

terseccao. Analiticamente as coordenadas de tal ponto satisfazem ambas as equacoes.

A interseccio de duas equacdes pode ser vazia, neste caso diremos que os seus lugares geomé-

trico ndo se interceptam.

ExeEmPLO 3.45 Determinar analitica e graficamente os pontos de intersecgio de

r—12=0
y2—3x:0
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Solucdo: Primeiro observemos que x — 12 = 0 é a equacdo de uma reta paralela ao eixo y, enquanto
y? — 3z = 0 é a equacdo de uma parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo 7. Assim
o conjunto dos pontos de interseccdo dos dois lugares geométricos é formado de no maximo dois

pontos.

Analiticamente, concluimos da primeira equacio que todo ponto de interseccio (x,y) deve ter

x = 12. Substituindo na equacédo da parabola encontramos que

y* = 36,
e portanto
y = =£6.
De modo que os pontos de intersec¢do sio (12,6) e (12, —6). O

Coordenadas Polares (*)

Nesta secao estudaremos uma nova forma de descrever a localizacdo de pontos no plano euclideano
[E2: as coordenadas polares. A principal motivagio para a utilizacio desse sistema de coordenadas
é que, neste sistema, curvas com algum tipo de simetria em relagio a origem O do plano, como
por exemplo o circulo e a elipse, podem ser descritas de maneira mais simples que nos sistemas de

coordenadas vetoriais.

Num sistema de coordenadas polares um ponto P é localizado no plano em relag¢io a uma semi-
reta OA. A origem O dessa semi reta é denominada origem do sistema de coordenadas polares ou

o
polo e a semi-reta O A ¢ dito eixo polar.

9] A

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordenadas polares é um par (r, ), onde r é

a distancia do ponto ao polo, isto é, r = d(O, P) e 0 é o angulo orientado que a semi-reta ﬁé faz
S

com a semi-reta OA. Claramente a posi¢ao do ponto fica bem determinada se conhecemos 7 e 6. O

par (7, 6) é denominado coordenadas polares do ponto P, e neste caso escreveremos simplesmente

P:(r0)

Como 6 é o angulo orientado entre o eixo OA e a reta O P seus valores podem ser positivo ou

negativo conforme a orientagao no sentido anti-horario ou horario do angulo.
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P - (2,60°)
Py : (4,120°)
Ps:(2,0)

Py - (5,240%)

270°

Fig. 3.9: Coordenadas polares

P:(r0

P’ (—r,0)

Por outro lado, o raio r, sendo a distancia de P a origem, é naturalmente um nimero real po-
sitivo, porém podemos estender seu significado de modo a termos raios negativos. Para isso con-
vencionamos que o ponto (—r,0) com r > 0 deve ser construido do seguinte modo: construimos
uma semi-reta faz uma angulo 6 com o eixo polar e estendemos essa semi-reta. marcarmos o ponto

(—r,8) como sendo o ponto sobre a extensdo da semi reta que dista r do polo O.

Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordenadas cartesianas e o sistema de coor-
denadas polares é que em coordenadas polares um ponto P pode ser descrito por uma infinidade
de coordenadas. Por exemplo, a origem O é descrita por todas as coordenadas da forma (0, 6) .,
enquanto que um ponto P : (7, ) distinto da origem é descrito por todas as coordenadas da forma
(r,0 +2mn) e (—r,0 +m(2n + 1)).

Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma coordenada na qual o raio é positivo
e o angulo 0 esteja entre 0 < 6 < 27. Denominamos esse par como o conjunto principal de

coordenadas polares do ponto em questio.

Relacao entre Coordenadas Cartesianas e Polares

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um sistema cartesiano escolhendo como a

origem o polo, o eixo x como o eixo polar e o eixo y como a reta perpendicular ao eixo polar passando



CAPITULO 3. VETORES EM COORDENADAS 76

pela origem. Esse sistema de coordenadas é chamado sistema cartesiano associado . Quando, ao
tratarmos de coordenadas polares, nos referirmos as coordenadas z, y, eixos x ou y, etc. de um

sistema cartesiano este sempre sera o sistema cartesiano associado.

Observe a Figura 3.10:

y
[ » P
r :
0 [k
O To X

Fig. 3.10: Coordenadas polares

E facil ver que:

xo = rcos(f)

yo = rsen(f)
r= j:\/x% +y8
tgh = %
o

Assim temos que as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas do sistemas associado se

relacionam segundo a seguinte tabela:

‘ Coordenadas Cartesianas ‘ Coordenadas Polares ‘
(rcos@,rsenb) (r,0)

(z.9) (V2 + 2, arctg(2))

EXEMPLO 3.46 Determinar as coordenadas retangulares do ponto P cujas coordenadas polares sdo (3,120°)

<
Solucio: Neste caso r = 3 e § = 120° logo as coordenadas sao:
1 3
_ _g. ()22 3.12
x=rcos(f) =3 < 2) 5 (3.12)
y:rsen(ﬂ):?)-@.:% (3.13)
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3 3V3
Ouseja, P: | —=, ==
u seja ( 5 2)

Determinar as coordenadas polares do ponto cujas coordenadas retangulares séo (1, —1).

77

<

Solucio: Temos que 7 = £+/1 + 1 = +v/2 e que § = arctg (—1) .Para 0 < § < 27. temos que =

7
—Tr.
4
, - (47
Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é | 1, i)
o . 7 7

Outras coordenadas possiveis para o ponto sdo | 1, i +2mn ) e | -1, a" +7(2mn+1) |.

O

Determinar a equacio retangular do lugar geométrico cuja equacéo polar é

2

rzl—cosH

Solucdo: A equagdo dada é equivalente a r — r cos § = 2. Substituindo r e r cos § temos:
+vat+y?—r=2

Transpondo z e elevando ao quadrado temos
2?4y = (2+x)2

que simplifica para y?> = 4(x + 1) (uma parabola).

Mostre que a distancia d entre os pontos (71,61 ) e (r2,02) em coordenadas polares é

d= \/r% + 73 — 2ryre cos(fy — 62)

Solucio: Usando a lei dos cossenos temos:

IPQI* = [lOP|* +[0Q|* - 2|OP|*|OQ]| cos (6 — 61)

= r% + r% — 2rqrg cos(fs — 61)

(3.14)
(3.15)
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0y
01

E consequentemente a distancia do ponto P ao ponto @) é:

IPQIl = /v + 1% — 207y cos(8: — 61)
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Retas e Planos

Dando continuidade ao nosso estudo sobre lugares geométricos e suas equacgoes, vamos nos con-
centrar agora no estudo de dois elementos geométricos fundamentais da geometria as retas e os

planos.

Ressaltamos, que em todo este capitulo utilizaremos um sistema de coordenadas cartesiano

(4,3,k,0).

Equacdes da Reta

SRy

x Y

Um dos postulados da geometria Euclidiana nos diz que, dados dois pontos no espago existe
uma Unica reta contendo estes pontos. Isso nos leva ao seguinte problema dados dois pontos A e B,

determinar a equacdo da reta r que passa por estes dois pontos.

Para isto, observe que dado um ponto X em 7, o vetor AX é paralelo ao vetor z@ , € portanto
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existe um escalar ¢t € R tal que zﬁ = tﬁ. Assim, temos que
X = A+ AX — A+ tAB,

e considerando A : (a,b,c) e v = AB = v1t + vaJ + vsk, vemos que um ponto X : (z,vy, z)

pertence a reta r se e somente se AX = vt, ou ainda

r: X =A+uvt (4.1)
Expandindo obtemos
x U1
=16 |+ va |2, (4.2)
z c U3
ou de forma mais simplificada:
r = a-+vt
riqy = b4 vt (4.3)
¢+ v3t

A equagdo 4.1 é conhecida como equacio vetorial da reta 7, e nestas condi¢des o ponto A
é chamado ponto inicial e o vetor v é dito vetor diretor da reta reta r. As equacdes em 4.3 sdo

chamadas as equacdes paramétricas da reta 7.

Heuristicamente, pensando no parametro ¢ como tempo, podemos entender esta equacio como
a trajetoria de um ponto que se move no espaco ao longo da reta r tendo o ponto A como o ponto

inicial e o vetor v como a velocidade, e assim para cada valor de ¢ obtemos um ponto no espago.

Outra forma de representar a reta r pode ser obtida ao isolarmos o pardmetro ¢ nas equacdes
paramétricas. Assim, se em 4.3 tivermos v; # 0,vy # 0 e v3 # 0, podemos eliminar o parametro ¢

e obter

U1 V2 V3

chamadas de equagodes da reta  na forma simétrica.

E importante observar que a equacio de uma reta, em qualquer uma de suas formas, nio é tnica.
De fato, as equagdes dependem fundamentalmente da escolha do ponto inicial e do vetor diretor,
gerando assim uma infinidade de equagdes para representar um mesma reta. Para entender esta
afirmativa, consideremos uma reta r : X = A + vt. Escolhendo um ponto B em 7, podemos trocar
o ponto inicial por B e assim representar r por r : X = B + vt. Do mesmo modo, trocando o vetor
diretor v por outro vetor v/ paralelo, obtemos que X = A + v/t é também uma equacido vetorial

para r (veja exercicio ??).

Encontre as equacdes da reta que passa pelos pontos A : (0,1,1) e B : (1,3,0).
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Solucio: Escolhendo v = zﬁ : (1,2,—1) como vetor diretor e A como ponto inicial obtemos a

equacdo vetorial

r: X =A4+vt
x 0 1

= 1 +1 2 t
z 1 —1

As equagdes paramétricas ficamentdox =t,y =1+ 2t,z =1 — 1.

As equacdes simétricas para essa reta sio obtidas isolando o pardmetro ¢ nas equagdes anteriores,

ou seja,
y—1 z-—-1
r=>""——= .

EXEmMPLO 4.2 Dada a reta r de equacio paramétricas 7 : X = (1,3,2) + (1, 1,2)t.

Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.
Encontre um conjunto de equacdes vetoriais para essa reta na qual o ponto inicial seja distinto.

Encontre um conjunto de equagdes vetoriais para essa reta na qual o vetor diretor seja distinto
<
Solucio:

Claramente o ponto (1, 3,2) pertence a essa reta. Para obter outros pontos desta reta bastam
que escolhamos valores distintos para o pardmetro t. Assim, se ¢ = 1 temos que (1,3,2) +
(1,1,2) = (2,4,4) pertence a reta. Tomando ¢ = —2 temos que (1,3,2) — 2(1,1,2) =
(—1,1,—2) pertence a reta.

Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente a reta obtemos equagdes com as
propriedades exigidas. Escolhendo, por exemplo, o ponto (—1,1, —2) obtemos a equacio
vetorial

riX =(=1,1,-2) + (1,1,2)t.

Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos ndo nulos obtemos equagdes com as

1
propriedades exigidas. Se, por exemplo, multiplicarmos o vetor diretor por 3 encontramos a
equagdo vetorial

11
X =(-1,1,-2 -, —, 1)t
r ( ) )+(2727)
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ExEmPLO 4.3 Verifique se os pontos A : (4,1,5) e B : (0,0,0) pertencem aretar : (1,1,2) + (1,0, 1)¢.

Solucdo: Para que o ponto A pertenca a reta r é necessario que exista ¢ € R tal que:

(4,1,5) = (1,1,2) + (1,0, 1)¢

Ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equagdes

4=1+1
1=1+0¢
D=2+t

tenha solucéo.
O sistema acima possui solucédo, t = 3, e logo o ponto A pertence a reta r.

De modo analogo, para que o ponto B pertenca a reta r é necessario que exista ¢ € R tal que
(0,0,0) = (1,1,2) + (1,0, 1)t,

ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equagoes

0=1+¢
0=1+0t
0=2+41

tenha solugéo.

Como sistema acima n#o possui solucéo, o ponto B ndo pertence a reta .

ExempLO 4.4 Identifique o lugar geométrico dado pelas equacoes

2—-3x 2y—2 5z-1
T3 2
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Solucio: Dividindo os numeradores e os denominadores de cada fracdo pelo coeficiente das varia-

veis, obtemos

2 1
T3 _y-1_""5§
o3 2
3 2 5
Esta sdo as equagoes na forma simétrica de uma reta. E portanto o lugar geométrico é uma reta
do pelo ponto (2,1, 1) tor diretor (~, > %) 0
assando pelo ponto (-, 1, =) com vetor diretor (-, =, —).
P peOPOROl3 5 325

Verifique se asretas 7 : X = (1,1,1) + (1,0,1)t e s : X = (0,4,3) + (—1,1,0)t se interceptam.
<

Solucio: Para que um ponto P pertenca simultaneamente as retas r e s, devem existir niumeros reais

1 e 1o tais que
P=(1,1,1)+(1,0,1)t; e P =(0,4,3)+ (—1,1,0)t,.
De onde encontramos que
(1,1,1) + (1,0,1)t; = (0,4,3) + (—1,1,0)to

Resolvendo o sistema acima encontramos t; = 2,73 = —3. Como o sistema possui solucéo, con-

cluimos que as retas r e s se interceptam.

Para determinar o ponto de intersec¢do substituimos ¢ — t; na equagdo P = (1,1,1) +
(1,0,1)t; e obtemos
P:((3,1,3)).

E importante observar que para determinarmos se as retas interceptam, usamos parametros dis-
tintos para cada reta. Isso é fundamental, pois o ponto P apesar de pertencer a ambas as retas, é

descrito em cada conjunto de equacdes por um valor distinto de ¢. n

Equacoes da reta no plano

No caso bidimensional, as equacdes que descrevem as linhas retas po-

0 B dem ser descritas de modo mais simplificado. Comegamos observando
v que, de modo analogo ao caso tridimensional, escolhidos um ponto ini-
cial A e um vetor diretor v, esta reta pode ser descrita vetorialmente

como:

\J

r: X =A+vt (4.4)
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Nesse caso a expressido em coordenadas fica:

S I R S e (4.5)
Yy b V2

Se v1,v2 # 0 podemos escrever a forma simétrica das equacdes da reta no plano

r—a y—2>b

)

U1 V2

ou ainda,

, V2, . . . . ~
O ntimero real m = — é denominado coeficiente angular da reta r, e admite uma interpretacio
U1
geométrica muito simples: o coeficiente angular é a tangente do 4ngulo angulo entre a reta e o eixo

x. Com essa definicéo é facil ver que, para as retas ndo paralelas ao eixo y, podemos escolher o vetor

diretor como ¢ + mj, e assim obter equacédo afim ou reduzida da reta bidimensional
Yy =mx+n,

onde n = b — ma.

v2J

0 Ul'i

A

As retas paralelas aos eixos coordenados (v; = 0 ou vy = 0) sdo especiais. Para as retas paralelas
ao eixo y, ou seja, retas com vetor diretor j, o coeficiente angular ndo esta definido ja que m =
%. Para obter uma equacéo para este tipo de reta, basta observar que todos os pontos possuem a
prlimeira coordenada (coordenada z) iguais. Ou seja, se a reta passa pelo ponto A : (a, b) entdo todo

ponto (z,y) em r é do tipo (a, y), e portanto sua equacio sera dada por z = a.

Do mesmo modo, se a reta é paralela ao eixo x e passa por um ponto A : (a,b), entdo sua

equacao é dada por y = b.
E facil ver que a equacio de toda reta no plano pode ser escrita na forma:
ar +by+c=0,

com a, b, c constantes reais. Tal forma é conhecida como forma candnica ou equacio cartesiana da

reta no plano.
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A

14 y=constante
xX=constante

b
>

\]

Fig. 4.1: Retas paralelas aos eixos coordenados

A equacdo na forma canodnica é Gnica a menos de uma constante multiplicativa, isto é ax + by +
c = 0ealr+ by + ¢/ = 0 representam uma mesma reta se e somente se existe A € R tal que
a = Aal, b= Abl/ e c = A\c! (Por qué?).

Encontre a equagéo da reta que passa pelo ponto (1, 1) e que faz angulo de 60 com o eixo z.

<

Seja r a reta que passa pelos pontos (x1,y1) e (x2,y2). Mostre que o coeficiente angular da reta r é:

N = Y2 — Y1
Tro9 — 1
<
Solucio: O vetor diretor dessa reta é:
(2 —21)i + (y2 — y1)J
E consequentemente m = u g
Tro9 — 1

Mostre que a equacéo da reta passando pelos pontos A = (z1,y1), B = (z2,y2), pode ser escrita

como:
1y 1 |=0
Ty Y2 1
<
Solucio: Seja P : (z,y) um ponto qualquer. O ponto P pertence a reta determinada pelos pontos

A e B se e somente se A, B, P forem colineares, e o resultado segue do critério da proposicéo 3.36.

0
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Equacdes do Plano

Equacodes Paramétricas e Vetoriais do Plano

Passemos agora a um novo problema: determinar uma

equacdo (ou conjunto de equagdes) que representem um
P dado plano no espaco euclidiano. Primeiro, lembremos que

dados trés pontos Py, P, e P, nio colineares existe um

P, ..
P > ? unico plano 7 passando por esses pontos.
0

Seguindo entdo as mesmas ideias utilizadas no caso da
reta, para determinar as equacOes de 7 utilizaremos um
ponto inicial (por exemplo Fy) em conjunto com vetores u = FyP;, determinados pelos pontos
escolhidos. Tome agora um ponto P qualquer deste plano, e observe que o vetor ]ﬁ) é paralelo
ao plano 7, e portanto coplanar aos vetores u e v. Como os pontos Py, P; e 5 sdo néo colineares,
concluimos que os vetores u e v sao linearmente independentes, e assim, pelo Teorema da Base,
podemos escrever o vetor fﬁ como combinagio linear de u e v, isto é, existem escalares s,t € R
tais que

]ﬁ’:us—k'vt,

e portanto
P = Py + us + vt. (4.6)

Assim como no caso das retas, a equacio (4.6) é chamada de equacéo vetorial do plano.

Escrevendo P : (z,y, 2), Py : (20, Y0, 20), w : (u1,u2,u3) e v : (v1,v2,v3) obtemos

T =x9+urs+ vit
y:y0+UQS+’U2t

z = zg + u3s + vst,

encontrando assim equacoes paramétricas do plano. Vale comentar que, assim como no caso
das retas, as equacdes apresentadas acima nao sdo Unicas pois dependem do ponto e dos vetores

considerados.

Encontre as equacdes vetorial e paramétricas do plano 7 determinado pelos pontos Fy : (1,0, 1),

P :(—1,2,3)e P, : (3,1,0).

— —
Solucédo: Definindou = PyP; : (—2,2,2) eu = PyP, : (2,1, —1), a equacéo vetorial de 7 fica

TP =(1,0,1)+ (=2,2,2)s + (2,1, - 1)t.
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A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada por coordenada, ou seja,

r=1—2s+ 2t
y=2s+t
z=1+2s—1t.

Equacido Geral de um Plano

Na secdo anterior vimos como encontrar a equagdo de um

plano a partir das coordenadas de trés pontos nédo coli- A

neares neste plano. Mas a geometria Euclidiana nos da N

uma outra forma de encontrarmos a equacdo de um plano. P
Para isso vamos primeiro lembrar que, dada uma reta e um P

ponto P; podemos encontrar um unico plano 7 que conte-

nha o ponto P; e que seja ortogonal a reta dada. Observe
que, neste resultado, a reta serve apenas para determinar
uma direcdo. Isso nos permite portanto substituir esta reta por um vetor paralelo a ela. Neste sen-
tido, dado um plano 7, dizemos que um vetor n nao nulo é normal a 7 se 12 é ortogonal a todos os
vetores paralelos a 7. E fundamental notar que todo plano possui uma infinidade de vetores normais

(veja o exercicio ??).

Sejam dois pontos P, = (z1,y1,21) e P = (2,9, z) no plano 7. Como o vetor P; pé perpendi-

cularan : (a,b, ¢), calculando o produto interno, obtemos que
a(@—x1) +b(y —y) +clz—2) =0

e assim

ax + by + cz = axy + byy + cz1.

Definindo d = ax1 +by1 +cz1, encontramos que az + by +cz = d para qualquer ponto P : (z,vy, 2)
pertencente ao plano. Em resumo, determinamos que se um ponto P = (z,y, z) pertence ao plano

7, entdo suas coordenadas satisfazem ax + by + cz = d.

Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (z, y, z) satisfazem a rela¢do ax +by+cz = d
tomando P, = (x1,y1,21) teremos, pela defini¢do de d, que d = axy + by; + ¢z e subtraindo
obtemos que

alr—x1)+b(y—vy1)+c(z—2)=0.

Ou seja o vetor Py ?’ é ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a 7.
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Observe que, para que o plano fique bem determinado, o vetor n : (a, b, c) deve ser ndo nulo,

ou seja, é necessario que a’ + b% + ¢ # 0.

A equacdo az + by + cz = d é chamada de equacéo geral do plano, e dada esta equagéo é facil

recuperarmos um vetor normal ao plano. Mais precisamente teremos n : (a, b, c).



5.1

Posicoes Relativas

Nosso objetivo nesta secdo é entender a posicao relativa entre duas retas, dois planos e ou uma reta

e um plano, isto é, se estes se interseccionam, se Sao paralelos, etc.

Posicdo Relativas entre Retas

Posicao Relativas entre Retas no Plano

Comegaremos com o estudo da posicio relativa de duas retas no plano. Lembremos primeiro que

duas retas em um mesmo plano podem ser:

. coincidentes, i.e., sio a mesma reta;
« paralelas;

« concorrentes, ou seja, se interceptam em um dnico ponto.

Tomemos entdo duas retas dadas em forma vetorial comor : A +vte s : B + ut.

Como a diregdo de uma reta é dada pelo seu vetor direcional, temos que as retas r e s sdo

paralelas se seus vetores diretores v e u sdo paralelos, ou seja, se um é multiplo do outro.

Duas retas coincidentes r e s sdo coincidentes se possuem o mesmo lugar geométrico, isto é, o
mesmos pontos. Assim, um primeiro requisito para coincidéncia é, claramente, paralelismo. Uma
vez estabelecido o paralelismo basta agora que localizemos um ponto comum as duas retas. Pode-
mos, por exemplo, verificar se o ponto inicial de 7 (ponto A) pertence a reta s. Caso as retas ndo

possuam pontos em comum, entdo elas serdo paralelas nio coincidentes.

89
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Como as retas estdo em um mesmo plano, uma vez que nio sejam paralelas e ou coincidentes

elas claramente s6 podem possuir um ponto em comum.

Resumindo,

PROPOSICAO0 5.1 Duas retas em um mesmo plano sdo:

« Paralelas se e somente se seus vetores diretores sio multiplos um do outro.

Neste caso elas podem ser:

- Coincidentes: se o lugar geométrico de r e de s sdo o mesmo. Neste casos as retas
sao paralelas e passam pelo mesmo ponto. Para verificar se suas retas paralelas sao
coincidentes é suficiente verificar se elas possuem um ponto em comum. Por exemplo

se o ponto B pertence a reta r.

— Paralelas nédo coincidentes, se ndo possuem pontos em comum.

« Concorrentes, ou seja, se interceptam em um tnico ponto. Neste caso os vetores diretores niao

sao paralelos.

ExeEmPLO 5.2 Determine a posicao relativa entre as retas:

ri(1,2) + (3 —1)tes: (4,1)+ (g,—%)t

P (1,2) 4 (3 —Dtes: (2,2)+ (1,—%)t

r:(1,2)+(3,—-1)tes:(2,2)+(0,1)¢

Solucio:

Coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do outro e o ponto (4, 1)

pertence ar.
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Paralelas ndo coincidentes. Os vetores diretores sdo paralelos, i.e., multiplos um do outro e o

ponto (2, 2) pertence ar.

Concorrente, pois os vetores diretores ndo sdo paralelos.

As condicdes acima valem apenas para equagdes vetoriais, e consequentemente para equagdes
paramétricas. Mas no caso bidimensional as equacdes ficam mais simples e podemos representar
uma reta através de uma tinica equacéo linear. Seria interessante entdo que tivéssemos uma maneira

de comparar equacdes nesta forma.

Tome entdo duas retas 7 : ax + by +¢c = 0e s : a'x + b'y + ¢ = 0. Vamos supor por um
instante que b # 0 e b’ # 0 (r e s ndo sdo paralelas ao eixo y). Nao é dificil se convencer que r e
s sdo paralelas se, e s se, seus coeficientes angulares forem os mesmos. Ou seja, precisamos que

/
a

7= %. Mas isto é equivalente a dizer que @’ = A\a e i’ = A\b para algum \ € R. Observe que se

ambas forem paralelas ao eixo y, entdo b = b’ = 0 e a mesma condi¢io vale.

Se r e s forem coincidentes entdo, pela condi¢do dada acima, temos que
O=dz+by+c =XNax+by)+ =XNax+by+c)— e+ =—-Ie+,

e portanto ¢ = Ac.

Resumindo, obtemos o seguinte resultado.

TeoREMA 5.3 Dadas duas retas no plano descritas pelas equagdes r : ax + by +c=0es:dx +by+ =0,

entio:

Se o vetor (a,b, ¢) é multiplo de (a/,b’, ') as retas sdo coincidentes.

Se o vetor (a,b) é multiplo de (a/,1’), ou equivalentemente os coeficientes angulares sio

iguais entdo as retas sdo paralelas.

Se o vetor (a,b) ndo é multiplo de (a’,’), ou equivalentemente os coeficientes angulares

sao distintos entdo as retas sdo paralelas.

Posicao Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para a analise do caso espacial. Quando consideramos duas retas no espaco elas

podem estar ou ndo num mesmo plano. Caso elas estejam num um mesmo plano serdo ditas retas
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Fig. 5.1: Retas Reversas

coplanares, e podemos para essas retas aplicar a analise de posicdo relativa que fizemos na segio
anterior. Ressaltamos que se duas retas sdo paralelas elas sdo necessariamente coplanares. Por outro
lado, retas nao coplanares recebem o nome de reversas. Em resumo, duas retas no espaco podem

ser

+ Reversas, se as duas retas ndo estiverem contidas num mesmo plano.

« Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num mesmo plano. Neste caso, valem as
classificacoes vistas até agora, e as retas podem ser:
— Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entdo encontrar um critério para determinar se duas retas sdo ou nio coplanares.
Para tanto, considere duas retas r : A+ vte s : B+ us, com A # B. Se r e s forem coplanares,
entdao necessariamente o vetor zﬁ deve ser coplanar aos vetores u e v, ou seja, os vetores z@, ue
v sdo linearmente dependentes. Do mesmo modo, se z@ ,u e v forem coplanares entdo a reta s esta

contida no mesmo plano determinado pela reta r e pelo ponto B. Isso nos da o seguinte resultado.

TEOREMA 5.4 Duasretasr : A+ vt e s : B + us sdo coplanares se e somente se os vetores Ag, u, v forem

linearmente dependentes, ou seja se:

‘(uxv)u@‘zo.

ExeEmMPLO 5.5 Determine a posicgdo relativa entre as seguintes retas:
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a) r:(1,2,0) +(2,2,2) es:(1,3,3) +t(2,2,3)
b) r:(1,0,0) +t(2,2,2) es:(2,3,0) +t(1,—-1,2)
¢) r:(1,0,0)+¢(1,1,1)es:(2,3,0) +¢(1,1,1)
d) r:(1,0,0)+¢(1,1,1)es:(2,1,1) +¢(1,1,1)
<
Solucio:
a) Para determinar se r e s sdo coplanares precisamos estudar a dependéncia linear dos veto-

d)

res (2,2,2), (2,2,3) e (0,1,3) = (1,3,3) — (1,2,0). Como o determinante formado pelas
(77 )= ) ) )= p

coordenadas destes vetores vale
2 2 2
2 2 3|=-2#0,
01 3
concluimos que as retas ndo sdo coplanares, sendo portanto reversas.

Como o determinante formado pelas coordenadas dos vetores (2,2,2), (1,—1,2) e (1,3,0)

2 2
-1 2|=0
1 3

as retas sdo coplanares. Como os vetores diretores ndo sdo multiplos, as retas sdo concorren-

tes.

As retas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde concluimos que sdo coplanares e

paralelas. Como o ponto (1,0, 0) ndo pertence a s, as retas sdo paralelas e nio coincidentes.

Assim como no item anterior, as retas sdo coplanares e paralelas. Como o ponto (1,0, 0) per-

tence a reta s (basta fazer t = —1 na equagéo de s) obtemos que r e s sdo de fato coincidentes.

0
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Exercicios

Ex. 5.1 — Sejam r a reta representada parametricamente por z = at +bey = ct + d e s areta cuja
equacdo é ax + By = c.
a) Quando r intercepta s?

b) Se r interceptar s determine o ponto P de interseccdo entre as duas retas:

Ex. 5.2 — Verifique se as retas 7 e s sdo concorrentes e, se forem, obtenha o ponto de interseccao.

a) r: X =(1,1,0) + \(1,2,3); s : X =(2,3,3) + (3,2, 1).

x=1+42)\ r=-144X
b) r:¢ y=2A , 814 y=—1+4+2X
z=1+3\ z=-246A
T =2—4)\ )
c) r: y_4+5)\,s.2 - z.
z=11
a) x—2 y+2 T Yy z—3
r: = — =2, - = =—- =
3 4 4 2 2

Ex. 5.3 — A altura e a mediana relativas ao vértice B do triangulo ABC estdo contidas, respectiva-
mente,em 7 : X = (—6,0,3) + A(3,2,0) es: X = (0,0,3) + u(3,—2,0). Sendo C = (4,—1,3),

determine A e B.

Ex. 5.4 — Mostre que duas retas

7’:{ r=mz+ay=nz=>=

s:{ x=mz+dy=nz2="V

se interceptam se e somente se (a — a’)(n —n') = (b —')(m —m/)

Ex. 5.5 — Estude a posicdo relativa das retas 7 e s.
:(1,4,4) + (1,2,3)tes: (2,5,1) +(2,4,6)t

S(1,4,4) + (1,2,3)t e s (2,5,1) + (1,4, 1)t
1 1
r: x—;— :%: Z;_ es: X =(0,0,0) + A(1,2,0).
X =(8,1,9) +A(2,-1,3)es: X =(3,—-4,4) + \(1,-2,2);

a

<

o
<

C

)
)
)

<

d)
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x—=1 y—=5 z+2 ) z—1

Ex.5.6 — Sejamr : X = (1,0,2) +A(2,1,3) es: X = (0,1,—1) + A(1,m, 2m). Estude, segundo

os valores de m, a posicéo relativa de r e s.

Ex. 5.7 — Dadasasretasr : X = (0,1,0)+A(1,0,0) e s : X = (—1,2,—7)+ (2,1, —3), obtenha

uma equacio vetorial da reta ¢, concorrente com r e s e paralelaa @ = (1,—5, —1).

Ex. 5.8 — Determine o ponto de interseccio entre a reta que passa pelos pontos (1,2,3) e (3,2, 1)

e a reta que passa pelos pontos (2,1,1) e (1,2,1).

Ex. 5.9 — Determine a, b de modo que as retas sejam paralelas:

. ax+3y—72—1=0
| B +6y—bz=0

. ar +by=>5
] 22—-3y=8

Posicdo relativas entre retas e planos

Passemos agora para o estudo da posicdo de uma reta e um plano. Dado um plano 7 e uma reta r

temos trés possibilidades:

« ainterseccdo de r e 7 é vazia. Nesse caso a reta r é dita paralela a 7.
+ ainterseccdo de 7 e r é um tnico ponto. Nesse caso dizemos que a reta r é transversal a .

+ ainterseccdo de 7 e 7 tem pelo menos dois pontos. Nesse caso temos que todos os pontos da

reta r pertencem ao plano 7 e dizemos que a reta r esta contida em 7.

Nao é dificil ver que uma reta r é transversal ao plano 7 se, e somente se, o vetor diretor dessa
reta ndo é paralelo ao plano 7. Ou, equivalentemente, se o vetor diretor dessa reta ndo é ortogonal

ao vetor normal ao plano.
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Colocando em coordenadas, obtemos que o plano 7 de equagio geral ax + by + cz = d e a reta

r de equacéo paramétrica
(z,y,2) = (w0,Y0 + 20) + (v1,v2,v3)t
sdo transversais se, e somente se,
(a,b,c) - (v1,v2,v3 # 0),
ou seja, num sistema de coordenadas ortogonais:
avy + bug + cug # 0.

Reescrevendo esta condicéo utilizando o vetor normal ao plano n = (a, b, ¢) e o vetor diretor v =

(v1,v2,v3) obtemos o seguinte critério.

PrROPOSICA0 5.6 Aretar: X = P + vt é transversal ao plano 7 de vetor normal n se, e somente se,
v-n#0.
Caso a reta r ndo seja transversal ao plano 7, nos restam duas opg¢des: ou r é paralela disjuntas
ou esta contida em 7. Para decidirmos qual é o caso basta tomarmos um ponto qualquer da reta e

verificarmos se este pertence ao plano. Se isso ocorrer a reta esti contida no plano, caso contrario a

reta é paralela.
ExeEmPLO 5.7 Determine a posi¢ao relativa entre o plano
m: X =(1,2,1) 4+ (1,—-1,1)t; + (0,1, 2)ts

e areta

rX = (1,3,4) + (1,1,1)s.

Solucio: O vetor normal ao plano é dado por:

(1,-1,1) x (0,1,2) = (—3,-2,1)

E como (—3,—-2,1) - (1,1,1) = —4 # 0, a reta é transversal ao plano.
O ponto de intersec¢ido ocorre quando:

(17 27 1) + (17 _17 1)t1 + (07 17 2)t2 = (17374) + (17 17 1)8

-

cuja solucéo é s =

1 5 13 17
Substituindo s = e equagdo da reta obtemos o ponto (Z, R — ), que é portanto o ponto de

4

intersec¢do de r com 7. O
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Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que a reta
r=3—-2,y=—-4t+1,z=4t—-5

é paralelo ao plano 4z — 3y — 6z — 5 =0

Ex. 5.2 — Determine a equacio do plano contendo a reta

20 +3y—2=5
20 -5y +22=6

e paralelaaretaxz = —% =

i
7

Ex. 5.3 — Mostre que a reta

ST =y =21

intersecciona os planos m; : 6z + 4y — 5z =4 e My : * — by + 22 = 12 no mesmo ponto. Conclua

que essa reta é coplanar com a reta determinada pela intersec¢io desses planos.

Ex. 5.4 — Encontre o ponto de intersec¢io da reta dada com o plano dado:

1 1
) TV 2 o gy 1=0

1 -2 6’
z+3 y—2 z+1
b = = -2 —15=0
) 3 3 o T Y+ z
zr+2 y—1 2-3
) —5 2 5 w2 +2:46=0

Ex. 5.5 — Escreva as equagdes do plano que passa por (1,2, —3) e é paralelo as retas:
x—1 y+1 2-7 r+5 y—2 z+3
2 -3 3 3 -2 -1

Ex. 5.6 — Mostre que as equagdes do plano que passa pelo ponto (zg, Yo, 20) € é paralelo as retas:

x—alzy—blzz—cl x—agzy—b2:z—02

Iy la ls ' my ma ms

pode ser escrita como:
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Ex. 5.7 — Mostre que a equacéo do plano que passa pelos pontos (x¢, yo, 20) € (z1,Y1,21) € é pa-

ralelo a reta:
r—a Yy—-b z—0c

L la I3

pode ser escrita como:
r—To Y—Yo 2%
r1—x0 Yy1—Yo 21— 2 |=0.
Iy l2 I3

Ex. 5.8 — Prove que as retas:
x—1 y+2 2z-5
2 -3 4

sdo coplanares e determine a equagio desse plano.

e (z,y,2) = (3t —T7,2t+2, -2t + 1)

Posicao relativas entre planos

Queremos agora estudar a posicdo de dois planos no espaco. Para comecar analisemos quais as
possiveis posicdes relativas, para depois determinar condicdes algébricas que as determinem. Dados

entdo dois planos 7 e T2 temos trés possibilidades:

+ ainterseccdo de 7 e my é vazia. Nesse caso, os planos sao ditos paralelos distintos.
« ainterseccdo de m; e w2 é ndo vazia, e dois sub-casos sdo possiveis:
- ainterseccdo de 7 e T é uma reta, e os planos sdo ditos transversais.

— 71 e o sdo coincidentes.

Assim como no caso retax plano, para estudar a posicdo relativa entre dois planos utilizaremos
intensamente os vetores normais a estes planos. Para dois planos serem paralelos, por exemplo,

precisamos que seus vetores normais sejam paralelos entre si.

A seguinte proposicao caracteriza a posi¢ao relativa de dois planos. Sua demonstracéo é simples

e fica como exercicio para o leitor.
Sejam 7; e o dois planos de equacgdes a1 x + b1y +c1 = dj e asx +bay 4 coz = dg respectivamente.
entdo:
« Os planos 7 e 7y sdo paralelos se os seus vetores normais forem paralelos, isto é, se
(a1,b1,¢1) = Ma, b1, c1).

Nesse caso se:
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- (a1,b1,c1,dy) for proporcional a (ag, ba, ¢, d2), entdo os planos sdo coincidentes
- (a1,b1,c1,dy) nao for proporcional a (asg, be, ¢, d2), entdo os planos sdo paralelos dis-

tintos.

« Os planos 71 e my sdo transversais se os seus vetores normais nio forem paralelos, isto é, se

(a1,b1,c1) e (aq, b1, 1) ndo sdo proporcionais.

E interessante observar que se 71 e 7o forem transversais, entio a reta r determinada pela in-
tersecdo dos dois planos deve ser perpendicular aos vetores normais n; = (a1,b1,c¢1) e ny =
(a2, by, c2), e podemos tomar o vetor 11 X 1 como vetor diretor de 7. Assim, escolhendo um ponto

P qualquer na intersecéo de 7 e 7, obtemos

r: X =P+ (n; xny)t.

Exemplos 5.9

o Osplanos 7y : 2o + 3y +4x = b e m : 62 + 2y + 2o = 3 sdo transversais. E assim a sua

interseccao, ou seja, o sistema
20+ 3y+4x =5
6x +2y+2x=3

determina uma reta.

+ Osplanos 1 : 2 + 3y + 42 = 5 e mp : 4= + 6y + 8x = 2 sdo paralelos e nao coincidentes. E

assim a sua intersec¢do é o conjunto vazio.Ou seja, o sistema

20 +3y+4x =5
6xr +2y+2x=3

nao possui solucdes.

» Osplanos my : 2z + 3y + 4o = 5 e my : 4o + 6y + 8x = 10 sdo coincidentes. E assim a sua

intersec¢éo é o plano m; = mg. Ou seja, o sistema

20+ 3y +4x =5
4z + 6y 4+ 8z = 10

tem como solugido um plano.

ExEMPLO 5.10 A reta r é dada como interseccio de dois planos

(5.1)

r+y+22=0
r—z=1

Escreva as equacdes paramétricas para essa reta.
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<

Solucio: Um modo de obter as equacdes paramétricas da reta é escolher uma das variaveis é faze-la
igual ao pardmetro ¢t. Assim por exemplo, fazendo z = {. A equacdoxr—z = 1,nosdizquex = 1+-¢.
Substituindo esse valores na equagdo x + y + 2z = 0, temos y = —1 — ¢. E assim obtemos que as
equacgdes paramétricas da reta sdo:
r=1+1¢
y=—1-3t

z=1t

Outro modo de obter a equacao vetorial é encontrando dois pontos que satisfazem a equacéo.

Assim por exemplo tomando z = 0, o sistema de equagdes 5.1 fica

Cuja solugéo é o ponto (1, —1,0), que pertence a reta determinada pela intersec¢do dos dois planos.

Similarmente tomando z = —1, temos que o ponto (0,2, —1) pertence a reta.
De posse dos pontos podemos escrever a equagao vetorial dos planos:
r=1+1¢
y=—-1-3t

z=1t

Exercicios

Ex. 5.1 — Mostre que os planos bx —ay = n, cy — bz = 1 e az — cx = m se interceptam numa reta

se e somente se al +bm + cn = 0.

Ex. 5.2 — Mostre que a reta:
or —3y+22—-5=0
2 —y—2—-1=0

esta contida no plano 4x + 3y + 7z — 7.

Ex. 5.3 — Determine os valores de a e b de modo que os planos x +2y +z =be3x —5y+3z2 =1
e 2x + Ty + az = 8 se interceptem:
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a) um ponto
b) uma reta

c) trésretas distintas e paralelas



6.1

Angulos e Distancia

Angulos

No capitulo anterior nos concentramos no estudo da posicéo relativa entre dois objetos no espaco.
Tal estudo nos permitiu determinar se dois objetos sdo ou nao paralelos, e neste capitulo vamos
aprofundar um pouco mais o estudo de posigdo relativa, definindo e estudando uma “medida de
posicdo relativa” entre estes, o que denominaremos por medida angular ou dngulo entre dois objetos

no espaco.

Angulo entre duas Retas

O angulo entre duas retas é definido como o angulo entre seus vetores diretores.

Fig. 6.1: Angulo entre as retas r e s.

Assimser : A+ vtes: B+ ut entdo o dngulo 6§ entre r e s sera dado por

cost = ﬁ, (6.1)
[[w| [[o]

u-v
f = arccos <7>
[l vl

102

e consequentemente
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Lembramos que a fungdo arccos(x), retorna um angulo z tal que 0 < 2 < 7. Como cos(z) =
cos(—x), o angulo que obtemos acima é ndo orientado, ou seja obtemos apenas o valor absoluto
do angulo. Em outras palavras, nesta defini¢ao, o angulo entre a reta r e a reta s ¢ o mesmo que o

angulo entre a reta s e a reta .

Observamos também que entre duas retas nio paralelas sempre existem dois 4ngulos possiveis,
e o angulo que encontramos nao é necessariamente o menor deles, ou seja, o angulo agudo. Em

algumas situacdes é desejavel conhecermos o dngulo agudo entre as retas r e a reta s. Para isto,

u-v
observe que se u - v > 0 entdo ———— > 0. Portanto
[[wll [lv]
u-v <7
arccos —— < —
[ul lo]| = 27

e o objetivo foi alcancado.

Caso contrario, se u - v < 0, temos que

T wev o
— < arccos ————r < T
2 [l ol

e estamos interessados portanto no angulo suplementar m — 6.

Mas note que cos(m — ) = — cos(6), e portanto, substituindo em (6.1) obtemos que se u-v < 0,
entdo | |
u-v u-v
cos(m—0) =— = (6.2)
[l ol [l ]

Desta forma se, denotarmos por o o dngulo agudo entre as retas r e s temos que

[u - v
cosqy = ——— com0<a<m.

([l [lv]l
x—2 y+3 =247
1/3 o 1/3 o 1/va’

ExEMPLO 6.1 Encontre o angulo entre asretar : X = (1,2,1) + (1,1,0)t e s :
<

Solucio: A reta r tem vetor diretor (1,1,0) e a reta s tem vetor direto (1/2,1/2,1/1/2). E assim

(1,1,0)(1/2,1/2,1/v3) 1 V2

cosf = = — = —

1L, LO) /2, Y2, Y/ v2)l - V2 o 2

T
logo 6 = —. 0
e logo 1

E importante observar que para medir o dngulo entre duas retas nio é necessario que estas se

interceptem, ja que a nossa defini¢do de 4ngulos entre retas é, na verdade, o dngulo entre os vetores
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diretores das retas. Observamos também que o adngulo entre duas retas paralelas (coincidentes ou

nao) é sempre 0.

Também neste sentido, duas retas sdo ditas ortogonais se seus vetores diretores sdo perpendi-

culares. E duas retas sdo ditas perpendiculares se elas se interceptam e sdo ortogonais.

E
F H
G
—
A
— |
D
B
C

Fig. 6.2: As retas AB e F'G sio ortogonais mas nio perpendiculares.

EXEMPLO 6.2 Verifique se as retas r : (1,2,1) + (1,1,0)t e s : (1,3,4) + (1, —1, 3)t sdo ortogonais e/ou se sdo

perpendiculares.

Solugdo: Como (1,1,0) - (1, —1,3) = 0 elas sdo ortogonais.

Para verificar se elas se interceptam, basta resolvemos o sistema linear:
(1,2,1) + (1,1,0)t1 = (1,3,4) + (1,—1,3)t2

Como o sistema acima, ndo possui solucdes, as retas nio se interceptam e assim elas ndo sdo per-

pendiculares.

0

No caso bidimensional, lancando méo da representacéo por equagdes lineares, podemos redefinir

as formulas para o angulo entre duas retas, e coloca-las em funcéo da inclinagao das retas estudadas.

Tome entdo duasretas 7 : y = mjx +de s: y = mox + d e lembre-se que podemos expressar

seus vetores diretores respectivamente por v = % + m;j e u = ¢ + moj. Assim obtemos que

u-v 14+ mime
Tallol ~ T mes/I+ 2

cosf =
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A expressdo acima, assim como no caso tridimensional, nos permite calcular o d4ngulo 6 néo ori-
entado entre as retas. Esse angulo estd entre 0 e 7/2 se 1 + mmy é positivo, e entre 7/2 e pi se

14 myma é negativo. Se 1 4+ mimg = 0 o dngulo é igual a 7/2 e assim as retas sdo perpendiculares.

De modo analogo, podemos encontrar

sen f = ma — ]
V14+m2/1+m3
ou equivalentemente
9 — [ma —m|
= arcsen .
V1+m2y/1+m3
[ma — |

< 1, temos que 0 < 6§ < /2.

Neste caso, como 0 <

\/ 1+ m? \/ 1 +m3
Outro modo de determinar o dngulo entre duas retas no plano é lembrando que o coeficiente
angular é a tangente do dngulo orientado (no sentido anti-horario) entre a reta é a parte positiva do
eixo x. Assim dadas duas retas de coeficiente angulares m; = tg¢; e my = tg ¢2. Pela figura 6.3
temos que 6 = ¢2 — ¢ e logo:

tg g2 —tg o1 mo — my
& g((bz ¢1) 1+ tg (251 tg (252 1+ mimeso

Fig. 6.3
Uma vantagem da expressao
mg — My
f = arctg ————
1+ mimesg

¢ que o angulo determinado por esta é o angulo orientado entre as retas ry e 2.

Dadas duas retas de coeficientes angulares m, ma, entdo o dngulo entre elas é dado por:

9 1+m1m2
cosf =
V1+miy/1+m3
senf = [ma —
V1+miy/1+m3
mo — My
tg = ———
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ExeEMPLO 6.3 Ache o 4ngulo entre as retas 2z —y = 3 ex + 3y = 4.

<
Solucdo: Neste caso temos que:
1
—= =2
o — 3~ 7
1 —— ]2
()
E assim 6 = arctg(—7) ~ —81.8699°.
A
~
1
B
1 / 2 3
O
EXEMPLO 6.4 Ache duas retas que passe pelo ponto (2, 2) e que faca um angulo de 45°com a reta 2z — 3y = 4
<

Solucao: Inicialmente vamos encontrar o coeficiente angular dessas retas. Para isso, observamos

que:
2
-—m
tgdh® =1= 3 5
142
—|-3m
2 2 5 , 1 ~ .
E dessa formal—l—gm: g—melogo 3m = —geassimm = —. Logo a equacdo da reta é
1
—2=—(z—-2
y (@ -2)
No caso
2
m__
tg4h° =1= 5
142
+3m

E dessa forma m = 5. Logo a equacdo dareta é y — 2 = 5(x — 2) O
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Exercicios

Ex. 6.1 — Ache o 4ngulo agudo entre asretas 3z —4y +2=0e 22+ 3y =7

Ex. 6.2 — Qual o angulo entre o eixo x e 5z + 12 = 37

Ex. 6.3 — Ache duas retas passando por (1, —1) que faz um angulo de 45° com 3x — 4y = 7.

Ex. 6.4 — Ache os trés angulos de um tridngulo cujos vértices sdo (2,1),(—1,2), (3, —2). Veja se

eles somam 180°

Ex. 6.5 — Seja o um dos angulos formados pelas retas ax + by = c e y = px + ¢. Dé uma expressio

para |cos o .

x
Ex. 6.6 — Escreva a equacdo da reta que passa pela origem e faz um angulo de 45 com a reta 5 +

s _

1.
2

Ex. 6.7 — Mostrar que os quatro pontos (2, 2), (5,6), (9,9) e (6,5) sdo os vértices de um losango e

que suas diagonais se cortam mutuamente ao meio e uma é perpendicular a outra.

Ex. 6.8 — O segmento retilineo que une os pontos médios de dois lados opostos de qualquer qua-
drilatero e o segmento retilineo que une os pontos médios das diagonais do quadrilatero cortam se

mutualmente ao meio.

Ex. 6.9 — Determine as equagdes paramétricas da reta que passa pelo ponto (1, —2, 1) e é perpen-
dicular as retas r : (1,—3,0) + (1,2, 1)t es: (—2,1,0) + (1,—1,1)¢.

Ex. 6.10 — Determine as equagdes paramétricas da reta perpendicular as retas:

r=3t—-7, y=-2t+4, z=3t+4

r=1t+1, y=2t-9, z=—-t-12
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Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo 0 entre uma reta r e um plano 7 é definido como o 4ngulo complementar ao 4ngulo agudo

entre o vetor diretor a essa reta e o vetor normal ao plano (ver figura 6.4).

Se v é um vetor diretor da reta r e 7 é um vetor normal ao plano 7 entéo

sen(f) = sen (g - oz) = cos(a)

e logo
[v-n|

)= ——
son(®) = ol Tml

Fig. 6.4: Angulo 0 entre uma reta e um plano.

Dizemos que um plano 7 com vetor normal 72 e uma reta r com vetor diretor v, sdo ortogonais

’ ﬂ- . ~
se o angulo entre eles é 50U equivalentemente se os vetores v e n sdo paralelos.

Determine o angulo entre a reta X = (6,7,0) + (1,1,0)t e o plano de equacéo vetorial X =
(8,-4,2) + (—1,0,2)t + (1,—-2,0)s.

<
Solucio: Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse plano:
n=(-10,2) x (1,-2,0) = (4,2,2)
Logo o angulo entre a reta é o plano é dado por:
sen(f) = (1’1’3)5;/(%2’2) = ?
e assim 0 = % O

Determine a equagéo geral do plano que passa pelo ponto (1,2,1) e que é perpendicular a reta
X =(1,0,0) + (1,3, -1)t
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<

Solucio: O vetor normal ao plano pode ser escolhido como (1,3, —1 e assim a equacéo geral desse
plano é: 2 4+ 3y — z = d. Como o ponto (1,2, 1) pertence ao plano, ele satisfaz a equacio do plano,

ie,1+3-2—1=4d. Logod = 6 e aequacdo geral do plano é x + 3y — z = 6. g

Angulo entre dois Planos
O angulo entre dois planos 7 e my é definido como o angulo agudo entre os vetores normais 7121 e

n2

cos(f) = 1 - o

RS

Fig. 6.5

Dois planos m; e m2 com vetores normais 1] e ny respectivamente, sdo ditos ortogonais se o

A , T . . . ~ . .
angulo entre eles é —, o que implica que seus vetores diretores sao perpendiculares, i.e,
2
n -ng = 0

Determine a equagéo do plano que contém o ponto (1,0, 1) e que é perpendicular aos planos 2z +

y+z=2e—ax+2=".

Solucio: O vetor n normal ao plano, sera ortogonal aos vetores (2,1,1) e (—1,0,1). E assim
n=(2,1,1) x (-1,0,1) = (1,-3,1)
Logo a equagéo geral do plano é da forma x — 3y + 2z = d. Como o ponto (1,0, 1) pertence ao plano:

d=14+3-0+1=2
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E a equacdo geral é x — 3y + 2z = 2. g

Exercicios

Ex. 6.11 — Ache os angulos entre os planos:
a) 3r—y+z=2ex—y==6
b) x+2y—32=8e2x+4y—62+31=0
c) z=0ey=0
d) zr=lexz+y=1

Ex. 6.12 — Escreva a equagéo vetorial do plano que passa pelo ponto P e é perpendicular as planos:
rny +D1=0 rn, + D1 =0.
Escreva também a equacéo geral desse plano dado que:

P :(20,Y0,20) m1 = (a1,b1,c1) mn1 = (a2, b, c2)

Ex. 6.13 — Ache a equagéo do plano perpendicular ao plano xz, que contem o ponto (1,2, 3) e que

faz um angulo de % com 3z + 2y + 2z = 1.

Distancias

Passemos agora a um novo problema: definir e determinar a distancia entre dois objetos (ponto, reta

ou plano) no espago.

Sabemos facilmente como determinar a distancia entre dois pontos no espago. Bastando para
isso medir o tamanho do vetor determinado por estes pontos. Mas como medir a distincia entres

outros dois objetos? Este serd nosso objetivo nesta secéo.

Distancia de um ponto a uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta r é definida como a distancia entre P e ponto A € r mais
proximo de P. Para determinar a distancia de P a r, sejam A e B dois pontos de r e considere o

triAngulo ABP.
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A area do triangulo AB P pode ser calculada usando o produto vetorial e assim temos:
1
A= 5\\@ x AB|

Por outro lado usando que a area do tridingulo é metade da base vezes a altura temos:

4Bl
2
e assim ||ﬁ X @H = ||ﬁ\|h e logo
b= d(P.s) = IAP x AB|

|AB]|

ExEmMPLO 6.8 Calcule a distancia do ponto P = (1,0,2) aretar : (1,0,1) + (2,0, 1)t.

<
Solucio: Escolhemos A = (1,0,1) e B = (3,0, 2). E assim ﬁ =(0,0,1) e zﬁ =(2,0,1)
1(0,0,1) x (2,0, )| _ 2
d(P,r) = = —
(2,0, 1) V5
]

Distancia de um ponto a uma reta no plano: o caso bidimensional

Assim como nas sec¢Oes anteriores, o caso bidimensional pode ser estudado separadamente. Que-
remos entdo utilizar as expressdes determinadas anteriormente para encontrar uma maneira de

expressar a distdncia do ponto P = (p,q) areta Az + By + C = 0.

Comecaremos tratando o caso onde a reta é paralela ao eixo x (A = 0). Neste caso, a reta tera

C
equagdoy = — T distancia sera dada pela diferenca entre a coordenada y do ponto e da reta, ou

. C
seja, d(P,r) = |q + E|
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Se a reta r néo é paralela ao eixo y, entdo ela intercepta o eixo x no ponto (——,0) e seu vetor

A

diretor pode ser escolhido como v = Bt — Aj (por qué?).
C C
Desta forma, a equacdo vetorial da reta é r : (—Z, 0) + (B, —A)t. Escolhendo A = (Z, 0)e

C
B = A + v, temos que AP = (p+ Z,q), e temos

d(P,r) =

onde o vetor ﬁ x v pode ser calculado através do seguinte determinante formal

i j k
B -A 0|,
C

p+zq0

¢ assim AP x v = (Bqg+ Ar+ C) k.
Segue entdo que ||ﬁ X v|| = |Ar + Bs + C| e assim

_ |Ap+ Bq+C]
VIR

Observe que fazendo A = 0 na expressdo acima, recuperamos a expressao encontrada para retas

d(P,r)

paralelas ao eixo x, e portanto esta formula pode ser usada em qualquer caso.

Calcule a distancia do ponto (1,3) areta 4oz — 2y — 3 = 0.

<
Solucio:
de 4-1-2-3-3] 5
V16 +4 V20
O

Existem duas pontos cuja coordenadas z sdo iguais a —3 e que distam 6 daretar : 5z —12y—3 = 0.

Ache as coordenadas y desse ponto.

Solucdo: Ambos os pontos podem ser representados como (3, s). Para esses pontos temos que:
5(=3)—125 -3
= 5 =
e logo |18 + 12s| = 78 e logo s = 5 ou s = —8. E os pontos sdo (—3,5) e (—3, —8) O

d 6
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Exercicios

Ex. 6.1 — Ache as distincias entre os pontos e as retas dadas:
a) (—3,4)abx —2y=3.
b) (—2,5)aT7z+3=0.
c) (=3,4)ady+5=0.
d) Origema3x —2y+ 6 =0.

Ex. 6.2 — Determine a distincia J entre o ponto A = (3,1) e a reta © + 2y = 3.Pelo seguinte
método: primeiro ache o ponto B sobre essa reta tal que d (A, B) = . Escreva a equagéo da reta

de forma paramétrica r = ry + vt e calcule o produto interno dos vetores z@ e v. Conclua.
Ex. 6.3 — Ache o comprimento das alturas de um tridngulo com vértices (a,0) , (b,0), (0, ¢).

Ex. 6.4 — Ache a distincia entre as duas retas paralelas: 3z + 2y = 6 e 6x + 4y = 9. (Porque essas

retas sdo paralelas?)

Ex. 6.5 — Prove que a distancia entre duas retas paralelas cujas equacdes sio Az + By +C =0e

Az +By+C' =0¢é:
|C -]

VA? 4+ B?
Ex. 6.6 — Ache os pontos da reta y = 2x + lque estdo situados a distancia 2 da origem.

Ex. 6.7 — Quais sdo as retas paralelas a reta 3z — 4y = 1 que estdo a distancia 5 desta?

Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto e um plano é definida de maneira analoga ao caso ponto-reta. Considere
entdo um plano 7 com vetor normal n, e P um ponto qualquer. Para calcularmos a distancia de P
a7, tome A um ponto qualquer de 7 e considere o vetor Aﬁ. A distancia de P a 7 sera dada entéo

pela norma da projecéo de ﬁ sobre m, ou seja,
AP |

d(P, ) = |[Proj, AP| = TR
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Se na expresséo anterior tomarmos P : (zg, Yo, 20), 4 : (a1, az2,as3) e supormos que o plano 7

tem equagéo geral ax + by + cz = d, teremos que o vetor normal a este plano é n = (a,b,c), e

portanto
_a(zo — x1) + b(yo — y1) + c(yo — 1)
d(P,7) = e (63)
lazo + byo + cyo — (axy + by + cy1)| (6.4)

B vaZ+ b+ ¢
Como o ponto A pertence ao plano, temos que azg + byy + cyo = d e assim

\axo + byo + cyo — d‘ 65)
Va2 +b% + 2 '

Observe que, como seria de se esperar, a distdncia ndo depende do ponto A escolhido.

d(P,m) =

Exercicios

Ex. 6.8 — Determine a distancia entre os planos dados e a origem:
a) r=5
b) z+y=1
) 2x4+y—2=0
d 2z+y+2=2

Ex. 6.9 — Se a distancia da origem a um plano € d, e esse plano intercepta os eixos em (a, 0,0),

(0,b,0) e (0,0, c) prove que:
1 1 1 1
E-e2teta
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Distancia entre Duas Retas

Seguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a distdncia entre duas retas r e s sera definida

como a menor distdncia entre um ponto r e um ponto de s.
Sejam entdo 7, s duas retas no espaco taisque r : A +utes: B + vt.

Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente a distancia entre elas é nula. Se as
retas forem paralelas e ndo coincidentes a distancia entre elas é igual a distancia de um ponto P
qualquer de r a s, e assim essa distancia pode ser calculada usando os conhecimentos obtidos na

secao anterior.

Se as retas r e s forem reversas comecamos escolhendo um ponto P sobre r e um ponto () sobre
s. Projetamos entdo o vetor P(i? sobre o vetor n = u X v que é ortogonal as retas r e s. A norma

dessa projecdo é a distincia entre as retas.

m\
o

- u

Fig. 6.6: Distancia entre retas reversas.

Como

Proj,, 1@ = @n

[l

e assim:
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d(T, S) = W (66)
71
d(r,s) = W (6.7)

Exercicios

Ex. 6.10 — Determinar as equacdo da reta que passa pelo ponto (3,1) e tal que a distancia desta

reta ao ponto (—1,1) é igual a 2v/2. (Duas solucées)

Ex. 6.11 — Determinar a equacéo do lugar geométrico de um ponto que se move de maneira que

sua distancia a reta 4z — 3y + 12 = 0 é sempre igual a duas vezes a distancia ao eixo z.

Ex. 6.12 — O angulo de inclinacdo de cada uma de duas retas paralelas é . Se uma reta passa pelo

ponto (a, b) e a outra pelo ponto (c, d), mostrar que a distancia entre elas é

|(c —a)sena — (d —b) cos af

Ex. 6.13 — Ache as equacoes dos planos paralelos ao plano 3z — 2y 4+ 6z + 8 = 0 e que distam 2

desse plano.

Ex. 6.14 — Ache a distancia entre os planos paralelos
a) dr+8y+z2=9edr—8y+2+18=0
b) 3xr —2y+62+8=0ebxr—4y+122+12=0

Ex. 6.15 — Ache a equacio da reta que passa pelo ponto (2, 1,5) e que intercepta a reta

x—1 y+2 2z-3
3 4 2

perpendicularmente.

(—2,1) é sempre igual a trés vezes a distAncia a reta y + 4 = 0.

Ex. 6.16 — Determinar a distancia do ponto a reta:

a) ponto (7,7,4) aretabr +2y+z—4=0ebx—y—22—10=0
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-7 3
b) ponto (—1,2,3) areta L = y+o _

Ex. 6.17 — Ache os pontos sobre o eixo y que distam 4 do plano x 4+ 2y — 22 =0

Ex. 6.18 — Determinar a distancia d do plano 3z — 12y + 4z — 3 = 0 ao ponto A = (3, —1, 2) pelo
seguinte processo: Encontrar o ponto B, pé da perpendicular desde A até o plano. Entio determinar

d como o comprimento do segmento AB.

Ex. 6.19 — Determine a distancia do ponto (2,2, 2) a reta

r=2t+1
y=3t+2
z=5t+1

Ex. 6.20 — Determine a distincia entre as retas r que tem equacdo paramétricas:

r=2t+1

y=3t+2

z=25t+1
e areta s que tem equacdo paramétrica:

¥ =4s+1

y =2s5+2

7 =1s+5

Retas em Coordenadas Polares

Se sobrepormos um sistemas de coordenadas polares a um sis-
tema de coordenadas cartesianas de modo que o polo e a origem peixoy
coincida e a dire¢do principal O A, sobreponha-se a parte posi- TISTPR

tiva do eixo z (veja figura 6.7), podemos ver que a relacdo entre

as coordenadas para o mesmo ponto ¢ dada por: Yy
: K
T =T Cos :
(6.8) < 0 : >
y =rsenf z eixo x

Fig. 6.7
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sendo

r=+22+y? 6= arctg Y _ arcsen % = arccos ——
T ety

Substituindo as relacdes dada por 6.8, na equacio geral de uma reta s : Az + By = C, temos

que esta pode ser expressa em coordenadas polares como:

r(Acosf + Bsenf) =C (6.9)
ou equivalentemente:
c_ (Acosf + Bsenb) (6.10)
r

EXEMPLO 6.11 A equacdo da reta 3= + 2y = 7 em coordenadas polares é:

r(3cosf + 2senf) =7
<

Sem perda de generalidade, podemos assumir que C é posi-

tivo (Mudando os sinais de ambos os lados se necessario).

Se construirmos, no quadrante apropriado, um triangulo

retingulo de lados A e B, a hipotenusa desse tridngulo sera
VA2 + B2 logo:
B A

=sene, —F——— = COS™

VAL B VA B?

b
>

Se dividirmos ambos os lados da equagéo 6.9 por v/ A% + B? ficamos com:
r <L cos 0 + Lsen@) ¢
VA2 + B2 A? 4 B? VA% + B?

e consequentemente

r(cosacosf +senacosf) = h

sendo

C
VA B

e desse modo a equagdo da reta em coordenadas polares

pode ser escrita como:

rcos(0 —a)=nh

A equacdo anterior é conhecida como equacao padrao da reta em coordenadas polares.
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O significado geométrico de h é a distancia da reta a origem enquanto « é o angulo entre o eixo
polar e a reta passando pela origem e pelo ponto que realiza a distancia minima entre a origem e a
reta s. Podemos ver esse fato revertendo o problema, isto ¢, seja s uma reta tal que a distancia dessa
reta a origem O é h. Se tomarmos um ponto de coordenadas (7, §) sobre essa reta de vetor posicdo
r. Entéo o tridngulo delimitado por h, r e a reta s forma um triangulo retangulo com hipotenusa 7.

Em relacdo ao angulo  — « o lado adjacente é h e assim

h
0 _ = —
cos(f — a) .
e logo
rcos(0 —a)=h

EXEMPLO 6.12 Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a perpendicularmente origem a reta abaixo.

% = 8cos bl + 6sen b

<
Solucdo: Comecaremos colocando a equagio
1
— =8cosf + 6send
,
na forma padrao:
rcos(f —a)=h
que expandindo fica:
! 0+ ! 0
— = — COS (x COS — sen o sen
r h h
Igualando os temos temos:
1
- =38 6.11
. CoS & (6.11)
! 6 (6.12)
—sena = :
h
Elevando as equagdes 6.11 e 6.12 ao quadrado e somando temos:
1

e consequentemente h = 10"
Dividindo a equagio 6.12 pela equacéo 6.11 temos:
3

¢ 6
o=—= —
8Y= 87}

1
Consequentemente, temos que a distancia é To€® inclinagdo da reta é arctg (Z)
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Exercicios

Ex. 6.1 — Ache a distancia da reta
6
~ =cosf+ V3send
,

a origem.

Ex. 6.2 — Ache o tamanho e a direcdo do segmento que liga a perpendicularmente origem a reta
abaixo. 5

— =4cosf + 3senf

,

Ex. 6.3 — Identifique e desenhe as seguintes retas, colocando as na forma padrdo. Confira suas
respostas usando coordenadas cartesianas

a) rcosf =3

b) rsenf =3

¢) 7(5cosf +senf) =32

d) 5(5cosf —12senf) = 39

Ex. 6.4 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo x e dista h da origem, entdo sua equacio é dada

porrsenf = h

Ex. 6.5 — Mostre que se uma reta é paralela ao eixo y e dista / da origem, entao sua equacéo é dada
por rcos @ = h ou por rcos = —h , dependendo se a reta se encontra a esquerda ou a direita do

eixo y.

Ex. 6.6 — Mostre que a equagéo da reta ligando os pontos de coordenadas polares (r,61) (r2,62)

¢ dada por:
sen(fp —61)  sen(0 — 01) N sen(fy — 0
r N T2 1

Ex. 6.7 — Dada a equacéo g = f(#) com
f(6) = acos(d + a) + beos(6 + B)

a) Mostre que esta equacao representa uma linha reta.
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C
b) Conclua que == f(0 + 7/2) também representa uma linha reta. E que essa reta é perpen-
r

dicular a reta de equagdo — = f(0).
r

C
¢) Mostre finalmente que todas as retas perpendiculares a — = f(6) sdo da forma =2 =

T T
f(0 + 7/2) para algum C5



Circulos e Esferas

7.1 Equacoes Canonicas de Circulos e Esferas
Um circulo é o conjunto de pontos no plano que estdo a uma certa
distancia r de um ponto dado (a, b).

Desta forma temos que um ponto (z,y) pertence ao circulo de

centro (a, b) e raio r se e somente se satisfaz a equagéo:

\/(ac—a)2+(y—b)2:r

ou equivalentemente: Fig. 7.1: Circulo de centro A e

raio 7.

(x —a)® + (y — b)* = r?
De modo analogo, a equacéo reduzida de uma esfera de centro (a, b, ¢) e raio r é

(z—a)l+y—b)>+ (-0’ =r

Fig. 7.2: Esfera de Centro C e raio r.

122
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Determine a equacao do circulo de centro (—3, 1) que é tangente a reta 3v — 4y —2 =0
<

Solucdo: Ja conhecemos o centro e precisamos determinar o raio. Nesse caso o raio é a distancia
entre a reta e o ponto, ja que a tangente a um circulo é perpendicular ao raio que liga o centro ao

ponto de tangéncia. Logo:

3(=8)—4-1-2
VEEE

r =
e assim a equacéo do circulo é:

(z+3)2+@y—-1)2=90uz®+ 9> +6x—2y+1=0

Determine a equacéo da esfera cujo didmetro é o segmento que liga (3, —1,2) a (5, 3,4) .
<

Solucao: Nesse caso aparentemente ndo conhecemos nem o centro nem o raio. Mas temos que o

centro é o ponto médio do segmento e que o raio ¢ metade do diametro. Logo:

1
r— 5\/(5—3)2+(3+1)2+(4_2)2:\/6
O ponto médio é (4, 1,3) e logo a equacéo da esfera é:

(=4 +@y—172+(2—3)*=6

Identifique a curva cuja equacéo é:

22+ y?—6z—4y—12=0
<

Solucio: Identificaremos a curva completando quadrados. O termo 2> — 6x pode ser convertido

num quadrado, se somarmos 9 e y?> — 4y pode ser convertido num quadrado somando 4. Desta
forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equacdo 22 + 32 — 62 — 4y — 12 = 0. Logo temos:

2?4+ y? —6x—4y—12=0 (7.1)

= (@ —6r+9)+ (Y —dy+4)=12+4+9 (7.2)

= (r—3)* 4+ (y — 2)* = 52 (7.3)
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Logo a curva é um circulo de raio 5 e centro (3, 2). O

Podemos generalizar o exemplo anterior:
Identifique a curva cuja equagéo é:

22+ 9y?+ Az +By+C =0
<

Solucdo: Como no exemplo anterior, identificaremos a curva completando quadrados. O termo
2

A
22 + Az pode ser convertido num quadrado, se somarmos Vi y? + By pode ser convertido num

B? A2 pB?
quadrado somando o Desta forma, somaremos e + o cada lado da equacdo:
2>+ + Az +By+C =0 (7.4)
A? B?\ A B?
2 2
N A+ 2 By+— =2y _¢ 7.5
<x+$+4>+<y+y+4> T T (7.5)
A\? B\* A* B?
= = Z) ==4+= _¢C 7.6
<$+2>+<y+2> 4+4 (7.6)
A? B2
Observamos que para a equacio anterior ser a equacdo de um circulo, % = va + v C, e assim
2 B2
t ter — + — —C > 0.
emos que ter 1 + 1
2 2
No caso em que e + Yl C < 0, o lugar geométrico descrito pela equacdo 7.6 é vazio, pois
a equacdo nao pode ser satisfeita pois a soma de quadrados é necessariamente negativa.
A?  B?
No caso em que T + T C = 0, o lugar geométrico descrito pela equacdo 7.6 é o ponto
A
<—5, —§>, pois se a soma de quadrados perfeitos é 0 cada termo da soma é zero. g
De modo analogo, podemos demonstrar que a equagao
2+’ 4+ 224+ A +By+Cz+D=0
A2 B? (P Az B2 (C?
descreve uma esfera se e + v + T D > 0, um ponto se e + e + T D = 0e o conjunto
A2 B? (P
i —+ —+—-D <.
vazio se 1 + 1 + 1

A superficie cuja equacio é:
1222+ 22 4+4y+y°>+82+22=0

é uma esfera. Encontre seu centro e raio.
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<
Solucio: Completando os quadrados temos
(22 =204+ 1)+ (P +4y+4)+ (22 +82+16) =1 —4— 16 + 12 = 0.
Dai segue que:
(@=1)7+(y+2"+(z+4)°"=9
E logo o centro dessa esfera é (1, —2, —4) e o raio é 3. O

Circulo por trés pontos

E conhecido que trés pontos nio colineares determinam um tnico circulo. Assim sendo, fixados
P1, P, e P53 ndo colineares podemos facilmente encontrar a equagio do circulo que passa por tais

pontos. Tal equacdo pode ser encontrada observando que a equacéo geral de um circulo é da forma
2?4+’ + Az +By+C =0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coordenadas satisfazem tal equacdo. A
substituicdo de cada ponto resulta assim numa equacio linear nas variaveis A, B, C' e assim o fato
dos trés pontos pertencerem ao circulo nos fornecem um sistema linear em trés equacdes e trés

variaveis A, B, C'. Resolvendo tal sistema encontramos, entdo, a equagéao do circulo.

Determine a equagéo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

Solucao: Substituindo os pontos na equagao

temos o sistema:

5—A+2B+C=0
1+B+C=0
13-34A+2B+C

cujas solucdo é A =4, B = 0,C = —1. E logo a equagao é
2+ +42—1=0.
Completando quadrado obtemos, entéo:

(2 +4x+4)+y>—4—-1=0.
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Donde segue:
(z+2)2+¢% =5.

Desse modo vemos que o circulo que passa por tais pontos tem centro (—2,0) e raio V5. O

E possivel encontrar a equacgio de um circulo por trés pontos nio colineares de uma outra ma-
neira. Para esse fim consideramos o triangulo determinado pelos pontos Py, P, Ps e esse circuns-
crito na circunferéncia. Assim o seu centro é o circuncentro desse tridngulo, isto é, o encontro das

mediatrizes.

Py

P ‘4
N

Determine a equagéo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

<
Solucio: A equacdo da reta passando pelos pontos (—1,2), (0,1) éy — 1 = —z, e como o ponto
1
médio desses pontos é: (——, =) temos que a mediatriz relativa a esse lado é: y — = = = + =

2°2 2 2

(lembrando que como a mediatriz é perpendicular ao lado seu coeficiente angular ¢ igual a menos

o inverso do coeficiente da reta).

De modo analogo a equagéo da reta passando pelos pontos (0,1) e (—3,2) éy = —% +1lea

equacdo da mediatriz é: 3z = -6 +y

temos o sistema:

3r=—-6+y
3 n 1
—— =2 —
Y73 2
cujas solugdo é z = —2,y = 0, ou seja o centro da circunferéncia é (—2,0). O raio pode ser

calculado observando que este sera a distancia do centro (—2,0) a um dos vértices do triangulo, por

exemplo (0, 1). Assim 72 = 5, e logo a equacio é:

(z+2)%+¢% =5.
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Obtenha a equagéo da esfera que passa pelos pontos (0,0, 1), (2,0,0), (1,1,1),(0,1,0)

Solucao: Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o seguinte sistema linear:

1+C+D=0
442A4+D =0
3+A+B+C+D=0
1+B+D=0

Completando quadrado obtemos:
52 (5)° y  [(1\?
2 94 e 2_ 49 Z
<x 3+<6>>+<y 3+<6>>+
_|_

Donde segue:

Exercicios

Ex. 7.1 — Determine a equacio dos seguintes circulos:

a) Centro (—2,5) eraior = 3.

o

)

) Centro (1,3) eraior = 2

c) Centro a origemeraior = a

d) Centro (5,2) e passando pelo ponto (2, 3)
e) Tangente ao eixo y na origem e raio a

f) Diametro (5,2) a (—2,10)
g) Centro (3, —2) tangente a 2z —y = 0

127
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h) Tangente a 22 — 5y + 1 = 0 no ponto (2,1) e raio 3 (duas respostas)

Ex. 7.2 — Identifique, dando o centro e o raio.

a) 22 +9y% -4z +6y =12

o

)
) 22 +9y% -2 —4y+5
c) 2%+ y*=2azx

d) 42? — 4z = by — 4y?

e) 22+ y?+22=2az
Ex. 7.3 — Encontre a equacio do circulo que passa pelos pontos (4,0) , (0,3) e a origem.

Ex. 7.4 — Encontre a equacio dos seguintes circulos
a) Tangente aos eixos coordenados coordenados no segundo quadrante e com raio r = 4.

b) Tangente ao eixo z, ao eixo y e a linha que intercepta o eixo z e o eixo y em 3 e 2 respecti-

vamente.

Ex. 7.5 — Verifique que as equacdes abaixo descrevem esferas, em caso afirmativo identifique o

centro e o raio:
a) 22 +y2+22 -2 —4y+10=0
b) x? —6x +y? — 4y + 2% + 14z + 58
¢) 241y —6y+22+42+16
d) 2242z 4 y> +4y — 22 4+ 62 — 29

Ex. 7.6 — Dados P, = (z1,y1,21) € P» = (x2,y2,22) entdo a equacio da esfera que tem P} P

como didmetro é

(r—z1)(—22) +(W—v1) (y—y2) +(z—21) (2 —22) =0

Retas Tangentes e Planos Tangentes

Uma reta é dita tangente a um circulo se a intersec¢ao entre essa reta e o circulo for somente um
ponto. Para uma reta tangente o seu vetor diretor é perpendicular ao vetor ligando o raio ao ponto

de interseccéo. Além disso a distancia do centro do circulo a reta tangente é igual ao raio do circulo.
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Fig. 7.3: Reta tangente a um circulo

De modo anélogo, dizemos que um plano é tangente a uma esfera se esse plano interceptar a
esfera num udnico ponto. Nesse caso o vetor normal ao plano é paralelo ao vetor radial ligando o
centro da esfera ao ponto onde o plano intercepta a esfera. E a distancia do plano tangente ao centro

da esfera ¢é igual ao raio da mesma.

Fig. 7.4: Plano tangente a uma esfera

ExEMPLO 7.9 Encontre a reta tangente ao circulo de equagdo x2 + y? — 2y — 42 = 0 no ponto (3, 3)
<

Solucio: Completando quadrados podemos colocar a equacio z2 + 32 — 2y — 4x = 0 na forma

reduzida:
(x—2*+(y—1°>=0

Logo o centro do circulo tem coordenadas (2, 1). Logo, o vetor ligando o centro do circulo ao ponto

(3,3) é ¢ + 2k e assim o coeficiente angular da reta passando por estes pontos é igual a 2. Logo,
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1
o coeficiente da reta tangente é —3 (Por qué? Tente escrever a equagao da reta tangente na forma

padrio obtendo antes equagdes paramétricas para a mesma.). E assim a equagio da reta tangente é:

1
y—3=—5@-3)
ou
T+ 2y =
O
(3,3)

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um circulo de equacéo
(x —a)® + (y— b)* =12
Vamos calcular a equacio da reta tangente no ponto (z1,y1).

Para tanto, consideraremos o vetor ligando o centro do circulo ao ponto de tangencia: (z; —

a)i + (y1 — b)j. Consequentemente a inclinacdo da reta passando por esses pontos é: J1 Logo
r1 —a

. , 21— a . ~ .
o coeficiente angular da reta tangente é — . E assim a equacéo da reta tangente é da forma

y1 —b

__acl—a
(y—w) = yl_b(UCerl)

e logo
(v —y)(y1 =) = —(21 —a)(z — 1)
e assim expandindo:
(1 —a)r+ (y1 —b)y =k
para alguma constante k. Somando (1 — a)(—a) + (y1 — b)(—b) em ambos os lados da equagdo

obtemos:

(z1 —a)(z —a) + (y1 = b)(y —b) = ko

para alguma constante ko, que determinaremos agora. Se substituirmos x = x; e y = y; teremos
que
ke = (21— a)* + (y1 —0)* =17
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e assim a equagdo da reta tangente no ponto (x1,y1) é
(21— a)(@ —a) + (y1 = b)(y —b) ="

Obtenha as equacdes dos planos tangentes a esfera —3 — 2z + 22 + 4y + y? + 22 + 22 = 0 que sio
paralelos ao plano = — 2y + 2z = 3.

Solucio: Completando quadrados temos que a equacio da esfera pode ser escrita como:
(z—12+Yy+2)°+(2+1)*=9

Logo o centro dessa esfera é (1, —2, —1) e o raio é 3.
A equacdo geral de um plano paralelo a x — 2y + 2z = 3 tem equacéo da forma: x — 2y +2z = d

Como esse plano é tangente a esfera a distancia do centro dessas esferas ao plano é igual ao raio

dessa esfera. E assim: 1-9(—92 2(—1 d
d(C,ﬂ):| 2 )J9r o |:3

elogod = —6 oud = 12 e assim as equacdes dos planos sdo x — 2y +2z = —6ex — 2y + 2z = 12.

0

Exercicios

Ex. 7.1 — Encontre a equacao a reta tangente no ponto indicado:

a) x2+y?=25(-3,4)

=5

)
) 2 +y? = 2z — 4y, origem.
c) Encontre as retas tangentes ao circulo 2 + y2 = 4z que passam pelo ponto (3, 2).

d) Uma corda da circunferéncia 22 4 y? = 25 se encontra sobre a reta cuja equacio é x — Ty +

25 = 0. Qual o comprimento dessa corda?

Ex. 7.2 — Para um triangulo qualquer encontrar:
a) aequacdo da circunferéncia circunscrita ao triangulo
b) aequacdo da circunferéncia inscrita ao tridngulo

c) aequacdo da circunferéncia que passa pelos pontos médios dos lados do triangulo.
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Ex. 7.3 — As equacg0es dos lados de um tridngulo sdo 9z 4+ 2y + 13 = 0,3z + 8y — 47 = 0 e

x —y — 1 = 0. Encontrar a equagéao da circunferéncia circunscrita.

Ex. 7.4 — Mostrar que as tangentes de inclinacio m a circunferéncia x2 + 3 = r?

rv 1+ m?2.

sdioy = mx *+

Ex. 7.5 — Qual a equacdo da circiinferencia que passa pelos pontos (1,2), (3,4) e que tem centro

sobre o eixo y?

Ex. 7.6 — Fixado a, quais devem ser os dois valores de b para que a reta y = ax + b seja tangente

ao circulo de centro na origem e raio r?

Ex. 7.7 — Uma circunferéncia de raio 5 é tangente areta 3t —4y—1 = O no ponto (3, 2). Determinar

sua equacao (duas solugdes).

Ex. 7.8 — Mostrar analiticamente que qualquer reta que passa pelo ponto (—1,5) nido pode ser

tangente a circunferéncia 2 + y? + 4x — 6y + 6 = 0. Interprete o resultado geometricamente.

Ex. 7.9 — Encontre a equacio dos circulos que passam pelos seguintes conjuntos de pontos. Diga

qual o centro, o raio e desenhe.
a) (3,4),(-1,2),(—2,4)
b) (4,2),(-2,3),(—1,6)
¢) (a,0),(b,0),(0,c)

Ex. 7.10 — Mostrar que o plano tangente a esfera x2 4 y2 +22=7r%no ponto (a, b, ¢) tem equacio

azx + by + cz = r?

Ex. 7.11 — Encontre a equagdo da esfera que passa pelos pontos (0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) e cujo

centro estano planoz +y — 2 =0

Ex. 7.12 — Encontre a esfera que tem centro na reta

r=2z—-3
T
y=z-—1

e passa pelos pontos (6, —1,3) e (0,7,5)
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Ex. 7.13 — Calcule a distancia do ponto (2,3,4) a esfera 2% + 42 + y?> — 2y + 22 + 4.

Ex. 7.14 — Determine a equagéo da esfera cujo centro é (3,2, —2) é que é tangente ao plano

T 1 -3

Ex. 7.15 — Determine a equacao da esfera cujo centro se encontra sobre o eixo X e que passa pelos
pontos (3,—4,2) e (6,2, —1).

Ex. 7.16 — A equacio de uma esfera é 2 + y% + 22 + 6y — 42 + 9 = 0. Determinar a equacio da

esfera concéntrica que é tangente ao plano:

_ =N =

I\
|
—_

Ex. 7.17 — Encontre os planos tangentes a esfera x> + y% + (2 — 1)2 = 1 que sdo paralelos ao

plano 4x —y + 3z = 2

Ex. 7.18 — Encontre a equagao dos planos que contem a reta 7 e sdo tangentes a esfera S:

z+6
2

T =y+3=2+1

eS:x?+ P+ 22 —dr+2y—42+4=0.

Circunferéncia em coordenadas polares

Centrada na Origem O caso mais simples ocorre quando a circunferéncia esta centrada na origem
nesse caso a circunferéncia é o conjunto de pontos que distam uma constante a da origem ou seja a
equacdo em coordenadas polares é

r =a.

E facil de ver que essa equacdo coincide com a em equagéo em coordenadas cartesianas. Observe

que, em coordenadas cartesianas, P = (x,y) pertence a tal circulo se e somente se: © = acosf e
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y = asen 6. Dai segue que:

22 + 9% = a*(cos® 0 + sen’ §) = a®.

Passando pela Origem Dadauma circunferéncia de raio a e passando pela origem. As coordenadas

polares do centro dessa circunferéncia sio (a, o).

P:(r0)

Considere o tridangulo AOK P. Como O K é diametro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo

vemos que AOK P é retangulo em P. Da defini¢ao de cosseno segue entio:

r=2acos(f — ).

Forma Geral Dado uma circunferéncia de centro (¢, @) e raio a, usando a lei dos cossenos temos
que:

a’> =12+ ¢ —2rccos (0 — )

que é a equacdo da circunferéncia na forma geral.
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Exercicios

Ex. 7.1 — Mostre que o centro do circulo de equacdor = Acosf + Bsenf é

<\/A2 t B B)
f’ arctg Z

Ex. 7.2 — Mostre que a reta r sen § = 4 ¢é tangente ao circulo r = 8 cos ¢

Ex. 7.3 — Mostre que a equacdo da tangente ao circulo
r = 2acosf

no ponto (r1,6;) é:
rcos(6 — 201) = 2a cos® 6,

Ex. 7.4 — Mostre que para todos os valores de a a reta
rcos( —a) =a+ricosa

é tangente ao circulo

r? —2rrycosf +7rf —a® =0



Conicas

8.1 Introducio
As curvas cOnicas ou se¢des cOnicas sdo as curvas obtidas pela intersec¢do de um cone com planos
que nio contenham o vértice desse cone.

Existem essencialmente trés tipos de conicas que podem ser obtidas a partir de um cone cuja

reta geratriz faz dngulo o com o eixo desse cone:
« parabola: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma angulo a com o eixo do
cone;

« elipse: obtida pela interseccdo do cone com um plano que forma um angulo # > « com o eixo

do cone;

« hipérbole: obtida pela intersec¢io do cone com um plano que forma um angulo § < a com o

eixo do cone.

Pode-se mostrar que o lugar geométrico de tais curvas num plano pode ser caracterizado por
relacdes envolvendo a distancia de seus pontos a seus focos e retas diretrizes como descrito a seguir

(ver Sec¢do 8.6). Assim sendo, definimos:

DEFINICAO 8.1 Uma elipse € de focos F} e F, de eixo maior medindo 2a > || Fy Fb || é o lugar geométrico formado

pelos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos F} e Fhé igual a 2a. Ou seja,

136
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dados F e Fy, com ||F1 F5| = 2¢, e um niimero a > ¢, dizemos que P é um ponto da elipse & se

|IFLP|| + | F2P|| = 2a. (8.1)

somente se:

DEFINICAO 8.2 Uma hipérbole H de focos F} e F; de eixo transverso medindo 2a < ||F} F5|| é o lugar geométrico
formado pelos pontos do plano cujo médulo da diferenca das distancias a dois pontos fixos F} e
F, é igual a 2a. Ou seja, dados Fy e F, com || Fy EQ” = 2¢, e um nimero a < ¢, dizemos que P é

um ponto da hipérbole H{ se somente se:

IE2) - IRl = 2a. (52)
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Uma parabola P de foco F' e reta diretriz d é o lugar geométrico formado pelos pontos do plano
cujas distancias ao ponto F' e a reta d sdo iguais. Ou seja, dados F' e d, dizemos que P é um ponto

da parébola P se somente se:

IFB| = d(P,d). (8.3)

Elipse

Conforme descrito na Defini¢ao 8.1, uma elipse € é o
lugar geométrico formado por pontos cuja soma das

N . , B
distancias a dois pontos fixos, F] e F3, é constante. e

Nesta secido estudaremos a equagdo chamada

forma canodnica da elipse, que representa uma elipse
alinhada com plano cartesiano e centrada em sua

origem. Antes, porém, fixemos a terminologia ba-
Ba

sica envolvida no estudo de elipses.

Fig. 8.1: Elipse
Terminologia

« Os pontos F} e F; descritos na Definicdo 8.1
sao denominados focos da elipse. O segmento

F} F5 de comprimento 2¢ é o segmento focal da elipse e 2c¢ é a distincia focal da elipse.

o Aretar contendo I} e Fy é denominada reta

focal da elipse.

+ Ainterseccdo de € com r consiste de dois pon-
tos A; e Az que sdo os vértices da elipse so-
bre a reta focal. O segmento A Ay de com-
primento 2a é o chamado eixo focal da elipse

(ou eixo maior da elipse).

+ O ponto médio O € r do segmento F1F5 é o

centro da elipse;

+ A reta s perpendicular a 7 por O é a reta nao

focal da elipse.

+ Ainterseccdo de € com s consiste de dois pon-

tos B; e By que sdo os vértices da elipse sobre
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a reta nio focal. O segmento BB é o cha-
mado eixo nao focal da elipse (ou eixo menor

da elipse).

+ Qualquer segmento cujos extremos estio so-

bre € é denominado corda da elipse;

« Chamamos de amplitude focal o compri-
mento de uma corda que contenha um dos fo-
cos da elipse e que seja perpendicular ao eixo
focal desta. Notamos que existem duas dessas
cordas, usualmente denominadas individual-

mente por lactus rectum.

+ A menor regido retangular que contém a
elipse é chamada retangulo fundamental da

elipse.
« A menor coroa circular que contém a elipse é
denominada coroa fundamental da elipse.
Equacio da Elipse
Comecemos nosso estudo da equacio da elipse observando os dois exemplos abaixo descritos.

Usando a mesma notacdo descrita na Subsecdo 8.2, consideremos num sistema de coordenadas car-

tesiano uma elipse de focos F; = (0,0) e F» = (2,1) e eixo focal medindo 2a = 4.

Tomando P = (x,y) a equacdo (8.1) fica:

Vet +2+/(z—22 + (y—1)2 = 4.

Vamos entdo manipular tal equacdo de modo a eliminar suas raizes quadradas.

Isolando o termo \/(z — 2)2 + (y — 1) e elevemos a igualdade resultante ao quadrado de modo

a obter:

(22 —dz+4) + (y* — 22+ 1) =16 — 8y/22 + 32 + (27 +¢?) .
Simplificando e isolando SW :
Az + 2y + 11 = 8y/22 + 2.
Finalmente, elevando ao quadrado e simplificando a expressao obtida, chegamos a:

4822 + 60y® — 162y — 88z — 44y — 121 = 0. (8.4)
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Essa equacdo quadratica é, entdo, a representagio cartesiana procurada da elipse €.

Fig. 8.2: Exemplo 8.4

ExEmpLO 8.5 Considere agora, num sistema de coordenadas cartesiano, F; = (—4,0) e F» = (4,0) de modo que
o eixo focal r fica alinhado com o eixo Ox e o centro O da elipse fica sobre a origem do sistema
de coordenadas. Estudemos uma elipse de eixo focal medindo 2a = 10. Seja P = (x,y) um ponto

qualquer da elipse €.

Em coordenadas cartesianas, a equacio (8.1) fica:

\/(3:+4)2+y2+\/(:L"—4)2—|—y2:10.

Tentaremos no que se segue simplificar tal equacdo eliminando as raizes quadradas

manipulando-a algebricamente.

Inicialmente, isolemos a raiz / (z + 4)2 + 32 e elevemos a igualdade obtida ao quadrado:
(244 + 32 =100+ [( = 4 + 2] - 20/ (@ = )7 + 2.

Simplificando tal equacio chegamos e manipulando-a de modo a isolar o termo 204/ (z — 4)2 + 42

100 — 162 = 201/ (z — 4)* + 2,

4
ST = (=4 + 92,

Elevando esta igualdade ao quadrado chegamos a:

ficamos com:

ou ainda:

16
25—1—%:132—8:13:3:24—16—83:4—1/2.
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Donde temos:

Finalmente, dividindo-a por 9, segue:
=1, (8.5)

que ¢ a forma candnica da elipse €.

Esses exemplos e os céalculos neles envolvidos
sugerem que toda elipse pode ser representada no
plano cartesiano por um equacdo quadratica da

forma:

Az? + Bxy + Cy?> 4+ Dz + Ey+ F =0, 2

onde A, B,C, D, E e F sido constantes (que depen-

dem da elipse a ser representada). Tal suposicio

prova-se de fato verdadeira (deixamos ao leitor in-

teressado sua demonstracio).

Fig. 8.3: Exemplo 8.5

No entanto, é visivel que a Equacdo (8.5) obtida
no segundo exemplo é muito mais simples que a Equagéo (8.4) obtida no primeiro. Isso ocorre devido

a uma melhor escolha, no Exemplo 8.5, do sistema de coordenadas usado.
Encontremos, entdo, a equacio da elipse € num sistema de coordenadas adequado a €.

Assuma que os focos F e F» possuem coordenadas (—c,0) e (c, 0) respectivamente. Tomando

P = (z,y). Da Equagéo (8.1) obtemos:

V=0 +2+ /(e + 9P +42 =2

elogo /(z +¢)> + 42 = 2a — 1/ (z — ¢)> + y2. Elevando ao quadrado ambos os lados dessa ex-

pressao obtemos:

A4 2ca+ 22 +y? =4d® — 2cx — da/ 2 — 2ca + 22 + 2 + A + 22+

Simplificando temos que

a2 —2cx+ a2 +y2 =a® —cx

\}
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Elevando novamente ao quadrando ambos os lados da equacgéo obtemos
a® (¢ — 2cx + 2% + ¢?) = (a® - cw)2
a® (¢® — 2cx + 2% + ) = o’ — 2a’cx + *2?
a’ (62 — 2cx + 2% + y2) — (a4 —2d%cx + 623:2) =0
—a* +a?? + a%a? + a2y2 — P’ =0
a2 (az _02) _ (az B 02) 2% + a2y’
Substituindo b% = (a2 — 02) temos
a?b? = b*2? + oy’
Dividindo ambos os lados por a?b? chegamos finalmente a equacio
2 2
S
a? b2
Chegamos assim a seguinte proposicao:
Uma elipse € de focos F; = (¢,0) e Fy = (—c¢,0) e eixo maior medindo 2a tem equacio
2 2
x y:
2 + 2o 1, (8.6)

onde b é tal que a® = b? + 2.

Tal equagao é usualmente conhecida como a forma candnica da elipse (ou equacao reduzida

da elipse).
Os nimeros a, b e ¢ sdo conhecidos como parametros geométricos da elipse.
Se na deducéo da equacéo da elipse tivéssemos adotado o sistema de coordenadas com os focos sobre

0 eixo y e a origem entre os focos, isto é o sistema com o eixo maior A; Ay de comprimento 2a sobre

0 eixo y e o eixo menor By By de comprimento 2b sobre o eixo x, teriamos, no final, a equagio:

A
b2 oa?
Para uma elipse de equacéo:
2 2
? v
az b2

com a > b, é facil ver que:

« O retangulo fundamental da elipse é a regido retangular R = {(x,y) € E%;z € [—a,a],y €

[—b,0]} .

« A coroa fundamental da elipse ¢ a regido C' = {(z,y) € E?;b? < 22 + 32 < a?}.
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Esboco da Elipse

Considere uma elipse € de equacio:

coma,b > 0.

Observe inicialmente que, se um ponto P = (z,y) est na elipse &, também a ela pertencem os
pontos P’ = (—z,y), P' = (x,—y) e P' = (—x, —y). Desse modo, basta para esbogarmos € basta
estudarmos a elipse no primeiro quadrante do sistema de coordenadas e refletirmos tal esbogo ao

longo dos eixos Oz e Oy (que sao eixos de simetria da elipse).

Além disso, isolando-se o pardmetro y da equacédo de € obtemos:
b
y=+—vVa%— 22,
a
donde observamos que para esbocarmos £ no primeiro quadrante basta estudarmos o grafico da
funcio:
f:0,a] — R
b
r— —\a? — 22
a

Note que para z > a, temos (a2 - x2) < 0 e, portanto, f nio fica bem definida.

Como f(0) = be f(a) = 0 temos que dois dos vértices da elipse tém coordenadas (0, b) e (a, 0).
Além disso, temos que f é decrescente, ja que, para xg, z1 € [0, a], temos:

Ty < 1 = 15 < 2] = a® —a} > a® -2}

= 2\/a2 —a%> 2\/a2 — 22 <= f(x0) > f(x1).

O uso de calculo diferencial nos permite concluir que o grafico de f é concavo, isto é fixos dois

pontos Py e P quaisquer sobre o grafico de f, temos que o grafico de f fica acima do segmento

Pyp;.

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada por:
Mgy
f (.’L’) — (CL2 _ .’1:2)3/27

que é negativa para todo x € (0, a).
Uma elipse pode ser facilmente desenhada com o auxilio de um barbante de comprimento 2a. Basta

paraisso fixarmos as extremidades do barbante nos focos e tracarmos uma curva com o lapis apoiado

(porém nao preso) no barbante de modo a manter este sempre esticado.
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As F>

B>

Fig. 8.4: Esboco da Elipse

Exemplos
Determine a equagéo da elipse de focos (3,0) e (—3,0) e vértices (0,4) e (0, —4).
<

Solucao: Primeiramente notamos que temos uma elipse de focos no eixo Ox (pois a segunda coor-
denada dos focos é 0). Entdo, usando a mesma notagido da Proposicio 8.6, temosc = 3 e b = 4, e,

como a? = b? + 2, segue que a = 5. Desse modo a equacio procurada é:

2 2
A Y
25 16
que é uma elipse com vértices A; = (5,0), A2 = (—5,0), By = (0,4), Bo = (0,—4) e focos
= (3,0) e B = (~3,0). O

Determine a equacéo da elipse de focos (0,4) e (0, —4) e eixo maior medindo 12.
<

Solucao: Nesse exemplo temos uma elipse de focos no eixo Oy (pois a primeira coordenada dos focos
é 0). Assim, usando a notacéio da Observacio 8.15, temos ¢ = 4 e 2a = 12 e, como a® = b* + ¢2,

segue que b = 2+/5. Desse modo a equacdo procurada é:
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que é uma elipse com vértices A; = (0,6), Ay = (0, —6), By = (2v/5,0), By = (—2v/5,0) e focos
F1 = (0,4) € F2 = (0, —4) O

Seja € uma elipse de centro na origem e tal que um de seus vértices sobre a reta focal é (0, 5).

Sabendo que € passa pelo ponto <¥, \/3) , determine a equacéao da elipse.

<

Soluciao: Nesse exemplo temos novamente uma elipse de focos no eixo Oy (nesse caso porque nos é
informado que o centro da elipse est4 na origem e o ponto (0, 5) sobre a reta focal). Assim, usando

a notacdo da Observacéo 8.15, temos a = 5. Desse modo a equacéo procurada é do tipo:

@ v
b2 25 ’

com0 < b< 5.

Usando agora que o ponto ( 3

6v'5
i, \/5) pertence a € temos que:

2 2
655" ()
b2 25
Resolvento tal equacéo (de incoégnita b) obtemos b = 3. Logo a equagéo da elipse é:
2 2
LR B
9 25

Hipérbole

De acordo com a Defini¢éo 8.2, uma hipérbole 3 é
o lugar geométrico formado pelos pontos do plano
cujo médulo da diferenca das distancias a F} e Fb é
igual a 2a (onde 2a < ||1TF2>||)

Desenvolveremos nesta secdo a equacdo tida

como a forma candnica da hipérbole, que descreve

0% a H4A1 . r
uma hipérbole cujos focos estdo em um dos eixos
coordenados simetricamente dispostos em retagio a

. . . B
origem. Assim como fizemos para a elipse, fixemos

primeiramente a terminologia basica envolvida no

estudo de hipérboles.
Fig. 8.5: Hipérbole
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Terminologia

Os pontos Fj e F; descritos na Definicdo 8.2

146

sdo denominados focos da hipérbole. O segmento I F5 de comprimento 2c¢ é o segmento

focal da hipérbole e 2c é a distancia focal da hipérbole.

A reta r contendo F} e Fy é denominada reta

focal da hipérbole.

A interseccdo de H com r consiste de dois
pontos Aj e Ay que sdo os vértices da hipér-
bole sobre a reta focal. O segmento A Ay de
comprimento 2a é o chamado eixo transverso

da hipérbole.

O ponto médio O € r do segmento F} F, é o

centro da hipérbole;

O segmento B; By de comprimento 2b (onde
A = a? + b)), cujos extremos B; e By es-
tao simetricamente localizados em relacdo ao
centro O da hipérbole sobre a reta s perpendi-
cular a r por O, é denominado eixo conjugado

da hipérbole;

Os numeros a, b e ¢ sdo conhecidos como pa-

rametros geométricos da hipérbole.

As retas r_ e 4 pelo centro O de inclinacio
—b/a e b/a respectivamente sdo as assintotas

da hipérbole (ver Subsecdo 8.3);

Qualquer segmento cujos extremos estdo so-

bre H{ é denominado corda da hipérbole;

Chamamos de amplitude focal da hipérbole o
comprimento de uma corda que contenha um
dos focos da hipérbole e que seja perpendicu-

lar a reta focal desta.

O retangulo fundamental da hipérbole ¢é a
regido retangular R = {(z,y) € E%z €
[—CL, CL], Y€ [_ba b]}
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« Uma hipérbole é dita equilatera quando os pa-
rametros geométricos a e b dessa hipérbole

sdo iguais.

Equacio da Hipérbole

Escrevendo a equacdo (8.2), apresentada na Definicéo 8.2, e manipulando-a algébricamente de modo

analogo ao que fizemos para a elipse chegamos ao seguinte resultado:

Uma hipérbole H de focos F} = (¢,0) e F = (—c¢,0) e eixo transverso medindo 2a tem equagio

o, (8.7)

onde b é tal que c? = a? + b2,

Tal equacéo é usualmente conhecida como a forma candnica da hipérbole (ou equacio reduzida

da hipérbole).

Se na deducéo da equacéo da hipérbole tivéssemos partido de focos localizados sobre o eixo Oy (ou
seja F1 = (0,¢) e F» = (0, —c)), teriamos chegado 4 equacio:
y2 ZL'2

_a2+b_2:1'

Assintotas

Uma reta r de equagdo y = max+n é dita ser uma assintota de uma dada funcio f : (a, +00) = R
em 400 (a € R) se a distancia entre o grafico de f a reta r tende a zero quando z vai para infinito,
isto é se:

lim d(P,r) =0, (8.8)

T—+00

onde P = (z, f(z)). Analogamente podemos definir assintota de f em —ooc.

A proposicio abaixo mostra que hipérboles admitem duas assintotas.

As retas vy e 7_ de equagdes

b b
r+:yzax e r_1Yy=——2

sao assintotas da hipérbole J{ de equacao
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Demonstragao. De fato, para uma tal hipérbole 3, temos que P = (z,y) € H se e somente se

b22? — a’y? = a?b°. Entdo temos:

bz — ax|
- e
bz — ay| bz + ay|
Vb2 +a? |bx + ay|

d(P,ry)

B 0222 — a2y?| 1
V2 + a2 |br + ay|
ab? 1

- V2 1 a2 |br + ay
Assim sendo, temos que
I d(P,ry) = 0.
(2.9)— (o0, 400) Brre)

Analogamente, temos também que

lim d(P,r_)=0.
(z,y)—(£00,F00)

OBSERVACAO 8.18 Rigorosamente, 74 e r_ sdo assintotas, no sentido da Definicéo 8.16, da func¢io

em —00 e 400, respectivamente. Fungdes essas obtidas da equacdo de H isolando-se o parametro

Y.

Esboco da Hipérbole

Seja uma Hipérbole 3 de equacio:
22 2
521
a’>  b?

coma,b > 0.

Como na elipse observamos que, se um ponto P = (z,y) esta na hipérbole H, também a ela
pertencem os pontos P’ = (—z,y), P’ = (z,—y) e P’ = (—x, —y). Assim sendo, a hipérbole H é

simétrica em relacio aos eixos Ox e Oy.

Além disso, isolando-se o pardmetro y da equacdo de H obtemos:

y = j:gva —a?.
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Estudemos entéo o grafico da funcéo:
fila,400) — R
b
x— =\ 2?2 —a’.
a

Observe que, no caso a hipérbole, para = € [0, a), temos (22 — a?) < 0 e, portanto, f nio fica bem
definida.

Note agora que f(a) = 0 nos da o vértice A; = (a,0) da hipérbole. Além disso, temos que f é

crescente, jé que, para xo, r] € [a, —l—oo), temos:

Ty < 1 = 15 < 2} =28 —a® < 2} —a®

= 2\/3:(2) —a? < 2\/x% —a? <= f(x0) < f(x1).

Calculo diferencial nos permite concluir que o grafico de f também é concavo no caso da hipér-

bole.

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada por:

" b
() = _(JJQ—QW’

que é negativa para todo z € [a, +00).

. b X . b
Finalmente, sabemos que f(x) tem a reta r; : y = —x como assintota e é tal que f(z) < —x
a

para todo = € [a,+00). Desse modo sabemos que f(x) se aproxima assintoticamente de r, por

baixo dessa reta, quando x tende a +-oc.

Exemplos

Uma hipérbole HH{ tem vértices nos pontos (0,4) e (0, —4), e um foco no ponto (0, —5). Obtenha a

equacdo da hipérbole e de suas assintotas.
<

Solucio: E facil perceber que H é uma hipérbole com centro na origem e focos no eixo Oy. Assim

sua equacdo é do tipo:

com ¢ = a? + b? e 2¢ a distancia focal.
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Como H tem vértices (0,4) e (0, —4) segue que a = 4. Como um dos focos de H é (—5,0)
segue que ¢ = 5. Logo, a partir da igualdade c? = a? + b?, obtemos b = 3. Assim a equagio de H é:

N

1’2

9

<

=1.

1

[«

As assintotas de H sdory : x = (b/a)yer— : . = —(b/a)y, ou seja:

=@y (e

ExeEmpPLO 8.21 Uma hipérbole H tem os focos num dos eixos coordenados e centro na origem. Sabendo que uma

das assintotas de H é areta 3z — 2y = 0 e que P = (4v/2,6) € 3, determine a equagio de I.

Solucio:

« Focos no eixo Ox:
S 72 2
eja — — =

) a?  b?

também a reta de equacdo y = 5% é uma das assintotas obtemos:

= 1 a equacdo da hipérbole procurada. Como a reta 3z — 2y = 0, que é a

)

3
2

a
3
jab= —a.
ou seja 2a

Usando que P € J{ obtemos:
(4v/2)? 62
Z pEet

3
Usando que b = g0 simplificando algebricamente a igualdade chegamos entéo a:

16

— =1.

a2
3

Donde a? = 16, ou seja @ = 4. Usando novamente que b = 2@ obtemos entdo b = 6. Logo

chegamos a equacio:
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« Focos no eixo Oy:
2 2
Seja agora — — :Z—2 = 1 a equacdo da hipérbole procurada. Como a reta 3z — 2y = 0, que ¢
a

a também a reta de equagio z = gy, é uma das assintotas obtemos:

2
a 3

ousejab = —a.
o=

Usando que P € J{ obtemos:

62 (4\/5)2 _

2 T, Tt
Usando que b = —a e simplificando a equagéo chegamos a:
36
—— =1.
a2

Como a? > 0 observamos que nio existe a tal que a igualdade acima seja satisfeita, ou seja,

nio existe hipérbole com focos no eixo Oy contendo P e com assintota 3z — 2y = 0.

Conclusiao: A tnica hipérbole cuja equagao resolve o problema é:

2 2
z Y
H:=-==1
16 36
O
ExempLo 8.22 Encontre o centro, os focos e vértices da hipérbole de equacéo:
922 — 4y? — 18z — 8y — 31 = 0.
<

Solucio: Tentaremos aqui manipular a equacdo dada de forma a obter uma equacio da forma:

(v — 960)2 (?/ - y0)2 -1
a? B b2 -

que representa uma hipérbole de centro C' = (xq, yo), focos F1 = (o + ¢, y0) e Fo = (zo — ¢, 30),
onde ¢? = a? + b?, e vértices Vi = (¢ + a,yo) e Vi = (20 — a, yo).

Comecemos completando quadrados escrevendo:

(922 — 182 +9) — (4y* +8y +4) —9+4—31=0.
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Donde temos:

152

9z —1)% —4(y +1)* = 36.

E, finalmente:

(@—1)? (y+1)?* _

4

=1.

Tal equacdo representa uma hipérbole de centro C' = (1, —1) de parametrosa = 2, b = 4 e

¢ = 2v/5. Logo temos focos I} = (1 +2v/5,—1) e Fy = (1 — 2v/5, —1) e vértices Vi = (3, —1) e

Vi =(—1,-1).

Parabola

Conforme descrito na Defini¢do 8.3, uma parabola
P de foco F e reta diretriz d é o lugar geométrico
formado pelos pontos do plano cujas distancias a F’

e d sdo iguais.

Nesta se¢do estudaremos fungdes quadraticas
de uma variavel, cujos graficos representam para-
bolas com retas diretrizes paralelas aos eixos coor-
denados. Em particular veremos a chamada forma
candnica da parabola que é a equacdo que repre-
senta uma parabola com vértice na origem, foco so-
bre um dos eixos coordenados e reta diretriz paralela

ao outro eixo coordenado.

Terminologia

O

Fig. 8.6: Parabola

+ O ponto F' descrito na Defini¢ao 8.3 é denominado foco da parabola.

« Areta d, também descrita na Definic¢do 8.3 é denominada diretriz da parabola.

« A distancia 2p entre o foco F' e areta diretriz d da parabola é chamada parametro da parabola.

+ O ponto V de intersec¢ao da perpendicular a d por F' com a parabola é o vértice da parabola;

+ A reta perpendicular a d por F' é o eixo de simetria da parabola.

+ Qualquer segmento cujos extremos estao sobre P é denominado corda da parabola;

« Tomando A e B os extremos da corda que contém F' e é paralela a diretriz d, obtemos o

triangulo AV AB denominado triangulo fundamental da parabola.
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Equacio da Parabola

Para uma parabola com diretriz paralela ao eixo Oz e vértice na origem do sistema de coordenadas

vale o seguinte resultado:

Uma parabola P de foco F' = (0, p) e reta diretrizd : y = —p (p # 0) tem equagéo

(1)
v=(5) )

Tal equagao é usualmente conhecida como a forma canoénica da parabola (ou equacao reduzida

da parabola).

Demonstragao. Seja P = (z,y) um ponto da parabola. A partir da equacéo Hﬁ” = d(P,d) obte-

Vet +(y—p?=y+p.

Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:

mos:

z? +y? — 2py +p* = y* + 2py + p°.
Simplificando e isolando y chegamos entdo a:

1 2
= (3)”

Para uma parabola de foco F' = (p, 0) e reta diretriz vertical d : © = —p uma demonstracio analoga

(L),
:L'—<4p> , (8.10)

a qual também é conhecida como forma candénica da parabola.

nos levaria a equacéo:

No caso particular da parabola, porém, é importante destacar sua descricdo como grafico de

fun¢des quadraticas de uma variavel real.

DEFINICAO 8.25 Uma fungdo f : R — R é dita quadratica quando existem a, b, ¢ reais com a # 0, tais que

ProPOSICAO 8.26

f(z) = ax?® + bz + c para todo z € R.

Sobre funcdes quadraticas vale o seguinte resultado:

O grafico da funcio quadrética f(z) = az? + bx + ¢ é uma parabola com:
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« foco: ) A1
F= __7_—_ )
( 2a 4a >
« diretriz:
d: v — A+1
. y - 4CL 9
« vértice:

b A
v=(-2&)

onde A = b? — 4ac.
O grafico de uma fungéo f : R — R é o lugar geométrico dado pela equagéo y = f(x). Logo, pela
Proposicio 8.26, y = ax? + bz + ¢ é a equagdo de uma parabola com diretriz paralela ao eixo Oz.

E aniloga a demonstracdo da proposicio acima o fato de que z = ay? + by + ¢ é equacio de

uma parabola com:

« foco: A1 b
F=(_-=-—-_7
< 4a ’ 2(1) ’
« diretriz:
PR A+1
T T T
« vértice:

A b
V= (%)

onde A = b% — 4ac.

E importante notar que as fungdes f(z) = az? + bz + ce g(z) = d'z? + bz + ¢, com (a,b,c) =
A, V', ) para algum A # 0, tém mesmas raizes, ou seja f(2) = 0 se e somente se g(x) = 0, no

entanto seus graficos sdo distintos e, portanto, representam parabolas diferentes.

A Proposicéo 8.26 segue imediatamente dos Lemas 8.29 e 8.30, abaixo demonstrados.

O grafico de uma fungéo quadratica f(x) = a(z — m)? + k é uma parabola com:

1
F = k+—
(b 22).

1

« foco:

« diretriz:
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. vértice V = (m, k).
Demonstragdo. Seja P = (x,y) um ponto qualquer do grafico de f (de modo que y = a(z—m)%+k).
1 1
Tome F = <m, k+ 4—> ed:y=Fk— 1 Mostremos que HﬁH = d(P, d) (ver Defini¢do 8.3).
a a
Por um lado temos:

FP— <x—m,a(x—m)2_i>.

4a

Donde segue:

2
||ﬁ” :\/(:E—m)2—|—a2(az—m)4—2a(3;_m)2i+ ( 1>

4a 4a

_ \/a2(33 —m)* + 2a(z - m)% * <%>2

Por outro lado:

d(P,d) =

a(m—m)2+k—<k—£>‘:

Logo, vale Hﬁ” =d(P,d).
Como o vértice da parabola é o ponto médio do menor segmento que liga F' a d é facil ver que

V = (m,k).

LEMA 8.30 Vale a igualdade:

9 b\? b? — dac
ar* +br+c=alx+—| —|———|.
2a 4a

Essa forma de escrever a funcdo quadratica é conhecida como forma canoénica do trindmio de

segundo grau.

Demonstracdo. De fato:

b
ax2+bx+c:a<w2+—x+g>
a a
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a
a w2+9x+g =a w2+2ix+b—2—b—2£
a a) 2a 402  4a?a
+i 2_b2—4ac
v 2a 4a?
. w+£ 2_ b2 — dac
a 2a 4q '

OBSERVACAO 8.31 Vale a reciproca da Proposi¢io 8.26, ou seja, fixos m,n,p € R (n # p) tais que F' = (m,n) e

b 2
Completando quadrado de modo a obter <:L' + 2—> temos:

d : y = p sdo respectivamente foco e diretriz de uma parabola entdo existem a, b, ¢ € R tais que a

paréabola é grafico da funcio f(z) = ax? + bx + c.

Deixamos ao leitor interessado verificar que vale tal afirmacéo para:

1 b m + m?
a=—- =— c=n+p— ——
2(n —p) n—p 2(n —p).
Esboco da Parabola
Y |
» I
I
I
I
I
(c,0) | .
|F:(m,k+£>
z [ 5N \ ! b /A
k 2a 2 | k 2a 7O)
i e
| 4a  2a
cl:T:—AJrl !
4a |
I

Fig. 8.7: Parabola

O esboco da parabola de equacio y = ax? + bz + ¢ (ou grafico de f(x) = ax? + bx + ¢) pode

ser facilmente estudado a partir da forma canoénica do trinémio (Lema 8.30):

b\? b? — dac
— g2 — Y
f(x) =ax +bx+c-a<x+2a> < 10 )
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Fixemos, para estudo, @ > 0. Facilmente observamos que f tem seu minimo no ponto onde

+ b 0 j d b
T+ — | =0, ousejaquando z = ——.
2a jaq 2a

b
Além disso, para 5 < z1 < 9 temos que:
a

b\’ b\’
<:L'1+%> <<:L'2+2—a> )
o b
donde segue que f(x1) < f(x2), ou seja f é crescente em ~5g’ +00 ). Analogamente vemos que
a

b
f é decrescente em <—oo, ——]
2a

Um pouco de calculo diferencial nos permite concluir que, para a > 0, o grafico de f é convexo,
isto é fixos dois pontos Py e P, quaisquer sobre o grafico de f, temos que o grafico de f fica abaixo

do segmento Py P;.

A convexidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é dada por:

f"(z) =a>0.

Finalmente, se A = b2 — 4ac > 0, podemos obter as raizes de f facilmente igualando a forma

canodnica do trindmio e isolando o parametro x, obtendo assim a Formula de Bhaskara:

. —b+ Vb2 — 4ac

2a
Sea <0, f(z) = ar? + bx + ¢ tem seu maximo em x = g’ ¢é decrescente em [—2—, +oo> e
a a
b . . : .
crescente em | —o0, 54| tem grafico concavo e tem suas raizes dada pela (mesma) Formula de
a

Bhaskara (quando A > 0).
Exemplos
Determine a equacio da parabola de foco F' = (1, 2) e reta diretriz r : y = 4.
<

Solucio: Seja P = (z,y) um ponto da parabola. A equacio ||ﬁ\| = d(p,r) em coordenadas fica:

Vie—1)2+y—2)2=|y—4
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Elevando essa igualdade ao quadrado obtemos:
(2% =20+ 1)+ (y? —4y +4) = y*> — 8y + 16.

Isolando entao o pardmetro y chegamos a:

()0 (3)

ExempPLO 8.34 Consider uma parabola P com vértice na origem e com o eixo Ox como reta focal. Suponha que o

ponto (3, —6) pertenca a P. Determine a equacéo de P, seu foco F e reta diretriz d.

Solucido: Sabemos que P é uma parabola de pardmetro 2p com equagio da forma:

-+ 1 2
x = ™ Y.

Como a primeira coordenada do ponto (3, —6) é positiva temos:

o (L) 2
iP.x—+<4p>y.

Substituindo as coordenadas do ponto (3, —6) na equacio acima chegamos a p = 3. Logo temos:

(L)
ﬂ’.$—<12>y.

Tal parabola tem, assim, foco F' = (3,0) e reta diretrizd : = —3. O

ExempLO 8.35 Considere a funcio quadratica f(z) = x? — 6x + 8. Escreva f na forma quadratica candnica e a
partir de tal determine suas raizes. Determine as coordenadas do vértice, foco e a equacéo da reta

diretriz da parabola que é grafico de f.

<

Solucio: Completando quadrado obtemos f(z) = (22 — 6x +9) — 1 = (x — 3)? — 1 que é a forma

candnica de f.

Igualando a forma candnica a zero chegamos a:

(x—3)%=1.
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Donde temos x — 3 = +1 ouaindax = 3 + 1. Logo z = 2 e x = 4 sdo as raizes de f.

O vértice da parabola que é grafico de f, ocorre no ponto onde f é minimo, ou seja em z = 3.

Logo as coordenadas do vértice sdo (3, —1).

Claramente o eixo de simetria da parabola em questéo é paralelo ao eixo Oy. Suponhamos entao
que o foco da parabola tenha coordenadas ' = (3, —1+c¢) e a diretriz tenha equagdod : y = —1—¢

(Note que o vértice da parabola dista o mesmo do foco e da diretriz da parabola).

Considere um ponto P qualquer da parabola diferente do vértice. Tome por exemplo P = (0, 8).

Devemos ter HﬁH =d(P,d).
Por um lado, temos entéo FP = (=3,9—c¢)e:

IFP| = 9+ (9 — ).

Por outro lado:

d(Pyd)=8—(-1—-¢)=9+c

Deve valer entio:
9+ (9—c)?=(9+c)%

Donde temos ¢ = (1/4).
Logo F'= (3,—-3/4)ed:y = —5/4. O

8.5 x Excentricidade

PROPOSICAO 8.36 Sejamn > 0,7 # 1 e F = (c,0). Tome r a reta de equacio = = ¢/n? (logo paralela ao eixo Oy).

Entdo, se P = (x,y) satisfaz a igualdade

FP = nd(P,r), (8.11)
temos que:

« se 0 <7 < 1, entdo P pertence a elipse de equacgao

onde a = ¢/n e b tal que a® = b* + 2.
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« sen > 1, entdo P pertence a hipérbole de equacéo

onde a = ¢/n e b tal que ¢ = a? + b

Demonstragao. Escrevendo a equagéo (8.11) em coordenadas cartesianas temos:
(x—c)24+y?= R
y = 7 :

Elevando essa equac¢ao ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado facilmente chegamos

na igualdade:
1

2 (1-n?) +y*=c (—2—1>.

n
1
Dividindo tal equacio por c? <—2 — 1> obtemos:
n

12 y2

_|_
2 /2 1
2/ @<7‘Q
n

1
Entdo, para 0 < 1 < 1, observamos que c? (—2 — 1> > 0. Tomando entio a®> = c?/n? e

=1.

b2 = c? (% — 1> (de modo que a? = b% + ¢?) temos:

n
2 2
€z Y
pe
o1 2 27,2 212 2 (1
Cason > 1 temos que ¢* ( — — 1) < 0. Tomando a” = ¢ /n*eb” = —c — — 1] (de
n n
modo que ¢? = a? + b?) segue:
2 2
Y-
a b2
Sejamn = 1e F = (¢,0). Tome r a reta de equagdo x = —c.
Entéo, se P = (x,y) satisfaz a igualdade
FP = nd(P,r), (8.12)

temos que:

y? = dea.
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Demonstragdo. Escrevendo a equagéo (8.12) em coordenadas cartesianas temos:
(x—c)+y*=(cta).

Elevando essa equacio ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado facilmente obtemos:

y? = 4dex.

A reta r e o ponto F' desctritos nas proposi¢des 8.36 e 8.37 sdo denominados respectivamente reta

diretriz e foco da conica em questao.

O parametro 7, que aparece em ambas as proposi¢des, ¢ denominado excentricidade da conica.

E facil mostrar que as reciprocas das proposicdes acima sio validas, ou seja:

« Se P = (z,y) é um ponto da elipse de equagio:
22 g2

2tp=t

entdo, tomando ¢ > 0 tal que a®> = b2 + %, = c/a(note 0 < n < 1), F' = (c,0) e

r:x = c¢/n? temos que P satisfaz a equacio (8.11).

« Se P = (z,y) é um ponto da hipérbole de equacio:

2 2
-
a b2

entdo, tomando ¢ > 0 tal que ¢2 = a? + b2, = c/a (note > 1), F = (c,0) er : & = ¢/n?
temos que P satisfaz a equacéo (8.11).
« Se P = (z,y) é um ponto da parabola de equagéo:

y? = 4dex,
entdo, tomandon = 1, F' = (¢,0) e r : © = —c temos que P satisfaz a equacdo (8.12) (que é

a mesma que a equacio (8.11)).

Excentricidade e a forma de uma conica

A excentricidade 77 de uma conica é usualmente usada para estudar o formato das conicas.

No caso da elipse, quanto mais 7 for proximo a ) maior a “semelhanga” da elipse com um circulo.
De fato, dividindo a? = b? + ¢2 por a?, teriamos que (b/a)? = 1 — 2. Logo para n pequeno (b/a)
estaria proximo de 1. Assim sendo, a e b seriam aproximadamente iguais. Tomando b = a teriamos

entdo a equacdo do circulo: 2+ y2 = a2
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Para 7 < 1 proximo de 1 teriamos por outro lado que (b/a) seria proximo de 0, ou seja, b seria

muito menor que a, o que nos levaria a uma elipse bem alongada ao longo do eixo Ox.

Na hipérbole, por sua vez, se 7 > 0 estiver perto de 1 teremos (b/a) proximo de 0, pois divi-
dindo ¢ = a? + b? por a? obtemos > = 1 + (b/a)?. Isso implica que as assintotas da hipérbole
tem inclinagao proxima a 0, ou seja, a medida que 7 fica mais perto de 1 as hipérboles ficam mais

proximas do eixo Oz.

Por outro lado, a medida que 7 tende & +o0 temos que (b/a) também tende a +o00, ou seja, a

inclinacao das assintotas da hipérbole crescem de modo que as hipérboles se aproximam do eixo

Oy.

Em geometria, dizemos que duas figuras sdo semelhantes se pode-se obter uma a partir da outra
pela composicdo de isometrias (translagio, rotagio, reflexdo) e homotetias (fixos centro O e razao

—
k, uma homotetia leva P em P’ pela relagio OP' = k:O?)

Sobre a semelhanca das conicas valem o seguinte resultado:

Se duas conicas tém mesma excentricidade entéo elas sdo semelhantes, em particular todas as para-

bolas sdao semelhantes entre si.

Demonstragao. Consideraremos apenas as conicas cujas equacdes estdo na sua forma candnica (pois,
como veremos no capitulo ??, todas as conicas podem ser transformadas na forma canénica por

rotacOes e translacdes).

Considere duas elipses € e &’ de equagdes:

2 2
LY
&= 1,
2 2
Y Yy
& 7 + y2 1
Se ambas tém mesma excentricidade temos que (b/a) = (b'/a’), donde segue que (a/a’) =

(b/t') = k. Tome entdo a homotetia h com centro na origem e razdo k, ou seja tal que h(z,y) =

(kx, ky). Entdo, afirmamos que se P = (z,y) estd em &, h(P) esta em &’. De fato, se P satisfaz:

2 2
< Y
ate=h
temos que
(k;x)2 (k‘y)2 B a2z b2y B 2 2 _,
a’? b2 aa?2 | 202 T g2 + 2

A semelhanca de hipérboles de mesma excentricidade segue de modo analogo.

No caso de duas parébolas P : y = ax? e P’ : y = a'z?, tome k = (a/a’). Daise P = (z,9)

esta em P temos que vale y = ax?. Por outro lado tomando a homotetia h(z,y) = (kx, ky) temos:

d (kx)? =d (g)sz = (%) az® = ky.

a/
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8.6 x Construcoes de Dandelin

Elipse

Fig. 8.8: Elipse

163

Dado um cone com angulo de abertura 2o e um
plano 7 que intersepta o cone e faz um angulo su-
perior a & com o eixo do cone temos na intersec¢ido
uma elipse. E possivel encontrar duas esferas S; e
S5 que tangenciam o plano 7 e o cone internamente
(ver Figura 8.8). Tais esferas sdo conhecidas como

esferas de Dandelin da elipse.

Mostremos usando as esferas de Dandelin que a
soma das distincias de um ponto X da elipse aos

focos F e Fy é constante, isto é:
|FL X+ | X = &,

onde k é um namero real fixado (obviamente maior

que a distancia focal da elipse).

Suponha que S e S, tangenciam o cone nos cir-
culos C e Cy respectivamente. Seja X um ponto
qualque da elipse. A reta W que passa por X e pelo
vértice O do cone intersepta C; e Cy em pontos H;

e H respectivamente.

Observe que a soma || XH|| + || X Hzl| inde-

pende do ponto X da elipse, medindo sempre ||H; Ho||.

Parabola

Mostraremos no que se segue que a curva (parabola) for-

mada pela intersec¢io de um cone de angulo de abertura

20 e vértice O com plano 7 que faz um angulo o com o

eixo do cone, obedece de fato a equacéo:

|IFX]| = nd(X,r),

com 7 = 1, onde F' é o foco da parébola, r a sua diretriz e

X um ponto qualquer da cdnica.

Considere a esfera simultaneamente tangente interna

ao cone e tangente ao plano 7. Seja 7y o plano que contém
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os pontos de tangéncia da esfera com o cone. Afirmamos
que o ponto de tangéncia da esfera com o plano 7 é o foco
da parabola e que a reta 7 obtida pela interseccdo de 7 e 7y

é a reta diretriz da parabola.

Seja X um ponto qualquer da parabola. Seja C' a in-
tersec¢do da reta W (uma geratriz no cone) com . Con-
sidere B a projecio ortogonal de X em v e D o ponto na
diretriz r = 7 N~y tal que o tridngulo AX BD se encontre num plano ortogonal a 7. Afirmamos

que qualquer que seja X, ponto da parabola, os triangulos AX BC' e AX BD sao congruentes.

Cuidado néo confundir sua intuicdo com a Figura 8.9 que é apenas uma projecido no plano de uma
figura tridimensional. O tridngulo AX BC' esta nédo é coplanar ao plano da figura no papel (ele

“entra no papel”).

A congruéncia dos tridngulos segue do fato de que os dngulos «, 3, 6 e ¢ sdo todos congruentes
(por qué?), XBC = XBD = 5 € X B é um lado comum a ambos os tridangulos (Congruéncia
“ALA”).

Observe assim que HﬁH = HﬁH Mas Hﬁ” =d(X,r)e HﬁH = Hﬁ

da parébola (pois XC e X F sio tangentes a esfera em C' e F)). Logo:

,onde I' é o foco

|FX| = nd(X,r),

comn = 1.
Exercicios

Ex. 8.1 — Provemos que a curva (elipse) formada pela interseccdo de um cone de dngulo de abertura

2c com plano 7 que faz um angulo 6 > « com o eixo do cone, obedece a equagao:
|FX] = nd(X,r),

comn < 1, onde F' é o foco da elipse e r a sua diretriz.
Considere, como fizemos para a parabola, a esfera simultaneamente tangente interna ao cone e
tangente ao plano 7 (esfera de Dandelin).

a) Encontre o foco F' e a diretriz r da elipse do mesmo modo que fizemos para a parabola;

b) Considere X e X’ dois pontos da elipse. Encontre os pontos B, C' e D da mesma forma que

fizemos para a parabola. Encontre B’, C' e D’ a partir de X’ de forma semelhante.
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c) Mostre que os seguintes tridngulos sdo semelhantes:

AXBD ~ AX'B'D’
AXBC ~ AX'B'C’

d) Mostre que:

——
IXC| _Ix'C)
XD 1x'D|
onde 7 é uma constante real;
e) Conclua que vale:

IFX| = nd(X,r),

com7n < 1.

