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APRESENTACAO

O curso de Bases Matemdticas na UFABC nasceu dentro de uma es-
tratégia da universidade em proporcionar aos alunos ingressantes
uma experiéncia de aprendizado que favorecesse a transi¢cao do en-
sino médio ao ensino superior. O foco dessa estratégia é dividido em
dois eixos: um voltado ao reforco conceitual, outro voltado a forma-
cdo e a postura de estudo.

No que concerne aos aspectos conceituais, o curso de Bases Mate-
madticas se propoe, por um lado, a rever uma parte significativa do
conteudo do ensino médio, mas sob um ponto de vista mais maduro,
tipico do ensino superior. Por outro lado, o curso se propde a intro-
duzir ao estudante conceitos mais refinados da Matematica, através
de um esforco gradual de abstracao. Interligando esses varios aspec-
tos, o curso é permeado por uma tensdo permanente em torno dos
seguintes objetivos:

= aprimorar o conhecimento e o uso de regras bdsicas da dlgebra

= desenvolver a capacidade de compreensao e uso da linguagem
matematica

= desenvolver o raciocinio légico



A preocupagdo com aspectos ligados a formacdo e a postura de es-
tudo, parte da constatacdo da predominéancia, no ensino médio bra-
sileiro, da "formacéo voltada ao treinamento". Em outras palavras,
uma formacao restrita a mera reproducao de métodos e algoritmos
para resolver determinados problemas, as famosas "receitas de bolo".
Tal enfoque acaba por desenvolver no estudante uma postura pas-
siva, ao invés de proporcionar autonomia e criatividade.

A passagem do “treinamento” para a “autonomia” é uma das mais
dificeis de serem transpostas. Por isso, deixamos aqui um convite ex-
presso para que se dé particular atencdo a esse processo. Desde os
primeiros cursos, como o de Bases Matemdticas, parte dos esforcos
devem ser voltados ao préprio método de estudo e a postura que se
tem diante dos conhecimentos aprendidos.

Sobre este livro

O principal objetivo destas notas é suprir a falta de bibliografia espe-
cifica para um curso como o de Bases Matemdticas. E bem verdade
que cada um dos tépicos tratados nesse curso pode ser encontrado
em algum bom livro, mas ndo de forma coesa e conjunta. Sem pre-
juizo do salutar habito de se consultar ampla bibliografia, adotar
inumeros livros como referéncias principais deste curso nos pareceu
fora de propdsito nesse momento inicial da vida académica.

A atual versao do livro j& passou por vdrias revisdes, muitas delas
sugeridas por professores e alunos que utilizaram essas notas em
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anos anteriores. Entretanto, continuamos nosso esforco de aprimo-
rar e complementar o material ja produzido até aqui. Novas secoes
ou até mesmo pequenas corre¢des podem ser apresentadas em um
futuro préoximo, assim como versoes atualizadas e aprimoradas de
alguns capitulos do livro. Por ultimo, gostariamos de dizer que ve-
mos com muito bons olhos o apontamento de criticas e sugestoes,
tanto por parte dos alunos do curso de Bases Matemdticas, quanto
dos professores dessa disciplina que optarem por usar total ou par-

cialmente estas notas.
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SIMBOLOS E NOTACOES
GERAIS

Ao longo do curso serdo adotados os seguintes simbolos e notagoes
(sem prejuizo de outros simbolos e notagoes que irdo sendo introdu-
zidos ao longo destas notas):

= existe
v qualquer que seja ou para todo(s)
= : implica
& se, e somente se
portanto
pois
tal que

definicdo (o termo a esquerda de := é definido pelo termo
ou expressao a direita)

i.e. : 1idest (em portugueés, isto €)

O : indica o final de uma demonstracdo



ELEMENTOS DE LOGICA E
LINGUAGEM MATEMATICA

“Quando eu uso uma palavra, disse Humpty
Dumpty, em tom bastante desdenhoso, ela
significa exatamente o que eu quiser que ela
signifique - nem mais nem menos.”
Através do Espelho - Lewis Carroll

A matematica utiliza uma linguagem especifica, na qual os ter-
mos possuem significados precisos e muitas vezes distintos do usual.
Assim é necessdrio que conhecamos o sentido de alguns termos e
expressOes matematicas. Esse é um dos objetivos desse capitulo, ao
apresentar de modo sucinto e intuitivo os aspectos fundamentais da
linguagem matematica, enfatizando principalmente aqueles termos
que sdo usados em contextos e com significados diversos daqueles
em que costumamos emprega-los normalmente.

Mas néo é somente o vocabuldrio e a linguagem que séo distintos
na matematica. Também a concepcdo de argumento, de justifica-
tiva, e mesmo de explicagdo. Um argumento matematico, também
conhecido como demonstragdo ou prova, para ser correto, deve se-
guir principios estritos de légica, principios que garantam a confia-
bilidade do conhecimento matemadtico. Alguns desses principios sao
apresentados na se¢do



1.1 PROPOSICOES

Comecaremos definindo as frases mais simples de nossa linguagem:
as proposicoes.

Definicdo 1.1 Uma proposi¢do ¢ uma sentenga declarativa que
¢ verdadeira ou falsa, mas ndo simultaneamente ambas.

Exemplos 1.2 As seguintes frases sdo exemplos de proposigoes.
m “24+5=7"
= ‘A funcdo f(x) = —x € uma funcéo crescente”. Nesse caso, te-
mos um exemplo de uma proposicao falsa.
. “2259876
ser facil decidir se a proposicdo é verdadeira ou falsa, clara-

+ 3%76 ¢ primo”; E uma proposicio pois apesar de nio

mente sé uma dessas opcoes pode ocorrer.

Exemplos 1.3 Nenhuma das frases seguintes ¢ uma proposicao,

porque ou ndo sao declaracoes ou ndo podemos atribuir um tnico
valor verdadeiro ou falso.

= “Vamos dancar!”
= “Como vocé esta?”.

= “Esta sentenca € falsa”. Essa frase ndo pode ser verdadeira pois
isto implicaria que ela € falsa. E ndo pode ser falsa pois implica-
ria que € verdadeira.



= “Estd quente hoje”. Essa frase pode ser vista como uma pro-
posicdo desde que especifiquemos precisamente o que significa
quente, como por exemplo se definirmos que estd quente se a
temperatura € maior que 26°C, pois somente assim podemos
atribuir um valor de verdade a frase. Note, porém, que esse
ndo é o uso cotidiano da frase. O uso cotidiano expressa uma
impressdo, uma sensacao e nesse sentido ndo ¢ uma proposi-
cao.

Como ilustrado pelo exemplo anterior, o fato de uma sentenca
poder ser vista como uma proposicdo depende do contexto em que
essa sentenca é enunciada e dentro desse contexto uma proposicao
deve ser suficientemente clara e objetiva para que possamos atribuir
um e somente um valor verdade, i.e, verdadeiro ou falso.

Finalmente, a definicdo de proposicao implica que todas as afir-
macOes matematicas serdo necessariamente verdadeiras ou falsas,
nado havendo outra possibilidade (esse ultimo fato é conhecido como
Principio do Terceiro Excluido).

Notacdo: No que se segue denotaremos uma proposicdo qualquer
por p, q, T, etc.

1.1.1  Proposicoes Universais e Particulares

Em diversas situacOes precisamos que o “sujeito“ das proposicoes
seja uma varidvel que possa ser substituida por um elemento qual-
quer dentre uma colecdo de objetos U em consideracdo. O conjunto



U neste caso sera denominado universo do discurso, ou ainda, do-
minio de discurso . Assim, por exemplo, na sentenca “x € R, x < 3”,
x € a variavel e R é o universo do discurso.

Proposicoes que dependam de uma ou mais varidveis sdo deno-
minadas proposi¢oes abertas. Elas sdo indicadas por uma letra se-
guida da varidvel ou das varidveis entre parénteses, i.e,

p(x), q(x), p(x,y), ..

O valor verdade de uma proposicao aberta depende do valor atri-
buido as varidveis. Por exemplo, considere a funcdo proposicional
p(x) =“x < 3”7, neste caso se x = 2 entdo p(2) =“2 < 3” tem valor
verdade verdadeiro, por outro lado se considerarmos x = 4 temos
que p(4) =“4 < 3 ” tem valor verdade falso.

Definicao 1.4 O conjunto dos valores de x para os quais a propo-
sicdo aberta p(x) verdadeira é denominado conjunto verdade de

p(x).
Exemplos 1.5

= O conjunto verdade de p(x) ="x é primo e 3 < x < 14”7 é
{5,7,11,13}

= O conjunto verdade de p(x) ="x éreale x> +1=5"¢{-2,2}
Através de proposicoes abertas podemos fazer afirmacoes sobre

todos os elementos de um conjunto usando o quantificador univer-
sal V que € lido como “para todo”ou "qualquer que seja".



Assim a proposicdo “para todo nimero natural n temos que 2n + 1
¢ impar” pode ser escrita como

vn € N,2n + 1 é impar
ou ainda como
vn € Np(n),

sendo que p(n) denota a proposi¢do aberta “2n + 1 é impar”.
Também é possivel fazer afirmacgoes sobre a existéncia de um ele-
mento de um conjunto usando o quantificador existencial 3, que
¢ lido como “existe”. Desta forma a proposicdo “a equacao linear
ax+b =0, com a # 0, admite solucao real” pode ser escrita como :

Sea#0,Ix € R|lax+b=0.

Ou ainda, se denotarmos como (x) = “ax+ b = 0” podemos rees-
crever a afirmacdo anterior como:

Sea#0,3x € R|q(x).

Ou de modo mais resumido, deixando subentendido o dominio do
discurso e o simbolo de tal que, |:

Se a # 0, Ixq(x)

Ressaltamos que Ix | p(x) significa que existe pelo menos um ele-
mento no dominio de discurso tal que para esse elemento vale p(x).
Em diversas situagdes esse elemento é Uinico, denotaremos esse fato



por d!x|p(x), que se 1é “existe e é Unico x tal que p(x)”. Assim por
exemplo, nos reais, 3'x € R|(x—1) = 0.

E importante distinguirmos as varidveis que estdo quantificadas
das que nao estdo. Uma varidvel é dita livre quando ndo estd quan-
tificada e é dita aparente quando estd quantificada. Assim, na pro-
posicdo “n é par”, n é uma varidvel livre. J4 em “ para todo niumero
natural n, 2Zn+ 1 é impar” n é uma variavel aparente.

Em portugués simbolo nome
Para todo, para cada v quantificador universal
Existe, hd, para algum 3 quantificador existencial
Existe tinico !

Tabela 1.1: Quantificadores

Nesse contexto, uma proposicao é dita universal se faz referéncia a
todos os objetos do universo U. Caso contrdrio, é dita particular .
Exemplos 1.6 No que se segue, assuma que o0 universo ¢ o conjunto

dos ntimeros naturais, denotado por IN.

1. “Todos os niimeros naturais sdo impares” é uma proposi¢cao
universal.

2. “O ntmero 2 é par” é uma proposicao particular.

3. “Nenhum numero natural é primo” é uma proposi¢do univer-
sal, pois equivale a dizer que "todo numero natural tem a pro-
priedade de nao ser primo.

4. “Ha numeros naturais pares” é uma proposicao particular.



5. “H4 numeros naturais cujo dobro ainda ¢ um numero natural”
¢ uma proposicao particular.

7

6. “O quadrado de todo numero natural € maior do que 4” é uma
proposicao universal.

7 .

7. “Ao menos dois numeros naturais sdo pares” é uma proposicao
particular.

8. “O numero natural 0 é menor ou igual do que qualquer nu-
mero natural” é uma proposicao particular.

9. “Todo numero natural é maior ou igual do que o nimero na-

7 .

tural 0” € uma proposicdo universal.
10. “n<n+1 VmneIN”éuma proposicdo universal.

11. “In € N|n? = n” é uma proposicio particular.

Algumas observacoes importantes:

= O fato de uma proposicdo ser universal ou particular ndo tem
nenhuma relacdo com o fato de ser verdadeira ou falsa.

= A proposicao do exemplo 4 € particular, pois refere-se a alguns
numeros naturais.

= A proposicdo do exemplo 5 é particular, mesmo se é satisfeita
por todos os nimeros naturais. O que importa, € que a propo-
sicdo se refere a alguns numeros, ndo a todos.



= As proposicoes dos exemplos 8 e 9 acima dizem a mesma coisa,
isto é, que 0 é o menor dos numeros naturais (de fato, sdo
ambas verdadeiras). Entretanto, sob o ponto de vista formal, a
proposicao do exemplo 8 afirma uma propriedade do nimero
0 e por isso é particular, enquanto a proposicdo do exemplo
9 afirma uma propriedade de todos os niimeros naturais (por
isso € universal).

Exemplos e Contra-exemplos

Quando lidamos com proposicdes universais, entram em cena 0s
exemplos e contra-exemplos. Considere uma proposi¢do universal
do tipo todo elemento de U satisfaz a propriedade p. Um Exemplo
para essa proposicdo é um elemento do universo U que satisfaz
a propriedade p. Um contra-exemplo para essa proposicdo é um
elemento do universo U que ndo satisfaz a propriedade p.
Exemplos 1.7

1. Considere a proposicio “para todo n € N par, (n+ 1)? é im-
par”. Neste caso o niimero 2 é um exemplo dessa proposicao,
pois estd no dominio do discurso e (24 1)* = 9 é impar. J4 o
namero 3 ndo é nem exemplo nem contra-exemplo, pois nao
pertence ao dominio de discurso.

2. Para todo m € IN, m? —m +41 é primo. Neste caso 1 é um
exemplo, pois 1 € N e 12 — 1441 = 41 é primo. O ntimero 2
também é um exemplo, pois 2 € IN e 2% — 2 441 = 43 é primo.
Pode-se verificar facilmente que todos os nimeros naturais en-



tre 1 e 40 sdo exemplos dessa afirmagdo. Por outro lado, 41
é contra-exemplo, pois 41 € IN e 412 — 41 + 41 = 412 nio é
primo.

3. O numero 5 é um exemplo para a proposicao "Todo numero na-
tural é impar", enquanto que o nimero 2 € um contra-exemplo.

4. O numero 4 é um exemplo para a proposi¢do "Nenhum nu-
mero natural é primo", enquanto que o numero 3 é um contra-
exemplo (lembre, nesse caso, que a propriedade universal ale-
gada pela proposicao é ndo ser primo).

5. O numero 8 € um exemplo para a proposi¢do "O quadrado de
todo natural é maior do que 4", enquanto que o numero 1 é
um contra-exemplo.

6. A proposicdo “Todo numero natural é maior ou igual a zero”
possui inumeros exemplos, mas ndo possui contraexemplos.

7. A proposicdo “Todo ntimero natural é menor que zero” possui
inumeros contraexemplos, mas nao possui exemplos.

Uma proposicdo universal, que admite contraexemplos é falsa.
Essa é uma das maneiras mais simples de provar que uma afirma-
cao dessa forma € falsa, através de um contra-exemplo.

Ja uma afirmacdo da forma “existe x em U | p(x)” é verdadeira
se existir pelo menos um elemento x no dominio do discurso U tal
que para esse elemento a proposicao p(x) € verdadeira.



De modo analogo, chamaremos esse elemento de exemplo da pro-
posicdo. E assim, proposicoes sobre existéncia podem ser demonstra-
das exibindo um exemplo.

Por outro lado, se o dominio de discurso tiver mais que um ele-
mento, a existéncia de exemplo ndo implica na verdade uma afirma-
cao da forma “para todo x em U, p(x)”. Pois, para que essas afir-
macodes sejam verdadeiras, todos os possiveis elementos do dominio
devem satisfazer p(x).

“para todo“ V| “existe“ 43
existem exemplos inconclusivo verdadeira
nao existem exemplos — falsa
existem contraexemplos falsa inconclusivo
ndo existem contraexemplos verdadeira —

Tabela 1.2: Comportamento geral do valor verdade de uma propo-
sicdo quantificada em funcdo da existéncia/inexisténcia
de exemplos ou contraexemplos

Exercicios
Ex. 1.1 — Transcreva as seguintes proposicoes para a forma simbé-
lica:

a) Existe um ndmero real n tal que n? = 2.

b) Nio existe niimero racional x tal que x* = 2.

¢) Existe x tal que x? é par e divisivel por 3.

2

d) Nio existe nimero inteiro x tal que x? é primo ou x* é nega-

tivo.

10



e) Existe um ndmero inteiro x tal que x* é par ou x? é impar.

f) Para cada numero real x existe um numero real y tal que
x+y=0.
g) Todo elemento do conjunto A é elemento do conjunto B.

h) Para todo e, existe d(e) tal que se 0 < |[x—a| < & entdo
If(x) —f(U)] < e.

Ex. 1.2 — Seja A =({1,2,3,4}. Determine o valor verdade para cada
uma das seguintes proposicoes:

a) IxeAlx+4=09.
b) IxeAlx<7.

c) VxeA,x+3<7.
d) VxeAx+3<9.

Ex. 1.3 — Para todas as afirmacoes a seguir n denota um nuimero
natural. Determine o conjunto verdade das seguintes proposicoes
abertas:

a) n?<12

b) 3n+1<25

c) In+1<25en+1>4

d) n<5oun>3

e) n é primo e ndo é verdade quen > 17
H m=2)n-3)n—-4)(n—-5)=0

11



Ex. 1.4 — Dé exemplos ou contraexemplos, se existirem, para as
seguintes afirmacgoes:

a) Paratodox e R, x+ 1> 2.

b) Todas as letras da palavra “banana” sao vogais.

¢) Paratodo x € R, x? < x.

d) Paratodoy e N, y3 >1

1.1.2  Proposicoes Compostas: e, ou, ndo

Podemos expandir nossa linguagem construindo novas proposi¢oes

através da combinacdo de proposicoes mais simples de modo a obter

proposicoes mais elaboradas. Faremos a combinag¢éo de proposicoes
(195 13

através de conectivos, dentre os quais “e”, “ou” e “implica” e do mo-
dificador “ndo”.

Definicdo 1.8 Dadas duas proposigoes p, q:

m a proposicdo composta p ou q é chamada disjungdo de p e
g. A disjungdo p ou q é verdadeira quando pelo menos uma
das proposicoes p ou q forem verdadeiras. Caso contrdrio o
valor verdade de p ou q é falso.

m a proposi¢do composta p e q é chamada conjungdo das pro-
posicbes p e g. A conjungdo p e q € verdadeira somente quando

12



as proposigcoes p e q forem ambas verdadeiras. Caso contrd-
rio o valor verdade de p e q é falso.

A proposicdo p ou q, pela definicdo anterior, é falsa somente quando
ambas as proposicoes p e g forem falsas. Desta forma o uso do co-
nectivo ou em matemadtica ndo é o mesmo que o uso cotidiano do
termo. Assim, por exemplo, o sentido usual da expressao “Pedro
estava estudando ou Pedro estava numa festa” ndo inclui a possi-
bilidade que ele estivesse estudando numa festa, enquanto que o
conectivo ou em matemadtica inclui essa possibilidade. Ou seja, em
matemadtica o conectivo ou é sempre usado de modo inclusivo.

Por outro lado o sentido da conjuncao e se aproxima do sentido
usual do “e” em portugués, assim a proposicdo peq é verdadeira
somente quando ambas as proposicoes p e q forem verdadeiras.

Definicdo 1.9 Dado uma proposi¢do p, a negagdo de p é uma
proposi¢do com valor verdade invertido, chamada de negagdo de
p, denotada ndop e que pode ser lida como “ndo p” ou “ndo é
verdade p”.

Exemplos 1.10

= A negacao da proposicdo “x é impar” é a afirmacdo “x nao é
impar”, ou equivalentemente “x é par”

= A negacéo da proposicdo “+/2 ndo é racional” é “+/2 é racional”

13



Observacao 1.11 Adotaremos a seguinte convengdo relativa a prio-
ridade dos operadores ldgicos: o modificador nio abrange somente a
proposi¢cdo mais proxima, salvo o caso de parénteses. Assim, por exem-
plo ndop ou q, somente a proposicdo p € negada, isto é, a proposicdo
anterior é uma forma abreviada da proposi¢do (niop) ou q.

O seguinte teorema nos diz como negar a conjuncao e a disjuncao
de duas proposicoes.

Teorema 1.12 Negag¢do da Disjung¢do e da Conjungdo e Dupla
Negacdo

Sejam p, q proposi¢coes. Entdo sdo vdlidas as seguintes regras de
negagdo

1. A negagdo da proposigdo peq é (niop) ou(ndo q);
2. A negagdo da proposi¢do p ou q € (ndop) e(ndo q);

3. A negagdo da proposi¢do niop € p.

Exemplos 1.13

O~

= A negacdo da proposicdo “x é divisivel por 2 e 3”7 é “x nao
divisivel por 2 ou x néo é divisivel por 3”.

O~

= A negacdo da proposicao “x é divisivel por 2 ou 3” é “x néo
divisivel por 2 e x ndo é divisivel por 3”.

= A negacdo da proposicao “b é soma de quadrados ou b é primo”
¢ a afirmacao que “b ndo é soma de quadrados e b ndo é primo”.

14



= A negacdo da proposicdo “x é maior que 2 ou x é menor igual
que —1 ” é a proposicdo “ x é menor igual a 2 e x é maior que
_‘I .77

Para proposicOes quantificadas temos ainda as seguintes regras de
negacao:

Teorema 1.14 Negagdo do Quantificador

Seja p(x) um proposicdo aberta. Entdo sdo vdlidas as seguintes
regras de negagdo:

s A negacdo da proposi¢do “para todo x em D € verdade p(x)”

€ a proposi¢do “existe pelo menos um x em D tal que ndo é
verdade p(x)”.

m A negac¢do da proposi¢do “existe x em D tal que é verdade
p(x)” é a proposi¢do “para todo x em D ndo é verdade p(x)”.

Exercicio Resolvido 1.15 Converta as seguintes afirmacgoes para a

forma simbodlica e diga quais sdo as suas negacoes:

= Todos os nimeros naturais podem ser decompostos como pro-
dutos de primos.

= Existe inteiro n tal que n+ 3 = 4.
Solucao:

= Todos os numeros naturais podem ser decompostos como pro-
dutos de primos.

15



Se denotarmos m(x) = “x pode ser decomposto como produto de n
entdo a proposi¢cdo acima pode ser reescrita na forma simbdlica

como:
Vx € IN, m(x)

ou mais resumidamente (Vx)m(x), deixando implicito que o do-

minio da variavel é o conjunto dos nimeros naturais.

A negacdo da proposicao ¢ “ Existe um numero natural que ndo
pode ser decomposto em primos” ou simbolicamente

Ix € IN | ndom(x)

= Existe inteiro n tal que n +3 = 4.

Se denotarmos por p(n) = “n+3 = 4" entdo a proposigdo
pode ser reescrita em forma simbdlica como

In € N|p(n)

Para essa proposicdo o dominio do discurso sdo os numeros
naturais. Observe que essa afirmacdo é verdadeira pois 1 satis-
faz p(1). A negacdo de “Existe um ntumero inteiro n tal que
n+ 3 = 4” é “para todo inteiro n temos que nao é verdade que
n+3 =47, ou simplificando “para todo niumero inteiro n temos
quen+3 #4”

Exercicios
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Ex. 1.5 — Atribua um valor verdade a cada uma das seguintes pro-
posicoes:

a) 5 é um numero primo e 4 é um nimero impar.

b) 5 ¢é um niimero primo ou 4 é um numero impar.

c) Nao é verdade que (5 é um niimero primo e 4 € um numero impar.)

d) (Nao é verdade que 5 é um niimero primo) ou 4 é um nimero
impar.

Ex. 1.6 — Negue as seguintes proposicoes:
a) 3 >4e2é um numero par.
b) 4>20u3>5.
c¢) 4>20u(3k)(k<3ek >>5).

d) (Nao é verdade que 3 é um numero par) ou que 5 é um nu-
mero impar.

e) 2 ¢ um numero par e 3k + 1 € um nimero impar.
f) 2 é numero par e ndo é verdade que 3 é um numero impar.

g) Nao é verdade que (5 é um ntimero primo e 4 é um nimero impar.)

h) (Nao é verdade que 5 é um numero primo) ou 4 é um numero
impar.
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Ex. 1.7 — Nas seguintes proposi¢des abertas o dominio do discurso

€ o conjunto dos numeros reais. Para essas proposicoes determine e

esboce na reta real o seu conjunto verdade.

a)
b)
c)
d)

x>2ex<4.

x>2o0ux<3.

x>2ou(x<bex>3).

nao é verdade que (x > 2 e x < 4).

Ex. 1.8 — Para as seguintes proposicoes, escreva a negacao, em

portugués e simbolica, de cada uma delas.

a)
b)

)
d)

e)

g)

18

Existe um ndmero real x tal que x* = 2.

Para todo e, existe d(e) tal que se 0 < |x—a| < & entdo
If(x) —f(1)| < e.

Nio existe niimero racional x tal que x? = 2.

Existe um ndmero natural n tal que n? é par e divisivel por 3.

Nio existe nimero inteiro m tal que m? é um ntimero primo

ou m? é negativo.
Para cada numero real x existe um numero real y tal que
x+y=0.

Todo elemento de um conjunto A é elemento do conjunto B.



1.1.3  Implicagao

Um dos conectivos de maior importancia na matemadtica é a impli-
cacdo ou condicional.

Definicdo 1.16 Dadas duas proposigoes p e q entdo podemos cons-
truir a proposi¢do “se p entdo q” que também pode ser lida como
“p implica q”, que denotaremos por

P=q.

A implicagdo p = q € falsa somente no caso que a proposi¢do p €
verdadeira e a proposig¢do q é falsa.

Numa implicacdo, p = (, a proposicao p é denominada hipotese
ou premissa e a proposicdo q é denominada tese, conclusdo ou
consequente da implicacdo.

A tabela a seguir apresenta o valor verdade de p = q em funcdo
dos valores verdades de p e q.

p q P=Aq
verdadeiro verdadeiro | verdadeiro
verdadeiro falso falso

falso verdadeiro | verdadeiro
falso falso verdadeiro

Tabela 1.3: Valores verdade da implicacdo em funcao dos valores
verdades de p e q.
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E importante observar, que na matemdtica a implicacdo p = q
ndo estabelece nenhuma relacdo de causa-efeito entre a hipotese e
a tese. A implicacdo matematica somente estabelece uma relacao
entre o valor légico da implicacédo e os valores 16gicos da premissa
e da conclusao.

Assim a implicacdo “Se 4 € par, entdo um triangulo equildtero tem
todos os angulos iguais” € uma implicacao verdadeira pois o antece-
dente (“4 é par”) é verdadeiro e o consequente (“um triangulo equi-
latero tem todos os angulos iguais”) é também verdadeiro. Apesar
disso, nenhuma relacao causal parece existir entre esses dois fatos.
Mais surpreendente, nesse aspecto é que a implicacao “se 2 é impar
entdo 2+ 5 = 3” é verdadeira. Esse exemplo ilustra a altima linha da
nossa tabela. E fundamental observar que estamos afirmando ape-
nas que a implicacdo € verdadeira, e ndo a conclusao da implicacdo
¢ verdadeira.

Esse comportamento “ndo-usual” da implicacdo pode ser melhor
entendido através de uma analogia. Imagine uma lei que diz que to-
dos os motoristas de fusca devem usar gravatas vermelhas. Quando
um motorista estard desobedecendo a lei? Se ele néo estiver diri-
gindo fusca (ou seja premissa falsa) entdo ndo importa se ele esta
ou nao usando gravata vermelha pois nesse caso a lei ndo se aplica
a ele. O tinico modo de desobedecer a lei é estar dirigindo um fusca
(premissa verdadeira) e nao estiver usando gravata vermelha (con-
clusdo falsa). Esse é o comportamento da implicacdo, ela sé € falsa
se a premissa for verdadeira e o consequente falso.

Exemplos 1.17
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= “Se 2 é um numero par, entdo 3 € um numero impar.” é uma
implicacao verdadeira, pois a hipdtese e a tese da implicacao
sdo verdadeiras.

= “Se 2 é um numero par, entdo 4 € um numero impar.” € uma
implicacdo falsa, pois a hipdtese é verdadeira e a tese é falsa.

= “Se 2 é um numero impar, entdo 3 € um numero par.” € uma
implicacdo verdadeira, pois a premissa € falsa.

= “Se amée de Pedro € um trator entdo Pedro € uma moto-serra.”
¢ uma implica¢do verdadeira, pois a premissa € falsa (implici-
tamente estamos assumindo que Pedro é humano, e que hu-
manos nao sao tratores).

Teorema 1.18 Negagdo da implicagdo
A negagdo da implicagdo p implica q € a proposi¢cdo p endo q

Exemplos 1.19

2 2

= A negacdo de “Se a é par, entdo a“ € par’ é “a é par e a“ é

impar”.

= A negacdo de “Se f(x) é uma funcdo derivavel entdo ela é
uma funcdo continua” é ”f(x) é uma funcao derivavel e néo-
continua“

Dada uma proposicio p = q entdo:
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m a proposicdo q = p é chamada de reciproca da proposicdo;
m a proposicdo nio q = ndo p € chamado de contrapositiva;

m a proposicdo ndo p = ndo q € chamado de inversa da proposi-
cao.

Destacamos que uma implica¢do e sua contrapositiva sdo equi-
valentes, ou seja, ou ambas sdo simultaneamente verdadeiras ou
ambas sdo simultaneamente falsas. Como veremos posteriormente
(na secdo [1.2.2)), essa equivaléncia nos fornece uma técnica de de-
monstragdo: no lugar de demonstrarmos uma implicacdo podemos
demonstrar sua contrapositiva.

Também observamos que a contrapositiva da reciproca € a inversa
(veja exercicio [1.12]), e assim pelas razdes apresentadas no para-
grafo anterior a reciproca e a inversa sdo equivalentes .

Ressaltamos que um erro ldgico muito comum € confundir uma
proposicdo com a sua reciproca. O proximo exemplo ilustra que uma
implicacdo verdadeira pode ter a reciproca falsa.

Exemplos 1.20 Considere a seguinte proposi¢do “se x é um nu-

2

mero racional entdo x° € um numero racional”. Essa implicacdo é

verdadeira, como veremos no exercicio [1.21l.c.

2

= a proposicdo “se x* é um ntimero racional entdo x € um numero

racional” é a reciproca dessa proposicado. Essa reciproca é falsa
pois v/2 ndo é um ndmero racional, mas o seu quadrado, o

numero 2, é racional
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2 nfo é um numero racional, entdo x nio é

= a proposicao “se x
um numero racional” é a contrapositiva da proposicao inicial, e

assim verdadeira.

= a proposicdo “se x nido é um numero racional entdo x? nio é

) .

um numero racional” é a inversa dessa proposicdo. Sendo equi-
valente a reciproca, essa afirmacao é falsa.

As seguintes denominacodes, derivadas da nocdo de implicacao,
sdo usuais:

Definicdo 1.21 Uma proposigdo p € dita condigdo suficiente para
uma proposi¢cdo q, se p implica . Uma proposi¢do p é uma condi-
¢do necessdria para uma proposi¢do d, se q implicap.

Exemplos 1.22

1. Para um numero natural, ser par é uma condicdo necessdria
para ser divisivel por 4, pois todo numero divisivel por 4 é
par. Por outro lado, ser par nao é condicao suficiente para ser
divisivel por 4, pois existem pares que nao sao divisiveis por 4.

2. Para um numero real, ser maior que 2 é uma condicdo sufici-
ente para ser maior que 1, mas ndo necessaria.

3. Ter nascido em Minas Gerais é condicdo suficiente para ser
brasileiro, mas claramente nao necessaria.

4. Para um ntumero real, ser distinto de 0 é condicdo necessdria e
suficiente para possuir um inverso.
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Finalmente, o conectivo p < q ¢ chamado de bicondicional ou
bi-implicacdo. A expressdo p < q é lida como “p se e somente
se q”. A expressao € equivalente a (p = q)e(q = p). Nesse caso
dizemos ainda que p é uma condicdo necessdria e suficiente para q.

Exercicios
Ex. 1.9 — Ache a contrapositiva, a reciproca e a inversa das seguin-
tes frases:

a) niop = q.

b) ndop = ndio q.

¢) p= ndoq.

d) Se chove entdo eu nao vou trabalhar.

e) Se x é par, entdo 2x + 1 é impar.

f) Se minha mae é um trator entao eu sou uma moto-serra.

g) Se 2%+ 1 ¢é primo, entdo k é uma poténcia de 2.

h) Se x? +1y? =0 entfio x e y sdo iguais a 0.

Ex. 1.10 — Atribua um valor verdade as seguintes proposicoes:
a) Se 2 é um numero par, entdo 3 ¢ um ntimero impar.
b) Se 2 é um nuiimero par, entdo 4 é um ntimero impar.
c) Se 3 ndo é par, entdo 3 ndo é impar.
d) Se 3 ndo é par nem primo, entdo 5 nao é impar.

e) Se minha mie é um trator entdo eu sou uma moto-serra.
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Ex. 1.11 — Para os pares de proposicoes p e q diga se p é condi-

cdo necessdria, suficiente ou ambas para q. Em todos os exemplos

considere n como sendo um numero natural.

a)
b)

c)

d)
e)

D

p= “n é maior que 2” q =“n é maior que 3”.

p="“x é maior que 2” q =“x € maior igual a 2”.

p=“n é maior que 0 e n é menor que 2” q =“n é menor que
27,

p=“n € maior que 0 e n é menor que 2” q =“n =1".

p="“A é um tridngulo isdsceles” q =“A é um triangulo equila-
tero”.

p=“M é uma matriz com determinante diferente de 0” q =“M
é uma matriz invertivel”.

Ex. 1.12 — Determine:

a)
b)
c)
d)
e)

A contrapositiva da contrapositiva de p implica q.
A contrapositiva da reciproca de p implica q.

A contrapositiva da inversa de p implica q

A contrapositiva de p implicando q

A reciproca de p implicando q

Ex. 1.13 — Negue a proposicio p < q
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1.1.4  Multiplos Quantificadores

Diversas proposi¢oes matematicas envolvem mais que um quantifi-
cador. Ao lidarmos com proposi¢oes com mais de um quantificador
devemos tomar alguns cuidados extras, que exporemos nessa secao.
Comecemos com alguns exemplos de proposicdes matematicas com
multiplos quantificadores.

Exemplos 1.23

= Para todo nimero inteiro par n, existe um inteiro k tal que n =
2k. Essa proposicao pode ser escrita simbolicamente como:

Yn € Z com n par, 3k € Z|n = 2k

m Para todo ntmero real x, e para todo numero real y, x +y =

y + x. Essa proposicdo pode ser escrita simbolicamente como:
VxeR,Vye R, x+y=y+x

m Para todo nimero real x # 0, existe um numero real x’ tal que

x -x’ = 1. Essa proposi¢do pode ser escrita simbolicamente

como:
vx € R,comx #0,3x' e R|x-x' =1
Um fato a ser observado, é que quando temos dois quantificadores

diferentes (um universal e um existencial), a ordem dos quantifica-
dores é importante. Assim por exemplo a proposicao

Vx e R,Jy e R|y = x?
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que pode ser reescrita como “para todo x € R existe y € R tal
que y = x?” afirma que para todo nimero real existe o quadrado
desse numero, e assim essa € uma proposicao verdadeira. Porém se
trocarmos a ordem dos quantificadores temos a proposicao:

Jy e R|vx e R,y =x*

que pode ser reescrita como existe um numero real y tal que para

2. ou seja essa proposicdo afirma que

todo numero real x, y = x
existe um numero real que € o quadrado de qualquer nimero rea.
E desta forma essa proposicao € falsa.

Para quantificadores do mesmo tipo (dois existenciais, dois uni-
versais, etc.) a ordem dos quantificadores ndo importa, ou seja, a
proposicao Ix € S|3y € Tp(x,y) € equivalente a proposicdo Iy €
T|3x € Sp(x,y), e aproposicao Vx € S,Vy € T,p(x,y) é equivalente
a proposicao Vy € T,Vx € S,p(x,y).

A negacdo de proposi¢oes com mais de um quantificador pode ser
feita utilizando cuidadosamente as regras de negacao para quantifi-

cadores. Assim por exemplo:

Exemplo 1.24 Usando a negacdo do quantificador universal, temos
que a negacao da proposicao
VyeT,IxeS|plxy) é:

Jy € T| ndo(Ix € S|p(x,y))

1 i.e, o mesmo numero real deveria ser o quadrado de todos os nimeros reais

27



Usando a negacao do quantificador existencial temos:

Jy e T|Vx € S,ndop(x,y)).

O

Quando tivemos uma proposicdo com multiplos quantificadores,

um exemplo serd um elemento do dominio de discurso do quanti-

ficador mais externo que satisfaz a proposicao obtida removendo a

quantificacdo mais externa. Assim por exemplo, dado a proposicao

Vx € T,Vy € S,p(x,y)

um exemplo é um elemento de T que satisfaz a proposicdo Vy €

Sp(x,y), obtida da anterior removendo a quantificacdo mais externa.

De modo andlogo podemos definir contraexemplos para proposicoes

com multiplos quantificadores.

Exemplos 1.25

28

= Um exemplo para a proposicdo P =“Para todo numero real x,

existe y tal que x +y = 0” é um numero real x que satisfaz
a proposicdo Q(x) =“existe y tal que x +y = 0”. Assim 2 é
exemplo pois: Q(2) =“existe y tal que 2+y = 0” é uma pro-
posicdo verdadeira. A verdade da tultima proposicdo pode ser
demonstrada através de um exemplo para Q(2), o nimero real
y=2.

De modo mais geral, qualquer niumero real é exemplo para a
afirmacdo P =“Para todo numero real x, existe y tal que x +
y = 0” pois a frase obtida pela remocao do quantificador mais
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externo: Q(x) =“existe y tal que x +y = 0” é verdadeira, pois
y = x é um exemplo para Q(x)

= Por outro lado um exemplo para proposicdo P =“Existe x tal
que para todo y tal que x +y = 0” seria um numero real x
que satisfaz a proposicdo Q(x) =“para todo y tal que x +y =
0”. Claramente ndo existe um numero real que satisfaz essa
proposicao. Assim todos os numeros reais sao contraexemplos
para essa afirmacao

Exercicios
Ex. 1.14 — Transcreva as seguintes proposicoes para a forma sim-
bolica:
a) Para todo numero inteiro impar n, existe um numero inteiro
k tal que n = 2k + 1.
b) Para todoy € B existe um x € A tal que f(x) =y.
c) Para todo numero real x existe y tal que x +y = 0.

d) Para todo € > 0, existe Ny € IN tal que para todo n > N,
lan—L| <€

e) Para todo x € A e para todo ntimero real e > 0 existe um
numero real § > 0 tal que |x —c| < & implica [f(x) —L| < €

Ex. 1.15 — Seja a proposicao p(x,y) =“x+4 >y’ comx,y € D =
{1,2,3,4,5,6}. Para as seguintes proposicoes, reescreva-as em portu-
gués e atribua um valor verdade
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a) VxeD,3yeD|pxy)
b) JyeD|Vx e D,p(x,y)
¢) ¥xeD,YyeD,pxy)
d) IxeD,3yeD|pxy)

Ex. 1.16 — O que as seguintes afirmacoes significam? Elas sdo uni-
versais ou particulares? Elas sdo verdadeiras? Dé exemplos e con-
traexemplos quando possivel. O universo de discurso em todos os
casos é os numeros naturais.

a) Vx,dyl(x<vy)
b) Jy|Vx, (x <y)
o) Ix|Wy, (x <y)
d) Yy, Ix|l(x<vy)
e) Ix|Jyl(x<y)
f) vx, vy, (x <y)

Ex. 1.17 — Reescreva as seguintes definicbes matemadticas simboli-
camente:

a) Comutatividade: A soma de x com y € igual a soma de y com
X.

b) Nao-comutatividade: Existem x e y tal que a soma de x com
y é diferente da soma de y com x.
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c)

d)

e)

Identidade: Existe um elemento e tal que a soma de x com e
é X.

Transitividade: Se x é menor igual que y e y é menor igual
que z entdo x é menor igual que z.

Reflexividade: Para todo x, x é menor igual a x

Ex. 1.18 — O que as seguintes afirmacoes significam? Elas sdo ver-

dadeiras? Dé exemplos e contraexemplos quando possivel. O uni-

verso de discurso em todos os casos € os numeros naturais.

a)
b)

c)

Vx, y| (2x —y = 0)
Jy|Vx, (2x—y =0)
Jy|3z| (y+z = 100)

Ex. 1.19 — Para as seguintes proposicoes, escreva a negacao, em
portugués e simbolica, de cada uma delas.

a)

b)

)

d)

Para todo numero real x, para todo niumero real y, x +y = 0.

Para todo numero real x, existe um numero real y tal que
x+y=0.

Para todo € > 0, existe Ny € IN tal que para todo n > Ny,
lan —LI < €

Para todo e, existe d(e) tal que se 0 < |[x—a| < & entdo
f(x) —f(U))I < e.
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Ex. 1.20 — Exemplos e ou Contraexemplos

a) Para todos numeros naturais pares m,n, temos que n + m é

par.

1.2 DEMONSTRACOES

1.2.1 Por que Demonstrar?

‘A logica € a higiene que o matemdtico pratica
para manter as suas ideias sauddveis e fortes. “
Hermann Weyl

Nas secOes anteriores apresentamos alguns elementos da lingua-
gem e da légica que sustentam a matemadtica. J4 nesta secdo apre-
sentaremos algumas ideias sobre demonstracoes matematicas. Co-
mecaremos com uma breve discussdo sobre o papel das demonstra-
¢oes no conhecimento matematico.

A importancia do conhecimento matemadtico para as ciéncias é
inegavel. Grandes teorias cientificas, como a mecanica newtoniana,
o eletromagnetismo, a relatividade geral e quantica sdo expressas
elegantemente em termos matemadticos, e mais, gracas a uma rela-
cdo intrincada entre o conhecimento natural entre esses campos de
saber e uma matematica sofisticada, essas teorias sdo capazes de um
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poder de expressividade, de descricdo e de precisado invejaveis. Sdo
essas teorias cientificas, e assim também a matematica envolvida
nessas descricoes, que sustentam os avancos tecnolégicos de nossa
sociedade. Como enfaticamente expresso pelo fisico Galileo Galilei:

“A filosofia encontra-se escrita neste grande livro que
continuamente se abre perante nossos olhos (isto é, o
universo), que nado se pode compreender antes de en-
tender a lingua e conhecer os caracteres com os quais
estd escrito. Ele estd escrito em lingua matemadtica, os
caracteres sdo triangulos, circunferéncias e outras figu-
ras geométricas, sem cujos meios é impossivel entender
humanamente as palavras; sem eles nés vagamos perdi-
dos dentro de um obscuro labirinto”

Galileo Galilei, O Ensaiador

Se por um lado essa visdo utilitarista da matemadtica como ferra-
menta, seria suficiente para justificar a importancia do estudo da
matematica, essa visdo € insuficiente para levar a compreensao pro-
funda da matematica em si. A matematica, como area do conheci-
mento, tem um proposito muito mais amplo que ser a lingua da
ciéncia.

A matemadtica tem objetivos e métodos proprios. E talvez o mé-
todo seja uma das marcas que distinguem fundamentalmente a ma-
tematica das outras dareas do conhecimento. Nessa linha podemos
dizer que a matematica, pelo menos nos ultimos 23 séculos, se ca-
racteriza pelo método axiomatico, que simplificadamente pode ser
descrito como tomar alguns fatos como verdadeiros (as hipoteses,
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os axiomas) e demonstrar todo o restante a partir desses fatos, utili-
zando as regras da légica.

Vale ressaltar que, claramente, a matematica se estende muito
além do pensamento racional-dedutivo e a intuicdo e a percepcao
inconsciente sdo chaves para a criatividade matemadtica, e a sede de
descobrir novas verdades, de expandir o conhecimento € a motiva-
cdo do esforco matematico. Porém , embora estes sejam realmente
elementos essenciais na exploracdo continua e no desenvolvimento
da matematica, o raciocinio 1égico é imprescindivel para a determi-
nacao da verdade matemadtica.

Assim a questdo natural é: porque as demonstragoes sdo impor-
tantes? Porque a supremacia do raciocinio 16gico e da deducéo?

O principal motivo é que nossa intuicao falha. E na histéria da ma-
tematica, diversos exemplos demonstraram e convenceram os mate-
maticos que so a intuicdo é insuficiente para compreender os fatos
matematicos.

Para ilustrar esse ponto, um exemplo tipico da falibilidade da
nossa intuicao € o fato que para equacoes polinomiais de grau maior
igual que 5 ndo existem féormulas fechadas ao estilo da férmula de
Bhaskara que expressam as solucoes desses polinémios. Dito de ou-
tra forma, as solucées de um polinémio de grau maior que 5 em
geral ndo podem ser expressas como um numero finito de somas,
produtos, quocientes e raizes dos coeficientes do polindémio. Desde
que as expressoes descobertas por Bhaskara Akaria (1114-1185), Gi-
rolamo Cardano (1501-1576) e Niccolo Tartaglia (1499-1557), mos-
traram como representar as solucoes de um polinémio de grau até 4
através de operacoes aritméticas e radicais dos coeficientes, o desco-
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nhecimento das expressdes para graus maiores foi atribuido a uma
falta de técnica que seria superada e geracOes de matematicos se
dedicaram a encontrar expressdes para as solucoes de polinémios
de graus maiores. Porém, contrariando a intuicdo inicial, em 1824,
Niels Henrik Abel provou que tal férmula ndo poderia existir e mos-
trou que as tentativas tinham sido em véao.

Prosseguindo nessa linha, outro exemplo da necessidade de rigor,
cuidado conceitual e do valor das demonstragoes € a nocao de limi-
tes (e a nogao de infinito) que trataremos no capitulo 8. A manipu-
lacdo descuidada desses objetos levou a uma quantidade gigantesca
de erros e falhas conceituais em toda a matematica, que sé foram
resolvidas com definicOes precisas e demonstracdes rigorosas.

Ainda sobre a limitacdo da intui¢do como crivo fundamental para
a verdade matematica, destacamos que conforme o conhecimento
matematico se expandiu, expandiu-se também a generalidade e a
abstracdo desse conhecimento, que assim se afastou cada vez mais
do restrito nimero de ideias sobre as quais temos alguma intuicao
naturalmente.

Outro ponto para justificar a necessidade das demonstracdes, é
que em geral as afirmacOoes matematicas versam sobre uma infini-
dade de objetos, como a afirmacao “Existem infinitos primos”. Por
mais que verifiquemos através de computacoes que existam 1010"°
primos, ndo terminaremos com a inquietacdo e nem teremos razoes
solidas para acreditarmos nesse fato. Novamente, a matematica esta
repleta de exemplos de afirmac¢des que valem para um grande nu-
mero de casos iniciais, mas que mesmo assim admitem contraexem-
plos.
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1.2.2 Métodos de Demonstracao

Rigor ¢ para o matemdtico o que a moral é
para os homens.
André Weyl

Vamos ilustrar algumas técnicas de demonstracdo utilizando al-

guns resultados de nimeros naturais. Para isso recordamos algumas

definicdes que utilizaremos:
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Um numero inteiro ndo nulo a divide um nimero inteiro b se
existe um inteiro k, tal que: b = ak. Se a divide b, b é dito
multiplo de a ou de modo equivalente a é dito divisor de b.

Um namero inteiro a € dito par se 2 divide a, ou seja, se existe
numero inteiro k tal que a = 2k.

Um ntmero inteiro b é dito impar se 2 ndo divide b, nesse
caso pode-se provar que existe um ntumero inteiro k tal que
b=2k+1.

Um numero real r é dito racional se existirem numeros intei-

rosp,q, com q # 0, tal que r = E.

Um numero real r é dito irracional se ndo for racional, i.e, se

ndo existirem inteiros p, q, com q # 0, tal que r = E.



Demonstragdo Direta

A demonstracdo direta é a forma mais simples de demonstragdo que
ndés tratamos nesta se¢do, e € a mais Obvia: para demonstrar que
P = q suponha que p é verdadeiro, e através de uma série de etapas,
cada uma seguinte das anteriores, conclui-se q.

Exemplo 1.26 Se n, m sdo numeros pares entdo n + m também ¢é

um namero par. O

Um bom modo de iniciar uma demonstragdo ¢ identificando as
hipoteses e a tese e esclarecendo os seus significados, e o significado
dos termos envolvidos:

Hipotese 1: n é par. Por definicio de nuimero par, temos que
existe um inteiro kg tal que n = 2k;.

Hipotese 2: m é par. De modo andlogo, temos pela definicdo de
numero par que existe (possivelmente outro) inteiro k; tal que m =
2k;.

Tese: Queremos provar que n + m € par, ou seja, que existe um
inteiro k3 tal que n +m = 2k;.

Feito isso vamos a demonstracao:

Demonstracdo: Como n, m sdo pares existem inteiros ki, k, tais
que n = 2k; e m = 2k;,. Desta forma temos que n + m = 2k + 2k,
e colocando em evidéncia o 2 teremos:

p+q=2(k + k) = 2k3

onde k3 = kg + k, é um ntimero inteiro. E assim n + m é um numero
par.
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Exemplo 1.27 Se a divide b e b divide c, entdo a divide c. ]

Novamente comecaremos identificando as hipdteses e a tese e es-
clarecendo os seus significados:

Hipotese 1: a divide b. Isso significa que existe um numero in-
teiro kg tal que b = ak;.

Hipotese 2: b divide c. Isso significa que existe um numero inteiro
k; tal que ¢ = bk;.

Tese: Queremos provar que a divide c, ou seja, queremos mostrar
que existe um numero inteiro k3 tal que ¢ = aks

Demonstracao: Pelas hipoteses temos que existem inteiros ki, k
tais que b = a.k; e ¢ = b.k;.
Substituindo a primeira expressdo na segunda teremos:

C = bkz = (ak1)k2 = a(k1k2) = Clk3

onde k3 = kik; € um ntimero inteiro. O que prova que a divide c.
mi

2

Exemplo 1.28 Se n é um numero impar entdo n° é um numero

impar. ]

Hipotese: n é um numero impar, i.e, 3k; € Z tal que n = 2k; + 1

2

Tese: n? é um ntimero impar, i.e, 3k; € Z tal que n? = 2k, + 1
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Demonstracdo: Como n é um numero impar, existe um inteiro k;
tal que n = 2k + 1 e assim:

n? = 2k +1)2 =413 +4k +1 = n? =22k +2k;) + 1

Como 2k$ + 2k; é um ntmero inteiro, temos pela definicio que n?

¢ impar. |

Exercicios

Ex. 1.21 — Demonstre as seguintes afirmacdes:

a) Se a divide b e a divide c entao a divide b + c.

b) Se p, q sdo numeros racionais, entdo p + q ¢ um numero ra-
cional.

c) Se p, q sdo numeros racionais, entdo p - ¢ € um numero raci-
onal.

*d) Se r; e T, sdo raizes distintas de p(x) = x> + bx + ¢, entdo

Tm+r=—-beriry=c.

Demonstragéo por Redugdo ao Absurdo

Uma demonstragdo por reducdo ao absurdo (também conhecida
como demonstracao por contradi¢do ou ainda por reductio ad ab-
surdum) é uma técnica de demonstracdo no qual se demonstra que
se algum enunciado fosse verdadeiro, ocorreria uma contradicao 16-
gica, e portanto o enunciado deve ser falso.
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Exemplo 1.29 Existem infinitos numeros primos. ]

Demonstracdo: Vamos demonstrar essa proposicao por reducio ao
absurdo. Desta forma suponha que existem finitos numeros primos,
que denotaremos por p1, Pz, - - ., Pn. Considere entdo o numero q =
P1P2---Pn + 1. O nimero q néo € divisivel por nenhum dos numeros
P1,P2, .-, Pn (0 resto da divisdo de q pelo primo p; € sempre 1).
Logo, q € um numero primo distinto de py, p2, - . ., pn- Isto contradiz
a nossa hipodtese inicial de que existem apenas n numeros primos.
Absurdo. Logo existem infinitos ntimeros primos O

Exemplo 1.30 /2 é irracional. ]

Demonstracdo: Faremos a demonstracdo pelo método de reducéo
ao absurdo. Ou seja, supomos que /2 é um ndmero racional, i.e.,
que existem numeros inteiros positivos a e b tais que:

a
o =V2

ou, equivalentemente:

a2
(5) =2
b
Podemos supor que a e b ndo sdo ambos niimeros pares, pois se

fossem, poderiamos simplificar a fracdo até termos que pelo menos
um dos termos da fracdo seja impar.
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Agora, €SCrevemaos:

a2  a

— :—:2

(5) =12
Entao:

a? = 2b? (1.1)

2

Concluimos entdo que a? é um ntimero par, pois é dobro de b?.

Logo a também deve ser par, pois se a fosse impar o o seu quadrado
também seria impar.

Temos entdo que a é um numero par e, portanto, é o dobro de
algum numero inteiro, digamos k:

a=2k (1.2)

Substituindo [1.2] em [1.7] temos:

(2k)? = 2b% = 4K? = 2b% = 21> = b? (1.3)

De modo andlogo, temos que b deve ser um numero par. O que é
absurdo pois a e b nio sdo ambos ntimeros pares. Portanto, v/2 tem
que ser um numero irracional. Como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.31 Nao existem solucOes inteiras positivas para a equa-

ciox?—y?=1. O
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Demonstracdo: Vamos realizar a demonstracdo por reducéo ao ab-
surdo. Desta forma, vamos supor que existe uma soluc¢édo (a, b) com
a e b inteiros positivos, satisfazendo a? — b? = 1. Entdo fatorando
temos:

a?—b?=(a—b)la+b)=1.

Como a+b e a—Db sdo inteiros cujo produto é 1, temos que ou
a+b =a—b=1oua+b =a—b = —1. No primeiro caso,
podemos adicionar as duas equacOes para obter a = 1 e b = 0,
contradizendo o nosso pressuposto inicial de que a e b sao positivos.
No segundo caso de modo semelhante, obtemos que a = —1eb =
0, novamente contrariando a nossa hipétese. Logo por reducao ao
absurdo, temos que nao existem solu¢des inteiras positivas para a
equacdo x> —yr =1. O

Exercicios
Ex. 1.22 — Use o método de reducdo ao absurdo para provar cada
um das seguintes proposicoes.
a) V2 é irracional.
b) Nio existem solucdes inteiras positivas para a equacio x> —
y? =10.
¢) Nio existem solucdes racionais para a equacio x° +x* +x3 +
x> 4+1=0.
d) Dados a,b,c numeros inteiros. Mostre que se a nao divide
bc, entdo a nao divide b.

42



Demonstra¢do por Contraposi¢do

O método de demonstragdo por contraposi¢ao baseia-se no fato que

uma implicacdo p implica q € equivalente a sua contrapositiva ndo q implica ni
Assim, no método de demonstragdo por contraposicao ao invés de se
demonstrar a implicagao p implica q, demonstra-se que ndo q implica niop.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.32 Se n e m sdo numeros inteiros para os quais n +m

¢ par, entdo n e m tem a mesma paridade. O

Vamos provar essa proposi¢do usando o método de demonstracao
por contraposicao. Observe que a versdo contrapositiva deste teo-
rema é: "Se n e m sdo dois numeros inteiros com paridades opostas,
entdo sua soma n + m deve ser impar".

Para a versao contrapositiva temos:

= Hipodtese: “n e m sdo dois numeros inteiros com paridades
opostas”,

n Tese “soma n + m deve ser impar”

Demonstracdo: Faremos a demonstragdo por contraposicdo. Desta
forma supomos que n e m tem paridades opostas, ou seja, um deles
¢ par e o outro impar, e assim nao ha perda de generalidade em
supor que n € par e m é impar. Logo, existem inteiros k; e k; tais
que n = 2k; e m = 2k; + 1. Calculando a soma

n+m=2k;+2k,+1=2(k;+ky)+1
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e observando que k; + k; é um numero inteiro, temos que n + m é
um inteiro impar, por definicao. O

Qual a diferenca entre uma demonstracao por contraposicao de uma
demonstracdo por reducdo ao absurdo?

Vamos analisar como os dois métodos de trabalho ao tentar provar
"Se p, entdo q".

m Método de reducdo ao absurdo: assuma p e nio q e entdo de-
vemos provar que estas duas hipdteses levam a algum tipo de
contradicao légica.

s Método de contraposi¢cdo: assuma nio q e entdo devemos pro-
var niaop.

O método de contraposicdo tem a vantagem de que seu objetivo
¢ claro, temos que demonstrar ndo p. Por outro lado, no método da
contradicio, o objetivo é demonstrar uma contradicdo logica, porém
nem sempre é claro qual é a contradicdo que vamos encontrar.

Exemplo 1.33 Se n? é impar, entdo n é impar ]

Demonstracio: Nesse caso a contrapositiva é: “se n é par entio n’

é par”
Assim por contraposicdo. Suponha entdo que n é par, logo existe
um numero inteiro k tal que n = 2k, e assim:

n2 = (2k)? = 4k? = 2(2k?)

Como 2k? é um inteiro, n? é par. o
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Exercicios
Ex. 1.23 — Prove cada uma das seguintes proposicoes pelo método
de contraposicao.

a) Se x ey sado dois numeros inteiros cujo produto € par, entao
pelo menos um dos dois deve ser par.

b) Se x ey sdo dois niimeros inteiros cujo produto é impar, entao
ambos tém de ser impares.

c) Se a e b sdo numeros reais tais que o produto ab é um nu-
mero irracional, entdo ou a ou b deve ser um numero irraci-
onal.

Ex. 1.24 — Mostre que o produto de um numero racional ndo nulo
com um numero irracional ¢ um ntimero irracional.

Ex. 1.25 — Mostre que se a e b sdo numeros racionais, entdo a+b
¢ um numero racional.

Ex. 1.26 — Mostre que um numero inteiro de 4 digitos é divisivel
por 3 se a soma dos seus digitos for divisivel por 3.

Demonstragées de “se e somente se”

Muitos teoremas na matemadtica sdo apresentados sob a forma "p se,
e somente se, q". Essa afirmacio é equivalente a "se p, entdo q e se
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q, entdo p". Logo, para demonstrar uma afirmacdo da forma "p se,
e somente se, q", devemos demonstrar duas implicacoes separada-
mente.

Exemplo 1.34 Dois inteiros a e b, possuem paridades diferentes se,

e somente se, a + b € um numero impar ]

Demonstracdo: Temos que provar duas implicacdes:
m Se a e b possuem paridades diferentes entdo a + b é um impar;
= Se a+ b é impar entdo a e b possuem paridades diferentes.

Vamos provar a implicagdo: se a e b possuem paridades diferentes
entdo a + b € impar.

Sem perda de generalidade como por hipétese a e b possuem
paridades diferentes, podemos assumir que a € par e que b é impar.
Desta forma existem inteiros kq, k; tais que a = 2kj e b =2k, + 1, e
assim:

a+b=2ki+2ky+1=2(k;j+k) +1

e assim a + b é impar.

Agora, demonstraremos a implicacio: se a + b é impar entdo a e
b possuem paridades diferentes. Na verdade provaremos a contra-
positiva dessa afirmacao: se a e b possuem paridades iguais entdo
a+b é par.

Temos dois casos a considerar ambos a e b pares e ambos a e b
impares.
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Se a e b sdo ambos pares entdo existem ki, k; tal que a = 2k; e
b = 2k, e desta forma

a+b=2(ks+k2)

e assim a+ b € par.
Se a e b sdo ambos impares entdo existem k;,k, tal que a =
2k1 +1eb =2k, + 1 e desta forma

a+b=2ki+14+2k2+1=2(k;i+k2+1)

e assim a+ b € par.

Exercicios

Ex. 1.27 — Dado dois inteiros a e b, o produto ab é um numero
par, se e somente se, pelo menos um dos nimeros inteiros, a ou b,
for par.

Ex. 1.28 — Dados a, b, c inteiros com ¢ # 0. Mostre que a divide b
se e somente se ac divide bc.
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2 GENERALIDADES SOBRE
CONJUNTOS

21 CONCEITOS BASICOS

Definicdo ingénua de conjunto

Um conjunto é uma qualquer colecdo de objetos, concretos ou abs-
tratos. Dado um conjunto, isto é, uma colecao de objetos, diz-se que
cada um destes objetos pertence ao conjunto dado ou, equivalen-
temente, que é um elemento desse conjunto.

Exemplos 2.1
= o conjunto das disciplinas de um curso;
= 0 conjunto das letras desta frase;

o conjunto dos jogadores de um time de futebol,;

o conjunto dos times de futebol de um estado;

o conjunto dos conjuntos dos times de futebol de um estado;

= o conjunto das ideias que Leonardo da Vinci nunca teve;

= 0 conjunto dos nimeros naturais.
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NotacOes. Para denotar um conjunto genérico, usam-se normal-
mente letras maitsculas A, B, C,...Z, enquanto para seus elemen-
tos usam-se letras minusculas a, b, c,...z (atengdo: essa é somente
uma notag¢do comum, ndo uma regra, até mesmo porque um con-
junto pode ser, por sua vez, um elemento de outro conjunto, caso em
que a notacdo ndo poderia ser respeitada). A relacao de pertinéncia
¢ denotada pelo simbolo €. J4 o simbolo ¢ é usado para denotar a
ndo-pertinéncia (quando isso fizer sentido).

Exemplos 2.2
= a € A denota o fato de que o objeto a pertence ao conjunto A;

= x ¢ C denota o fato de que x ndo é um elemento do conjunto
C.

Formas de descrever um conjunto
O modo matemadtico de descrever um conjunto lanca mao das cha-
ves { }, sendo usadas no formato genérico

{ descricdo dos elementos ou de suas propriedades }.

Hé& uma sutil mas importante diferenca entre descrever os elementos
de um conjunto (o que serd chamado de descricdo enumerativa) ou
descrever as propriedades desses elementos (o que serd chamado de
descrigcdo predicativa). Na descricdo enumerativa, mais simples (mas
nem sempre possivel), os elementos sdo apresentados explicita ou
implicitamente, como nos exemplos abaixo:

Exemplos 2.3
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{1,2,3}

{a,b,c,d, e, f, g}

{andré, bernardo, caetano}

{ palavras da lingua portuguesa }

= { alunos desta turma }

= {0,1,2,...}

Note que, no ultimo exemplo, lanca-se mao das reticéncias para in-
dicar que o elenco dos elementos do conjunto continua indefinida-
mente, segundo uma regra que fica implicitamente clara observando-
se os primeiros elementos apresentados.

Jé na descricdo predicativa, hd a concorréncia de duas condicoes: i)
ha um "conjunto de referéncia", ao qual pertencem os elementos do
conjunto que se quer descrever (podemos pensa-lo com o dominio
do discurso); ii) ha uma propriedade que € satisfeita por todos os
elementos do conjunto que se quer descrever, e somente por eles. O
formato geral (em notacdo matematica) da descricdo predicativa é

{x € U|x satisfaz P}

onde U denota o conjunto de referéncia e P a propriedade que ca-
racteriza os elementos do conjunto que estd sendo descrito. A barra
H|H

vertical "|"é lida como "tal que"(ou "tais que", dependendo da concor-

déancia de numero) e, em seu lugar, € também comum empregar o
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simbolo ":". Abaixo, alguns exemplos desse modo predicativo (para
esses exemplos, IN denota o conjunto dos nimeros naturais e IR de-
nota o conjunto dos nimeros reais):

Exemplos 2.4

= {n € N|n+1éum multiplo de 10}

s (xeER:x2+2x—1>0}

{ alunos desta turma que usam o trem como meio de transporte

}

{ nimeros impares que também sdo primos }

Alguns cuidados com essa no¢ao ingénua dos conjuntos

Ao tratarmos os conjuntos como meras colecdes de objetos, estamos
livres de tomar qualquer colecdo imagindvel. O limite para tal, se
existir, é a prépria criatividade da mente humana. Mas desse modo
podem aparecer problemas légicos irremediaveis, como mostra o pa-
radoxo abaixo.

Paradoxo de Russell. Ha conjuntos que sao elementos de si mesmos:
o conjunto de todos os conjuntos imaginaveis é um elemento de
si mesmo, pois trata-se evidentemente de um conjunto imaginavel
(acabamos de imagina-lo); o conjunto de todas as coisas que nao
sdo comestiveis nao é comestivel, logo é um elemento de si mesmo.
H& também os conjuntos que ndo sdo elementos de si mesmos: o
conjunto dos mamiferos ndo é um mamifero; o conjunto dos alunos
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desta turma ndo € um aluno desta turma. Para distinguir uma classe
de conjuntos da outra, chamemos de endoldgicos os conjuntos que
sdo elementos de si mesmos e de exoldgicos 0s conjuntos que nao
sdo elementos de si mesmos. Evidentemente, todo conjunto é ele-
mento de uma classe ou da outra, ndo podendo pertencer a ambas.
Denote entdo por C o conjunto de todos os conjuntos exoldgicos. A
qual classe pertence o conjunto C? E um conjunto endoldgico? E
exologico?

Uma analise do paradoxo acima pode ser encontrada no Apéndice,
mas adiantemos aqui sua conclusao: tal conjunto C ndo pode existir,
a nao ser as custas da consisténcia légica do nosso sistema. E essa
constatacao ilustra a necessidade de se desenvolver um conceito de
"conjunto"mais elaborado, de modo a evitar paradoxos e inconsis-
téncias. Tal elaboracdo foge totalmente ao escopo deste texto, mas
sua necessidade nao poderia ter sido omitida. Com esse cuidado em
mente, nos serd suficiente, para efeito dos nossos objetivos, lancar
mao da definicdo ingénua de conjunto dada no inicio deste capitulo,
uma vez que lidaremos somente com conjuntos "razodaveis".
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2.2 RELAQ@ES ELEMENTARES

Subconjuntos e superconjuntos

Seja dado um conjunto A. Dizemos que um conjunto B é um sub-
conjunto do conjunto A (ou, equivalentemente, que B esta contido
em A) se todo elemento de B é também elemento de A. Denota-se
tal situacdo por B C A. Em simbolos,

BCA

se, e somente se,
xeB=xecA.

A mesma situacado pode ser descrita dizendo que A é um supercon-
junto de B ou, mais comumente, que A contém B, denotando-se
tal relacao por A D B.

Exemplos 2.5 Para os exemplos que se seguem, denote por P o
conjunto dos nimeros naturais pares (note que tal conjunto inclui o
zero), por I o conjunto dos niimeros naturais impares e sejaS = {n €
IN[n+1 € P} o conjunto dos numeros naturais que sdo sucessores
de algum numero natural par. Denote ainda por Z o conjunto dos

numeros inteiros.

1. P C N, uma vez que todo numero natural par é, obviamente,
um numero natural.

2. Todo numero natural é um numero inteiro, logo Z > IN.

3. Todo ntimero natural impar é o sucessor de algum ntimero
natural par, logo I C S.
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4. Se um numero natural é o sucessor de um numero par, entdo
tal nimero é necessariamente impar, ou seja, [ O S.

Os dois ultimos exemplos acima traduzem o simples fato de que os
conjuntos S e | coincide. Temos, de fato, a seguinte

Definicdo 2.6 Se dois conjuntos A e B satisfazem as relagoes A C
B e B C A simultaneamente, entdo dizemos que tais conjuntos sdo
iguais, isto é, A = B. Em simbolos,

A=B

se, e somente se,
x € A& xeB.

Vale destacar, portanto, que uma igualdade entre conjuntos € a sin-
tese de duas inclusoes. Tal interpretacdo é util, particularmente, em
demonstracoes envolvendo igualdade de conjuntos. Por exemplo,
consideremos o conjunto A constituido pelos nimeros naturais cuja
metade também é um numero natural e comparemos o conjunto
A com o conjunto P dos exemplos acima, isto é, o conjunto dos
numeros naturais pares. Poderiamos simplesmente dizer que, evi-
dentemente, tais conjuntos sdo iguais. Entretanto, desconfiando das
evidéncias (o que é um habito saudével), vejamos como demonstrar
a igualdade A = P.

Tendo em mente que tal igualdade traduz as duas afirmacdes A C P

1 Note, em particular, que o simbolo C, ou mesmo D, ndo exclui a possibilidade da
igualdade entre os conjuntos
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e A D P, precisamos trabalhar com cada uma separadamente. Para
provar a primeira, devemos mostrar que todo elemento de A é tam-
bém elemento de P. Assim, tomemos um elemento a € A. Tal ele-
mento deve possuir, portanto, a propriedade de que a/2 é um nu-
mero natural, isto é

=n

Nl e

para um certo n € IN. Logo, a = 2n, ou seja, a € divisivel por 2.
Concluimos que a é par, isto é, a € P. Provamos, desse modo, que
todo elemento de A é também elemento de P, ou seja, A C P.

Para provar a outra inclusdo, devemos verificar que todo elemento
de P é também elemento de A. Seja entdo n € P um elemento
qualquer. Como n € par (condicdo para pertencer ao conjunto P),
ele é divisivel por 2. Assim, existe algum nuimero natural m tal que

n=2m
Dividindo ambos os membros da equacdo acima por 2, obtemos

7-m

isto é, a metade de n é um numero natural. Desse modo, n € A,
donde concluimos que P C A.

Tendo verificado que valem as inclusées A C P e A D P, podemos
concluir que vale a igualdade desejada, isto é, A = P.

Uma vez que a relagdo de inclusdo do tipo B C A inclui a possibi-
lidade que os conjuntos A e B sejam iguais (em outras palavras, a
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relacdo X C X é sempre valida, para qualquer conjunto X), preci-
samos de outra notacdo e nomenclatura para os casos em que que-
remos evitar tal possibilidade. Nesses casos, falamos em inclusdo
propria (ou estrita), denotando por B ¢ A. Em simbolos,

BCA&BCAeB#A.

Assim, quando dizemos que B estd contido propriamente em A (ou
que B é um subconjunto proprio de A), estamos afirmando duas
coisas: i) todo elemento de B é elemento de A; ii) existe ao menos
um elemento de A que nao pertence a B. Evidentemente, uma ob-
servacdo analoga cabe para a inclusdo prépria A 2 B.

Sobre notacdes. E comum encontrar um uso diferente para o sim-
bolo C (ou D) na literatura. Em alguns textos ou artigos, de fato, o
simbolo C (ou D) é usado com o mesmo significado que demos ao
simbolo ¢ (respectivamente, 2). Nesse caso, para indicar a inclusao
genérica (i.e. ndo prdpria), tais textos usam o simbolo C (respecti-
vamente D). Assim, ao se consultar outras referéncias bibliograficas,
é salutar verificar qual o significado ali adotado para os simbolos de
inclusao.

Conjunto vazio. Assumimos a existéncia de um conjunto que nao
possui nenhum elemento. Tal conjunto é chamado de conjunto
vazio e denotado por @. Dado qualquer conjunto A, vale sempre a
relacdo de inclusdo

@ C A.
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A afirmacdo acima equivale a proposicdo x € @ = x € A. Como
vimos no capitulo anterior, uma implicacao € falsa somente quando
sua premissa é verdadeira e sua conclusdo falsa. Em particular, vi-
mos o argumento de vacuidade: uma implicacdo cuja premissa é
falsa é sempre uma implicacao verdadeira, independentemente do
valor verdade de sua conclusio. E esse exatamente o caso acima: a
premissa x € @ € falsa, enquanto que a conclusdo x € A tem valor
de verdade indeterminado.

Outro modo de justificar a mesma implicacio é através de sua contra-
positiva: x ¢ A = x ¢ @. Nesse caso, a premissa pode ser verdadeira
ou falsa, sendo impossivel determinar o valor verdade a priori (afi-
nal, sequer sabemos qual conjunto é A). Entretanto, a conclusdo
x ¢ @ é evidentemente verdadeira. Assim, a implicacdo é verdadeira,
qualquer que seja o valor verdade da premissa.

Exercicios

Ex. 2.1 — Determine se as afirmacdes abaixo sdo verdadeiras ou
falsas:

a) o C{o}

b) o e{o}

c) o={o}
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Conjunto poténcia. Seja dado um conjunto A. O conjunto de todos

os subconjuntos de A é chamado de conjunto poténcia de A (ou
também conjunto das partes de A) e é denotado por frm—eA.
Note que, qualquer que seja o conjunto A, o conjunto poténcia
frm—eA sempre contém, pelo menos, os elementos @ e A.

Exemplos 2.7. Sejam dados os conjuntos A = {1,2} e B = {x,y, z}.

Entéo:
m frm—eA = {®/ {1 }/ {2}/ {1 ’ 2}}

s frm—eB = {2, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, 2}, {y, 2}, {x, y, z}}

E importante destacar um erro comum quando se fala em conjunto
das partes. Tomemos o conjunto A do exemplo acima. E falso afir-
mar que 1 € frm—eA (ou pior, que T C A). O correto é {1} €
frm—eA (o que equivale a dizer que {1} € A). Em suma, vale a
relacdo

X e frim—eA & X C A.

A melhor maneira de evitar erros como o ilustrado acima é ter sem-
pre em mente o significado das relacoes de pertinéncia e de inclu-
sdo. A primeira é uma relacdo entre elemento e conjunto, enquanto
a segunda é uma relagdo entre conjunto e conjunto. Assim, os ele-
mentos de frm—eA sdo subconjuntos de A. J4 os elementos de A,
estes ndo sdo, em geral, elementos de frm—eA.

Exercicios
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Ex. 2.2 — Na ultima observacao, dissemos que os elementos de um
conjunto A nao sao, em geral, elementos de frm—eA. Dé um exem-
plo de conjunto A tal que A N frm—eA # @.

Ex. 2.3 — Se A é um conjunto com n elementos, quantos elemen-
tos possui o conjunto poténcia frm—eA? (Veremos, mais adiante,
duas solugdes para este exercicio: uma no contexto do Principio de
Inducdo, outra no contexto de Combinatdria).

2.3 OPERAGOES

UNIAO E INTERSECCAO
Definicdo 2.8 . Dados dois conjuntos A e B, o conjunto unido
A UB € o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A ou

a B, isto é
xXE€EAUB&xeAouxeB.
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Definicdo 2.9 O conjunto interseccdo A N B ¢é formado pelos
elementos que pertencem simultaneamente a A e B, isto €

xEeEANB&wxe AexeB.

Exemplos 2.10. Dados os conjuntos A = {1,2,3}, B = {1,3,5} e
C =1{4,5, 6}, tem-se:

= AUB =11,2,3,5)

ANB ={1,3}

AUC={1,2,3,4,5,6}

E ANC=90

BuC ={1,3,4,5,6}

BNC ={5}

Quando dois conjuntos A e B ndo tém nenhum elemento em comum,
i.e. quando A N B = @, dizemos que estes conjuntos sdo disjuntos.
A unido de dois conjuntos disjuntos é também chamada de unido
disjunta e pode ser denotada pelo simbolo 0 @

2 A rigor, pode-se falar em unido disjunta de conjuntos quaisquer, mesmo nao dis-
juntos. Nesse caso, os eventuais elementos da interseccdo dos conjuntos passam
a ser considerados distintos, o que se obtém indexando os elementos de cada
conjunto.
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Propriedade 2.11 Sejam dados dois conjuntos A e B. Das defini¢coes
acima, seguem imediatamente as seguintes propriedades:

1. AUA=A=ANA

2. AU =AeANo =0

3. ANBCACAUB

4. ANBCBCAUB

5. AUBNC)=(AUB)N(AUC)
6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

A titulo de exemplo, vamos provar a terceira e a quinta dessas pro-
priedades. Iniciemos com a terceira:

ANBCACAUB
Na verdade, trata-se de duas inclusées de conjuntos:
ANBCA e A C AUB.

Vejamos uma de cada vez. Para provar a primeira, precisamos verifi-
car a implicacdo: x €« ANB = x € A. Se for ANB = @, entdo a im-
plicacdo acima é verdadeira por vacuidade (nfo custa lembrar que
isso equivale ao fato, ja conhecido, de que o conjunto vazio é sub-
conjunto de qualquer conjunto). Suponhamos entdo que ANB # @.
Nesse caso, se x pertence a interseccdo de A e B, entdo x pertence
tanto ao conjunto A quanto ao conjunto B. Em particular, o que nos
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interessa nesse caso é que x pertence ao conjunto A. Isso é exata-
mente o que afirma a implicacdo acima, logo é verdadeira a inclusao
ANB CA.

Com relacdo a segunda inclusdo, i.e. A C A U B, a ideia é similar.
Precisamos provar a implicacdo: x € A = x € A U B. Novamente,
se A = @, a implicacdo é valida (por vacuidade). J& no caso A # @,
tomemos x € A. Para que x seja um elemento da unido A U B, deve
satisfazer a ao menos uma das condicbes: x € A ou x € B. Mas a
primeira condicdo é garantida pela hipdtese acima. Logo, x também
¢ elemento da unido O.

Provemos agora a quinta propriedade: AU(BNC) =(AUB)N (AU
C). Nesse caso, temos uma igualdade de conjuntos. Convém, por-
tanto, trata-la como duas inclusoes:

AUBNC)Cc (AUB)N(AUC)

(AUB)N(AUC) C AU(BNC).

Iniciando pela primeira inclusdo, devemos provar a implicacao
xeAUBNC)=xe (AUB)N(AUC).

Se AU (BN C) = @, aimplicacio é verdadeira por vacuidade. Caso
contrdrio, seja x € AU (BN C). Antes de prosseguir, tenhamos em
mente que queremos provar que x € (AUB)N (AU C), i.e.

x€AUB e x € AUC.
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Pois bem, segundo a premissa, temos que x € A ou x € BN C. Ha,
portanto, dois casos a serem analisados. Se x € A, entdo x € A U
B, assim como x € A UC (estamos usando, na verdade, a terceira
propriedade, que acabamos de provar). Logo, no caso em que x € A,
podemos concluir que x € (AUB) N (A UC). Jd no caso em que x €
BN C, temos que x € B e x € C. Usando a quarta propriedade acima
(cuja prova seria totalmente andloga a da terceira propriedade), vale
as implicacoes:
xeEB=xc€AUB

xeC=xecAUC(,

ou seja, podemos também nesse caso concluir que x € (AUB)N
(A UC). Em suma, provamos a inclusao

AU(BNC)cC (AUB)N(AUC).
Queremos agora provar a segunda inclusao:
(AUB)N(AUC) C AU (BNCQC).

O procedimento é semelhante ao anterior, portanto seremos mais
diretos. Se (AUB)N (A UC) = @, a inclusdo vale por vacuidade.
Caso contrdrio, seja x € (AUB)N(AUC). Temos que x € AUB,
assim como x € A U C. Da primeira, segue que x € A ou x € B. Se
x € A, entdo x € AU (BNC) (que é o que queremos provar). Se
x € B, usemos o fato de que x € A U C. Deste, segue que x € A
ou x € C (além de x € B). J4 consideramos o caso em que x € A
(no qual verificamos a validade da inclusao). Se x € C, temos que
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x € BNC, logo x € AU(BNC), como queriamos. Desse modo,
provamos a inclusdo

(AUB)N(AUC)C AU(BNC),
concluindo a demonstra¢do da quinta propriedade.

Diferenca de conjuntos. Dados dois conjuntos A e B, define-se a
diferenca A\B (também denotada por A—B) como sendo o con-
junto formado pelos elementos de A que ndo pertencem a B, isto
é

A\B:={a€ Ala¢B}.

Exemplos 2.12 Dados os conjuntos A ={1,2,3}, B ={1,3,5}, C =

{4,5,6}e D ={2,3}, tem-se:

= A\B = {2}
= B\A = {5}
= A\C=A

= C\A=C

= A\D = {1}
= D\A=0

= B\C ={1,3}
= C\B ={4,6}
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B\D ={1,5)

= D\B ={2}
= C\D=C
= D\C=D

Propriedade 2.13 Sejam dados dois conjuntos A e B. Das definicoes
acima, seguem imediatamente as seguintes propriedades:

1. A A =0
2. A=A
3. o\A=0

Complementar de um conjunto. Seja fixado um conjunto U. Dado
um subconjunto qualquer A C U, define-se o complementar de A
relativamente a U, denotado por CyA, como sendo o conjunto U\A.
Isto é,

CuA={xeU|lx¢A}

Num certo sentido, a operacdo do complementar é idéntica a ope-
racdo diferenga. O que pode distinguir uma da outra é o papel de-
sempenhado pelo conjunto U, o qual atua como um conjunto de
referéncia (um conjunto universo, em um sentido relativo, como ja
chamamos atencao anteriormente). Em outras palavras, a operacao
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do complementar age sobre os subconjuntos de um conjunto refe-
rencial, enquanto a operacao de diferenca opera sobre dois conjun-
tos quaisquer.

Observagdo. Durante o curso, toda vez que o conjunto de referéncia
estiver implicitamente fixado, adotaremos uma notacao simplificada
para o complementar de um conjunto. Assim, nesses casos, ao invés
da notacdo acima, denotaremos o complementar de um conjunto A
simplesmente por A°.

Exemplos 2.14. Fixemos o conjunto universo U ={1,2,3,4,5,6} e
tomemos os subconjuntos A, B e C do exemplo anterior. Entéo:

s A°={4,5,6}

= B¢={2,4,6}

m C¢={1,2,3}

Propriedade 2.15 . Seja dado um conjunto U e seja A C U. Da
defini¢do, seguem imediatamente as seguintes propriedades:

1. o°=U

2. U=0

3. (A=A
4. AUA=U
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5. ANA‘=02

Exercicios
Ex. 2.4 — Define-se a diferenca simétrica A A B como sendo a
unido das diferencas A\B e B\A, isto € A A B := (A\B) U (B\A).
Verifique as seguintes propriedades:

a) AAA=0

b) Aao=A

c) AaAB=BaA

Ex. 2.5 — Determine as diferencas simétricas entre os conjuntos
A, B, C,D do Exemplo 2.3l

Exercicio Resolvido 2.16 Mostre que, dados quaisquer conjuntos

A e B, tem-se que

AAB = (AUB)\(ANB).

Solucao: Em geral, para provarmos uma igualdade de conjuntos do
tipo X =Y, é necessario provarmos duas inclusées: X C YeY C X.
Assim, no caso desse exercicio, devemos provar as inclusoes:

AABC (AUBI\(ANB) e (AUB)\(ANB)CAAB.
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Comecemos pela primeira inclusdo. Se A AB = @, a inclusao é trivi-
almente vélida. Suponhamos entdo A A B # @. Tomemos x € AAB
e provemos que x € (A UB)\(A N B). Temos:

x € AAB = x € (A\B) U (B\A)
x € (A\B)U (B\A) = x € (A\B)oux € (B\A)

Suponha, sem perda de generalidade, x € A\B (o caso x € B\A ¢
andlogo).
x€EA\B=xcAex¢B

Comox € AeA C AUB,entdox € AUB. Ecomo ANB C B
e x ¢ B, entdo x ¢ AN B. Dessas ultimas duas, concluimos que
x € AUB, mas x ¢ AN B, o que significa que x € (A UB)\(ANB).
Passemos a segunda inclusdo: (A UB)\(ANB) C A AB. Como feito
anteriormente, se o conjunto a esquerda for vazio, a inclusdo é va-
lida. Se néo for vazio, tomemos x € (A UB)\(A NB) e provemos
que x € A AB. Temos:

x€ (AUBN\(ANB)=x€AUBex¢ ANB

XxXE€EAUB=xcAouxcB

Suponha, sem perda de generalidade, que x € A (o caso x € B é
analogo). Comox ¢ ANBex € A, resulta x ¢ B. Assim, x € A\B, e
como A\B C (A\B) U (B\A), podemos concluir que x € AaB. O

Diagramas de Venn-Euler. Uma forma grafica para representar
conjuntos é dada pelos diagramas de Venn-Euler, através dos quais
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cada conjunto é representado por uma regido plana limitada e a rela-
¢do entre tais conjuntos é representada pela posicao relativa dessas
regides. A figura abaixo ilustra alguns exemplos:

() &
O ®

Note que os diagramas acima sdo meras representacoes dos con-
juntos, ndo devendo ser identificados com os mesmos, confusao co-
mum que leva, no mais das vezes, a bizarras conclusoes.

Produto cartesiano. Sejam dados dois conjuntos ndo vazios A e
B. Define-se o produto cartesiano de A e B, denotado por A x B
como sendo o conjunto formado pelos pares ordenados (x,y), onde
o primeiro elemento pertence a A e o segundo a B, isto é

AxB:={(a,b)|ac A, becB.

Nunca € demais lembrar que um par ordenado (a, b), como objeto
matematico, é diferente do conjunto {a, b}. Este ultimo caracteriza-
se unicamente por conter os elementos a e b, enquanto que o par
ordenado (a,b) impde uma ordem entre os elementos. Em breve,
tem-se que {a, b} ={b, a}, mas (a,b) # (b, a) (excecao feita, eviden-
temente, ao caso em que a = b).
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Exemplos 2.17 Mais uma vez, tomemos os conjuntos A, B, Ce D
do Exemplo 2.3 Tem-se:

m AxB={(1,1),(1,3),(1,5),(2,1),(2,3),(2,5),(3,1),(3,3),(3,5)}
m BxA={(1,1),(3,1),(5,1),(1,2),(3,2),(5,2),(1,3),(3,3),(5,3)}
n AxC={(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6)}
m CxA={4,1),(51),(0,1),(4,2),(5,2),(6,2),4,3),(05,3),(6,3)}
m AxD={(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}
m DxA={(2,1),31),(22),(3,2),(2,3),(3,3)}
» BxC={(1,4),(1,5),(1,6),(3,4),(3,5),(3,6),(5,4),(5,5),(5,6)}
m CxB={(4,1),(5,1),(,1),(4,3),(5,3),(6,3),(4,5),(5,5),(6,5)}
m BxD={(1,2),(1,3),(3,2),(3,3),(5,2),(5,3)}
» DxB={(2,1),(3,1),(2,3),(3,3),(2,5),(3,5)}
m CxD={(42),473),(5,2),(5,3),(6,2),(6,3)}

D xC={(2,4),(3,4),(2,5),(3,5),(2,6),(3,6)}
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Figura 2.1: Produto Cartesiano de A e B

O conceito de

dois conjuntos?. Dados n conjuntos ndo vazios (n > 2) Ay, A, ..

roduto cartesiano também se aplica a mais do que

define-se o produto cartesiano

como sendo o conjunto formado pelas n-uplaﬂ ordenadas (a;, a,, ..

Al XAy X - X Ay

°1AT1.:

., Qn

onde o primeiro elemento pertence a A, o segundo a A, e assim por

diante, até o ultimo elemento, que deve pertencer a A,,. Em simbo-

los:

Al x Ay x -+ x Ap i ={(ay,a,,..

Lol e ALVi=1,2,...,n}

3 Na verdade, é possivel definir produto cartesiano de uma familia infinita de con-
juntos. Tal conceito serd visto mais adiante, como complemento ao capitulo sobre

Funcdes.
4 Lé-se énuplas.
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Propriedades das operacoes. Sejam dados conjuntos quaisquer A,
B e C. Valem as seguintes propriedades:

1. AUB=BUA

2. ANB=BNA

3. AUB)UC=AU(BUC)

4. (ANnB)NC=AN(BNC)

5. C\(ANB)=(C\A)U(C\B)

6. C\(AUB) = (C\A)N (C\B)

Nas proximas trés propriedades, suponha A, B, C nao vazios.

10. Ax (BUC)=(AxB)U(A xC)
11. SeBNC#g,entaio A x (BNC)=(AxB)N(A xC)
12. Se B\C # @, entdo A x (B\C) = (A x B)\(A x C)

Além disso, seja U um superconjunto de A, B e C e considere a
operacdo de complementar relativo a U. Entao:

13. (AUB)*=A°NB"

14. (ANB)° = ASUB®

Exercicio.

Ex. 2.6 — Prove as propriedades acima.
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Das propriedades 3, 4 e 5 acima, podemos considerar, sem in-
correr em ambiguidade, as seguintes operagdes com uma terna de
conjuntos A, Be C:

s AUBUC
m ANBNC

m AABAC

Exercicios

Ex. 2.7 — Considere o conjunto universo U ={1,2,3,4,5,6,7,8} e
sejam os seguintes subconjuntos
A = {1,2,3,4}
B = {xeU: (x—2)?*x—3)=0}
C = {xeU:xépar}
Para esses subconjuntos determine:
a) AUB
b) An(BuUC)
c) CUAS
d) (AuC)©
e) A°NCe
f) frm—eB
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Ex. 2.8 — Dados quaisquer conjuntos A, B e C, mostre que:
a) ACB&AUB=B
b) ACB&ANB=A
o0 CCANB&CCcAeCCB
d) C\(B\A) = (ANC)U(C\B)
e) A\(A\B)=ANB
f) An(B\C)=(ANB)\(ANC)
g) ACB&s A\B=g
h) AnB=9 < B\A=B

Ex. 2.9 — Dado um conjunto U, sejam A e B subconjuntos quais-
quer de U. Tomando o complementar relativamente a U, mostre
que:

a) ACB&BcCAS®
b) A°NB =B\A
c) AUB®=(B\A)°

Ex. 2.10 — Sejam dados dois conjuntos quaisquer A e B. Mostre
que:

a) frm—eANB =frm—eANfrm—eB
b) frm—eAUB D frm—eA U frm—eB

75



Ex. 2.11 — Dé um exemplo de conjuntos A e B de modo que ndo
valha a inclusdo frm—eA UB C frm—eA U frm—eB.

Ex. 2.12 — Dados conjuntos A, B, C, mostre que (AAB)AC =AxA
(BAaC) (cf. Exercicio [2.4l

Ex. 2.13 — Ao tentar provar a propriedade (AAB)AC =AA(Ba
C) (veja exercicio acima), um estudante, primeiramente, provou a
inclusao

(AaB)ACCAA(BaC)

Em seguida, para provar a outra inclusdo, procedeu do seguinte
modo:
AA(BAC)=(BaC)arA =

=(CaB)aA CCa(BaA)=
=(BAA)AC=(AaB)aC

Estd correto o argumento do estudante?

Exercicios Suplementares.

Ex. 2.14 — Dados A, B, C conjuntos. Prove as seguintes afirmacoes
a) ANA=A
b) AUA=A
¢c) ANBCB
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d ACAUB

e) ANBCAUB

) Aul=A

g ANP=0

h) AUANB)=A

i) AUBNC)=(AUB)N(AUC)
j) AN(BUC)=(AnNB)U(ANC)
k) frm—eANfrm—eB = frm—eANB

Ex. 2.15 — Dado um conjunto U, sejam A e B subconjuntos quais-
quer de U. Tomando o complementar relativamente a U, mostre
que:

a) A CB®seesomentese ANB =10
b) AUB®=(B\A)¢

c) (A=A

d) (ANB)C = ACUBC

Ex. 2.16 — Dados A, B, C, D subconjuntos. Prove as seguintes afir-
macoes:

a) SeAcCcBeBc Centao A C C.

b) SeAcBeCcDentaioAUC C BUD.

¢) Se frm—eA = frm—eB entdao A = B.

d) A C B seesomente se AUB = B.
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e) A C B seesomente se frm—eA C frm—eB.
f) SeANB=ANCeAUB=AUCentdoB =_C.
g) A\B C B se e somente se A\B = ().

Ex. 2.17 — Suponha A, B, C ndo vazios. Mostre que:
a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
b) SeBNC#@,entdio A x (BNC)=(AxB)N(A x C)
c¢) Se B\C # @, entdo A x (B\C) = (A x B)\(A x C)
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3 CONJUNTOS NUMERICOS

Nesta secdo, tratamos dos conjuntos dos niimeros naturais, inteiros,
racionais e reais. O enfoque ndo € construtivo, isto é, ndo serdo defi-
nidos tais conjuntos. Apenas destacam-se suas principais proprieda-
des, com particular atencao as propriedades dos numeros naturais e
dos numeros reais.

3.1 NUMEROS NATURAIS, INTEIROS E
RACIONAIS

Supodem-se conhecidos os conjuntos IN (naturais), Z (inteiros) e Q
(racionais), descritos abaixo:

N={0,12,...}
Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,...}

QZ{EIP,qGZ, q#0}
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E de uso comum a seguinte notaciio para alguns subconjuntos de Z:

7" ={x e Z|x+0}
Z,={xeZ|x>0}
Z_ ={xeZ|x <0}
75 =7"NZ"={xeZ|x>0}
7" =7Z"NZ ={xe”Z|x <0}

Com significado andlogo, usa-se a notacdo IN*, Q*, Q, Q_, Q7 e

Q.

3.1.1  Soma e multiplicagao

Em IN, Z e Q estao bem definidas as operagoes de soma e multipli-
cacdo. Algumas propriedades bdsicas dessas operacoes sdo apresen-
tadas abaixo (onde a, b e ¢ denotam niimeros naturais, inteiros ou

racionais):
1. a+b=b+a (comutatividade da soma)
2. ab=b.a (comutatividade da multiplicacdo
3. (a+b)+c=a+(b+c) (associatividade da soma)
4. (a.b).c = a.(b.c) (associatividade da multiplicacao
5. 0+a=a (elemento neutro da soma)
6. l.a=a (elemento neutro da multiplicacas
7. a.(b+c)=ab+a.c (distributiva)
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As propriedades acima sdo importantes para a manipulacdo algé-
brica de equacdes que envolvem numeros ou varidveis numeéricas.
Entretanto, hda mais uma propriedade necessdria para o calculo al-
gébrico que ndo tem o mesmo comportamento nos trés conjuntos
acima. Trata-se da existéncia de elementos inversos:

(+) Para cada numero a, existe o oposto de a, isto é, um numero
que somado a a resulta no elemento neutro 0.

(-) Para cada nuimero a # 0, existe o inverso de a, isto é, um
numero que multiplicado por a resulta no elemento neutro 1.

Evidentemente, as afirmacOes acima podem ser verdadeiras ou fal-
sas, dependendo de qual conjunto numérico estamos falando. No
caso do conjunto dos naturais, nenhuma das afirmacdes é verda-
deira, uma vez que nenhum numero natural possui oposto (a ex-
cecdo do elemento neutro 0) nem inverso (a excecdo do elemento
neutro 1). Os inteiros tampouco possuem elementos inversos, mas
em compensacdo, possuem elementos opostos:

VzeZ,d—zeZ|z+(—=)=0.

Por fim, no conjunto dos numeros racionais, ambas as afirmagoes
sdo verdadeiras:

VqeQ 3-q9g€Qlq+(—4q)=0
VqeQ*, 3q'€Qlqq =1
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3.1.2  Potenciagao

Se a e n sdo numeros naturais, fica bem definida a operacdo de
poténcia

a.a.---.a (n vezes), se n#0
1 se n=0ea#0

Note que a "operacio" 0° nio é definida. O motivo disso ser4 visto,
possivelmente, na secao dedicada a limites de funcées.

Nomenclatura. Na expressdo a™, o numero a é chamado de base,
enquanto n é chamado de expoente.

E imediato verificar as propriedades abaixo (onde a,b € N*en, m €
IN):

a™ = gntm

3. (a.b)" = a™b"

Para estender a potenciacdo para expoentes inteiros, de modo a
manter as propriedades acima, define-se:

1
a "= —, paratodo a € N* e todon € IN.

an’

Assim, tomando a € IN* e n, m € Z, temos, além das anteriores, a
seguinte propriedade:
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Por fim, observe que as mesmas defini¢des acima fazem sentido para
o caso da base ser um ntimero racional. Além disso, as quatro propri-
edades ja enunciadas continuam valendo para esse caso, juntamente
com a seguinte propriedade (onde a,b € Q} en € Z):

a\mn n
5. (5) =

Observacdo. Mais adiante, poderemos definir a operagdo de potén-
cia para expoentes racionais. Mas isso s serd possivel, de modo
adequado, no contexto dos nimeros reais.

3.2 PRINCIPIO DE INDU(;AO FINITA

Uma propriedade particularmente importante dos nimeros naturais
¢é expressa pelo Principio de Indu¢do Finita (PIF). Nesta secdo, serdao
formulados dois enunciados diferentes (mas equivalentes) para o
PIF. O objetivo de se ter duas versdes diferentes para um mesmo
principio € poder escolher qual delas mais se presta a cada caso
estudado. No que se segue, P(n) denota uma propriedade genérica,
atribuivel ao nimero natural genérico n. Se n satisfaz a propriedade
P(n), dizemos que P(n) é verdadeira (caso contrario, que é falsa).
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Principio de Inducao Finita (1¢ versao)
Seja P(n) uma propriedade genérica que satisfaz as seguintes
condigoes:

(PIF 1) P(n,) é verdadeira para um certo n, € IN;

(PIF 2) Para todo k € IN, com k > n,, tem-se: se P(k) é
verdadeira, entdo P(k + 1) é verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo natural n > n,.

Pode ser comodo, para compreender o PIF, ter em mente a se-
guinte analogia do domind. Imagine que possuimos um certo nu-
mero de pecas de domind e que resolvemos dispo-las em pé (i.e.
apoiadas em suas faces menores) e enfileiradas. Se empurrarmos
a primeira pega da fila (na direcdo da peca que lhe segue) e se a
distancia entre cada peca e a seguinte for suficientemente pequena,
entdo, inevitavelmente, todas as pecas serdo derrubadas.

A analogia com o PIF é clara: a primeira peca do domin¢ a ser em-
purrada corresponde ao numero natural n, da primeira condicao do
PIF (em geral, n, € o primeiro nimero natural para o qual a propri-
edade P é verdadeira, i.e. é o "primeiro nimero da fila"); a condicao
de que a distancia entre cada peca e a seguinte seja suficientemente
pequena pode ser expressa na forma "se uma pega cai, a seguinte
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também cai", e isso corresponde a segunda condicao do PIF (claro
que, para que a analogia funcione bem, devemos imaginar uma co-
lecdo infinita de pecas de domind).

Segundo o PIF, para provarmos a validade de uma propriedade,
devemos verificar as duas condi¢des PIF 1 e PIF 2. A primeira de-
las, em geral, é a mais simples, pois trata-se somente de acharmos
um numero natural que satisfaz a propriedade. A segunda, normal-
mente, € o cerne da demonstracdo. Para verificar a validade da con-
dicdo PIF 2, deve-se: (i) tomar um numero natural genéric k; (ii)
assumir que a propriedade P vale para esse numero, i.e. que P(k) é
verdadeira (nos referimos a isso como sendo a hipdtese indutiva);
(iii) usando a hipétese indutiva (e eventualmente outras proprieda-
des ja conhecidas), provar que o nimero k+ 1 (i.e. o sucessor de k)
também satisfaz a propriedade P, ou seja, que P(k + 1) também é
verdadeira.

Exercicio Resolvido 3.1 . Considere a seguinte propriedade: a

soma dos primeiros n numeros naturais positivos é n(n+1)/2. Em

simbolos: |
P(n):1+z+---+n:$

Nao custa lembrar que ao dizer que o numero € genérico, queremos dizer que
ele deve representar qualquer numero possivel, ndo devendo assumir um valor
especifico.
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Solucao: Comecemos com verificar a condicao PIF 1. Para isso, basta
encontrar um numero positivo n que torne a propriedade P(n) ver-
dadeira. Basta tomar n = 1. De fato, a soma a esquerda na expressao
acima é 1, enquanto o termo a direita é
1(14+1)
2
Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condi¢do PIF 2, devemos

=1

tomar um numero natural positivo qualquer k € IN e mostrar que
vale a implicacdo P(k) = P(k+ 1). Em outras palavras, devemos
supor que P(k) é verdadeira (hipdtese indutiva) e mostrar que P(k+
1) é verdadeira. Logo, a nossa hipdtese indutiva é

P&M1+2+-~+k:E&;ll
Temos entao
T4+24 - +k+(k+1) :Lk;” +(k+1) = k(kH)JZFZ(kH)
_ Kkt Nk+2)  (k+1)((k+1)+1)
2 2

Assim, verificamos que, se P(k) é verdadeira, também o é P(k +
1). Donde, pelo PIF, concluimos que P(n) é verdadeira para todo
natural n > 1, i.e. para todo natural positivo. O
Exercicio Resolvido 3.2 Mostrar por inducdo a propriedade P(n) :

2" >14n.

Solucdo: Para n = 0 a propriedade é verdadeira, pois 2° = 1 >
1+ 0. Assim, € satisfeita condicdo 1 do PIF. Para provar a condicao
2, tomemos qualquer k € IN e assumamos a hipétese indutiva

2>1+%
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Queremos mostrar que P(k+ 1) é valida, i.e. que 2%t" > 1+ (k+1).
Temos

2T =22k > 2.(1+ k) (usamos ahipétese indutiva)

=2+42k>2+k=1+(k+1)

A condicao PIF 2, portanto, também ¢é valida. Logo, pelo PIF, a pro-
priedade P vale para todo niumero natural. ]

Nunca € demais ressaltar que, ao usar o PIF para demonstrar a
validade de uma propriedade, é necessario cumprir ambas as condi-
coes 1 e 2. A titulo de exemplo, considere as propriedades abaixo:

1. P(n) : n =1 (isto é, todo numero natural é igual ao nimero
1)

2. Q(n) :n >n+1 (isto é, todo numero natural € maior que seu
sucessor)

Tais propriedades sdo evidentemente falsas. Se f6ssemos tentar prova-
las usando o PIF, observariamos que a propriedade P(n) satisfaz a
condicdo PIF 1, pois P(1) é verdadeira, mas ndo satisfaz a condicao
PIF 2, pois se P(n) é verdadeira, entdo n = 1 e, consequentemente,
n+1=2=#1,ie. P(n+1) é falsa. Além disso, observariamos que
a propriedade Q(n) ndo satisfaz a condicdo PIF 1, mas satisfaz a
condicdo PIF 2 (se n > n+ 1, entdo, somando 1 a cada membro,
resultan+1>n+2).
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Exercicios

Ex. 3.1 — Considere a propriedade P(n) : n? +n é impar. Mostre
que a propriedade P verifica a condicao PIF 2. Discuta a afirmacao:
P(n) é verdadeira para todo n € IN.

Ex. 3.2 — Lembrando a definicdo de coeficiente binomial:

n o n!
k] kKn-—k)!

prove o Teorema Binomial : para cada n € IN*, vale a expressao

(a+b)" = Z ( T: ) a™ bt

i=0

Sugestao: serd necessario usar a férmula

() ()-8

Muitas vezes, tentar mostrar uma implicacio do tipo
P(k) é verdadeira = P(k + 1) é verdadeira

nao é tao simples, ou até mesmo impossivel. Desse modo, € util ter
a disposicdo a seguinte versao do PIF:
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Principio de Inducéo Finita - 2¢ versdo
Seja P(n) uma propriedade genérica que satisfaz as seguintes
condicoes:

(PIF 1) P(n,) é verdadeira para um certo n, € IN;

(PIF 2) Para todo n € IN, com n > n,, tem-se: se P(k) é
verdadeira para todo k € IN, com n, < k < n, entdo
P(n) é verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo natural n > n,.

A diferenca dessa versdo para a primeira estd na condicao 2, mais
especificamente, na hipétese indutiva. Na versdo 1, a hipotese in-
dutiva pode ser reformulada como "a propriedade é vdlida para o
antecessor do ntimero n'". Ja na versdo 2, a hipétese indutiva € "a
propriedade € vdlida para todos os numeros que antecedem n".

Exercicio Resolvido 3.3 Considere a propriedade P(n): n é primo

ou é produto de ntimeros primos. Vamos provar que P(n) é ver-
dadeira para todo n > 1 (isto é, vamos provar que todo nimero
natural maior que 1 € primo ou € produto de nimeros primos). A
condicdo PIF é trivialmente satisfeita, pois P(2) é verdadeira. Ado-
tando a segunda versdo do PIF, vamos verificar a condicdo 2. Fixado
n € N (n > 2), nossa hipotese indutiva é:

se 2 < k < n, entdo k é primo ou é produto de primos.
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Solucao: Queremos mostrar que n é primo ou é produto de primos.
Evidentemente, n é primo ou nao €. Se for primo, entdo P(n) é
verdadeira. Se n ndo € primo, entdo deve existir um numero primo
p que divide n, isto é,

n=p.k

para um certo k € IN. Ora, como k > 1 (pois p # n) e k < n (pois
p > 1), podemos usar a hipdtese indutiva para o namero k: k é
primo ou é produto de primos. Consequentemente, n = p.k € um
produto de primos, ou seja, P(n) é verdadeira. Assim, pelo PIF (2¢
versdo), a propriedade P vale para todo natural maior que 1. m]

Exercicio.

Ex. 3.3 — Tente perceber a dificuldade em se provar a propriedade
acima usando a primeira versao do PIF.

Observacao 3.4 Até agora, falamos somente em propriedades dos nu-
meros naturais. Mas pode-se usar o PIF para provar propriedades dos
numeros inteiros ou até mesmo racionais, desde que devidamente for-
muladas em termos de numeros naturais. Na verdade, em qualquer
contexto, mesmo quando os objetos considerados ndo sdo numericos,
se uma propriedade (verdadeira) puder ser formulada em termos de
numeros naturais, entdo ela pode, ao menos em principio, ser demons-
trada através do PIF. A seguir, um exemplo interessante que pode ser
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resolvido com o PIF.

Exercicios
Ex. 3.4 — Calcule :

a) asoma dos n primeiros niumeros pares.

b) asoma dos n primeiros nimeros impares.

Ex. 3.5 — Prove que para todo inteiro positivo n vale:

n2n+1)(n+1)

=124+2243% ... 4n?= Z

Ex. 3.6 — Demonstre que para todo inteiro positivo n vale:
a) 13+23+---+n3:(%n(n+1))2.
b) 14+2(3)+3(3)+ - +n(F ' =4— 2L
c) (1——)(1_%)...( nl+1):nl1
d) 142424417,
e) n<2™
1y 12_22+32_42_|_..._|_(_])n+1nz:(_])njqw'

Ex. 3.7 — Dados a e r dois nameros inteiros, r # 1. A sequéncia

a; = a,a; =ra,a3 = r’a,--- ,ap = ™ 'aq,--- é denominada pro-
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gressdo geométrica de razao r. Prove que a soma dos n primeiros
termos de uma progressao geométrica é:

™Ma—a
Sn:
T—1

Ex. 3.8 — Prove que 2n + 1 < 2™ para todo n > 3.

Ex. 3.9 — Seja x um inteiro positivo. Demonstre que:

(T+x)" > 1+nx, para todon > 2.

Ex. 3.10 — Prove que

Ex. 3.11 — Prove que para qualquer inteiro positivo n o niumero
22" 1 ¢ divisivel por 3.

Ex. 3.12 — Prove que um caixa eletrénico pode entregar ao usua-
rio qualquer valor maior ou igual a R$4 usando apenas notas de
dois e de cinco reais.

* Ex. 3.13 — Mostre que a soma dos angulos internos de um poli-
gono convexo com n lados (n > 3) é (n—2)m.
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Ex. 3.14 — Use inducdo para mostrar que um conjunto finito com
n elementos possui 2™ subconjuntos.

* Ex. 3.15 — Sejam X, X;, Xy, - -+, Xy, conjuntos com relacdo a um
conjunto universo U fixado.

a) Prove por inducao que

XN(XjUXoU---UXp) = (XNX))UXNX)U---U (XN Xy).

b) Prove por inducao que

(X1UXa U Xn)C = (XF)N(X$) N1 (Xa) .

* Ex. 3.16 — Prove que para todon > 9,

n! > (2n)?

* Ex. 3.17 — Prove para todon > 1,

31—

T
Zi_z<2_
i=1

Prob. 3.18 — Problema do Circuito
Em um circuito fechado (por exemplo, uma pista de corrida), sdo
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distribuidos, aleatoriamente, um certo numero de galoes de gaso-
lina. Nao se conhece a quantidade de gasolina em cada galdo (pode
até haver galdes vazios), mas sabe-se que a quantidade total de ga-
solina é suficiente para efetuar exatamente uma volta nesse circuito
(e cada galao tem capacidade para conter toda essa quantidade de
gasolina, se for o caso). O piloto escolhe, como ponto de partida,
qualquer ponto do circuito onde se encontra um galdo. O carro é
colocado nesse ponto, com o tanque vazio. Em seguida, coloca-se
no tanque o contetido desse galao. Se, com essa quantidade de ga-
solina, o carro ndo chegar ao préximo galdo, ele para em pane seca.
Mas se conseguir chegar ao préximo galdo, acrescenta ao tanque o
conteudo desse novo galdo e prossegue na pista em direcao ao pro-
ximo galdo. Seguindo esse procedimento, ha duas possibilidades: o
carro completa a volta ou para em pane seca em algum lugar da
pista antes de completar a volta. A questdo é: serd sempre possivel
escolher um oportuno galdo inicial de modo a completar a volta da
pista? (Atencdo: o problema consiste em decidir se é possivel fazer
tal escolha, e ndo em como fazer tal escolha) [Solucao no Apéndice].
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3.3 NUMEROS REAIS

Como dissemos anteriormente, esta fora de nossos propdsitos fazer
uma construgdo do conjunto dos ntimeros reais. Interessa-nos, isso
sim, aprofundarmos o conhecimento das suas propriedades. Em ou-
tras palavras, nosso enfoque sera voltado a estrutura do conjunto
dos numeros reais.

Entretanto, pode ser cdmodo ter em mente algum modelo ou repre-
sentacdo dos numeros reais, de modo a facilitar a apreciacdo de sua
estrutura, foco de nossa discussdo. Nesse sentido, as representacées
mais comuns sdo a representacdo decimal e a reta real, qualquer
uma delas pode servir ao escopo@. Destaque-se, porém, mais uma
vez, que essas ou quaisquer outras representacoes servem somente
como suporte a compreensao da estrutura dos reais. Tudo o que se
segue € independente de tais representacoes e estas ndo serdo nova-
mente mencionadas no desenrolar desta secao.

Voltaremos a falar dessas representacdes mais adiante. Por ora, supomos que se-
jam conhecidas. Alias, se ndo o forem, néo terdo nenhuma valia nesta secio, uma
vez que é justamente a intimidade com tais representacdes o fator que pode aju-
dar a compreender a descricdo da estrutura que aqui serd feita.
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3.3-1 Apresentagdo axiomatica dos nimeros reais

O conjunto dos numeros reais, denotado por R, é um conjunto que
satisfaz os assim chamados axiomas de corpo, de ordem e de comple-
tude. A seguir, trataremos cada grupo de axiomas separadamente.

Axiomas de Corpo

O conjunto R é dotado de duas operacoes, soma e multiplicagdo,
denotadas respectivamente pelos simbolos "+" e ".", satisfazendo as
seguintes propriedades-:

Al. Propriedade associativa da soma

(a+b)+c=a+ (b+c) Va,b,ceR

A2. Propriedade comutativa da soma

a+b=b+a Vab,eR

A3. Existéncia do elemento neutro da soma

Existe0 e Rla+0=a Vae R

A4. Existéncia de oposto

Paratodoa € R, 3(—a) e R|a+ (—a) =0

3 Como ja é costume, a multiplicacdo a.b serd, em geral, simplesmente denotada
por ab.
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AS.

Ab.

A7.

AS8.

A9.

Propriedade associativa da multiplicagcdo

(ab)c = a(bc) Va,b,ceR

Propriedade comutativa da multiplicacao

ab =ba VabeR

Existéncia do elemento neutro da multiplicacdo

Existel € R|a.1=a VaeR

Existéncia de inverso

Paratodoa € R*, 3Ja ' e R|a.a”' =1

Propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a soma

a(b+c)=ab+ac Va,b,ceR

Observagdo. Ha outros conjuntos numéricos que também possuem

operacoes de soma e multiplicacdo, satisfazendo as propriedades

acima. E o caso, por exemplo, do conjunto dos nimeros racionais

e do conjunto dos numeros complexos. Nesse sentido, o conjunto

de axiomas acima € insuficiente para caracterizar univocamente o

conjunto dos numeros reais.

Exercicios. A partir dos axiomas Al, ..., A9 acima, prove as seguintes

propriedades:
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1. O nimero O (zero) é o Unico elemento neutro da soma.
2. O namero 1 é o unico elemento neutro da multiplicacdo.
3. Dado qualquer a € R, resulta a.0 =0

4. O oposto de um numero real é tnico.

5. O inverso de um numero real (ndo nulo) € tnico.

6. Dados quaisquer a,b € R, resulta a(—b) = —ab.

7. Para quaisquer nimeros reais a e b, tem-se que:

ab=0=a=00ub=0.

A titulo de exemplo, provemos a quarta e a ultima dessas proprieda-
des. Comecemos pela quarta propriedade. Dado um nimero real a,
sejam a’, a” € R ndmeros tais que a+a’ = 0e a+ a” = 0. Entio,
usando oportunamente os axiomas acima, temos

ad=d+0=d+(a+ad")=(ad'+a)+a"=0+a"=a

Em outras palavras, provamos que sé ha um tnico nimero real que
cumpre o papel de oposto de a.

Provemos agora a ultima das propriedades acima. Sejam dados a, b €
R quaisquer. Devemos mostrar que, se ab = 0, entdo a0 menos um
dos ntimeros a e b deve ser igual a 0. Se a = 0, ndo temos nada
a provar. Suponhamos entdo que a # 0. Entdo, pela propriedade
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A8, existe a”! tal que a.a”! = 1. Assim, de ab = 0, multiplicando
ambos os membros por a~!, obtemos

“Tab)=a"'0

O lado direito, pela propriedade 3 do exercicio acima (que supomos
ja ter sido provada), é igual a 0. Quanto ao lado direito, usando A5,
A8 e A7, temos:

a'(ab)=(a'a)b=1b=b

Logo, voltando a juntar os lados direito e esquerdo, temos que b = 0.
i

Axiomas de Ordem

Em R estd definida uma relacdo de ordem total, denotada por <
(que se lé "menor ou igual"), satisfazendo as seguintes propriedades:

A10. Dados quaisquer a, b, c € R, tem-se
1. a < a (reflexiva)
2. Sea<beb< g entdoa=>b (anti-simétrica)
3. Sea<beb <c,entdo a < ¢ (transitiva)

4. Necessariamente, € a < b ou b < a (ordem total)

All. Compatibilidade com a soma

VabceR,a<b=a+c<b+c
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A12. Compatibilidade com a multiplicacao

Vab,ceR,a<bed<c=ac<bc

Observacdo. O conjunto Q ainda satisfaz os axiomas A10, All e
A12H Assim, os axiomas Al, ..., A12 continuam sendo insuficientes
para caracterizar de modo univoco o conjunto dos nimeros reais.

Notagdo. Para facilitar a leitura, €é comum adotar o simbolo > ("maior
ou igual") no sentido oposto ao de < i.e.

a>2b<b<a

Além disso, também utiliza-se o simbolo < (resp. >) para denotar a
desigualdade estrita:

a<b(resp.a>b) < a<b(resp.a>b)ea#b.

Exercicios. Com base nos axiomas Al, ..., A12, prove as seguintes
propriedades relativas as desigualdades:

1. Para todo a € R, tem-se

a<0&s0< —a

2. Dados quaisquer a,b € R

>0eb>0=ab>0

4 O conjunto C dos numeros complexos também pode ser dotado de uma relacéo
de ordem total. Entretanto, ndo € possivel definir tal ordem de modo a satisfazer
as condi¢des de compatibilidade com a soma e a multiplicacdo.
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3. Dados a,b,c,d € R, entdo

a<ceb<d=a+b<g<c+d

4. Dados a,b,c € R, tem-se

a<bec<0=ac>=bc

Provemos a ultima dessas propriedades. Suponhamos dados a, b, c €
IR como no enunciado, i.e. satisfazendo as hipdteses

Pelo item 1 deste exercicio (que supomos ja ter sido demonstrado),
temos que 0 < —c. Usando o axioma A12, obtemos

a(—c) < b(—c)
ou seja (usando um dos itens do exercicio anterior)
—ac < —bc

Pelo axioma Al1l, podemos somar a ambos os membros o niumero
ac + bc, mantendo a desigualdade, i.e.

—ac+ (ac+be) < —be+ (ac+ be)

donde, usando oportunamente os axiomas, obtemos bc < ac, i.e.
ac > be. O
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Discussao prévia a respeito da necessidade do Axioma de Com-

pletude . O contetido desta secdo € objeto de vasta literatura. Evi-
dentemente, esta fora de nossos propdsitos tratar este tema com o
mesmo grau de profundidade, longe disso. Entretanto, parece va-
lido delinear algumas questdes motivadoras do préximo (e ultimo)
axioma que introduziremos para poder finalmente caracterizar uni-
vocamente os niimeros reais.

Até agora, como observamos acima, os doze axiomas introduzidos
ndo dao conta de diferenciar o conjunto dos numeros racionais da-
quele dos numeros reais. Mais do que isso, porém, ha o fato de
que um corpo ordenado@ ndo constitui um instrumento adequado
as necessidades do célculo diferencial e integral (ou, de modo mais
apropriado, a Andlise). O que falta, dito de modo ainda impreciso,
¢ a propriedade da continuidade.

Para apreciar ao menos em parte o significado disso, comecemos por
ver a auséncia dessa propriedade em Q. Provemos, como exemplo,
a seguinte proposicao:

Proposicio 3.5 Ndo existe nenhum niimero racional q tal que q° =
2.

Demonstracdo: Para demonstrar isso, seguiremos a "reducéo ao ab-
surdo": negando a tese, chegamos a uma contradicdo, o que nos per-
mite concluir que a tese deve ser de fato verdadeira. Tomemos entdo

Denomina-se assim um conjunto que satisfaca os axiomas Al, ..., A12. Os conjun-
tos Q e R sdo exemplos de corpos ordenados.
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um ntimero racional q tal que q° = 2 (note que estamos negando a
tese de que tal numero nao existe). Como q ¢ um numero racional,
devem existir nimero inteiros n, m € Z, primos entre sﬁ, tais que

Como g2 = 2, tem-se que n? = 2m?. Como o membro & direita é
par, assim deve ser n’. Logo, n é par (- um numero inteiro e seu
quadrado tém a mesma paridade). Podemos entdo escrever n = 2k
para um certo inteiro k, obtendo

2m? = (2k)? = 4K?

Mas isso significa que m? = 2k? é par, e portanto m também & par.
Logo, o numero 2 é um divisor comum de n e m, contradizendo o
fato de que tais nimeros sdo primos entre si. Resumindo: a hipé-
tese de existéncia de um numero racional q cujo quadrado é igual
a 2 leva a uma contradi¢éo. Disso, concluimos que tal racional nédo
existe, provando assim a proposicao. O

A proposicdo acima é um exemplo de como os axiomas Al, ..., A12
ndo dao conta sequer de permitir uma operacao algébrica tdo sim-
ples quanto a extracdo de raiz quadrada. O Axioma de Completude
vira fornecer a resposta adequada a essa questdo da continuidade,
fazendo com que o conjunto dos nimeros reais "preencha as lacunas

Dois inteiros sdo primos entre si quando ndo possuem nenhum divisor comum, a
excecdo do nimero 1. Um niimero racional sempre pode ser expresso como razio
de dois inteiros primos entre si.
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deixadas pelos racionais".
Axioma de Completude

Apesar de ser possivel enunciar o Axioma de Completude com o que
ja temos a disposi¢do, nos parece mais efetivo, sob o ponto de vista
didatico, apresentar alguns conceitos preliminares intimamente li-
gados a tal axioma.

No que se segue, seja A C R um subconjunto ndo vazio. Dizemos
que A é limitado superiormente , se existe um numero real x tal
que

a<x VaeA

Caso exista tal numero x, este ¢ chamado de majorante do conjunto
A. Note que no caso em que A possua algum majorante, possuird
infinitos majorantes.

De modo similar, dizemos que A é limitado inferiormente se exis-
tir algum numero real y tal que

y<a YVacA

Tal numero y, caso exista, ¢ chamado de minorante . Caso A pos-
sua algum minorante, possuird infinitos minorantes.

Exemplos 3.6. Tome os conjuntos A = N C R, B = Z C R,
C={xeR|T<x<3}L
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= O conjunto A possui minorantes (qualquer numero néo positivo
¢ um minorante de A), mas ndo possui majorantes, i.e. A é um
conjunto limitado inferiormente, mas nao superiormente.

= O conjunto B néo possui nem minorantes nem majorantes (ndo
¢é limitado).

= Ja o conjunto C é limitado inferiormente e superiormente (qual-
quer numero menor ou igual a 1 € um minorante, qualquer nu-
mero maior ou igual a 3 é um majorante)

Definicdo 3.7 Um numero s € R é chamado de supremo de A
se valem as seguintes condigoes:

S1. a<s VaeA

S2. Se x é um majorante de A, entdo s < x

Em outras palavras, um modo simples de colocar a defini¢do acima
é: o supremo de um conjunto A é o menor dos majorantes de A.

De modo totalmente similar, definimos o conceito de infimo.

Definicdo 3.8 Um numero r € R é chamado de infimo de A se
valem as seguintes condigoes:
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I1. r<a YVaeA

I2. Sey é um minorante de A, entdoy < 1

Em outras palavras, o infimo de um conjunto A é o maior dos mino-
rantes de A.

E possivel provar (faca-o como exercicio) que tanto o supremo quanto
o infimo de um conjunto, casos existam, sdo unicos. Isso justifica
adotar uma notagdo para cada um deles: sup A para o supremo de
A e inf A para o infimo de A.

Nos exemplos acima, temos: infA = 0, infC = 1 e supC = 3
(note que A nao possui supremo e B ndo possui nem infimo nem
supremo). Assim, hd casos em que o supremo (ou o infimo) pode
nao existir. O Axioma de Completude diz que isso s6 podera ocorrer
com conjuntos ilimitados.

Axioma de Completude:

A13. Todo subconjunto de IR, ndo vazio e limitado superiormente,
possui supremo.

Apesar de ndo fazer mencdo ao infimo, o Axioma de Completude é
equivalente a seguinte propriedade:

A13’. Todo subconjunto de R, ndo vazio e limitado inferiormente,
possui infimo.
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Exercicio. Prove a propriedade A13’. [Sugestdo: dado um conjunto
A limitado inferiormente, considere o conjunto B = {—a|a € A} e
mostre que: i) B € limitado superiormente; ii) inf A = — sup B]

Pela apresentacdo que demos ao Axioma de Completude, ficou claro
que tal axioma néao seria satisfeito pelo conjunto Q. Mostremos que
de fato isso ocorre. Considere o seguinte conjunto:

A={qeQ.lq* <2

Note que A # @ (por exemplo, 0 € A) e é um conjunto limitado
superiormente (por exemplo, 3 € um majorante de A). Se o axioma
A13 fosse valido em Q, deveria existir p € Q tal que p = sup A. Se
provarmos que para tal p, deve valer p?> = 2, poderemos concluir
que p ndo pode ser racional (em func¢do da Proposicdo [3.5]). Conse-
quentemente, teremos concluido que nao existe o supremo de A em

Q.

Mostraremos, na verdade, uma propriedade mais geral, da qual po-
deremos concluir a afirmacdo acima. Referimo-nos a existéncia da
raiz quadrada de um niimero real positivo:

Proposicdo 3.9 Seja b € R um numero positivo. Entdo existe um
tinico nimero real positivo a tal que a* = b. O niimero a é chamado
de raiz quadrada de b e é denotado por /D.

Demonstracdo: Considere o conjunto

A={xeR,|x*<b}
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O conjunto A € ndo vazio, uma vez que 0 € A. Além disso, tomando
yeRtalquey > 1ey > b, resultay? >y > b, logo A possui ma-
jorantes. Pelo Axioma de Completude, existe a = sup A. E evidente
que a > 0. Queremos mostrar que a’ = b. A ideia, para tanto, é
mostrar que nio pode ocorrer nem a’ < b, nem a” > b, sé restando
a possibilidade que nos interessa. Para descartar cada uma dessas
2 < b con-
tradiz o fato de a ser um majorante (condicdo S1 do supremo); (ii)

duas desigualdades, verificaremos que: (i) supor que a

supor que a’ > b contradiz o fato de a ser o menor dos majorantes
(condiciio S2 do supremo). Pois bem, se fosse a’ < b, poderfamos
tomar um numero natural n > 1 tal que

2a+1
b — a?
donde obtemos
2a+1
n
Assim, tomando o numero ¢ = a + 1/n, seguiria:
2a 1

:(12+—+—2<
n mn

<b-—d?

1
¢t =(a+—)?
n

<ad?+b—a’=0b

1 2a+1
<a+ z—l-i
n

2a

n o on
Isso significa que ¢ € A e a < ¢, contrariando a condi¢do S1 do
supremo. Portanto, estd descartada a possibilidade de ser a? < b.
Suponhamos agora que valha a? > b. De modo semelhante ao que
foi feito acima, poderiamos tomar ¢ = a — 1/n, onde n é um inteiro

tal que

108



Da desigualdade acima, segue que

2an—1  2an  2a )
< =—<a“"—b
n? n? n
donde obtemos
1 2 1 1-2
czz(a——)zzaz——a+—2:a2+72(m >a’+b—a’=b
n n n n

Desse modo, ¢ seria um majorante de A com ¢ < a, contrariando
a condicao S2 do supremo. Descartamos, assim, também a possibili-
dade de ser a? > b, podendo concluir, portanto, que a* = b. Por fim,
para provarmos a unicidade da raiz quadrada, basta observar que se
um ntimero positivo m € R é tal que m? = b, entdo m tem que ser
o supremo de A (prove por exercicio). Pela unicidade do supremo,
deve ser m = a. ]

Voltando a questdo formulada antes da Proposicdo ¢ imediato
agora verificar que se p € Q € tal que p = sup A, entdo p? = 2.
Logo, pelo que ja foi dito anteriormente, concluimos que o conjunto
dos racionais nao satisfaz o Axioma de Completude.

O fato de R satisfazer os axiomas Al, ..., A13 € expresso dizendo que
R é um corpo ordenado completo. Acabamos de ver que Q, apesar
de ser um corpo ordenado, ndo é completo. Dessa forma, podemos
agora dizer que os axiomas Al, ..., A13 caracterizam o conjunto dos
numeros reais’].

Na verdade, caberia aprofundar tal "caracteriza¢do", mas o que foi dito até aqui é
suficiente para os propdsitos deste curso.
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3.3-2 Potenciagao de nimeros reais

Na Secdo [3.1.2] tratamos da operagdo de potenciacdo com base ra-
cional positiva e expoente inteiro. Queremos agora estender tal ope-
raciao para os casos em que a base ¢ um numero real positivo e o
expoente é um numero real. No que se segue, seja a um numero
real positivo fixado.

Se m € Z, entdo a poténcia a™ ¢ definida em termos da operacao
de multiplicacéo:

B Sem>0,,am=a.---.a (mvezes)

m Sem<0,am=—

3

= Por fim, a® =1

Para definir a poténcia com expoente racional, definamos antes a
~ l V4 . . l V4 s

operacao an quando n € IN*. Isto é feito dizendo que aw~ é o nu-

mero real positivo cuja n-ésima poténcia € igual ao numero a, i.e.

b=av & b>0eb"=a

A definicdo acima parece boa, mas esconde uma questdo: fixados a
e n, serda que existe tal niumero real b? A resposta a essa questao é
similar ao caso da existéncia da raiz quadrada de um numero real
positivo. De fato, tal nimero b existe e é definido por

b =sup{x € Ry |[x" < a}
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De modo andlogo ao que foi feito no caso da raiz quadrada de um
numero real positivo, pode-se provar que tal nimero real satisfaz as
condicoes desejadas (i.e. b > 0e b™ = a).

~ N . l 4 /4
Observagdo. A poténcia a~ também € denotada por \/a e chamada
de raiz n-ésima de a.

Se g € Q, podemos escrever

~m
T

com m € Z e n € IN*. Definimos, entdo
1

a¥:=(am)™

Note que cada uma das operacOes acima (primeiro a poténcia por
1/n, seguida pela poténcia por m) ja foram definidas anteriormente.
O problema que poderia aparecer aqui tem a ver com a falta de unici-
dade da representacdo do numero racional q como sendo uma razao
de numeros inteiros. De fato, a fracio m/n é somente uma das infini-
tas representacoes possiveis de q. Como garantir que, se tomarmos
qualquer outra, o resultado da operacao de poténcia ndo se altera?
Felizmente, é possivel provar que a poténcia a9 acima definida é,
de fato, independente da particular razdo m/n que tomarmos para
representar o numero racional q (tal prova serd, porém, omitida).

Finalmente, seja x € R.
m Se a > 1, entao

a*:=supf{a¥/qeQeq < x}
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= Se0 < a<1,entdo

a*:=inf{fa%/q € Qeq < x}

Com as definicbes acima, estendemos a operacdo de poténcia ao
conjunto dos numeros reais. Tal operacéo, além disso, continua sa-
tisfazendo as propriedades ja vistas na Secado [3.1.2], que aqui repro-
duzimos. Dados quaisquer a, b, x,y € R, com a,b > 0, tem-se:

1. oMY = a*aY

2. (a¥)¥ = @

a\X _ a
5. (5) =%~
A demonstracdo de tais propriedades foge aos escopos deste texto e
serd portanto omitida.

3.3-3 Representagbes dos nimeros reais

Como dissemos anteriormente, a estrutura do conjunto dos nume-
ros reais é independente da forma que usamos para representar tais
numeros. Entretanto, ao lidar com eles, sempre lancamos mao de al-
guma representacdo. Nesta e na proxima sec¢des, voltaremos nossa
atencdo para duas dessas representacgoes, a representacao decimal e

112



a reta real.

Antes, porém, de tratar cada uma delas em sua especificidade, vale
a pena gastar algumas palavras sobre o que queremos dizer quando
falamos em "representa¢do'dos niumeros reais. Na secdo anterior, de-
finimos IR como um conjunto dotado de duas operagoes ("+" e "."))
e uma relacdo de ordem total ("<"), satisfazendo os treze axiomas
Al, ..., A13. Assim, uma representacdo de IR deve conter todos esses
elementos: um conjunto, uma operacdo +, uma operacdo "."e uma
relacdo de ordem total <, evidentemente de modo a satisfazer os
axiomas.

Na discussdo que se segue sobre a representacdo decimal e a reta
real ndo descreveremos todos esses elementos em detalhes, pois
optamos por dar destaque aos aspectos que nos parecem mais im-
portantes no contexto deste curso. Mas, de um modo ou de outro,
faremos mencao a todos esses elementos da representacao.

Representacio decimal dos niimeros reais

E comum dizer-se que os niimeros reais sio os nimeros que podem
ser escritos em forma decimal. Mas o que significa isso, realmente?
Quando trabalhamos com ntimeros inteiros, usamos a notacao posi-
cional em base 10, o que significa que cada posicdo corresponde a
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uma dada poténcia de 10: a unidade ¢ a poténcia 10°, a dezena é a
poténcia 10', a centena é 10? e assim por diante. Por exemplo,

14302 = 1.10* + 4.103 +3.104 + 0.10" +2.10°

Ja para representar nimeros nao inteiros, precisamos lancar mao
das "casas decimais", i.e. de algarismos a direita da virgula. Mas aqui
também a notacao posicional se relaciona com as poténcias de 10,
com a Unica diferenca de que as casas a direita da virgula referem-se
a poténcia negativas de 10. Por exemplo,

23,496 =2.10" +3.10°+4.107" +9.102 +6.103

Enquanto lidamos com nimeros que possuem um numero finito de
casas decimais (ndo nulas), a expressdo acima ndo causa nenhuma
estranheza. Entretanto, para interpretarmos uma representacao de-
cimal com um numero infinito de casas decimais ndo nulas, nos
deparamos com um soma infinita de (multiplos) de poténcias de 10.
Qual o significado de tal soma?

Para uma resposta adequada, precisaremos do conceito de série nu-
mérica, o que sO serd visto na secdo dedicada as Sequéncias. Mas
podemos desde ja tentar dar uma interpretacdo aceitavel por ora.
Tomemos o nimero

r=1,2385757204765736885692....

(na verdade, as reticéncias fazem com que ndo saibamos exatamente
de que numero se trata, mas isso ndo importa para nosso exem-
plo). Vamos interpretar a soma infinita representada pela represen-
tacdo decimal seguindo um método de aproximac¢do. Comecemos
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tomando x = 1. Entdo x € um numero préximo de r e a diferen(;a@
entre eles é

r—x =0,2385757204765736885692...

Em seguida, tomemos x = 1,2. A diferenca desse novo valor de x
para r caiu para

0,0385757204765736885692...

Continuamos tomando agora x = 1,23, vendo a diferenca nova-
mente cair para

0,0085757204765736885692...
E assim por diante, vamos tomando para x valores "truncados" de r:
1,238 11,2385 1,23857 1,238575...

Nenhum desses valores de x coincide efetivamente com r (a menos
que r possua um numero finito de casas decimais ndo nulas). Mas
se observarmos a diferenca entre esses valores e o nimero original
r, veremos que essa diferenca vai se aproximando de zero. Em ou-
tras palavras, podemos aproximar o valor real de r com o erro que
quisermos, i.e. um erro tdo pequeno quanto desejarmos.

Quando falamos em representacéo decimal, as operacdes de soma e multiplicacéo
(logo, de subtracdo e quociente) seguem os algoritmos cldssicos para operar com
numeros inteiros. Similarmente, a relacdo de ordem também deriva da ordem
natural entre inteiros.
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Nesse sentido, pode-se ler a representacdo decimal como um "pro-
cesso de aproximacao" de numero real r. Como veremos no mo-
mento oportuno, essa interpretacao ndo esta longe daquela formal-
mente mais correta.

Outra dificuldade que se encontra quando lidamos com represen-
tacdo decimal de um numero real estd relacionada com a seguinte
questdo: os numeros

1 e 0,999999999999....

sdo diferentes?

Por um lado, ndo ha duavidas quanto ao fato de que as represen-
tacOes decimais acima sdo diferentes. Mas isso pode levar o leitor
incauto a afirmar que os nimeros que tais expressdes representam
também sdo diferentes. Serda que sdo mesmo? Usando mais uma vez
uma linguagem informal (deixando a resposta formal para quando
tratarmos das séries numéricas), podemos comparar o numero 1

com 0S numeros
0,9 0,99 0,999 0,9999

Esses ultimos, no sentido que vimos acima, representam aproxima-
¢oes cada vez melhores do nuimero 0, 999..... Assim, se observarmos
as diferencas entre 1 e esses valores truncados de 0, 999..., podemos
chegar a resposta correta da questdo acima. Pois bem, tais diferen-
¢as sao

0,1 0,01 0,001 0,0001
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Conforme nos aproximamos do valor real de 0,999..., a diferenca
com o numero 1 vai se aproximando de zero. Assim, somos obriga-
dos a concluir que tais representacoes decimais, apesar de diferen-
tes, referem-se, na verdade, ao mesmo numero real (i.e. o nimero

DL

Representacio geométrica de IR: a reta real

A representacdo geométrica de IR consiste na identificacdo da reta
geométrica com o conjunto dos niimeros reais. Em uma reta r tome-
mos dois pontos distintos O e A (o segmento OA serd usado como
unidade de medida). Por simplicidade, diremos que um ponto P da
reta v (distinto de O) esta a direita de O, se P e A estdo do mesmo
lado relativamente ao ponto O. Caso contrdrio, diremos que P estd
a esquerda de O.

O ponto O é identificado ao ntimero real 0. Um ponto P a direita de
O € identificado com o ntmero real positivo x tal que

Uma outra maneira de perceber isso, um tanto ingénua mas funcional, é a se-
guinte: se tais numeros fossem diferentes, seria possivel encontrarmos um outro
numero real que estivesse entre eles. Vocé consegue escrever na forma decimal
tal numero?
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Um ponto P a esquerda de O ¢é identificado com o numero real ne-
gativo x tal que .
OP
“0A
Desse modo, todo ponto da reta geométrica r estd associado a um

Unico numero real e vice-versa (omitiremos aqui a demonstragdo
dessa afirmacdo). Essa identificacdo, porém, ndo esgota a represen-
tacdo de IR. Como ja observamos acima, € necessario definir opera-
¢oes de soma e multiplicacdo na reta geométrica r, assim como uma
relacdo de ordem total, de modo a satisfazer os axiomas dos nume-
ros reais. A relacdo de ordem ¢é bastante natural (estd, na verdade,
embutida nas expressoes "a direita de O" e "a esquerda de O"), assim
como a operacao de soma (que se traduz, essencialmente, em somar
comprimentos de segmentos). Ndo nos parece necessdrio entrar em
maiores detalhes nesses casos. Ja a operacdo de multiplicacdo ndo
¢ tdo natural como os demais elementos da representacdo. Como
efetuar a multiplicacdo na reta geométrica?

A operacao de multiplicacdo é baseada no classico Teorema de Tales.
Sejam dados dois ntimeros reais x e y (podemos supor que sejam
ambos positivos, € facil adaptar a construcdo abaixo aos outros ca-
sos). Na reta r, marque o ponto X, correspondente ao ntimero real x.
Para auxiliar a construcao, tome uma reta s que intercepte a reta v
no ponto O. Nesta reta, marque o ponto A, correspondente a mesma
"unidade de medida" usada para a reta r, e marque também o ponto
Y, correspondente ao numero real y. Trace pelo ponto Y a reta para-
lela ao segmento AX e obtenha o ponto P de interseccdo dessa reta

118



com a reta r. O Teorema de Tales garante que o ponto P corresponde
ao numero real xy. A figura abaixo ilustra essa construcéo.

334 Valor absoluto de um ndmero real

E comum identificar o médulo de um ntiimero real como sendo um
"ntimero sem sinal". Essa caracterizacdo, além de ser imprecisa, é
também pouco util em problemas que envolvem direta ou indireta-
mente o conceito de mddulo. De modo mais apropriado, temos a
seguinte definicdo:

Definicdo 3.10 O valor absoluto de um ntimero real x, também
chamado de méddulo de x, é denotado por |x| e dado por
x se x=0

x| :=
—x se x<0

Uma primeira leitura da definicdo acima corrobora a interpretacdo
ingénua do médulo como sendo um "nimero sem sinal". Afinal, tem-
se, por exemplo: 2| = 2 e |—2| = —(—2) = 2. Enquanto lidamos
com quantidades conhecidas, como no exemplo anterior, ndo ha
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problema nenhum em adotar essa visdo ingénua. Mas quando ha
quantidades incdgnitas ou varidveis envolvidas, essa concepcao € in-
suficiente e pode até levar a cometer deslizes do tipo "o mddulo de
x e —x é sempre x".

Uma leitura mais adequada da definicdo acima leva a ter em mente
que ela abre, em geral, dois casos a serem analisados, dependendo
do sinal da quantidade encerrada dentro do moédulo. Vejamos como
se d4 essa leitura através de alguns exemplos.

Problema: Determine os numeros reais que satisfazem a igualdade
abaixo
x+1]=3

Solucao: Note que nao se pode determinar a priori se 0 nimero
x + 1 é ou ndo negativo. Isso significa que devemos considerar am-
bas as possibilidades. Seguindo a definicdo acima, consideremos, se-
paradamente, os casos: (i) x+1>0; (i) x+1 < 0.

Caso (i): suponha x + 1 > 0. Entdo |[x + 1| = x + 1. Logo, a equagéao
que queremos estudar se torna

x+1=3

Note, porém, que agora buscamos uma solu¢édo para essa equacdo
somente dentre os numeros reais que satisfazem a condicao x +1 >
0. E encontramos a solucao x = 2.
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Caso (ii): suponha agora x + 1 < 0. Nesse caso, tem-se [x + 1| =
—(x+4+1) = —x—1. Assim, a equacao original torna-se

—x—1=3

A solucao para essa equacao (procurada no conjunto dos nimeros
reais que satisfazem a condicdo x +1 < 0) é x = —4.

Dos dois casos analisados, obtemos o conjunto-solucdo S = {—4, 2}.
|

Problema: Determine os numeros reais que satisfazem a desigual-
dade
Ix+2] < 2x+3

Solucao: Mais uma vez, seguindo a definicdo de valor absoluto, con-
sideraremos dois casos, dependendo do sinal de x + 2.

Caso (i): suponha x +2 > 0. Tem-se, entdo, [x+2| = x+2 e a
desigualdade assume a forma

x+2<2x+3

As solucOes que nos interessam, portanto, devem satisfazer tanto a
condicdo x 4+ 2 > 0 quanto a desigualdade x + 2 < 2x + 3. Encontra-
mos o conjunto-solucdo {x € R|x > —1}.

Caso (ii): suponha agora x+2 < 0. Entdo [x+2| = —x—2 e a
desigualdade passa a ser

—Xx—2<2x+3
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Para que um numero x satisfaca essa ultima desigualdade, deve-
ria valer x > —5/3. Entretanto, para tal x ndo valeria a condicdo
x4+ 2 < 0. Logo, esse segundo caso nao possui solucao.

Com base nas duas analises acima, obtemos o conjunto-solucédo para
o problema inicial: S ={x € R|x > —1}. O

Observagdo. E importante destacar um cuidado que tivemos ao resol-

ver os problemas acima e que talvez passe despercebido. Pela natu-
reza da definicdo de valor absoluto, tivemos que estudar a equagédo
(no primeiro problema) e a desigualdade (no segundo) em dois ca-
sos separados. Ao fazer isso - e aqui estd o cuidado ao qual nos referi-
mos - devemos perceber que, em cada um dos casos analisados, esta-
mos restringindo o universo no qual se busca a solu¢do do problema.
Esse cuidado se fez sentir, particularmente, no segundo problema,
quando, ao analisar o caso em que x + 2 < 0 (segundo caso), fomos
obrigados a descartar as solucoes da desigualdade —x — 2 < 2x + 3,
pois estas se encontravam fora do universo considerado naquele
caso.

Propriedades
(No que se segue, x e Yy sdo numeros reais quaisquer)

1. x| >0
2. x| = Vx2

3. xl=0&x=0
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10.

| — x| =Ix]

- =X <x < x|

Ixyl = x| [yl

Ix +y| < x|+ ly| (Desigualdade Triangular)

Aixl =Tyl < x =yl

Se ¢ > 0, entao:

N
o

x| <ce —c <x

Se ¢ > 0, entdo:

x| >cex<—coux>c

Exercicios

Ex. 3.19 — Demonstre as seguintes propriedades do modulo;

a)
b)
c)
d)
e)
f

)
h)

|—x| = [x|

x—yl =y —x|
IX| =c & x ==+c
x -yl =Xl lyl

| =

Sec>0entdo x| <c& —c<x<c
— x| <x < x|

Ix +y| < x|+ |y| (Desigualdade Triangular)
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10

D xl =yl < x =yl

Ex. 3.20 — Discuta se vale ou nao a seguinte desigualdade (para
um numero real arbitrario x):

3.3-5 Introdugao a Topologia da reta

O objetivo desta secdo € o de introduzir uma linguagem e uma no-
tacdo que serdo uteis, mais adiante, no estudo das fungoes reais de
uma variavel real. Em boa parte, trata-se de linguagem e notacao
conhecidas, como é o caso dos intervalos abertos e fechados. A ex-
pressdo "topologia da reta", de certo modo, refere-se a propriedades
dos numeros reais (ou das fungoes reais) que se expressam nessa
linguagen@.

A Topologia, na verdade, é uma area ampla da Matematica que se ocupa, dentre
outras coisas, do estudo das funcdes continuas. Tais funcdes, e consequentemente
seu estudo, se ddo em contextos bem mais gerais do que aquele das funcoes reais
de uma variavel real, que é o que nos interessa aqui. Por tal motivo, ndo aprofun-
daremos o significado da expressdo "topologia da reta". Na verdade, poderiamos
mesmo ter omitido tal referéncia & Topologia, mas por que fazé-lo se, de fato, é
disso que esta sec¢éo trata?
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Sao dois os conceitos que estdo na base do que se entende por to-
pologia da reta: distdncia e intervalo (na verdade, eles estdo inter-
relacionados, mas explorar essa interrelagcdo foge ao nosso escopo).
Na representacdo geométrica dos numeros reais como a reta real,
ambos os conceitos estdo relacionados com aquele de segmento.

A distancia entre dois numeros reais x e y é dada por

d(x,y) =Ix—yl

Note que, vista na reta real, a nocdo de distancia corresponde ao
comprimento do segmento de reta cujos extremos sdo 0s pontos
com abscissas x e y.

Dados dois numeros reais a < b, um intervalo de extremos ae b é
um dos subconjuntos abaixo:

= (a,b)={x € R|a < x < b} (intervalo aberto)
® [a,b] ={x € R|a < x < b} (intervalo fechado)
B lag,b)={x€eR|a<x<Db}
# (a,bl={x e Rla<x <b}

A medida de um intervalo de extremos a e b é a distancia entre
esses extremos, i.e. |a — b|. Note que um intervalo de extremos a e
b corresponde, na reta real, ao segmento cujos extremos tém abscis-
sas a e b. A medida desse intervalo é a medida (comprimento) do
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segmento correspondente.

Sobre notagdo. Em alguns textos, a notacdo para intervalos aber-
tos (ou semi-abertos) usa o colchete invertido. Por exemplo, ]a, b[
denota o que, aqui, denotamos por (a,b). Nao adotaremos essa no-
tacdo do colchete invertido, mas somente aquela do parénteses, ex-
plicitada acima.

Quando falamos em intervalos, uma notacao particularmente util é
aquela de intervalo centrado em um dado ntimero real. Dado qual-
quer a € R e dado r > 0, o intervalo centrado em a com raio r é
o intervalo

(a—71,a+7)

Nesse caso, dizemos que a é o centro desse intervalo. Observe que
vale a seguinte propriedade (prove-a por exercicio):

X€(a—1,a+1)E& |x—al<T

Isso significa, em particular, que os ntmeros desse intervalo sdo
aqueles que distam de a menos do que r. Dito de outra forma, um in-
tervalo do tipo (a — 1, a 4 1) pode ser interpretado como o conjunto
dos numeros que "aproximam" o nimero a, com um "erro" menor
do que r.

Uma notagdo semelhante aquela de intervalo é usada para denotar

semi-retas, lancando mao também dos simbolos +o0o e —oco. Assim,
dado a € R, tem-se

126



(a,+o00):={x e R|x > a}

a,400):={x e R|x > a}

(—o0,a):={x e R|x < a}
B (—oo,al ={x e R|x < a}

Note que nao faz sentido usar o colchete no extremo infinito, uma
vez que nem —oo nem +oo sd0 numeros reais. Por simplicidade, as
vezes usaremos o termo "intervalo" também para semi-retas como
as acima.

De modo semelhante ao feito para intervalos, podemos falar em con-
junto aberto e conjunto fechado. Seja A C R um subconjunto qual-
quer de nuimeros reais. Dizemos que A é aberto se vale a seguinte
propriedade: todo ponto x € A é centro de um intervalo contido em
A. Dito de modo menos preciso (mas talvez mais significativo): para
todo niimero pertencente ao conjunto A, variacoes suficientemente
pequenas dele continuam dentro do conjunto A. Com linguagem
formal, temos:

A é aberto < para todo x € A exister > 0Otalque (x —1,x+71) C A

Por outro lado, um conjunto B C R é fechado se o seu complemen-
tar (relativamente ao conjunto IR) € aberto, i.e.

B é fechado < IR\B ¢ aberto

Exemplos 3.11
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Qualquer intervalo aberto (a, b) € um conjunto aberto. De fato,
dado qualquer x € (a,b), tomando r como sendo a menor das
distancias |[x — a| e |x — b|, resulta que (x —r,x+71) C (a,b).

Qualquer intervalo do tipo (—oo, a) ou (a,+oo) é aberto. De
fato, dado qualquer x em uma dessas semi-retas, tomando r =
Ix — al, resulta que (x —r,x + 1) esta contido na semi-reta con-
siderada.

A unido de conjuntos abertos é um conjunto aberto. [Prove por
exercicio]

Qualquer intervalo fechado [a,b] é um conjunto fechado. De
fato, seu complementar é (—oo, a) U (b, +00), que é aberto (pois
¢ unido de dois conjuntos abertos).

Qualquer intervalo do tipo (—oo, a] ou [a, +o0) é fechado, pois
seus complementares sdo semi-retas abertas.

O conjunto R € aberto.

Um intervalo do tipo [a, b) ndo é nem aberto, nem fechado. De
fato, nenhum intervalo centrado em a esta contido em [a, b)
(descartando que este seja aberto) e nenhum intervalo centrado
em b esta contido no complementar de [a, b) (descartando que
[a, b) seja fechado).

De modo analogo, um intervalo do tipo (a, b] ndo é nem aberto,
nem fechado.



Os dois ultimos exemplos mostram que os conceitos de "aberto" e
"fechado" ndo sdo conceitos opostos. Isto €, se um dos atributos nao
vale para um dado conjunto, nao se pode concluir que o outro atri-
buto deve ser valido para esse conjunto.

Observagdo. Sob o ponto de vista formal, convém atribuir ao con-
junto vazio a propriedade de ser um conjunto aberto (na verdade,
o conjunto vazio satisfaz a condicdo de ser aberto, acima definida,
por vacuidade). Isso significa, também, que o seu complementar é
fechado. Mas o complementar de @ é IR. Logo, R é aberto e também
fechado. E sendo R aberto, temos que seu complementar € fechado,
i.e. o conjunto vazio @ também é aberto e fechado. Esses sdo os
unicos conjuntos simultaneamente abertos e fechados.

336 O Plano Cartesiano

Um modelo que serd muito util no estudo de fung¢des reais de uma
variavel real é o plano cartesiano R?, que nada mais é do que uma
representacdo geométrica do produto cartesiano R x IR. O plano
cartesiano é constituido por duas retas reais que se encontram per-
pendicularmente na origem (que é, portanto, comum a ambas as
retas). Para identificar o plano geométrico com o produto cartesi-
ano R x R, procedemos como segue (acompanhe o procedimento
na figura abaixo):
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= Tome um ponto P qualquer do plano.

= Construa a reta v’ paralela a r, passando por P.
= Construa a reta s’ paralela a s, passando por P.
= Chame de X o ponto de interseccdo de s’ com r.
» Chame de Y o ponto de intersec¢do de v’ com s.

= Sejam x,y € R os numeros reais associados, respectivamente,
aos pontos X e Y.

= Identifique o ponto P com o par ordenado (x,y).

Tendo em mente o procedimento acima, o numero x ¢ chamado de
abscissa do ponto P e o numero y é chamado de ordenada do ponto
P. Ambos sdo chamados de coordenadas de P. A reta r é chamada
de eixo das abscissas (ou mais popularmente "eixo x") e a reta s de
eixo das ordenadas (ou popularmente "eixo y"). Esses eixos sdo cha-
mados também de eixos coordenados.

Os dois eixos coordenados dividem o plano em quatro regioes,

chamadas quadrantes. A menos de pontos pertencentes aos eixos,
temos:
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= Primeiro quadrante: pontos com ambas as coordenadas positi-
vas

= Segundo quadrante: pontos com abscissa negativa e ordenada
positiva

m Terceiro quadrante: pontos com ambas as coordenadas negati-
vas

= Quarto quadrante: pontos com abscissa positiva e ordenada
negativa

Exercicios

Ex. 3.21 — Considere os seguintes conjuntos. Diga quais sao limi-
tados superiormente e quais sao limitados inferiormente. E se existir
encontre o supremo e o infimo desses conjuntos:

a) A=1{1,24,8,...}

b) B={l+1l:neN¥

c) C={1T—-nl:neN}

d) D={xeQ:1<x}

e) E={xeQ:1<x<2}

) F={xecQ:x*<3}

g) G={5:neN}

h) H={2:necN}

n+1

D I={:neN}

D J={2"neN}
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Ex. 3.22 — A partir dos axiomas Al, ..., A9 dos nimeros reais prove
as seguintes propriedades:

a) O numero O (zero) é o Unico elemento neutro da soma.
b) O numero 1 € o unico elemento neutro da multiplicacao.
¢) Dado qualquer a € R, resulta a.0 =0

d) Para quaisquer nimeros reais a e b, tem-se que:

ab=0=a=00ub =0.

Ex. 3.23 — Mostre, utilizando propriedades basicas, que:
a) Se ax = a para algum a # 0 entdo x=1.
b) x*—y?=(x—y)(x+y).
c) Sex?=1y? entdox =y oux=—y.
d) -y’ =(x—y)*+xy+y?)
e) x> +y® = (x+y)(* —xy+y?)
f) Sea<bec<dentioa+c<b+d.
g) Se a < bentdo—b < —a.
h) Sea<bec<dentdioa+c<b+d.

Ex. 3.24 — (Nao existéncia de Infinitesimais) Mostre que se a —
€ < x < a+ ¢ para todo ¢ entdo x = a.
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COMPLEMENTARES

Ex. 3.25 — Mostre que:

a)
b)
c)
d)
e)
H

)
h)

Se a < bentio —b < —a.
Sea<bec>d entioa—c<b—d.
Sea<bec>>0,entao ac < bec.

Se a > 1 entdo a? > a.

Se 0 < a < 1entdo a? < a.

Se0<a<bel<c<d, entiao ac < bd.

Se 0 < a < b entdo a? < b2

Sea,b>0ea?<blentioa<b.
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4 * COMPLEMENTOS SOBRE
CONJUNTOS

4.1 FAMILIAS DE CONJUNTOS

4.1.1 Sobre indices

O uso de indices é bastante comum em matemadtica, pois proporci-
ona um modo eficaz e econdmico de descrever uma determinada
colecdo de objetos, sem exigir uma grande variedade de simbolos.
Por exemplo, poderiamos descrever um elenco de 20 objetos usando
letras distintas

Cl'/.[)I(:/ d/ e/f/ glhlilj/k/l/mlnlolpl q/rl S/‘t

mas seria muito melhor denotéd-los com uma unica letra (digamos
a) e 20 indices

a;,az,..., Ayp.

A validade do uso de indices fica ainda mais evidente quando lida-
mos com conjuntos infinitos, como por exemplo uma sequéncia de
numeros

X1,X2, 000, Xy eee
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Nesse caso, seria impossivel usar letras ou qualquer outro conjunto
finito de simbolos para descrever tal sequéncia.

Os dois exemplos acima podem ser expressos de um modo mais
sintético. Para isso, considere os conjuntos ] = {1,2,...,20} e IN*.
Entdo, podemos escrever:

{al}lel ={a;, ay, ..., a0}

{XI}IEIN* - {X1 7 X27 eer Xy }

Em outras palavras, se A € um conjunto cujos elementos queremos
indexar com um certo conjunto de indices J, indicamos isso com a
notacao

A ={a .

Uma caracteristica importante desse processo de indexacao € a se-
guinte: o uso de indices pode ser descrito através da linguagem de
funcoes. De fato, indexar os elementos de um conjunto A através
de um conjunto de indices | significa, simplesmente, escolher uma
funcéo f : ] — A. Se quisermos indexar todos os elementos de A, a
funcao f deve ser sobrejetora. Se quisermos que elementos distintos
de A tenham indices distintos, entdo a funcao f deve ser injetora. Se
quisermos ambas as propriedades, a funcdo deve ser bijetora.

Observagdo. Note que, adotando o ponto de vista acima, fica claro
que todo conjunto pode ser usado, potencialmente, como um con-
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junto de indices. Para vermos um exemplo pouco usual de uso de
indices, considere a funcao f : Z — IN dada por

2z se z=>0

f(z) =
—2z—1 se z<0

Desse modo, o conjunto Z dos inteiros esta sendo usado para inde-
xar o conjunto IN dos numeros naturais, i.e.

IN = {nl}lez

onde n, = f(1), para cada1 € Z.

Exercicio. Usando a indexacdo acima de IN por Z, determine os
elementos ngy, ny, N_;, Ny, N_s.

4.1.2  Operagoes com familias de conjuntos

Nesta secdo, lidaremos com familias (ou classes) de conjuntos, isto
¢, conjuntos cujos elementos sdo, por sua vez, também conjuntos.
Queremos estender a essa situacao algumas operacoes entre conjun-
tos, assim como descrever algumas propriedades.

Seja dada uma familia & de conjuntos, i.e.

F= {Al}lGI
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onde | é um qualquer conjunto de indices e cada A, é um conjunto.
A unido dos conjuntos da familia ¥ é o conjunto formado pelos
elementos que pertencem a ao menos um dos conjuntos de F, i.e.

UALZ{X|X€AJ para algum ) € J}

€]

A interseccdo dos conjuntos da familia F é o conjunto formado
pelos elementos que pertencem a todos os conjuntos de F, i.e.

()Al:{xlxeAJ para todo ) € J}

€]

Dentre as propriedades mais importantes, destacamos as seguintes:
dada uma familia = {A.},cj de conjuntos e dado um conjunto
qualquer B, tem-se:

B[ JA | =JBNAY

€] €]

BU (A ] =(BUA)

1€] 1€]
Além disso, se U é um conjunto que contém todos os conjuntos A,,
entdo, tomando o complementar relativamente a U, tem-se:

JAa=As

€] €]
(A= JAS
1€] 1€]
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Complemento.

A titulo de contemplar os mais curiosos, citamos aqui outra ope-
racdo que pode ser estendida a qualquer familia de conjuntos: o
produto cartesiano. Tal operacdo vai muito além do que qualquer
curso de calculo exige, podendo ser sumariamente ignorada pelos
mais "pragmaticos". Aos que ndo resistem a beleza do pensamento
abstrato, boa leitura.

Como primeiro passo, vejamos como definir o produto cartesiano
de uma quantidade qualquer (mas finita) de conjuntos. Dados n
conjuntos nao vazios Ay, Ay, ..., Ay, 0 produto cartesiano A; x A X
.-+ X Ay, € o conjunto dos elementos na forma (x;,xy,...,Xxn), onde
para cada 1 <1< n tem-se que x, € A,. Em simbolos:

A] XAZX"'XATL:{(X]/X2/'°'1Xn)|xl€Al/1 glgn}

Os elementos na forma (xq,x2,...,Xn) sdo chamados de n-upla or-
denada (que se lé "énupla"ordenada).

Note-se que o produto cartesiano de n conjuntos é muito seme-
lhante ao produto cartesiano de dois conjuntos, sé diferindo, de fato,
pelo niumero de conjuntos envolvidos.

Nosso propdsito, agora, € contemplar familias quaisquer de conjun-
tos, eventualmente infinitas. Para tanto, ndo é dificil perceber que
a descricdo acima ndo € adequada. Para chegar a um outro modo
de tratar o produto cartesiano, pode ser util revermos, sob outro
olhar, o produto cartesiano que nos € ja conhecido (vamos conside-
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rar o caso mais simples, com somente dois conjuntos). Dados dois
conjuntos ndo vazios A; e A, (o uso de indices aqui € proposital),
podemos identificar um par ordenado (x;, x,) do produto cartesiano
A; X A, com a fungéo f: {1,2} — (A, UA,) dada por

f(1)=x;, e f(2)=x,

Pode parecer um modo exageradamente complicado para descrever
um par ordenado e, se fosse esse o unico objetivo dessa descricdo,
seria realmente algo despropositado. Mas essa linguagem apenas
traduz a ideia de que um par ordenado nada mais é do que uma
particular escolha, simultanea, de um elemento de um conjunto e
um de outro. E cada funcdo f como aquela acima descreve exata-
mente uma particular escolha desse tipo.

A vantagem dessa linguagem, porém, estd no fato de permitir que se
defina o produto cartesiano para uma familia qualquer de conjuntos.
De fato, seja dada uma familia de conjuntos

F= {Al}lEI

onde ] é um qualquer conjunto de indices. O produto cartesiano
dos conjuntos da familia & é o conjunto das funcées

f:] = JA
1€]
tais que f(j) € A, para todo j € ]J. Em simbolos:

[[A =Tl JAlf0) €A, VyeTh

1€] 1€]
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5 ANALISE COMBINATORIA

“Conte o que for contdvel, meca o que for
mensurdvel e fagca mensurdvel o que ndo for
mensurdvel.”

Galileo Galilei

Em diversas situacoes, como por exemplo no calculo de probabili-
dades, é fundamental conhecermos o niumero de elementos de cer-
tos conjuntos ou ainda o numero de possibilidades de certos expe-
rimentos. Neste capitulo apresentamos algumas estratégias de con-
tagens que nos auxiliardo na determinacdo das cardinalidades nos
casos mais comuns e mais relevantes.

5.1 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CON-
TAGEM

O principio fundamental da contagem ou principio multiplicativo
nos diz que o numero de pares que podemos construir tendo n possi-
bilidades para a primeira entrada e m possibilidades para a segunda
é nm.
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Principio Fundamental da Contagem para Conjuntos
Sejam A um conjunto com n elementos e B um conjunto com m
elementos, entdo o conjunto

AXxB={(a,b)|lac Aebe B}

tem nm elementos.

Se denotarmos por #A o ntimero de elementos de A, entdo o Prin-
cipio Fundamental da Contagem para Conjuntos pode ser reescrito
como:

#(A x B) = #A - #B.

Esse fato pode ser entendido se enumerarmos todos os possiveis
elementos de A x B. Para isso denotaremos os elementos de A por
aj, com i variando de 1 até n, e os elementos de B por bj;, com j
variando de 1 até m. Se enumerarmos todos os possiveis elementos
do conjunto A x B teremos:

(ar;,b1) (a3, b2) --- (ai, bpy)
(a,b1) (az,b2) --- (az bm)
(an/b]) (aT‘L/ bZ) T (an/ bm)

Como temos n linhas contendo m elementos teremos nm elemen-

tos.

Exercicio Resolvido 5.1 Jodo decidiu passar suas férias no Japao
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e resolveu que iria de avido e voltaria num cruzeiro. Visitando uma
agéncia de viagens foram lhe oferecidos 3 possibilidades de voos e
2 possibilidades de cruzeiros. De quantas formas Jodo pode realizar
sua viagem?

Solucao: Neste caso estamos querendo calcular quantos elementos
existem no conjunto V x C, sendo V o conjunto dos possiveis voos
e C o conjunto dos possiveis cruzeiros.

Assim, pelo principio multiplicativo, Jodo terd 3 - 2 = 6 possiveis
formas de viajar. |

cruzeiro 1 12 possibilidade

cruzeiro 2 22 possibilidade
cruzeiro 1 3?2 possibilidade
opcoes

cruzeiro 2 42 possibilidade

cruzeiro 1 52 possibilidade

cruzeiro 2 62 possibilidade

Figura 5.1: Grafo representando todas as possibilidades do Ex. [5.1]
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Uma das principais aplicacées do principio de multiplicacdo esta
enraizada na probabilidade. Assim, vamos reinterpretar este resul-
tado no contexto de numero de possiveis resultados para experi-
mentos de duas etapas (ao invés de apenas em termos de produtos
cartesianos de conjuntos), nessa forma o principio da multiplicacao
torna-se bastante 1til e ajuda a formar o alicerce de um estudo de
andlise combinatdria. Considere a seguinte expressao do principio
de multiplicacéo.

Principio Fundamental da Contagem para Experimentos
Considere um experimento com duas etapas. Se o numero de
possibilidades da primeira etapa é n, e se o numero de possibi-
lidades da segunda etapa é independente da primeira etapa e
igual a m. Entdo o numero de possibilidades do experimento é
n-m.

E fundamental que o niimero de possibilidades das etapas do ex-
perimento sejam independentes para a validade do principio acima.
Um exemplo de situacdo em que ndo podemos utilizar o principio
de contagem anterior é na escolha de dois nimeros (ndo necessaria-
mente distintos) dentre {1,2,3,4,5} de modo que a soma seja maior
estrito que 4, pois se o primeiro numero selecionado for 1 temos s6
duas possibilidades para a segunda escolha, os numeros 4 e 5. Por
outro lado se a primeira escolha for 5 temos entédo 5 escolhas para
o segundo numero.
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O préximo exemplo mostra que uma etapa pode depender da ou-
tra, sem que o numero de possibilidades dependa, e nesse caso ainda
podemos aplicar o principio fundamental de contagem.

Exercicio Resolvido 5.2 De quantas maneiras podemos sortear

pares de letras do alfabeto se a letra ja sorteada é eliminada?

Solucao: Se a primeira letra sorteada for A, a segunda sera sorte-
ada dentre {B, C,..., Z}, enquanto que se a primeira letra sorteada
for B, a segunda letra sera sorteada dentre {A,C, D, ..., Z} e analo-
gamente para as outras possibilidades. Desta forma as etapas nao
sdo independentes.

Apesar disso, ndo importando qual seja a letra sorteada inicial-
mente o numero de possibilidades para o segundo sorteio serd o
mesmo em todos os casos, e logo podemos usar o principio funda-
mental da contagem.

Para a primeira letra teremos 26 possibilidades, e para a segunda,
independente de qual seja a letra sorteada inicialmente sempre te-
remos 25 possibilidades. Assim pelo teorema fundamental da conta-
gem temos que existem 26 - 25 = 650 maneiras de sortear pares de
letras do alfabeto se a letra ja sorteada é eliminada. ]

O principio multiplicativo pode ser generalizado para um nimero

r de conjuntos, bem como para um experimento em r etapas inde-
pendentes:

145



Principio Fundamental de Contagem Generalizado

= Para conjuntos: Sejam A, Ay, ..., A; conjuntos com res-
pectivamente nj,ny, ..., n, elementos, entdo o conjunto

Al XAy X - X Ap
tem nyn; - - - n, elementos.

= Para experimentos : Considere um experimento com T
etapas. Se o numero de possibilidade para cada etapa nao
depender dos resultados das etapas anteriores, entdo o nu-
mero total de possibilidades para o experimento é o pro-
duto do numero de possibilidades de cada etapa.

Demonstracdo: Vamos demonstrar o principio basico de contagem
generalizado para conjuntos, a partir do principio basico de conta-
gem para conjuntos, através de uma indugéo sobre r, o numero de
conjuntos.

No caso r = 1 queremos contar o numero de elementos de Aj,
que por hipédtese é n; e assim temos o primeiro passo da inducao.

Para prosseguirmos a demonstracdo notemos inicialmente que o
conjunto

Al XAy X X A1 X Ay
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tem o mesmo numero de elementos que o conjunto
(A X Ay x -+ X A1) X A

Por hipdtese indutiva temos que o conjunto:
Al X Ar X -+ X A

tem nyn; - - -n,_1 elementos e como A, tem n, elementos, pelo prin-
cipio fundamental de contagem temos que o conjunto:

(A} XAy X - X A1) X Ay
tem (nymy - -n,_1)ny = nyny - - - N._1N; elementos. O

Exercicio Resolvido 5.3 Em um certo pais ficticio as placas dos

automéveis consistem de trés letras e dois niumeros. Quantas placas
diferentes sdo possiveis nesse pais?

Solucao: Neste caso estamos querendo contar os elementos do con-
junto

AxAxAxBxBsendo A ={a,b,c,...,y,zte B={0,1,..

Considerando que o alfabeto tem 26 letras a resposta pelo principio
multiplicativo é 26 - 26 - 26 - 10 - 10 = 1757600. ]

Exercicio Resolvido 5.4 Imagine que um restaurante tenha 4 op-

cOes de massa, 6 de carnes e 5 acompanhamentos. Quantos pratos
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diferentes podem ser elaborados, se cada prato contiver uma massa,
uma carne e um acompanhamento?

Solucao: 4 -6-5 = 120 pratos. O

Exercicio Resolvido 5.5 Seja A um conjunto com n elementos.

Quantos elementos possui o conjunto frm—eA?

Solucao:

Por definicdo, os elementos de frm—eA sdo os subconjuntos de A
e desta forma o problema inicial é equivalente a contar os subcon-
juntos de A. Para contarmos os subconjuntos de A representaremos
os subconjuntos de A como palavras bindrias.

Denotaremos por aj,...,a, os elementos de A e seja B um sub-
conjunto de A. Podemos associar ao conjunto B uma palavra bindria
de tamanho n, i.e, uma palavra de tamanho n formadas pelos carac-
teres 0 e 1. O primeiro caractere dessa palavra é 1 se a; € B e 0 se
aj ¢ B, o segundo caractere é 1 se ay € B e 0se a; ¢ B, e de modo
geral, o i-ésimo caractere € 1 se a; € B e serd 0 caso contrdrio.

Palavra: 1 0 ‘e 0
Significado de cada caractere: a;€B  ay ¢ e

Assim por exemplo, temos as associacoes:

= Ao subconjunto {a;} estd associado a palavra 100 - - - 0;

= Ao subconjunto A ={ay,..., a,}estd associado a palavra 111 - - -
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= Ao conjunto vazio estd associado a palavra 000 - - - 0.

A partir de uma palavra podemos recuperar o subconjunto ao qual
ela estd associada através do seguinte procedimento: dado uma pa-
lavra construimos o subconjunto de A cujos elementos sao os q; tais
que o i-ésimo caractere da palavra é distinto de 0.

Consequentemente cada subconjunto de A estd associado a uma
Unica palavra e a cada palavra estd associada a um unico subcon-
junto de A, e desta forma o numero de subconjuntos de A ¢é igual
ao numero de palavras de n caracteres, com duas possibilidades
para cada caractere: 0, 1.

O numero de tais palavras pode ser calculado utilizando o princi-
pio da contagem generalizado, e por esse principio existem2-2---2 =

n vezes
2" palavras formadas por n caracteres 0 ou 1, e logo existem 2™ ele-

mentos no conjunto frm—eA.

5.2 LISTAS SEM REPETIQAO: ARRAN -
JO0S

Seja A um conjunto com n elementos:
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Definicdo 5.6 Um arranjo de r elementos (r < n) é uma lista
ordenada sem repeticbes de tamanho r, ou, mais formalmente,
um arranjo de v elementos é um elemento do conjunto

AX---XA
———

r—vezes

com todas as entradas distintas.

Assim por exemplo se considerarmos A ={a, b, ¢}, entdo os arran-
jos de A de 2 elementos sao (a,b), (a,c),(b,a),(b,c),(c,a)e (c,b).

Pode-se contar os numeros de arranjos de r elementos de um con-
junto com n elementos (r < n) através do seguinte argumento:

m para a primeira entrada da lista podemos escolher um ele-
mento dentre todos os n possiveis.

= para a segunda entrada da lista, note que temos uma opcao a
menos, ja que a segunda entrada tem que ser distinta da pri-
meira, e assim temos (n — 1) possiveis elementos como opcao
para essa entrada da permutacao.

= de modo andlogo temos que a terceira entrada pode ser preen-
chida de (n — 2) maneiras.

= esse padrao continua até que tenham sido utilizados os r mem-
bros na permutacdo. Isso significa que o tltimo membro pode
ser preenchido de (n — r + 1) maneiras.
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= Pelo principio multiplicativo para eventos temos um total de

nn—1)(n—2)---(n—r+1) arranjos diferentes de r elemen-
tos de um conjunto com n elementos.

Se denotarmos o numero de arranjos de r elementos de um con-

junto com n elementos por A(n,r), 0 argumento acima nos sugere
que

Teorema 5.7 O numero de arranjos de r elementos de um con-
junto de n elementos é:

Amnr)=—=nn—-1)---(n—r+1).

Exercicio Resolvido 5.8 Num jogo sdo sorteados 5 niumeros de 1

a 50. Os numeros sorteados nao sdo recolocados na urna. Quantos

resultados distintos sdo possiveis nesse jogo se a ordem de saida
importa?

Solucao: A(5,50) = 4— = 254 251 200 possibilidades. O

Exercicio Resolvido 5.9 Quantas placas distintas sdo possiveis

consistindo de trés letras distintas seguidos de quatro numeros dis-
tintos?

Solucao: Para as trés letras temos A(26,3) possibilidades e para os
quatro numeros temos A(10,4) possibilidades e assim pelo Princi-

pio Fundamental da Contagem temos: A(26,3)- A(10,4) = 2—'% =
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78 624 000 possibilidades de placas. m]

Exercicio Resolvido 5.10 Quantos numeros inteiros entre 100 e

1000 possuem todos os digitos impares e distintos?

Solucao: As possibilidades de digito impar sédo 1,3,5,7,9. E assim

temos A(5,3) = (55—'3), = 60 numeros inteiros entre 100 e 1000 com

todos os digitos impares e distintos. O

Exercicio Resolvido 5.11 Quantos inteiros entre 100 e 1000 pos-

suem todos os digitos distintos?

Solucao: A resposta ndo é A(10,3). Para o primeiro digito temos 9
possibilidades (0 nao é possibilidade). Para o segundo temos 9 pos-
sibilidades (nesse caso 0 é possibilidade) e para o terceiro 8. E assim
temos existem 9 - 9 - 8§ = 648 numeros entre 100 e 1000 que possuem
todos os digitos distintos. m|

Um caso importante de arranjo sdo as permutagoes:

Definicdo 5.12 Seja A um conjunto com n elementos. Uma per-
mutacgdo é uma lista ordenada sem repeticoes de tamanho n, com
todas as entradas distintas.
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Veja que o numero de permutagdes de n elementos, pode ser
calculado através da féormula para o nimero de arranjos tomando
T=n:

n!
Amnn)=—=n!
(n—mn)!
Exercicio Resolvido 5.13 Numa eleicdo tem-se 5 candidatos, su-
pondo que ndo haja empates, quantos sdo os possiveis resultados da
eleicao?

Solucao: Nesse caso queremos calcular as permutacdes de 5 candi-
datos, pela expressdo [5.12] existem 5! = 120 possiveis resultados da
eleicdo. ]

5.3 LISTAS COM REPETICAO

Agora vamos determinar quantas listas de r objetos sdo possiveis se
permitirmos algumas repeticoes. Antes de tratarmos o caso geral,
apresentamos um exemplo.

Exercicio Resolvido 5.14 Quantas palavras podemos formar com
as letras a e b se permitimos a letra a se repetir 3 vezes e a letra b

se repetir duas vezes?

Solucao: Num primeiro estdgio vamos distinguir todas as letras e as-
sim vamos contar as palavras formadas pelas letras{aj, a,, a3, by, by}
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distinguindo as vdrias ocorréncias das letras a e b. Nesse caso te-
mos 5! = 120 possibilidades. Observe agora que em cada uma des-
sas palavras, por exemplo a;byaza,b; podemos permutar as letras
aj, a, az e by, by entre si sem alterar a palavra. Temos assim 3!2! =
12 permutacgdes e logo contamos cada possibilidade com essa repeti-
cdo, o que implica que o nimero de palavras distintas formadas por
3letras a e 2 letras b é % = 10. Essas palavras sao:

aaabb abbaa
aabab baaab
aabba baaba
abaab babaa
ababa bbaaa

Generalizando temos:

Teorema 5.15 O niuimero de énuplas ordenadas distintas, forma-
das de r elementos distintos nos quais se permitem n; repeticoes do
i-ésimo elemento 'é

n!
nyny!---n,!

sendon =nq+---+n,.

Exercicio Resolvido 5.16 Quantas palavras diferentes sdo possi-

veis de serem escritas com as letras de “BANANA”
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Solucao: A palavra tem 6 letras, dessas o A se repete 3 vezes e o N se
repete 2 vezes. Desta forma, pelo teorema [5.15] temos que existem

6!
321 = 60 palavras

Apresentaremos outra soluc¢do para esse problema no exemplo
[5.23]da préxima secdo.

Exercicio Resolvido 5.17 Um estudante para ir de sua casa a uni-

versidade deve deslocar-se 6 quadras para leste e 4 quadras para o
norte. De quantas maneiras esse estudante pode ir a universidade
andando exatamente 10 quadras?

Solucao: Denotaremos por L o ato de andar uma quadra para leste
e por N o ato de andar uma quadra para o norte. Desta forma a
palavra

NNLLLNNLLL

significa (lida da esquerda para a direita) andar duas quadras para
o norte, depois trés para leste, duas para o norte e finalmente trés
para leste.

Com essa notacdo um caminho entre a casa e a universidade pode
ser identificado como uma palavra de 10 letras composta por 4 N e
6 L.

Logo, pelo teorema[5.15] existem % = 210 caminhos entre a casa
do estudante e a universidade.
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Universidade
L ]

Casa

Figura 5.2: Mapa representando a situacdo descrita no exercicio

5.17

Exercicios

Ex. 5.1 — Calcule o nimero de palavras de 2 letras que é possivel
formar utilizando as letras {C,D, E, F} e permitindo repeticao das
letras. Enumere todas as possibilidades.

Ex. 5.2 — Calcule o niumero de palavras com 2 letras ndo repetidas
que ¢é possivel formar utilizando as letras {C, D, E}. Enumere todas
as possibilidades.
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Ex. 5.3 — Calcule o numero de palavras com 5 letras que é possivel
formar utilizando as letras e {C, D, E}, de modo que as letras C e E
se repitam duas vezes.

Ex. 5.4 — Quantas palavras diferentes sao possiveis de serem escri-
tas com as letras de “MATEMATICA”

Ex. 5.5 — Considere o mapa abaixo. Suponha que inicialmente vocé
se localiza no ponto A, e que vocé deve se mover apenas para a leste
e para norte.

a) De quantas formas é possivel ir de A e B.
b) De quantas formas € possivel ir A e C passando por B.
c) De quantas formas é possivel ir A e C néo passando por B.

d) De quantas formas é possivel ir de A até C e depois retornar
a B.
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5.4 CONJUNTOS SEM REPETIGCAO: COM-
BINACAO

Nessa secao estamos interessados em determinar quantos subcon-
juntos distintos de r elementos podem ser construidos a partir de
um conjunto de n elementos.

Assim, por exemplo, quantos subconjuntos distintos de {a, b, c, d, e, f}
podemos construir com 3 elementos cada? Veja que temos 5 opcoes
para a primeira escolha, 4 para a segunda e 3 para a terceira, ou
seja5-4 -3 = 60 possibilidades de escolhermos 3 elementos dentre
as 5 possibilidades acima desde que a ordem importe. Observe que
estamos contando cada subconjunto A(3,3) = 3! vezes. (por exem-
plo os subconjuntos formados pelas letras a, b, ¢ foram contados 6
vezes na forma abc, acb, bac, bca, cab, cba). E assim temos % =10
conjuntos de trés elementos.

Definicdo 5.18 Dado um conjunto A com n elementos, e B um
subconjunto com r. Dizemos que B é uma combinagdo de v ele-

mentos de A.

Em geral temos A(n, r) diferentes formas de escolher r elementos
num conjunto de n elementos desde que a ordem seja relevante e
cada grupo de r elementos serd contado r! vezes. Logo temos que
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o numero de subconjuntos de r elementos de um conjunto de n
elementos, que denotaremos C(n, 1) é

Clnr) = A(n,T) _ n!

7! (m—7)lr!”

Teorema 5.19 O nitimero de combinagbes de r elementos de um
conjunto com n elementos, que denotaremos C(n, ) é:
A(n,T) n!

Clnm) = N T T

Exercicio Resolvido 5.20 Numa eleicdo estudantil 20 alunos es-

colheram 4 representantes para um comité. Quantos comités sdo
possiveis?

Solucao: Sdo possiveis 126?4!” = 20412:;%17 = 4845 comités. O

Exercicio Resolvido 5.21 No exemplo anterior imagine que dos
20 alunos, 11 sao mulheres e 9 homens, e que o comité tenha dois

representantes de cada sexo. Quantos comités sdo possiveis?

Solucao: Para a representac;ao fem1n1na temos 9,2, = 55 possibilida-
des e para a masculina temos W = 36 e assim temos 55 - 36 = 1980
possiveis comiteés. ]

Exercicio Resolvido 5.22 Num jogo sdo sorteados 5 ntimeros de 1

a 50. Os numeros sorteados ndo sao recolocados na urna. Quantos

159



resultados distintos é possivel nesse jogo se a ordem de saida nédo
importa, como por exemplo na loteria?

Solucdo: % = 2% = 2118760 possibilidades. O

Exercicio Resolvido 5.23 Quantas palavras diferentes sdo possi-

veis de serem escritas com as letras de “BANANA”

Outra Solucao:

Esse problema é equivalente a de quantos modos podemos preen-
cher as 6 caixas abaixo usando 3 vezes a letra A, 2 vezes a letra N e
1 vez a letra B.

Escolhemos inicialmente 3 caixas (das 6 disponiveis) para serem pre-
enchidas com a letra A. Existem C(6,3) modos de fazer essa escolha.
Agora das 3 restantes, escolhemos 2 para serem preenchidas com a
letra N, existem C(3,2) modos de fazer isso. A caixa restante deve
ser necessariamente preenchida com a letra B. Logo temos pelo prin-
cipio fundamental da contagem

! 3!

! !
C(6,3)C03,2) = 337 5177 = 3121

= 60 palavras

Exercicios
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Ex. 5.6 — Dado o conjunto A = {a, b, ¢, d, e}. Quantos subconjun-
tos de A existem com 3 elementos. Enumere esses subconjuntos.

Ex. 5.7 — Uma sala tem 6 portas. De quantas maneiras € possivel
entrar e sair dessa sala?

Ex. 5.8 — De quantas formas é possivel entrar e sair da sala ante-
rior por portas distintas?

Ex. 5.9 — Quantos inteiros existem entre 10000 e 100000 cujos
digitos sdo somente 6,7 ou 8?

Ex. 5.10 — Quantos inteiros existem entre 10000 e 100000 cujos
digitos sdo somente 1,6,7 ou 8?

Ex. 5.11 — Quantos inteiros existem entre 1000 e 9999 (inclusive)
com todos os digitos distintos? Desses quantos sao pares?

Ex. 5.12 — Dados 20 pontos nao colineares no plano. Quantas re-
tas podem ser formadas ligando dois pontos? Quantos tridngulos
podem ser formados ligando uma tripla de pontos?
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Ex. 5.13 — Numa estante temos 13 livros: 6 de célculo, 3 de geo-
metria analitica e 4 de fisica basica. De quantas maneiras € possivel
ordenar os livros se:

a) Nao colocarmos nenhuma restrigao.

b) Se pedirmos para que os livros de cdlculo sejam colocados
primeiro, depois os de geometria analitica e por fim os de
fisica basica.

c¢) Se pedirmos para que os livros do mesmo assunto fiquem
juntos.

Ex. 5.14 — Imagine que na colecéo de livros anteriores, 3 livros de
calculo eram iguais. Agora, de quantas maneiras € possivel ordenar
os livros se:

a) Nao colocarmos nenhuma restricao.

b) Se pedirmos para que os livros de cdlculo sejam colocados
primeiro, depois os de geometria analitica e por fim os de
fisica basica.

c¢) Se pedirmos para que os livros do mesmo assunto fiquem
juntos.

* Ex. 5.15 — Quantos conjuntos de quatro letras é possivel formar
tal que nenhum par de letras seja consecutivo?
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Ex. 5.16 — Um estudante precisa vender 3 CDs de sua colecéo for-
mada por 7 CDs de jazz, 6 de rock e 4 de musica cldssica. Quantas
escolhas de venda ele possui, se

a) ele quiser vender quaisquer CDs
b) ele quiser vender os trés do mesmo estilo.

c) ele quiser vender pelo menos dois do mesmo estilo.

5.5 EQUACOES LINEARES COM COEFI-
CIENTES UNITARIOS

Queremos contar o numero de solucOes inteiras positivas de uma
equacdo da forma
X1 +x2+- -+ %X =1

com n inteiro positivo maior ou igual que r.
Exemplos 5.24

1. Considere a equacdo x +y = 5. Nesse caso o conjunto de solu-
coes é{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} que tem 4 elementos.

2. Considere a equacgdo x +y + z = 4. Nesse caso o conjunto de
solugoes é {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}
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O numero de solucoes desse problema pode ser determinado atra-
vés do seguinte argumento: o numero n pode ser visto como o nu-
mero 1 somado n vezes

141 4T+ +1

n ndmeros 1 e n—1 simbolos de +

Enquanto que uma solucdo de x; +x, + - - - + X, = n pode ser inter-
pretada como apagar todos os sinais de mais exceto por r — 1 desses
(Note que com r — 1 simbolos + temos r blocos de 1s.)

MT+114---+1

n numeros 1 e r—1 simbolos de +

Assim um bloco de k niumeros 1s passa a representar o nimero k.
Exemplos 5.25

1. As solugdes de x +y = 5 (apresentadas no exemplo anterior)
podem ser representadas como

T+1111 114111
1M1T+11 1111 +1

2. As solucdes de x +y + z = 4 podem ser representadas como :

T+1T+11 T4+1T4+T7 1T4+141

Veja que o problema agora se reduziu a escolher r — 1 simbolos de
+ dentre n — 1 simbolos de +, que ja sabemos que ¢ C(n—1,r—1).
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Teorema 5.26 O nitimero de solugbes inteiras positivas de uma
equagdo da forma x1 +x2 + - - - + X =M, com n inteiro é

Cn—1,r—1).

Exercicio Resolvido 5.27 O numero de solugdes positivas da equa-

cdox+y+z=4¢é C(3,2) = 3, que coincide com a enumeracgido que
fizemos em um exemplo anterior.

Exercicio Resolvido 5.28 Um filantropo quer doar 10 ambulédncias
a 5 instituicoes de caridade. Cada instituicdo receberd pelo menos
uma ambulancia. De quantas maneiras ele pode fazer essa distribui-
¢ao?

Solucdo: Esse problema se reduz a encontrar as solugdes inteiras
e positivas de x; + x2 + x3 + x4 + x5 = 10, sendo que x; representa
o numero de ambulédncias que i-ésima instituicdo de caridade rece-
berd. Pelo teorema temos C(9,3) possiveis distribuicoes. O

Exercicios

Ex. 5.17 — Um apostador possui 18 fichas e quer aposta-las em 4
cavalos, de modo que a aposta em cada cavalo seja de pelo menos
uma ficha, de quantos modo o apostador pode realizar sua aposta?

Ex. 5.18 — Quantas solugdes inteiras positivas tém a equagao x +
y+z4+w=23?
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* Ex. 5.19 — Quantas soluc¢des inteiras ndo negativas tém a equa-
cdiox+y+z+w=23?

Ex. 5.20 —
** a) Mostre que o numero de solugdes inteiras ndo negativas de
uma equacdo da forma x; + x; + - - - + X, = n, com n inteiro

4

é
Cmn4+r—1,r—1).

b) Quantas solucOes inteiras ndo negativas tém a equacgdo x +
y+z4+w=23?

5.6 PROBABILIDADE DISCRETA

Um espaco amostral Q é o conjunto de todos os resultados possi-
veis em um determinado problema (experimento). Para nossos fins
sO consideraremos experimentos com espacos amostrais finitos.

Um evento ¢ um subconjunto de Q). Ou seja, um evento € um
subconjunto pertencente as partes do espaco amostral. Os subcon-
juntos com exatamente um elementos sdo chamados de eventos ele-
mentares. Os exemplos abaixo ilustram a utilidade de se considerar

eventos:
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Exemplos 5.29

1. Se por exemplo considerarmos o experimento de jogarmos
um dado, o espaco amostral nesse caso pode ser representado
como:

0-0,0060 860

ou, de modo mais algébrico, como Q = {1,2,3,4,5,6}. Nesse
caso, por exemplo, podemos considerar o evento {4,5, 6} que é
o evento do dado ser maior que 4, ou o evento {1, 3,5} que é o
evento de sair um numero impar.

2. Se por exemplo considerarmos o experimento de jogarmos par
ou impar (em duas pessoas, cada uma delas usando somente
os dedos de uma das maos, e cada uma dessas maos com exa-
tos cinco dedos). Nesse caso o espago amostral pode ser repre-
sentado como Q ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e alguns eventos
de importancia sdo P = {0,2,4,6,7,8,10} o evento de sair um
numero par e [ ={1,3,5,7,9} o evento de sair um ntimero im-
par.

Esse experimento também pode ser representado através do
seguinte espaco amostral:

Q={(1j):1<i<51<j<3),

ou seja, os pares ordenados cuja primeira entrada representa o
numero de dedos colocados pelo primeiro jogador, enquanto a
segunda entrada representa o niumero de dedos colocados pelo
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do segundo jogador. Nessa representacdo temos o seguinte
evento elementar (1,3) que representa o fato do primeiro jo-
gador colocar um dedo e o segundo trés.

Nessa representacdo o evento da soma dos dedos colocados
ser um nuimero par pode ser representado pelo conjunto:

P={(i,j):i+jépa,com 1 <i<51<j<5}

. Se considerarmos o evento de recebermos a primeira carta no

jogo de truco. Entio nesse caso o espaco amostral é uma das
52 cartas do baralho.

Um evento particularmente agraddvel é que nossa primeira
carta seja uma das manilhas, esse evento é representado pelo
conjunto

Manilha = {4, (4, (3}, (3}

No caso de jogarmos dois dados o espagco amostral pode ser
considerado Q ={(1,j) : 1 <1< 6,1 <j < 6}, ou seja, os pa-
res ordenados cuja primeira entrada representa a saida do pri-
meiro dado, enquanto a segunda entrada a saida do segundo
dado. Nesse caso o espaco amostral tem 36 elementos.

Nesse caso podemos, por exemplo, considerar o evento F de
que a soma dos dois dados seja maior que 10, que é represen-
tado pelo conjunto:

F={({,j):1+j > 10} ={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}.

Exercicios
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Ex. 5.21 — Considere o experimento de lancar um dado duas ve-

zes. Para esse experimento, descreva os elementos dos seguintes

eventos:
a) A="o resultado do segundo lancamento é dois ou trés”
b) B="a soma dos digitos é seis”
c¢) C="asoma dos digitos é onze”
d) D = “ os resultados dos lancamentos dos dois dados sao
iguais”
e) E="o resultado do primeiro lancamento é primo”

F="0 resultado do primeiro lancamento € par e do segundo
impar”

Ex. 5.22 — Considere o experimento de lancar uma moeda quatro

vezes. Para esse experimento, descreva os elementos dos seguintes

eventos:

a)
b)
c)
d)

A="Exatamente trés lancamentos com resultados cara”
B="Pelo menos trés lancamentos com resultados cara”
A="Exatamente dois lancamentos com resultados cara”

A="Pelo menos dois lancamentos com resultados cara”

Um espaco de probabilidade é um espaco amostral juntamente
com um regra que atribui uma probabilidade (chance) P(w) a cada
evento elementar w em Q. A probabilidade P(w) deve ser um nu-
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mero real ndo negativo, e satisfazendo a condi¢cdo que a soma pro-
babilidade de todos os eventos elementares € 1. | ., P(w) =1.
Um espaco de probabilidade no qual todo evento elementar tem
a mesma probabilidade, i.e, P(wq) = P(w,),Vwy,wy € Q, é cha-
mado de espaco de probabilidade uniforme. Para probabilidades
uniformes podemos definir a probabilidade de um evento E como:

P(E) = numero de elementos em E
"~ numero de elementos em Q°

Exercicio Resolvido 5.30 Qual a probabilidade de tiramos duas

caras jogando 1 moeda trés vezes?

Solucao: Se denotarmos cara por ca e coroa por co, temos que o
espaco amostral nesse caso pode ser representado por:

{(ca,ca,ca),(ca,ca,co),(ca,co,ca),(co,ca,ca),(ca,co,co),(co,ca,co

(co,co,co)} e tem 23 elementos igualmente provaveis.
O evento “tirar duas caras” tem 4 elementos:

{(ca,ca,ca),(ca,ca,co),(ca,co,ca),(co,ca,ca)}

e logo temos que a probabilidade de tirarmos 2 caras é

ol -~

1
=3 O

Exercicio Resolvido 5.31 Qual a probabilidade de tirarmos 12

jogando 2 dados?

Solucao: Poderiamos considerar nesse caso que o espaco amostral
fosse constituido pela soma dos valores dos dados sendo assim {2, 3,4, ...
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Mas, se considerdssemos esse espaco amostral, os eventos elemen-
tares ndo teriam a mesma probabilidade pois para tiramos 12 temos
que tirar dois 6 enquanto para tirarmos 10 temos 3 possibilidades (4
e 6), (b eb5)ou (6e4)para o primeiro e segundo dado respectiva-
mente.

Nesse caso é muito mais interessante considerar o espaco amos-
tral como {(i,j) : 1 <1 < 6,1 < j < 6}, ou seja, os pares orde-
nados cuja primeira entrada representa a saida do primeiro dado,
enquanto a segunda entrada a saida do segundo dado. Nesse caso
o espaco amostral tem 36 elementos igualmente provaveis. E nesse
caso a probabilidade de tirarmos 12 é 31—6. ]

Exercicio Resolvido 5.32 Qual a probabilidade de tirarmos mais
de 10 jogando 2 dados?

Solucao: Nesse caso podemos, por exemplo, considerar o evento de
que a soma dos dois dados seja maior que 10, que é representado
pelo conjunto {(1,j) : i+j > 10} ={(4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6)}.
Esse conjunto tem 6 elementos e assim a probabilidade de tirarmos

mais que 10é%:% ]

Exercicio Resolvido 5.33 Numa gaveta tem 4 meias vermelhas e

8 meias azuis. Se tirarmos 4 meias aleatoriamente qual a probabili-
dade que 3 delas sejam vermelhas e 1 azul?
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Solucao: Para a construcdo do espaco amostral consideraremos a
ordem de retirada importante e as meias distintas. Nesse caso temos
12-11-10- 9 triplas de meias.

Para contarmos o numero de eventos favoraveis note temos 8 -
4.3 -2 possibilidades da primeira meia ser azul e as outras 3 ver-
melhas, bem como 8 -4 -3 -2 possibilidades da segunda meia ser
azul e as outras vermelhas e assim por diante. Assim temos no total
4.(8-4-3-2) possibilidades de termos 3 meias vermelhas e uma

azul. Logo a probabilidade € 1577750 = 11855 =~ 0, 06464. O

Outra Solucao: Nesta resolucdo consideraremos que a ordem de
retirada ndo é importante e as meias da mesma cor distintas. Assim

12
o espaco amostral tem 4 = 495 elementos.

O numero de conjuntos de 4 meias, nos quais trés sejam verme-

4
lhas e 1 azul é ? 3 = 32 e assim a probabilidade ¢é

32
32~ 0,06464 o

Exercicios

Ex. 5.23 — Dé exemplos de experimentos:
a) finitos (i.e, com espaco amostrais finitos)
b) infinitos;
¢) finitos e no qual todos eventos elementares tem a mesma pro-
babilidade;
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d) finitos e no qual nem todos os eventos elementares tenham a
mesma probabilidade;

e) infinitos e no qual todos eventos elementares tem a mesma
probabilidade;

f) infinitos e no qual nem todos os eventos elementares tenham
a mesma probabilidade;

Algumas vezes ao calcularmos a probabilidade de ocorréncia de
um evento, é mais conveniente comecarmos calculando a probabili-
dade do evento complementar. Se a probabilidade de um evento no
caso de probabilidades uniformes é

numero de elementos em E
P(E) = — .
numero de elementos em Q

A probabilidade do evento complementar é:

numero de elementos em E€
numero de elementos em Q°

Como o numero de elementos em E adicionados com o nimero
de elementos em E° é igual ao numero de elementos em Q, temos
que

P(ES) =

P(E)+P(E) =1 ou equivalentemente P(E¢) =1—

Exercicio Resolvido 5.34 Uma carta ¢ escolhida aleatoriamente de

um baralho de 52 cartas. Qual é a probabilidade da carta escolhida
nao ser um rei?
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Solucao: Vamos calcular inicialmente a probabilidade que a carta
seja um rei. Nesse caso o evento favoravel é {[, %), &, [{}. E assim, a
probabilidade que a carta retirada seja um rei é %.

Logo a probabilidade que a carta ndo seja um rei é 1 — iz

|-J>
NolCo

Exercicio Resolvido 5.35 Um dado € jogado oito vezes. Qual é a

probabilidade que o nimero 1 seja sorteado pelo menos uma vez?

Solucao: Vamos calcular primeiramente a probabilidade que o nu-
mero 1 ndo seja sorteado.

O espaco amostral é constituido de listas de 8 elementos com 6
possibilidades para cada entrada. Assim pelo principio fundamental
da contagem o espaco amostral tem 6% elementos. Para os eventos
onde o numero 1 néo é sorteado o namero de possibilidade em cada
entrada diminui para 5, e assim 58 desses eventos, logo a probabili-
dade do 1 néo ser sorteado é igual a 58 ~(,23.

Logo a probabilidade do evento complementar, sortear o0 nimero
1 pelo menos uma vez, é 1 — 58 ~ 77

Proposicao 5.36 Dados dois eventos A e B. Se a ocorréncia A ndo
afeta a probabilidade de B, entdo dizemos que A e B sdo eventos
independentes, neste caso, a probabilidade de que ocorra A e B €
dada por

P(AeB) =P(A)-P(B).
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Claramente podemos generalizar a proposicdo anterior para n
eventos independentes.
Exercicio Resolvido 5.37 Um dado é jogado 2 vezes. Qual é a

probabilidade que o nimero 1 nao seja sorteado?

Solucao: Considere os seguintes eventos:
= E; ="0 ntimero 1 néo ser sorteado no primeiro lancamento”
= E; =0 nuimero 1 nao ser sorteado no segundo lancamento”

Claramente P(E;) = P(E,) = 5/6 . Como os eventos E; e E; sdo
independentes e pela proposi¢io temos que a probabilidade
que o numero 1 ndo seja sorteado em ambos os lancamentos é dado
por:

55
— = 4
¢ G 0,69

Exercicio Resolvido 5.38 Quantas vezes um dado deve ser lancado

para que a probabilidade do nimero 1 nao ser sorteado nenhuma
vez seja menor que 1/10?

Solucao: Suponha que um dado seja lancado k vezes, e para este
experimento considere os eventos: E; =”0 numero 1 ndo ser sorte-
ado no i-ésimo lancamento” para 1 < i < n. Os eventos E; sdo

independentes e P(E;) = g.
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Desta forma temos que a probabilidade que o nimero 1 nao seja
sorteado em k lancamentos é:

k-vezes

Logo, queremos determinar k de modo que:

5\ _ 1
6 10

Aplicando logaritmo de ambos os lados dessa igualdade temos:

5\" 1
log, c <log 70

Utilizando a propriedades do logaritmo que log x¥ = y log x
(veja pag. [242] para outras propriedades do logaritmo) temos:

5 1
k10g10 <g) < log <ﬁ)

Como 2 < 1 temos que log (2) < 0 e consequentemente:

k> o8 (1)
log (2)

E assim o dado deve ser lancado pelo menos 13 vezes para que a pro-

~ 12.62.

babilidade do niimero 1 néo ser sorteado nenhuma vez seja menor
que 1/10.
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Figura 5.3: Representacao grafica da inequacgéo (%)k < %

O problema de Monty Hall

Em um programa de auditdrio, o convidado deve escolher entre
trés portas. Atrds de uma das portas estd um carro e atrds de cada
uma das outras duas estda um bode.

Apés o convidado escolher uma das portas, o apresentador, que
conhece o que estd por detrds de cada porta, abre uma das portas
que tem um bode. O apresentador oferece entdo ao convidado a
opcao de ficar com a porta que escolheu ou de trocar pela outra
porta fechada. Que estratégia deve o convidado adotar para escolher
a porta com o carro? Em particular, faz diferenca o convidado trocar
de portas?

Exercicios
Ex. 5.24 — Qual a probabilidade de tirar 7 jogando dois dados?

177



Ex. 5.25 — Um dado vermelho e um branco sdo jogados, qual a
probabilidade que o resultado do dado vermelho seja maior que a
do branco?

Ex. 5.26 — Qual a probabilidade de tirarmos 4 nimeros distintos
jogando 4 dados.

Ex. 5.27 — Se 1 moeda for jogada 7 vezes.
a) Qual a probabilidade que nédo saia nenhuma caras?
b) Qual a probabilidade que saia 3 caras?

¢) Qual a probabilidade que saia pelo menos 3 caras?

Ex. 5.28 — Um professor quer separar seus 10 alunos em dois gru-
pos de 5 e resolveu fazer isso através de um sorteio. Dois alunos
gostariam de ficar no mesmo grupo. Qual a probabilidade que isso
ocorra?

Ex. 5.29 — Num jogo de poquer, cada jogador recebe cinco cartas
de um baralho de 52.

a) Qual a chance de um jogador sair com um flush, ou seja todas
as cartas do mesmo naipe?

b) Qual a chance do jogador obter uma dupla?
¢) Qual a chance do jogador obter uma tripla?

d) Qual a chance do jogador obter duas duplas?
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e)

Qual a chance do jogador obter uma dupla e uma tripla?

Ex. 5.30 — Num evento cientifico temos 15 fisicos e 11 matemati-

cos. Trés deles serdo escolhidos aleatoriamente para participar de

uma mesa redonda.

a)
b)

c)

Qual a chance que sejam todos fisicos?
Qual a chance que pelo menos um seja matematico?

Qual a chance que exatamente dois sejam matematicos?

Ex. 5.31 — Um professor possui um chaveiro com 15 chaves. Se

consideramos que ele usa as chaves de modo aleatoério.

a)

b)

c)

d)

e)

Qual a probabilidade dele abrir a porta antes de 7 tentativas,
se considerarmos que ele descarta as chaves ja tentadas?

Qual a probabilidade dele abrir a porta antes de 7 tentativas,
se considerarmos que ele ndo descarta as chaves ja tentadas?

Qual a probabilidade dele abrir a porta antes de k tentativas,
se considerarmos que ele descarta as chaves ja tentadas?

Qual a probabilidade dele abrir a porta antes de k tentativas,
se considerarmos que ele ndo descarta as chaves ja tentadas?

Qual a probabilidade dele abrir a porta na 7¢ tentativas, se
considerarmos que ele descarta as chaves ja tentadas?

179



f) Qual a probabilidade dele abrir a porta na 7¢ tentativas, se
considerarmos que ele ndo descarta as chaves ja tentadas?

Ex. 5.32 — Numa sala de 30 alunos qual é a probabilidade que dois
alunos facam aniversario no mesmo dia?

Ex. 5.33 — Numa sala de n alunos:

a) qual é a probabilidade que pelo menos dois alunos facam
aniversario no mesmo dia?

b) qual é o menor valor de n de modo que a probabilidade que
pelo menos dois alunos facam aniversario no mesmo dia seja
maior que 1/2?
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GENERALIDADES SOBRE
FUNCOES

6.1 CONCEITOS BASICOS

O termo fungdo € usualmente associado a seguinte ideia: se duas
quantidades (varidveis) x e y estdo relacionadas de modo que, a
cada valor atribuido a x, corresponde, por alguma lei ou regra (im-
plicita ou explicita), um valor a y, dizemos que y € funcao de x. Esse
enfoque é, em geral, suficiente para qualquer curso inicial de calculo
diferencial e integral em uma variavel. Entretanto, tal ideia ndo com-
preende toda a abrangéncia que o conceito de funcao passou a ter a
partir do desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos. Com esse arca-
bouco tedrico a disposicao, uma funcao, mais do que ser vista como
uma relacdo entre varidveis, passou a ser vista como uma relacio
entre conjuntos.

Sob o ponto de vista matemdtico, mas ainda de modo informal, uma
relagdo entre conjuntos é uma escolha do tipo: certos elementos de
um dos conjuntos estd relacionado com alguns elementos do outro.
De modo mais preciso: uma relacdo entre dois conjuntos A e B é
um subconjunto do produto cartesiano A x B.
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Exemplo 6.1 Sejam A ={1,2,3} e B = {x,y}. Entao

A xB={(1,x),(1,4),(2,x),(2,y),(3,%), (3, y)}

Tome R = {(1,x), (2,x),(2,y)}. O subconjunto R estabelece uma re-
lacdo entre A e B, na qual:

= 1 estd relacionado a x, pois (1,x) € R
= 2 estd relacionado a x, pois (2,x) € R
m 2 estd relacionado a y, pois (2,y) € R
= Nao hd mais nenhuma outra relacdo entre elementos de A e B

O

Note que cada escolha de um subconjunto de A x B determina
uma relacdo diferente entre esses conjuntos.

Nao € nosso interesse aprofundar o conceito de relacdo. Se o intro-
duzimos aqui foi apenas para contextualizar adequadamente o con-
ceito de funcdo, jd que esta é um caso particular de relacao entre
conjuntos. Temos, de fato, a seguinte definicdo:

Definicdo 6.2 Dados dois conjuntos A e B, uma fung¢do de A
em B é um subconjunto f de A x B (portanto, uma relagdo entre
A e B) satisfazendo a seguinte propriedade:
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para todo x € A, existe um tinico elemento y € B tal que
(x,y) €f.

Notacdo. Apesar de definir o conceito de fun¢édo dentro do contexto
mais geral de relacdo, a notacdo que adotaremos é aquela mais ade-
quada as necessidades do calculo diferencial e integral, além de ser
mais familiar aqueles que se iniciam em tal estudo. Segundo a defini-
cdo acima, uma funcéo é caracterizada por uma terna de elementos
(A,f,B), onde A e B sdo conjuntos e f é uma relacdo entre eles
(satisfazendo as condicOes para ser funcdo). Denota-se isso por

f:A—=B,

que se lé f é uma fungdo de A em B. Se f relaciona um elemento
x € A com um elemento y € B (i.e. se (x,y) € f), tal relagdo é
denotada por f(x) = y.

Exemplos 6.3
m f:{1,2,3} = {a, b}, dada por f(1) = a, f(2) = a, f(3) =Db
= f: R — R, dada por f(x) = x?
s f:R — R, dada por f(x) =x+ 1
m f:[0,1] —» R, dada por f(x) =x+1

¢ :{n € Nijn > 1} — NN, onde ¢(n) denota o nuimero de
inteiros positivos menores que n que sao CO-primos com n.
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Nos exemplos acima, temos alguns comportamentos diferentes que
valem a pena serem observados. No primeiro exemplo, os valores
da funcdo sdo explicitados, um a um. Nos demais, isso ndo seria
possivel, uma vez que precisariamos, para isso, de uma lista infinita
de valores. Nos trés exemplos intermedidrios, a funcao é descrita
a partir de uma expressao algébrica, enquanto no ultimo exemplo
isso nao seria possivel. Neste, a funcao é descrita através do proce-
dimento, por assim dizer, para determinar o valor da fun¢ido para
cada varidvel assumida. Por fim, note ainda que o terceiro e quarto
exemplos parecem tratar da mesma fun¢do, uma vez que usam a
mesma expressao algébrica, mas em cada um dos casos os conjun-
tos envolvidos sdo diferentes.

Antes de voltarmos nossa aten¢do ao contexto que mais nos inte-
ressa, vejamos um pouco de nomenclatura para funcoes. Para isso,
tomemos uma funcao qualquer f : A — B. O conjunto A € cha-
mado de dominio de f e é denotado por Dom f. J4 o conjunto B
¢ chamado de contradominio (ndo ha uma notacdo para o con-
tradominio). Dado um elemento x do dominio, entdo, pela propria
definicdo de funcado, deve existir um elemento y do contradominio
tal que y = f(x) (e esse elemento, lembre-se, é nico). Dizemos,
nesse caso, que y é imagem de . O conjunto de todas as imagens
dos elementos do dominio, i.e. o conjunto dos elementos de B que

Note que, embora o elemento x sé possa ter uma Unica imagem, a sua imagem y
pode também ser imagem de outros elementos do dominio.
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estdo relacionados a algum elemento de A, é chamado de imagem
de f e denotado por Im f, isto é

Imf:={y € B|y = f(x) para algum x € A}
que também pode ser descrito por
Imf={f(x)|x € A}

Em outras palavras, para que um elemento y do contradominio B
pertenca a imagem de f, ele deve ser imagem de algum elemento do
dominio A, i.e. deve existir algum elemento x € A tal que f(x) = y.

Outra situacdo de interesse ocorre quando se quer descrever a ima-
gem de elementos de um subconjunto do dominio. Dado um sub-
conjunto X C A, o conjunto de todas as imagens dos elementos de
X é chamado de imagem do conjunto X através da funcao f e é
denotado por f(X). Assim:

f(X) :={y € B|y = f(a) para algum a € X},
ou, alternativamente,
f(X) ={f(a)|a € X}.

Note, em particular, que faz sentido falar em f(A), uma vez que A C
A. Nesse caso, apenas reencontramos a imagem de f, i.e. f(A) =
Imf.
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Uma vez que a cada elemento do dominio A associamos a sua ima-
gem em B, cabe a questéo "reciproca": dado y € B, qual o conjunto
de elementos do dominio que tém y como imagem? Tal conjunto
(que pode ser vazio) é chamado de pré-imagem de y. De modo mais
geral, dado um subconjunto Y C B, definimos a pré-imagem de
Y como sendo o conjunto que se obtém fazendo a unido das pré-
imagens dos elementos de Y. Tal conjunto é denotado por f~'(Y) e
pode ser descrito por

1Y) ={x € A|f(x) € Y}

Com a notac¢do acima, a pré-imagem de um elemento y € B pode
ser expressa por

' ({y}) = {x € Alf(x) =y}

Observagdo. A notacio usada acima, com o simbolo ', é a mesma

usada para o conceito de fung¢do inversa (que serd visto mais adi-
ante). Tal uso poderia gerar confusao entre esses diferentes concei-
tos, mas deve-se notar que o argumento entre parénteses, no caso
em que a notacdo f~! se refere a uma pré-imagem (caso acima), é
um conjunto, enquanto que no caso dessa mesma notacao ser usada
para fungdes inversas, o argumento entre parénteses, COmo veremos,
é um elemento do contradominio.

Retomemos os exemplos acima. No que se refere ao dominio, con-

tradominio e imagem, temos:
Exemplos 6.4
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Dom f ={1,2,3}, Imf ={a, b} e o contradominio é {a, b}.

m Domf =R, Imf=R" e o contradominio é R.
#» Domf =R, Imf=1IR e o contradominio é R.

Domf =1[0,1], Imf = [1, 2] e o contradominio é R.

Dom¢ = {n € N|n > 1} e o contradominio é IN. Sabe deter-
minar Im ¢? Se souber, publique!

Ainda considerando os exemplos acima, vejamos algumas pré-imagens:
Exemplos 6.5

= 1 ({a)) = 01,2}, F 1 ({b}) = {3}
o PN = {11, F (-2} = 2, ([0,4]) = [-2,2]

f1({3) = {2}, F1((—1,5)) = (=2,4], (12, +00)) = [1, 400)

f1({(3) =@, F1((—1,5]) = 0,11, F1([2, +00)) = {1}

11 = {2}, d71({2})) = {3,4,6) (sabe provar essas afirma-
coes?)

Exercicio. Seja dada uma funcdo f : A — B. Se X e Y sdo subconjun-
tos do dominio A e se V e W sao subconjuntos do contradominio B,
ento:

1. f(XUY) =f(X)Uf(Y)

2. f(XNY) C f(X) NF(Y)
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3. fF I (VUW) =fH(V)uf(w)
4, (VW) =f1(V)nf (W)

Para finalizar esta secdo, vamos introduzir uma nomenclatura que
pode ser ttil em alguns contextos. Em alguns casos, duas fung¢oes
podem diferir somente pelos seus dominios, sendo um deles um sub-
conjunto do outro. Nesse caso, falamos em restrigdo ou em extensdo
de uma func¢édo. Mais especificamente:

mSef: A — Béumafuncdoe C C A, a fungdo g : C —
B dada por g(x) = f(x) é chamada de restricdo de f a C.
Usualmente, denotamos a funcéo g pelo simbolo f|. (no qual
a barra | designa a "restricao").

m Seg: A — Béuma funcdoe C D A, uma funcdo f: C — B
para a qual valha f(x) = g(x) para todo x € A, é chamada de
extensao de g a C.

Nao ha uma notagéo especifica para uma extensao de uma funcao,
até mesmo porque tal extensdo ndo é em geral Unica. Entretanto,
observe que vale a seguinte propriedade (onde supoe-se X C Y):

f:Y — Z é uma extensédo de g : X — Z se, e somente se, g = f|, .

6.2 PROPRIEDADES

Dada uma fungdo f : A — B, sabemos que cada elemento do do-
minio possui uma dnica imagem, mas tal imagem pode ser comum
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a mais elementos do dominio. Além disso, nem todos os elemen-
tos do contradominio sdo imagem de algum elemento do dominio.
Essas duas caracteristicas tém uma certa relevancia no estudo das
funcoes, tanto que foram introduzidos os conceitos de injetividade
e sobrejetividade.

Definicdo 6.6 Uma fungdo f : A — B € injetora se para qual-
quer par de elementos distintos do dominio, suas imagens sdo tam-
bém distintas. Em outras palavras, uma fung¢do € injetora quando
cada elemento da imagem da fungdo é imagem de um tnico ele-
mento do dominio.

Apesar da definicdo acima ser suficientemente clara, ndo €, em geral,
muito "operacional". Uma forma equivalente, mas mais operacional,
de se caracterizar as funcoes injetoras € a seguinte:

Uma funcéo f: A — B € injetora se, e somente se,
para todo par de elementos u,v € A, vale:

flu) =f(v) = u=v.

Veremos mais adiante, em alguns exemplos, como usar a caracteri-
zacdo acima para provar que uma funcdo € injetora. Antes, vejamos
outro conceito:
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Definicdo 6.7 Uma fungdo f : A — B é sobrejetora se a con-
junto imagem Im f coincide com o contradominio B, i.e., se todo
elemento de B é imagem de algum elemento de A.

3

Exemplo. Seja f : R — R dada por f(x) = x> — x. Tal fungéo é so-

brejetora, pois para todo niimero real y, existe um numero real x tal

3 —x =y. De fato, o polinémio x>

que x —x —y (na variavel x) sem-
pre possui ao menos uma raiz real, uma vez que seu grau é impar.
Por outro lado, f ndo é uma funcao injetora, ja que f(1) = f(0), i.e.,
dois elementos distintos do dominio possuem imagens iguais.

Exemplo. A funcédo g : [0,1] — [0,2], dada por g(x) = x?%, ndo é
sobrejetora, pois nédo existe nenhum nuamero real x € [0, 1] cujo qua-
drado seja igual a 2. Na verdade, é facil verificar que Img = [0, 1],
a qual estd contida propriamente no contradominio. Por outro lado,
a funcdo g € injetora. Para verificarmos isso, utilizaremos a ultima
caracterizacao que demos das funcOes injetoras. A ideia é mostrar
que se u e v sdo tais que g(u) = g(v), entdo necessariamente deve

2 = V2. Dessa igual-

ser u = v. Sejam entdo u,v € [0, 1] tais que w
dade, segue que u = +v. Mas, tendo em mente que ambos sdo nao

negativos, deve necessariamente ser u = v.
Observagdo. Note, em ambos os exemplos, que a injetividade e a

sobrejetividade de uma funcdo nao depende somente da relacdo al-
gébrica explicitada. De fato, a funcdo f poderia se tornar injetora
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se tomassemos como dominio, por exemplo, a semi-reta [2,+oo)@.
Por outro lado, a funcdo g também poderia se tornar sobrejetora se
tomassemos como contradominio o conjunto [0, 1]. Assim, qualquer
discussdo em torno da injetividade e/ou sobrejetividade de uma fun-
cao deve levar em considerac¢do também seu dominio e contradomi-
nio, além, é claro, da relagéo entre eles.

Quando uma funcao f : A — B € injetora e sobrejetora simultane-
amente, faz sentido dizer que cada elemento da imagem da funcéo
esta relacionado a um tunico elemento do dominio. De fato, tal rela-
¢ao existe, gracas a sobrejetividade, e € Unica, gracas a injetividade.
Em outras palavras, podemos inverter os papéis dos conjuntos A e
B nessa relacao. Nesse caso, falamos em bijecdo:

Definicdo 6.8 Uma fungdo f : A — B € bijetora se é, simulta-
neamente, injetora e sobrejetora.

Na esteira do que foi dito no pardgrafo acima, dada uma funcéo
bijetora f : A — B, definimos a funciio inversa f' : B — A,
através da seguinte relacdo:

f(y) =x & f(x) =y

Assim, nesse caso, se um elemento x de A esta associado a um ele-
mento y de B através da funcdo f (que, lembre, estamos supondo

Esse tipo de estudo ¢é facil de se fazer com as ferramentas do célculo diferen-
cial. Nesse caso, inclusive, poderiamos ter escolhido uma semi-reta ainda maior,
[v/3/3,+00), de modo a ter f injetora. Mas tal ferramenta nio sera desenvolvida
neste curso.
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bijetora), entdo o elemento y estd associado ao elemento x pela fun-
cdo inversa f~.

Exemplo 6.9 Considere a funcao f : [0,1] — [1,3] dada por f(x) =

2x + 1. Tal funcao € bijetora (verifique por exercicio) e, portanto,
possui inversa f~1:1,3] — [0,1]. Para determinar a expressao de
f~1, usa-se a relacdio que a define, i.e.

fly)=x & f(x) =y

Assim, a partir de y = 2x + 1, devemos obter a expressdo de x em
funcio de y (ou seja, x = f~'(y)), o que se obtém facilmente iso-
lando a variavel x:

O

Observacdo. Mais adiante, ao falarmos em composicdo de funcées,
veremos com o conceito de funcdo inversa esta relacionado, em al-
gum modo, a operacdo inversa de uma certa operagao sobre funcoes
(justamente, a operacdo de composicdo). Isso permitird uma com-
preensdo ainda melhor da relacdo entre uma funcio e sua inversa
(quando esta existir, claro).

Exercicios
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Ex. 6.1 — Dados os conjuntos A = {a,e,i,0,u} e B ={1,2,3,4,5},
diga qual das rela¢bes abaixo definem uma fungéo f: A — B.

a) R={(e1),(0,2)}

)
b) R={(a,1),(e1),(i,1),(0,2),(w,2)}
) R={(a,1),(e2),(13),(0,4), (u,5)}
d) R={(a,1),(e1),(e2),(i 1), (u,2),(u,5)}
e) R={(a,3),(e3),(i3) (0,3) (u,3)}
f) R={(a,1),(e3),(13),(0,2), (w,2)}
g) R={(a,2),(e1),(i,4),(0,5) (u,3)}

Ex. 6.2 — Para cada funcdo que aparece no exercicio acima, diga
se é injetora, sobrejetora e/ou bijetora.

Ex. 6.3 — Determine o conjunto imagem da funcdo f : N — Z

dada por

Ex. 6.4 — Considerando a funcéao f do exercicio anterior, determine
o conjunto imagem da funcdo g : N — Z dada por g(n) = f(n) +
f(n+1).

Ex. 6.5 — Seja A um conjunto (ndo vazio) com n elementos e seja
B um conjunto qualquer. Mostre cada uma das seguintes afirmacoes:
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a) Se existe uma funcao injetora f : A — B, entdo B possui pelo
menos n elementos.

b) Se existe uma funcdo sobrejetora f : A — B, entdo B possui
no mdximo n elementos.

c¢) Conclua, das afirmacoes acima, a seguinte propriedade: dois
conjuntos ﬁnito@ possuem o mesmo ntimero de elementos se,
e somente se, existe uma funcao bijetora entre tais conjuntos.

Ex. 6.6 — Para cada uma das seguintes fung¢oes, prove ou dé contra-
exemplos que elas sdo injetoras, sobrejetoras ou bijetoras.

a) SeA={1,2,3,4,5,6,7}ef: A — A dada por:

- X

X, se x é impar
f(x) =
5, se x é par

b) SeA ={1,2,3,4,5,6,7}eg: A — A dada por:

x+1,sex#7
f(x) =
f(7)=1sex=7.
¢c) f:IN— N, f(n) =3n+1.
d :Z—->2Z,fn)=n—Mn|.
e) T:R— R, f(x)=ax+bcoma=#0.
H f:R—-R,f(x)=2x.

3 Dizem-se finitos os conjuntos que possuem um numero finito de elementos. Vol-
taremos a discutir essa definicdo mais adiante, com mais propriedade.
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x| =

g) f:(0,00) = R, f(x) =

h) f:]R*—>]R,f(x):X—2.

i) f:[0,00) = R, f(x) = /x.

j) T:R—=>RxR, f(x)=(x,x).

k) f:R—=RxR,f(x)=(x,[x]).

D f:RxR—=R,f(x,y)=x—yl
m) f:RxR—=RxR,f(xy)=(x1y).

Ex. 6.7 — Determine o conjunto imagem da funcdo f : N — Z
dada por

Ex. 6.8 — Considerando a func¢éo f do exercicio anterior, determine
o conjunto imagem da funcdo g : N — Z dada por g(n) = f(n) +
fin+1).

Ex. 6.9 — Para cada uma das seguintes funcées, calcule f~'({0}), f~1({1}),
a) f:N—IN,f(n)=3n+1.
b) f:R — R, f(x) :x—l(x+2)2—1|
) f:[0,00) = R, f(x) = vx+1— /x.
d) f:]RxIR—>1R,f(x,y):x—|y|.
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Ex. 6.10 — Seja dada uma funcao f : A — B. Se X e Y sdo subcon-
juntos do dominio A e se V e W sao subconjuntos do contradominio
B, mostre que:

a) f(XUY)=f(X)Uf(Y).
b) f(XNY) c f(X)Nf(Y).
o f I (Vuw)=f1V
d) I(VAw) =1V
e) Se X C Y entdo f(X) C f(Y).

f) Se f é injetora entdo f(XNY) = f(X) N f(Y).
g) SeV C Wentdo f (V) C f1(W).

h) X c f1(f(X)).

i) Se f é injetora entdo X = f~'(f(X)).

JUT
I

Para refletir: Hotel de Hilbert

Na exata juncdo das fronteiras dos estados de SP, RJ e MG, ha um
hotel diferente de todos os outros ja vistos (e ainda por ver) pelo
mundo. Trata-se do Hotel Hilbert, um hotel com nada mais, nada
menos, do que infinitos aposentos! Um para cada nimero natural
0,1,2,... (o quarto numero 0, na verdade, é ocupado pela geréncia
do hotel). No ultimo feriado de carnaval, o hotel estava totalmente
ocupado por uma legido de turistas paulistas. Ndo havia uma vaga
sequer disponivel.
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Quando a noite do sdbado de carnaval ja se transformava em madru-
gada, um solitario turista carioca, desesperado para fugir dos ares da
Sapucai, procurou por uma vaga no Hotel Hilbert. Quando se dirigiu
ao gerente do hotel, ao contrario do que poderiamos esperar, ouviu
como resposta: "Aguarde alguns minutinhos, ja ja providenciamos
um quarto para o senhor". Como o gerente solucionou o problema?

Na terca-feira de carnaval, um imenso grupo de turistas mineiros
chegou ao Hotel Hilbert. Quando dizemos "imenso", assim é: in-
finitos mineiros chegaram pleiteando (silenciosa e educadamente,
como € costume 14 pelas gerais) por acomodacbes em quartos in-
dividuais para aquela tltima noite de delirio e festa. Ocorre que
nenhum dos hdspedes paulistas - e tampouco o solitdrio héspede
carioca - haviam deixado o hotel. O gerente, mais uma vez e ainda
mais satisfeito com a perspectiva de lucro carnavalesco, respondeu
gentilmente aos seus novos clientes: "Por favor, aguardem somente
um punhadinho de minutinhos e logo serdo levados aos seus res-
pectivos quartos". E agora, o que fez o gerente para acomodar tanta
gente?

Ao cair da tarde da quarta-feira de cinzas, com o hotel novamente
vazio (a excecdo, claro, do quarto nimero 0 da geréncia), o habili-
doso gerente, feliz com seu pé-de-meia recheado, pensou, perplexo:
"Mas afinal, em qual dia houve mais movimento de hdspedes? Qual
grupo de turistas era maior? Sera o grupo dos paulistas? Ou o grupo
dos paulistas acrescido do solitario carioca? Provavelmente, deve ser
o grupo de todos os turistas, paulistas, carioca e mineiros. Serd?"A

197



essa altura, porém, o cansaco por ter lidado tao brilhantemente com
o infinito ja tomava conta do pobre (no sentido figurado) gerente e
este caiu no sono. Antes que ele acorde, alguém saberia desvendar
seu dilema?
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FUNCOES REAIS A
VARIAVEIS REAIS

Apds apresentarmos o conceito de funcdo dentro do contexto mais
geral das relacOes entre conjuntos, voltemos nossa atencdo ao am-
bito que nos interessa especificamente, qual seja, aquele das funcoes
reais de uma variavel rea. Com tal expressdo, entendemos funcoes
do tipo f : A — B, onde A e B sdo subconjuntos de R. De agora em
diante, salvo mencdo em contrdrio, consideraremos somente fun-
¢oes desse tipo.

Recuperando a ideia de funcao como variacdo de uma quantidade
em dependéncia de outra, é comum adotar os termos varidvel inde-
pendente e varidvel dependente. O primeiro se refere aos elementos
do dominio de uma funcéo, enquanto o segundo se refere as suas
imagens. Assim, se vale uma relacdo do tipo y = f(x), para alguma
funcao f : A — B entre subconjuntos A e B de numeros reais, dize-
mos que x é a variavel independente e y é a varidvel dependente.

A contextualizacdo mais ampla que aqui foi feita ndo deve ser vista como mera
nota cultural. Ao contrario, convém ter sempre em mente esse enfoque sobre as
fungdes, pois permite uma compreensdo geralmente mais satisfatéria dos concei-
tos e questdes pertinentes.
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Em geral, trabalharemos com funcoes expressas através de relacoes
algébricas, como f(x) = x?, f(x) = x + 1 etc. Tais expressdes sdo
também chamadas de expressdo analitica da funcao considerada. A
rigor, constitui somente uma parte da funcdo (afinal, o dominio e
o contradominio também compdem o objeto matematico chamado
"funcédo"). Entretanto, é comum identificar a funcao com sua expres-
sdo analitica. E assim aqui também o faremos, desde que lembremos,
sempre que necessario, do real significado do conceito "funcao".

Ao identificar uma funcao com sua expressao analitica, parece que
perdemos a visdo de funcdo como um subconjunto do produto car-
tesiano entre dominio e contradominio. Mas tal ideia é recuperada,
em sua esséncia, através da noc¢ao de grdfico de uma funcéo:

Definicdo 7.1 Dados dois conjuntos A e B de nuimeros reais e
dada uma fungdo f : A — B, o grdfico de f, aqui denotado por
Graf(f), € o conjunto

Graf(f) :={(x,y) € R?|y = f(x)}
o qual também pode ser expresso por

Graf(f) = {(x, f(x)) [x € A}

Note que o grafico de uma func¢éo é um subconjunto do plano carte-
siano IR?. Se observarmos que Graf(f) C A x B C R?, percebemos
como o grafico de f representa a funcdo f novamente como relacao
entre conjuntos.
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Figura 7.1: Grafico de f(x)

Exemplos 7.2

m 1,2l 5 R, f(x) = x2
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= h:R — R, dada por

—X se x < —1
h(x) =< 1 se —1T<x<1
2—x se x> 1

Grafico de h(x)

-3 -2 -1 1 z\
7] J

Uma aplicacdo simples, mas util, de graficos é para compararmos
duas funcoes (em um dominio comum). Representando os graficos
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dessas funcoes em um mesmo plano cartesiano, podemos identificar
(ao menos graficamente) os pontos do dominio nos quais as fungoes
sdo iguais ou uma funcao supera a outra. Na figura abaixo, o ponto P
de abscissa a é comum aos dois graficos. Assim, as suas coordenadas
escrevem-se como (a,f(a)), uma vez que P pertence ao grafico de
f, mas também como (a, g(a)), pois P pertence ao grafico de g. Dai
conclui-se que tanto f(a) quanto g(a) representam a ordenada do
ponto P, ou seja, f(a) = g(a). Por outro lado, se compararmos os
pontos Q e R, ambos com abscissa b, percebemos que a ordenada
de R é maior que a ordenada de Q. Como Q é um ponto do grafico
de f e R é um ponto do grafico de g, concluimos que f(b) < g(b).

A
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7.1 TRANSFORMACOES DO GRAFICO DE
UMA FUNCAO

Gréficos sdo muito tteis para se analisar o comportamento e outras
propriedades de uma fungéo. Torna-se interessante, entdo, obter fer-
ramentas que facilitem o esboco de um grafico. E com esse intuito
que trataremos agora de translacoes, homotetias, reflexoes.

7-1.1  Translagoes

Dada uma funcdo f : R — R e dada uma constante ¢ € R, defi-
namos duas funcdes g, h : R — R relacionadas com a funcdo f da
seguinte maneira:

g(x):=f(x)+c h(x) :=f(x+c¢)

Qual a relacdo entre os graficos das funcoes g e h com o da funcado
f? Note-se que para calcular o valor de g(x), calcula-se o valor de
f(x) e, apds, soma-se a constante c. Ao contrario, para se calcular
o valor de h(x), soma-se antes a constante c (a abscissa x) e sé
entdo calcula-se o valor da funcao f no ponto x + c. Assim, no pri-
meiro caso, a constante ¢ opera na ordenada do ponto do grafico
da funcéo f, enquanto que no segundo caso, a constante ¢ opera na
abscissa do ponto do grafico da f. Vejamos como essa diferenca se
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reflete nos graficos de g e h.

Os pontos do gréfico da funcao g tém coordenadas dadas por (x, g(x)),
ou seja, (x,f(x)+ c). Assim, para obter um ponto do grafico de g,
basta tomar o ponto de mesma abscissa do grafico de f e transladar
verticalmente esse ponto por uma distancia |c| (para cima, se ¢ > 0,
para baixo, se ¢ < 0). Conclui-se que o grafico de g é obtido a partir
do gréfico de f por uma translacdo vertical correspondente a uma
distancia |c| (para cima, se ¢ > 0, para baixo, se ¢ < 0).

Ja os pontos do gréfico da funcdo h tém coordenadas (x, h(x)), i.e.
(x, f(x + ¢)). Para obter o ponto do grafico de h correspondente a
abscissa x, basta tomar o ponto de abscissa x + ¢ do grafico de f e
transladar horizontalmente esse ponto por uma distancia |c| (para a
esquerda, se ¢ > 0, para a direita, se ¢ < 0). Em outras palavras, o
grafico de h é obtido a partir do grafico de f por uma translacido
horizontal correspondente a uma distancia |c| (para a esquerda, se
¢ > 0, para a direita, se ¢ < 0).

3

Exemplo 7.3 Seja dada a funcao f : R — R, f(x) = x° —x. Tomemos

as funcoes g, h: R — R dadas por
g(x):x3—x—|—2 h(x):x3—3x2+2x:f(x—1)

O Os gréficos dessas funcoes estao representados abaixo:
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Observag¢do. Em um primeiro momento, pode parecer anti-intuitivo

o deslocamento horizontal se dar para a esquerda, quando a cons-
tante é positiva, ou para a direita, quando é negativa. Entretanto,
observando com um pouco mais de cuidado, pode-se entender o
que esta ocorrendo. Tomemos uma funcdo h(x) = f(x + ¢), com
¢ > 0. Para marcar no grafico de h o ponto de abscissa x, copia-se o
ponto do grafico de f com abscissa x + ¢, 0 qual estd mais a direita
de x. Assim, se o ponto do gréfico de f estd mais a direita do seu
correspondente no grafico de h, este ultimo estard mais a esquerda.
Isso explica por que, nesse caso, o grafico de h é um deslocamento a
esquerda. Uma situacdo andloga ocorre quando ¢ < 0, produzindo
uma translacao horizontal a direita.

Uma outra observacao é importante, dessa vez a respeito dos domi-

nios das funcoes. Se a partir de uma fungédo f : A — IR, obtemos
uma translacdo vertical g(x) = f(x) + ¢, o dominio de g é o mesmo

206



de f. Mas se obtemos uma translacdo horizontal h(x) = f(x +c¢),
entdo o dominio de h deve também ser "deslocado", i.e.

Domh={xeR|x+ce A}

Exercicio. Mostre que vale a relacdo abaixo:

b, 4c—b?
2 2

b = — _
X" +bx+c=(x+ 2) + )

e conclua que toda parabola do tipo y = x? 4 bx + ¢ pode ser obtida
a partir da parabola y = x? através de uma translacio horizontal,

seguida de uma translagao vertical.

7-1.2 Homotetias

Deixemos provisoriamente de lado o plano cartesiano para nos con-
centrar na reta real. Nesta, denotemos por O a origem e por U o
ponto correspondente a unidade. Tomemos um ponto genérico P de
abscissa x. Se ¢ € R é uma constante positiva fixada, onde se encon-
tra o ponto P’ de abscissa cx? Sem perda de generalidade, suponha-
mos que P esteja do lado direito de O, ou seja, suponhamos x > 0.
Tendo em mente que, nesse caso, a abscissa de um ponto representa
a distancia ao ponto O, concluimos que o ponto P’ encontra-se mais
a direita de P, se ¢ > 1, ou mais a esquerda, se 0 < ¢ < 1 (e também
P’ = P se ¢ = 1, mas esse caso ndo apresenta interesse). Além disso,
se Q é um ponto de abscissay > 0 e Q' tem abscissa cy, entdo vale

a proporcao

P/Q/

(¢

T,
3
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donde concluimos que: se ¢ > 1, os segmentos da reta sofrem uma
dilatacdo; se 0 < ¢ < 1, os segmentos da reta sofrem uma contra-
¢do. Em ambos os casos, falamos em homotetia por um fator c.
Pode-se interpretar uma homotetia como sendo uma mudanca ho-
mogénea de escala na reta real.

Queremos usar as homotetias nos eixos do plano cartesiano e obser-
var o efeito dessas transformacoes no grafico de uma funcdo. Sejam
dadas entdo uma funcdo f : R — IR e uma constante positiva c.
Definamos as funcoes g, h: R — R por

g(x) :=cf(x) h(x) := f(cx)

O valor da funcdo g em x é o resultado de uma homotetia por um fa-
tor ¢ sobre o valor da func¢do f em x. Em termos dos graficos dessas
funcodes, a ordenada do ponto de abscissa x do gréfico de g € o resul-
tado de uma homotetia por um fator ¢ sobre a ordenada do ponto
de abscissa x do grafico de f. Dizemos, nesse caso, que o grafico de
g se obtém do gréfico de f por uma homotetia vertical.

Ja com relacdo a funcdo h, a homotetia é aplicada antes do cdlculo
do valor de f. Em outras palavras, o valor da funcdo h em x é obtido
aplicando uma homotetia por um fator ¢ a varidvel x para, em se-
guida, calcular o valor de f no ponto obtido. Em termos dos graficos
dessas fungoes, o ponto (x, h(x)) do gréfico de h é obtido copiando
o valor da funcdo f no ponto de abscissa cx, o qual é resultado de
uma homotetia por um fator ¢ aplicada a x. Dizemos, nesse caso,
que o grafico de h é obtido do gréfico de f por uma homotetia ho-
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rizontal.
Exemplo 7.4 Dada f : R — R, f(x) = x> —x, defina as funcdes

g h:R — R por
g(x) =21(x) = 23— 2x h(x) = f(2x) = 8x®> — 2x

O Os gréficos dessas funcoes estao representados abaixo:

0.5

Observagdo. Em ambos os casos, é usual adotar os termos dilata-
cdo (horizontal ou vertical) ou contracdo (horizontal ou vertical).
Entretanto, similarmente ao que ocorre com a translacao, as homo-
tetias horizontal e vertical se comportam de modos diferentes. No
caso das homotetias verticais, é imediato verificar que o grafico da
funcdo cf(x) é uma dilatacao (vertical) do grafico de f, se ¢ > 1,
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ou uma contracao (vertical) se 0 < ¢ < 1. No caso das homotetias
horizontais, ocorre o oposto: o grafico de uma fungéo f(cx) é uma
contracdo (horizontal) se ¢ > 1, ou uma dilatacao (horizontal), se
0 < ¢ < 1 (verifique por exercicio).

Exercicio. Dada uma funcao f : A — R e dada uma constante po-
sitiva c, defina as fungdes g(x) = cf(x) e h(x) = f(cx). Qual é o
dominio das funcoes g e h, se comparados ao dominio A de f?

7-1.3 Reflexoes

As ultimas transformacgdes que queremos tratar sao as reflexdes re-
lativas aos eixos coordenados. Dado um ponto P de coordenadas
(x,y), dizemos que:

= O ponto de coordenadas (x, —y) € o ponto simétrico de P rela-
tivamente ao eixo x.

= O ponto de coordenadas (—x,y) € o ponto simétrico de P rela-
tivamente ao eixo y.

= O ponto de coordenadas (—x,—y) é o ponto simétrico de P
relativamente a origem O.

A reflexdo relativa ao eixo x é a transformacdo que leva cada
ponto do plano em seu simétrico relativamente ao eixo x. Similar-
mente, a reflexdo relativa ao eixo y é a transformacio que leva
cada ponto do plano em seu simétrico relativamente ao eixo y. Se
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aplicarmos uma das reflexdes acima, seguida da outra, obtemos uma
reflexao relativa a origem, ou seja, uma transformacdo que leva
cada ponto do plano em seu simétrico relativamente a origem.

Qual o efeito das reflexdes no grafico de uma funcdo? Dada uma
funcdo f : R — IR, tome um ponto P = (x,f(x)) do seu grafico.
Entdo, ap6s uma reflexdo relativa ao eixo x, o ponto P é levado ao
ponto (x, —f(x)). Apds uma reflexdo relativa ao eixo y, o ponto P é
levado ao ponto (—x, f(x)). Conclui-se que:

= Apds uma reflexdo relativa ao eixo x, o gréfico de f torna-se o
grafico da funcao g(x) = —f(x).

= Apds uma reflexdo relativa ao eixo y, o grdfico de f torna-se o
grafico da funcao h(x) = f(—x).

Exemplo 7.5 Dada a funcéo f(x) = x* — 3x + 2, defina

g(x) =—f(x) = % +3x—2 h(x) = f(—x) = x4+ 3x +2

Os graficos dessas funcoes estdo representados abaixo: O

Exercicio. Dada uma funcao f : A — IR, defina as funcoes g(x) =
—f(x) e h(x) = f(—x). Qual é o dominio das funcdes g e h, se com-
parados ao dominio A de f?
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Figura 7.2: Gréficos das funcOes obtidas através de reflexdes em re-
lacdo aos eixos coordenados.

72 GRAFICO DA FUNQAO INVERSA

Seja f : A — B uma funcdo bijetora, i.e. uma funcao inversivel. Qual
a relacdo do grafico de f~! com o grafico de f? Se um ponto (x,y)
do plano esta no grafico de f é porque y = f(x). Isso equivale a dizer
que x = f~'(y). Logo, o ponto (y,x) estd no grafico de f~'. Como
os pontos (x,y) e (y,x) sdo simétricos relativamente a bissetriz do
primeiro e terceiro quadrantes, concluimos que os graficos de f e
f~! também sdo simétricos relativamente 2 bissetriz do primeiro e
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terceiro quadrantes. Em outras palavras, o grafico de uma delas é
obtido a partir do gréfico da outra, através de uma reflexdo em rela-
cdoaretax =y.

Exemplo 7.6 A funciio f(x) = x> é injetora e sobrejetora, logo, in-

versivel. O grafico de f e o de f~! estdo representados abaixo:
i

—6 —5 —4 -3 —2 —

7.3 SIMETRIAS DO GRAFICO DE UMA
FUNCAO

Quando o grafico de uma funcdo apresenta algum tipo de simetria,
seu esboco torna-se uma tarefa mais simples. Para o que nos inte-
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ressa, estudaremos dois casos de simetria: aquela relativa ao eixo y
e aquela relativa a origem.

Dizemos que uma figura F do plano é simétrica em relacdo ao eixo
y se vale a seguinte condicdo: para cada ponto P da figura, o ponto
P’ simétrico de P relativamente ao eixo y também pertence a figura.
Outro modo de dizer o mesmo é: uma figura F é simétrica em rela-
cdo ao eixo y se, ao fazermos um reflexao do plano relativamente ao
eixo y, a figura resta invariada (dizemos, nesse caso, que tal figura
¢ invariante por reflexdo relativa ao eixo y).

Dizemos que uma figura F do plano € simétrica em relacdo a origem
se vale a seguinte condicdo: para cada ponto P da figura, o ponto
P’ simétrico de P relativamente a origem também pertence a figura.
Outro modo de dizer o mesmo é: uma figura F é simétrica em rela-
cdo ao eixo y se, ao fazermos um reflexdo do plano relativamente a
origem, a figura resta invariada (dizemos, nesse caso, que tal figura
¢ invariante por reflexdo relativa a origem).

O grafico de uma funcéo f, sendo uma figura do plano, pode ser
simétrico em relacdo ao eixo y, simétrico em relacdo a origem ou
mesmo nao possuir nenhum tipo de simetria. No primeiro caso, di-
zemos que a fungéo f é par. No segundo, que f é impar.

Além dessa caracterizacdo geométrica, hd uma caracterizacdo ana-

litica das funcgdes pares e impares. Tomemos inicialmente uma fun-
cdo f par. Como seu grafico é simétrico em relacdo ao eixo y, en-
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tdo para cada ponto (x,f(x)) do gréafico de f, o ponto de coorde-
nadas (—x, f(x)) tem que pertencer também ao grafico (uma vez
que (—x,f(x)) é o simétrico de (x, f(x)) relativamente ao eixo y).
Mas o ponto do grafico de f correspondente ao valor —x da abs-
cissa é, por definicdo de grafico, o ponto de coordenadas (—x, f(—x)).
Como os pares de coordenadas (—x, f(x)) e (—x, —f(x)) representam
0 mesmo ponto, suas coordenadas devem ser iguais. Logo, deve va-
ler f(—x) = f(x), para todo x no dominio da f. E imediato verificar,
reciprocamente, que se f(—x) = f(x), para todo x no dominio da f,
entdo a funcao f é par (faga por exercicio).

Seja agora dada uma funcao f impar. Sendo seu grafico simétrico
em relacdo a origem, entdo para cada ponto (x, f(x)) do gréfico de
f, o ponto de coordenadas (—x, —f(x)) tem que pertencer também
ao grafico (uma vez que (—x, —f(x)) é o simétrico de (x, f(x)) rela-
tivamente a origem). Mas o ponto do grafico de f correspondente
ao valor —x da abscissa é, por defini¢cdo de grafico, o ponto de coor-
denadas (—x, f(—x)). Como os pares de coordenadas (—x, —f(x)) e
(—x, —f(x)) representam o mesmo ponto, suas coordenadas devem
ser iguais. Logo, deve valer f(—x) = —f(x), para todo x no dominio
da f. E imediato verificar, reciprocamente, que se f(—x) = —f(x),
para todo x no dominio da f, entdo a funcdo f é impar (faca por
exercicio).

Em suma, temos a seguinte caracterizacdo: dada uma funcgéo f :
A — B, entdo
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= fé par se, e somente se f(—x) = f(x), para todo x em A;
= f é impar se, e somente se f(—x) = —f(x), para todo x em A.
Exemplos 7.7
= A funcdo f(x) = x* —4x? + 1 é par.

A

Now A

AN

= A funcdo g(x) = x> — 3x3 + 2x é impar.

A

T NI SV N

\]
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= A funcdio h(x) = x> +x? ndo é nem par, nem impar.

A

Now b

Exercicios

1. Seria possivel considerar graficos simétricos em relacao ao eixo
x? Por que?

2. O que se pode dizer do dominio de uma funcdo par ou impar?

3. Existe uma funcdo que seja simultaneamente par e impar?
Quantas func¢oes desse tipo existem?
4. Dadas duas funcdes f : R —+ R e g : R — R, defina as fungodes:
a) a(x) = f(x)+g(x)
B) b(x) == f(x)g(x)

Discuta a paridade (isto é, se sdo pares, impares ou nao pos-
suem esse tipo de simetria) das funcoes a e b em termos da
paridade das fungodes f e g.

217



5. Seja f uma funcao par e seja g uma funcao impar. Fixada uma
constante k € IR, discuta a paridade das funcées abaixo:

a) r(x):=kf(x)
b) s(x):=kg(x)
c) t(x):=f(x)+k

d) u(x):=gx)+k
e) v(x) = [f(x)|
D wix) = lg(x)|

7/-3-1  Simetria translacional: fungées periddicas

Quando se fala em simetria, é usual associa-la a ideia de reflexio.
Mas o conceito de simetria é muito mais abrangente do que isso.
Néao entraremos no mérito especifico desse conceito aqui, mas que-
remos lancar mdo de um tipo de simetria que também contribui a
facilitar a tarefa de tracar o esboco de um grafico. Trata-se da sime-
tria translacional: uma figura possui simetria translacional quando
¢ possivel transladd-la em uma certa direcdo, de modo a fazer com
que essa figura transladada coincida com a figura original.

No caso de graficos de fungdes, o que nos interessa destacar sao as
translagoes horizontais, i.e. paralelas ao eixo x. Se, ao transladar ho-
rizontalmente o grafico de uma funcdo, por uma distancia positiva
T, obtivermos o mesmo grafico, entdo a funcao é dita periddica. Ana-
liticamente, tal situagdo € expressa pela seguinte definicao:
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Definicdo 7.8 Uma fungdo f : R — R é periddica se existe um
numero real positivo r tal que

f(x+71)=f(x) para todo x € R.

Se f é uma funcao periddica, faz sentido considerar o conjunto dos
numeros reais positivos r para os quais a condicdo da definicdo
acima é satisfeita. Nesse caso, se f ndo é uma funcéo constante, en-
tdo tal conjunto possui um elemento minimo, i.e. um numero real
positivo T tal que:

1. f(x+T) =f(x) para todo x € R.

2. T é o menor dos numeros positivos que satisfazem a condicao
acima.

O numero T é chamado de periodo da funcio f.

Os exemplos cldssicos de funcoes periddicas sdo as fungdes trigono-
métricas. Deixaremos, porém, para tratd-las mais adiante, quando
da secdo dedicada a essas funcées. Por ora, vejamos o seguinte exem-
plo: seja f : R — IR dada por

f(x) =x—[x]
onde [x] denota a funcdo maior inteiro menor ou igual a x, i.e.
[x] =max{n € Z|n < x}.
A funcéo f é periddica, pois para todo inteiro n, resulta

flx+n)=x+n)—[x+n] =x+n—([x] +n) =x—[x] = f(x)
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Em particular, f tem periodo T = 1. O gréfico de f estd representado
abaixo:

LN

3 -2 —1 1 2 3
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7.4 EXEMPLOS CLASSICOS DE FUNGOES
E SEUS GRAFICOS - |

Nesta secdo, apresentaremos os exemplos mais comuns de funcoes,
a maioria delas usualmente desenvolvidas ja no ensino médio. Além
disso, apesar de ndo possuir todas as ferramentas adequadas para
tracar os graficos dessas fungoes, apresentaremos seus esbocos, com-

plementando, quando for o caso, com algumas informacgoes e anali-
ses.

No

Figura 7.3: Grdfico da funcdo constante f(x) = 2

7-4.1 Fungbes constantes

Sao fungdes do tipo f : R — IR, dadas por f(x) = ¢, onde ¢ é uma
constante arbitrdria. O grafico de uma funcéo constante é uma reta
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paralela ao eixo x, uma vez que todos os pontos do gréfico tém co-
ordenadas do tipo (x, c).

-3 -2 -1 12 3 4 5
71 |

Figura 7.4: Grafico da funcao identidade f(x) = x

7-4.2 Funcdo Identidade

A funcdo identidade é a funcdo 1 : R — IR dada simplesmente por
1(x) = x. Mais adiante, quando falarmos em composicdo de funcées,
veremos que a func¢do identidade desempenha o papel do elemento
neutro dessa operacao.
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Figura 7.5: Gréfico da funcéo identidade f(x) = x

Funcdo mddulo

743

4 -3 -2 -1

Figura 7.6: Grafico da funcdo médulo f(x) = [x|

Por uma lado, a fun¢do moddulo é a funcdo f : R — R dada por

f(x) = |x|. Pela definicdo de modulo, temos que o grafico de |x| coin-
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cide com o da funcdo identidade, quando x > 0. J4 quando x < 0, o
grafico de |x| coincide com o grafico da fun¢do —x, i.e. com o oposto
da funcéo identidade.

Por outro lado, dada qualquer funcao f : A — B, pode-se considerar
a funcdo g : A — B dada por g(x) = |f(x)|. O gréfico de g coin-
cide com o de f quando esta é positiva. J4 quando f é negativa, o
gréfico de g € o seu reflexo relativo ao eixo x. Na figura abaixo, es-
tdo representados os graficos das funcdes f(x) = x* +x3> —7x*+ 6 e
g(x) =x*+x3—7x* + 6.

"-'|x4+x3—7x2+6} ,

20 1 I

XM x3 —7x2 46 _y |

7-4-4  Fungdes do tipo escada

Considere a funcdo maior inteiro menor ou igual a x, vista na secao
anterior, i.e.
[x] = max{n € Z|n < x}.
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Dado qualquer inteiro n, temos que [n] = n. Além disso, para todo
numero real x, com n < x < n+ 1, tem-se que [x] = n. Assim, o
grafico de [x] tem a aparéncia de uma escada:

A
3 —
2 4 e —
] F—
-3 -2 1 2 3 4 5
_
— 2 .
Gréfico de [[x]
— -3

7-4-5  Funcgdes caracteristicas

Dado um conjunto A C R fixado, defina a funcdo x. : R — R por

1 se x€A

Xalx) = 0 se x¢A

Tal funcéo é chamada de func¢do caracteristica do conjunto A, uma

vez que cumpre o papel de dizer quais elementos pertencem a A,
quais nao. Note que, para cada subconjunto A C IR hd uma funcéo
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caracteristica diferente. A figura abaixo representa o grafico da fun-

cdo caracteristica do conjunto A = {—-2}U [—1,1)U(1,2).

Exercicio. Determine um conjunto @ # A ¢ IR de modo que a fungéao

caracteristica x . seja periddica.

746 Funcoes lineares

Sao funcdes do tipo f(x) = ax, onde a é uma constante. O gréfico
de uma funcéo linear é uma reta que passa pela origem. Abaixo, o

grafico de f(x) = 2x.
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Note que também entram nessa categoria a funcao identidade e a
funcao constante f(x) = 0.

7-4-7  Funcées afins

Semelhantes as fungoes lineares, as fung¢des afins sdo funcoes do
tipo f(x) = ax + b, onde a, b sdo constantes. O grafico de uma fun-
cao afim também é um reta, embora ndo necessariamente passante
pela origem. Abaixo, o grafico da funcao f(x) = —2x + 3.
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Note que as fungdes lineares e as funcoes constantes sdo casos par-
ticulares de funcoes afins.

748 Funcoes polinomiais

Uma categoria que engloba as funcoes afins é aquela das func¢oes po-
linomiais, ou seja, funcdes cujo expressdo analitica é dada por um
polinémio. No caso das fungdes afins, tal polinémio é de primeiro
grau. As fung¢des polinomiais podem ter qualquer grau. Na figura
abaixo, estd representado o grafico da fun¢do polinomial f(x) =
X +x8+ % +xt+ 3 +x Hx+ 1.
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As funcoes polinomiais de grau 1 ou 2 tém graficos conhecidos: re-
tas, no primeiro caso, parabolas no segundo. Ja as fung¢des polino-
miais de grau maior podem ter graficos razoavelmente varidveis em
suas formas globais. Veja-se, por exemplo, as funcoes polinomiais
abaixo, todas de quarto grau, e seus graficos:
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Entretanto, para o esboco de graficos de fun¢des polinomiais quais-
quer pode ser util conhecer o comportamento das funcées polino-
miais em sua forma mais simples, a saber, f(x) = x™. Nas figuras
abaixo estdo representados os graficos das funcoes x™ nos casos em

que n é par e em que n é impar.
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7-4-Q  Funcdes racionais

Sao funcoes do tipo
f(x) = M
q(x)
onde p(x) e q(x) sdo polinémio@. O dominio de uma funcao racio-
nal depende da eventual existéncia de raizes reais do denominador.
Assim, na expressao acima, se (q denota o conjunto das raizes reais

de q(x) (eventualmente, esse conjunto pode ser vazio), entdo
Dom f = R\ (q4.

Alguns exemplos de funcdes racionais sao

x2—x+3 3 5x% — 3x3 +x
X x3—2x—17 x2’ x4

O grafico de uma funcéao racional pode variar muito em sua forma
global. Entretanto, um comportamento bastante recorrente das fun-
¢Oes racionais pode ser observado no exemplo abaixo:

2 Se o grau de q(x) é zero, entdo a funcéo f é, na verdade, uma funcéo polinomial.
Os casos mais interessantes, portanto, se ddo quando q(x) tem grau positivo.
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T T T T >

1 2 3 4 5

Gréfico da fungéo 1/

O gréfico acima é uma hipérbole equilatera com centro na origem e
assintotas nos eixos coordenados. Mas o que é importante destacar
¢ o comportamento do grafico de 1/x para valores da abscissa pré-
ximos a x = 0, assim como para valores "muito grandes" ou "muito
pequenos" de x. O que queremos dizer com isso?

Por enquanto, faremos uma andlise somente intuitiva, deixando o
formalismo para a se¢do que trataremos de limites de funcdes. Ob-
servando o grafico de 1/x, percebe-se que este se aproxima do eixo
y conforme o valor da abscissa se aproxima de 0. Aproximando-se
de 0 pela direita (isto é, com valores positivos de x), o valor da fun-
cao tende a crescer indefinidamente. Aproximando-se pela esquerda
(isto é, com valores negativos de x), o valor da funcao tende a decres-
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cer ilimitadamente. Por outro lado, percebe-se também que quando
x cresce indefinidamente, o valor da funcdo tende a se aproximar
de 0, por valores positivos. Similarmente, quando x decresce inde-
finidamente, o valor da funcdo também tende a se aproximar de 0,
dessa vez por valores negativos.

Os comportamentos descritos acima, chamados de assintdticos, sao
comuns em funcdes racionais. Retas verticais que "aproximam" o
grafico de uma funcdo sdo chamadas de assintotas verticais (como
a reta x = 0 no exemplo anterior). Retas horizontais que "aproxi-
mam"o grafico de uma funcao sdo chamadas de assintotas horizon-
tais (como a reta y = 0 no exemplo acima). Eventualmente, podem
existir também assintotas obliquas (i.e. nem verticais, nem horizon-
tais).

Exemplos 7.9

e f(x) =2
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= f(x) =55
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7.5 FUNCOES MONOTONAS

Antes de continuarmos a ver exemplos classicos de funcoes, dedi-
quemos nossa aten¢do ao comportamento de uma funcdo no que
concerne ao seu crescimento e/ou decrescimento, isto €, o estudo
do (de)crescimento da varidvel dependente, conforme cresce a va-
riavel independente. Temos as seguintes definicoes:

Definicdo 7.10 Dada uma fungdo f e dado um subconjunto A C
Dom f, dizemos que:

m f é crescente em A se, para todo a,b € A com a < b,
resulta f(a) < f(b).

s fé ndo-decrescente em A se, paratodo a,b € Acoma < b,
resulta f(a) < f(b).

m f € decrescente em A se, para todo a,b € A com a < b,
resulta f(a) > f(b).

= f é ndo-crescente em A se, para todo a,b € A com a < b,
resulta f(a) > f(b).

Em qualquer um dos casos acima, dizemos que a funcdo ¢ moné-
ton. Em particular, quando a funcdo é crescente ou decrescente,
dizemos que é estritamente mondtona.

3 E também usual na literatura o termo monoténica.
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Exemplos 7.11

= A funcdo identidade é crescente em RR.
= A funcdo x? é decrescente em R _ e crescente em R .

= A funcdo [x] é ndo-decrescente em IR. A mesma funcéo é cres-
cente em Z.

Exercicio. Determine os intervalos nos quais a funcéo f(x) = J5
¢ mondtona, dizendo o tipo de monotonia. E possivel dizer que f é
mondtona em todo o seu dominio?

Exercicio. Mostre que uma funcio estritamente monotona € injetora.

7.6 EXEMPLOS CLASSICOS DE FUNCOES
E SEUS GRAFICOS - II

7.6.1 Funcgdes exponenciais

Fixado um numero real positivo a, sabemos o significado da expres-
sdo a* quando x é um numero real qualquer. Para isso, partimos da
idéia de poténcia inteira e, com a ajuda do conceito de supremo,
estendemos a operacao de poténcia para expoentes racionais e, em
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seguida, expoentes reais. Assim, faz sentido estudar a variacdo da
expressao a* em termos do expoente.

Definicdo 7.12 Fixado a € R, com 0 < a # 1, a fun¢do expo-
nencial de base a € a fungdo f(x) = a*.

Das propriedades vistas para a operacdo de exponenciacdo, sabe-
mos que a* > 0 para todo x € R. Além disso, pode-se mostrar que
todo numero real positivo y pode ser escrito como a*, para algum
x € R. Logo, o conjunto imagem da exponencial (em qualquer base)
€ (0, 400).

Ainda pelas propriedades da exponenciacao, sabemos que:
= Se a > 1, entdo para todo x’ < x”, resulta a* < a*’.
m Se 0 < a < 1, entdo para todo x’ < x”, resulta ' > a¥’.

Desse modo, a funcao exponencial de base a é crescente, se a > 1, e
decrescente, se 0 < a < 1. Os graficos das fun¢des exponencias tém
sempre a forma apresentada abaixo:

239
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Note que em ambos os casos, o eixo x cumpre o papel de assintota
horizontal do gréfico de a*.

Exercicio. Fixada uma constante a (com 0 < a # 1), compare 0s
graficos de a* e a™*.
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7.6.2

Fungoes logaritmicas

Fixada uma base a, vimos acima que a funcao exponencial de base

a é estritamente monotona. Logo, € injetora. Assim, a funcao a* :

R — (0, +00) € bijetora e podemos falar em sua inversa.

Definicdo 7.13 Fixado a € R, com 0 < a # 1, a fungdo lo-
garitmica de base a é a fungdo log, : (0,+0c0) — R dada pela

regra

log, x=y&a=x

O grafico da funcéo log,, € obtido a partir do grafico da exponencial

de base a, através da reflexdo relativa a reta x = y. Dependendo do

valor da base, obtemos os dois graficos tipicos abaixo:

5

4

\

f(x) = log, x

—_
N
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6

1f(x) = log]/zx

Em particular, nota-se que log, ¢ uma fungdo crescente, quando
a > 1, e decrescente, quando 0 < a # 1. Tem-se também que
log, 1 = 0. Isso significa que, quando a > 1, a funcéo log, é ne-
gativa em (0, 1) e positiva em (1,+00). Quando 0 < a # 1, a funcao
log, € positiva em (0, 1) e negativa em (1, +o0).

Relacionadas as propriedades da exponencia¢do, temos as seguintes
propriedades dos logaritmos:

1. al°8a* =x

2. log,x¥ =y log x

3. log, xy =log, x+log,y

4. log, &+ =log,x—log,y
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763 Fungdes trigonométricas

Para falar em fung¢oes trigonométricas, precisamos, antes, relacionar
os nimeros reais com medidas de 4ngulos. Angulos sdo objetos ge-
ométricos definidos a partir de semi-retas com origem comum. Para
associar a cada numero real um angulo geométrico, comecemos to-
mando, no plano cartesiano, a circunferéncia de raio 1 centrada na
origem. Se tomarmos um angulo « com vértice na origem e uma
das semi-retas coincidindo com o semi-eixo positivo das abscissas, a
outra semi-reta encontrard a circunferéncia em um ponto P (veja Fi-
gura ?7??
Se A denota o ponto de encontro da cir-
cunferéncia com o semi-eixo positivo das
abscissas, entdo o angulo « determina

p o arco AP na circunferéncia (descrito, a
/ 2 partir de A, no sentido anti-horario). O

=1 |/ T comprimento desse arco nos d4 a medida
em radianos do angulo . Como o com-

—1 primento da circunferéncia unitaria é 2,
esse procedimento estabelece uma relagdo
entre angulos geométricos e numeros re-

ais do intervalo [0, 27t). Reciprocamente, para cada numero real
x € [0,2m), se tomarmos, a partir do ponto A e seguindo no sen-
tido anti-hordrio, o ponto P que determina um arco de comprimento
x, a semi-reta OP forma, com o semi-eixo positivo das abscissas,
um angulo geométrico de comprimento x radianos. Assim, a relacdo
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entre angulos e numeros do intervalo [0, 27t) é bijetora. Queremos
estender essa relacdo a todos os numeros reais (evidentemente de
maneira nao bijetora), associando a cada um deles um angulo geo-
métrico ou, o que dd no mesmo (na interpretacdo acima), um ponto
da circunferéncia unitdria. Para isso, basta permitir que o ponto P
"dé voltas'na circunferéncia. O que significa isso?

Inicialmente, tomemos numeros reais ndo-negativos. Dado x € R,
seja k € Z tal que x — 2kmt € [0, 27) (note que sempre existird tal
inteiro k). O numero x’ = x — 2k7t determina um ponto P na circun-
feréncia unitdria, pelo procedimento descrito acimaH. Por extensao,
associamos a x o mesmo ponto P da circunferéncia. Desse modo, po-
demos interpretar x como sendo a medida do arco que percorremos
a partir de A, dando k voltas na circunferéncia, e seguindo até P.

Para o caso dos numeros negativos, na verdade, pode-se seguir exa-
tamente o mesmo procedimento do pardgrafo anterior: dado x < 0,
tomar k € Z de modo que x’ := x — 2knt € [0,27) e associar a x
o mesmo ponto P associado a x’. A diferenca com o caso anterior
estd na interpretacdo: se x < 0, entdo |x| € a medida do arco que
percorremos a partir de A, em sentido hordrio, dando (k — 1) voltas
na circunferéncia, e seguindo até P.

Uma vez estabelecida a relagcdo entre nimeros reais e angulos ge-
ométricos, queremos estender as nocoes de seno e cosseno, ja co-

O numero real x’ é chamado de determinagdo principal de x.
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nhecidas quando aplicadas a angulos, para niumeros reais. A idéia é
simples, baseada na seguinte observacado (facil de ser verificada): se
um ponto P da circunferéncia unitdria tem coordenadas (a,b), en-
tdo o angulo « associado ao ponto P é tal quesenx = b e cos x = a.

Definicdo 7.14 Dado um numero real x, seja P = (a, b) o ponto
da circunferéncia unitdria associado a x. Definimos entdo as fun-
coessen: R — Recos: R — R por:

senx=b e cosx=a

Lembrando que a equaciio da circunferéncia unitaria é x> +y? = 1
e observando que para todo numero real x o ponto de coordenadas
(cosx,senx) estd na circunferéncia unitdria, reobtemos a relacdo
fundamental

senzx+coszx:1, VxeR.

Outras propriedades das funces seno e cosseno sdo apresentadas
abaixo, sem demonstracao:

1. Imsen = [—1,1]
2. Imcos = [1,1]
3. sen(x + 2km) = senx, para todo x € R, para todo k € Z
4. cos(x + 2km) = senx, para todo x € R, para todo k € Z

5. sen(—x) = —sen(x), para todo x € R
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6. cos(—x) = cos(x), para todo x € R
7. sen(x £y) =senx cosy *+seny cosx, para todo x,y € R
8. cos(x £y) = cosx cosy Fsenx seny, para todo x,y € R

Das duas ultimas propriedades acima, temos que

T
cosx = sen(x + E)

s
senx = cos(x — =)

2
Disso segue que o grafico da funcao cosseno pode ser obtido a par-

tir do grafico da funcdo seno, através de uma translacdo horizontal
para a esquerda (por uma distancia 7t/2) ou, o que d4 no mesmo,
que o grafico da funcéo seno € obtido a partir daquele do cosseno
por uma translagdo a direita (por uma distancia 7t/2). Também ob-
servamos que a funcao seno é impar, enquanto a funcdo cosseno é
par.

Ainda das propriedades acima, concluimos que as func¢des seno e
cosseno sdo periddicas de periodo 27t (veja exercicio abaixo). Assim,
para tracar os graficos dessas funcoes, basta estudar um intervalo de
medida 27, por exemplo, o intervalo [0, 27t]. Nesse intervalo, temos:

= A funcdo senx é crescente em [0,7t/2] e em [371/2,27] e é de-
crescente em [71/2,37t/2].

= A funcao cos x é decrescente em [0, 7t] e é crescente em [, 27].
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Os graficos das funcoes seno e cosseno sdo apresentados abaixo:

f(x) =senx

)
|
|
N
A
N EY

|
TJ'I
i
d
|
N
|
|
|
N<
w
_pA
)]
|
g
NISS

Exercicio.

1. Usando a propriedade 7 acima, mostre que se a € R é uma
constante para a qual vale

sen(x 4+ a) = senx VxelR

entdo a é um multiplo inteiro de 27t. Conclua, que a funcéo
seno € periddica de periodo 27t.
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2. Seria possivel chegar a essa conclusao a partir da propriedade
3 acima, somente?

3. Usando a relacdo entre os graficos de seno e cosseno, conclua
que a funcao cosseno também € periddica de periodo 27r.

As funcdes tangente e secante

A partir das funcoes seno e cosseno, definimos as funcoes

senx
COSX

Tangente: tanx :=

Secante: secx := “osx

Ambas as funcGes estdo definidas no dominio R\{7 +km|k € Z}. A
funcao secante tem a mesma periodicidade da fun¢édo cosseno, mas
a tangente tem periodo 7, uma vez que

sen(x +7) —senx senx
tan(x + ) = = = =tanx
cos(x+m  —cosx  Cosx

A funcdo secante, assim como a funcdo cosseno, é par. Ja a fun-
cdo tangente, sendo quociente de uma funcdo impar e uma par, é
uma fung¢do impar. Com relacdo a monotonia, a funcao secante tem
o mesmo comportamento da funcdo cosseno (verifique por exerci-
cio). Para estudar o comportamento da funcdo tangente, é sufici-
ente tomar um intervalo de medida 7, por exemplo, o intervalo
(—m/2,m/2). Dados x,y € (—m/2,7/2), com x < y, temos que
0 <y—x<m,logo
sen(y —x) >0
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Temos entao que

seny cosx —senx cosy > 0

ou

seny Ccosx > senx Cosy

Como a fungéo cosseno € positiva em tal intervalo, obtemos

senx _ seny
COSX  COSY

entdo que a funcao tangente € crescente no intervalo (—7m/2,7/2).

Os gréficos das funcoes tangente e secante estdo representados abaixo:

5 fkf(x) + tan x
4
3 ]
7 ]
3n _ ol n 3n 51
2 2 2 2 2.
-5 — ;3*2*]]< 11245 adls £ 7 8
5 ]
—3 4
4 ]
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+ secx

N 4 IR
™)
[\S]

Dentre as propriedades da tangente e da secante, destacamos a se-
guinte identidade trigonométrica, consequéncia direta da relacao
fundamental entre seno e cosseno:

tan®x + 1 = sec? x

As funcdes cotangente e cossecante

A partir das funcoes seno e cosseno, definimos as funcoes

. . COSsX
Cotangente: cotgx := =

1

Cossecante: cossecx := onx

Ambas as funcodes estdo definidas no dominio R\{k7t|k € Z}. A fun-
cdo cossecante tem a mesma periodicidade da fun¢do seno, mas a
cotangente tem periodo 7t (verifique por exercicio).
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Deixamos como exercicio o estudo da paridade e da monotonia des-
sas funcoes. Limitamo-nos, aqui, a apresentar os seus graficos:

: 4
: f(x) = cotg x
E 3
| 2
; 1]
5—271 —17T 7t 27
—7 -6 -5 N4 13 1 3 6
4 :
f(x) = cossec:
3 :
2 z
11 :
—27T —T Tt 27
-7 -6 -5 -4 3 -2 I 1 2 3 5 6
7] ]
2 ]
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De modo semelhante ao caso da tangente e da secante, vale a se-
guinte identidade trigonométrica:

cotg? x 4+ 1 = cossec’

764 Fungdes trigonométricas inversas

As funcdes trigonométricas definidas acima ndo sdo bijetoras em
seus dominios. Entretanto, é possivel falar em suas inversas, desde
que tomemos dominios restritos. Apresentamos abaixo, sem maiores
detalhes, as funcoes trigonométricas restritas a dominios nos quais
sdo bijetoras e as respectivas funcoes inversas. Acompanham os res-
pectivos graficos.

Funcao arco seno
A fungéo sen : [-5F, 5] — [~1, 1] tem por inversa a fungéo

7T

]

arcsen : [—1,1] — [—;

2
arcseny = X < senx =y
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_ A f(x) = arcsenx

L2 :

: s
...... RS R

: 11

-1 1

—1
_m

.................... 2.

Funcao arco cosseno
A funcéo cos : [0, 1] — [—1,1] tem por inversa a funcao

arccos : [—1,1] — [0, 7t/
arccosy = x < Cosx =y

A :
f(x) = arccos x
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Funcao arco tangente
A funcéo tan: (=5, 5) — R tem por inversa a fungédo

)

NI A
NI?—]

arctan : R — (—=,

arctany = x < tanx =y

A
f(x) = arctan x
25
.......................................... ;SRR TR
‘]<
-5 -4 -3 -2 - 1 2 3 4 5
1
_n
.............................................. e
2

Funcéao arco cotangente
A funcéo cotg : (0, 1) — R tem por inversa a funcdo

arccotg : R — (0, m)

arccotgy =x < cotgx =y
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f(x) = arccotg x

Funcdo arco secante
T

A funcéo sec : [0, F) U (5,

7] = (—oo, —1] U [1,00) tem por inversa a

funcao
T T
arcsec : (—oo, —11U[1,00) — [O,E) u (E,TE]
arcsecy = x < secx =y
A
f(x) = arcsecx
s 4 3 2 : 2 3 4 5
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Funcio arco cossecante
A funcéo cossec : [-5,0) U (0,5] — (—oo0,—1] U [1,00) tem por in-
versa a funcao

arccossec : (—oo, —1]U[1,00) = [—=,0) U (0, =]

arccossecy = X < €ossecx =y

A
5> {f(x) = arccossec x

Exercicio. Mostre que valem as seguintes propriedades:

1. arcsecx = arccos J—(

2. arccossec x = arcsenJ—(

3. arccote x = arctan L, para todo x > 0
X’

4. arccotg x = 7+ arctan J—(, para todo x < 0
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5. cos(arcsenx) = v1 —x

6. sen(arccosx) =

2
V1 —x2
7. sec(arctanx) = V1 + x2

7.7 OPERACOES COM FUNGOES

O formalismo que apresentaremos a seguir tem muitos propdsitos,
mas para nosso escopo, um deles é preponderante: obter um modo
de expressar uma dada funcdo em termos de funcdes mais elementa-
res (em algum sentido), de modo a estudar propriedades da funcédo
original a partir das mesmas propriedades nas fungoes elementares
que a compoem.

Sejam dadas duas fungdes reais a uma variavel real f e g. Definimos
as funcoes:

w (f+g)(x) = f(x)+g(x)
w (f—g)(x) :=f(x) —g(x)

= (fg)(x):

i
b
®
«Q
®

Os dominios das funcoes acima dependem, evidentemente, dos do-
minios das fungdes f e g, mas podem depender também da operacao
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envolvida. De fato, a funcdo f/g definida acima s6 faz sentido se o
quociente f(x)/g(x) também fizer sentido, o que s6 ocorre quando
g(x) # 0. Temos, entdo:

m Dom(f+ g) = DomfNDomg
s Dom(f—g) = Dom fNDomg
s Dom(fg) = Dom f N Dom g

n Dom(é) = (Dom fNDom™* g), onde Dom* g ={x € Dom g|g(x) #
0}

Exemplo. Toda funcéo polinomial pode ser obtida a partir da funcdo
identidade 1(x) = x e das funcOes constantes f(x) = c, através de
operacoes como aquelas acima. De fato, usando produto de funcoes
com a funcao 1, obtemos todas as funcoes do tipo f(x) = x™. No-
vamente usando o produto de funcdes entre as funcoes constantes
e as fung¢oes do tipo x™, obtemos todos os possiveis monémios. Por
fim, usando a soma de fun¢des com os monoémios, obtemos toda e
qualquer funcdo polinomial. Assim, todas as propriedades que va-
lem para as funcoes constantes e para a funcédo identidade, e que
sdo preservadas pelas operacOes acima descritas, valerdo automati-
camente para todas as funcoes polinomiais. Um exemplo tipico, € a
continuidade, conceito que veremos mais adiante e de fundamental
importancia para o célculo.

Exercicio. Determinar condicdes sobre os dominios de f e g de modo
a poder definir a funcéo (f9)(x) := f(x)9™
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Funcao composta

Dentre as operagdes entre fun¢des, uma das mais importantes é, sem
duvida, a composi¢cdo. Dadas duas funcoes f e g, definimos as fun-

¢oes compostas fog e gof por
(foglx):="f(g(x)) e (gof)(x):=g(f(x)

Em outras palavras, para calcular o valor da funcdo fo g em um
ponto x do dominio, deve-se calcular o valor g(x) e, apés, calcular o
valor de f correspondente ao valor g(x) da varidvel. Procedimento
semelhante deve ser feito para a composta g o f.

Figura 7.7: Funcdo Composta

Exemplo. Seja f(x) = 2* e g(x) = senx. Entao
(fog)(x) =2°"*

Note que, para calcular o valor de fo g em x = 71, devemos antes
calcular g(m), i.e senm, o que retorna o valor 0. Em seguida, calcu-
lamos f em x = g(m), i.e. em x = 0, obtendo 2° = 1.
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O dominio de uma fun¢do composta também depende do dominio
das funcdes envolvidas. Para determinar o dominio de f o g, deve-
mos ter em mente o procedimento acima descrito, ou seja, que o
calculo de (f o g)(x) se faz em duas etapas: (i) cdlculo de g(x); (ii)
calculo de f(g(x)). Temos entdo que:

m Para efetuar a primeira etapa, deve valer x € Dom g.
= Para a segunda etapa, deve valer g(x) € Dom f.
Assim, obtemos que
Dom(fog) ={x € Domg|g(x) € Dom f}
Exemplos 7.15
= Se f(x) = v/x e g(x) = x?, entdo Domf =R,, Domg =R e:

= Dom(fog) =Re (fog)(x)=Ix|
m Dom(gof) =R;e(gof)(x)=x

m Se f(x) = 1/x e g(x) = vV1—x, entdo Domf = R*, Domg =

(—o0, 1] e:
m Dom(fog) = (—o0,1) e (fog)(x) = 11_X
s Dom(gof) = (—00,0)U[l,+00) e (gof)(x) = (/1=

X

Exercicios
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Ex. 7.1 — Dadas as funcdes f(x) = senx e g(x) = nt[x], determine
os dominios e as imagens das funcoes compostas fog e gof.

Ex. 7.2 — Denotando por 1 a funcao identidade, mostre que para
toda funcao f vale que:

a) tof=fefor="f
b) Se féinversivel, entdo fof ' =1ef Tof=1
Em tempo, isso significa que a funcao identidade cumpre o

papel de elemento neutro da operacdo de composicao de fun-
coes.

Ex. 7.3 — Para as func¢des abaixo encontre f(x 4 2), f(—x), f(x +h)
e WL}):“X), sendo h # 0:
a) x

b) 3x+4

c) x?
d) 5x2+1
e) x%—x

) X3 +x2

Ex. 7.4 —

a) Como o grafico de f(|x|) estd relacionado como o grafico de
f(x)?
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b) Esboce o grafico de |x|3.
c) Esboce o grafico de —|x|°.
d) Esboce o grafico de sen(|x|)

e) Esboce o gréfico de cos(|x|)

Ex. 7.5 — Encontre uma expressao para a funcdo cujo grafico é a
curva abaixo:

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

Ex. 7.6 — Para cada par de fungdes f : A C R - Reg: B C
R — R abaixo, determine os dominios maximo de definicao de f(x),
903, (F+ 9)(x), f(x)g(x), g, (Fog)(x) e (9o f)(x) e finalmente as
expressoes para (fog)(x) e (gof)(x):

a) f(x) = \/(X+2)eg( ) x|

b) f(x) = 5= 2 e g(x) =
o f(x)= X 2 eg(x) = \/_
d) flx)=Vx3eg:27X
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Ex. 7.7— Sejam f : R - R e g : R — R duas funcdes cujos
graficos estdo apresentados a seguir

6

Grifico de f(x)

-

Grifico de g(x)

\
AR

—2

A partir desses graficos, esboce o grafico das seguintes funcoes:
a) 2f(x)
b) 2g(x)
c) —f(x)
d) —g(x)
e) f(—x)
B g(—x)
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g) f(ix|)

h) g(lx|

D f(—=x])

D 3gx)+1

K) —5g(x)+1
D —3lg(x)|+1
m) f(x)

n) [[f(x)[—1|

o) (f+g)(x)

p) (f—g)(x)

Q) (f+g)(x])

Ex. 7.8 — Esboce o grafico das seguintes funcées, utilizando o gra-
fico de uma fun¢édo mais simples e aplicando as transformacées apro-
priadas. Para cada uma dessas funcoes indique as interseccoes com
0s eixos x e y, as regioes nas quais as funcoes sdo positivas, negati-
vas, crescentes, decrescentes e os pontos de maximo e minimo local
se existirem.

a) 2x|+1

b) (x+3)4

¢ (x+3)*—1
d) |(x+3)*—1]

e) |(x+3)*—1—1
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g)
h)
i)
j)
k)
1)
m)
n)
0)
p)
Q

s)

t)
u)

V)

w)

X)

Ix — 1]+ 1

cos|x — 1]

12x2 — 1]

2x2 —1]—1

12x* —1]—1]—=2
(x —4)°—2]
sen(2x) +3
—2|sen(2x) + 3| + 1
Vix+2]

2 cos(3x + )
14 cos(|x —1])
z(xfn)

20 5

5ixl

5\x+2|

3% =5

fx) = x, se x <0
p 34+1,sex >0

cos(2x), se x < 1
2cos(x—1), sex >1

x2—5x,se x2—1|+1<0
f(X): 2
cos(3x), se |x*—=1]+1>0
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Ex. 7.9 — Para cada par de funcoes f, g abaixo encontre o dominio
e as expressoes de fog, fof, gofegog.
f:R->R, f(x)=x3

2) g:[1,00) = R, g(x)= vx—1
by (RO R )=
g:(—00,2] = R, g(x)=+v2—x
5 TROR f(x) =1
g:R\{2,3} = R, ¢g(x)= (sz)l(xfa)
Q f:R— R, f(x)=sen(x)
g:R;y =R, g(x)= X

Ex. 7.10 — Encontre o dominio maximo de definicdo e esboce o
grafico das seguintes funcodes,, utilizando o grafico de uma funcao
mais simples e aplicando as transformacoes apropriadas. Para cada
uma dessas fungoes indique as intersec¢cbes com os eixos x e y, as
regioes nas quais as funcoes sao positivas, negativas, crescentes, de-
crescentes e os pontos de maximo e minimo local se existirem.

1
) 7
1
b) x2+4x+4
/A
) XX2+_1 .

d it=1-1
e) log;(x—2)

f) log,(Ix[)

g) log,(2x —|x—1J)
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h)
i)
j)
k)
D

tan(x + 71) ,
tan(—x) +
[tan (x)|
tan(|x/)

— 1)
tan(2x — |x
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SEQUENCIAS

8.1 CONCEITOS BASICOS

Uma sequéncia real a € uma fun¢do dos nimeros naturais positivos
nos reais

a:IN* — R.
A imagem do natural n pela sequéncia a sera denotado por a, , i.e,
an := a(n). A ordem dos numeros naturais nos leva a dizer que
a; é o primeiro termo da sequéncia, que a, é o segundo termo da
sequéncia e em geral que a, € o n-ésimo termo da sequéncia. Em

geral, denotaremos a sequéncia a : IN* — IR por (a,) ou ainda por

(an)%o:]-

IN* 1 2 3 4 n
l/a La La La la La
R aj a as aq an

Figura 8.1: A sequéncia (a,) associa a cada natural n um real a,.
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Em diversas situacdes consideraremos funcoes cujo dominio nao
seja o conjunto dos naturais, mas sim um subconjunto dos intei-
ros da forma {n : Z : n > k} para algum k. Essas funcoes também
serdao ditas sequéncias e para essas sequéncias usaremos a notacao
(an)$2,, indicando o ponto a partir do qual a sequéncia esta defi-
nida.

Uma sequéncia, sendo uma funcao pode ser especificada através
de uma regra ou férmula para o n-ésimo termo da sequéncia.
Exemplos 8.1

1. Os primeiros termos da sequéncia (an) = (1/n)7.; séo:
a; =1 a =12 a3 =1/3 as = 1/4 as =1/5
Essa sequéncia também pode ser representada como:

(1,1/2,1/3,1/a,1/5,...)

o A 3 \®
2. Os quatro primeiros termos da sequéncia (b,) = <3l}ﬁ>

n=1
sdo:
13 1 23 8 3 27
37 +1 4 3241 10 3+1 28
!
3. Os primeiros termos da sequéncia de termo geral ¢, = %
sao:
c1 = ! =1 c 2 = l c 3 2
R L T2 PT3
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4. Seja (dn) a sequéncia especificada pela regra d,, = (—1)™. Os
primeiros termos dessa sequéncia sao:

d=(-N=-1  d=-1=1  d=(-1)P=-1

e de modo geral d, = 1 e dy,,1 = —1. E assim podemos
representar essa sequéncia por:

(—1,1,—1,1,—1,1,...)

-] n
5. Seja (en) a sequéncia especificada pela regra e,, = (1 + —) .

Os primeiros termos dessa sequéncia sao:

1 N 9 1\3

1\* \° 1\ °
642(14-1) ~ 2.44 e5:<1+g> ~ 249 66:<]+€) A

Como uma sequéncia é uma fun¢do dos naturais nos reais, um
ponto da funcdo é um par ordenado (n,a,) comn € N*ea, € Re
desse modo uma sequéncia real pode ser vista como um subconjunto
do plano cartesiano R x RR.

Exemplo 8.2 Grafico da sequéncia
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n a,="1n

1 1.00
2 0.50
3 0.33
4 0.25
5 0.20
i
Solucao: O gréfico da sequéncia
1
an = —
n

pode ser construido marcando os pares ordenados (1, 1/n) no plano
cartesiano. A tabela abaixo contém o valor aproximado dos cinco
primeiros termos dessa sequéncia. Esse procedimento apesar de cor-
reto, nos fornece o comportamento apenas nos pontos tabelados.
Porém, como essa sequéncia é obtida da restricdo da funcao real

1
f(X):—Z]R+—>R,
X

todos os pontos do grafico da sequéncia pertencem ao grafico de
1/x. Para ser mais preciso os pontos do grafico dessa sequéncia, sao
os pontos do grafico cuja coordenada x é um numero natural. Veja
que que conforme os valores de n tornam-se maiores, os valores de
1/n se aproximam de zero. Esse comportamento é corroborado pela
tabela de valores aproximados.
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10| 40D

0.8 1

0.6 1 1
(23

0.4 W3

0.2 .,

2 4 6 8 10 12
Figura 8.2: Grafico da sequéncia 1/n

Conforme veremos, no “limite” a sequéncia 1/n tende a zero, no
sentido que para valores suficientemente grandes de n, 1/n esta ar-
bitrariamente préximo do zero. ]

Outra forma de representar uma sequéncia graficamente, € repre-
sentar sobre a reta real as imagens da sequéncia, rotuladas pelo
termo que representam.

Assim a sequéncia do exemplo anterior a, = 1/n, pode ser tam-

bém representada graficamente como:
as ag Qs a ajq

(AR R TR NN NN ' I '
T I T T T L T T T T T T t

—0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Exemplo 8.3 Gréfico da sequéncia c¢,, =
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1)
Solucao: O gréfico da sequéncia ¢, = ( \/Tll pode ser construido

observando que para valores pares de n os pontos <n, (_\}%n) per-

tencem ao grafico da funcdo f(x) = % : R+ — R e para valores

impares de n os pontos <n, (7\}])_:) pertencem ao grafico da funcao

f(x) = ’7}‘ : Ry — R. Assim o grafico dessa sequéncia pode ser re-

presentado como: m|
A
. (2V2)
| L4,V
0.5 LI .. f(X):%
5 10 15 20 L5 '
TR
05 1 - 90 = vx
.(31_\/§)
Vi)
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Sequéncias Definidas Recursivamente

Outra forma de definir uma sequéncia é recursivamente ou indu-
tivamente. Trataremos de defini¢Oes recursivas de sequéncias com
mais detalhes e cuidados numa secdo posterior, mas antes disso
apresentaremos alguns exemplos de sequéncias especificadas dessa
forma.

Uma sequéncia pode ser definida através das seguintes regras:

a) = \/Ze an, = \/2(1“*]

Para ilustrar como que as regras acima especificam uma sequén-
cia vamos calcular os primeiros termos dessa sequéncia. Como o
primeiro termo ja nos é fornecido nas regras acima, calculemos o
segundo termo dessa sequéncia Para esse fim ¢é suficiente notarmos
que: a, = v/2a; = V/2+/2. Para calcularmos o terceiro termo, no-

temos que a3 = /2a, e assim a3 = \/2 /22, de modo geral o
termo a, tera a forma:

an=\/2--\/2V2.
———

n raizes

Observe que a definicdo da sequéncia anterior, consta de duas
partes, a primeira define o primeiro termo e a segunda que define
o termo a, em funcdo do termo a, ;. Essa é a estrutura geral de
uma definicdo recursiva: definimos alguns casos iniciais, e definimos
entdo os seguintes como funcdo destes. Claramente, esse procedi-
mento se assemelha a estrutura da demonstracao por inducao.
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=

dn

1.41421
1.68179
1.83401
1.91521

1.95714

a ~r W N =

A tabela abaixo contém o valor aproximado dos primeiros termos
dessa sequéncia.

E o grafico dessa sequéncia construido utilizando essa tabela é
apresentado abaixo. Veja que o grafico sugere que essa sequéncia é
crescente e limitada superiormente por 2. E que conforme os valores
de n crescem o termo a, se aproxima do valor 2.

A

a

2.0 1 aS .(14 oaS 0a6 ° /
a -°

°

1.5 1 aj

1.0 1

0.5 1

\/

—1 1 2 3 4 5 6 7
Figura 8.4: Grafico da sequéncia definida recursivamente: a; = /2

e an = /2/an_1

276



Outra sequéncia que pode ser definida recursivamente é a sequén-
cia de Fibonacci, definida pelas regras recursivas:

f1 =1 f) =1 e = fn+fho
Claramente, os primeiros termos dessa sequéncia sao:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584, .. .)

A sequéncia anterior foi descrita primeiramente pelo matematico
italiano Fibonacci (1175-1250), como solucéo ao seguinte problema
sobre o crescimento de uma populacgédo de coelhos:

“Um homem tem um casal de coelhos. Desejamos saber
quantos casais de coelhos podem ser gerados deste par,
se a cada més um casal fértil gera um novo casal e cada
casal novo se torna fértil quando completa dois meses de
vida.”

A sequéncia de Fibonacci (f,) descreve o nimero de casais de coe-
lhos apds n meses se eles se multiplicarem como descrito.
Por ultimo considere a sequéncia (s ) especificada recursivamente

como

1
s1:1esn:sn_1+2n—_1.

Os primeiros termos dessa sequéncia sao:
s1 =1 sy =1+12=3), s3=1+124+1/a=7/4

O termo geral terd entdo a forma:

112

sn=14+12+14+... 4101 = 1% =

2(1—=1/2n).
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50
40
30

10 .
°
e o © 3>
' T T T —>

2 4 6 8 10

Figura 8.5: Grdfico da sequéncia de Fibonacci

Note que o termo geral da sequéncia anterior, s;,,, ¢ a soma dos n
primeiros termos da sequéncia 1/2"~'. Uma sequéncia dessa forma é
dita série.

Exercicios

Ex. 8.1 — Faca os graficos das seguintes sequéncias:

a) ap=nn

b) a“:1+1\/ﬁ

c) an:?l—?

d) anzser\l/(r—?)

H an=7+g+ - +1
g an=gr+3+ -+
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h) A sequéncia definida recursivamente por a; = v2 e a, =

V2an 1
i) A sequéncia definida recursivamente por: a, =n“-1 e a; =

1

j) A sequéncia definida recursivamente por: a
1

_ 1 n
n — ]+an71 e(l] w4

Ex. 8.2 — Faca os grdficos das seguintes sequéncias utilizando-se
do fato que elas provém de restricoes de funcoes reais:

a) ap,=n’
b) an=(n+2)°

c) a“:\/r1—+2

d) an=Isen(x)+1/+2
e) an:H—ﬁ

D an = 2

g an =0

8.1.1 Sequéncias Crescentes e Decrescentes

De modo analogo as funcdes reais, as sequéncias podem ser classi-
ficadas em relacdo ao seu crescimento e/ou decrescimento, ou seja,
o estudo do (de)crescimento dos termos da sequéncia em relacdo a
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sua posicdo na sequéncia. Assim, dada uma sequéncia (a,,) dizemos
que:

= (a,) é crescente se, para todo n, m € IN* com n < m, resulta

an < am.

= (an) € nao-decrescente para todo n,m € IN* com n < m,
resulta a, < an.

= (an) € decrescente para todo n,m € IN* com n < m, resulta

an > am.

= (an) é nado-crescente para todo n,m € IN* com n < m, re-
sulta a,, > an.

Em qualquer um dos casos acima, dizemos que a funcdo é mono-
ton. Em particular, quando a fungéo é crescente ou decrescente,
dizemos que é estritamente mondtona.

As defini¢Oes anteriores sao as andlogas diretas das definicoes re-
ais. No caso de sequéncia elas admitem as seguintes simplificacoes
uteis:

Definicao 8.4

= (an) € crescente se, para todo n € IN* temos que an < an 1.

= (an) € nao-decrescente se para todo n € IN* temos que

n < Qpy-

1 E também usual na literatura o termo monoténica.
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= (an) € decrescente se para todo n € IN* temos que a, >

An+1 )

= (an) é ndo-crescente se para todo n € IN* temos que a,, >

anii.

Exercicio Resolvido 8.5 A sequéncia (a,) =

] ¢é decrescente

pois para todo n € IN* temos que
1 1

n n+1

Solucao: Vamos provar que a sequéncia é decrescente resolvendo

a desigualdade na varidvel n que segue:
1 1

n’on+l

Essa desigualdade ¢ equivalente a n+ 1 > n, que é equivalente

a 1 > 0. O conjunto solucdo da ultima desigualdade é IN*, ou seja
para todo n € IN* vale a desigualdade

LI

n n+1

e assim a sequéncia é decrescente. ]

Exercicio Resolvido 8.6 A sequéncia € nao-crescente.

n
n?+1
Solucao: Demonstraremos esse fato resolvendo a desigualdade:

n - n+1
n+17 (m+1)241
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A desigualdade anterior claramente é equivalente a :
Mm+DmM2+1) <n((n+1)72+1)

sndinfintl<nd®+e2m?en
sl<n?+n

Agora claramente se n > 1 entdo n*+n > 1, ou seja, o conjunto
solucdo € os naturais e a sequéncia é decrescente.

(Se o leitor julgar necessario, ele pode provar que n*+n > 1,
para todo n > 1 através de uma inducao sobre n.) O

Exercicio Resolvido 8.7 A sequéncia (1 + T]—I)n € crescente.

Solucao: Vamos demonstrar que essa sequéncia € estritamente cres-
cente, mostrando que o quociente de dois termos consecutivos é
maior que 1. Dividindo dois termos consecutivos da sequéncia te-

CONN GG
(R (e

mos:
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n—1

Para mostrar que (1 - 1+ — | é maior que 1, vamos
n n

usar a seguinte desigualdade: (14 x)™ > 14 nx para todo x (vide
exercicio [8.6]). Usando essa estimativa temos que:

T\ n—1
1—— >1— .
(1) =

E assim por [8.1] temos

-I n
(1 +E) I\
P = () ()= 0
(155)
n—1
1
L - 1 v A
+n3
> 1
Logo a sequéncia é crescente. ]

8.1.2 Sequéncias Limitadas

Para algumas sequéncias o conjunto imagem Im(a,,) C R é um con-
junto limitado superiormente ou inferiormente, classificaremos as
sequéncias em relacdo as propriedades de limitacdo da sua imagem
como:
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Definicdo 8.8

= Uma sequéncia (a) € dita limitada superiormente se o
conjunto {an : n € IN*} for limitado superiormente como
subconjunto dos numeros reais, i.e, se existir M tal que an <
M para todo n € IN*.

= Uma sequéncia (a,,) é dita limitada inferiormente se o con-
junto {a, : n € IN*} for limitado inferiormente como subcon-
junto dos numeros reais, i.e, se existir M tal que a,, > M
para todo n € IN*.

= Uma sequéncia (ay) € dita limitada se o conjunto {a,, : n €
IN*} for limitado superiormente e inferiormente. Ou de modo
equivalente se existir M tal que |a,| < M para todo n € IN*.

= Uma sequéncia que ndo ¢ limitada é dita ilimitada

Exercicio Resolvido 8.9 A sequéncia (a,) = n+r] ¢ limitada pois

< 2 paratodon € IN*.
n+1

Solucao: Vamos provar que

dade

1
—} < 2 resolvendo essa desigual-
n+1

2

L
n+1| n+1

1
<:>1<2n—|—2<:>—§<n
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O conjunto solugdo da desigualdade anterior é IN*, ou seja, mos-
tramos que para todo n:
1

<2
n+1

e deste modo a sequéncia é limitada. ]

Exemplos 8.10

1. Do mesmo modo que o exemplo anterior pode-se mostrar que
a sequéncia a, = —I1/n? é limitada superiormente pelo 0, e
limitada inferiormente por 1, sendo assim limitada.

2. A sequéncia (b,) = n como veremos abaixo nao € limitada su-
periormente, mas € limitada inferiormente. Uma cota inferior
nesse caso € 0.

Como observamos no exemplo anterior sequéncia a, = n é nao
limitada, ou seja,o conjunto dos numeros naturais nao é limitado
superiormente. Esse fato de extrema importancia é conhecido como
propriedade Arquimediana dos nimeros reais.

Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais
Para todo numero real r existe um numero natural n tal que

n>r.

Demonstracdo: Suponha que exista r tal que para todo n, n <
r. Isto implicaria que os naturais sdo um conjunto limitado e logo

285



teriam um supremo, digamos s. O numero s — 1 sendo menor que
s ndo é cota superior para IN*, ou seja existe um natural ny tal que
ny > s — 1, mas isto implicaria que ng+ 1 > s, o que contradiz o
fato de s ser cota superior para IN*. O

Uma consequéncia desse teorema é que dados x,y > 0 dois nu-
meros reais arbitrarios entdo existe um natural tal que nx > y. Esse
pode ser provado se tomarmos v = y/x no teorema anterior. A im-
portancia geométrica desse fato é que qualquer segmento real de
tamanho y pode ser coberta com um numero finito de segmentos
de tamanho x.

Exercicio Resolvido 8.11 A sequéncia e, = (1+1)" ¢ limitada

superiormente.

Solucao: Primeiro, usando a expansao binomial temos:

T\" B nl nn-1/1 2 nn—1T)n—-2) /1 3
(**a) = ‘+i7i+—ii—‘(a) R (a) *

~ 1gp1ginn=0) ITnm-Nn=2)  1nn-1
2l n-n 3! n-n-n n! n-

— 11+ 0=+ - a-2)+ 1 a-1)@-

e m

Utilizando que 0 < (1 — —) < 1 sempre que m < m, podemos
. . n

majorar a soma anterior, obtendo:

SR R L
n) = 21 3! n!

Agora, como k! > 2k—1 para k > 2, temos:
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T PPN e i (L L
217 3! n! = 24 20l

Finalmente, como a expressdo em parenteses é a soma de progres-
sdo geométrica de termo inicial 1 e razado %, temos que

11 1 1— 5k 1

para todo n e assim:

1+l 2<1+ 1+1+1+ +L <142=3
n) = 2 4 n—1 -

Por outro lado, como essa sequéncia € crescente todos os seus
termos sao maiores que o primeiro termo e; = 2, ou seja :

1\ 2
2<<1+—) <3
n

e logo a sequéncia é limitada. ]
Um modo fécil de mostrar que uma sequéncia é limitada e compara-
la com outra que ja conhecemos. O seguinte teorema nos fornece
um modo de realizar essa comparacao.

Teorema 8.12 Sejam (a,), (bn) duas sequéncias satisfazendo a, <

by para todo n > ny. Entdo:

= Se a sequéncia a, € limitada inferiormente, a sequéncia by
também é limitada inferiormente.
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= se a sequéncia by, é limitada superiormente, a sequéncia a,
também é limitada superiormente.

Exemplos 8.13

= A sequéncia a,, = 1/2n € limitada superiormente pois 1/2" < 1/n
para todo n € IN. Essa sequéncia também ¢ limitada inferior-
mente pois 1/2n > 0 para todon € IN.

= A sequéncia b,, = 1/n! é limitada superiormente pois 1/n! < 1/n
para todon € IN.

= Asequéncia c,, = (—1)"/n3 é uma sequéncia limitada pois —1/n <
(=1)"/n3 < 1/n para todon € IN

Exercicios

Ex. 8.3 — Liste os 6 primeiros termos das sequéncias:

1
-1
a) dn 34+n

b) an= (1"~ 5

c¢) A sequéncia definida recursivamente por: a, = n-a,_j €
ay = 1

d) A sequéncia definida recursivamente por: a,, = n -1 e a; =
1

e) A sequéncia definida recursivamente por: a,, = ﬁ ea) =
1

D an = zsen(“T")
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Ex. 8.4 — Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é
crescente, decrescente ou nenhuma dessas duas. Prove suas afirma-
coes:

a) apyn+7

b) ap=n?+n

) a,=n?—7n

d) a,=n?- 2

|

ﬂ anzp
(="
g an = 3
h) a,=2"
D a _2n—6
" 3n+4
) B Vn
1) =3

k) A sequéncia definida recursivamente por a; = V2 e an =

V Zan,1

Ex. 8.5 — Para cada uma das seguintes sequéncias diga se ela é

limitada superiormente e inferiormente. Prove suas afirmacoes:
a) ap=nf+n
b) ap,=n?—7n
) an=n’—3%

|
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g) ap,=2"
h) n/n!

i) A sequéncia definida recursivamente por a; = V2 e a, =

\/2(1“,].

Ex. 8.6 — Prove que (1+x)™ > 1+ nx para todo x. [Sugestdo: Use
a expansao Binomial]

Ex. 8.7— a) Usando a propriedade arquimediana, prove que
se |[x —y| < TlL para todo n € IN*, entdo x = y.
b) Usando o item anterior prove que se [x —y| < ¢ para todo
e >0, entdo x = y.

Ex. 8.8 — Dados x,y € R com x < y, prove que existe um racional
ptalque x <p <uy.
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8.2 CONVERGENCIA E LIMITE DE SEQUEN
CIAS

8.2.1 Intuicoes sobre Convergéncia

Para algumas sequéncias podemos entender o comportamento de
seus termos para “valores grandes” de n. Por exemplo os termos da
sequéncia a, = T]_‘L para valores grandes de n vao se aproximando
do zero, no sentido que para n cada vez maior, os termos dessa
sequéncia vao se tornando cada vez menores.

O conceito de limite de uma sequéncia é a formalizacdo dessa
ideia intuitiva. Antes de apresentarmos uma definicdo precisa de
limite, vamos entender em que sentido os termos dessa sequéncia
se aproximam do zero para valores suficientemente grandes de n.

Vamos dividir esse problema em duas partes: entender o que sig-
nifica “para valores suficientemente grandes” e o que significa “apro-
ximar”.

Dizemos que uma propriedade/afirmacdo p(n) vale para “valores
suficientemente grandes de n”, se existe N tal que p(n) é valida
para todos n > N. Em outras palavras, se existe N a partir do qual
p(n) é verdadeira. Veja que a afirmacdo ndo necessita ser sempre
verdadeira, mas somente necessita ser verdadeira paran > N.
Exemplos 8.14
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1. 5n— 100 é positivo para valores suficientemente grandes de n.
Se resolvermos a inequacdo 5n — 100 > 0 nos naturais, vere-
mos que ela vale para n > 20.

2. n? é maior que 7n para valores suficientemente grandes de n.

2

Se resolvermos a inequacdo n“ > 7n nos naturais, veremos

que ela vale paran > 7.

3. 1/n é menor que 103 para n suficientemente grande. Se re-
solvermos a inequacdo 1/n < 1073 nos naturais, veremos o
conjunto solucfio serd n > 103.

4. 1/n é menor que 107> para n suficientemente grande. Se re-
solvermos a inequacdo 1/n < 107> nos naturais, veremos o
conjunto solucfio serd n > 10°.

E agora nos dedicaremos a aclarar o significado da sequéncia a,
se aproximar do a.

Dizemos que um ponto y € uma aproximacao de a com erro € se
y satisfaz |y — a| < ¢, ousejasey € (a —¢, a + ¢). De modo andlogo,
dizemos que a sequéncia a,, é uma aproximacao de a com erro ¢
para a para valores maiores que N, se paran > N entdo:

la, —al < e.

Os dois ultimos itens do exemplo anterior mostram que 1/n é uma
aproximacio do zero com erro menor que 1073 se n > 103 e que T/n
¢ uma aproximacio do zero com erro menor que 107> se n. > 10°.
Uma pergunta natural é se existe um ponto N a partir do qual 1/n é
uma aproximacao do zero com erro ¢ arbitrario?
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Comecamos resolvendo a desigualdade |1//n — 0| < e:
1 1 1
——0l<ees=—<een>-—.

n n €

Ou seja, seja N um natural maior que /e, entdo se n > N temos

que |//n — 0| < e. Em outras palavras, a sequéncia !/n € uma apro-

ximacdo do zero com erros arbitrariamente pequenos para valores

suficientemente grandes de n. E € nesse sentido que diremos que 1/n
converge a 0, fato que denotaremos por 1/n — 0.

Definicdo de Limite Dado (a,) : N* — R uma sequéncia,
dizemos que (a,) converge para o numero real L, se se dado
¢ > 0, para valores suficientemente grandes de n tivermos que
lan, — L| < €.

Ou ainda, apenas reescrevendo:

Definicdo 8.15 Defini¢cdo de Limite Dado (a,):IN* — R uma
sequéncia, dizemos que (a,) converge para o numero real L, se
dado ¢ > 0 existe M € IN* tal que se n > M entdo |a, — L| < e.

Se a sequéncia a, convergir a L, denotaremos esse fato por T}E‘I(‘)lo an =
L ou por ap, — L.

Observe que a definicdo de convergéncia de uma sequéncia nédo
exige que a sequéncia se torne igual ao seu limite, apenas que con-
forme os valores do dominio se tornem suficientemente grandes a
sequéncia se aproxime do limite.
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Essa definicdo pode ser entendida
intuitivamente através de uma analo-
gia com um desafio: a primeira parte
do desafio, é escolher a dificuldade,
ou seja, um erro ¢, a segunda é mos-
trar que se pode superar esse desafio
exibindo um ponto N a partir do qual

la, —al < e.

O limite de sequéncia existir, nessa
analogia, é equivalente a que nao im-
porta quao dificil seja o desafio (ou
seja, ndo importa quao pequeno seja
¢), o desafio pode ser vencido (ou seja,
existirda um ponto N a partir do qual
la, —al < ¢€).

Graficamente o fato do limite existir,

significa que para valores suficientemente grandes (maiores que N),
a sequéncia estara dentro da faixa horizontal dada por (a —¢, a+¢).
Se diminuirmos o erro para ¢’ entdo existirda um novo ponto N/,
(talvez maior que N) a a partir do qual a sequéncia estara dentro da

4

a+te

\ N\ P

\ L Ny o g
a—¢

a+te¢

b
-

a—e

faixa horizontal dada por (a —¢’, a +¢’).
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A sequéncia +1

De modo a ilustrar os conceitos
apresentados faremos uma andlise

1.0 ++++ detalhada da sequéncia 7.

.........o-oooo
0.8 { o

/S 0 E facil de mostrar, usando as téc-
0.6 {

04 ]’ n+1 nicas da secdo anterior que essa

02 sequéncia é crescente, limitada supe-

riormente por 1 e inferiormente por
, , 0. Ao lado apresentamos o grafico

T T LI I IIIII - T

105 06 07 0% 09 10 11 degga sequéncia. Veja que conforme

2 4 6 8 10121416 18 20 22

: n
T cresce o quociente | parece se

aproximar de 1 e assim o grafico ao lado nos sugere que essa sequén-
cia converge a 1.

Vamos comecar mostrando que existe um

ponto a partir do qual essa sequéncia é uma n "/(n+1)
aproximacdo do 1 com erro menor que 10", 10 0,90909090
Para esse fim, vamos resolver a desigualdade: 100 0,99009901

0 e - 1000 0,99900100
"——n+1’<10 S <10 en>9 10000 0,99990001
100000 0, 99999900

Assim se n > 9, temos que:
n _
1———| <107
n+1
De modo inteiramente andlogo se n > 999 entédo

’1—L'<1o3
n+1
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e de modo geral, se n > 10 — 1 entfio

‘1 - L’ <107k

n+1

A linha de argumento que acabamos de apresentar sugere que
essa sequéncia converge a zero. Para demonstrar a validade desse
fato precisamos provar que existe um ponto N tal que se n > N
entao }1 — n%q} < ¢. Com o intuito de obter N, resolvemos a desi-

gualdade:

n 1 1
l————|<ee—<ecen>-——1
n+1 n I3

Desta forma se escolhermos N como um inteiro maior que % —1
teremos que para n > N

’1——'<£
n+1

E assim temos que essa sequéncia converge e que seu limite é 1.

limL:1 n

— =1
n—oon + 1 n+1

Aproximacéao de 1/7
Um exemplo interessante do uso de limites é a representacdo dos
numeros reais. Nesse exemplo ilustraremos o aproximac¢do do nu-
mero 1/7, para tanto definimos a sequéncia b, que é a truncamento
da representacdo decimal de 1/7 com n casas depois da virgula.
Assim calculando os digitos de 1/7 ~ 0,142857142857142 através
do algoritmo de divisdo, temos que by = 0,1 b, = 0,14 b3 =
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0,142 by =0,1428 b5 =0,14285 bg=0,142857 b; =0,1428571
0,14285714. Observe que nenhum termo da sequéncia by, é igual
a 1/7. Porém a diferenca entre a fracdo é o n-ésimo termo dessa
sequéncia vai se tornando cada vez menor, conforme o numero de
digitos cresce.

Vamos estimar o erro que cometemos ao aproximar a fracdo 1/7
pelo truncamento com n casas decimais, by,. A diferenca entre am-
bos é um nuiimero cujas n primeiras casas depois da virgula sdo todas
zero. e assim € um ntimero menor que 10~ (Por que?).

Assim se queremos fazer o erro menor que ¢ basta fazer acharmos
N tal que paran > N

107" < e e —n <logy(e) & n > —log,(e).

Pela propriedade Arquimediana existe um numero real N tal que
N > —log;,(¢) e se n > N entéo

n >N > —log;,(¢)

e o erro entre b, e 1/7

E assim os truncamentos b,, convergem a série 1/7. E temos:
n—oo

Voltaremos a discutir a representacdo dos numeros reais atraveés
de sequéncias (e séries) na secdo 8.6l

Exercicios
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Ex. 8.9 — Sejam dadas as sequéncias

(="
-
Em cada caso abaixo, determine para quais valores de n vale

a) an € (35 15)

Cn = (_])n, dn =

b) by € (0.999,1.111)
¢ cn€(33)
d) dn € (— 1555 To05)

Ex. 8.10 — Considerando as mesmas sequéncias do exercicio ante-
rior, diga se sdo verdadeiras ou falsas as afirmacgdes:

a) Existe m € IN* tal que a,, € (—%, %) para todon > m.
0.999,1.111) para todo n >

1

2/

%) para todon > m.

b) Existe m € IN* tal que by, € (
c¢) Existe m € IN* tal que ¢, € (
(—

d) Existe m € IN* tal que d,, € OL 0—) para todon > m.

Ex. 8.11 — Em cada caso abaixo, determine m € IN* de modo que

1 1
a) o7 <> paratodon >m.
b) & <1072, paratodon > m.
n+2
) 1_W<n2<1+]O4,paratodon>m.

d) _]010 <e "< W’ para tOdOTL}m,
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1 senn 1
e) —15 < n < 79> para todon > m.

Ex. 8.12 — Dado € > 0 arbitrario, determine, em cada caso, m €
IN* tal que a, € (L—¢€,L+ €) para todo n > m, onde:

a) an:TlleL:O

b) an= tyel=1

c) an:\/ﬁel_zo

d) an = - 1%&:1/3
e) an:z+ 1%]eL:1
D an=gyel=—1

Ex. 8.13 — Sejam dadas as sequéncias
an=n% bp=-n3 ch=1vn

dpo=(—-1)"™n, ep =n+(—1)"n.
Em cada caso abaixo, determine para quais valores de n vale
a) an > 10
b) bn < —10°
c) cn > 2000
d) d, < —-10%
e) e, > 10
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Ex. 8.14 — Considerando as mesmas sequéncias do exercicio ante-
rior, diga se sdo verdadeiras ou falsas as afirmacgodes:

a) Existe m € IN* tal que a,, > 10% para todo n > m.

b) Existe m € IN* tal que b, < —10° para todo n > m.

c¢) Existe m € IN* tal que ¢, > 2000 para todon > m

d) Existe m € IN* tal que d,, < —10%° para todo n > m.
>

e) Existe m € IN* tal que e, > 10 para todo n > m.

Ex. 8.15 — Em cada caso abaixo, determine m € IN* de modo que
a) % > 100, para todo n > m.
b) e™ > 10% paratodon > m.
¢) —n3 < —10°, paratodon > m.
d) /n >4.10'°, para todon > m.

e) 1—n?< —10" paratodon > m.

Ex. 8.16 — Dado M > 0 arbitrario, determine, em cada caso, m €
IN* tal que a, > M para todo n > m, onde:

a) ap=n!

b) an=+vn

Ex. 8.17 — Dado M > 0 arbitrario, determine, em cada caso, m €
IN* tal que a, < —M para todo n > m, onde:

300



b) anzlnT]—1

Ex. 8.18 — Mostre que a sequéncia (0.9,0.99,0.999,0.9999,...) con-
verge a 1.

Ex. 8.19 — Mostre que a sequéncia (0.3,0.33,0.333,0.3333,...) con-
verge a 1/3.

8.2.2 Definicdo Precisa de Limite de uma sequéncia

O conceito formal de limite, cuja introducdo na matematica se atri-
bui ao matematico francés Cauchy, é um dos conceitos centrais da
matemdtica moderna. Pode-se dizer, sem exageros que esse conceito
e seus desenvolvimentos, mudaram de forma profunda o conheci-
mento e a natureza da matematica.

Originalmente, esse conceito foi introduzido para formalizar o
conceito de derivada, porém se percebeu que sua importancia e apli-
cacdo é muito mais ampla e diversa que “apenas” o desenvolvimento
16gico do cdlculo diferencial e integral.

A ideia intuitiva do limite, porém precede os trabalhos de Cauchy
e pode ser remontada aos gregos e, em especial, aparece subenten-
dida em alguns trabalhos de Arquimedes. Esse conceito transparece
ainda esporadicamente em diversos trabalhos de matematicos an-
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teriores a Cauchy, como Newton e Euler. O passo de transformar
uma visdo intuitiva em uma definicio matematica do conceito foi
longo e tortuoso e a definicdo que apresentamos € fruto desse longo
desenvolvimento histdrico.

Essa definicdo tem um gosto distinto da matemadtica a que vocé
deve estar acostumado. Ela é sutil, elegante e abstrata, logo, nao
espere compreende-la de uma s6 vez. Por ser sutil, um erro comum
é simplifica-14. Nao cometa esse erro, a definicdo que apresentamos
¢ a mais simples e clara disponivel.

Feito essa apologia e esse alerta, retomaremos a definicdo que ja
apresentamos anteriormente:

Definicdo 8.16 Definicdo de Limite Dado (a,) : N* — R
uma sequéncia, dizemos que (a,) converge para o ntimero real L,
denotado por T}gl(}o an = L, se dado ¢ > 0, 3M € IN* tal que se
n > M entdo |a, — L| < e.

Uma sequéncia que converge para algum valor é dita conver-
gente , e caso contrario dizemos que a sequéncia € divergente .
Dado a € R e um numero real ¢ > 0, o conjunto aberto:

Ve(a) =(a—¢,a+¢)

é dito e-vizinhanca de a.
Dizemos que um ponto y € uma aproximacio de a com erro ¢ se
y estd na e-vizinhanca de a, ou seja se [x — a| < e.
Ve(a)

a-¢ a ate
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Com essa terminologia podemos reescrever a definicdo de limite
como:

Definicdo 8.17 Definicdo de Limite, Versdo topoldgica

Dado (ay) : N* — R uma sequéncia, dizemos que (a,) con-
verge para o numero real L se para toda e-vizinhan¢a V¢ (a), existe
um ponto M a partir do qual todos os termos da sequéncia estdo
em V¢(a)

Ou seja, para toda e-vizinhan¢a do ponto L exceto um numero
finito de elementos da sequéncia todos os outros estao nessa Vvizi-
nhanca.

Vamos provar alguns limites elementares utilizando a definicao

Exercicio Resolvido 8.18 Ilim — =0.
n—oo N

Demonstracao: Neste caso, devemos mostrar que dado ¢ > 0 existe
um ponto M a partir do qual
1
’— — 0’ <e
n
(Onde a “partir do qual”, deve se entender para todo n > M).
Vamos provar que existe esse ponto usando a propriedade Arqui-

mediana dos reais. A propriedade Arquimediana nos diz que existe
um numero natural M tal que

M > —
€

303



ou seja, tal que
1
M€

1 1 N .
Agora se n > M temos que - < y5r < €. O que implica que:

=5

1 < L <
— < —<e
n M

E assim provamos que lim 1/n = 0.

n—oo

Observe que demonstramos que para todo n > M (onde esse
M nos foi dado indiretamente pela propriedade Arquimediana dos
1

reais) temos que a sequéncia (a,) = 5 estd toda contida na e-

vizinhanca de 0, pois |1 —0| < e. O

Exercicio Resolvido 8.19 Seja b, a sequéncia constante igual a b,

i.e, by = b, entdo nlggo b, =b.

Demonstracdo: Queremos mostrar que dado ¢ > 0 existe um M tal
que se n > M entdo

Mas veja que para M = 0, j& é valida a desigualdade, pois |b,, — b| =
[b—bl=0<c¢.

A demonstracdo acima é (tdo) trivial porque a sequéncia cons-
tante igual a b sempre estd na e-vizinhanca de b, para todo ¢ >
0. O

;. . n ~ .
Exercicio Resolvido 8.20 Sec,, = entdo lim ¢, = 1.
n-+1 n—oo
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Demonstracdo: Queremos mostrar que dado ¢ > 0 existe um M tal
que se n > M entéo

Vamos comecar simplificando a ultima desigualdade:
NN
o n+1

n n n+1
1l = _
n+1 n+1 n+1

~X

n

Veja que reduzimos o problema a encontrar um ponto M a partir
do qual % < &. Mas isso, como ja sabemos, pode ser feito através da

propriedade Arquimediana.
Pela propriedade Arquimediana existe M tal que

M1
€
ou seja, tal que
1
M <E€

Agora se n > M temos que % < ]M < ¢. O que implica que:

=< =< E.
n M

O

Intuitivamente, a sequéncia i, = (—1)™ ndo converge pois fica
oscilando entre os valores 1 e —1 e desta forma ndo se aproxima
de nenhum valor conforme n cresce. Abaixo apresentamos a prova
desse fato.

Exercicio Resolvido 8.21 A sequéncia i, = (—1)™ ndo converge.
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Solucao:
Suponha que a sequéncia convergisse, digamos a i. Entao deveria
existir um ponto M tal que se n > M entédo

i, —1il <

N =

Mas, para n maior que M e par isso implicaria que

1

1
|1—i|<—<:>—1/Z<1—i<1/2:>i>§.

2

E para n maior que M e impar isso implicaria que

1 1
-1 —1i| < §©—1/2<—1—i< 1/2=1i< 7
O que ¢ absurdo. Logo a sequéncia ndo converge O

Proposicao 8.22 O limite de uma sequéncia se existir é unico.
Demonstracdo: Suponha a; e a; tais que

lim a, =a; e lim a, = ay.
n—oo n—oo

A definicdo de a,, — a; nos diz que dado ¢ > 0 existe um ponto
N;, tal que n > N; entdo:

lan —ar] < % (8.2)

Por outro lado como a,, — a, temos que dado ¢ > 0 existe um
ponto Ny, tal que n > N, entao:
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lan — aj <§ (8.3)

Agora se escolhemos N = max{Nj, N;}, temos que ambas as desi-
gualdades[8.2]e[8.3]sdo validas paran > N e assim podemos estimar

la; —ayl:

lai—al=laj—an+an—a <lag—an|+lay—anl <e¢

para todo ¢ > 0 e assim pelo exercicio[8.7] a; = a,.
m]

Proposicao 8.23 Se a sequéncia (an) converge entdo (a,) é limitada.

Demonstracao: Como a, converge, digamos ao ponto a, existe M
tal que se n > M entéo:

lap, —al <1,

(veja que na definicdo de limite escolhemos ¢ = 1) o que implica
que
lan| < lal+1
Veja que mostramos que a partir do ponto M a sequéncia é limi-
tada por |a|+ 1. Sobrou apenas um numero finito de termos {ay, ... am}

que nao sdo necessariamente limitados por |a| + 1. Mas como esse
conjunto € finito ele é limitado por C = max{|a;|,...,|am}
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Agora se tomarmos D = max{|a| + 1, C} teremos que todos os
termos da sequéncia satisfazem |a,| < D. Vejamos porque:
Se n < M entdo

lan| < max{la;l,..., laml} <D

Se n > M entao
lan| < lal+1 < D.

O

Como consequéncia da proposicao anterior temos que as seguin-
tes sequéncias nao convergem, pois nao sdo limitadas.
Exemplos 8.24

1. Asequéncia (n!);”; diverge. Ela néo é limitada superiormente
pois paratodon, n! >n.

2. A sequéncia (2");7 ; diverge Essa sequéncia n&o é limitada su-
periormente pois para todo n, 2™ > n.

n?

o0
n+l )n:1 diverge. Essa sequéncia ndo é limitada

3. A sequéncia <
pois

S
7

Teorema 8.25 Toda sequéncia mondtona e limitada converge.
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Demonstracdo: Vamos primeiro provar o resultado supondo (a;)
crescente e limitada. Como o conjunto A = {a, : n € IN*} é limi-
tado, pela propriedade de completude dos reais, esse conjunto pos-
sui supremo, que denotaremos por L. Provaremos que L é o limite
da sequéncia (a,,). Como L é supremo, claramente a,, < L para todo
n.

Agora seja ¢ > 0, entdo L — € ndo pode ser cota superior de A,
pois isso implicaria que L ndo é supremo. E assim existe um termo
an tal que any > L —e. Como a sequéncia é crescente isso implica
que para todo n > N

an >L—¢

" " " [l " P PR |
T T T T T L LI S |

aj a as L—e an an L

Figura 8.6: Uma sequéncia mondtona crescente converge para o seu
supremo.

E assim
L—e<a, <L —ce<a,—L<0<e

E logo a sequéncia converge a L.
Se a sequéncia (a,) € decrescente, a demonstragdo é andloga to-
mando L o infimo de A e serd deixada como exercicio

Exercicios
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Ex. 8.20 — Prove que se (a,) é decrescente e limitada entdo a,
converge.

Ex. 8.21 — Prove que as seguintes sequéncias divergem:
a) m— 10000

b) n?-2

c) n!

d) nd

e) (—1)™n

) a;=1a,=nla,_;

g vn (Dica: eleve ao quadrado)
h) sen(n) (Dificil)

D s (Diffcil)

Ex. 8.22 — Dado k € IN*.

a) Seja (an)y’; uma sequéncia real convergente e seja b, =

anix a sequéncia obtida “removendo os k primeiros termos
de a,”. Prove que b,, converge e que

lim a, = lim by,.
n—oo n—oo

b) Prove que se b,, converge entdo a,, converge e que:

lim a, = lim by,.
n—oo n—oo
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Ou seja, a convergéncia da sequéncia independe de um nu-
mero finito de termos iniciais.

O nudmero e

.7 A . n , 7
Como ja mostramos, a sequencia (1 + %) € monotona crescente

e limitada. Logo pelo teorema ela converge. O limite dessa
sequéncia é chamado numero de Euler ou simplesmente “e” e é
denotado por e. Pelas estimativas que obtivemos no exemplo [8.11]
sabemos que esse numero estd entre 2 e 3. Com um pouco mais de
esforco pode-se provar que os primeiros digitos do nimero e sdo
2,71828183, ou seja e =~ 2,71828183), e que e é irracional.

De posse do numero e, conforme descrito na secao pode-
mos definir a funcdo exponencial de base e que neste caso serd de-
nominada apenas por exponencial. .

Como valem as desigualdades 2 < e < 3, temos as seguintes
desigualdades entre funcdes: se x > 0 entdo 2* < e* < 3*esex <0
entdo 3* < e* < 2* e assim podemos representar o grafico da funcéao
exponencial como:
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O logaritmo de base e é denominado func¢éo logaritmo natural
ou simplesmente logaritmo. Como ja apresentado na na se¢io
a funcdo logaritmo é a funcdo In : (0, +00) — R dada pela regra

Inx=y&e¥=x

O gréfico da funcao logaritmo natural estd representado abaixo:

A

3<

2<

1

& .
—5—4—3—2—1]< 1 2 3 4 5 6 7 8

21
—3 |
—4 ]
_5 |
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8.2.3 Propriedades do Limite de Sequéncias

Vamos nessa secao apresentar algumas propriedades dos limites que
serdo muito uteis nos calculos dos mesmos.

Proposicdo 8.26 Propriedades Algébricas do Limite.
Seja ¢ um numero real e (a,) e (bn) duas sequéncias convergentes,
tais que lim a, = A e lim b,, = B. Entdo:

n—oo n—oo
L1. lim (an+bn) =A+B. (Limite da Soma)
n—oo
L2. lim (a, —b,) =A—B. (Limite da Diferenga)
n—oo
L3. lim (a,-by) = AB. (Limite do Produto)
n—oo
L4. lim (can) = cA.
n—oo
) b /. an A .
L5. Se lim b, =B #0entdo lim (| — | = —. (Limite do
n—o0 n—oo \ by B
Quociente)
L6. lim |a,| = |Al (Limite do modulo )
n—oo
L7. Se k é impar, lim ¥a, = VA. (Limite da raiz)
n—oo
L8. Seképarean >0, lim ¥a, = VA. (Limite da raiz)
n—oo

A demonstracdo dessas propriedades serdao apresentadas na pro-
xima secdo, antes disso ilustraremos sua utilizacdo no cdlculo de
alguns limites.
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1
Exercicio Resolvido 8.27 lim n+l =1.
n—oo n

Solucao: Pela propriedade da soma (LI)), se os limites lim 1, lim %
n—oo n—oo

existirem, entao

. n+1 . .
Iim —— = lim 1+ lim —
n—oo MmN n—00 n—oo N
Mas, como ja demonstramos lim 1 = 1, por ser uma sequéncia
n—oo
constante e lim TlL = (0 e assim
n—oo
. o n+1
lim — =1
n—oo n
O
, . . - 1
Exercicio Resolvido 8.28 Para todo k € IN*, lim — = 0.
n—oo N

Solucao: Vamos provar por inducdo. O caso k = 1 j4 foi feito. Assim

vamos supor por hipdtese indutiva que lim ﬁ = 0. Mas usando
n—oo

a[L3]temos que;

) 1 ) 1T .. 1
lim — = lim — - lim —
n—oo 1N n—oo N n—oo N~

=0-0=0

Exercicios

Ex. 8.23 — Prove por inducao que se lim a,, = a entdo
n—oo

lim (an)* = d¥,
n—oo
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para todo k € IN*.

Ex. 8.24 — Usando o exercicio anterior, mostre que dados p, q €

IN*, se lim a,, = a entiao
n—oo
. 2 P
lim (an)d q:
n—oo

=a

Ex. 8.25 — (Dificil) Mostre que dado « € R, se lim a, = a entdo

n—oo

lim (an)% = a*.
n—oo

2n?+1
Exercicio Resolvido 8.29 Ilim nz;
n—oo N< -+ 3

Solucdo: Observe que ndo podemos usar [L5] pois ambas as sequén-

cias do numerador e do denominador sdo divergentes.
Para calcularmos esse limite devemos usar a seguinte estrategia
comecamos dividindo por n? o numerador e o denominador, e logo:
2n?+1 . 2+

im ———— = lim

n—oo N2+ 3 n—oo | 4 3
n

Supondo que os limites no denominador e no numerador existam,
podemos usar[L5] e temos

lim (z + #)

_ m—co

" lim (1 +%)

n—oo n
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Supondo que os limites de cada termo da soma existam, podemos
usar que o limite da soma é a soma dos limites (LI)) e

lim 2+ lim

i
2
_ n—oo n—oo N
3
2

"~ lim 14 lim
n—oo n—oo N

240

=J30=
Veja que no final, chegamos que cada limite de cada termo soma
existia, o que implica que o limite no numerador e denominador
existiam, e assim nossa cadeia de raciocinios estava correta, pois
cada suposicao era correta. m]

4 3
Exercicio Resolvido 8.30 lim w

Solucao: Novamente ndo podemos usar a propriedade pois as
sequéncias no denominador e numerador ndo convergem, pois am-
bas sao ilimitadas. Novamente a estratégia € comecar dividindo o
numerador e o denominador pelo termo do polinémio de maior
grau, neste caso n*. Desta forma temos:

. 4nt42m 43 _ A+E+ S
n—oo  5n*+4+3 n—oo 54 33

44243
— nlgl(}o < <5—T—3S4)
oy

Agora por [L1] temos que:

lim <4+E+i4> =4e lim (5—1—%) =5
n—,oo n n n—oo n
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e por [L5 temos que

lim n = —
n-ro0 (5 3 lim (5 v %) 5
n n—oo
O
Exercicio Resolvido 8.31 lim (1— %)n
n—oo

Solucao:
Vamos calcular esse limite reduzindo seu calculo ao limite conhe-
. . 1\
cido lim (1+=) =e.
n—00 ( n) . : L
Para tanto comecamos com algumas manipulacoes algébricas:

) 1\" ) n—1\"
Iim (1—— = lim ([ —— (8.4)
n—o0 n n—00 n
= lim ] . (8.5)

T ()

= lim —— 8.6

Para calcularmos o limite

-I Tl—]
lim (1 + —)
n—o00 n—1
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A —1
observe que a sequéncia b, = (1+ ﬁ)n

e a sequéncia e, =

(1 + %)n sdo tais que e, = b, e assim pelo exercicio [8.22] elas

possuem o mesmo limite

lim (1 + —) = lim (1 + —)
n—o0 n—1 n—00 n

€ como

1
lim (1 + —) =1
n—oo n—1
Temos que
. 1 -1
T}glgo 1 \n—1! 1N 4
O+ (+a)

—1\"
Exercicio Resolvido 8.32 lim (n_)
n—oo \ N+ 1

Solucao:
h n—1\"
lim (n——1) = lim (5 )n
n—oo \ N+ 1 n—soco (ﬂ_H)
n
_ )"
= lim ( ]11)“
e (143)

=€
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Exercicio Resolvido 8.33 lim n ( 3+ % — \/§)

n—oo

Solucao: Observe inicialmente que ndo podemos usar que o limite

da multiplicacdo é a multiplicacdo dos limite, pois lim n ndo existe
n—0o0

(essa sequéncia ndo € limitada). Para calcular esse limite vamos usar

o artificio de primeiramente multiplicar e dividir pelo conjugado

( 3+%+ \/§)

] n( 3—!—%—\/5)(\/
R e I

( 3+T1—1+\
3413
~ lim n3+ 4 —3)
n—oo
( 3+T‘—1+\/§)
n—oo
( 3+%+\@) 2
O

8.2.4 Teorema do confronto

Um modo extremamente eficaz de calcular limites é o teorema do
confronto, que em termos vagos nos diz que se uma sequéncia esta
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ensanduichada por duas outras que convergem ao mesmo limite,
entdo a sequéncia ensanduichada também converge a esse limite.

Teorema 8.34 (Teorema do confronto ) Dadas (a,), (bn)(cn) sequén
cias reais tais que an, < bn < cn para todo n > ny. Entdo se

lim an = lim ¢, = L, entdo existe lim b, = L.
n—o0 n—o0 n—oo

Exercicio Resolvido 8.35 Se |r] < 1 entdo lim ™ =0
n—oo

Solucdo: Provaremos primeiramente o caso 0 < v < 1, neste caso
1

T4oc

Pelo exercicio [8.35] temos que (14 o)™ > 1 +na e assim

1 1 1

(1+oc)“< 1+noc<noc

comor<1entéo%>1edestaforma}:hﬁ—oﬁ:)r:

O< 1" =

e logo pelo teorema do confronto o limite é zero.

No caso que —1 < r < 0, note que —[r[* < ™ < [|" e agora
como 0 < |[r| < 1, temos que |r|* — 0 e assim novamente usando o
teorema do confronto temos que ™ — 0. O

sen(n)

Exercicio Resolvido 8.36 lim =0

n—oo n
Solucao: Como: —1 < sen(x) < 1, dividindo essa desigualdade por
n temos:

1 sen(n) 1
< <
n n n

Como lim 71_1 = lim —TlL = 0, pelo teorema do confronto
n—oo n—oo

. sen(n)
lim ——=

n—oo n

=0
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Exercicio Resolvido 8.37 lim sen (l) =0

n—oo n

Solucdo: Considere no circulo trigonomé-
trico um angulo x tal que

T |
O<x< =,
2
conforme apresentado na figura ao lado. sen(x) :
Geometricamente, temos que area do trian- 5 = ANC
gulo OBC, que vale sen(x)/2, é menor que /

a drea do setor circular OBC, cujo valor é
x/2. Consequentemente para 0 < x < 7, valem as desigualdades:

0 <sen(x) < x

Tomando x = % (porque podemos?) na desigualdade anterior

temos que :
1 1
0<sen(—) < —,
n.on
e consequentemente pelo teorema do confronto, como lim 0 =

n—oo

nlggo + = 0, temos que
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Figura 8.7: Grafico da sequéncia sen (1/n)

O ultimo exemplo de uso do teorema do confronto que iremos

apresentar é de extrema importancia, e é conhecido como limite

fundamental.

Exercicio Resolvido 8.38 Limite Fundamental lim nsen

1.

Solucao: Comecaremos provando que
para

7T
O<X<§

valem as desigualdades:

sen x 1
0 < cos(x) < < .
X cos(x)
Considere no circulo trigonométrico
um angulo x com

7T
0< < =,
X3
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conforme apresentado na figura ao lado, como os tridngulos AOCB
e ANOAD sao semelhantes, se denotarmos por h o tamanho do seg-
mento AD, por semelhanca de tridAngulos temos que

h  sen(x)

1 cos(x)

e logo Area(AOAD) = sen(x)

— 2cos(x)"
Se denotarmos a drea do setor circular delimitado pelos pontos

0, A, B por Area(OAB), pela figura ao lado ¢é facil ver que valem as
desigualdades para x < 5:

Area(AOBC) < Area(OAB) < Area(AOAD)

= 1sen(x) cos(x) < 1x < sen(x)
2 2 2 cos(x)

Dividindo por 2sen)(x) temos:

X 1
sen(x) < cos(x)

cos(x) <

Finalmente, Comparando os inversos dos trés termos, obtemos:

senx 1

= cos(x) < )
X cos(x)

Tomando x = 1/n na desigualdade anterior, temos:
sen (1/n) 1

1/n cos (1/n)’

Como nlgI;o cos(1/n) = 1 (veja exercicio [8.26)), e como pela propri-
edade [L5:

0 < cos(I/n) <

1 1
l'm e = — = 1,
A% COS (1/n) lgn cos(I/n) 1
n—oo
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pelo teorema do confronto temos que:

. 1
lim nsen (—) =1.
n—oo n

nsen l — 1
05 n

\]

Figura 8.8: Grafico da Sequéncia nsen (1/n)

Exercicio Resolvido 8.39 Seja a, uma sequéncia limitada e by

uma sequéncia que converge a 0 entao:

anby — 0

Solucdo:
Como a, € limitada, existe C tal que

—C<an<C.

Multiplicando a desigualdade anterior por |b;,| temos:
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Agora como b;,, — 0 entéo |b,,| - O e assim C|bn| — 0e —C|bn| —
0, logo pelo teorema do confronto a,b,, — 0.

Exercicios

1

Ex. 8.26 — Mostre que lim cos(-;) = 1 (Dica: observe que cos(x) =
n—oo

1 —sen(x)? e use as propriedades do limite).
Ex. 8.27 — Calcule lim tan(%)
n—oo

Ex. 8.28 — Calcule os seguintes limites:

a) lim 4sen (L) +2cos (1)

n—,oo
3+2sen (L
im —(?>
n—o0 7 + 2 ¢cos (;7)
n+1
im
n—oo N+ 1

. 2n?
d) T}glgo 3n? +1

e lim — 1

nglgo8n2+n+3
2

f) lim +/5+—
n

n—oo

b)

c)
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on3

8 a4 33
h) lim m’ +3n—2

n—oo 4n? +4nsd

: : on?+3n—2
D nlglolo V 4n%+4nd

~ .. sen(1/en)
) nh—I};o sen(1/4n)
tan(1/7n)

k
) )

im

n—oo tan(1/3n)

) lim ntan(%)
n—oo

m) limn— vn2+42

n—oo

1V2_ 22
D lim Ot =3
n—oo

o) lim ( 4—|—%—\/4_1>n

n—oo

p) lim ( 4—%—\/4_1>n

n—oo

Ex. 8.29 — Mostre usando o teorema do confronto que se ap, — 0
entéo:

lim sen(a,) =0
n—oo

Conclua entao que se a, — 0 entdo lim cos(a,) =1.
n—oo
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cos (%) o

Ex. 8.30 — Mostre que lim
n—oo

no
ycos(n?+2")
Ex. 8.31 — Mostre que lim ————— =0
n—00 \/T_l

Ex. 8.32 — Usando as formulas para cos(a + b) e sen(a+b) e o
exercicio mostre que se a, — 0 entdo:

a) lim sen(x+ a,) = sen(x)
n—oo
b) lim cos(x+ an) = cos(x).
n—oo
Uma funcdo que satisfaz f(x + an) — f(x) para toda sequén-
cia a tal que a,, — 0 é dita continua.

Ex. 8.33 — Seja h € R # 0. Usando identidades trigonométricas
mostre que:

a) sen(x—i—h})t—sen(x) p- SGIL(/hZ/Z) cos ( %)
b) cos(x—b—h})l—cos(x) \ _SeIL(Z/Z) sen ( + %)

Ex. 8.34 — Use a identidade do exercicio anterior para mostrar
que:
sen(x + %) —sen(x)

a) lim
n—oo

; = cos(x)
n
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cos(x + %) — cos(x)

b) lim

n—oo

: = —sen(x)
n

Ex. 8.35 — Prove a desigualdade binomial: (1 +x)™ > 1T+ nx para
todo x. [Sugestdo: Use a expansado Binomial]

Ex. 8.36 — Sejam a, e b,, duas sequéncias divergentes entdo a,, +
b, necessariamente diverge?

8.2.5 *= Demonstracao das Propriedades do Limite

Nesta secao apresentaremos as demonstracoes de algumas das pro-
priedades do limite e a demonstracédo do teorema do confronto.

Teorema 8.40 Seja ¢ um ntimero real e (a,) e (by) duas sequén-
cias convergentes, tais que lim a, = A e lim b,, = B. Entdo:
n—oo n—oo
(1) lim (can) = cA.
n—oo

(i) lim (an +bn) =A+B.
n—oo

(m) lim (an -bn) = AB.
n—oo
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A
(1v) Se lim a, = A # 0 entdo lim (&) =
n—o0 n—oo by B

Demonstracao: 1 Comecaremos considerando o caso ¢ # 0. Nosso
objetivo é mostrar que a sequéncia (ca,) converge a ca, ou
seja nos queremos achar um ponto (M) a partir do qual

lcan —cal < e.
Observamos inicialmente que vale a igualdade:
lcan —cal = |c||an — al (8.11)

Como por hipdtese sabemos que a, — a, isto implica que
existe um ponto M, a partir do qual a diferenca entre a sequén-
cia a, e a é tdo pequena quanto queiramos, ou seja: se n > M;
entao temos que

an—al < — (8.12)
lc|
(veja que o numero real escolhido nesse caso foi ﬁ, falare-
mos mais sobre o porque dessa escolha depois, por enquanto
apenas note que podemos escolher esse numero, e que pela
definicdo de limite vai existir um ponto M; a partir do qual a
desigualdade é valida.)

Agora basta combinarmos as equacoes e para termi-
narmos a demonstrac¢do. Vejamos como:
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Seja M = M;, como definimos acima, entdo para n > M,
temos que:
€

lcan —cal = |c|lan — a] < |c] el <e (8.13)

E assim provamos que (ca,) — ca.

Antes de fazermos a demonstracdo dos outros itens. Vamos
observar alguns pontos importantes. Primeiro porque escolher
é? A resposta é simples: para que a demonstragdo funcione,
nem mais nem menos. Com essa escolha foi facil provar |a, — a| <
e. Ou seja, “para aonde eu devo ir, depende de onde quero che-
gar”. E possivel de antemo saber que escolha deve ser feita?
Na verdade, nao é necessdrio saber de antemao, vejamos como
refazendo a demonstracéo:

Segunda demonstracdo Reobservamos que vale a igualdade:

lcan —cal = |c|lan — al (8.14)

Como por hipétese sabemos que a, — a, isto implica que
existe um ponto M; a partir do qual a diferenca é tdo pequena
quanto queiramos, ou seja: se n > M; entdo temos que

lan —al < & (8.15)

Agora basta combinarmos as equacoes e temos que

Seja M = M;, como definimos acima, entdo para n > M;
temos que:

lcan —cal = |c||lan — a] < c| & (8.16)
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Agora como podemos escolher &7 tio pequeno quanto queira-
mos, escolhemos &1 = 15 e assim[8.16 fica:

£
lcan —cal =|cllan —al <|cle; =lc| = =¢

c]
(8.17)

O que prova que (ca,) — ca.

Vale observar também mais alguns fatos: foi fundamental a li-
berdade de podermos escolher o primeiro ¢ tdo pequeno quanto
queiramos. E fundamental, em demonstracdes de limites en-
tender quando e como escolher essas grandezas.

(1) Para provarmos que (an + by) — (a+ b), precisamos estimar
[(@n 4+ bn) — (a+b)|

para valores grandes de n, e para esses valores obter que o
moédulo anterior é menor que .

Comecamos reordenado o médulo anterior, e assim:
l(an+bn) — (a+b)[=|(an—a) + (bn — )|

Agora usaremos a desigualdade triangular para obtermos:

[(an +bn) = (a+b)l = |(an — a) + (bn = b)| < [(an — a)|+|
(8.18)

Veja que reduzimos o problema de estimarmos |(a,, + bn,) — (a + b)|
ao problema de estimarmos |(a,, — a)| e |(by, —b)|. Mas essas

331



estimativas nos sdo dadas pela definicdo que as sequéncia a,
e b,, convergem respectivamente a a e b.

Como a,, — a, por definicdo de convergéncia, temos que existe
um ponto M; a partir do qual |a, — a| < 3, i.e,

lan —al < % sempre que n > M,
(8.19)

Por outro lado como por hipétese b, — b, por definicdo de
convergéncia, temos que existe um ponto M, a partir do qual
|bn _b| < %, i.e,

€

sempre que n>M;
(8.20)

Aqui é importante observar que a convergéncia de (a,) e (by)
implica que para cada uma dessas sequéncia temos um ponto
para o qual cada uma delas é menor que ¢, respectivamente
M e M,. A priori, esses pontos nao sao iguais e portanto € ne-
cessdrio distingui-los. Intuitivamente eles sdo distintos pois as
séries podem convergir com velocidades diferentes. Veja que
a definicdo de convergéncia de cada série diz que para essa
série existe um ponto (que depende da série, e do épsilon) a
partir do qual os termos série estdo a distancia menor que ¢
do limite.

Feita essa observacao, veja que existe um ponto a partir do
qual ambas as sequéncias estdo simultaneamente na e-vizinhancga
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de seus limites, esse ponto € M = max{M;, M,} pois se n > M
entao valem:

an—al < % sempre que n>M
(8.21)

b, —b| < % sempre que n>M
(8.22)

pois se n > M entdon > M; e n > M,;. Ou seja a partir do
ponto M os termos de ambas as séries vao estar a distancia
menor que ¢ do seus limites, como dito anteriormente.

Agora, temos todos os ingredientes da nossa demonstracao.
Dado ¢ > 0 seja M = max{M;, M} entéo por [8.18

[(@n+bn) = (a+b)l =l(an —a) + (bn —b)| < |(an — a)[+[(bn — b)|

e substituindo [8.27] e [8.22] na equacfo anterior temos:

[(@n +bn) — (a+b)| =[(an —a) + (bn = b)| < |(an — a)[+|(bn — b)| <
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(1) Vamos provar que (anbn) — ab. Observamos primeiramente

334

que vale as desigualdades

(8.23)
< lanbn — abn|+ |aby, — ab|

(8.24)
< |bnllan —af +lal[bn — b

(8.25)

No primeiro passo acima adicionamos e subtraimos ab,, o que
nos permitiu usar a desigualdade triangular. Esta é uma téc-
nica inteligente e a usaremos algumas vezes.

Agora vamos proceder como anteriormente fazendo cada pe-
daco da ultima desigualdade menor que 5 e assim fazendo a
soma menor que €.

Vamos agora supor que a # 0 (o caso a = 0 deixamos como
exercicio ao leitor). Como (by) — b, existe M; tal que se n >
M entao

bn—bl < —= (8.26)

Feito isso temos uma estimativa para o segundo termo da equa-
cao Estimar o primeiro termo, i.e, |by||a, — a| existe um
pouco mais de cuidado, pois neste termo estamos multipli-
cando por |b,| que é um termo variavel. Como ja vimos em
existe uma cota C tal que para todo n temos que |b,, <|C e



observamos que esta cota pode ser escolhida diferente de zero.
(Porque?) e assim como a,, — a existe um ponto M, tal que
se n > M, entao:

lan —al < % (8.27)

Agora podemos terminar a demonstragdo, para tanto seja M =
max{M;, M;}, entdo se n > M temos que:

(8.28)
< |anbn - abn| + |abn — ab|

(8.29)
< bnllan —al +lal[by, — D]

(8.30)

< Clan—al+lal|bp—b] (8.31)

<C (%) +al (@) —.

(8.32)

(1v) Como
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pelo item 3 basta provarmos que se b, — b entdo |- — &,
b b

sempre que b # 0. Comecamos observando que:

(8.33)

bn b [blfbn]

Como b,, — b sabemos que a sequéncia existe um ponto M tal
que se n > M; entdo
bl

bn — bl < 5 (8.34)

o que implica que |by| > |b| /2 (porque?). Veja que existe um
outro ponto M; tal que se n > N; entdo

e b/

b, —b| < .
[bn — b >

(8.35)

Finalmente escolhemos M = max{M;, M;,}, para n > M, tere-
mos:

1 1’_|b—bn| elb’ 1 .

| = < —
by b bl [bn| 2 [bllb/2]

(8.36)

O
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Teorema 8.41 (Teorema do Confronto para Sequéncias) Dadas
(an), (bn)(cn) sequéncias reais tais que an, < by, < cn para

todo n > ny. Entdo se lim a, = lim ¢, = L, entdo existe
. n—oo n—oo

lim b, = L

n—oo

Demonstracdo: Como a, é convergente existe um ponto M; tal
que se n > M, entdo:

lap, — LI < ¢ & L-e<apn<L+e (8.37)

Por outro lado como c,, é convergente existe um ponto M; tal que
se n > My, entdo:

lcn—Ll < e & L—e<cn<L+e (8.38)

Agora seja M = max{M, eM,} entdo pela equacao[8.37]L — ¢ <
an e como b, > a, temos que b, > L —¢. Ja pela equacao
bhn<L+4+eecomoc, <bpentdob, < L+e. AssimL—e < by <
L + ¢ para todo n > M e assim temos que b,, converge a L. O

Exercicios

Ex. 8.37 — Mostre que se lim a, = a, entdo lim |ay| = |q]
n—oo n—oo

Ex. 8.38 — Mostre que se a, > 0, entdo lim a, >0
n—oo
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83 LIMITES INFINITOS

8.3.1 Definicao de Limites Infinitos

Algumas sequencias, apesar de ndo convergirem possuem um com-
portamento inteligivel conforme o valor de n cresce: a sequéncia
torna-se maior que qualquer numero real C para valores suficiente-
mente grandes de n. Para essas sequéncias diremos que o limite é
infinito e usaremos a notacao

a, — ocoou lim a, = o0
n—oo

Se uma sequéncia se torna menor que qualquer numero real C,
para valores suficientemente grandes de n, diremos que o limite da
sequéncia é menos infinito e denotaremos tal fato por:

n—oo

AL o
lim an, = o0 y —&-\'—»
n—oo o o e,
*“e ...’o.
o".l. .ﬂ.bn
Arpees” . e
.-'b PO > llm bn — _06“.
.WJ n—oo ..
L
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Limites Infinitos

Dado uma sequéncia (an) : N* — R, dizemos que o limite
da sequéncias (a,) € mais infinito, fato que denotaremos por
lim a, = oo, se para todo C € R, existe M € IN* tal que se
%%;o M entao a,, > C.

Dado uma sequéncia (a,) : N* — R, dizemos que o limite
da sequéncias (a,) € menos infinito, fato que denotaremos por
lim a, = —oo, se para todo C € R, existe M € IN* tal que se

n—oo -
n > M entao a,, < C.

E importante observar que oo é somente uma notacio para o fato
da sequéncia se tornar maior que qualquer numero natural para
termos suficientemente grandes. Dessa forma ndo podemos realizar
operacoes algébricas com o simbolo de infinito. Em outras palavras
as expressoes co — 0o 0U %/c0. Nd0 fazem sentido.

Comecemos mostrando através da defini¢do que a sequéncia a,, =
n possui limite infinito.

Exemplo 8.42 lim n = oo O
n—oo

Solucao: Queremos provar que dado C > 0 existe M tal que se
n > M entio:
n>C

Como a sequéncia n ndo € limitada superiormente, pelo menos um
de seus termos, digamos ap, € maior que C. Agora se n > M entdo
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n > M > C, como queriamos. O

Pode-se mostrar de modo andlogo que lim (—n) = —oo.

Um modo simples de mostrar que o limr{tzoae uma sequéncia é oo
¢ mostrando que a partir de um certo ponto ela é maior que uma
sequéncia cujo limite ja sabemos ser co. De modo andlogo se uma
sequéncia a partir de um certo ponto é menor que uma sequéncia
cujo limite é menos infinito entdo o limite dessa sequéncia é menos
infinito.

Teorema 8.43 (de Comparacado de Sequéncias) Sejam a,, e by,
duas sequéncias reais satisfazendo a,, < by, para todo n.

1. Se lim a,, = oo entdo lim b, = cc.

n—o0 n—o0
2. Se lim b,, = —oco entdo lim a, = —oo.
n—o0 n—oo

Exemplos 8.44 Como coroldrio do teorema anterior, temos os se-

guintes limites, que sdo facilmente obtidos através de comparacao
com uma das sequéncias a, =ne b, = —n.

1. Iim n" =00
n—oo

2. lim n! =00
n—oo

3. lim 2" =0
n—oo

4. Dado k € N* entdo lim n* = co.
n—,oo

5. Dado k € N* impar entdo lim (—n)* = —o0
n—oo
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6. Dado k € N* par entdo lim (—m)* = o
n—oo

7. lim e™ = o
n—oo

Proposicao 8.45 Se a,, é uma sequéncia ndo-decrescente e ndo limi-
tada superiormente, entdo a, — oo.

Demonstracao: Seja C € R, como a, ndo € limitada superiormente
existe ay tal que ay > C. Como a sequéncia a,, € ndo-decrescente,
sen > N entdo a, > ay > C e assim a,, — oo. O

De modo andlogo, pode-se provar que se a, € ndo-crescente e nao
limitada inferiormente entdo seu limite é —oo.

Exemplo 8.46 lim Inn = oo m|
n—oo

Solucao: A sequéncia In(n) é monotona crescente, logo temos duas
possibilidades ou ela é limitada superiormente e nesse caso con-
verge ou ela é ilimitada superiormente e neste caso seu limite é
Q.

Suponha que Inn fosse limitada superiormente. ou seja existe
C € R tal que Inn < C para todo n € IN*. Neste caso teriamos
que n = e™™ < €, e a sequéncia n seria limitada superiormente.
Absurdo. E assim temos que a sequéncia Inn é ilimitada e seu limite
é 0o |

A seguinte proposicado descreve o limite do inverso de uma sequén-
cia nos casos em que o limite da sequéncia inicial é zero ou infinito.
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Intuitivamente, ele nos diz que o inverso de algo muito grande é
muito pequeno, que o inverso de algo pequeno (proximo de zero)e
positivo é muito grande, e que que o inverso de algo pequeno (pro-
ximo de zero) e negativo é muito grande em modulo, mas de sinal

negativo.
A
1/an — OO
%,
(1] ° °
% ° '..
o ) ® e
oo .. o o %°
eI T an — 0

.00'..’00-0’0000-00u..ooo....l

:::::::: an — 0
—e e e
...:....

° oo '

'o... 1/an — — 00

°
[y

Proposicao 8.47

. Y. 1
m Sea, >0e lim a, =0entdo lim — = oo.

n—00 n—oco dn
. I 1
m Sea,<0e lim a, =0entdo lim — = —o0.
n—oo n—oo C[n
1
m Sean, #0 lim a, = oo ou hm a, = —oo entdo lim — =0
=00 n—oo An
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Exemplo 8.48 Se r > 1 entdo lim ™ = co O
n—oo

Solucdo: Se r > 1 entdo 1/r < 1 o que implica que 1Lm (1/:)" = 0.
n—oo
Como (1/r)™ > 0, temos pela proposicio 10.7]que lim ™" = —!

n—so0 ™ =
Q. O

, 1
Exemplo 8.49 nlglgo sen (/n) — 00 m|

Solucao: Como 0 < 1/n < ™2 paratodon € IN* temos que sen (1/n) >

0. Por outro lado 1131 (sen (1/n)) = 0. Desta forma pela proposicdo
n—oo

[10.7] podemos concluir que :

r}g%o sen (1/n) ~

1
Exemplo 8.50 lim

n—o0 cos (1/n) — 1 - .

Solucao: Como cos (1/n)—1 < O paratodon € N*e lgn (cos(I/m)—1) =
n—oo
0, entdo a proposicao [10.7]implica que:

1

A cos O —1
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8.3.2 Propriedades do Limite Infinito

O limite infinito possui as seguintes propriedades algébricas:

Propriedades Aditivas do Limite Infinito
Sejam (an), (bn), (cn) e (dn) sequéncias, tais que:

lim a, = oo, lim by, = o
n—oo n—oo

lim ¢, = —00 lim d, = —©
n—oo n—oo

e seja e, uma sequéncia limitada. Entdo:

n—00 n—o0
2. lim (an, —cn) = o0. 15. lim (cn + dpn) = —o0.
n—oo n—oo
L3. lim (an + en) = oo. £6. lim (¢, —an) = —oo.
n—oo n—oo
Exemplo 8.51 lim (2"+n?) = oo O
n—oo

Solucdo: Como lim 2" = oo, e lim n? = oo, temos por ATl que

n—oo n—oo

lim 2" 4 n? = . O

n—oo

Exemplo 8.52 lim (—n3 + ZCOS(“)> = —00 ]
n—oo
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Solucao: Comegamos observando que como —1 < cos(n) < 1 temos
que 21 < 2905 < 2 e logo a sequéncia 2°°5(™) ¢é limitada. Assim,
como lim —n? = —oco, por[A4ltemos que lim —2" —n? = —co. O
n—oo n—oo

No proximo exemplo para cada numero real r, exibimos sequén-
cias a,, by, tais que Tlh_r>ro1O an, = 00, hm bn = —oo e tais que hm (an +by) =
1. Esse exemplo demonstra a 1mp0551b111dade de encontrarmos uma
lei geral para a soma de duas sequéncias, uma das quais converge

para infinito e a outra que converge a menos infinito.

Exemplo 8.53 Sejam a,, =neb,, = (—m+7) entdo lim (a, +by) =
n—oo

T O

Solucao: Como ja demonstramos no exercicio lim a, = oo.
n—oo

A sequéncia b, = (—n + r) converge a menos infinito pois é soma
de uma sequéncia que converge a menos infinito com uma que con-
verge a r (propriedade [A4).

E por ultimo, claramente temos que lim (a, +by) = lim (n—n+71) =
n—oo n—oo

Propriedades Multiplicativas do Limite Infinito
Seja ¢ um numero real e (a,), (bn), cn € d,, Sequéncias , tais que

lim a,, = oo, lim by, = o
n—oo n—oo

lim ¢y = —00 lim d,, = —
n—oo n—oo
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lim e, =17 >0 Iim f, =1, <0

n—oo n—oo
Entao:
E1. lim e a, = 5. Iim a, by, =
n—oo n—oo

n—reo 16. lim a, -cnh = —00
n—oo
n—oo n—oo

Observacoes 8.54

m Uma consequéncia muito util da propriedade [M5| (veja exercicio
é que dado k > 0, se lim a,, = oo entdo lim (a,)®
n—oo

n—oo

= OQ.

m Uma consequéncia de M1l é que dado c > 0 e a,, uma sequéncia

real tal que lim a, = oo, entdo lim ca, = co.
n—oo n—oo

m De modo andlogo, por [M2] se ¢ < 0 e an € uma sequéncia real

tal que lim a, = oo, entdo lim cay, = —o0.
n—oo n—oo

Apresentaremos no que se segue uma série de exemplos que ilus-
tram a utilizacao dessas propriedades no célculo de limites.

Exemplo 8.55 lim (4n®?—7n+1) = oo O

n—oo

Solucio: Comecamos colocando em evidéncia o termo n?:
7 1
lim <4T12—7T1+ 1) = lim n? (4— —+ —2)
n—oo n—oo n n
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Agora, como lim

(- )

=4 e como lim n? = co por M5

n—oo n—oo
temos que:
lim <4n2—7n—|— 1) =
n—oo
i
Exemplo 8.56 lim 771434— Sn = o
n—oo M’ 45
Primeira Solucao:
Comecamos dividindo o numerador e 0 % >
denominador por n* e assim: -1 > 10
4.3 1+ 3 2T .
limn3 " _ lim 1 “35T3 e
n—oo M° 4+ n—>oo$_|_n4_4 ...
-5 *e
Note primeiramente que % + % > 0 ’
para todo n € IN* Também temos que Figura 8.9: Gréfico da
]115130 1+ =1eque hm 3 +-7 =0 sequéncia
desta forma pela propos1<;ao - podemos 1133%3;

concluir que:

n*+3n
lim ———

=00
n—oo N345

Segunda Solucao: Comecamos dividindo o numerador e o denomi-

nador por n? obtendo:

n*+3n n+iz

lim

1
nseo N345  noeo |4
n

= lim
n—oo

) (-
YA -
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Agora pela propriedade temos que lim n + % = oo. Além
n—oo

disso lim 1+ % =1, logo, pela propriedade temos que:

n—oo
’ nt+3n B
nggo n3+5
m|
2T1
Exemplo 8.57 lim - T = —00 ]
T cos (1)
Solucéio: Como lim (3 —cos (1)) = —2 e lim 2" = oo, pela pro-
n—oo \3 n 3 T S ’
priedade podemos concluir que:
211
lim -——=< =—
e T cos (]
m|
4, 3
. oM 4n’+2
Exemplo 8.58 T}gl(‘)lo m = —0Q0 O
Solucéo: Comecamos dividindo por n? e desta forma obtemos:
ot aende2 on+1+4 % . 2
lim —————=1lm ———= = lim (n+1+
n—oo 3N°+5Hm n—oo —3 4 iz n—00 n2
n
i 2 = i 1 - _1
Como nh—l;lgo <n+1 + n3) =o00e T}g%o (_3+n52) = —3, temos por

M2 que:
gy T A2
nsoo 3n34+5n
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Exemplo 8.59 lim (2" —3") = —© O
n—oo

Solucao: Note que como 2" — oo e —3" — —oo, ndo podemos
decompor o limite anterior em soma de produtos. Desta maneira va-
mos inicialmente colocar o termo 3™ em evidéncia: lim (2™ —3") =

> (3-1) A

Como lim <(%)n — 1) = —1e lim 3™ = co entfio por M3

n—oo n—oo

lim (2" —-3") = —c0.
n—oo

Outras Propriedades do Limite Infinito
Sejam (ay ), (bn) sequéncias, tais que:
lim a, = oo, lim by, = —o0
n—oo n—oo
Entao:
E1. lim |an| = o0 £3. Para todo k € IN¥,
n—oo
lim ¥a, = o
n—oo
}4. Se k € IN* é impay,
£E2. lim |b,| =00 lim b, = —0
n—00 n—o0
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Exemplo 8.60

B Se o > 0 entdo lim n%* = o0
n—oo

m Sex<0,lim n*=0
n—oo

O

Solucao: Se o« > 0 existe um numero racional E tal que o > E e

assim

b
n“}nq = qnp

Pelas propriedades do limite infinito 3] e temos:

lim VnP = oo

n—oo

P ~ .
e como n* > nad pelo teorema(lltemos que se « > 0 entdo lim n* =
n—oo

0.
Se « < 0 entao

lim n% = lim n~
n—o0o n—o00 n—oo N~ %

Mas se o < 0 entdo —o > 0 e assim

Iim n %=
n—,oo

Finalmente pela proposicdo [10.7}
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Exemplo 8.61 lim <n3/ 2 —Sn) = 00 O
n—oo

Solucio: O primeiro passo é colocar em evidéncia n3/?

lim <n3/2 —5n> = lim n%/? <1 —5n_]/2>

n—oo n—oo

Como lim <1 —5n‘1/2) =1 e lim n*? = oo por M1l temos que:

n—oo n—oo

lim <n3/2 —5n> =00

n—oo

5
Exemplo 8.62 lim { il "0 =00 |
n—oo || 103 +n

Solucéo: Dividindo o numerador e o denominador por n° temos

5 1 —9/2
g SV s T
nsoo | 10N3 4+ 1 nSoo || 10R24+n4

Observe primeiramente que 10n~2 +n~* > 0 para todo n. Tam-
bém temos que lim <1 +n? 2) =1leque lim (10n2+n™*) =0,

n—oo n—oo

que

entao por
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1+4+n%/2
nlglc}omn IR B

Finalmente por [E3] temos que:

Exercicios

Ex. 8.39 — Calcule os seguintes limites

a) lim (2™ +n)

n—oo
. n
b) T‘}I—I}olo ‘/TLZ +]
. n
c) lim 5

1 (m+3)?2n+3)3(—n+2)
el (n+7)*n—8)

) i n
€ nglolo ‘3/3T14 -3
n
) Iim 2—

n—oo 3N

) hm( ®+3n3+2)
h) lim (—m*+nd+2n+ /)

n—oo

(—
i) lim < n1/2)

n—oo
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D lim (n—v2n3+4)

n—oo

) lim (1+1)"

n—oo

D Va3

1
lim
m) Ryl 3" +4n +sen(1/n)

n) lim ;
n—oo cos(1/n) —1
. n?
nlglgo n+2
p) lim 2n° +3n
n=oo 3n3 42
. 43n” 4+ 3n
n—00 273n7 +2

r) lim n+ -
n—oo

<)

S) r}gl;o logz(n )

t) lim tan (

n—oo

w) lim tan (5 —
n—oo

_|_

)
)

NI:] N3
3|—‘ 3=

v) lim

T‘L*)()On_i_ ,/n_i_

Ex. 8.40 — Prove por inducédo que para todo k € IN*, se lim a,, =
n—oo
)k

oo entdo lim (an)* = oco.
n—oo
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Ex. 8.41 — Dados dois polinémios p(n) = axn*+ap_n* 14+
age q(n) =by,n™+b_n™ " 4... 4+ by. Calcule

lim p(n)

n=oo q(n)’

(Dica: Considere os casos k < m,k > m,k = m.)

Ex. 8.42 — Prove que se r < —1 entdo a série r"* diverge. (Dica
prove que || diverge e conclua a partir desse fato que ™ diverge.)

84 * SEQUENCIAS DEFINIDAS RECUR-
SIVAMENTE

8.4.1 Fatorial

Uma sequéncia de grande importancia na combinatdria em particu-
lar, e na matemadtica em geral é a funcao fatorial definida (informal-
mente?) como:
nNn=n-n—1)---2-1

Veja que a expressdo acima apesar de esclarecer o que devemos
entender como n!, ndo define claramente que funcao é essa. Os trés
pontinhos nos dizem “continue seguindo a regra” até chegar ao nu-
mero 1. Precisamos esclarecer que regra e essa e como segui-la.
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Para tanto, partiremos da observacdo que 1! =1e 2! = 2.1l e que
em geral n! = n(n — 1)!. Queremos tomar a ultima igualdade como
ponto de partida para a definicdo da funcéo fatorial.

Definicao 8.63 Definimos a fung¢do fatorial f(n) : N* — IN*
como sendo a fungdo que satisfaz as seguintes propriedades:

1. f(1) =1
2. f(n) =n-f(n—1) para todo n maior que 1.
O definicao anterior € um exemplo de defini¢do por recursao, tam-

bém conhecida como definicao por inducdo. Esse tipo de definicdo
como, as demonstragoes por inducéo, possui duas partes:

= A definicao do caso inicial;
= A definicao de f(n) a partir de f(n—1).

Para entendermos como que as “regras” acima definem f(n) va-
mos calcular alguns valores da funcdo fatorial através da defini-
cao. Assim por exemplo, vamos calcular f(3) que por definicao vale
f(3) = 3f(2), porém ainda por definicao f(2) = 2f(1) e f(1) =1, e
assim:

f(3)=3-f(2)=3-2-f(1)=3-2-1=6.

Ja f(4) = 4-f(3) = 4-6 = 24. Deve estar intuitivamente claro
nesse estagio que a funcao f(n) é a funcao fatorial.
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8.4.2 Somatodrio

Vamos examinar outro exemplo. Na secdo de inducdo encontramos
somas como:
124224+ +n?
Observe que na soma acima o termo tipico a ser somado € da
forma k? e estamos somando esses termos de 1 até n. Um modo
sucinto e muito util de escrever essa soma € utilizando a notagéo de

n
) ¥
k=1

A expressdo anterior deve ser lida como “soma de k? com k vari-

somatorio:

ando de 1 até n.
E de modo mais geral a soma dos numeros reais aj, - - - a, pode
ser escrita usando a notacao de somatorio como

n
Zak:a1+---+an
k=1

Claramente, ndo € necessdrio que a soma comece do 1. Assim por
exemplo, podemos escrever:

4
> (2s+1)=143+5+7+9
s=0
5
Y J=243 4445
j=2
De modo analogo ao fatorial, podemos definir o somatério como
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Definicdo 8.64 Dado ay uma sequéncia de niimeros reais. Defini-
mos o somatdrio de ay de 1 até n como sendo a fungdo > ;_; ay :
IN* — R que satisfaz as seguintes propriedades:

=1
I\/]_.

o
£

— a]
k=1
n n—1
2. Z Qg = an + Z Qy para todo n maior que 1.
k=1 k=1

Veja que pelas definicoes acima:

2 1
Zak:a2+Zak:az+a1
k=1 k=1

3 2
ak:ag—i-Zak:ag—i-(az—l—a])
k=1 k=1

4 3
Zak:a4+Zak:a4+(a3+az+a1)
k=1 k=1

Por fim, vejamos o exemplo do produtério:

Definicdo 8.65 Dada ay uma sequéncia de niimeros reais. Defini-

n
mos o produtorio de ay de 1 até n como sendo a fungdo [] ay :
k=1

IN* — R que satisfaz as seguintes propriedades:

1
1. J] ax = 1.
k=1
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n n—1
2. [] ak =an- ][] ax para todo n maior que 1.
- k=1

Para ilustrar a definicdo de produtério vamos calcular alguns exem-
plos:

3 2 1
Hak:a3~Hak:a3~a2-Hak:(13~a2~a1.
k=1 k=1 k=1

> 1 1 1 1
kH:z1——= — D051 =71 = 5¢)

Note também que n! = ]_[ k.

843 Principio da Recursao

As construcoes anteriores sdo justificadas pelo Teorema da Recursao,
que nos assegura a existéncia de funcoes definidas recursivamente.

Principio da Recursao

Seja A um conjunto ndo vazio e g : A x N* — A Entéo existe
uma unica funcgéo f : N* — A satisfazendo:

1. f(1)=a,comaeA

2. f(n) = g(n,f(n—1)) para todo n em IN*
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Esbo'l'c'.%o da demonstracao: Provaremos primeiro a existéncia, ou
seja, demonstraremos que a funcao f(n) estd bem definida pelas
regras recursiva. A demonstragdo desse fato sera feita por inducédo
sobre n. Comecamos observando que f(1) estd bem definida, pois
f(1) = a. Suponha, agora que f(n) estd bem definida, entdo temos
que f(n+1) = g(n,f(n)) estd bem definida. E assim existe uma
funcao com essa propriedade.

Provaremos a unicidade também por indugdo sobre n. Para isso
sejam f e ' duas funcoes satisfazendo as hipdteses do teorema, pro-
varemos que para todon € N*, f(n) = f’(n). Por hipétese f(1) =
a = f’(1). Agora por hipétese indutiva suponha que f(n —1) =
f'(n—1), entdo f(n) = g(n,f(n—1)) = g(n, f'(n—1)) = f'(n) e
desta forma temos a unicidade da funcao.

i

Vamos usar o principio da recursdo para provar a existéncia da
funcéo fatorial. Nesse caso tomamos o conjunto A como sendo os
naturais e g : IN* x N* — IN* : g(a,b) = a+ b e definimos f(1) = 1
e como f(n) = g(n,f(n—1)) = nf(n—1) teremos que f(n) é a
funcao fatorial.

Exercicios

Ex. 8.43 — Ache o valor das seguintes somas:
5
a) > k
k=1

5
b) Y 2K
k=2
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5
o > (2k+1)
k=0

5
d) Z 3k1—0—2
k=1

Ex. 8.44 — Ache o valor dos seguintes produtos:
5
a) []k
k=1
3
b) ] 2K
k=2

3
o JI@2k+1)
k=0

3
D I 3wy
k=1

Ex. 8.45 — Prove por indugdo as seguintes propriedades do soma-
tério
n n n
a) Z(an+bn) = Z an + Z bn
k=1 k=1

kz]

b) Z can) —cZan

=1

3

) Z ax — axr1) = ap— an (propriedade telescopica)
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Ex. 8.46 — Prove por inducdo a seguinte generalizacdo da desi-
gualdade triangular

n
< Z|an|

k=1

n
D_an
k=1

Ex. 8.47 — Prove por inducdo as seguintes propriedades do soma-

tério
a) H(an'bn) = (H an) : (H bn)
k=1 k=1 k=1
b) [](can)=c™]] an
k=1 k=1
o Ml -5

Ex. 8.48 — Usando o principio da recursdo e escolhendo o con-
junto A e a funcdo g prove a existéncia e unicidade das seguintes

funcoes:
a) O somatoério de uma sequéncia

b) O produtdrio de uma sequéncia
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8.5 * SERIES

Na busca de uma solugéo para o paradoxo
de Zendao sobre a impossibilidade do mo-

vimento (vide pag. ??), definimos o signi- 2
ficado da soma infinita

1/2+1/4+1/8...

\]

como o limite das soma finitas > 4 6 8 10

12, V244, T2+7/4+1/,
Figura 8.10: Gréfico

Nesta secdo generalizaremos essa cons- dog série

~ . , 1
trucao e definiremos, quando possivel, a 3
soma infinita de uma sequéncia an:

o0
Zak:ao+a1+az+a3+---
k=1

Dado (a,) uma sequéncia de ntimeros reais, podemos construir
uma nova sequéncia a partir dessa, através de somas parciais dos
termos dessa sequéncia:

S1=qaq1 S 2=a1+aq S3=a+ay+az

e em geral

n
Sn:Z(lk:a1+(12+"'+(ln
k=1
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A sequéncia (sn,) é denominada série infinita ou simplesmente
série e é denotada por

o0
Sa o Ya
k=1

O termos de uma série sdo chamados somas parciais, e assim
n

o0
diremos que s, = )_ ay é a n—ésima soma parcial da série } ay
k=1 k=1
Exemplos 8.66

o0
1. As primeiras somas parciais da série )_ % sdo:
k=1
s1=1/1=1 sy =141/ s3=1+1/241/3 sq =T1+1/241/34
o
2. As primeiras somas parciais da série )_ ;—k sdo:
k=1
s1 =112 sy =1/241/4 s3=1/2+1/4+1/8 s3=1/241/4+1/34

o
3. As primeiras somas parciais da série 5 x*~! sdo:
k=1

s1 =1 s9=14x s3=1+x+x> sa=T+x+xX>+%

Como séries sdo um tipo particular de sequéncias, podemos fa-
lar em convergéncia e limites de séries. Porém, para maior clareza
reescreveremos a definicdo de limite de sequéncias para o caso par-
ticular das séries.
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Convergéncia de Séries

o0 n
Dada ) ax uma série, e seja s, = ) ay a sequéncia das
k=1 k=1

somas parciais, dizemos que o limite da série é L se a sequéncia
das somas parciais converge a L, ou seja se dado ¢ > 0 existe
M € N tal que se n > M entdo

n
Ishn —L| = Zak—L < e
k=1

0
Neste caso L é dito soma da série e a série ) ay € dita con-

k=1
vergente.

Observacao Apesar de ambiguo, é costume denotar tanto a série
o0

infinita como seu limite, caso esse exista, como )  ay.
k=1

(0.9]
Teorema 8.67 Se ) ay € convergente, entdo ay — O.
k=1

Demonstracdao: Como a,, = sy —S,_1 € lim s, 1 = lim s, (Por
n—oo n—oo
que?), temos:
lim a, = lim s, — lim s,_1 =0
n—oo n—oo n—oo

O que prova que o limite de a,, existe e € 0.
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3

o0
Exemplo 8.68 A série )_ diverge. i

k=1 21’13 + 5

Solucao: Pelo teorema anterior uma condi¢do necessdria para que

3
a série convirja € que o limite lim ———— seja igual a zero. Mas se
o n—oo 2n°> +5
calcularmos o limite
n3 1 1

lim

Y o lim e =~ %0
eI +5  nee245/m3 27

vemos que essa condicdo nao € satisfeita, logo a série diverge.

8.5.1 Série Geométrica

4

A série geométrica é obtida através da soma dos termos de uma
progressao geomeétrica, i.e.

Como vimos no exercicio ?? se x # 1 as somas parciais de uma
progressao geométrica podem ser expressas através da formula fe-
chada:
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No caso x = 1 a soma da progressdo geométrica se reduz a soma

n
Zp =np.
k=1

Vamos agora calcular a “soma infinita de uma progressdo geomé-
trica”, ou seja o limite da série geométrica. Comecamos observando

de constantes, e assim

que se x # 1 entdo:

n n
: el o P—PX
Jim 2 e = lim S (659
P
o fim X (8.40)
n—oo | —%
(8.41)

E deste modo o comportamento de s, é determinado pelo comporta-
mento de x™. Como vimos no exercicio [8.35se |x| < 1 entdo x™ — 0

e assim

n n
lim prnf] — Lim PP _ P
n—00 4= n—oo 1 —x 1—x
Pelo exemplo [8.3.1] e ppelo exercicio [8.42] temos quue se |x| > 1
entdo x" diverge e logo a série também diverge. No caso restante
x = 1 claramente a série diverge.
Assim provamos que:

Teorema 8.69 Dados p,x € R. Se |x| < 1 entdo lim Z px!

n—o0 k=
converge e
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pApPx+pl - pxXV = T~ (8.42)

n
Se |x| > 1entdo lim Y px™! diverge.

Como consequéncias desse resultado temos:
Exemplos 8.70

1. Se escolhermos o termo inicial como sendo 1 e a razao como
sendo x na equacao [8.42] temos:

1+x+xﬁk~+m“+~-:——; x| <1

2. Se escolhermos o termo inicial como sendo 1 e a razdao como
sendo —x na equacgéo temos:

1

= 1
1+x x| <

T—x+x> = +x 4 ()™
3. Se escolhermos o termo inicial como sendo 1 e a razdo como
x* na equacio temos:

1+¥+ﬁ+é+ﬁ+~wmm+m:7—; X <1

4. Se escolhermos o termo inicial como sendo 1 e a razao como

2

sendo —x~ na equacéo [8.42] temos:

1—><2+x4—x6+x8+---4—(—1)“78“4_...:W Ix| <1
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5. Finalmente, se escolhermos o termo inicial como sendo x e a
2 na equacio [8.42] temos:

razao como —x
X
x—x3+x5—x7+~-~+(—1)“x2“+]+-~-:—2 x| < 1
1+x

Exemplo 8.71 Encontre a soma da série

612 24

3_5 25 125 "

Solucao:
Veja que a série anterior é uma série geométrica de termo inicial

3 erazao —£. Como ]——] < 1 a série converge e sua soma é:
3_§+E_2_4+ — 3 —1_5
5 25 125 _1+§_7

O

8.5.2 Série Telescopica
A propriedade telescépica de soma (vide exercicio [8.45l) nos diz

que:
n
Z Qg — Qgq1) = Qo — an

k=1
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o0
Uma série ) ay é dita telescopica em relacdo a sequéncia b, se
k=1
cada termo a, puder ser expresso como

an = bn—bnys

(ee]
Teorema 8.72 Dado ) ay uma série telescopica em relagdo a

k=1
sequéncia by, i.e, a, = by — by para todo n € IN*. Entdo a
o
série ) ay converge se e somente se a sequéncia by, converge.
k=1

Se a sequéncia by, converge a b entdo

n—oo

0
k=1

Demonstracao: Seja s, a soma parcial, entdo:

n n
SnZZakZZbk—bk+1 = b1 —bni1
k=1 k=1

e assim

n—oo n—oo n—oo

n n
lim s, = lim %ak = lim ;bk—bknq = by~ lim bny1 = by

O

o0 2 1
E lo 8.73 -5
xemplo 8.73 ) 5 Tinye 6
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Solucao: Comecgamos observando que

2 1 1
nB+enZ+1n+6 mM+1)n+2) (Mm+2)(n+3)

ou seja a série

> 2 > 1 1
;n3+6n2+11n+6 :; ((n+1)(n+z) B (n+2)(n+3))

Comobn:( .Entﬁoblzéebzo. O

1
n+1)(n+2)

Exercicios

Ex. 8.49 — Determine se a série é convergente ou divergente. Se a
série for convergente determine sua soma:

D 573"

= (4
g 11;17”%

& 6 n—1
c) (5)

n=1

& —1
d > ()"

n=1

) -1
e X (§)"

n=1
n Y 2

n<+4n+3

n=1

St 2
g 2 N (nt2)

S
I}
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=
M8
:N|w

3
I

=
M8
S
-

s
I

Ex. 8.50 — Usando as propriedades do limite [L1] e [L4] e as proprie-
dades do somatdrio [8.45] prove que:

00 00 00
a) Z (an+bn) = Z an + Z bn
n=1 n=1

n=1

b) E (can) =c E an
n=1 n=1

8.6 REPRESENTACAO DECIMAL DOS NU-
MEROS REAIS Il

Na secdo [3.3.3] apresentamos uma breve discussdo sobre a represen-
tacdo dos numeros reais, e um dos pontos problematicos levantados
era o significado preciso das representa¢des decimais infinitas, como
a do numero

r=1,2385757204765736885692....

Naquele ponto apresentamos uma interpretacdo para as represen-
tacOes infinitas, que relida aos olhos dos conceitos desse capitulo
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nos dizia que o limite da sequéncia dos “truncamentos da represen-
tacdo infinita” seria o niumero r. De posse dos conceitos de limite,
vamos olhar mais cuidadosamente a essa representacdo. Para isso,
comecaremos construindo a partir um numero real r sua represen-
tacdo decimal.

A observacdo fundamental para construirmos a representacdo de
um numero real é a afirmacdo bastante natural e intuitiva que dado
um numero real r existe um inteiro a, tal que

a<r<ay+1,

sendo que a igualdade na expressdo anterior somente ocorre se r for
um inteiro. (Veja exercicio[8.51)). O nimero ay descrito assim serd a
parte inteira da representacdo decimal de r.

Para encontrarmos o primeiro digito da representacido decimal de
r, considere agora o numero real r — ay, que claramente esta no in-
tervalo [0, 1). Logo, o namero 10(r — ap) esta no intervalo [0, 10). No-
vamente, sabemos existe um inteiro a; com a; €{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
tal que a7 < 10(r—ap) < aj + 1. Ou seja, de modo equivalente
existe a; tal que:

aj (a1 +1)
L (r— At
10\(1‘ Q) <a+1< 10
e logo
ajq 1
<r— )< —.
o< (a0+10)<10

Para encontrarmos o segundo digito da representacdo decimal
consideramos r — (ag + ‘]1—(‘), que como sabemos estd no intervalo
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[0,1/10) multiplicando por 100 temos teremos um numero no inter-
valo [0, 10). E assim novamente temos que existe um inteiro a,, com
ay €{1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que ay < 100(r — (ap+ 3§) < ar+ 1.
ou seja tal que

ay az 1

70700 < 700

O0<r—(ap+ 100

Na n-enésima etapa teremos:

aj az an < aj a an+ 1
(10+———+"'W\T<ao+ﬁ—m+"' Ton

(8.43)

ou de modo equivalente

aj ar an 1
<r— s St BTt — )
osr <“°+1o 100 " 1on) <7m &4

Desta forma construimos para um numero real r sua representa-
¢do decimal ap.ajaraz---,onde ag € Ze a; €{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
para todo i > 0. Veja que para sermos precisos, o resultado de nossa
construcdo foi uma série infinita cujas somas parciais sao:

n
Sp = Z ap10™
n=0

E pela desigualdade [8.43] temos a seguinte estimativa do erro da
aproximacao:

T‘—Sn|< W

373




e assim temos que a série converge a T.
o
E a 10" =r.
n=0

Exercicios

Ex. 8.51 — Prove que dado um ntmero real r existe um inteiro n
tal que n < r < n+ 1. (Dica: Principio Arquimediano)

Ex. 8.52 — Represente os numeros reais abaixo como quociente de
dois inteiros:

a) 0.6666...

b) 0.171717...

¢) 0.135713571357...

d) 0.314153141531415...

Ex. 8.53 — Prove que a representacdo decimal de um numero raci-
onal é finita ou periddica.

Ex. 8.54 — Prove que se a representacdo decimal de um numero é
finita ou periddica entdo ele é racional.
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Ex. 8.55 — Prove que todo numero cuja representacdo decimal é
da forma forma ap.aja; - - ay com a,, # 0 também pode ser repre-
sentado como ag.ajay - - - (an, — 1)99999 - ..

Ex. 8.56 — Prove que a constante de Liouville L = 5 °,107* ¢
irracional.
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LIMITES E CONTINUIDADE
DE FUNCOES

“It has long been an axiom of mine that the
little things are infinitely more important.”
- Sherlock Holmes, in A Case of Identity, Arthur
Conan Doyle

Neste capitulo comegaremos o estudo da teoria matemadtica subja-
cente ao Cdlculo, explorando o conceito de limite. O conceito de li-
mite é uma das nocoes fundamentais do Cdlculo moderno. Por exem-
plo, a propriedade de continuidade é definida em termos de limites.
De modo semelhante, a derivada é definida como um limite do quo-
ciente de diferencas. Neste capitulo, vamos desenvolver o conceito
de um limite, comecando a partir de uma nocao intuitiva informal a
uma definicdo matemdtica precisa. Nos também iremos apresentar
as propriedades de limite e desenvolveremos procedimentos para o
calculo de limites. Concluiremos o capitulo usando os limites para o
estudo curvas continuas.

9.1 MOTIVAGAO
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Q.1.1 O Problema da Reta Tangente

No problema da reta tangente, ¢ dado uma funcao f e um ponto P
no grafico de f e queremos determinar a equacgéo da reta tangente
ao grafico de f no ponto P, como mostra a Figura

A

/

Figura 9.1: Reta tangente a f em P.

Exceto nos pontos nos quais a reta tangente € vertical, o problema
de encontrar reta tangente no ponto P se resume ao problema de
determinar a inclinacdo da reta tangente a f no ponto P, i.e., o coe-
ficiente angular da reta tangente.

Um modo de atacar esse problema é aproximar o coeficiente angu-
lar da reta tangente utilizando retas que passam pelo ponto P e por
um segundo ponto, que denotaremos por Q. Ou seja, aproximando
o coeficiente da reta tangente a P pelo coeficiente da reta secante

por P e Q.
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reta tangente

/

A
e

Se considerarmos que o ponto P tenha coordenadas P : (x, f(x))
e que o ponto Q tenha coordenadas Q : (x+ h,f(x + h)), entdo o
coeficiente angular da reta secante é dado por:

f(x+h)—"f(x) f(x+h)—~Ff(x)

Mgec =

x+h—x h

f(x+h)

/ X x+h

Conforme o ponto Q se aproxima do ponto P temos que a incli-
nacao da reta secante por P e Q se aproxima da inclinacao da reta
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7 .

tangente a f no ponto P e no “limite” é igual a inclinacdo. Assim
temos:

. fix+h)—~f(x)
Mian ;= lim
h—0 h

O limite anterior se existir, ¢ denominado de derivada da funcéo
f no ponto x.

Figura 9.2: Conforme o ponto Q se aproxima de P as retas secantes
se aproximam da reta tangente.

0.2 INTUIQ@ES SOBRE LIMITE

O conceito de limite de uma funcdo num ponto a descreve o com-
portamento dessa funcdo em valores proximos de a, mas diferentes
de a.
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Descrigao Informal de Limite

Dizemos que o limite da funcao f(x) é L quando x tende a a se
a funcdo f(x) torna-se arbitrariamente proxima de L quando x
esta suficientemente proximo de a, mas diferente de a. Denota-
remos tal fato por:

lim f(x) =L

Xx—a

Como o limite com x tendendo a a de f(x) descreve o compor-
tamento da funcdo f para valores proximo a a, mas diferentes de
a, assim uma exigéncia natural a ser imposta sobre a funcao f é
que esta esteja definida ao menos num intervalo contendo a, exceto
possivelmente no préprio ponto a.

Os graficos da Figura mostram trés exemplos de funcoes para
os quais os limites existem e sdo L. No primeiro caso a funcao f esta
definida em q, e f(a) = L, na segunda a funcdo g nao esta definida
em a e na terceira apesar da funcdo estar definida em a temos que
h(a) # L. J4 os grdficos da Figura ilustram duas situagoes nas
quais o limite em a nao existe.

Vamos inicialmente ilustrar o conceito de limite através de alguns
exemplos para os quais existem o limite:

Exercicio Resolvido 9.1 Conjecture o valor de lirri Ix+1.
X—

Observamos inicialmente que o limite anterior, se existir, nos des-
creverd o comportamento da funcdo 3x + 1 para valores préximos
de x = 2, mas diferentes de 2. Para conjecturar qual o valor do
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a

=
T
/
/.
/

/ a

Figura 9.3: Exemplos de funcGes para as quais o limite quando x
tendeaaé L.

/
AN 7

Figura 9.4: Exemplos de fun¢des para as quais o limite ndo existe.

limite, comegaremos calculando alguns valores que essa func¢éo as-
sume préximo ao ponto 2:

382



X 3x+1 X 3x+1

3 10 1 4
2,1 73 1.9 67
2,01 7,03 1,99 6,97
2,001 7,003 1,999 6,997
+ + + +
2 7 2 7

Os dados da tabela anterior seguem um padréo, conforme os valo-
res de x se aproximam de 2 os valores da funcao f(x) se aproximam
de 7. O que nos permite conjecturar que lgn} x+1=7.

Podemos ir além, e verificar que os Valoies da fungdo 3x + 1 tornam-
se arbitrariamente préoxima de 7 quando escolhemos valores de x
suficientemente préoximos de 2. Para isso tentaremos exigir que a
distancia entre a funcdo 3x + 1 e o valor 7 seja menor que um va-
lor pequeno, por exemplo, 1073, Para tal fim temos que resolver a
inequacao:

Bx+1—7] <1073

resolvendo essa inequacio temos:

1 -3
|3x—6|<103(:|x—2|<oT

1 -3
Ou seja, quando |x — 2| < O— temos que [3x +1—7| < 1073.

Esse raciocinio pode ser generalizado. Se quisermos forcar a dis-
tancia entre a funcdo 3x + 1 e o valor 7 ser menor que um valor
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positivo ¢ teriamos que resolver a inequacao [3x+1—7| < €. E
€

de maneira analoga, terifamos que quando |x —2| < 3

Bx+1—-7<e.
Assim, temos que podemos controlar a distdncia na imagem (|f(x) — L|)

temos que

controlando a distancia no dominio (|x — af), fato que, como forma-
lizaremos na proxima secdo, nos permitird concluir que realmente
lim3x+1=7.

x—2

, . . . . 2xF—2x
Exercicio Resolvido 9.2 Conjecture o valor de 11rr]1 1
X— X —

Observamos inicialmente que ndo podemos calcular a funcao em
1, pois a funcdo nao estd definida para esse valor. Esse fato é irrele-
vante para o cdlculo do limite, pois, como ja dissemos ao calcular-
mos o limite estamos entendendo o comportamento da funcdo para
valores préximos ao ponto, mas diferente deste.

Novamente vamos comecar atribuindo alguns valores préximos
2x% —2x

de 1 a funca
e 1afuncdo ——
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2x% — 2x 2x% — 2x

X S X
x—1 x—1
10 20 0.5 1
1,1 2,2 0.9 1.8
1,01 2,02 0.99 1.98
1,001 2,002 0.999 1.998
1,0001 2,0002 0.9999 1.9998
1,00001 2,00002 0.99999 1.99998
{ { { {
1 2 1 2
A
6 4
4 2x2 —2x
x—1
2 .
2 s
_2 ]

22 -2
Figura 9.5: Grdfico de %

2x2 -2
A tabela e o grafico[9.5]induzem a acvermelhoitar que lin} % =
X— -

2. Podemos melhorar a forca de nossa conjectura analisando como
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se comporta a distancia entre a funcdo e o limite. Assim, se quiser-

A . 2x—2
mos forcar a distancia entre a funcdo ——— e o valor 2 a ser menor
X —X

2_
que um valor pequeno, por exemplo, 10~ terfamos que resolver a
inequacao:

2x% — 2x
x—1

—z' <107,

quando x # 1 podemos simplificar a funcdo:

2x2 —2x  2x(x—1)

= =2
x—1 x—1 X
) 2x% —2x ) )
Ou seja, para x # 1 temos que — 1 = 2x, e assim a desigualdade
fica:
2x -2/ < 107°
107>
< ——
Ix — 1] < >

. 0> .
Assim se [x — 1] < — entao

ZXZ—ZX_
x—1

z' <107°.

De modo andlogo, podemos fazer a distancia entre a funcao

X2 _
, €
e o valor 2 menor que ¢, nesse caso teriamos que fazer [x — 1| < 7
;. . . . Vx+25-5
Exercicio Resolvido 9.3 Conjecture o valor de 1111% _
X— X
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vVx+25-5

Inicialmente observamos que — ndo estd definida em
x = 0.
A
VvVx+25-5
X
\o.ﬂ~\
10 10 20 ]
Vx+25-5
Figura 9.6: lim VX702 0,1.
x—0 P

Calculando alguns valores temos:

N vVx+25-5
X

10 0,09161

1 0,09902

0,1 0,09990
0,01  0,09999
0,001  0,1000
+ +
0 0,1
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vVx+25-5

. X
se anulam em x = 5, apesar disso, conforme os valores de x se apro-
ximam de O os valores de f(x) se aproximam de 0,1. O que nos
permite conjecturar que lim

\/x-|—25—5_o1
x—0 X R

Calcularemos esse limite mais adiante no Exercicio Resolvido

Nesse caso tanto o numerador quanto o denominador de

Exemplos da ndo Existéncia do Limite

Exercicio Resolvido 9.4 [Comportamentos Diferentes a Esquerda

s e . Xl L < Q.
e a Direita] Seja g = — entdo hrr(1) g(x) ndo existe.
X X—

Solucdo:
Para valores positivos de x temos que

g(x):m:§:1, x>0
X X

e para valores negativos de x

g(x):M:_—X:—L x <0
X X
As igualdades anteriores mostram que mesmo para valores pré-
ximos a zero, teremos valores de x tais que g(x) = 1 e tais que
g(x) = —1. Desse fato podemos intuir que o limite ndo existe pois
independente do quao préximo x fique do zero f(x) ndo se aproxima
de nenhum valor. Provaremos esse fato no Exercicio Resolvido

O
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\]

-3 -2 -1

[

. ~ . X
Figura 9.7: Néo existe o limite lim |—

x—0 X

Exercicio Resolvido 9.5 [Comportamento Ilimitado] Nao existe o

1
limite lim —
x—0 X|

\]

Figura 9.8: Nao existe 11m

Solucao: Seja h(x) =

0 [x|

—. Analisando o grafico 9.8 podemos perce-

ber que quando x se aproxima de 0, tanto pela direita, isto é, por
valores maiores que 0, bem como pela esquerda, isto é, por valores
menores que O temos que h(x) cresce de modo ilimitado. Ou seja,

389



podemos fazer h(x) maior que qualquer numero real tomando x
proximo de 0.

Como h(x) ndo estd se aproximando de nenhum valor, temos que
o limite nao existe.

0.3 DEFINIGAO DE LIMITE

Para formalizar a descricdo informal de limite que apresentamos
na secdo anterior, um passo importante é formalizar o conceito de
proximo.

Dizemos que um ponto y é uma aproximacao de a com erro
menor que o se y satisfaz |y — a| < 5, ousejasey € (a— 9, a+9d).
De modo andlogo, dizemos que a funcao f(x) é uma aproximacao
de L com erro menor que ¢ para L para valores de x suficientemente
proximos de a, se paray : [y — a| < 6 entdo [f(x) — L| < e.

.. ) 2x—2 ,
Exercicio Resolvido 9.6 O exemplo mostra que — é uma
X* —X
aproximacdo de 0 com erro menor que 10~ se se x é uma aproxima-
~ 0>
cao de 1 com erro menor que —

Exercicio Resolvido 9.7 O exemplo mostra que 3x + 1 é uma

aproximacao de 7 com erro menor que ¢ se x € uma aproximacao de

£
2 com erro menor que g
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Mais ainda, o exemplo mostra que 3x + 1 é uma aproxima-
cdo de 7 com erro menor que ¢ para valores de x suficientemente
proximos de 2.

De posse desses conceitos, podemos reescrever a definicao de li-
mite como:

Definicdo 9.8 (Limite) Seja f uma fung¢do definida num inter-
valo aberto contendo a, exceto possivelmente no proprio ponto a e
seja L um numero real. Dizemos que o limite de f(x) é L quando
x tende a, denotado por:

lim f(x) =L,

Xx—a

se para todo ¢ > 0 existe um 6 > 0 tal que

se0 < |x—a|l < dentdo |f(x)—L| <e.

Observacdo 9.9 A notagdo li_r>n f(x) = L significa que o limite existe
X—a
e éigual a L.

Pela definicao anterior, para demostrar que o limite de f(x) quando
x tende a a é L teremos que garantir que os valores de f(x) estdo a
uma distancia ¢ acima ou abaixo do valor limite L, como mostrado
nos graficos de Para fazer isso, devemos escolher os valores de
x que estdo suficientemente perto de a, digamos, a uma distancia
d > 0 para a esquerda ou direita de a, como mostrado no segundo
grafico. A terceira figura ilustra que a a escolha de um x dentro do
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intervalo azul (a — 6, a + &) determina um f(x) dentro do intervalo
vermelho (L—¢, L+ ¢).

A definicdo de limite pode ser reescrita em linguagem simbolica
como:

lim f(x) =L < (Ve > 0)(30 > 0)] se 0 < [x — a| < b enté

Xx—a

Vamos analisar a afirmacéo anterior dividindo-a em pedacos:

= A afirmacdo de que |f(x) —L| < ¢ nos diz que a funcdo em x
estard perto do numero real L. Qudo proximo? Menos de ¢ de
distancia.

m A desigualdade 0 < |x — a| < & nos diz que ponto x estd a uma
distancia menor que 6 de a e é diferente de a.

= A implicacdo “se 0 < [x —a| < 6 entdo [f(x) —L| < ¢” afirma
que a condicdo de que x esteja 6 proximo de a for¢a a funcao
f(x) a estar ¢ proximo de L. Em outras palavras, ao controlar
x permitindo que uma variacao inferior a 6, controlamos f(x)
com uma variacao inferior a ¢.

= Finalmente a afirmacéo inteira nos diz que para qualquer valor
de ¢, podemos encontrar um 6 que satisfaz o item anterior.

Merece ser ressaltado que a definicdo de limite ndo nos fornece
modos de determinar o valor do limite L. Em uma demonstragdo
a partir da defini¢do o valor do limite deve ser conjecturado. Mais
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adiante forneceremos uma série de ferramentas que nos permitiram
efetivamente calcular os limites.

Assim, deve estar claro que uma etapa crucial na demonstragédo
de um limite a partir da definicdo (por ¢ e ) é encontrar o & de
modo que

se 0 < |x—al < bdentdo |f(x)—L| <e.

Para realizar tal tarefa uma estratégia é partir da desigualdade |f(x) — L| <
¢ para entender como esse termo pode ser controlado por 0 <
|x — a| < 8, em particular encontrar uma fatoracdo de [f(x) —L| < ¢
na qual [x — a| é fator. Essa estratégia nos permite encontrar o 5. A
etapa seguinte é mostrar que esse § funciona.

Ilustraremos essa estratégia nos exemplos a seguir.

Exercicio Resolvido 9.10 Mostre a partir da definicdo de limite
que lim3x+4 =10
x—2

Solucao: Comecamos estimando [f(x) — L| < e:
Bx+4—10=3x—6/=3|x—2| < ¢

-

3 .
Agora podemos escolher 6 = 3 Fazemos essa escolha pois assim

Ou seja [x — 2| <

£ -
se0 < |x—2|< 3 entao

Bx+4—10 = 3x— 6] = 3|x—2| <3§ —
e logo

3x +4 — 10| < ¢.
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Exercicio Resolvido 9.11 Mostre a partir da definicdo de limite
que limc =c
X—a

Solucao: Como dito anteriormente para demostrar um limite temos
que estimar |f(x) — L| numa vizinhanca de a.

Nesse caso temos que [f(x) —L| = |[c —c| = 0, independente dos
valores de x. Ou seja, para qualquer & se 0 < |x —al < & entdo
If(x) =Ll =lc—c/l=0<c¢

Exercicio Resolvido 9.12 Mostre a partir da definicdo de limite
que )1(13% xX=a
Solucao: Dado ¢ > 0, como:

[f(x) — LI =[x —ql

Podemos escolher o valor de 6, fazendo 6 = ¢, assim temos que:
se 0 < |x—al < &= ¢ entao

If(x)—Ll=x—al<e

Ou seja, |f(x) — | =< .

Exercicio Resolvido 9.13 [Comportamentos Diferentes a Esquerda
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e : Xl ..
e a Direita] Seja g = — entdo lmé g(x) ndo existe.
X X—

Solucao: Como:

1 sex >0
g(x) =
-1 sex<0

Mostraremos que o limite nao existe mostrando que ndo podemos
fazer a distancia entre f(x) e um suposto limite L menor que ¢, pois
independente do quao proximo escolhermos o ponto da origem |x| <
 teriamos :

sex >0, |f(x)—L=T—-L<e

sex <0, |f(x)—L=-1+1L<¢

As equacOes anteriores teriam que ser satisfeitas simultaneamente
para todo ¢ > 0. Em especial, considerando o caso em que ¢ = 1
teriamos:

sex>0,l—e<l<l+ee <l

sex<0,-lT—e<l<—-1l4+ee-2<L<0

O que mostra que nao existe L.

Exercicios

Ex. 9.1 — Calcule a funcdo nos pontos dados. Use os resultados
para conjecturar o valor do limite:
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a) f(x) =x*+2xnospontos 1.1 1.01 1.001; lin[}x2 + 2x
X—

x—4 . x—4
b) g(X) = m nos pontos 4.1 4.01 4.001 5 llil} m
o/x — 1 ox — 1
¢) h(x) = VX nos pontos 1.1 1.01 1.001; lim VX
\/)_( —1 x—1 \/7_( —1
Ex. 9.2 — Mostre a partir da definicdo os seguintes limites.
2) lim > — 2
x—=27 7
b) limx? =
x—0
¢) limx3 =
x—0
d) limx% =4
x—2

Ex. 9.3 — Calcule, se existir, o limite, ou demonstre que nao existe:

a) lim|x—2|
x—2

b) lim =2
x—=2 X —2
2 _
¢ lim =%
x—=2 xX—2
Ex. 9.4 — Seja
fx) = x2sex €Q
Osex¢Q
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Prove que lim f(x) = 0.
x—0

0.4 LIMITES LATERAIS

\]

-3 -2 -1 1 2

[
I

No exemplo vimos que a funcdo g definida como

(x) = 1sex >0
9 N —Tsex<O0

possui dois comportamentos distintos na vizinhanca da origem. Se
considerarmos valores maiores que 0 teremos que g(x) = 1 e logo

li =1,
Hggo g(X)

enquanto que se consideramos valores menores que 0 teremos que

g(x) =—1elogo

li =—1.
xeg}cl<0 g(X)

Indicaremos tais fatos por:
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li =1, li =—1
A o) A9t

Definicdo 9.14 Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto
contendo a, exceto possivelmente em a e seja L um niimero real.
Dizemos que o limite lateral de f(x) quando x tende a a pela

esquerda é L

lim f(x) =1L

X—a

se para todo ¢ > 0 existe um 6 = d(¢) > 0 tal que

sea—0 < x < aentdo |[f(x)—L|<e.

Em linguagem simbdlica:

lim f(x) =L < (Ve > 0)(356 > 0)] se a—06 < x < a entdo |f

X—a

De modo andlogo, temos:

Definicdo 9.15 Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto
contendo a, exceto possivelmente em a e seja L um niimero real.

Dizemos que o limite lateral de f(x) quando x tende a a pela
direita ¢ L

lim f(x) =L

x—a™t
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se para todo ¢ > 0 existe um & = d(¢) > O tal que
sea<x<a+dentdo [f(x)—L|<e.
Em linguagem simbdlica:

lim f(x) =L < (Ve >0)(36 > 0)|se a < x < a+ 6 entdo |f(x)

x—at

A diferenca essencial da definicao de limites laterais em relacdo a
definicao de limites é que nos limites laterais estamos considerando
apenas valores menores que a (ou seja intervalos da forma a — 6 <
x < a) nos limites pela esquerda e valores maiores que a (ou seja
intervalos da forma a < x < a4+ 6) nos limites pela direita.

A proxima proposicdo relaciona a existéncia dos limites laterais e
do limite para uma funcéo f.

Teorema 9.16 Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto
contendo a, exceto possivelmente em a e seja L um nuimero real.
Entdo lim f(x) = L se e somente se lim f(x) =Le lim f(x) =L
x—a x—at Xx—a~
O teorema anterior pode ser usado para demonstrar a existéncia
ou nao de alguns limites, como ilustrado nos exemplos seguintes:

Exercicio Resolvido 9.17 Mostre que liné Ix| = 0.
X—

Solucao: Vamos demonstrar a existéncia do limite usando os limites
laterais. Para tanto, comecaremos calculando o limite pela direita.
Como |x| = x se x > 0, temos que

lim |x| = lim x = 0.
x—0+ x— 0+
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De maneira andloga, vamos calcular o limite pela esquerda. Como

Ix| = —x se x < 0, temos que
lim |x| = 0.
x—0—

Como ambos os limites laterais existem e sdo iguais temos pelo
teorema que:

lim |[x| ==
x—0

Exercicio Resolvido 9.18 Considere a funcdo maior inteiro menor

ou igual a x, i.e.,
[x] = max{n € Z|n < x}.
Para todo n € IN, encontre

lim [x] e lim [x]
x—nt X—Nn—

Solucao: Comecaremos calculando o limite lim+ [x]. Para isso seja x
X—n

tal que x > n. Como estamos interessados no comportamento numa
vizinhanc¢a de n podemos assumir sem perda de generalidade que
x<n+leassimquen <x<n-+1

Desta forma como para todo numero real x, comn < x < n—+1,
tem-se que [x] =n e assim:

lim [[x] =n
x—nt

400



Para calcularmos o limite lim [x], tomemos um x satisfazendo
x < mn. Como estamos interxez;ados no comportamento numa vi-
zinhanca de n podemos assumir sem perda de generalidade que
n—l<xeassimquen—1<x<n

lim [x] =n—1
X—n—

Como os limites laterais sdo distintos podemos concluir que nédo
existe lim[x] para todon € IN. i
X—n

Exercicio Resolvido 9.19 Considere a funcao

3x—5 sex<2
2x—C sex>2

f(x) =

Determine o valor de C de modo que o limite lin} f(x) exista.
X—

Solucao: Vamos comecar calculando os limites laterais

lim f(x) = lim 3x—5=1

Xx—2~ X—2~

lim f(x) = lim 2x—C=4—-C

x—2t x—2—
Pelo Teorema para que o limite exista devemos ter:
lim f(x) = lim f(x)

Xx—2- x—2+

Eassim1 =4—C, elogo C=3. ]
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0.5 PROPRIEDADES DO LIMITE DE FUN-
COES
De modo andlogo ao limite de sequéncias, os limites de funcoes

possuem as seguintes propriedades:

Proposicao 9.20 (Propriedades do Limite) Seja c um niimero real
e f, g duas fungoes reais tais que lim f(x) = A e lim g(x) = B. Entdo:
X—a XxX—a

L1. liin(f(x) +g(x)) =A+B. (Limite da Soma)
X—a

L£2. liin(f(x) —g(x)) =A—B. (Limite da Diferenca)
X—a

L£3. liin(f(x) -g(x)) = AB. (Limite do Produto)
X—a

L4. liin(cf (x)) = cA. (Limite do Produto por Escalar)
X—a

L£5. Se lim g(x) = B # 0 entdo lim (m) = é (Limite do

x—a x—a \ g(x) B

Quociente)

L£6. lim [f(x)| = A (Limite do Mddulo )
X—a

L7. liin (f(x)™) = A™ para todo n € N (Limite de Poténcias)
X—a

£8. lim /f(x) = VA (Limite da Raiz)
X—a

Usaremos as propriedades anteriores para calcular alguns limites:

Exercicio Resolvido 9.21 Calcule lirr} X3 +3x +2
X—
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Solucao:

lin}x3+3x+2 = limx3 +11m3x+11m2 por[L1]  (
xX—

x—2 x—2

3
= <limx) +311mx+11m2 por [L4f

Xx—2 x—2
= 8+6+2=16 (
O
x* 42
Exercicio Resolvido 9.22 Calcule hm 3
x—a x*+ 1
Solucéo: Se lim x* + 1 # 0 entfio
X—a
lim (x4 +2)
Xt +2 x—a
li = = ;
) +1 lim (x2+1) por (L3l ©.4)
X—a

lim x* + lim 2

~ i PT 09

X—a X—a
4
a*t+2
= 231 Pz (9.6)
O

De modo geral para um polinémio p(x) podemos calcular o seu
limite no ponto a calculando simplesmente p(a) ou seja por substi-
tuicao direta de x por a.
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Teorema 9.23 Dado um polinémio p(x) = cpyXx™ + cp1x™ ' +
-4 C1X + ¢p entdo
lim p(x) = p(a).
X—a
Demonstracdo: Vamos demonstrar por inducdo sobre o grau do po-
linémio. Se p(x) é um polinomio de grau zero, ou seja constante, a
igualdade é clara. Por hipdtese indutiva, suponhamos que a igual-

dade anterior seja valida para os polindmios de grau menor igual
que n — 1. Agora usando a hipStese indutiva, [{1] e [£3] temos:

limp(x) = <lim cnx“*]) <lim x) + lim (cnf]x“’] +

Xx—a Xx—a Xx—a Xx—a

= cna" la+cpa™ + - Fcja+co =pl
O

Usando a propriedade [£5] temos que para funcdes racionais tam-
bém vale substituicao direta para o célculo de limites:

Teorema 9.24 Dados polindémios p(x) e q(x) com q(a) # 0 entdo

i P _ pla)

x—aq(x) qla)

3
Exercicio Resolvido 9.25 Calcule lim M
x—2 dx2 +4x —2
Solucao: Usando o exemplo anterior podemos calcular o limite por
substituicdo e logo
lim X 4+12x+2  8+24+2 34
=224 4x -2 164+8—-2 22

404



Ressaltemos que nem todos os limites podem ser calculados por

g . . f .
substituicdo direta. Quando tivermos lim ﬁ com limf(x) = 0
x—a g(x) x—a

e lim g(x) = 0 dizemos que temos uma indeterminacao do tipo
Xx—a

g . Nesses casos para o calculo do limite temos que realizar uma
simplificacdo antes da utilizacdo das propriedades do limite. Duas
estratégias de simplificacdo usuais sdo a fatoracédo e a multiplicacao
pelo conjugado, como ilustram os exemplos a seguir.

Exercicio Resolvido 9.26 [Indeterminagéo do tipo 0/0]
Calcule lim w
x—=2 X*+Xx—6
Solucao: Nesse caso ndo podemos realizar substituicdo direta nem
tampouco usar a propriedade [L5] pois o limite do denominador é
0. Como o limite do numerador também é 0 temos que 2 € raiz de
ambos os polindmios e assim:

lm x? —6x+8 ~ Im (x—2)(x—4)
=2 X2+ x—6  x2 (x—2)(x+3)
Agora para o cdlculo do limite x # 2 e logo

lim x2—6x+8 ~ Im (x—2)(x—4) me—4 __%
=2 X2 x—6  x2 (x—2)(x+3) Cx»2x+3 5

Agora retornaremos ao exemplo
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Exercicio Resolvido 9.27 [Indeterminacao do tipo 0/0]
Calcule lim ﬂ
x—0 X
Solucao: Novamente ndo podemos realizar substituicdo direta nem
tampouco usar a propriedade [L5] pois o limite do denominador é
0. Nesse caso multiplicaremos o numerador e o denominador pelo

conjugado:
. Vx+25-5 . (Vx+25-=5)(vx+2543)
lim —— = lim 94
x—0 X x—0 x(vVx+25+5)
x—|—25 25
= lim 9.8
x—0 x( v/x+ 25+ 5) ©.8)
X
= lim 9.9
x—0 x( vx+ 25+ 5) .9
1
= lim ———— 9.10
x=0 v/x+25+5 ( )
(9.11)
E assim temos que:
. Vx+25-5 1
lim ——— = —
x—0 X 10
mi

Teorema 9.28 (Teorema do Confronto) Dadas f, g, h fungdes de-
finidas num intervalo contendo o ponto a, exceto possivelmente em
a, e tais que f(x) < g(x) < h(x) nesse intervalo. Se lim f(x) =

. X—a
L = lim h(x), entdo
Xx—a

406



lim g(x) =L

X—a

Demonstracao: Das hipdteses, temos que existe 6 tal que |g(x) — L| <
celh(x)—L<esel0<|x—c|<b.
Podemos reescrever as desigualdades anteriores como

L—e<g(x)<L+e

L—e<h(x)<L+e¢

se0 < |x—c|<b.
Logo

—e<g(x)<f(x)<h(x)<L+ese0<x—c|<b.
(9.12)

equivalentemente

—e<glx)—L<f(x)—L<h(x)—L<ese0<|x—c|<?d
(9.13)

Consequentemente |f(x) — L| < max(|g(x) —L|,|h(x) —L|) < € se
0<|x—c|<b.

1
sen — = 0.
X

Exercicio Resolvido 9.29 Mostre que liné x?
X—
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Solucao: Como

1
-1 <sen— < 1
X
temos que
1
—xz < xz sen — < xz
X
Como lim x? = lim —x? = 0, pelo Teorema do Confronto temos
x—0 x—0
que
.2 1
lim x“ sen — = 0.
x—0 X

Teorema 9.30 (Limite Fundamental)

. sen(x)
lim

x—0 X

— 1

Demonstracdo: Comecaremos provando que para

T T
25752
valem as desigualdades:
1
0 < cos(x) < Senx < .
X cos(x)

Considere no circulo trigonométrico um angulo x com

s
O<X<E,
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conforme apresentado na figura ??, como os tridngulos AOCB e
AOAD sao semelhantes, se denotarmos por h o tamanho do seg-
mento AD, por semelhanca de tridAngulos temos que

h  sen(x)

1 cos(x)

e logo Area( AOAD) = 28325(2)'

Se denotarmos a drea do setor circular delimitado pelos pontos
0, A, B por Area(OAB), pela figura ao lado é facil ver que valem as

desigualdades para x < g:

Area(AOBC) < Area(OAB) < Area(AOAD)

= lsen(x) cos(x) < lx < sen(x)
2 2 2cos(x)’
Dividindo por ser;(x) temos:
X 1
cos(x) <

sen(x) < cos(x)’

Finalmente, comparando os inversos dos trés termos, obtemos:

senx 1
= cos(x) < < .
X cos(x)
O caso
n <x<0
—— <X
2

¢ analogo e serd deixado como exercicio.

Assim como limcos(x) = 1 = lim pelo Teorema do Con-

x—0 x—0 €cos(x)
fronto temos o limite desejado.
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1—
Exercicio Resolvido 9.31 Calcule lim ci(z)s(x)
x—0 X

N#o podemos usar diretamente a regra do quociente pois lim x* =

x—0
0. Para eliminar a indeterminacdo, multiplicaremos o numerador e

o denominador por 1+ cos(x).

Solucao:
1— 1—
lim L 90 C(z’s( Lt cost9 14
x—0 X x50 X 1+ cos(x))
~ lim 1— cosz(x)
x50 x2 (1 + cos(x))’
_ pim S (9.16)
 x=0  x2 T+cos(x) '
2
= lim sen”(x) lim 1 €9.17)
x>0 X2 x50 1+cos(x)”
1
7 _ 1
> (9.18)
o

Teorema 9.32 (Mudanca de Varidveis) Suponha que lim f(y) =

y—)

L. E suponha que 3g C Dom f, e que 11_r>n g(x) =bequeg(x)#Db
X—a
numa viginhanga de a. Entdo

limfog(x) =L

X—a

Demonstracao: Seja € > 0. Como lin% f(y) = L existe 6 > 0 tal que
y—

0 < [y—"b| < & implica [f(y) —L| < e. Como li_r>n g(x) = b, existe
X—a
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& > 0 tal que 0 < |x —al < &’ implica 0 < [g(x) —b|] < . E logo
If(g(x))—L<ese0<|x—al <?d O

sen(x — 2)

Exercicio Resolvido 9.33 Mostre que lim =1.

x—2 x—2

Solucao: Como lim sen(x) = 0 como lim(x —2) = 0. Pelo Teorema
x—0 x—2

[9.32]temos que: lim = lim &(y)
x=2  x—2 y—=0 y

sen(x —2) 1 .

Exercicios

Ex. 9.5 — Calcule os seguintes limites:
a) lim7x3+x+2
x—2

b) lim(x3+x+2)(x3+2)

x—3

O lim 6x2 +2x+2
x—1 x3 +2

d) lim7x3+x+2
x—2

e) lim v8x3 +4x + 4
x—0

0 hmw
h—0 h
. (4+h)2—16
1 ANER L
g) hlg(l) h
4 _
) lim O
x—=0 X—3
) lim VX293

x—0 Xz

411



Ex. 9.6 — Forneca exemplos de funcoes f(x) e g(x) tal que li_1>n (f(x)+
X—a

g(x)) exista, mas que ndo existam lim f(x) e lim g(x)
Xx—a Xx—a

Ex. 9.7 — Determine a de modo que o limite exista.
m x> —ax? —9x +%a
x—2 x2 —5x+6

1
Ex. 9.8 — Mostre que lim x3 cos — = 0.
x—0 X

Ex. 9.9 — Use o limite fundamental para calcular os seguintes limi-

tes:
sen 5x

a) lim
x—0 X

b) lim sen 5x
x—0 sen 4x

tan 5x

)

im
x—0 sen 3x

. senbx —sen3x
d) lim

x—0 X
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9.6 CONTINUIDADE

De modo intuitivo, uma funcao f : A — B, com A,B C R é dita
continua se variacOes suficientemente pequenas em x resultam em
variacOes pequenas de f(x), ou equivalentemente, se para x suficien-
temente proximo de a tivermos que f(x) é proximo de f(a).

Antes de apresentarmos uma definicdo precisa de continuidade,
vamos examinar alguns exemplos de comportamentos de continui-
dade e descontinuidades num ponto. Comecaremos por dois exem-
plos de descontinuidade:

No exemplo da figura quando tomamos valores de x diferen-
tes de 1 porém cada vez mais proximos de 1, os valores de f(x) se
aproximam de 2, porém o valor de f(1) é 3, e consequentemente
temos uma descontinuidade nesse ponto.

No exemplo da figura temos um tipo distinto de descontinui-
dade. Quando aproximamos de 1 por valores maiores que 1, temos
que f(x) se aproxima de 2, enquanto que se aproximarmos de 1 por
valores menores que 1 entdo f(x) se aproxima de 1. Veja que isso se
manifesta no “salto” da funcédo no ponto x = 1.

Vamos agora examinar um exemplo de funcdo continua, a funcao
f(x) = x%. Vamos nos concentrar em entender o porqué dessa funcio
ser continua numa vizinhanca do ponto x = 1.
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X X

2 4
1.5 2.25
1.3 1.69
1.2 1.44
1.1 1.21
1.01 1.0201

1.00T  1.002001

Intuitivamente, quando tomamos valores de x diferentes de 1 po-
rém cada vez mais proximos de 1, os valores de f(x) se aproximam
de de f(1) = 1, e logo a funcfio f(x) = x? é continua nesse ponto.

Definicdo 9.34 Dada uma fungdo f : A — B definida em pelo
menos um conjunto aberto contendo o ponto a. Dizemos que a
funcdo f(x) € continua em a se e somente se

lim f(x) = f(a)

Xx—a

ou equivalentemente

lim f(x) = lim f(x) = f(a)

x—a™t x—a—

Uma fungédo que é continua em todo o seu dominio € dita conti-
nua.

Utilizaremos a definicdo de continuidade apresentada anterior-
mente para provarmos que algumas funcoes classicas sdo continuas:
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Teorema 9.35 As seguintes fungdes sdo continuas (em todo o seu
dominio):

(i). Fungbes Polinomiais.
(ii). Fungbes Racionais.
(iii). sen(x)

(iv). cos(x)

). c*

Demonstracdo: A demonstracdo da continuidade das funcoes po-
linomiais e racionais ja foi feita implicitamente nos teoremas
e nos quais provamos que dados polinémios p(x) e q(x) com
q(a) # 0 entdo:

. P _ pla)
limp(x) =pla)  lim q(x)  q(a)

Vamos provar que sen(x) é continua. Para isso comecamos mos-
trando que [sen(x)| < |x|. Considere no circulo trigonométrico um
angulo x tal que

T T

_ X J—

2 2’
conforme apresentado na Figura ??. Geometricamente, temos que
area do tridangulo OBC, que vale [sen(x)/2|, € menor que a area

) ) , X
do setor circular OBC, cujo valor é ‘E‘ Consequentemente para
T 7T }
) <x< > vale a desigualdade:

Isen(x)| < [x|
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e assim

senx —senal] = 2

X—a X+a
sen< 3 )cos( > )’(9.19)

— X+ a

2
< |x—ad| (9.21)

= 2sen Ccos

E assim
0 < lim [senx —sen a|] < lim |x — q
X—a X—a
Pelo Teorema do Confronto temos:

lim [senx —senal =0
Xx—a

e logo lim sen x = sen a. Consequentemente a funcao sen(x) é con-
X—a
tinua.
A continuidade da funcio exponencial serd demonstradaem ??. O

Como consequéncia das propriedades do limite, temos as seguin-
tes propriedades da continuidade de funcoes.

Teorema 9.36 Se f(x) e g(x) sdo continuas num ponto a, entdo:
1. f(x)+ g(x) é continua em a
2. f(x).g(x) € continua em a

3. Se g(a) # 0 entdo f(x)/g(x) € continua em a
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Demonstracdo: Faremos apenas a demonstracdo do item a.). A de-
monstracao dos outros itens € similar e deixamos como exercicio ao leitor.
Como as funcoes f, g sdo continuas em a temos que os limites lim f(x)
X—a
e lim g(x) existem e que:
X—a
lim f(x) =f(a) lim g(x) =g(a)
X—a X—a
Logo pelo limite da soma (£1)) temos que o limite da some existe e que:
lim (f(x) +g(x)) = lim f(x) + lim g(x) = f(a) + g(a)
Xx—a Xx—a Xx—a

0 que prova a continuidade da soma em a.

Como coroldrio do teorema anterior temos que a fungéo tan(x) =
sen(x)
cos(x)
k7, com k € Z}

Podemos calcular o limite de fun¢des compostas lim fog(x), desde
X—a

que a funcao f seja continua, calculando f (li_r>n g(x)).
X—a

/ p A 7t
€ continua em todos os pontos do seu dominio, i.e, em ]R\{E +

Teorema 9.37 (Limite da Composta) Sejam f e g duas fungoes

tais que Im f C Dom g. Se f € continuaem b e lign g(x) = b entdo
X—a

lim f(g(x)) = lim f(y) = f(b).

x—a y—b

Demonstracdo: Como f é continua em b, temos que lin% f(x) =
X—

f(b). Por hipdtese temos que 11m g(x) = b Se g(x) # b numa vizi-

nhanca de a, pelo Teorema [9.32] -
lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(g(a))

O outro caso ¢é imediato. |
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O Teorema do Limite da Composta permite calcular limites utili-
zando a mudanca de varidveis, como ilustra o exemplo a seguir.

Exercicio Resolvido 9.38 Mostre que lim sen(x” + 3x +m 4 4
x—0  cos(x3 +x°)
2.

Solucao: Como ja dissemos as funcdes sen(x) e cos(x) sdo conti-
nuas em todos os pontos.
Além disso temos:

lim <x2+4x+7'c) -1 e Ilimx>+x’=0

x—0 x—0
Logo,
lim sen(x? +4x + ) + 2 = sen(lim x> +4x +7) +2 = sen
x—0 x—0
e

lim cos(x® +x°) = cos(lim x> + x°) = cos(0) = 1
x—0 x—0

Logo por [L5]temos que:

i 2
lim sen(x? +4x +m) + 2 B )1(12% (SGH(X +4x + ) +2) )

X—50 cos(x3 +x%) n lim cos(x3 + x%)
x—0

Como consequéncia do Teorema do Limite da Composta (vide pag.
[417) temos que a composicio de funcoes continuas é continuas:
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Teorema 9.39 Dadas fungdes g : A — B definida num aberto
contendo o ponto a e f : B — C definida num aberto contendo o
ponto g(a). Entdo se g € continua em a e se f € continua em g(a),
entdo f(g(x)) € continua em a.

Finalmente, temos que a inversa de uma funcdo continua é conti-
nua.

Teorema 9.40 Dado um intervalo 1 e f : I — R uma fungdo
continua e monétona em 1. Entdo ' : f(I) — R ¢ continua em
f(I).

Como consequéncia do Teorema temos que as funcoes trigo-
nomeétricas inversas arcsen(x), arccos(x), arctan(x), etc. e a funcédo
log sdo continuas em todos os pontos de seus respectivos dominios
de definicao.

E, ainda, como consequéncia do Teorema temos que funcoes
elementares, i.e, funcoes que sdo obtidas por soma, produto, quoci-
ente e compostas de funcdes polinomiais, racionais, trigonométricas,
exponenciais e logaritmicas sdo continuas em todos os pontos nos
quais estao definidas.

Exercicios

Ex. 9.10 — Use o limite da composta para calcular os seguintes

limites:
1
a) limcos(x?+x+-——
x—0 14+ x

b) lim esen(®?)
x—0
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. x2—x—2
¢) limarcsen o B V)
x—2 x4+ 2x —8

d) limarct X
1marctan ———————
x—1 x2—4xx+3

Ex. 9.11 — Calcule os seguintes limites:

a) lim (3x3 + l + 4)
x—1 X

b) lim cos(x)
x—0

) lim|—5x3 +x|
x—3

d) lLim(x3 +2)(x? —5x)

e) lim

) lim
g) lim

h) lim

t—0 t

j) Prove que lim x%2s(x) =,
x—0

Ex. 9.12 — Prove que se f(x) e g(x) sdo continuas num ponto a,
entao:
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a) f(x)+ g(x) é continua em a
b) f(x).g(x) é continua em a

c) Seg(a) # 0 entdo f(x)/g(x) é continua em a

Ex. 9.13 — Seja f(x) a funcao definida como:

x24+1sex <0
f(x) =
ax+3sex >0

Encontre o valor de a de modo que f seja continua em 0.

Ex. 9.14 — Dado g(x) a func¢éo definida como:

x>+3x+1sex<b
g(x = 2
ax-+3sex>=Db

Encontre o valor de a de modo que g seja continua em b.

Ex. 9.15 — Dado h(x) a func¢do definida como:

cos(x)+1sex<b
h(x) = :
ax-+bsex>Db

Encontre o valor de a de modo que h seja continua em b.
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Q.7 PROPRIEDADES DAS FUNGCOES CON-
TINUAS

Nessa se¢do apresentaremos algumas propriedades das fungdes con-

tinuas.

9.7.1 Teorema do Valor Intermediario

Geometricamente, o Teorema do Valor Intermedidrio nos diz que o
grafico de uma funcdo continua assume todos os valores entre f(a)
e f(b), ou dito de outra forma, dado d entre f(a) e f(b), o grafico de
f(x) deve interceptar a reta horizontal y = d.

Teorema 9.41 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f uma
fungdo continua em todos os pontos de um intervalo fechado [a, b]
e com f(a) # f(b) entdo para todo d entre f(a) e f(b) existe c €
(a,b) tal que f(c) = d;

f(b)
d
T
fla) 5

” %
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A demonstracao desse teorema serd apresentada na Secao ??. Nessa
secao apresentaremos algumas aplicacdes do Teorema do Valor In-
termediario na demonstracdo de existéncia de solucdes para equa-
coes. Para tanto, por sua utilidade, enunciaremos o Teorema do Va-
lor Intermedidrio em uma forma especial e mais restrita: o Teorema

de Bolzano.
...... 5A

Figura 9.15: O Teorema do Valor Intermediario sé é valido para fun-
¢oes continuas.

Teorema 9.42 (Teorema de Bolzano)

Seja f uma fungdo continua em todos os pontos de um intervalo
fechado [a,b] e suponha que f(a) e f(b) tenham sinais opostos.
Entdo existe um ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

O teorema anterior nos diz que o grafico de uma funcéo continua
que em a esta abaixo do eixo x e em b estd sobre este (ou vice-versa),
em algum ponto do intervalo [a, b] deve cruzar o eixo x.
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Exercicio Resolvido 9.43 Mostre que a equacdo cos(x) = x tem

pelo menos uma solugdo no intervalo [0, 7t].

Solucao: Note que a equacéo anterior é equivalente cos(x) —x = 0.
Assim comecaremos considerando a funcdo g(x) = cos(x) — x, que
¢ continua pois é soma de fung¢des continuas.

Agora observamos que g(0) = cos(0) —0 =1, e logo g(0) > O e
que g(mt) = cos(mt) —t = —1—m, e logo g(7) < 0.

Logo pelo Teorema de Bolzano existe ¢ € (0,7) tal que g(c) =
cos(c) —c¢ = 0, e desta forma temos que a equacao tem uma solu-
cdo. i

Exercicio Resolvido 9.44 Mostre que a equaciio 3* = x? +4 tem
pelo menos uma solucao no intervalo (1, 2).
Solucio: Note que a equacio anterior é equivalente 3* — x> —4 = 0.
Assim comecaremos considerando a funcéo g(x) = 3 —x? — 4, que
¢ continua pois é soma de fung¢des continuas.

Agora observamos que g(0) =3° —4 = —3, e logo g(0) < 0 e que
g(2)=9—4—-4=1,elogo g(2) > 0.
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Logo pelo Teorema de Bolzano existe ¢ € (1,2) tal que f(c) =
3¢ —c?—4 =0, e desta forma temos que a equacfio tem pelo menos
uma solucao. ]

Demonstracdo: O teorema é consequéncia da propriedade de com-
pletude dos numeros reais. Provaremos apenas o caso no qual f(a) <
d < f(b). A demonstracdo do outro caso, f(b) < d < f(a), é similar.

Seja S o conjunto de todos os x em [q, b] tais que f(x) < d. Entdo
S é um conjunto ndo-vazio pois a € um elemento de S, e S é limitado
superiormente por b. Assim, por completude, existe o supremo ¢ =
sup S. Provaremos que f(c) = d.

Dado ¢ > 0, como f é continua, existe > 0 tal que |f(x) — f(c)| <
¢ sempre que |x — c| < 8. Isso significa que

f(x)—e < flc) < f(x)+¢

para todo x entre ¢ — & e ¢ + 6. Pelas propriedades do supremo,
existem entre um x* entre ¢ — 6 e ¢ e que estd contido em S, de
modo que, para esse x*

flc)<f(x")+e<d+e.

Escolha % entre ¢ e ¢c + §, que obviamente nao estarda contido em
S, e dessa forma teremos:

fle)>f(R)—e>d—ce.
Combinando as desigualdades anteriores temos que

d—e<f(c)<d+e
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para todo ¢ > 0, e pelo Exercicio [3.24] temos que f(c) = d. O

Proposicao 9.45 Uma fun¢do continua f : I — R de um intervalo
fechado 1 = [a, b] em R € injetiva se e somente se a fungdo f € estrita-
mente monotonica em [a, b].

Demonstracao: Se f é estritamente crescente ou decrescente em
qualquer conjunto I, a aplicagédo f : I — R é obviamente injetiva.

Assim, a parte mais substancial da proposicdo consiste na afirma-
cdo que cada funcao injetiva e continua f : [a, b] — R é uma funcao
mondtona.

Vamos provar por absurdo, suponha que existam trés pontos x; <
X2 < x3 em [a, b], tal que f(x;) ndo se encontra entre f(x;) e f(x3).
Sem perda de generalidade vamos assumir que f(x;) esta entre f(x;)
e f(x3) . Por hipétese f é continua em [x;, x3]. Portanto, pelo Teorema
do Valor Intermedidrio, existe x’ neste intervalo tal que f(x') = f(x1).
Temos, entfo, x; < x/, mas f(x;) = f(x/), que é incompativel com a
injetividade da funcéo. O

Exercicios

Ex. 9.16 — Mostre que a equacio x> —3x + 1 = 0 tem pelo menos
uma solucao no intervalo (1,2)

Ex. 9.17 — Mostre que a equacao 4 2(x + 1)? tem pelo menos
uma solucao no intervalo (—1,1)
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Ex. 9.18 — Mostre que a equacio x° —x*> —2 = 0 tem pelo menos
uma solucao no intervalo (0, 2)

Ex. 9.19 — Mostre que a equacdo x> = v/x+2 tem pelo menos
uma solucao no intervalo (0, 2)

Ex. 9.20 — Mostre que a equacdo tan(x) = x tem pelo menos 3
solugoes.

Ex. 9.21 — Use o Teorema do Valor Intermedidrio para provar que
existe um numero real b tal que b> = 2, conclua que existe raiz
quadrada de 2.

Q.7.2 Valores Extremos

Teorema 9.46 Se uma fungdo f é continua em um intervalo fe-
chado [a, b], entdo ela ¢ limitada nesse intervalo.

Demonstracdo: Suponha que f ndo é limitada no intervalo [a, b].
Deixe c ser o ponto médio de [a, b]. Entdo f sera ilimitada em pelo
menos um dos dois intervalos de [a,c] e [c,b] . Nos escolhemos o
intervalo em que é ilimitada (no caso, em que a func¢éo seja ilimitada
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em ambos os intervalos, ndés escolheremos o intervalo de esquerda).
Denotaremos esse intervalo como [aj, bi].

Este processo de bissecdo serd realizado indefinidamente e o inter-
valo [an 11, bnyq] indicard a metade de [a,,, by] em que f € ilimitada.
Caso seja ilimitada em ambas as metades, a metade esquerda sera
selecionada.

O comprimento do n-ésimo intervalo é (b — a)/2™.

Deixe A denotar o conjunto de pontos de extremidade mais a
esquerda a, aj, ay, az... assim obtido. Deixe « denotar o supremo A.
Entiao « encontra-se em [a, b].

Como f é continua em «, existe um delta > 0 tal que

If(x)] < T+ [f(ed)]

no intervalo de (x— 9, x + &) (No caso « = a, o intervalo deve ser
[a,a+d). Em caso o« = b, o intervalo deve ser (b —, b])
No entanto, o intervalo [a,, b,,] situa-se dentro do intervalo de
(x—6,x+6), pois (b —a)/2™ < 6.
Portanto, f é limitada em (b — a)/2™, o que é uma contradicio.
O
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Definicao 9.47 Seja [ um intervalo e f : I — R uma fungdo.

m Diremos que xo € 1 é um ponto de mdximo global (ou
absoluto) de f, se f(x) < f(xg), para todo x € 1. Neste caso,
diremos que f(xo) ¢ mdximo global.

m Diremos que xyp € 1 é um ponto de minimo global de f, se
f(x) > f(xg), para todo x € 1. Neste caso, diremos que f(xg)
¢ minimo global.

m Um ponto xo € 1 serd dito um ponto extremo global, se
Xo for um ponto de mdximo global ou um ponto de minimo
global.

Teorema 9.48 (Teorema de Weierstrass do Valor Extremo) Seja
f uma fungdo continua em um intervalo [a, b], entdo f atinge seus
valores mdximos e minimos em [a, b].

Demonstracdo: Como f é continua, entdo f possui a menor cota
superior, que denominaremos M. Suponha que nao ha nenhum va-
lor ¢ in[a,b] para que f(c) = M. Portanto, f(x) < M para todo

x € [a, b]. Defina uma nova funcdo g por

(x) = w!

I T M=)
Observe que g(x) > 0 para cada x € [a,b] e que g é continua e
limitada em [a, b]. Portanto, existe K > 0 tal que g(x) < K para cada

x in [a, b] . Uma vez que para cada x inla, b],
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1

=M < K é equivalente a f(x) < M —

1

g(x) K
Contradizemos o fato de que M foi assumido como sendo o ex-
tremo superior de f em [a, b]. Assim, deve haver uma valor ¢ € [a, b]
tal que F(C) = M. O

0.8 *DEMONSTRACAO DAS PROPRIE-
DADES BASICAS DE LIMITE

Teorema 9.49 Se lim f(x) e lim g(x) existem, entdo
X—a Xx—a

lim (f(x) 4+ g(x)) = lim f(x) + lim g(x)
X—a X—a X—a
Antes de comecarmos efetivamente a demonstracio faremos algu-
mas estimativas que nos guiarao na demonstracdo. Como ambos 0s
limites existem, vamos supor que )1(13% flx) =L e )1(13% g(x) =L. E
dessa forma queremos mostrar que

lim (f(x) + g(x)) =L + L;.

X—a

Pela definicdo de limite, queremos provar que dado ¢ > 0 po-
demos encontrar um & > 0 tal que se 0 < |x—al < 9§, entdo
[(f(x)+9g(x)) = (Li+ L)l <e
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Como lim f(x) = L; temos que para todo & > 0, existe &7 > 0 tal
que se 0 X<_>|;1<— al < &7, entdo |f(x) — L] < &;.

Por outro lado, como lim g(x) = L, temos que para todo ¢; > 0,
existe 0, > 0 tal que se ox?ﬁx— al < &,, entdo [g(x) — Ly] < e;.

Queremos estimar |(f(x)+ g(x)) — (Ly +L;)| usando a desigual-
dade triangular temos:

[(f(x) +g(x)) — (L + L)l < [f(x) = Lil+[g(x) — Lol < e1+¢

Assim se pudermos escolher 87 e 5, de modo que ¢; = ¢; = %

teriamos:
[(f(x) +g(x)) — (Ly + L) < [f(x) = Lyl +1g(x) — Lol < e1+¢

Agora vamos transformar o esbo¢o de demonstracdo acima em
uma prova.

Demonstracdo: Dado ¢ > 0. Como li_r>n f(x) = L; temos que para
X—a

g = %, existe 87 > 0 tal que se 0 < |x — a|] < 87, entdo |f(x) — L] <
13
2’
existe 0; > 0 tal que se 0 < [x — a| < &, entdo |g(x) — L < €.

R Y . €
.De modo similar, como lim g(x) = L, temos que para ¢, = 2>
X—a

Seja 6 = min{d;,d,}. Para esse 6 temos que se 0 < [x—a| <
entdo 0 < [x—al < & e 0 < |[x—al < 6, e logo para esse & temos

£ 3
que [f(x) — L] < 5 € lg(x) — L] < >

[(f(x) +g(x)) — (L1 + L)l < [f(x) = Lil+[g(x) — Lol < e1+¢

. Consequentemente:

O
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Teorema 9.50 Se lim f(x) e lim g(x) existem, entdo
Xx—a X—a

lim (f(x)g(x)) = lim f(x) - lim g(x)

X—a X—a Xx—a

Demonstracao: Seja e > 0 e suponha que Se liin f(x) =Le lign g(x) =
X—a X—a
G. A existéncia dos limites de f(x) e g(x) implicam na existéncia de

81, 82, b3 tais que

£
|f(X) —F| < m quando 0< |X— C1| < o1
(9.22)
£
|g(X) — G| < m quando 0< |X— (1| < 62,

(9.23)

lg(x) — G| <1 quando 0 < |x —a| < 3. (9.24)
Da condicdo [9.8] temos:
lg(x)] = |g(x)—G+G| £ |g(x)—G|+ |G| < 1+|G| quando 0 < |[x—a| < 83.
Suponha que 0 < |[x — a] < min{d7, &, 83} entdo a partir de e temos:
[f(x)g(x) —FG| =[f(x)g(x) —Fg(x) + Fg(x) — FG]|
< If(x)g(x)—Fg(x)[ + [Fg(x)—FG]
= |g(x)| - [f(x)—=F|+[F| - [g(x)—G|

€ €
< “+|G|)72(1+|G|) + “+|F|)72(1+|F|)

=&
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Teorema 9.51 (Limite do Quociente) Se lim f(x) e lim g(x) exis-
X—a X—a

tem e lim g(x) # 0, entdo
X—a

1mﬂngym
x»ag(x)  limg(x)

Demonstracdo: Se pudermos mostrar que

1 1

et M
. f(x) 1 »
entdo escrevemos — = f(x) - —— e utilizando a Regra do Produto
g(x) g(x)
teremos o resultado.
Assim vamos provar que
1 1

li =—.
gy M
Seja ¢ > 0. A existéncia do limite implica que existem 01, 0 tais que

lg(x) —M| < e M| (1T+[M]) se 0 < [x—c| < &
(9.25)

lg(x) —M| < Tse0<|x—c|< b (9.26)

Assim

lg(x)| =1g(x) =M +M| < |g(x) — M|+ M| < T+|M|
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quando

0< |X—C| <52

e logo

' 1
g(x)

Suponha agora que

0 < |x —c| < min{61, 5>}

de e obtemos
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>
14+ M|

M —g(x)

Mg(x)

9(X)—M'

Mg(x)

1 g(x) —M
9(X)' M '

1 g(x) —M
1+|M|" M ’
1 eIM[(1+[M])
1+ M| M

£

i

quando 0 < [x —c| < &)

(9.27)

(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)



0. * CONTINUIDADE UNIFORME

Vamos agora considerar uma nocdo de continuidade que € mais forte
do que a continuidade normal.

Definicdo 9.52 Seja f: A — R. Dizemos que f é uniformemente
continua em A se para todo e > 0, existir 6 > 0 tal que para todo
x,y€eA

se [x —y| < b, entdo |f(x)—f(y)| <e.

A diferenca entre continuidade e continuidade uniforme. Come-
camos analisando a definicdo de continuidade:

Dado x € A e e > 0. Seja 6 = b(xg, ¢). Entdo para todo
y € A. tal que [x —y| < 8. Temos que |f(x) — f(y)| < e.

Logo a expressdo 6(x, e) pode depender de x e ¢ mas deve ser
independente de y. A ordem de os quantificadores na definicao ja
nos diz isso; no ponto de escolha do 5, x € A e ¢ > 0jd foram
escolhidos, mas y ndo de modo a definicdo de & nao deve envolver
Y.

Por outro lado na definicdo de continuidade uniforme:

Dado ¢ > 0. Seja & = 6(¢). Entdo para x,y € A. satisfa-
zendo [x —y| < 8. Temos que |f(x) — f(y)| < e.

Desta forma a expressdo de & sé depende de ¢ e ndo depende do
ponto x. Ou seja, o mesmo ¢ funciona para todos os pontos
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E 6bvio que uma funcdo uniformemente continua é continua: se
podemos encontrar um 6 que funciona para todos os valores x € A,
podemos encontrar um (o mesmo), que funciona para um valor em
especial x. Veremos a seguir exemplos de funcoes continuas que nao
sdo uniformemente continua.

Teorema 9.53 Se f € uniformemente continua, entdo f é conti-
nua.

Exercicio Resolvido 9.54 Seja f(x) = 3x + 7. Entao f é uniforme-

mente continua em R.

Demonstracdo: Dado ¢ > 0. Deixe = ¢/3. Entdo dados x,y € R.
Se [x —y| < 6. Entao

(%) =f(Y)l=168x+7) =By +7)[ =3x -yl <36 =e.

Exercicio Resolvido 9.55 SejaA={xceR:0<x<4}lef:A - R

dada por f(x) = x%. Entdo f é uniformemente continua em A.

Demonstracao: Escolha ¢ > 0. Escolha 6 = ¢/8. Entdo dados x,y €
A.Se0<x<4e0<y<4entio0 <x+y < 8.Entdose [x —y| < d
temos que

f(x) —fy)l = =y = (x +y)lx—yl < (4 +4)5 =e.
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Em ambas as provas anteriores a funcao f satisfaz uma desigual-
dade da forma

[f(x1) = f(x2)| < Mlx1 —x3 (9.34)
Para todo x1,x; € A. No Exemplo [9.54] tinhamos
[(3%1 +7) — (3x2+7)| < 3lx1 —x2]
e no Exemplo nds tinhamos
xi —x3| < 8lx1 —x3

para 0 < x1,x2 < 4. Uma desigualdade da forma (2.34]) é dita uma
desigualdade de Lipschitz e a constante M é dita a correspondente
Constante de Lipschitz .

Teorema 9.56 Se f satisfaz (9.34) para todo x1,x; € A, entdo f
¢ uniformemente continua em A.

Demonstracdo: Dado ¢ > 0. Seja & = ¢/M. Entdo para todo x,y €
A. Entéo se [x — xg| < 0 teremos que

If(x) = f(y)l < Mlx —y| < Md = e.

Teorema 9.57 Se f e g uniformemente continua em A C R. En-
tao

1. A fungdo f + g € uniformemente continua em A.

2. Para toda constante ¢ € R, a fung¢do c - f é uniformemente
continua em A.
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Exercicio Resolvido 9.58 A funcdo f(x) = x* é continua mas nao

uniformemente continua em A = (0, 00).

Demonstracao: Primeiramente mostraremos que f é continua em
A, i.e.

Vxg EAVe>0F0>0Vx EA|lx—x <d = Ixz—xél<£ ,

Dado xy. Sejaa =xp+1ed =min(1,e/2a). Observe que 5 depende
de x¢ pois a depende.) Dado x € S. Se |[x —x¢| < 6 entdo |[x —xp| < 1
logo x < xp+ 1 = a e assim x,xy < a temos
€
Ix? —xél = (x +x0)Ix —x0| < 2alx —xp| < 2ad < Zaz— =¢
a
como desejado.
Agora demonstraremos que f ndo é uniformemente continua em
A, i.e.

EIe>OV6>OEIonAE|xEA{Ix—xo|<6e|x2—x(2)|25 .

Dado ¢ = 1 seja 6 > 0. Entdo se escolhermos xo = 1/6 e x = xo + 8/2.
Entdo |[x — xp| = 8/2 < 6 mas

1 8\* [1\? 52

2 2

x™ — |(6+2) (6) + > 1=
Observe que neste caso x( € grande quando 6 é pequeno. O

Teorema 9.59 Suponha que f : [a,b] — R é continua. Entdo f é
uniformemente continua.
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Queremos que f(x) estejaem (L—e¢, L+
A :
L] i /

74
4

S~—

\]

T a
Logo escolhemos x em (a — b, a+ 0’

| /

/
L 4

~—

Sexem (a—95,a+d)
entdo f(x) em (L—¢,L+¢)
A

.

/

f(x) |

\/

X|: a

Figura 9.9: Definicdo de Limite 439
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XxX>a x<a
f(x) f(x)
x <0 x>0

Figura 9.10: Limite |x| quando x tende a 0.
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R

Figura 9.11: Teorema do Confronto

X
0.5 1
3 5 1 2 3
0.5
sen(x)

Figura 9.12: Gréfico de
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PR 3
_]A 2\/
2<

Figura 9.13: Funcdo descontinua em x = 1.

- N W B

\]

1 2 03 4

Figura 9.14: Funcdo descontinua em x = 1
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«
I
®

i ] ' ]
y = cos(x)
1

Figura 9.16: Intersecgdo dos graficos de y = x e y = cos(x)

Figura 9.17: Gréfico de y = cos(x) —x.
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Figura 9.18: Gréfico de y = 3 —x? — 4.
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1 O LIMITES INFINITOS E
NO INFINITO

10.1 LIMITES NO INFINITO

Vamos considerar a func¢ao f(x) =
na Figura[10.]1

X cujo grafico é apresentado
211 JO & p

1.0 1

X — —00 051 xX* 41

—1.0 1

X

Fi 10.1: Grafico de f(x) =
igura rafico de f(x) 21

Podemos observar que conforme os valores de x se tornam sufici-
entemente grandes temos que os valores da funcio se aproximam
de 0. Denotaremos tal fato por

,}LIEOX2+1 -
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Por outro lado, conforme os valores de x se tornam suficiente-
mente grandes negativos (negativos e com valores absolutos gran-
des) temos que os valores da funcdo também se aproximam de O.
Denotaremos tal fato por

XEIEIOO x2 4+ 1 -

Podemos modificar a nocdo de limite anterior de modo a lidar
com esses casos. A modificacdo essencial é formalizar a afirmacao
que “se x é suficientemente grande” através de “existe 6 tal que se
x> 0"

Definicdo 10.1 Limite no Infinito
Seja f uma fungdo definida para x > ¢ para algum c € R e seja
L um numero real. Dizemos que

lim f(x) =L

X—00
se para todo ¢ > 0 existe um & > 0 tal que

se x > b entdo |f(x)—L| < e.

Seja f uma fungdo definida para x < ¢ para algum c € R e seja
L um numero real. Dizemos que

lim f(x)=L
X—>—00

se para todo ¢ > 0 existe um 6 > O tal que

se x < dentdo |f(x) —L|<e.
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Exercicio Resolvido 10.2 Mostre a partir da definicdo que Xlggo % =
0.
Solucao: Queremos mostrar que existe § tal que se x > & entdo
If(x)| < e.

Para tanto comecaremos determinando quando [f(x)| < e. Como
estamos interessados no comportamento no infinito, podemos supor
sem perda de generalidade que x > 0, e assim temos que a desigual-

dade ,lc < ¢ € equivalente a x > % Assim escolhemos & = %

Quando x > 6 entdo x > % e assim 0 < % < ¢. O que prova que

1

lim — =0.
X—00 X
i
. - . 1
Exercicio Resolvido 10.3 Mostre a partir da defini¢do que lim — =
X—00 \/)_(

0.

Solucao: Queremos mostrar que existe § tal que se x > & entdo
If(x)| < e.

Para tanto comecaremos determinando quando |f(x)| < e. Como
estamos interessados no comportamento no infinito, podemos supor
sem perda de generalidade que x > 0, e assim temos que a desigual-

dade R < ¢ € equivalente a x > lz Assim escolhemos 6 = lz
€ €

1
X
Quando x > b entdo x > é e assim 0 < %}-{ < ¢. O que prova

que lim =0.

X—00

%l -
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10.2 LIMITES INFINITOS

1
No Exercicio Resolvido [9.5] vimos que néo existe o limite lmé ik
x—0 |X

\J

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 10.2: Nao existe 11m 3w
X

Em especial, vimos que escolhendo o Valor de x suficientemente

Nesses casos nos quais o limite ndo existe, mas a func¢do toma valo-

pequeno podemos fazer o valor da fungao arbitrariamente grande.

res que crescem de forma ilimita dizemos que o limite da funcéo é
infinito.
Vejamos outro exemplo:

Os limites i }
s limites 1111X 4 o ~—4

A partir da Figura [10.3] podemos observar que quando x tende

a 4 pela direita, isto é, por valores maiores que 4 a funcdo 7]
X_
cresce indefinidamente, tomando valores arbitrariamente grandes.

Enquanto que quando x tende a 4 pela esquerda, isto €, por valores
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15 1

107 x—4

20 —15-10 755 5 10 15

x =4
~10
—15
Figura 10.3:

menores que 4 a funcédo 7] decresce indefinidamente, tomando

valores arbitrariamente grandes e negativos.
Representamos esses comportamentos por:
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Definicdo 10.4 Limites Infinitos

Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto contendo a,
exceto possivelmente em a.

m Dizemos que lim f(x) = oo se para todo ¢ > 0 existe um

Xx—a
d > 0 tal que
se 0 < |x—al < b entdo f(x) > .
m Dizemos que lim f(x) = —oo se para todo ¢ > 0 existe um
Xx—a
d > 0 tal que

se 0 < |x—al < b entdo f(x) < .

= Dizemos que lim+ f(x) = oo se para todo ¢ > 0 existe um
Xx—a

d > 0 tal que

se a < x < a+dentdo f(x) > e.

m Dizemos que lim f(x) = oo se para todo ¢ > 0 existe um
X—a—

d > 0 tal que

sea—0 < x < aentdo f(x) > e.

De maneira analoga, podemos definir os limites laterais infinitos ne-

gativos : lim f(x) = —oco e lim f(x) = —oo e os limites infini-
x—at X—a~
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tos no infinito lim f(x) = oo, lim f(x) = —oo0, lim f(x) = c© €
X—00 X—00 X——00

lim f(x) = —oo0.

X——00

Exercicio Resolvido 10.5 Mostre que lim x = co.
X—00

Solucao: Pela definicdo temos que mostrar que dado ¢ > 0 existe
d > 0 tal que se x > 0 entdo f(x) > «.
A demonstracgdo nesse caso é imediata pois escolhendo & = ¢ te-

mos o resultado desejado. ]
Exercicio Resolvido 10.6 Mostre que lim x? = co.

X—00
Solucao: Nesse caso basta escolher & = /¢ para termos que se
x > 6> 0 entdo x* > . O

Proposicao 10.7

m Se f(x) > g(x) e lim g(x) = oo entdo lim f(x) = co.

Xx—a Xx—a
m Se f(x) < g(x) e lim g(x) = —o0 entdo lim f(x) = —oc.
X—a X—a
1
m Se f(x) > 0e lim f(x) = 0 entdo lim —— = oo.
x—a x—a f(x)
1
m Se f(x) < 0e lim f(x) =0 entdo lim — = —o0
x—a x—a f(x)
1
m Se f(x) # 0 lim f(x) = oo ou lim f(x) = —co entdo lim — =
x—a x—a x—a f(x)
0.
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Exemplos 10.8 Como coroldrio do teorema anterior, temos 0s se-

guintes limites, que sdo facilmente obtidos através de comparacao
com uma das fung¢des x e ou —x.

1. Dado ¢ > 0 entdo lim c* = .
X—00

2. Dado k € N* entdo lim x* = co.
X—00

3. Dado k € IN* impar entdo lim x* = —co.

X——00

4. Dado k € N* par entdo lim x* = co.
X——00

10.2.1  Propriedades do Limite Infinito e no Infinito

O limite infinito possui as seguintes propriedades algébricas:

Proposicao 10.9 (Propriedades Aditivas do Limite Infinito)

Sejam f(x), g(x), h(x) e m(x) fungdes, tais que:

lim f(x) = oo, lim g(x) = oo
X—a X—a

lim h(x) = —c0 lim m(x) = —c0
Xx—a Xx—a

e seja n(x) uma fungdo limitada. Entdo:
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Al. lim(f(x)+ g(x)) = co. A4. lim(h(x) +n(x)) = —oc0c.

A2. )lcig(ll(f(x) —h(x)) = oo. A5. iiil}l(h(x) +m(x)) = —c0.
A3. iﬂ(f(x) +n(x)) = co. A6. iiLI}l(h(x) —f(x)) = —o0.

Proposicdo 10.10 (Propriedades Multiplicativas do Limite Infinito)

Seja ¢ um ntmero real e f(x), g(x), h(x), m(x), n(x) e p(x) fungdes ,

tais que

lim f(x) = oo, lim g(x) = c©
X—a X—a
lim h(x) = —c0 lim m(x) = —o0
X—a X—a
limn(x)=1L; >0 limp(x) =L, <0
X—a X—a
Entdo:
M1. Iimn(x)f(x) = oo M5. lim f(x) - g(x) =00
X—a X—a
M2. lim p(x)f(x) = —o0
xa M6. lim f(x) - h(x) = —c0
M3. lim n(x)h(x) = —o0 b
Xx—a
M4. limp(x)h(x) = c© M?7. lim h(x)-m(x) = oo
x—a x—a

As propriedades anteriores permanecem validas se trocamos o li-
mite no ponto a por limites laterais ou por limites infinitos.

Proposicdo 10.11 (Propriedades do Limite no Infinito)
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Seja ¢ um ntmero real e f, g duas fungdes reais tais que lim f(x) =
X— 00

A e lim g(x) = B. Entdo:
X—00

I1. lim (f(x) +g(x)) = A+ B. I5. Se B # 0 entdo

X—00 . f(x) A
lim | — | = —.
. x—o0 \ g(x) B
12. )}Ln;o(f(x) —g(x)) =A—B.

I6. th)lo If(x)| = |Al
I3. lim (f(x)-g(x)) = AB

X—00 : I7. lim (f(x)™) = A"
X—00
I4. Xllﬁrﬁlo(cf(x)) = cA. I8. th)lo VEx) = VA

f
Quando tivermos lim ﬁ com lim f(x) = oo e lim g(x) = o
x—a g(x) x—a x—a

. . Y. .00
dizemos que temos uma indeterminacdo do tipo — . Nesses casos
para o cdlculo do limite, de modo andlogo as indeterminacoes do

tipo —, temos que realizar uma simplificacdo antes da utilizacdo das
propriedades do limite. As estratégias de simplificacdo usuais sdo
a fatoracdo e a multiplicacdo pelo conjugado e também multiplicar
ou dividir o numerador e o denominador por um termo apropriado,
como ilustram os exemplos a seguir.

241
Exercicio Resolvido 10.12 Calcule lim Xz + .
X—00 X< —

Solucao:
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2 2 C 2
x4 . Xt T ax
e - meTe (10-1)
1+
= lim —= (10.2)
x—00 1 _ 1
2
(10.3)
Como lim lz lim 1 lim )1( = 0, temos que hm 1 + ] =1=
X—00 X X—00 X%OO
lim 1—
X—00 X
Temos que
2
x4
xlggo x2 —1 1
O

Exercicio Resolvido 10.13 Calcule lim (2x3 —3x2 +1).

X— 00

Solucdo: Colocando o termo de maior grau em evidéncia:

lim (2x3—3x*+1) = x* lim 2— 31+ s (10.4)

X— 00 X—00
= 00-2=00 (10.5)
|
23 +3x2 41

Exercicio Resolvido 10.14 Calcule lim .
x—o0 4x2 —2x + 1
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Solucao:

1 1
23T (24 3%
im ———i—— = (10.6)
x—00 4x2 — 2x + 1 X2(4_21+L
X XZ
2431+
= x—]"] (10.7)
(4-2%+ 5
= oo- % =0 (10.8)
(10.9)
O

. . , 1
Exercicio Resolvido 10.15 Mostre que lim S S

o VoxI 41 3

Solucdo:

1
= lim —— (10.11)
X—00 'l
9+
X
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5 3 2
Exercicio Resolvido 10.16 Calcule lim LH
x—o0 2x3 —x+5

Solucdo:
o3 +x2-3 ) 5x3+x2—3+x3r
S e g S i
54431
X702 ——5 455
X X
5
= = 10.1
> (10.14)
O
2 _
Exercicio Resolvido 10.17 Calcule lim M
x—o0 4x4 —x +2
Solucao:
5% +x—3 o2 x—3=x4
,}an}o 4x4—x+2 leHOlO 4xt —x + 2 x4 (10.15)
5413,

— lim XX X (10.16)

= 0 (10.17)
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10.3 O NUMERO € E AS FUNGOES EX-
PONENCIAL E LOGARITMO

O préximo limite é conhecido como Limite Exponencial Fundamen-
tal é a base dos logaritmos naturais ou neperianos.

Teorema 10.18 (Segundo Limite Fundamental )

-l X
lim <1 + —) —=e,
X— 00 X

onde e ~ 2,71828 ¢ a constante de Euler.

\]

1 2 3 4 5 6

X
Figura 10.4: lim <1 + 1—) =e
X—00 X

X
Exercicio Resolvido 10.19 Calcule lim <1 + §> }

X—00 X
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~ . X
Solucao: Fazemos a mudanca de varidvel t = R temos:

5 X 1 5t

lim (1 +—) = lim (1 +—) (10.18)

X—00 X t—00 t

¥
= (hm (1 +—) ) (10.19)
t—o0 t

= e (10.20)
O

X
Exercicio Resolvido 10.20 Calcule lim ( X ) ]
x—o00 \ X + 1

Solucao: Dividindo o numerador e o denominador por x temos:

X

X
lim [ — ~ him | (10.21)
x—o00 \ X + 1 X—00 1 l
X
— lim% (10.22)
X—00 1
(1+3)
= ¢! (10.23)

O
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Definicdo 10.21 O logaritmo de base e é denominado fungao lo-
garitmo natural ou simplesmente logaritmo . Assim pelos fa-
tos apresentados na se¢do a fungdo logaritmo € a fun¢do
In: (0,00) — R dada pela regra

Inx=y<e¥=x

O gréfico da funcao logaritmo natural estd representado abaixo:

A

3<

2<

1

& .
—5—4—3—2—11< 1 2 3 4 5 6 7 8

-2
—3 |
—4 ]
-5 1

Como a funcédo e* é continua e crescente, pelo Teorema [9.40] a
sua funcdo inversa In(x) : (0,00) — R é continua em todo o seu
dominio.

Teorema 10.22 (Terceiro Limite Fundamental )

a*—1

lim =Ina.

x—0 X
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Demonstracio: Fazendo a substituicdo u = a™ — 1 temos que h =

_ In(1+u) .
log (1+u) = ma e assim:
eh—1 B u B 1 Ina
h  In(u+1)-lna 1 '
In(u+1)u
Quando h — 0, u — 0, e assim
h _
limCl ]zlim;-lnazln—azlna.
h—0 h u—0 1 Ine
In(u4+1)u

X _

1 =In2.

Figura 10.5: lim
x—=0 X

x—2

—1
Exercicio Resolvido 10.23 Calcule o limite lim }
x—2 x—2
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Solucao: Fazendo a troca de varidveis t = temos:
x—2
35 —1 3t—1

lim— = 1i 10.2

Xg x—2 tlg(} 5t (10.24)
1
_ In3 (10.25)
5

mi

10.3.1  Juro Composto

Suponha que facamos um investimento de capital inicial C, uma
taxa de juros anual de r quanto dinheiro vamos ter decorrido k
anos?

Resposta: isso depende de como os juros sdo pagos. Se for uti-
lizado juros simples o total de juros serd aplicado ao final investi-
mento, de modo que o acréscimo total produzido pelos juros é Crk,
e o capital final serd igual C(1 + rk).

No entanto, o mais comum € que 0S juros sejam pagos em pe-
riodos mais curtos de tempo. Dessa forma cada vez que esses inte-
resses sao pagos eles aumentam o capital inicial e produzirao, por
sua vez, mais capital quando novos interesses forem pagos. Isto é
conhecido como juros compostos. Por exemplo, se os juros sdo pa-
gos n vezes por ano (Trimestral (n = 4), mensal (n = 12), etc).
No final do primeiro periodo, teremos C(1 -+ r/N), final do segundo
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C(14r/n)?; no final do exercicio C(1 +r/n)™, fim do k ésimo ano
teremos C(1+ r/n)n"k.

Quando n é grande, o numero (1 + r/n)" é aproximadamente
igual a e". Precisamente, se os juros sao aplicados acumulam, ins-
tantaneamente ao capital o que conhecido como compostos continu-
amente, em seguida, o capital no final do k ésimo ano é dado pela
Ce'.

10.3.2  Crescimento demografico

Se denotarmos por Py a a populacdo mundial atual, e por A a taxa

anual de crescimento, a qual suporemos que se mantém constante.

Denotaremos por P(t) a populagdo mundial passados t anos.
Passado um ano, temos que a popula¢do mundial sera

P(]) X PO—F}\PO = (1 +}\)Po.

Utilizamos o sinal de aproximacdo = e ndo o = porque calculamos
o crescimento da populacdo APy como se esta fosse constantemente
igual a Py em todo o ano, o que néo € correto.

Obteriamos um resultado mais exato se consideramos o cresci-
mento da populacdo mensalmente. Como a taxa de crescimento

A
)Po, €

mensual é A/12, passado um més a populacao serd (1 + 7l

passados doze meses
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O célculo segue sendo aproximado, pois a populacao cresce conti-
nuamente. Para obter uma melhor aproximacao poderiamos consi-
derar dias em vez de meses. Em general, se dividimos o ano em n
periodos, obteriamos como aproximacao:

P(1) = (1+%> P,

Quanto maior seja n menor sera o erro que cometemos. Se fazemos
n
que n cresca indefinidamente, entdo o nimero (1 + —) se con-
n

verte em e, pelo que P(1) = e Py. Se o periodo de tempo é de t
anos, entdo P(t) = Pyel.

Observa que tanto o juro composto continuo como o crescimento
demografico sdo, matematicamente, o mesmo. Em ambos casos o
que temos é uma magnitude que se incrementa de forma proporcio-
nal a sua quantidade em cada momento. Outro processo que entra
nesta descricdo é o decaimento radioativo, a tinica diferencia é que a
masa de matéria radioativa va diminuindo, ou seja, que a constante
de proporcionalidade é negativa.
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ALGEBRA

Alice perguntou: “Poderia me dizer, por favor,
que caminho devo tomar ...?”
“Isso depende bastante de onde vocé quer
chegar”, disse o Gato.

“O lugar ndo me importa muito...”, disse Alice.
“Entdo ndo importa que caminho tomar”, disse
o Gato.

Alice no pais das maravilhas - Lewis Carroll

A1 POLINOMIOS

Dados um numero natural n e nimeros reais an, an_1,...dj, dp com
an # 0, um polindOmio de grau n na variavel x € uma expressdo da
forma:

P(x) = anX™ + an X" . aix + ag

O maior indice dos termos nédo nulos (n) é dito grau do polin6-
mio e o coeficiente correspondente é denominado coeficiente prin-
cipal do polinémio.
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Assim, por exemplo, um polinémio de grau zero é da forma p(x) =
ap e é denominado polinémio constante enquanto que um polino-
mio de grau 1 é da forma p(x) = a;x+ ap com a; # 0, e é denomi-
nado polinémio linear. Finalmente um polinomio é dito quadratico
se seu grau for dois, i.e., se for da forma p(x) = ayx* + a;x + ag com
a #0

Polindbmios podem ser somados e multiplicados utilizando as pro-
priedades de comutatividade, associatividade, distributividade, etc.
dos numeros reais:

Exemplos 1.1 Calcule:

L (23 4+ +3x+2)+ (x3+5x+1)

2. (3+1)(x*+5x+2)

Solucdo:

1. Agrupamos os termos de mesmo grau e combinando temos:

23+ X2 +3x+2)+ (P +5x+1) = 23 +x3)
= 33X+

2. Usando a propriedade distributiva temos:

3+ +5x+2) = PP +5x+2)+1(> +
x> +5x* + 2x3 +x2 + 5%
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Exercicios

Ex. 1.1 — Prove as seguintes formulas para o produto:

a) (x+y)x—y)=x*—y?
b) (x+y)? =x>+2xy +y?
A (x—y)? =x—2xy+y?
d) (x+y)® =x>+3x%y +3y*x +43
e) (x—y)?=x3-3x%y+3y’x—y°
H x+y)F—xy+y?) =x*+y?
g (x—yF+xy+y?) =x—y’

A1.1 Produtos Notaveis e Fatoracao

Alguns produtos entre polindmios sdo extremamente uteis, esses
produtos sdo conhecidos como produtos notaveis . Apresentamos
alguns deles:

Alguns Produtos Notaveis:

Dados x e y numeros reais, variaveis ou expressoes algébricas:

1. (x+y)(x—y) = x* —y? (diferenca de quadrados)
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2. (x+y)? =x*+ 2xy +y? (quadrado da soma)

3. (x—y)? =x? —2xy +y? (quadrado da diferenca)

4. (x+y)? =x* +3x?y + 3y*x + y* (cubo da soma)

5. (x —y)® =x* —3x?y + 3y’x — y> (cubo da diferenca)
6. (x+vy)(x* —xy +y?) = x> +1y3 (soma de cubos)

7. (x —y)(x* +xy +y?) = x> —y> (diferenca de cubos)

Os produtos notaveis sdo particularmente uteis para fatorar ex-
pressoes. O processo de fatorar um polinomio consiste em escrever
esse polinomio como produto de dois ou mais polinémios, denomi-
nados fatores. Antes de utilizar os produtos notaveis para fatorar
uma expressao, vamos recordar um dos modos mais simples de fa-
torar um polindmio que é colocar os fatores comuns em evidéncia:
Exemplos 1.2

1. 3x* +6x3 +9x% = 3x%(x% +2x + 3)
2. pq* —pq’® =pq*(1—q)
3. 23+ X2 +8x+4=x(2x+1)+4(2x+1) = (2x + 1) (x* +4)

Utilizando os produtos notaveis podemos realizar as seguintes fa-
toracoes:
Exemplos 1.3
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. 4x? —25 = (2x)? —5% = (2x 4+ 5)(2x — 5) (diferenca de quadra-

dos );

64x3 — 1253 = (4x)3 — (5y)° = (4x —5y)((4x)? + 4x - 5y +
(5y)?) = (4x — 5y)(16x% 4+ 20xy + 25y?) (diferenca de cubos);

. x* —10x + 25 = x> —2 - 5x + 5% = (x —5)? (quadrado das dife-

rencas);

X2 +9 = (x2)2+2-3-x2+ 3% = (x* 4 3)? (quadrado da

soma);

Exercicios

Ex. 1.2 — Expanda:

a)
b)
c)
d)
e)
f

g)
h)

1 1
Ex. 1.3 — Se a+ — = b determine a? + — em fungéo de b.
a a
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Ex. 1.4 — Fatore

a)
b)
c)
d)
e)
f
g)
h)
i)

A1.2

Dados dois polinémios p(x) e q(x) tais que o grau de p(x) é maior
que o grau de q(x) podemos fazer a divisdo de p(x) por q(x) com
resto T(x), o qual sera um poliné6mio de grau menor ou igual a q(x)

a’x +b?y + a’y + b?x
2% —x +4xy — 2y
4y —16
(x+b)?—a?

x? —a? —2ab — b?

X3+ —

Divisdo de Polindmios

e poderemos escrever:

O processo de divisdo é andlogo ao processo de divisdo Euclide-
ana. Como na divisdo Euclideana p(x) serd chamado de dividendo
e q(x) de divisor. Vejamos um exemplo:
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Exemplo 1.4 Divida x> + 7x + 6 por x — 1 m]

Solucao: Vamos comecar colocando o dividendo e o divisor da se-
guinte forma
x3 —7x+6:<x—1><
Agora dividimos o maior termo do dividendo pelo maior termo do
divisor x> + x = x? e colocamos esse termo no segundo paréntesis.
x3 —7x+6:<x—1) (xz )
Agora multiplicamos x* pelo divisor x — 1 obtendo x> — x?. Sub-
traimos esse termo do dividendo ( ou seja somamos —x3 +x2):
x3 —7x+6:<x—1> (xz )
—x3 +x?
Realizamos a soma do polindomio obtido na etapa anterior com o

dividendo:
x3 —7x+6:<x—1) (xz )
— x> 4 x?
x? —7x

Para acharmos o segundo termo da divisdo. Repetiremos o pro-
cesso com o polindmio obtido na etapa anterior x*> — 7x. Dividimos
o termo de maior grau de x> — 7x pelo termo de maior grau de x — 1
obtemos x e colocamos esse termo no segundo paréntesis.

x3 —7x+6:<x—1) <x2+x )
—x3 4+ x?

x2 —7x
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Agora multiplicamos x pelo divisor x — 1 obtendo x? — x. Subtrai-
mos esse termo do dividendo ( ou seja somamos —x24+x):

x> —7x—|—6:<x—1> <x2+x >
—x3 +x?
x* —7x
—x* +x
Realizamos a soma do polinomio obtido na etapa anterior:
x> —7x—|—6:<x—1> <x2+x >
—x3 4 x?
x* —7x
—x? +x
—6x+6

Para acharmos o segundo termo da divisdo. Repetiremos o pro-
cesso com o polindomio obtido na etapa anterior —6x + 6. Dividimos
o termo de maior grau de —6x + 6 pelo termo de maior grau de x — 1
obtemos —6 e colocamos esse termo no segundo paréntesis.

x3 —7x—|—6:<x—1> <x2—|—x—6>
—x3 4 x?
X2 —7x
—x* +x
—6Xx+6

Agora multiplicamos —6 pelo divisor x — 1 obtendo —6x + 6. Sub-
traimos esse termo do dividendo ( ou seja somamos 6x — 6):
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x3 —7x+6:<x—1> <x2+x—6>

—x3 +x?
X —7x
—x% +x
—6x+6
6Xx — 6
Realizamos a soma do polinémio obtido na etapa anterior:
x3 —7x+6= (x — 1) (Xz +x— 6) Chegamos a um polin6-
—x3 +x?
X —7x
—x% +x
—6x+6
6Xx — 6
0

mio (0) que possui grau menor que o divisor e assim a divisdo ter-

minou.

No caso em que a divisao de p(x) por q(x) tiver resto O temos que

ou seja, neste caso q(x) é um fator de p(x), e a divisdo é dita exata.
A partir do exemplo acima podemos extrair o algoritmo da divisao

de polinomios:
Algoritmo de divisdo de polinémios
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1. Arranje os termos do dividendo e do divisor dos termos de
maior grau para os termos de menor grau.

2. Divida o termo de maior grau do dividendo pelo termo de
maior grau do divisor. O resultado obtido é o primeiro termo
do quociente.

3. Multiplique todos os termos do divisor pelo primeiro termo do
quociente.

4. Subtraia o produto anterior do quociente.

5. Repita as operacoes anteriores com o termo obtido no lugar do
quociente. O processo terminard quando o polinémio obtido
tiver grau menor que o divisor.

Exemplo 1.5 Divida 6x? —4x + 4 4 3x> por x? — 2 O

Solucao: Comecamos escrevendo o dividendo e o divisor em potén-
cias decrescentes de 3x e colocando na seguinte forma
R red—ax +4=(-2)( )
Agora dividimos o maior termo do dividendo pelo maior termo do
divisor 3x3 + x? = x e colocamos esse termo no segundo paréntesis.
3x3 4+ 6x% — 4x +4:<x2—2> <3x >
Agora multiplicamos x pelo divisor x? — 2 obtendo 3x? — 6x. Sub-
traimos esse termo do dividendo ( ou seja somamos —3x> + 6x):
et —dx +4=(x2-2) (3x )

—3x3 + 6x
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Realizamos a soma do polindmio obtido na etapa anterior com o
dividendo:

33+ 6xk—dx 4= <x2—2> <3x )
—3x3 + 6x

6x2+2x +4
Para acharmos o segundo termo da divisdo. Repetiremos o pro-

cesso com o polindmio obtido na etapa anterior 6x* + 2x + 4. Dividi-
mos o termo de maior grau de 6x” + 2x +4 pelo termo de maior grau
de x? — 2 obtemos 6. Colocamos esse termo no segundo paréntesis.
3 +6x2—dx +4=(x2-2) (3x+6)
—3x3 + 6x

6x2+2x +4
Agora multiplicamos 6 pelo divisor x> — 2 obtendo 6x*> — 12. Sub-
traimos esse termo do dividendo ( ou seja somamos —6x% + 12):

33+ 6 —ax +4=(x-2) (3x+6)
— 33 + 6x
6x*+2x +4
—6x? +12
Realizamos a soma do polinémio obtido na etapa anterior:
33+ 6 —ax +4= (-2 (3x+6)
— 33 + 6x
6x2 +2x +4
—6x? +12
2x+16
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Chegamos a um polindémio (2x 4+ 16) que possui grau menor que
o divisor e assim a divisdo terminou. O

Exercicios

Ex. 1.5 — Realize as seguintes divisdes de polinémios:

a) 5x?+4x+2+6x+2

b) X¥*+x—2+x—1

) ¥*—at=x—a

d) x*—256+x—4

e) x*—a*tx—a

) xX4+x3—2+x—1

g 434+ 2x+T+x+1

h) x¥*+x—a

Ex. 1.6 — Encontre k de modo que 3x + 6 seja um fator de 3x> +
30x? 4 54x + k
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A.1.3  Expressoes Racionais

Uma expressdo racional € uma expressdo que pode ser escrita como
quociente de dois polinomios:

p(x)

q(x)

Expressoes racionais sdo somadas, multiplicadas e divididas de modo
andlogo as fragoes:

Operacoes com expressoes racionais
Dados a, b, ¢, d nimeros reais, ou expressoes algébricas, entao

a ¢ ad + bc
1, — - = — —

b d bd

a ¢ ac
2 ——=—

b d bd
3E;E_EE_E§
"b"d b c bc

Exemplos 1.6 Simplifique a seguintes expressoes:

1 2x +x—1
Tx2—1 x+1
5 5
9 x+1
1
14—
+x—2
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Solucao:

1.

482

2x x—1 xX(x+ 1)+ (x—1)(x%2—=1)
x2—1+x+1 N (x2—1)(x+1) (A,

x(x+ 1)+ (x =1 (x—=1)(x £

x2—1)(x+1)
(x+ 1) (2x+ (x —1)?)

_ A.
(x2—=1)(x+1) (
(x+1)(2x +4+x2 —2x + 1
- x2 —1 (A,
x2+1
T X2 (A,
5 2x+2-5
2= + 1
ST 2 1
14 ety
+x—2 x—2
2x—3
e (A11)
x—2
o (2x=3)(x—2)
T (x+DHx-1) (A-12)
O



Exercicios

Ex. 1.7 — Simplifique as expressoes:

a)

b)

8X3y2

(x—2)*

6x%y

(x —2)3/2
XZ _yz
5X2y5
y+x

X+y
1 1

(x+h)2 2
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A.2 EQUACOES

De modo impreciso, uma equacao na incognita x € uma proposicao
aberta sobre a igualdade de duas expressoes.

De modo preciso, uma equacao na incognita x € uma igualdade
f(x) = g(x) onde f e g sdo fung¢des definidas no mesmo dominio, i.e,
f:DCR—-R.eg:DCR—R.

Neste caso, o dominio das fun¢des D é dito dominio da equacao
e x é chamado de varidvel ou incognita.

Por exemplo, uma equacao da forma ax+b = 0 com a # 0 é dita
equacio linear e uma equacéo da forma ax? +bx+c =0 com a # 0
¢ dita equacdo quadratica.

Resolver uma equacao é encontrar os valores no dominio da equa-
¢do para os quais a proposicao é verdadeira. Tais valores sdo chama-
dos de raizes ou solucOes para a equagdo. Assim por exemplo —2
€ uma solucdo para a equacdo 4x + 8 = 0, pois substituindo x por
—2, obtemos 4(—2) + 8 = 0 que simplificando fica 0 = 0, que é uma
proposicao verdadeira. Neste caso também dizemos que —2 satisfaz
a equacao.

Dada uma equacao f(x) = g(x), o conjunto de todos os nume-
ros no dominio desta equagdo que satisfazem a equacao é dito con-
junto solugéo e serd denotado por Solg(y)—g(x) OU simplesmente Sol
quando estiver claro a qual equacéo estivermos nos referindo.

Sol ={a € D|f(a) = g(a)}.
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De modo geral, o método para resolver equacgoes se baseia em
transformar a equacdo inicial em uma equacdo mais simples que
possui a mesma solucdo. Duas equacOes que possuem as mesmas
solugdes sdo ditas equivalentes .

Antes de apresentarmos exemplos de como resolver equacoes atra-
vés de equacOes equivalentes, vamos discutir um pouco mais deta-
lhadamente o papel do dominio de uma equacio.

Primeiramente, deve ser claro que a existéncia de solucbes ou
mesmo o numero de solucdes de uma equacdo dependem funda-
mentalmente do dominio da equacdo, mesmo no caso em que estas
sdo representadas pela mesma expressdo. Assim se consideramos o
dominio de 2x = 1 como 0s numeros reais esta equacao possui uma
solucdo. Porém se consideramos essa equacdo definida sobre os nu-
meros naturais, essa equacao nao possui solucdo.

Assim ao resolvermos uma equac¢do devemos sempre atentar em
que dominio estamos trabalhando. Porém em diversos problemas
que serdo apresentados neste texto nao explicitaremos claramente
em qual dominio estaremos trabalhando. Nestes casos devemos con-
siderar o dominio maximo da expressdo, ou seja, o maior subcon-
junto dos reais para o qual a expressao faz sentido. Assim por exem-

plo na equacao — = 2, devemos considerar o dominio como sendo
. P R
os reais nao nulos.

A.2.1  Equacgoes Polinomiais

Equacao Linear
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Uma equacao linear na varidvel x é uma expressao que pode ser
escrita na forma

ax+b=0

coma,beRea=#0.

Para resolvermos essa equacdo utilizaremos algumas proprieda-
des dos reais. Comecamos observando que se temos uma equacao
e adicionarmos o mesmo termo a ambos os lados nao alteramos a
igualdade e nem as solucoes da equacdo. Assim adicionando —b a
ambos os lados teremos:

ax+b—b=-b
que podemos simplificar a
ax = —b

Agora veja que se multiplicarmos ambos os lados da equacao pela

mesma quantidade (ndo nula) obtemos uma equacao equivalente,

1

nesse caso multiplicaremos por a~' ou se preferir, dividiremos por

a) assim obtemos:
a'lax=—a '

ou seja

b
Logo o conjunto solucdo de uma equacdo linear ax+b =0 ¢ {—a}
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Equacado Quadratica
Sejam a, b, c numeros reais, uma equacao quadratica na variavel
x é uma expressio que pode ser escrita na forma

ax’ +bx+c=0

coma,b,ceRea#0
Para resolvermos essa equacao comecamos multiplicando ambos
os lados da equacao por 4a (que € distinto de 0):

(4a)(ax? +bx+c¢) = (4a) -0,

expandindo a expressao anterior temos:
4a*x* + 4abx +4ac = 0,

somando —4ac em ambos os lados e simplificando chegamos a:
(2ax)? +2(2ax)b = —4ac,

somando b? em ambos os lados a expressio fica:
(2ax)? +2(2ax)b+ b? = —4ac + b?,

O lado esquerdo da equacgéo ¢ um quadrado perfeito e assim:

(2ax+b)? = b? —4ac

Note que se b’ —4ac < 0 a igualdade acima nunca é satisfeita,
pois o lado esquerdo é sempre ndo negativo e assim temos que a
igualdade inicial nao possui solucao.
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Continuaremos resolvendo o caso em que b?> —4ac > 0. A equa-
cdo (2ax + b)? = b? —4ac implica que 2ax +b = Vb2 —4ac ou
2ax+b = —vb? —4ac.

A soluciio de 2ax +b = /b2 —4ac pode ser obtida através das
equivaléncias:

2ax+b = Vb2 —4dac &

2ax = Vb2 —4ac—b &

o —b+ vb?—4ac
N 2a

E a solucio de 2ax +b = —+/bZ —4ac pode ser obtida através
das equivaléncias:

2ax+b =—+vb? —4dac &

2ax = —Vb? —4a —b e

) _ —b— vVbZ —4ac
B 2a
b+ VOI—4
Logo se b2 —4ac > 0 entdo Sol 2, pyico = { 7a — },

e se b2 —4ac < 0 entdo Soly2, pyicg = 2-

Equacoes Biquadraticas

Uma equacdo biquadratica na varidvel x é uma expressdo da
forma:

ax4+bx2+c:O,
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onde a, b, c sdo numeros reais e a # 0.

Para a resolucdo de uma equacao biquadrada fazemos a substi-
tuicdo t = x? (e assim t* = x*). Realizando essa substituicio a
equacdo ax* +bx? + ¢ = 0 transforma-se na equacio quadratica
at? + bt + ¢ = 0, que ja sabemos resolver.

Exemplo 1.7 Resolva a equaciio x* — 13x% 4 36 = 0. m|

Solucdo: Fazendo a substituicio t = x> obtemos t?> — 13t + 36 = 0,
cujas raizessdot; =4 et =9.
Agora resolvemos na incégnita x. Lembrando que t = x* temos:

x2=4oux?=9

e logo as soluc¢oes sao {—3,—2,2,3}.

Exercicios

Ex. 1.8 — Dado uma equacio quadratica ax’ + bx +c¢ = 0 com

raizes x1, x; mostre que:

AN —b . —b
a) A soma das raizes é iguala —, i.e.,S=x;+x; = —.
a a

;. c . c
b) O produto das raizes é iguala —, i.e., P =x;-x) = —
a a

Ex. 1.9 — Naequacio x> —2mx +m— 1 = 0 determine m de modo
que:
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a) as raizes sejam opostas, i.e, x; = —x;
1

b) as raizes sejam inversas, i.e, x; = —
X2

A.2.2  Equacgdes Envolvendo Expressoes Racionais

. ~ . .oplx .
Ao lidarmos com expressoes racionais # devemos ter o cuidado
q(x
de verificar para que valores a expressdo estd bem definida, isto é, o
dominio da equacao. Em particular, para funcoes racionais devemos

remover do dominio os valores nos quais o denominador é 0.

Exemplo 1.8 Resolva a equacao:

O

Solucao: Observe que a expressao acima nao estd definida para 1 —
x = 0 e para x = 0. Logo devemos excluir x = 0 e x = 1 do dominio
da equacao.

Simplificando a expressao temos:

_ 2y _ —x) — _
X +x 2_] _x (x—2)(1—x) x(1(“x1)3)
1—x X x(1—x)
. 2
B 2+ 2x+x 0 (A.14)
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E logo devemos ter —2 + 2x +x* = 0.
As solucdes da equacio quadratica anterior sdo —1 — /3 e —1 +
V3.

Como ambas as solucoes pertencem ao dominio temos que o con-

-2
junto solucdo de ] i X 106 1-V3,-1+V3). o
Exercicios
Ex. 1.10 — Resolva as seguintes equagoes:
X 4
a) — + T 5

b) 2x—3(x—1) =8(x+3).
¢) x(x2—4)=0.

d) (x¥¥-2)(x2—=9)=0.

e) x*—24x2-25=0

) 2x*—5x2+3=0

2 X

g) x2—1 x—1_

h) (x?—3x+2)?2—3(x*—3x+2) = 0 (dica faca a substituiciio
y=x>—3x+2.

D) 6x2—17x1"+12=0

1
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A.2.3  Equagées Envolvendo Raizes

Como no caso das expressoes racionais, ao lidarmos com expressoes
envolvendo raizes devemos ter o cuidado de verificar para que valo-
res a expressao esta bem definida, isto é,0 dominio da equacdo. Em
especial devemos assegurar que as expressdes que estdo dentro de
um radicando sejam sempre maiores ou iguais a zero.

Em geral ao resolvermos uma equacdo envolvendo raizes temos
que elevar ambos lados da equacgédo a uma poténcia. Se essa poténcia
for par ao realizarmos esse procedimento podemos ter introduzido
falsas raizes.

Um exemplo simples que elevar ao quadrado introduz falsas rai-
zes € a equacdo x = 1. Claramente essa equacdo possui uma unica
raiz o namero 1. Porém se elevarmos ambos os lados da equacao
ao quadrado obtemos x> = 1. A equacdo x> = 1 possui duas rai-
zes: —1,1. Desta forma, ao elevarmos ambos os lados ao quadrado,
introduzimos uma falsa raiz, —1.

Resumindo, se na resolucdo de uma equacgéo elevarmos ambos os
lados da equacao a uma poténcia par devemos verificar se as solu-
coes que obtivemos sdo realmente solucées do problema original.

Exemplo 1.9 Resolva a equacdo v9x +4+ 3x—4=23x. O

Solucao: Primeiro observamos que o dominio da equacao é:

D = [, 00) N2, 00) N[0, 00) = [+

9 3 37

492



Se elevarmos ambos os lados da equacdo ao quadrado, obtemos a
equacdo consequente:

Ox+4+2/(9x+4)(3x—4) +3x —4 = 12x.

Agrupando os termos em comum:

2/ (9x+4)(3x—4) =0

. f 4 4
cujas solucoes sdo x = —— e x = —. Ao elevarmos ao quadrado, po-
demos ter introduzido falsas solugoes do problema original. Por isso

devemos necessariamente verificar se x = —5 ex = 1 sdo raizes.

. 4 . W W0 , ,
Verlﬁcando, obtemos que x = —§ nao e raiz pois nao esta no domi-

nio. Por outro lado a verificacdo nos mostra que x = = é solucdo do

3
problema. o

Uma outra técnica frequentemente usada na resolucdo de equa-
coes envolvendo raizes é multiplicar a equacao por uma expressao
diferente de zero, em especial pelo conjugado. Exemplo 1.10 Re-

solva a equacio v3xZ —2x+ 15— V3x2 —2x +8 = 1. O

Solucao: Nesse caso ndo iremos calcular o dominio da equacao com
antecedéncia, o que nos obriga a verificar que os valores encontra-
dos sdo realmente solucoes.

Multiplicamos a equacao

V32 —=2x+15— V3x2—2x+8 =1 (A.15)
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pelo conjugado v/3x% —2x + 15+ v/3x% — 2x + 8 temos:

32— 2x+ 15— (32 —2x +8) = V32 —2x + 15+ V/3x2 —2x +38,

que simplificando fica:

7= 32— 2x+ 15+ /3x2—2x + 8 (A.16)
somando[A.T5]e temos:

2V3x2—2x+15=38

Quadrando essa temos:
32 —2x+15=16,

simplificando:
3x2—2x—1=0,

. X 1 .
cujas solugdes sdo x = —= e x = 1. Verificando, temos que ambos os
valores estdao no dominio e ambos sdo solucoes.

A.2.4  Equagées Envolvendo Mddulos

Para equacOes tais que as incégnitas aparecem dentro de médulos,
precisamos considerar separadamente os intervalos onde as expres-
soes dentro dos médulos sao positivas e os intervalos nos quais sao
negativas.
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Exemplo 1.11 Determine os numeros reais que satisfazem a se-
guinte igualdade
Ix+1] =3
mi

Solucao: Note que ndo se pode determinar a priori se 0 numero
x + 1 € ou ndo negativo. Isso significa que devemos considerar am-
bas as possibilidades. Seguindo a defini¢do acima, consideremos, se-
paradamente, os casos: (i) x+ 1> 0; (ii)) x+1 < 0.

Caso (i): suponha x + 1 > 0. Entéo |x + 1| = x + 1. Logo, a equacao
que queremos estudar se torna

x+1=3.

Note, porém, que agora buscamos uma solugdo para essa equacao
somente dentre os numeros reais que satisfazem a condicdo x + 1 >
0. E encontramos a solucao x = 2.

Caso (ii): suponha agora x +1 < 0. Nesse caso, tem-se [x + 1| =
—(x+4+1) = —x— 1. Assim, a equacao original torna-se

—x—1=3

A solucao para essa equacao (procurada no conjunto dos nimeros
reais que satisfazem a condicdo x +1 < 0) é x = —4.
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Dos dois casos analisados, obtemos o conjunto-solucdo: Sol = {—4, 2}.
i

Exemplo 1.12 Resolva a equagéo

Ix —1|—2]x — 2| = -3.

O

Solucao: Veja que para o primeiro mddulo temos dois casos a con-
siderar x < 1 e x > 1 e para o segundo mddulo temos outros dois
casos a considerar x < 2 e x > 2. Desta forma temos no total trés
casos a considerar:

Caso (i): Se x < 1, neste caso

x—1-2x—-2/=-3 x+1-2(—x+2)=-3

que resolvendo, nos fornece x = 0. Que € solucdo, pois 0 pertence
ao intervalo em consideracio x < 1.
Caso (ii): Se 1 < x < 2 temos a equivaléncia:

x—1-2x—-2=-3x—1-2(—x+2)=-3

2 X N .
que resolvendo, nos fornece x = —. Que nao € solucao pois neste
caso em consideracdo 1 < x < 2.
Caso (iii): Se x > 2 temos a equivaléncia:

x—1-2x—2=3x—1-2(x—2)=-3
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Que resolvendo nos fornece x = 6 que € solugdo pois esta no inter-

valo em consideracao.

Logo, o conjunto solucdo é {0, 6} ]

Exercicios

Ex. 1.11 — Resolva as seguintes equacgoes:

a)
b)
c)
d)
e)
f
g)
h)
i)
),
k)
)

m)

2

Ix| = x

’xZ—S} =2

IX| =x+2
[—x+2| =2x+1

X +1]+x—2=1
’5x—x2—6’ =x2—5x+6
x—1—2x—=2|+3x—3|=4
’x2—2}+2x+1 >0

9
L >x=2
x—5_3° x2
Vx+1=8— /3x—1

VX+ VX+HTIT+ Vx—Vx+11 =4
Vax —34+ V5x —1= +/15x+4
Vx+34—Yx=3=1
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A.3 INEQUAGOES

Uma inequagdo em uma varidvel é uma proposicao aberta envol-
vendo duas expressoes separados por um dos simbolos da desigual-
dade <, <, > ou >:

f(x) <g(x) f(x) <glx) flx)>glx) flx)=g(x).

Resolver uma inequacdo é encontrar os valores no dominio da
inequacdo para os quais a proposicdo € verdadeira. Tais valores
sdo chamados de raizes ou solucdes da inequacdo. Ou seja, uma
solucdo para uma inequacgdo f(x) < g(x) é um numero real s €
Dom f N Dom g tal que f(s) < g(s) (essa definicdo pode ser facil-
mente reescrita para os outros tipos de desigualdades).

O conjunto de todos os nimeros no dominio de uma inequacao
que satisfazem uma inequacéo é dito conjunto solucao e sera de-
notado por SOlf(x)<g(x) ou SOlf(x)ég(x) ou SOlf(x)>g(x) ou SOlf(X)>9(X)
dependendo do tipo de desigualdade, ou ainda simplesmente como
Sol quando estiver claro a qual inequacéo estivermos nos referindo.

SOlf(x)<g(x) ={a € D[f(a) < g(a)

Solx<q(x) = {a € DIf(a) < g(a)
Solgx)>g(x) ={a € DIf(a) > g(a)
Solix)>g¢(x) ={a € DIf(a) > g(a)
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A.3.1  Inequagdes Envolvendo Polinémios

Inequacao Linear Uma inequacao linear é uma inequacdo que pode
ser escrita em uma das seguintes formas:

ax+b<0 ax+b <0

ax+b>0 ax+b >0

onde a, b sdo numeros reais e a # 0.
Uma inequacdo linear pode ser facilmente resolvida utilizando as
propriedades de ordem de RR.
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Propriedades das desigualdades
1. Compatibilidade com a soma

VabceR,a<b=a+c<b+c

2. Compatibilidade com a multiplicacdo

Vab,ceR,a<bed<c= ac<bc

3. Compatibilidade com a multiplicacdo

Vab,celR,a<beld>c= ac > bc

As propriedades acimas foram formuladas para < mas podem ser
reformuladas para <, >, >

1
Exemplo 1.13 Resolva a inequacao EX + 125 < 335. O

Solucao:
1
Subtraindo 125 de ambos os lados da equacao temos : —=x + 125 —

125 <335—-125 = ]x <210
Multiplicando ambos os lados da equacdo por 5 temos:

x < 1050
Logo Sol = {x € R|x < 1050} |
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Exemplo 1.14 Resolva a inequagdo —3x + 12 > 15. m]

Solucao:

Subtraindo 12 de ambos os lados da equacao temos : —3x + 12 —
12>15—-12= —3x>3

Multiplicando ambos os lados da equacao por —% (o que reverte
o sinal de desigualdade) temos:

x < —1

Logo Sol = {x € R|x < —1} O

Agora vamos analisar o caso em que a equacdo envolve um po-
linbmio de maior grau. Para isso precisamos do seguinte resultado
sobre as raizes de um polinémio:

Sejam x1,X2, . .., Xm as raizes distintas de anx™ + an_oXx™ '+ -+
ap, podemos supor sem perda de generalidade que as raizes estdo
ordenadas de modo que

X1 <X < -0 < X

Um fato importante, que no contexto atual ndo podemos demons-

tra, é que as expressoes polinomiais sé trocam de sinais nas raizes,

ou seja, em cada um dos intervalos (—oo, ay), (aj, az), -+, (an_1, an), (an, o
temos que necessariamente p(x) > 0 ou p(x) < 0. Em particular, um
polindmio sem raizes reais é sempre positivo ou negativo.

a demonstracdo defende fundamentalmente da propriedade de continuidade dos
polinémios
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Inequacoes Quadraticas e Polinomiais
Uma inequacdo quadratica é uma desigualdade que pode ser
colocada em uma das formas:

ax?+bx+c<0 axz—l-bx—i—cgo (A.17)

ax? +bx+c>0 axz+bx+c>o (A.18)

onde a, b, c sdo numeros reais e a # 0

Para resolver uma inequacao quadratica comecamos colocando-a
numa das formas descritas acima. Feito isso resolvemos a equagéao
ax? + bx 4+ ¢ = 0. Feito isso divida a reta real em intervalos aber-
tos delimitados pelas solucoes da equacdo. Finalmente escolhemos
um ponto representativo em cada intervalo aberto. Se a inequacao
for satisfeita por esse ponto entao todos os pontos do intervalo sa-
tisfazem a inequacdo. Feito isso resta apenas analisar as raizes da
equacdo. Estas ultimas pertencem ao conjunto solucdo da inequa-
¢do somente nos casos <, >.

Exemplo 1.15 Resolva a inequacio x> —7x + 10 < 0 ]

Solucio: Neste caso as raizes de x> —7x+ 10 = 0 sdo 2 e 5. As
raizes dividem a reta real em trés intervalos abertos (—oo, 2), (2,5)
e (5,00).
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Podemos escolher como pontos representativos desses intervalos
os nimeros 0,3 e 7. Se x = 0, a inequacdo se reduza 0> —7-0+10 <
0 ou seja 10 < 0, que é uma afirmacao falsa. Dessa forma nenhum
ponto no intervalo (—infty, 2) é solugao.

Se x = 3, a inequaciio se reduz a 3> —7-3+10 < 0 ou seja —2 < 0,
que é uma afirmacio verdadeira. Dessa forma todos os pontos no
intervalo (2,5) sdo solucoes.

Se x = 7, a inequacdio se reduz a 72 —7-7+ 10 < 0 ou seja 10 < 0.
Dessa forma nenhum ponto no intervalo (2, co) é solucao.

As raizes ndo sdo solucoes. Logo temos que o conjunto solucdo é
(2,5).

Exemplo 1.16 Se a > 0, para que valores de x,

ax? +bx+c < 0.

Solucdo: Vamos dividir a andlise em possiveis casos:

Caso (1): O polinomio ax? + bx + ¢ tem duas raizes distintas x; <
x, e assim pode ser escrito como: ax? +bx +c¢ = a(x —x7)(x —x2)
Nesse caso o polinomio tem sinal constante nos intervalos (—oo, x1)
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(x1,%2) € (x2,00). Como (x —x7) >0sex >x;e(x—x7) <0 se
x <x1.Como (x —x3) >0sex>x2e (x—x7) <0sex < x).

(x—x1) — + +
X1 X2
(x—x2)  — — +
X1 X2
(x —x1)(x —x%2) + — +
X1 X2

Logo temos que ax? +bx+c < 0se x; < x < X2

Caso (ii): O polindémio ax? + bx + ¢ tem uma raiz de multipli-
cidade 2 x; < x, e assim pode ser escrito como: ax? + bx +c¢ =
a(x —x7)?. E nesse caso nunca é menor que zero, pois a é positivo e
(x —x1)? é ndo negativo. Logo Sol = ()

Caso (iii): O polinémio ax? 4+ bx + ¢ ndo tem raizes reais. Logo,
ax? + bx 4 ¢ é sempre positivo ou sempre negativo. Avaliando a
expressdo em x = 0 temos que ax? + bxz+ c tem o mesmo sinal que
¢, mas como b? —4ac < 0 & ac > b—, e assim o produto de ac
€ positivo, ou seja a e ¢ tem o mesmo sinal. Concluimos assim que
se a > 0 (entdo ¢ > 0) e o polindmio € sempre positivo e assim o
problema inicial ndo tem solucdo.

Exercicios

Ex. 1.12 — Dado a > 0, para que valores de x, ax? 4+ bx + ¢ > 0?
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Ex. 1.13 — Dado a < 0, para que valores de x, ax? + bx + ¢ < 0?

Exemplo 1.17 Determine as solugdes de

(x—1(x=53x—-9)(x*+9) >0
O

Solucdo: Como o polindmio x? + 9 é sempre positivo a inequacio
anterior € equivalente a

(x—1)(x=53x—-9)

Como as raizes do ultimo polindmio sdo 1,5 e 9, sé temos que consi-
derar os seguintes intervalos (—oo, 1), (1,5),(5,9) e (9, 00).

Vamos considerar cada um deles separadamente:
Caso (i): Se x € (—oo, 1) entao:

(x—1)(x—=5)3x—-9)<0.
Caso (ii): Se x € (1,5) entdo:

(x—1)(x—=5)3(x—9)>0.
Caso (iii): Se x € (5,9) entio

(x—1)(x—=5)3(x—9)<0.
Caso (iv): Se x € (9, 00) entdo

(x—1)(x—=5)3(x—9)>0.
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Finalmente observe que as raizes também sdo solucoes e assim,
pela analise dos casos, temos que o conjunto solucao é Sol = [1,5] U
(9, 00).

Exercicios

Ex. 1.14 — Resolva as seguintes desigualdades:

a) 6+x—x%>=0

b) x¥2—1>0

¢) x¥*—4<0

d) 2—x—x*>0

e) x> +2x+1<0

f (2x+3)? <4

g (3x—1)?2>9

h) (x—m)>3(x+m)(x+ /m)'® >0

D (x—2)(x+m(x+ v3)® >0

3 + 15 <1
2—2x  24+4x
2 \ 6
2—x  3—x
4x2 —6x 42
—— =
4x2 + 6x 42
x—>5

7 B S

N

j)

k)

D
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1
p) —2<;<3

2x+3
3x+1
4x —2
x+4

4x — 2
2<
s) +4<3

) S5<2x+7<13

<1

> 2

A.3.2  Inequagdes Envolvendo Raizes

Para lidarmos com inequagdes envolvendo raizes quadradas, preci-
samos poder elevar ao quadrado, o que, como vimos, pode gerar
falsas raizes. A introdugéo de falsas raizes € um problema contorna-
vel para equagdes com um numero finito de solucoes pois podemos
verificar quais dos valores encontrados sdo realmente raizes do pro-
blema original. Porém no caso de inequacoes a situagdo é mais com-
plicada pois genericamente as solugdes sdo intervalos, o que elimina
a possibilidade de verificar se introduzimos falsas raizes.

Um modo de evitar a introducéo de falsas raizes é garantindo que
ambas as expressdes que serdo elevadas ao quadrado sdo positivas.
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Ou seja se f(x) e g(x) forem ambas positivas entdo temos que as
equacgdes f(x)2 = g(x)? e f(x) = g(x) sdo equivalentes, ou seja,
possuem as mesmas raizes.

A equivaléncia das equacdes é consequéncia do fato de existir
uma tnica solucdo positiva para a equacio x?

Va).

Vejamos como utilizar esse fato para resolver inequacgdes envol-

=a,sea>0(x=

vendo raizes.

Exemplo 1.18 Resolva a desigualdade v/x+2— /3 —x > 1. O

Solucao: Veja que o dominio da equacdo acima é D = [—2, 3]. Temos
ainda que a equagdo acima é equivalente a

vVx—2>14+ +V3—x.

Como ambos os lados sdo positivos, elevando ao quadrado e simpli-
ficando temos a seguinte desigualdade equivalente:

2x—2>2vV3—x.

Temos dois casos a considerar:

Caso (1): Se 2x —2 < 0, ou seja x < 1, entdo o lado esquerdo da
desigualdade anterior é negativo e o direito positivo, o que é um
absurdo, logo a equacdo nao ¢é satisfeita.

Caso (ii): Se 2x —2 > 0, ou seja x > 1, entdo ambos os lados da
inequacdo sao positivos. Quadrando ambos os lados e simplificando
temos a desigualdade equivalente:

4x —4x—8>0

508



cujas solucdes sdo dadas por x € (—oo,—1) U (2,00). Como neste
caso estamos considerando apenas valores que satisfazem x > 1 e
que pertencam ao dominio temos que o conjunto solucéo é (2,3]. O

Exemplo 1.19 v/9— vV2—x— vV/—x+6 > 0, o

Solucao: Comecamos observando que a inequagdo acima s esta
definida se as trés condicOes abaixo sao satisfeitas:

BE—X+6>0=>x%x<6
B2—x>0=>x<2

BE9—V2—%x20=29>2V2—x=8122—x=x>-79

Assim temos que o dominio da inequacao é D = [—79, 2].
Note agora que transpondo o termo /—x + 6 para o outro lado
da inequacao temos a inequacao equivalente:

\V9— V2—x> V—x+6

Como ambos os lados sdo positivos, podemos elevar ao quadrado

cada lado, obtendo
S9—V2—x>—x+6
que é equivalente a:

X+3>V2—x (A.19)
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Note que /2 —x > 0, assim temos que se x — 3 deve ser necessari-
amente maior que zero, ou seja, x > —3 para que a equacao anterior
possua solugéo.

Se x > —3 entdo ambos os lados da equagéo sdo positivos e pode-
mos elevar ao quadrado e assim:

e (x+3)? > 2—«x
sxE+7x+7 > 0

O conjunto solucdo da ultima desigualdade é

()3,

As seguintes condi¢Oes apareceram na resolucao do problema:

= O dominio é [—89, 2].

= Necessariamente x > —3 pela consideracio sobre a inequacgédo

(A.19).
1 7 1 7
mexc (—OO,—E\/ZT—§> U (z\/z_-l—z,OO)

Como —%\/2_1—2 ~ —5.7913e %m_g ~ —1.2087
Fazendo a interseccdo dos intervalos acima, temos;

sotz{xeﬂz%\/ﬁ—g<x<z
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A.3.3 Inequagdes Envolvendo Mddulos

Exemplo 1.20 Resolva a desigualdade [x*> — 1| —2x < 0 0 Solucio:

Temos dois casos a considerar:
Caso (i): x* —1 > 0, ou seja x € (—oo, —1]U[1,00).
Nesse caso, [x* — 1| = x> — 1 e a inequacio fica:

x2—2x—1<0.

O conjunto solucio dessa tltima desigualdade é (1 — v/2,1+ v/2).

Como x € (—oo,—1)U(1,00) e x € (1 — /2,14 +/2) temos que
as solucdes nesse caso sdo x € [1,1+ v/2).

Caso (ii): x> —1 < O ou sejax € (—1,1).

Nesse caso como [x* — 1| = —x? + 1 e a inequaco fica:

X +2x—1>0.
As solucoes da ultima desigualdade sao:
x € (—o0,—1 — V2)U (=1 + V2,00

Finalmente exigindo que x € (—1,1) e que x € (—oo0, —1 — v2) U
—1+ /2, 00) temos que o conjunto solucdo é (—1+ v/2,1).
Logo o conjunto solucdo da inequacao é

Sol=(—1+ V2,1 U[l,14+ V2) = (—1+ V2,1+ V2).
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Exercicios

Ex. 1.15 — Resolva as seguintes desigualdades
a) x—2|—x+2>2

b) [x—2|—xx+2|<1.

c) 1 > < 1.

2—x+2+x

2x—5 - 1
x2—6x—7  x—3
&) (x+1)(3—x)(x—2)?%>0.
2—x?
D 1
—x
g V1-3x—V5+x>1.
h) V4—+V1—x—+V2—x>0.
i L>0
4x2 —3x—3 '
1—x 1
" e

d)

j)

k)

D
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B FORMULAS DA ALGEBRA,
DA GEOMETRIA E DA

TRIGONOMETRIA
LEI DOS EXPOENTES

a"a™ =a"+m (™™ =a™n (ab)™ = a™b"
em particular:

a]/n — *\‘/E
Se a # 0 entdo

am“:(;—: a“:% a® =1

FORMULA DE BASKHARA

A equacdo quadratica
ax’ +bx+c=0 a#0

tem como solugoes:

— —b+ Vvb?—4ac
a 2a
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FATORA(;AO E PRODUTOS NOTAVEIS

FORMULA BINOMIAL

n o n!
k] k'(n—k)

(a+b)" = Z ( Tll ) a™ bt

i=0
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AREAS E VOLUMES

(b1 +by)h

I —

A =

FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Formulas de Peridiocidade

sen(x + 2kmt) = sen x, para todo x € R, para todo k € Z

cos(x+ 2km) = senx, para todo x € R, paratodok € Z
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Férmulas de Reducao

sen(—x) = —sen(x)
cos(—x) = cos(x)

tan(—x)— = tan(x)

Formulas de Soma e Diferenca

sen(x+y) =senx cosyEseny cosx, para todo x,y € 1

cos(x£y) = cosx cosy—senx seny, para todo x,y € I
tanx + tany
1 +tanxtany

tan(x +y) =

Foérmulas de Arco Duplo

sen 2x = 2senx cos x

cos 2x = cos? x — sen? x
2tanx
tan 2x = — =
1 —tan* x

Férmulas de Reducao de Poténcia
(1—cos0)

!

2

0 1

2(9) _ !
cos (2) > (14 cos0)
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Bases Matemadticas - Armando Caputi e Daniel Miranda

Respostas de Alguns
Exercicios
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Respostas de Alguns Exercicios

Respostas dos Exercicios

Capitulo 1
1.1 a)IneR|n? =2b)JndoIx € Q|x? =2£f)¥x € R, Iy e R|x+y =0
1.3 a.){0,1,2,3} e.){4,5,6,7} €.){2,3,5,7,11,13}

1.4 a.)Exemplos: qualquer ntiimero real maior que 1. Contraexemplos:
qualquer ntimero real menor igual a 1. b.)Exemplos: letra a. Contraexem-
plos: letras b,n

1.9 b.)Contrapositiva: q = p. Reciproca: nido q = ndop. Inversa: p = q.
d.)Contrapositiva: “Se vou trabalhar entdo nao chove”. Reciproca: “Se nao
vou trabalhar entdo chove”. Inversa: “Se nao chove entdo vou trabalhar.

1.10 a.)verdadeiro c.)falso e.)verdadeiro

1.11 a.)Condicdo necessaria, mas nao suficiente. b.)Condicdo suficiente,
mas nao necessaria. e.)Condicao necessdria, mas nao suficiente. f.) Condicéo
necessaria e suficiente.

1.16 a.)Para todo nuimero real x existe um y tal que x < y. Ou seja,
para qualquer numero real x existe um numero real y que é maior que
x. Afirmacdo Universal. Contra-exemplos: ndo possui. Um contra-exemplo
seria um numero real x para o qual ndo existisse um numero real y tal
que x < y. b.)Existe um y tal que para todo x, x menor que y. Afirmacéo
particular. Afirmacao falsa, pois para qualquer numero real y, y + 1 néo é
menor que y.
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1.17 a)vx,Vy,x+y =y +x.c.)Je|Vx,x+e=x.

1.18 a.)Verdadeira. b.)Existe y tal que para todo x, 2x —y = 0. Falsa, pois
sex =0entdoy =0, e se x = 1 entdo y = 2. ¢.)A afirmagdo nos diz que
existe dois niumeros cuja soma ¢ 100. Verdadeira pois 15 + 85 = 100.

1.21 Como a divide b, temos que existe um inteiro k; tal que b =
ak;. De modo analogo, como b divide c, temos que existe um inteiro
k, tal que ¢ = bk;, logo ¢ = akjk;. Como produto de inteiros é
inteiro, kik;, € inteiro temos por definicdo que a divide c.

1.22 Dica: use a mesma estratégia que foi usada para provar que
/2 é irracional.

1.22 Dica: use a mesma estratégia que foi usada para provar que
ndo existem solucdes inteiras positivas para a equacio x> —y? = 1.
Note que se a,b € Z e ab = 10 entdo podemos assumir que a = 2
oua=—-2eb=50ub=-5.

1.22 Dica: Por reducdo ao absurdo, suponha que existe um racional
p/q (podemos assumir que p e q sdo coprimos, ou seja que a fragéo é
irredutivel) que satisfaz a equacdo. Expanda e mostre que p divide
q. Conclua

Capitulo 2

2.1 a.)Pelo argumento de vacuidade, a afirmacéo é verdadeira. b.)O con-
junto a direita contém um tnico elemento, que é exatamente o conjunto
vazio. Logo, @ é um elemento de {@} e a afirmacao é verdadeira. c.)Como
visto no item anterior, o conjunto a direita contém um elemento, logo ndo
pode ser vazio. A igualdade é falsa.
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2.7 a){1,2,3,4}b.){2,3,4} e){5,7}

2.14 a.)Demonstracdo que ANA C A:sexc ANAentioxc Aexc A
logo x € A.
Demonstracdo que A C ANA:sex € Aentdo x € A e x € A logo
x € ANA.

d.)Se x € A entdo x € A ou x € B, logo x € A UB.

g.)Demonstracdo que AN C P: se x € AN, entdo x € A e x € () logo
x € 0.
Demonstragdo que ) C AN{: se x € ), entdo por vacuidade temos que
xe€Aexe (. Logoxe AN(.

h.)Demonstraremos apenas uma das contencoes, que AU (ANB) C A:
sex € AU(ANB) entdo x € A ou x € ANB. Dois casos: ou x € A ou
x € AN B, no segundo caso temos entdo x € A ex € B elogo x € A. Em
ambos 0s casos x € A.

k.)Demonstraremos apenas uma das contencoes, que frm—eA Nfrm—eB C
frm—eANB. Se C € fr m—eA Nfrm—eB entdo C € frm—eA e C €
frm—eB e pela definicdo de conjunto poténcia, C € A e C C B, logo
sece Ctemosquec e Aece B,ousejace ANB,ousejaCC ANB,e
logo C € frm—eA N B.

2.16 a.)Se x € A entdo, como A C B, x € B. Como por hipdtese B C C.
se x € B entdo x € C.

d.)Demonstraremos primeiramente que se A C B entdo AUB = B.
Nesse caso provaremos que se A C B entdio AUB C Bequese A C B
entdo B C AUB.

Sex € AUB, entdo x € A ou x € B. No caso em que x € A, usando que

por hipdtese A C B temos que x € B.
SexeBentdox € Boux € A, e assim x € AUB.

521



Agora demonstraremos que se AUB = B entdo A C B. Sejax € A,
entdox € AUB e como AUB = B entdo x € B.

Capitulo 3
3.4 b.)Comecemos com verificar a condi¢édo PIF 1.
P(l) :”] — ]277

Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condicao PIF 2, devemos tomar
um numero natural positivo qualquer k € IN e mostrar que vale a impli-
cacdo P(k) = P(k+ 1). Em outras palavras, devemos supor que P(k) é
verdadeira (hipétese indutiva) e mostrar que P(k + 1) é verdadeira. Logo,
a nossa hipotese indutiva é

143454 +2k—1) =k?

Reescrevendo P(k + 1) e usando a hipétese indutiva temos :

143454+ 2k—=D+2k+1)=1)
=k +2k+1
= (k+1)?

Assim, verificamos que, se P(k) é verdadeira, também o é P(k + 1).
Donde, pelo PIF, concluimos que P(n) é verdadeira para todo natural
n > 1, i.e. para todo natural positivo.
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3.5 Comecemos com verificar a condicao PIF 1.

P(1) = “142=2""1_71" (B.1)

P(1) = “3=3" verdadeira (B.2)

Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condicao PIF 2, devemos
tomar um numero natural positivo qualquer k € IN e mostrar que
vale a implicacdo P(k) = P(k+ 1). Em outras palavras, devemos

supor que P(k) é verdadeira (hipdtese indutiva) e mostrar que P(k+
1) é verdadeira. Logo, a nossa hipdtese indutiva é

142422428 4. 2k =281 7

Reescrevendo P(k + 1) e usando a hipdtese indutiva:

1424224 4284200 = kT _q 4 gkt
— 2(2k+1)_1
— (2k+2)_1

Assim, verificamos que, se P(k) é verdadeira, também o é P(k +
1). Donde, pelo PIF, concluimos que P(n) é verdadeira para todo
natural n > 1, i.e. para todo natural positivo.

3.6 d.)Comecemos com verificar a condi¢éo PIF 1.

P(]) — //]+2:2]+]_]//
P(1) = “3=3"  verdadeira
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Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condicao PIF 2, devemos tomar
um numero natural positivo qualquer k € IN e mostrar que vale a impli-
cacdo P(k) = P(k + 1). Em outras palavras, devemos supor que P(k) é
verdadeira (hipotese indutiva) e mostrar que P(k + 1) é verdadeira. Logo,
a nossa hipotese indutiva é

142422423 4. 42k =2k

Usando a hipétese de indugdo, queremos demonstrar P(k + 1), reescre-
vendo P(k + 1) e usando a hipdtese indutiva temos:

142422428 4 g2 42 41 = 2FFT 1 okHd
o 2(2k+1)_]
(2k+2)_1

3.9 Comecemos com verificar a condicdo PIF 1.

P(2) =“(14+x)*>>1+2x"
P(2) = “T+2x+x> > 14 2x"

como x > 0, P(2) é verdadeira

Logo, P(2) é verdadeira. Para verificar a condicdo PIF 2, devemos
tomar um numero natural positivo qualquer k € IN e mostrar que
vale a implicacdo P(k) = P(k+ 1). Em outras palavras, devemos
supor que P(k) é verdadeira (hipotese indutiva) e mostrar que P(k +
1) é verdadeira. Logo, a nossa hipdtese indutiva é

(14+%)% > 1+ kx
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Usando a hipdtese de inducao, queremos demonstrar P(k + 1),
reescrevendo P(k + 1) e usando a hipétese indutiva temos:

T4+ = (14+x)((1+x)9)
(14 x)(1 +kx)
1+ kx4 x + kx?
T+ (k+1)x

A\VAR\VARR\Y,

3.10 Comecemos com verificar a condicao PIF 1.

'z 1 1 / Ve .
P(1) = T3=73 logo P(1) é verdadeira

Logo, P(1) é verdadeira. Para verificar a condicao PIF 2, devemos
tomar um numero natural positivo qualquer k € IN e mostrar que
vale a implicacdo P(k) = P(k+ 1). Em outras palavras, devemos
supor que P(k) é verdadeira (hipdtese indutiva) e mostrar que P(k+
1) é verdadeira. Logo, a nossa hipdtese indutiva é

L S B
1-2 23 k(k+1)  k+1

Usando a hipdétese de inducdo, queremos demonstrar P(k + 1),
reescrevendo P(k + 1) e usando a hipdtese indutiva temos:

1 1 1 1

T2 23T T k) Tk k1)
Por hipétese deTndugéo = k/k+1
k 1 k]

TRFT T kEDk+2) k2
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3.11 Queremos demonstrar que para todo n € Z7 existe m € Z*
tal que

Vamos assumir que P(k) € verdadeira, i.e., existe m € Z* tal que
2% 1=3m
ou seja, vamos assumir que
2% =3m+1

Agora vamos demonstrar a implicag¢do P(k) = P(k + 1). Reescre-
vendo P(k + 1) e usando a hipotese indutiva temos:

Zk+1)—1 = 2221 (B.3)
= 422k—1 (B.4)

= 4.3m+1)—1 (B.5)

= 12m+4—1 (B.6)

= 3(4m+1) (B.7)

(B.8)

E logo 2%(k + 1) — 1 ¢ divisivel por 3.
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3.21 a.)Limitado inferiormente, mas ndo superiormente inf A = 1.
b.)Limitado inferiormente e superiormente sup B =2 infB =1
d.)Limitado inferiormente, mas ndo superiormente inf A = 1.
f.)Limitado inferiormente e superiormente inf F = — /3 e supF = /3.
g.)Limitado inferiormente e superiormente.

3.22 a.)Suponha que no fosse, i.e, existem 0 e 0’ distintos tais que:
a+0=a Va

a+0'=a Va

Considere entdo 0 + 0’
Como0=0+0"=0’
Temos um absurdo.

3.23 a.)Por hipétese ax = a e como a # 0 existe a~

Logo a~'(ax) = x por um lado

e por outro

a '(ax) = a '(a) =1 por outro.

Logox =1

b.)Calculando (x —y)(x + y) usando a distributiva temos:

(x—y)(x+y) =x(x+y) —y(x+y) = x* +xy —yx—y? = x* —y

c.)Se x? = y? temos que x* —y? = 0 o que implica (x +y)(x —y) =00
que implica x =y ou x = —y

f.)Como a < b temos por Allquea+c<b+c

Por outro lado como ¢ < d temos por A11 que b+ ¢ < b+ d logo por
transitividade temos:

a+c<b+d
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h.)Como ¢ > d, pelo item b temos —c < —d e logo pelo item a temos:
a—c<b—d

3.25 a.)Como a < b temos por ATl quea+c<b+c
Por outro lado como ¢ < d temos por A11 que b+ ¢ < b+ d logo por
transitividade temos:

at+c<b+d

c.)Como ¢ > d, pelo item b temos —c < —d e logo pelo item a temos:
<b-—d.
e.)Como a > 1 temos a > 0 logo multiplicando ambos os lados da
equacio a > 1 por a temos:
a’?>a
h.)Como 0 < a < b, multiplicando a < b por a temos:

a? < ab
Como 0 < a < b, multiplicando a < b por b temos:
ab < b?

Logo por transitividade temos: a® < b2.

Capitulo 5

5.4 A palavra tem 10 letras, dessas o A se repete 3 vezes, o M se
repete 2 vezes e o T se repete 2 vezes. Desta forma, pelo teorema
5.15] temos que existem :

10!
312121

= 151200 palavras
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5.7 6-6 =36

5.8 6-5 =30

5.9 243

5.11 4536; 2296

5.13 a.)13! b.)61314! ¢.)6(6!3141)
5.14 a.)13!/3! b.)-6! - 4!

5.24 1/6

5.25 5/12

5.26 5/18

5.28 4/9

Capitulo 7

7.3 a)f(x) =x, f(x+2) = x+2, f(—x) = —x e TAT0) _ xwhox g
d)f(x) =5x2 41, f(x+2) =5(x+2)2 +1, f(—x) =5(—x)2 4+ 1 =5x% + 1

e LLctMflx) _ SCeth)?PHI-5e ] _ sxhih? 5y 4
7.4 b.)
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Capitulo 8

8.5 h.)A sequéncia n/n! é ndo-crescente.
Provaremos por inducdo que n+1/(n+ 1) <n—nl.
O caso inicial da indugédo, n = 1 é verdadeiro, pois 2/2! =1 < 1 =1/1.
Suponhamos por hipdtese indutiva que a afirmacio seja valida para k,
ie,
(k+T1)/(k+ 1) < k/k!
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Multiplicando ambos os lados da equagéo por (k+2)/ ((k+1)(k +2)) te-

mos que:
k+2 o k k41

(k+2)! = (k+1)! S (k+ 1)1

O que prova o caso k + 1 a partir do caso k e termina a demonstracao.

8.9 a){n e N|n > 10} b){n € N|n > 999} ¢.){n € N|né par} d.){n €
N |n > 1000}

8.10 a.)Sim b.)Sim ¢.)Nio d.)Sim

8.11 a.)m = 2 (na realidade m pode ser qualquer natural maior igual a 2.
b.)m =1023+1 ¢.)m = 40003 d.)m = 24

8.12 a)m =1+ 1bym =12€ {Tcym = 1222 y1d)m = 16etfe

18e+27¢e2 +
1 e.)Nédo existe m £)m = /(9 +%¢)/e+1

8.13 a){(n € N|n > 100} b.){n € IN|n > 100} e¢.){n € N |n > 4000000}
d.){n € N|n éimparen > 10(20)} e){n € N|n é pare n > 5}

8.14 a.)Sim b.)Sim ¢.)Sim d.)N3o e.)Nao

8.15 a)m =} (99+ v9797) +1bJm =10 eJm = /10000000001 + 1
8.16 a)ym =M+ 1b)m=M?+1

8.17 a)m =M"/4 41

8.28 a.)2b.)'/3¢.)3. Dicadivida 3n+1 por n+ 1 obtendo3n+1=3(n+
1) — 2. Use esse fato para simplificar o limite. d.) \/g e)0f)V58)7j)2.
Dica: limite fundamental. k.)% 1.)1. Dica: limite fundamental. m.)0. Dica:
Multiplique e divida pelo conjugado. n.)6 o.)% p.)—%
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8.39 a)oo b.)1 ¢)575 d.)—oo €.)0 £)0 g.)oo h.)—o00 j.)—o0 k.)oo L)oo
m.)0 n.)—oc0 0.)o0 P.)oo q.) 555 L)oo 8.)oo t.)—00 U.)oo

Capitulo 9

9.9 a.)5 b.)?—1 c.)g d.)2

—
9.10 d.)T

Apéndice A

1.2 a.)9a? +12ab +4b2 b.)27a3 +54a2b + 36ab? + 8b3 ¢.)27a® —54ab +
36ab? — 8b3 d.)x* —1 e)—1 +x% — 2xy +y? f)a? + 2ab + b? + 2ac +
2bc+c? h)a* +4a3b + 6a?b% +4ab3 + b*

1
1.3 a*+ 5 =b"-2
a
1.4 a)(a?+b2)(x+y)b)(2x—1)(x+2y) e)d(y—2)(y+2)d.)—(a—b—
x)(a+b+x)e)—(a+b—x)(a+b+x)£)(1/x>+x3) (=1 +1/x° +x°)
1.5 a) 5x% 44x +2= <6x—|—2> (%x—i— %) +4
—SXZ—%X
%x +2
53
I
9
b) x? 4+x-2= (x—l) <x+2>
—x? +x
2x—2
—2x+2
0
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c) x? —a2:<x—a> (X—i—a)
—x% 4+ ax
ax—a

—ax—i—a2

d) x4 256 = (x—4) (x3+4x2+16x+64>
— x4 4 4x3
4x3
—4x3 +16x2
16x2
—16x? + 64x

64x — 256
— 64x + 256

0
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e) x4 —at = (x—a) <x3+ax2—|—a2x+a3)

—x* 4+ ax?
ax3
—ax? + a?x?
a’x?
— a?x? + adx
a’x —a?
—a’x+ a*
£) x5 +x3 —2:<x—1> (x4+x3+zx2+2x+2)
—x> x4
x*t 3
—x* +x3
23
— 23+ 2x?
2x?
—2x% +2x
2x—2
—2x+2
0
1.6 k=12
2 2
% a')s(—zﬁyx)wz b')x5x2yy5 “ _XZ}(Lh++Zz)2 d')—a]—l—b £ qu
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1.10 ) HERN) 1( 1+W)}b){——}c){ 2,0,2)d){-3,— V2, v2,3)
e)(-5,5) £)(— \f 1,1,\/>}g){— Jh,23 (3- V13,1 (34 VI3
.){511}

1.11 a){-1,0, 1}c.){—1}d.){%} i) (13 ~8 ﬁ)}k.){S} 1.)2]—2 (43 +3 \/269)
1.14 a)- 2 <x <3b)x < —Toux >1e)-2<x<2h)x < —mou
x>7ci.)—7c<x<—\/§oux>7c/2j.)x<—z oux > 1 k.)% <x<2ou

x>31)x<—10u—%<x Om)x < —(1/2)ou3/2 <x<5n)x <0
oux>4/50)x <0oux>1/3p)x < —(1/2)oux > 1/3q)x < —(1/3)
oux > 2
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Respostas dos Problemas

Paradoxo de Russell

O conjunto C ndo pode ser nem exoldgico nem endoldgico. De
fato, analisemos cada possibilidade. Se C fosse exoldgico, ele se-
ria (pela definicdo do préprio conjunto C) um elemento de C. Mas
ser exolodgico significa, conforme nossa definicdo, que C néo é um
elemento de si mesmo. Ora, isso é uma contradicdo. Logo, nossa
hipétese inicial (isto é, a de C ser exoldgico) era falsa. Se C nao é
exologico, so lhe resta entdo ser endoldgico. Isso significa que C con-
tém a si mesmo. Mas os elementos de C sdo conjuntos exoldgicos, e
novamente encontramos uma contradicao!

Paradoxo de Grelling. Na lingua portuguesa, temos adjetivos que
podem ser aplicados a si mesmos: proparoxitono é um adjetivo pro-
paroxitono; comum é um adjetivo comum; curto é um adjetivo curto
(caso ndo concorde, entdo pode considerar que longo é um adjetivo
longo); masculino é um adjetivo do género masculino. E assim por
diante. Por outro lado, hd adjetivos (provavelmente a maioria deles)
que nao se aplicam a si mesmos: azul nao é azul; econémico nao é
econdmico; fandtico nao é fandtico. Vamos agora inventar mais dois
termos: chamaremos de autoldgico um adjetivo que se aplica a si
mesmo; chamaremos de heteroldgico um adjetivo que nao se aplica
a si mesmo. Evidentemente, todo adjetivo ou é autoldgico ou é he-
teroldgico, certo? Mas cada um desses dois novos termos também é
um adjetivo, logo deveria ser autoldgico ou heteroldgico. Pois entdo,
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a qual categoria pertence o adjetivo heteroldgico? Sera um adjetivo
autolodgico? Sera heteroldgico?

Problema do Circuito

A idéia é estudar o problema por inducdo, tomando como “indice”
da indu¢do o numero n de galdes dispostos no circuito. O caso mais
simples é quando sé hd um dnico galdo ao longo do circuito. Nesse
caso, pela hipétese do problema (a quantidade total de gasolina é
suficiente para dar uma volta completa no circuito), esse galao deve
conter toda a gasolina necessaria a completar a volta. Logo, quando
n = 1, a resposta do problema ¢é afirmativa. Suponhamos agora que
para um certo numero n de galdes o problema admita solucio, isto
é: qualquer que seja a distribuicao de n galdes ao longo do circuito
(desde que respeitadas as condicoes do problema), ha sempre ao
menos um galdo que, tomado como ponto inicial, faz com que o
carro complete a volta. Isso assumido (é a nossa hipotese de indu-
¢do), vejamos o que acontece se tivermos n + 1 galdes distribuidos
ao longo do circuito. Nesse caso, é evidente que existe ao menos um
galdo (denote-o por G) cuja gasolina é suficiente para que o carro,
abastecendo-se somente com essa quantidade de gasolina, consiga
chegar ao préximo galdo (denote-o por G+). De fato, se assim ndo
fosse, a gasolina total distribuida em todos os n + 1 galdes nao seria
suficiente para dar a volta completa do circuito. Pois bem, mantendo
intactos os outros n?1 galdes, elimine o galdo G+ transferindo a ga-
solina nele contida para o galdo G. A nova situacdo assim construida
¢é equivalente ‘a anterior no seguinte sentido: se na situacdo original
era possivel escolher um galdo inicial de modo a completar a volta
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no circuito, na nova situacao também o é. E vice-versa. Afinal, o que
fizemos foi apenas antecipar o versamento da gasolina de G+ no
tanque do carro, o que ndo faz nenhuma diferenca, uma vez que a
gasolina em G

ja era suficiente por si sé a fazer o carro chegar ao galdao G+.
Agora, o passo principal foi dado e ja podemos usar a hipétese indu-
tiva. De fato, a nova situacao constitui-se de n galdes, nas condicoes
do problema. Mas a nossa hipdtese indutiva garante solu¢do nesse
caso, logo o problema original também possui solugao.

Monty Hall

A solucdo errada

A resposta intuitiva ao problema € que quando o apresentador re-
vela uma das portas ndo premiadas, o convidado teria a frente um
novo dilema com duas portas e um prémio e, portanto a probabili-
dade de que o prémio esteja atras de cada porta é 1/2. Desta forma ao
abrir uma das portas, o apresentador teria favorecido o convidado,
ja que a probabilidade de escolher a porta com o carro aumentou de
1/3 para 1/2. Porém seria irrelevante realizar a troca de portas, pois
ambas as portas teriam as mesmas chances de possuirem o prémio.

A solucéo correta

Contrariando a intuicdo, no problema de Monty Hall € vantajoso
realizar a troca de portas. Na verdade é duas vezes mais provavel
ganhar o prémio ao se optar pela troca de portas.

Para analisarmos as possibilidades, denotaremos a porta ganha-
dora por A e as portas restantes por B e C. Logo temos trés casos:
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= O participante escolhe a porta A. Entdo o apresentador abre
uma das outras portas, o que revele uma cabra. Se ele trocar de
porta, ele perde. Se ele permanecer com sua escolha original,
ele ganha.

= O participante escolhe a porta B. Logo o apresentador abre a
porta C. Se ele mudar para a porta A, ele ganha o carro. Caso
contrario, ele perde.

= O participante escolhe a porta C. Logo o apresentador abre a
porta B. Se ele mudar para a porta A, ele ganha o carro. Caso
contrario, ele perde.

Cada uma das trés opcoes acima tem probabilidade 1/3 de ocorrer,
pois o convidado escolhe aleatoriamente uma das trés portas. Em
dois dos casos anteriores, o candidato ganha o carro se ele mudar
de porta, em apenas uma das opg¢odes que ele ganha se nao trocar
portas. Logo se ele mudar de porta ele ganha o carro em 2 (o nimero
de resultados favoraveis) das 3 opcOes possiveis (nimero total de
possibilidades). Assim, a probabilidade de ganhar o carro mudando
de portas é 2/3, e desta forma a estratégia a ser adotada no problema
de Monty Hall é sempre mudar de portas.
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e, 311]

impar,

infimo,
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axioma de completude, [102]

base,
bi-implicacao, [24]
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principal, 469
combinacao,
complementar,
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conjunto,
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interseccéo,
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conjunto solucéo, [484]
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continua, [413] 414
contido, 54
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