=
uﬁ” TRO DE MATEMATICA,

CIOINS LAY G AN G IETE G O EONSIE PAN )

Universidade Federal do ABC

Lista 8 - Topologia

Espacos Conexos, Espacos Métricos Completos

1— Sejam T; e T, topologias sobre um conjunto X tais que T; C 1,.
a) Se (X,T7) é conexo, entdo (X, ;) é conexo?
b) Se (X, T;) é conexo, entdo (X, 1) é conexo?

2 — Sejam X um espaco topolégico e {A; : i € I} uma familia de subconjuntos conexos de X tal que A; N A; # 0,
quaisquer que sejam i,j € L. Mostre que | J;; Ai é conexo.

3 — Sejam X um espaco topoldgico, C C X conexoe A C X. Mostrequese CNA # feCnN (X —A) # (), entdo
CNo(A) #0.

4 — Mostre que um conjunto infinito munido da topologia cofinita é conexo.
5 — Mostre que se f : R — N é continua, entdo f é constante.

6 — Sejam X um espaco topoldgico e A um subconjunto aberto e fechado de X. Mostre que se A é conexo e ndo-vazio,
entdo A é uma componente conexa de X.

7 — Sejam X e Y espacos topoldgicos.

a) Mostre que se X é conexo por caminhos e f : X — Y é sobrejetora e continua, entdo Y também é conexo por
caminhos.

b) Mostre que se{A; : i € I} é uma familia de subconjuntos conexos por caminhos de X tal que (), A # 0, entdo
Ui At é conexo por caminhos.

8 — Sejam X um espaco topoldgico e xo € X. Mostre que X é conexo por caminhos se, e somente se, paracadax € X,
existe um caminho em X unindo x a xg.

9 — Mostre que o fecho de um subconjunto conexo por caminhos de um espaco topoldgico ndo é, necessariamente,
conexo por caminhos.

10 — Seja {X; : i € I} uma familia de espacos topoldgicos (ndo-vazios). Mostre que [ ;- X; é conexo por caminhos
se, e somente se, cada X; é conexo por caminhos.

11— Sejan > 1. Mostre que se A é um subconjunto enumeravel de R™, entdo R™ — A é conexo por caminhos.

12 — Mostre que:

a) 10,1[e]0, 1] ndo sao homeomorfos.

b) Nenhum subconjunto de R é homeomorfoaS'.
c) Sen > 1,entdao R e R™ ndo sdo homeomorfos.

13 — Mostre que se f: [0, 1] — [0, 1] é continua, entdo f possui um ponto fixo.
14 — Mostre que se f : ST — R é continua, entdo existe x € S' tal que f(x) = f(—x).

15 — Mostre que um subconjunto de R™ é totalmente limitado se, e somente se, é limitado.



16 — Mostre que se um espaco métrico é totalmente limitado, entdo ele é separavel.

17 — (Lema do refinamento de Lebesgue) Seja (M, d) um espaco métrico compacto. Mostre que dada uma cobertura
aberta{U,, o € A}de M exister > 0tal que, para cada x € M, é possivel encontrar « € A de modo que B4(x,1) C
Ug.

18 — Sejam X = {% ‘mne N}, d; a métrica discreta sobre X e d, a métrica sobre X induzida pela métrica usual de R.
a) Mostre que (X, d;) é completo.
b) Mostre que (X, d;) ndo é completo.



