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TRO DE MATEMATICA, COMPUTAGCAO E COGNICAO

Universidade Federal do ABC

Lista 7 - Topologia

Espacos Compactos Il

1— Seja X um conjunto.

a) Mostre que se X esta munido da topologia cofinita, entdo todo subconjunto de X é compacto.
b) Considere X munido da topologia co-enumeravel. Mostre que Y C X é compacto se, e somente se, Y é finito.

2 — Sejam X um espaco topoldgico compacto, U um subconjunto aberto de X e ¥ uma familia de subconjuntos fe-
chados de X tal que NresF C U. Mostre que existe ' C T finito tal que NpesF C UL

3 — Seja X um espaco topoldgico e sejam K; e K; subconjuntos compactos de X.
a) Mostre que K; U K; é compacto.

b) Mostre que se X é T,, entdo Ky N K; é compacto.

c) Mostre que ndo se pode omitir a hipétese de X ser T, no item anterior.

4 — Seja X um espago topoldgico.
a) Supondo X regular, mostre que se K,F C X sdo tais que K é compacto, F é fechadoem Xe KN F = (), entdo
existem U, V C X abertos disjuntos taisque K C UeFC V.

b) Supondo X completamente regular, mostre que se K,F C X sdo tais que K é compacto, F é fechado em X e
KNF =), entdo existe f : X — [0, 1] continua tal que f[K] C {0} e f[F] C {1}.

5 — Seja X um conjunto e sejam T; e T, topologias sobre X. Mostre que se (X, 17) e (X, T2) sdo espacos topoldgicos
compactos e T, entdo T; = T, ou Ty e T, S0 incomparaveis.

6 — Sejam X um espaco topoldgico e B uma base para X. Mostre que se para cada cobertura aberta € C B de X é
possivel obter @’ C C finito tal que | J €’ = X, entdo X é compacto.

7 — Sem recorrer ao Teorema de Tychonoff, mostre que se X e Y sdo espagos topologicos compactos, entdo X x Y
também o é.

8 — Considere o subespaco X de {0, 1}¥ constituido dos x = (x{)icr tais que {i € I : x; # 0} é enumerdvel.
a) Mostre que X é denso em {0, 1}¥ e conclua que X ndo é compacto.

b) Mostre que todo subconjunto infinito enumeravel de X tem ponto de acumulagdo em X e conclua que X é enu-
meravelmente compacto.

9 — Mostre que todo subespaco fechado de um espaco topoldgico sequencialmente compacto também é sequenci-
almente compacto.

10 — Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y sobrejetora e continua. Mostre que se X é sequencialmente
compacto, entdo Y também é.

11— Seja{X; : 1 € N} uma familia de espacos topoldgicos sequencialmente compactos. Mostre que o conjunto
[ Tien Xi é sequencialmente compacto.

12 — Mostre que um espaco topoldgico Ty X é enumeravelmente compacto se e somente se todo subconjunto infinito
enumeravel de X tem ponto de acumulagdo.

13 — Seja (X, d) um espago métrico compacto. Mostre que se f : X — X é uma isometria (isto é, se f é tal que
d(x,y) = d(f(x), f(y)) para quaisquer x,y € X), entdo f € um homeomorfismo.



