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Lista 4 - Topologia

Topologia Inicial e Final - Espacos Produtos

1— Sejafy : X — (Y, Ta) uma familia de aplica¢des. Mostre que
T=T(Ts, AEA)
é, de fato, a menor topologia tal que todas as f) sdo continuas.
2 — Considere um espaco topoldgico (X, T). Seja S o espaco de Sierpinski. Seja
F = {fung¢Ges continuas f : X — S}.

Seja T’ a topologia inicial em X para a familia de fun¢Ges F. Entdo, T = T,

3 — Sejam U um conjunto qualquer, {(Xj, Tj) : j € J} uma familia de espagos topoldgicos e, para cadaj € J, seja
B; uma base paratj. Se{fj : U — X; : j € J} é uma familia de aplica¢des, mostre que B = {NI* fjﬂ (Bj,), Bj, €
Bj,, ji € J} € uma base para a topologia induzida pelas aplicagdes fj.

4 — Sejaf:]—1,+oco[ — R?dada por f(t) = (t3 —t, t2).

3

a) Mostre f é injetora e continua.

b) Mostre que a topologia induzida pela aplicacdo f sobre Im f ndo coincide com a topologia de subespaco T
induzida pelo R? e conclua que f :] — 1, 4+00[ — (Im f, T) ndo é um homeomorfismo.

* 5 — Se T éuma topologia em R que tem as mesmas fun¢des continuas R — R que a topologia usual, entdo T é
a topologia usual.

6 — Seja{X; : j € J}uma familia de espagos topoldgicos e, para cadaj € ], seja A; C Xj. Considerando TTj¢jX;

com a topologia produto, mostre que:

a) ThietAi = TlielAs.

b) Considerando A; # () qualquer que sejaj € J, TTjcjA; é fechado em TTj¢j X se, e somente se, A; é fechado em
Xjparatodoj € J.

c¢) Supondo X; # () qualquer que sejaj € J, TTjcjA; é denso em TTjcjX; se, e somente se, A; é denso em X; para
todoj € J.



7 — Idem ao Exercicio 6 agora considerando Ty X; com a topologia box.

8 — Mostre que se {X; : 1 € I} é uma familia de espacos topologicos T; (respectivamente, T;), entdo TTicX; tam-
bém é T; (respectivamente, T,) considerando ITjc;X; com a topologia produto ou com a topologia box.

9 — Seja{(Mj, di) : i € I} uma familia de espagos métricos, cada um dos quais com pelo menos dois pontos.
Mostre que [ [;c; Mi € metrizavel se, e somente se, I é enumeravel. [Sugestdo: se I é enumerével, podemos supor
I = N; neste caso, considere d(x,y) = Y 2, di(xi,yi)/2" onde di(xi,yi) = min{1, di(xi, yi)}.]

10 — O conjunto de Cantor é o que resta do intervalo [0, 1] depois dos seguintes procedimentos: retira-se primei-
ramente o terco médio aberto ]1/3,2/3[do intervalo [0, 1]; retira-se, depois, o terco médio aberto de cada um dos
intervalos [0, 1/3] e [2/3, 1] restantes; em seguida, retira-se o terco médio aberto de cada um dos intervalos que
sobraram do passo anterior, e assim por diante. O conjunto K dos pontos n3o retirados de [0, 1] é denominado o
conjunto de Cantor. Mostre que K munido da topologia de subespaco induzida por [0, 1] é homeomorfo a {0, 2},
onde {0, 2} estd munido da topologia discreta e {0, 2} estd munido da topologia produto.

11 — Sejam X e Y espaco topoldgicos e f : X — Y continua. O grdfico de f é o conjunto Gr(f) = {(x, f(x)) : x € X}

a) Mostre quese Y é T, entdo Gr(f) é um subconjunto fechado de X x Y.
b) Mostre que X é homeomorfo a Gr(f) (onde Gr(f) estda munido da topologia induzida por X x Y).



