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Lista 3 - Topologia

Lista 3 - Espacos de Hausdorff, Bases, Continuidade

1— Sejam 7 e o topologias sobre um conjunto X tais que 7 C o. Seja, também, i € {1,2}.
a) Se(X,7)éT;, entdo (X,o)tambémo é?
b) Se (X, o) éT;, entdo (X, 7)também o é?

2 — Seja X um conjunto infinito.

a) Seja T atopologia cofinita sobre X. Mostre que 7 é a menor (no sentido da inclusdo) topologia T} sobre X —
ou seja, mostre que (X, 7) é T} e que se o é uma outra topologia sobre X tal que (X, o) é T, entdo T C o).

b) Mostre que ndo existe uma topologia sobre X que é a menor topologia T, sobre X. [Sugestdo: Fixe z1, 20 € X
distintos e sejam 71 e 7o, respectivamente, as topologias apresentadas no Exercicio 4 da Lista 2. Mostre que
(X,71) e (X,7)sdo Ty, masque (X, 71 N 72) ndo éTh.]

3 — Sejam (X, 7) um espago topoldgico, (Y, 7y) subespaco de X e U um subconjunto de Y.
a) Mostre que o fecho de U em (Y, 7y) é a intersec¢do de Y com o fecho de U em (X, 7).
b) MostrequeU C Y édensoemY seeséseU =Y em X.

4 — Sejam (X, 7) um espago topoldgico, (Y, 7y) subespago de X e U um subconjunto de Y.

a) Mostre queum pontoy € Y é ponto de acumulagdode U em (Y, 7y ) se e somente se y é ponto de acumulagdo
deUem (X,7).

b) A propriedade analoga para pontos interiores é verdadeira? Justifique.

5 — Mostre que a metrizabilidade é uma propriedade hereditaria.

6 — Sejam {(X;,7;) : ¢ € I'} uma familia de espacos topoldgicos dois a dois disjuntos e X = J,o; X;.

a) Mostrequer ={A C X : ANX; € 7, paratodoi € I} é uma topologia sobre X. O espaco topoldgico (X, 7)
é denominado a soma topoldgica de {(X;, ;) : i € I}.

b) Mostre que A C X éfechado em (X, 7) se, e somente se, A N X, é fechado em (X;, 7;) paratodo: € I.

c) Concluaque X; é aberto e fechado em (X, 7), qualquer que sejai € I.

d) Suponha que (X;, 7;) seja T} (respectivamente, T5), qualquer que sejai € I. Mostre que (X, 7) é T} (respec-
tivamente, T5).

e) Mostre R ndo pode ser escrito como a soma topoldgica de dois subespacos (disjuntos) ndo-vazios.

7 — Sejam 711 e 7 topologias sobre um conjunto X e sejam By e By bases para 7| e 79, respectivamente. Mostre
que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

a) paraquaisquerxz € X e B € Botaisquex € B, existe C € By talquex € C C B;

b) 71 O m.

8 — Sejam X um conjunto infinito e ¢ € X. Mostre que

B={{z}:zeXe



x#xpU{AC X :z0€ Ae X\ Aéfinito}
é base para a topologia
T={ACX:20¢ A} U{AC X : X\ Aéfinito}
sobre X.

9 — Considere as topologias
n={{meN:m<n}:neN}U{N}

n={ACN:0e€ A} U{0}
sobre N.

a) Mostre que se By é uma base para 7 entdo By O 71 \ {0}, N}.
b) Encontre uma base B, para 7 que esteja contida em qualquer base para 7.

10 — Plano de Moore Se I' for o semi-plano superior (fechado) I' = {(z,y) € R?|y > 0}, entdo uma topologia
pode ser definida em I"definindo uma base B(p, ¢) como segue:
m Elementos da base em pontos (z, y) comy > 0sdo os discos abertos no plano que sdo pequenos o suficiente
para estarem dentrode I
m Elementos da base em pontos p = (z,0) sdo conjuntos {p} U A onde A é um disco aberto no semi-plano
superior tangente ao eixo z em p.
a) Prove que os conjuntos acima formam uma base de vizinhancgas para uma topologia na reta.
b) Prove queatopologiaemI'\{(z,0)|x € R} é atopologia de subespago herdada da topologia padrdo do plano
euclidiano.
c) Determine o fecho dos seguintes conjuntos A = Q x {1} e B=Q x {0}

11 — Prove que os intervalos semiabertos [a, b) formam uma base de vizinhangas para uma topologia na reta.

a) Quais os intervalos na reta sao abertos e fechados na topologia de Sorgenfrey.

b) Descreva os fechos dos seguintes conjuntos na reta de Sorgenfrey: os racionais, o conjunto {1/n : n € N},
{—1/n : n € N}, osinteiros.

12 — Reta de Michael Denote por 7 a topologia usual sobre R e considere
B=rU{{z}:ze€R\Q}.
a) Mostre que B é base para uma topologia sobre R. O conjunto R, munido desta topologia, ¢ denominado a reta
de Michael.
b) Mostre que as topologias da reta de Sorgenfrey e da reta de Michael sdo incomparaveis.
c) Verifique que a topologia da reta de Michael é mais fina que a topologia usual de R e conclua que a reta de
Michael é Ty.

13 — Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Dizemos que 8 C 7 é uma subbase para (X, 7) se a colecdo de todas as
interseccdes finitas de elementos de 8 é uma base para (X, 7). Seja X um conjunto ndo-vazio. Mostre que qualquer
familia 8 de subconjuntos de X tal que X = |J 8 é subbase para alguma topologia sobre X, a qual é denominada
a topologia gerada pela subbase 8.

14 — Seja I = [0, 1] e considere I x I munido da ordem lexicogrdfica: (x1,x2) < (y1,y2) Se, e somente se, x1 < xo
ou, ainda, r1 = w2 ey; < yo. Descreva as vizinhancgas dos seguintes pontos (em relacdo a topologia associada a
ordem lexicografica sobre I x I):

m(x,0), com particular atengdo ao ponto (0, 0).

m(x, 1), com particular atengdo ao ponto (1, 1).

m(z,y),onde0 <z <lel<y<l.



Fung¢des Continuas

15 — Sejam X um conjunto e d uma métrica sobre X.
a) Mostre que, paratodo A C X, afuncao

d(-,A): X — R
x +— d(z,A)
é continua.
b) Considere A, B C X fechados disjuntos. Mostre que a funcdo f : X — [0, 1] dada por

B d(z, A)
1@ = 90 1 d@ B

é continua.

16 — Sejam X e Y espacos topoldgicose f : X — Y.

a) Seja U uma familia de subconjuntos abertos de X tal que X = [JU. Mostre que se f [i é continua para todo
U € Uentdo f é continua.

b) Sejam A e B subconjuntos fechados de X tais que X = AU B. Mostrequese f [4 e f | g sdo continuas entdo
f é continua.

c) Conclua que se F é uma familia finita subconjuntos de fechados de X talque X = |JF e f | é continua para
todo F' € F entdo f é continua.

d) Mostre, através de um contraexemplo, que a palavra “finita" ndo pode ser omitida no enunciado do item an-
terior.

e) Mostre, através de um contraexemplo, que a palavra “fechados" ndo pode ser omitida no enunciado do item
(b).

17 — Sejam X um espaco topoldgico e B uma base para X.

a) SejamY um espaco topoldgicoe f : Y — X. Mostre que f é continua se, e somente se, f~'[B] é aberto em
Y paratodo B € B\ {0}.

b) Sejam Y um espaco topoldgicoe f : X — Y. Mostre que f é aberta se, e somente se, f[B] é aberto em Y’
paratodo B € B\ {(}.

18 — Mostre que se considerarmos {0, 1} munido da topologia cadtica entdo f : R — {0, 1} dada por

0 se z€Q
f(x):{l se z¢Q

é sobrejetora, continua e aberta. Portanto, aimagem de um espaco topoldgico metrizavel por uma aplicagdo con-
tinua e aberta ndo precisa sequer ser Ty. O que ocorre se substituirmos "aberta"por "fechada"?

19 — Mostre que toda bola aberta de R™ é homeomorfa a R"™.
a) Mostre que quaisquer dois intervalos fechados e limitados de R com mais de um ponto sdao homeomorfos.
b) Mostre, através um contraexemplo, que a palavra “limitados” ndo pode ser omitida no enunciado do item (a).



