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Lista 2 - Topologia

Espacos Topologicos

1— Dadoointervalo [—1, 1], considere Ta cole¢ao de seus subconjuntos que ou ndo contém{0} ou contém (—1,1).
Mostre que T é uma topologia sobre [—1, 1].

2 — Em cada um dos itens abaixo, mostre que T é uma topologia sobre X:
a) X={0,1}

T= {(D){O}) X}
b) X conjunto ndo-enumeravel

T={P}U{A C X: X\ A é enumeravel}

c) X=N
T={meN:m<n}:neNU{N}
d X=N

T={ACN:0eA}U{(}
3 — Sejam X um conjunto infinito e x1, x, € X distintos. Mostre que

71 = {ACX:x1 € AJU{A C X: X\ A éfinito}
T = {ACX:xx € AJU{A C X: X\ A éfinito}

sdo topologias incomparaveis sobre X (isto é, T; e T, sdo topologias sobre X, mas nem t; é mais fina que T, nem
T, € mais fina que 1;).

4 — Sejam X um conjunto nao vazio e {T;}ic; uma colecdo de topologias sobre X. Mostre que Njic1T; € uma topo-
logia em X, mas Ui T; ndo é necessariamente uma topologia em X.

5 — Seja X um espago topoldgico. Dizemos que A C X é G5 em X se existe {U,, : n € N} uma familia de subcon-
juntos abertos de X tal que A = [, Un. Mostre que se X é metrizavel entdo todo subconjunto fechado de X é
Gs-

6 — Sejam (X, d) um espago métrico, a € Xer > 0. Mostre que Bgla, ] e{x € X : d(x, a) = r}sdo fechados em
(X)Td)'

7 — Para cada um dos espacos topoldgicos apresentados nos Exercicios 3 e 4, determine o interior e o fecho de
um subconjunto arbitrario A de X.

8 — Seja X um conjunto infinito. Considere T uma topologia sobre X para a qual todos os subconjuntos infinitos
de X sdo abertos. Mostre que T é a topologia discreta sobre X.



9 — SejaR[xq, ..., xn] 0 conjunto dos polindmios em varias variaveis sobre R. Para cada conjunto de polindmios
I € R[xq, ..., xnl, seja V(I) o conjunto dos zeros comuns a todos os polinémios de I ou seja,

V() ={(x1y ..., xn) e RY(VP €1) :
P(x1...xn) =0}

a) Mostre que o conjunto Z = {V(I)S|I € R[xy, ..., xa]} forma uma topologia em R". Essa topologia é denomi-
nada topologia de Zariski.

b) Supondo quen = 1, mostre que a topologia assim obtida é a topologia cofinita.
c) Mostre que a topologia usual é mais fina do que a topologia Z.

10 — Sejam X um espaco topoldgico, A, B C X e A # (). Complete com C, D ou, se for o caso, =:

(AUB)® ____ A°UB°
(UAGAA) I UAEAAO
(ANB)* ____ A°NB°
(ﬂAeAA) — DAGAAO
AUB ____ AUB
UAeAA —_— QAeAA
ANB ____ ANB
mAeAA — mAeAA

11 — Sejam 11 e T, topologias sobre um conjunto X tais que 11 C 12 eseja A C X. Mostre queinty, (A) C inty, (A)

12— a) Sejam X um espaco topoldgico, S um subespaco de X e A C S. Mostre que ints(A) D S Nintx(A).
b) Considere X = R? munido da topologiausuale S = A = {(x,y) € R?:y = 0}. Mostre que ints(A) = S e que
intx(A) = 0.

13 — Sejam X um conjunto ndo-vazio e d uma métrica sobre X.
a) Paraa € Xer > 0arbitrarios, mostre que B4(a, r) C Bqla, 7].
b) Mostre, através de um exemplo, que a igualdade B4(a, ) = Bg4la, r] ndo é necessariamente verdadeira.

14 — Sejam X um espaco topoldgico, U C X e A um aberto de X. Mostre quese AN U # Jentdo AN U # ()

15 — Sejam X um espaco topoldgico e U C X. Mostre que:
a) U= (uepe

b) (U°)¢=Uc

c) Uédensoem X se e somente se U° possui interior vazio.

16 — Considere, sobre um conjunto ndo-enumeravel X, a topologia coenumeravel. Quais das afirmagbes a seguir
sao verdadeiras? Justifique.

a) D C Xédensoem X se, e somente se, D é ndo-enumeravel.
b) Todos os abertos ndo-vazios de X sdo densos em X.
c) SeD C Xédensoem X, entdo D é aberto em X.



17 — Sejam X um espaco topoldgico e D1, D, C X densos em X. Pode-se afirmar que Dy N D; é denso em X? E
se Dy, além de denso, for aberto em X?

18 — Sejam X um espago topoldgico e x € X. Mostre que x é ponto isolado de X se, e somente se, {x} é aberto em
X.

19 — Sejam X um espaco topoldgico e A contido em X. Mostre que A° = () se e somente se A¢ é denso em X.

20 — Sejam X um espaco topoldgico e A C X. Dizemos que x € X é ponto de fronteira de A se toda vizinhanca V
dexem XsatisfazVNA £ e VN (X\A) # (. Oconjunto de todos os pontos de fronteira de A é denominado a
fronteira de A em X e é denotado por 0(A). Mostre que:

a) 0(A)=ANX\A.

b) A°=A\0(A)

c) A=AUDJA)
d) A éabertoem X se, esomentese,d(A) =A\ A
e) A éfechadoem X se,esomentese, 9(A) = A \ int(A)

21 — Seja X um espaco topoldgico. Mostre que X é T; se, e somente se, {x} € a interseccdo de todas as vizinhangas
de x, qualquer que sejax € X.

22 — Sejam X um espaco topoldgicoe A C X. Mostre que A é um subespaco fechado e discreto de X se, e somente
se, A’ =10).



Respostas dos Exercicios

8 Aideia é mostrar que cada conjunto unitario esta na
topologia e, portanto, a topologia é discreta. Escolha
um conjunto infinito A C X de tal forma que A€ tam-
bém é infinito.

O Se X é um conjunto infinito enumeravel, podemos
enumerar e definir A como o conjunto que contém os
elementos impares. Isso garante que os conjuntos A e
A‘ sejam infinitos.

OSe X é ndo enumeravel, escolhemos subconjunto
enumeravel infinito A.

Desta forma A e A€ pertencem a T, pois sao conjun-
tos infinitos. Agora considere qualquerx € X. Note que
A U{x}e A U{x} pertencem a T uma vez que sao con-
juntos infinitos. Dai, sua intersecdo, que é {x} € T para
todox € X.

9 Mostraremos diretamente que Z(I) = {x € R" :
Vf € 1 : f(x) = 0}, onde I é qualquer conjunto de
polinémios em n variaveis obedece aos axiomas para
conjuntos fechados:

O () é fechado, porque ) = Z({1}), onde 1 é o poliné-
mio constante com valor 1.

OR"éfechado, porque R™ = Z({0}),com 0o poliné-

mio constante com valor 0, entdo todos os x sdo zeros
trivialmente.

O Se Z(1), Z(]) sao dois conjuntos fechados, entdo
sejal] = {fg : f € I,g € J}, que é um conjunto
bem definido de polindmios n-dimensionaisemR™. Se
x € Z(I),xanulaparatodososf €, assimtambém para
todos os fg € IJ. O mesmo vale parax € Z(]), entdo
Z(I) U Z(]) € Z(T]). Sex ¢ z(I) U Z(]) isto significa
que existe algum f € I tal que f(x) # Oealgumg €]
tal que g(x) # 0. Segue-se que (fg)(x) # 0 e assim
x ¢ Z(I]). Isso mostra

Z(IJ) = Z(u Z(])

e consequentemente os conjuntos daforma Z (1) sao
fechados sob unides finitas.

O Se Z(I,), o« € A é qualquer colecdo de tais con-
juntos, entdo pelas defini¢des fica claro que

M Z(1) = Z(| 1)

x€EA xEA

e assim esta colecdo é fechada sob intersecdes arbi-
trarias.



