=
_‘“ﬁ? TRO DE MATEMATICA,

CHEOINTRIUETI AN G IATG G I O EINIIC AR E)

Universidade Federal do ABC

Lista 1- Topologia

Espacos Métricos

1— Sejam X um conjuntoe d : X x X — R uma fungdo satisfazendo as seguintes condicdes:
md(x,x) = 0 qualquer que sejax € X;
md(x,y) = d(y,x) quaisquer que sejam x,y € X;
md(x,z) < d(x,y) + d(y, z) quaisquer que sejam x, y, z € X.

Mostre que d(x,y) > 0 quaisquer que sejam x,y € X.

2 — Seja X um conjunto. Considere as seguintes propriedades referentes aumafuncdod : X x X — R:
md(x,y) = 0se,esomentese,x =y;
md(x,z) < d(z,y) + d(y,x) quaisquer que sejam x, y, z € X.

a) Mostre que qualquer métrica d sobre X satisfaz as duas propriedades acima.

b) Mostre que se d satisfaz tanto a primeira quanto a segunda propriedade, entdo d é uma métrica sobre X.
c) SejaX = R. Mostre que:

1. d(x,y) = x — y satisfaz a primeira propriedade, mas ndo a segunda;
2. d(x,y) = [x —y| + 1 satisfaz a segunda propriedade, mas ndo a primeira.

3 — Denotemos por R([a, b]) o conjunto das fungdes Riemann-integraveis definidas em [a, b].
a) Mostre que d : R([a,b]) x R([a,b]) — R dada por

b
d(f, ) =J ) — g(x)]dx

a

satisfaz as trés condicGes apresentadas no exercicio 1.
b) d éuma métrica sobre R([a, b])? Justifique sua resposta.
c) Considere a seguinte relagdo de equivaléncia sobre R([a, b]):

f~g& d(f,g) =0.

Denotemos por f a classe de equivaléncia de f e por X o conjunto das classes de equivaléncia dos elementos
de R([a, b]). Mostre que d : X x X — R dada por

d(i g) = d(fv 9)
estd bem definida e ¢ uma métrica sobre X.

4 — Paracadai € {1,2}, seja d; uma métrica sobre um conjunto X e seja T4, a familia de todos os subconjuntos
abertos de (X, d;). Considere as afirmagdes a seguir:



(i)existe ¢ > 0O tal que, para quaisquer x,y € X, tem-sec - di(x,y) > da(x,y);
(ii)para quaisquerx € Xer > 0, existe v’ > O tal que Bg, (x, 1) C By, (x,1);
(iii)Td] D) Td,-

a) Mostre que (i) = (ii) & (iii).
b) Denote por d; a métrica usual sobre R. Mostre que

. dz(X,y)
Gy =y

define uma métrica sobre R, tal que T4, = Tq,.
c) Mostre que ndo existe ¢ > 0 de modo que c - di(x,y) > dz(x,y) para quaisquer x,y € R.

5 — Considere d e p as métricas Euclidiana e quadrada respectivamente em R™. Prove que para quaiquer emx, y
em R vale p(x,y) < d(x,y) < v/np(x,y) e conclua que T4 = Tp.

6 — Seja (M, d) um espaco métrico. Defina (a métrica limitada padrdo) d : MxM — Rpord(x,y) = min{d(x,y), 1}.
Mostre que:

a) déuma métricaem M;

b) d e dsdo equivalentes

c) Todo A C M élimitadoem (M, d), mas ndo necessariamente limitado em (M, d).

7 — Sejam (M, d;), (M, d2),..., (Mpy, dn) espagos métricos.
a) Mostre que

d(x,y) = /21y dilxi, yi)?

d/(X,U) = Z?:] di(xiayi)

d”(x,y) = max{di(xi,yi) : 1 <i<n}

definem métricas sobre M7 x My X ... x M.
b) Mostre que, parax,y € My x M; x ... x M, arbitrarios, tem-se

d"(X,U) S d(X>U) § d/(XﬂJ) § n-: dN(X,U)
e concluaque d, d’ e d” sdo equivalentes (isto é, T4 = T4/ = Tq~).
8 — Denotemos por C([a, b]) o conjunto das fung¢des continuas definidas em [a, b] a valores reais. Mostre que

d(f, g) = sup{|f(x) — g(x)| : x € [a, bl}

b
a'(f,g) J () — glx)ldx

a

definem métricas sobre C([a, b]) e que T4 é mais fina que T} (isto é, que T4 D Tq-).

9 — Atopologia p-adicaem Q
Sejap um numero primo e % € Q. Escreva

o'l e
I

<
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de modo que nem ¢ nem d seja divisivel por p. Definimos o valor absoluto p-adico de% como
al _
‘b ‘p —Po

com a defini¢do adicional de que [0f, = 0.
a) Mostre que ||, é uma norma.
b) Mostre que d,(a,b) = |a — bl, define uma métrica on Q.
c) O que acontece se trocarmos p por um numero composto? d,, ainda seria uma funcdo distancia? ainda seria
uma fungao distancia?

10 — Mostre que | |, satisfaz uma desigualdade triangular mais forte:
Ix + y|p < max{|x|p> |U|p}-
Mostre que a igualdade é valida sempre que |x|, # [yl,.

11 — Dados (M, dm), (N, dn) espacos métricos, mostre que f : M — N é continua se e somente se para todo
aberto Vde N, f~1(V) é um aberto de M.

12— (E;4,d;) e (Ez, d;) dois espagos métricos. Mostre que qualquer funcdo constante de E; em E; é continua.

13 — Sejam (Eq, dq) e (E, d2) dois espagos métricos, sendo d; a métrica discreta. Mostre que qualquer fungdo
f:E; — E; écontinua.

14 — Sejam d; a métrica usual em R e d; a métrica discreta em R. Mostre que a func¢do identidade f(x) = x :
(R, dy) — (R, d;) é descontinua em todos os pontos do dominio.

15 — Considere o espago métrico (C([0, 1]), d1), sendo d; a métrica do integral.

a) Afuncdo: F: C([0,1]) — R definida como F(f) = f(0) é continua?

b) Se a métrica d; for substituida pela métrica do supremo d.. , a resposta a pergunta da alinea anterior é a
mesma?

16 — Considere as distancias usuaisem Q e em {0, 1}. Existe alguma funcdo continua e sobrejectiva f : Q — {0, 1}?
17 — Seja X um conjunto ndo-vazio. Mostre que

Il = sup{[f(x)] : x € X}
define uma norma sobre B(X). Descreva o conjunto B(X)?

18 — Seja || || uma norma sobre V.

a) Mostre que
d: VxV — R

(xy) = lx—yll

€ uma métrica sobre V, denominada a métrica proveniente da norma || ||.
b) Mostre que se d é uma métrica sobre V proveniente de uma norma, entdo

dU\X) }\y) = IAId(x,y) € d(X+Z)U +Z) = d(x,y)

para quaisquerx,y,z € Vel € R.



c) Déexemplo de uma métrica sobre um espaco vetorial real que ndo provém de uma norma.
d) Mostre que se d é uma métrica sobre V tal que

d(Ax,A\y) = [Ald(x,y) e d(x+z,y+z)=d(x,y)

para quaisquerx,y,z € Ve € R, entdo d provém de uma norma.



Respostas dos Exercicios

7 Para o item a vocé precisara da desigualdade de
Cauchy-Schwarz

(arbr 4 +anbn)? < (a3 +- -+ a2) (b +- - +b2)
10 Provaremos |xylp = [x[p - [Ylp
g =p™mr,q2 = ptsemquer,s € Qtem numera-

dor e denominador coprimocompem,n € Z
Entdo

n+m

Iq1q2lp =p ™™ =p ™™ = |qulp - Iqaly

Agora provaremos a desigualdade triangular.
O Assuma que n > m, entao

g1+ qalp =p P s Tl =p M <p M 4p "

pois se

pllp™ Ms+1) = p[{(P" s +71)—p" s} =7

uma contradi¢cdo, provando assim a desigualdade tri-
angular.
O Assuma que n = m, entao

|q1 + q2|p = pinh' + S|p

Entdo, como o denominador comum de r, s ainda é
primo de p, podemos reduzir para o caso r,s € Z.
Nesse caso nos s precisamos mostrar, para inteiros,
T, s que

I+ slp < Irlp + Islp.
Para isso, notamos que se r = p"r’; s = p"s’ com
mdc(p,r’) = mdc(p,s’) = lentdor+s =p™(r’' +s')
esep|(r'+s’) entdo

sl <p ™ <2p T =l + Islp
sep f(r' +s’) entdo
|T + 5|p = |pn|p : |TJ + 5,| = P_n < zp—n = |r|p + |5|p-

16 Sim existe.



