Lista 5
Analise Real 1

Continuidade
Exercicios. 6 — Mostre que se f,g sao fungoes continuas em
. . . [a, b] entao
1 — Determine e prove em quais pontos as seguintes
funcgoes sao continuas: a) m(x) = inf{f(£),{ € [a,z]} é uma funcao

a)

_JoO sex ¢ Q
f(x)—{ sin|z| sexeQ
b)
[ 22=1 sex¢Q
f(x)_{o sereQ

sex ¢ Qoux=0

se v = %, com p,q COprimos

Q= O

2 — Mostre que se f(z),g(z) s@o fungoes definidas
numa vizinhanca de a e continuas em a entao:

a) h(x) = max{f(x),g(x)} é continua em a
b) h(x) =min{f(z),g(x)} é continua em a

c) |f(x)| =max{f(x),—f(z)} é continua em a

3 — Dé um exemplo de uma funcao limitada em
[0, 1] que nao atinge nem o supremo nem o infimo.

4 — Dé um exemplo de uma funcgao limitada em
[0,1] que nao atinge seu infimo em nenhum intervalo

[a,b] C [0,1].

5 — A oscilacdo de uma funcao f : X — R num
conjunto bola aberta em x, de raio ¢ é definido como:

wi(x0),0) = sup|f(21) — f(z2)| 1 € Rz — 20| <0
e a oscilagdo num ponto como
xg) = lim xQ).
wy(wo) = lim wy(zo)

Mostre o critério de Cauchy para a continuidade de
funcgoes:
Uma fungao é continua se e somente se w¢(zg) = 0.

continua em [a, b]

b) M(z) = sup{f(£),{ € [a,z]} é uma funcao

continua em [a, b]

7 — DMostre que as fungoes definidas no exercicio an-
terior sao mondtonas.

8 — Mostre que se f é continua em [a,00) e lim
T—r00

existe e é finito entao f é limitada em [a, 0o

9 — DMostre que uma fungao f : R — R periddica e
continua atinge seu maximo e minimo.

10 — Prove que uma funcao estritamente crescente
f :[a,b] = R e que tem a propriedade do valor inter-
medidrio é continua em |[a, b].

11 — Diga quais sao todos os subintervalos conexos
dos reais.
12 — Dado uma funcdo f : [0,1] — [0, 1] continua.

Mostre que f tem ponto fixo, isto é, existe xg € [0, 1]
tal que f(zo) = zo

13 — Prove que uma fungdo f : R — R injetora e
continua ¢ estritamente crescente ou decrescente.

14 — Dados (X1,d1) e (X2,d2) espagos métricos e
f: X1 — Xo. Prove que sao equivalentes:
a) A fungao f é continua.

b) Para todo fechado F C X» o conjunto f~1(F)
é fechado em X3

c) Paratodo A C X o conjunto f(A) C f(A)



d) Para todo B C X3 o conjunto f~1(B) C 17 — Dados (X1,d1) e (X2,d2) espagos métricos e
fﬁl(B) fin—)Xg.
Suponha X; compacto e prove que f é continua em X,
se e somente se o grafico de f é compacta, sendo
15 — Dados (X1,d;) e (X2,d2) espagos métricos e
X compacto e f: X1 — Xo. Mostre que f é uniforme- grafico = {(z, f(z)),x € X
mente continua. !

16 — Prove que um espac¢o métrico (X,d) é com- 18 — Dados (X1,d1) e (X2,d2) espagos métricos e
pacto se e somente se toda funcao f: X — R é limi- f:X; — X .
tada. Mostre que f é continua se e somente se para todo

compacto A em X. A funcdo f|4 é continua



