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Simbolos e notacoes gerais

3 existe
v para todo ou qualquer que seja

= implica
= se e somente se

portanto

= é definido como
ie isto é (do latim id est)

U . fim de uma demonstragao
fﬁ . reta que passa pelos pontos A e B
AB :  segmento de reta com extremidades A e B
AB . segmento orientado com ponto inicial A e ponto final B
ﬁ 1 vetor que tem AB como representante
v : wvetorv

‘E‘ . comprimento do segmento orientado AB
llv| : norma do vetor v

Hzﬁ || : norma do vetor AB

| Al . determinante da matriz A

n
Z a; : soma dos termosa;, parai =1,...,n
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Introducao

A geometria analitica nasce de uma ideia simples e poderosa: problemas geométri-
cos podem ser traduzidos para a linguagem da algebra. Ao escolher coordenadas,
pontos passam a ser descritos por numeros, vetores por listas ordenadas, retas e
planos por equagdes, e muitas propriedades espaciais podem ser estudadas por meio
de calculos. O movimento também ocorre no sentido inverso: expressdes algébricas
ganham interpretacdo geométrica e, com ela, uma forma visual de compreender
relacdes que poderiam permanecer escondidas na notacéo.

Este livro é organizado em torno dessa passagem continua entre geometria e
algebra. Coordenadas sdo importantes, mas ndo sdo o ponto de partida de toda a
teoria nem um fim em si mesmas. Antes de escrever equacdes, € util compreender os
objetos geométricos e as estruturas que permanecem quando mudamos de sistema
de coordenadas. Por essa razdo, comecamos pela linguagem vetorial e s6 depois
introduzimos, de maneira sistematica, suas representagdes coordenadas.

O texto foi pensado para um primeiro curso universitario de geometria analitica
e vetorial. Procuramos combinar trés aspectos que, quando aparecem separados,
tornam o assunto mais dificil do que precisa ser: a interpretacdo geométrica, o
desenvolvimento algébrico e a pratica de resolu¢ido de problemas. As defini¢des e
os resultados principais sdo acompanhados por exemplos e figuras; os exercicios
foram concebidos como parte do desenvolvimento do contetido, e ndo apenas como
verificacdo ao final de cada capitulo.

Nos capitulos iniciais estudamos a estrutura vetorial do plano e do espaco. Intro-
duzimos vetores a partir de sua interpretacdo geométrica, definimos as operacoes
fundamentais e discutimos paralelismo, coplanaridade e combinacgdes lineares. Em
seguida aparecem dependéncia e independéncia linear, bases e a ideia de que um
mesmo vetor pode admitir diferentes descri¢oes numéricas conforme a base escol-
hida. Essa transicdo conduz naturalmente ao estudo de vetores em coordenadas.

Com essa linguagem disponivel, passamos as retas e aos planos. As diferentes
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formas de suas equacdes nido sdo tratadas como féormulas isoladas, mas como
maneiras de codificar informacdes geométricas: um ponto e uma direcio, um ponto
e um vetor normal, uma intersecdo ou uma condicdo de paralelismo. O estudo de
posicdes relativas organiza, entdo, problemas de incidéncia, intersecdo e paralelismo,
enquanto o produto escalar permite incorporar medidas de angulos, distancias e
ortogonalidade.

Circulos e esferas fornecem um primeiro exemplo importante de como uma
condicdo métrica se transforma em uma equacdo. A partir dai, o estudo das conicas
amplia essa ideia. Elipses, parabolas e hipérboles sdo apresentadas tanto por suas
propriedades geométricas quanto por suas equacdes cartesianas. O objetivo é recon-
hecer que a forma de uma equacéo quadratica depende do sistema de coordenadas
escolhido e que escolhas adequadas podem revelar a geometria que a expressdo
algébrica contém.

As curvas parametrizadas introduzem outra maneira de descrever objetos ge-
ométricos: em vez de impor uma relacdo entre as coordenadas, especificamos como
elas variam com um parametro. Essa linguagem permite representar trajetorias e
curvas que nio se deixam descrever convenientemente como graficos de fungoes,
além de preparar a passagem para temas posteriores de calculo e geometria.

Os capitulos finais retomam explicitamente o problema da escolha de coorde-
nadas. Mudancas ortogonais de coordenadas, rotacdes e translacdes mostram como
simplificar descri¢des sem alterar a geometria essencial. Nesse ponto, varios temas
anteriores se reencontram: vetores, matrizes, produto escalar, conicas e equagoes
quadraticas tornam-se aspectos diferentes de uma mesma ideia — escolher uma
representacdo que torne visivel a estrutura do problema.

Os apéndices reinem resultados e técnicas auxiliares de algebra, trigonometria,
somatorios, matrizes e sistemas lineares. Eles podem ser consultados conforme a
necessidade e permitem que o corpo principal do texto permanega concentrado nas
ideias geométricas.

Héa duas maneiras especialmente uteis de ler este livro. A primeira é sequencial,
acompanhando a construcéo da linguagem vetorial até as mudancas de coordenadas.
A segunda é usar os capitulos como referéncia durante um curso, retornando aos
conceitos anteriores quando uma nova situacdo geométrica exigir outra descricio
do mesmo objeto. Em ambos os casos, vale manter em mente a ideia que atravessa
todo o texto: a geometria analitica ndo consiste apenas em transformar figuras em
equacoes, mas em aprender a escolher, entre varias descri¢des possiveis, aquela que
torna a geometria mais clara.



CAPITULO

1

Estrutura Vetorial do Plano
e do Espaco

"Meca o que for mensuravel, e torne mensuravel o que nao o

for"
Galileu Galilei

1.1. Definicoes Elementares

A linguagem vetorial permite descrever de forma unificada muitos dos principais
resultados da geometria euclidiana e, ao mesmo tempo, estabelece uma ponte
natural entre a geometria sintética e sua descricdo em coordenadas.

Neste capitulo introduziremos os elementos basicos dessa linguagem. Antes de
formalizar o conceito de vetor, vale observar por que objetos desse tipo aparecem
de maneira tdo natural nas ciéncias.

Algumas grandezas fisicas ficam completamente determinadas por um unico
ntimero real, uma vez fixada a unidade de medida. E o caso, por exemplo, da massa,
da temperatura, do volume, da carga elétrica e da energia. Essas grandezas sdo
chamadas de grandezas escalares.

Outras grandezas exigem, além de uma magnitude, uma direcio e um sentido. E
o caso do deslocamento, da velocidade, da aceleragio, da forca e da quantidade de
movimento. Grandezas desse tipo sdo chamadas de grandezas vetoriais.



1. Estrutura Vetorial do Plano e do Espago 2

F O deslocamento é o exemplo mais sim-

ples. Se um corpo se move de um ponto

A para um ponto B, nédo basta saber ape-

nas quanto ele se deslocou: é necessario

conhecer também a dire¢édo e o sentido do

movimento. O vetor deslocamento registra

E precisamente essas informagoes, indepen-

dentemente do caminho percorrido entre A
e B.

Uma parte importante da utilidade das

Figura 1.1.: Os caminhos ligando dois
pontos correspondem, todos, ao mesmo

vetor deslocamento. grandezas escalares vem das operacdes

disponiveis para os numeros reais: podemos
soma-los, subtrai-los, compara-los e multiplica-los. Para que a linguagem veto-
rial seja igualmente util, precisamos introduzir operac¢des compativeis com sua
interpretacio geométrica. E isso que faremos neste capitulo e no seguinte.

Como boa parte da construcdo dos vetores e de suas operagdes que faremos
neste texto sera de natureza primordialmente geométrica, assumiremos que o
leitor conhece os principais conceitos e resultados da geometria euclidiana plana
e espacial. Em particular suporemos conhecidos os conceitos de angulos, retas,
planos, comprimento de segmentos, distancia de dois pontos, etc.

Notacao 1.1

Ao longo deste texto, E? denotara o plano euclidiano e E? o espaco euclidiano
tridimensional. Usaremos letras latinas maitisculas, como A e B, para pontos;
letras latinas minusculas, como 7 e s, para retas; e letras gregas minudsculas,
como T, para planos. Letras latinas ou gregas mindsculas também poderao
representar escalares ou parametros; o significado ficara claro pelo contexto.

Para tornarmos clara a definicdo de vetor, comecaremos com um termo rela-
cionado: os vetores aplicados.

Definicao 1.2

Um vetor aplicado ou segmento orientado ¢é um segmento de reta no
qual se escolheu um dos extremos A, como ponto inicial. Nesse caso o outro
extremo B do segmento serd denominado ponto final e o vetor aplicado com
ponto inicial A e final B sera denotado por AB. Para nossas consideracgdes
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um ponto A é considerado um segmento que denominaremos segmento
nulo. Esse segmento sera denotado por AA ou por 0.

O comprimento de um segmento AB sera denotado por ‘E‘

e sera denominado também tamanho, intensidade, magnitude ou B
norma do vetor.

Os vetores aplicados servem apenas parcialmente ao proposito de
representar grandezas que possuem intensidade, direcédo e sentido,
pois embora possamos representar grandezas com esses atributos 4
como vetores aplicados, essa representacio nao é unica. Ou seja,
existem varios vetores aplicados com pontos iniciais e finais distintos,
mas que possuem intensidade, direcdo e sentido iguais. Para eliminarmos esse
problema, identificaremos, isto é, diremos que sdo iguais, todos esses vetores. Assim
diremos que dois vetores aplicados sdo equivalentes (ou equipolentes) se e
somente se possuem o mesmo comprimento, a mesma dire¢do e o mesmo sentido
ou ainda se ambos sdo nulos.

Uma identificacdo analoga, ocorre com as fracdes: duas fracdes podem ter nu-
meradores e denominadores diferentes e mesmo assim diremos que elas sdo iguais
(ou equivalentes) pois representam a mesma grandeza. Observe:

1 2 23

2 4 46

As fracdes acima sdo representacdes de um mesmo numero. O nimero que, em
nota¢ido decimal, denotariamos por 0, 5. Mesmo em notacdo decimal, 0,5 e 0, 50
sdo representacdes de um mesmo numero.

Quando identificamos os vetores aplicados equivalentes obtemos vetores livres
ou simplesmente vetores.
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Definicao 1.3

Um vetor é uma classe de equivaléncia de vetores aplicados equipolentes, isto
é, de segmentos orientados que possuem o mesmo comprimento, a mesma
direcdo e o mesmo sentido. Os vetores aplicados pertencentes a essa classe
sdo chamados de representantes do vetor.

Uma consequéncia importante dessa definicido é que um vetor livre nao possui
posicdo fixa no espaco. Dado um vetor v e um ponto A, podemos escolher o
representante de v que come¢a em A. Assim, segmentos orientados distintos
podem representar o mesmo vetor sempre que tiverem a mesma dire¢do, 0 mesmo
sentido e 0 mesmo comprimento.

O vetor cujos representantes sdo segmentos orientados nulos, ou seja com pontos
iniciais e finais coincidentes sera denominado vetor nulo. O vetor nulo sera

e
denotado por AA ou por 0.

Denotaremos os vetores utilizando fontes minisculas em

negrito a, através de uma flecha superior: d ou ainda no

B caso em que tivermos dois pontos A e B, denotaremos por

zﬁ o vetor que tem como representante o vetor aplicado AB.

Graficamente vetores sdo representados como flechas, nos

fﬁ v quais a ponta da flecha aponta no sentido do vetor.

Dado um vetor e um segmento que o representa, teremos
que a dire¢do do vetor é a direcdo desse segmento, o sentido
vem de termos escolhido uma orientacdo no segmento, ou seja
de termos escolhido um ponto inicial e final e o comprimento
de um vetor é o comprimento do segmento que o representa.

Como consequéncia dos axiomas de congruéncia da geometria euclidiana, temos
que dado um segmento (ou um representante de um vetor) e um ponto podemos
construir um segmento paralelo e de mesmo comprimento iniciando em A. Se
denotarmos por B o ponto final desse segmento, entdo teremos provado o seguinte
resultado.

Proposicao 1.4

Dados um vetor v e um ponto A, existe um tinico ponto B tal que o vetor aplicado
AB é representante de v, ou seja, tal que v = A

O comprimento de um vetor v = A§ sera também denominado norma do vetor
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e sera denotado por ||v|| ou ainda por ||E||

Notacao 1.5

O conjunto de todos os vetores de E3 sera denotado por V2. De modo analogo,
denotaremos por V2o conjunto de vetores associados a B2, isto é, classe de
equivaléncia de segmentos de retas no plano.

De modo geral, conceitos envolvendo vetores sdo definidos utilizando seus
representantes. Nesse espirito temos as seguintes defini¢des:

Diremos que dois vetores sdo paralelos quando seus representantes tiverem a
mesma dire¢cdo ou quando um desses vetores for o vetor nulo 0. O termo vetores
paralelos inclui o caso especial onde os vetores estdo sobre a mesma reta ou mesmo
o caso em que coincidem. Como consequéncia da definicio anterior temos que o
vetor nulo é paralelo a todo vetor e também que todo vetor é paralelo a si mesmo.

/
/
Figura 1.2.: Vetores paralelos.

Diremos que um conjunto de vetores sdo coplanares se esses vetores possuem
representantes contidos no mesmo plano.

v
—_—

e 0
——————— >

v

Figura 1.3.: u, v e w sdo coplanares.

Se u e v sdo ndo nulos, definimos o angulo entre os vetores como o Unico
angulo 0, com 0 < 6 < 7, formado por representantes de w e v com a mesma
origem. Essa definicao independe dos representantes escolhidos.

Finalmente, dois vetores u e v sdo ditos ortogonais, se um dos vetores for o
vetor nulo, ou se ao escolhermos dois representantes para esses vetores que iniciam
no mesmo ponto, AB e AC esses segmentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo
determinado por esses segmentos for um angulo reto (/2 radianos ou 90°).
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A

Figura 1.4.: Angulo entre vetores

u

Figura 1.5.: Vetores ortogonais

Observacao 1.6

Note que, segundo nossa defini¢éo, o vetor nulo 0 é o unico vetor paralelo e
ortogonal a qualquer outro vetor, e coplanar a qualquer par de vetores.

1.1.1. Operacoes com Vetores

Por tradigdo, grandezas que possuem apenas magnitude, ou seja, grandezas
que sdo representadas por nimeros reais sdo denominadas grandezas escalares.
Seguindo essa tradi¢io denominamos um nimero real A de escalar .

Vamos definir duas operagdes envolvendo vetores: a soma de vetores e a multi-
plicacéo por escalares.

1.1.1.1. Multiplicacao por Escalar

Definicao 1.7

Multiplicacao por Escalar: Dado um vetor v e um escalar A podemos
realizar a multiplicacdo de A\ e v obtendo o vetor A\v definido do seguinte
modo:

« Se o vetor v é nulo ou o escalar \ é zero entdo Av = 0

« Se A > 0, o vetor Av é o vetor com o mesmo sentido, mesma direcio e
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com comprimento || [|v]|.

+ Se A < 0 entdo vetor \v tem a mesma diregao e sentido oposto ao vetor
v e comprimento || ||v]|.

Figura 1.6.: Multiplicacdo de um vetor por um escalar.

Observacao 1.8

Dados um vetor v e um escalar nao nulo A\ denotaremos usualmente o vetor

1 v . . . . .
" v por <X) A equagio anterior pode ser vista como uma defini¢do da

divisdo de um vetor por um escalar.

Um vetor de comprimento 1 é denominado vetor unitario. Dado um vetor

v # 0, temos que o vetor:
1 v

Rl * Tl
é unitario e possui a mesma direc¢éo e sentido que v e é denominado versor associado
a v. Para maiores detalhes veja exercicio 2.11.

Um termo que usaremos ocasionalmente é o de vetor direcional ou vetor
diretor. Muito frequentemente estaremos interessados apenas na direcdo de um
vetor e nio no seu tamanho. Por exemplo, como veremos posteriormente, uma reta
é completamente determinada por um ponto P e um vetor v. Nesse caso o tamanho
de v ndo é importante e podemos multiplica-lo liviemente por um escalar.

Através da multiplicacdo de vetores por escalares podemos dar uma caracteriza-
co algébrica para o paralelismo de vetores:
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Teorema 1.9

Se dois vetores u, v sdo paralelos e v # 0 entdou = \v para algum \ € R.

Demonstracao. Iremos considerar primeiramente o caso em que u e v tém mesmo
sentido. Neste caso, visto que ||v| # 0, podemos escolher
Ll
]l
Com essa escolha, provaremos que u = A\v.
Como u e v sdo paralelos, u e Av possuem a mesma direcdo. E como estamos
assumindo que u e v possuem o mesmo sentido e como A\ é maior que zero entao
pela defini¢do de multiplicagdo por escalares u e Av possuem o mesmo sentido.

Finalmente

Il
Aol = o] = —=lvll = [Jull
[l

O que prova que eles tem o mesmo comprimento. Logo, como os vetores u e A\v

possuem mesma direcdo, sentido e comprimento eles sdo iguais.

A . ’ 7 u
Se u e v tém sentidos opostos, o argumento é analogo: escolhemos A\ = —HH,
v

de modo que Av tenha o mesmo sentido e a mesma norma de u.

Proposicao 1.10

Dois vetores u, v sdo paralelos se e somente se u = A\v para algum A € R ou
v = Ou para algum 6 € R.

Demonstracao. Suponha que u, v sio paralelos.

Caso v # 0, pelo teorema acima, temos que ¥ = Av para algum A\ € R. Caso
contrario, isto é, se v = 0 entdo v = fu para 6 = 0.

A implicacdo contraria segue da defini¢do de multiplicacdo por escalar. Se
u = A\v ou v = fu, entdo um vetor é multiplo do outro; portanto sdo paralelos.
Isso inclui os casos em que um deles é nulo.

Como consequéncia da proposicdo anterior, temos:
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Teorema 1.11

Trés pontos A, B, C pertencem a mesma reta se e somente se E = )\ﬁ ou
BC = 0AB.

B‘(j* C

B

AB

A

Demonstracao. Se A, B, C pertencem a mesma reta, entio /@ e B? sdo paralelos.
Pela Proposig¢ao 1.10, existe uma relacdo da forma

zﬁ:)\B? ou B?:&ﬁ.

Reciprocamente, suponha que uma dessas relacdes seja valida. Se dois dos pontos
coincidem, a colinearidade é imediata. Caso os trés pontos sejam distintos, os vetores
zﬁ e B? sdo paralelos; como os segmentos correspondentes tém o ponto B em
comum, as retas que os contém coincidem. Logo A, B, C' sdo colineares.

1.1.1.2. Soma de Vetores

Definicao 1.12

Soma de vetores Dois ou mais vetores podem ser somados do seguinte modo:
a soma, v + u, de dois vetores v e u é determinada da seguinte forma: A
partir de um segmento orientado AB, representante arbitrario de v, tome
um segmento orientado BC que representa u, isto é, tome um representante
de u com origem na extremidade final do representante de v, desta forma
o vetor v + u é definido como vetor representado pelo segmento orientado
AC, ou seja, pelo segmento que vai da origem do representante de v até a
extremidade final do representante de u.

A soma de vetores também pode ser feita através da regra do paralelogramo.
Para somar dois vetores v e u através dessa regra tomamos representantes desses
vetores que comegcam num ponto comum O, como na figura 1.8. Entéao, a partir do
ponto final de cada vetor tracamos uma reta paralela ao outro vetor. Essas retas se
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u—+v

u

Figura 1.7.: Soma de Vetores

interceptam no ponto P. E logo um paralelogramo é formado. O vetor diagonal
OP é a soma dos vetores v e u. O vetor v + u obtido por esse método é o mesmo
que o obtido pelo método anterior, pois o segmento O P divide o paralelogramo em
triangulos congruentes que representam a soma dos vetores v e u.

Figura 1.8.: Regra do paralelogramo.

Existe ainda um terceiro modo de se realizar a soma de dois vetores, a chamada
soma em coordenadas, que ilustraremos no exemplo a seguir e que discutiremos
em maior detalhes no Capitulo 3.

Exemplo 1.13.

Suponha que sobre um corpo material agem duas forcas, u e v, de moédulos 2, 00N
e 4, 00N respectivamente, nas dire¢des indicadas na Figura 1.9. Qual o médulo da
forca resultante, ou seja, qual o comprimento de (u + v)?

v (4N)

u (2N)

Figura 1.9.: Exemplo 1.13
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Solucéo.

1. Soma pela lei do paralelogramo:

Como acabamos de ver, uma forma de encontrar (u + v) é usar a regra
do paralelogramo. Considere entdo o paralelogramo ABCD conforme a
Figura 1.10. Como angulos opostos de um paralelogramo sdo congruentes e a
soma dos angulos internos de um quadrilatero é 360° obtemos que o angulo
LADC éde 150°. Como u = ﬁ = lﬁ podemos aplicar a lei dos cossenos
no tridngulo ADC para obter o comprimento de AC ou seja, o mddulo de

u + v:

|u 4 v||?> = |JAC|> = |ADJ? +|DC|? — 2|AD||DC| cos(150°)
=16+4—2-4-2-(—/3/2) =20+ 8V3.

Logo ||u + v|| = V20 + 8v/3 = 5, 82N.
A u B
v
u
D u C

Figura 1.10.: Exemplo 1.13: Paralelogramo

2. Soma em coordenadas cartesianas:

Uma segunda abordagem seria decompor as for¢as em componentes hori-
zontais e verticais e fazer, entdo, a soma dessas componentes. A vantagem
desse modo de resolugio esta na nao necessidade do estudo de Angulos (como
fizemos para encontrar o angulo ZADC' na resolugao anterior), e na troca
da lei dos cossenos pelas defini¢oes de seno e cosseno de um angulo junto
com o teorema de Pitagoras.

Se u = Uy + uy, onde uy € Uy sdo as componentes horizontal e vertical de
u respectivamente, e v = v, + v, (adotando a mesma notacdo) vemos que:

U+ v = (Ug + Uy) + (Vg + Vy) = (Ug + Vz) + (Uy + vy).

Dai, por Pitagoras:

lu + vl* = JJue + vel® + [luy + vy
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(ver Figura 1.11).

Desse modo obtemos [[uz|| = 2cos(30°) = /3, |[uy|| = 2sen(30°) = 1,
vz || = 4cos(60°) = 2 e ||vy|| = 4sen(60°) = 21/3. Dai:

Jlu+v|? =(V3+2)2+(1+2V3)2=(3+4vV3+4)+ (1+4V3+12)
=20 + 8V/3.

u+ vl =v20+8V3 =

E, da mesma forma que na resolu¢io anterior,
5, 82N.

Uy + Uy

Figura 1.11.: Exemplo 1.13: Coordenadas cartesianas

Essa dltima resolucio, conforme veremos mais adiante, é essencialmente o
céalculo da soma de dois vetores num sistema de coordenadas cartesiano.

1.1.1.3. Propriedades Vetoriais

Pela definicdo da soma de vetores, temos que em geral o comprimento de w = u+wv
é diferente da soma dos comprimentos dos vetores u v, isto é,

[wll = [w+ ol # [Jull + o]

Figura 1.12.: comprimento e direcdo de w = u + v
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Para determinarmos o comprimento de w = u + v podemos utilizar a lei dos
cossenos para o tridngulo da figura:
Considerando 7 o 4ngulo indicado na Figura 1.12, pela Lei dos Cossenos temos:

lwll = Vlul? + [[v]? = 2llu][lv]| cosy (1.1)

Considerando, «, 3 e 7y os Angulos indicados na Figura 1.12, pela Lei dos Senos
segue:
U —T [v]

= = (1.2)
seny sena  senf

As equacgdes 1.1 e 1.2 sdo a formulacéo vetorial das Leis dos Cossenos e dos Senos
respectivamente.

Observacao 1.14

Note que o dngulo 7y representado na Figura 1.12 é na verdade o suplementar
do angulo entre u e v.

Notamos que, como —1 < cos~y < 1, um resultado imediato de (1.1) é:
Teorema 1.15 Desigualdade Triangular
Dados dois vetores u e v temos que:

Ju+ o < full +[lv]]. (1.3)

Além disso, vale a igualdade em (1.3) se e somente se um dos vetores é um
multiplo ndo negativo do outro. Em particular, para vetores nao nulos, isso
equivale a terem a mesma direcdo e 0 mesmo sentido.

Observamos também que, a partir da definicdo de soma vetorial, é facil ver que
v4+0 = 0+v = v, ou seja, o vetor nulo é um elemento neutro para a adigdo. Mais,
podemos definir o vetor oposto a um vetor dado. Para isso consideremos a seguinte
propriedade, cuja demonstragdo deixamos como exercicio (2.7):

Para cada vetor u existe um tinico vetor —u tal que u + (—u) = 0.

O vetor —u é denominado como o vetor oposto de u e é o vetor com 0 mesmo
comprimento e direcdo de u, mas com sentido oposto.
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Figura 1.13.: Vetor oposto.

Figura 1.14.: Subtracdo de Vetores

A partir do vetor oposto podemos definir subtracao de vetores: , definimos a
subtracdo v — w como a soma do vetor v com o vetor —u.

De modo equivalente podemos definir o vetor v — u como o vetor que adicionado
awu da o vetor v. Consequentemente, se representarmos os vetores v e u comegando
no mesmo ponto, o vetor v — w sera o vetor que liga a extremidade final de v a
extremidade final de v (vide figura 1.14).

v

Uma observacdo importante é que, sempre que representantes consecutivos de
vetores formam um poligono fechado, sua soma é nula. Como caso particular dessa
regra é a soma de um vetor com seu oposto, isto é, v + (—v) = 0.

As propriedades a seguir resultam das defini¢des geométricas de soma e multipli-
cacio por escalar. Elas caracterizam os espacos de vetores V2 e V3 como espacos
vetoriais, que, como eles, sdo conjuntos munidos de duas operagdes (multiplicacao
por escalar e soma). O estudo desses e outros espacos vetoriais (como o espaco
de polinémios de grau n, por exemplo), bem como de transformacdes lineares, é
contetido de cursos de Algebra Linear na maioria das universidades.
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v

Figura 1.15.: A soma de vetores que formam um poligono fechado ¢é nula:

v+u+r+s=0

Proposicao 1.16

Sejam u, v, w vetores e \, \1, A2 escalares. As operacgdes com vetores possuem
as seguintes propriedades:

Propriedades da soma:

Propriedade Comutativa: v + u = u + v
Propriedade associativa: (u + v) + w = u + (v + w)
Elemento Neutro: 0 +u = u

Elemento oposto: Para cada vetor u existe um tnico vetor —u tal que w +

(—u)=0
u
—u

Propriedades da multiplicacao de vetor por escalar:

Propriedade distributiva de escalares em relacdo aos vetores: A(u + v) =
Au+ v

Multiplicacéo por zero Ou = 0
Associatividade da multiplicagéo por escalares (A A2)u = Aj(Aqu)
Distributiva dos vetores em relacio aos escalares (A1 + Ao)u = \ju + \u

Elemento neutro multiplicativo 1u = u
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Demonstracao. Esbocaremos a demonstragio de algumas dessas propriedades:
A propriedade comutativa segue da regra do paralelogramo para a adicdo dos
vetores u e v, veja a figura 1.16. A diagonal representa simultaneamente u© + v e

v+ u.

v

Figura 1.16.: Propriedade Comutativa da Soma

A propriedade associativa segue de imediato do fato que quando trés vetores sdo
adicionados, o mesmo vetor fecha o poligono, como na figura 1.17.

u—+v+w

w

Figura 1.17.: Propriedade Associativa da Soma

As propriedades S3 e S4 sdo deixadas como exercicio ao leitor.

A propriedade M1 segue de modo simples a partir da regra do paralelogramo.
Deixamos os detalhes a cargo do leitor. M2 e M5 sdo resultados imediatos da
definicdo de multiplicagéo de vetor por escalar.

Para demonstrarmos a propriedade M3, isto é, a associatividade da multiplicacdo
por escalares (A A2)u = Aj(A\ou) observamos inicialmente que os vetores (A1 A2)u
e A1 (Aou) possuem a mesma diregdo e sentido independentemente do sinal de \; e
A2 (terdo o mesmo sentido de u se A1 e Ao tiverem o mesmo sinal, e sentido oposto
au se A\ e Ay tiverem sinais contrarios).

Além disso, os comprimentos de (A1 A2)u e A\j(A2u) sdo os mesmos pois:

A ew)l| =[] - [[Agull = [Aa] - (Aol [[e]]) = [Madaf - [lu]] = [[(MA2)ul].
A propriedade M4, isto é, a distributiva dos vetores em relacdo aos escalares

()\1 + )\2)’[1, = \iu + \u,
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segue da observacdo de que a direcdo e o sentido dos vetores (A; +X2)u e \ju+Aow

é a mesma. Esse fato é claro se \; e Ay tiverem o mesmo sinal, ou se \; + Ao = 0,

no outros casos o sentido é determinado pelo escalar de maior modulo |\ ] e |A2] .
Se o sinal de \; e Ay forem o mesmo, teremos que

A1+ A2)ull = [(Ar + Ag)[ [[u] = (M| + [AeDlull = [Arul| + [ Azl

Pela definicdo de adigdo de vetores é facil ver que a soma de dois vetores de
mesmo sentido é um vetor também de mesmo sentido e com o comprimento igual
a soma do comprimento dos vetores somados. Dai temos:

[Aru]| + [[Agul] = [Arw + Aoul.
Por outro lado, caso os sinais de \; e Ay sejam contrarios, teremos:
[+ A2)ul = [(Ar +A)|lull = [ M) = Ao [[lull = [[[Aul] = [A2ul].
Novamente, pela definicdo de soma vetorial, segue que:

[\l = [A2ull] = [Arw + Aou.

Todas as propriedades algébricas dos vetores podem ser deduzidas das 9 pro-
priedades acima. Essas propriedades sdo analogas as propriedades dos nimeros
reais e grande parte da algebra desenvolvida para niimeros reais se estende para as
operacdes vetoriais. De modo mais geral podemos definir um espaco vetorial como
um conjunto com uma operacdo + e uma operacdo de multiplicacdo por escalares
satisfazendo os nove axiomas acima. Os espagos vetoriais sdo uma das estruturas
matematicas de maior importancia.

Vejamos algumas propriedades algébricas dos vetores:

Exemplo 1.17.

v+v=2v
q

Demonstracao. Pela propriedade M5 temos que v + v = 1v + 1v e pela pro-
priedade M4 temos quelv + lv = (1 + 1)v = 2v e logo v+ v = 2v.
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Exemplo 1.18.
v+ (—1v) = 0, ou seja o vetor oposto a v é —1v.

<

Demonstracdo. Pela propriedade M5 temos que v + (—1v) = lv + (—1v) e
pela propriedade M4 temos que 1v + (—1v) = (1 —1)v = Ov. Finalmente a
propriedade M2 nos dizque 0 v = 0

Como vetor oposto é tnico temos que o vetor oposto a v é —1wv.

Exemplo 1.19.
u + v = w se, e somente se, u = w — V.

<

Demonstrac¢do. Se u + v = w, somamos —v aos dois lados e usamos a associa-
tividade:
u+(v—v)=w-—.

Como v — v = 0, obtemos u = w — v.
Reciprocamente, se © = w — v, entao

ut+tv=w-—-—v+v=w.

O seguinte exemplo ilustra como podemos atacar um problema geométrico
utilizando a linguagem vetorial.
Exemplo 1.20.
Os segmentos que unem os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo
ao terceiro lado.

<

Solucio. Seja o triangulo AABC e seja M; o ponto médio do lado AB e M> o
ponto médio do lado AC.
Como M é ponto médio do lado AB temos que vetor AM; é igual a metade do
i

—
vetor xﬁ . Analogamente, temos que AM>s é metade do vetor isto é,

AM, = %E (1.4)

AMy = %B (1.5)
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A
Mo M,
C B
e consequentemente:
AB = 2AM, 1.6
CA = 20 A 17
Entdo como:
CB = CA+ AD (1.8)
substituindo 1.6 e 1.7 em 1.8 temos:
CD = 2MyA + 2AM, (1.9)
C@ = 2(M2A + AMl) = 2Ms M, (1.10)
e consequentemente:
— 1
MoM; = SCF

E assim o segmento My M é paralelo ao segmento C'B e seu comprimento é
metade do ultimo.

Exemplo 1.21.

Dado um tridngulo de vértices A, B, C. Dado P o ponto de encont_r? da bissetriz

CB

~ _ A
do angulo C' com o lado AB Entéo vetor C'P é paralelo ao vetor C; + ,
CAH Hc‘é
ou seja,
—
CD =\ % + ap (1.11)
] |les]
4

Solucio.
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Note primeiramente que, para provar- A
mos a equacgdo (1.11), basta mostrarmos AN
que, se F é tal que: '

HCAH H

entdo F' est sob a bissetriz do angulo C.

Faremos isso observando que a diago-
nal C'F' de um losango C'EF'D divide os
angulos CeFem angulos iguais, ou seja
é bissetriz de C e F. Isso segue do caso
LLL de congruéncia de tridngulos (AC_F; D = ACEF).

Considere agora os vetores u = ﬂ e v = 7—=7. Como os vetores u e v

cB

possuem o mesmo comprimento, pois sdo unitarios, o paralelogramo determinado

por estes vetores é um losango. Consequentemente, como u e v sdo paralelos aos
lados C'A e C'B do tridngulo AABC, e a regra do paralelogramo nos diz que a
soma de dois vetores ¢ a diagonal do paralelogramo por eles formado, temos que,
se ﬁ (u + v), entdo o segmento C'F' divide o angulo C em angulos iguais.

Finalmente, se P é um ponto qualquer da bissetriz de C, o vetor ﬁ ¢ paralelo

ao Vetorﬁ isto é,
H
B[ CA | Ch
A |les]

1.2. Soma de Ponto com Vetor

A soma do ponto com o vetor v nos retorna a translacdo do ponto P ao ser
transportado pela direcdo, sentido e comprimento de v.
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Definicao 1.22

Dado um ponto P e um vetor o podemos definir a soma de ponto com
vetor do seguinte modo.

Seja um representante de o que comega em P e seja () o ponto final desse
representante. Definimos entao:

P+v:=Q

Q=P+

P

Podemos reescrever a definicdo de soma de ponto com vetor de outra forma:
diremos que P 4+ v = @ se e somente se P() = v.

Se escolhermos um ponto fixo no espaco O que chamaremos de origem, cada
ponto P do espago (ou plano) pode ser escrito como

P=0+0D

Nesse caso vetor O? é dito vetor posicio de P.

Proposicao 1.23

A soma de ponto com vetor tem as seguintes propriedades:
1. P+0=P
2. P4+u= P+ vseesomenteseu = v
3. (P+u)+v=P+ (u+v)
4 (P+u)—u=P

5P+§5:Q
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Demonstracdo. Faremos a demonstracdo dos trés primeiras propriedades e
deixaremos as outras como exercicio ao leitor.

1. E imediata pois ﬁ =0

2. SeP—I—u:P—i-v,sejaQ:P—l—u,entéou:I@:veassimu:'v.A
reciproca é imediata.

3. Seja@Q1 =P+u,Q=0Q1+veQs =P+ (u+ v). Para demonstrar que
(P +u)+v =P+ (u + v) basta mostrarmos que Q2 = Qs.

TE
Por definicdo (); = P + w implica que v = PQ;. De modo analogo,
Q2 = Q1 + v, implica que v = Q1Q2 e Q3 = P + (u + v) implica que

(u +v) = PQs.
Logo
PQs = (u+v) = PQ1 + Q10> (1.12)
— PQj — PQs (1.13)
= Q3= Q2 (1.14)
]
Exemplo 1.24.

Dado AABC um triangulo e P um ponto sobre BC. Se Q = P+ ﬁ + ﬁ + I@
demonstre que ABQC' é um paralelogramo e assim () ndo depende da escolha de

P.

Solucao. Como ) = P + ﬁ + ﬁ + ﬁ entdo

PO =AP + PB + PC

e logo

AQ— AP = AP+ AB — AP+ AC — AP
AQ = AB + AC

E assim @ = @ — ﬁ = E De modo analogo podemos provar que
@ = 1@ e assim ABQC' é um paralelogramo.

e logo
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Exercicios

Ex. 2.1 Considere um paralelepipedo ABCDEFGH em que ABCD e EFGH
sdo faces opostas e AE, BF, CG, DH sao arestas paralelas. Expresse, em funcéo

deB,A eﬁ:
a) ﬁ;
b) AC;
c) E;
d) BC;
e) z@wLﬁ;
f) AD+ HCs
g) 2AD — FCG — BH + GH.

Ex. 2.2 Seja ABC'DEF um hexagono regular, com os vértices nessa ordem, e
seja O seu centro. Defina

u:lﬁ, v:ﬁ.

Expresse em funcio de u e v:

a) ]_ﬁ;
b) DA:;
DB,

c)
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d) DO
e) ﬁ;
f) EB;
¢ OB.

Ex. 2.3 No mesmo hexagono regular, simplifique:

a) OA+ OB +0C +0D + OF + OF;
b) AB+ BC +CD+ DE + EF + FA:
&) AB+ BC +CD + DE + EF

d) OA+ OB +0D + OF;

¢) OC + AF + EE.

Ex. 2.4 Se ||a|| = 3 e ||b]| = 2, determine o menor e o maior valor possiveis de
||la + b||. Diga quando cada extremo ocorre.

Ex. 2.5 Seja ABCDEF um hexagono regular. A partir do vértice A, defina
fi=AB, f,=AC, f,=AD, f,=AF, f5=AF.

Determine f + fo + f3 + f4 + f5 em funcdo de f3.

Ex. 2.6 No triAngulo ABC, sejam M, N, P os pontos médios de AB, BC,CA,
~ 55, AN « G emn fungio de A8 o 4C
respectivamente. Expresse BP, AN e C M em funcédo de AB e AC.

Ex. 2.7 Prove que, para cada vetor u, existe um unico vetor —u tal que

u+ (—u) =0.

Ex. 2.8 No tridngulo ABC, seja M € AB tal que
AM = AMB,  A>0.

Expresse CM em funcao de CAeCB.
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Ex. 2.9 Num quadrilatero ABC D, suponha
E:E)u, B?zBu, /ﬁ:v.

—
a) Determine C@, Eﬁ e C'A em funcdo de u e v.
b) Prove que ABCD é um trapézio.

Ex. 2.10 Mostre que a soma de vetores cujos representantes, colocados sucessi-
vamente, formam um poligono fechado é 0.

Ex. 2.11 Sejav # 0. Prove que

v
[l

é unitario e tem a mesma dire¢do e o mesmo sentido de v.

Ex. 2.12 Resolva as equagdes vetoriais, escrevendo « e y em funcdo de u e v.

a)
T+ 3y = u,
{3m5y:u+'v;
b)
T+ 2y =u,
{3w—2y:u+2v.

Ex. 2.13 Se w = u + v e u é paralelo a z, prove que w é paralelo a z se, e
somente se, v € paralelo a z.

Ex. 2.14 Usando as propriedades da soma e da multiplicacdo por escalares, prove:
a) (—a)v=—(av);
b) a(—v) = —(av);

¢) (—a)(—v)=awv.
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Ex. 2.15 Prove que, se av = 0, entdo o = 0 ouv = 0.
Ex. 2.16 Prove que, se av = fv e v # 0, entdo o = f.
Ex. 2.17 Seja ABCDE um pentagono regular e O seu centro. Mostre que

OA+ OB +0C +0D + OF = 0.

Ex. 2.18 Prove que, se © e v ndo sido paralelos e
)\1u + /\2’0 = 0,

entdo A\ = Ay = 0.

Ex. 2.19 Seja FFG um tridngulo e sejam P, (), R os pontos médios de
EF, FG,GE, respectivamente. Prove que /PQ R é um paralelogramo.

Ex. 2.20 Prove as propriedades da soma de ponto com vetor deixadas ao leitor

no texto:
a) (P+u)—u=P"r;
b) P+ PO =Q:

c) seP+u:Q+v,entéou:]@+v.

Ex. 221 Sejam P’ = P +ue Q' = Q + u. Prove que

PQ =P,

Conclua que a mesma translacdo aplicada aos vértices de um triangulo equilatero
produz outro tridngulo equilatero.



CAPITULO

2

Combinacoes Lineares

2.1. Dependéncia e Independéncia Linear de Vetores

No plano ha infinitas dire¢des, mas duas dire¢des nao paralelas bastam para
descrever qualquer vetor; no espaco, trés direcoes adequadamente escolhidas desem-
penham o mesmo papel. Para tornar essa ideia precisa, estudaremos combinagdes
lineares, dependéncia e independéncia linear e, em seguida, bases.

Como vimos no capitulo anterior, a adi¢io de vetores e a multiplicacido por
escalares permitem construir novos vetores a partir de vetores dados. Esses vetores
sdo chamados de combinacdes lineares dos vetores iniciais.

Figura 2.1.: O vetor w pode ser escrito como soma de multiplos dos vetores u e v.

27
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Definicao 2.1
Um vetor w é uma combinacao linear dos vetores vy, ..

escalares A,..., A\, tais que

., Uy Se existem

w = )\1’01 +)\2v2+-~~+)\n'vn.

Nesse caso, dizemos simplesmente que w pode ser expresso em funcdo de

UViy,...,Up.
v
w = 2u + 3v
u u
Figura 2.2.: w = 2u + 3v
Exemplo 2.2.

O vetor w ilustrado na Figura 2.2 é uma combinacdo linear de u e v, pois

w = 2u + 3v.

Exemplo 2.3.
Na Figura 2.3, o vetor f; é combinacdo linear de f, f3, f4, f5. Como esses cinco

vetores formam um poligono fechado,

fit+tfotFfs+fat+ =0,

e portanto

f1:—f2—f3—f4_f5-
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fs fo
fi

Figura 2.3.: O vetor f, é combinagéo linear dos vetores fo, 5, f4, f5.

Exemplo 2.4.
Escreva o vetor E como combinacéo linear de xﬁ e z@ .

D

0°

Solucao. Queremos encontrar \; e Ay tais que:
AD = MAB + M AC. 2.1)

Escolhamos dois vetores ¢, 7 ortogonais e unitarios e escrevamos os demais
. . A . . :
vetores nessa base (Figura 3.2). Tomemos ¢ = T e j como a rotagdo de ¢ de
IAB]

um angulo de 90° no sentido anti-horario.
Como HEH = 3, temos AB = 3i.

Pela Figura 2.5, .
AD = 4K + KD.
Pela trigonometria do tridngulo retangulo,
s
AK = 4(cos 30°) e KD = 4(sen 30°)j.

Logo zﬁ = 2v/3i + 23.
De modo anélogo, pela Figura 2.6, ﬁ = ﬁ + ﬁ . Novamente pela trigonome-
tria, AP = 2(cos45°)i e PC' = 2(sen45°)j. Logo AC = V2i 4+ /23.
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D
C
4
2
J J 0°
A 3 B A
Figura 2.4.: Vetores %, j Figura 2.5.: Vetor AD

Figura 2.6.: Vetor AC

Substituindo essas expressdes em (2.1), obtemos
2V/3i + 25 = M1 (34) + Ao (V2 + V25).
Reunindo os coeficientes de i e 7,
(23 = 3M1 — V2X2)i + (2 —V2X2)j =0
Como os vetores %, J sdo linearmente independentes, segue que:

2v3 -3\ —V2X =0
2—v2X =0

2(v/3 1)

Dai \; = 3

e A2 = /2, de modo que

AD = 2(\/‘1_ VI8 + vaac.



2. Combinacdes Lineares 31

Definicao 2.5

« Um vetor v é dito linearmente dependente (LD) se v = 0.

« Os vetores vq, ..., v, (n > 2) sdo ditos linearmente dependentes
(LD) se existe um i € {1,2,...,n} tal que o vetor v; seja combinagdo
linear dos demais vetores, ou seja:

v; = g Ajvj,

i
onde A\, Ag,..., A\, € R.
Definicao 2.6
Dizemos que os vetores v1, . . ., v, sdo linearmente independentes (LI) se

eles ndo sdo linearmente dependentes.

Para dois vetores, a independéncia linear admite uma caracterizagdo geométrica
imediata. Mais adiante, na Secéo 2.1.1, estenderemos essa ideia a conjuntos maiores.

Proposicao 2.7

Quaisquer dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e e ey sdo linearmente inde-
pendentes.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que €; e e sejam linearmente dependentes.
Pela defini¢do, um deles é multiplo escalar do outro:

e1 = e ou ey = fey.
Pela Proposicéo 1.10, isso implica que e e e sio paralelos, contradizendo a hipotese.

Portanto sdo linearmente independentes.

A partir da defini¢do anterior podemos provar a seguinte caracterizacio:
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Proposicao 2.8
Os vetores v1,...,vV, sdo linearmente dependentes se e somente se existem
A1, A2, ..., A € R nao todos nulos tais que

i )\ivi =0.
i=1

Demonstracido. Paran = 1, a afirmacéo diz simplesmente que v é linearmente
dependente se e somente se v = 0, 0 que é exatamente a definicao.

Considere agoran > 2. Se vy, ..., v, sdo linearmente dependentes, podemos
supor, sem perda de generalidade, que

n
V1 = Z )\z’U'L
i=2
Passando v; para o primeiro membro,
n
(—Dv1 + g Aiv; = 0,
=2

obtemos uma relacéo linear néo trivial, pois o coeficiente de v; é —1.
Reciprocamente, suponha que

i )\ivi =0
=1

com coeficientes nao todos nulos. Escolhendo, sem perda de generalidade, A; # 0

n
i
v = — E ;.
A
i—2 "1

Assim, v é combinacdo linear dos demais, e o conjunto é linearmente dependente.

e isolando v, obtemos

A proposicao anterior fornece imediatamente a seguinte caracterizacdo equiva-
lente:
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Teorema 2.9

Os vetores vy, ..., vy, sdo linearmente independentes se e somente se
n
D Avi=0| = (A =-=X,=0)
=1

Em outras palavras, a Unica relacdo linear entre os vetores é a relagdo trivial.
Equivalentemente, 0 possui uma unica representa¢ido como combinagao linear de
U1y.-.,Unp.

Desse teorema é imediata a unicidade da representacéo de um vetor como com-
binacdo linear de vetores linearmente independentes:

Proposicao 2.10

Seja w um vetor que possa ser escrito como combinagao linear do conjunto

linearmente independente de vetores {v;},_,

n
u = E /\i'Ui
i=1

entdo essa representacdo é unica.

Demonstracao. Suponha que u admita duas representacdes:

=Y \v (2.2)
=1
€ n
u=>y Nv. (2.3)
i=1

Subtraindo (2.3) de (2.2), obtemos

n

Z()\l — )\;)Ul =0.

i=1

Como vy, ..., v, sdo linearmente independentes, todos os coeficientes dessa relacio
sdo nulos. Logo

XNi—XNi=0 (t=1,...,n),

(2
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e portanto \; = )} para todo 1.

Observacao 2.11

O Teorema 2.9 fornece um procedimento direto para testar independéncia
linear: estudamos a equacéo

Se a Gnica solucao for A\ = --- = \,, = 0, os vetores sao linearmente inde-
1 n
pendentes; caso exista uma solucdo néo trivial, sdo linearmente dependentes.

Exemplo 2.12.

Suponha que os vetores u, v, w sdo linearmente independentes. Mostre que os

vetores u + v,u — v e u + v + w também sdo linearmente independentes.

Solucao. Considere uma relacéo linear nula entre os trés vetores:
a(u +v)+blu—v)+clu+v+w)=0.
Expandindo e agrupando os coeficientes de u, v, w,
(a+b+c)u+(a—b+c)v+cw=0.

Como u, v, w sdo linearmente independentes,

a+b+ec=0
a—b+c=0
c=0.

O sistema tem apenas a solucioa = b = ¢ = 0. Portantou + v,u — v, u + v + w

sdo linearmente independentes.
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2.1.1. Caracterizacao Geométrica de Dependéncia e Independéncia
Linear

Até aqui tratamos dependéncia e independéncia linear sobretudo de forma al-
gébrica. Em V2 e V3, porém, essas nogdes admitem uma interpretacio geométrica
particularmente simples:

Teorema 2.13

(Caracteriza¢do Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear)
Para vetores em V? e V3 temos:

1. Um vetor v € linearmente dependente se e somente se v = 0.

2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u, e v sao
paralelos.

3. Trés vetores u,v,w sdo linearmente dependentes se e somente se sdo
coplanares.

4. Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Demonstraremos o teorema na proxima se¢io, depois de introduzir o conceito
de base. Antes disso, veremos como a caracterizagdo geométrica pode ser usada em
alguns problemas.

Exemplo 2.14.

Mostre que as diagonais de um paralelogramo se intersectam nos seus pontos
médios.

Solucao.

Considere um paralelogramo ABC'D de

diagonais AC' e BD. Seja M o ponto de D C
intersecao de AC e BD (ponto que, a pri-

ori, ndo é necessariamente ponto médio

das diagonais).
Queremos mostrar que:

m:%fd ngm
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Como A, M e C sao colineares temos:
AM = NAC, (2.4)
Da mesma forma, como B, M e D sido colineares:
BM = 0BD. (2.5)
Como ABM é um tridngulo, temos:
AM = AB + BM.
Usando entéo as equagdes (2.4) e (2.5) na equagdo acima segue que:

MC = AB + 6BD.

Escrevendo todos os vetores da equagio acima em funcéo de /@ e E (dois
vetores nao paralelos) obtemos:

/\(E+E> :E+0(—E+E).
Ou, reescrevendo convenientemente:

AMB + MD = (1 — 0)AB + 0AD.

Usando entdo que ﬁ e zﬁ sdo linearmente independentes, segue da
Proposicao 2.10 que:
A=1-10
{ A=10

1
donde temos A = 6§ = 5 como queriamos.

Observacao 2.15

Note que nas equagdes (2.4) e (2.5) usamos letras distintas para os escalares
que multiplicam AC' e BD, pois, a principio, ndo sabiamos se a propor¢ao
que AM guardava em relacdo a AC' é a mesma que BM guardava em relacéo
aBD.
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Exemplo 2.16.

Sejam M, Ms, M3 os pontos médios dos lados BC, C'A e AB, respectivamente,
do triangulo AABC. Seja G o ponto de intersecdo das medianas ANM; e BMo,.
Mostre que G divide AM; e BMj5 na razdo 2 para 1.

M2 M3

C o B

Solucdo. Queremos provar que

AC = %A—Ml), BC = %BMQ.

Denotemos a = Ag eb= A( % Como a e b néo sdo paralelos, sdo linearmente
independentes. Escreveremos os demais vetores em funcio dessa dupla.

ComoC@:a—b,

A—J\/ﬁ:@Jr%C?:%aJrlb

2
— = 1 1
BMFBA+§A8:—a+§b

Como os pontos A, G e M sdo colineares temos:
— A
m:)\AMlzg(a—l—b).

Analogamente:
? — 1
B :aBM2:a<—a+2b>.

Como ainda ndo sabemos que G divide as duas medianas na mesma proporcéo,

usamos parametros distintos, A e a.

Além disso, .
BC = BA + AC.
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Substituindo as expressdes anteriores,

a<—a+;b) :—a+%(a+b).

Reunindo os coeficientes de a e b,

A A

Como a e b sdo linearmente independentes, segue que:

A
—a+1- 5= 0
a A 0
2 2
O sistema fornece
\ 2
a=A=—.
3
Ou seja, GG divide tanto o segmento AM; quanto o segmento B M3 na razédo 2 para
1.
Exemplo 2.17.

Usando a mesma nomenclatura do exemplo anterior, prove que as trés medianas
do tridngulo AABC' tém um tnico ponto comum, Gz, que divide as trés medianas

AM;y, BMy e C' M3 na razdo 2 para 1.
G ¢é conhecido como baricentro do triangulo.

<

Solucao. Pelo exemplo anterior, resta mostrar que C, G, M3 sdo colineares e que

CC = fCMg,
Mantendo a notacao a = ﬁ eb= 1@ temos
CC~ G~ 40~ La— 2

CM; = AM; — AC = fa—

Procuremos 3 € R tal que C?? = ,BCM;»,. Substituindo as expressdes acima,

1 2 1
(3e-30) =9 (ze-0).
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ou, equivalentemente,

1 B 2 B
<3—2>a+<—3+6>b—0.

Como a e b sdo linearmente independentes,

1
Lg
32 2
—= =0.
3+ﬁ
Logo

2

B=3

Portanto C, G, M3 séo colineares e G divide C'M3 na razio 2 para 1.

Exemplo 2.18.

Dado um tridangulo AABC e O um ponto qualquer. Entdo o baricentro G do
triangulo AABC ¢é dado por:

G=0

OA+ 0B +0C
* 3

Solucdo. Defina

P=0+

OA+ OB +0C
. .

Como

OB =0A+AB, 0C =04+ AC,
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segue que IO .
OA+OA+ AL + OA + AC
P=0+ 3 :
e portanto ? 7 .B) ?
R

No Exemplo 2.17 provamos que

< _ AB+4C

3
isto é,
G=A+

AB + AC
=

Logo G =Pe, consequentemente,

H
G:O+OA+O.3B>+O?.

Exemplo 2.19.

Sejam r e s duas retas distintas que se interceptam em O. Considere pontos A, C' € r
e B,D € s,com A entre O e C' e B entre O e D, como na figura. Mostre que os
segmentos AB e C'D sao paralelos se e somente se

loA]l _ 0Bl
lACl - |IBD

Solucdo. Como r e s sdo distintas, os vetores

w=04, ©v=0B
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nao sdo paralelos e, portanto, sdo linearmente independentes.
Suponha primeiro que AB || C'D. Entéo existe A # 0 tal que

AB = ACD.

Como O, A, C' séo colineares e O, B, D sio colineares, existem z,y > 1 tais que

OC = zu, OD = yv.
C"ﬁ:yv—xu,

Logo

e,comoﬁ:v—u,
v—u=\yv— zu).

Portanto
Az —Du+ (1 —y)v=0.

A independéncia linear de w, v implica
Axr =1, Ay =1,
e assim z = . Como A estd entre O e C e Bentre Oe D,
JAC] = (z — V]j0Al,  IBD| = (y— 1)|OB.
Consequentemente,

oAl _ 1 _ 1 _ [loB]

lACl -1 y-1 " |BD|’

Reciprocamente, suponha que

joA| _ oB]
|AC|  [|[BD|
Invertendo as razdes e somando 1 aos dois membros,
joc| _ loD]
|OA] [OB]|
Denote esse valor comum por k. Como os pontos pertencem as mesmas semirretas
de origem O, .
OC = kOA,  OD = kOB,
Assim,

CD = OD — OC = k(OB — OA4) = kAB.

Logo B e @ sio paralelos, e portanto também os segmentos AB e C'D.
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2.2. Bases

Dizemos que os vetores v, ..., v, geram o plano ou o espaco quando todo
vetor w desse ambiente pode ser escrito como combinacéo linear deles, isto é,

n
w = E )\ivz‘
i=1
para escalares adequados Aq, ..., \y,.

Proposicao 2.20

Dois vetores ndo paralelos de V? geram V2.
Equivalentemente, dados um vetor f & V2 e dois vetores ndo nulos e nao
paralelos eq e e3 de V? existem m,n € R tais que

f =me; + nes.

Figura 2.7.: Dois vetores ndo paralelos geram o plano

Demonstracao. Escolha um ponto O do plano e o representante f = (ﬁ) Pela
extremidade P, trace a reta paralela a e;; por O, trace a reta paralela a e3. Como
e; e ey ndo sdo paralelos, essas retas se encﬂram em um unico ponto K.
Pela construcdo, K P é paralelo a e; e OK é paralelo a e. Portanto existem
A1, A2 € R tais que
ﬁ = )\161, O—I_>{ = )\262.

s
Como O? = 0K + ﬁ concluimos que

f=Xel + \ea.
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Proposicao 2.21

Dados f, um vetor qualquer de V3, e e1, e, e3 trés vetores ndo coplanares,
temos que existem [, m,n € R tais que:

f=le +mes + nes.

Figura 2.8.: Trés vetores ndo coplanares geram espaco

Demonstracao. A ideia é decompor f em uma componente paralela ao plano
gerado por ej, es e uma componente paralela a es. Escolhemos representantes
de f, e, es, e3 com origem comum O e escrevemos f = OP (veja a Figura 2.8).
Como ez nio ¢é paralelo ao plano gerado por eq, e, a reta que passa por P e é
paralela a e3 encontra esse plano em um tnico ponto K.
g . .
Como OK pertence ao plano gerado por €1, es, existem [, m € R tais que

(7.?( =le1 + meg

_C>omo ﬁ é paralelo a e3, existe n € R tal que ﬁ = nes. Como ﬁ’ =
OK + ﬁ segue que
f =le1 + mes + nes.

Proposicao 2.22

Quaisquer trés vetores e1, €2, €3 ndo coplanares sao linearmente independentes.
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Demonstracao. Suponha, por absurdo, que eq, e2, €3 sejam linearmente depen-
dentes. Entdo um deles é combinacéo linear dos outros dois. Sem perda de generali-

dade,
e1 = \ey + fes.

Logo e; pertence ao plano gerado por ez e e3, de modo que os trés vetores sao
coplanares, contradizendo a hipdtese.

Definicido 2.23
Uma base do plano ou do espaco é um conjunto ordenado de vetores que é,
ao mesmo tempo, linearmente independente e gerador.

Teorema 2.24 Teorema da Base para o Plano

Qualquer vetor f € V? pode ser escrito de maneira iinica como combinagdo
linear de dois vetores ndo nulos e ndo paralelos e e ea de V2, isto é:

f =mei + nes

comm en € R dnicos.

Assim, dois vetores nio nulos e néo paralelos de V2 formam uma base de V2.

Demonstracao. Consequéncia imediata das Proposicdes 2.20, 2.10 e 2.7.

Corolario 2.25

Toda base para o plano tem exatamente dois vetores. Em particular, o plano tem
dimensao 2.
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Demonstracio. Uma tinica dire¢io nio gera o plano, portanto uma base de V2
nao pode ter apenas um vetor. Se uma base tivesse trés ou mais vetores, quaisquer
dois deles seriam néo paralelos, pois o conjunto é linearmente independente. Pelo
teorema anterior, esses dois vetores ja gerariam V?; qualquer vetor adicional seria
combinacdo linear deles, contrariando a independéncia linear da base. Logo toda
base tem exatamente dois vetores.

Teorema 2.26 Teorema da Base para o Espaco

No espaco tridimensional, sejam trés vetores ndo coplanares ey, e, €3. Entdo
qualquer vetor f no espaco pode ser escrito como combinacao linear iinica de
€1, es, es, isto é:

f=lei +mes+ nes

coml,m,n € R.

Assim, trés vetores nio coplanares formam uma base de V3,

Demonstracdo. A demonstragdo do Teorema segue diretamente das Proposi¢des
2.21,2.10 e 2.22.

Corolario 2.27

Toda base para o espaco tem exatamente trés vetores. Em particular, V® tem
dimensao 3.

Demonstracio. Uma base de V2 precisa conter ao menos trés vetores: um tinico
vetor gera apenas uma direcéo, e dois vetores geram no maximo um plano. Como
a base gera todo o espaco, entre seus vetores existem trés nio coplanares; pelo
teorema anterior, esses trés ja geram V3. Se houvesse um quarto vetor na base, ele
seria combinacéo linear dos trés primeiros, contradizendo a independéncia linear.
Portanto toda base tem exatamente trés vetores.

]
A dimensao de um espaco vetorial é o nimero de vetores de uma base. Os

resultados anteriores mostram, em particular, que V2 tem dimenséo 2 e V3 tem
dimensao 3.
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Podemos agora demonstrar a caracterizacdo geométrica anunciada na se¢do
anterior.

Teorema 2.28

(Caracterizag¢do Geométrica da Dependéncia e Independéncia Linear)
Para vetores em V2 e V3 temos:

1. Um vetor v é linearmente dependente se e somente se v = 0.

2. Dois vetores u, v sdo linearmente dependentes se e somente se u e v sdo
paralelos.

3. Trés vetores u, v, w sdao linearmente dependentes se e somente se sdo
coplanares.

4. Quatro ou mais vetores sdo sempre linearmente dependentes.

Demonstracao.

1. A afirmacéo é exatamente a Definicao 2.5.

2. Se u é paralelo a v, pela Proposi¢do 1.10, ou u = Av ouwv = fu (A, 0 € R).
Logo, como um dos vetores é necessariamente combinacéo linear do outro,
segue que u, v sao linearmente dependentes.

A reciproca é a contrapositiva da Proposigao 2.7.
3. Suponha que u, v, w sejam coplanares. Ha dois casos: u e v sao paralelos
ou nao sao.

Se u, v sdo paralelos, pela argumentacéo acima, um dos vetores é combinacio
linear do outro. Suponha, sem perda de generalidade, que u = Av. Temos
entdo que:

u = \v + Ow.

Logo u é combinagdo linear dos demais vetores e, portanto, u, v, w sdo
linearmente dependentes.

Se u, v, w sdo coplanares e u, v ndo sdo paralelos, pelo Teorema 2.24 temos
que
w = \ju + A,

para A1, Ay € R. Assim, os vetores u, v, w sdo linearmente dependentes.

A reciproca segue da Proposicdo 2.22.
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4. Considere n vetores v1,vo,...,Vy,, comn > 4. Novamente ha dois casos,
conforme v1, v2, v3 sejam coplanares ou nao.

Se v1, v2, V3 sdo coplanares, um dos vetores é combinacéo linear dos demais.
Suponha v; = A\vy + Hvs. Segue que:

n
v = Avg + Ovs + ZO’UZ‘.
i=4

Logo v, vs,. .., v, sdo linearmente dependentes.

Caso V14, V2, V3 nao sejam coplanares, pelo Teorema 2.26,
Vg = )\1’01 + )\2’02 + )\3’03,

para A1, A2, A3 € R. Dai temos:

n
Vg4 = )\1’1]1 + )\2’1]2 + )\3’1]3 + Z Ovi.
=5

Logo, v1,v2, ..., v, sdo linearmente dependentes.

Exercicios
—
Ex. 2.1 Sea=0A,b= O? ec—= O?, suponha

,ﬁ:%c, ﬁ:ga.

Escreva ]_ﬁ em funcio de a, b, c.

Ex. 2.2 No tridangulo ABC, o ponto M pertence a BC' e satisfaz
B} — 7300
3BM =TMC.

Escreva E\?{ em funcdo de /@ e 1@ .

—
Ex. 2.3 Se /ﬁ + B? = 0, prove que OA, O?, O? sdo linearmente dependentes
para qualquer ponto O.
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Ex. 2.4 Suponha que u, v, w sejam linearmente independentes. Determine se os
vetores
u+ v, —u— v+ w, u+v+w

sdo linearmente independentes.

Ex. 2.5 Suponha que u, v, w sejam linearmente independentes e seja
t =au+ bv + cw.
Mostre que u + ¢, u + v e w + t sdo linearmente independentes se, e somente se,

1+a—-b+c#0.

Ex. 2.6 Prove:

a) se u, v sdo linearmente dependentes, entdo u, v, w sio linearmente depen-
dentes para qualquer w;

b) se u,v,w sdo linearmente independentes, entdo w, v sdo linearmente inde-
pendentes.

Ex. 2.7 Se a,b sao linearmente independentes e
—
OA—a+2b, OB=3a+2b, OC—>5a+ub,

determine x para que B e % sejam linearmente dependentes.

Ex. 2.8 No tetraedro OABC, ponha
a= O—1>4, b= O?, c= O?

Se M, N, @ séo os pontos médios de AB, BC, AC, respectivamente, e P satisfaz
2
O? = gc,

calcule:

a) O—]\f—l-OW—FO@;
b) PM + PN + PO.
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Ex. 2.9 Prove que trés vetores de V3 sio coplanares se, e somente se, um deles é
combinacio linear dos outros dois.

Ex. 2.10 Se {u, v} é uma base do plano, prove que
fu+v,u—v}

também ¢é uma base.

Ex. 2.11 Se {u, v, w} é uma base do espaco, prove que
{u+v,u—v,w—2u}

também ¢é uma base.

Ex. 2.12 Seja ABC'D um tetraedro nao degenerado. Explique por que
AB, AC, AD

formam uma base de V3.

Ex. 2.13 Chama-se diagonal espacial de um paralelepipedo um segmento que
une dois vértices opostos. Prove que as quatro diagonais espaciais se encontram
num mesmo ponto e se dividem mutuamente ao meio.

Ex. 2.14 No tridngulo OAB, os pontos C, D dividem AB em trés partes con-
gruentes, na ordem A, C, D, B. Pela reta por B paralela a OA, sejam X e Y as
intersecdes com as retas OC' e O D, respectivamente.

— —
a) Expresse O—)(Z e OY em funcdo de OA e O?
b) Determine as razdoes OC : CX, 0D : DY e BX : XY.

Ex. 2.15 Num quadrilatero ABCD, as diagonais AC' e BD se encontram em ()
e satisfazem

AQ :QC =4:3, BQ:QD=2:3.
As retas AB e C'D se encontram em P. Determine as razdes AP : PBe CP : PD.
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Ex. 2.16 No tridangulo ABC, seja E o ponto médio de BC' e D o ponto médio
da mediana AF. A reta BD encontra AC em F. Determine a razdo AF : FC.

Ex. 2.17 Seja ABCD um paralelogramo. Uma reta ¢ encontra as retas
AB, AC, AD nos pontos By, C1, D1. Suponha

AB, = MAB, AD, = MAD, AC, = A\AC,

com A1 A2 A3 # 0. Prove que

Ex. 2.18 No triangulo ABC, seja I um ponto interior. Por [ tracam-se segmentos
paralelos a cada um dos trés lados, com extremidades nos outros dois lados. Denote
seus comprimentos por p, g, r, correspondentes aos lados AB, BC, C'A. Prove que

r

P q
+ + — =2
IAB|  |BC|  |CA|

Ex. 2.19 Seja GG o baricentro do triingulo ABC'. Prove que
GA+GB+GC=o0.

Mostre também que, para qualquer origem O,

O?:%(O_XHO?JF@).

o
Ex. 2.20 Noﬂraedro ABCD, seja M o baricentro da face ABC'. Expresse DM
em func¢ido de DA, ﬁ, D?

Ex. 2.21 Seja ABCD um quadrilatero. Se E é o ponto médio de AB e F' o ponto
médio de DC, prove que

EF = (4D + BC).
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Ex. 2.22 Prove que o segmento que une os pontos médios dos lados néo paralelos
de um trapézio é paralelo as bases e tem comprimento igual a semissoma dos
comprimentos das bases.

Ex. 2.23 Prove que existe um Unico ponto comum as trés bissetrizes internas de
um triangulo e que esse ponto ¢ interior ao triangulo.

Ex. 2.24 Seja ABCD um quadrilatero, O um ponto qualquer, M e N os pontos
médios das diagonais AC' e BD, e P o ponto médio de M N. Prove que

P:O+%(O_Z>4+O-B>+O?+(7ﬁ).

Ex. 2.25 Em um tridngulo ABC, escolha em AB, BC,C' A pontos P, @, R que
dividam os trés lados na mesma razao orientada, isto é, para algum ¢ € R,

P=0-1)A+tB, Q=(1—-t)B+tC, R=(1-1t)C+tA.

Prove que ABC e PQR tém o mesmo baricentro.

Ex. 2.26 Sejamm,n >0e
R=0+ mOA + nOB.
A reta OR encontra o segmento AB em P. Prove que
(m—i—n)O—}%:mO—j‘l—i—nO?

e determine a razdo AP : PB.

Ex. 2.27 Seja O o circuncentro e H o ortocentro do tridngulo ABC. Prove:

a) Wl—l—@—l—O?ZO—H};
b) HA+ HB + HC = 2HO.



CAPITULO

3

Vetores em Coordenadas

Nos capitulos anteriores tratamos os vetores principalmente de forma geométrica.
Essa abordagem esclarece os conceitos, mas calculos mais elaborados tornam-se
muito mais simples quando escolhemos coordenadas. Neste capitulo construire-
mos essa representacio algébrica e veremos como ela permite traduzir problemas
geométricos em equacdes e operagdes com numeros reais.

O ponto de partida é o conceito de base, introduzido no capitulo anterior. Uma
base fornece coordenadas para vetores; escolhendo também uma origem, obtemos
coordenadas para os pontos do plano ou do espaco.

Mais precisamente, escolher coordenadas no espaco euclidiano significa escolher
uma origem O e uma base ordenada de vetores. Essa escolha fornece uma bijecao
entre os pontos do espaco e R?: a cada ponto associamos as coordenadas de seu
vetor posicdo na base escolhida. No plano, o procedimento é anilogo, com uma
base de dois vetores.

3.1. Coordenadas de Vetores e Pontos

A construgdo sera feita em duas etapas. Primeiro, uma base ordenada fornece
coordenadas para os vetores. Depois, escolhendo uma origem, usamos o vetor
posicdo para atribuir coordenadas aos pontos.

3.1.1. Coordenadas de vetores

52
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Se considerarmos B = (ey, e, e3) uma base
de V3, pelo teorema da base para o espaco,
temos que qualquer vetor v pode ser represen-
tado como:

v = \e; + Aaea + Ases,

onde os coeficientes \1, A2, A3 sdo Unicos.
Tal igualdade nos permite construir a seguinte bijecio entre V3 e R?:

L1 ZV?’ —)R?’
UV ()\1,)\2,)\3)

A existéncia e a unicidade dos coeficientes mostram que essa aplicacido é uma
bijecdao: cada vetor determina uma unica tripla e toda tripla de nimeros reais
determina um unico vetor. Escreveremos, portanto,

v ()\1, )\2, )\3)3.

E denominamos a tripla (A1, A2, A3) de coordenadas do vetor v na base B.

3.1.2. Coordenadas de pontos

Considere agora o espaco euclidiano (E?). O primeiro passo necessario para
encontrarmos um sistema de coordenadas é “localizar” os pontos no espaco. Observe
que para isso ndo basta uma base de vetores, pois, como ja dissemos anteriormente,
vetores ndo sio localizados no espaco. Assim torna-se necessaria a escolha de um
ponto qualquer para nos servir de referéncia. Fixemos entio um ponto O € E3 a
que chamaremos de origem do sistema de coordenadas. A partir de tal ponto as
posicdes de todos os pontos de E? serdo determinadas.

Observe que, fixado O, um ponto P qualquer em [E? pode ser escrito como
P = O + OP. Tal igualdade nos permite identificar univocamente pontos de £
com vetores de V3:

1B — V3
P+— ﬁ
O vetor ﬁ ¢ denominado vetor posicdo de P.

Tomando a func¢io composta ¢ := ¢ 0 13 obtemos uma bije¢ao entre os pontos
de [E? e os elementos de R?: a cada ponto P podemos associar a tripla (A1, A, A3).
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3.2. Sistemas de Coordenadas

Motivado pelo exposto acima, definimos

Definicao 3.1

Um sistema de coordenadas no espaco é um par ¥ = (O, B), em que O é
um ponto, chamado de origem, e B = (e1, e2, e3) é uma base ordenada de
V3. A base determina as coordenadas dos vetores; a origem é necessaria para
determinar as coordenadas dos pontos.

A escolha de X determina uma bijecdo entre E3 e R3. Escreveremos
P (A1, A2, A3)s,

onde (A1, A2, A3) sdo as coordenadas do vetor posi¢ao O? na base B. Chamamos,
nesse caso, (A1, A2, A\3) de coordenadas do ponto P no sistema de coordenadas .

Observacio 3.2

Fixado um sistema de coordenadas ¥, é usual representar as coordenadas de
um vetor v na base B associada a ¥ também por (A1, A2, A3)s.

Muitas vezes quando o sistema de coordenadas Y e a base B estdo claros
pelo contexto é comum, também, denotar tanto o ponto P quanto seu vetor
posicao (ﬁ indistintamente por suas coordenadas: (A1, A2, A3) (sem indicar
os sub-indices X ou B). Nesse caso cabe ao leitor entender pelo contexto a
quem se referem as coordenadas descritas, a um ponto ou a um vetor.

Finalmente, observamos que podemos de forma totalmente analoga a descrita
acima identificar pontos do plano euclidiano E? com vetores de V2 e com elementos
de R?. Para isso tudo que precisamos ¢ de um sistema de coordenadas > = (O, B)
onde B é uma base de V2, ou seja, um conjunto formado por dois vetores linearmente
independentes.

Quando escrevermos as formulas em V3, a versdo planar sera obtida simples-
mente omitindo a terceira coordenada.

Até aqui nao foi necessario supor que a base fosse ortogonal ou que seus vetores
tivessem norma 1. Uma base qualquer permite atribuir coordenadas e efetuar as
operacOes algébricas deste capitulo. Bases ortonormais se tornario especiais apenas
quando quisermos traduzir diretamente para coordenadas no¢des métricas, como
comprimento, distincia e angulo; voltaremos a esse ponto na Segdo 3.5.
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Exemplo 3.3.

Dado um retangulo ABC'D conforme a figura abaixo, vamos encontrar as coor-
denadas dos pontos A, B, C, D e dos vetores B 13 e 1@ nos seguintes sistemas de
coordenadas:

1. 21 = (A,Bl) onde 'Bl = (61, 62).

1
2. Y9 = (B,‘BQ) onde By = (63, *61).

2
<
D C
e3
€2
A el >.B

Figura 3.1.: Retingulo ABC'D e vetores eq, es, e3.

Solugédo. (1) Vamos primeiro escrever as coordenadas de A, B, C, D no sistema
3. Para isso devemos escrever os vetores AA, AB, AC' e AD como combinac¢io
linear de e e es. Por defini¢do

1@:61 eﬁ:eg.

Temos também que

@:el—keg

A - . «
e que AA, sendo o vetor nulo, é igual a Oe; + Oez. Assim as coordenadas sao
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Para encontrar as coordenadas dos vetores I3 23 e 144(} basta observar que
Bﬁ:—el—i—eg e 1@2614—62,

e portanto temos

BB (11
AC: (1,1)s,

(2) Vamos agora escrever as coordenadas dos pontos A, B, C, D no sistema
1
22 = (B, (63, 261)) .
— B0
Para tanto devemos escrever os vetores B A, B?, B? e BD como combinacéo

1
de fie fysendo f{ =ese fy = Jet

Observe que

1
EZX = —e; = —2 <2€1> =-2f,,

Zﬁ = 0f; + 0f, (vetor nulo),
37262263—61:]"1—2]02
ﬁ:e3—2€1 :f1—4f2

E assim as coordenadas dos pontos sdo

A: (0, —2)22
B :(0,0)y,

C: (1, —2)22
D:(1,-4)y,

Calculando as coordenadas dos vetores Bﬁ e z@ usando que ex = e3 — e

obtemos que

@=—€1+62=63—2€1:f1—4f2

ﬁ:ei‘}:fl’

BD: (1
AC - (1,0)s,.

e portanto vale
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3.3. Operacoes em Coordenadas

Escolher coordenadas nao modifica as operacgdes vetoriais; apenas as traduz em
operagdes com numeros reais. A proposicao seguinte torna essa correspondéncia
explicita.

Proposicao 3.4

Sew : (a1,a2,a3)y, v : (b1,b2,b3)y; € P (p1,p2, p3)y; entao:
L. u+v: (a1 + b1, a0 + bo, as —i—bg)z
2. A (Aai, Aag, Aas)y,

3. P+wu: (a1 +pi,a2 +p2,a3 +p3)2

Demonstracao.

1. Dado um sistema de coordenadas ¥ = (O, B), onde B = (eq, ez, e3), como
w : (a1, a2,a3)y, e v : (by, b, bs)y, por defini¢io temos que:

u = aije; + azes + aszes
v = bie; + bes + bzes
E logo
u+v = aje; + ases + ases+ bie; + boes + bzes

= (a1 +by1)er + (a2 + ba)ea + (a3 + bs)es
E desta forma as coordenadas de w + v no sistema de coordenadas X sdo

u+v: (a1 + by, a2 + bz, az + b3)

2. Como u : (a1, az, as)y, por defini¢do temos que:

u = aie;+ azes + azes
Desta forma temos que
Au = A (a161 + agses + a3e3) (3.1)
= Aaiej + dases + \ages (3.2)

E consequentemente:

Au : (Aag, Aag, Aas)
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3. Deixaremos como exercicio para o leitor.

Considere fixado um sistema de coordenadas 3 = (O, B). Observadas as oper-
acdes com pontos e vetores em coordenadas, uma pergunta que resta ser respondida
é: dados os pontos A : (a1,a9,a3) e B : (b1, be, b3), como podemos encontrar as
coordenadas do vetor AB?

Observe qlﬁ}pela definicdo de subtracio de vetores, vale que E = O? — O—Zl
Entéo, como OA = a1e; + ases + azes e O? = bie1 + baey + bges, temos:

AB = (b1 —ar)er + (ba — az)es + (bz — az)es

AB = (b1 — a1,b2 — az, b3 — a)
Tal igualdade da origem a notacio de Grassmann que diz:

AD = B— A.

Observe que a igualdade acima ¢, no entanto, apenas uma notacéo ja que em nenhum
momento foi definida soma ou subtracdo de pontos.

Exemplo 3.5.
Dados os pontos A : (1,3,2), B: (1,1,1) e C' : (1,1, 0) determine as coordenadas

1. dos vetores E, B?

2. do vetor xﬁ + %B?

1
3. do ponto C' + 5@

<
Solucéo.
LAB:(1-1,1-3,1-2)=(0,-2,—1)
BC:(1-1,1-1,0—1) = (0,0, -1)

1 | 1 4
2. 1@@5@ = (0,2, =1)+3(0,0,~1) = (0,=2,~1—5) = (0,=2,—3)

| 1 1

3 C+§ﬁ: (1,1,0) + (0,-2,-1) = (1,0,~3)
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Exemplo 3.6.

Determine o ponto médio M = (m1, ma, m3) de um segmento com ponto inicial
A = (a1,a2,a3) e B = (b1, by, b3), num sistema de coordenadas ¥ = (O, B), onde
B = (ela €2, 83)'

N

1B —
Solucao. Primeiro observamos que AB = 2AM pois os vetores possuem o mesmo
? . . By

A H é duas vezes o comprimento HAM ’

(b1—a1)61+(bg—a2)eg+(b3—a3)eg = 2(m1—a1)61—|—2(m2—a2)62+2(m3—a3)63.

sentido e o comprimento

Assim,

Como B é uma base, os coeficientes correspondentes sdo iguais. Portanto,
bi — Q; = 2(TTLZ — ai),

parai = 1,2, 3, e assim
- a; + b;
(2 2 .

Logo,

e a1+bl,a2+b2’a3+bg .
2 2 2

3.4. Independéncia Linear e Mudanca de Base

Uma vez escolhida uma base, questdes de dependéncia linear podem ser decididas
por meio de sistemas lineares e determinantes. Essa é a primeira situagdo em que a
representacio em coordenadas ndo apenas codifica os vetores, mas simplifica de
fato um problema geométrico.

3.4.1. Critério por determinantes
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Teorema 3.7

Sejam
u = (a,az,as), v = (b1, ba, b3), w = (c1,c2,c3)

as coordenadas de trés vetores numa mesma base. Entdow, v, w sdo linearmente
independentes se e somente se

aq b1 C1
det as bg (6] 7'5 0.
ag by c3

Demonstracao. Os vetores sdo linearmente independentes se e somente se a
relacdo
ru+yv+zw =0

possui apenas a solu¢do x = y = z = 0. Em coordenadas, essa relacdo equivale ao
sistema homogéneo

ar b1 ¢ x 0
a9 b2 Co Yy = 0
ag by c3 z 0

Um sistema homogéneo quadrado possui apenas a solucéo trivial exatamente
quando sua matriz de coeficientes é invertivel, isto é, quando seu determinante é
néao nulo.

Exemplo 3.8.

Determine m de modo que os vetores u, v e w sejam linearmente dependentes,
onde:

u=(1,m+1,m+2), v=(1,0,m), w = (0,2,3).
g

Solucao. Para que os vetores sejam linearmente dependentes, pelo Teorema 3.7 o
determinante da matriz cujas colunas sio suas coordenadas deve se anular:

1 1 0
det[14+m 0 2] =0
24+4m m 3
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Calculando o determinante temos que:

1 1 0
det|14+m 0 2] =1-3m
24m m 3
1

Logo 1 — 3m = 0, e portanto m = 3

3.4.2. Um primeiro exemplo de mudanca de base

Uma mesma base pode ser usada para descrever as coordenadas de outros vetores
que, por sua vez, formam uma nova base. O vetor geométrico ndo muda quando
trocamos de base; mudam apenas os numeros usados para representa-lo.

Exemplo 3.9.

Considere uma base B = (e1, ez, e3) e os vetores
fi=0L1L s, fo=(01,013,  f3=(0,-11)s.
1. Mostre que C = (f;, f2, f3) é uma base de V*.
2. Encontre as coordenadas de u = (1,2, 3)¢ na base B.

3. Encontre as coordenadas de v = (1,2, 3)3 na base C.

q
Solucio.
1. A matriz cujas colunas sdo as coordenadas de f, fo, f3 nabase B é
11 0
M=11 0 -1
11 1
Como det M = —1 # 0, os trés vetores sao linearmente independentes.

Como estamos em V3, eles formam uma base.

2. Aqui conhecemos as coordenadas de u na base €. Basta expandir a combi-
nacéo linear:
u=f1+2f+3f;
= (17 17 1)3 + 2(17 07 1)3 + 3(07 _1a 1)3
- (37 _27 6)3
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3. Agora o sentido da conversdo é o contrario. Procuramos escalares a, b, ¢ tais
que
v=af; +bf,+cfs.

Escrevendo tudo na base B, obtemos

a(l’ 1’ 1) + b(l’ O’ 1) + C(Oa *]-a ]-) = (1v 2) 3)5

ou seja,
a+b=1,
a—c=2,
a+b+c=3.
Da primeira e da terceira equacgdes, ¢ = 2; entdo a = 4 e b = —3. Portanto
v = (4,-3,2)¢.

Observacao 3.10

O exemplo mostra as duas dire¢des de uma mudanca de base. Quando con-
hecemos as novas coordenadas, voltar a base antiga ¢ uma combinacdo linear
direta. No sentido inverso, precisamos resolver um sistema linear. No Capi-
tulo 12 organizaremos esse procedimento por meio de matrizes de mudanga
de base.

3.5. Bases Ortonormais e Coordenadas Cartesianas

Até este ponto trabalhamos com bases arbitrarias. Isso é suficiente para rep-
resentar vetores, soma-los, multiplica-los por escalares e estudar independéncia
linear. Entretanto, numa base qualquer, as coordenadas de um vetor ndo fornecem
imediatamente seu comprimento, e as formulas usuais de distancia e angulo deixam
de ter a forma elementar que conhecemos.

E exatamente essa dificuldade que torna as bases ortonormais especiais.
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Definicao 3.11

Uma base ¢é dita ortonormal quando seus vetores sdo ortogonais dois a dois
e todos tém norma 1. Um sistema de coordenadas ¥ = (O, B) é chamado
cartesiano quando a base B é ortonormal.

Quando a base ndo é ortogonal, diremos que o sistema é obliquo.

Observe que “cartesiano” e “obliquo” nio sdo categorias complementares: uma
base pode ser ortogonal sem ser ortonormal, se seus vetores forem perpendiculares
mas nao tiverem todos norma 1.

Usaremos (¢, j) para uma base ortonormal do plano e (2, j, k) para uma base
ortonormal do espaco. A figura abaixo contrasta um sistema cartesiano com um
sistema obliquo.

J es
. €1
0 ¢ 0
Figura 3.2.: Sistema cartesiano Figura 3.3.: Sistema obliquo no
no plano. plano.
3.5.1. Norma e distancia em coordenadas cartesianas
Seja B = (4, j) uma base ortonormal de V2 e
seja O um ponto do plano. Opar ¥ = (O, B) de-  eixoy
termina um sistema cartesiano. Dado um ponto P:(z,y)
P, considere o vetor r = O—}% e sua represen-
tacdo no sistema X dada por 7 : (z,y), ou seja:
r=xt+Yyj. O » eixo x
Como % e yj sdo ortogonais, o Teorema de Pita-
goras fornece
2 .12 .12
[r[I* = {led]” + [[ys]l
2112112 2014112
= [d" + v g

$2+y2.
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Assim, se denotarmos por r o tamanho do vetor r temos que

r=+\/x2+ 92
A mesma ideia pode ser generalizada para o espago, onde obtemos que se r =

r=|r|=+vz2+y%+ 22

A férmula da distancia é uma consequéncia imediata. Como Pé = (by—a1,by—az),
temos

1 + yJ + zk, entdo

d(P,Q) = /(b1 — a1)? + (b2 — az)?

Q : (b1,b2)

P : (a1} a2)

Figura 3.4.: Distancia entre dois pontos no plano.

No espaco tridimensional, a distancia entre os
pontos P : (a1, a2,a3) e Q : (b1, ba, b3) é dada
por:

d(P,Q) = \/(bl — a1)2 + (by — a2)2 + (bg — a3)2

Observacao 3.12

As formulas simples para norma e distancia dependem da ortonormalidade
da base. Em uma base geral, ainda podemos calcular essas quantidades, mas
aparecem fatores que registram os comprimentos e os &ngulos entre os vetores
da base. Essa diferenca é precisamente o motivo para privilegiarmos sistemas
cartesianos quando o problema envolve geometria métrica.
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Exemplo 3.13.
Suponha fixado um sistema de coordenadas cartesiano. Calcule a distancia dos
pontos A : (1,0,2) e B: (3,2,1).

q

Solucao. Temos que d(A4, B) = Hzﬁ” Como AB =B — A= (2,2,-1), segue

que:

d(A,B) = /22 +22 + (—1)2 = 3.

3.6. Produto Escalar: Angulo entre dois Vetores

E de fundamental importancia em toda geometria a determinacio de medidas
angulares. Veremos mais adiante que, além de diversas outras aplicacdes, angulos
entre vetores (ou entre vetores e retas) podem ser usados na definicdo de uma
nova forma de representar pontos do espago euclidiano (coordenadas polares).
Surge entdo a pergunta: como podemos utilizar os sistemas de coordenadas para
determinar o angulo entre dois vetores u e v?

Conforme vimos no Capitulo 1, se u e v sdo ndo
nulos, o angulo entre eles é o 4ngulo §,com 0 < 6 < 7,
formado por representantes com a mesma origem. v

Para determinarmos uma expressio para angulo en- u
tre dois vetores u e v o primeiro passo é escolher um 0

sistema de coordenadas cartesiano ¥ = (O, B) com Figura 3.5.: Angulo entre u

B = (1,, 7, k:) e escrever os vetores neste sistema: ew

u = a1t + asj + ask
V= bl’i—i-ij +b3k

Utilizando a lei dos cossenos temos que:




3. Vetores em Coordenadas 66

lo = wf? = Jull* + [[]* = 2||ul[|v] cos(6).
e consequentemente
(a1—b1)*+(ag—b2)*+ (a3 —b3)? = af +a3+a3+b;+b3+b3—2|ul ||v] cos(d).

Assim
COS(@) _ a1b1 + agbg + a3b3 (3 3)
el ol '

Ao termo a1b; + a2bs + a3bs daremos o nome de produto escalar de u por v e
denotaremos por u - v.
Resumindo:

Definicao 3.14
Se ¥ = (0,B), com B = (4,7,k), é um sistema cartesiano, e se u =
(a1,a2,a3)y e v = (b1, by, b3)y, definimos o produto escalar (ou produto
interno) por

u - v = arby + asby + asbs.

Assim, o produto escalar associa a dois vetores um nimero real. Se ambos sdo
nédo nulos e § é o angulo entre eles, a deducéo anterior fornece a interpretacéo
geométrica

u - v = ||ul| [|v] cosé.

Observacao 3.15

E importante observar que a expressio:
u-v = [Ju] [lv] cos(6)

independe da escolha do sistema de coordenadas, ou seja, tal igualdade é
valida também em sistemas de coordenadas nio cartesianos. No entanto, a
igualdade:

u-v = a1by + asbs + agbs

s6 é valida em sistemas de coordenadas cartesianos (ortonormais).

Além disso, os argumentos apresentados anteriormente provam que:
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Proposicao 3.16

Dados dois vetores ndo nulos u e v, o angulo 6 entre eles satisfaz:

u-v = ||ull[Jv] cos b,

u-v
0 = arccos (> .
[l vl

Como consequéncia imediata da definicido de produto escalar temos:

e, portanto,

Proposicao 3.17

Dois vetores u e v sdo perpendiculares se e somente sew - v = 0.

Observacao 3.18

Dado um vetor v = (z, y) num sistema cartesiano no plano, é interessante
notar que o vetor n = (—y, ) é ortogonal a v e tem mesma norma de v.

Note:
v-n =—-xyt+azy=0

Inll = va?+y? = |lv].

De fato, veremos no Capitulo 11, Secdo 11.3 que n; = (—y,z) é obtido
rotacionado de 90° o vetor v no sentido anti-horario, e ny = (y, —z) é obtido
rotacionado de 90° o vetor v no sentido horario.

Exemplo 3.19.
Determine o dnguloentrewu =1+ 25+ kev = —1+ 35 + 2k.

Solucao.
cos = uv
[l v
3 1

VBVG 2

1 T
= 0 = — = - = 600
arccos <2> 3
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<
Exemplo 3.20.
Mostre que os vetores u = 3t + 45 + k e v = 27 — 37 + 6k sdo ortogonais.
<
Solucao.
u-v=(3,41)-(2,-3,6)=3-2+4-(-3)+1-6=6—-12+6=0.
Logo u e v sdo ortogonais.
N

Proposicao 3.21

O produto escalar possui as seguintes propriedades:
lLu-v=v-u
2u-(v4+w)=u-v+u-w
3 u-u=|ul?>>0
4 uw-u = 0 seesomenteseu = 0

5 u-(Av) =Au-v

Observacao 3.22

V x V. — R que satisfaz as propriedades descritas acima é dita ser um
produto interno de V.

Demonstragdo. Se u : (a1, as,a3) e v : (by, by, b3) e w : (c1,c2,c3)

1.
u - v =aib; + asbs + asbs = bia; +byas +bsazs =v-u

De modo geral, fixado um espaco vetorial V, qualquer funcao binaria - :
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2.
u (v+w) = (ar,az,a3)- (by +c1,b2 + c2,b3 + c3)
= al(bl + Cl> + CL2(b2 + 62) + ag(bg + 03)
= (a1b1 + asby + agb3) + (CL161 + agco + agcg)
= u-v+u-w
3.
u-u=al+a3+ai=|ul>>0
4. Se u - u = 0 entdo ||u|| = 0 e consequentemente u = 0. Reciprocamente,
se u = 0 temos u = (0,0,0), e entdo u - u = 0% + 0% + 0% = 0.
5. A demonstragio desse item é deixada como exercicio ao leitor.
|

Exemplo 3.23.

Num quadrado ABCD tem se A = (3, —4) e B = (5, 6) . Quais sio as coordenadas

dos pontos C' e D?

Solucédo 1. Denotando as coordenadas de
C e DporC = (c1,c2) e D = (dy,d2),
temos que AB = (2,10), BC = (¢; —
5,02—6),0 = (d1 —Cl,dQ—CQ)e
DA = (3 —dy, 4 —dy).

O vetor ]ﬁ é perpendicular ao vetor
E logo o produto escalar entre eles é
nulo, ou seja,

BC - AB = 0.

Isto implica que 2(¢; —5)+10(ca—6) = 0,
que simplificando resulta em

2¢1 + 10cy = 70 (3.4)

Temos ainda que ||ﬁ” = HB?H =
V104, logo

Figura 3.6.: Quadrados de lado AB

(c1 —5)* 4 (cg — 6)* = 104 (3.5)
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Substituindo (3.4) em (3.5) teremos que (co — 6)? = 4 e logo c2 = 8oucy = 4

Quando ¢z = 8 por (3.4) ¢c; = —5 e quando ¢ = 4 entdo ¢; = 15, ou seja,
C = (-5,8) ouC = (15,4).

O calculo de D é anélogo.

<

Solucdo 2. Uma segunda solucéo para o exemplo acima faz uso da Observacéo 3.18.
Temos que AB = (2, 10) e dai, rotacionando AB de 90° no sentido anti-horario,
temos BC = AD = (—10, 2). Logo:

C =B+BC=(-58)
D =A+AD=(-7,-2).

Finalmente, se rotacionamos /ﬁ de 90° no sentido horério, temos B? = xﬁ =
(10, —2). Assim:

C =B+ BC = (15,4)

D = A+ AD = (13,-6).

Exemplo 3.24.

Mostre que as trés alturas de um tridngulo sdo concorrentes em tinico ponto.
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Solucao. Dado um tridngulo AABC, entéo as alturas BB’ e CC’ se interceptam
num ponto O. O problema fica resolvido se mostrarmos que AA’ é a altura relativa
et oAb OB e OC
ao lado BC'. Sejam entéo os vetores: a = OA,b = 0B ec= OC.

Como as retas OB e C'A sdo perpendiculares:

O?'azoéb-(a—c):Oéb-a:b-c
De modo analogo, como as retas OC' e AB séo perpendiculares:
@'@zoic'(b—a)zoic-b:c'a
Elogo b-a = c- a, ou seja,
a-(c—b):0:>O—I>4-B?:O

Desta forma a reta O A é perpendicular ao lado BC, sendo assim a altura relativa
ao vértice A. Essa reta intercepta as outras alturas no ponto O, e assim as trés
retas se interceptam num tnico ponto, que é denominado ortocentro do tridngulo

AABC.

3.6.1. Projecao Ortogonal

Passemos agora a um novo problema. Dados dois
vetores v e u, com u nao nulo, queremos decompor o
vetor v em dois vetores p, g tais que p é paralelo a u
e q é perpendicular a u, ou seja, queremos encontrar

P, q tais que

0 —

O p = Proj,, W

v=p+gq, p=Au paraalgum A € Re q-u =0.

Figura 3.7.: Projecdo de v

Reescrevendo as condicdes acima temos que
sobre u

(v—p)-u=0
e logo

(v—Au)-u=0

veu—Mul*=0
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Desta forma

(i)
p=(—5]|u
]|

Do mesmo modo podemos ver que o vetor p assim determinado é inico. Tal
vetor é chamado de projecédo ortogonal de v sobre u e é denotado por Proj,, v.
Demostramos assim o seguinte resultado.

Proposicao 3.25

Dado u um vetor ndo nulo, e v um vetor qualquer, entdo a proje¢do ortogonal
Proj,, v dev em wu existe e é tinica:

Proj, v = (u i v) u (3.6)

2
]

Observacao 3.26

Uma forma ttil de interpretar a féormula é separar a componente escalar da
direcdo. O nimero

comp,, (v) = v
“ [[ae]]
¢é a componente escalar orientada de v na dire¢do de u. Multiplicando-a pelo
versor u/||u|| obtemos

Privo = (o) () = ()

A projecdo tem a mesma direcdo de u, mas seu sentido depende do sinal de
u - v. Sua norma é |u - v|/||ul|.

Note também que a projecdo ndo depende do comprimento escolhido para
representar a direcéo de w: substituir u por qualquer multiplo ndo nulo néo
altera o vetor projetado.
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Exemplo 3.27.

Determine a area do tridingulo AABC' cujos vértices num sistema de coordenadas
cartesiano sdo A = (1,2), B = (3,1) e C = (2,5)
q

Solucao. Temos que AB = (2,-1)e AC = (1,3). Além disso, n = (1,2) é um

vetor ortogonal a B .
A area do triangulo AABC' é dada por:
1
S = I AB|h,
AC.
onde h = ||Proj, AC | = m é a altura do tridngulo AABC relativa ao
lado AB.

1
Como ||n|| = Hzﬁ , temos que S = 5]1@ -n|. Logo:

1 7
== = .
S (2>| + 6] 5

3.7. Produto Vetorial: Vetor Perpendicular a dois Vetores
Dados

Voltemos nossa atencdo agora para um novo problema: dado dois vetores ndo
paralelos u e v como podemos encontrar um novo vetor w perpendicular aos dois
vetores dados? Note que, ao contrario do que ocorre com a projecéo, este problema
ndo possui uma unica solugéo. De fato, se encontrarmos um vetor w satisfazendo
as condicdes acima, qualquer vetor Aw também satisfara.

Passemos a solugdo. Como sempre, tomemos primeiro uma base ortonormal
(2,7, k) e facamos u = a1t + azj + ask e v = byi + boj + bsk. Vamos denotar
por w = xt + yj + zk o vetor que queremos determinar. Como queremos que o
vetor w seja perpendicular aos vetores u e v, precisamos entdo que w - u = 0 e
que w-v = 0.

Temos assim o seguinte sistema linear:

a1 + agy +azz =0
b1$+62y+b32 =0
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ou ainda

a1xr + axy = —azz
biz 4+ boy = —b3z

Como u e v nio sio paralelos, pelo exercicio 11.10 podemos supor sem perda de
generalidade que:
al ag

bl bQ 7é 07

e, usando a regra de Cramer, concluimos que

—azz a9 a3 ao as as
—bgz b2 b3 b2 b2 b3
r=—"=-—2 =z
ap ag al ao ap a2
b1 by b1 bo by bo
a] —asz a] as as ai
b1 —b32 b1 b3 b3 b1
y:—:—z =z
a1 as al ap ap az
b1 bg bl b2 bl b2
Escolhendo
5 — ap a2
by b
temos que
as as . as aj . ap a
= k
il IS e I S A T

Motivados pelos calculos acima, definimos:

Definicao 3.28
O produto vetorial de u = (aj,a2,a3) e v = (by, by, b3) (num sistema de

coordenadas cartesiano), denotado por u X v, é o vetor obtido pelo seguinte
determinante formal:

uXv=\|a a asg
by by b3
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Observacao 3.29

Note que, diferentemente do produto escalar que associa a dois vetores um
numero real, o produto vetorial associa a dois vetores um terceiro vetor. O
seja, dados vetores u e v de V3 temos queu-v € Rymasu X v € V3,

Antes de continuar apresentaremos algumas propriedades do produto vetorial.

Teorema 3.30

Dados os vetoresu = (a1, ag,as), v = (b, be,b3) ew = (c1, c2, c3) 0 produto
vetorial possui as seguintes propriedades:

1. Anti-simetria:u X v = —v X u

2. Distributiva: (u + v) X w =u X w4+ v X w
2 2112 2

3 flu x of|” = Jlul[ [[v]|” - [u- v

4. JJu X v|| = ||u||||v||sen (0), onde 6 é o angulo entre os vetores u e v

Demonstracao. A demonstracio dos dois primeiros itens é direta e sera deixada
como exercicios:
Para demonstrarmos a terceira propriedade, basta observar que

[ul[[v][* = (u- v)? = (asbs — agbs)® + (azby — a1bs)® + (a1bs — asby)?

— flu x o2

A quarta propriedade decorre facilmente da anterior, bastando para isso lembrar

que
2 2 2
- v = ul* [v]]* - cos® (6)
e portanto
lwx v = Jlu]* lo]]* ~ fu- o
2 2 2 2
= [lull® [lv]l* = ful® 0] - cos® (6)
2 2
= [lul® [[]* (1 — cos® (9)) =
2 2
= [lul® [[v]|* sen® (6)

Vamos agora explorar algumas consequéncias geométricas do produto vetorial.
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3.7.1. Area de um Paralelogramo e de um Triangulo

Primeiro considere o paralelogramo determinado por dois vetores ndo paralelos

u e v, como na figura abaixo

||v]| sen @

Figura 3.8.: Paralelogramo gerado pelos vetores u e v.

A altura do paralelogramo é dada por ||v|| sen(€) e portanto, da propriedade 4 do
produto vetorial, concluimos facilmente que sua area é dada por ||u|| ||v|| sen (0) =
|lu X v||. Em resumo, mostramos que a area do paralelogramo de lados u e v é

igual ao comprimento do produto vetorial destes vetores.

A= lu x vl

Observacao 3.31

Para vetores nio paralelos, o produto vetorial também pode ser caracterizado
geometricamente: u X v € o vetor cuja norma € a area do paralelogramo gerado
por u e v, cuja direcdo é perpendicular a ambos e cujo sentido é determinado
pela regra da méao direita. Se v e v sdo paralelos, entdo u x v = 0.

A partir da expressdo anterior obtemos imediata-

mente a area de um tridangulo AABC. Os vetores zﬁ C
e B determinam um paralelogramo que se decompde D
em dois tridngulos de mesma area. Portanto, BC

A= 4B <] L
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3.8. Produto Misto

O produto misto é uma operagdo que associa a trés vetores u, v, w 0 nimero
real obtido pelo produto escalar de « com o produto vetorial v X w. Denotamos o
produto misto entre u, v, w por u - v X w.

E importante salientar que, como o produto escalar entre dois vetores é um
numero real e o produto vetorial é uma operacédo entre dois vetores, no calculo do
produto misto realizamos sempre o produto vetorial antes do produto escalar, ou
seja, mesmo sem a utilizacido de parénteses, temos u - v X w = u - (v X w). A
operacio (u - v) X w nio é bem definida!

Se u, v, w sdo descritos numa base ortonormal (2, j, k) o calculo do produto
u - v X w é simples conforme podemos observar no teorema a seguir:

Teorema 3.32

Dados os vetores u = (a1, az,as), v = (b, be,b3) ew = (c1, ca, c3) descritos
numa base ortonormal (i, j, k), temos:

ap az ag
uwvXxw=(uXv) - w=|b by b3
€1 C2 C3
Demonstracao. Calculando v x w temos:
i J k
VX W= bl bg b3 = (szg — bgcg, 5301 — blcg, b102 — bgcl).
€1 C2 C3

Fazendo entdo o produto escalar segue:

u-v x w = (ar,az,a3) - (bacg — bgca, bz — bics, bicy — bacy)

ayp a2 as
= a1b203 — a1b362 + agbgcl — a2b163 + agblcg — a3b201 = bl bg b3
1 C2 €3

Calculando de maneira analoga o produto (u X v) - w é facil ver que vale a
igualdade uv x w = (u X v) - w.
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A partir do Teorema acima e das propriedades de determinantes, sdo praticamente
imediatas as propriedades de produto misto descritas na proxima proposigao:

Proposicao 3.33

Dados vetores u, v, w, m e A € R valem:

1. Permutacdo de dois vetores inverte sinal:
U VXW=—U WXV=—V UXW=—W- VXU,
2. Igualdade por permutacao circular:
U VXW=V - WXU=W- U XV,
3. Se dois vetores sdo iguais o produto é zero:
U UXV=U-VXU=V UXU.
4. Escalares comutam:
M) - vxw=u-(A)xw=u-vx (A\w)=A(u-vXxXw)
5. Vale a distributiva:

(u+m) - vXw=u-vXW+mM- -vXw
u-(v+mxXw=u-vXw+u-mxuw

u-vX(w+m)=u-vxXwtu-vxm

Veja um exemplo de aplicacdo de tais propriedades:

Exemplo 3.34.

Sabendo que u - v X w = 2 calcule v - (2u + v) x (3w).

Solucao.
v-(2u+v) x Bw)=v-(2u) X Bw) + v v x (3w)
=(2-3)v-uxw+0

=—6(u-vxw)=-12.
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3.8.1. Volume de um Paralelepipedo

A seguir vamos calcular o volume de um paralelepipedo, em funcio dos vetores
u=A ,v:Eew:ﬁ.

Area da base = ||u x v]|

Sabemos que o volume do paralelepipedo é dado pelo produto V' = Ah da area
Ay da base pela altura h. Como ji vimos a area da base pode ser calculada por
Ap = ||lu x v|| . Ja a altura é dada pela norma da projecio do vetor w sobre o vetor

u X v. Como
(u X v) w

Proj, v, w = 5—(u X v),
[u x o
segue que
. [(u X v) - w|
[Projyscp w] = X211y o o
[ x o]
B [(u X v) - w]
[ x o]
Segue portanto que
u X v)- w
VZAthHUX’UHM:‘(’uX'U)-’w’.

[ X o]
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Observacao 3.35

Esse resultado nos da (para bases ortonormais) uma interpretagdo geométrica
para a propriedade de que trés vetores u, v, w sdo LD se e somente se o
determinante da matriz com suas coordenadas é nulo. Os vetores u, v, w sdo
LD se e somente se sdo coplanares, o que “colapsaria” o paralelepipedo num
plano, gerando um “s6lido” de volume zero.

Exemplo 3.36.

Sejam A = (ay,az2), B = (b1,b2),C = (c1, c2) pontos no plano. Entdo a area do
AABC é dada por

1 a; as 1
SAABC = 5 det bl b2 1
c1 ¢y 1

Solucgao. Considere os vetores a, b e ¢ de coordenadas a = (aj,az,1), b =
(bl, bg, 1) €ecC— (Cl,CQ, 1).

E facil ver que eles sdo arestas de um tetraedro de altura 1 formado pela origem
O do sistema de coordenadas e pelos pontos A’ = (O +a), B = (O +b) e
C" = (O + ¢), que tem como base o trisngulo A A’ B’C’, congruente ao tridngulo
AABC. Se Saapc é a area do triangulo AABC, o volume V- desse tetraedro é:

1
Vr = gSAABC’- (3.7)
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Por outro lado, temos que, se Vp é o volume do paralelepipedo de arestas a, b e
¢, também vale:

1
Vr = éVp. (3.8)
Igualando as equacdes (3.7) e (3.8) segue:
1 1 1 al ag 1
Spaapc==Vp==laxb-cl==|det | by by 1
2 2 2
C1 C9 1

<

O resultado anterior nos da um critério simples para que trés pontos no plano
sejam colineares.

Proposicao 3.37

Sejam A = (a1,a2), B = (b1,b2),C = (c1,c2) pontos no plano. Entao eles
sdo colineares se e somente se a area do triangulo formado por eles for zero, ou
seja, se e somente se:

ap az 1
by b2 1 |=0
Cl1 C 1

3.9. Escolha do Sistema de Coordenadas (*)

Um sistema de coordenadas cartesianas do plano pode ser escolhido tomando
qualquer ponto O como origem e qualquer duas retas perpendiculares como os
eixos. Em geral resultados geométricos ndo dependem de como escolhemos nosso
sistema de coordenadas, mas ao fazermos a escolha correta podemos simplificar
significativamente o resolucio de um problema. E possivel, por exemplo, fazer
com que as coordenadas dos vértices de certas figuras geométricas fiquem mais
simples, aumentando a quantidade zeros em suas coordenadas, simplificando assim
a manipulacéo algébrica.

Considere, por exemplo, um tridngulo AABC'. Vamos descrever esse tridngulo
através de coordenadas A : (z1,y1), B : (z2,y2) e C : (x3,y3) em um sistema de
coordenadas X.

Consideraremos o seguinte sistema de coordenadas: escolha como eixo x a reta
AB, e como eixo y a reta perpendicular a AB passando por C. Determine o sistema
de coordenadas colocando a origem no ponto O dado pela interseccdo dos dois eixos,
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(x3,93)

(w2,92)

(z1,91)

e escolhendo uma base ortonormal (%, j) formada por vetores unitarios paralelos
a estes eixos. Neste sistema o vértice A tem entdo coordenadas do tipo (a,0) e o
ponto B coordenadas do tipo (b, 0), j& que ambos estdo sobre o eixo z. Ja o ponto
C, que esta posicionado sobre o eixo y, tem coordenadas do tipo (0, ¢).

Veja que com a escolha adequada do sistema de coordenadas conseguimos reduzir
o numero de variaveis de 6 para apenas 3.

A seguir apresentamos exemplos onde a escolha de um sistema de coordenadas
adequado facilita a demonstracio de propriedades geométricas. Vocé consegue
demonstrar estas propriedades usando um sistema de coordenadas arbitrario?

Exemplo 3.38.

Se um tridngulo é isosceles, as medianas dos dois lados de mesmo comprimento
possuem o mesmo tamanho.

<

Solucao. Consideremos o mesmo sistema de coordenadas descrito acima. Neste
sistema temos A : (a,0), B : (b,0) e C : (0,¢).
Supondo que segmentos C'A e C'B possuem o mesmo comprimento, concluimos

Va?+c? = !@! = ‘C’iB‘ = b2+ 2

que
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y
(0,0)
19) €T
(a,0) (6,0)
e logo a®? = b%. Segue que a = b ou a = —b. Se a = b nio temos um triangulo ja
que dois vértices coincidem, de onde segue que a = —b.

Seja M; o ponto médio de AC. Pelo exemplo 3.6 temos que as coordenadas

—b —
de M; = <a C> = ( C) . Analogamente, o ponto médio Ms de BC' tem

272 272
b ¢
denad —— .
coordenadas <2, 2>

Como a mediana de C'A ¢ dada pelo segmento BM; e a de CB ¢é dada pelo
segmento A My, segue que

—_ b c 902 2
BM = (=39~ O =y 7

_— b c 992 2
|AM;| = (5?5)_<_b70) =V t7

e as medianas relativas aos vértices A e B possuem o mesmo tamanho.
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Exemplo 3.39.

Num tridngulo retdngulo o ponto médio da hipotenusa é equidistante dos trés
vértices.

<

Solucao. Para um tridangulo retangulo AABC' com hipotenusa AB um sistema de
coordenadas adequado é o que toma como origem o vértice C' = O e como eixos as

retas que ligam C'a Ae C a B.
Neste Sistema de coordenadas temos
que A : (a,0), B : (0,b) e C : (0,0). y

O comprimento da hipotenusa é

|AB| = Va2 + b?

Ja o ponto médio M da hipotenusa tem

: (0,b)

coordenadas

a b
VA
(2’2)’ ¥

(a,0)

e, portanto, 0
N | 1
OM| = %+Z:§\/a2+b2:§m3y.

Como M ¢é o ponto médio de AB, também |AM| = |BM| = 3|AB|. Assim
|AM| =|BM| = |CM

, € M é equidistante dos trés vértices.

3.10. O Problema do Lugar Geométrico (*)

Até este ponto estudamos como representar algebricamente o espaco euclidiano,
e como podemos usar tais representacdes na resolugio de alguns problemas ge-
ométricos. Nesta se¢io vamos dar uma passo além, e iniciar os estudos sobre um dos
problemas fundamentais da geometria analitica: o problema do lugar geométrico.
Em poucas palavras, dada uma figura ou condicdo geométrica queremos determinar
uma equacio ou condi¢des algébrica que a represente. Ou ainda, de modo contrario,
dada uma equacdo ou condicdo algébrica determinar sua representacido geométrica.
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Y
0, C) (d7 C)
5 T
(a,0) (b,0)
trapézio
Y
(b —-a, C)
0,¢)
5 T
(a,0) (6,0)
paralelogramo

3.10.1. O lugar geométrico de uma equacao

Dada uma equacgéo (por simplicidade, em duas x, y ou trés variaveis z, y, 2)
f(@,y)=0 ou g(z,y,2) =0 (3.9)

cada par ou tripla de nimeros reais que satisfizer a equagio acima é dito solucao
da equacéo e o conjunto de pontos cujas coordenadas satisfazem a equacéo (3.9)
acima é chamado de lugar geométrico da equacio.

E importante ressaltar que o lugar geométrico, como definido acima, depende
do sistema de coordenados escolhidos. Em outras palavras, uma certa figura ou
condi¢do geométrica pode ser descrita algebricamente de varias formas distintas,
dependendo, dentre outros fatores, do sistema de coordenadas escolhido. Por esta
razdo, buscaremos dentre as possiveis representagdes aquela que proporcione a
maior simplicidade algébrica.
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Durante esse processo (e em varios outros) podemos substituir uma certa equagao
por outra que possua as mesmas solugdes, ou seja, que defina o mesmo lugar
geométrico. Neste sentido, duas equacdes algébricas sdo ditas equivalentes se
definem o mesmo lugar geométrico.

Exemplo 3.40.

Analisemos a equagao
(z—2)* + (y — 3)% = 25.

Observe que tomando C' = (2, 3) a distancia  de um ponto qualquer (z,y) no
plano euclidiano até C' é dada por

r=/(z—-2)2+(y—3)?

ou de modo equivalente
r? = (z—2)%+ (y — 3)°

Deste modo vemos que um ponto (x,y) no plano satisfaz a equagéo acima se, e
somente se, sua distancia para o ponto C' : (2, 3) for igual a 5.
Em outras palavras, escolhido o sistema de coordenadas descrito acima, o lugar
geométrico da equacio
(—a)* + (y—b)° =1

é um circulo de raio r e centro no ponto de coordenadas (a, b).

Exemplo 3.41.

Generalizando o exemplo anterior, um circulo de centro C' e raio r é definido
como o conjunto dos pontos cuja distancia ao centro é igual a . Esta é a condicdo
geométrica que descreve o circulo. Busquemos agora uma representacao algébrica.
Se escolhermos um sistema de coordenadas cartesiano no qual C' : (a,b), entdo
todo ponto P : (x,y) no circulo deve satisfazer

|CP|=r,

ou seja,

J@—a?+ -1’ =r,

ou ainda a equacéo algébrica equivalente

(z —a)® + (y— b)* =%
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<

E importante observar que um ponto pertence ao circulo (ou seja esse ponto
dista r do centro) se e somente se satisfizer a equacéo (z — a)2 +(y — b)2 =72

Em geral, sempre que tivermos este tipo de relacdo entre uma curva e uma
equacao diremos que esta é a equacdo da curva.

Definicao 3.42

Diremos que uma equagédo f (z,y) = 0 é a equagéo de um dado lugar ge-
ométrico se todo ponto que satisfaz a equacio pertence ao lugar geométrico
e todo ponto que pertence ao lugar geométrico satisfaz a equacéo.

Exemplo 3.43.

Dado um sistema de coordenadas cartesiano, lugar geométrico conhecido descrito
pelo eixo z é formado por todos os pontos cuja segunda coordenada (y) é zero, ou
seja, a equacao do eixo x é y = 0.

Exemplo 3.44.

Como vimos (z — a)2 +(y — b)2 = r2 ¢ a equacio do circulo de raio e centro em
P : (a,b).

Exemplo 3.45.

Determinar a equagio do lugar geométrico formado por todos os pontos cuja a
distancia a um ponto fixoF' é igual a distidncia a uma reta fixa d.

<

Solucao. Dados uma reta fixa d, chamada
D diretriz, e um ponto fixo /' chamado foco, a
parabola é o conjunto dos pontos P equidis-
tantes do foco e da diretriz, ou seja, o ponto
P tal que

75 = |77

onde D é o ponto de d mais proximo de P.

)
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A reta passando por F' perpendicular a d é
chamada eixo da parabola. O ponto de inter-
sec¢do entre o eixo da parabola e a parabola é
chamado vértice da parabola. Observe que o
vértice esta localizado na metade da distancia
do foco a diretriz.
Escolheremos como sistema de coordenadas os eixos formados pelo eixo da
parabola
e a reta passando pelo vértice da parabola,
perpendicular ao eixo. Essa ultima reta é
paralela a diretriz da parabola.
Seja 2m a distancia entre o foco e a
diretriz d. No sistema de coordenadas que

adotamos F' tem coordenadas (m,0) e a
equacio da diretriz é x = —m. Como P

7D = |77
V(@ —=m)>+y2=|z+m|

Elevando ao quadrado ambos os lados

satisfaz temos que

g U

da igualdade concluimos que

+m)?

(@—m)?+y° = (z
(m +2m$+aj)
=4m

2 _oma + 2? +y

mx

@

é a equacio satisfeita pelos pontos da parabola neste sistema de coordenadas.

Interseccao Dadas duas equacoes

os pontos que pertencem ao lugar geométrico de ambas as equacdes é chamados
de pontos de interseccdo. Analiticamente as coordenadas de tal ponto satisfazem
ambas as equacoes.

A interseccdo de duas equagdes pode ser vazia, neste caso diremos que os seus
lugares geométrico néo se interceptam.
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Exemplo 3.46.

Determinar analitica e graficamente os pontos de intersecgio de

r—12 =
y2—3a::0

<

Solucéo. Primeiro observemos que x — 12 = () é a equagéo de uma reta paralela ao
eixo 7, enquanto y?> — 3z = 0 é a equagdo de uma parabola com vértice na origem
e diretriz paralela ao eixo y. Assim o conjunto dos pontos de intersec¢do dos dois
lugares geométricos é formado de no maximo dois pontos.

Analiticamente, concluimos da primeira equagdo que todo ponto de interseccdo
(z,y) deve ter x = 12. Substituindo na equa¢io da parabola encontramos que

y* = 36,

e portanto
y = *£6.

De modo que os pontos de intersec¢do sdo (12,6) e (12, —6).

3.11. Coordenadas Polares (*)

Nesta se¢ido estudaremos uma nova forma de descrever a localizac¢do de pontos
no plano euclidiano E?: as coordenadas polares. A principal motivacio para a
utilizacdo desse sistema de coordenadas é que, neste sistema, curvas com algum tipo
de simetria em relacdo a origem O do plano, como por exemplo o circulo e a elipse,
podem ser descritas de maneira mais simples que nos sistemas de coordenadas
vetoriais.

Num sistema de coordenadas polares um ponto P é localizado no plano em
relacdo a uma semi-reta O—1>4 A origem O dessa semi reta ¢ denominada origem do
sistema de coordenadas polares ou polo e a semi-reta (74 ¢ dito eixo polar.

As coordenadas de um ponto P num sistema de coordenadas polares é um par
(r,0), onde r é a distancia do ponto ao polo, isto é, r = d(O, P) e 0 é o dngulo
orientado que a semi-reta OP faz com a semi-reta OA. Claramente a posicio
do ponto fica bem determinada se conhecemos r e 6. O par (r, ) é denominado
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P:(r0)

Py : (2,60°)
Py : (4,120°)

Ps3 : (2,0)

Py : (5,240°)

Figura 3.9.: Coordenadas polares

coordenadas polares do ponto P, e neste caso escreveremos simplesmente P :
(r.)

Como 6 é o angulo orientado entre o eixo OA e a reta O P seus valores podem
ser positivo ou negativo conforme a orientacdo no sentido anti-horario ou horario
do angulo.

(r,0)

(=7, 0)

Por outro lado, o raio r, sendo a distancia de P a origem, é naturalmente um
numero real positivo, porém podemos estender seu significado de modo a termos
raios negativos. Para isso convencionamos que o ponto (—7, ) com r > 0 deve ser
construido do seguinte modo: construimos uma semi-reta faz uma angulo § com o
eixo polar e estendemos essa semi-reta. marcarmos o ponto (—7, ) como sendo o
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ponto sobre a extensdo da semi reta que dista  do polo O.

Uma diferenca fundamental entre os sistemas de coordenadas cartesianas e o
sistema de coordenadas polares é que em coordenadas polares um ponto P pode
ser descrito por uma infinidade de coordenadas. Por exemplo, a origem O ¢é descrita
por todas as coordenadas da forma (0,0) ., enquanto que um ponto P : (r,0)
distinto da origem é descrito por todas as coordenadas da forma (7,0 + 27n) e
(=m0 +7m(2n+1)).

Todo ponto distinto da origem possui pelo menos uma coordenada na qual o
raio é positivo e o angulo 6 esteja entre 0 < § < 27. Denominamos esse par como
o conjunto principal de coordenadas polares do ponto em questio.

3.11.1. Relacao entre Coordenadas Cartesianas e Polares

A cada sistema de coordenadas polares podemos associar um sistema cartesiano
escolhendo como a origem o polo, o eixo & como o eixo polar e o eixo y como a reta
perpendicular ao eixo polar passando pela origem. Esse sistema de coordenadas é
chamado sistema cartesiano associado . Quando, ao tratarmos de coordenadas
polares, nos referirmos as coordenadas z, y, eixos x ou y, etc. de um sistema
cartesiano este sempre sera o sistema cartesiano associado.

Observe a Figura 3.10:

[9) x

Figura 3.10.: Coordenadas polares

E facil ver que:

xo = 1 cos(h)

yo = rsen(f)
r=+y\/2+ 92
tgf = L

o
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Assim temos que as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas do sistemas
associado se relacionam segundo a seguinte tabela:

’ Coordenadas Cartesianas ‘ Coordenadas Polares ‘
(rcos@,rsenf) (r,0)

(.9) (V2 + g2, arctg(2))

Exemplo 3.47.

Determinar as coordenadas retangulares do ponto P cujas coordenadas polares sdo
(3,120°)

N
Solucdo. Neste caso r = 3 e § = 120° logo as coordenadas sdo:
1 3
— Hh=3-(—=)=—= 3.10
x = rcos (0) ( 2) 5 (3.10)
3 3V3
yzrsen(@):iﬁ-i.:i (3.11)
2 2
3 3v3
Ouseja, P: | — =, —\[
27 2
q
Exemplo 3.48.

Determinar as coordenadas polares do ponto cujas coordenadas retangulares sio
(1,-1).

q
Solucao. Temos que r = ++/1+ 1 = +v/2 e que § = arctg (—1) .Para0 < 6 <

2. temos que 0 = 1™

7
Logo o conjunto principal de coordenadas do ponto é (1, i

7 7
Outras coordenadas possiveis para o ponto sdo <1, i + 27m) e (—1, a7 + 7 (2mn + 1)) .

<
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Exemplo 3.49.

Determinar a equacéo retangular do lugar geométrico cuja equacéo polar é
B 2
~ 1—cosf

N

Solucao. A equacdo dada é equivalente a » — 7 cos 6 = 2. Substituindo 7 e r cos 6
temos:
V2 +y2—x=2

Transpondo z e elevando ao quadrado temos
22 +1y? = (24 2)?

que simplifica para y? = 4(x + 1) (uma paréabola).

Exemplo 3.50.

Mostre que a distancia d entre os pontos (r1,61) e (r2, f2) em coordenadas polares
é

d = \/r? 4+ 13— 2riro cos(6y — 6)
q
Solucao. Usando a lei dos cossenos temos:
IPQI? = [OP|* +[0Q|* - 2|OP|*|0Q] cos(b2 — 61)  (3.12)
= 72412 —2rirocos(fy — 6) (3.13)

E consequentemente a distancia do ponto P ao ponto () é:

|PQ| = \/7"% =+ 7“% — 2ryrgcos(fy — 61)
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Exercicios

Ex. 11.1 Os pontos médios dos lados AB, BC e C'A de um triangulo séo, respec-
tivamente,

M=(25), N=(42), P=(@,1).

Determine os vértices A, B, C.

Ex. 11.2 Dados P = (x1,y1,21) € Q@ = (x2,¥2, 22), determine o ponto R do
segmento PQ tal que

d(R,Q) = M(R,P), A>0.

Ex. 11.3 Prove por coordenadas que o segmento que une os pontos médios dos
lados néo paralelos de um trapézio é paralelo as bases e tem comprimento igual a
média aritmética dos comprimentos das bases.

Ex. 11.4 Sewu = (aj,a2,a3)s e P = (p1,p2, p3)s, prove que

P+ uw=(p1 +ai,p2 + az,p3 + az)s.

Ex. 11.5 Determine quais conjuntos sdo linearmente independentes.
a) {(1,-1,2),(1,1,0),(1,-1,1)}.
b) {(1,-1,1),(-1,2,1),(—1,2,2)}.
¢) {(1,0,1),(0,0,1),(2,0,5)}.

Ex. 11.6 Escreva w = (1,1) como combinacio linear de u = (2,—-1) ev =
(17 _1)‘

Ex. 11.7 Sejam u = (2,1) e v = (1, 3). Mostre que todo vetor (c1, ¢2) é combi-
nacio linear de u, v e encontre os coeficientes.

Ex. 11.8 Considere a base

w=(1,1,1), w©v=(0,1,1), w=(1,1,0).
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a) Determine as coordenadas de z = (a, b, ¢) nessa base.
b) Verifique diretamente que o vetor nulo tem coordenadas (0, 0, 0).

¢) Determine as coordenadas de (1,2, 3).

Ex. 11.9 Prove que dois vetores ndo nulos u = (a1, ag,as) e v = (b1, b, b3) sdo
LD se e somente se existe A tal que u = Av. Use o critério para classificar:

a) (1,2,3)e(4,5,6);
b) (1,0,3) e (—2,0,—6);
¢) (1,2,5) e (1/2,1,5/4).

Ex. 11.10 Mostre que dois vetores nio nulos de R? sio LI se e somente se pelo
menos um dos menores

a1by — azby, asbs — agbo, a1bs — azby

é nao nulo.

Ex. 11.11 Determine m,n para que os pares sejam linearmente dependentes.
a) (I,m,n+1)e(m,n,2).
b) (1I,m—1,m)e (m,n,4).

Ex. 11.12 Para
u=(m,—1,m?*+1), v=m>+1,m,0), w=(m,1,1),

mostre que os trés vetores formam uma base de R? para todo m € R.

Ex. 11.13 Seja (ey, e2, e3) uma base. Determine condicdes sobre a, b para que
os trés vetores indicados sejam LL

a) u=-e; —ey,v=e]+ e+ e3 w=ae; + bey + es.

b) u=-e; —ey+e3v=e;+es+3es, w=ae; +bey + (b* + 2a)es.
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Ex. 11.14 Num tetraedro ABC'D, use o sistema de coordenadas com origem A
e base (z@ , z@ , zﬁ) Determine as coordenadas dos pontos médios de AB, C'D,
BD e BC.

Ex. 11.15 Dados A = (-3,2), B = (3,5) e C = (0, 3), determine:
a) d(A,B)ed(B,C);
b) B_jél zﬁ € sua soma;
c) o ponto médio de AC

d) os pontos da reta AB cuja distancia a A é trés vezes a distancia a B.

Ex. 11.16 Dados A = (4,8,11), B = (—3,1,4) e C = (2,3, —3), determine
os comprimentos dos lados, os pontos médios, os vetores dos lados, os dngulos
internos, a area e todos os pontos D que completam um paralelogramo usando
A, B, C como trés vértices.

Ex. 11.17 Determine o ponto do eixo x equidistante de A = (1,—-3) e B =
(37 _1)'

Ex. 11.18 O triangulo com A = (—a,0), B = (a,0) e C = (0,y) é equilatero,
com a # (. Determine y.

Ex. 11.19 Trés vértices de um retangulo sdo (2, —1), (7, —1) e (7, 3). Determine
o quarto vértice e a area.

Ex. 11.20 Determine os angulos do triangulo de vértices (2, —1), (7,—1) e (7,3)
e do tridngulo de vértices (4,7,11), (—3,1,4) e (2,3, —3).

Ex. 11.21 Parawu = (2,1,—1) e v = (1,—1,2), encontre um vetor ndo nulo
ortogonal a ambos.

Ex. 11.22 Parau = (2,—1,2) e v = (1,2, —2), encontre uma combinag¢io néo
nula w = au + bv que seja ortogonal a v.
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Ex. 11.23 Verifique que os vetores
(7,-3,6), (3,3,-2), (6,—16,—15)

sdo dois a dois ortogonais.

Ex. 11.24 Determine os angulos e a 4rea do tridngulo de vértices (3, 1), (5, —2)
e (6,3).

Ex. 11.25 Sea+ b+ c = 0, com |la| = 3,
angulo entre a e b.

b|| = 5e|lc|]| = 7, determine o

Ex. 11.26 Prove a identidade de polarizacido

1
vow = 1 (Hv+w||2 — ||'v—'w||2).

Ex. 11.27 Mostre que, se as diagonais de um paralelogramo sdo perpendiculares,
entdo ele é um losango.

Ex. 11.28 Decomponha u = (—1,—3,2) como u = v] + v, com v; paralelo a
(0,1, 3) e v ortogonal a esse vetor.

Ex. 11.29 Se AB é um didmetro de uma circunferéncia e C' é outro ponto da

circunferéncia, prove que CA L CB.

Ex. 11.30 Para u # 0, prove as propriedades da projec¢éo ortogonal:
a) Proj,(A\v) = AProj, v;
b) Proj,(v+ w) = Proj, v + Proj, w;
¢) Proj,(Proj,v) = Proj, v;

d) v-Proj,w = Proj, v - w.
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Ex. 11.31 Calcule o cosseno do menor dngulo entre duas diagonais espaciais
distintas de um cubo.

Ex. 11.32 Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz
Ju - w] < ulfflvl,

e caracterize a igualdade.

Ex. 11.33 Prove a desigualdade triangular

[+ of| < ]| + [|vfl-

Ex. 11.34 Mostre que
lu+ vl = [lu = ]|

se e somente se u - v = 0.

Ex. 11.35 Prove que, se u - v = 0 para todo vetor v, entdo u = 0.

Ex. 11.36 Num tridngulo retangulo, prove que a altura relativa a hipotenusa é a
média geométrica das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.

Ex. 11.37 Decida se é verdadeira a afirmacéo: “o 4ngulo entre Proj,, u e Proj,, v
é igual ao angulo entre u e v”. Em caso negativo, determine o que se pode afirmar
quando as duas proje¢des sdo nio nulas.

Ex. 11.38 Calcule os produtos vetoriais:
a) (7,-3,6) x (5,—15,—-13);
b) (6,—16,—15) x (3,3,—2);
¢ (3,3,0) x (5,4,0).

Ex. 11.39 Seu = (3,4,1),v = (2,3,2) e w = (4,2,3), calcule 2u + 3v — Tw,
os trés produtos escalares, u X v, v X uew - (v X u).
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Ex. 11.40 Parau = (1,2,—1) e v = (2,1,0), expresse a = (2,2,3) na base
(u,v,u X v).

Ex. 11.41 Dado b = (1,2, 1), determine um vetor a ortogonal ao eixo z tal que

axb=(1,-1,1).

Ex. 11.42 Determine v = (z,y, 2) tal que
vx(1,2,-1)=(1,1,3), v-(3,1,1)=3.

Ex. 11.43 Os pontos P = (1,1,2), Q = (1,2,0) e R = (3,1,2) sdo pontos
médios dos lados de um triangulo ABC'. Calcule a area de ABC.

Ex. 1144 Proveu xv=—-vXxXueuX (v+w)=uxXv+uxw.

Ex. 11.45 Prove que
u-(uxv)=v-(uxv)=0

de duas maneiras: por calculo direto e geometricamente.

Ex. 11.46 Mostre que u e v sdo paralelos se e somente se u X v = 0.

Ex. 11.47 Prove que o produto misto é o determinante

up  uz U3
u-(vxw)=det | v1 vy w3
wy w2 w3

e deduza sua invaridncia por permutagdes ciclicas.

Ex. 11.48 Usando produto vetorial, prove a lei dos senos para um triangulo de
lados a, b, c opostos aos angulos «, 3, 7:

a b c

sena  senf3 senvy
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—
Ex. 1149 Sea=0A b= O? ec= O?, prove que a area do tridngulo ABC é

1
§Ha><b+b><c+c><aH.

Ex. 11.50 Mostre que (—5,0), (0,2) e (0, —2) formam um tridngulo isosceles e
calcule sua area.

Ex. 11.51 Sejam A = (a,0) e B = (0,a), a # 0. Determine x para que C' =
(x, z) complete um triangulo equilatero.

Ex. 11.52 Prove alei do paralelogramo

AB? + BC? + CD? + DA% = AC? + BD?.

Ex. 11.53 Se, em um tridngulo, as medianas que partem de A e B tém o mesmo
comprimento, prove que AC' = BC.

Ex. 11.54 Enuncie e prove a reciproca do teorema de Pitagoras usando produto
escalar.

Ex. 11.55 Prove que, se as diagonais de um paralelogramo tém o mesmo compri-
mento, entao ele é um retangulo.

Ex. 11.56 Se os lados de um tridngulo medem a, b, ¢, mostre que a soma dos
quadrados das trés medianas é

Z(GQ + 0%+ )|

Ex. 11.57 Determine os lugares geométricos no plano:
a) pontos duas unidades a esquerda do eixo y;

b) pontos a distancia 2 do eixo x;
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c) pontos cuja abscissa é o inverso da ordenada;

d) pontos equidistantes dos eixos coordenados.

Ex. 11.58 Determine a equagdo do lugar geométrico dos pontos do plano cuja
soma das distancias a (¢, 0) e (—¢,0) é 2a, coma > ¢ > 0.

Ex. 11.59 No espaco, determine o lugar geométrico dos pontos cuja soma das
distancias a (¢,0,0) e (—¢,0,0) é 2a,coma > ¢ > 0.

Ex. 11.60 No espaco, determine o lugar geométrico dos pontos para os quais a
diferenca absoluta das distancias a (¢, 0,0) e (—¢,0,0) é 2a, com ¢ > a > 0.

Ex. 11.61 Determine o lugar geométrico dos pontos do espago cuja distancia a
(1,0,0) é igual a distancia ao plano Y Z.



CAPITULO

4

Retas e Planos

Dando continuidade ao estudo de lugares geométricos e de suas equagdes, tratare-
mos agora de dois objetos fundamentais: retas e planos. Nosso objetivo sera pas-
sar, de maneira sistematica, de descri¢des geométricas para equagdes vetoriais,
paramétricas e cartesianas.

Ao longo de todo o capitulo fixaremos um sistema cartesiano de coordenadas

4.1. Equacgdes da Reta

Um dos postulados da geometria euclidiana afirma que por dois pontos distintos
passa uma Unica reta. Dados, portanto, dois pontos distintos A e B, queremos
determinar equagdes que descrevam a reta r que passa por eles.

102
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Para isso, observe que dado um ponto X em 7, o vetor ﬂ é paralelo ao vetor
E, e portanto existe um escalar ¢t € R tal que ﬁ = tﬁ . Assim, temos que

X = A+ AX — A+(AB,

e considerando A : (a,b,c) ev = ﬁ = v1t + v2J + v3k, vemos que um ponto
X : (z,y, z) pertence a reta r se e somente se AX = vt, ou ainda

r: X =A+vt. (4.1)

Expandindo obtemos

x a V1
y | =[0v |+]| w |t (4.2)
z c V3

ou de forma mais simplificada:

= a-+ vt
r:{y = b+t (4.3)
z = cHwst

A equagdo 4.1 é conhecida como equacio vetorial da reta r, e nestas condigdes
o ponto A é chamado ponto inicial e o vetor v é dito vetor diretor da reta r. As
equagdes em 4.3 sao chamadas as equacdes paramétricas da reta 7.

Se interpretarmos o pardmetro ¢ como tempo, podemos ler essa equagdo como a
trajetoria de um ponto que se move no espaco ao longo da reta r tendo o ponto A
como o ponto inicial e o vetor v como a velocidade, e assim para cada valor de ¢
obtemos um ponto no espaco.

Outra forma de representar a reta r pode ser obtida ao isolarmos o parametro
t nas equagdes paramétricas. Assim, se em 4.3 tivermos v # 0,v2 # 0 e v3 # 0,
podemos eliminar o pardmetro ¢ e obter

r—a y—b z-—c

U1 ] U3 ’

que constituem a forma simétrica das equagdes da reta r.

E importante observar que a equacdo de uma reta, em qualquer uma de suas
formas, néo é tnica. De fato, as equa¢des dependem fundamentalmente da escolha
do ponto inicial e do vetor diretor, gerando assim uma infinidade de equacdes para
representar uma mesma reta. Para entender esta afirmativa, consideremos uma reta
r : X = A+ vt. Escolhendo um ponto B em r, podemos trocar o ponto inicial
por B e assim representar 7 por 7 : X = B + vt. Do mesmo modo, trocando o
vetor diretor v por outro vetor nao nulo v/ paralelo, obtemos que X = A + v/t é
também uma equacéo vetorial para r (veja exercicio 2.1).
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Exemplo 4.1.
Encontre as equacdes da reta que passa pelos pontos A : (0,1,1) e B : (1, 3,0).

N

Solucao. Escolhendo v = ﬁ : (1,2, —1) como vetor diretor e A como ponto
inicial obtemos a equagio vetorial

r: X =A+vt
T 0 1
y | =111+ 2 t
z 1 —1

As equacOes paramétricas ficamentdox =t,y =1+2t, 2 =1 —1{.
As equagdes simétricas para essa reta sdo obtidas isolando o pardmetro ¢ nas
equagoes anteriores, ou seja,

y—1 z-1

Exemplo 4.2.
Dada a reta  de equagdes paramétricas r : X = (1,3,2) + (1,1, 2)t.

1. Encontre trés pontos pertencentes a essa reta.

2. Encontre um conjunto de equacdes vetoriais para essa reta na qual o ponto
inicial seja distinto.

3. Encontre um conjunto de equagdes vetoriais para essa reta na qual o vetor
diretor seja distinto

Solucao.

1. Claramente o ponto (1, 3,2) pertence a essa reta. Para obter outros pontos
desta reta basta escolhermos valores distintos para o pardmetro ¢. Assim, se
t = 1 temos que (1,3,2) 4+ (1,1,2) = (2,4,4) pertence a reta. Tomando
t = —2temos que (1,3,2) — 2(1,1,2) = (—1, 1, —2) pertence a reta.
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2. Substituindo o ponto inicial por outro ponto pertencente a reta obtemos
equagdes com as propriedades exigidas. Escolhendo, por exemplo, o ponto
(—1,1,—2) obtemos a equagdo vetorial

reX = (=1,1,-2) + (1,1,2)t.
3. Substituindo o vetor diretor por um de seus multiplos ndo nulos obtemos

equacdes com as propriedades exigidas. Se, por exemplo, multiplicarmos o

vetor diretor por 3 encontramos a equagio vetorial

11
VA X = (—1, 1, —2) + (5, 5, 1)t

Exemplo 4.3.
Verifique se os pontos A : (4,1,5) e B : (0,0,0) pertencem a retar : (1,1,2) +
(1,0, 1)t.

N

Solucao. Para que o ponto A pertenca a reta r é necessario que exista t € R tal
que:
(4,1,5) = (1,1,2) + (1,0, 1)t

Ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equagdes

4=1+1
1=1+0¢
5=2+41

tenha solucéo.
O sistema acima possui solucéo, t = 3, e logo o ponto A pertence a reta r.
De modo anéalogo, para que o ponto B pertenca a reta r é necessario que exista
t € R tal que
(0,0,0) = (1,1,2) + (1,0, 1)¢,

ou seja, deve existir ¢ tal que o sistema de equagdes

0=1+1¢
0=1+0¢
0=2+1

tenha solucéo.
Como sistema acima ndo possui solu¢do, o ponto B nio pertence a reta r.
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Exemplo 4.4.
Identifique o lugar geométrico dado pelas equacdes
2—-3xz 2y—2 5z-1
T3 2

N

Solucao. Dividindo os numeradores e os denominadores de cada fracdo pelo coefi-
ciente das variaveis, obtemos

2 1
Tt _y-1_*"5
7 3 2
3 2 5
Estas sao as equacdes na forma simétrica de uma reta. E portanto o lugar
geométrico é uma reta passando pelo ponto (g, 1, g) com vetor diretor (—g, %, %)
<

Exemplo 4.5.
Verifique se as retas 7 : X = (1,1,1) +(1,0,1)tes: X = (0,4,3) + (—1,1,0)¢
se interceptam.

<

Solucao. Para que um ponto P pertenca simultaneamente as retas r e s, devem
existir nimeros reais ¢ e to tais que

P=(1,1,1)+(1,0,1)t; e P =(0,4,3)+ (—1,1,0)t,.
De onde encontramos que
(1,1,1) + (1,0, 1)t; = (0,4,3) 4 (—1,1,0)ts

Resolvendo o sistema acima encontramos t; = 2,t3 = —3. Como o sistema possui
solugdo, concluimos que as retas r e s se interceptam.
Para determinar o ponto de intersecc¢do substituimos ¢t — ¢ na equacdo P =
(1,1,1) + (1,0, 1)t; e obtemos
P:(3,1,3).
E importante observar que para determinarmos se as retas interceptam, usamos
parametros distintos para cada reta. Isso é fundamental, pois o ponto P apesar de

pertencer a ambas as retas, é descrito em cada conjunto de equagdes por um valor
distinto de .
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4.1.1. Equacdes da reta no plano

No caso bidimensional, as equagdes que descrevem
as linhas retas podem ser descritas de modo mais simpli-
ficade?Comecamos observando que, de modo analogo
caso tridimensional, escolhidos um ponto inicial A

e um vetor diretor v, esta reta pode ser descrita veto-
rialmente como:

r: X =A+wvt (4.4)
Nesse ¢aso a expressido em coordenadas fica:
T a U1
= t 4.5
(3)=()+(n)e e

Se vy, v2 # 0 podemos escrever a forma simétrica das equacdes da reta no plano

r—a y-—2>b

U1 U2 7

ou ainda, Y
b= 2(r—a).
Y o (z —a)

, v2 . . .
O numero real m = — é denominado coeficiente angular da reta r, e admite
U1
uma interpretacdo geométrica muito simples: o coeficiente angular é a tangente do

angulo entre a reta e o eixo x. Com essa defini¢éo é facil ver que, para as retas ndo
paralelas ao eixo y, podemos escolher o vetor diretor como ¢ + mj, e assim obter
equacio afim ou reduzida da reta bidimensional

Yy =mx+n,

onde n = b — ma.
As retas paralelas aos eixos coordenados (v; = 0 ou vy = 0) sdo especiais. Para
as retas paralelas ao eixo ¥, ou seja, retas com vetor diretor j, o coeficiente angular

~ , Sy s V2 ~ .
nio esta definido ja que m = —. Para obter uma equacio para este tipo de reta,
Gt
basta observar que todos os pontos possuem a primeira coordenada (coordenada )

igual. Ou seja, se a reta passa pelo ponto A : (a, b) entdo todo ponto (z,y) em r é
do tipo (a, y), e portanto sua equagéo sera dada por x = a.

Do mesmo modo, se a reta é paralela ao eixo z e passa por um ponto A : (a, b),
entdo sua equacéo é dada por y = b.
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v2j

V1t

0

Observacao 4.6

E facil ver que a equagéo de toda reta no plano pode ser escrita na forma:
axr +by+c=0,

com a, b, c constantes reais. Tal forma é conhecida como forma candnica
ou equacio cartesiana da reta no plano.

A equacdo na forma candnica é unica a menos de um fator multiplicativo
nédo nulo: se (a,b) # (0,0) e (as,b/) # (0,0), entdo ax + by + ¢ = 0
e a/r + bly + ¢/ = 0 representam a mesma reta se e somente se existe
A€R\ {0} tal quea = Aat, b= b/ e c = Acl.

Exemplo 4.7.

Encontre a equagdo da reta que passa pelo ponto (1, 1) e que faz dngulo de 60° com
0 €eixo @.

<

Solugio. O coeficiente angular da reta é m = tg60° = /3. Usando a forma
ponto—inclinacéo,

y—1=V3x-1).

Equivalentemente, uma equagao cartesiana é

\/gx—y—i-l—\/g:O.
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x = constante

Yy = constante

Figura 4.1.: Retas paralelas aos eixos coordenados

Exemplo 4.8.

Seja r a reta que passa pelos pontos (x1,y1) e (z2,y2). Mostre que o coeficiente

angular da reta r é:
A= 27U
T2 — I

Solucdo. O vetor diretor dessa reta é:

(22 —21)t+ (Y2 — y1)J

Y2 — Y1

E consequentemente m = .
T2 — T1
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Exemplo 4.9.

Mostre que a equacéo da reta passando pelos pontos A = (z1,41), B = (x2,¥2),
pode ser escrita como:

r y 1
1 y1 1 |=0
T2 y2 1

<

Solucao. Seja P : (z,y) um ponto qualquer. O ponto P pertence a reta determi-
nada pelos pontos A e B se e somente se A, B, P forem colineares, e o resultado
segue do critério da proposi¢éo 3.37.

4.2. Equacoes do Plano

Trés pontos nio colineares Py, P, P> determinam um tnico plano 7. Fixemos
e e N .
u = PyP) e v = PyP>. Como esses vetores sdo linearmente independentes, eles
geram todas as dire¢des paralelas ao plano.
Tome agora um ponto P qualquer deste

P : plano, e observe que o vetor Fo? é par-

u ! alelo ao plano 7, e portanto coplanar aos
Z vetores u e v. Como os pontos Fy, P e P»
Po v P sa0 nio colineares, concluimos que o0s ve-

tores u e v sdo linearmente independentes,
e assim, pelo Teorema da Base, podemos escrever o vetor Py ?’ como combinacio
linear de w e v, isto é, existem escalares s,t € R tais que

Py ﬁ = us + vt,
e portanto
P =Py + us + vt. (4.6)
Assim como no caso das retas, a equacéo (4.6) é chamada de equacao vetorial
do plano.
Escrevendo P : (x,y,z2), Py : (z0,Y0,20), w : (ui,u2,u3) e v : (v1,v2,v3)
obtemos
T =x9+ urs + vit
Y = Yo + uzs + vat

2 = zo + uszs + vst,
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encontrando assim equacdes paramétricas do plano. Vale comentar que, as-
sim como no caso das retas, as equagdes apresentadas acima ndo sio unicas pois
dependem do ponto e dos vetores considerados.

Exemplo 4.10.

Encontre as equagdes vetorial e paramétricas do plano 7 determinado pelos pontos
Py:(1,0,1), P :(—1,2,3) e Py:(3,1,0).
<

— —
Solugao. Definindo u = PyP; : (—=2,2,2) e v = Py : (2,1, —1), a equagdo
vetorial de 7 fica

P =(1,0,1)+ (-2,2,2)s + (2,1, —1)t.

A forma paramétrica é encontrada ao olharmos coordenada por coordenada, ou

seja,
r=1-2s+4+2t
y=2s+t
z=1+4+2s—1t.

Na sec¢ao anterior vimos como encon-

trar a equacdo de um plano a partir das |
coordenadas de trés pontos néo colineares n i
neste plano. Mas a geometria euclidiana

, P
nos da uma outra forma de encontrarmos L

a equacdo de um plano. Para isso vamos

primeiro lembrar que, dada uma reta e um
ponto P; podemos encontrar um unico plano 7 que contenha o ponto P; e que
seja ortogonal a reta dada. Observe que, neste resultado, a reta serve apenas para
determinar uma dire¢éo. Isso nos permite portanto substituir esta reta por um vetor
paralelo a ela. Neste sentido, dado um plano 7, dizemos que um vetor  nio nulo é
normal a 7 se m é ortogonal a todos os vetores paralelos a 7. E fundamental notar
que todo plano possui uma infinidade de vetores normais (veja o exercicio 2.2).
Sejam dois pontos P; = (z1,¥1,21) e P = (z,y, z) no plano 7. Como o vetor
Py P é perpendicular an : (a, b, ¢), seu produto escalar com n é zero:

alx —x1) + by —y1) + c(z — z1) = 0.



4. Retas e Planos 112

Definindo d = axy + by + cz1, encontramos que ax + by + cz = d para qualquer
ponto P : (z,y, z) pertencente ao plano. Em resumo, determinamos que se um
ponto P = (z,y, z) pertence ao plano 7, entdo suas coordenadas satisfazem ax +
by + cz =d.

Reciprocamente, se as coordenadas do ponto P = (x,y, z) satisfazem a relagao
ar + by + ¢z = d tomando P, = (z1,¥1, 21) teremos, pela definicdo de d, que
d = ax1 + by; + cz; e subtraindo obtemos que

alx —x1) +b(y —wy1) +c(z—2z1) =0.

Ou seja o vetor Iﬁ é ortogonal ao vetor n e consequentemente paralelo a 7.

Observe que, para que o plano fique bem determinado, o vetor n : (a, b, ¢) deve
ser nio nulo, ou seja, é necessario que a® + b? + ¢ # 0.

A equagdo ax + by + cz = d é chamada de equacao geral do plano. Recipro-
camente, toda equacio desse tipo com (a, b, ¢) # (0, 0,0) descreve um plano cujo
vetor normal pode ser tomado como n = (a, b, ¢).

Assim, dispomos de duas descricdes complementares de um plano: um ponto
acompanhado de duas dire¢oes linearmente independentes, ou um ponto acompan-
hado de uma dire¢do normal nao nula.

Exercicios

Ex. 2.1 Se v e v’ sdo vetores nio nulos paralelos, com v = v’ e A # 0, prove
que
r: X=A+tv e s: X =A+u

descrevem a mesma reta.

Ex. 2.2 Mostre que se n é normal a um plano 7, entdo An também é normal a
para todo A # 0. Conclua que todo plano possui infinitos vetores normais.

Ex. 2.3 Determine equacdes paramétricas e, quando possivel, simétricas das retas
indicadas.

a) Passandopor A = (1,4,—-2)e B = (0,1,1).
b) Passando por A = (1,0,—2)e B=(3,1,1).
c) Os trés eixos coordenados.

d) Paralela ao eixo z por (1,2, 1).

e) Paralela ao eixo x por (1,2, 1).
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1-2¢ y 2241
f) Paralel =Z = 2.1.0).
) Paralela a 3 1 1 por (2,1,0)

g) Paralelaax =1—3t,y=>5t, 2= —1—tpor(2,1,0).

Ex. 2.4 Desenhe a reta que passa por (—1,3) e (3,0), determine sua equacio
cartesiana e os pontos onde intercepta os eixos.

Ex. 2.5 Determine equacdes paramétricas e cartesianas das retas do plano.
a) Por A= (3,5)e B=(-2,3).
b) Por A= (0,1)e B=(1,0).

Ex. 2.6 Determine equagdes paramétricas e uma descri¢do sem parametro das
retas espaciais

a) A=(3,51),B=(-232).
b) A= (0, 1,0),3 = (1, )
¢ A=(0,1,1), B = (0,0,0).
d) A=(3,2,1),B=(6,1,4).

Ex. 2.7 Um ponto parte de (3, —1, —5) e move-se retilinea e uniformemente na
direcdo de (—2, 6, 3) com velocidade escalar 14. Escreva sua posi¢do em fungéo do
tempo, tomando ¢ = 0 no ponto inicial.

Ex. 2.8 Um ponto em movimento retilineo uniforme ocupa A = (—7,12,5) no
instante t = 1 e B = (9, —4, —3) no instante ¢t = 4. Determine sua equacio de
movimento.

Ex. 2.9 Duas particulas partem de A = (—5,4,—5) e B = (—5,16,—6). A
primeira move-se na dire¢do (3, —6, 3) com velocidade escalar 14; a segunda, com
velocidade escalar 13, move-se na dire¢do oposta a (—4, 12, —3). Determine as
equacdes de movimento e decida se as particulas podem se encontrar.

Ex. 210 Dados A = (1,2,3) e B = (4,5,6), determine a reta AB e os pontos
onde ela corta os planos XY, XZ e Y Z.
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Ex. 2.11 Oslados de um tridngulo estdo contidos nas retas
=2z 41, Yy =3 —2, y=1—=2x.
Determine seus vértices.

Ex. 2.12 Dado O = (0,0) e A = (1, 2), determine os dois pontos B para os quais
OAB é equilatero.

Ex. 2.13 Para o tridngulo de vértices A = (a,0), B = (b,0) e C = (0, ¢), escreva
equagdes paramétricas das trés medianas.

Ex. 2.14 Ospontos A = (2,5) e B = (14, 1) sdo simétricos em relagdo a uma
reta. Determine uma equacio cartesiana e uma paramétrica dessa reta.

Ex. 2.15 Determine o baricentro do triangulo ABC'
a) A=(1,5),B=(3,2),C=(2,4).
b) A= (z1,11), B = (22,42), C = (23,y3).

Ex. 2.16 Prove que o ponto situado a 2/3 do caminho de cada vértice ao ponto
médio do lado oposto é o mesmo para as trés medianas.

Ex. 2.17 Determine o ponto de intersecio das retas

3r—4y =1, 4o + 6y = 14.

Ex. 2.18 Para cada lugar geométrico, identifique se é uma reta ou uma unido de
retas. Quando for uma reta nao vertical, determine sua inclinagéo e a intersecao
com o eixo y.

a) 3x —4y =6.
b) 2z + 3y =6.
c) Ty+9=0.

d) z/a+y/b=1,comab# 0.
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e) y=mx—+b.
f) bz +ay =0, com (a,b) # (0,0).
g) 4x?=0.

h) zy(2z — 3y +4) =0.
i) xcosa+ysena = h.
j) x=34+2t,y=—-1-3t.

Ex. 2.19 Determine areta que passa por (—5, 7) e é perpendicular a 4x —5y = 10.

Ex. 2.20 Pelo ponto (—2,3), determine uma reta paralela e outra perpendicular
adrz+2y+5=0.

Ex. 2.21 Determine a reta que passa por (a, 0) e é perpendiculara x/a+y/b = 1,
supondo ab # 0.

Ex. 2.22 No tridngulo de vértices A = (a,0), B = (b,0) e C = (0,¢),coma # b
ec#0:

a) determine as trés alturas e o ortocentro;

b) determine as trés medianas e o baricentro.

Ex. 2.23 Encontre as duas retas de inclinagio 2/3 que, juntamente com os eixos

coordenados, delimitam um tridngulo de area 4/3.

Ex. 2.24 Mostre que, para quaisquer s, ¢ ndo simultaneamente nulos, as retas
(2s + 3t)x + (3s — 2t)y = bs + 4t

passam por um ponto fixo. Determine esse ponto e mostre que toda reta por ele

pertence a essa familia.

Ex. 2.25 Determine a, b para que

r=at+1, y=>0bt+5
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seja uma parametrizacio da reta y = 2x + 3.

Ex. 2.26 Identifique a reta
20 —1 =4y +8 =32z —5.

Determine um vetor diretor e trés pontos nela.

Ex. 2.27 Identifique a reta definida por
2z =3, 4y = 5.

Ex. 2.28 A reta é dada como intersecio dos planos
3x — 2y + 5z =6, 20 +y— 32 =0.

Escreva uma parametrizacao.

Ex. 2.29 Determine a reta que passa pela origem e é perpendicular ao plano
determinado pelos pontos

(3,4,2), (—1,5,3), (2,1,4).

Ex. 2.30 Sejam P = (1,0,1) e @ = (0,1, 1). Em cada caso, determine se existe
C nareta P() tal que a area do tridangulo ABC seja 1/2; quando existir, encontre
todos os pontos.

a) A= (121)B:(123)

b)A (1,3,2), B = (2,2,2).
(302)32(, 2).
= (3,-2,1), B = (0,0, 1).

Ex. 2.31 Uma reta intercepta os eixos nos pontos (a,0) e (0,b), com ab # 0.
Mostre que sua equagio pode ser escrita como

oy
a+b_
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Ex. 2.32 Considere aretar : ax + by + ¢ = 0, com (a,b) # (0,0).
a) Mostre que (a, b) é normal a todo vetor diretor de 7.

b) Suponha que (a, b) seja unitario e escreva (a, b) = (cos o, sen o). Interprete
geometricamente a equacao

rcosa+ ysena = h.



CAPITULO

5

Posicoes Relativas

Neste capitulo estudaremos como retas e planos podem se posicionar uns em
relacdo aos outros. Em cada caso, queremos decidir algebricamente se os objetos
sdo coincidentes, paralelos, concorrentes ou, no espago, reversos.

5.1. Posicoes Relativas entre Retas

5.1.1. Posicoes Relativas entre Retas no Plano

Comecaremos com o estudo da posicéo relativa de duas retas no plano. Lembre-
mos primeiro que duas retas em um mesmo plano podem ser:

» coincidentes, i.e., sio a mesma reta;
« paralelas;
« concorrentes, ou seja, se interceptam em um Unico ponto.

Tomemos entdo duas retas dadas em forma vetorial como r : A+vtes: B+ ut.

Como a direcdo de uma reta é dada pelo seu vetor direcional, temos que as retas
r e s sdo paralelas se seus vetores diretores v e u sdo paralelos, ou seja, se um é
multiplo do outro.

Duas retas coincidentes r e s sdo coincidentes se possuem o mesmo lugar ge-
ométrico, isto é, 0 mesmos pontos. Assim, um primeiro requisito para coincidéncia
é, claramente, paralelismo. Uma vez estabelecido o paralelismo basta agora que

118
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localizemos um ponto comum as duas retas. Podemos, por exemplo, verificar se o
ponto inicial de r (ponto A) pertence a reta s. Caso as retas nao possuam pontos
em comum, entdo elas serdo paralelas ndo coincidentes.
Como as retas estao em um mesmo plano, uma vez que nio sejam paralelas e ou
coincidentes elas claramente s6 podem possuir um ponto em comum.
Resumindo,

Proposicao 5.1

Duas retas em um mesmo plano sdo:

o Paralelas se e somente se seus vetores diretores sdo miltiplos um do outro.
Neste caso elas podem ser:

— Coincidentes: se o lugar geométrico de r e de s sdo o mesmo. Neste
casos as retas sao paralelas e passam pelo mesmo ponto. Para veri-
ficar se suas retas paralelas sdo coincidentes é suficiente verificar
se elas possuem um ponto em comum. Por exemplo se o ponto B
pertence a retar.

— Paralelas nao coincidentes, se ndo possuem pontos em comum.

« Concorrentes, ou seja, se interceptam em um unico ponto. Neste caso os
vetores diretores ndo sdo paralelos.

S

retas paralelas retas concorrentes

Exemplo 5.2.
Determine a posicdo relativa entre as retas:
3 1
1. r: (1,2) + (3, —1)t es: (4, 1) + (5, —5)'[;
1

2.r:(1,2)+ (3,—1)tes:(2,2)+ (1, —g)t
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3.r:(1,2)+ (3, —1)tes:(2,2)+(0,1)t

Solucao.

1. Os vetores diretores sdo paralelos, pois

(3-3)- 4o

Além disso, (4,1) = (1,2) + (3, —1) pertence a r. Portanto as retas sdo
coincidentes.

2. Os vetores diretores sdo paralelos, pois

(1,—;> = %(3,—1).

Entretanto (2, 2) ndo pertence a 7: a primeira coordenada exigiria t = 1/3,
que produziria y = 5/3. Logo as retas sdo paralelas distintas.

3. Os vetores diretores (3, —1) e (0, 1) ndo sdo paralelos. Portanto as retas séo
concorrentes.
4

No plano, também é conveniente comparar retas dadas por equacdes cartesianas.
Considere
r:axr—+by+c=0, s:dz+by+d =0,

com (a,b) # (0,0) e (a’,0) # (0,0). Os vetores (a,b) e (a’,b’) sdo normais as
retas.

Teorema 5.3

Com a notagdo acima:
1. r e s sdo coincidentes se e somente se existe A\ # 0 tal que

(a', V', ) = Na,b,c).

2. r e s sao paralelas distintas se e somente se (a’,b') = \(a, b) para algum
A # 0, masd # e

3. r es sdo concorrentes se e somente se (a, b) e (a',b') nao sao proporcionais.
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Figura 5.1.: Retas reversas no espaco.

5.1.2. Posicoes Relativas entre Retas no Espaco

Passemos agora para a analise do caso espacial. Quando consideramos duas retas
no espaco elas podem estar ou ndo num mesmo plano. Caso elas estejam num um
mesmo plano serdo ditas retas coplanares, e podemos para essas retas aplicar a
analise de posicdo relativa que fizemos na secdo anterior. Ressaltamos que se duas
retas sdo paralelas elas sdo necessariamente coplanares. Por outro lado, retas néo
coplanares recebem o nome de reversas. Em resumo, duas retas no espaco podem
ser

+ Reversas, se as duas retas ndo estiverem contidas num mesmo plano.

« Coplanares, se as duas retas estiverem contidas num mesmo plano. Neste
caso, valem as classificacOes vistas até agora, e as retas podem ser:

— Coincidentes;
— Paralelas;

— Concorrentes.

Precisamos entdo encontrar um critério para determinar se duas retas sdo ou nao
coplanares. Para tanto, considere duas retasr : A +vtes: B + us,com A # B.
Se r e s forem coplanares, entdo necessariamente o vetor AB deve ser coplanar
aos vetores u e v, ou seja, os vetores fﬁ, u e v sdo linearmente dependentes. Do
mesmo modo, se ﬁ ,u e v forem coplanares entdo a reta s esta contida no mesmo
plano determinado pela reta 7 e pelo ponto B. Isso nos da o seguinte resultado.
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Teorema 5.4

Duasretasr ; X = A+tves: X = B+ uw sao coplanares se e somente se
os vetores AB, v, w sdo linearmente dependentes. Equivalentemente,

(vxw)-zﬁzo.

Se esse produto misto é ndo nulo, as retas sdo reversas.

ez

coplanares reversas (ndo coplanares)

Exemplo 5.5.

Determine a posicdo relativa entre as seguintes retas:

a) r:(1,2,0) +t(2,2,2) es: (1,3,3) +£(2,2,3)
b) 7 (1,0,0) +£(2,2,2) e s : (2,3,0) + (1, ~1,2)
¢) r:(1,0,0)+¢(1,1,1)es:(2,3,0) +¢(1,1,1)
d) r:(1,0,0)+#(1,1,1) e s: (2,1,1) +#(1,1,1)
q
Solucio.

a) Para determinar se 7 e s sdo coplanares precisamos estudar a dependéncia
linear dos vetores (2,2, 2), (2,2,3) e (0,1,3) = (1,3,3) — (1,2,0). Como o
determinante formado pelas coordenadas destes vetores vale

:_27&07

O NN

2
2
1

W W N

concluimos que as retas ndo sdo coplanares, sendo portanto reversas.
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b) Como o determinante formado pelas coordenadas dos vetores (2,2,2),
(1,—-1,2) e (1,3,0)

2 2 2
1 -1 2|=0
1 3 0

as retas sdo coplanares. Como os vetores diretores nao sao multiplos, as retas
sdo concorrentes.

c) As retas acima possuem o mesmo vetor diretor, de onde concluimos que sdo
coplanares e paralelas. Como o ponto (1,0, 0) ndo pertence a s, as retas sdo
paralelas e nédo coincidentes.

d) Assim como no item anterior, as retas sdo coplanares e paralelas. Como o
ponto (1,0, 0) pertence a reta s (basta fazer t = —1 na equacéo de s) obtemos
que 7 e s sdo de fato coincidentes.

5.2. Posicoes Relativas entre Retas e Planos

Sejam r : X = P + tv uma reta e m um plano de vetor normal n. H4 trés
possibilidades: r pode estar contida em 7, ser paralela e disjunta de 7, ou intersectar
7 em um Unico ponto.

A quantidade decisiva é o produto escalar v - n.

« Se v -n # 0, areta é transversal ao plano e existe exatamente um ponto de
intersecao.

« Sev-n = 0, adiregdo da reta é paralela ao plano. Nesse caso, se P € 7, toda
a reta esta contida em 7; se P ¢ T, reta e plano sdo paralelos e disjuntos.

Em coordenadas, se
miar+by+cz=d

r:(z,y,2) = (zo,Y0, 20) + t(v1, v2,v3),

entao
n = (a,b,c), v-n = avy + bvg + cus.
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Proposicao 5.6

Avretar : X = P+ tv é transversal ao plano 7 se e somente se
v-n #0.

Sev -n = 0, basta testar se P € 7 para distinguir entre reta contida e reta
paralela disjunta.

Exemplo 5.7.

Determine a posicéo relativa entre o plano
m: X =(1,2,1) 4+ (1,—1,1)t; + (0,1, 2)ts

e areta
r: X =(1,3,4)+(1,1,1)s.

Solucdo. Um vetor normal ao plano é
n=(1,-1,1) x(0,1,2) = (-3,-2,1).

Como
n-(1,1,1) = -4 #0,

a reta é transversal ao plano.
Para determinar o ponto de intersecéo, resolvemos

(17 27 1) + tl(lv _17 1) + t2(07 17 2) = (17 374) + 8(17 1> 1)

O sistema fornece

Logo
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5.3. Posicoes Relativas entre Planos
Considere
m e+ by +ciz=d, o @ asx + boy + coz = da,
com vetores normais

ny = (al,bl,cl), nyg = (CLQ,bQ,Cg).

Proposicao 5.8

« T ey $Ao transversais se e somente se v e Ny hdo sao paralelos.

« Sdo coincidentes se e somente se existe A # 0 tal que

(ag,ba, c2,d2) = X a1, b1, c1,dr).

o Sdo paralelos distintos se e somente se
(a2, b2, c2) = A(ar, b1, c1)

para algum X # 0, mas da # Ad.

Se os planos sdo transversais e P € w1 N 7, entdo
r: X =P+t(n; X ng)
é uma equacao vetorial da reta de intersecio.
Exemplos 5.9.

« Osplanos 71 : 22 4+ 3y + 42 = S e mo : 6 + 2y + 22 = 3 sdo transversais. E
assim a sua intersecdo, ou seja, o sistema

20 +3y+42=5
6x+2y+22=3

determina uma reta.

« Osplanos 7y : 2z + 3y + 42 = 5 e my : 4o + 6y + 82 = 2 sdo paralelos
distintos. Portanto o sistema

20 4+ 3y + 4z =5,
4o+ 6y + 8z =2
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nao possui solucdo.

« Osplanos 71 : 2z 4+ 3y + 4z = 5 e my : 4z + 6y + 8z = 10 sdo coincidentes.
E assim a sua intersecdo é o plano m; = . Ou seja, o sistema

20+ 3y +4z=5
dx 4+ 6y + 8z = 10

tem como solucdo um plano.

N
Exemplo 5.10.
A reta r é dada como intersecdo de dois planos
{x+y+2z—0 (5.1)
r—z=1
Escreva as equacdes paramétricas para essa reta.
<
Solucao. Tomemos z = ¢. Da equagdo x — z = 1 obtemos
r=1+1.
Substituindo em x + y + 2z = 0,
1+t+y+2t=0,
e portanto
y=—1-3t
Logo
r=1+t,
y=—1-3t,
z=1.
Equivalentemente,
r: X =(1,-1,0) +t(1,-3,1).
Como verificacdo, para z = 0 obtemos (1,—1,0) e, para z = —1, obtemos

(0,2,—1). O vetor entre esses pontos é (—1,3, —1), multiplo de (1, -3, 1).
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Exercicios
Ex. 3.1 Considere a reta do plano
r: x=at—+Db, y==kt+d,

e areta
s:  ax+ By=r, (o, B) # (0,0).

a) Determine quando r e s se interceptam em um tnico ponto.

b) Discuta também os casos em que r esta contida em s ou é paralela distinta
de s.

Ex. 3.2 Verifique a posic¢do relativa das retas r e s e, quando forem concorrentes,
determine o ponto de intersecéo.

a) r: X =(1,1,0)+ A(1,2,3)es: X =(2,3,3) + u(3,2,1).

b) r: X =(1,0,1)+X2,1,3)es: X =(—1,—-1,-2) + u(4,2,6).
) i X = (2,4,11) + A(—4,5,0) e 5: X = (0,1,0) + u(2, —2,1).
d) r: X =(2,-2,00+A(3,4,1)es: X =(0,0,3) + u(4,2,2).

Ex. 3.3 A altura e a mediana relativas ao vértice B de um triangulo ABC estao
contidas, respectivamente, nas retas

r: X =(-6,0,3) + A(3,2,0), s: X =(0,0,3) + u(3,-2,0).

Sabendo que C' = (4, —1, 3), determine A e B.

Ex. 3.4 Suponha (m,n) # (m/,n’). Mostre que as retas

T =mz+a, r=mz+d,
r 5
y:nz—i—b, y:n/z+b/

se interceptam se e somente se

(a—a)(n—n")=(b-b)(m-—m).

Ex. 3.5 Estude a posicdo relativa das retas r e s.
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C(1,4,4) 4+ (1,2,3)t e s : (2,5,1) + (2,4, 6)u.
C(1,4,4) + (1,2,3)te s : (2,5,1) + (1,4, 1)u.

x+1 y z4+1
: == X =wu(1,2,0).

d r: X =(819) +1t2,—-1,3)es: X =(3,-4,4) +u(1,-2,2).

= 03

e}
N
=

) r—1 y—5 z+2 z—1
e T = = es:r=—y= .
3 3 5 Y=
W—4 -1
f) riz+3= y4 :Z3 es: X =(0,2,2) +u(l,1,-1).

Ex. 3.6 Sejam
r: X =(1,0,2) + \(2,1,3), s: X =(0,1,-1) 4+ p(1,m,2m).

Estude, segundo os valores de m, a posicdo relativa de r e s.

Ex. 3.7 Dadas
r: X =(0,1,0) + A(1,0,0), s: X =(-1,2,-7) 4+ pn(2,1,-3),

encontre uma reta ¢ concorrente com r e s e paralelaa (1, -5, —1).

Ex. 3.8 Considere a reta que passa por (1,2,3) e (3,2,1) e a reta que passa por
(2,1,1) e (1,2,1). Determine se elas se interceptam.

Ex. 3.9 Considere os conjuntos

ar+ 3y —7z—1=0, axr + by =5,
T S
5z + 6y — bz =0, 2z — 3y = 8.

Existem valores de a, b para os quais ambos sejam retas e sejam paralelas? Justifique.

Ex. 3.10 Mostre que a reta
r =3t — 2, y=—4t+1, z=4t—-5

é paralela ao plano 4x — 3y — 62 — 5 = 0.
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Ex. 3.11 Determine a equagio do plano que contém a reta

20+ 3y — 2z =5,
20 — by +22 =6

e éparaleloaretar = —y/6 = z/7.

Ex. 3.12 Mostre que a reta

T —17 z—4

g = W=

intersecta os planos
w6z + 4y — bz =4, mo:x —Hy + 2z =12

no mesmo ponto. Conclua que essa reta é coplanar com a reta 71 N 7.

Ex. 3.13 Determine a intersecio da reta com o plano ou conclua que nao ha
ponto comum.
r—1 y+1 =z

T 2o —1=0.
a) 1 5 6e T+ 3y+ 2 0
3 —2 1
b) x; :y_l =Z_+5 ex—2y+z—15=0.
x+2 y—-1 2z2z-3
p— pr— 2 2 = .
) —5 3 5o er+2y+2:46=0

Ex. 3.14 Escreva a equacdo do plano que passa por (1,2, —3) e é paralelo as retas

r—1 y+1 =2-7 r+5 y—2 =z+3
2 =3 37 3 -2 -1

Ex. 3.15 Mostre que o plano que passa por (xg, Yo, 20) € € paralelo as retas de
vetores diretores (11, l2,13) e (m1,m2, m3) pode ser escrito como

T—=To Y—Y =2~ %20
det l1 lo I3 =0.
miy me9 ms
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Ex. 3.16 Mostre que o plano que passa pelos pontos Py = (xg, Yo, 20) € P| =
(1,1, 21) e é paralelo a reta de vetor diretor (1,2, 3) tem equacio

T—To Y—Yo <%0
det | x1 —x9 y1—yo 21—20 | =0.
I lo I3

Ex. 3.17 Asretas
x—1 y+2 z2-95
2 -3 4

sdo coplanares? Justifique.

e (r,y,2) =3t —7,2t+2,-2t+1)

Ex. 3.18 Mostre que os planos
bx — ay = n, cy —bz =1, az—cr=m
tém intersecdo comum contendo uma reta se e somente se

a+bm+cn=0.

Ex. 3.19 Mostre que a reta definida por
or — 3y +22z—-5=0,
20 —y—2—1=0

esta contida no plano
Te —4y+2—6=0.

Ex. 3.20 Determine os valores de a, b para que os planos
T+ 2y+z=0, 3z —5y+3z=1, 20 +Ty+az=38

satisfacam cada condicéo.
a) A intersecdo comum é um Unico ponto.
b) A intersecdo comum é uma reta.

c) As intersecdes dois a dois sdo trés retas distintas e paralelas.



CAPITULO

6

Angulos e Distancias

6.1. Angulos

No capitulo anterior classificamos as possiveis posi¢des relativas entre retas e
planos. Agora acrescentaremos informagao métrica: primeiro estudaremos angulos
entre esses objetos e, em seguida, distancias. Ao longo do capitulo trabalharemos
em sistemas cartesianos de coordenadas.

6.1.1. Angulo entre duas Retas

Como uma reta nio possui orientacdo preferencial, trocar um vetor diretor v
por —v nio deve alterar o angulo entre duas retas. Definimos, portanto, o Angulo
entre duas retas como o menor angulo formado por suas direcdes.

Se

r: X =A+tv, s: X =B+ uw,
com v, w # 0, definimos 6 € [0, 7/2] por

N CRC I
] [|wl]]

0 = arccos <]'v'w]> .
]| [Jw]|

Assim, retas paralelas tém angulo 0 e retas com direcoes ortogonais tém angulo
/2.

Logo

131
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Exemplo 6.1.

-2
Encontre o a4ngulo entre as retas 7 : X = (1,2,1) + (1,1,0)t e s : T =

1/2
y+3  z2+7
1/2 o 1/\/5‘

<

Solucao. A reta r tem vetor diretor (1,1,0) e a reta s tem vetor diretor

(1/2,1/2,1/+/2). E assim
(1,1,0) - (1/2,1/2,1/\3) 1 V2

cosb = = —=—

1L, LO) (/2. Y2, iv2) - v2 2

T
elogo 0 = 1
N
E importante observar que para medir o 4ngulo entre duas retas nio é necessario
que estas se interceptem, ja que a nossa defini¢do de 4ngulos entre retas é, na
verdade, o ngulo entre os vetores diretores das retas. Observamos também que o
angulo entre duas retas paralelas (coincidentes ou néo) é sempre 0.
Também neste sentido, duas retas sao ditas ortogonais se seus vetores diretores
sdo perpendiculares. E duas retas sdo ditas perpendiculares se elas se interceptam

e sdo ortogonais.

Figura 6.1.: As retas AB e F'G sdo ortogonais mas néo perpendiculares.
Exemplo 6.2.

Verifique se asretasr : (1,2,1)+(1,1,0)tes : (1,3,4)+(1, —1, 3)t sdo ortogonais
e/ou se sdo perpendiculares.

Solugdo. Como (1,1,0) - (1,—1,3) = 0 elas sdo ortogonais.
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Para verificar se elas se intersectam, resolvemos o sistema linear:
(1’ 27 1) + (]-7 ]-a O)tl = (]-7 3’ 4) + (1’ _17 3)t2

Como o sistema acima néo possui solugio, as retas nio se interceptam e assim elas
néao sio perpendiculares.

No plano, quando as retas néo sdo verticais, escreva
r:y=mix + by, Sy = maox + ba.

Para o angulo geométrico 6 € [0, 7/2],

|1—|—m1m2|
cosf = ,
V1+miy/1T+m3
senf = [ma —
\/1+m%\/1+m%
Se 1 4+ mymsg # 0,
mo — My
tgl = |———|.
& 1+ mims

Quando 1 + mymgy = 0, temos 0 = 7/2.
Se escolhermos orientagdes para as direcoes, podemos definir separadamente o
angulo orientado §, médulo 7, e entdo

mg — 1My

tgd = ———.
1+ mimse

O sinal dessa expressdo pertence a informacéo de orientacgio; ele ndo aparece no

angulo geométrico.

Figura 6.2.: Angulo orientado entre duas dire¢des no plano.
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Para o 4ngulo geométrico 6 € [0, 7/2] entre duas retas nio verticais,

cosf = [L+ mams| senf = [me —
\/1+m%\/1+m%’ \/1+m%\/1+m%.
Sel+ mims 7é 0,
mo — My
tgl = | ——|.
& 14+ mimo
Exemplo 6.3.
Ache o dngulo entre asretas 20 —y =3 ex + 3y = 4.
<
Solucdo. Os coeficientes angulares sio m; = 2 e mg = —1/3. Portanto
1
19
tgh=|—3—|="7.
1+2(-3)

Logo
0 = arctg 7 ~ 81,87°.

Para o angulo orientado de r para s, a tangente vale —7.

r
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Exemplo 6.4.
Ache duas retas que passem pelo ponto (2, 2) e facam um angulo de 45° com a reta
20 — 3y =4

<

Solucdo. Inicialmente vamos encontrar o coeficiente angular dessas retas. Para
isso, observamos que:

2
——m
tg45021:372
14+-m
Ed f 1—1—2 2 1 0 : i : L
rm. — = - — - = — = 1m = ——.
essa forma 3m 31 m e logo 3m 3eass m 3 0go a
equacdo daretaéy — 2 = —5(56 -2)
No caso
2
m— =
tg45o:1:723
142
+3m

E dessa forma m = 5. Logo a equagdo dareta é y — 2 = 5(x — 2)

6.1.2. Angulo entre uma Reta e um Plano

O angulo 0 entre uma reta 7 e um plano 7 é o menor angulo entre a reta e as
direcdes contidas no plano; portanto 0 < 6 < 7/2. Se v é diretor de 7 e n é normal

a 7, entao
ceng— loml
o] ||l

n

Figura 6.3.: Angulo 6 entre uma reta e um plano.
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Dizemos que um plano 7 com vetor normal n e uma reta r com vetor diretor v,
. A , T .
sdo ortogonais se o dngulo entre eles é bE ou equivalentemente se os vetores v e n

sdo paralelos.

Exemplo 6.5.

Determine o angulo entre a reta X = (6,7,0) + (1,1,0)¢ e o plano de equacéo
vetorial X = (8,—4,2) + (—1,0,2)t + (1, -2,0)s.

q
Solucao. Vamos encontrar inicialmente um vetor normal a esse plano:
n=(-1,0,2) x (1,-2,0) = (4,2,2)
Logo o dngulo entre a reta e o plano é dado por:
1,1,0) - (4,2,2 3
Sen(g):(77)(77):£
V2v/24 2
T
img— "
e assim 3
q

Exemplo 6.6.
Determine a equacio geral do plano que passa pelo ponto (1,2, 1) e que é perpen-
dicular areta X = (1,0,0) + (1,3, —1)t

q

Solucao. O vetor normal ao plano pode ser escolhido como (1,3, —1) e, assim, a
equacdo geral desse plano é: = + 3y — z = d. Como o ponto (1,2, 1) pertence ao
plano, ele satisfaz a equagdo do plano, ie,1+3-2—1 = d. Logo d = 6 e a equagdo
geral do plano é x + 3y — 2z = 6.

6.1.3. Angulo entre dois Planos

O angulo entre dois planos 71 e 7 é definido como o menor angulo entre seus
vetores normais; portanto 0 < 6 < 7/2.

_|n1-maf

cos(f) = ————
©) = TnalTmal
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Figura 6.4.

Dois planos 7] e m2 com vetores normais 1 e 1o respectivamente, sao ditos
. A , T . .
ortogonais se o dngulo entre eles é 5 0 que equivale a dizer que seus vetores

normais sdo perpendiculares, i.e,

nl'TLQ:O

Exemplo 6.7.
Determine a equag¢ao do plano que contém o ponto (1,0, 1) e que é perpendicular
aosplanos 2z +y+z2=2e -z +2=1T1.

N

Soluc¢do. O vetor n normal ao plano, sera ortogonal aos vetores (2,1,1) e
(—1,0,1). E assim

n=(21,1)x (=1,0,1) = (1,—3,1)

Logo a equacdo geral do plano é da forma x — 3y + z = d. Como o ponto (1,0,1)
pertence ao plano:
d=1+3-0+1=2

E aequagdo geral é x — 3y + 2 = 2.

6.2. Distancias

Passemos agora a um novo problema: definir e determinar a distancia entre dois
objetos (ponto, reta ou plano) no espaco.

Sabemos facilmente como determinar a distancia entre dois pontos no espaco.
Bastando para isso medir o tamanho do vetor determinado por estes pontos. Mas
como medir a distancia entres outros dois objetos? Este sera nosso objetivo nesta
secao.
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6.2.1. Distancia de um ponto a uma reta
Seja
r: X =A+tv, v #0,
e seja P um ponto. A distancia de P a reta é o comprimento do segmento perpen-
dicular que liga P ar.
A area do paralelogramo gerado por APewé Hﬁ X v||. Tomando ||v|| como
base e d(P,r) como altura, obtemos

d(P,r)
Il
Exemplo 6.8.
Calcule a distancia do ponto P = (1,0,2) aretar : (1,0,1) + (2,0, 1)¢.
4
Solucdo. Tomamos A = (1,0,1) e v = (2,0, 1). Entdo
AP = (0,0,1)
¢ 0,0,1 2,0,1 2
s 2 00D x @O 2
1(2,0,1)]] V5
4

6.2.1.1. Distancia de um ponto a uma reta no plano: o caso bidimensional

Considere P = (p, q) e areta
r:Ax+ By+C =0, (A, B) # (0,0).

Um vetor diretor é v = (B, —A). Se A # 0, escolha
R = (—i,O) er.

(5

Entao

e, em R3,

RP x v = (0,0,—Ap — Bq— O).
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Logo

_ |Ap+ Bq+C]
Noey 0

A féormula permanece validase A = 0ou B = 0.

d(P,r)

Exemplo 6.9.
Calcule a distancia do ponto (1, 3) a reta 4z — 2y — 3 = 0.
<
Solucio.
de 4-1-2-3-3[ 5
V16 44 V20
4
Exemplo 6.10.

Existem dois pontos cujas coordenadas x sdo iguais a —3 e que distam 6 da reta
r: 5z — 12y — 3 = 0. Ache as coordenadas y desses pontos.

<

Solucdao. Ambos os pontos podem ser representados como (—3, s). Para esses

pontos temos que:

|5(—3) — 125 — 3|
13 B

elogo |18 + 12s| = 78 e logo s = 5 ou s = —8&. E os pontos sdo (—3,5) e (—3, —8)

<

d= 6

6.2.2. Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto P e um plano 7 é o comprimento do segmento
perpendicular que liga P ao plano. Se n é normalame A € 7,

Se
P = (20,40, 20),  m:ax+by+cz=d,
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P

e A= (r1,y1,21) € 7, entdo

la(xzo — 21) + b(yo — y1) + c(20 — 21)]
d(P,) = > = =
va*+b°+c

_laxo + byo + czo — (awy + byy + c21))|

Va2 + b2+ c? .

Como ax1 + by + cz1 = d,

_laxg + byo + czo — d

d(P, ) R

6.2.3. Distancia entre Duas Retas

Seguindo as ideias utilizadas nos casos anteriores, a distancia entre duas retas r
e s sera definida como a menor distincia entre um ponto de r e um ponto de s.

Sejam entdo 7, s duas retas no espaco taisque r : A +utes: B + vt.

Se as retas forem coincidentes ou concorrentes, claramente a distancia entre elas
é nula. Se as retas forem paralelas e ndo coincidentes a distancia entre elas é igual a
distancia de um ponto P qualquer de 7 a s, e assim essa distancia pode ser calculada
usando os conhecimentos obtidos na secéo anterior.

Se as retas r e s forem reversas comec¢amos escolhendo um ponto P sobre r e
um ponto () sobre s. Projetamos entéo o vetor P(i} sobre o vetor n = u X v que é
ortogonal as retas r e s. A norma dessa projec¢do é a distancia entre as retas.
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| /A
]

Figura 6.5.: Distancia entre retas reversas.

A projecdo vetorial de 1@ sobre 1 é

P n
Proj,, Pﬁ @
Tomando a norma e usando n = u X v,

PG - (u x v)|

[ > v]|

d(r,s) =

6.3. Retas em Coordenadas Polares

Considere um sistema polar cujo polo coincide com a origem e cujo eixo polar
coincide com o semieixo positivo de x. Para um ponto de coordenadas polares
(r,0), comr > 0,

T =rcosb, y =rsend. (6.2)

Reciprocamente,

r=+/x2+y2, cos@z%, sen@:g7

r

quando r > 0. O angulo # deve ser escolhido de acordo com o quadrante de (z, y);
computacionalmente, isso corresponde a atan2(y, ), médulo 27.
Para a reta cartesiana

Av+By=C,  (A,B)# (0,0,
substituindo (6.2) obtemos

r(Acosf + Bsenf) = C. (6.3)



6. Angulos e Distancias 142

Exemplo 6.11.
A reta 3z 4 2y = 7 tem equacdo polar

r(3cosf + 2senf) =1T7.

<

Defina p = VA% + B2. Trocando simultaneamente os sinais de A, B, C, se
necessario, podemos supor C' > 0. Escolha « tal que

A

cosa = —, sena = —.
p

Dividindo (6.3) por p e usando
cos(f — a) = cosf cos a + sen O sen a,

obtemos

c
VAT B
Essa é a forma normal da reta em coordenadas polares. O numero h é a
distancia da origem a reta e o é a direcdo do segmento perpendicular que parte da

rcos(d —a) = h, h =

origem e encontra a reta.

Exemplo 6.12.

Determine o comprimento e a direcdo do segmento perpendicular que liga a origem
areta

1
— =8cosf + 6senb.
,

Solucdo. A equagdo equivale a
r(8cosf + 6senf) = 1.

Como /82 + 62 = 10, escrevemos

4 3
8cosf + 6Gsend = 10 (50080—{—5sen9> = 10cos(f — ),

onde

cosx = —, senoa = —.
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Logo

Portanto

com « no primeiro quadrante.

6.4. Exercicios

A lista foi organizada para alternar calculo direto, interpretacdo geométrica
e problemas de construcdo. Nos exercicios de demonstracgio, o gabarito registra
apenas a ideia central.

Exercicios
Ex. 4.1 Determine o angulo agudo entre as retas

3r—4y+2=0 e 2v 4+ 3y =1T.

Ex. 4.2 Encontre as duas retas que passam por (1, —1) e fazem angulo de 45°
com a reta
3r—4y =1.

Ex. 4.3 Calcule os trés angulos do triangulo de vértices
A=(2,1), B =(-1,2), C=(3,-2).

Verifique a soma dos angulos.

Ex. 4.4 Considere as retas
r:(1,2,1) +¢(1,1,0), s:(1,3,4) + u(l,—1,3).

Decida se elas sdo ortogonais, perpendiculares, ambas ou nenhuma das duas coisas.
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Ex. 4.5 Determine uma reta que passe pelo ponto P = (1, —2, 1) e seja ortogonal
as retas

r:(1,-3,0) +¢(1,2,1), s:(=2,1,0) + u(l,—-1,1).

Ex. 4.6 Determine o 4ngulo entre a reta
r:(1,-1,2) +t(2,-1,2)

e o plano
mTix 42y + 2z =4.

Ex. 4.7 Considere
r:(0,0,1)+¢(1,1,-1)
e o plano
m:x+y+2z=0.

Determine o dngulo entre a reta e o plano e decida se a reta é paralela ao plano,
esta contida nele ou o intercepta.

Ex. 4.8 Determine os dngulos entre os pares de planos:
a) 3xr—y—+z=2ex—y=0;
b) z+2y—3z2=8e2zx+4y —62+31=0;
c) x=0ey=0;
d) z=1lex+y=1.

Ex. 4.9 Determine a equacio do plano que passa por (1,0, 1) e é perpendicular
aos planos
20 +y+2=2 e —x+z=".

Ex. 4.10 Determine os planos que passam por P = (1,2, 3), sdo perpendiculares
ao plano zz e fazem angulo 7 /4 com o plano

3v+2y+2=1.
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Ex. 4.11 Paraoponto A = (3,1) e areta

rix+42y =3,

determine o pé da perpendicular tracada de A a r e a distinciade A a .

Ex. 4.12 Prove que a distancia entre as retas paralelas
Az 4+ By+C =0 e Az +By+C' =0

C -
VAZ LB

Ex. 4.13 Calcule a distancia do ponto P = (2, —1, 3) ao plano
20 —y+4+22=7

e determine o pé da perpendicular tragada de P ao plano.

Ex. 4.14 Um plano intercepta os eixos coordenados em
(a,0,0), (0,0,0), (0,0,¢),

com abc # 0. Se sua distancia a origem é d, prove que

1 1 1 1

Z a2 TeTa

Ex. 4.15 Determine as distancias entre os seguintes pares de planos paralelos:

a) dx+8y+z=9edx+8y+2+18=0;
b) 3z —2y+62+8=0ebx —4y+ 122+ 12 =0.

Ex. 4.16 Determine a distancia do ponto P = (2,2, 2) areta

r(1,2,1) +(2,3,5).
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Ex. 4.17 Considere as retas
r:(1,2,1)+t(2,3,5), s:(1,2,5) +u(4,2,1).

Verifique que sdo reversas e calcule a distancia entre elas.

Ex. 4.18 Considere as retas reversas
r:(=7,4, 4) +t(3, —2,3), S: (1, -9, —12) + u(1,2, —1).

Determine a perpendicular comum, isto é, a reta que intercepta ambas e é perpen-
dicular as duas.

Ex. 4.19 A reta, em coordenadas polares, é dada por

§:cost9+\/§sen€.

r

Coloque-a na forma normal polar e determine sua distincia a origem.

Ex. 4.20 Converta para coordenadas cartesianas e identifique as retas:
a) rcosf =3;
b) rsenf = 3;
c) r(5cosf +senf) = 3v/2;
d) r(5cosf —12senf) = 39.

Ex. 4.21 Se uma reta tem equacéo polar
rcos(d — ) = h, h >0,

mostre diretamente que h é sua distancia a origem e que « é a direcdo de um vetor
normal a reta.



CAPITULO

7

Circulos e Esferas

7.1. Equacoes Canonicas de Circulos e Esferas

Um circulo de centro C' = (a,b) eraior > 0é o
lugar geométrico dos pontos do plano cuja distincia
aC éigualar. Assim, P = (z,y) pertence ao circulo
se e somente se

\/(:c—a)2—|-(y—b)2:r

ou equivalentemente:

Figura 7.1.: Circulo de centro
(x—a) + (y—b)?=r? A eraior.
De modo analogo, a equacéo reduzida de uma esfera de centro (a, b, ¢) e raio r é

(x—a)?+@y—b+(z—c) =12

Exemplo 7.1.

Determine a equacio do circulo de centro (—3, 1) que é tangente a reta 3z —4y—2 =
0
<

Solugao. Ja conhecemos o centro e precisamos determinar o raio. Nesse caso o raio
¢ a distancia entre a reta e o ponto, ja que a tangente a um circulo é perpendicular

147
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Figura 7.2.: Esfera de Centro C e raio 7.

ao raio que liga o centro ao ponto de tangéncia. Logo:

3(-3)-4-1-2]
1/32_|_42

r =

e assim a equacéo do circulo é:

(z+3)°+@y—1)2=9ouz’+y>+6x—2y+1=0

Exemplo 7.2.
Determine a equacéo da esfera cujo didmetro é o segmento que liga (3,—1,2) a
(5,3,4).

N
Solucao. Nesse caso aparentemente nao conhecemos nem o centro nem o raio.

Mas temos que o centro é o ponto médio do segmento e que o raio é metade do
diametro. Logo:

1
- 5\/(5—3)2+(3+1)2+(4—2)2:\/6
O ponto médio é (4,1, 3) e logo a equacdo da esfera é:

(=4 +(y—1)72+(2—3)*=6
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Exemplo 7.3.

Identifique a curva cuja equagéo é:
2?4yt —6r—4y—12=0

<

Solucao. Identificaremos a curva completando quadrados. O termo 22 — 6z pode
ser convertido num quadrado, se somarmos 9 e y? — 4y pode ser convertido num
quadrado somando 4. Desta forma, somaremos 4 + 9 em cada lado da equacgéo
22 4 y% — 62 — 4y — 12 = 0. Logo temos:

2?4y’ —6r—4y—12=0 (7.1)
= (2 —6x+9)+ (2 —4y+4)=124+4+9 (7.2)
= (2 -3+ (y —2)? =5° (7.3)

Logo a curva é um circulo de raio 5 e centro (3, 2).

<
Podemos generalizar o exemplo anterior:
Exemplo 7.4.
Identifique a curva cuja equagéo é:
22+ + Az +By+C =0
N

Solucao. Como no exemplo anterior, identificaremos a curva completando quad2ra—
dos. O termo 22 + Ax pode ser convertido num quadrado, se somarmos A— e
y? + By pode ser convertido num quadrado somando 42 Desta forma, somaremos
A72 + Bf em cada lado da equagéo:

4
2+ 9?2+ Az +By+C=0 (7.4)
A? B?\ A2 B2
:><:U2+Ax+4>+<y2+3y+4)=4+4—C' (7.5)

A\? B\? A2 B2
:><ZE—|—2) ~|—<y+2> :Z—FT—C (7.6)
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2

A equacio representa um circulo nio degenerado exatamente quando 7% = T +
B? A? B2
w " C, e assim temos que ter e + o C > 0.
A? B2
Se e + o C < 0, o lugar geométrico é vazio, pois uma soma de quadrados

nao pode ser negativa.
2 2 A B
Se x + e C = 0, o lugar geométrico reduz-se ao ponto (—2, —2> , pois
se a soma de quadrados perfeitos é 0 cada termo da soma é zero.

De modo anélogo, podemos demonstrar que a equagio
2242+ 22+ Az 4+ By+Cz+D=0

AQ BZ 02 AQ B2 02
descreve uma esfera se Z+I+T_D > (, um ponto se T+T+Z_D =0

A2 B2 02
e o conjunto vaziose — + — + — — D < 0.

4 4 4
Exemplo 7.5.

A superficie cuja equacéo é:
12—2r+ 22 +4y+y2 +82+22=0

é uma esfera. Encontre seu centro e raio.

Solucdo. Completando os quadrados temos
(> =22+ 1)+ (P +4y+4) + (22 +824+16)—1—-4—16+12 = 0.

Dai segue que:
(@=1)7+(y+2°+(z+4)"=9

E logo o centro dessa esfera é (1, —2, —4) e o raio é 3.

7.1.1. Circulo por trés pontos

E conhecido que trés pontos néo colineares determinam um tnico circulo. Assim
sendo, fixados Pp, P> e P3 ndo colineares podemos facilmente encontrar a equacio
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do circulo que passa por tais pontos. Tal equacdo pode ser encontrada observando
que a equacdo geral de um circulo é da forma

2?4+  + Az +By+C=0

e que um ponto pertence ao circulo se e somente se suas coordenadas satisfazem
tal equagdo. A substituicdo de cada ponto resulta assim numa equacdo linear
nas variaveis A, B, C' e assim o fato dos trés pontos pertencerem ao circulo nos
fornecem um sistema linear em trés equacdes e trés variaveis A, B, C'. Resolvendo
tal sistema encontramos, entéo, a equagao do circulo.

Exemplo 7.6.
Determine a equacao do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

<

Solucao. Escreva a equacio procurada na forma
2> +y?+ Az + By+C =0.
Substituindo os trés pontos, obtemos o sistema linear

5-A+2B+C =0,
1+B+C=0,
13—-3A+2B+C =0.

Sua solu¢do é A =4, B =0e C = —1. Portanto
2 +yP 4 —1=0,
ou, completando quadrados,
(x+2)? +y* =5.

Assim, o circulo tem centro (—2,0) e raio v/5.

<

E possivel encontrar a equacio de um circulo por trés pontos nio colineares
de uma outra maneira. Para esse fim consideramos o tridngulo determinado pelos
pontos P, P>, P; e esse circunscrito na circunferéncia. Assim o seu centro é o
circuncentro desse triangulo, isto é, o encontro das mediatrizes.
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£

Ps

Exemplo 7.7.
Determine a equacdo do circulo que passa pelos pontos (—1,2), (0,1) e (—3,2).

<

Solucao. A equagéo da reta passando pelos pontos (—1,2), (0,1) éy — 1 = —x,
e como o ponto médio desses pontos é: (—5, 3

3 1
esse lado é: y — 53 =7 + 3 (lembrando que como a mediatriz é perpendicular ao

) temos que a mediatriz relativa a

lado seu coeficiente angular é igual a menos o inverso do coeficiente da reta).
De modo analogo a equacio da reta passando pelos pontos (0,1) e (—3,2) é

Y= —g + 1 e a equagio da mediatriz é: 3z = —6 + y

temos o sistema:

3r=—-6+y
1

S ot
3.1
L 2

cujas solucdo é x = —2,y = 0, ou seja o centro da circunferéncia é (—2,0). O raio
pode ser calculado observando que este sera a distancia do centro (—2,0) a um dos
vértices do triangulo, por exemplo (0, 1). Assim 72 = 5, e logo a equagio é:

(z+2)* +y* =5.

Exemplo 7.8.
Obtenha a equacio da esfera que passa pelos pontos (0,0, 1), (2,0,0), (1,1, 1), (0,1,0)

<

Solucao. Impondo que os pontos pertencam a esfera temos o seguinte sistema
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linear:
1+C+D=0
442A+D =0
3+A+B+C+D=0
1+B+D=0
. - 5 1 1 . -
cuja solucdo é A = _§’B = —g,C = —§,D =-3 e assim a equacéo da esfera
é:
or Yy oz 2
2 2, .2
________ -0
T H Yy +z 3 3733

(=5 @) (5 6))-

Donde segue:

Exercicios

Ex. 1.1 Determine as equacdes dos circulos descritos a seguir:
a) Centro (—2,5) eraior = 3.
b) Centro (1,3) eraior =2
c) Centro na origem e raio r = a
d) Centro (5,2) e que passa pelo ponto (2, 3)
e) Tangente ao eixo y na origem e raio a
f) Extremos de um didmetro em (5,2) e (—2, 10)
g) Centro (3, —2) e tangente areta 2z —y = 0
h) Tangente a reta 2z — 5y + 1 = 0 no ponto (2, 1) e de raio 3 (duas respostas)

Ex. 1.2 Identifique as figuras descritas pelas equagdes a seguir e determine,
quando aplicavel, o centro e o raio.
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a) 22 +9y% -4z +6y =12
b) 2?2 4+y? -2z —4y+5=0
o) % +y% = 2ax

d) 4x? — 4z =5y — 4y?

e) 22+ y?+22=2az

Ex. 1.3 Determine a equacio do circulo que passa pelos pontos (4,0), (0,3) e a
origem.

Ex. 1.4 Determine os circulos descritos a seguir.
a) Tangente aos eixos coordenados no segundo quadrante e com raio r = 4.

b) Todos os circulos tangentes as trés retas que contém os lados do tridngulo
limitado pelos eixos coordenados e pela reta que intercepta os eixos x e y
em 3 e 2, respectivamente.

Ex. 1.5 Verifique se as equacdes a seguir descrevem esferas. Em caso afirmativo,
determine o centro e o raio:

a) 22 +y?+22 -2 —4y+10=0
b) 22 —6x+y? —4dy+ 22 +142+58 =0
) 2 +y?—6y+224+42+16=0
d 22 +2x4+y? +4y—22+62—-29=0

Ex. 1.6 Prove que, dados P; = (z1,y1,21) € P» = (x2,y2,22), a equacio da

esfera que tem P P> como didmetro é

(x—m)(@—22)+(y—y1) (y—wy2) + (2 —21) (2 —22) =0

7.2. Retas Tangentes e Planos Tangentes

Uma reta é tangente a um circulo quando possui exatamente um ponto em
comum com ele. Se T' é o ponto de tangéncia e C' é o centro, entdo o raio C' I é
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perpendicular a reta tangente. Equivalentemente, a distancia de C' a reta tangente é
igual ao raio do circulo.

Figura 7.3.: Reta tangente a um circulo

De modo analogo, um plano é tangente a uma esfera quando a intersecta em um
unico ponto 7. Nesse caso, o vetor radial que liga o centro da esfera a T" é normal
ao plano tangente. Equivalentemente, a distancia do centro da esfera ao plano é
igual ao raio.

Figura 7.4.: Plano tangente a uma esfera
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Exemplo 7.9.

Encontre a reta tangente ao circulo de equagdo 22 + y? — 2y — 4z = 0 no ponto

(3,3)

N
Solucao. Completando quadrados,
2yt -2 —dr=0 — (r-2>%*+@y—-1)*=5
Logo o centro é C' = (2,1). Como T = (3, 3) pertence ao circulo,
T = (1,2)
é normal a reta tangente. Portanto a tangente em 7’ satisfaz
(1,2) - ((z,9) — (3,3)) =0,
isto é,
r+2y=9.
N
(3:3)

Podemos generalizar o argumento sem recorrer a coeficientes angulares. Con-
sidere o circulo

(x—a)?+ (y—b)?=r?

e um ponto 7" = (z1,y;) do circulo. O vetor radial

n:(xl_a'uyl_b)
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é normal a reta tangente em 7". Assim, sua equagio é
(z1 —a)(z —21) + (11 = b)(y — 1) = 0.
Como T pertence ao circulo,
(1 —a)* + (31 = 0)* =72,

e a equacdo também pode ser escrita na forma

(z1—a)(z—a) + (y1 — b)(y — b) = 1.

Exemplo 7.10.

Obtenha as equacdes dos planos tangentes a esfera —3—2x+22 +4y+y? +22+2% =
0 que sao paralelos ao plano x — 2y + 2z = 3.

<

Solugao. Completando quadrados temos que a equagio da esfera pode ser escrita

como:
(-1 +@y+27*+(z+1)2*=9

Logo o centro dessa esfera é (1, —2, —1) e o raio é 3.

A equagio geral de um plano paralelo a z — 2y + 2z = 3 tem equacéo da forma:
r—2y+2z=d

Como o plano é tangente a esfera, sua distancia ao centro C' = (1, —2, —1) deve
ser igual ao raio 3. Portanto:

_1-2(-2)+2-1)-d| _[3-d| _

4(Cm) V12 + (=2)2 + 22 3

3

Logod = —6 oud = 12. Os planos tangentes sdo x —2y+2z = —6e x —2y+2z =
12.
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Exercicios

Ex. 2.1 Resolva os itens a seguir.
a) Determine a equagio da reta tangente a 22 + y? = 25 no ponto (—3,4).
b) Determine a equacio da reta tangente a 22 + 32 = 22 — 4y na origem.
c) Determine as retas tangentes ao circulo 2 + y2 = 4x que passam pelo
ponto (3, 2).
d) Uma corda da circunferéncia 22 4+ y? = 25 esta sobre a reta . — 7y +25 = 0.
Determine o comprimento dessa corda.

Ex. 2.2 Paraum triangulo qualquer, determine:
a) aequacdo da circunferéncia circunscrita ao tridangulo;
b) a equacéo da circunferéncia inscrita no tridngulo;

c) aequacdo da circunferéncia que passa pelos pontos médios dos lados do
tridangulo.

Ex. 2.3 As equacdes dos lados de um tridngulo sdo 9z + 2y + 13 = 0, 3= + 8y —
47 =0ex —y — 1 = 0. Determine a equacao da circunferéncia circunscrita.

Ex. 2.4 Mostre que as tangentes de inclinacio m a circunferéncia 2 + y? = r2

sdoy = mx £ rv1+ m2.

Ex. 2.5 Determine a equagio da circunferéncia que passa pelos pontos
(1,2),(3,4) e que tem centro sobre o eixo y.

Ex. 2.6 Fixado a, determine os dois valores de b para que a reta y = ax + b seja
tangente ao circulo de centro na origem e raio 7.

Ex. 2.7 Uma circunferéncia de raio 5 é tangente a reta 3x — 4y — 1 = 0 no ponto
(3,2). Determine sua equagéo (duas solugdes).

Ex. 2.8 Mostre analiticamente que nenhuma reta que passa pelo ponto (—1, 5)
pode ser tangente a circunferéncia 22 + 2 +4x — 6y +6 = 0. Interprete o resultado
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geometricamente.

Ex. 2.9 Determine a equagao dos circulos que passam pelos seguintes conjuntos
de pontos. Em cada caso, determine o centro e o raio e esboce o circulo.

a) (3,4),(-1,2),(-2,4)
b) (4,2),(-2,3),(—1,6)
¢) (a,0),(b,0),(0,c)

Ex. 2.10 Mostre que o plano tangente & esfera 2% + 4%+ 2?2 = 72 no ponto (a, b, c)

tem equacdo ax + by + cz = r2.

Ex. 2.11 Determine a equagéio da esfera que passa pelos pontos (0,0, 1),(1,0,0),(0,1,0)
e cujo centro esta no plano z +y — z = 0.

Ex. 2.12 Determine a esfera que tem centro na reta

. r=2z-—3
| y=2-1

e passa pelos pontos (6, —1,3) e (0,7, 5).

Ex. 2.13 Calcule a distancia do ponto (2, 3, 4) a esfera 2% +4x+y> —2y+22+4 =
0.

Ex. 2.14 Determine a equacio da esfera de centro (3,2, —2) que é tangente ao
plano

x 1 -3 2
y | = + 1 t+1| 0 |s
z 1 0 1

Ex. 2.15 Determine a equacdo da esfera cujo centro se encontra sobre o eixo X
e que passa pelos pontos (3, —4,2) e (6,2, —1).
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Ex. 2.16 A equacio de uma esfera é x2 +y2 + 2% + 6y — 4z + 9 = 0. Determine
a equagdo da esfera concéntrica que é tangente ao plano:

T -1 % —1
y | = 0 + 1 | s+ 0 t
z -1 1 1

Ex. 2.17 Determine os planos tangentes a esfera 2 + y? + (z — 1)2 = 1 que sao
paralelos ao plano 4z — y + 3z = 2.

Ex. 2.18 Determine as equagdes dos planos que contém a reta r e sdo tangentes

3 esfera S:
z+6

2
eS:a? 4y’ + 22 —do+2y—42+4=0.

T =y+3=2+1

7.3. Circunferéncia em coordenadas polares

Centrada na Origem O caso mais simples ocorre quando a circunferéncia esta
centrada na origem nesse caso a circunferéncia é o conjunto de pontos que distam
uma constante a da origem ou seja a equacdo em coordenadas polares é

T = a.

E facil de ver que essa equacdo coincide com a em equacgido em coordenadas
cartesianas. Observe que, em coordenadas cartesianas, P = (x,y) pertence a tal
circulo se e somente se: z = acosf e y = asenf. Dai segue que:

2 +y? = a*(cos® 0 + sen’ 0) = a”.

Passando pela Origem Dada uma circunferéncia de raio a e passando pela
origem. As coordenadas polares do centro dessa circunferéncia séo (a, ).
Considere o triangulo AOK P. Como OK ¢é diametro da circunferéncia circun-
scrita ao tridngulo vemos que AOK P é retangulo em P. Da defini¢ao de cosseno
segue entao:
r=2acos(f —«).
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°~_  ~—

Forma Geral Dado uma circunferéncia de centro (¢, @) e raio a, usando a lei dos

cossenos temos que:

a? =r? 4+ c* — 2rccos (0 — a)
que é a equacdo da circunferéncia na forma geral.

P:(r0)

Exercicios

Ex. 3.1 Mostre que, supondo A > 0, o centro do circulo de equagdo r = A cos 0+

Bsen0 é
(\/A2+B2 B)

5 ,arctg 1

Ex. 3.2 Mostre que a reta rsen = 4 ¢é tangente ao circulo r = 8 cos 0.
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Ex. 3.3 Mostre que a equacgio da tangente ao circulo
r = 2acosl

no ponto (r1,6;) é:
rcos(f — 201) = 2acos” b,

Ex. 3.4 Mostre que, para todos os valores de a, a reta
rcos(d —a) =a+ricosa
é tangente ao circulo

r? —2rrycosf + 1 —a* =0

7.4. Exercicios complementares

Para o exercicio do triangulo. Uma escolha conveniente de coordenadas para um
triangulo genérico é

A =(0,0), B = (0,a), C = (b,c),
com ab # 0. Esta dica aparecia comentada na versdo anterior e foi recuperada aqui.
Exercicios
Ex. 4.1 Considere o circulo
(-2 +(y+1)* =25

e areta 3z — 4y = 20. Determine se a reta é secante, tangente ou exterior ao circulo.
No caso secante, determine o comprimento da corda.

Ex. 4.2 Determine o plano tangente a esfera
(x =12+ (y+2)>+ (2 —3)? =25

no ponto P = (4,2, 3).
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Ex. 4.3 Escreva em coordenadas cartesianas o circulo polar
r==6cosf —2senf
e determine o centro e o raio.

Ex. 44 O circulo de centro (2, —1) e raio v/5 passa pela origem. Encontre sua
equagdo polar.



CAPITULO

8

Conicas

8.1. Introducao

As curvas conicas ou secdes conicas sdo as curvas obtidas pela intersecao de
um cone com planos que néo contenham o vértice desse cone.

Existem essencialmente trés tipos de conicas que podem ser obtidas a partir de
um cone cuja reta geratriz faz angulo o com o eixo desse cone:

« parabola: obtida pela interse¢do do cone com um plano que forma angulo o
com o eixo do cone;

« elipse: obtida pela intersecdo do cone com um plano que forma um angulo
6 > o com o eixo do cone;

« hipérbole: obtida pela intersecao do cone com um plano que forma um angulo
f < a com o eixo do cone.

Pode-se mostrar que o lugar geométrico de tais curvas num plano pode ser
caracterizado por relac¢des envolvendo a distancia de seus pontos a seus focos e
retas diretrizes como descrito a seguir (ver Secdo 8.6). Assim, definimos:

164
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Definicao 8.1

Uma elipse & de focos F} e F, de eixo maior medindo 2a > ||F} F5|| é o lugar
geométrico formado pelos pontos do plano cuja soma das distancias a dois
pontos fixos F e Fy é igual a 2a. Ou seja, dados F} e Fy, com || F1 F5|| = 2¢,
e um nimero a > ¢, dizemos que P é um ponto da elipse £ se somente se:

|2 + | F2P| = 2a. (8.1)

Definicao 8.2

Uma hipérbole 3 de focos F e F» de eixo transverso medindo 2a < || F} 1:42 I
é o lugar geométrico formado pelos pontos do plano cujo médulo da diferenca
das distancias a dois pontos fixos F} e F3 é igual a 2a. Ou seja, dados F} e
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hipérbole H se somente se:

Definicao 8.3

8.2. Elipse

Conforme descrito na
Definicdo 8.1, uma elipse € é o
lugar geométrico formado por pon-
tos cuja soma das distancias a dois
pontos fixos, F7 e Fy, é constante.

Nesta secdo estudaremos a
equag¢io chamada forma canénica
da elipse, que representa uma
elipse alinhada com plano carte-
siano e centrada em sua origem.
Antes, porém, fixemos a terminolo-
gia basica envolvida no estudo de
elipses.

8.2.1. Terminologia

« Os pontos F e F; descritos
na Defini¢do 8.1 sdo denomi-

|FP| = d(P,d).

Fy, com || F1 F3|| = 2¢, e um ntimero a < ¢, dizemos que P é um ponto da

IFP) - || = 2. (52

Uma parabola P de foco F' e reta diretriz d é o lugar geométrico formado
pelos pontos do plano cujas distdncias ao ponto F' e a reta d sdo iguais. Ou
seja, dados F' e d, dizemos que P é um ponto da parabola P se somente se:

(8.3)

By

Az

>

Bs

Figura 8.1.: Elipse

nados focos da elipse. O segmento F F5 de comprimento 2¢ é o segmento

focal da elipse e 2c¢ é a distancia focal da elipse.

« A reta r contendo Fj e Iy
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é denominada reta focal da
elipse.

« A intersecio de & com 7
consiste de dois pontos A;
e As que sdo os vértices da
elipse sobre a reta focal. O
segmento A;As de compri-
mento 2a é o chamado eixo
focal da elipse (ou eixo
maior da elipse).

+ O ponto médio O € r do seg-
mento [ F5 é o centro da
elipse;

« A reta s perpendicular a r
por O é areta nao focal da
elipse.

« A intersec¢io de € com s con-
siste de dois pontos B e By
que séo os vértices da elipse
sobre a reta nao focal. O
segmento B Bs é o chamado
eixo nao focal da elipse (ou
eixo menor da elipse).

« Qualquer segmento cujos
extremos estdo sobre € é de-
nominado corda da elipse;

o Chamamos de amplitude
focal o comprimento de
uma corda que contenha um
dos focos da elipse e que
seja perpendicular ao eixo
focal desta. Notamos que
existem duas dessas cordas,
usualmente  denominadas
individualmente por latus
rectum.
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« A menor regido retangu-
lar que contém a elipse é
chamada retangulo funda-
mental da elipse.

« A menor coroa circular que
contém a elipse é denomi-
nada coroa fundamental
da elipse.

8.2.2. Equacao da Elipse

Comecemos nosso estudo da equacio da elipse observando os dois exemplos

abaixo descritos.

Exemplo 8.4.

Usando a mesma notacéo descrita na Sub-
secdo 8.2.1, consideremos num sistema de
coordenadas cartesiano uma elipse de fo-
cos [1 = (0,0) e F» = (2,1) e eixo focal
medindo 2a = 4.

Tomando P = (x,y) a equagéo (8.1)
fica:

Val +12+ /(3 =22+ (y - 1)2 =4.

Vamos entdo manipular tal equacio de
modo a eliminar suas raizes quadradas.

Isolando ) termo
V(@ =22+ (y—1)2 e elevando ao
quadrado, obtemos:

72 IQ\/ | |

Figura 8.2.: Exemplo 8.4

(2 —dz+4) + (y* -2y +1) =16 — 8v/22 + 2 + (2% + ¢7) .

Simplificando e isolando 8+/x2 + y2:

dr + 2y + 11 = 8y/x2 + y2.

Finalmente, elevando ao quadrado e simplificando a expressao obtida, chegamos

48x2 4+ 60y* — 162y — 88z — 44y — 121 = 0. (8.4)
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Essa equacdo quadratica é, entéo, a representagio cartesiana procurada da elipse

€.

Exemplo 8.5.

Considere agora, num sistema
de coordenadas cartesiano, F; = ¢ \
(—4,0) e F» = (4,0) de modo que
o eixo focal r fica alinhado com o
eixo Ox e o centro O da elipse fica
sobre a origem do sistema de coor-
denadas. Estudemos uma elipse de

eixo focal medindo 2a = 10. Seja ™
P = (z,y) um ponto qualquer da
elipse €.

Em coordenadas cartesianas, a
equagdo (8.1) fica:

\/(x+4)2+y2+\/(x—4)2+y2 = 10.

Vamos simplificar essa equacao

Figura 8.3.: Exemplo 8.5

eliminando as raizes quadradas por
manipulacdes algébricas.

Inicialmente, isolemos a raiz 1/ (x + 4)2 + y2 e elevemos a igualdade obtida ao
quadrado:

(z+4)% + 42 =100 + [(x—4)2+y2] — 200/ (x — 4)% 4 2.

Simplificando tal equacdo chegamos e manipulando-a de modo a isolar o termo

204/ (z — 4)* + y?2 ficamos com:

100 — 162 = 204/ (z — 4)* + 42,

4
5 cr=y/(x 1) +y2

Elevando esta igualdade ao quadrado chegamos a:

ou ainda:

16
25+2—5x2—8x:x2+16—8$+y2.
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Portanto temos:

9 2 2
— =9.
25:E +y
Finalmente, dividindo-a por 9, segue:
2 2
z Yy
— 4+ ==1 8.5
st =1 (8.5)
que é a forma canoénica da elipse €.
N

Esses exemplos e os calculos neles envolvidos sugerem que toda elipse pode ser
representada no plano cartesiano por um equagao quadratica da forma:

Az® 4+ Bxy+Cy* + D+ Ey + F =0,

onde A, B,C, D, E e F sao constantes (que dependem da elipse a ser represen-
tada). Tal suposicdo prova-se de fato verdadeira (deixamos ao leitor interessado sua
demonstragio).

No entanto, é visivel que a Equacio (8.5) obtida no segundo exemplo é muito
mais simples que a Equacéo (8.4) obtida no primeiro. Isso ocorre devido a uma
melhor escolha, no Exemplo 8.5, do sistema de coordenadas usado.

Encontremos, entéo, a equagao da elipse € num sistema de coordenadas adequado
ac.

Assuma que os focos F} e F» possuem coordenadas (—c, 0) e (¢, 0) respectiva-
mente. Tomando P = (x,y). Da Equacéo (8.1) obtemos:

V=0 +2 4o+ 42 =2

elogo /(2 + ¢)* + y? = 2a — / (z — ¢)* + y2. Elevando ao quadrado ambos os

lados dessa expressao obtemos:

A+ 2a+ 12 +1y? =4a® — 2cx —da /2 —2ca + 22+ 2 + A + 22+ 42

Simplificando temos que

a2 —2cx+ 22 +y2 =a’ —cx
Elevando novamente ao quadrando ambos os lados da equacdo obtemos
a? (02 — 2cx + 2% + yz) = (a2 - cx)2
a? (02 — 2cx + 2% + y2) =a* - 2d%cx + Px
a® (¢ — 2cx + 22 + ) — (a* — 2a’cx + *2?) = 0
—d P 4 a2 + a2yt — Pt =0

o2 (a2 _ 02) _ (a2 - 02) 22 + a2y

2
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Substituindo b2 = (a2 — 02) temos

a?b? = b*2? + oy’

Dividindo ambos os lados por a?b? chegamos finalmente a equacio
2 2
T+l
a? b2

Chegamos assim a seguinte proposicéo:

Proposicao 8.6

Uma elipse € de focos | = (c,0) e F» = (—c,0) e eixo maior medindo 2a tem
equacgao

- + = =1, (8.6)

onde b é tal que a® = b* + c2.

Tal equacao é usualmente conhecida como a forma canénica da elipse (ou
equacdo reduzida da elipse).

Os numeros a, b e ¢ sao conhecidos como parametros geométricos da elipse.

Observacao 8.7

Se na dedugio da equagéo da elipse tivéssemos adotado o sistema de coorde-
nadas com os focos sobre o eixo y e a origem entre os focos, isto é o sistema
com o eixo maior A; Ay de comprimento 2a sobre o eixo y e o eixo menor
BB, de comprimento 2b sobre o eixo x, teriamos, no final, a equagao:

22 + ny =1
2 a2
Observacao 8.8
Para uma elipse de equacio:
22 + y72 =1
a2 b2

com a > b, é facil ver que:

« O retdngulo fundamental da elipse ¢ a regifio retangular R = {(x,y) €
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E2%; x € [~a,a],y € [-b,b]} .

« A coroa fundamental da elipse é a regido C = {(z,y) € E*b? <
2?4y < a*}.

8.2.3. Esboco da Elipse

Considere uma elipse € de equacio:

coma,b > 0.

Observe inicialmente que, se um ponto P = (z,y) esta na elipse £, também
a ela pertencem os pontos P/ = (—x,y), P’ = (z,—y) e P’ = (—x,—y). Desse
modo, basta para esbocarmos € basta estudarmos a elipse no primeiro quadrante
do sistema de coordenadas e refletirmos tal esbogo ao longo dos eixos Ox e Oy
(que sdo eixos de simetria da elipse).

Além disso, isolando-se o pardmetro y da equagdo de € obtemos:

b
yz:l:a a? — 22,

donde observamos que para esbocarmos € no primeiro quadrante basta estudarmos
o grafico da funcéo:

f:[0,a] — R

b
r+— —Va? — x2.
a

Observacao 8.9

Note que para £ > a, temos (a2 = a:2) < 0Oe, portanto, f nao fica bem
definida.

Como f(0) = be f(a) = 0 temos que dois dos vértices da elipse tém coordenadas
(0,b) e (a,0).
Além disso, temos que f é decrescente, ja que, para xg, 1 € [0, a], temos:

:Eo<a:1<:>:cg<z%<:>a2—a:3>a2—x%

b b
e 2 _ g2 e 2 _ 42
<:>a\/a x> yfa x] <= f(xo) > f(z1).
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O uso de calculo diferencial nos permite concluir que o grafico de f é céncavo,
isto é fixos dois pontos Py e P, quaisquer sobre o grafico de f, temos que o grafico
de f fica acima do segmento Py P;.

)
B1=(0, 4

Ao O
1 :((l, 0)

Bo

Figura 8.4.: Esboco da Elipse

A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é

dada por:
ab

f//(l') = —m,

que é negativa para todo x € (—a,a).

Observacao 8.10

Uma elipse pode ser facilmente desenhada com o auxilio de um barbante
de comprimento 2a. Basta para isso fixarmos as extremidades do barbante
nos focos e tragarmos uma curva com o lapis apoiado (porém nao preso) no
barbante de modo a manter este sempre esticado.

8.2.4. Exemplos
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Exemplo 8.11.
Determine a equacéo da elipse de focos (3,0) e (—3,0) e vértices (0,4) e (0, —4).

N

Solucao. Primeiramente notamos que temos uma elipse de focos no eixo Ox
(pois a segunda coordenada dos focos é 0). Entdo, usando a mesma notagéo da
Proposicéo 8.6, temos ¢ = 3 e b = 4, e, como a?=b%+ 32, segue que a = 5. Desse
modo a equacdo procurada é:

2 2
2oy
25 16
que é uma elipse com vértices A; = (5,0), Ay = (—5,0), By = (0,4), By =

(0,—4) e focos F} = (3,0) e F, = (—3,0).

Exemplo 8.12.
Determine a equacio da elipse de focos (0,4) e (0, —4) e eixo maior medindo 12.

<

Solucao. Nesse exemplo temos uma elipse de focos no eixo Oy (pois a primeira
coordenada dos focos é 0). Assim, usando a notacdo da Observacéo 8.15, temos
c=4e2a=12e, como a®> = b% + 2, segue que b = 21/5. Desse modo a equaco
procurada é:
2 2

2 v

20 36
que é uma elipse com vértices A; = (0,6), Ay = (0, —6), B; = (2v/5,0), By =

(—2v/5,0) e focos Fy = (0,4) e Fy = (0, —4).

Exemplo 8.13.

Seja € uma elipse de centro na origem e tal que um de seus vértices sobre a reta

6v/'5
focal é (0,5). Sabendo que € passa pelo ponto <\5[, \/5), determine a equacdo

da elipse.
N

Solucgao. Nesse exemplo temos novamente uma elipse de focos no eixo Oy (nesse
caso porque nos é informado que o centro da elipse esta na origem e o ponto (0, 5)
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sobre a reta focal). Assim, usando a notacdo da Observacao 8.15, temos a = 5.
Desse modo a equagédo procurada é do tipo:
33‘2 y2

2 9

=1
b J

com0 < b< 5.

6v'5
Usando agora que o ponto ({, \/5) pertence a € temos que:

(6v5/5)°  (V5)°
T

Resolvento tal equacéo (de incoégnita b) obtemos b = 3. Logo a equacéio da elipse

=1.

$2

93

‘ <
)

=1.

t

8.3. Hipérbole

De acordo com a Definicédo 8.2,
uma hipérbole J{ é o lugar ge-
ométrico formado pelos pontos do
plano cujo modulo da diferenca das
distancias a [ e F5 é igual a 2a

—-—
(onde 2a < ||F} F3l)).
Desenvolveremos nesta secdo

a equacdo tida como a forma
candnica da hipérbole, que de-
screve uma hipérbole cujos focos es-

tdo em um dos eixos coordenados si-
metricamente dispostos em relacédo

Figura 8.5.: Hipérbole

a origem. Assim como fizemos para
a elipse, fixemos primeiramente a
terminologia basica envolvida no estudo de hipérboles.

8.3.1. Terminologia

« Os pontos F) e F descritos na Defini¢éo 8.2 sdo denominados focos da
hipérbole. O segmento F F5 de comprimento 2¢ é o segmento focal da
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hipérbole e 2¢ é a distancia focal da hipérbole.
« A reta r contendo F e F é denominada reta focal da hipérbole.

« A interse¢io de J{ com r consiste de dois pontos A; e Az que sdo os vértices
da hipérbole sobre a reta focal. O segmento A; A2 de comprimento 2a é o
chamado eixo transverso da hipérbole.

« O ponto médio O € r do segmento F F5 é o centro da hipérbole;

« O segmento B By de comprimento 2b (onde ¢? = a? +b?), cujos extremos B
e By estdo simetricamente localizados em relacdo ao centro O da hipérbole
sobre a reta s perpendicular a r por O, é denominado eixo conjugado da
hipérbole;

« Os numeros a,b e ¢ sdo conhecidos como parametros geométricos da

hipérbole.

« Asretas r_ e r4 pelo centro O de inclinacdo —b/a e b/a respectivamente
sdo as assintotas da hipérbole (ver Subsecéo 8.3.3);

+ Qualquer segmento cujos extremos estiao sobre H{ é denominado corda da
hipérbole;

« Chamamos de amplitude focal da hipérbole o comprimento de uma corda
que contenha um dos focos da hipérbole e que seja perpendicular a reta focal
desta.

« O retangulo fundamental da hipérbole é a regido retangular R =
{(z,y) € Bz € [~a,a],y € [-b,b]}.

« Uma hipérbole é dita equilatera quando os pardmetros geométricos a e b
dessa hipérbole sdo iguais.

8.3.2. Equacao da Hipérbole

Escrevendo a equagdo (8.2), apresentada na Defini¢do 8.2, e manipulando-a
algébricamente de modo analogo ao que fizemos para a elipse chegamos ao seguinte
resultado:
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Proposicao 8.14
Uma hipérbole H de focos 'y = (¢,0) e > = (—c, 0) e eixo transverso medindo

2a tem equacgdo
2 2

z Y
onde b é tal que ¢* = a® + b2,
Tal equacao é usualmente conhecida como a forma canénica da hipérbole
(ou equagdo reduzida da hipérbole).

Observacao 8.15

Se na deducéo da equacéo da hipérbole tivéssemos partido de focos localizados
sobre o eixo Oy (ou seja F1 = (0,c¢) e F, = (0, —c¢)), teriamos chegado a
equacao:

8.3.3. Assintotas

Definicao 8.16

Uma reta r de equagio y = mx + n é dita ser uma assintota de uma dada
fungdo f : (a,+00) — R em 400 (@ € R) se a distancia entre o ponto
(z, f(x)) do grafico e a reta r tende a zero quando x vai para infinito, isto é

se:
lim d(P,r)=0, (8.8)

T—r+00

onde P = (z, f(x)). Analogamente podemos definir assintota de f em —oc.

A proposi¢io abaixo mostra que hipérboles admitem duas assintotas.
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Proposicao 8.17

As retasr er_ de equagoes

r+:y:ax e r_i1Yy=——2x

sdo assintotas da hipérbole H de equacao

2 2
T
a b2

Demonstragiao. De fato, para uma tal hipérbole 3, temos que P = (z,y) € H se
e somente se b?z? — a?y? = a?b%. Entdo temos:

B |bz — ay|

d(P,ry) = NCET]
B |bz — ay| |bx + ay|

VBt a? b+ ayl

B 0222 — a2y?| 1
V2 +a?  [br + ay|
a’b? 1

VB 1 a? b+ ayl
Assim, temos que

lim d(P,ry) =0.
(z,y)— (F00,+00) ( +)

Analogamente, temos também que

lim d(P,r_) =0.
(#,y)—(00,F00)

Observacao 8.18

Escrevendo os dois ramos como

temos: fy aproxima r4 quando z — +o00 e r_ quando x — —o0; para f_
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ocorre o contrario. Essa formulacio torna precisa a afirmacéo de que as duas
retas sdo assintotas da hipérbole.

8.3.4. Esboco da Hipérbole
Seja uma Hipérbole HH{ de equacio:

22 2
a2
coma,b > 0.

Como na elipse observamos que, se um ponto P = (z,y) esta na hipérbole J,
também a ela pertencem os pontos P’ = (—x,y), P' = (x,—y) e P = (—z, —y).
Assim, a hipérbole J é simétrica em relacio aos eixos Ox e Oy.

Além disso, isolando-se o parametro y da equagio de J obtemos:

Y= :tsvl‘z — a2,

Estudemos entéo o grafico da funcéo:

fla,+00) — R

b
x— —\/2? —a?.
a

Observacao 8.19

Observe que, no caso da hipérbole, para = € [0, a), temos (22 — a?) < Oe,
portanto, f nio fica bem definida.

Note agora que f(a) = 0 nos da o vértice A; = (a,0) da hipérbole. Além disso,
temos que f é crescente, ja que, para xg, z1 € |a, +00), temos:

xo<x1<:>x3<x%<:>x%—a2<x%—a2

b 2 2 b 2 2
<:>a\/x0 at < —yfar—a = f(xo) < f(x1).

Calculo diferencial nos permite concluir que o grafico de f também é concavo
no caso da hipérbole.
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A concavidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é

dada por:
ab

f//(a?) = —m,

que é negativa para todo x € (a, +00).

Finalmente, sabemos que f(z) tem a reta 4 : y = —x como assintota e é tal que
a

b
f(z) < ¥ para todo = € [a,+00). Desse modo sabemos que f(x) se aproxima

assintoticamente de r, por baixo dessa reta, quando x tende a 4occ.

8.3.5. Exemplos

Exemplo 8.20.

Uma hipérbole H tem vértices nos pontos (0,4) e (0, —4), e um foco no ponto
(0, —5). Obtenha a equagéo da hipérbole e de suas assintotas.

<

Solucao. Observamos que H é uma hipérbole com centro na origem e focos no
eixo Oy. Assim sua equacéo ¢ do tipo:

com ¢ = a? 4 b2 e 2¢ a distancia focal.

Como H tem vértices (0,4) e (0, —4) segue que a = 4. Como um dos focos de
H é (0,—5), segue que ¢ = 5. Logo, a partir da igualdade ¢* = a? + b?, obtemos
b = 3. Assim a equacdo de J{ é:

2 2
vy g,
16 9
As assintotas de H sdory : x = (b/a)yer_ : x = —(b/a)y, ou seja:

() ()



8. Conicas 181

Exemplo 8.21.

Uma hipérbole HH{ tem os focos num dos eixos coordenados e centro na origem.
Sabendo que uma das assintotas de { é areta 3z —2y = O e que P = (4/2,6) € K,
determine a equacdo de J<.

N
Solucao.
+ Focos no eixo Ox:
2 2
Seja P 1 a equacdo da hipérbole procurada. Como a reta 3z —2y = 0,
. . - 3 )
que é a também a reta de equagio y = %> € uma das assintotas obtemos:
3

a 2

jab= —a.
ou seja 50

Usando que P € JH obtemos:

3
Usando que b = S0 simplificando algebricamente a igualdade chegamos

entao a:
16

— = 1.
a2

3
Portanto a? = 16, ou seja a = 4. Usando novamente que b = §a obtemos

entdo b = 6. Logo chegamos a equagio:

£ Y
H:—=-==1
16 36
» Focos no eixo Oy:
2 2
Seja agora = — Z—Q = 1 a equagdo da hipérbole procurada. Como a reta
a

3z — 2y = 0, que é a também a reta de equagio x = gy, é uma das assintotas

obtemos:

2
a 3
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ousejab = —a.
3

Usando que P € I obtemos:

2T, 1.
Usando que b = —a e simplificando a equagéo chegamos a:
36
—— =1.
a2

Como a? > 0 observamos que nio existe a tal que a igualdade acima seja
satisfeita, ou seja, ndo existe hipérbole com focos no eixo Oy contendo P e
com assintota 3x — 2y = 0.

Conclusao: A tnica hipérbole cuja equacéo resolve o problema é:

2 2
z Yy
H:——==1
16 36
q
Exemplo 8.22.
Encontre o centro, os focos e vértices da hipérbole de equacio:
922 — 4y% — 18z — 8y — 31 = 0.
q

Solugéo. Tentaremos aqui manipular a equacio dada de forma a obter uma equagéo
da forma:
(z — x0)? _ (y — %0)* -1
a? b? ’
que representa uma hipérbole de centro C' = (z, yp), focos F1 = (z9 + ¢, yo) e
Fy = (x9—c, o), onde ¢? = a®+b?, e vértices V; = (zo+a,yo) e Vo = (xg—a, o).
Comecemos completando quadrados escrevendo:

(922 — 182 +9) — (4> + 8y +4) —9+4—31=0.

Portanto temos:
9(z —1)% — 4(y + 1)? = 36.
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E, finalmente:
(z —1)°

(y+1)?*

4

=1.
9

Tal equacéo representa uma hipérbole de centro C' = (1, —1) de parametros a =
2,b =3 ec=+/13. Logo seus focos sdao F}; = (1++/13,—1)e F» = (1—v/13,-1),
e seus vértices sdo V1 = (3,—1) e Vo = (—1,—1).

8.4. Parabola

Conforme descrito na
Definicdo 8.3, uma parabola P
de foco F' e reta diretriz d é o lugar
geométrico formado pelos pontos
do plano cujas distdncias a F' e d
sdo iguais.

Nesta secao estudaremos
funcdes quadraticas de uma
variavel, cujos graficos represen-
tam parabolas com retas diretrizes
paralelas aos eixos coordenados.
Em particular veremos a chamada
forma canénica da parabola que

Figura 8.6.: Parabola

é a equacdo que representa uma parabola com vértice na origem, foco sobre um

dos eixos coordenados e reta diretriz paralela ao outro eixo coordenado.

8.4.1. Terminologia

« O ponto F' descrito na Definicdo 8.3 é denominado foco da parabola.

o A reta d, também descrita na Defini¢do 8.3 é denominada diretriz da

parabola.

« A distancia 2p entre o foco F' e a reta diretriz d da parabola é chamada

parametro da parabola.

« O ponto V de intersecdo da perpendicular a d por F' com a parabola é o

vértice da parabola;

A reta perpendicular a d por F' é o eixo de simetria da parabola.
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« Qualquer segmento cujos extremos estdo sobre P é denominado corda da
parabola;

« Tomando A e B os extremos da corda que contém F' e é paralela a diretriz
d, obtemos o tridngulo AV AB denominado triangulo fundamental da
parabola.

8.4.2. Equacao da Parabola

Para uma parabola com diretriz paralela ao eixo Ox e vértice na origem do
sistema de coordenadas vale o seguinte resultado:

Proposicao 8.23
Uma parabola P de foco F = (0,p) e reta diretrizd : y = —p (p # 0) tem

equacgao
1 2
= . 8.9
y < 4p>:r (8.9)

Tal equagao é usualmente conhecida como a forma candnica da parabola
(ou equagdo reduzida da parabola).

Demonstragdo. Seja P = (z,y) um ponto da parabola. A partir da equacéo

|FP| = d(P, d) obtemos:
22+ (y—p)*=ly+pl|
Elevando ambos os lados ao quadrado obtemos:
a? +y® = 2py +p* =y + 2py + p°.

Simplificando e isolando y chegamos entéo a:

1 2
= (3)”
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Observacio 8.24

Para uma parabola de foco F' = (p, 0) e reta diretriz vertical d : * = —p uma
demonstragio analoga nos levaria a equagéo:

(LY e
x_<4p> , (8.10)

a qual também é conhecida como forma canodnica da parabola.

No caso particular da parabola, porém, é importante destacar sua descri¢cdo como
grafico de fun¢des quadraticas de uma variavel real.

Definicido 8.25
Uma fungio f : R — R é dita quadratica quando existem a, b, c reais com
a # 0, tais que f(x) = az? + bz + c para todo = € R.

Sobre fungdes quadraticas vale o seguinte resultado:

Proposicao 8.26

O gréfico da funcdo quadratica f(x) = az? + bx + ¢ é uma parabola com:

« foco:
b A—1
F=——) —

< 2’ 4a )’

« diretriz:
d:y— A+1

Y= da

o vértice:

onde A = b? — 4ac.
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Observacao 8.27

O grafico de uma fungdo f : R — R é o lugar geométrico dado pela equacéo
y = f(z). Logo, pela Proposicio 8.26, y = axz? + bx + c é a equagdo de uma
parabola com diretriz paralela ao eixo Oz.

E analoga a demonstracio da proposicio acima o fato de que z = ay?+by+c
é equacao de uma parabola com:

« foco: A y
—1
F=1- -

< da ' 2a> ’

« diretriz:
d A+1
= —
da

« vértice:

A b
V= ()

onde A = b? — 4ac.

Observacao 8.28

E importante notar que as fungdes f(z) = az’+br+ceg(z) = a'v>+b'v+c,
com (a,b,c) = A\d', V', ) para algum X # 0, tém mesmas raizes, ou seja
f(z) = 0 se e somente se g(z) = 0, no entanto seus graficos sdo distintos e,
portanto, representam parabolas diferentes.

A Proposicéo 8.26 segue imediatamente dos Lemas 8.29 e 8.30, abaixo demon-
strados.

Lema 8.29

O grafico de uma funcédo quadratica f(x) = a(x —m)? + k é uma parabola

com:
o foco:
= | m, + s
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« diretriz:
diy=k——

. vértice V. = (m, k).

Demonstracao. Seja P = (x,y) um ponto qualquer do grafico de f (de modo que

1 1
y = a(x —m)* + k). Tome F = (m,k—i— 4> ed:y=Fk— 1 Mostremos que
a a

HﬁH = d(P, d) (ver Definicao 8.3).

Por um lado temos:

FP— <x—m,a(x—m)2—1>.

4a

Portanto segue:

2
Hﬁﬂ —\/(x—m)2+a2(a:—m)4—2a(x_m)21+ ( 1)

4a 4a

_ \/@2($ —m)* + 2a(z - m)% * (41a>2

Por outro lado:

d(P,d) =

a(x—m)2+k‘—(k:—41a>‘:

Logo, vale | FB|| = d(P,d).
Como o vértice da parabola é o ponto médio do menor segmento que liga F' a d
é facil ver que V' = (m, k).
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Lema 8.30
Vale a igualdade:

9 b > b? — dac
ar*+br+c=alzx+—| —|—— ).
2a 4a

Essa forma de escrever a funcao quadratica é conhecida como forma canénica
do trindmio de segundo grau.

Demonstracao. De fato:

aaz2+b:p+c:a<x2+bx+c>
a a

b\ 2
Completando quadrado de modo a obter (w + 2) temos:
a

x2+éx+g = :lz2+2£ac+ﬁ—ﬁ+E
“ a a ¢ 2a 4a?  4a?  a
Lb 2 b2 —dac
o) 2T =ac

2a 4a?

. :c—i—i 2_ b2 — 4dac
a 2a 4a '

= a

Observacao 8.31

A reciproca também é verdadeira. Se F' = (m,n) e a diretrizé d : y = p, com

_ n+tp
V(m, 5 )

Comparando com o Lema 8.29, obtemos

n # p, entdo o vértice é

1

T om—p)
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Logo a parabola é o grafico de

n +
y=ale—m)’ + =57,
2
ou, na forma y = ax? + bx + ¢,
1 m m? n+op
a= , b=— , = .
2(n —p) n—p 2(n —p) 2

8.4.3. Esboco da Parabola

Figura 8.7.: Vértice, foco e diretriz de uma parabola com eixo vertical.

O esbogo da pardbola de equacio y = ax? + bz + ¢ (ou grafico de f(z) =
ax? 4 bx + c) pode ser facilmente estudado a partir da forma canénica do trindémio
(Lema 8.30):

b\? b — 4dac
— 42 — - —=
f(z) =ax +bx+c—a<w+2a> < 1 )

Fixemos, para estudo, a > 0. Observamos que f tem seu minimo no ponto onde

+ b 0 i d b
z+ — | =0, ou seja quando z = — —.
2a ’ jaq 2a

Além disso, para o < z; < 9 temos que:
a

b2 b\2
<x1+2a> <<$2+2a>,
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b
donde segue que f(z1) < f(x2), ou seja f é crescente em [—2, -l—oo). Analoga-
a

b
mente vemos que f é decrescente em | —o0, 5|
a

Um pouco de célculo diferencial nos permite concluir que, para a > 0, o grafico
de f é convexo, isto é fixos dois pontos Py e P; quaisquer sobre o grafico de f,
temos que o grafico de f fica abaixo do segmento Py P;.

A convexidade do grafico de f decorre do fato de que a segunda derivada de f é

dada por:
f(x) = 2a > 0.

Finalmente, se A = b? — dac > 0, podemos obter as raizes de f facilmente
igualando a forma candnica do trinémio e isolando o parametro z, obtendo assim a

. —b+ Vb? — 4ac

2a

Féormula de Bhaskara:

Observacao 8.32

Se a < 0, f(x) = ax? + bx + c tem seu maximo em x = ~og’ é decrescente
a

2a

b
em [—2, +oo> e crescente em [ —oo, —— |, tem grafico cdncavo e tem
a
suas raizes dadas pela (mesma) Formula de Bhaskara (quando A > 0).

8.4.4. Exemplos

Exemplo 8.33.
Determine a equacio da parabola de foco F' = (1,2) e reta diretriz r : y = 4.

<

Solucdo. Seja P = (x,y) um ponto da parabola. A equacio ||ﬁ” =d(P,r) em
coordenadas fica:

Ve =12+ (y—2)2=y—4|.

Elevando essa igualdade ao quadrado obtemos:

(2% =22+ 1) + (y> — 4y +4) = y* — 8y + 16.
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Isolando entdo o pardmetro y chegamos a:
1\ o . 1 N 11
=|(— |z — |z — .
Y 1 2 1

Exemplo 8.34.

Considere uma parabola P com vértice na origem e com o eixo Ox como reta focal.
Suponha que o ponto (3, —6) pertenca a P. Determine a equagio de P, seu foco F’
e reta diretriz d.

<

Solugao. Sabemos que P é uma parabola de pardmetro 2p com equagio da forma:

+ LY 2
T = — .
4p y

Como a primeira coordenada do ponto (3, —6) é positiva temos:

1
Prx= — ) 2
! +<@>y

Substituindo as coordenadas do ponto (3, —6) na equacdo acima chegamos a

R
T.x—<12>y.

Tal parabola tem, assim, foco F' = (3,0) e reta diretrizd : x = —3.

p = 3. Logo temos:

Exemplo 8.35.

Considere a funcio quadratica f(z) = 2 — 6x + 8. Escreva f na forma quadratica
candnica e a partir de tal determine suas raizes. Determine as coordenadas do
vértice, foco e a equacdo da reta diretriz da parabola que é grafico de f.

N

Solucgao. Completando quadrado obtemos f(z) = (22 —6x+9)—1 = (z—3)2 -1
que é a forma candnica de f.
Igualando a forma canoénica a zero chegamos a:

(x—3)*=1.
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Portanto temos x —3 = £l ouaindaxz = 3 £ 1. Logox = 2 e & = 4 sdo as
raizes de f.

O vértice da parabola que é grafico de f, ocorre no ponto onde f é minimo, ou
seja em x = 3. Logo as coordenadas do vértice sio (3, —1).

Claramente o eixo de simetria da parabola em questio é paralelo ao eixo Oy.
Suponhamos entio que o foco da parabola tenha coordenadas F' = (3, —1+¢) e
a diretriz tenha equacdo d : y = —1 — ¢ (Note que o vértice da parabola dista o
mesmo do foco e da diretriz da parabola).

Considere um ponto P qualquer da parabola diferente do vértice. Tome por
exemplo P = (0, 8). Devemos ter Hﬁ“ =d(P,d).

Por um lado, temos entdo FP = (—3,9 —¢) e:

IFP| = 9+ (9 —c)2.

Por outro lado:
d(P,d)=8—(-1—-¢)=9+c
Deve valer entio:
9+(9—c)?=(9+c)>

Portanto temos ¢ = (1/4).
Logo F'= (3,-3/4)ed:y=—5/4.

8.5. Excentricidade

Proposicao 8.36

Sejammn > 0,n # 1l ec > 0. Tome F = (c,0). Tomer a reta de equagado
x = c/n? (logo paralela ao eixo Oy).
Entao, se P = (z,y) satisfaz a igualdade

|FP| = nd(P,r), (8.11)
temos que:

« se) < n <1, entdo P pertence a elipse de equagdo

ondea = c/n eb tal que a®> = b + 2.
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« sen > 1, entdo P pertence a hipérbole de equagao

ondea = c/n eb tal que c* = a® + b,

Demonstracao. Escrevendo a equacio (8.11) em coordenadas cartesianas temos:

C
—1-

(=P +y =
Ui

T —

Elevando essa equagdo ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado
facilmente chegamos na igualdade:

1
:E2(1—772)—|—y2:c2 <2—1>.

.112‘2 y2

_.I_
2 /02 1
2 §<2‘Q
n

1
Entio, para 0 < 1 < 1, observamos que c? <2 — 1) > (. Tomando entéo
n

1
a’?=c/n?eb?® = c? (2 — 1) (de modo que a? = b% + ¢?) temos:
n

1
Caso 17 > 1 temos que c? <772 — 1> < 0. Tomando a? = c%/n? e b =

1
—c? (772 - 1) (de modo que ¢? = a? + b?) segue:



8. Conicas 194

Proposicao 8.37
Sejamn =1eF = (c,0). Tomer a reta de equagio x = —c.
Entao, se P = (x,y) satisfaz a igualdade

|FP| = nd(P,r), (8.12)

temos que:
y? = 4dex.

Demonstracao. Escrevendo a equacio (8.12) em coordenadas cartesianas temos:
@+ = (c+a).

Elevando essa equacdo ao quadrado e manipulando algebricamente o resultado

facilmente obtemos:

y? = 4dex.

Observacao 8.38

A reta r e o ponto F' descritos nas proposigdes 8.36 e 8.37 sdo denominados
respectivamente reta diretriz e foco da conica em questéo.
O parametro 7, que aparece em ambas as proposicdes, é denominado excent-

ricidade da conica.

Observacao 8.39
E facil mostrar que as reciprocas das proposi¢oes acima sdo validas, ou seja:

« Se P = (z,y) é um ponto da elipse de equacio:
2 2
x
R
a b2
entdo, tomando ¢ > 0 tal que a?=b®+ 32, n=c/a(note 0 < n < 1),
F = (c,0) er: x = c/n? temos que P satisfaz a equacio (8.11).

=1,

« Se P = (z,y) é um ponto da hipérbole de equacio:

.’L'2 y2

2 -t
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entdo, tomando ¢ > 0 tal que 2 = a? + b2, 17 = ¢/a (note n > 1),
F = (c,0)er: x = c/n? temos que P satisfaz a equacio (8.11).

« Se P = (z,y) é um ponto da parabola de equacio:
y? = 4dcx,

entdo, tomandon = 1, F' = (¢,0) e r : x = —c temos que P satisfaz a
equacdo (8.12) (que é a mesma que a equagao (8.11)).

8.5.0.1. Excentricidade e a forma de uma conica

A excentricidade 1 de uma conica é usualmente usada para estudar o formato das
conicas.

No caso da elipse, quanto mais 7 for préoximo a 0 maior a “semelhanca” da
elipse com um circulo. De fato, dividindo a?> = b? + ¢? por a?, teriamos que
(b/a)? = 1 — n?. Logo para 1 pequeno (b/a) estaria proximo de 1. Assim, a e
b seriam aproximadamente iguais. Tomando b = a teriamos entdo a equagéo do
circulo: 2% + y? = a?.

Paran < 1 préximo de 1 teriamos por outro lado que (b/a) seria proximo de 0,
ou seja, b seria muito menor que a, o que nos levaria a uma elipse bem alongada ao
longo do eixo Ox.

Na hipérbole, por sua vez, se 7 > 0 estiver perto de 1 teremos (b/a) proximo de
0, pois dividindo ¢? = a® + b? por a? obtemos 7> = 1 + (b/a)?. Isso implica que
as assintotas da hipérbole tem inclinacdo préxima a 0, ou seja, a medida que 7 fica
mais perto de 1 as hipérboles ficam mais préximas do eixo Oz.

Por outro lado, a medida que 7 tende & +0o0 temos que (b/a) também tende
a 400, ou seja, a inclinacdo das assintotas da hipérbole crescem de modo que as
hipérboles se aproximam do eixo Oy.

Em geometria, dizemos que duas figuras sdo semelhantes se pode-se obter uma
a partir da outra pela composic¢do de isometrias (translagéo, rotacio, reflexdo) e
homotetias (fixos centro O e razdo k, uma homotetia leva P em P’ pela relacio

OP = kODP)

Sobre a semelhanca das conicas valem o seguinte resultado:
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Proposicao 8.40

Se duas conicas tém mesma excentricidade entdo elas sdo semelhantes, em
particular todas as parabolas sao semelhantes entre si.

Demonstracao. Consideraremos apenas as conicas cujas equagdes estio na sua
forma canoénica (pois, como veremos no capitulo ??, todas as conicas podem ser
transformadas na forma candnica por rotagdes e translagdes).

Considere duas elipses € e & de equagdes:

2 2

Y
it =h

2 2
Y y

Se ambas tém a mesma excentricidade, entdo b/a = b'/a’. Portanto

a v
k=—=—>0.
a b>

Considere a homotetia h(z,y) = (kz, ky). Se P = (x,y) € &, entdo

de modo que h(P) € &'.
A semelhanca de hipérboles de mesma excentricidade segue de modo analogo.
No caso de duas parébolas P : y = az? e P’ : y = a’x?, tome k = (a/a’). Dai se
P = (x,y) estd em P temos que vale y = az>. Por outro lado tomando a homotetia
h(z,y) = (kx, ky) temos:

d(kx)? =d (%)23:2 = (%) az® = ky.

8.6. Construcoes de Dandelin

Elipse
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Figura 8.8.: Elipse

Dado um cone com angulo de
abertura 2a e um plano 7 que in-
tersecta o cone e faz um angulo su-
perior & & com o eixo do cone temos
na interseciio uma elipse. E possivel
encontrar duas esferas S7 e Sy que
tangenciam o plano 7 e o cone in-
ternamente (ver Figura 8.8). Tais
esferas sao conhecidas como esferas
de Dandelin da elipse.

Mostremos usando as esferas de
Dandelin que a soma das distancias
de um ponto X da elipse aos focos
Fy e Fy é constante, isto é:

IFX|| + [|FoX]| = k,

onde k é um nuimero real fixado (ob-
viamente maior que a distancia fo-
cal da elipse).

Suponha que 5] e S3 tangenciam

o cone nos circulos C' e Cy respectivamente. Seja X um ponto qualquer da elipse.

A reta W que passa por X e pelo vértice O do cone intersecta C'; e Co em pontos

H, e Hy respectivamente.

Observe que X H; e X F sdo segmentos tangentes a mesma esfera S; tracados a
partir de X; portanto tém o mesmo comprimento. Do mesmo modo, X Hy = X F5.

Além disso, H1 e Hy pertencem a mesma geratriz do cone, e a distancia entre os

circulos de tangéncia C'; e (s medida ao longo de qualquer geratriz é constante.

Assim,

IF X || + | FoX || = | X Hy|| + | X Ha| = [|H1Hall,

que independe de X. Isso recupera a caracterizacio foco—foco da elipse.

Parabola

Mostraremos no que se segue que a
curva (parabola) formada pela interse¢io
de um cone de angulo de abertura 2« e
vértice O com plano 7 que faz um angulo
« com o eixo do cone, obedece de fato a

A
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equacao:
IFX | = nd(X,r),

comn = 1, onde F' é o foco da parabola,
r a sua diretriz e X um ponto qualquer da
conica.

Considere a esfera simultaneamente
tangente interna ao cone e tangente ao
plano 7. Seja v o plano que contém os
pontos de tangéncia da esfera com o cone. Afirmamos que o ponto de tangéncia da
esfera com o plano 7 é o foco da parabola e que a reta r obtida pela intersecdo de m
e 7y é a reta diretriz da parabola.

Seja X um ponto qualquer da parabola. Seja C' a intersecdo da reta O<7 (uma
geratriz no cone) com . Considere B a projecdo ortogonal de X em y e D o ponto
na diretriz » = 7 N~y tal que o tridngulo AX B D se encontre num plano ortogonal
a 7. Afirmamos que qualquer que seja X, ponto da parabola, os tridngulos AX BC'
e AX BD sao congruentes.

Observacao 8.41

Cuidado ndo confundir sua intui¢do com a Figura 8.9 que é apenas uma
projecao no plano de uma figura tridimensional. O tridngulo AX BC néo
esta contido no plano da figura desenhada no papel (ele “entra no papel”).

A congruéncia dos tridingulos segue do fato de que os dngulos «, 3, 6 e ¢ sdo
todos congruentes (por qué?), XBC = XBD = g e X B é um lado comum a
ambos os tridngulos (Congruéncia “ALA”).

Observe assim que | XC|| = | XD|. Mas | XD|| = d(X,r) e | XC|| = [|XE],
onde F' é o foco da parabola (pois XC e X F sdo tangentes a esfera em C' e F).
Logo:

IFX| = nd(X,r),

comn = 1.
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Exercicios

Ex. 6.1 Prove que a curva (elipse) formada pela intersecéo de um cone de angulo
de abertura 2ac com um plano 7 que faz um angulo § > « com o eixo do cone
satisfaz a equacéo

IFX] = nd(X,r),

com 7 < 1, onde F' é o foco da elipse e r a sua diretriz.
Considere, como no caso da parabola, a esfera simultaneamente tangente interna-
mente ao cone e tangente ao plano 7 (esfera de Dandelin).

a) Determine o foco F' e a diretriz r da elipse por uma construcdo analoga a
usada para a parabola;

b) Considere X e X’ dois pontos da elipse. Defina os pontos B, C'e D como
no caso da parabola e defina B’, C' e D' analogamente a partir de X';

c) Mostre que os seguintes tridngulos sdo semelhantes:

AXBD ~ AX'B'D’
AXBC ~ NAX'B'C’

d) Mostre que
IXC| _ X' _
XD XD

onde 1 é uma constante real;

e) Conclua que

IFX| = nd(X,7),

comn < 1.

Ex. 6.2 Mostre que a curva (hipérbole) formada pela intersecdo de um cone de
angulo de abertura 2ae com um plano 7 que faz um angulo § < « com o eixo do
cone satisfaz a equacéo

IFX]| = nd(X,r),

com 7 > 1, onde F' é o foco da hipérbole e r a sua diretriz.

Ex. 6.3 Mostre, usando as esferas de Dandelin, que os pontos X da hipérbole

IFX]) - 1 BX]| =k,

satisfazem a equacéo
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onde Fj e F5 sdo os focos da hipérbole e k uma constante real.

8.7. Conicas em Coordenadas Polares

Considere a coOnica de equagdo

Y HﬁH = nd(X,l),. Consideremos

agora coordenadas polares com a origem

O localizada em F' e com o eixo polar
B i3 perpendicular a diretriz [ da conica.

Suponha que a distancia entre a diretriz

l e o foco F' é uma dada constante p e que

a cOnica esta localizada, em relagio a [, no

0 z mesmo lado de /', como na Figura 8.10. E

I
I

|

|

i

|
A D

facil ver que no sistema de coordenadas
acima descrito HﬁH =redX,l) =

Figura 8.10.: Conica: coordenadas polares
(p — rcos @), donde temos:

r=mn(p—rcosh).

Isolando r segue que:
np

r=
1+mncosf
Suponha agora que que a conica esta
localizada, em relacdo a [, no lado oposto Yy
a F, como na Figura 8.11. A equacdo
HF4X>|| = nd(X,1), torna-se entio:

r =mn(rcosf — p).

|
|
|
|
Portanto segue: \ 0 !

l
o\ A

np

" ncosf —1°

Figura 8.11.: Conica: coordenadas polares
Observe no entanto que, como 7 é posi-
tivo, para que a equagdo acima represente um lugar geométrico ndo vazio devemos
ter n > 1, ou seja, a conica deve ser uma hipérbole.
Temos entdo:
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Teorema 8.42

Considere uma conica com excentricidade 1), foco F' na origem e com uma
diretriz | distando p de F' e perpendicular ao eixo polar Ox. Se () < n < 1,
a conica é uma elipse (n € (0,1)) ou uma parabola (n = 1), e todo ponto da
curva esta localizado no mesmo semi-plano em relagdo al que F'. Nesse caso a

conica tem equacgdo:
np

r=— 8.13
ncosf +1 (8.13)
Sen > 1, a curva é uma hipérbole com ramos em ambos os lados de [. O ramo

a esquerda de [ satisfaz a Equacdo 8.13 e o ramo a direita de | satisfaz:

np

= 8.14
" ncosf — 1 (8.14)

8.8. Conicas e a Trajetoria dos Planetas

Nesta se¢do mostraremos, a partir das leis de Newton, que a trajetoria de planetas
sujeitos apenas a for¢a gravitacional exercida por um sol é uma conica. Tal trajetoria
serd uma elipse, parabola ou hipérbole dependendo da velocidade inicial do planeta.
A prova que fazemos aqui foi fortemente inspirada na demonstracio das leis de
Kepler apresentada no livro Calculus - Volume I de Tom Apostol ([1]).

Assim, suponha um sol e um planeta de massas M e m, respectivamente.

A segunda lei de Newton relaciona a for¢a resultante F' e a aceleragéo a por:

F =ma. (8.15)

Denotando por 7 o vetor que liga o sol ao planeta, por u,. o versor de 7 e por r a
norma de 7, a lei universal da gravitagdo afirma que a forca exercida pelo sol no
planeta obedece:

=— U, (8.16)
.

onde G ¢ a constante gravitacional.
A partir das equacdes (8.15) e (8.16) temos:

= . (8.17)

Mostremos inicialmente que a trajetéria do planeta esta contida num plano fixo.
Esse plano contém os vetores posi¢io r e velocidade v e é perpendicular ao vetor
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momento angular especifico r X v. Observe, para isso, que o vetor r X v é constante:

i(r><fu)—d—r><'v+r><d—v—'v><'u+'r><a—r><a—0
dt S odt dt B o

Denotemos 7 X v por c.

Comor-c =17 -7 x v =0 segue que o vetor posicdo é sempre perpendicular
a ¢, logo a trajetoria é de fato plana. Observe que se ¢ = 0 temos que 7 e v sdo
paralelos e a trajetéria sera uma reta (cénica degenerada). Suponhamos no que se
segue que ¢ # 0.

Mostremos agora que a trajetoria é de fato uma coénica.

Fixe um eixo polar passando pelo sol e seja 6 o dngulo entre r e tal eixo. Seja

up o vetor unitario perpendicular a r dado por % Usando coordenadas polares
temos que r = ru,.. Disso segue:
d—r = ﬁ = @u —i—rﬁ = @u +rdurﬁ = ﬂu —i—rﬁu
dt — dt dt " dt de " dg At de " dt
Portanto obtemos:
=rXxv=(ru,) X dr + @ _ 2% X
c=71xXv=(ruy gpUr T | =TT U X ug,
Dessa expressdo segue:
axc= —G—Mu X rzd—eu Xug | =
= 2 o dtr 0| —
do do
= —GMaur X (Up X ug) = GMEUG' (8.18)
Observe agora que:
i( x)—d—vx + x@— X (8.19)
glvxe = xetvx=axc .
Por outro lado:
d du, duy df do
£(GMur) =GM T GM 0 dr GMEuG' (8.20)
Das equagbdes (8.18), (8.19) e (8.20) segue entdo que:
d d
— = —(GMuy,).
dt(v X c) pn (GMwu,.)

Portanto, por integra¢do obtemos:

vXxc=GMu, +b,
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onde b é um vetor constante.
Tomando e tal que GMe = b segue que:

vXxc=GM(u,+e).
Tomando o produto escalar com 7 em ambos os lados, obtemos
r-(vxe)=GM(r+r-e) =GMr(1+mncosg),

onde 77 = ||e|| e ¢ é o dngulo entre 7 e e. Como ¢ = 7 X v, a invariancia ciclica do
produto misto fornece

r-(vxe)=(rxv)-c=c-c=c
onde ¢ = ||¢]|.
Assim temos, finalmente,

GMr(1+4mncos¢) = 2.

Se n = 0, segue que 7 = ¢?/(GM) é constante, e a 6rbita é circular. Se > 0,

definindo

C2

~ GMy’

p

obtemos
np

" 1+mncoso’

que é a equagdo polar de uma conica com foco no sol e excentricidade 7.

Observacio 8.43

Como e é uma constante de integragéo e 7 = ||e|| temos que a excentricidade
depende fundamentalmente das condi¢des iniciais do movimento, isto é, da
posicdo e velocidade iniciais do planeta (Verifique!).

8.9. Exercicios complementares

As listas historicas deste capitulo concentram-se nas construgdes de Dandelin.
Os exercicios abaixo completam a pratica com formas canonicas, elementos ge-
ométricos, transla¢des, completar quadrados e excentricidade.
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Exercicios
Ex. 9.1 Considere a elipse
922 + 49% = 36.
Determine centro, vértices, focos, comprimentos dos eixos e excentricidade.

Ex. 9.2 Determine a equacio da elipse cujos focos sdo (£4, 0) e cujo eixo maior
mede 10.

Ex. 9.3 Identifique a cbnica
922 + 16y% — 362 + 32y — 92 =0

e determine seus elementos geométricos principais.

Ex. 9.4 Para a hipérbole
922 — 16y2 = 144,

determine vértices, focos, assintotas e excentricidade.
Ex. 9.5 Determine a equacio da hipérbole de centro na origem, focos (£5,0) e
vértices (+3,0).
Ex. 9.6 Identifique e esboce a conica

42 — 9y — 8z — 36y — 68 = 0.
Determine centro, vértices, focos e assintotas.

Ex. 9.7 Para a parabola
y? = 12z,

determine vértice, foco, diretriz, eixo de simetria e comprimento da corda focal
perpendicular ao eixo.
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Ex. 9.8 Determine a equagdo da parabola de foco (0, —2) e diretriz y = 2.

Ex. 9.9 Identifique a parabola
22 —6x—8y+1=0

e determine vértice, foco e diretriz.

Ex. 9.10 Determine focos, diretrizes e excentricidade das cdnicas:

2 2
€x )
T AR
RAE TR
22 g2
b) ——==1;
) 9 16
¢ y?=12z.

Ex. 9.11 Um ponto P = (z,y) satisfaz

d(P, (4,0)) = §d<P, - 245> .

Sem usar uma tabela pronta, desenvolva a equacao e identifique a conica.

Ex. 9.12 Compare as elipses

2 2 2 2
X X
Y Y

— 1 e — + =

25 9 100 36
Mostre diretamente que sdo semelhantes e determine a razdo da homotetia que leva
a primeira na segunda.

Gabaritos dos exercicios de Dandelin ja existentes

1. Elipse: foco—diretriz a partir de Dandelin. Tome uma das esferas de
Dandelin. O ponto em que ela toca o plano secante 7 é o foco F'. O plano
que contém o circulo de tangéncia da esfera com o cone intercepta m numa
reta r, que é a diretriz. Para dois pontos X, X’ da elipse, construa B, C, D e
B’,C’", D’ como no caso da parabola. Os pares de tridngulos indicados sdo
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semelhantes porque os dngulos envolvidos dependem apenas dos dngulos
fixos do cone e do plano. Da semelhanca segue que

xXc  Xx'c
xp xp "

independente do ponto. Como os segmentos X C e X F' sdo tangentes traca-
dos de X a mesma esfera, XC = X F'; analogamente para X'. Portanto

XF =nd(X,r).

No caso eliptico o plano secante é mais inclinado que a geratriz correspon-
dente, o que produz 0 < n < 1.

2. Hipérbole: foco—diretriz. Repita a construcdo com a esfera de Dandelin
tangente a folha correspondente do cone. O ponto de tangéncia com 7 é o
foco e a interse¢éo de 7 com o plano do circulo de tangéncia é a diretriz. Os
mesmos tridngulos semelhantes fornecem uma razdo constante

XF =nd(X,r).
Agora a geometria do corte hiperbdlico produz n > 1.

3. Diferenca das distincias aos focos. Use as duas esferas de Dandelin
associadas a hipérbole. Para X em uma das componentes, sejam Hi, H> os
pontos em que a geratriz por X toca os circulos de contato das duas esferas
com o cone. Pela igualdade dos segmentos tangentes tracados de um mesmo
ponto a uma esfera,

XF =XHy, Xy = XHs.

Ao longo de qualquer geratriz, a distancia entre os dois circulos de tangéncia
¢ constante. Portanto

|XF, — XFy| = |XH, — XHy| = HiHy = k,

independente de X.



CAPITULO

9

Curvas Parametrizadas e
Regides do Plano

Este capitulo retine duas ideias complementares da geometria analitica: descrever
curvas por meio de pardmetros e descrever regides do plano por meio de suas
fronteiras e de cortes coordenados. Em ambos os casos, a escolha da representacio
adequada permite transformar uma figura geométrica em equacdes que registram
ndo apenas onde estdo seus pontos, mas também como o objeto é percorrido ou
organizado no plano.

Comecaremos com curvas parametrizadas, estudando traco, orientacéo, regulari-
dade, coordenadas polares, cilindricas e esféricas e comprimento. Na parte final,
voltaremos ao plano para descrever regides limitadas por curvas, usando cortes
verticais, horizontais e coordenadas polares. Essa passagem prepara a linguagem
necessaria para aplicacdes posteriores, sem exigir aqui uma teoria de calculo multi-
variavel.

9.1. Parametrizacao de Curvas

Uma curva pode ser apresentada de maneiras muito diferentes. Uma equacgéo
cartesiana descreve os pontos que pertencem a curva; uma parametrizacdo descreve,
além disso, como esses pontos sdo percorridos quando um parametro varia.

Ja conhecemos esse ponto de vista para retas. Se Sy = (a, b, ¢) pertence a uma

207
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retar e v = (v1,v2,v3) # 0 é um vetor diretor, entdo

r = a-+wvt,
r:¢ y = b+ vat, (9.1)
z = c+ vst.
Equivalentemente,
X(t) = Sy + tv.

Para cada valor de ¢ obtemos um ponto da reta; quando ¢ percorre R, a imagem de
X étoda a reta. A mesma ideia permitira descrever circulos, parabolas, hélices e
curvas muito mais gerais.

Figura 9.1.: Curva Parametrizada

A interpretacio fisica de ¢ como tempo € util, mas nao faz parte da defini¢édo: o
parametro pode representar tempo, angulo, comprimento, ou simplesmente servir
para enumerar os pontos da curva.

Definicdo 9.1
Se I C R é um intervalo, uma curva parametrizada em R" é uma funcéo

continua
X:I—R".

O conjunto
X(I)={X(t):tel}

é chamado de traco ou imagem geométrica da parametrizacéo.
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Essa distin¢do é importante: a parametrizagdo contém mais informacio que o
trago. Por exemplo,

X1(t) = (cost,sent), 0<t<2m,

Xo(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<2m,

tém a mesma imagem geométrica — o circulo unitario — mas Xy percorre esse
circulo duas vezes. Trocar ¢ por —t conserva a imagem e inverte o sentido do
percurso. Portanto, ao parametrizar uma curva, devemos sempre perguntar nao
apenas quais pontos aparecem, mas também como eles sdo percorridos.

Quando X é diferenciavel, sua derivada descreve a dire¢io instantidnea do per-
curso.

Definicao 9.2
Se
X(t) = (z1(t),...,zx(1))

é diferenciavel, definimos o vetor tangente ou vetor velocidade por

X'(t) = (21(8),- .., 2 (1)

Dizemos que a parametrizacdo é regular no instante ¢ quando X'(t) # 0.

Em aplicacdes pediremos apenas a regularidade necessaria para cada problema.
Nao é preciso supor, desde o inicio, que todas as derivadas de todas as ordens
existam.

Exemplo 9.3.

A equacio mais simples para uma parabola
y=x

pode ser (trivialmente) transformada em uma parametrizacdo utilizando um
pardmetro livre ¢, e estabelecendo

xzt,yth para — oo <t < 00
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Exemplo 9.4.

Parametrize o circulo de raio 2 em R? e descreva seu vetor tangente.

2sent

O 2cost

Solugao. Para parametrizar o circulo, é natural usar o angulo ¢ como parametro.
Com essa escolha, as coordenadas de um ponto P = (z, y) sdo dadas por x = 2 cost
e que y = 2sent. Fazendo ¢ variar em [0, 27|, percorremos uma volta completa.
Assim, a curva plana X : [0,27] — R? dada por X (t) = (2cost,2sent)
descreve um circulo de raio 2 em R
O vetor tangente é obtido derivando a parametrizacdo X (t) = (2cost,2sent)
e é dado por X'(t) = (—2sent,2cost).

Observacao 9.5

Uma curva X : [a,b] — R?, como por exemplo a curva descrita no Exem-
plo 9.4, para a qual o ponto inicial é igual ao ponto final X (a) = X (b) é
denominada curva fechada.

Exemplo 9.6.
Descreva a curva espacial cuja parametrizacdo é X () = (cost,sent,?/10).

q
Solucdo. Para descrevermos a curva comeg¢amos observando que a projecio da

curva X (t) no plano =y é (cost,sent) e consequentemente é um ponto do circulo
de raio unitario. Logo a curva est4 contida no cilindro 2% + 52 = 1.
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Figura 9.2.: Hélice

Na direcédo z a curva se move com velocidade constante.
Assim, a curva espacial X (t) = (cost,sent, t/10) descreve uma hélice contida
T
no cilindro 2% + y? = 1. Tal curva caminha ~— na diregéo de z para completar

uma volta em torno do cilindro. Observe a figura ao lado.

Exemplo 9.7 — Grafico de Funcao.

O gréfico de uma funcio f : R O D — R diferenciavel é uma curva em R?. Tal
curva pode ser representada pelas equacdes paramétricas X () = (¢, f(t)). Observe
que o vetor velocidade de tal curva é dado por X' (t) = (1, f'(¢)).

Na figura 9.3 apresentamos a curva (¢, sen t) dada pelo grafico da funcio sen x
em R?, cujo vetor velocidade no tempo ¢ é (1, cost).

Figura 9.3.: Grafico de sen x
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Figura 9.4.: Curva ndo injetora

Exemplo 9.8.

A curva X (t) = (#3 — 4t,1?> — 4) é uma curva parametrizada nio injetora (ver
Figura 9.4), pois X (2) = X(—2) = (0,0). Esse exemplo mostra que que nem toda
curva do plano pode ser descrita como grafico de uma funcéo.

Observacao 9.9
Uma curva parametrizada injetora (sem auto-interseccdes) é dita ser uma

curva simples

xT

-1.0 -0.5 I 0.5 1.0

Figura 9.5.: Curva diferenciavel com “bico”
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Figura 9.6.: Cicloide

Exemplo 9.10.

Observamos, por fim, um fato que pode parecer a principio contradizer nossa
intuigéo de diferenciabilidade propiciada pelo estudo de funcdes reais e seus graficos
em cursos de calculo diferenciavel. Uma curva parametrizada pode ser diferenciavel
e ter “bicos” ou “arestas” desde que o vetor velocidade se anule nesses pontos.
Observe a curva X (t) = (3, t?) cujo vetor velocidade existe para todo t e é dado
por X'(t) = (3t2,2t).

Observacao 9.11

Uma curva parametrizada diferenciavel X (¢) tal que X'(¢) # 0 para todo ¢ é
dita ser uma curva regular.
Pode-se mostrar que curvas regulares ndo admitem “bicos”.

O rt B

Figura 9.7.: Cicloide parametrizada

Exemplo 9.12.

A cicloide, uma curva cléssica estudada por Galileu (entre outros), consiste na
curva tracada por um ponto fixado numa circunferéncia que rola ao longo de uma
reta (ver Figura ??).

A cicloide esta ligada, por exemplo, ao problema da braquistécrona, que descreve
uma curva ligando dois pontos A e B, com B localizado a uma altura menor que A,
e que tem a propriedade de ser a trajetéria (“rampa”) capaz de minimizar o tempo
para um corpo ir de A a B quando este esta submetido apenas a gravidade.
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Além disso, a cicloide (invertida) também é solucdo do problema da tautdcrona
que trata de uma curva onde nio importa onde uma particula seja colocada, ela
leva 0 mesmo tempo para deslizar até o fundo.

Obtenha as equacdes paramétricas da cicloide passando pela origem O do sistema
de coordenadas e obtida a partir de um circulo de raio r “rolando” sobre o eixo x.

<

Solucao. Sejat o parametro que representa o angulo de rotacéo do circulo. Quando
o circulo girar de um angulo ¢ teremos que a distancia percorrida ao longo do eixo
serd o comprimento do setor circular entre A e B (ver Figura 9.7), ou seja rt. Dessa
forma é facil concluir que as coordenadas de A sdo:

r =rt—rsent
Yy =r—rcost

Logo a equagdo que representa tal curva é dada por X (t) = (r(t — sent),r(1 — cost)).

N

9.2. Curvas em Coordenadas Polares

Coordenadas polares sdo muito tteis quando trabalhamos com curvas com algum
tipo de simetria em relacdo a origem do sistema de coordenadas. Observe isso nos
proximos exemplos.

Figura 9.8.: Circulo de raio 2
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Exemplo 9.13.

Um circulo de raio 2 pode ser descrito cartesianamente por
2+ y2 =4
e, em coordenadas polares, simplesmente por
r=2.
Como curva parametrizada, uma escolha natural é
X(t) = (2cost,2sent), 0<t<2m.

Nas coordenadas polares correspondentes, essa mesma parametrizagio é

(r(£),0(0)) = (2,1),

com o angulo entendido modulo 27. Nao precisamos calcular 6 por arctg(y/z);
essa expressdo isolada ndo distingue corretamente os quadrantes.

Exemplo 9.14.

Considere a espiral de Arquimedes
r =20, 0> 0.
Usando o proprio angulo como parametro,
r(t)y=2t, 6@t)=t,  t>0.

Passando para coordenadas cartesianas,

| X(t) = (2tcost, 2tsent), ¢ >0

Este é um bom exemplo de por que parametrizacdes sdo uteis. O ponto (z,y)
determina seu angulo polar apenas modulo 27, enquanto a espiral precisa lembrar
quantas voltas ja foram percorridas para determinar o raio. Uma tentativa de
escrever a curva usando apenas arctg(y/x) perde essa informacgio de enrolamento.
A parametrizacdo conserva naturalmente tanto a posicdo quanto o ntimero de
voltas.

q
Mais alguns exemplos de curvas classicamente representadas em coordenadas

polares estdo descritos abaixo. Tente verificar e comparar nesses exemplos as
equagdes nos sistemas cartesiano e polar.
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Figura 9.9.: Espiral

Exemplo 9.15.

O cardioide de equagao polar
r = a(l+ cosf), a>0,
pode ser parametrizado diretamente pelo préoprio angulo polar:
X (0) = (a(l + cosf)cosb, a(l + cosb)senb), 0<6<2m.
Eliminando 6, obtemos a equacio cartesiana
(2% 4+ 9 — ax)? = d*(2* + 7).

Também existe uma parametrizagio racional. Fazendo

0
u:tgga
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<

Figura 9.10.: Cardioide

usamos

e obtemos

1—u? U
X(u) = <2a(1+u2)2,4a(1+u2)2> .

Aqui v é um novo parametro: ele ndo deve ser confundido com o dngulo polar 6.

<

Y

N
—

Figura 9.11.: Elipse de eixos 10 e 6
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Exemplo 9.16.
A elipse ao lado com eixo maior 10, eixo menor 6 e com um dos focos na origem
pode ser representada em coordenadas polares pela equacéo:

9

r=_—.
5 —4cost
Num sistema cartesiano tal curva seria descrita por:

(z—4)°

2

Y

=— =1
25 +9

9.3. Coordenadas Esféricas e Cilindricas

Figura 9.12.: Latitude e Longitude

Durante o século XV, quando a Europa vivenciava o periodo das grandes nave-
gacdes, os navegadores, que sabiam caminhar sobre um globo aproximadamente
esférico, comecaram a usar um sistema de localizacio na Terra formado pela latitude
e longitude de um ponto.

Nesse sistema a Terra fica dividida por paralelos, circulos centrados no eixo de
rotacdo da Terra e localizados em planos perpendiculares a este mesmo eixo, e
meridianos, circulos com centro localizado no centro do globo terrestre passando
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pelos polos norte e sul (determinados pela intersecgio do eixo de rotacdo do planeta
com o globo).

Como podemos observar na Figura 9.12, podemos localizar um ponto na Terra
pela sua latitude, que mede o dngulo (entre —90° e 90°) com vértice no centro da
Terra formado entre o ponto e a linha do Equador, e pela sua longitude, que mede o
angulo (entre —180° e 180?) entre o ponto e o meridiano de Greenwich, tido desde
1884 como o meridiano de referéncia para navegacao.

Figura 9.13.: Coordenadas Esféricas

O sistema de coordenadas esférico, de grande utilidade em problemas com sime-
trias em relacdo a origem do espaco, é semelhante ao sistema de latitudes e lon-
gitudes usado em navegacdo. A unica diferenca é que para localizar um ponto
qualquer do espaco é necessaria, além dos dois angulos, a distdncia do ponto a
origem do espago. Observe que para localizar uma estrela qualquer no universo
poderiamos dar a distancia da mesma a Terra e a latitude e longitude do ponto onde
aquela estrela estara exatamente em cima de nos.

Para definir um sistema de coordenadas esférico precisamos escolher um ponto
de origem O e duas dire¢des ortogonais, conhecidas como zénite e referéncia do
azimute.

No caso do exemplo descrito acima o zénite é dado pela direcdo do eixo de rotagéo
da Terra e a referéncia de azimute é dada pela reta que liga o centro da Terra ao
meridiano de Greenwich.

As coordenadas esféricas (7, ¢, #) de um ponto P sdo entdo dadas por:

« raio ou distancia radial r que é a distancia (Euclideana) entre O e P;

« angulo polar ou colatitude ¢ dado pelo angulo (entre 0 e 7) entre o zénite e a
direcio do segmento O P;

- azimute ou longitude 6, Angulo (entre 0 e 27) entre a referéncia de azimute e
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a projecdo ortogonal de O? sobre um plano ortogonal ao zénite (plano de
referéncia).

Notamos que no exemplo dado pelos paralelos e meridianos da Terra, o angulo
de longitude é igual ao azimute §, mas o angulo dado pela latitude de um dado
ponto é o angulo complementar ao dngulo polar ¢.

Note que no sistema de coordenadas esférico os pontos localizados sobre o zénite
podem ser representados por mais de uma tripla (7, ¢, §). De fato para tais pontos
(com ¢ = 0 ou ¢ = ) o angulo # nio importa.

Observando a Figura 9.13 concluimos facilmente que as coordenadas esféricas se
relacionam com as coordenadas cartesianas segundo as seguintes equacdes:

Figura 9.14.: Sphere Spirals, de M. C. Escher

T = rsen ¢cosf
= rsen¢senf
Z =1TCcCos¢

<

e Reciprocamente, para P # O,

r=/12+y?+ 22
o= aLtanQ(\/:zz2 + 12, z) , 0 = atan2(y,z) (mod 2m).

A notagdo atan2 é importante: uma unica expressdo arctg(y/x) nio distingue cor-
retamente os quadrantes. Nos polos (¢ = 0 ou ¢ = 7), o0 azimute 6 é indeterminado.
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Exemplo 9.17.
Curva Loxodrémica:

N

Problemas com simetria esférica em geral tem uma representacdo mais simples

em coordenadas esféricas. Observe a curva desenhada por M.C. Escher em sua obra
Sphere Spirals”. Tal curva é conhecida como curva loxodrémica e é a curva que
cruza os meridianos sempre com o mesmo angulo. Tal curva é representada por
uma linha reta na projecdo de Mercator (ver Wikipedia), isto é, se m é a inclinacéo
da reta e t( é o instante onde a curva cruza o Equador, na projecdo de Mercator
teriamos:

x(t)=t

y(t) =m(t —to)

Olhando para a curva numa esfera de raio 1 teriamos em coordenadas esféricas:
r(t) =1
0(t)=t
o(t) = g — arcsin(tanh(m(t — to)))

Em coordenadas cartesianas, no entanto, tal curva seria representada pelas
equacoes:
cost

2(t) = cosh(m(tt— to))

Y = S m = o))
z(t) = tanh(m(t — tp))

Observe que no sistema cartesiano é dificil a primeira vista até mesmo saber que a
curva se encontra numa esfera, fato que no sistema esférico é imediato.

O sistema de coordenadas cilindrico é, simplificadamente, o sistema de coorde-
nadas polar do plano euclideano complementado com uma terceira coordenada para
descrever a altura z do ponto em rela¢io ao plano Oxy. Para definir as coordenadas
cilindricas de um ponto é necessaria a escolha de um ponto de origem O, eixo Oz
para marcar a altura e uma referéncia de azimute no plano perpendicular a Oz pela
origem (plano de referéncia). As coordenadas (7,6, z) do ponto P sdo definidas
por:

« distancia radial dada pela distancia euclideana de P ao eixo Oz;

« azimute 0, angulo entre a referéncia de azimute e a projecao de Oﬁ sobre o
plano de referéncia;


http://en.wikipedia.org/wiki/Mercator_projection
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Figura 9.15.: Coordenadas Cilindricas

« altura z, a coordenada orientada ao longo do eixo Oz; ela é positiva de um
lado do plano de referéncia e negativa do outro.

As coordenadas cilindricas e cartesianas se relacionam de forma muito parecida
com a a relacéo entre coordenadas polares e cartesianas:

x = 1rcosb
y = rsenf
z2=2z

e, inversamente:

r=/x2+y?
0 = atan2(y,z) (mod 2m)
2=z

Exemplo 9.18.
Hélice:
q

Voltemos ao Exemplo 9.6 que descrevia uma hélice que em coordenadas carte-
sianas possuia parametrizacio X (t) = (cost,sent,t/10). Em coordenadas cilin-
dricas as equagdes paramétricas se simplificariam a:

X(t) = (1,t,t/10).

Estude isso.
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9.4. Comprimento de uma Curva

Provavelmente em cursos de fisica vocé ja se deparou com a férmula:
As = vAt

que indica a distancia percorrida As por um corpo que se move durante um periodo
de tempo At com velocidade constante v (onde v é igual ao comprimento do vetor
velocidade v).

Como poderiamos generalizar o calculo da distdncia percorrida para um corpo
que se move com velocidade ndo constante entre os instantes ¢y e ¢ ao longo de
uma curva parametrizada X (t) = (z(t), y(¢))?

Algo que talvez também ja seja familiar a vocé é que tal formula se generaliza
por:

t
As:/ v(t)dt,
t

0
onde v(t) = ||v(t)].
Para uma curva diferenciavel X : T — R3, escreva

O comprimento percorrido entre os pardmetros ¢y e t é

st) = [ 1X' ()l du,

to

ou, explicitamente,

s(t) = t V(@ ()2 + (¥ ()? + (/' (u))? du.

A variavel u dentro da integral é muda; usar uma letra diferente evita confundir o
limite superior ¢ com a variavel de integracéo.

Figura 9.16.: Comprimento de uma curva

Intuitivamente a férmula acima admite a seguinte interpretacido. Dividamos
o intervalo [tg,t] em partes de modo que tp < t; < ty < -+ < tpy1 = t. O



9. Curvas Parametrizadas e Regides do Plano 224

comprimento do segmento de reta que liga X (¢;) & X (¢;+1), obtido pelo Teorema
de Pitagoras, é dado por:

Asi = \/(Az;)2 + (Ay)? + (Az)?,

onde Az; = (x(ti+1) — z(t:)), Ayi = (y(tit1) — y(t:)) e Az = (2(tiv1) —
z(t;)). Usaremos aqui apenas uma notacio compacta para somas: se ag, . . . , Gy, S30
numeros,

n
E a; =ag+ay+- -+ an.
i=0
O simbolo ) indica, portanto, que somamos os termos enquanto o indice ¢ percorre

os valores indicados. Assim, o comprimento As da curva parametrizada X (¢) de tg
a t é dado aproximadamente por

As ~ zn: As;.
i=0

Ver Figura 9.16.
Mas, se At; = t; 11 — t; temos:

s (5 (5) +(5) ) -
= (Vorr e onz) an

Az; Ay; Az;
onde vf = <A::>’ v = <A?Z> ev; = (AZ> Aumentando a particéo e

diminuindo os intervalos [t;, t;11] temos que no limite a expresséo

n

A Y (Vorr+ ol + 002 A

=0

torna-se
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Exemplo 9.19.
Qual o comprimento do circulo de raio 1?
N

Solugao. O circulo de raio 1 pode ser representado como uma curva parametrizada
por X (t) = (cost,sent). Para obtermos o comprimento do circulo integramos a
norma do vetor velocidade X'(t) = (—sent, cost):

2 2m
s(2m) = Vsen? t + cos? tdt = / 1dt = 2.
0

0

Exemplo 9.20.

Qual o comprimento da hélice dada por X (t) = (cost,sent,t/10) entre os instantes
Oedn?
<

Solucao. O vetor velocidade da curva é dado por X'(t) = (—sent, cost, 1/10).
Logo:

4 2 4m
1 101 41/ 101
s(47r):/ \/sen2t+0082t+(> dt:/ \| —=dt = ——
0 10 0 100 10

9.5. Regioes planas limitadas por curvas

Frequentemente em problemas de fisica e engenharia precisamos encontrar areas
de regides do plano limitadas por curvas planas. Nao é raro, também, problemas que
envolvem densidades (de massa, por exemplo) varidveis numa placa plana, sobre a
qual estamos interessados em entidades como o peso ou centro de massa. Para lidar
com tais problemas utilizam-se ferramentas desenvolvidas em calculo integral, um
tema que vai muito além do escopo deste livro. No presente momento nédo nos é
necessario entender quais sdo e como podemos utilizar tais ferramentas. No entanto
a descricdo de regides do plano limitadas por curvas é um tema de grande interesse
para a geometria analitica. Temas este que trataremos a seguir.

Um modo interessante de descrevermos regides limitas por curvas é nos uti-
lizarmos de coordenadas cartesianas e “escanearmos” a regido analisando a inter-
seccdo da regido com retas verticais, ou seja, retas do tipo © = k, onde k é uma
constante real.
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@] A

Figura 9.17.: Regido limitada por 3 retas

Exemplo 9.21.

Considere o tridngulo da Figura 9.17, com vértices
O = (0,0), A= (2,0), B =(1,2).

Para descrevé-lo por cortes verticais, precisamos observar que a fronteira superior
muda em x = 1. A reta OB tem equagio y = 2x, enquanto a reta AB tem equagéo
y=—2x+4.

Assim,

1<2z<2 = 0<y< -2x+4.

Portanto a regido é descrita simbolicamente por

1 2x 2 —2x+4
/ / dy dx + / / dy dzx.
0o Jo 1 Jo

O ponto importante ndo é calcular a integral, mas aprender a reconhecer quando
um tnico par de limites ndo descreve toda a regiao.

Exemplo 9.22.

Considere agora o tridngulo AOAB limitado pelos pontos O = (0,0), A = (2,4)
e B = (4,2) (Figura 9.18). Nesse caso, x deve variar no intervalo [0, 4] para cobrir
todo o tridngulo. No entanto, quando = pertence ao intervalo [0, 2] a coordenada y
fica limitada pelas retas @ e OA, e quando x esta no intervalo [2, 4] a coordenada
y fica limitada por @ e jﬁ . Assim sendo, para simplificar a descricdo da regido
“escaneada” por retas verticais, descrevemos a area do tridngulo AOAB como a

soma dos tridngulos AOAFE e AFAB.
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(0]

Figura 9.18.: Regido limitada por 3 retas

Descrevendo o tridngulo AOAE temos entdo que, para x entre 0 e 2, os pontos

? —r

do tridngulo ficam entre as retas OB e OA, de equacdes y = T ey = 2z,
1

respectivamente. Logo, para x € [0,2] devemos ter 3% < y < 2z, ou seja,

1
y € [§‘T’ 2z]. Simbolicamente:

r=2 y=2x
ApoAE = / / 1 dydz.
=0 y:§x

Para o tridngulo AEAB teriamos x variando entre 2 e 4. Nesse caso, os pontos

1
do triangulo ficam entre as retas m e j@, de equacdes y = Jrey=-z —+ 6,

1
respectivamente. Logo, para = € [2,4] devemos ter 53: <y < —x + 6, ou seja,

1
y € [zx, —x + 6]. O que simbolicamente ficaria:

2
r=4 y=—z+6
ApEAB = / / 1 dydz.
r=2 y:iz

Finalmente, a area do tridngulo AO AB seria representada por:

ApoaB = Apoae + ArEaB =

=2 py=2 r=4 py=—x+6
:/ / 1 dyd:c+/ / 1 dydzx.
=0 y:ir =2 y:iw
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A (@] B

Figura 9.19.: Setor circular

Exemplo 9.23.

Considere agora a regido do plano acima do eixo Oz e limitada pelo circulo de
equacio 22 + y? = 4 (Figura 9.19). Podemos descrevé-la variando z no intervalo
[—2, 2] e, para cada z fixado, fazer y percorrer o intervalo de 0 (reta y = 0) até
y = /4 — 22 (parte da curva x? + 3% = 4 sobre o eixo Oz). Desse modo, a area
seria simbolicamente indicada por:

=2 py=v4—x?
AAOB = / / dydx.
r=—2 Jy=0

f\
I I
] ]
[} |
x
G O H

c A

Figura 9.20.: Meio anel

Exemplo 9.24.

Suponha agora que queiramos descrever a regido do plano acima do eixo Oz
e limitada pelos circulos centrados em 0 = (0,0) e de raios 1 e 2 (Figura 9.20).
Novamente, podemos descrevé-la variando z no intervalo [—2, 2]. Mas agora, para
x€[-2,—1]ex € [1,2],yficaentrearetay = 0eacurvay = V4 — 22 e, para
x € [—1, 1], y esta limitado pelas curvas y = v/1 — 2% e y = v/4 — 2. Desse modo,

a area seria simbolicamente indicada por:

z=—1 py=v4d—a? z=1 py=vV4d—x? =2 py=v4—x2
Accga = / / dydaz—{—/ / dyd:n+/ / dydzx.
z=—2 Jy=0 r=—1Jy=v1—x2 z=1 Jy=0
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Alternativamente, poderiamos descrever a mesma area subtraindo a area entre o
eixo Ox e o circulo de raio 1 da area entre Ox e o circulo de raio 2, ou seja:

=2 y=v4—z2 =1 y=v1—z2
Accra = / / dydx — / / dydzx.
x r=—1Jy=0

=—2 y:O
<

Quando as regides a serem descritas tém certa simetria circular como nos Exem-
plos 9.23 e 9.24, um modo interessante de descrever as areas é através do uso de
coordenadas polares. Podemos descrever uma dada regido variando a coordenada
6 e olhando para a intersec¢do da regido com a semi-reta de equacido 6 = k (em
coordenadas polares).

Assim a area do Exemplo 9.23 poderia ser representada variando 6 no intervalo
[0, ] e, fazendo, para cada 6 fixado, r percorrer o intervalo [0, 2]. Simbolicamente
representariamos isso por:

O=n pr=2
AAOB = / / rdrdf.
6=0 r=0

Observaciao 9.25

Em coordenadas cartesianas usualmente escrevemos dydx na descricao da
area motivados pelo fato de que a area de um retangulo de base Ax e altura
Ay é AyAx.

Em coordenadas polares escrevemos rdrdf ao invés de apenas drdf, pois a
area de um setor circular definido por um dado Af e com raio variando entre
r er + Ar é aproximadamente dada por rArAf se Ar é pequeno.

Mais detalhes podem ser encontrados em referéncias classicas de calculo.

A regido do Exemplo 9.24, por sua vez, poderia ser representada variando 6
no intervalo [0, 7| e, fazendo, para cada ¢ fixado, r percorrer o intervalo [1,2].
Simbolicamente representariamos isso por:

O=n pr=2
AjoB :/ / rdrdf.
0=0 r=1
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Figura 9.21.: Cardioide

Exemplo 9.26.

Imagine que queiramos usar coordenadas polares para descrever a regido do plano
limitada pelo cardidide de equagdo r = 1 + cos 6. Para isso, fazemos 6§ variar no
intervalo [0, 27] e, para cada 0 fixado, fazemos r variar entre 0 e 1 + cos . Assim
tal regifo seria descrita por:

0=2mw pr=I1+cosf
A= / / rdrdf.
6=0 r=0

9.6. Exercicios

Os exercicios abaixo seguem o percurso do capitulo: traco e orientacio,
parametrizacgdes, curvas polares, coordenadas cilindricas e esféricas, comprimento
e descricao de regides por cortes.

Exercicios

Ex. 6.1 Considere as parametrizacdes
X1(t) = (cost,sent), Xo(t) = (cos2t,sen2t), 0<t<2m.

Compare os tragos, o numero de voltas e o sentido do percurso.

Ex. 6.2 Parametrize o segmento orientado que vai de

A=(1,-1,2) a B=(3,2,0)
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com 0 < ¢ < 1. Determine o vetor tangente e o comprimento do segmento.

Ex. 6.3 Para cada parametrizacio, elimine o parametro, descreva o trago e deter-
mine onde ela é regular:

a) X(t) = (t,12),tER;
b) Y(t) = (t2,¢3),t € R.

Ex. 6.4 Seja
X(t) = (cost,sent), 0<t<2nm,

e defina
Y(s) = X(2m —s).

Mostre que as duas parametrizacdes tém o mesmo traco e explique o que muda no
percurso.
Ex. 6.5 Considere a hélice
X(t) = (3cost,3sent,4t), 0<t<2m.

Determine o vetor tangente, a rapidez e o comprimento do arco percorrido.
Ex. 6.6 Um circulo de raio r rola sem deslizar sobre o eixo z. Um ponto marcado
na circunferéncia comeca na origem. Usando como paradmetro o dngulo ¢ girado
pelo circulo, obtenha uma parametrizagao da cicloide.
Ex. 6.7 A espiral de Arquimedes é dada em coordenadas polares por

r =20, 0> 0.
Obtenha uma parametrizagio cartesiana usando o proprio angulo como parametro.
Quanto o raio aumenta ap6s uma volta completa?
Ex. 6.8 O cardioide

r =a(l+ cosb), a>0,
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pode ser parametrizado pelo dngulo polar. Escreva essa parametrizagio e elimine o
parametro para obter uma equacéo cartesiana.

Ex. 6.9 Use as convencdes do capitulo para converter coordenadas:

a) escreva (1,1,/2) em coordenadas cilindricas e esféricas principais;
T
(r,6,0) = (4.5, %)
3°6
de coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas e cilindricas.

b) converta

Ex. 6.10 Uma curva tem coordenadas cilindricas

Escreva sua parametrizacio cartesiana, identifique a superficie cilindrica que a
contém e determine quanto ela sobe em uma volta completa.

Ex. 6.11 A loxodromia apresentada no capitulo possui parametrizacio cartesiana

cost () = sent
cosh(m(t —tg))’ ~ cosh(m(t —to))’

x(t) = z(t) = tanh(m(t — tp)).

Verifique diretamente que seu traco esta contido na esfera unitaria.

Ex. 6.12 Descreva a regido interior a elipse

.%'2

2
Y
—+ <1
9 4 -
de duas maneiras:
a) por cortes verticais, indicando o intervalo de = e os limites de y;

b) por cortes horizontais, indicando o intervalo de y e os limites de z.

Ex. 6.13 Considere a parte, no primeiro quadrante, do anel centrado na origem
com raio interno 1 e raio externo 2.

a) descreva a regido por desigualdades cartesianas;

b) descreva-a em coordenadas polares.
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Ex. 6.14 Considere o tridngulo de vértices
0 = (0,0), A= (2,4), B = (4,2).

Descreva-o por cortes verticais, sem usar integrais. Indique por que é necessario
separar a descricdo em dois intervalos de z.



CAPITULO

10

Superficies e quadricas

Até aqui, grande parte da geometria foi descrita por pontos, retas, planos e curvas.
Neste capitulo passamos as superficies. Em geral, enquanto uma curva é percorrida
fazendo variar um parametro, para percorrer uma superficie serdo necessarios dois
parametros independentes.

Nosso objetivo ndo é memorizar uma lista de equagdes. Queremos aprender
a reconhecer uma superficie a partir de diferentes descri¢des: uma construgio
vetorial, equacoes paramétricas, uma equacdo cartesiana e, sobretudo, seus cortes
por planos.

Uma equagao como

2= a2 2

contém toda a informacéo sobre um paraboloide hiperbdlico, mas sua geometria se
torna muito mais clara quando observamos as curvas obtidas ao fixar z, y ou z. Do
mesmo modo, cilindros e cones deixam de ser figuras isoladas quando séo vistos
como superficies geradas a partir de curvas.

Comecaremos, portanto, construindo superficies. S6 depois organizaremos as
quéadricas em posi¢do candnica.

10.1. Da descricao vetorial a parametrizacao

O exemplo mais simples de superficie no espaco é um plano. Se Py é um ponto e
a, b sdo vetores nio paralelos, o plano que passa por Py e é paralelo a esses vetores

234
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pode ser descrito por
X (u,v) = Py + ua + vb, (u,v) € R2.

Cada escolha do par (u, v) determina um ponto do plano. Reciprocamente, todo
ponto do plano é obtido por alguma escolha desses dois parametros.

Figura 10.1.: Um plano descrito por dois parametros e duas dire¢des independentes.

Esse exemplo sugere a linguagem que usaremos no restante do capitulo.

Definicdao 10.1 Parametrizacdo de uma superficie
Uma parametrizacao de uma superficie é um conjunto de trés equagdes
x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v),

em que u e v variam num conjunto de valores permitido, de modo que os

pontos
X (u,v) = (z(w,v),y(u, v), 2(u,v))

percorram a superficie considerada.

Nio desenvolveremos aqui uma teoria geral das expressdes x(u,v), y(u,v) e
z(u, v). Para nossos objetivos elas sdo simplesmente formulas que, a cada par de
parametros, associam um ponto do espaco. Em todos os exemplos sera geometrica-
mente claro que os dois pardmetros fazem o ponto percorrer uma superficie e nao
apenas uma curva ou um ponto.

Uma mesma superficie pode admitir muitas parametrizacdes. Também é possivel
que dois pares de parametros diferentes produzam o mesmo ponto; isso acontece,
por exemplo, nas parametrizagdes usuais da esfera.

Além de parametriza¢des, usaremos equacgdes cartesianas em trés variaveis.
A esfera de raio R e centro na origem pode ser descrita pela equacéo

a? +y* + 22 = R?
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ou pelas equagdes paramétricas

x = Rsenpcosf,
y = Rsenysend, 0<p<m, 0<60<2n7.
z = Rcosy,
As duas descrigdes determinam os mesmos pontos, mas cada uma favorece per-

guntas diferentes. A parametrizacio explica como gerar a superficie; a equagio
cartesiana costuma tornar mais simples reconhecer simetrias e estudar intersegdes.

10.2. Cilindros: transportar uma curva numa direcao
fixa

A ideia geométrica de cilindro é muito mais geral que a imagem de um tubo
circular. Tome uma curva 7 no espago e um vetor nao nulo w. Por cada ponto de 7,
trace uma reta paralela a w. A unido dessas retas forma uma superficie cilindrica.

Definicao 10.2 Cilindro generalizado

Se y(u) descreve uma curva e w # 0, a superficie parametrizada por
X(u,v) =7v(u) + vw, v eR,

é chamada cilindro generalizado de diretriz . As retas obtidas mantendo
u fixo e variando v sdo suas geratrizes.

Figura 10.2.: Um cilindro generalizado: uma curva é transportada numa direcao fixa.

Se a curva diretriz esta no plano xy e é parametrizada por

Y(w) = (z(u), y(u),0),
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e tomamos w = (0,0, 1), entdo

X (u,v) = (w(u), y(u),v).
Nesse caso, a equacdo cartesiana da curva no plano xy passa a descrever a superficie

inteira, pois a coordenada z fica livre.

Exemplos 10.3 — Trés cilindros fundamentais.

Para R,a,b > 0, temos

2> +y’=R? < X(0,v) = (Rcosh, Rsenb,v),

22 o2

?+b—2:1 <~ X(0,v) = (acosf,bsend, v),
y=a22 <= X(u,v) = (u,u?v).

Nos dois primeiros casos podemos tomar 0 < 6 < 27 e v € R; no terceiro,
u,v € R. Sdo, respectivamente, um cilindro circular, um cilindro eliptico e um
cilindro parabdlico, todos com geratrizes paralelas ao eixo z.

<
( ) 0
N ~—
- -
circular eliptico parabdlico

Figura 10.3.: Trés superficies cilindricas. Quando uma variavel esta ausente da equacéo,
vale a pena procurar uma dire¢io de translagéao livre.

A auséncia de uma variavel é, portanto, um sinal importante, mas deve ser
interpretada com cuidado. Se uma equagio envolvendo apenas x e y descreve uma
curva no plano zy, entdo a mesma relagéo, agora considerada no espaco, descreve
o cilindro obtido transportando essa curva paralelamente ao eixo z. Se a equacgéo
plana degenera num ponto, numa reta ou no conjunto vazio, o objeto espacial
também sera degenerado.
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Exemplo 10.4 — Um cilindro obliquo.
Considere
7(0) = (2cosh,2senb,0) e w=(1,0,2).
A superficie
X(0,v) = (2cosf +v,2sen b, 2v)

é um cilindro circular obliquo: sua diretriz é um circulo, mas as geratrizes ndo séo
perpendiculares ao plano desse circulo.
Como z = 2v, temos v = z/2. Substituindo na primeira coordenada,

x—%chos@, y = 2senf.

Portanto a equagéo cartesiana do cilindro é
z\2 9
r——-) +y =4
( 2) Y

Em cada plano horizontal z = k, o corte é o circulo

E\?
-~ = 4.
<£L’ 2) +vy

Esses planos sdo paralelos ao plano da diretriz. Em contraste, os cortes por planos
perpendiculares a w néo sdo circulos; neste exemplo sdo elipses. Assim, “cilindro
circular” refere-se a forma da diretriz, enquanto “reto” ou “obliquo” descreve a
direcdo das geratrizes em relacio ao plano da diretriz.

10.3. Cones: ligar uma curva a um vértice

Para construir um cilindro, transportamos uma curva numa direcéo fixa. Para
construir um cone, escolhemos um ponto fixo V' e consideramos as retas que passam
por V e pelos pontos de uma curva.

Definicao 10.5 Cone generalizado

Se y(u) descreve uma curva e V' é um ponto que néo pertence a ela, a super-
ficie parametrizada por

X(u,v) =V +o(y(u) - V), v R,
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é chamada cone generalizado de vértice V e diretriz . Para u fixado, a
variacdo de v percorre uma reta geratriz.

Se restringirmos v > 0, obtemos apenas as semirretas que partem de V' em
direcdo a curva. Permitindo v € R, obtemos também a continuacéo dessas geratrizes
para o outro lado do vértice.

o<

Figura 10.4.: Uma porcdo de um cone generalizado, obtida ligando o vértice aos pontos da
diretriz.

Como primeiro exemplo, tome a,b,c > 0,V = (0,0,0) e a elipse
~v(0) = (acos@,bsend,c).

Entao
X(0,v) = (avcosf,bvsen, cv).

Eliminando os pardmetros,

%—FZ—QZUQ e %:02,
portanto
a2 g2 22
2t a2’

Essa é a forma canodnica de um cone eliptico com vértice na origem. Como per-
mitimos v € R, aparecem as duas partes do cone, uma para z > 0 e outra para
z < 0.
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Figura 10.5.: Num cone eliptico, os cortes horizontais ndo nulos sio elipses semelhantes.

Fixando z = k # 0, obtemos

Logo o corte é uma elipse de semieixos

alk| bl k|
— e I
C C

Para k = 0, o corte degenera no vértice. A variagdo linear dos semieixos com | k|
explica a forma conica.

10.4. Superficies de rotacao

Outra maneira natural de gerar uma superficie é girar uma curva em torno de
um eixo. Suponha que uma curva situada no plano xz seja parametrizada por

v(t) = (p(t),0,2(t)),  p(t) > 0.

Girando-a em torno do eixo z, obtemos

X(t,0) = (p(t) cosb, p(t)sen, z(t)) |, 0<6<2m.

Para cada valor de ¢, variar 6 produz um circulo em torno do eixo z; variar t faz
esses circulos percorrerem a superficie.
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eixo z

T

rotacao

Figura 10.6.: Uma superficie de rotagao é obtida girando um perfil em torno de um eixo.

Exemplo 10.6 — A esfera como superficie de rotacao.

O semicirculo
p(t) = Rsent, z(t) = Rcost, 0<t<m,
gera a esfera
X(t,0) = (Rsentcosf, Rsentsenf, Rcost).
q

Nem toda superficie de rotagdo é uma quadrica. Um exemplo fundamental é o
toro. Girando o circulo

(p— R)?*+ 22 =12 R>r>0,
em torno do eixo z, obtemos
X (u,v) = ((R+rcosv)cosu, (R+ rcosv)senu,rsenv),

com 0 < u,v < 27.
Como p? = 2 + /2, a equacio do perfil pode ser escrita como

(Va2 +y2 - R)* + 22 =12
Isolando a raiz e elevando ao quadrado, obtemos
(22 + 12 + 22 + R? = r?)® = 4R (2® + 4?),
que é uma equacdo de grau quatro.

O toro mostra que as ideias de parametrizacio, geracéo e cortes sao mais gerais
que o estudo das quéadricas.
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_ ﬁ\
K — D,
~———
esfera toro

Figura 10.7.: Duas superficies de rotacdo. A esfera é uma quadrica; o toro néo é.

10.5. Entender uma superficie por seus cortes

Uma das técnicas mais eficientes para visualizar uma superficie é intersecta-la
com planos simples. Chamaremos de tragos as intersecdes com os planos coorde-
nados

=0, y =0, z =0,

e estudaremos também as se¢des por planos paralelos a eles,

Em cada caso, uma das coordenadas passa a ter valor fixo e a equacdo restante
descreve uma curva no plano de corte, um conjunto degenerado ou o conjunto
vazio.

Exemplo 10.7 — Paraboloide eliptico.

Considere

z =2 +y%

No plano z = k obtemos
2?2+ =k.

Para k > 0, o corte é um circulo de raio Vk; para k = 0, reduz-se a origem; para
k < 0, é vazio. Ja os tracos nos planos = 0 e y = 0 sdo parabolas:

z=1y e z=2a".
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N
Il
o

Figura 10.8.: Cortes horizontais do paraboloide z = 2% + 3.

Exemplo 10.8 — Paraboloide hiperbélico.
Agora considere
=% — >
Os tragos e cortes horizontais contam quase toda a historia:
y=0 = z=2a?
r=0 = z=—y°
2=k = 2?—y’=k.
Assim, duas parabolas em planos perpendiculares tém concavidades opostas, en-
quanto os cortes horizontais sdo hipérboles quando k # 0. Para k = 0, a equacéo

2?2 —y2=0

fatora-se como (z — y)(z + y) = 0, produzindo as duas retas y = +z. Essa
combinacéio de cortes é a geometria tipica de uma sela.

Figura 10.9.: O paraboloide hiperbdlico visto por duas familias de parabolas.

A estratégia dos cortes serd nosso principal instrumento para reconhecer as
quédricas sem depender de memoriza¢do mecénica.
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10.6. Superficies quadricas em posicao canonica

Definicao 10.9 Superficie quadrica
Uma superficie quadrica é o conjunto de pontos (x, y, z) que satisfazem
uma equacéo de segundo grau

Az? + By  + C2* + Day+ Exz+ Fyz+ G+ Hy + Iz + J =0,

em que pelo menos um dos coeficientes A, B, C, D, E/, F' é ndo nulo.

A defini¢do inclui casos degenerados e até equacdes sem pontos reais; voltaremos
a eles no final do capitulo.

Nesta secdo estudaremos as quadricas em posi¢ao candnica: nio ha termos
mistos como xy, £z e Yz, 0s eixos geométricos relevantes estao alinhados com os
eixos coordenados e o centro, vértice ou ponto de sela esti na origem, conforme o
caso. Nas formas abaixo, a, b, ¢ serdo sempre nimeros positivos.

10.6.1. Elipsoides
A equagdo

2 2 2
x Y ¢
2tptas!

descreve um elipsoide. A superficie é limitada e intercepta os eixos em

(£a,0,0), (0,+£b,0), (0,0,+c).

Fixando z = k, obtemos
2 2 2
T Y k
2TepTlTa

Ha elipses para |k| < ¢, um tnico ponto para |k| = ¢ e nenhum ponto para |k| > c.
Os tracos © = 0 e y = 0 também séo elipses.
Quando a = b = ¢ = R, recuperamos a esfera de raio R.

10.6.2. Hiperboloide de uma folha

A equagdo

2 2 2
T+
a b2 2
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Figura 10.10.: Um elipsoide e um de seus cortes horizontais.

descreve um hiperboloide de uma folha. Os cortes horizontais satisfazem

2?2 12
2ttt
a b c
portanto sdo elipses para todo k. A menor ocorre em z = 0; a medida que |z| cresce,
seus semieixos aumentam.

Nos planos coordenados verticais obtemos hipérboles:

2 2 2 2
x z Y z
y——0:>—a2——62——1, a:——0:>—b2——02_—1,

O eixo da superficie é o eixo z, correspondente ao termo cujo sinal difere dos outros
dois.

10.6.3. Hiperboloide de duas folhas

A equagdo

2 2 2
_%_y7+27:1
a b2 2

descreve um hiperboloide de duas folhas. Agora

Para |k| > c o corte é uma elipse; para |k| = ¢ é um ponto; para |k| < ¢ ndo ha
pontos. Assim, entre os planos z = —c e z = c existe uma regido que nédo encontra
a superficie. Os dois pontos (0,0, £¢) sdo os vértices das duas folhas.

Nos planos © = 0 e y = 0 aparecem hipérboles que se abrem na dire¢éo do eixo

No hiperboloide de duas folhas, o eixo da superficie é determinado pelo termo
positivo isolado na forma acima. Permutagdes das variaveis produzem as mesmas
geometrias orientadas ao longo de outros eixos coordenados.
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uma folha duas folhas

Figura 10.11.: Os dois tipos de hiperboloide. Os cortes horizontais distinguem imediata-
mente as geometrias.

10.6.4. Cone eliptico

Ja encontramos a equacao

2 2 2

X
S+ -5 =0)
b2 2

Ela se parece com a do hiperboloide de uma folha, mas o lado direito é zero. Se
(x,y, z) satisfaz essa equacdo, entdo (tx,ty, tz) também a satisfaz para todo ¢ € R.
Geometricamente, isso significa que cada ponto da superficie pertence a uma reta
geratriz que passa pela origem.

Os cortes z = k # 0 sdo elipses semelhantes e o corte z = 0 reduz-se ao vértice.
Ja os tragos z = 0 e y = 0 sdo pares de retas concorrentes.

10.6.5. Paraboloide eliptico

A forma candnica

.’E2 2
7+b72

descreve um paraboloide eliptico. Os cortes z = k > 0 sdo elipses; para k = 0

resta apenas o vértice e para £ < 0 ndo hé pontos. Os tragos nos planos x = 0 e
y = 0 sdo parabolas que se abrem no sentido positivo do eixo z.

Mudando simultaneamente os sinais,
22 2
a2 b2’

obtemos um paraboloide eliptico que se abre no sentido negativo do eixo z.

z=—
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10.6.6. Paraboloide hiperbdlico

A forma

562 y2

a? b2

descreve um paraboloide hiperbolico. O trago y = 0 é uma parabola que se abre
para z > 0, enquanto o traco x = 0 é uma parabola que se abre para z < 0.
Os cortes horizontais sdo hipérboles para k # 0. Para z = 0 obtemos

2 2
x
5 -t =0,
a b2
ou seja,
b
y=+—ux.
a

A origem é o ponto de sela, ndo um vértice no mesmo sentido usado para o
paraboloide eliptico.

cone eliptico

paraboloide eliptico paraboloide hiperbolico

Figura 10.12.: Cone e paraboloides em posicdo canonica. No paraboloide hiperbolico, a
origem ¢é um ponto de sela.

10.6.7. Cilindros quadricos

Também sdo quadricas as superficies em que uma das variaveis esta ausente.
Entre elas aparecem

T _J — 42
a bQ 9 CL2 b2 9 y axr ((Z 7é 0)7

que sdo, respectivamente, cilindros eliptico, hiperbdlico e parabolico, todos com
geratrizes paralelas ao eixo z.
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10.7. Um catalogo guiado pelos cortes

Em vez de memorizar figuras isoladas, é mais util organizar as formas candnicas

pelo comportamento de seus cortes. A tabela abaixo serve como mapa de leitura.

Superficie

Forma canoénica tipica

Cortes caracteristicos

Elipsoide

2?/a® +y? /b + 22 )2 =1

elipses; superficie limitada

Hiperboloide de uma
folha

22/a? +y? /b — 22 /2 =1

elipses para todo z; hipér-
boles verticais

Hiperboloide de duas
folhas

—22/a® —y? )V + 22 )2 =1

elipses para |z| > ¢; pontos
em 2z = ¢

Cone eliptico

:1:2/a2 +y2/b2 7Z2/02 —0

elipses horizontais néo nu-

las; retas pelo vértice

Paraboloide eliptico

z=a%/a® +y?/b? elipses horizontais; pardbo-

las verticais

Paraboloide  hiper- | z = 22 /a? — 4?/b? hipérboles  horizontais;
bdlico parabolas de concavidades
opostas

Cilindro quadrico

uma variavel ausente uma curva plana trans-

portada numa diregao fixa

Algumas regras ajudam a orientar o reconhecimento quando a equacéo ja ndo

possui termos mistos:

trés termos quadraticos com o mesmo sinal levam ao tipo elipsoidal; depen-
dendo da constante, podemos ter um elipsoide, um ponto ou o conjunto
vazio;

trés termos quadraticos com sinais mistos e lado direito 1 levam a um hiper-
boloide: dois sinais positivos e um negativo ddo uma folha; um positivo e
dois negativos ddo duas folhas;

trés termos quadraticos com sinais mistos e lado direito 0 ddo um cone eliptico
nao degenerado;

dois termos quadraticos e uma variavel de primeiro grau levam a paraboloides:
sinais iguais ddo o tipo eliptico e sinais opostos dao o tipo hiperbdlico;

a auséncia de uma variavel sugere um cilindro, desde que a equacio nas
outras duas variaveis descreva uma curva nao degenerada.

Essas regras sdo um comeco, ndo um substituto para os cortes. Quando houver

davida, cortar a superficie é quase sempre a maneira mais segura de entender sua
geometria.
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10.8. Translacoes: quadricas fora da origem

As formas canonicas anteriores foram escritas com seus pontos especiais na
origem apenas para tornar a geometria transparente. Uma translacdo desloca a
superficie sem mudar sua forma.

Por exemplo,

(z — 20)? n (y—w)® , (z—20)*
a? b2 c

é um elipsoide de centro (g, Yo, 20), enquanto

(x—20)?  (y—yo)?
a? * b2

Z— 20 =

é um paraboloide eliptico de vértice (z, yo, 20)-
Quando néo ha termos mistos, a ferramenta algébrica natural para revelar uma
translacéo é completar quadrados.

Exemplo 10.10 — Reconhecendo uma quadrica transladada.

Considere
A 492 — 22 —8r+2y+42—-4=0.

Agrupando os termos de cada variavel,

4(z% = 22) + (2 +2y) — (22 —42) —4 = 0.

Como

2?2z =(x—1)* -1,

v 2y =(y+1)° -1,
e

22— 4z = (2—-2)% -4,
obtemos

4z -1+ (y+1)2 - (2—2)? =5.

Dividindo por 5,

- =1.
5/4 5 5

Trata-se de um hiperboloide de uma folha, com centro em (1, —1, 2) e eixo paralelo

(-1, @D (-2P

ao eixo z.
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Figura 10.13.: Completar quadrados revela o centro de uma quadrica transladada. A figura
é esquematica.
10.9. Um procedimento para reconhecer superficies

Diante de uma equacdo de segundo grau em trés variaveis, o roteiro abaixo
costuma ser eficiente.

1. Procure variaveis ausentes. Se uma delas ndo aparece, verifique se a
equacdo nas outras duas descreve uma curva; nesse caso temos um cilindro.

2. Procure termos mistos xy, £z ou yz. Se eles aparecem, a superficie pode
estar simplesmente girada em relacdo aos eixos coordenados. Nio tente
elimina-los completando quadrados separadamente.

3. Se nao houver termos mistos, agrupe os termos por variavel e complete
quadrados quando houver termos lineares associados a termos quadréaticos.

4. Translade mentalmente a origem para o centro, vértice ou ponto de sela
indicado pelos quadrados completos.

5. Normalize a equacao. Quando possivel, escreva-a com lado direito 1 ou 0.

6. Observe os sinais dos termos quadraticos e compare com as formas candni-
cas.

7. Confirme por cortes, em particular nos planos coordenados e em planos
paralelos a eles que passem pelo ponto especial da superficie.
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Exemplo 10.11.

A equagdo
2 2
z Y
. Z =0
197
pode ser escrita como
22 . Y2
Z=—+ .
4 9

Ha dois termos quadraticos de mesmo sinal e a terceira variavel aparece em primeiro
grau. Isso sugere um paraboloide eliptico. De fato, z = k£ > 0 produz elipses e os
planos z = 0 e y = 0 produzem parabolas.

<

Nem toda equacdo quadratica descreve uma superficie bidimensional nao vazia.
Por exemplo,
2 2 2 _
7+ 2y + 327 = —1

ndo possui pontos reais, enquanto
22+ 22 +322=0

possui apenas a origem. Isso nos leva naturalmente aos casos degenerados.

10.10. Quadricas degeneradas

Uma equacdo de segundo grau pode representar um objeto de dimensdo menor,
uma unido de objetos mais simples ou até o conjunto vazio. Alguns exemplos sdo
particularmente instrutivos:

que descreve um plano;
=1 <= z=1ou r=—1,
que descreve dois planos paralelos;
?—y?=0 = (z—y)(z+y) =0,
que descreve a unido dos planos z =y e x = —y;

$2+y2:0 — :l::y:()a
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que descreve o eixo z;
2 2 2
'ty +22=0,

que descreve apenas a origem; e

que nao possui pontos reais.

Esses casos ndo sao excegdes artificiais. Eles aparecem naturalmente quando
uma forma candnica perde dimensao ou quando certos parametros atingem valores
criticos.

10.11. Além da posicao canénica

Na equacéo geral de uma quadrica podem aparecer termos mistos:
Az’ + By + C2* + Day+ Exz+ Fyz+ Gr + Hy + Iz + J = 0.

Eles sinalizam que os eixos coordenados escolhidos podem néo estar alinhados com
as dire¢des geométricas mais simples da superficie.
Por exemplo,
x2+3y2+2xy+22 =1

possui o termo misto xy. Isso ndo cria uma nova familia de superficies. Uma rotagio
apropriada dos eixos no plano xy elimina esse termo e revela uma forma canénica.

O capitulo seguinte estudara detalhadamente esse mecanismo para equagdes
quadraticas no plano. Mais adiante, no capitulo final, voltaremos ao problema em
trés dimensdes. Usaremos entdo a versao espacial do teorema dos eixos principais:
uma escolha adequada de eixos cartesianos elimina simultaneamente os termos
mistos xy, Tz e yz.

O ponto geométrico essencial é simples: as formas candnicas estudadas acima
sdo os modelos fundamentais; translagdes e rotagdes mudam sua posicdo em relacdo
ao sistema de coordenadas, ndo sua natureza geométrica. O capitulo final mostrara
que, a menos de uma mudanga cartesiana de coordenadas, toda quadrica se reduz a
uma dessas formas ou a um caso degenerado.
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Exercicios

Ex. 11.1 Determine uma parametrizacio para cada superficie e indique intervalos
naturais para os parametros.

a) 2®+y° =9
2
X
b) — 2=1;
) 1Ty
o) y=ua%

d 2% +y* =22

Ex. 11.2 Considere a curva
~v(t) = (cost,sent,t/4), 0<t<dnm,

e o vetor w = (0,1,2). Escreva uma parametrizacdo do cilindro generalizado
obtido transportando v na direcio w.

Ex. 11.3 Para o cilindro obliquo
X(0,v) = (2cosf + v,2sen b, 2v),

elimine os pardmetros e determine os cortes pelos planos z = k.

Ex. 11.4 Seja
v(t) = (2cost,sent,3)

e tome a origem como vértice. Parametrize o cone gerado por 7 e elimine os
parametros para obter uma equagéo cartesiana.

Ex. 11.5 Gire a parabola z = p? do plano pz em torno do eixo z. Determine uma
parametrizacao da superficie e identifique a quadrica obtida.

Ex. 11.6 Verifique diretamente que a parametrizacdo do toro dada neste capitulo
satisfaz
2
(22 + 42 + 22 + R? —1%)" = 4R (2 + 7).
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Ex. 11.7 Descreva os cortes pelos planos z = k, y = k e z = k, quando rele-
vantes, para as superficies abaixo.

a) z =+ 4y
b) z=2%—y?
¢ 22 +y?—22=1,;
d 22—a22—y>=1.

Ex. 11.8 Classifique as superficies e indique seu eixo principal quando a equacéo
o distinguir.

a) 42+ 9y + 2% = 36;

b) 22 +y?—22=4

¢) —x?— y2 +422 =4;

d 22 +4y> —2=0;

e) 22 —y? —2=0;

f) z? 4 4y% — 922 = 0.

Ex. 11.9 Complete quadrados e identifique o ponto especial da superficie, seu
tipo e sua orienta¢do principal.

a) w2+ y?+ 2220+ 4y — 62 —2=0;

b) da?+y? —22—8x+2y+42—4=0;

) z=a’4+y? —4dx+6y+7;

d) 22 —y?—z2+2r+4y—3=0.

Ex. 11.10 Explique por que uma equacdo em trés variaveis na qual z no aparece
é invariavel por translacdes paralelas ao eixo z. Em que condigdes isso produz um
cilindro?

Ex. 11.11 No hiperboloide de uma folha

$2 y2 22 B

a? b2 2 ’

mostre que os semieixos do corte z = k sdo

/ k2 k2
C C
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Ex. 11.12 No cone eliptico

mostre que dois cortes horizontais ndo nulos sdo elipses semelhantes. Determine o

fator de escala que leva o corte z = k; ao corte z = ks.

Ex. 11.13 Descreva geometricamente os conjuntos definidos por

a) z2=0;
b) 22 = 1;
) #2+1y>=0;
d) 22— y2 =0;

22 4+ y? + 22 = 0;
22+ 422 = —1.

R
~ ~—

Ex. 11.14 A equacao

2 + 3y2 + 22y + 22

=1

nao esta em posicdo candnica por causa do termo xy. Sem calcular explicitamente
o angulo da rotagdo, explique por que uma rotagdo adequada no plano xy deve

revelar um elipsoide.

Ex. 11.15 Parametrize o elipsoide

$2 y2 22

4+ =

4 9 25

1

a partir de uma parametrizacdo da esfera unitaria e verifique diretamente sua

equacao.

O estudo das superficies completa uma passagem importante da geometria
analitica: de objetos descritos por uma Unica dire¢do ou por um tnico parametro
para objetos que, em geral, exigem dois parametros. A partir daqui, rotagdes e
mudancas de coordenadas deixardo de ser apenas técnicas algébricas e passardo a
funcionar como instrumentos para revelar a geometria escondida numa equacao.
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10.12. Exemplos resolvidos adicionais

Os exemplos a seguir combinam as ideias centrais do capitulo. O objetivo néo
é apenas reconhecer uma forma canodnica, mas passar de uma descri¢do a outra e
usar a geometria para decidir o que calcular.

Exemplo 10.12 — Parametrizando um elipsoide a partir da esfera.

Encontre uma parametrizacdo do elipsoide

a partir da parametrizacéo usual da esfera unitaria.

Solucao. A esfera unitaria pode ser parametrizada por
(sen g cos B, sen p sen @, cos @), 0<p<m 0<6<2m.

O elipsoide é obtido esticando a esfera por fatores 3, 2 e 4 nas dire¢oes dos eixos z,
1y e z, respectivamente. Portanto tomamos

X(p,0) = (3senpcosf,2sen psend, 4cosp).

De fato,
2 2
T
a v
9 4

‘ IS
N

+ = =sen? pcos? 0 + sen? psen? 0 4 cos® ¢

1

(@)

= sen® o + cos? p = 1.

O calculo também mostra a ideia geométrica da parametrizacio: ndo comecamos
tentando adivinhar trés formulas; partimos de uma superficie conhecida e aplicamos
uma deformacéo simples.

Exemplo 10.13 — Um cone determinado por vértice e diretriz.

Considere o ponto

V=(1,-2,3)

e, no plano z = 7, a elipse

(x-1°  (y+2)
9 * 4
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Encontre uma parametrizacio e uma equagio cartesiana do cone cujas geratrizes
passam por V' e pelos pontos dessa elipse.

Solucao. Uma parametrizacdo da elipse diretriz é
~v(0) = (14 3cosf,—2+ 2sen, 7).
Cada geratriz passa por V' e por y(#), logo
X(0,s)=V +s(v()—V).

Como
v(0) =V = (3cosh,2senb, 4),

obtemos

| X(0,5) = (14 3sc0s0, —2 + 2s5en 6,3 + 4s). |

Para eliminar os pardmetros, observamos que

(z -1  (y+2)
9 g

= s%(cos? 0 + sen? 0) = 5%,

enquanto

Portanto

(z—1°  (+2)? (2-3)°

o T 4 6 v

A equagio revela imediatamente o vértice (1,—2,3) e o eixo paralelo a z. Para
s = 1 recuperamos exatamente a elipse dada; para s = 0 obtemos o vértice; valores
negativos de s produzem a outra parte do cone.

Exemplo 10.14 — De hipérboles a hiperboloides de uma e duas folhas.

Considere, no plano pz, as hipérboles

2 2 2 2
Pz 1 e Z -2
19 9 4

Gire cada uma delas em torno do eixo z e identifique geometricamente as superficies
obtidas.
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Solucdo. Ao girar em torno de z, a distancia p ao eixo satisfaz

0% = 2% 4y

A primeira hipérbole produz, portanto,

x2+y2 2

_Z
4 9

que é um hiperboloide de uma folha. Para entender por que existe apenas uma
componente, fazemos o corte z = k:

k‘2
x2+y2:4<1+9>.

Ha um circulo para todo valor de &, e o menor deles ocorre em z = 0, com raio 2.
Para a segunda hipérbole obtemos

272 x2+y2_1
9 4 7

um hiperboloide de duas folhas. Agora

2
x2+y2—4<2—1>.

Nao ha pontos quando |k| < 3; para k = £3 resta um tnico ponto; e para |k| > 3
aparecem circulos. A regido vazia entre z = —3 e z = 3 separa as duas folhas.

Assim, a diferenca entre os dois hiperboloides ja estava presente nas duas orien-
tagdes possiveis da hipérbole geradora.

Exemplo 10.15 — Uma secao obliqua de um paraboloide.
Determine a curva de intersecdo entre o paraboloide
z =%+
e o plano
z = 2x.

Encontre também uma parametrizacido dessa curva e identifique sua forma ge-
ométrica dentro do plano de corte.
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Solucdo. Os pontos da interse¢do devem satisfazer simultaneamente as duas
equacdes. Eliminando z,
22 +y? = 2z,

ou
(z—1)2+4%=1.

A projecéo da curva sobre o plano zy é, portanto, o circulo de centro (1, 0) e raio 1.
Podemos parametriza-lo por

=1+ cost, y = sent.

Como z = 2z,
z =24 2cost.

Logo uma parametrizacdo da curva espacial é

‘X(t):(1+cost,sent,2+2008t), 0§t<27r.‘

Escrevendo
X(t) = (1,0,2) + cost (1,0,2) +sent (0, 1,0),

notamos que os vetores (1, 0,2) e (0, 1,0) sdo ortogonais e tém comprimentos v/5 e
1. Portanto a curva, vista dentro do préprio plano z = 2z, é uma elipse de semieixos

\/gel.

Esse exemplo mostra por que a aparéncia de uma se¢ao depende do plano em
que a observamos: sua projecdo no plano zy é circular, mas a curva espacial é uma
elipse no plano obliquo que a contém.

Exemplo 10.16 — Completar quadrados e localizar uma sela.

Identifique a superficie
2?4y’ — 20 —8y—2+5=0

e descreva os cortes pelos trés planos que passam pelo seu ponto central e sdo
paralelos aos planos coordenados.

Solucao. Agrupando os termos em x e y,

(2% —2z) —4(y® +2y) — 2+ 5=0.
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Completando quadrados,

2 -2 =(x—-1)%-1

€
Yy +2y=(y+1)2—1.
Logo
(z—12-1-4((y+1)*—1)—2+5=0,
isto é,

z—8=(x—1)%—4(y+1)2

Trata-se de um paraboloide hiperbolico com ponto de sela
S=(1,-1,8).

Os trés cortes principais por planos que passam por S sdo especialmente informa-
tivos.
No plano y = —1,
z—8=(r—1)%

uma parabola que se abre para cima. No plano x = 1,
z—8=—4(y+1)%
uma parabola que se abre para baixo. Finalmente, no plano horizontal z = §,
(2 —1)* 4@y +1)* =0,
que se fatora como
(z—1-2(y+1)(z—1+2(y+1)) =0.

O corte horizontal critico é, portanto, a unido de duas retas concorrentes. As duas
parabolas de concavidades opostas e esse par de retas tornam a geometria de sela
visivel sem depender de uma figura tridimensional.
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10.13. Reconhecimento por cortes

Reconhecer uma superficie nao deve ser apenas comparar uma equacio com
uma tabela. Em muitos casos, os cortes por planos simples revelam a geometria de
maneira mais segura: mostram onde a superficie existe, como suas se¢oes mudam
e quais curvas aparecem nos planos coordenados. Nos exemplos a seguir, cada
identificacéo sera confirmada por cortes.

Exemplo 10.17 — Um paraboloide reconhecido pela evolucao das elipses.

Identifique a superficie
42% + 9y? = 362

e descreva como seus cortes horizontais variam com a altura.

Solucao. Isolando z,
2 2
L )
z=—+
9 4
Os dois termos quadraticos aparecem com o mesmo sinal e z > 0. Isso ja sugere
um paraboloide eliptico que se abre no sentido positivo do eixo z.

A informacéo decisiva vem dos cortes horizontais. No plano z = k,
422 4 9y* = 36k.

Se k < 0, ndo ha pontos. Se k = 0, resta apenas a origem. Para k& > 0,

2 2
@ vy
9k = 4k

portanto o corte é uma elipse de semieixos
Wk e 2Vk

As elipses crescem a medida que o plano sobe.
Os tracos verticais confirmam essa leitura. Se y = 0,

2
Ty
e, sex =0,
2
_y.
Ty

ambos sdo parabolas que se abrem para cima. Logo a superficie é um paraboloide
eliptico com vértice na origem.
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Y
z
,1'2 | /; B
9k 4k
alamina z = k corta a superficie numa elipse a mesma fatia vista de frente

Figura 10.14.: No paraboloide eliptico, os cortes horizontais sio elipses que nascem no
vértice e crescem com k.

Exemplo 10.18 — Uma folha ou duas?.

Considere as superficies

Sy dx? 44y — 22 =16

So i 422 — 22 —y? = 16.

Sem se apoiar apenas no padrao dos sinais, use os cortes horizontais para explicar
por que S7 possui uma folha e Sy possui duas.

Solucdo. Para 51, fixando z = &,
42 4+ 4y = 16 + k2,

ou
2

4y’ =44+ k—
4
Para todo £ € R ha um circulo. A superficie nunca desaparece quando percorre-
mos o eixo z. O menor circulo ocorre em z = 0, com raio 2; depois os circulos
voltam a crescer. Essa “cintura” liga a parte superior a inferior, portanto S7 é um
hiperboloide de uma folha.

Para S9, no plano z = k,
2?4 y? = 4k* — 16 = 4(k* — 4).
Agora o comportamento muda:

« se |k| < 2, ndo ha pontos;
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« se k = £2, o corte reduz-se a um ponto;
« se |k| > 2, o corte é um circulo.

Ha, portanto, uma faixa inteira do espago, —2 < z < 2, que ndo encontra a
superficie. Isso separa duas componentes: So é um hiperboloide de duas folhas.

Os tragos verticais também distinguem a orientacdo. Em S, por exemplo, o
plano y = 0 produz

2 2
@ 2
4 16
enquanto, em So, 0 mesmo plano produz
22 _
4 16

uma folha: existe corte para todo k duas folhas: contorno suave e faixa sem

pontos

Figura 10.15.: Os cortes horizontais tornam visivel a diferenca essencial entre os dois
hiperboloides.

Exemplo 10.19 — Uma sela reconhecida antes de desenhar a superficie.
Considere
9z = 922 — 492

Identifique a superficie usando apenas trés cortes bem escolhidos e descreva como
os cortes horizontais mudam quando o sinal de z muda.
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Solucdo. Escrevendo

notamos dois termos quadraticos com sinais opostos. Os tragos verticais mostram
imediatamente o conflito entre as duas dire¢des principais.
No plano y = 0,

z =2,

uma parabola que se abre para cima. No plano x = 0,

4
Z = _7y27

9

uma parabola que se abre para baixo. Logo a superficie sobe numa dire¢éo e desce
na direcao perpendicular.
O corte critico é z = 0O:

22 g =0,

portanto
Yy = :|:§x.
2
A fatia horizontal que passa pela origem néo é uma hipérbole, mas duas retas
concorrentes.
Para z = k # 0,

z? — ggf = k.
Quando k£ > 0, a hipérbole abre na direcdo do eixo x; quando k£ < 0, podemos
reescrever

gyZ - $2 = _ka

e a hipérbole abre na direcdo do eixo y. A mudanca de orientacio ao atravessar
z = 0 é uma assinatura muito clara do paraboloide hiperbdlico. A origem é seu
ponto de sela.

Exemplo 10.20 — Quando a auséncia de uma variavel engana.

Considere as equagdes
Si: P44y =4

Sy a®+4y? =0.
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Y

no corte critico z = 0, a fatia é um par de retas y

x

N

/|
N
e

-
AN

[N\
a orientacdo das hipérboles troca ao

atravessar z = (

Figura 10.16.: Os cortes de um paraboloide hiperbdlico mudam qualitativamente quando
passamos de z > 0 para z < 0.

Em ambas a variavel z esta ausente. Explique por que apenas a primeira representa
um cilindro eliptico ndo degenerado.

Solucao. Em 57, a equacgio no plano xy é

x2

2
Z + Yy = 17
uma elipse. Como z é livre, essa elipse é transportada paralelamente ao eixo z.
Assim, S7 é um cilindro eliptico.
Em So,
22+ 42 =0.

Como os dois termos sdo ndo negativos, a tnica possibilidade é

A coordenada z continua livre, mas o conjunto obtido ndo é uma superficie: é
apenas o eixo z.

Portanto a regra “variavel ausente implica cilindro” precisa ser usada com uma
condigdo: a equagdo nas outras duas variaveis deve descrever uma curva plana nio
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degenerada. Este exemplo é util justamente porque a mesma pista algébrica conduz
a objetos de dimensdes diferentes.



CAPITULO

11

Classificacao das Conicas

Nos capitulos anteriores estudamos as conicas em posicdes especialmente simples.
O problema agora é o inverso: dada uma equagio quadratica geral

A2z® +Cay+By* + Dz + Ey +F =0,

como reconhecer a curva que ela descreve?
A ideia deste capitulo é escolher coordenadas que revelem a geometria escondida
na equacio. Usaremos duas opera¢des fundamentais:

« translacio da origem: os eixos mantém suas dire¢des, mas a origem muda;
- rotacao dos eixos: a origem permanece fixa e a base ortonormal é girada.

A translacdo permite controlar os termos lineares; a rotacdo permite eliminar o
termo misto xy. Depois dessas duas operacdes, completar quadrados conduz as for-
mas candnicas e torna possivel classificar a conica, inclusive nos casos degenerados.

Ao longo do capitulo adotaremos o ponto de vista passivo: a curva geométrica
nio se move; apenas mudamos o sistema cartesiano usado para descrevé-la.

11.1. Translacao

Seja
B = (81, 82)

267
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uma base ortonormal e considere os sistemas cartesianos
/ /
¥ =(0,B), ¥ =(0,B),

que possuem a mesma base e origens distintas. Se O’ possui coordenadas (h, k) em
¥, e um ponto P possui coordenadas (z,y) em X e (z/,y’) em ¥/, entdo

— —
0P =00 + O'P.

Logo
(z,y) = (h, k) + (2',y"),

ou seja,
r=2a +h, y=1vy +k. (11.1)

A transformacio inversa é
/ /
' =x—h, y =y—k.

Geometricamente, nada aconteceu com o ponto P: apenas suas coordenadas

mudaram porque a origem mudou.

Y

O

Figura 11.1.: Uma translagio altera a origem do sistema, mas ndo move a cOnica.

11.2. Translaciao de uma Equacao Quadratica

Escreva
flz,y) = Az® + Cay + By? + Dz + Ey + F.

E util separar a parte quadratica da parte linear. Com

R )
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temos
f(x)=a"Mx +£Tx + F.

Faca agora a translacdo

h
=2 +h h = .
rT=x + h, <k>

Substituindo e agrupando os termos,
f(@' +h) = () Mz’ + (2Mh +£)"2' + f(h).
Portanto os termos lineares desaparecem exatamente quando
2Mh+ £ =0. (11.2)

Em coordenadas, isso significa

2Ah +Ck+ D =0,
Ch+2Bk+E=0.

Se
C?
detM:AB—I;éO,

ou equivalentemente 4AB — C? # 0, existe uma unica translacio que elimina
ambos os termos lineares. Quando det M = 0, o sistema pode néo ter solucdo ou
pode ter infinitas solucdes.

Observe também que o termo constante na nova equagio é simplesmente

F/:f(h,k),

e ndo precisa ser zero.

Exemplo 11.1.

Elimine os termos lineares de

22 — bry — 11y? — z + 37Ty + 52 = 0.

Solucao. As equacdes para a nova origem sao

2h -5k —-1=0,
—bh — 22k 4+ 37 = 0.
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A solugéo é (h, k) = (3,1). Fazendo
x=a'+3, y=y +1,

obtemos
(2/)? = 5a’y’ — 11(y')* + 69 = 0.

A translacéo eliminou os termos lineares, mas o termo misto permanece. Ele sera
removido por uma rotacéo.

<
Exemplo 11.2.
Elimine os termos lineares de
4a? — Aoy + Ty? + 122 + 6y — 9 = 0.
q
Solucdo. Devemos resolver
8h —4k +12 =0,
{—4h+ 14k 4+ 6 = 0.
Dai (h, k) = (—2,—1). Como
f(=2,-1) = —24,
a equagao nas novas coordenadas é
4(z')? —day +7(y)? — 24 =0.
<

Exercicios

Ex. 2.1 Em cada item, use uma translacao dos eixos para transformar a equacéo,
tomando como nova origem o ponto indicado.

122 + 4% + 2z — 6y + 6 = 0, nova origem (—1, 3);

2.32% + 2y + 122 — 4y + 8 = 0, nova origem (—2, 1);

3.3 — 22 + 3y? — 42 + 3y — 3 = 0, nova origem (—2, —1);
4.xy — 3z + 4y — 13 = 0, nova origem (—4, 3).
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Ex. 2.2 Em cada item, determine uma translacdo que elimine os termos do
primeiro grau e escreva a equagao nas novas coordenadas.

1.222 +y2 + 162 — 4y + 32 = 0;
2322 — 2y — 422 — 4y + 133 = 0;
3ay —x+ 2y —10=0.

Ex. 2.3 Dada uma equacio quadratica em duas variaveis Az? + Cxy + By? +
Dz + Ey + F = 0, prove que, se 4AB — C? # 0, é possivel eliminar os termos
lineares por uma translagéo. Verifique que a reciproca néo é verdadeira mostrando
que

42 + > +dzy+ 22 +y =0

satisfaz 4AB — C? = () e, mesmo assim, admite infinitas translagdes que eliminam
os termos lineares.

Ex. 2.4 Prove que, naequacio f(z,y) = Ax?>+Cay+ By?>+ Dx+Ey+F =0,
quando a origem é transladada para (h, k), o termo constante da nova equagéo é

f(h, k).

11.3. Rotacao

Sejam
B = (e1,e2) e €= (f1.f2),

onde € é obtida girando a base B de um 4ngulo « no sentido anti-horario. Considere
os sistemas cartesianos

¥ =(0,B), ¥ =(0,0).
Se (z,y) e (2/,y') sdo as coordenadas do mesmo ponto nos dois sistemas, entio

¥ = xcosa+ ysena, (11.3)

y = —xsena + ¥y cos a. (11.4)

Equivalentemente,

x x cosa —sena
<y> ¢ <y’> ’ “ <sen a  cosa
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Como R,, € ortogonal,

R' =RL.

Na notacdo de matrizes de mudanga de base, que sera sistematizada no Capitulo 12,
essa convengcao significa

Mgz, ¢ = Ra, Me.s = R},

Figura 11.2.: A rotago dos eixos pode alinhar o sistema com os eixos principais da conica.

11.3.1. Eliminando o termo misto

Considere novamente a parte quadréatica

A C)2
A2 2 _ T _
Q(x,y) = Az + Cxy + By = ¢ M=, M_<C'/2 B>'

Sob a rotacio * = R,x’, temos
T(pT
Q= (z') (RyMR,)x'.
Assim, a matriz da forma quadratica no novo sistema é
T
M’ = RTMR,.
O coeficiente C” do termo 2’y é

C' = Ccos(2a) + (B — A) sen(2a).
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Portanto a rotagio elimina o termo misto quando
Ccos(2a) + (B — A) sen(2a) = 0. (11.5)

Se C' # 0, uma forma equivalente é

cot(2a) = A;B

Duas quantidades permanecem invariantes sob rotagdo:

A+B =A+B

A'B'—@: _Cj
4

AB .
4
Em particular, o sinal de
C* —4AB
nao depende da orientagio escolhida para os eixos.
Exemplo 11.3.
Considere novamente
4(z")? — 4’y +7(y)* — 24 = 0.
Aqui A =4, B =7e(C = —4. A condigio (11.5) pode ser escrita como
4-7 3

cot(2a) = =71

Os dois coeficientes quadraticos apos a rotacdo sao 3 e 8. Escolhendo a ordem dos
novos eixos de modo conveniente, obtemos

3u? + 8v? = 24,
ou 9 9
U v

— 4+ —=1.
8 + 3

11.3.2. Eixos principais no plano

A férmula para C” mostra que o termo misto ndo é uma caracteristica intrinseca
da conica: ele pode surgir apenas porque os eixos escolhidos néo estdo alinhados
com as direcdes mais simples da curva.
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N .
> eixo antigo

Figura 11.3.: No sistema de eixos principais, o exemplo revela diretamente a elipse u?/8 +
2
v/3=1.

Teorema 11.4 Eixos principais no plano

Para toda equagao quadratica
Az? + Caxy +By* + D+ Ey + F =0,

existe uma rotacdo dos eixos cartesianos que elimina o termo misto xy.

Demonstracao. Apds uma rotagio de angulo «, o coeficiente do termo misto é
C' = Ccos(2a) + (B — A) sen(2a).

Se C = 0, o termo misto ja esta ausente. Suponha C' # 0.
Se A # B, podemos escolher a de modo que

C
tg(20) = A1-B
para essa escolha, C’ = 0. Se A = B, basta tomar
T
o = Z,

pois entdo cos(2a) = 0. Em todos os casos existe uma rota¢do que elimina o termo
misto.

Os novos eixos sao chamados eixos principais da equacdo quadratica. O teorema
é especialmente importante porque reduz o estudo de uma equacéao geral do segundo
grau ao caso sem termo misto, no qual completar quadrados e transladar a origem
revelam a geometria.
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Observacao 11.5
Em Algebra Linear, o Teorema 11.4 aparece como um caso particular do
teorema espectral para matrizes reais simétricas. Nao precisaremos dessa
teoria aqui: no plano, a formula trigonométrica acima fornece diretamente a
rotagdo necessaria.

Exercicios

Ex. 3.1 Determine as novas coordenadas dos pontos (1,0) e (0, 1) quando os
eixos coordenados sdo girados de 30°.

Ex. 3.2 Em cada item, transforme a equagao por uma rota¢do dos eixos com o
angulo indicado.

1.2z + 5y — 3 =0, a = arctg(2/5);
2.332—293y+y2—1:20,a:450;
3.0/3y% + 3xy — 1 =0, a = 60°.

Ex. 3.3 Por uma rotacdo dos eixos coordenados, transforme cada equagdo em
outra sem termo misto xy.

1422 +dxy + y* + Vbr = 1;
2.922 + 3xy + 9y? = 5;

3.0% — 2xy + 9% —4=0;
4.16x2 + 24zxy + 9y? + 252 = 0.

Ex. 3.4 Prove que A + B e C? — 4AB sio invariantes por rotacdes dos eixos.

11.4. Equacoes Gerais do Segundo Grau no Plano

Considere uma equacio genuinamente quadratica

Az® +Cay+By* + D+ Ey +F =0,
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isto é, pelo menos um entre A, B, C' é nao nulo. A parte quadratica é controlada

= (2, 92

pela matriz simétrica

c/2 B

Pelo Teorema 11.4, uma rotacéo elimina o termo misto. Depois disso, uma translagio

completa quadrados e simplifica os termos lineares. Esse procedimento produz as

formas candnicas estudadas no capitulo de conicas, inclusive os casos degenerados.
O numero

A, =C?—4AB = —4det M
¢ invariante por rotacdes e separa os trés tipos principais:

+ A, < 0: tipo eliptico; apos a redugdo podemos obter uma elipse, uma
circunferéncia, um ponto ou o conjunto vazio;

+ A, = 0: tipo parabdlico; podemos obter uma parabola, uma reta dupla,
duas retas paralelas ou o conjunto vazio;

+ A, > 0: tipo hiperbdlico; podemos obter uma hipérbole ou duas retas

TN N |/
N AR

A4 < 0: tipo eliptico A4 = 0: tipo paraboélico Ay > 0: tipo hiperbolico

concorrentes.

Figura 11.4.: Os trés tipos determinados pelo sinal de A, = C? — 4AB. O sinal determina
o tipo, nao a degenerescéncia.

Exemplo 11.6.

Alguns casos simples ilustram a classificacao:
« 22 +y? — 1 = 0: circunferéncia, tipo eliptico;
« 22 +2y? — 1 = 0: elipse, tipo eliptico;
« 22 4+ y? = 0: ponto, tipo eliptico degenerado;

e 224 y2 + 1 = 0: conjunto vazio;
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« (z +y)? = 0: reta dupla, tipo parabolico degenerado;

o (x+y)(x+y—+1) = 0: duas retas paralelas, tipo parabolico degenerado;
« o — 7% = 0: parabola;

« 22 — y? = 0: duas retas concorrentes, tipo hiperbélico degenerado;

« 22— y? — 1 = 0: hipérbole.

] |
T |

ponto paralelas concorrentes vazio

Figura 11.5.: Alguns casos degenerados que aparecem naturalmente na classificacdo.

Um procedimento uniforme é:
1. eliminar o termo misto por uma rotagao dos eixos;

2. completar quadrados nas variaveis cujos coeficientes quadraticos sdo nao
nulos;

3. fazer uma translacio para chegar a forma candnica;
4. identificar a conica, incluindo a possibilidade de degenerescéncia.

Quando det M # 0, também podemos inverter os passos: existe uma unica
translacdo que elimina de uma vez os dois termos lineares e depois uma rotacdo
elimina o termo misto. Quando det M = 0, rotacionar primeiro costuma ser mais
transparente.

11.4.1. Exemplo com det M # 0

Retomemos
z? —5xy — 11y% — 2 + 37Ty + 52 = 0.

A translacdo (z,y) = (2/ 4+ 3,y’ + 1) produz

(z)? = 5a’y’ — 11(y)* + 69 = 0.
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Apds uma rotacdo que elimina o termo misto, escreva os novos coeficientes quadrati-
cos como A’ e B’. Pelos invariantes ja obtidos,

A+B =A+B=-10

e, como C' = 0,

c? 25 69
AB =AB— — = —-11—-—" = ——.
4 4 4
Logo A’ e B’ séo as raizes de
69
t2 4+ 10t — 7 =0

isto é,
3 3
2 2’
possivelmente trocando a ordem dos novos eixos. Assim, nas coordenadas rota-

cionadas, 5 53
§U2 — ?’02 + 69 = 0
Equivalentemente,
2 2
v_wl_
6 46

portanto a curva é uma hipérbole.

Figura 11.6.: Apos translacdo e rotacdo, a hipérbole do exemplo aparece em seus eixos
principais.
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11.4.2. Exemplo com det M =0

Considere
2 4 2zy +y* — 22 4 2y = 0.

A parte quadratica é (z + y)? e possui uma diregdo nula. Introduza as coordenadas
rotacionadas

_x+y U_—:B—I—y
V2 V2
Entao
22+ 2zy 4 y* = 2u?
e

—2x + 2y = 2V/2v.

Logo a equacgéo se reduz a
2u? 4+ 2v2v = 0,

ou

-7

que é uma parabola. Este exemplo mostra por que, quando det M = 0, a rotacéo

deve ser entendida antes de tentar eliminar todos os termos lineares.

Exercicios

Ex. 4.1 Identifique e esboce as curvas, indicando o centro ou o vértice, quando
houver, e a dire¢do dos eixos principais apds rotacdo e translacao.

1.222 4 4y + 5y% — 8z — 14y + 5 = 0;

2.2% — 5ay + 13y + 7o — 31y — 37 = 0;

3.322 + 12zy + 8y? — 24z — 40y + 60 = 0;

41122 + 62y + 3y% — 120 — 12y — 12 = 0;

5702 — 8xy + y? + 14 — S8y + 16 = 0;

6.62% + 122y + y> — 362 — 6y = 0;

7.92% — 152y + y* + 63z = 0;

8.252% + 120zy + 144y? + 862 + 233y + 270 = 0;

9.522 + 120zy + 144y? — 3122 + 130y + 156 = 0;
10.22 — 4oy + 4y + 3z — 6y — 28 = 0;
11422 + 12zy + 9y? — 22 — 3y + 2 = 0 (dois casos).
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Ex. 4.2 Classifique geometricamente os casos degenerados abaixo e compare o

sinal de A, = C? — 4AB.
B4y =0, 2P+ +1=0, (z+y>=0,

(z+y)lr+y+1)=0, 22— 2 =0.

Ex. 4.3 Explique por que o sinal de A, determina o tipo eliptico, parabélico ou
hiperbélico, mas nédo decide sozinho se a cdnica é ndo degenerada nem mesmo se
possui pontos reais.



CAPITULO

12

Mudancas de Coordenadas
no Espaco

No Capitulo 3 vimos que uma base ordenada fornece coordenadas para vetores
e que, escolhendo também uma origem, obtemos coordenadas para pontos. Na
Secdo 3.4 apareceu ainda um primeiro exemplo de mudanga de base. Nosso objetivo
agora é organizar esse procedimento de forma sistematica no espaco.

Ha duas situacdes distintas:

« para mudar as coordenadas de um vetor, precisamos apenas relacionar duas
bases;

 para mudar as coordenadas de um ponto, precisamos relacionar também as
origens dos dois sistemas.

Essa distin¢do sera mantida ao longo de todo o capitulo.

12.1. Mudanca de Base

Sejam
32(61762763) e e:(f17f27f3)

duas bases de V3. Escreva os vetores de B em coordenadas da base C:

e1: (ai1,a21,a31)e, e€2: (aiz,az,as)e, e3:(ais,as,ass)e.

281
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Definicao 12.1
A matriz de mudanca de base de B para C é
air a2 013

Merg = [ a1 a2 a3
az1 asz as3

As colunas de Me, g sdo, portanto, as coordenadas dos vetores de B na base

C.

A seta na notagdo é proposital: coordenadas na base B entram a direita e coor-
denadas na base C saem a esquerda.
Continuaremos usando como notacéo principal a ja adotada no livro,

v (xl, 9, 1'3)3.
Quando uma conta matricial exigir a coluna de coordenadas, usaremos apenas a
abreviacgdo
[v]p == [ x2
x3

Os colchetes nio introduzem um novo objeto: representam somente a coluna das
coordenadas do mesmo vetor v na base indicada.

Proposicao 12.2

Se
v:(z1,20,23)3 e v:(y1,Y2,¥3)e
entao
Y1 1
Yo | = Mees | 22
Y3 r3

Em forma abreviada,
[v]e = Me—s[v]s.
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Demonstracao. Como

vV =T1e] + T2eg + T3es,

basta substituir as expressoes dos vetores e; na base C. O coeficiente de f; sera

a11x1 + ajr2 + a13x3,

e analogamente para f, e f3. Esses trés coeficientes sdo exatamente o produto

matricial acima.

Observacgao 12.3
No exemplo de mudanca de base do Capitulo 3, a matriz
11 0
M=11 0 -1
1 1 1

tinha como colunas as coordenadas de f;, f,, f3 na base B. Na nota¢io
deste capitulo, ela é precisamente

Mz, e.

Assim, a convengdo atual apenas torna explicita uma dire¢do que ja estava
presente naquele exemplo.

Exemplo 12.4.
Suponha que
er=2f1+3f, +4f3,
e2=fi1+fo+ 3,
€3 = f2.
Entao
210
Meepg=1{(3 1 1
4 1 0
Se

v:(1,-2,3)s,
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entao
U1 2 1 0 1 0
vyl =13 1 1 21 =14
Y3 4 1 0 3 2
Portanto
02(0,4,2)6.

12.2. Composicao e Inversa

Mudancas de base podem ser compostas sem voltar aos vetores geométricos.

Proposicao 12.5
Se B, C e D sdo bases de V3, entdo

Mpe g = MpeMees.

Em particular,

-1
Mg, ¢ = Me<_3-

Demonstracao. Para qualquer vetor v,

[v]e = Me3[v]s

[v]p = Mpe[v]e.
Substituindo a primeira igualdade na segunda,
[v]p = MpeMers[v]s,

o que prova a formula de composi¢cdo. Tomando D = B, obtemos a férmula da
inversa.

No Exemplo 12.4,
-1/2 0 1/2
Mpee=Mylg=| 2 0 -1
-1/2 1 —-1/2
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12.3. Mudanca de Sistemas de Coordenadas
Passemos agora de vetores para pontos. Considere dois sistemas
El = (O,B) € 22 = (O/, G)

Suponha que
O/ . (81, S9, 83)21.

Isso significa que
/
00" : (s1,52,53)8.

Se um ponto P possui coordenadas

P:(z1,72,23);, e P:(y1,42,¥3)5,,

entao

OB =0DP - 00,

Na base B, portanto,
/
O P : (:131 — 81,T9 — 82,3 — 83)3.

Convertendo essas coordenadas para a base C, obtemos a formula fundamental:

Ll x1 S1
Yo | =Mees [ |22 | — (52| - (12.1)
Y3 €3 53

A transformacéao inversa é

T S1 Y1
o | = [ s2| +Mpee |y2]- (12.2)
z3 S3 Y3

A férmula separa as duas operagdes: primeiro mudamos a origem por uma
translacdo; depois mudamos a base.
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Exemplo 12.6.
Considere
¥ =(0,B), Yo = (0, @),
com
O :(1,2,1)y,
e

f1:€17 f2:€37 f3:61+262—€3-

Como as colunas abaixo sio as coordenadas dos vetores da base C na base B,

1 0 1
Mp,e=10 0 2
0 1 -1
Logo
1 -1/2 0
Mecg=(0 1/2 1
0 1/2 0
Se
P:(2,1,-3)y,,
entdo, pela Equagdo (12.1),
Y1 1 -1/2 0 1
y2 | =10 1/2 1 -1
Y3 0 1/2 0 —4
3/2
=1-9/2
-1/2

Portanto

| P:(3/2,-9/2,-1/2)x,.

12.4. Retas e Planos em Novas Coordenadas

As equagdes paramétricas transformam-se de maneira particularmente simples.
Considere uma reta dada em >; por

X(t) = Py +tv.
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Suponha que
Py : (p1,p2,p3)%,, v : (v, v2,v3)8.
Se
Py (q1,92,93)x, e v @ (w1, w2, w3)e,
entao
q1 p1 S1
G| =Mees || p2] — | 52
q3 b3 S3
e
w1 (%
wy | = Mes | v2
w3 U3

Assim a mesma reta, em Y9, €
X(t) - QO + tw,

onde Qo : (41,92, q3)s, € W : (w1, w2, w3)e.
O procedimento para planos paramétricos é idéntico: transformamos um ponto

do plano pela mudanca completa de sistema e os vetores diretores apenas pela
mudanca de base.

Exemplo 12.7.

No contexto do Exemplo 12.6, considere a reta

r:X =(0,2,0)5, +t(1,2,3)s.

0 1 1
2l - 12]l=10],
0 1 1

M€<—B 0

Para o ponto inicial,

e portanto

Para o vetor diretor,

1 0
M(?<—’)B 21 =14
3 1

)G
()

Logo, em 3o,

\r : X = (—1,-1,0)x, + (0,4, 1)6.\
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12.4.1. Equacdes cartesianas de planos

Ha uma diferenca importante entre transformar vetores diretores e transformar
os coeficientes de uma equacao cartesiana. Suponha que, em 1, um plano tenha
equacao

axr + by + cz =d.

Escrevendo
a
N=1b],
c
a equacio é
NTX =d,

onde X = (z,y, )" é a coluna de coordenadas em ;.
Pela Equacéo (12.2),
X =85+ Mz, ¢Y,

onde S = (s1, s2, 33)T e Y é a coluna de coordenadas em 5. Substituindo,
N'Mg, oY =d— NTS.

Portanto a coluna de coeficientes da equacédo do plano no novo sistema é

N' =M%, oN. (12.3)

Esse aparecimento da transposta ndo é um detalhe de notacéo: os coeficientes
de uma equacéo linear néo se transformam da mesma maneira que as coordenadas
de um vetor.

12.5. Sistemas Cartesianos e Mudancas Ortogonais

Suponha agora que B e € sejam bases ortonormais. Entdo a matriz de mudanca
de base é ortogonal:
M@_i‘B = Mé[;—B-
Isso explica por que comprimentos e angulos tém as mesmas féormulas em qualquer
sistema cartesiano.

Se, além disso,
det M@(—B = 1,

a mudanca linear entre as bases preserva orientagao e corresponde a uma rotagiao
do espaco. Se o determinante vale —1, ha também uma reflexao.
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Exemplo 12.8.

Considere
B = (e1,e,€3)

e a base obtida girando os dois primeiros vetores de um angulo o em torno da
direcao de es:

fi1=cosae; +senaes,

fo=—senae; + cosaes,
_f3 = es3.
Entao
cosae —sena 0
Mg, = |sena cosa 0],
0 0 1
e
cosa  sena 0
Me, g = Méﬁ_e = | —sena cosa 0
0 0 1

Essa é exatamente a versdo tridimensional da mudanca passiva de eixos estudada
no capitulo anterior.

12.6. Resumo

As formulas centrais podem ser lidas sem introduzir uma notagéo adicional para
as coordenadas de pontos. Para vetores,

[[v]e = Mes[v]s. |

Para pontos, escrevendo
S1

53

temos

Y1 X1
Y2 | = Mers 2| =S5,
Y3 x3
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e, inversamente,

x1 Y1
zo | =S+ Mpe |y
x3 Y3

A diferenca é geométrica: vetores ndo possuem origem, mas pontos possuem.

Exercicios
Ex. 6.1 Sejam

B = (e1,e,€3) e C=(f1,f2 f3)

com
fi=ei +e, fo=e+e3, f3=e+es.

Verifique primeiro que C é uma base. Determine Mg, ¢ e Me. 5. Converta o vetor
v : (2,—1,3)e para a base B e depois recupere suas coordenadas em C.
Ex. 6.2 Considere dois sistemas ¥; = (O, B) e X3 = (O’, C), com

0 :(1,2,3)x,,

f1=6’1, f2=€1—63, f3=€2-

Determine as coordenadas em Yy dos pontos P : (0,2,0)s, e Q : (2,—1,4)y,.

Ex. 6.3 No sistema X1 do exercicio anterior, considere a reta
r: X =(0,2,0)y, +1t(1,2,3)5.

Escreva sua equagao paramétrica em Xo.

Ex. 6.4 Ainda no mesmo par de sistemas, transforme para Y2 o plano
T2z —4dy+z2=4

dado em 1. Determine a nova equagéo de duas maneiras: usando a Equagio (12.3)
e transformando trés pontos do plano.
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Ex. 6.5 Seja
m: X =P +tv+ sw

um plano. Escolha um sistema de coordenadas ¥ = (P, B) de modo que, nesse

sistema, o plano tenha equagio
z=0.

Que condi¢des a base B deve satisfazer? E sempre possivel escolher X cartesiano?

Ex. 6.6 Sio dados os pontos
A=(1,2,1), B=(3,4,0), C=(2,34)

num sistema cartesiano. Construa um novo sistema cartesiano no qual os trés
pontos pertencam ao plano z = 0. Descreva explicitamente uma possivel origem e
uma possivel base ortonormal.

Ex. 6.7 Se B e C sio bases ortonormais e

[v]e = Me—g[v]s,
mostre que

[w]¢ [v]e = [v]5[v]3.

Interprete essa igualdade geometricamente como invaridncia da férmula da norma.
Estabeleca a igualdade analoga para o produto escalar de dois vetores e conclua que
angulos também sdo preservados.



CAPITULO

13

Classificacao das
Quadricas

No Capitulo 10 estudamos as principais superficies quadricas em posi¢do
candnica. Vimos como reconhecé-las por suas equagdes, por parametrizacoes e,
sobretudo, por seus cortes. Nos Capitulos 11 e 12 aprendemos a mudar o sistema de
coordenadas.

Agora reuniremos essas ideias. O objetivo deste capitulo é responder a pergunta:

que superficie pode ser descrita por uma equagdo qualquer de segundo grau em trés
variaveis?

Uma equagéo geral tem a forma
A+ By? + C2®> + Dxy + Exz+ Fyz+ Gr + Hy + [z +J =0, (13.1)

onde pelo menos um dos coeficientes dos termos quadraticos é nio nulo. A primeira
vista ha muitas possibilidades. A ideia central é que grande parte dessa complexidade
pertence ao sistema de coordenadas, e ndo a superficie.

A estratégia sera sempre a mesma:

escolher bons eixos — completar quadrados — transladar a origem — ler sinais e corte:

292



13. Classificacao das Quéadricas 293

13.1. Eixos principais no espaco

No plano, o Teorema 11.4 mostrou que uma rotacdo elimina o termo misto
xy. Em trés dimensdes podem aparecer trés termos mistos: zy, xz e yz. O fato
correspondente é o seguinte.

Teorema 13.1 Eixos principais no espaco

Dada uma equacao quadratica em trés variaveis, é possivel escolher um sistema
cartesiano com a mesma origem e eixos ortogonais de modo que, nas novas
coordenadas, desaparecam simultaneamente os termos mistos Ty, £z e yz.

Assim, depois de uma rotagdo apropriada dos eixos, a Equacdo (13.1) assume a
forma

ar? + byt + e +detey+ fz+g=0. (13.2)

Néao demonstraremos o Teorema 13.1. Ele é a versdo tridimensional do feno-
meno que provamos diretamente no plano. Em um curso de Algebra Linear, sua
demonstracio é obtida a partir do teorema espectral para matrizes simétricas. Para
a classificacdo geométrica, usaremos apenas sua consequéncia: existem eixos carte-
sianos nos quais ndo ha termos mistos.

Observacao 13.2

O teorema é um resultado de existéncia. Quando a equacido possui apenas
um termo misto, muitas vezes podemos encontrar a rotagdo explicitamente
usando a féormula planar do Capitulo 11. Para uma equacio com os trés
termos mistos, determinar numericamente os eixos principais ¢ um problema
de Algebra Linear e néo sera exigido neste livro.

13.2. Depois da rotacao: completar quadrados

Uma vez eliminados os termos mistos, resta a Equacgao (13.2). Se a # 0, entdo

d\?* &

2
+dx = +— ——.
ax x a(:c 2) 1

Fazemos o mesmo para cada variavel que aparece ao quadrado. Isso corresponde
geometricamente a transladar a origem.
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Por exemplo, se a, b, ¢ sdo todos ndo nulos, uma transla¢do produz uma equacio
da forma
aX?4+bY? +¢Z* =k (13.3)

A classificacdo passa entdo a depender apenas dos sinais de a, b, c e de k.

Se um dos coeficientes quadraticos é zero, a variavel correspondente pode apare-
cer apenas em primeiro grau ou pode estar ausente. Essa distin¢ao produzira os
paraboloides e cilindros.

Portanto, depois de escolher eixos principais, ndo precisamos de uma nova teoria:
basta completar quadrados e interpretar as equacdes resultantes.

13.3. Trés termos quadraticos

Suponha inicialmente que, apds escolher os eixos principais e transladar a origem,
obtivemos
aX?+bY? 4 cZ% =k, abc # 0.

13.3.1. Os trés sinais iguais
Multiplicando a equagio por —1, se necessario, podemos supor
a >0, b>0, c>0.

Ha trés possibilidades.
Se k > 0, dividimos por k e obtemos

X2 y? z?
y"i‘@—i-?:l,

um elipsoide.
Se k = 0, a soma de trés termos nao negativos s6 pode ser zero quando

X=Y=7Z=0.

A quédrica degenera num unico ponto.
Se k < 0, ndo existem solugdes reais: obtemos o conjunto vazio.

13.3.2. Sinais mistos

Suponha agora que nem todos os coeficientes tenham o mesmo sinal. Trocando
todos os sinais, se necessario, basta considerar dois positivos e um negativo:

a > 0, b>0, c < 0.
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Se k > 0, a normalizagio produz

X2 v?2 Zz2
St m =1
« B2 2

um hiperboloide de uma folha.
Se k < 0, depois de multiplicar por —1 obtemos

X2 vyr Zz
-5~ + — = 17
o B2y
um hiperboloide de duas folhas.
Se k = 0, obtemos
X2 y? 77
T
o2 - B2 2 ’

um cone eliptico.

A diferenca entre uma e duas folhas nio precisa ser memorizada. Basta fazer
cortes Z = h: no primeiro caso ha elipses para todo h; no segundo existe uma faixa
de valores de h sem pontos.

13.4. Dois termos quadraticos

Suponha agora que, apos a rotacio, apenas duas variaveis aparecem ao quadrado.
Completando quadrados nessas duas variaveis, chegamos a

aX?+0Y? 41027 =k, ab # 0. (13.4)

Ha duas situagdes geometricamente distintas.

13.4.1. A terceira variavel aparece em primeiro grau

Se ¢ # 0, isolamos Z:
Z =aX?+BY? 4.

Uma translacdo na dire¢do de Z elimina a constante ~.
Se av e B tém o mesmo sinal, obtemos um paraboloide eliptico:

X2 y?

+ o
p? ¢

Z

possivelmente apos inverter a orientacdo do eixo Z.
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Se os sinais sdo opostos, obtemos um paraboloide hiperbdlico:

X2 Y2

p? ¢

7 =

Os cortes Z = h distinguem imediatamente os dois casos: elipses no primeiro e
hipérboles no segundo; pelos planos verticais aparecem parabolas.

13.4.2. A terceira variavel esta ausente
Se ¢ = 0, a equagdo nio envolve Z:
aX?4+bY? = k.

Tudo o que acontece no plano XY é transportado paralelamente ao eixo Z. Temos,
portanto, um cilindro quadrico ou um caso degenerado.
Quando a e b tém o mesmo sinal:

« k com o sinal adequado: cilindro eliptico;
o k = 0: uma reta, o eixo do cilindro degenerado;
« sinal incompativel: conjunto vazio.
Quando a e b tém sinais opostos:
+ k % 0: cilindro hiperbdlico;

+ k = 0: dois planos concorrentes.

13.5. Um utnico termo quadratico

Resta o caso em que, nos eixos principais, apenas uma variavel aparece ao
quadrado. Depois de completar o quadrado correspondente, a equagio tem a forma

aX?+0Y +mZ =k, a#0. (13.5)

Se pelo menos um entre ¢ e m é ndo nulo, podemos girar os eixos no plano Y Z
de modo que a combinacéo linear /Y + mZ use apenas uma nova coordenada. A
equagdo se reduz a

aX?+hY =k, h # 0.

Depois de uma translacéo,

Y = \X2.
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A terceira coordenada fica livre: temos um cilindro parabdlico.
Se ¢/ = m = 0, obtemos simplesmente

aX? =k
Nesse caso:
« se k/a > 0, temos dois planos paralelos;
« se k = 0, temos um plano contado duas vezes na equacdo quadratica;

« se k/a < 0, o conjunto é vazio.

13.6. A tabela de classificacao

Toda a classificagio pode ser resumida pela forma obtida depois de escolher eixos
principais e completar quadrados.

Forma reduzida Geometria
+X2+Y24+22=1 elipsoide
+X24+Y2-72=1 hiperboloide de uma folha
-X2 Y24+ 72%2=1 hiperboloide de duas folhas
+X24+Y2-272=0 cone eliptico
Z=4+X?+Y? paraboloide eliptico
Z=+X?-Y? paraboloide hiperbolico

+X2+4+Y?%2=1com Z livre | cilindro eliptico
+X2%2 - Y?=1com Z livre cilindro hiperbélico

Y = X? com Z livre cilindro parabdlico
formas-limite ponto, reta, plano, dois planos ou conjunto
vazio

Os coeficientes positivos que foram omitidos na primeira coluna apenas alteram
escalas nos eixos. O que determina o tipo geométrico sdo o niimero de termos
quadraticos, seus sinais e a presenca ou auséncia de termos lineares nas dire¢des
sem termo quadratico.

13.7. Exemplos completos
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Exemplo 13.3 — Uma quadrica apenas transladada.

Classifique
4+ — 22— 8 +2y+42—4=0.

<

Solucao. Nao ha termos mistos, portanto os eixos ja sao principais. Completando
quadrados,
4z —1)2+ (y+ 1)~ (2 —2)? =5.
Dividindo por 5,
-1 2 1 2 —9 2
-1, W+ -2
5/4 5 5

Ha dois termos positivos e um negativo com lado direito positivo. Logo a superficie

é um hiperboloide de uma folha, de centro (1, —1,2).

Exemplo 13.4 — Um termo misto que desaparece com 45°.

Classifique
522 + 5y? + 6xy + 222 = 1.

Solucéo. No plano zy, tome

Tr+y —Tr+y
V2 V2o

Essa é uma rotagio de 45° dos eixos. Temos

u =

22 402 = u? + 02

e
u — 2
Ty = 5

Portanto

5(u? +v?) +3(u? —v?) + 222 =1,
ou

8u? + 202 + 222 = 1.

Assim

u? v? 22

T TR |
CRE RV

e a quadrica é um elipsoide.
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Exemplo 13.5 — Um paraboloide escondido por uma rotacao.

Classifique
(x+y)?+22—2(x—y)=0.

Solucdo. Use novamente

Tr+y —x+y

2 TN

Entao
T4y =12u, T —y=—V2wv.

A equacdo se torna
2u? 4+ 22 +2v20v =0,

ou

u? 22

V2 2V2

Os dois termos quadraticos tém o mesmo sinal. Portanto temos um paraboloide

eliptico, cujo eixo é paralelo a dire¢do da coordenada v.

Exemplo 13.6 — Uma degenerescéncia.

Classifique
z? — y2 =0.

Solucao. Fatorando,
(z—y)(z+y)=0.

Logo a quadrica ¢ a unido dos dois planos
rT=y e r = —y.

A variavel z é livre. Este é um caso degenerado do tipo hiperbolico.
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13.8. O que significa classificar

A classificacdo ndo afirma que todas as equagdes de segundo grau sdo visualmente
simples nas coordenadas originais. Ela afirma algo mais geométrico: depois de
mudar a origem e orientar adequadamente os eixos, ndo aparecem novas familias
além das formas fundamentais ja estudadas.

Em outras palavras, uma equagio complicada como (13.1) pode esconder uma
superficie familiar simplesmente porque estamos olhando para ela a partir de um
sistema de coordenadas pouco conveniente.

Teorema 13.7 Classificacdo geométrica das quadricas

Toda quédrica real em E3 pode ser levada, por uma mudanca cartesiana de
coordenadas, a uma das formas candnicas deste capitulo ou a um dos casos
degenerados correspondentes.

O teorema sintetiza o percurso de todo o livro. Comegamos escolhendo vetores
e coordenadas para descrever a geometria. Terminamos entendendo que uma boa
escolha de coordenadas pode revelar a geometria que uma equacio aparentemente
complicada estava escondendo.

Exercicios
Ex. 8.1 Classifique, completando quadrados,
922 + 4y% + 2% — 182 + 8y — 42 — 22 = 0.

Determine o centro e os semieixos quando a superficie for ndo degenerada.

Ex. 8.2 Classifique
422 +9y? — 22 + 82 — 18y +22 —4 = 0.
Confirme a resposta estudando os cortes por planos paralelos aos planos coordena-

dos que passam pelo centro.

Ex. 8.3 Use arotacdo

_r+y —T+y

V2 T T
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para classificar
322 + 3y% 4 22y — 2% = 1.

Ex. 8.4 Classifique
(x—y)*+ 22 —4(xz +y)=0.

Identifique o eixo da superficie nas coordenadas originais.

Ex. 8.5 Classifique os casos degenerados:
a) 22 +y?+22=0;
b) 22 +y?+2%2=—1;
¢) z2—y?>=0;
d) 2?2 =4;

e) z2=0.

Ex. 8.6 Explique por que uma equagio da forma
aX?+bY? =k

com Z ausente representa o transporte, paralelamente ao eixo Z, da conica descrita
no plano XY

Ex. 8.7 Mostre, usando apenas cortes, que

.’L'2 2 2

Yy .
2tp 27!
€ 2 2 2
A
a b2 2

nio podem representar o mesmo tipo de superficie.

Ex. 8.8 Uma equacdo geral com os trés termos mistos xy, £z e yz pode exigir
técnicas de Algebra Linear para encontrar explicitamente os eixos principais. Ex-
plique por que o Teorema 13.1 ainda é suficiente para concluir que nenhuma nova
familia de quadricas aparece.



APENDICE

A

Funcoes Trigonomeétricas

Este apéndice redne as relagdes trigonométricas usadas ao longo do livro. A
ideia central é simples: seno e cosseno sao coordenadas no circulo unitario. A partir
delas obtemos as demais fungdes, suas identidades e as formulas necessarias para
angulos, rotacdes e coordenadas polares.

A.1. Do triangulo retangulo ao circulo trigonométrico
Para um angulo agudo 6 em um tridngulo retangulo,

cateto oposto cateto adjacente

0sf =

senf =
hipotenusa ’ hipotenusa

cateto oposto

cateto adjacente

Essas formulas sdo tuteis, mas ndo abrangem angulos obtusos, negativos ou maiores
que uma volta. Para isso usamos o circulo trigonométrico.
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(cos B, sen B)

Figura A.1.: No circulo unitario, cosseno e seno sio as coordenadas do ponto associado ao
angulo.

Definicao A.1
Para 6 € R, considere o ponto do circulo unitario obtido girando o vetor
(1,0) de um angulo orientado 6. Se esse ponto é

P =(z,y),
definimos
cost =z, senH:y.‘
Como o circulo unitario tem equacio 22 + y? = 1, segue imediatamente a
identidade fundamental
‘ sen?6 + cos’H = 1. (A1)

As demais func¢des sdo definidas, quando os denominadores sdo néo nulos, por

tof — sen coted — cos
&Y= cosf’ & nd’

1 1
sec gt cossec p—

Portanto:
« tg 0 e sec ndo estdo definidas quando 0 = 7§ + k;

« cotg 6 e cossec § nédo estdo definidas quando 0 = k,

comk € Z.
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A.1.1. Radianos

Ao longo do livro os angulos sdo medidos em radianos, salvo indica¢do contraria.
Uma volta completa corresponde a 27 radianos e

180° = 7 rad.

Assim, - -
30° = — 45° = —
67 5 47

Os valores mais usados sdo:
0 |0 x/6 w/4 w/3 /2
senf |0 1/2 V/2/2 V3/2 1
cosf | 1 V/3/2 V2/2 1/2 0

s m
OO = — °© = —.
6 3 90 5

A.2. Simetrias e periodicidade
A geometria do circulo unitario fornece
sen(—#) = —sen®, cos(—0) = cosb.

Logo o seno é impar e o cosseno é par.
Além disso,

sen(f 4 2km) = sen 6, cos(0 + 2km) = cos b, keZ.
Assim seno e cosseno tém periodo 27. A tangente e a cotangente tém periodo 7:
tg(0 + km) = tg#, cotg(f + km) = cotg 0.
Também sio uteis as relacdes

cos@zsen(@—kg), sen9:cos(9—g>.

A.3. ldentidades trigonométricas

Dividindo a identidade fundamental (A.1) por cos? #, quando cos @ # 0, obtemos

1+tg%60 = sec? .

Dividindo por sen? 6, quando sen # # 0, obtemos

1 + cotg? # = cossec? 6.
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A.3.1. Soma e diferenca de angulos

As formulas fundamentais siao

‘ sen(x + y) = senx cosy + cos x sen y ‘ (A.2)

‘cos(:c +y) = coszcosy — senxseny. ‘ (A.3)

Substituindo y por —y,
sen(zr — y) = senx cosy — cosxseny,

cos(z — y) = cosz cosy + senz seny.

Quando as expressoes envolvidas estdo definidas,

tgxr +tgy
te(z +y) == —— v
e
tgxr —tgy
t —Y) = —.
gz —y) 1+tgxtgy

A.3.2. Angulo duplo e reducio de poténcias

Tomando y = x nas formulas anteriores,

sen(2x) = 2sen x cos z,

cos(2x) = cos? z —sen’ x = 2cos’x — 1 = 1 — 2sen” .
Consequentemente,
1+ cos(2 1 — cos(2
COSQZ——}_Q(:E), sen’ r = 2(95)

Essas identidades sdo particularmente uteis ao simplificar equacdes de conicas e
quédricas ap6s rotacoes.
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/COS v
X
T /2 ™
senx

Figura A.2.: Seno e cosseno em uma volta.

\
|
< 1
~
V)
3
e,
(V)

Figura A.3.: Grafico da tangente proximo da origem.

A.4. Aspecto dos graficos

As funcoes seno e cosseno oscilam entre —1 e 1. Seus graficos diferem apenas
por uma translacdo horizontal de 7/2.
A tangente é periodica de periodo 7 e possui assintotas verticais em

7r
r = -+ km.
2
Em cada intervalo entre duas assintotas consecutivas ela é estritamente crescente.
As funcoes secante, cossecante e cotangente podem ser entendidas diretamente
pelas relagdes reciprocas. Em particular, suas descontinuidades ocorrem exatamente
onde os denominadores das defini¢des se anulam.

A.5. Funcodes trigonométricas inversas

Seno, cosseno e tangente ndo sdo injetoras em seus dominios naturais. Para
definir inversas, escolhemos intervalos nos quais cada funcéo é bijetora.
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« O seno é bijetor de [—7/2,7/2] em [—1, 1]. Sua inversa é

arcsen : [—1,1] — [—7/2,7/2].

Assim,
m us
arcseny = xr <= senx =y, —§§x§§.
« O cosseno é bijetor de [0, 7] em [—1, 1]. Sua inversa é
arccos : [—1,1] — [0, 7].
Assim,
arccosy = x <= COST =1, 0<z<m.

« A tangente é bijetora de (—m/2,7/2) em R. Sua inversa é
arctg : R — (—7/2,7/2).
Assim,
T

us
arctgy = <= tgr =y, —§<x<2

Observacao A.2 Atencido aos quadrantes

0 = arctg (%)

nio determina, sozinha, o 4ngulo polar de um ponto (z,y) em todos os
quadrantes. Ela também néo esta definida quando x = 0. Ao recuperar um
angulo a partir das coordenadas cartesianas, é necessario usar os sinais de x
e y para escolher o quadrante correto. Computacionalmente, essa escolha é
realizada pela funcio de dois argumentos usualmente chamada atan2.

A expressao

A.6. Exercicios
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Exercicios

Ex. 6.1 Calcule exatamente:
a) sen(5m/6) e cos(bm/6).
b) tg(7m/4).
c) sen(—m/3) e cos(—m/3).

Ex. 6.2 Use as férmulas de adi¢do para obter sen(m/12) e cos(mw/12).

Ex. 6.3 Prove que
cos(x — y) = cosx cosy + senx sen y.

Explique por que essa identidade aparece naturalmente na férmula do produto
escalar entre dois vetores unitarios.

Ex. 6.4 Mostre que, sempre que as expressdes estdo definidas,

1+ th x =sec’ x e 1+ cotg2 x = cossec? z.

Ex. 6.5 Determine todos os = € [0, 27) que satisfazem:

a) senx =1/2;
b) cosx:—ﬂ/2;
c) tgx=1.

Ex. 6.6 Explique por que arctg(1) = 7/4, mas o ponto (—1, —1) ndo tem angulo
polar principal igual a 7/4.



APENDICE

B

Matrizes e Sistemas
Lineares

Este apéndice retine os fatos de Algebra Linear elementar usados ao longo do
livro: operacdes com matrizes, transposta, determinantes, inversas e resolugéo
de sistemas lineares. O objetivo é servir de referéncia rapida, com énfase nas
ferramentas necessarias para coordenadas e mudangcas de base.

B.1. Matrizes

Definicao B.1
Uma matriz real m x n é uma disposicdo retangular de ntimeros reais com
m linhas e n colunas:

ail ai2 o Aln

a1 a2 o a2n
A= (aij) =

Uml am2 " Omn

A entrada a;; ocupa a linha ¢ e a coluna j.

309
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Uma matriz é quadrada quando possui o mesmo numero de linhas e colunas.
Uma matriz 1 X n é uma matriz linha; uma matriz m x 1 é uma matriz coluna. A
matriz identidade de ordem n é

1 0 0

0 1 0
In: .

0 0 1

B.1.1. Soma e multiplicacao por escalar

Se A = (ai;j) e B = (b;;) tém o mesmo tamanho e A € R, definimos

A+ B= (CLZ‘]‘ + bz‘j), A = ()\az-j).

Exemplo B.2.
Se
1 2 4 4 0 2
A_<3 5 —1)’ B_<4 2 3>’
entao
5 2 6

A+B_<7 7 2)

e

B.1.2. Produto de matrizes

Definicio B.3
Se A = (a;j) ém x pe B = (b;;) é p X n, o produto AB é a matrizm X n
dada por

P
(AB)” = Zaikbk]‘.
k=1

O numero de colunas de A deve coincidir com o numero de linhas de B. Em

geral,
AB # BA,

e um dos produtos pode até estar definido sem que o outro esteja.
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Exemplo B.4.
Para
2 3
a1 0) m-(aa)
-1 5
temos

2.241-140(-1) 2-34+1-4+40-5 5 10
32421+ (=1)(—=1) 3-3+2-4+(—1)5 9 12

B.1.3. Transposta

Definicdo B.5
A transposta de uma matriz A = (a;;), denotada AT, ¢ obtida trocando
linhas por colunas:

(AT)55 = ajs.

Valem as identidades
(A4 B)T = AT + BT, (AT = AT, (AB)T = BT AT,

Uma matriz quadrada é simétrica quando A7 = A.

B.2. Determinantes

O determinante associa um numero real a cada matriz quadrada. Para ordens

pequenas,
det(a) = a

a b
det(c d)—ad—bc.

Para uma matriz quadrada A, seja A;; a matriz obtida removendo a linha i e a

coluna j. O niimero o
Cij = (=1)"" det(Aj)

¢ chamado cofator da entrada a;;.
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Teorema B.6 Expansio por cofatores

Fixada uma linha 1,

det A = Z aijC,-j.
J=1

Fixada uma coluna j,

det A = i aijCl-j.

i=1
Por exemplo,
a b ¢
det {d e f| =adet © f — bdet d f + cdet d e .
g h i h 1 g 1 g h

As propriedades mais usadas séo:
o det(AT) = det A;
« trocar duas linhas ou duas colunas muda o sinal do determinante;
« multiplicar uma linha ou coluna por A multiplica o determinante por \;
« adicionar a uma linha um multiplo de outra nio altera o determinante;
« se duas linhas ou colunas séo iguais, o determinante é zero;
« det(AB) = det A det B.

Essas propriedades permitem calcular determinantes por escalonamento e expli-
cam o critério de independéncia linear usado no Capitulo 3.

B.3. Matrizes Invertiveis
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Definicao B.7

Uma matriz quadrada A é invertivel se existe uma matriz A~ tal que

AAT =AT1A=1T.

Teorema B.8

Uma matriz quadrada A é invertivel se e somente se

det A # 0.

Para uma matriz 2 x 2,

a b
A_<c d)’ ad — be # 0,

1 d —b
Al = .
ad — be <—c a )

Em dimenséo geral, se cof(A) = (C};) é a matriz dos cofatores e

temos a formula

adj(A) = cof (A)7,

entao
1
At = dj(A).
det A adj(4)
Exemplo B.9.
Considere

Como det A = 2, a matriz é invertivel. Uma conta por cofatores ou por eliminagéo
de Gauss fornece

A identidade AA~! = I fornece uma verificacio imediata do resultado.
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B.3.1. Matrizes ortogonais

Definicdo B.10

Uma matriz quadrada real () é ortogonal quando

QTQ =1

Nesse caso,

Qfl — QT-

Equivalentemente, as colunas de () formam uma base ortonormal de R". E essa

propriedade que aparece nas mudancas entre sistemas cartesianos estudadas nos
Capitulos 11 e 12.

B.4. Sistemas Lineares

Um sistema de m equagdes lineares em n incégnitas pode ser escrito na forma

matricial
AX =0,
onde A é a matriz dos coeficientes,
€
X p—
Ln

¢ a coluna das incognitas e b é a coluna dos termos independentes.
Quando A é quadrada e invertivel, a solu¢io é tnica e vale

B.5. Regra de Cramer

A regra de Cramer fornece uma expresséo explicita para a solu¢do de um sistema
quadrado com determinante ndo nulo.
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Teorema B.11 Regra de Cramer
Considere

AX =b,

comA=(A; Ay --- A,) edet A # 0. Seja A;(b) a matriz obtida substituindo
a coluna A; porb. Entao

- det Az (b)

gp= — 202 .
! det A

Demonstracao. Como
b=AX =x1A1+ -+ x,A,,

pela linearidade do determinante na coluna g,
det A;(b) = Y wjdet(Ar, ..., Ai_1, Aj, Aiga, ..., Ay).
j=1

Todos os termos com j # i possuem duas colunas iguais e, portanto, determinante
zero. Resta

det A;(b) = x; det A,
e a formula segue porque det A # 0.

]
Exemplo B.12.
Resolva
20 —y+5z =1,
—x+ 2y — 2z = 2,
—3x+y—Tz=-1.
<

Solucdo. A matriz de coeficientes é

A=|[-1 2 —2|, detda=2.
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Substituindo sucessivamente as colunas por b = (1,2, —1)7, obtemos
det A;(b) = -8, det A2(b) = 2, det Az(b) = 4.

Logo

<

A regra de Cramer ¢ elegante e util teoricamente, mas para sistemas grandes o
método de eliminacdo de Gauss é muito mais eficiente.

B.6. Eliminacao de Gauss

As seguintes operacdes sobre as equacdes de um sistema néo alteram seu conjunto
de solucoes:

1. trocar duas equacoes;
2. multiplicar uma equacdo por um escalar ndo nulo;
3. adicionar a uma equac¢do um multiplo de outra.

Na matriz aumentada, essas operagdes correspondem as operagdes elementares
sobre linhas.

O objetivo do método de Gauss é transformar o sistema em outro equivalente, de
forma escalonada, no qual as incégnitas possam ser determinadas por substituicdo
retroativa.

Exemplo B.13 — Solucio anica.

Considere
2z 4 8y + 62 = 30,

20 —y = 3,
dr+y+ 2z =12

Solucao. A matriz aumentada é
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Uma sequéncia de operacdes elementares produz

14 3115
01 2/3| 3
00 —1/[-3

Da ultima linha, z = 3. A segunda fornece y = 1 e a primeira fornece x = 2.
Portanto

‘(m,y, z) = (2, 1,3).‘

<
Exemplo B.14 — Infinitas solucdes.
Considere
2z 4 6y + 2z 4+ 4w = 34,
3x — 2y = =2,
2z + 2y + 2z + 2w = 15.
<
Solucdo. O escalonamento leva a
10 0 02
01 0 04
001 2|3
A variavel w é livre. Escrevendo w = t, temos
x =2, y =4, z=3—2t.
Logo o conjunto de solugdes é
‘(:L‘,y,z,w):(2,4,3—2t,t), t eR.
<

Exemplo B.15 — Sistema impossivel.

r+y=1,
2042y =3

O sistema

néo possui solucdo.
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Solucdo. Subtraindo duas vezes a primeira equagio da segunda, obtemos
0=1,
uma contradicdo. Na matriz aumentada aparece uma linha do tipo

0 0]1).

B.6.1. Um parametro pode mudar o tipo de solucao

Exemplo B.16.

Discuta, em funcao de m, o sistema

mx +y =1,
r+my = 1.

Solucao. A matriz dos coeficientes é
1
Am = <m > )
1 m

det A,, = m? — 1.

com
Se m # +1, o determinante é ndo nulo e o sistema possui solugio unica.
Se m = 1, as duas equagdes coincidem:
r+y=1,

e ha infinitas solucdes.
Se m = —1, as equagdes sdo

—rz+y=1, rz—y=1

Somando-as obtemos 0 = 2, portanto néo ha solucéo.

B.7. Exercicios
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Exercicios
Ex. 7.1 Calcule, quando os produtos estiverem definidos,

AB e BA,

() ()

Explique por que os resultados nao precisam coincidir.

para

Ex. 7.2 Calcule os determinantes:

Ex. 7.3 Determine quais matrizes sdo invertiveis e calcule as inversas quando
existirem:

2) 2 1)
3 2)
2 4
b) ( 1 2).
Ex. 7.4 Verifique diretamente que
1/3 —4
©=3 <4 3 >

é ortogonal. Qual transformacio geométrica essa matriz representa?

Ex. 7.5 Resolva por eliminacdo de Gauss:

x + by = 13,
dor 4+ 3y = 1;
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z+2y—32=0,
b) ¢ 5z —3y+2z=-10,

—2r—-y+z=1,

r+y+2z=6,
¢) $2x—y+2z2=23,

z+3y—z=3.

Ex. 7.6 Classifique, em funcdo de m, o sistema

ma + 3y = 12,
2m+%y:5.

Determine para quais valores de m ele possui soluc¢do tnica, nenhuma solugéo ou
infinitas solucdes.

Ex. 7.7 Classifique, em funcéo de k, o sistema

r+2y+kz=1,
2 4+ ky 4+ 8z = 3.

Mostre que ele nunca possui solucéo tnica e determine quando néo possui solugio
e quando possui infinitas solu¢des. Relacione o resultado ao fato de haver mais
incégnitas do que equacdes.

Ex. 7.8 Mostre que o sistema homogéneo quadrado
AX =0

possui uma solucdo nao nula se e somente se det A = 0.

Ex. 7.9 Use aregra de Cramer para resolver

2 —y =1,
T+ 3y =8.

Depois resolva o mesmo sistema por eliminac¢do de Gauss e compare os dois métodos.
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Cap. 1, Ex. 2.1—C0momzﬁ—zﬁexﬁ:ﬁ—@,

()BF = AF — AB:

(D)AG = AC + AF — AB;

(O)AE — AF — AB;

()BC = AC + AF — 24B:

(e)E—FF—d:/ﬁ;

(OAD + HC = AC:

@2AD — FC— BH + GH = AB — AF.

Cap.1,Ex. 22— (a)u + 2v;
(b)2u + 2v;
(©)2u + v;
(du + v;
(e)u — v;
()2u;
(8)u.

Cap.1,Ex. 23 — (a)0, pois os vetores correspondentes a vértices opostos se

cancelam dois a dois;

(b)0, pois os representantes formam um poligono fechado;

(C)ﬁ ;
(d)0;
(e)0.

Cap. 1, Ex. 2.4 — Pelas desigualdades triangular e triangular reversa,
1=3-2[<|la+b|<3+2=5.

O valor 5 ocorre quando os vetores tém a mesma direcdo e o mesmo sentido; o
valor 1, quando tém a mesma diregéo e sentidos opostos.
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Cap. 1, Ex. 2.5 — Pela simetria do hexagono em relagéo a reta AD,

fi+Ffs=171s fotfa=1Ts

Portanto a soma é 3 f5.

Cap. 1, Ex. 2.6 —

5P+ 10,
an = Lan sy Lae,

ont = LB - e

Cap. 1, Ex. 2.7 — A existéncia faz parte das propriedades da soma vetorial. Para a
unicidade, se u +v =0 e u + w = 0, entdo

v=v+(utw)=v+u)+w=uw.

Cap. 1, Ex. 2.8 — Da relacdo dada,

AM = Agégfflg.
1+ A
Logo
— 1 — )\—B>
M=—CA+ —— .
¢ 1+AC +1+AC

Cap. 1, Ex. 2.9 — Como fﬁ = v + 3u,

(a)
@zQu—v, ﬁ:5u—v, CT>4=—3’U,—’U.

(b)zﬁ e B? sdo multiplos de u, portanto os lados AD e BC sdo paralelos.



324

Cap. 1, Ex. 2.10 — Se os vértices sdo P, ..., P, a aplicagdo repetida da regra do
triangulo da
PP+ PoP3+---+ P, P =P P =0.

Cap. 1, Ex. 2.11 — O escalar 1/||v|| é positivo, portanto preserva dire¢do e sentido.

Além disso,
v

\ ] L =1
— = —|v|| =1.
vl vl
Cap.1,Ex. 212 — (a)
3 11
rT=_-u+—v =_-u——v
O VRN A A

(b)

Cap. 1,Ex. 2.13 —Se z = 0, ambos os lados sdo verdadeiros pela convencdo
adotada. Suponha z # 0. Como u é paralelo a z, existe a tal que u = az. Se
v = bz, entdo w = (a + b)z. Reciprocamente, se w = cz, entdo

v=w-—u=(c—a)z.

Cap.1,Ex. 214 — (@)(—a)v+av=(—a+a)v =0.
(b)a(—v) + av = a(—v +v) = 0.

(c)Aplicando os dois itens anteriores duas vezes, (—a)(—v) = —(a(—v)) = av.
Cap. 1, Ex. 2.15 — Se « # 0, multiplicando a igualdade por 1/, obtemos v = 0.

Cap. 1, Ex. 2.16 — Temos (a — )v = 0. Pelo exercicio anterior e pela hipotese
v # 0, segue a — 3 = 0.
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Cap. 1, Ex. 2.17 — A rotagdo de 72° em torno de O apenas permuta os cinco
vetores da soma. Logo a soma é um vetor fixo por essa rota¢do; o Gnico vetor com
essa propriedade é 0.

Cap. 1, Ex. 2.18 — Se A1 # 0, entdo

contradizendo a hipdtese. Logo A\; = 0; como v # 0, também Ay = 0.

Cap. 1, Ex. 2.19 — Como

ﬁ:%ﬁ
7~ L7,

temos ﬁ = ]@ Analogamente,
1
Elk = SEC = PG,
Logo os lados opostos sdo iguais e paralelos.
Cap.1,Ex. 220— (@)(P+u)—u=P+ (u—u)=P.

(b)E a prépria defini¢do de soma de ponto com vetor.

(C)SeRZP—l—u:Q—i—v,entéou:ﬁ:]@—%@:%—i—v.

Cap. 1, Ex. 2.21 —

W:ﬁ—l—l@—ka@:—u—l—@—l—u:@.

Portanto os trés lados preservam seus vetores e, em particular, seus comprimentos.

Cap. 2, Ex. 2.1 —

O?:a—i—ic, O?:b—i—%a.
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Logo

1 1

Cap. 2, Ex. 2.2 — Darelacdo dada, BM : MC = 7 : 3, portanto
BM = 1101?.

Assim

- 3 7

Cap. 2, Ex. 2.3 — Pelaregra do triangulo, z@JrB? = B, logo A = C. Portanto
O0A-0C =0

é uma relacio linear néo trivial.

Cap. 2, Ex. 2.4 — Sio linearmente dependentes, pois
2u+v)+(—u—v+w)—(u+v+w)=0

é uma relacdo néo trivial.

Cap. 2, Ex. 2.5 — Considere
a(u+t)+pfu+v)+y(w+t)=0.

Comparando os coeficientes de u, v, w e subtraindo as duas primeiras equacdes,
obtemos
(I+a—-b)a+(a—b)y=0, ca+ (1+c)y=0.
Eliminando +, resulta
(I+a—-b+c)a=0.
Sel4+a—b+c#0,entdoa =0,depoisy=0e3=0.Sel+a—b+c=0,a
escolha
a=1+c¢, v = —c, B=-b

fornece uma relagdo néo trivial. O critério segue.
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Cap. 2, Ex. 2.6 — (a)Uma relagdo nio trivial au + bv = 0 continua sendo uma
relacdo nao trivial entre os trés vetores, com coeficiente zero para w.

(b)E a contrapositiva do item anterior.

Cap. 2, Ex. 2.7 —
@:4a+(az—2)b, B?:2a+(x—2)b.

Se sdo dependentes, uma deve ser multipla da outra. Comparando os coeficientes
de a, o multiplo é 2; entdo z — 2 = 2(x — 2), logo

T =2
Cap. 2, Ex. 2.8 —
b b
oM=212 onN=-2T¢ o5g-21°
2 2 2
Logo
(@)a+b+c;

(b)subtraindo Bﬁ = 2¢, obtemos a + b — c.

Cap. 2, Ex. 2.9 — Se um deles é combinacio linear dos outros dois, representantes
com a mesma origem ficam no plano gerado por esses dois. Reciprocamente, se os
trés sdo coplanares e dois ndo sdo paralelos, esses dois geram o plano e o terceiro
é combinacdo linear deles. Se dois sdo paralelos ou algum é nulo, a concluséo é
imediata.

Cap. 2, Ex. 2.10 —
1 1
u-i((u+v)+(u—v)), v—i((u—I—v)—(u—v)).

Logo os novos vetores geram o plano. Se a(u + v) + b(u — v) = 0, entdo
(a+b)u+ (a — b)v = 0, e a independéncia da base original dd a = b = 0.
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Cap. 2, Ex. 2.11 — Se
a(u+v)+bu —v)+c(w —2u) =0,

entdo
(a+b—2c)u+ (a—b)v+cw=0.

A independéncia da base original da ¢ = 0, a + b = 0, a — b = 0, portanto
a=b=c=0.

Cap. 2, Ex. 2.12 — Se fossem coplanares, haveria um plano por A contendo
B,C, D, o que tornaria o tetraedro degenerado. Logo os trés vetores sdo nio
coplanares e, pelo Teorema da Base para o Espaco, formam uma base.

Cap. 2, Ex. 2.13 — Escolha um vértice A e denote por u, v, w os vetores das trés
arestas que partem de A. O vértice oposto é

A+u+v+w,
e o ponto médio dessa diagonal é
1
M:A+§(u+v+w).

Cada outra diagonal liga dois vértices complementares e tem o mesmo ponto médio
M.

—
Cap. 2,Ex. 2.14 —Ponhaa =0OAeb = OB. Temos

2 1 1 2
O?:§G+§b, O?:§a+§b

A reta por B paralela a OA tem pontos b + ta. Comparando coeficientes,

1
OX —2a+b, W:§a+b.

Além disso, X = 3C naretaOCeY = %D nareta OD, logo
oC:CX=1:2, OD:DY =2:1.

Na reta por B, os pardmetros de Y e X sdo 1/2 e 2, portanto BX : XY = 2:
(3/2) =4:3.
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Cap. 2, Ex. 2.15 — Tome () como origem. Das razdes dadas,
3= 3
QC=-1Q4,  QD=- QB

Escreva P = A Q(B — A) = C + t(D — C). Comparando os coeficientes
independentes de QA e Q? obtemos

Logo P esta fora dos dois segmentos e

AP:PB=7:5  CP:PD=T7:10]

Cap. 2, Ex. 2.16 — Escolha A como origem e ponha b = E c= zﬁ Entéao
1
Um ponto de BD é
1 3t t
- —b)=(1-= “e.
el o) = (1 H)o e
Para pertencer a AC, o coeficiente de b deve ser zero, logot = 4/3 e

ol

Portanto

|AF : FC =1:2.]

Cap. 2, Ex. 2.17 — Ponha a = @ eb= E Como By, Cy, Dy sio colineares,
existe ¢ tal que

)\3(0, + b) = (1 — t))\la + tAaob.

A independéncia de a, bda A3 = (1 —t)A; e A3 = tA2. Somando as duas igualdades
apos dividir por Aj Ay, obtemos a identidade pedida.



330

Cap. 2, Ex. 2.18 — Como f@, zﬁ formam uma base do plano, escreva
/-1_} = BE + 'y@,

com 3,7 > 0e 8+~ < 1. Ponha a« = 1 — 3 — ~. Pelas semelhancas produzidas
pelas paralelas, as trés razdes entre cada segmento interno e o lado paralelo sio, em
alguma ordem,

1—a, 1— 8, 1—n.

Asomaé3 — (a+p[+7) =2

Cap. 2, Ex. 2.19 — Se M ¢é o ponto médio de BC), entdo
— 1
Como G divide a mediana na razdo 2 : 1 a partir do vértice,

76 = L (a8 + 70

Substituindo zﬁ = O? — O—./Zl e zﬁ = O? — (TZL obtemos a formula para O?
A primeira identidade segue subtraindo Oﬁ de cada vetor posigéo.

Cap. 2, Ex. 2.20 — Aplicando a férmula do baricentro com origem em D,

W:%(lﬁwﬁj%ﬁ).

Cap. 2, Ex. 2.21 — Para uma origem O,
OF — %((ﬁuo’é), OF — %(aﬁﬂﬁ).

Logo

B = OF - OF = L(1D + 50).
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Cap. 2, Ex. 2.22 —Se ABC'D é um trapézio com AB || DC e M, N séo os pontos
médios de AD, BC, entdo

MN = %(EHTC).

Como ﬁ e l% tém a mesma direcido, M N é paralelo as bases e

37N = 5 (13B) + | DC).

Cap. 2, Ex. 2.23 — As bissetrizes internas de dois vértices nao sdo paralelas, por-
tanto se encontram num unico ponto I, interior aos dois angulos. Um ponto de uma
bissetriz é equidistante dos lados do 4ngulo. Assim, por estar nas bissetrizes de A e
B, o ponto [ é equidistante de AB, AC e também de BA, BC'; logo é equidistante
de AC e BC' e pertence a uma bissetriz do angulo C'. Como [ esta no interior do
triangulo, trata-se da bissetriz interna. A unicidade segue da unicidade da intersecéo
das duas primeiras bissetrizes.

Cap. 2, Ex. 2.24 —
o—zﬁ:%mm?), ﬁ%:%@m—f».

Como P ¢é o ponto médio de M N,

O? OM—FOTV) ? O?—FO?

»MH

Cap. 2, Ex. 2.25 — Para qualquer origem O,
OP +0G + O = OA + OB + OC.

Dividindo por 3, os vetores posi¢ao dos dois baricentros coincidem.

Cap. 2, Ex. 2.26 — O ponto

P=0+-" 0A+—-" 0B
m-+n m—+n
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pertence a AB e a reta OR. Logo a identidade é imediata e

Ap=—"_4B, Pp=-—"_4B

m—+n m-+n

)

portanto

‘AP:PB:n:m.‘

Cap. 2, Ex. 2.27 — Defina X por

OX = 0A+ 0B +OC.

Entao
AX = OB + OC.

Como HO?H = ||O? , a soma OB + OC tem a direcdo da bissetriz do angulo
BOC; no triangulo isosceles BOC, essa bissetriz é perpendicular a BC'. Logo AX

é uma altura. Do mesmo modo, BX e C'X sio alturas, portanto X = H, provando
(a). Para (b),

HA+HB + HC = (OA+ 0B + 0C) — 30H = —20H = 2HO.

Cap. 3, Ex. 11.1 — Como
A=M+P-N, B=M+N-P, C=N+P—-M,

obtemos

|A=(-1,4), B=(56), C=(3,-2).]

Cap. 3, Ex. 11.2 —Escreva R = P + t(Q — P), com 0 < ¢ < 1. Entdo

logot=1/(1+\)e

A 1
P+ Q.

=1 1+ A
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Cap. 3, Ex. 11.3 — Escolha coordenadas A = (0,0), B = (b,0), D = (d,h) e
C = (d+c¢, h),de modo que AB e DC sejam as bases. Os pontos médios dos lados
AD e BC sao

M= (d/2,h/2), N =(b+d+c)/2,h/2).

Logo M N é horizontal e
b
IMN| = ;L ‘

Cap. 3, Ex. 11.4 — Se O é a origem, entao

O(P—i—u;:OT’—i—u.

Somando as componentes na base de 3 obtemos a formula.

Cap. 3, Ex. 11.5 — Os determinantes das matrizes com esses vetores como colunas

sao, respectivamente,
-2, 1, 0.

Portanto os dois primeiros conjuntos sio LI e o terceiro é LD.

Cap. 3, Ex. 11.6 — Resolvendo au + bv = w obtemos

w:2u—3'v.‘

Cap. 3, Ex. 11.7 — O determinante ¢ 2-3 — 1 = 5 # 0. Se (c¢1,¢2) = au + bv,
entédo

3c1 — ca 20 — 1
=12 pof2
5 5

Cap. 3, Ex. 11.8 — Se z = au + v + yw, entdo

’oz:aberc, B=—a+b, vzbfc.‘

Para z = 0 todos sdo nulos. Para (1, 2, 3),

[(,,7) = (2,1,-1).]
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Cap. 3, Ex. 11.9 — A caracterizacio é a definicdo geométrica/algebraica de de-
pendéncia para dois vetores ndo nulos. Nos trés casos: LI, LD (o segundo é —2
vezes o primeiro), LL.

Cap. 3, Ex. 11.10 — Os trés menores se anulam exatamente quando todas as razoes
entre componentes nio nulas sdo compativeis com um mesmo escalar J, isto é,
quando u = Av. Pelo exercicio anterior, isso equivale a dependéncia linear.

Cap.3,Ex. 11.11—  (@m=1n=1]

(b) (m,n) = (2,2) ou (~2,6) |

Cap. 3, Ex. 11.12 — O determinante da matriz com essas colunas é

3m?>+2>0|

Logo os vetores sdo LI para todo m e, sendo trés vetores em R3, formam uma base.

Cap. 3, Ex. 11.13 — Os determinantes das matrizes de coordenadas sdo
2—a-1» e 2b(b —1).

Logo:

@atb#2]
B # 0,1}

Cap. 3, Ex. 11.14 — Nesse sistema A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (0,1,0),
D = (0,0, 1). Os pontos pedidos sdo

1(1/2,0,0), (0,1/2,1/2), (1/2,0,1/2), (1/2,1/2,0).]

Cap.3,Ex. 11.15—  (a) 3v/5,V13|
(b)BA = (=6,-3), AC = (3,1) e a soma é (3, —2) = BC.
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o) (=3/2,5/2)}
(d)Parametrizando A + t(B — A), a condicdo da t = 3/4 ou 3/2. Logo

(3/2,17/4) e (6,13/2).]

Cap. 3, Ex. 11.16 —
|AB| =7V3, |BC|=V78, |CA|=15.

Os vetores sio AL = —7,=7,-17), BC = CA (2,5,14) e somam

zero. Os angulos sdo aprox1madamente
36.07°, 90°, 53.93°.

A area é

21v/26
5

Os trés possiveis quartos vértices sdo

1(9,10,4), (~1,6,18), (=5,—4,-10). |

Os pontos médios sdo obtidos pelas médias coordenada a coordenada.

Cap. 3, Ex. 11.17 —Pondo P = (z,0) e igualando os quadrados das distancias,
obtemos xz = 0. Logo

P =(0,0).

Cap. 3, Ex. 11.18 — De AC? = AB?,
a2+y2:4a2,

logo

y::t\/ga

(os dois sinais ja descrevem as duas posi¢des, independentemente do sinal escolhido

para a).



336

Cap. 3, Ex. 11.19 —

(2,3)], A =20].

Cap. 3, Ex. 11.20 — O primeiro é retangulo, com angulos aproximadamente
38.66°, 90°, 51.34°.

No segundo, os angulos sdo aproximadamente

36.93°, 91.12°, 51.95°|

Cap. 3, Ex. 11.21 — Uma escolha é o produto vetorial:

luxv=(1,-5-3)]

Cap. 3,Ex. 11.22 —Comou-v = —4dev-v =9, precisamos —4a + 9b = 0. Por
exemplo,

a=9,b=4, w:(22,—1,10).‘

Cap. 3, Ex. 11.23 — Os trés produtos escalares sdo zero.

Cap. 3, Ex. 11.24 — Os angulos sdo

37
[572]

e a area é

Cap. 3, Ex. 11.25 — Como |la + b|* = ||c||%,

94+ 25+ 30cos 0 = 49.

=73

Logocosf =1/2e
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Cap. 3, Ex. 11.26 — Expanda os dois quadrados usando o produto escalar e sub-

traia. Os termos ||v||? e ||w]||? se cancelam e resta 4v - w.

Cap. 3, Ex. 11.27 — Se os lados adjacentes sdo u, v, as diagonais sdo u+v e u — v.
A ortogonalidade implica

0= (u+v) - (u—v) = [Jul® - o]

Logo os lados adjacentes tém o mesmo comprimento.

Cap. 3, Ex. 11.28 —

, 3 3 9
v = PI‘OJ(O7173)U = TO(O7 1,3) = <07 Tn’ ) )

10" 10
33 11
Vg = _1’_7’7 .
10" 10

Cap. 3, Ex. 11.29 — Com origem no centro, escreva OA = u, OB = —u e OC =
v, com ||u|| = ||v||. Entéo

CT>4:u—v, C@:—u—v,

e seu produto escalar é —||ul|? + |[v||* = 0.

Cap. 3, Ex. 11.30 — Use diretamente

_ v-u
Proj, v =——u.
u-u
Linearidade do produto escalar prova os dois primeiros itens; o terceiro segue
porque a projecdo ja é paralela a u; no quarto, ambos os lados sédo

(vu)(wu)

u-u
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Cap. 3, Ex. 11.31 — Podemos usar os vetores (1,1,1) e (1,1, —1). Portanto

1+1-1 1

cosf = .
3 3

Cap. 3, Ex. 11.32 — Pela definicdo do angulo,
Ju - v] = [ullllv]| | cos O] < [ullf|v]]-

Ha igualdade exatamente quando | cos §| = 1, isto é, quando os vetores sdo paralelos
(incluindo o caso nulo).

Cap. 3, Ex. 11.33 — Eleve ao quadrado e use Cauchy-Schwarz:

o+ ol* = JJull® + 2w v+ [lo]* < (Jlull + [[o]))*.

Cap. 3, Ex. 11.34 — Compare os quadrados: a diferenca entre eles é 4u - v.

Cap. 3, Ex. 11.35 — Tome v = u. Entéo ||ul|? = u-u = 0.

Cap. 3, Ex. 11.36 — Coloque a hipotenusa no eixo x, com seus extremos em
(—p,0) e (q,0), e o vértice reto em (0, h). A ortogonalidade dos catetos da

(_pv _h) ’ ((L _h) =0,

logo

h2:pq.

Cap. 3, Ex. 11.37 — A afirmacéo é falsa. Ambas as proje¢des sdo multiplos de w,
portanto sdo paralelas. O angulo entre elas é 0 quando os coeficientes tém o mesmo
sinal e ™ quando tém sinais opostos.
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Cap. 3, Ex. 11.38 —

(129,121, -90), (77,-33,66), (0,0, -3).|

Cap. 3, Ex. 11.39 —
2u+ 3v — Tw = (—16, 3, —13),

u-w =23 v -w=20, u-v=20,

uxv=(5-41), vxu=(=54,-1),

‘w-(vxu):—15.‘
Cap. 3, Ex. 11.40 —
RIS E NS EPR
S VS S Vi

Cap. 3, Ex. 11.41 —
a=(1,1,0).

Cap. 3, Ex. 11.42 —

/5 1 1
YT\ T )

Cap. 3, Ex. 11.43 — O triangulo PQ R tem area

2@~ P) x (R—P)| = V5.

O tridngulo medial tem 1/4 da area do original. Portanto

[ABC] = 4V/5.
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Cap. 3, Ex. 11.44 — Expanda as componentes pela defini¢cdo do produto vetorial.
A troca de duas linhas no determinante muda o sinal; a distributividade segue da
linearidade de cada componente.

Cap. 3, Ex. 11.45 — Pelo determinante, repetir uma linha produz determinante
zero. Geometricamente, © X v foi construido perpendicular a u e a v.

Cap. 3, Ex. 11.46 — Use
lu ol = [lull[[of} | sen].

Para vetores ndo nulos, isso se anula exatamente quando 6 = 0 ou 7. Os casos com
vetor nulo sdo imediatos.

Cap. 3, Ex. 11.47 — Expanda o determinante pela primeira linha e compare termo
a termo com v - (v X w). Uma permutagéo ciclica é par, portanto néo altera o
determinante.

Cap. 3, Ex. 11.48 — A area K pode ser escrita como
2K = bcsen o = casen 3 = absen .

Dividindo por abc, obtemos a lei dos senos.

Cap. 3, Ex. 11.49 — Como
zﬁ:b—a, zﬁ:c—a,

expandindo
(b—a)x(c—a)=axb+bxc+cxa.

A 4rea é metade da norma desse produto vetorial.

Cap. 3, Ex. 11.50 — As duas distancias do ponto (—5,0) aos demais sdo v/29. A
base vertical mede 4 e sua distancia horizontal ao vértice é 5, logo

(A=10]
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Cap. 3, Ex. 11.51 — Igualando AC? = AB%:
(z —a)? + 2% = 242

Logo

x = g(l:i:\/g).

Cap. 3, Ex. 11.52 — Se os lados adjacentes sio u, v, o lado esquerdo é 2|u||? +

2||v||?, enquanto as diagonais sio u + v e u — v. Expanda seus quadrados e some.

Cap. 3, Ex. 11.53 — Pela formula da mediana,

5 20 +2c¢% —a?

My =——"
A igualdade implica a? = b?, logo a = b.

2

Cap. 3, Ex. 11.54 — Se os lados satisfazem ¢ = a? + b?, tome vetores u, v dos

dois lados adjacentes ao angulo oposto a c¢. Como
A =lu—v||*>=d>+b*-2u-v,

segue u - v = (; portanto o dngulo é reto.

Cap. 3, Ex. 11.55 — Com lados adjacentes u, v, a igualdade ||u + v|| = [|[u — v||
implica u - v = 0. Logo os lados adjacentes sdo perpendiculares.

Cap. 3, Ex. 11.56 — Some as trés formulas

m, —4 s

e suas permutacdes ciclicas.

Cap. 3, Ex. 11.57 — Respectivamente,

T = -2 ‘yz:l:2‘, ‘:Uyzl‘, ‘yz:l:x‘.




342

Cap. 3, Ex. 11.58 — Apos duas elevacoes ao quadrado e simplificagao,

2 2
x
S+ =1
a a® —c
E uma elipse.
Cap. 3, Ex. 11.59 —
2 24,2
prins y2 & 22 =1
a a* —c
E um elipsoide de revolucio.
Cap. 3, Ex. 11.60 —
2 it
a2 2 —ad® L

E um hiperboloide de duas folhas de revolugéo.

Cap. 3, Ex. 11.61 —

Ve —1)2+y2+ 22 = |a|.

Elevando ao quadrado,

y2—|-z2:2:v—1,

um paraboloide de revolugéo.

Cap. 4, Ex. 2.1 —Se P = A + tyv, entdo
P=A+ ()\to)vl,

logo P € s. A inclusio reciproca segue de v/ = (1/\)v.

Cap. 4, Ex. 2.2 — Se n é ortogonal a todo vetor u paralelo a 7, entdo
(An) - u=An-u)=X-0=0,

logo An também é normal a 7. Como A # 0 é arbitrario e vetores distintos
correspondem a A distintos, 7 possui infinitos vetores normais (todos paralelos
entre si).
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Cap. 4, Ex. 2.3 — Uma escolha para cada caso é:
r—1 y—4 2z+2
@)(z,y,2) = (1,4,-2) + t(—1,-3,3); — —
-1 -3 3
-1 2
(b)(l‘,y,z) = (1’0)_2)+t(27173): ZEQ =Yy= Z—:{; .
(¢)Eixos: (t,0,0), (0,t,0), (0,0,t); ndo ha forma simétrica com trés quocientes

porque duas componentes do diretor se anulam.
(d)(1,2,1) +¢(0,0,1).
(e)(1,2,1) +t(1,0,0).
(f)Um diretor da reta dada é (—3, 8,4); portanto (2, 1,0) + ¢(—3,8,4).
(8)(2,1,0) +t(—3,5,—1).

Cap. 4, Ex. 24 —

3z +4y—9=0]|

As intersecdes sdo (3,0) e (0,9/4).

Cap.4,Ex. 25— (a)(z,y) = (3,5) +t(—5,—2) e ] 22 — 5y +19= 0|

)@, y) = (0,1) +t(1,~1) e[z +y — 1 =0]

-3 -5
Cap.4,Ex. 2.6 — (a)(3,5,1) +t(~5,~2,1); == % =21
(b)(0,1,0) + ¢(1, —1,0); equivalentemente x +y = 1, z = 0.

(¢)(0,1,1) +¢(0,—1, —1); equivalentemente z = 0, y = z.

r—3 y—2 z-1
d)(3,2,1) + (3, —1,3); = = .
@(3:2,1) +1(3,-1,8) 0 = 5 = 2

Cap. 4, Ex. 2.7 — O vetor dado tem norma 7, logo a velocidade vetorial é

(—2,6,3)

14
7

= (—4,12,6).

Portanto

| P(t) = (3,—1,-5) + H(—4,12,6). |
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Cap. 4, Ex. 2.8 —
y_B=A_(16 16 8
4—-1  \ 3’ 3 3)°
Assim
16 16 8
Pt)=(-7,12,5)+ (t—-1) | —, ——,—= ).
0= 1125+ -1 (G -3-3)

Cap. 4, Ex. 2.9 — A primeira velocidade vetorial é

14 14
v = —(3,-6,3) = —(1,-2,1),
! \/5»4( ) \/6( )

e a segunda é vy = (4, —12, 3), pois esse vetor tem norma 13. Logo
Pi(t) = A+ tvy, Py(t) = B + twvs.
As trajetorias sdo reversas: usando os vetores diretores (3, —6, 3) e (4, —12, 3),
((3,-6,3) x (4,-12,3)) - (B — A) = 48 £ 0.

Portanto nao existe ponto comum as trajetorias, e as particulas ndo se encontram.

Cap. 4, Ex. 2.10 — Uma parametrizagao é
(1,2,3) +t(1,1,1).

Os cortes sao, respectivamente,

[(-2,-1,0), (-1,0,1), (0,1,2)/]

Cap. 4, Ex. 2.11 — As intersecdes dois a dois sido

(3,7, (0,1), (3/4,1/4).]
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—
Cap. 4, Ex. 2.12 — Rotacionando OA = (1, 2) de £60°,

Bi:@q:\f?), 11‘/5).

2

Cap. 4, Ex. 2.13 — Os pontos médios dos lados opostos sédo
My =(b/2,¢/2), Mp=(a/2,¢/2), Mc = ((a+b)/2,0).
Logo, por exemplo,
A+t(b—2a,c), B+ t(a —2b,¢), C+tla+b,—2c)
sao parametrizacoes das trés medianas (a reparametrizacao por fatores nao nulos é

irrelevante).

Cap. 4, Ex. 2.14 — A reta é a mediatriz de AB. Seu ponto médio é (8,3) e um
vetor diretor perpendicular a (12, —4) é (1, 3). Assim

[Bz—y—21=0} |(z,y)=(83)+#13)]

Cap.4,Ex. 215— (a) (2,11/3)|

a— <$1+$2+$3 y1+y2+y3>
3 ’ 3 .

(b)

Cap. 4, Ex. 2.16 —Se M4 = (B + (') /2, entdo

2 A+B+C

As expressdes obtidas a partir de B e de C sdo iguais. Portanto as trés medianas
sdo concorrentes no baricentro.
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Cap. 4, Ex. 2.17 —

81 19
17°17) |

Cap. 4, Ex. 218 — (a)m = 3/4, intercepto —3/2.
(bym = —2/3, intercepto 2.

(c)horizontal: m = 0, intercepto —9/7.

(dym = —b/a, intercepto b.

(e)os proprios m, b.

(f)se a # 0, m = —b/a e intercepto 0; se a = 0, é a vertical x = 0.
(g)unido das verticais x = +3/2.
(h)unidode z =0,y =0e 2z — 3y +4 = 0.

(i)forma normal: o vetor (cos «, sen«) é normal a reta; se sena # 0, m =
— cot «v e o intercepto é h/sen a.

(j)m = —3/2 e intercepto 7/2.

Cap. 4, Ex. 2.19 —

\5x+4y—3:0.

Cap. 4, Ex. 2.20 — Paralela:

3+ 2y =0|

120 —3y+13=0]|

Perpendicular:

Cap. 4, Ex. 2.21 — A reta dada tem inclinacdo —b/a, logo a perpendicular tem
inclinagdo a/b. Assim

az — by —a® = 0.
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Cap. 4, Ex. 2.22 — (a)A altura por C' é x = 0; as outras podem ser escritas

y="-a),  y="@-b)

Elas se encontram em

|H = (0, —ab/c)|

(b)As medianas sdo as do exercicio anterior e encontram-se em

|G =((a+1)/3,¢/3)]

Cap. 4, Ex. 2.23 — Escreva y = (2/3)x + c. Os interceptos sdo —3¢/2 e ¢, entdo
a area é 3¢?/4. Igualando a 4/3, obtemos ¢ = +4/3. Logo

2 4
— iyl
Yy=37+3

Cap. 4, Ex. 2.24 — A equacao é
s(2x+3y —5) +t(3x — 2y —4) = 0.

O ponto fixo resolve as duas equagdes entre parénteses:

P =(22/13,7/13)],

Como duas retas distintas por P geram o feixe de todas as retas por P, toda reta do
feixe é uma combinacéo linear néo trivial dessas duas equagdes.

Cap. 4, Ex. 2.25 — Substituindo,

bt +5=2(at+1)+ 3 =2at +5.

Logo|b = 2a|, com|a # 0 |para que a parametrizacdo descreva uma reta e ndo um

Unico ponto.
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Cap. 4, Ex. 2.26 — Tomando o valor comum igual a 12,

1 5
=|=-,-2,- t(6,3,4).
@2) = (523 ) +1(6:3.0

Um diretor é (6, 3, 4); por exemplo, tome ¢t = 0, 1, —1 para obter trés pontos.

Cap. 4, Ex. 2.27 —

395
=(-,-,0 t(0,0,1)|
(@2) = (3.3:0) + e0.0.1

Cap. 4, Ex. 2.28 —Tomando z = {,

6. ¢ n
r=—4 = .
7t Y 77

Logo uma parametrizacdo ¢é

6 12 119
=(2.-=0)+t(=,—.1).
(aj?y?z) (77 77 >+ <77 77 )

Cap. 4, Ex. 2.29 — Dois vetores do plano sdo (—4, 1,1) e (—1, —3, 2); seu produto
vetorial é (5, 7,13). Portanto

[(2,y,2) =(5,7,13). |

Cap. 4, Ex. 2.30 — Escreva C' = (1 —¢,¢, 1) e imponha Hz@ X @H =1
(a)Néo ha solucio real.
(b)Nao ha solugio: a area é constante e diferente de 1/2.
(c)N&o ha solugdo: a area é constante e diferente de 1/2.

(d)t = —1 out = —3, portanto

(C=(2,-1,1) ou C=(4,-3,1)]
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Cap. 4, Ex. 2.31 — O vetor diretor entre os interceptos é (—a, b). Pela forma de
dois pontos, ou substituindo ambos os interceptos em ax + Sy = 1, obtemos
diretamente

‘x/a—ky/b:l‘.

Cap. 4, Ex. 232 — (a)Se (v, v2) é diretor, dois pontos da reta separados por
esse vetor satisfazem a mesma equacéo; subtraindo, av; + bvy = 0.

(b)O vetor (cos a, sen o) é normal unitario. Portanto h é a coordenada assinada
dos pontos da reta na direcao desse normal; em particular, a distancia da
origem a reta é |h|.

Cap. 5, Ex. 3.1 — Substituindo a parametrizacdo de r em s,
(aa + k)t + ab+ pd = .

Se aa + Sk # 0, hd um Gnico ponto, com

v —ab— pd
aa+ Bk

Se aa 4+ Bk = 0, entdo r C s quando ab + Sd = ~; caso contrario, sdo paralelas
distintas.

Cap. 5, Ex. 3.2 — (a)Concorrentes em (2, 3, 3).

(b)Coincidentes: o segundo vetor diretor é duas vezes o primeiro e (—1, —1, —2)
pertence a r.

(c)Concorrentes em (22, —21,11).

(d)Reversas: os vetores diretores ndo sdo paralelos e o sistema para a intersecio
é incompativel.

Cap. 5, Ex. 3.3 — A intersecao de r e s fornece

|B=(-3,2,3)|

Se M = (A+ C)/2 é o ponto médio de AC, entdao M € s; além disso, como 7 é
altura, 1@ - (3,2,0) = 0. Essas condi¢des dao

(A=(8,-7,3)]
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Cap. 5, Ex. 3.4 — Num ponto comum existe z tal que
(m—m)z=d —a, (n—n')z=b —0.

Como (m,n) # (m’,n’), pelo menos um dos denominadores é nio nulo. A com-
patibilidade dessas duas equacdes é exatamente

(a—a)(n—n")=(b-b)(m-—m).

Cap. 5, Ex. 3.5 — Respectivamente:
(a)paralelas distintas;
(b)reversas;
(c)reversas;
(d)concorrentes em (—2,6, —6);
(e)concorrentes em (—2,2, —7);
(f)reversas.

Nos casos néo paralelos, o produto misto (v X w) - A§ decide entre coplanares e
reversas.

Cap. 5, Ex. 3.6 — Os vetores diretores nunca sdo paralelos. O produto misto é
—3(3m — 2).

Logo, para m = 2/3, as retas sdo concorrentes; o ponto comum é

(-9,-5,-13)]

Para m # 2/3, sdo reversas.

Cap.5,Ex. 3.7—Se P € r,Q € se @ — P é multiplo de (1, —5, —1), a solucdo é

23 1
P: (—4,1,0), Q:P+Z(17—5,—1)

Assim uma resposta é

2
t: X = (—f, 1,0> +7(1,-5,-1).
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Cap. 5, Ex. 3.8 — As dire¢des podem ser tomadas como (2,0, —-2) e (—1,1,0). O
sistema de intersecdo é incompativel; equivalentemente, o produto misto com o
vetor entre pontos das retas é ndo nulo. Portanto as retas sdo reversas.

Cap. 5, Ex. 3.9 — A reta s, quando ndo degenerada, é vertical: seu vetor diretor
é paralelo a (0,0, 1). Para que 7 tivesse essa direcdo, o produto vetorial dos seus
vetores normais deveria ter as duas primeiras componentes nulas. Isso for¢a

b=14,  ab=35,

logo a = 5/2. Mas entdo também a terceira componente do produto vetorial se
anula: os dois planos que definem r tornam-se paralelos/coincidentes e r deixa de
ser uma reta. Portanto nio existem tais valores.

Cap. 5, Ex. 3.10 — O vetor diretor é (3, —4,4) e um normal do plano é (4, —3, —6).

Como
(3,—4,4)-(4,-3,—-6) =124+ 12 - 24 =0,

a diregdo da reta é paralela ao plano. A reta nio esta contida nele, pois, por exemplo,
(—2,1,—5) néo satisfaz a equacio do plano.

Cap. 5, Ex. 3.11 — Um vetor diretor da primeira reta é
(2> 3> _1) X (27 _57 2) = (17 _67 _16)7

e a segunda direcdo é (1,—6,7). Um normal do plano procurado é, portanto,
proporcional a (6, 1,0). Usando um ponto da primeira reta, obtemos

62 +y—16=0.]

Cap. 5, Ex. 3.12 — Pondo todas as razoes iguais a t,
(x,y,2) = (T+3t,—3 —t, 4+ 2t).
Em ambos os planos resulta t = —3/2. O ponto comum é
(5/2,-3/2,1) |.

Como as duas retas tém esse ponto em comum, sdo coplanares.
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Cap.5,Ex. 3.13— (2)(2,—3,6).
(b)Nao ha intersecdo: a reta é paralela ao plano e ndo esta contida nele.

(c)(1,-7/2,0).

Cap. 5, Ex. 3.14 — Os vetores diretores sdo (2, —3,3) e (3, —2, —1). Seu produto
vetorial é (9,11, 5), logo

192+ 11y +52—16 =0

Cap. 5, Ex. 3.15 — O determinante é o produto misto de Py ﬁ com os dois vetores
diretores. Ele se anula exatamente quando esses trés vetores sdo coplanares, isto é,
quando P pertence ao plano gerado pelas duas dire¢oes a partir de Fp.

Cap. 5, Ex. 3.16 — E novamente o critério de coplanaridade: o vetor Poﬁ deve

==
pertencer ao plano gerado por Py P; e pelo vetor diretor dado.

Cap. 5, Ex. 3.17 — Os vetores diretores sdo (2,—3,4) e (3,2,—2), e podemos
tomar pontos A = (1,—2,5) e B = (-7, 2, 1). Entdo

((2,-3,4) x (3,2,-2)) - AB = 28 # 0.
Logo as retas sdo reversas.
Cap. 5, Ex. 3.18 — Os vetores normais séo (b, —a,0), (0,¢, —b) e (—¢, 0, a) e sat-

isfazem uma dependéncia linear. Eliminando z, y, z das trés equacdes, a condi¢io
de compatibilidade é precisamente

a+bm+cn=0.

Quando ela vale, ha apenas duas equagdes independentes, logo a interse¢do é uma
reta (salvo degenerescéncias triviais, que devem ser tratadas separadamente se
a, b, ¢ anularem simultaneamente as equacdes).
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Cap. 5, Ex. 3.19 — A equacdo do plano é a soma das duas equacdes que definem a
reta:
(br—3y+2z—-5)+R2x—y—2—1)=Ter —4y+ 2z — 6.

Logo todo ponto da reta satisfaz a equagao do plano.

Cap. 5, Ex. 3.20 — O determinante da matriz dos coeficientes é
—11(a — 2).

Logo:

(a), com b arbitrario.
(b)Para a = 2, as linhas dos coeficientes satisfazem —31L; + 3Ls 4+ 11L3 = 0.
A compatibilidade exige

—31b+3+88 =0,

portanto‘a =2,b=91/31 ‘

(c)Se a = 2 e b # 91/31, ndo ha ponto comum aos trés planos; como os normais
tém posto 2, as intersecdes dois a dois sao trés retas paralelas. Assim

\a=2, b7é91/31\.

Cap. 6, Ex. 4.1 — Podemos usar vetores diretores (4, 3) e (3, —2). Assim

cos O = ‘(4’3)'(37_2)‘ _ 6

5v/13 513"

Logo

0= arccos<6>
5v13/ |

Cap. 6, Ex. 4.2 — A reta dada tem coeficiente angular 3/4. Se m é a inclinagio
procurada,

m—3/4|

1+3m/4|
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o que fornece

m=7 ou m=——.

Portanto

‘y+1:7(a:—1)‘ ou y—l—lz—%(:c—l).

Cap. 6, Ex. 4.3 — Usando produtos escalares entre os vetores dos lados,

LA = arccos<§> ,

2
/B = /C = arccos| — | .
(x/5>

Numericamente,
126,87° + 26,565° + 26,565° = 180°.

Cap. 6, Ex. 4.4 — Os vetores diretores satisfazem

(1,1,0) - (1,-1,3) =0,

portanto as retas sdo ortogonais. Para serem perpendiculares precisariam também

se interceptar. O sistema
(1,2,1) +¢(1,1,0) = (1,3,4) + u(1,-1,3)

nao possui solucdo. Logo sdo ortogonais, mas nao perpendiculares.

Cap. 6, Ex. 4.5 — Um vetor ortogonal aos dois vetores diretores é
(17 2a 1) X (17 _L 1) = (37 07 _3)7

paralelo a (1,0, —1). Assim uma resposta é

X = (1,-2,1)+ A\(1,0,-1)}
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Cap. 6,Ex. 4.6 —Comv = (2,-1,2)en = (1,2,2),
: 4
sen 0 = [v - n] —
[oflln] 9

Portanto

‘9 = arcsin(4/9) ‘

Cap. 6, Ex. 4.7 — Como
(1,1,-1)-(1,1,2) =0,

o angulo é 0. O ponto (0,0, 1) ndo pertence ao plano, pois 2 # 0. Logo a reta é
paralela ao plano e nao esta contida nele.

Cap. 6, Ex. 4.8 — Usando os vetores normais:

4
(a)f = arccos ——;

V22’

(b)0 = 0;
() =m/2;
(d)f = /4.

Cap. 6, Ex. 4.9 — As normais dos planos dados sdo (2,1,1) e (—1,0,1). Uma
normal do plano procurado deve ser ortogonal a ambas, logo podemos tomar

(2,1,1) x (-1,0,1) = (1,-3,1).

Portanto

’x—3y+z:2‘.

Cap. 6, Ex. 4.10 — Como o plano procurado é perpendicular a xz, sua normal tem
a forma (a, 0, ¢). A condigdo de angulo fornece

(3a +¢)? = 7(a® + ¢?).

Uma escolhaéa =6¢e

c=3+v21.
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Assim os dois planos sdo

6(r —1)+ (3+V21)(2—3)=0

6(x — 1)+ (3 —V21)(z —3) = 0|

Cap. 6, Ex. 4.11 — A normal é (1,2) e
1-3+2-1-3=2.

O pé da perpendicular é

2 13 1
B=A- 5—=5(1,2)=|—,2 ).

Logo

d(A,r) =

5

Cap. 6, Ex. 4.12 — Escolha qualquer ponto P da primeira reta. Entao
AP+ BQ+C=0

para suas coordenadas (P, Q). Aplicando a féormula de distdncia ponto-reta a

segunda reta,
J— |AP + BQ + C'| B |C" — O
- ATy Br AT BY

Cap. 6, Ex. 4.13 — A distancia é

g 4+1+6-7 4
N 3 3

Comon = (2,-1,2)e|n|>=9,0péé

4 10 5 19
=P——(2,-1,2)=(—,—=,—~ ).
Q 9(7 7) (97 979)
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Cap. 6, Ex. 4.14 — A equacio do plano é

Y

T z
- +=+-=1
a b ¢

Logo
J— 1
V1/a2 +1/02+1/c2

e a identidade segue ao elevar ao quadrado e inverter.

Cap. 6, Ex. 4.15 — No primeiro caso,

L —(-18)
VETS 1

No segundo, dividindo a segunda equacéo por 2,

18 — 6| 2

T B2 r6 T

Cap. 6, Ex. 416 —Com A = (1,2,1),

AP = (1,0,1)
AP % (2,3,5) = (-3,-3,3).
Portanto
R
d(P,r) el

Cap. 6, Ex. 4.17 — Os vetores diretores ndo sdo paralelos e

(2,3,5) x (4,2,1) = (—7,18, —8).

Tomando A = (1,2,1) e B = (1,2,5),

(B—A)-((-7,18,—8)) = —32 # 0,
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logo as retas néo sdo coplanares. Assim

32
d(?", 3) = E .

Cap. 6, Ex. 4.18 — Se

A= (=7,4,4)+1(3,-2,3), B=(1,-9,-12) +u(1,2,—1),

impomos
(B—A)-(3,-2,3) =0, (B—A)-(1,2,-1)=0
Dai
T |
200 T 29

Um ponto da perpendicular comum é

A 200 114 119
- 207297 29 )’

e B — A é paralelo a (2, —3, —4). Portanto

| X = A+ (2,-3,—4). |

Cap. 6, Ex. 4.19 — Como

cosf + v/3senf = 2cos( — 7 /3),

temos
2r cos(f —w/3) =6,

ou

’rcos(@ —m/3) = 3‘.

Logo a distancia a origem ¢é 3.
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Cap. 6, Ex. 4.20 — Usando x = r cos e y = 7 sen 6, obtemos, respectivamente,
r =3 y=3|

br+y=3V2],  |bw—12y=39]

Cap. 6, Ex. 4.21 — Expandindo,
rcosfcosa+ rsenfsena = h,

portanto
rcosa+ysena = h.

O vetor (cos «, sen ) é normal unitéario. Logo h é a coordenada assinada dos pontos
da reta nessa direco e, como h > 0, a distdncia a origem é exatamente h.

Cap. 7, Ex. 1.1 — Na ordem dos itens:
@(z +2)* + (y —5)* = 9.
(b)(z —1)2 + (y — 3)? = 4.
(©)z* + y* = a’.
@d)(z —5)*+ (y — 2)* = 10.
(e)Para a > 0, ha duas solugdes: (z — a)? +y*> = a’ e (v + a)? + y? = a>.
(f)O centro é (3/2,6) e r = \/113/2:

3\ ? , 113

(g)A distancia do centro (3, —2) a reta é 8/1/5, logo

(:c—3)2+(y+2)2:6—54.

(h)Os centros sdo

3
Ct = (23 1) + \/72*9(27 _5)7

e as duas circunferéncias sdo

(2 —Crp)?+(y—Cry)?=09.
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Cap. 7, Ex. 1.2 — Na ordem dos itens:
(a)(x — 2)% + (y + 3)? = 25: centro (2, —3), raio 5.
(b)(z — 1)% + (y — 2)? = 0: caso degenerado, centro (1,2) e raio 0.

(©)(z — a)? + y? = a®: centro (a, 0) e raio |a

(d)
1\* 5\ 41
(’f‘z) +<y_8> =60
centro (1/2,5/8) e raio v/41/8.

(e)z% +y? + (z — a)? = a*: centro (0,0, a) e raio |al.

Cap. 7, Ex. 1.3 — O circulo pelos pontos (4,0), (0,3) e (0,0) é
22 +y? — 4z —3y =0,

ou 9
3 25
—9)2 _2) =2
(z—2) +<y 2) 1

Cap. 7,Ex. 1.4 — (a)No segundo quadrante, o centro é (—4,4):
(z+4)* + (y — 4)* = 16.
(b)A terceira reta é 2z + 3y = 6. Os quatro circulos tém raios

5—+/13 5+ 413 1413 . —1++13
- :77 :77 4:77

1 72 ) r2 B 3 B B

com centros, respectivamente, (r1,71), (r2,72), (13, —73) € (—r4,74).

Cap. 7, Ex. 1.5 — (a)Nao ha esfera real: a equacdo equivale a

(x—1)2+ (y—2)% + 22 = —5.

(b)
(€ =3+ (y =2 + (= +7)° = 4

centro (3,2, —7) e raio 2.
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(c)N&o ha esfera real:
2>+ (y—3)2 + (2 +2)* = -3.

(d)Nao é esfera, pois os coeficientes dos termos quadraticos ndo sdo iguais: o
termo 22 aparece com sinal oposto.

Cap. 7, Ex. 1.6 — Expanda
(X—P) (X —P)=0.

A condigéo significa que os vetores P; X e P,X sdo ortogonais; pelo teorema de
Tales, o lugar geométrico ¢ a esfera de diametro P} P». Em coordenadas, a expansio
fornece exatamente a equacgdo proposta.

Cap. 7, Ex. 2.1 — Na ordem dos itens:
(a)3x — 4y + 25 = 0.
(b)r — 2y = 0.
(c)As duas tangentes por (3, 2) séo

y=2 e 4dx+3y—18=0.

(d)A distancia do centro a reta é 5/1/2. Assim a meia corda mede 5/1/2 e o
comprimento da corda é
5V2.

Cap. 7, Ex. 2.2 — Para um triangulo ABC"

(a)o circuncentro ¢ a intersecdo de duas mediatrizes; o raio é a distincia desse
ponto a qualquer vértice;

(b)o incentro é a intersecio de duas bissetrizes internas; o raio é a distancia do
incentro a qualquer lado;

(c)os trés pontos médios pertencem a circunferéncia dos nove pontos; seu centro
é o ponto médio entre circuncentro e ortocentro e seu raio é metade do
circunraio. Para obter apenas a equacio, basta determinar o circulo pelos trés
pontos médios.
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A escolha A = (0,0), B = (0,a), C = (b, ¢) simplifica as contas.

Cap. 7, Ex. 2.3 — Os vértices do tridngulo sao
(=3,7),  (5,4), (~1,-2).
A circunferéncia circunscrita é

112% + 11y? — 2 — 65y — 186 = 0.

Cap. 7, Ex. 2.4 —Para y = mx + b, a distancia da origem & reta é |b|/v/1 + m?2.

A tangéncia a 22 + y? = r? exige essa distancia igual a r, portanto

b= 4r\/1+m2.

Cap. 7, Ex. 2.5 — O centro esta em (0, k). Igualando as distancias a (1, 2) e (3,4),
obtemos k = 5. Logo
2 + (y — 5)% = 10.

Cap. 7, Ex. 2.6 —

b=+rv1-+ad2.

Cap. 7, Ex. 2.7 — Os centros estdo sobre a normal (3, —4) a reta, a distancia 5 do
ponto de tangéncia (3, 2). Assim sdo

(67_2) € (076))
e as circunferéncias sao

(x—6)*+ (y+2)?2*=25

%+ (y — 6)% = 25.
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Cap. 7, Ex. 2.8 — A circunferéncia é
(x+2°+(@y—-3>="7.

O ponto (—1,5) esta a distancia v/5 do centro, menor que o raio /7. Portanto est4
no interior do circulo e nenhuma reta por ele pode ser tangente.

Cap. 7, Ex. 2.9 — Na ordem dos itens:

(a)
$2+y2—x—8y+1():0,

centro (1/2,4), raio 5/2.

(b)
1922 + 19y? — 452 — 137y + 74 = 0,

centro (45/38,137/38) e r? = 7585/722.
(c)Supondo ¢ # 0 e a # b, a equagéo é

2 b
x2+y2—(a+b)x—c ta

y+ab=0.

Cap. 7, Ex. 2.10 — No ponto (a, b, ¢) da esfera, o vetor radial (a, b, ¢) é normal ao
plano tangente. Portanto

a(x —a) + by —b) +c(z—c) =0.
Como a? 4+ b% + ¢ =12, segue
ax + by + cz = r?.
Cap. 7, Ex. 2.11 — O centro ¢ a origem e o raio ¢ 1. Portanto

2?4+t +22=1.
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Cap. 7, Ex. 2.12 — Parametrize o centro por
C=(2t-3,t—1,1).
Igualando suas distancias aos dois pontos dados, obtém-se t = —2. Assim

C=(-7,-3,-2), r?=198,

(x+7)%+ (y+3)2+ (2 +2)% = 198.

Cap. 7, Ex. 2.13 — Completando quadrados,
(x+2)%+(y—1)2+22=1,

logo a esfera tem centro (—2, 1, 0) e raio 1. O ponto (2, 3,4) esta a distancia

VE+2)2+3-1)2+42=36=6
do centro; portanto sua distancia a superficie esférica é

6—1=05.

Cap. 7, Ex. 2.14 — O plano dado tem normal (1,3, —2) e equacio
r+3y—22+1=0.
A distancia do centro (3,2, —2) ao plano é v/14, portanto

(x =32+ @y—22+(z+2)?%=14.

Cap. 7, Ex. 2.15 — Se o centro é (h,0,0), a igualdade das distancias aos pontos
dados fornece h = 2. O raio satisfaz r2 = 21, logo

(x—2)2+1y> +2%2 =21



365

Cap. 7, Ex. 2.16 — A esfera dada tem centro (0, —3,2). O plano parametrizado
tem equacao
20 — 3y +224+4=0.

A distancia do centro ao plano é \/17; a esfera concéntrica procurada é

4 (y+3)7% 4 (2 -2 =17

Cap. 7, Ex. 2.17 — Os planos paralelos a4z — y + 32 = 2sdo4dx — y + 3z = d.
A distancia do centro (0,0, 1) ao plano deve ser 1, portanto

d =34 26.

Cap. 7, Ex. 2.18 — A esfera tem centro (2, —1,2) e raio v/5. A distancia desse

centro a reta
z+6

2

é1/14/2 < /5. Logo a reta atravessa o interior da esfera. Consequentemente, nio

=y+3=z+1
existe plano real que contenha a reta e seja tangente a esfera.

Cap. 7, Ex. 3.1 —De
r = Acosf + Bsen6

segue
2?2 +y? = Az + By,

(3%)

e o raio é vV A2 + B2/2. Como A > 0, o centro esta no semiplano z > 0 e sua
direcédo polar é exatamente

portanto o centro cartesiano é

™ T

e (50)
o = arctg — ——,=].
54 22

Assim o centro polar é

retg —

<\/A2+32a B)
2 ’ Al
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(Sem a hipotese A > 0, a diregdo correta em todos os quadrantes é dada por
«a = atan2(B, A), que coincide com arctg(B/A) apenas quando A > 0.)

Cap. 7, Ex. 3.2 —r = 8cosf equivale a
(x —4)? +y* = 16.

Aretarsenf =4 é y = 4, cuja distancia ao centro (4, 0) é 4, igual ao raio. Logo é
tangente.

Cap. 7, Ex. 3.3 — O circulo r = 2a cos 6 equivale a

(x —a)* +y* = d

No ponto (r1,61), usando r; = 2a cos 61, a equagéo do raio normal a tangente leva
a
rcos(6 — 201) = 2a cos® 6.

Cap. 7, Ex. 3.4 — A equacao
r? —2rrycosf + 1 —a* =0

é o circulo

($ - 7"1)2 + y2 = a27

de centro (71, 0) e raio |a|. A reta

rcos( —a) =a+ricosa

rcosa + ysena = a+ rqcosa.

Sua distancia ao centro é |a

, portanto ela é tangente ao circulo.

Cap. 7, Ex. 4.1 — O centro é C' = (2, —1) e o raio é 5. A distancia do centro a reta

€
16+4— 20|

5

d =2<5,
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portanto a reta é secante. Se £ é o comprimento da corda,

G s

logo
=221

Cap.7,Ex. 42—Ocentroé C' = (1,-2,3) e
CP = (3,4,0)
é normal ao plano tangente. Assim
3(x—4)+4(y—2)=0,

ou
3z + 4y — 20 =0.

Cap. 7, Ex. 4.3 — Multiplicando por r,
r? = 6rcos — 2rsen,

logo
22 9% =6z — 2.

Completando quadrados,
(z —3)* + (y + 1)* = 10.

O centro é (3, —1) e o raio é /10.

Cap. 7, Ex. 4.4 — A equagdo cartesiana é
(=2 +(y+1)* =5,

ou
2?4+ % =4z — 2.

Portanto

r=4cosf —2senf |
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Cap. 8, Ex. 6.1 — Seguindo a mesma construc¢io usada para a parabola:

(a)O foco F' é o ponto de tangéncia da esfera de Dandelin com o plano 7, e a
diretriz r é a intersecdo de 7 com o plano vy que contém o circulo de tangéncia
da esfera com o cone.

(b)Para X na elipse, seja C a intersecdo da geratriz W com v, seja B a projecéo
ortogonal de X em v, e seja D o ponto de r tal que AX BD esteja num plano
ortogonal a 7. Definem-se B’, C’, D’ do mesmo modo a partir de X’

(c)Em AXBD e AX'B'D’ o angulo reto esta em B (resp. B’) e o angulo em
D (resp. D’) é o angulo 6 que 7 faz com o eixo do cone — o0 mesmo para
todo ponto da elipse, pois 7 é fixo. Logo AX BD ~ AX'B’D’ (caso AA). Do
mesmo modo, em AX BC' e AX'B’'C’ o angulo reto estd em B (resp. B') e o
angulo em C' (resp. C”) é o angulo « de abertura do cone, também fixo; logo
AXBC ~ AX'B'C'.

(d)Das semelhancas do item anterior,

— —
IXC| _ 1 xc IXDI_ XD

— .
IXBl |XF| IXBI |X'F|
Dividindo uma razéo pela outra,
-
IXC| _|1XC| _

XD XD

onde 7 depende apenas dos angulos fixos « e 6, ndo de X.

(e)Como XC e XF sio segmentos tangentes a mesma esfera tracados a partir
de X, temse | XC|| = ||X
12X

; e, exatamente como no caso da parabola,

| = d(X,r). Substituindo na razio do item anterior,
IFX || = nd(X.r).

Como aqui > « (o plano 7 é mais inclinado em relagao ao eixo do que a
geratriz), tem-se ) < 1.

Cap. 8, Ex. 6.2 — A construcio é a mesma do exercicio anterior (elipse): a esfera
de Dandelin tangencia o cone e o plano 7; o ponto de tangéncia com 7 é o foco
F, e a interse¢do de m com o plano 7 dos pontos de tangéncia da esfera com o
cone é a diretriz r. Para X na hipérbole, com B, C, D definidos como no exercicio



369

anterior, os tridngulos AX BC' e A X B D continuam retangulos em B, com angulos
« (abertura do cone) e 0 (inclinacdo de 7 em relacdo ao eixo) fixos — os mesmos
para qualquer ponto da hipérbole. Como antes,

Xl _,
IXD|

para uma constante 7 que niao depende de X, e, como H)@ | = H)ﬁ || (tangentes
a mesma esfera a partir de X) e || X D|| = d(X, ), segue

|FX| = nd(X,r).

Neste caso 6 < « (o plano é mais proximo do eixo do cone do que a geratriz), o que
dan>1.

Cap. 8, Ex. 6.3 — Sejam S; e S as esferas de Dandelin da hipérbole, tangentes
ao cone nos circulos C'1, Cs e ao plano m nos focos Fi, F, respectivamente. Para
X num dos ramos, a geratriz que passa por\X intersecta C'; e C5 em pontos Hy,
XH | =|XFi|e|XHs = HX—FQ> , pois cada par é formado
por segmentos tangentes a mesma esfera tracados a partir de X. Diferentemente

Hs. Como antes,

do caso da elipse, aqui X esta no mesmo ramo do cone que apenas uma das duas
circunferéncias de tangéncia, de modo que [1; e Hy ficam em lados opostos de X
ao longo da geratriz; assim

IXH |~ IXH || = |,

que ¢ a distancia entre C; e C'; medida ao longo de qualquer geratriz — a mesma
para todas as geratrizes, por simetria do cone. Chamando essa distancia de k,

IEX) - IBX)| =&

concluimos

Cap. 8, Ex. 9.1 — A forma candnica é
2?2
9

= =1.
Tt

Logo o eixo maior é vertical, a = 3,0 =2 e

c=1+va2— b2 = /5.
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Centro: (0,0). Vértices principais: (0, £3). Vértices secundarios: (£2,0). Focos:
(0, ++/5). Os eixos medem 6 e 4, e

“|5,

Cap. 8, Ex. 9.2 —Temos ¢ = 4 e 2a = 10, portanto a = 5. Como a?=b>+ 32,
b2 =25 —-16=09.

Logo

2

2
Y
= =1|
+9

&5

Cap. 8, Ex. 9.3 — Completando quadrados,
9(z —2)% + 16(y + 1)? = 144,
isto é,

=1.

(r -2  (y+1)
16 * 9
E uma elipse de centro (2,—1), coma = 4,b = 3, ¢ = /7. O eixo maior é
horizontal; os focos sdo

(2+V7,-1),

e os vértices principais sdo (6, —1) e (—2, —1).

Cap. 8, Ex. 9.4 — A forma canoénica é

LUZ y2

16 9
Logo a = 4,b=3e c = 5. Os vértices sdo (4, 0), os focos (5, 0) e as assintotas

A excentricidade é
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Cap. 8, Ex. 9.5 —Temosc=5,a=3e
b*=c?—a®=25-9=16.

Portanto

2

9

)

=1

H‘@
D

Cap. 8, Ex. 9.6 — Completando quadrados,
4(z —1)* = 9(y + 2)* = 36,

logo
(-1 +2’
9 4 7

E uma hipérbole de centro (1, —2), coma = 3,b = 2 e ¢ = 1/13. Vértices:

(1+3,-2).

Focos:

(1+v13,-2).
Assintotas:

2

Cap. 8, Ex. 9.7 — Comparando com y? = 4pz, temos p = 3. Logo
V =(0,0), F = (3,0), d:x=—3.

O eixo é y = 0. A corda focal perpendicular ao eixo passa por x = 3; seus extremos
sdo (3, £6), portanto seu comprimento é 12 = 4p.

Cap. 8, Ex. 9.8 — O vértice é a origem e p = —2. Assim
w? = dpy = 8y,

ou
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Cap. 8, Ex. 9.9 — Completando quadrados,
(x—3)2=8(y+1).
Logo 4p = 8, isto é, p = 2. Portanto
V=(3,-1), F=(3,1), d:y=-3.

Cap. 8, Ex. 910 — (a)a =5,b=3,c =4, e = 4/5. Focos (£4,0) e diretrizes

a 25
— %42
. e 4
(b)ya =3,b=4,¢c=>5,e=>5/3. Focos (£5,0) e diretrizes
r=tt=2
e 5

(c)Excentricidade e = 1, foco (3,0) e diretriz z = —3.

Cap. 8, Ex. 9.11 — Elevando ao quadrado,

1 25 2
(z —4)% + 4 6<x—5> .

T 25 1
Simplificando,
2 2
2 + yf =1
25 9

Trata-se da elipse de focos (+4, 0) e excentricidade 4/5.

Cap. 8, Ex. 9.12 — Na primeira, (a,b) = (5,3); na segunda, (a/,0’) = (10,6).

Assim , ,
a b

a b

A homotetia de centro na origem e razio 2 leva (x,y) em (2, 2y) e transforma a

2.

primeira elipse na segunda. Ambas tém a mesma excentricidade 4/5.

Cap. 9, Ex. 6.1 — As duas tém como trago o circulo unitario. X; percorre o circulo
uma vez no sentido anti-horario; Xs o percorre duas vezes no mesmo sentido.
Portanto parametrizagdes diferentes podem ter a mesma imagem geométrica.
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Cap. 9, Ex. 6.2 —Como B — A = (2,3,-2),
X(t)=A+t(B—A)=(1+2t,—1+3t,2—2t).

Logo
X'(t) = (2,3,-2)
¢ 1
L= / | X' ()] dt = V17.
0
Cap.9,Ex. 6.3— (a)Como x = ¢, temos y = 2. Além disso,

X'(t) = (1,2t) # 0,

logo a parametrizagio é regular para todo .
(b)Temos = = t> > 0 e y = t3, portanto
y? = a3,
O trago é a ctispide y? = 23, z > 0. Como
Y'(t) = (2, 3t%),

a parametrizacio nio é regular apenas em ¢ = 0.

Cap. 9, Ex. 6.4 — Temos
Y (s) = (cos s, —sens),

portanto o trago continua sendo o circulo unitario. Além disso,
Y'(s) = —=X'(27 — ),

logo o sentido do percurso ¢é invertido.

Cap. 9, Ex. 6.5 —
X'(t) = (—3sent,3cost,4)

IX'(8)] = v/9sen2 t + 9cos? ¢ + 16 = 5.

[L=10r]

A rapidez é constante e
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Cap. 9, Ex. 6.6 — O centro do circulo desloca-se horizontalmente de uma disténcia
rt. Em relacdo ao centro, o ponto marcado tem deslocamento

(—rsent, —rcost)

medido a partir da posi¢cdo adequada. Assim

X(t) = (r(t — sent), r(1 — cost)) |

Cap. 9, Ex. 6.7 —Tomando 6 = ¢,

‘X(t) = (2tcost,2tsent) ‘, t>0.

Apc')s uma volta, ¢t aumenta em 27, e o raio aumenta em

2(2m) = [4r].

Cap. 9, Ex. 6.8 — Uma parametrizacao é

X(6) = (a(1+ cosf) cosb,a(l+ cosb)senb).

2

Como r :a:2+y2ercosé?:a;,

r? = ar + ax,

portanto
e —axr = ar.

Elevando ao quadrado,

(2% +y* — ax)? = a*(2* + y?) |

Cap. 9, Ex. 6.9 — (a)Em coordenadas cilindricas,
(r,0,z) = (\fQ, %, \/i) i
Como a distancia a origem é 2 e cos ¢ = V2 /2,

o= (23.3)
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(b)
T =3, y:\/g, z =2

Logo as coordenadas cilindricas sao

(23.2.2).

Cap. 9, Ex. 6.10 —

‘X(t) = (2cost,2sent, 3t) ‘

A curva esta contida no cilindro
2?4yt =4
Quando t aumenta de 27, a coordenada z aumenta de

(6]

Cap. 9, Ex. 6.11 — Escrevendo u = m(t — ty),

1
2 2

eyt =———
4 cosh? u

Como 1
1 —tanh?u = 5

cosh”
segue que

oy 422 =1
Cap.9,Ex. 6.12— (a)

—3<z<3, o)1 - =
ST S 9

—2<y<2, 1**<$<3

(b)

@\&M

.M@M
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Cap.9,Ex. 6.13— (a)

N

Cap. 9, Ex. 6.14 — As retas dos lados sao
OA :y =2z, OB:y:%, AB:y=—x+6.

Assim,

<y< —x+6.

|8

A separacdo é necessaria porque a fronteira superior muda em z = 2.

Cap. 10, Ex. 11.1 — Uma possibilidade é:

(@)(z,y,2) = (3cosh,3senb,v),0 <0 < 2m, v € R;

(b)(z,y,2) = (2cosB,senf,v),0 < 0 < 2w, v e R;

©)(z,y,2) = (u,u? v), u,v € R;

(d)(x,y,2) = (scosb,ssenb, s),s € R,0 < 0 < 27. Se s > 0, obtém-se apenas

uma das folhas.

Cap. 10, Ex. 11.2 — Com s € R,

X(t,s) =~(t) + sw = (cost,sent + s,t/4 + 2s).

Cap. 10, Ex. 11.3 — Como v = z/2,

2\ 2 9
- = =4.
(“T 2) Tty
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No plano z = k,

E\?
_ = —
(x 2) L=,

um circulo de raio 2 e centro (k/2, 0, k) no proprio plano de corte.

Cap. 10, Ex. 11.4 — Uma parametrizagao é

X(t,s) = (2scost, ssent, 3s), s €R.

Como ) )
T2 _ 2~
TV =S =g
segue
2 2
x 9 Z
- a—
1TV T

Cap.10,Ex. 11.5—Comp >0e0 < 60 < 27,
X(p,0) = (pcosB, psend, p°).

Como 2 + y? = p?,
z=2a"+y°,

um paraboloide eliptico de revolugéo.

Cap. 10, Ex. 11.6 — Da parametrizacao,

22 4+ y? = (R + rcosv)?, 22 = r?sen?v.

Logo
22+ 9% + 224+ R* —r? = 2R(R + 7 cosv).

Elevando ao quadrado,

(2® +y* + 2 + R* — 7’2)2 = 4R*(R + rcosv)? = 4R*(2* + y?).

Cap.10,Ex. 11.7— @z =k 2z =k + 4y y = k: 2 = 22 +4k% 2 = k:
22 + 49 = k, elipse para k > 0, ponto para k = 0 e vazio para k < 0.
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b=k z=k—y*y==k z=2>—k% 2 = k: 2> — y? = k, hipérbole para
k # 0 e duas retas para k = 0.

(¢)z = k: 22 +y? = 1+k?, sempre um circulo. Se = k, entdo 3% — 22 = 1 —k?:
hé uma hipérbole para
simetria, para y = k.

(d)r =k: 22 —y? =1+ k% y = k: 22 — 22 = 1 + k2, sempre hipérboles. Em
z =k, 22 +y? = k% — 1: circulo para |k| > 1, ponto para |k| = 1 e vazio
para |k| < 1.

k| # 1 e duas retas para |k| = 1. O mesmo vale, por

Cap. 10, Ex. 11.8 — Respectivamente: elipsoide; hiperboloide de uma folha com
eixo z; hiperboloide de duas folhas com eixo z; paraboloide eliptico com eixo z;
paraboloide hiperbdlico com eixo z; cone eliptico com eixo z.

Cap.10,Ex. 11.9— (a)(z — 1)® + (y + 2)? + (2 — 3)? = 16: esfera de centro
(1,-2,3) eraio 4.
(b)d(x — 1)% + (y + 1)? — (2 — 2)? = 5: hiperboloide de uma folha, centro
(1,—1,2), eixo paralelo a z.
(©)z +6 = (x — 2)? + (y + 3)?: paraboloide eliptico de vértice (2, —3, —6),
abrindo no sentido positivo de z.

(d)z = (x+1)% — (y — 2)2: paraboloide hiperbélico com ponto de sela (—1,2, 0).

Cap. 10, Ex. 11.10 — Se (z,y, z) satisfaz a equacdo, entdo (z,y, z + t) também
satisfaz para todo t, pois a equacio nio usa a coordenada z. Quando a equagio
restante em x e y descreve uma curva plana ndo degenerada, seu transporte paralelo
ao eixo z produz um cilindro.

Cap. 10, Ex. 11.11 — No plano z = k,

2 2 2
v k
2= ita
Dividindo pelo lado direito,
72 y?

=1
201122 RO+ /E)

e 0s semieixos sdo exatamente os indicados.
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Cap. 10, Ex. 11.12 — No corte z = k, os semieixos sdo
alk| bk|
—_ e —_
c c

Portanto todos os cortes ndo nulos sdo semelhantes, e o fator de escala que leva o
corte em kj ao corte em ko é

|Kal

k1| |

Cap. 10, Ex. 11.13 — Respectivamente: o plano x = 0; os dois planos paralelos
x = £1; o eixo z; os dois planos x = y e x = —y; apenas a origem; o conjunto
vazio.

Cap. 10, Ex. 11.14 — A parte em z, y pode ser escrita como
2 +3y% + 20y = (¢ +y)* + 297,

que é positiva para todo (z,y) # (0,0). Somando 22, a parte quadratica é positiva
em toda direcéo nio nula. Pelo resultado de eixos principais que sera desenvolvido
adiante, uma rotaco elimina o termo misto sem mudar essa positividade; restam
trés termos quadraticos positivos. Assim a forma canodnica é a de um elipsoide.

Cap. 10, Ex. 11.15 — Partindo de
(sen ¢ cos 6, sen ¢ sen 0, cos ¢),

tomamos
X(¢,0) = (2sen ¢ cosf, 3sen ¢psend, 5 cos @),
com(0 < ¢p<me0 <0 < 27. Entio

:L‘2

4

W 22
+ ) + % = sen? p(cos? O + sen® ) + cos® ¢ = 1.

Cap. 11, Ex. 2.1 —Usando x = 2/ + h e y = ¢ + k, obtemos, respectivamente,
@) + () = 4
(b)3(z') + 2(y')* = 6;
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©@y)? = (2')* = 0;
(d)z'y = 1.

No item (c), a equacdo ndo é quadratica; ele serve apenas para praticar a regra de
translacéo.

Cap. 11, Ex. 2.2 — Uma escolha possivel é:
(a)origem (—4,2): 2(2")? + (y)? = 4;
(b)origem (7, —1): 3(z')? — 2(y)? = 12;
(c)origem (—2,1): 'y’ = 8.

Cap. 11, Ex. 2.3 — Os termos lineares desaparecem quando

2Ah +Ck+ D =0,
Ch+2Bk+E =0.

O determinante desse sistema é 4AB — C?, portanto a condicio dada garante
solucdo tnica. No exemplo,

8h+4k+2 =0, 4h +2k+1 =0,
que sdo a mesma equagdo; assim todo (h, k) com 4h+ 2k + 1 = 0 elimina os termos

lineares.

Cap. 11, Ex. 2.4 — Substituindo z = 2’ + h e y = ¢’ + k, o termo independente
de 2/, Yy é exatamente o valor obtido ao tomar ' = 3/ = 0, isto &, f(h, k).

Cap. 11, Ex. 3.1 — Pelas férmulas
2’ = 2 cos30° + ysen 30°, y' = —xsen 30° + y cos 30°,

os pontos passam a ter coordenadas

V3 o1
27 2
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Cap. 11, Ex. 3.2 — Denotando as novas coordenadas por (u, v):
(@)20u + 21v — 3v/29 = 0;

2 W v,
(b)2v \@—I—ﬂ 0;

(0)3\2/§u2 — \gng —-1=0.

Cap. 11, Ex. 3.3 — Uma escolha conveniente de eixos fornece:

()com u = (22 +1)/v5, v = (~z + 2y)/V5:
5u +2u—v =1,
(b)com u = (z +y)/V2,v = (—z +y)/V2:
21u? + 150° = 10;
(c)com a mesma rotacao de 45°:
w2 = 4;
(d)com u = (4z + 3y) /5, v = (—3x + 4y) /5:

25u° + 20u — 15v = 0.

Cap. 11, Ex. 3.4 — Sob uma rotacdo, M’ = RT M R. Logo
tr M’ =tr M, det M' = det M.

Comotr M = A+Be—4det M = C?—4AB, as duas quantidades sio invariantes.

Cap. 11, Ex. 4.1 — Uma classificacdo concisa é:

(a)elipse, centro (1, 1); os eixos principais sdo paralelos a (—2,1) e (1,2), e a
forma reduzida pode ser escrita como u?/6 + v? = 1;

(b)elipse, centro (—1, 1); eixos paralelos a (5,1) e (—1,5);
(c)hipérbole, centro (2, 1); eixos paralelos a (—3,2) e (2, 3);
(d)elipse, centro (0, 2); eixos paralelos a (—1,3) e (3,1);
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(e)hipérbole, centro (—1,0); eixos paralelos a (1,2) e (—2,1);

(f)hipérbole, centro (0, 3); eixos paralelos a (—2, 3) e (3, 2);

(g)hipérbole, centro (2/3,5); eixos paralelos a (3,5) e (=5, 3);

(h)parébola; a parte quadratica ¢ (5x + 12y)?, e o eixo da parabola é paralelo a
(—12,5);

(i)hipérbole, centro (—2197/240, 1937/576); uma rotagdo com cot(2a) =
—139/120 fornece os eixos principais;

(j)duas retas paralelas:
x—2y=4 e r—2y=-—T,

(k)escrevendo w = 2x + 3y: para o sinal +, w? — w + 2 = 0 ndo tem raizes

2

reais, portanto o conjunto é vazio; para o sinal —, w* —w — 2 = 0, logo

2043y =2 ou 20 4+ 3y = —1.

Cap. 11, Ex. 4.2 — Os conjuntos sdo, respectivamente: um ponto; o conjunto vazio;
uma reta dupla; duas retas paralelas; duas retas concorrentes. Os dois primeiros sdo
de tipo eliptico, os dois seguintes de tipo parabdlico e o ultimo de tipo hiperbdlico.

Cap. 11, Ex. 4.3 — O sinal de A, depende apenas da parte quadratica. Por exem-
plo,

x2+y2:1, :c2+y2:0, x2+y2:—1
tém o mesmo valor Aq = —4, mas representam, respectivamente, uma circunferén-

cia, um ponto e o conjunto vazio. E preciso examinar também os termos lineares e
o termo constante ap6s a redugéo.

Cap. 12, Ex. 6.1 — As colunas de Mg, ¢ sdo as coordenadas de f, fo, f3 nabase
B:

1 01
Mp,e=|(1 1 0
011

Como det Mg, e = 2 # 0, os vetores f, fo, f3 sdo linearmente independentes e
© é de fato uma base. Invertendo,

1
Mees =5 (-1 1 1
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Sew : (2,—1,3)e, entdo
[v]g = Mg e[vle = (5,1,2)s.

Aplicando Me, 3 a esse resultado recuperamos [v]e = (2, —1, 3)e, como esperado.

Cap. 12, Ex. 6.2 — As colunas de Mg ¢ sdo as coordenadas de f, f,, f3 nabase

1 1 0 10 1
Mpee=10 0 1|, Meeg=[0 0 -1
0 -1 0 01 0

Como O’ : (1,2,3)y,, a Equacdo (12.1) d& [P]y, = Mec5([P]y, — (1,2,3)). Para
P:(0,2,0)x,,

[Pls, — (1,2,3) = (—1,0,-3), [Pls, = (—4,3,0).
ParaQ: (2,—1,4)y,,
[Q]Xh - (17273> = (17 -3, 1)7 [Q]ZQ =(2,-1, _3)'

Portanto P : (—4,3,0)s, e @ : (2,—1, —3)x,.

Cap. 12, Ex. 6.3 — O ponto inicial da reta é exatamente o ponto P do exercicio
anterior, ja convertido: Qg : (—4,3,0)x,. Para o vetor diretor, usamos apenas
Me. 3 (sem subtrair a origem):

Me5(1,2,3)T = (4,-3,2)T.

Logo, em 39,

71 X = (=4,3,0)s, + t(4,-3,2)¢. |

Cap. 12, Ex. 6.4 — Pela Equagio (12.3), com N = (2, —4,1)7

s

10 0 2
N =M oN=[|10 —1||-4]=(1],
01 0 1 —4

e o novo termo independente é

d=d-N'S=4-(21-4-2+1-3)=4—(-3)="T.
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Portanto, em X9,

‘7r:2y1+y2—4y3:7.‘

Para confirmar, tomamos trés pontos do plano em X1, por exemplo (0, 0,4), (2,0, 0)
e (0,—1,0). Convertendo cada um para Yy pela Equagdo (12.1) obtemos, re-
spectivamente, (0, —1,—2), (—2,3, —2) e (—4, 3, —3); os trés satisfazem de fato
2ty —dys =T.

Cap. 12, Ex. 6.5 — Basta escolher e; = v, e3 = w e e3 qualquer vetor fora do
plano gerado por v, w (isto é, {v, w, e3} linearmente independente), com origem
em F). Um ponto genérico do plano é Py + tv + sw, cujas coordenadas em
Y = (Py, B) séo exatamente (t,s,0)s — logo o plano tem equacdo z = 0 nesse
sistema.

E sempre possivel escolher 3 cartesiano: aplicando o processo de Gram-Schmidt a
v, w obtemos vetores ortonormais e, e que geram o mesmo plano, e tomamos
e3 = e] X ey (unitario e ortogonal a ambos). O sistema ¥ = (Fy, B) com B =
(el, eo, 63) é cartesiano e o plano continua tendo equacgio z = 0.

Cap. 12, Ex. 6.6 — Tomamos a origem em A. Como
AB=(2,2,-1), AC=(1,1,3),
definimos
. _AB (2 2 1>
1 = — Sy Ay T o .
|AB|  \3'3" 3

Aplicando Gram-Schmidt a 1@ )

A0 — (A0 - er) er = (7 ! 28) (1.1,4).

99" 9

logo

o 14 _< 11 4)
TG LL \3v2'3v2 3v2)
Finalmente, como AB x AC = (7,=7,0) || (1,—1,0), tomamos



385

Com origem A = (1,2, 1) e base ortonormal B = (e, ea, e3), os trés pontos tém
coordenadas
37 3

1 2
A:(0,0,0),  B:(3.0,0), c:(”,o),

todas com terceira coordenada nula, como pedido.

Cap. 12, Ex. 6.7 — Como B e C sdo ortonormais, a matriz Me. 5 é ortogonal:

escrevendo f; = >, (Ms. ¢)riex e usando que ambas as bases sdo ortonormais
, -1 -

obtém-se M%FGM&_(Q = I; como Mo, 3 = My, o = M%;e (Proposicao 12.5

junto com esse fato), segue que Me, ¢ também satisfaz Mg caMerp = 1.

Logo,

Wl [v]e = (Mecsv]s) (Mecs[v]s) = [v]F ME_yMes[v]s = [v]5[v]s.

Como [v]%[v]g = 2} + 23 + 23 ¢ a férmula usual da norma ao quadrado nas
coordenadas B (e analogamente em C), a igualdade mostra que essa formula da o
mesmo valor em qualquer das duas bases ortonormais — a norma de v nao depende
do sistema ortonormal escolhido, confirmando algebricamente o que ja sabiamos
geometricamente.

Aplicando o mesmo argumento a u + v no lugar de v, obtemos [u + v]% [u +v]e =
[u 4+ v]%[u + v]p; expandindo ambos os lados e cancelando os termos de norma
de u e de v (ja provados invariantes), resta

isto é, o produto escalar u - v também nao depende da base ortonormal usada para
calcula-lo. Como
u-v
cosf) = ————
[l o]

depende apenas de produtos escalares e normas — ambos invariantes —, o d&ngulo €
entre u e v também é o mesmo em qualquer base ortonormal.

Cap. 13, Ex. 8.1 — Completando quadrados,
9z —1)2 +4(y +1)* + (2 — 2)* = 39.

Logo
—1)2 1)2 —2)2
(x-1? @+, (-2 |
13/3 39/4 39
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E um elipsoide de centro (1, —1,2), com semieixos

13 V39
Va7 39
37 9 V39

nas dire¢des dos eixos x, ¥, 2, respectivamente.

Cap. 13, Ex. 8.2 — Completando quadrados,
4z + 1) 4+9(y —1)* — (2 — 1)* = 186,

" 1?1?12
4 16/9 6

E um hiperboloide de uma folha, de centro (—1, 1, 1) e eixo paralelo a 2. No plano
z =1 o corte ¢ a elipse

(z+1)?  (y—1)7

= 1.
4 16/9

Nos planos © = —1 e y = 1 os cortes sdo hipérboles, confirmando a classificagéo.

Cap. 13, Ex. 8.3 — Como

® +y? =u + 07 Ty =

a equacao se torna
4u? 4+ 20% — 2% = 1.

Portanto é um hiperboloide de uma folha, com eixo paralelo ao eixo z.

Cap. 13, Ex. 8.4 —Tome

-y v_x—l—y
V2 V2
Entao
2u2+2274\/§11:0,
isto é,
u? 22
V= ——

2/2 42
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Logo é um paraboloide eliptico de vértice na origem. Seu eixo é a dire¢éo positiva
da coordenada v, isto ¢, a direcdo do vetor

(1,1,0).

Cap. 13, Ex. 8.5 — Respectivamente:
(a)apenas a origem;
(b)conjunto vazio;
(c)os dois planos concorrentes . = y e ¢ = —y;
(d)os dois planos paralelos z = 2 e z = —2;

(e)o plano x = 0, contado duas vezes pela equacdo quadratica.

Cap. 13, Ex. 8.6 — A equacdo ndo impde nenhuma condi¢do sobre Z. Assim, se
(X,Y, Zy) é solucdo, entdo (X,Y, Z) é solugdo para todo Z € R. Cada ponto da
cOnica

aX?+bY? =k
no plano XY gera uma reta paralela ao eixo Z. A unido dessas retas é o cilindro
correspondente, ou um caso degenerado quando a cdnica plana degenera.

Cap. 13, Ex. 8.7 — No primeiro caso, o corte z = k satisfaz

2 2 2
x Y k
stp=ita

e portanto é uma elipse para todo k£ € R. A superficie tem uma tnica folha.

No segundo caso,
AT ,
a? b 2
O corte é vazio para |k| < ¢, reduz-se a um ponto para |k| = ¢ e é uma elipse para

|k| > c. Ha, portanto, duas folhas separadas por uma faixa sem pontos.

Cap. 13, Ex. 8.8 — O teorema garante a existéncia de uma rotacdo cartesiana que
elimina simultaneamente os termos mistos. Depois dessa rotagio, completar quadra-
dos e transladar a origem levam a uma das formas reduzidas classificadas no capitulo.
Como mudangas cartesianas néo alteram o tipo geométrico da superficie, nenhuma
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nova familia pode surgir apenas da presenca dos termos mistos nas coordenadas
originais.
Cap. A, Ex. 6.1 — (a)Como 57/6 =1 — /6,
1 3
sen(57/6) = sen(r/6) = 5, cos(57/6) = — cos(m/6) = —*2[.
(b)Como 77 /4 =27 — 7w /4,
tg(7m/4) = tg(—n/4) = —1.
(©)
1
sen(—m/3) = —sen(r/3) = —\f, cos(~m/3) = cos(r/3) = 5.

Cap. A, Ex. 6.2 — Como 7/12 = w/3 — /4, as Equagdes (A.2) e (A.3) (com y —
—y) dao

<7r) ™ 7T s s \/g ﬁ 1 \/§ \/é—ﬁ
sen|-— ) =sen—-cos— —cos—sen— = — - — — —+ — = —————
12 3 4 3 4 2 2 2 2 4
s T T T T 1 V2 V3 V2 V6 + 2
cos|— ) =cos—cos—+sen—sen—=—-+-——+ — - — = —,
12 3 4 3 4 2 2 2 2 4

Cap. A, Ex. 6.3 — Sejam u = (cosx,senx) e v = (cosy,seny), ambos unitarios.
Por um lado, o produto escalar em coordenadas é

U -V = COsSTCosy + senxseny.

Por outro lado, como u e v sdo unitarios e fazem angulos x e y com o eixo Ox, o
angulo entre eles é z — y, e

u-v = [[ul [Jv] cos(z — y) = cos(x —y).

Comparando as duas expressdes, cos(x — y) = cosx cosy + sen x seny. A identi-
dade é, portanto, exatamente a formula geométrica do produto escalar entre dois
vetores unitarios escrita em coordenadas.
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Cap. A, Ex. 6.4 — Partindo da identidade fundamental sen? z + cos? z = 1: di-
vidindo por cos? x (quando cos x # 0),

2
sen” x L
l=—%— isto é, th z+ 1 =sec?z.

cos? x cos?z’

Dividindo em vez disso por sen? z (quando sen z # 0),

cos? 1 L, 9 9
1+ 5 = 5 isto e, 1 4 cotg” x = cossec” z.
sen“ x sen‘ x

Cap.A,Ex. 65— (a)senz = 1/2: x = 7/6 oux = 57/6.
(b)cosz = —/2/2: . = 3n /4 ouz = 51 /4.
(ctgx =1:z=n/4oux =5r/4

Cap. A, Ex. 6.6 — A funcdo arctg tem imagem (—m/2,7/2), de modo que
arctg(y/z) s6 devolve o angulo polar correto quando o ponto (x,y) estd no
semiplano = > 0 (primeiro ou quarto quadrante). Para o ponto (—1, —1) temos
y/x = (—1)/(—1) = 1, e arctg(l) = m/4 é apenas a razdo entre as coordenadas,
nao o angulo do ponto: como z = —1 < 0, o ponto esta no terceiro quadrante, e
seu dngulo polar principal é

m/4+m="5n/4

(o ponto (1, 1), sim, tem angulo polar /4, mas (—1,—1) = —(1,1) aponta na
dire¢do oposta). Em geral, a férmula correta exige somar 7 ao valor de arctg(y/z)
sempre que x < 0.

Cap. B, Ex. 7.1 —

7T 2 3 6
T A T ()

Os resultados sdo diferentes: o produto de matrizes ndo é comutativo em geral, pois
(AB);j = Y} aiibj combina as linhas de A com as colunas de B, enquanto BA
combina as linhas de B com as colunas de A — néo ha razéo para essas combinagdes
coincidirem.
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Cap. B, Ex. 7.2 — Na ordem dos itens:
(@2-4—-3-(-1)=8+3=11.
(b)Expandindo pela primeira linha:

1 3 0 3
1det<0 1>—2det<2 1)+0—1(1)—2(—6)—1+12_13.

Cap. B, Ex. 7.3 — Na ordem dos itens:
(a)det =2-2—1-3 =1 # 0: a matriz é invertivel e

2 1\ ' (2 -1
3 2 C\-3 2 )
(b)det =2-2—4-1 = 0: a matriz ndo é invertivel (a segunda linha é a primeira
dividida por 2, isto é, as linhas sdo proporcionais).

Cap. B, Ex. 7.4 — Calculando,
QTQ—i 3 4 3 —4 _i 9+16 —12+12 _i 25 0 g
S 25\—-4 3)\4 3/ 25\~-124+12 16+9 ) 25\0 25/ 7’

cos) —senf

logo @ é ortogonal. Como ) tem a forma ( ) comcosf = 3/5 e

senf)  cosf
senf = 4/5 (isto é, 6 = arcsen(4/5) ~ 53,13°), Q representa a rotacdo de dngulo
f em torno da origem.

Cap. B, Ex. 7.5 — Na ordem dos itens:
@] (@,y) = (=2,3)}
(b)‘ ($7y7 Z) = (_17 27 1) ‘

@ @)= (523)
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Cap. B, Ex. 7.6 — A matriz dos coeficientes é

m 3 m

Se m # 12, det A,,, # 0 e o sistema tem solugéo tinica

IRE 2(24 - 5m)
TL-m YT Thom

X

Se m = 12, as equagdes tornam-se 4x + y = 4 e 4x + y = 10: os dois primeiros
membros sdo idénticos mas os termos independentes diferem, logo o sistema é
impossivel (nenhuma solugéo). Nao ha valor de m para o qual as duas equagdes se
tornem multiplas uma da outra também nos termos independentes, de modo que
este sistema nunca tem infinitas solugoes.

Cap. B, Ex. 7.7 — Com 2 equacdes e 3 incognitas, o posto da matriz dos coefi-
cientes é no maximo 2 < 3; uma solucdo unica exigiria posto 3, o que é impossivel
para qualquer k — dai o sistema nunca ter solucéo tnica.

Subtraindo 2 vezes a primeira equagao da segunda obtemos

(k—4)y+(8—2k)z =1, isto é (k—4)y—2(k—4)z = 1, ou (k—4)(y—22) =1

Se k = 4, o primeiro membro se anula e a igualdade fica 0 = 1: o sistema é

impossivel.
1
Se k # 4, podemos tomar z = t livre e obter y = 2¢ + Rt substituindo na
k—=6
primeira equacdo, x = 1 — 2y — kz = —(k + 4)t + Pt Logo, para k # 4, ha
infinitas solu¢des
k—06 1
= | —(k+4)t 2t t teR.
(s = (~G+ e+ =g 2k T t), te

Isso ilustra o fato geral: um sistema linear com mais incognitas do que equacdes
nunca tem solucdo unica — ou é impossivel, ou tem infinitas solucdes, dependendo
de sua consisténcia.

Cap. B, Ex. 7.8 — (<=, contrapositiva) Se det A # 0, entdo A é invertivel. De
AX = 0segue X = A~ }(AX) = A~'0 = 0: a tnica solugio ¢ a trivial, ou seja,
nio ha solu¢io nao nula.
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(=) Suponha det A = 0. Aplicando eliminacdo de Gauss a A, chegamos a uma
forma escalonada U usando apenas as operagdes elementares descritas no texto;
nenhuma delas transforma um determinante nulo em néo nulo (trocar linhas apenas
muda o sinal, multiplicar uma linha por escalar ndo nulo multiplica o determinante
por esse escalar, e somar a uma linha um multiplo de outra néo o altera). Logo
det U = 0 também. Como U ¢ triangular, det U é o produto dos elementos da
diagonal (expanséo sucessiva por cofatores na primeira coluna), e esse produto s6
se anula se algum elemento da diagonal for 0 — ou seja, alguma das n linhas de U
ficou inteiramente nula apds o escalonamento. Essa linha nula corresponde a uma
equacido 0 = 0, de modo que restam no maximo n — 1 equagdes independentes
para as n incognitas, sobrando ao menos uma variavel livre. Atribuindo um valor
nio nulo a essa variavel livre obtemos uma solugdo X # 0 de AX = 0 (o sistema é
homogéneo, logo qualquer escolha da variavel livre fornece uma solugio).
Portanto AX = 0 tem soluc¢io ndo nula se, e somente se, det A = 0.

Cap. B, Ex. 7.9 — Pela regra de Cramer, com A = <i _31>, det A=6+1=7,
1 -1 2 1
det A;(b) = det <8 3 > =3+8 =11, det A3(b) = det (1 8> =16—1 = 15,
logo
T YT

Por eliminacgéo de Gauss: da primeira equacio, y = 2x — 1; substituindo na segunda,
r+32x—1)=8=Tr=11=x=11/7,eentdoy = 2(11/7) — 1 = 15/7 —
0 mesmo resultado.

Os dois métodos coincidem, como esperado. Para um sistema 2 x 2 o esforco é
comparavel, mas a regra de Cramer exige calcular n 4 1 determinantes de ordem
n, o que a torna computacionalmente cara para n grande; a eliminagio de Gauss,
por outro lado, permanece eficiente e é o método preferido na pratica para sistemas
maiores.



Referéencias

APOSTOL,T.; Calculus Vol. I, Wiley 1967.

BOULOS, P.; CAMARGO, L.; Geometria Analitica - Um tratamento Vetorial,
Prentice Hall, 2006.

CAROLLA.; CALLIOLL C.; FEITOSA, M.; Matrizes vetores geometria analitica,
Nobel 1984.

CHATTERJEE, D.; Analytic Solid Geometry, PHI Learning, 2004

CROWE, M.; A history of vector analysis: the evolution of the idea of a vectorial
system, Dover 1994.

HILBERT, D.; The Foundations Of Geometry, Gradiva 2003.
LEHMANN, C.; Geometria Analitica, Editora Globo 1985;

MELLO, D, A.; WATANABE,R. G.; Vetores e uma iniciagdo a Geometria Analitica;
Editora Livraria da Fisica.

LEITE, O.; Geometria analitica espacial, Edicoes Loyola, 1996

SANTOS, R.; Matrizes, Vetores e Geometria Analitica , Imprensa Universitaria
da UFMG, 2004.

WEXLER C.; Analytic Geometry: A vector approach, Addison-Wesley Publ.,
1961.

393



	Símbolos e notações gerais
	Agradecimentos
	Introdução
	Estrutura Vetorial do Plano e do Espaço
	Definições Elementares
	Soma de Ponto com Vetor

	Combinações Lineares
	Dependência e Independência Linear de Vetores
	Bases

	Vetores em Coordenadas
	Coordenadas de Vetores e Pontos
	Sistemas de Coordenadas
	Operações em Coordenadas
	Independência Linear e Mudança de Base
	Bases Ortonormais e Coordenadas Cartesianas
	Produto Escalar: Ângulo entre dois Vetores
	Produto Vetorial: Vetor Perpendicular a dois Vetores Dados
	Produto Misto
	Escolha do Sistema de Coordenadas (*)
	O Problema do Lugar Geométrico (*)
	Coordenadas Polares (*)

	Retas e Planos
	Equações da Reta
	Equações do Plano

	Posições Relativas
	Posições Relativas entre Retas
	Posições Relativas entre Retas e Planos
	Posições Relativas entre Planos

	Ângulos e Distâncias
	Ângulos
	Distâncias
	Retas em Coordenadas Polares
	Exercícios

	Círculos e Esferas
	Equações Canônicas de Círculos e Esferas
	Retas Tangentes e Planos Tangentes
	Circunferência em coordenadas polares
	Exercícios complementares

	Cônicas
	Introdução
	Elipse
	Hipérbole
	Parábola
	Excentricidade
	Construções de Dandelin
	Cônicas em Coordenadas Polares
	Cônicas e a Trajetória dos Planetas
	Exercícios complementares

	Curvas Parametrizadas e Regiões do Plano
	Parametrização de Curvas
	Curvas em Coordenadas Polares
	Coordenadas Esféricas e Cilindrícas
	Comprimento de uma Curva
	Regiões planas limitadas por curvas
	Exercícios

	Superfícies e quádricas
	Da descrição vetorial à parametrização
	Cilindros: transportar uma curva numa direção fixa
	Cones: ligar uma curva a um vértice
	Superfícies de rotação
	Entender uma superfície por seus cortes
	Superfícies quádricas em posição canônica
	Um catálogo guiado pelos cortes
	Translações: quádricas fora da origem
	Um procedimento para reconhecer superfícies
	Quádricas degeneradas
	Além da posição canônica
	Exemplos resolvidos adicionais
	Reconhecimento por cortes

	Classificação das Cônicas
	Translação
	Translação de uma Equação Quadrática
	Rotação
	Equações Gerais do Segundo Grau no Plano

	Mudanças de Coordenadas no Espaço
	Mudança de Base
	Composição e Inversa
	Mudança de Sistemas de Coordenadas
	Retas e Planos em Novas Coordenadas
	Sistemas Cartesianos e Mudanças Ortogonais
	Resumo

	Classificação das Quádricas
	Eixos principais no espaço
	Depois da rotação: completar quadrados
	Três termos quadráticos
	Dois termos quadráticos
	Um único termo quadrático
	A tabela de classificação
	Exemplos completos
	O que significa classificar

	Funções Trigonométricas
	Do triângulo retângulo ao círculo trigonométrico
	Simetrias e periodicidade
	Identidades trigonométricas
	Aspecto dos gráficos
	Funções trigonométricas inversas
	Exercícios

	Matrizes e Sistemas Lineares
	Matrizes
	Determinantes
	Matrizes Invertíveis
	Sistemas Lineares
	Regra de Cramer
	Eliminação de Gauss
	Exercícios

	Respostas dos Exercícios
	Referências Bibliográficas 

