MODELOS, INCERTEZA E APLICACOES

Calculo de
Probabilidade

Fundamentos, variaveis aleatérias, esperanca e
teoremas-limite

Daniel Miranda Machado




Texto: Daniel Miranda Machado.
Universidade Federal do ABC.

Composicdo em formato 17 x 24 cm.

Versao de trabalho — 13 de setembro de 2026.



Licenca
© 2026 Daniel Miranda.

Exceto quando indicado em contrario, esta obra esta licenciada sob a Creative
Commons Atribuicdo—NaoComercial 4.0 Internacional (CC BY-NC 4.0).
E permitida a copia, a redistribuicao e a adaptacao do material, em qualquer meio
ou formato, desde que seja atribuida a autoria apropriada e que o uso nao tenha
finalidade comercial.

Uma coépia da licenca esta disponivel em
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/.

A obra é fornecida “como estd”, sem garantias expressas ou implicitas, nos limites
permitidos pela legislagao aplicavel. Consulte o texto integral da licenga para
conhecer as permissoes, condi¢oes e limitagoes correspondentes.


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

Sumario

1 Espacos de Probabilidade
1.1 Introducdo. . . . . . . . . . . . . . e
1.2 Experimentos probabilisticos . . . . .. ... ... ... ...
1.3 Algebra de eventos . . . . . . . ...
1.4 Espacos de probabilidade . . . .. ... ... ... ... ...
1.5 Probabilidade em espacos equiprovaveis finitos . . . . . . ..
1.6 Probabilidade naretareal . . . .. . . ... ... ... ....
1.7 Exercicios . . . . . . .. ...

2 Probabilidade condicional e independéncia
2.1 Probabilidade condicional . . . . ... ... ... .......
2.2 Probabilidade total e formula de Bayes . . . . . . ... .. ..
2.3 Independéncia. . . . . .. ... .. ... .
2.4 ExercicioS . . . . . . . e

3 Variaveis aleatérias
3.1 Variaveis aleatérias e fungoes de distribuicdo . . . . . . . ..
3.2 Tipos de variaveis aleatérias . . . . . .. .. .. ...
3.3 Distribuicao de uma variavel aleatéria . . . . .. .. ... ..
3.4 Esperanca . . . . ... ..o
3.5 Varidncia . . . ... ... e
3.6 Exercicios . . . . . . . ..

4 Variaveis aleatorias discretas
4.1 Distribui¢cao Uniforme Discreta . . . . . . . .. .. ... ...
4.2 Distribuicdo Binomial . . . . ... ... .. 0000
4.3 Distribuicdo Geométrica . . . . . . . ... Lo

o U DN H— =

12
21
24

25
25
29
35
41

42
42
48
56
o8
60
63

65
65
66
68



Sumério v
4.4 Distribuicao Hipergeométrica . . . . . . . . . ... ... ... 70
4.5 Distribui¢do de Poisson . . . . . .. ..o oo 72
4.6 Funcoes de variaveis aleatérias discretas . . . . . . . . .. .. 7
4.7 Exercicios . . . . . . .. e 79

5 Variaveis aleatérias continuas 81
5.1 Distribuicao Uniforme Continua . . . . . .. ... .. ... .. 82
5.2 Distribui¢ao Exponencial . . . . .. ... 000000 83
5.3 Distribuicdo Normal . . . . . .. .. ... .. 0L 86
5.4 Distribuicdo Gama . . . . . .. ... 89
5.5 Exercicios . . . . . ... 92

6 Vetores aleatdrios 94
6.1 Vetores aleatérios e fungoes de distribuicao . . . . . . . . .. 94
6.2 Vetores aleatérios discretos . . . . . . ... 97
6.3 Vetores aleatérios continuos . . . . . .. ... 102
6.4 Independéncia. . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 109
6.5 Soma de varidveis aleatérias independentes . . . . . . .. .. 118
6.6 Distribuicao condicional . . . . . ... ... ... ... ... 128

6.6.1 Variaveis aleatérias discretas . . . . . . ... ... .. 128
6.6.2 Variaveis aleatérias continuas . . . . . . ... ... .. 130
6.6.3 Varidveis aleatérias mistas . . . . . . ... ... L. 134
6.7 Exemplos integradores . . . . .. ... oL 137
6.8 Exercicios . . . . . . . .. 139

7 Funcoes de variaveis aleatorias 140
7.1 Fungoes de variaveis aleatérias continuas . . . . . . .. .. .. 140
7.2 Fungoes de varidveis continuas: método do Jacobiano . . . . . 146

7.2.1 Varidveis auxiliares . . . . . . .. ... ... 156
7.3 Estatisticas deordem . . . ... ... ... ... ... .... 159
7.4 Exemplos integradores . . . . . . ... 166
7.5 Exercicios . . . . . . . .. e 168

8 Esperanca 169
8.1 Definicao e propriedades fundamentais . . . . . . . .. .. .. 169
8.2 Esperanca de funcoes de vetores aleatérios . . . . . . . .. .. 172
8.3 Variancia e covaridncia . . . . . .. ..o 180

8.3.1 Correlagdo . . . . . ... 190
8.4 Esperanca condicional . . . . .. .. .. 0 0L 192
8.4.1 Esperanca condicional como varidvel aleatéria . . . . . 196



Sumério vi
85 Momentos . . . . ... Lo 207
8.6 Fungoes geradoras de momento . . . . . . ... .. ... ... 210
8.7 Exemplos integradores . . . . .. .. oo oL 219
8.8 Uma visdao unificada da esperanga . . . . . .. .. ... ... 223
8.9 Exercicios . . . . . . . ... e 228

9 Convergéncia 230
9.1 Desigualdades de Markov e Chebyshev . . . . . . .. ... .. 230
9.2 Convergéncia em probabilidade e Lei Fraca dos Grandes Niumeros236
9.3 Lema de Borel-Cantelli . . . . . ... ... ... ........ 241
9.4 Convergéncia quase certa e Lei Forte dos Grandes Ntimeros . 246
9.5 Convergéncia em distribuicao e Teorema do Limite Central . 250
9.6 Intervalo de confianca . . . . .. .. .. ... L. 259
9.7 Exemplos integradores . . . . .. ... L Lo L 269
9.8 Exercicios . . . .. .. L 270

Referéncias 272



CAPITULO

1

Espacos de Probabilidade

1.1 Introducao

Um modelo deterministico associa condigbes iniciais e pardmetros a um
unico resultado. Uma equacao diferencial com condic¢ao inicial, quando satisfaz
as hipoteses de existéncia e unicidade, é um exemplo tipico: fixados os dados,
a evolucao do sistema fica determinada.

Um modelo probabilistico descreve outra situagao. O experimento pode
produzir resultados diferentes mesmo quando as condi¢des observaveis parecem
idénticas, e o objetivo passa a ser quantificar a incerteza sobre esses resultados.
O langamento de uma moeda ilustra bem essa mudanca de ponto de vista.
Em principio, as leis da mecéanica determinam a face que ficara para cima;
na pratica, seria necessario conhecer posigao, velocidades, atrito e impacto
com precisao inatingivel. Em vez de prever cada lancamento, descrevemos
a regularidade do conjunto de lancamentos: para uma moeda equilibrada, a
proporgao de caras tende a se estabilizar perto de 1/2.

A teoria da probabilidade fornece a linguagem e as regras de calculo para
esses modelos. Comecaremos identificando os resultados possiveis e os eventos
de interesse; em seguida, estabeleceremos os axiomas que governam suas
probabilidades.
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1.2 Experimentos probabilisticos

Mesmo sem conhecer antecipadamente o resultado de um experimento, em
geral conseguimos descrever o conjunto de todas as saidas possiveis.

Definicao 1.1
O espaco amostral Q2 é o conjunto de todos os resultados possiveis em

um determinado experimento.

O espago amostral pode ser finito, infinito enumeravel ou ndo enumeravel.

Um conjunto enumeravel pode ser disposto em uma lista x1,2o, .. .; 0s naturais,
os inteiros e os racionais sao exemplos. A reta real, por sua vez, nao é
enumeravel.

Exemplo 1.1.

1. No lancamento de uma moeda, podemos usar 2 = {H,T'}, onde H repre-
senta cara e T, coroa.

2. No langamento de um dado, 2 = {1,2,3,4,5,6}.

3. Ao receber a primeira carta de um baralho comum, o espago amostral é
formado pelas 52 cartas.

4. No jogo de par ou impar, se cada pessoa mostra de zero a cinco dedos,
podemos registrar apenas a soma e usar €2 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

5. No sorteio uniforme de um nimero do intervalo [0,1], temos £ = [0,1].

ot

6. Se retiramos uma lampada de uma caixa e observamos o tempo até ela se
queimar, esse tempo pode assumir qualquer valor ndo negativo; podemos
usar = [0,00).

N

Geralmente, porém, ndo queremos saber apenas qual ponto de ) ocorreu.
Queremos responder perguntas sobre o resultado: o dado foi maior que 47 A
carta é de copas? O ponto sorteado caiu perto da origem? Cada pergunta
dessas seleciona um subconjunto de Q. E natural, portanto, chamar esses
subconjuntos de eventos.
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Em um espaco amostral finito podemos, sem dificuldade, admitir todos
os subconjuntos. Se os resultados sdo equiprovaveis, a probabilidade de um
evento é simplesmente a fracdo de resultados favoraveis. Mas o que acontece
quando €2 é continuo?

Considere, por exemplo, a escolha uniforme de um ponto no disco unitario.
Para uma regiao A com area bem definida, esperamos que

P(A) = area de A.
T
Essa interpretacao ja sugere uma cautela: em espacos continuos, nao convém
tratar arbitrariamente todo subconjunto como evento. Precisamos escolher
uma familia de conjuntos suficientemente ampla para conter as regioes usuais
e, a0 mesmo tempo, estavel pelas operacoes que faremos com eventos.

Denotaremos essa familia por F. Em espagos finitos ou enumeraveis,
podemos tomar F = P(£2). Em R ou R", trabalharemos com uma familia
que contém, em particular, os abertos e os fechados. Logo veremos quais
propriedades essa familia deve satisfazer; elas conduzem naturalmente a nocao
de o-algebra.

Definicao 1.2
Dado um espaco amostral €2 e uma familia F de subconjuntos de 2, um

evento é um conjunto A € F. Os eventos com exatamente um elemento
sao denominados eventos elementares.

Cada elemento de () serd denominado ponto amostral, ou simplesmente
ponto.

Exemplo 1.2.

1. Considere experimento de jogarmos um dado descrito no exemplo 2.. Nesse
caso podemos considerar o evento {4,5,6} que é o evento do dado ser maior
que 4, ou o evento {1,3,5} que é o evento de sair um nimero impar.

2. Se considerarmos o experimento de jogarmos par ou impar, descrito no
exemplo 4., alguns eventos de importancia sao P = {0,2,4,6,8,10}, o evento
de sair um numero par, e I = {1,3,5,7,9}, o evento de sair um nimero
impar.

Esse experimento também pode ser representado através do seguinte espaco
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amostral:
Q={(4,j): 0<i<5,0<j <5},

ou seja, os pares ordenados cuja primeira entrada representa o ntmero
de dedos colocados pelo primeiro jogador, enquanto a segunda entrada
representa o numero de dedos colocados pelo do segundo jogador. Nessa
representagdo temos o seguinte evento elementar {(1,3)} que representa o
fato do primeiro jogador colocar um dedo e o segundo trés.

Nessa representacao o evento da soma dos dedos colocados ser um ntmero
par pode ser representado pelo conjunto:

P={(i,j) :i+j épar,com 0 <i<50<j<5}

w

. No caso de jogarmos dois dados o espago amostral pode ser considerado
como sendo 2 = {(4,j) : 1 <7< 6,1 <7 <6}, ou seja, os pares ordenados
cuja primeira entrada representa a salda do primeiro dado, enquanto que a
segunda entrada representa a saida do segundo dado. Nesse caso o espaco
amostral tem 36 elementos.

Nesse caso podemos, por exemplo, considerar o evento F' de que a soma
das saidas dos dois dados seja maior ou igual a 10,0 que ¢é representado
pelo conjunto:

F={(i,j) e Q:i+j>10} ={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6) }.

4. No caso de realizarmos a escolha, ao acaso, de um ponto do disco de raio 1
centrado na origem. Entao

) = circulo unitirio = {(a:, y) € R?: 2% + y2 < 1} .
Para esse experimento podemos considerar por exemplo os eventos:

a) A = distdncia entre o ponto escolhido e a origem é < %;

b) B = distancia entre o ponto escolhido e a origem é > 0.25 ;

<

Um exemplo particularmente til é o conjunto vazio, que é o evento sem
nenhum elemento. Esse evento serd denotado por () e denominado evento
impossivel. Ja o evento espago amostral 2 serd denominado também de
evento certo.
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Quando consideramos espacos amostrais finitos, o niimero de elementos de
um evento E, serd denominado cardinalidade ou tamanho desse evento e
serd denotado por card E. No caso do conjunto vazio temos que card () = 0.

E importante refletirmos sobre o que fizemos até esse ponto. Até esse
instante demos significado matematico a dois conceitos fundamentais da
teoria da probabilidade: o de espaco amostral e o de evento. Ambos os
conceitos foram traduzidos para a linguagem matematica de conjuntos.
Falta agora aprofundar um pouco mais essa transcricao, interpretando
conceitos da probabilidade na linguagem de conjuntos e interpretando as
operagoes fundamentais em conjuntos em termos probabilisticos.

1.3 Algebra de eventos

Eventos sdo, portanto, subconjuntos do espaco amostral E assim podemos
usar a linguagem de conjuntos:

Denotamos o fato de um elemento (ou resultado de um experimento) a
pertencer a um evento E através da notacdo a € E e o fato do elemento a
nao pertencer a um evento E através da notagdo a ¢ E.

Também nesse contexto, diremos que dois eventos E e F' sdo iguais se
tiverem os mesmos elementos. Denotaremos tal fato por £ = F.

Finalmente dizemos que um evento E estd contido dentro do evento F,
denotado por E C F', se todos elementos de E forem elementos de F'.

Antes de definirmos probabilidade. Vamos apresentar uma familia de
operacoes com eventos, que permitem criar novos eventos a partir de eventos

dados.

Definicao 1.3

Definimos a uniao de dois eventos A e B, que denotaremos por AU B,
como o evento formado pelos elementos de A ou B, i.e., o evento AU B
¢é o evento formado pelos elementos que pertencem a pelo menos um dos
conjuntos A ou B.

AUB={z:2z€ Aouzx € B}.

E importante ressaltar que na definicdo anterior, bem como em geral nos
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textos matematicos, o ou tem conotacao inclusiva.

Definicao 1.4

Definimos a interseccao de dois eventos A e B, que denotaremos por
AN B como o evento formado pelos elementos de A e B, i.e., o evento
AN B é formado pelos elementos que pertencem a ambos os conjuntos A

e B.
ANB={z:x€ Aex € B}.

Podemos generalizar a uniao e a interseccao para uma familia de eventos
(inclusive infinita) de maneira andloga:

Dada uma familia de eventos Eq,F», ..., definimos a unido desses eventos,
denotada por ;2 E;, como o evento formado pelos elementos que pertengam
a pelo menos um dos eventos F; Enquanto que a intersec¢ao desses eventos,
denotada por ;2 E;, como o evento formado pelos elementos que pertengam
a todos os eventos Ej;.

Definicao 1.5
Definimos o complementar de um evento ou ainda o evento comple-
mentar de A, denotado A€, como o conjunto dos elementos de €2 que néo

estao em A.

A={z:2€Qz ¢ A}

E importante observar que num experimento o evento E ocorre se e somente

se o evento E° nao ocorrer.
Diremos que dois eventos A e B sao mutuamente excludentes se ¢é
impossivel que ocorram simultaneamente ambos os eventos, isto ¢, se ANB = ().
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Notacao | Probabilidade Conjunto

Q espago amostral universo

w evento elementar elemento

0 evento impossivel conjunto vazio
A evento subconjunto
Ac evento A nao ocorre

ANB ocorre A e B interseccao
AUB ocorre A ou B uniao

ACB Se ocorre A entao ocorre B | inclusao

Tabela 1.1: Conversao entre a linguagem da Probabilidade e da teoria da
conjuntos.

As operacgoes de uniao, interseccao e complemento possuem as seguintes
propriedades:

1. Comutatividade: AUB=BUAe ANB=DBNA.
2. Associatividade: (AUB)UC = AU(BUC)e (ANB)NC =AN(BNC).

3. Distributividade: (AUB)NC = (ANC)U(BNC)e (ANB)UC =
(AuC)n(BUCQO).

1. Leis de De Morgan

n c n
(U E) = () Ef.

i=1 i=1

n c n
(ﬂ E) = J E;.

i=1 i=1

Finalmente vamos estipular as seguintes propriedades para a familia de
eventos J: essa familia deve ser uma o-algebra:

Definicao 1.6

Uma o-algebra F é uma familia de conjuntos satisfazendo:
1. Qe F.
2. Se A € F, entao A € F.

3. Se Ay, Ay, As, ... é uma sequéncia em F, entdo sua uniao (enumerével)
também estd em F, i.e., U, An € F.
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Proposicdo 1.1
Seja F uma o-algebra de subconjuntos de 2. Entao valem as seguintes
propriedades:

. geF

2. Vn,VA1,...,An € F, temos J; A; € F e (=1 4; € F.

No caso em que estivermos trabalhando com um espaco E que é R ou R"
entdo a o-algebra que consideraremos é a gerada pela familia de conjuntos
abertos de E é chamada a o-algebra de Borel de E, denotada por Bg;
seus elementos sdo chamados de conjuntos de Borel. Portanto, By inclui
conjuntos abertos, conjuntos fechados (os complementares dos conjuntos
abertos), interse¢oes enumeréveis de conjuntos abertos (lembrando que unides
enumeraveis de conjuntos abertos ja sdo abertos), unides enumeréveis de
conjuntos fechados (lembrando que interse¢oes enumeraveis de conjuntos
fechados ja sao fechados) e assim por diante.

1.4 Espacos de probabilidade
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Definicao 1.7

Um espago de probabilidade é uma tripla (2, F,P) onde 2 é deno-
minado espago amostral, F é uma o-dlgebra de subconjuntos de 2 e
P é uma fungao que atribui um valor entre 0 e 1 (que denominaremos
probabilidade) aos eventos FE € F e satisfazendo os seguintes axiomas:

Axioma 1. 0 <P(E) <1
Axioma 2. P(Q2) = 1.

Axioma 3. Se E1,Es,... forem eventos dois a dois mutuamente exclu-
dentes, isto é,

ENE;=0 sempre que i # 7,

entao

P(fj EZ> = iP(Ei).

Proposicao 1.2
P(®) =o0.

Demonstracio. Para qualquer evento F, podemos escrever £ = E'U (). Como
os eventos F e () sio mutuamente excludentes, decorre do axioma 3, que
P(E) = P(EFU0) = P(E) + P(0). E assim, a conclusao do teorema é
imediata [

Proposicao 1.3
P(E°)=1-P(E).

Demonstracago. Como 2 = E U E°, com E e E° mutuamente excludentes
entao, usando os axiomas 2 e 3, temos que:

1=P(Q) = P(EUEF)

1 =P(E) + P(E)
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Proposicao 1.4

Se E e F forem dois eventos quaisquer, entao

P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENF)

Demonstra¢io. Como EUF = EU (F N E°) temos que:
P(EUF)=P(E)+P(FNE").
Como F' = (ENF)U (FNE) temos que
P(F)=P(ENF)+P(FNE°).
Subtraindo a segunda igualdade da primeira, temos:

P(EUF)—P(F)=P(E)—P(ENF).

Generalizando temos:

Proposicdo 1.5 — Principio da inclusao-exclusao

Sejam Fq,FE»,...,E, eventos. Entao

n
P(E\UEU---UE,) = P(E)— Y P(E;NE,)+---
=1 11 <ig

+(-)* > P(EGNE,N-NE,) A+
1 <t <-+<ip

+ (-1)""P(EyNEyN---NE,).

A soma
> PE,NE,N---NE,)
11 <t < <ip

é feita sobre todos os (:f) subconjuntos possiveis de tamanho r do
conjunto {1,2,...,n}.

Em palavras, a proposicao afirma que a probabilidade da unido de n
eventos ¢ igual a soma das probabilidades individuais desses eventos,
menos a soma das probabilidades das intersecoes dois a dois, mais a
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soma das probabilidades das intersecoes trés a trés, e assim por diante,
alternando os sinais.

Proposicdo 1.6
Se AC B=P(B-A)=P(B)—-P(4)

Definicao 1.8
Seja Ap,n > 1, uma sequéncia de eventos. Essa sequéncia é dita
. crescente se A; C Ay C --- C A, C Apy1 C ---. Nesse caso,
definimos
(0,]
Az, An = U 4n.

n=1

2. decrescente se Ay D Ay D --- D A, D Apy1 O ---. Nesse caso,

definimos

lim A, =
n—oo

8

Ap.
1

n

Proposicao 1.7

Sejam Aj,As, -+ eventos tais que A, | (), ou seja, Ay D Ay D A3 D ---

e ainda o lim A, =0, entdo P(A,) = 0.

Demonstracio. Sejam Aj,As,--- eventos tais que A, | 0, ou seja, A1 D As D
A3 D .-
Como A1 D Ay D A3 D --- entdo

(G

Ay :(AlfAQ)U(AQ*Ag)U-'-: (Ai*AiJrl).

=1

Observe que os conjuntos A; —A; 1 sdo conjuntos disjuntos, pois a sequéncia
é uma sequéncia decrescente. Pelo axioma 3 temos que

P(Al) =P <©(Az — Ai+1)> = iP(Az — Ai—l—l)-

i=1
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Logo por P5 P(A; — Aiy1) = P(A;) — P(Ai41), e portanto
n—1
1=
Note que os termos da somatoria vao se cancelando restando apenas o
primeiro e o tltimo, assim

P(A)) = lim P(A)) ~ P(4,) = P(A)) — lim P(4,) = lim P(4,)=0.

Portanto P(A4,) — 0.

Proposicdo 1.8 — Continuidade da Probabilidade

Seja A,,n > 1, uma sequéncia de eventos crescente ou decrescente
entao vale a seguinte propriedade, conhecida como continuidade da

probabilidade:
lim P(4,)=P(lim A,).

n—oo n—0o0

Demonstra¢do. Primeiramente vamos considerar o caso em que A, | A, ou

seja, Ap11 C A, para qualquer n € N e ﬂ A, = A. Assim sendo, temos que
n>1
P(An+1) <P(A,), pois Aptq C Ay
Além disso, por propriedades de conjunto temos que A4, — A | 0, o que

implica que

P(A4,—A)—0.

Logo

P(A, — A) = P(A,) — P(A) = P(4,) — P(A) = 0 = P(4,) — P(A)

mas a sequéncia {P(A4,)}nen ¢ decrescente, logo P(A,,) | P(A)

1.5 Probabilidade em espacos equiprovaveis finitos

Uma das familia de espagos de probabilidade mais simples e tteis sdao os
espagos de probabilidade no qual todo evento elementar tem a mesma proba-
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bilidade, i.e., P(w1) = P(w3), Vwi, ws € . Esses espagos sdo denominados
espaco de probabilidade uniforme.

Quando = {wy,...,w,} é um espago de probabilidade uniforme temos
que
1 1
(w) n  cardQ
e logo
1 card K
P(E) = P(w;) = = .
(E) W;E (1w3) ng cardQ)  card 2
Exemplo 1.3.

Qual a probabilidade de tiramos duas caras jogando uma moeda trés vezes?

<

Se denotarmos cara por H e coroa por T, temos que o espaco amostral
nesse caso pode ser representado por:

{(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(T,H,H),(H,T,T),(T,H,T),(T,T,H),

(T, T,T)} Este espaco possui 23 elementos igualmente provaveis.
O evento “tirar duas caras” tem 4 elementos:

{(H,H,H),(H,H,T),(H, T,H),(T,H,H)}

e logo temos que a probabilidade de tirarmos duas caras é % = %

Exemplo 1.4.
Qual a probabilidade de tirarmos 12 jogando dois dados?
q

Poderiamos considerar nesse caso que o espago amostral fosse constituido
pela soma dos valores dos dados sendo assim {2,3,4,...,11,12}. Mas, se
considerassemos esse espaco amostral, os eventos elementares nao teriam a
mesma probabilidade pois para tiramos 12 temos que tirar 6 em ambos os
dados enquanto que para tirarmos 10 temos trés possibilidades (4 e 6), (5 e 5)
ou (6 e 4) para o primeiro e segundo dado respectivamente.

Nesse caso é muito mais interessante considerar o espaco amostral como
{(i,j) : 1 <1 < 6,1 < j < 6}, ou seja, os pares ordenados cuja primeira
entrada representa a saida do primeiro dado, enquanto a segunda entrada
representa a salda do segundo dado. Nesse caso o espago amostral tem 36

elementos igualmente provaveis. E nesse caso a probabilidade de tirarmos 12
1

e%.
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Exemplo 1.5.
Qual a probabilidade de tirarmos mais que 9 jogando dois dados?

<

Nesse caso podemos, por exemplo, considerar o evento de que a soma dos
dois dados seja maior que 10, que é representado pelo conjunto {(7,7) : i+ j >
10} = {(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}. Esse conjunto tem 6 elementos e

assim a probabilidade de tirarmos mais que 10 é % = %

Exemplo 1.6.
Dois dados sao lancados. Qual é a probabilidade de que a soma das faces seja
igual a 87

N

Ao lancarmos dois dados, é importante escolher um espaco amostral em
que todos os resultados elementares tenham a mesma probabilidade. Por
isso, nao devemos considerar apenas os possiveis valores da soma. O mais
adequado é considerar os pares ordenados

Q={(ij):1<i<6,1<j<6},

em que % representa o resultado do primeiro dado e j representa o resultado
do segundo dado.

Esse espago amostral possui 6 - 6 = 36 elementos igualmente provaveis. O
evento “a soma das faces é igual a 8” é formado pelos pares

{(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}.

Logo, ha 5 casos favoraveis entre 36 possiveis. Portanto,

P(soma igual a 8) = 36

Exemplo 1.7.
Trés bolas sao retiradas aleatoriamente de uma urna contendo 7 bolas brancas
e 4 bolas pretas. Qual é a probabilidade de que duas bolas sejam brancas e
uma seja preta?
<
Neste problema, a ordem em que as bolas sao retiradas nao importa. Assim,

podemos trabalhar diretamente com subconjuntos de 3 bolas escolhidos entre
as 11 bolas da urna. O ntmero total de escolhas possiveis é

(5)
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Queremos que, entre as trés bolas escolhidas, exatamente duas sejam
brancas e uma seja preta. Para isso, devemos escolher 2 das 7 bolas brancas
e 1 das 4 bolas pretas. O nimero de escolhas favoraveis é, portanto,

)6)

Como todos os subconjuntos de 3 bolas sdao igualmente provaveis, temos

P(duas brancas e uma preta) = =

Exemplo 1.8.

Um comité de 5 pessoas deve ser selecionado de um grupo com 8 homens e 7
mulheres. Qual é a probabilidade de que o comité seja formado por 2 homens
e 3 mulheres?

N

Como a ordem das pessoas no comité nao importa, o espago amostral é
formado por todos os subconjuntos de 5 pessoas escolhidos entre as 15 pessoas
disponiveis. Portanto, o niimero total de comités possiveis é

(%)

Para formar um comité com exatamente 2 homens e 3 mulheres, devemos
escolher 2 dos 8 homens e 3 das 7 mulheres. Assim, o nimero de comités

o))

()(5) _28-35 140
(%) 3003 429

favoraveis é

Logo,

P(2 homens e 3 mulheres) =

Exemplo 1.9.

Uma urna contém n bolas, das quais uma é especial. Se k bolas sao retiradas
aleatoriamente, qual é a probabilidade de que a bola especial seja escolhida?

<



1 Espacos de Probabilidade 16

Como estamos retirando k bolas de uma urna com n bolas, e a ordem de
retirada nao importa, o niimero total de escolhas possiveis é

()

Agora contamos as escolhas favoraveis. Para que a bola especial seja
escolhida, ela deve estar entre as k bolas retiradas. Depois de incluir essa
bola, faltam escolher as outras k — 1 bolas entre as n — 1 bolas restantes.
Assim, o ntimero de casos favordveis é

(1)

P(a bola especial é escolhida) =

Portanto,

Usando a férmula das combinagGes, obtemos

Assim, a probabilidade de que a bola especial seja retirada é

3|

Exemplo 1.10.

Uma mao de poquer consiste em 5 cartas. Se as cartas tiverem valores
consecutivos e nao forem todas do mesmo naipe, dizemos que a mao é um
straight. Qual é a probabilidade de que uma mao de poquer seja um straight?

<

Uma mao de poquer é um conjunto de 5 cartas escolhidas entre as 52 cartas
do baralho. Portanto, o niimero total de maos possiveis é

(%)

Para formar um straight, primeiro escolhemos uma sequéncia de 5 valores
consecutivos. No baralho usual, hd 10 possibilidades para essa sequéncia.
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Depois, para cada uma dessas sequéncias, cada carta pode aparecer em
qualquer um dos 4 naipes. Isso daria inicialmente

10 - 4°

possibilidades.

No entanto, precisamos excluir os casos em que as 5 cartas sao todas do
mesmo naipe. Esses casos sao straight flushes, e nao apenas straights. Para
cada sequéncia de valores, existem 4 maos desse tipo, uma para cada naipe.
Assim, o ntmero de straights é

10(4° — 4).
Logo,
10(4° — 4)

(5)

P(straight) = ~ 0,0039.

Exemplo 1.11.

Uma mao de poquer consiste em 5 cartas. Um full house ocorre quando a
mao possui trés cartas de um mesmo valor e duas cartas de outro valor. Qual
¢é a probabilidade de obter um full house?

O numero total de maos possiveis é

(5)

Para formar um full house, escolnemos primeiro o valor da trinca. Ha 13
escolhas possiveis. Depois escolhemos o valor do par, que deve ser diferente
do valor da trinca; para isso, ha 12 escolhas possiveis.

Escolhido o valor da trinca, devemos escolher 3 das 4 cartas daquele valor:

4
5]
Do mesmo modo, escolhido o valor do par, devemos escolher 2 das 4 cartas

daquele valor:
4
o)
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Portanto, o niimero de maos favoraveis é

o o))

13-12(3) (5)

(%)

Assim,

P (full house) = ~ 0,0014.

Exemplo 1.12.

Trinta pessoas estao em uma sala. Qual é a probabilidade de que ao menos
duas delas fagcam aniversario no mesmo dia?

<

Vamos ignorar anos bissextos e supor que todos os dias do ano sejam
igualmente provaveis para o nascimento de uma pessoa.

E mais simples calcular primeiro a probabilidade do evento complementar,
isto é, a probabilidade de que todas as 30 pessoas facam aniversario em dias
diferentes.

A primeira pessoa pode fazer aniversiario em qualquer um dos 365 dias.
Para que a segunda faga aniversirio em um dia diferente, ela deve escolher
um dos 364 dias restantes. A terceira deve escolher um dos 363 dias restantes,
e assim por diante.

Portanto,

365 - 364 - 363 - - - 336
36530

P(todos fazem aniversario em dias diferentes) =

Logo,

365 - 364 - 363 - -

- 336

P(ao menos duas pessoas fazem aniversario no mesmo dia) = 1—

36530

Aproximadamente,
P(ao menos duas pessoas fazem aniversario no mesmo dia) ~ 0,706.

Assim, em uma sala com 30 pessoas, a chance de haver ao menos duas pessoas
com aniversario no mesmo dia é de aproximadamente 70,6%.
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Exemplo 1.13.

Um baralho de 52 cartas é embaralhado e as cartas sao viradas uma de cada

vez até que o primeiro as apareca. E mais provavel que a carta virada logo
apoOs o primeiro as seja o rei de copas ou o dois de paus?

<

As duas probabilidades sao iguais. Embora isso possa parecer pouco
intuitivo & primeira vista, o argumento de contagem mostra que nenhuma das
duas cartas tem vantagem.

Vamos calcular, por exemplo, a probabilidade de que o rei de copas apareca
logo apds o primeiro ds. Retiramos inicialmente o rei de copas do baralho
e ordenamos as outras 51 cartas. Em qualquer ordenacao dessas 51 cartas,
existe uma Unica posi¢do em que podemos inserir o rei de copas para que ele
apareca imediatamente depois do primeiro as.

Como existem 51! ordenagoes das demais cartas e 52! ordenagbes possiveis
do baralho completo, temos

511 1
521 52°

O mesmo raciocinio vale para o dois de paus. Retiramos o dois de paus,
ordenamos as outras 51 cartas e o inserimos imediatamente ap6s o primeiro

P(rei de copas logo apds o primeiro as) =

as. Assim,

51! 1
P(dois de paus logo apds o primeiro as) = — = —.
(doi paus logo ap primeiro as) 53l = 59
Portanto, nenhuma das duas cartas é mais provavel. As duas tém a mesma
probabilidade de aparecer logo apds o primeiro as.

Exemplo 1.14.

Suponha que n homens deixem seus chapéus no centro de uma sala. Os
chapéus sao misturados e, em seguida, cada homem escolhe aleatoriamente
um chapéu. Qual é a probabilidade de que nenhum homem escolha seu proprio
chapéu?

<

Esse é o chamado problema dos chapéus. Vamos numerar os homens e os
chapéus de 1 a n, de modo que o chapéu i pertenca ao homem 1.

Depois que os chapéus sao misturados, cada distribuicao dos chapéus entre
os homens pode ser vista como uma permutacao dos nimeros 1,2, ...,n. Como
todas as permutacoes sdo igualmente provaveis, o espaco amostral tem n!
resultados.
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Chamemos de E; o evento em que o homem 7 escolhe o seu proprio chapéu.
Queremos calcular a probabilidade de que nenhum homem escolha seu préprio
chapéu, isto é,

P(E{NE5N---NE;).

E mais simples calcular primeiro a probabilidade do evento complementar:

pelo menos um homem escolhe seu préprio chapéu. Esse evento é

EFiUEyU---UE,.

Para calcular essa probabilidade, usamos o principio da inclusao-exclusao.

Se fixarmos um homem, por exemplo o homem ¢, e exigirmos que ele escolha
seu proprio chapéu, entdo os outros n — 1 chapéus podem ser distribuidos
livremente entre os outros homens. Logo,

(n—1)!
P(E;) = —-
n!
Como ha n escolhas possiveis para esse homem, a primeira contribui¢ao na
inclusao-exclusao é N
n—1)!
ni( ) =1.
n!

Agora, se fixarmos dois homens e exigirmos que ambos escolham seus
préprios chapéus, entdo os outros n — 2 chapéus podem ser distribuidos
livremente. Assim,

(n—2)!

n!

P(EJZ N Ej) =

Como ha (g) maneiras de escolher esses dois homens, a contribuicao dos pares

(n) (n=2)! 1
2 nl 2l

De modo geral, se fixarmos k homens e exigirmos que todos eles escolham
seus proprios chapéus, os demais n — k chapéus podem ser distribuidos de

(n—k)!

é

maneiras. Portanto,

(n—k)!

P(E, N NE;) =

Como hé (7)) maneiras de escolher esses k homens, a contribuigdo correspon-

k
(n) (n—k)! 1
k nl kU

dente é
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Pelo principio da inclusao-exclusao, a probabilidade de que pelo menos um
homem escolha seu proprio chapéu é

1 1 1
P(E,U---UE,) :1_ﬁ+§_'”+(_1)nﬂﬁ
Portanto, a probabilidade de que nenhum homem escolha seu préprio
chapéu é
P(EiN---NE;)=1-P(E1U---UE,)
1 1 ol
Assim,
= (-1)F
P(nenhum homem escolhe seu préprio chapéu) = Z o
k=0

Quando n é grande, essa soma se aproxima de
e '~ 0,3679.

Portanto, para um nimero grande de homens, a probabilidade de que ninguém
recupere o proprio chapéu é aproximadamente 36,8%.

1.6 Probabilidade na reta real

Se  é um conjunto infinito, suas probabilidades podem nao ser determina-
das em termos das probabilidades dos eventos elementares. Isso é especial-
mente verdadeiro quando €2 representa o conjunto de pontos em uma linha ou
em um espaco n-dimensional. Esses exemplos sao de extrema relevancia, ja
que muitas aplicagoes podem ser descritas em termos de eventos nesse espago.
Neste contexto, exploraremos a determinacao de probabilidades utilizando a
reta real como ilustracao.

Consideremos 2 como o conjunto de todos os niimeros reais. Aqui, os even-
tos sdo subconjuntos de pontos na reta real. Demonstra-se que é impossivel
atribuir probabilidades a todos os subconjuntos de €2 de modo a satisfazer
os axiomas de probabilidade. Para construir um espaco de probabilidade na
reta real, consideramos como eventos todos os intervalos x1 < x < x5 e suas
unioes e intersegoes enumeraveis. Esses eventos formam a o-dlgebra de Borel.

Essa o-algebra inclui intervalos, pontos e os conjuntos usados nas aplica¢oes
usuais. Para especificar uma probabilidade na reta, basta conhecer P((—o0,z])
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para todo x, desde que esses valores satisfagam as propriedades de uma fungao
de distribuicao. Eles determinam as probabilidades de todos os eventos de
Borel.

Suponha que a(x) seja uma fungao tal que

/OO az)dr=1 ea(r)>0

—00

Definimos a probabilidade do evento {x < z;} pela integral

Ty

Pz <) :/ o) dz (1.1)

—0o0

Isto especifica as probabilidades dos eventos de Borel. Por exemplo,

)
P(ri<x<uzy) = / ax)dx
1
Na verdade, os eventos {z < x1} e {71 < x < z2} s@o mutuamente exclu-
dentes e sua uniao é igual a {z < z2}. Portanto

Pz<z)+P(x1<x<m)=P(xr<x9)

Como a integral de uma densidade sobre um intervalo cujo comprimento
tende a zero também tende a zero, cada ponto tem probabilidade nula:
P({z2}) = 0. Ainda assim, P(R) = 1. Nao ha contradigdo: o axioma da
aditividade refere-se a unides enumeraveis, enquanto a reta é uma unido nao
enumeravel de pontos.
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Exemplo 1.15.

Uma substancia radioativa é selecionada em t = 0 e o tempo t de emissao

de uma particula é observado. Este processo define um experimento cujos

resultados sao todos pontos no eixo ¢ positivo. Este experimento pode ser

considerado um caso especial do experimento da linha real se assumirmos que

) é todo o eixo t e todos os eventos no eixo negativo tém probabilidade zero.
Suponha entao que a fungao «a(t) seja dada por

1, t>0,

a(t) = ce U(t), c>0, U(t) =
0 (0 0=10 120

Inserindo em 1.1, concluimos que a probabilidade de uma particula ser
emitida no intervalo de tempo (0, %) é igual

to
c/ e Udt =1 — e 0
0

Exemplo 1.16.

Uma chamada telefénica ocorre uniformemente no intervalo (0,7). Isso
significa que a probabilidade de ocorrer entre 0 e tg é to/T. Para 0 < t; <
t2 S T7

to — 11
T

Este é novamente um caso especial da Equagao 1.1 com a(t) = 1/T para
0 <t <T e0 caso contrario.

Pty <t<ty) =
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Ao atravessar este capitulo

Os axiomas transformam descrigoes de experimentos em célculos: pri-
meiro se define o espago amostral, depois os eventos e, por fim, uma
probabilidade compativel com complementaridade, unices e limites.

1.7 Exercicios

Exercicio 1.1 — Operacées com eventos

Em uma turma, 42 estudantes cursam Calculo, 31 cursam Algebra e 18 cursam
ambas. Entre 60 estudantes, determine as probabilidades de escolher alguém
que: (a) curse ao menos uma disciplina; (b) curse somente Célculo; (c¢) nao
curse nenhuma das duas.

Exercicio 1.2 — Contagem

Uma senha contém quatro algarismos distintos seguidos de duas letras distintas.
Os algarismos podem incluir zero, mas a primeira posi¢do nao pode ser
zero. KEscolhida uma senha uniformemente entre as admissiveis, calcule a
probabilidade de ela comecar por um algarismo par e terminar por uma vogal.

Exercicio 1.3 — Inclusdao—exclusao

Trés sensores detectam um sinal com probabilidades 0,72, 0,68 e 0,61. As
probabilidades das detec¢bes simultaneas por pares sao 0,50, 0,44 e 0,41, e
a detecgao pelos trés tem probabilidade 0,35. Calcule a probabilidade de ao
menos um sensor detectar o sinal.

Exercicio 1.4 — Continuidade da probabilidade

Se Ay C Ay C --- e P(A,) = 1 - 37", determine P(,,>; 4,). Formule
e resolva a versdo correspondente para uma sequéncia decrescente B,, com

P(B,)=1%+47"

Exercicio 1.5 — Modelo geométrico

Um ponto ¢é escolhido uniformemente no retdngulo [0,4] x [0,3]. Calcule a
probabilidade de sua distancia a origem ser menor que 2 e a probabilidade de
x +y < 3. Represente as duas regides.



CAPITULO

2

Probabilidade condicional
e independéncia

2.1 Probabilidade condicional

Probabilidades mudam quando recebemos informagao. Se sabemos que um
evento B ocorreu, resultados fora de B deixam de ser possiveis. Mas como
devemos redistribuir as probabilidades dentro de B?

H& duas exigéncias naturais. Primeiro, B deve passar a ter probabilidade
1. Segundo, as proporcoes internas devem ser preservadas: se, antes de
condicionar, A N B era trés vezes mais provavel que C' N B, essa razao nao
deve mudar apenas porque descobrimos que estamos em B.

Isso praticamente determina a operacdo que precisamos. Para medir A
depois de observar B, conservamos apenas a parte compativel, A N B, e
renormalizamos pela massa total de B.

Definicdao 2.1 — Probabilidade Condicional

Dado um espago de probabilidade (2,F,P) e eventos A,B € F com
P(B) > 0, a probabilidade condicional de A dado B é

P(ANB)

P(AIB) = 5 55

25
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P[AN B St

Observe que as propriedades que comentamos acima sao respeitadas por
essa definicao.

® P(A|B) é proporcional a P(A N B);
= P(B|B) =1,
® Para A,C € F com P(CNB) >0, vale

P(ANB)
P(A | B) P(B) P(ANB)

P(C|B) P({CNB) PCNB)
P(B)

Frequentemente pensamos na probabilidade condicional como a probabi-
lidade quando restringimos ao evento B, tomando este como o novo espagco
amostral.

Teorema 2.1

Dado um espago de probabilidade (Q2,F,P) e B € F com P(B) > 0,
entao (B,Fp,P(-| B)) é um espago de probabilidade, onde Fp = {AN
B:AeF}.

Exemplo 2.1 — Inspecao automatica com tempo maximo.

Uma inspecao automatica pode terminar antes do prazo ou, se a analise nao
for concluida antecipadamente, permanecer ativa até o tempo maximo de 40
minutos. Seja T" sua duragdo. Suponha que

t

P(T<t)=—, 0 <t <40.

60
Sabendo que a inspe¢ao ainda estda em andamento apdés 30 minutos, qual é a
probabilidade de ela permanecer ativa até os 40 minutos?
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Solugao. Seja F' o evento de a inspe¢do atingir o tempo maximo. Como

40 2

temos 9 1

Por outro lado, o evento de a inspecao ainda estar em andamento apés 30
minutos é {T' > 30}, cuja probabilidade é

30 1

P(T>30)=1-P(T R

(T > 30) (T < 30) 60 =5
Como F C {T > 30}, segue que

P(F)  1/3 2

PF|IT>30)= ——————~ = = —.
(F|T 2 30) P(T>30) 1/2 3
O ponto importante é que a distribuicdo de T" possui uma parte continua
antes de 40 minutos e uma massa de probabilidade no préprio tempo maximo:
toda analise que nao termina antes fica acumulada em 7' = 40.

Exemplo 2.2.

Suponha que, em uma determinada cidade, 40% da populacdo seja composta
por homens e 60% por mulheres. Suponha também que 50% dos homens
sejam fumantes e que 30% das mulheres sejam fumantes.

Se uma pessoa é escolhida aleatoriamente e sabemos que ela é fumante,
qual é a probabilidade de que essa pessoa seja homem?

Solucgao.

Vamos denotar por H o evento “a pessoa escolhida é homem” e por F' o
evento “a pessoa escolhida é mulher”. Além disso, seja S o evento “a pessoa
escolhida é fumante”.

As informagoes do enunciado podem ser escritas como

P(H) =040, P(F)=0,60,

P(S|H)=050, P(S|F)=0,30.

Queremos calcular
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isto é, a probabilidade de que a pessoa seja homem, sabendo que ela é fumante.
Pela defini¢ao de probabilidade condicional,

P(HNS)

P(HS) =55

Primeiro, calculamos a probabilidade de a pessoa escolhida ser homem e
fumante:
P(HNS)=P(H)P(S| H)=0,40-0,50 = 0,20.

Agora precisamos calcular P(.S), isto é, a probabilidade de que uma pessoa
escolhida ao acaso seja fumante. Uma pessoa fumante pode ser homem ou
mulher. Assim,

S=(SNH)U(SNF),
e essa unido é disjunta. Portanto,
P(S)=P(SNH)+P(SNF).

Ja sabemos que
P(SnNH)=0,20.

Além disso,

P(SNF)=P(F)P(S|F)=0,60-0,30=0,18.

Logo,
P(S)=0,20+ 0,18 = 0,38.
Portanto,
0,20 20 10
P(H = =" =—=0,526.
(H]5) 0,38 38 19 0,526

Assim, sabendo que a pessoa escolhida é fumante, a probabilidade de que
ela seja homem ¢é aproximadamente

52,6%.
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2.2 Probabilidade total e férmula de Bayes

A probabilidade condicional também pode ser lida ao contrario. Muitas
vezes conhecemos P(B | A), mas a pergunta interessante ¢ P(A | B). Ha
alguma maneira de inverter o condicionamento?

A resposta vem da mesma intersec¢ao escrita de dois modos:

P(ANB) =P(A| B)P(B) = P(B | A)P(A).

Quando P(B) > 0, basta isolar P(A | B).

Teorema 2.2 — Férmula de Bayes
Dados eventos A e B, tais que P(B) # 0 entao:

P(B|A)P(A)

P(AIB) = =5

Exemplo 2.3.

Considere um teste para uma doenga rara. Suponha que o teste tenha
sensibilidade de 98%, isto é, ele acusa resultado positivo em 98% das pessoas
que realmente possuem a doenga. Suponha também que sua especificidade
seja de 98%, isto é, ele acusa resultado negativo em 98% das pessoas saudaveis.
Além disso, suponha que apenas 0,5% da populac¢ao possua a doenga. Se
uma pessoa escolhida aleatoriamente testa positivo, qual é a probabilidade de
que ela realmente esteja doente?
Solugao.
Vamos denotar por D o evento “a pessoa estd doente” e por + o evento “o
teste deu positivo”. Queremos calcular

P(D|+),

isto é, a probabilidade de a pessoa estar doente sabendo que o teste deu
positivo.
Pelas informacoes do enunciado, temos

P(D)=0,005  P(D%) = 0,995,

e também

P(+ | D) = 0,98.
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Como a especificidade do teste é 98%, a probabilidade de falso positivo é
P(+| D =1-0,98 =0,02.

Pelo Teorema de Bayes,

P(+ | D)P(D)

POIH) = 5 TDP(D) + P+ | DIP(D)

Substituindo os valores, obtemos

0,98 - 0,005
P(D|+)= .
0,98 - 0,005 + 0,02 - 0,995
Portanto,
0,0049 0,0049
P(D|+) ’ = ~ 0,1976.

= 0,0049 +0,0199 _ 0,0248

Assim, mesmo apdés um teste positivo, a probabilidade de que a pessoa
esteja realmente doente é de aproximadamente

19,76%.

Esse resultado pode parecer surpreendente & primeira vista. A razao é
que a doenca é muito rara. Embora o teste seja bastante confiavel, existem
muitas pessoas saudaveis na populacdo. Como consequéncia, mesmo uma
pequena taxa de falsos positivos pode produzir um ntmero consideravel de
testes positivos entre pessoas que nao estdao doentes.

Uma maneira intuitiva de enxergar isso é imaginar uma populacao de 10 000
pessoas. Como a prevaléncia da doenca é de 0,5%, esperamos que cerca de 50
pessoas estejam doentes. Dessas, aproximadamente

0,98 - 50 = 49

testariam positivo.
Por outro lado, haveria cerca de 9950 pessoas saudaveis. Como a taxa de
falso positivo é de 2%, aproximadamente

0,02 -9950 = 199

pessoas saudaveis também testariam positivo.
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Portanto, entre os resultados positivos, teriamos aproximadamente 49
pessoas realmente doentes e 199 pessoas saudaveis. Logo, a proporcao de
pessoas realmente doentes entre aquelas que testaram positivo seria

49 49
- = — ~(,1976.
494199 248 ’

Isso mostra um ponto importante sobre testes de triagem para doengas raras:
mesmo testes com alta sensibilidade e alta especificidade podem produzir
muitos falsos positivos quando a prevaléncia da doenca é baixa.

<

Como F = (ENF)U(EN F°), com uniao disjunta, obtemos a forma mais
simples da regra da probabilidade total.

Teorema 2.3 — Probabilidade total
Se 0 < P(F) < 1, entdo, para todo evento E,

P(E)=P(E | F)P(F)+P(E | FO)P(F°).
Mais geralmente, se Fi, ... ,F, formam uma particao de 2 e P(F;) > 0

para todo i, entao

P(E) =) P(E| F)P(E).
i=1

Espaco Amostral €2

Evento E

Figura 2.1: A particdo de ) separa o evento E nas partes E N
..., ENFy.
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De fato, £ é a unido disjunta dos eventos F N Fj; basta somar suas
probabilidades e usar P(E N F;) = P(E | F;)P(F;).
Exemplo 2.4.

Considere trés recipientes, cada um contendo 100 esferas:
B O Recipiente 1 contém 75 esferas vermelhas e 25 azuis.
B O Recipiente 2 contém 60 esferas vermelhas e 40 azuis.
B O Recipiente 3 contém 45 esferas vermelhas e 55 azuis.

Um recipiente é selecionado aleatoriamente e, em seguida, uma esfera é
escolhida do recipiente selecionado, também de forma aleatéria. A tarefa é
determinar a probabilidade de que a esfera escolhida seja vermelha.
Solucgao.

Seja I? o evento de que a esfera escolhida seja vermelha, e B; o evento de que
o Recipiente 7 foi escolhido. As probabilidades condicionais sdo conhecidas:

P (R | By) = 0,75,
P (R | By) = 0,60,
P (R | Bs) = 0,45.

A particao dos recipientes é dada por By, By, Bs. E importante observar
que essa particao é valida, pois os eventos B; sdo mutuamente exclusivos
(apenas um pode ocorrer) e a unido deles abrange todo o espago amostral, ou
seja, P (Bl UByU B3) =1.

Utilizando a lei da probabilidade total, a probabilidade de escolher uma
esfera vermelha pode ser expressa como:

P(R) =P (R|B1)P (B1) +P(R|B;) P (Bz) + P(R| B3) P (Bs)
= (0,75) - 5 + (0.60) 5 + (0.45) - 5

= 0,60.

Assim, a probabilidade de que a esfera escolhida seja vermelha ¢é de 60%.

<
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Exemplo 2.5 — Monty Hall.

Um participante escolhe uma entre trés portas. Atrds de uma delas ha um
carro; atras das outras, cabras. O apresentador sabe onde esta o carro, sempre
abre uma das portas nao escolhidas que contém uma cabra e sempre oferece a
troca. Se puder escolher entre duas portas com cabras, decide ao acaso entre
elas. E melhor manter a escolha inicial ou trocar?

<

A priori, cada porta tem probabilidade 1/3 de esconder o carro. A regra
do apresentador, porém, fornece informacao sem redistribuir igualmente essa
probabilidade entre as duas portas fechadas.

Acontece, porém, que o apresentador do programa fornece-lhe informagoes
adicionais e por isso importa! Sem perda de generalidade, podemos assumir
que vocé selecionou a porta A como sua primeira escolha. Existem trés
possibilidades igualmente provaveis: o carro esta atrdas da porta A, o carro
esta atras da porta B, ou o carro estd atrds da porta C'. Vamos considerar
cada um destas possibilidades separadamente.

Se o carro esta atras da porta A, em seguida, o apresentador pode abrir
qualquer uma das outros duas portas. E, neste caso, a resposta correta (em
retrospectiva) é ficar com a porta inicial.

Se o carro esta atras da porta B, em seguida, o apresentador vai abrir
necessariamente a porta C'. Neste caso, a resposta correta é trocar de porta.

Da mesma forma, se o carro esta atras da porta C, em seguida, o apre-
sentador vai abrir a portaB, e novamente a resposta correta é trocar de
porta.

Assim, em dois dos trés casos igualmente provaveis, a estratégia correta
é mudar de porta. Isto significa que sdo mais propensos a ganhar os que
alternam de porta.

Podemos formalizar a solug¢ao do problema de Monty Hall pelo Teorema
de Bayes.

Como antes, vamos supor sem perda de generalidade que a porta que vocé
selecionou é denominada porta A. Além disso, vamos denominar a porta que
o apresentador abre como B. Assim temos:
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P(prémio em A | apres. abre B)

N
wl—

P(apres. abre B | prémio em A)P(prémio em A)
B P(apres. abre B)

P (prémio em C | apres. abre B)
P(apres. abre B | prémio em C)P(prémio em C) 1- % 2
P(apres. abre B)

Logo é vantajoso trocar de porta.

Exemplo 2.6.

Uma urna contém b bolas azuis e ¢ bolas vermelhas. Uma bola é retirada ao
acaso, sua cor é observada, e esta bola é devolvida para a urna juntamente com
outras d bolas da mesma cor. Este procedimento é repetido indefinidamente.
Qual é a probabilidade de que:

a. A segunda bola é tirada vermelha?

b. A primeira bola tirada é vermelha dado que a segunda bola tirada é
vermelha?

<

@m Denotaremos por V,, o evento que a bola retirada na n-ésima etapa é
vermelha. Entao

P(V2) = P(Va|V1)P(V1) + P(Va Vi) P(VT).

Assim dado que ocorreu V7, ou seja a primeira vola retirada é vermelha,
sabemos que a urna contém c + d bolas vermelha para a segunda retirada e

assim
c+d

b+c+d
De modo andlogo, dado que ocorreu V%, sabemos que a urna contém c
bolas vermelha para a segunda retirada e assim

P(V2|V1) =

C
P oy __°
(Va[V7) btctd
E assim
c+d c c b c
P(V,) = — —P(Vy).
(V2) brctdbtc brcrdbtc bte (V1)
bl
PViNVy) P(Vu| V)PV d
P(vi 1) = PUAN1e) _ PR IVOP(V) _ e

P(Va) P(1%) T btctd
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2.3 Independéncia

Agora podemos voltar a pergunta que motivou o capitulo. Quando a
informagao de que B ocorreu nao muda em nada a probabilidade de A? Nesse
caso, condicionar nao produz informacgao nova sobre A:

P(A | B) = P(A).

Essa é a forma mais intuitiva de independéncia, embora ainda nao seja a
melhor defini¢ao formal.

Definicao 2.2 — Eventos Independentes - Definicio Provisodria

Dado um espago de probabilidade (2,F,P), dois eventos A e B com
P(A) > 0 e P(B) > 0 sdo ditos independentes se P(A|B) = P(A).

Essa definicao, embora 1til, é limitada a eventos com probabilidade positiva
e apresenta uma aparente assimetria. A expressio P(A|B) = P(A) nao reflete
a simetria presente na afirmacao "A e B sdo independentes". De fato, com
base apenas nessa expressao, poderia parecer mais razoavel afirmar que A é
independente de B, mas nao necessariamente o contrario.
No entanto, se P(A|B) = P(A) > 0, entdo podemos deduzir que
(AnB) P(AB)P(B) P(AP(B)

P
PEW="pm T ey ey

justificando assim a simetria da definigao.

Mais importante ainda, para eventos com probabilidade positiva, temos

que P(A|B) = P(A) se, e somente se, Pl(fég?) = P(A). Isso implica que

P(A|B) = P(A) & P(AN B) = P(A) - P(B).

Como a igualdade & direita ndo depende de P(A) > 0 e P(B) > 0,
conseguimos uma definicdo mais geral e elegante de independéncia.

Definicao 2.3 — Eventos Independentes

Dado um espago de probabilidade (£2,F,P), dois eventos A e B sao ditos
independentes se

P(ANB) = P(A) - P(B).
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Exemplo 2.7.

Uma carta ¢é selecionada aleatoriamente de um baralho comum de 52 cartas.
Se E é o evento em que a carta selecionada é um as e F' é o evento em que a
carta selecionada é vermelha, os eventos E e F sdo independentes?

<

Os eventos F e F' sao independentes. Isso ocorre porque P(E N F) = 2/52,
enquanto P(F) =4/52 e P(F) = 1/2.

Exemplo 2.8.

Um sistema formado por n componentes é denominado sistema em paralelo
se ele funcionar quando pelo menos um dos componentes funcionar. Em
um sistema como esse, é usual supor que o evento do i-ésimo componente
funcionar ¢ independente dos demais componentes. Qual a probabilidade do
sistema funcionar?

Seja A; o evento em que o componente ¢ funciona. Entao

P(sistema funciona) = 1 — P(nenhum componente funciona) (2.1)

1-— P(ﬂ AS)

n

— 1T -p) (2.3)

i=1
Em resumo, as duas defini¢oes sao equivalentes quando P(A), P(B) > 0,
mas a segunda é preferivel, pois abrange eventos para os quais P(A) = 0 ou

P(B) = 0. Além disso, essa definigdo deixa claro que, se A é independente de
B, entao B também é independente de A.

Proposicao 2.4

Um evento A é independente dele mesmo se, e somente se, P(A) =0
ouP(4) =1.
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Demonstracao.
P(A) =P(ANA) =P(A)>.

Resolvendo essa equacao do segundo grau em P(A), concluimos que P(A4) =0
ouP(A4) =1. [

Exemplo 2.9.

Considere o experimento de rolar dois dados justos. O espaco amostral é
dado por Q = {(i,j) : 1,5 € {1,2,3,4,5,6}} e P é a medida de probabilidade
uniforme em (£2,29), tal que

para todo (7,j) € €.
Definimos os seguintes eventos:

A = {observamos 2 no primeiro dado} = {(2,5) : j € {1,2,3,4,5,6}},
B = {observamos 4 no segundo dado} = {(i,4) : i € {1,2,3,4,5,6}},
C = {a soma dos valores observados é 7} = {(i,j) € Q: i+ j=T7}.

Observe que P(A) = P(B) = P(C) = L. Além disso,

P(ANB) = — = P(A)P(B),

~ 6
1 11
"6 6
e, analogamente, P(ANC) =P(A)P(C) e P(BNC) =P(B)P(C).
Isso mostra que os eventos A e B sao independentes, assim como os eventos

AeC eoseventos BeC.
4

A defini¢do de independéncia para mais de dois eventos é um pouco mais
sutil. No exemplo anterior, descrevemos trés eventos, cada par dos quais é
independente, mas nédo é razodvel afirmar que o trio A, B, C' é independente.
De fato, saber que o primeiro dado mostra 2 e o segundo 4 implica que a
soma ¢é 6, e portanto,

P(C|AN B) = 0 # P(C).

Isso demonstra que a independéncia entre pares, embora necesséria, ndo é
uma condicao suficiente para a independéncia de multiplos eventos.
Para explorar essa questao, considere o exercicio a seguir:
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Exercicio 2.1

Construa um exemplo de espago de probabilidade e trés eventos A, B e C' tais
que P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C), mas os pares de eventos nao sao todos
independentes.

A solucdo para esse problema é apresentada na seguinte definicao.

Definicao 2.4

Um conjunto finito de eventos A4; é dito independente dois a dois se
e somente se cada par de eventos é independente, isto é, se e somente se
para todos os pares distintos dos indices m, k,

I)C4nzml4k)=:I)L4WJI)@4k)

Um conjunto finito Ay, ...,A4, é dito independente se, para todo sub-
conjunto nao vazio J C {1,...,n},

P| (4] =]]PA,).

JjeJ JjeJ

Definicao 2.5
Experimentos aleatérios independentes, com apenas dois resultados pos-

siveis — sucesso ou fracasso — e probabilidades de sucesso e fracasso
constantes, sdo chamados ensaios de Bernoulli.

Exemplo 2.10 — Ensaios de Bernoulli.

Deve-se realizar uma sequéncia infinita de tentativas independentes. Cada
tentativa tem probabilidade de sucesso p e probabilidade de fracasso 1 — p.
Qual é a probabilidade de que

1. pelo menos 1 sucesso ocorra nas primeiras n tentativas;
2. exatamente k sucessos ocorram nas primeiras n tentativas;

3. todas as tentativas resultem em sucessos?
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. Para determinar a probabilidade de pelo menos 1 sucesso nas primeiras n

tentativas, notamos que é mais simples calcular primeiro a probabilidade
do evento complementar: de que nenhum sucesso ocorra nas primeiras n
tentativas. Se F, representar o evento fracasso na i-ésima tentativa, entao
a probabilidade de ndo ocorrer sucessos é, por independéncia, (1 — p)”
Portanto, a resposta é 1 — (1 — p)™.

. considere qualquer sequéncia na qual dentre os primeiros n resultados

ocorram k sucessos e n — k fracassos.

Cada uma dessas sequéncias, pela hipétese de independéncia das tentativas,
ird4 ocorrer com probabilidade

k —k

PH(1 = p)" k.

Como existem (Z) sequéncias como essa, a probabilidade desejada ¢é

P (exatamente k sucessos) = (Z) pk(l - p)nik

Para responder ao item (3], notamos, pela letra (1], que a probabilidade de
que as primeiras n tentativas resultem em sucesso é dada por

(3
=1

Assim, usando a propriedade da continuidade das probabilidades, vemos
que a probabilidade desejada é dada por

p(Ae) = ()
ik

. Osep<1
— no_
_hﬁnp _{1sep:1
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Exemplo 2.11 — Ruina do jogador.

Em cada rodada de um jogo justo, um jogador ganha ou perde um real,
com probabilidade 1/2 em cada caso. Seu capital inicial é o inteiro x, com
0 < x < m, e ele joga até o capital atingir 0 ou m. Qual é a probabilidade de
ruina?

<

A probabilidade de ruina depende tanto do capital inicial  quanto do
montante final desejado m.

Seja p(z) a probabilidade de o jogador ir & ruina se ele comegar com um
capital de x délares. Entao, a probabilidade de ruina, uma vez que o jogador
vence a primeira rodada, é p(z + 1), pois o capital do jogador passa a ser x + 1
se ele vencer a primeira rodada. De forma similar, a probabilidade de ruina,
dado que o jogador perde a primeira rodada, é p(z — 1), j4 que o capital do
jogador se torna x — 1 se ele perder a primeira rodada.

Em outras palavras, seja By o evento de que o jogador vence a primeira
rodada, By o evento de que o jogador perde a primeira rodada, e R o evento
de ruina.

Entao temos:

P(R|B)) =p(z+1) P(R|By) =plz—1)

Sabemos também que:

P(B) =, o P(B)=,

Pela formula da probabilidade total temos:
P(R) = P(R|B1)P(B1) + P(R|B2)P(B>)

o que implica em:

(plz =1 +ple+1), 1<z<m-1,

| =

p(z) =

e claramente
p(0)=1  p(m)=0.
A equagao de recorréncia anterior tem como solugao p(x) = ¢1 + cox. As
constantes podem ser determinadas pelas condi¢oes de fronteira.

c1 =1, 1+ com = 0.

E logo

p(a:):l—ﬁ 0<z<m
m
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Ao atravessar este capitulo

Condicionar significa atualizar o universo do calculo. A regra do produto,
a probabilidade total, Bayes e independéncia devem ser usados com os
eventos condicionantes e suas probabilidades claramente identificados.

2.4 Exercicios

Exercicio 2.2 — Teste diagnéstico

Uma condicao afeta 1,5% da populacao. Um teste tem sensibilidade 94% e
especificidade 97%. Calcule a probabilidade de uma pessoa ter a condi¢cao
dado que o teste foi positivo. Explique por que o resultado nao é 94%.

Exercicio 2.3 — Urnas

Escolhe-se uma de trés urnas com probabilidades 0,2, 0,5 e 0,3. Elas contém,
respectivamente, 3/5, 5/8 e 7/10 bolas azuis. Uma bola retirada é azul.
Determine a probabilidade de ela ter vindo da segunda urna.

Exercicio 2.4 — Independéncia
Se P(A) = 0,4, P(B) = 0,5 e P(AU B) = 0,7, verifique se A e B sao
independentes. Determine ainda P(A°N B) e P(A| AU B).

Exercicio 2.5 — Ensaios de Bernoulli

Uma conexao transmite cada pacote corretamente com probabilidade 0,92,
independentemente dos demais. Calcule a probabilidade de: (a) os primeiros
seis pacotes chegarem corretamente; (b) ocorrer exatamente uma falha nos
seis; (c¢) a primeira falha ocorrer no quinto pacote.

Exercicio 2.6 — Ruina do jogador

Um jogador comeca com 4 fichas e para ao atingir 0 ou 11. Em cada rodada
ganha uma ficha com probabilidade 1/2 e perde uma com probabilidade 1/2.
Use a recorréncia do capitulo para calcular a probabilidade de atingir 11 antes
de 0.



CAPITULO

3

Variaveis aleatorias

3.1 Variaveis aleatérias e funcoes de distribuicao

Um experimento produz um resultado w, mas quase nunca precisamos
guardar toda a informacao contida nele. Num conjunto de lancamentos de
moeda, talvez interesse apenas o niimero de caras; num componente eletronico,
o tempo até a falha; num ponto do plano, a distancia a origem. Em cada caso
fazemos a mesma coisa: extraimos do resultado uma quantidade numérica.

Essa passagem é tao natural que vale formular a pergunta ao contrario:
que propriedade uma fungao X (w) precisa ter para que possamos fazer pro-
babilidade com seus valores? Queremos, pelo menos, que perguntas como
“X < x?” definam eventos. Por isso exigimos que

(X <z]={we: X(w)<z}eF

para todo x € R. Nos exemplos usuais essa condi¢do serd automatica; o papel
dela é garantir que expressoes como P(X < z) facam sentido.

Definicao 3.1

Uma variavel aleatéria X em um espago de probabilidade (2, F,P) é
uma fungao real definida no espago 2 tal que [X < z] é evento para todo
x € Ry ie., X : Q — R é varidvel aleatéria se [X < z] € F para todo
z € R.

42
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E ttil guardar a imagem € LR X éa regra; a aleatoriedade vem do
resultado w. Quando perguntamos se X caiu num conjunto B, voltamos ao
espago amostral pela imagem inversa,

[X € B]=X"Y(B).

Exemplo 3.1 — Namero de caras.

Lancamos uma moeda n vezes. Um resultado é uma sequéncia w =
(wi,...,wy), com cada w; igual a cara ou coroa. Se X conta o ntimero de
caras, entao

X(w) = #{i : w; = cara}.
A variavel aleatoria transforma uma sequéncia inteira em uma tnica contagem.

<

Exemplo 3.2 — Uma transformacado de um resultado continuo.

Escolha um ponto w uniformemente em [0,1] e defina
X (w) = w?

O experimento produz o ponto w; a variavel aleatoria registra o seu quadrado.

<

Exemplo 3.3 — Distancia ao centro.

Escolha um ponto w = (z,y) no disco unitario e defina

X(w) = /22 + y2.

Dessa vez, um resultado bidimensional é resumido por uma tnica quantidade:
a distancia a origem.

<

Se o préprio resultado ja é um nimero real, podemos simplesmente tomar
X(w) = w. Se o resultado é um ponto do plano, suas coordenadas podem ser
registradas por duas variaveis X e Y'; essa ideia serd retomada no capitulo de
vetores aleatérios.
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Definicao 3.2
A funcao de distribuicao da variavel aleatoria X, representada por
Fx ou simplesmente por F', é definida por

Fx(z)=P(X <z), zeR.

A fungao de distribuicao também é chamada de funcado de distribuigao
acumulada. Ela guarda toda a distribuicao de X. Por exemplo, se a < b,

P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

Assim, depois de conhecer F'y, podemos calcular probabilidades de intervalos
sem voltar ao espago amostral original. Parte da complexidade de €2 ficou
comprimida numa tnica funcao da reta real.

Exemplo 3.4.
Seja X = nimero de H em dois lancamentos independentes de uma moeda
justa. Entao temos

2 ¢ P2)=1
1 P(1) =2
0¢ PO=1

Figura 3.1: A fungéao de distribui¢do acumulada no ponto z, Fx(x),
é a probabilidade de vermos um resultado menor que
z. No caso ilustrado Fx(z) =1+ 2 = 3.

0, com probabilidade
X =4¢ 1, com probabilidade
2, com probabilidade

e Sl

Entao, podemos criar a funcao de distribuicdo. Esta fungao apresentard
descontinuidades do tipo salto nos pontos 0, 1 e 2.

0, <0
1
=, x e 0,1
Fx(@)=P(X<a)={ 1, xeh 2))
4 27 )
IT+l4+1, ze2,400)
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T T T
1 o~ |
0.8} .
o—O
0.6 | .
0.4} .
e—=O
0.2} .
0of ——o .
| | | | | | |
—2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.2: Distribui¢ao do Exemplo 3.4

Exemplo 3.5.

Considere o experimento de sortear ao acaso um ponto no disco unitario
B = {(a,b) : a®> + b* < 1} em R?, e defina X como a distancia ao centro da
bola.

Para modelar este problema podemos considerar que a probabilidade de
sortearmos um ponto em uma regiao A € B(B) é proporcional a drea de A.
Mais especificamente

P(4) arez:r (A)
ﬂ
~1 0 1 z

Agora, note que X (a,b) = va? + b? e portanto para x € [0,1]

P(X <z)=P({(a,b): a®> +b> < 22}) = % = 22,
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e portanto
0, x<0
Flz)=<¢2? 0<z<1.
1, x>1

Teorema 3.1 — Propriedades da Funcao de Distribuicao

A fungao de distribuicdo F'(z) de uma variavel aleatéria X possui as
seguintes propriedades:

I. F é nao decrescente e 0 < F(z) < 1.
2. F(z) = 0 quando z — —o0 e F(z) — 1 quando = — +o0.

3. F é continua a direita, ou seja

lim F(y) = F(x).

y—azt

. F possui limites a esquerda em todos os pontos. Além disso,

F(z7):= lim F(y)=P(X < z).

Yy—x—

Em particular,

()}

. F possui no maximo nimero enumeravel de descontinuidades.

Uma func¢ao F' continua a direita e com limites & esquerda é chamada
cadlag, abreviagao da expressao francesa continue a droite, limites & gauche.

Demonstragio. 1. Se z <y, entdo {X <z} C{X <y}. A monotonicidade
de P mostra que F'(x) < F(y); os limites 0 < F' < 1 seguem dos axiomas.

2. Escolha sequéncias x, | —0o e y, T +00. Entdao {X < z,} | 0 e {X <
yn} T . Pela continuidade da probabilidade, F(z,) — 0 e F(y,) — 1.
Como F' é monoétona, esses sdo os limites de F' nos extremos da reta.

3. Se xp, | x, entao {X < xz,} | {X <z}. Logo F(z,) — F(z), o que prova
a continuidade a direita.
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4. Se yn Tz, entdo {X <y,} 1 {X < z}. Portanto

F(z7) = lim F(y,) =P(X <x).

n—oo
Como {X < z} é a unido disjunta de {X < z} e {X = x}, segue que
P(X =2)=F(z)— F(z7).
5. Param > 1, seja Dy, = {z : F(z) — F(z7) > 1/m}. Como a soma das
probabilidades P(X = z) ndo pode exceder 1, o conjunto D,, tem no

maximo m pontos. Toda descontinuidade de F' pertence a algum D,,;

portanto o conjunto de descontinuidades, |J,,,~; Dm, ¢ enumeravel.
m

Proposicao 3.2
P(X € (a,b]) = F(b) — F(a).

Definicao 3.3
Uma fungdo F : R — [0, 1] tal que
1. F é nao-decrescente;

2. F é continua pela direita;

3. lim F(z)=0e lim F(z)=1

T——00 T—+00

¢é denominada fungao de distribui¢ao candidata.

Mostraremos que toda candidata a funcao de distribuicao de probabilidade
¢é na realidade uma funcao de distribuicao, i.e., construiremos uma variavel
aleatoria que possua como funcao distribuicao a funcao candidata dada. Isso
nos permitird construir uma sequéncia de variaveis com func¢oes de distribuicao
pré-determinadas, sempre no mesmo espago de probabilidade, permitindo a
andlise mais precisa do comportamento da sequéncia.
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Proposicao 3.3
Dada uma funcao candidata a funcao de distribuicao de probabilidade F

entdo existe uma variavel aleatoria X tal que a sua funcao de distribuicao
de probabilidade é F'.

Uma construgao til justifica a afirmacdo. Se U é uniforme em (0,1), defina
X =inf{x e R: F(x) > U}.

Pela monotonicidade e continuidade a direita de F', os eventos {X < z} e
{U < F(x)} coincidem. Assim P(X <z)=P(U < F(z)) = F(z).

3.2 Tipos de variaveis aleatoérias

As variaveis aleatérias podem ser classificadas em dois tipos principais:
discretas e continuas, dependendo da natureza dos valores que elas podem
assumir.

Definicao 3.4

1. A variavel aleatéria X é dita discreta se toma um ntmero finito ou
enumeravel de valores, i.e., se existe um conjunto finito ou enumeravel
{z1,29,...} C R tal que X(w) € {z1,22,...} paratodow € Q. A
fungao p (z;) definida por p(z;) = P (X =a;),i = 1,2,..., é dita
funcao de probabilidade de X.

2. A varidvel aleatéria X ¢é (absolutamente) continua se existe uma
fungao f(x) > 0 tal que

Fx(x) = / f(t)dt, paratodox € R

Neste caso, dizemos que f é funcao de densidade de probabilidade de
X ou simplesmente densidade de X.

Temos uma analogia entre densidade de probabilidade e densidade de
massa, que pode ser entendida comparando os conceitos de distribuicao de
massa fisica em um objeto com a distribui¢do de probabilidade ao longo de
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um eixo.

Densidade de Massa em Uma Dimensao Imagine uma barra fina
e longa de material uniforme (por exemplo, um fio ou uma haste), onde a
densidade de massa p(z) indica como a massa estd distribuida ao longo do
comprimento z. A densidade de massa p(x) é medida em unidades de massa
por unidade de comprimento (por exemplo, kg/m). Para encontrar a massa
total M em um intervalo [a,b] ao longo do fio, integramos a densidade de
massa sobre esse intervalo:

M = /abp(x) dzx.

Densidade de Probabilidade em Uma Dimensao A densidade de
probabilidade p(z) funciona de maneira semelhante, mas, em vez de medir
como a massa esta distribuida, ela mede como a probabilidade esta distribuida
ao longo de um eixo. A densidade de probabilidade p(x) indica a "concentragao"
da probabilidade em torno de um ponto x e é adimensional. A probabilidade
total P de encontrar uma varidvel aleatéria dentro de um intervalo [a,b] é

dada pela integral da densidade de probabilidade nesse intervalo:
b
P = / p(z) dz.
a

Exemplo 3.6.

Sorteio de Pontos Segundo uma Distribuicao de Probabilidade
Considere uma distribuicao de probabilidade continua descrita por uma

densidade de probabilidade p(x) definida no intervalo [0, 1]. Para ilustrar o

conceito, vamos considerar uma distribuicao linear simples dada por:

p(z) =2z, para0 <z <Ll

Densidade de Massa p(z) = 2"

Figura 3.3: Fio com densidade de massa crescente p(x) = 2x.

Essa fungao p(z) indica que a probabilidade de encontrar um valor préximo
a x aumenta a medida que x cresce. Em outras palavras, valores de x mais
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préximos de 1 sdo mais provaveis de serem escolhidos do que valores préximos
de 0. Essa é uma situagao analoga a ter uma barra de densidade de massa que
se torna mais densa a medida que nos aproximamos de uma das extremidades.
Podemos verificar que p(z) é uma densidade de probabilidade vélida, pois ela
satisfaz a condi¢do de normalizacgao:

/01 2x dr = [xﬂ(l) =1.

Agora, vamos calcular a probabilidade de a varidvel estar dentro de um
subintervalo especifico [a,b], onde 0 < a < b < 1. Isso pode ser obtido
integrando a densidade de probabilidade p(x) nesse intervalo:

a

b b
P(aﬁxﬁb):/ 2xdr = {xﬂ =12 —d®.

Graficos das Funcées de Distribuicao de Variadveis Aleatérias Discreta,
Continua e Mista Dependendo da natureza da variavel aleatoria — dis-
creta, continua ou mista — a forma da funcdo de distribuicdo apresenta
caracteristicas distintas:

B Discreta: Para varidveis aleatorias discretas, a funcao de distribuicao possui
uma estrutura em degraus. Isso ocorre porque a probabilidade se acumula
em valores especificos, resultando em saltos na funcdo. Entre esses saltos, a
funcao de distribuicdo permanece constante, indicando que a variavel nao
assume valores intermedidrios.

B Continua: Para varidveis aleatérias continuas, a fungao de distribuicao é
uma funcao continua, sem qualquer tipo de salto. Isso reflete o fato de que
a probabilidade é distribuida de maneira continua ao longo de um intervalo
de valores. A continuidade da funcao indica que a variavel pode assumir
qualquer valor dentro de um intervalo onde a funcao de distribuicao é
crescente.funcgao.

B Mista: A func¢ao de distribuicdo de uma varidvel aleatéria mista combina
as caracteristicas das duas anteriores. Ela apresenta trechos continuos nao
constantes, correspondentes a intervalos onde a varidvel pode assumir um
conjunto infinito de valores, e saltos em pontos especificos, onde existe uma
probabilidade acumulada discreta.



3 Variaveis aleatérias 51

Fx(fL‘)

=T

Discreta Continua z Mista

Figura 3.4: Fungbes de Distribuicao de Varidveis Aleatérias Discreta, Continua
e Mista

Exemplo 3.7.

Determine para que valores da constante ¢ € R, a func¢ao abaixo representa
uma densidade de probabilidade.

c(1-2)% se0<z<1/2
flx)=91/(c+1), sel/2<ux<1;

0, caso contrario.

Para que f seja uma densidade, precisamos de f(z) > 0e [*0 f(x)dz = 1.
Se ¢ > 0, a primeira condi¢ao ja esta satisfeita; resta impor a normahzagéo:

0 0 1/2 1 0o
/ f(z)de = / 0dx +/ c(1 — z)2dx + L. +/ Odz = 1,
—o0 —o0 0 12¢+1 1

que resulta em

~(1-a)?
3

1/2 1

=1=7%—17c—12=0.
1/2

C

0 c+1

A solugao negativa dessa equagdo é descartada e obtemos ¢ = 3.

Proposicdo 3.4
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T;<T z; <z

2. Se X é absolutamente continua, entdo F'x, sendo uma integral
indefinida de f, é continua.

Uma fungdo f(x) > 0 é densidade de alguma varidvel aleatéria se, e somente
se, [70, f(z)dz =1, jA que neste caso F' definida por

Fz) = /_ ; F()dt

é funcao de distribuicdo. Reciprocamente, se f é densidade entao

o0
[, fl@)de = 1.
Como podemos verificar se X tem densidade? O critério seguinte cobre as
funcoes de distribuicao regulares encontradas neste curso.

Proposicao 3.5
Uma variavel aleatéria X cuja funcao de distribuicao F'x seja

a. continua e

b. continuamente diferenciavel por partes, em uma particao finita da
reta, com derivada integravel,

possui densidade dada por

Fi(z), se Fx é diferencidvel em =z,
f@)=9,"

0, caso contrario

O valor de f nos poucos pontos onde Fx nao ¢ diferenciavel é irrelevante
para a integral. Em cada trecho, o Teorema Fundamental do Calculo fornece
a variacao de F'y; somando os trechos e usando lim,_, o, Fx(z) = 0, obtemos

Fy(a) = /_ aoo f(x) da.
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Por exemplo, seja

0, <0
Fx(l‘): x, 0§x§1
1, =z>1

Entao X tem densidade, pois F'x é continua e

, _J1, ze(01)
Fx(e) = {o, v ¢ [0,1]

Logo a densidade de X é dada por

1, z€(0,1),
0, x<Oouxz>1.

f(z) = Fx(z) —{

O valor de f nos pontos 0 e 1 é arbitrario, pois qualquer que seja f(0)
e f(1), a integral [*__ f(t)dt é ainda igual a Fx(x). Costuma-se definir ou
f(0) = f(1) =1 ou f(0) = f(1) = 0.

Por outro lado, suponha que

FX(x):{o, z<0

1, >0

Aqui X nao tem densidade, pois Fx nao é continua. De fato X é uma
variavel aleatoria discreta, e P(X =0) = 1.

E facil construir um exemplo de varidvel aleatéria que nio é discreta nem
absolutamente continua, mas sim uma mistura dos dois tipos.

Exemplo 3.8 — Funcdo de Distribuicdo Mista.

A variavel aleatéria X tem funcao de distribuicao dada por:

0, sex <0
x/4, se0<z<l1
1/2, sel<uxz<2;
1, se x > 2.

F(x) =

O trecho inclinado entre 0 e 1 corresponde a parte com densidade. Os
saltos em 1 e 2, de tamanhos 1/4 e 1/2, correspondem as massas pontuais.



3 Variaveis aleatérias 54

0.2 1 -

Figura 3.5: Funcao de distribuicao mista do Exemplo 3.8.

Teorema 3.6 — Decomposicao mista sob hipoteses regulares

Seja F' uma funcao de distribuicdo com saltos apenas nos pontos
z1i,...,T,. Escreva

pi=F(z) = F(z7), H@)=F@)- ) p

L

Suponha que H seja continua, continuamente diferenciavel por partes
em uma particao finita da reta e que sua derivada h = H' seja integréavel.
Entao F' é uma mistura de uma distribuicao discreta e uma distribuicao
com densidade:

,
F=aF;+ (1 - a)Fy,, a:Zpi.
i=1

Quando o > 0 e a < 1, as duas fungoes de distribuicdo normalizadas
sao

Fy(x) = é > pis Foc(z) ! /m h(t) dt.

si<e l—a/)_«

Se a =0 ou a = 1, permanece apenas a componente nao nula.
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Demonstracao. A subtragao da funcao-degrau remove precisamente os saltos
de F, de modo que H é a parte continua. Como H é continuamente diferen-
cidvel por partes e h = H' é integrdvel, o Teorema Fundamental do Célculo,
aplicado em cada trecho, da

H(z) = [ “; h(t) dt.

Além disso, h > 0 nos pontos de diferenciabilidade, pois H é nao decrescente.
Fazendo x — 0o, obtemos [*°_ h(t) dt = 1—a. Logo as normalizacdes exibidas
no enunciado sao fungoes de distribuicao, e a identidade decorre diretamente
da definicao de H. ]

A discussao acima da um método de decompor F' em suas partes discreta
e absolutamente continua. Consideremos um exemplo.

Exemplo 3.9.
Seja
0, <0
Fy(x)=<Sz, 0<z<}
, T2
T T
1h «
0.8
0.6 -
0.4
0.2
0 L
| | | | |
-2 -1 0 1 2

Figura 3.6: Distribuicao do Exemplo 3.9

Fy tem apenas um salto, em z = 1/2, e p; = salto no ponto 1/2 = 1/2.
Logo

N[ N|—
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Diferenciando, temos

0, z<0 ou x>
1, 0<x<%

D=

fl@) = Fy(x) = {

f(x)=0 se x=0 ou 1/2 (por definigao).

Logo
. 0, =<0
Foo(z) = f)dt =Sz, 0<z<3
- 1 1
2 T>3

Como Fy + F,. = Fy, metade da probabilidade estd concentrada no
ponto 1/2 e a outra metade tem densidade constante no intervalo [0,1/2].

Normalizando as componentes, temos Fy = %Fc’{ + %F;C

3.3 Distribuicao de uma variavel aleatéria

Até aqui descrevemos X por eventos do tipo [X < x]. Mas, uma vez que a
variavel foi definida, podemos perguntar mais: qual é a probabilidade de X
cair num intervalo, numa unidao de intervalos ou em outro conjunto usual da
reta? A condicao da definicao é suficiente para garantir que essas perguntas
também estejam bem definidas. Em particular:

Proposicao 3.7

Se X é variavel aleatéria em (2, F,P), entdao o evento
(X € Bl ={weQ: X(w) € B}

¢é evento para todo boreliano B, i.e.,

[X € B] € F, para todo B € B = o-algebra de Borel.
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Proposicao 3.8

Seja Px(B) = P(X € B), para B boreliano, entdao Px é uma probabi-
lidade em B, isto é, Px(B) satisfaz:

Axioma 1. Px(B)=P(X € B) > 0.

Axioma 1. Px(R)=P(X €R)=1.

Axioma 3. Se By, B, ... € B sao disjuntos, entao

Px (UB,) =P (X €UB,) =P (U[X € B,)]) =
=Y P(X€B,) =) Px(Bn).

Definicao 3.5

A probabilidade Px, definida na o-algebra de Borel por Px(B) =
P(X € B), é denominada distribuigdo de X.

Nos casos discreto e continuo, podemos descrever a distribuicado por meio
da funcao de probabilidade ou densidade:

Proposicao 3.9

1. Se a variavel aleatéria X é discreta e toma valores somente no
conjunto {z1,xs, ...}, entao

Px(B) = Z P(X=ux)= Z p(z;), paratodo B € B.
r,€B z,€EB

2. Se X é absolutamente continua com densidade f(x), entao

Px(B) = /Bf(a:)dac, para todo B € B.
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A distribuicao de X é determinada por qualquer das seguintes fungoes:
1. A funcao de distribuicao Fy.
2. A densidade f(z), se X é absolutamente continua.

3. A fungao de probabilidade p (x;), no caso discreto.

Para conhecer a distribuicao de X, tanto faz conhecer qualquer das suas
representacoes. Costuma-se escolher a representagdo mais conveniente para
descrever a distribuicao de uma dada variavel aleatéria. No caso continuo,
esta é geralmente a densidade.

3.4 Esperanca

Conhecer toda a distribuicao é muita informagao. E se quisermos apenas
um valor que indique onde a varidvel tende a se concentrar? A primeira
resposta é a esperanca: uma média ponderada pelos pesos probabilisticos.

Definicao 3.6

Definimos a esperanga ou valor esperado de uma variavel aleatéria
como:

" E(X) = 1T af(z)de

A esperanca E[X] é a média ponderada dos possiveis valores. Outro modo
de ver a esperanca é como o centro de gravidade de um conjunto de particulas
cuja x-ésima particula esta na posigdo = e tem massa p(x).

Exemplo 3.10.

Determine o valor esperado quando rolamos um dado honesto. denominado

1 2 3 4 5 6
E[X}Zg—i-g—i-g—l-é-f—g"i‘g
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Exemplo 3.11.

Seja X uma variavel aleatoria que pode receber os valores —2, — 1,0,1 e 3 com
respectivas probabilidades

P[X=-2=02 PX=-1=04 P[X=0]=02,
P[X =1]=0,1 P[X =3]=0,1.

Calcule E[X?] e E[X]?

q
Teorema 3.10
Seja X uma variavel aleatéria, e g : R — R. Entao a esperanca de g(X)
é dada por
E[g(X)] =) g(z)p(z)
x
sempre que a ultima soma estiver bem definida.
Demonstracao.
Elg(X)] = > yPle(X)=yl=>y > P[X=4g (3.1)
Y Yy xig(x)=y
= Y P == 3 @PX =1 (2
Y zig(x)=y Y wig(z)=y
= > g(x)P[X = 1] (3.3)
|

Corolério 3.11

Se a e b sao constantes entao

EjaX + b =aE[X]+ b

Para duas variaveis aleatérias X e Y no mesmo espaco amostral, podemos
definir novas variaveis aleatérias X + Y, X - Y, etc. como

(X 4+Y)(w) =X(w)+Y(w), e (XY)(w) =X(w)Y(w).
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Teorema 3.12

E[X + Y] = E[X] + E[Y]

Teorema 3.13

Se as varidveis aleatorias X e Y sdo independentes e E[X] e E[Y] sdo
finitos, entdao E[XY] estd bem definida e satisfaz

E[XY] = E[X|E[Y].

Definicao 3.7

Definimos o n-ésimo momento da variavel aleatoria X como

E[X"] := Z x"p(x)

No caso continuo temos:

+o00
VM@):/ (¢ — B(X))2f(2) dz = B(X?) — B(X)2.

— 00

3.5 Variancia

A esperanca localiza um centro, mas nao diz quao espalhados estao os
valores em torno dele. Duas distribui¢bes podem ter a mesma média e
comportamentos muito diferentes. Como medir essa dispersao?

Uma possibilidade seria usar | X — E[X]|. Por razoes algébricas, porém, o
quadrado (X — E[X])? ¢ mais conveniente e conduz & variancia. Nesta secio
suporemos finitos 0os momentos necessarios.

Definicao 3.8

Definimos a varidncia de uma variavel aleatéria X, de esperanca finita p
€omo
Var[X] = E[(z — p)’]
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O desvio padrao o(X) de X é definido como a raiz quadrada da variancia,

o(X) =4/ Var(X).

Proposicdo 3.14

Var[X] = E[X?] — (E[X])?

Demonstracio. Escreveremos E(X) = p. Entao temos:

Var[X] = E(X?—2uX + 4?)
= E(X?) - 2uE(X) + p?
= E(X?) -2 +p° = BE(X?) — p
Exemplo 3.12.

Determine a variancia de um dado honesto. denominado
1

11 1 1 1
E[X?=1-4+4-+9- + 16~ +25_ + 36— =

6 6 6 6 6 6
7
Como E[X] = B temos que

Var(X) = %

Exemplo 3.13.

3.4)
5)
2-
|
91
6
<

Considere o experimento de jogar 5 moedas honestas. Se H representar o
niumero de caras que aparecerem. Calcule a esperanca e a varidncia de H.

Lembramos que

1 1

PX: = - = —
( 0)=3 32
5\15 5
P<X:1)Z<1>2 T 32
5\1° 10
P(X_2)_<2>2 >



3 Variaveis aleatérias 62

5

P(X = 3) = (g); -
5

P(X = 1) = @; -~
5

rw-0-(32-2

Logo a esperanga é

5 .10 .10 5 _1 8 5
E[H =1 +2— 43— 44— 45— =— =
] =+ sy T3 T 79 — 3 2

Para o calculo da varidncia comecaremos calculando

5 10 10 5 115
21 JR— J— _ _— _— = —
E[H?] = 15 +dg0 + 950 + 1655 + 255 = 4

Logo a variancia é
15 25 5

Var(X)—?—Z Z

Teorema 3.15

Dadas X e Y variaveis aleatoriamente e a,b € R entao
a. Var(aX + b) = a? Var(X).

b. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2(E(XY) - E(X)E(Y)). Em
particular, se X e Y sdo independentes, entao

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
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Ao atravessar este capitulo

A funcao de distribuigdo Fy(z) = P(X < x) unifica varidveis discretas,
continuas e mistas. Saltos fornecem massas; em trechos regulares,
derivadas fornecem densidades.

3.6 Exercicios

Exercicio 3.1 — Validacdo de uma funcao de distribuicao

Determine os valores de a para os quais

0, x<0,
Fz)=<ar, 0<z<2,
1, x>2

é uma funcao de distribui¢ao. Para o valor admissivel, calcule P(0,4 < X <
1,6).

Exercicio 3.2 — Saltos e massas

Uma funcao de distribui¢ao tem saltos de tamanhos 0,18, 0,27 e 0,15 nos
pontos —1, 0 e 2, respectivamente, e cresce linearmente de 0,60 para 1 no
intervalo [2,5]. Determine todas as massas pontuais e a densidade no trecho
continuo.

Exercicio 3.3 — Quantis

Se X tem funcio de distribui¢io F(z) = 1 — e 2%, 2 > 0, encontre a mediana
e o quantil de ordem 0,9. Calcule também P(X > goo+ 1| X > qoy9).

Exercicio 3.4 — Transformada inversa

Se U ~ U(0,1), mostre diretamente que X = 3v/U possui funcao de distribui-
cdo Fy(z) = x?/9 em [0,3]. Obtenha sua densidade.
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Exercicio 3.5 — Distribuicao mista regular

Uma varidavel X assume o valor 0 com probabilidade 0,3; com a probabilidade
restante, tem densidade 2z em (0,1). Escreva Fy, calcule P(X < 1/2) e
identifique explicitamente as partes discreta e continua.



CAPITULO

4

Variaveis aleatorias
discretas

Uma variavel discreta assume valores que podem ser listados, mas isso ainda
nao diz qual modelo usar. Contar defeitos em vinte pecas, contar quantas
pecas precisamos testar até o primeiro defeito e contar defeitos em vinte
metros de cabo sao trés perguntas de contagem — e levam a distribuigoes
diferentes.

O que decide o modelo ¢é a estrutura do experimento. H4 um nimero fixo
de tentativas? As retiradas sdo com ou sem reposicao? Estamos esperando o
primeiro sucesso ou contando ocorréncias numa regido? Ao longo do capitulo,
cada nova distribuicdo aparecerda como resposta a uma dessas perguntas.

4.1 Distribuicao Uniforme Discreta

Comecemos pelo caso mais simples. Se uma varidvel aleatoria X assume os

valores distintos x1,...,r,, todos com a mesma probabilidade, dizemos que
X tem distribui¢do uniforme discreta. Sua funcao de probabilidade é
1 .
P(X =x;) = —, i1=1,...,n.
n

Assim, a probabilidade de um evento é a razdo entre a quantidade de valores
favoraveis e o total de valores possiveis.

65
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A média e a variancia sao

E[X] = B R o7
n
© 2 2
Var(x) = Bzt o) )
n
No caso particular em que X assume os valores 1,2,... n, essas expressoes se
reduzem a 5
1 -1
E[X] = ”; e Var(X)=" o

Exemplo 4.1 — Uma roleta equilibrada.

Uma roleta tem oito setores de mesma area, numerados de 1 a 8. Seja X
o numero indicado apdés um giro. Como os oito resultados sao igualmente

provaveis, X é uniforme em {1,...,8}. Portanto,
3
P(X >6)=-.
8
Além disso,
1 21
E[X] = 8% — 45 e Var(X) =1 5 = 5.25.

A média 4,5 nao precisa ser um resultado possivel: ela representa o valor em
torno do qual a média de muitos giros tende a se estabilizar.

<

Na distribui¢ao uniforme, a simetria decide os pesos. E se os resultados nao
forem equiprovaveis, mas cada tentativa ainda puder ser classificada apenas
como sucesso ou fracasso? Essa mudanca leva ao modelo binomial.

4.2 Distribuicao Binomial

Considere n > 1 tentativas independentes, cada uma com dois resultados
possiveis: sucesso, com probabilidade p € [0,1], e fracasso, com probabilidade
1 —p. Se X conta o niimero de sucessos nas n tentativas, entao

P(X =k) = (Z)pk(l )k k=01,...n

Dizemos, nesse caso, que X ~ Bin(n,p).
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A férmula reine duas ideias. Uma sequéncia especifica com k sucessos e
n — k fracassos tem probabilidade p¥(1 — p)»~*; existem (Z) posigoes possiveis
para os k sucessos. A independéncia e a constancia de p sdo essenciais: se
uma tentativa altera as probabilidades das seguintes, o modelo binomial pode
deixar de ser adequado.

Se Y; vale 1 quando hé sucesso na i-ésima tentativa e 0 em caso contrario,
entao

X=Yi+ - +Y,.

Essa representacao permite obter
EX]=np e Var(X)=mnp(l—p).

Em particular, np é o nimero médio de sucessos em muitas repeti¢oes do
experimento completo.
Exemplo 4.2 — Inspecao de componentes.

Vinte componentes produzidos sucessivamente sdo inspecionados. Admita
que os componentes sejam independentes e que cada um tenha probabilidade
0,07 de ser defeituoso. O lote é aceito quando ha no maximo um defeituoso.
Se X é o nimero de defeituosos, entdo X ~ Bin(20,0,07) e

PX<1)=P(X=0)+P(X =1)
= 0,93%° +20(0,07)(0,93)"?
~ 0,5869.

Assim, sob o modelo adotado, aproximadamente 58,69% dos lotes seriam
aceitos.

Exemplo 4.3 — Erros de transmissao.

Uma palavra de 100 bits é transmitida por um canal no qual cada bit, de
modo independente, tem probabilidade 0,01 de ser recebido com erro. Um
sistema corrige até dois erros. Logo, se X ~ Bin(100,0,01), a probabilidade
de corregao é

2
100
P(X<2)=> ( L >(0,01)k(0,99)100—’f ~ 0,9206.
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O exemplo anterior calcula o desempenho para uma confiabilidade indi-
vidual ja conhecida. Em projetos de redundancia, a pergunta costuma ser
inversa: a confiabilidade desejada do sistema determina a exigéncia sobre
cada componente.

Exemplo 4.4 — Confiabilidade de um sistema 4-de-5.

Um sistema possui cinco médulos independentes e permanece operacional
desde que pelo menos quatro estejam funcionando. Cada moédulo funciona du-
rante a missdo com probabilidade p. Se X é o nimero de médulos operacionais,
entao

X ~ Bin(5,p)

e a confiabilidade do sistema é
5
R(p) =P(X >4) = <4>p4(1 —p)+p° =5p* —4p°.

Suponha que a especificacao do projeto exija confiabilidade de pelo menos
99%. Nao estamos mais calculando uma probabilidade a partir de p: precisa-
mos determinar quao confiavel deve ser cada médulo. Como R(p) é crescente
em [0,1], resolvemos numericamente

5pt — 4p° = 0,99,

obtendo
p = 0,9673.

Assim, cada médulo precisa funcionar com probabilidade de aproximada-
mente 96,73% para que a arquitetura 4-de-5 atinja a meta de 99%. O exemplo
ilustra uma diferenga importante entre modelagem e simples calculo: frequen-
temente a probabilidade desejada é uma restricao de projeto, e o parametro
da distribui¢do é a incognita.

q

Na binomial, fixamos o niimero de tentativas e deixamos o ntimero de
sucessos ser aleatério. Podemos inverter a pergunta: e se o numero de
sucessos de interesse for um — o primeiro — e o que variar for o tempo de
espera até ele?

4.3 Distribuicao Geométrica

Considere uma sequéncia de tentativas independentes, todas com probabi-
lidade 0 < p < 1 de sucesso. Seja X o numero da tentativa em que ocorre
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o primeiro sucesso. Para que X = k, as k — 1 primeiras tentativas devem
fracassar e a k-ésima deve ter sucesso. Portanto,

PX=k=>0-pp, k=123,.... (4.1)
Dizemos que X ~ Geom(p). A soma das probabilidades é
S(i=p)fp=p>(1-pi=1,
k=1 j=0

como deve ocorrer para qualquer funcao de probabilidade.
As vezes é mais rapido calcular a cauda. O evento X > k significa que as
primeiras k tentativas foram fracassos, de modo que

P(X > k)= (1-p)*
Consequentemente, para inteiros k > 1,
Fx(k)=P(X <k)=1-(1-p)

A média e a variancia sao

1 1
B(X] = o Var(X)= p2p.

Exemplo 4.5 — Teste até encontrar um defeito.

Em uma linha de producao, cada item tem probabilidade 0,20 de ser defeituoso,
independentemente dos demais. Os itens sdo testados até que o primeiro
defeito seja encontrado. Se X é o nimero de itens testados, entdo X ~
Geom(0,20). A probabilidade de encontrar o primeiro defeito até o terceiro
teste é

P(X < 3)=1-(0,80)% = 0,488.

Jé a probabilidade de serem necessarios mais de cinco testes é
P(X > 5) = (0,80)° = 0,32768.

Em média, serao testados E[X]| =1/0,20 = 5 itens até o primeiro defeito.

A propriedade sem memédria

O fato de as tentativas serem independentes produz uma propriedade
especial. Se as primeiras k tentativas fracassaram, a espera adicional até
0 primeiro sucesso se comporta como uma nova espera, iniciada naquele
instante.
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Teorema 4.1 — Propriedade sem meméria

Se X ~ Geom(p), com 0 < p < 1, entdo, para inteiros k,n > 0,

PX>k+n|X >k)=P(X >n).

Demonstragio. Como {X > k+n} C {X > k}, temos

P(X > k+n)
P(X > k)
(1 _p)k—I—n

= o (1—p)" =P(X >n).

P(X>k+n|X>k) =

Até aqui, cada nova tentativa comecava nas mesmas condi¢oes. Mas retirar
um objeto sem reposicdo muda o experimento seguinte. A probabilidade
de sucesso ja nao permanece constante. Que distribuicdo surge quando
a populacao é finita e a amostra altera sua composicao? A resposta é a
hipergeométrica.

4.4 Distribuicao Hipergeométrica

Uma populagao finita contém N > 1 elementos, dos quais K sdo classifica-
dos como sucessos e N — K como fracassos, com 0 < K < N. Escolhem-se n
elementos ao acaso, sem reposicao, com 0 < n < N, e X conta 0s sucessos
encontrados. Para obter X = i, devemos escolher ¢ elementos entre os K
sucessos e n — 1 entre os N — K fracassos. Assim,

(DG
P(X =i)= —5—

(n)

Dizemos que X ~ HGeom(N,K,n). O suporte efetivo é
max{0,n — (N — K)} <i < min{n,K}.

A férmula também pode ser usada fora desse intervalo se adotarmos (:) =0
quando s < 0 ou s > r.
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Se N > 1, a média e a varidncia sao

K

EX|=n—

X] =nl,
K K\ N —n
Var(X)—nN(l—N>N_1.

O dltimo fator, chamado correcao para populacao finita, expressa a redugao
da variabilidade causada pelas retiradas sem reposicao. Quando N =1, X é
constante e, portanto, Var(X) = 0.

Exemplo 4.6 — Amostragem sem reposicao.

Uma caixa contém 12 componentes, dos quais 4 sao defeituosos. Trés compo-
nentes sao escolhidos ao acaso, sem reposi¢ao. Se X é o ntimero de defeituosos
escolhidos, entdo X ~ HGeom(12,4,3). A probabilidade de encontrar exata-
mente um defeituoso é

4y (8 4y (8

42
() g

Além disso, E[X] = 3(4/12) = 1. Se cada componente fosse reposto antes da

retirada seguinte, a proporgao 4/12 permaneceria constante e o modelo seria

binomial, ndo hipergeométrico.

<

A hipergeométrica também aparece de uma forma menos evidente: ao
condicionar duas contagens binomiais pelo total de sucessos. O calculo
a seguir mostra que o parametro p desaparece completamente depois do
condicionamento.

Exemplo 4.7 — Uma binomial condicionada torna-se hipergeométrica.

Sejam
X ~ Bin(m,p), Y ~ Bin(n,p),

independentes. Suponha que conhecemos apenas o numero total de sucessos,
X +Y =r. Qual é a distribui¢do de X sob essa informagcao?
Para
max{0,r —n} <k < min{m,r},
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temos
P(X:k:,Y:r—k:)

PX+Y =r)

) o

Para o denominador, somamos sobre todas as maneiras de distribuir os r

PX=Fk|X+Y =r)=

O numerador é

sucessos entre os dois grupos:

PX+Y=nr) :pr(l_p)ern—rZ (m)( n )

~\J)\r—7J

A identidade de Vandermonde

() ()

segue, por exemplo, contando de duas maneiras a escolha de r elementos em
dois grupos de tamanhos m e n. Portanto,

(0% |

(")

T

P(X=Fk|X+Y=r)=

Essa é exatamente a funcao de probabilidade de uma distribuicao hipergeo-

métrica. O aspecto mais interessante é que p desaparece: uma vez fixado o

total de sucessos, importa apenas como os r sucessos se distribuem entre os
dois grupos.

<

Binomial e hipergeométrica comecam fixando quantas observacoes faremos.

Ha outra pergunta igualmente comum: fixamos um intervalo de tempo, uma

area ou um comprimento e perguntamos quantas ocorréncias aparecerao ali.
Essa troca de ponto de vista conduz a distribuicao de Poisson.

4.5 Distribuicao de Poisson

Seja X o numero de ocorréncias de certo tipo em um intervalo de tempo,
comprimento, area ou volume. Quando essas ocorréncias surgem de maneira
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aproximadamente independente e com taxa média constante, um modelo
natural é
oY
k!’
onde A > 0. Nesse caso, escrevemos X ~ Poisson(A).
O parametro A é, ao mesmo tempo, a média e a varidncia:

P(X =k =e k=012,...,

EX]=X e Var(X)=A\

Se a taxa média é r ocorréncias por unidade e observamos uma regiao de
tamanho ¢, entao usamos A = rt. Essa conversao de escala deve ser feita antes
de calcular qualquer probabilidade.

Exemplo 4.8 — Particulas em uma superficie.

O numero de particulas contaminantes em um disco rigido é modelado por
uma distribui¢cdo de Poisson. A taxa média é 0,1 particula por centimetro
quadrado, e a drea examinada tem 100 cm?. Para essa area, A = 0,1 x 100 = 10.
Se X é o nimero de particulas observadas, entao
12
1010

P(X =12) = ~ 0,0948.
( )= 05 ~ 0,0048

Observe que a unidade de A deve coincidir com a area efetivamente examinada.

<

O modelo de Poisson é coerente com trés caracteristicas: contagens em
regioes disjuntas sao independentes; em uma regiao muito pequena, a proba-
bilidade de uma ocorréncia é aproximadamente proporcional ao tamanho da
regiao; e a probabilidade de duas ou mais ocorréncias na mesma regiao muito
pequena é desprezivel em comparacao com seu tamanho. Essas hipdteses
sao aproximacoes de modelagem, que devem ser avaliadas no contexto do
problema.

Entre as aplica¢bes usuais estdo o nimero de chamadas recebidas por uma
central, de clientes que chegam a uma fila, de falhas em um comprimento
de cabo, de erros de impressao por pagina e de particulas emitidas em um
intervalo de tempo.

Duas operacgoes bésicas preservam a familia de Poisson: separar aleatoria-
mente as ocorréncias e somar fontes independentes. Elas sao titeis em filas,
redes, telecomunicacoes e processos de contagem.
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Exemplo 4.9 — Afinamento de uma contagem de Poisson.

Durante certo intervalo, o ntimero total de requisicdes recebidas por um
servidor é
N ~ Poisson(\).

Cada requisicao, independentemente das demais, é encaminhada para uma fila
prioritaria com probabilidade p. Seja X o niimero de requisi¢oes prioritarias.
Condicionalmente a N = n,

X | N =n ~ Bin(n,p).

Assim, para k > 0,

Logo,
X ~ Poisson(Ap).
H4 mais estrutura escondida nessa conta. Se Y = N — X é o nimero de

requisi¢oes nao prioritarias, entao

L (p)E XA = p)]f
P(X = kY =) = )\(IZ) [(ﬂp)]'

Como e = e_)‘pe_)‘(l_p), essa expressao se fatora nas marginais. Portanto,
X ~ Poisson(Ap), Y ~ Poisson(A(1 — p)),

e X e Y sao independentes. Selecionar independentemente ocorréncias de uma
Poisson produz duas Poissons independentes: esse procedimento é chamado
de afinamento.
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Exemplo 4.10 — Superposicdo de fontes de Poisson.

Duas fontes independentes produzem contagens
X ~ Poisson(A), Y ~ Poisson(p).

Se observamos apenas o total S = X + Y, entdo, para n > 0,

k=0
o~ (A+u) i)‘j pr
= k! (n—k)!
— e A+uln n)\knk
n! = k
=M\ tp) ()‘+ )n
N n!

Portanto,
X +Y ~ Poisson(A + p).

Em aplicagoes, isso significa que fluxos independentes de ocorréncias podem
ser agregados simplesmente somando suas taxas.

<

Essas propriedades explicam por que a Poisson continua aparecendo de-

pois que um fluxo é dividido em classes ou varios fluxos independentes sao
observados em conjunto.

Aproximacao da binomial pela distribuicao de Poisson

A distribui¢ao de Poisson também surge como limite da binomial quando
hé muitas tentativas, a probabilidade de sucesso em cada uma é pequena e o
nimero médio de sucessos permanece de tamanho moderado.

Teorema 4.2 — Teorema limite de Poisson

Se p, — 0 e np, — A > 0, entdo, para cada inteiro fixo k > 0,

ny i n—k —A)‘k
<k>pn(1 _pn) — € y
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Demonstragio. Paran > k,
n 1|k j
k n—k k n —k
1—p, = — 1—= n) (1 —pn)" (1 —pn) "
<k>pn( Pn) o Jl;[o( n) (npn)* (1 = pn)™(1 = py)

Além do fator constante 1/k!, os quatro fatores convergem, respectivamente,
para 1, \¥, e= e 1. Para o terceiro fator, basta observar que nlog(l — p,) —
)\ ]

O teorema anterior vale para sequéncias gerais p,. No regime candnico
pn = A/n, todos os fatores podem ser vistos explicitamente.

Exemplo 4.11 — Eventos raros: da binomial a Poisson.

A
X, ~ Bin <n,> ,
n

com A > 0 fixo. O nimero de tentativas cresce, mas a probabilidade de
sucesso em cada tentativa diminui de modo que o nimero médio de sucessos

Considere

permanece igual a \. Para k fixo,

P(Xn:k)zn(n_l)m(n_kHMk(1—A>n<1—A)_k.

nk k! n n

Quando n — oo, o primeiro e o ultimo fatores tendem a 1, enquanto

Assim,

A distribuicao de Poisson surge, portanto, como o limite natural de muitas
tentativas independentes com pequena probabilidade individual de sucesso.
Essa ¢é a justificativa matemaéatica da expressao “modelo de eventos raros”.

<

O exemplo seguinte usa essa aproximagao em uma situagdo numérica finita.
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Exemplo 4.12 — Falhas raras em transmissoes.

Em 200 transmissoes independentes, cada uma falha com probabilidade
0,015. Se X é o numero de falhas, entdo X ~ Bin(200,0,015) e np = 3. A

aproximacao de Poisson fornece

32
P(X<2)~e? (1 + 3+ 2) ~ 0,4232.

O célculo binomial exato continua sendo a referéncia quando estiver disponivel;
a aproximacao ¢é util sobretudo quando ele se torna trabalhoso.

Exemplo 4.13 — Terremotos de grande intensidade.

Entre 2000 e 2009 ocorreram 144 terremotos de magnitude pelo menos 7,0 no
mundo. Admitindo uma taxa constante e usando a distribuicdo de Poisson
como modelo, a taxa anual estimada é A = 144/10 = 14,4. Logo, a probabili-
dade de ocorrerem exatamente trés terremotos dessa intensidade no préximo
ano é

14,43
P(X =3)= 6—14’4? ~ 0,000277.

O valor muito pequeno é compativel com o fato de 3 estar bastante abaixo da
média anual 14,4.

<

Os exemplos acima mostram que as distribui¢des discretas nao sao modelos
isolados: condicionamento, superposicao, afinamento e passagem ao limite
criam pontes entre elas. Quando o resultado pode assumir qualquer valor
em um intervalo, passamos as varidveis continuas. Antes disso, encerramos
o capitulo vendo como a lei de uma varidvel discreta se transforma quando
definimos uma nova quantidade a partir dela.

4.6 Funcoes de variaveis aleatoérias discretas

Se X é discreta, Y = g(X) também é: seus valores possiveis sdo as imagens
dos valores de X. Como valores diferentes de X podem produzir o mesmo
valor de Y, suas probabilidades devem ser agrupadas. Se px(x;) = P(X = z;),
entao

py (yj) = > px(wi).

xiig(ﬂ%‘):yj
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Exemplo 4.14.

Considere a func¢ao de probabilidade conjunta de X e Y apresentada na Tabela
4.1.

y\r | -1 0 1

0 |1/16 1/16 1/16
1| 1/16 1/16 2/16
o | 2/16 1/16 6/16

Tabela 4.1: Funcao de probabilidade conjunta de X e Y

Seja Z = XY. Calcularemos:
1. a funcao de probabilidade de Z;

2. a esperanca de Z.

Solugao. A varidvel aleatéria Z pode assumir cinco valores distintos:
—2,—1,0,1 e 2. Cada ponto da tabela corresponde a um valor de Z: o ponto
(—1,2) corresponde a z = =2, (—=1,1)az=—1, (1,1)az=1, (1,2) a z = 2,
e todos os outros pontos produzem z = 0. A partir da tabela, obtemos:

z -2 -1 0 1

2 T 5 2

pz(?) | 1§ 16 16 16
Portanto, a esperancga de Z é dada por

2 1 2 6 9
4 (=1) - — 1) — 4+ (2) — = —.
16 (=1) 16+O+() 16+() 16 16

NEEN

E[Z] = (-2)

Exemplo 4.15.

Sejam N e M duas variaveis aleatérias independentes, ambas com distri-
buicdo de Poisson com parametro A = 1. Desejamos calcular a funcao de
probabilidade de Z, onde

1 se N=M,

Z=g(N.M) = {O se N4 M~

A fungéo de probabilidade conjunta do vetor aleatério (N, M) é dada por

672

pnm(n,m) = para n,m =0,1,...

n!'m!
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Neste caso, Z tem distribuicao de Bernoulli com parametro p, onde

6_2

p=P(N=M)=Y" o

n=0

Ao atravessar este capitulo

Modelos discretos sao escolhidos pela estrutura do experimento: niimero
fixo de ensaios, espera pelo primeiro sucesso, amostragem sem reposi¢ao
ou contagem de ocorréncias raras.

4.7 Exercicios

Exercicio 4.1 — Binomial

Em 18 componentes, cada um apresenta defeito com probabilidade 0,08,
independentemente. Calcule a probabilidade de haver: (a) nenhum defeito;
(b) exatamente dois; (¢) ao menos um. Determine média e variancia da
contagem.

Exercicio 4.2 — Geométrica

Uma tentativa tem probabilidade de sucesso 0,35, e as tentativas sdo indepen-
dentes. Seja X o nimero da tentativa do primeiro sucesso. Calcule P(X > 5),
PX=5ePX>9|X>14).

Exercicio 4.3 — Hipergeométrica

Uma caixa contém 9 pecas conformes e 5 defeituosas. Retiram-se 4 pegas
sem reposicao. Encontre a funcdo de probabilidade do niimero de defeituosas
retiradas e calcule a probabilidade de aparecer no maximo uma.

Exercicio 4.4 — Poisson

Chamadas chegam a uma central a taxa média de 3,6 por minuto. Sob o
modelo de Poisson, calcule a probabilidade de: (a) nenhuma chamada em 30
segundos; (b) pelo menos quatro em um minuto; (c) exatamente sete em dois
minutos.
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Exercicio 4.5 — Escolha do modelo

Para cada situacgao, indique uma distribuicao adequada e seus parametros:
(a) nimero de ases em sete cartas retiradas de um baralho; (b) nimero de
clientes que chegam em dez minutos; (¢) nimero de langamentos até a primeira
coroa; (d) nimero de respostas corretas em doze questoes independentes com
probabilidade comum de acerto.



CAPITULO

5

Variaveis aleatorias
continuas

No capitulo anterior, probabilidades eram somas de massas colocadas em
pontos. Agora o resultado é uma medida: tempo, comprimento, massa, tempe-
ratura. Se um valor isolado tem probabilidade zero, onde fica a probabilidade?
Fla se espalha por intervalos e é descrita por uma densidade:

P(angb):/:f(x)dx.

Por isso, para variaveis continuas, incluir ou nao os extremos nao altera a
probabilidade.

Aqui convém separar duas ideias: fx(z) é uma altura, ndo a probabilidade
do ponto z. Probabilidades sdo areas. Assim, uma densidade pode ser maior
que 1: se X ~ Unif(0,1/2), entdo fx = 2 no intervalo, mas

1 1
PO<X<1/4)=2-—-=—.
(O<X<1/4)=2- 1=

Também aqui a escolha da distribuicao vem da pergunta. Todos os pontos
de um intervalo devem ser tratados simetricamente? Estamos esperando uma
ocorréncia com taxa constante? Observamos uma soma de muitos pequenos
efeitos? Ou o tempo até varias ocorréncias sucessivas? Uniforme, exponencial,
normal e gama respondem, respectivamente, a essas situagoes.

81
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5.1 Distribuicao Uniforme Continua

Se todos os subintervalos de mesmo comprimento devem ter a mesma proba-
bilidade, a densidade precisa ser constante. Dizemos que X tem distribuicao
uniforme no intervalo [a,b], com a < b, quando

<z<
fx(@)={b—a’ tErsh

0, caso contrario.

Escrevemos X ~ Unif(a,b). Se a <y < z < b, entdo

=1 zZ—=y
Py<X <z = dr = .
y=X<z) /yb—a . b—a

Assim, a probabilidade é a razao entre o comprimento do intervalo favoravel
e o comprimento total.
A funcao de distribuicao é

0, z < a,
Fx(z) = :z:z, a<xz<b,
1, x> b,
e a média e a variancia sao
b b—a)?
Elx] = 2t o varx) = 029

2 12

Exemplo 5.1 — Tempo de espera por um 06nibus.

Um o6nibus passa a cada 14 minutos, e uma pessoa chega ao ponto em um
instante que pode ser considerado uniforme entre duas passagens. Se X é
o tempo de espera, em minutos, entdo X ~ Unif(0,14). A probabilidade de
esperar entre 3 e 8 minutos é

8—3 5
PB3<X<8)=—=—~x 1.
(B<X <8) = —= =7~ 0357
Ja a probabilidade de esperar mais de 10 minutos é
14—-10 2
P(X > 10) = = — &~ 0,2857.
(X > 10) 11 - 0,2857

O tempo médio de espera é E[X| = 7 minutos.
<
A uniforme sup6e um horizonte limitado. Mas muitos tempos de espera

nao vém com um limite méaximo natural. Se, além disso, a taxa de ocorréncia
¢é constante, a distribuicao exponencial aparece como o modelo mais simples.
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5.2 Distribuicao Exponencial

Suponha que ocorréncias se deem ao longo do tempo com taxa média
constante A > 0, como chegadas a uma central ou falhas de certo tipo. O tempo
X até a préxima ocorréncia é frequentemente modelado pela distribuicao
exponencial, cuja densidade é

Xe ™M x>0,

fx(w) = 0, z < 0.

Nesse caso, escrevemos X ~ Exp(A). Para ¢ > 0,
t
Fx(t) = / Ae Mdr=1—e
0
e, portanto,
P(X >t)=e ™.

A média e a variancia sao

E[X]| = ! e Var(X)= %

Logo, uma taxa maior corresponde a uma espera média menor.

Exemplo 5.2 — Espera até a proxima chamada.

As chamadas chegam a uma central a uma taxa média de 0,20 por minuto.
Admitindo um modelo exponencial para o tempo X até a proxima chamada,
X ~ Exp(0,20). A probabilidade de a espera ultrapassar 8 minutos é

P(X >8) = %208 = 716 0,2019.
Por outro lado,
P(X<3)=1-¢9293 =1 _¢790x04512.
O tempo médio de espera é 1/0,20 = 5 minutos.

<

A distribuicao exponencial aparece também em confiabilidade, como modelo
para a duragdo de componentes com taxa de falha constante, e em sistemas de
filas, como modelo para tempos entre chegadas. A hipdtese de taxa constante
deve ser avaliada com cuidado: componentes sujeitos a envelhecimento, por
exemplo, podem nao se ajustar bem a esse modelo.



5 Varidveis aleatérias continuas 84

Proposicdo 5.1 — Propriedade sem meméria
Se X ~ Exp(A), entao, para s,t > 0,

P(X>s+t| X >s)=P(X >1).

Demonstracio. Usando a expressao da cauda,

67/\(8+t)

P(X>8+t|X>8):_7)\s:€_)\t:P(X>t)
(&

No exemplo das chamadas, saber que ja se passaram 8 minutos sem uma
nova chamada nao altera, sob o modelo exponencial, a distribuicdo da espera
adicional. Essa propriedade é a versao continua da propriedade sem memoria
da distribuicdo geométrica.

A propriedade sem memoria ndo esgota a estrutura da exponencial. Mini-
mos de tempos exponenciais modelam riscos concorrentes; quantis convertem
metas de confiabilidade em prazos; e a propria distribuicdo pode ser simulada
a partir de uma uniforme.

Exemplo 5.3 — Riscos competitivos.

Uma méquina pode parar por dois mecanismos independentes. O tempo até
uma falha do tipo 1 é
Ty ~ Exp(0,02),

e o tempo até uma falha do tipo 2 é
T, ~ Exp(0,03),

com taxas medidas por dia. O tempo efetivo até a parada é
T = min(71,1»).

Para t > 0,
P(T>t)=P(Th >t/[1s > 1)
e

_ 670,02t670,03t 70,05t.

Portanto,
T ~ Exp(0,05), E[T] = 20 dias.
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Podemos também perguntar qual mecanismo provavelmente causard a
primeira falha. Temos

P(T, < Ty) = /OOO Fr(OP(Ty > £) dt

B / ™ 0,02¢70.02¢=0.03 gy — 202 _
0

0,05

0,4.

Assim, embora o sistema pare em média apds vinte dias, apenas 40% das
paradas sao atribuidas ao primeiro mecanismo. Em geral, para riscos exponen-
ciais independentes com taxas Aq,...,\;, 0 tempo até a primeira ocorréncia
é exponencial com taxa \; + --- + A, € a probabilidade de o mecanismo 4
ser o primeiro ¢é
Ai
ALt A

Exemplo 5.4 — Garantia definida por um quantil.

O tempo de vida X, em horas, de um componente ¢ modelado por uma
exponencial com média 20000 horas. Em vez de perguntar a probabilidade
de falha antes de um prazo dado, o fabricante deseja escolher um periodo de
garantia w para que apenas 5% dos componentes falhem antes dele.

Como A = 1/20000, devemos resolver

P(X < w) = 0,05.

Logo,
1 — e~ w/20000 _ 0,05,

e portanto

w = —2000010g(0,95) ~ 1026 horas.

O problema é o inverso dos exemplos usuais: a probabilidade desejada é dada
e o valor da variavel precisa ser determinado. Essa é a interpretacao dos
quantis de uma distribuicao.
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Exemplo 5.5 — Da uniforme a exponencial: simulacao por transformacao
inversa.

Geradores de nimeros pseudoaleatoérios produzem, em sua forma mais basica,
valores aproximadamente uniformes em (0,1). Como transformar esses valores
em tempos exponenciais?

Seja U ~ Unif(0,1) e defina

X = —ilogU.
Para z > 0,
PX<z)=P <—/1\10gU < x)
=P(U > e )
=1—e 7"
Logo,
X ~ Exp()).

Essa identidade nao serve apenas para reconhecer uma distribuicao: ela
fornece um algoritmo. Gerando U uniforme e calculando —log U /A, obtemos
uma observagao exponencial. O mesmo principio, aplicado a inversa da fungao
de distribuigao, é uma das técnicas fundamentais de simulacao probabilistica.

<

Esses exemplos mostram trés leituras diferentes da mesma cauda exponen-
cial: competicdo entre mecanismos, escolha de um nivel de garantia e geracao
computacional de tempos aleatorios.

5.3 Distribuicao Normal

A exponencial é adequada para esperas positivas e assimétricas. Mas e
quando os desvios podem ocorrer para os dois lados de um valor central?
Erros de medicao e grandezas formadas pela soma de muitos pequenos efeitos
sugerem uma curva simétrica: a distribuicao normal.

Dizemos que X tem distribuicio normal com média y e variancia o2 > 0,
e escrevemos X ~ N (u,0?), quando

fx(@) = —— exp [—

o121

(z — p)?
202
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O pardmetro p determina o centro da curva, e o determina sua dispersao.

Em particular,
EX]=up e Var(X)=o0%

Padronizacao

A integral da densidade normal nao possui antiderivada elementar. Todos
os célculos podem, porém, ser reduzidos & normal padrdo. Se X ~ N (u,02),

entao
X —p

g

7 —

~ N(0,1).
Denotamos a funcao de distribuicao de Z por

M@zﬂZﬁ@z[ éﬁewﬁt

Consequentemente,

P(ng;):@<$“>.

o
Para um intervalo, padronizamos os dois extremos. A simetria da curva
fornece ®(—z) =1 — ®(z2).

Exemplo 5.6 — Diametro de pecas usinadas.

O diametro X, em milimetros, de uma peca ¢ modelado por N (20,0,122).
Uma peca atende & especificacdo se seu didmetro estd entre 19,8 e 20,2 mm.
Entao
P(19,8 < X <20,2) =P (—1,6667 < Z < 1,6667)
= 29(1,6667) — 1
~ 0,9044.

Assim, aproximadamente 90,44% das pecas atendem & especificacao, de acordo
com o modelo.

<

A padronizacgao também aparece quando a probabilidade desejada é uma
restricdo de projeto. No exemplo seguinte, o nivel de falso alarme determina o
limiar do sensor e, em seguida, esse mesmo limiar determina a probabilidade
de deteccao.
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Exemplo 5.7 — Limiar de deteccao com ruido gaussiano.

Um sensor produz a medida
Y =0 +e, e ~ N(0,2?).

Na auséncia de sinal, # = 0. Um alarme ¢ disparado quando Y > ¢. O limiar
deve ser escolhido de modo que a probabilidade de falso alarme seja apenas
1%:

P(Y >c|0=0)=0,01.

Se 299 ~ 2,326 é o percentil 99% da normal padrao, entao

g = 20,99, [ 4,653.

Agora suponha que um sinal de intensidade # = 6 esteja presente. A
probabilidade de detecgao é

P(Y>c]9:6):P<Z> C;G)
~P(Z > —0,674) = ®(0,674) ~ 0,75.

O mesmo limiar que controla falsos alarmes determina, portanto, a capacidade
de detectar um sinal real. Esse é o embridao probabilistico dos problemas de
deteccao e testes de hipdteses.

Aproximacao da binomial pela normal

Uma variavel binomial é uma soma de varidveis que valem 0 ou 1. Quando
o numero de parcelas é grande e nenhuma das duas respostas é excessivamente
rara, a forma de sua distribuicdo se aproxima da curva normal.

Teorema 5.2 — Aproximacao da binomial pela normal

Fixe 0 < p < 1 e, para cada n, seja X,, ~ Bin(n,p). Entao
Xn —np
————— <z | = 9(2), z € R.
(\/”p(l —p) )

Assim, para n grande, X,, pode ser aproximada por uma varidvel normal
com média np e varidncia np(1 — p).

lim P

n—oo
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Esse resultado serd retomado como consequéncia do Teorema Central do
Limite no Capitulo 9.

Como regra pratica, a aproximagao costuma ser adequada quando np > 5
e n(1l — p) > 5; quanto maiores forem essas duas quantidades, melhor tende a
ser o resultado. Essa regra é apenas um diagnostico inicial, ndo uma garantia
de erro méaximo.

H& ainda uma diferenga de natureza entre os modelos: a binomial assume
valores inteiros, enquanto a normal é continua. Para compensa-la, usa-se
a corre¢ao de continuidade. Se Y ~ N (np,np(1 — p)), aproximamos, por
exemplo,

P(X <a)~P(Y <a+0,5),
P(X>a)=P(Y >a—-0,5),
PX=a)=Pla—-05<Y <a+0,5).

Exemplo 5.8 — Controle de qualidade.
Em um processo de producao, 1000 itens sao inspecionados e cada item tem,
independentemente, probabilidade 0,1 de ser defeituoso. Se X é o niimero de
defeituosos, entdao X ~ Bin(1000,0,1), com
p=np=100 e o*=mnp(l—p)=90.
Como np = 100 e n(1 — p) = 900, a aproximagao normal é apropriada.
Aplicando a correcao de continuidade,
P(90 < X <110) =~ P(89,5 <Y <110,5)
=P(-1,1068 < Z < 1,1068)
~ 0,7316,
onde Y ~ N(100,90). Portanto, a probabilidade procurada é aproximada-
mente 73,16%.
<
Exponencial e normal tém formas bastante rigidas. E se a varidvel for
positiva, mas uma espera exponencial simples nao for suficiente — por exemplo,

porque queremos o tempo até a terceira ou a quarta ocorréncia? A familia
gama amplia o modelo exponencial e permite diferentes graus de assimetria.

5.4 Distribuicao Gama

A distribuicao gama é usada para modelar grandezas positivas. Quando
o parametro de forma é maior que 1, sua densidade comeca em zero, cresce
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até um maximo e depois decresce, o que é adequado para situagoes em que
valores muito pequenos e muito grandes sdo pouco frequentes. Ela também
descreve o tempo acumulado até varias ocorréncias sucessivas de um processo
com taxa constante.

Dizemos que X tem distribuicdo gama com parametro de forma o > 0 e
parametro de taxa 8 > 0 quando

ﬁia—l —Bx
fx(@) ={T@"

0, x <0,

x>0,

onde

Escrevemos X ~ Gama(a,3). Adotaremos em todo o livro a parametrizagao
forma-taxa; nessa convencao,
a a
EX]=- e Var(X)= 7

Quando a = 1, a densidade gama se reduz a densidade exponencial de taxa (5.

Se a = m é um inteiro positivo, a distribui¢ao pode ser interpretada como o
tempo até a m-ésima ocorréncia de um processo de Poisson de taxa (5. Nesse
caso, para t > 0, a probabilidade de ainda nao terem ocorrido m eventos até
o instante t é

m—1 ;i
PX>t)=e > @
=0 J

A relacado com a Poisson merece uma derivagao completa, pois ela explica
de onde vem a forma da densidade gama quando o parametro de forma é
inteiro.

Exemplo 5.9 — Da contagem de Poisson ao tempo da k-ésima ocorréncia.

Suponha que N(t) conte o nimero de ocorréncias até o instante ¢t e que
N(t) ~ Poisson(At), t>0.
Seja Ty, o instante da k-ésima ocorréncia. Os eventos

{Te <t} e {N@)=Fk}
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sao exatamente os mesmos: a k-ésima ocorréncia ja aconteceu até t se, e
somente se, pelo menos k ocorréncias foram contadas nesse intervalo. Portanto,

=P(N(t) > k)
k—1
At)?
=1 e*/\t(.') 7 t>0
J=0 /
Derivando,
)‘k k—1_—M\t
I, (t) (k—l)'t e, t>0
Logo,

\Tk ~ Gama(k,\) \

Para k = 1, recuperamos a distribui¢do exponencial. Assim, exponencial,
gama e Poisson nao sao trés modelos independentes: a Poisson descreve o
namero de ocorréncias, a exponencial o tempo até a primeira e a gama o
tempo até a k-ésima.

q
O caso seguinte especializa essa identidade para k = 3 e a usa numerica-
mente.
Exemplo 5.10 — Tempo até a terceira ocorréncia.

Eventos chegam a um sistema a taxa média de 2 por hora. Seja X o tempo,
em horas, até a terceira ocorréncia. Sob o modelo de Poisson, X ~ Gama(3,2).
Logo,
3
EX]=-=15 e Var(X)= 2= 0,75.
A probabilidade de a terceira ocorréncia demorar mais de duas horas é
42
P(X>2)=¢" <1+4+2,>
= 13e~% ~ 0,2381.

Equivalentemente, até duas horas ocorreram no maximo dois eventos.
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f(x)

X

Figura 5.1: Densidade gama com parametros a =3 e = 1.

Uniforme, exponencial, normal e gama nao formam uma lista de formulas
intercambiaveis: cada uma traduz uma estrutura diferente do fenémeno. Os
exemplos técnicos mostraram também que quantis, processos de contagem,
mecanismos concorrentes e transformacoes podem revelar a distribuicao an-
tes mesmo de qualquer integracdo. Encerramos o capitulo vendo como a
distribuicao muda quando aplicamos uma funcao a uma variavel continua.

Ao atravessar este capitulo

Em modelos continuos, probabilidades sao areas sob densidades. Uni-
forme, exponencial, normal e gama sao reconhecidas por suporte, forma,
parametros e propriedades estruturais.

5.5 Exercicios

Exercicio 5.1 — Normalizacao

Considere f(z) = ¢(1 — 2?), para —1 < x < 1, e f(z) = 0 fora desse intervalo.
Determine ¢, Fx e P(|X| < 1/2).

Exercicio 5.2 — Uniforme

O atraso de um 6nibus é uniforme entre 0 e 14 minutos. Calcule a probabilidade
de o atraso: (a) superar 9 minutos; (b) ficar entre 3 e 8 minutos; (c) superar
11 minutos dado que ja superou 6.
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Exercicio 5.3 — Exponencial

O tempo de vida de um componente é exponencial com média 450 horas.
Determine a probabilidade de ele durar mais de 600 horas e a probabilidade
de durar mais 200 horas sabendo que ja funcionou por 500.

Exercicio 5.4 — Normal

O diametro de uma peca é normal com média 20,0 mm e desvio padrao 0,12
mm. Pecas entre 19,8 e 20,2 mm sdo aceitas. Calcule a proporcao esperada
de pecgas aceitas e o percentil 95 do diametro.

Exercicio 5.5 — Gama

Se X ~ Gama(3,2), na parametrizacio forma-taxa, determine E[X], Var(X)
e escreva a integral que fornece P(X > 2). Para o pardmetro de forma inteiro,
simplifique essa probabilidade.

Exercicio 5.6 — Transformacdo monotonica
Se X ~U(-2,3) e Y = (X +2)2, determine Fy, fy e o suporte de Y.

Exercicio 5.7 — Convolucao

Se X e Y sao exponenciais independentes com taxas 2 e 5, respectivamente,
encontre a densidade de Z = X + Y. Verifique que ela integra para 1.



CAPITULO

6

Vetores aleatorios

6.1 Vetores aleatérios e funcoes de distribuicao

Até aqui, uma variavel aleatéria foi suficiente para registrar a quantidade de
interesse: o tempo de vida de uma bateria, o niimero de chamadas recebidas
ou a distancia percorrida. Muitos experimentos, porém, produzem varias
quantidades simultaneamente. Se escolhemos ao acaso um ponto no disco
unitario, por exemplo, suas duas coordenadas precisam ser estudadas em
conjunto. Se w é o resultado do experimento, o ponto observado é

(X(w),Y(w)) € {(z,y) e R? : 2? + 42 < 1}.

O que se perde se estudarmos apenas X e apenas Y7 Justamente a maneira
como variam juntas. Duas coordenadas podem ter marginais simples e, ainda
assim, apresentar uma dependéncia forte. E essa informacao conjunta que
precisamos preservar ao relacionar tempo de espera e duragao do atendimento,
volume de vendas e lucro ou duas medi¢ées do mesmo individuo.

Um vetor aleatdério é uma cole¢do ordenada de variaveis aleatorias observa-
das no mesmo experimento. Neste capitulo, comegaremos pela distribuicao
conjunta, passaremos aos casos discreto e continuo e, em seguida, estudaremos
independéncia, somas e distribui¢des condicionais. Em cada etapa, a ideia
central serd a mesma: calcular probabilidades em regioes do espaco dos valores
possiveis.

94



6 Vetores aleatérios 95

Definicao 6.1

1. Um vetor X = (X1,...,X,), cujas componentes sdo varidveis aleato-
rias definidas no mesmo espaco de probabilidade, é denominado vetor
aleatorio.

2. A funcao de distribuig¢ao conjunta de X = (Xy,...,X,) é

Fx(iL‘l,...,IL‘n) = P(Xl <x1,...,Xp < :L‘n), (xl,... ,:En) € R".

Exemplo 6.1.

Em uma central de reservas, seja X; o tempo de espera, em minutos, até o
inicio do atendimento e seja Xy a duragdo do atendimento. Suponha que a
funcao de distribui¢ao conjunta seja

0, 1 <0ouxy <0,

Fx, x,(r1,22) =
1, 2( ) ) 1 — %1 _ o222 +€7($1+21‘2)’ x1 >0, xg > 0.

Por exemplo, a probabilidade de uma chamada esperar no maximo um minuto
e durar no méaximo dois minutos é Fx, x,(1,2). Assim, uma tnica fungao
permite avaliar simultaneamente as duas etapas do servico.

Proposicao 6.1
A funcgao de distribuigdo F' de um vetor aleatério (X,Y') possui as
seguintes propriedades:

F (z,y) é ndo-decrescente em cada uma das varidveis. Por exemplo,
é nao-decrescente em x : se r1 < Ty, entao

F(x1,y) < F(22,y).

F (z,y) é continua & direita em cada uma das varidveis. Ou seja,
para quaisquer x, y:

lim F(u,y) = F(z,y)

u—xt
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lim F(z,v) = F(x,y)

v—yt

Para cada y fixado, lim,, o F(x,y) = 0, e, para cada x fixado,
limy oo F(x,y) = 0. Além disso,

lim lim F(x,y) = 1.

T—00 Y—+00

Todo retangulo semiaberto tem incremento nao negativo: se a1 < as
e by < by, entao

F(az,bz) — F(al,bg) — F(ag,bl) I F(al,bl) > 0.

Demonstracdo. As propriedades e seguem, como no caso unidimen-
sional, da inclusao de eventos e da continuidade da probabilidade. Para
F3, se x,, | —oo, entdo [X < z,,Y < y] | @; portanto, F(x.,y) — 0. O
mesmo argumento vale na segunda coordenada. Se x,, T 00 € y,, T 00, entao
(X < am,Y <yn] 19, edal F(zp,ym) — 1.

Por fim, o incremento em é exatamente

P(al <X <ag, by <Y < bz),
e, portanto, é nao negativo. |

Para recuperar a distribuicdo de uma tnica componente, fazemos as demais
coordenadas tenderem a +o00. No caso bidimensional,

Fx(a) = lim F(a,b) := F(a,00), Fy(b) = ali_)nolo F(a,b) := F(c0,b).

b—oo

Essas sao as distribui¢coes marginais. Elas descrevem cada coordenada
separadamente, mas nao determinam, em geral, como X e Y se relacionam.

A distribuicao conjunta, por sua vez, determina probabilidades de regioes.
Por exemplo,

PX>a,Y>b)=1-P(X >aY >0
=1-P (X >a)U(Y >b)9)
=1-P(X <a)U(Y <))
=1-[P(X<a)+P(Y <b) —P(X <a,Y <D
=1— Fx(a) — Fy(b) + F(a,b)
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A equagao anterior é um caso especial da equagao a seguir:

P(a1 <X <asb <Y< bg) = F(ag,bg) + F(al,bl) — F(a1,b2) — F(ag,bl)
(6.1)

sempre que a1 < asg, by < by. Geometricamente, a formula soma o retangulo
até (ag,b2), retira as duas faixas excedentes e devolve a regido retirada duas
vezes. Esse principio de inclusdo e exclusao reaparecerd tanto nas tabelas do
caso discreto quanto nas integrais do caso continuo.

Ha duas maneiras bésicas de descrever essa informacao conjunta. Em
vetores discretos, distribuimos massa entre pontos; em vetores continuos,
distribuimos probabilidade por meio de uma densidade sobre regides. Veremos
os dois casos separadamente.

6.2 Vetores aleatorios discretos

No caso discreto, a distribuicdo conjunta vira uma tabela: cada célula
contém p(x,y) = P(X = 2,Y = y), e as marginais aparecem somando linhas
ou colunas. Assim, uma funcdo de probabilidade conjunta deve satisfazer

p(zy) >0, Zzp(xay) =1,
Ty

com soma sobre o suporte, finito ou enumeravel. Reciprocamente, qualquer
tabela nao negativa com soma total igual a 1 define uma distribuicdo conjunta.
A funcao de distribuicao é recuperada acumulando as massas:

F(ab) =P(X <a,Y <b) = Z Zp(af,y).

z<a y<b

Proposicao 6.2

O vetor (X7q,...,X,,) é discreto se, e somente se, as variaveis X1, ... X,
sao discretas.
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Demonstracdo. Se o vetor assume valores em um conjunto enumeravel, cada
coordenada assume valores na projecao desse conjunto e, portanto, é discreta.
Reciprocamente, se cada X; assume valores em um conjunto enumeravel
C;, entao o vetor assume valores no produto C x --- x C,, que também ¢é
enumeravel. ]

Para obter a funcao de probabilidade marginal de X, basta somar
p(x,y) sobre todos os valores possiveis de y, resultando em:

px(z) =P(X =2x)
yip(2,y)>0
Analogamente, a fungdo de probabilidade marginal de Y é dada pela soma de
p(z,y) sobre todos os valores possiveis de x:

py() = >, play).

z:p(z,y)>0

Exemplo 6.2.

Uma caixa contém cinco lampadas, duas delas defeituosas. As lampadas sao
testadas em ordem aleatéria, sem reposicao. Seja X a posi¢do em que aparece
a primeira defeituosa e Y a posi¢do da segunda. Entdo 1 < X <Y < 5.

H& apenas (g) = 10 pares possiveis de posi¢oes para as duas lampadas
defeituosas, todos equiprovaveis. Por isso, cada par (z,y) com 1 <z <y <5
tem probabilidade 1/10. A tabela conjunta é:

X |1 2 3 4
Yy=2[1/10 0 0 0
Y=3|1/10 1/10 0 0
Y =4|1/10 1/10 1/10 0

Y=5|1/10 1/10 1/10 1/10
Probabilidades de eventos sao somas de células. Por exemplo, P(X > 2) =
3/10. As marginais surgem somando as colunas e as linhas. Para X:

X|1 2 3 4

_ 1 3 2 1
PX=2)|{% % % 10
De modo andlogo, para Y:
Y|[2 3 4 5
1 2 3 4
PY=9|% % 1 1
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Exemplo 6.3.

Duas canetas esferograficas sao selecionadas aleatoriamente de uma caixa
que contém 3 canetas azuis, 2 canetas vermelhas e 3 canetas verdes. Se X é o
nimero de canetas azuis selecionadas e Y é o nimero de canetas vermelhas
selecionadas, encontre

1. a fungao de probabilidade conjunta p(x,y),
2. P[(X,Y) € A], onde A é a regiao {(z,y)|x +y < 1}.

Solugao. Os pares possiveis de valores (z,y) sao (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (0,2)
e (2,0).

1. Por exemplo, p(0,1) corresponde & escolha de uma caneta vermelha e
uma verde. Entre as (g) = 28 duplas equiprovéveis, h4 (?) (i’) = 6 desse tipo;
logo p(0,1) = 3/14. O mesmo raciocinio fornece as demais células da tabela,
cuja soma total é 1.

2. A probabilidade de que (X,Y’) pertenca a regido A é

P[(X,Y) € A]=P(X +Y < 1) = p(0,0) + p(0,1) + p(1,0)
3 3 9 9

R TR

p(ry) =0 xz=1 xz=2 Totais
_ 3 9 3 15
R B B
v, &m0
Totais % % % 1

Tabela 6.1: Distribuicdo de Probabilidade Conjunta para o Exemplo 6.3.

Exemplo 6.4.

Suponha que realizamos sucessivos lancamentos de uma moeda com proba-
bilidade p de cair cara. Defina as variaveis aleatorias X; como o ntimero do
lancamento em que ocorre a primeira cara, e Xo como o nimero do lancamento
em que ocorre a segunda cara. O suporte da distribui¢ao conjunta de (X1, X»)
nao ¢ finito, pois X; e Xy podem assumir valores arbitrariamente grandes,
desde que 1 < X7 < Xo — 1.
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Para 9 > z1+1 e xy > 1, podemos recorrer as propriedades da distribuicao
geométrica para determinar que

PO =1, X =22) = [p(L=p)" ] [p(1-p)™ "]

O primeiro termo representa a probabilidade de ser necessario x1 langamentos
para obter a primeira cara, e o segundo termo corresponde a probabilidade de
que sejam necessarios s — x1 langamentos adicionais para aparecer a segunda
cara. Essas probabilidades multiplicam-se em razdo da independéncia dos
langamentos. Simplificando, obtemos

P(X) =21, Xo=22) =p*(1 —p)™ 2, paral<uaz <.

A normalizagdo também pode ser verificada diretamente. Escrevendo
qg=1-p,

oo x2—1 2

ZZp2qr22—p2Zk+l (1_q) =1.

ro=2x1=1

Exemplo 6.5.

Retomando o Exemplo 6.4, ja identificamos que a distribuicdo marginal de
X1 deve ser geométrica com parametro p. Para confirmar essa afirmacao de
outra forma, podemos recorrer a formula da distribui¢do marginal. No caso
em questao, a funcdo de probabilidade marginal de X; é dada por:

[ee]
P(X;=z)= Y PX;=ux1,X=ua)

xro=x1+1

= i pP(L—p)™?

ro=x1+1
o
=p’(1—p" 'Y (1-p*
k=0

Essa soma é uma série geométrica de razdo (1 — p) e primeiro termo p?(1 —
p)

#1-1 " cuja soma é dada por:

1
P(X; = 1) =p*(1 —p)™ 1]*)

=p(1 —p)®~ L, paraz; > 1.
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Isso mostra que X; segue uma distribuicdo geométrica com parametro p.
A funcao de probabilidade marginal de X5 é obtida somando sobre x1:

xro—1
P(Xy =) = > P(Xy =1, Xy = ).

r1=1
Substituindo a funcao de probabilidade conjunta:

xo—1

P(Xy =x9) = Z pi(1 —p)*22.

x1=1

O termo p?(1 — p)®2~2 nao depende de x1, entdo a soma simplesmente conta
o nimero de termos, que é 9 — 1:

P(Xo = 29) = (z2 — 1)p*(1 — p)™ 2, para x5 > 2.

Modelo multinomial A binomial conta quantas vezes ocorre um resultado
em ensaios com duas categorias. Com m categorias, as contagens devem
ser estudadas em conjunto. Se, em cada um de n ensaios independentes, a
categoria ¢ ocorre com probabilidade p;, 7 =1,...,m, e >, p; = 1, entao o
vetor X = (X1,...,X,,) das contagens tem distribuicdo multinomial:

Definicao 6.2 — Modelo multinomial

Para inteiros k; > 0 com ki + -+ + k,,, = n,

n!
P(X1=k1,. ... X = km) = - i pp.

Fpl---

Fora desse suporte, a probabilidade é zero. O coeficiente multinomial
conta as sequéncias de n resultados que produzem as mesmas contagens.
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Exemplo 6.6.

Em dez langamentos independentes de um dado equilibrado, seja X; o niimero
de ocorréncias da face i. Entao (Xi,...,X¢) é multinomial e

10! 1\
P<X1:k1’7X6:k6)2M<6> 5 k1++k6:10

6.3 Vetores aleatérios continuos

No caso continuo, as somas sobre pontos sao substituidas por integrais
sobre regides. Por isso, antes de integrar, convém sempre identificar duas
coisas: o suporte da densidade e a parte desse suporte que representa o evento
de interesse.

No caso bidimensional, dizemos que (X,Y") é continuo quando existe uma
funcao nao negativa f, com integral total igual a 1, tal que, para toda regiao
C' considerada,

P((X,Y) e C) //(wy (x,y)dzdy (6.2)

Se A e B sao quaisquer conjuntos de niimeros reais, entao, para o conjunto
C={(z,y):x €Ay € B},

obtemos da Equacao 6.2 que

P(X €AY eB)= /B/Af(x,y)dxdy.

Interpretacao da densidade Da funcao de distribuicdo conjunta,

F(a,b) =P(X € (—o0,al,Y € ( / / (z,y)dxdy  (6.3)
obtemos, nos pontos em que as derivadas existem,
82
Fla,b) = oo Fla.b).

O valor f(a,b) nao é uma probabilidade pontual. Ele indica como a probabili-
dade se concentra nas proximidades de (a,b). Para pequenos Aa,Ab > 0,

b+Ab rat+Aa
P(a<X<a+Aa,b<Y<b+Ab):/ / f(z,y)dedy  (6.4)
b a
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~ f(a,b)AaAb (6.5)

quando f é continua em (a,b). A aproximagao corresponde ao volume de um
paralelepipedo de base AaAb e altura f(a,b).

Marginais Se X e Y sao varidveis aleatérias conjuntamente continuas, entao
elas também sao continuas individualmente. As fungoes de densidade de
probabilidade marginais de X e Y podem ser determinadas da seguinte forma:

P(XecA)=PXeAY € (—00,))

—/ / f(z,y)dydx
:/AfX(x)da:

fxt@)= [ sy,

—00

onde

Similarmente, a fun¢ao densidade de probabilidade de Y é dada por

) = [ sy

—0o0

Exemplo 6.7 — Distribuicao uniforme bidimensional.

A distribuicao uniforme no quadrado unitario é o exemplo bidimensional mais
simples. Se (X,Y) é uniforme em (0,1)2, a densidade é constante no quadrado
e zero fora dele. Como a area do suporte é 1, a constante também deve ser 1:

1 sel0<z<],0<y<l1

0 caso contrario

fxv(zy) = {

A Figura 6.3 mostra o suporte e a superficie da densidade. Como a altura
é 1, probabilidades sdo simplesmente dreas. Assim, a regiao Y > 1/2 ocupa
metade do quadrado e tem probabilidade 1/2.
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1/2

Figura 6.1: Regiao 1

Para calcular P(X + 2Y > 2), identificamos no quadrado a regiao acima
da reta = + 2y = 2, mostrada na Figura 6.2.

1/2

Figura 6.2: Regiao 2

O tridngulo sombreado tem area 1/4; portanto P(X +2Y > 2) =1/4.
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Densidade
Y2 f (Z/l ,y2)

Suporte

Figura 6.3: Funcao densidade para a distribuicdo uniforme.

Exemplo 6.8.
A funcao densidade conjunta de X e Y é dada por

2e e W )< x<o00,0<y <00

0 caso contrario

Ixy(z,y) = {

Calcule

. P(X>1Y<1)
2. P(X <Y)

3. P(X <a).

Solugao.
1 poo
P(X>1Y<1) = / 2e eV dxdy
0 J1
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PX<Y)= // 2e e Y dady
(z,y):x<y

0o ry
= / / 2e e~ Wdrdy
o Jo
o0 —

= 2¢ % (1—e¥)dy

0 oo
= 2e 2ydy—/ 2eYdy
0 0
2
_1_7
3
1
3

f(z,y)

Figura 6.4: Funcao densidade de probabilidade para o Exemplo 6.9
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Exemplo 6.9.

Em um processo de fabricagao de chips de computadores, pode haver dois
tipos de impurezas que afetam a qualidade do produto final. Para um certo
lote de chips, seja X a proporc¢ao total de impurezas encontradas no lote, e
seja Y a proporc¢ao das impurezas do tipo 1 em relagdo ao total de impurezas
presentes. Suponha que, apds analisar diversos lotes, a distribuicao conjunta
de X e Y possa ser adequadamente modelada pela funcao de densidade:

2(1—2z), para0<z<1,0<y<I1,

fX,Y(xa y) = /o
0, caso contrario.

Solucao.

Desejamos calcular a probabilidade de que a propor¢ao total de impurezas
X seja inferior a 0,5 e que a proporcao de impurezas do tipo 1, Y, esteja entre
0,4 e0,7.

0.7 0.5
P(0< X <0.5, O.4§Y§0.7):/ / 2(1 — z)dxdy
04 Jo

0.7

- [ [_(1_3;)2]2‘5@
0.7

=0.75(0.7 — 0.4)
=0.75-0.3 = 0.225.

Portanto, a probabilidade de que X seja menor que 0,5 e Y esteja entre
0,4 e 0,7 ¢ 0,225.

Exemplo 6.10.

Considere um circulo de raio R e suponha que um ponto em seu interior seja
escolhido aleatoriamente e uniformemente distribuido no interior do circulo.
Se o centro do circulo estd na origem do sistema de coordenadas, e X e Y
correspondem as coordenadas do ponto escolhido, entao, como (X,Y’) tem a
mesma probabilidade de estar na vizinhanca de qualquer ponto no circulo, a
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funcao densidade conjunta de X e Y é dada pela uniforme:

K se 2? +1y?> < R?
0se 22 +y%> > R?

f(l',y) :{

para algum valor de K.

1.

2.

3.

4,

Determine K.
Encontre as fungoes densidade marginais de X e Y.

Calcule a probabilidade de que D, a distancia da origem ao ponto selecio-
nado, seja menor ou igual a a.

Determine E[D], a esperanga da distancia D.

Solugao.

1.

Determinacao de c:

Para que f(z,y) seja uma func¢ao densidade de probabilidade, devemos ter:

/O:o/o:of(%y)dyda:: 1.

K// dydx = 1.
22+4y2<R2

2« 2 dy dz usando coordenadas polares, ou mais

Assim, obtemos:

Podemos calcular [[..,
diretamente, reconhecendo que essa integral representa a area do circulo

de raio R, que é 7R2. Portanto,

1
K= —.
mR?

. Funcoes densidade marginais de X e Y:

Para encontrar a densidade marginal de X, temos:

fxa)= [ sy
1

TR2 22 4y2<R2
1 /\/W

— d
7'['.R2 —/R2_z2 Yy
2
= 3 R?2 — 22, para z° < R
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Para 22 > R?, temos fx(z) = 0. Por simetria, a densidade marginal de Y

¢é dada por:
2
fr(y) = RV R?— 2, paray® < R®,
=0, paray’> R%

3. Probabilidade de que D < a, onde D = X2 +Y?2:
Para 0 < a < R, a funcao de distribuicao de D é:

Fp(a) =P(VX2+ Y2 < a)

a
=P(X?+Y?<d?
=//2 flz,y) dy dz

z24y2<a?

1
= — dy d
TR2 //362+y2<a2 Yy axr
wa?

mR2
a2

ﬁ?
Para a <0, Fp(a) = 0; para a > R, Fp(a) = 1.

4. Esperanga de D, E[D]:
Do item anterior, temos que a densidade de D é:

2a

fD(a) = @7

0<a<R.

Portanto,

6.4 Independéncia

Conhecer as marginais nao basta, em geral, para reconstruir a distribuigao
conjunta. Quando bastaria? Precisamente quando observar uma coordenada
nao traz informacao sobre a outra. A independéncia formaliza essa situagao
e permite recuperar a distribui¢do conjunta multiplicando as marginais. E
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uma condicao forte: auséncia de correlacao, estudada depois, nao basta.
Formalmente, X e Y sdo independentes se, para quaisquer conjuntos borelianos
A.B CR,

P(Xe€AYeB)=P(XecAP(Y €B)

Em outras palavras, os eventos [X € A] e [Y € B| devem ser independentes
para todas essas escolhas.

Definicao 6.3
As variaveis aleatérias X1, ..., X, sdo independentes se
n
P(X1€By,.... X, € By) =[P (Xi € By). (6.6)
i=1
A igualdade deve valer para todos os conjuntos borelianos By, ...,B, C R.

Para qualquer familia de variaveis aleatérias independentes, qualquer sub-
familia é também formada por variaveis independentes. Por exemplo, se X, Y
e Z sao independentes, entao X e Y também o sao.

Os critérios mais uteis sao fatorizacoes da distribuicdo conjunta. Eles
permitem reconhecer independéncia sem voltar & definicdo para todos os
conjuntos.

Proposicao 6.3 — Critérios para independéncia

1. As variaveis Xq,...,X,, sdo independentes se, e somente se,

n

FXl,m,Xn(xl?' .. ,l‘n) = HFXi(JJi), (:L‘l, R ,:L‘n) € R"™.

i=1
2. Se Xq,...,X, sao discretas, elas sao independentes se, e somente se,
n
p(x1,. .. 1) = pri (x;) (6.7)
i=1

para todo (z1,...,zy).
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3. Suponha que X e Y tenham densidades conjunta e marginais conti-
nuas. Entao sdo independentes se, e somente se,

fxy(@y) = fx(@)fy(y), (z,y) € R2.

Demonstragio. Para 1], independéncia aplicada aos eventos [X; < x;] fornece
a fatorizacao da funcao de distribui¢do. Reciprocamente, se a fungao de
distribuicao fatora, diferengas sucessivas mostram que as probabilidades
de retangulos semiabertos fatoram; como esses retangulos determinam a
distribuicdo conjunta, segue a independéncia.

Para 2, no caso bidimensional, a independéncia aplicada aos eventos
(X = z] e [Y = y] dd p(x,y) = px(x)py(y). Na direcdo inversa, para
quaisquer conjuntos A e B,

P(X €AY eB)=)> Y px(@)py(y)
€A yeB

=P(X € A)P(Y € B).

O argumento em dimensao maior é o mesmo.

Para 3, se X e Y sdo independentes, entdo Fx y(z,y) = Fx(z)Fy (y); deri-
vando, obtemos fx y(z,y) = fx(z)fy(y). Reciprocamente, se as densidades
fatoram,

x Yy
Fry(ew) = [ fxtwydu [ fr()do = Fx(@)Fr()
e [1] conclui a prova. ]

Exemplo 6.11.

Suponha que X e Y sejam varidveis aleatérias com a fungao de distribuigao
conjunta dada por

l—e@—eYV+e ™Y sex,y>0,
FX,Y (1"7 y) = -
0 caso contrario.

Para encontrar a fungao de distribuigao marginal de X, podemos considerar:

Fy(e) lim Fiy( ) 1—e® sex>0,
x(\@)= 1m I'xy(xr,Yy)= , .
y—00 0 caso contrario.
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Isso indica que X segue uma distribui¢do exponencial com parametro 1. Um
calculo analogo mostra que Y também segue uma distribuicdo exponencial
com 0 mesmo parametro.

Podemos verificar a independéncia das variaveis X e Y observando que:

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) para todos z,y € R,

o que confirma que X e Y sao varidveis independentes.

Exemplo 6.12.

Sejam n + m experimentos independentes, cada um com probabilidade de
sucesso p. Se X conta o nimero de sucessos nas primeiras n tentativas e
Y nas ultimas m, entdao X e Y sao variaveis aleatorias independentes. Isso
ocorre porque o resultado das primeiras n tentativas nao influencia o niimero
de sucessos nas m tentativas restantes. De fato, para x e y inteiros,

PX=2Y=y) = ( Z )px(l—p)"’c ( 7; )py(l—p)my 0<xz<n,
=P(X =2)P(Y =y)

Por outro lado, o ntimero de sucessos nas primeiras n tentativas, X, e o
numero total de sucessos, Z sao dependentes.

Exemplo 6.13 — Afinamento de Poisson e independéncia.

No capitulo anterior vimos que, se N ~ Poisson(\) e cada ocorréncia é
classificada independentemente como detectada com probabilidade p, o nimero
X de detectadas é Poisson(Ap). Seja Y = N — X o ntimero de nao detectadas.
Além das marginais, o afinamento produz independéncia.

De fato, para i,j > 0,

P(X =4iY =) :P(N:H—j)(ijj)Pi(l—p)j

) e NP = p)P

7! 4!

A dltima expressao é o produto das massas de Poisson(Ap) e Poisson(A(1—p)).
Portanto, X e Y sao independentes.
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Exemplo 6.14.

Suponha que X e Y sejam varidveis aleatérias com a seguinte fungao de
distribuicao conjunta:

l—e®—e¥4+e ™Y sex,y>0,
FX,Y(xa y) = -
0, caso contrario.

Para determinar a funcdo de distribui¢do marginal de X, podemos calcular:

Fy(e) lim Fyy( ) 1—e ™ sex >0,
x\@)= 1mn Irxy(Tr,Yy)= ;.
Y—00 0, caso contrario.

Assim, podemos concluir que X segue uma distribuicdo exponencial com
parametro 1. Um célculo semelhante revela que Y também segue uma
distribuigcao exponencial com o mesmo parametro.

Além disso, podemos verificar que:

Fxy(xz,y) = Fx(x)Fy(y) para todos z,y € R,

o que implica que X e Y sdo varidveis independentes.

Exemplo 6.15 — Variaveis Aleatérias Dependentes.

Para ver a dependéncia geometricamente, considere X e Y como definidos
no Exemplo 6.10. Para —R < x < Re —R <y < R, temos:

Fx@) fy(y) = =2V =y

m2 R4

0 que nao coincide com a densidade conjunta dessas variaveis e assim conclui-
mos que X e Y sao variaveis aleatérias dependentes.

Isso estd de acordo com nossa intuicao de dependéncia, pois, quando X
estd préoximo de R, Y deve estar proximo de zero. Assim, obter informacoes
sobre X nos fornece informacoes sobre Y.
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Exemplo 6.16.

Dois amigos planejam se encontrar na biblioteca dentro do intervalo de uma
hora. Seus horarios de chegada sao independentes e distribuidos uniforme-
mente ao longo do periodo de uma hora. Cada um concorda em esperar por
15 minutos, ou até o final da hora. Se o outro nao aparecer nesse tempo, a
pessoa parte. Qual é a probabilidade de os dois amigos se encontrarem?
Solugdo. Se X; denota o horario de chegada do primeiro amigo no intervalo
(0,1), o periodo de uma hora, e se X5 denota o horério de chegada do segundo
amigo, entdo (Xi, X9) pode ser modelado como tendo uma distribuigao
uniforme bidimensional sobre o quadrado unitario; isto é,

I, 021 <1,0<22<1

f (xlaxQ) = ;.
0, caso contrario.
O evento de os dois amigos se encontrarem depende do tempo Y entre suas
chegadas, onde
Y =1X; — Xof.

Podemos resolver o problema encontrando primeiro a distribuicao de Y.
Como
Y§y2>|X1—X2| Sy
= -—y<Xi—-Xo <.

A Figura 6.5 mostra que a regiao quadrada sobre a qual (X1, X2) tem
probabilidade positiva e a regido definida por Y < y. A probabilidade de
Y < y pode ser encontrada integrando a funcao de densidade conjunta de
(X1, X2) sobre a regiao de seis lados mostrada no centro da Figura 6.5. Isso
pode ser simplificado integrando sobre os tridngulos (A; e As) e subtraindo
de 1, como veremos agora.
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4
o Y =To — I

Ay Yy =mx1 — @2

>
1 X1

Figura 6.5: Tempo de Espera

Temos

Fy(y) =P <y) = //|xl_z2<yf($1,$2)d$1 dry
=1 —Al/f($1,$2)dz1 dzs —/ /f(xl,xg)dasl dzo
= / / 1)dxy dxg—/l y/mﬂ/ )dzq dxg

1 1—y
/ To — dl‘g—/ (1 —y — x9)dxe
Yy 0

= 296 €2y T2 — X2Y 25U2 .
1 1

=1——(1-— 1-—
S(1—y)* =21 —y)?

=1-(1-y)? 0<y<l.

O problema solicita a probabilidade de um encontro se cada amigo esperar
até 15 minutos. Como 15 minutos é 1/4 de hora, isso pode ser encontrado
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avaliando

16
= 0.4375.

Ha menos de 50% de chance de que os dois amigos se encontrem sob essa
regra.

Exemplo 6.17 — Agulha de Buffon.

Uma agulha de comprimento 2a é lancada ao acaso sobre um plano coberto
por retas paralelas separadas por distancia 2b, com a < b. Seja X a distancia
do centro da agulha a reta mais proxima e © o angulo entre a agulha e a
direcao perpendicular as retas. Pelo modelo geométrico,

X ~ Unif(0,b), © ~ Unif(0,7/2),

e tomamos X e © independentes. Assim, no retdngulo 0 < xz < b,0 < 6 < 7/2,
a densidade conjunta é constante:

2

fX7e (33,9) = % .

A agulha cruza uma reta exatamente quando X < acos ©. Portanto,

p=P(X <acos®O)

7/2 racosf
- 7Tb/ / dwdf = 7b

Se, em n langamentos, ocorrerem ny cruzamentos, a frequéncia relativa ng/n

sugere a aproximacao
2an
T —
bng
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x
b
a
R
X
K,
L 2a |
gy
// 9
—
2b
(a) (b)
Figura 6.6: Agulha de Buffon
Exemplo 6.18 — Normal bivariada.

Dizemos que (X,Y") tem distribuigdo normal bivariada com parametros p1,u2,
01,00 >0e —1 < p <1 quando

f(zy) = 27T01021 — exp{—2(1 i . l(ﬂs ;1u1>2 by (m ;llh) (y ;;tz) N (y-

A forma da densidade parece complicada, mas completar o quadrado revela
sua estrutura. Escrevendo u = (z — u1)/o1 e v = (y — u2) /o2,

u? — 2puv + v? 5 (v —pu)?
_ = - = 7
1—p? 1—p2
Por isso, para cada x, a densidade pode ser vista como o produto da densidade
N(p1,0%) em x por uma densidade normal em y com média

02
p2 +p—(x — )
o1

e variancia (1— p?)o3. Integrando em y, obtemos X ~ N(u1,07); por simetria,
Y ~N (/‘%Ug ).

Quando p = 0, a densidade conjunta se reduz ao produto das duas marginais,
e X e Y sao independentes. Para p # 0, a fatorizagao falha. Mais adiante, ao
estudar correlacao, veremos que o parametro p coincide com o coeficiente de
correlagao desse vetor.
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6.5 Soma de variaveis aleatérias independentes

Somas aparecem ao acumular tempos, custos, contagens ou erros. Mas
conhecer as distribui¢oes de X e Y basta para conhecer a de X +Y 7 Em geral,
nao: a dependéncia também importa. Quando X e Y sdo independentes,
porém, a soma pode ser construida diretamente a partir das marginais, e
a geometria é clara: integramos ao longo das retas x + y = z. Suponha
inicialmente que (X,Y’) tenha densidade conjunta fxy. Entao:

Y
\\\ "
O W
‘ rt+y=a
Fx+y(z) = P(X +Y < Z) (68)
= [[ pxvlwyindy (6.9)
r+y<z

zZ—T

- /_O:O [/_Oo fX7y(a:,y)dy} dr subst. y =u — x. (6.10)

_ /_O:O [/_OO fX,Y(x,u—x)du] dz (6.11)

(6.12)
Para obter a densidade tomamos a derivada:
s =L J s}
= T | fxv(aa - x)de| du
assim, concluimos que
Fxoy(z) = / - (6.13)

Se as varidveis X e Y sao independentes podemos reescrever 6.13 como
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Fxay(z / Fx(z =) fy (t)dt = / P fy (2 — t)dt (6.14)

Com isso esta provada a seguinte proposicao.

Proposicao 6.4

Sejam X e Y variaveis aleatérias.

I. Se X e Y tém densidade conjunta fx y(x,y), entdo
fx+v(z / fXY (z —t,t)dt = / fxytz—t)dt

2. Se X e Y sao independentes e possuem densidades fx e fy, entao
(por 1 e a3.) X +Y tem densidade

fear(e) = [ °; fx(z =0t = [ Z fx (@) fr(z — Byt

O mesmo raciocinio fornece, para a diferenca,

fx—y(w / fxy(w+y,y)dy.

Se X e Y forem independentes, essa expressao é a convolucao de fx com a
densidade de —Y

Definicao 6.4
Se f1 e fo sao densidades de varidveis aleatérias, sua convolucao fi * fo
é definida por

i # fola / iz — ) fo(t)dt

Portanto, pela proposicao, se X e Y sao independentes e absolutamente
continuas, entdo fx * fy é densidade da soma X + Y.

Soma de duas variaveis aleatérias uniformes independentes

A convolucgao ja produz um exemplo geométrico importante: a soma de
duas uniformes nao é uniforme.
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Proposicio 6.5 — Soma de duas variaveis aleatdrias uniformes
independentes

Se X e Y sao variaveis aleatérias independentes, ambas uniformemente
distribuidas em (0,1), entdo a densidade de X +Y é

a 0<a<1
fxsv(@)=¢2—-a 1l<a<?2
0 caso contrario

Demonstragio. A densidade de X + Y toma valores diferentes de 0 em (0,2).
Da Equagao 6.14, como

1 O<axl1

0 caso contrario

fx(a) = fy(a) = {
obtemos )
fxiv(a) = /0 fx(a—y)dy

O intervalo de integracao depende de a:

[0, y]

0 )

[—a,1—aq]

—a 1—a

[0,1—q]

0 1—a
Para 0 < a <1, temos que
a
fx+y(a) :/0 dy = a.

Para 1 < a < 2, obtemos

1
[x+v(a) = /a—l dy=2—a.
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E assim
a 0<a<1
fX+y(a): 2—a 1<a<?2
0 caso contrario

Devido ao formato caracteristico de sua funcao densidade de probabilidade,
a variavel aleatoria U = X +Y é conhecida por ter uma distribuicao triangular.
Esta forma distintiva pode ser visualizada na Figura 6.7.

2 %

Figura 6.7: Soma de Uniformes

Variaveis aleatdrias normais

Também podemos usar a Equagao 6.14 para demonstrar o seguinte resultado

importante sobre as variaveis aleatérias normais.

Proposicado 6.6

Se X;,i =1,...,n, sdo variaveis aleatorias independentes normalmente
n
distribuidas com respectivos pardmetros ji;, 02,7 = 1,...,n, entdo E X;
i=1
n n

¢ normalmente distribuida com parametros Z i e Z 0.
i=1 i=1
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Demonstracdo. Para comecar, suponha que X e Y sejam varidveis aleatorias

2 enquanto Y

normais independentes, onde X possui média 0 e variancia o
possui média 0 e variancia 1. Nosso objetivo é determinar a densidade de
X +Y a partir da Equacao 6.14.

Primeiramente, observemos que
_ L (a—y?) 1 i
Ix(a=y) frly) = o= exp(~54) ——exp(— 1)

= ﬁ exp( ig) exp[—c(yz -2y 1;17)}’

onde
1 1 1402
CT 92Ty T oar
A partir da Equagdo 6.14 e completando quadrados, deduzimos que a
densidade de X +Y em a é:

P (@) = 5 e~ g2) ealsantiven) [ ool oo~ ) oo
1

= exp(_Q(lai~io'2)> [m exp(—ca?) dx

2r o

= C exp — g1ty )

onde C nao depende de a. Conclui-se, portanto, que X 4+ Y é normal com

média 0 e varidncia 1+ o2.

Para passar ao caso geral, suponha que X; e X5 sejam normais indepen-

dentes com médias ju1 e u2 e varidncias o7 e 03, respectivamente. Entdo,

X1+ Xo = 02(7&[;—2“1 + 7)(20—2“2) + (p1 + p2).

2
A variavel —ﬁ é normal com média 0 e variancia 2, enquanto X2 2“2 é

normal com medla 0 e variancia 1. Com base no resultado anterior, a soma

X1 —m n Xo — 2

02 02

2

7 7 1. A . o 7

é normal com média 0 e varidncia 1 + J—% Dessa forma, X; + X5 é normal
2

com média (1 + po e varidncia
2
2 o 2 2
93
Assim, comprova-se a Proposigao 6.6 para n = 2. O caso geral segue por

inducao.
|
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Exemplo 6.19.

Um time de futebol jogard uma temporada com 40 partidas. Vinte e seis
dessas partidas serdao contra times da divisao A, e 14 contra times da divisao
B. Suponha que o time ganhe cada partida disputada contra um adversario
da divisdo A com probabilidade 0,4, e ganhe cada partida disputada contra
um adversario da divisao B com probabilidade 0,8. Suponha também que os
resultados das diferentes partidas sejam independentes. Obtenha um valor
aproximado para a probabilidade de que

1. o time venga 25 partidas ou mais;

2. o time venga mais partidas contra times da divisdo A do que contra times
da divisdo B.

Solucao. [1] Sejam X 4 e Xp varidveis aleatérias que representam, respectiva-
mente, o nimero de partidas que o time vence contra equipes da divisao A e
B. X4 e Xp sdo binomiais independentes com

E[X 4] = 26(0,4) = 10,4 Var(X4) = 26(0,4)(0,6) = 6,24
E[Xp] = 14(0,8) = 11,2 Var(Xp) = 14(0,8)(0,2) = 2,24

Pela aproximacao normal para a distribuicao binomial, X4 e Xp tém apro-
ximadamente a mesma distribuicdo que teriam varidveis aleatérias normais
independentes com os valores esperados e as variancias acima. Portanto, pela
Proposicao 6.6, X 4+ X p terd aproximadamente uma distribui¢cao normal com
média p = 21,6 e varidncia o2 = 8,48. Assim, fazendo com que Z represente

uma varidvel aleatéria normal padrio, temos:!

P(Xa+ Xp>25)=P(Xa+ Xp >24,5) (correcao de continuidade)
:P(XA+XB—,LL > 24,5—,&)

o - o
24.5 — 21,6
~PlZ>"21"_—""
( T /848 >

~ P(Z > 0,9947)
~ 1 — ©(0,9947)
~ 0,1600

onde ® é a fungao de distribuicdo da normal padrao.

Leia sobre a correcio de continuidade na Secéo 5.3
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2] Notamos que X4 — Xp tem aproximadamente uma distribuicdo normal
com média = —0,8 e varidncia o2 = 8,48. Com isso,
P(X4—Xp>1)=P(Xa—Xp>0,5) (corregao de continuidade)
_P(XA—XB—M - 0,5—H)

o o o

0,5+0,8
~P (Z = m)
~ P(Z > 0,4472)
~ 1 — ®(0,4472)
~ 0,3274

Assim, hé aproximadamente 16,00% de chances de que o time ganhe pelo
menos 25 partidas, e aproximadamente 32,74% de chances de que o time
ganhe mais partidas contra times da divisdo A do que contra times da divisao
B.

Soma de variaveis aleatérias gama

Recordemos a definigao da varidvel aleatéria gama de parametros (t,\),
cuja funcao densidade de probabilidade tem a formas:

Ae MW (\y)tt
Flg) = 20T

I(t)
onde I'(t) = [5~° 2 le™®dx é a funcdo gama. Esta funcdo é uma extensao do
fatorial para os reais positivos; para um inteiro positivo n, temos I'(n+1) = nl.

Proposicao 6.7
Se X e Y sao variaveis aleatérias gama independentes com parametros

(s,\) e (t,\) respectivamente, entdo X + Y é uma varidvel aleatoria
gama com parametros (s + ¢, \).
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Demonstragao. Utilizando a férmula de convolugao (Equagao 6.14), obtemos:
1 a
= | 2@\ (a = DAY ()
Fxev(a) = Freg b AT A= e )y
:Ke—)\a/ (a*y)s_lyt_ldy
0

1
= Ke Mg*ti1 / (1—z)* 2" tde (fazendo z = Q)

0 a
_ Ce—/\aas-i—t—l

onde K e C sdo constantes que ndo dependem de a.

Como fxiy(a) é uma fungdo densidade de probabilidade, sua integral em
todo o dominio deve ser igual a 1, o que nos permite determinar o valor de C.
Consequentemente, temos:

A —Aa A s+t—1
Fxov(e) == r(i —C:)t)

Isto conclui a demonstracao, mostrando que X 4 Y segue uma distribuicao
gama com parametros (s + t, \). [

Exemplo 6.20 — Duas lampadas em sequéncia.

Duas lampadas tém vidas independentes exponenciais com média 5 anos, isto
é, taxa 1/5. Se a segunda ¢ instalada quando a primeira queima, o tempo
total T'= X7 + X9 satisfaz

1
T ~ Gama <2,)
5
na parametrizacao forma—taxa adotada neste livro. Portanto,
P(T > 15) = e ?(1+3) = 4e > ~ 0,199.

<

Pode-se demonstrar por indugao, utilizando a Proposicao 6.7, que para
variaveis aleatérias gama X;, ¢ = 1,...,n, com pardmetros respectivos (¢;, \),
i=1,...,n,asoma y ;- X; segue uma distribuicdo gama com parametros
(3" ti, A). A prova formal deste resultado fica como exercicio para o leitor.
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Exemplo 6.21.

Considere X1, Xo,...,X,, como n variaveis aleatérias exponenciais indepen-
dentes, cada uma com parametro A. Sabendo que uma varidvel aleatoria
exponencial com parametro \ é equivalente a uma variavel aleatéria gama
com parametros (1, \), podemos aplicar a Proposi¢ao 6.7. Consequentemente,
X1+ Xy + -+ X, segue uma distribuigdo gama com parametros (n, \).

Somas de variaveis aleatérias de Poisson independentes

Proposicdo 6.8

Se X e Y sao variaveis aleatérias de Poisson independentes com respec-
tivos parametros A1 e A9, entao X +Y tem uma distribuicao de Poisson
com parametro A; + As.

Demonstragio. Como o evento [X + Y = n] pode ser expresso como a uniao
dos eventos disjuntos [X = k,Y =n — k], para 0 < k < n, temos:

[M]=

PX+Y=n)=YPX=kY=n—k)

iy
[e=)

I
bl
gk

]
b
I

z

]

)~<

I

S

|

=

k n—=k
€—>\1 ﬁe—h )‘2

k! (n—k)!
L Mgt

=P ST s
e
= kl(n — k)!

Il
NE

B
Il

0

—(A1+A2) n |
e n!
= > AFADF
nl kl(n—k)!
e*(/\1+)\2)

= ——— i+ A2)"  (bindmio de Newton)
n!

Logo, X + Y segue uma distribuicao de Poisson com parametro A\; + Ag. =

Somas de variaveis aleatérias binomiais independentes



6 Vetores aleatérios 127

Proposicao 6.9
Sejam X e Y variaveis aleatorias binomiais independentes com respecti-

vos pardmetros (n,p) e (m,p). Entdo X +Y é binomial com pardmetros
(n+m,p).

Demonstracao. A partir da interpretacao de uma varidavel aleatéria binomial,
e sem necessidade de calculos, podemos concluir diretamente que X + Y
é binomial com pardmetros (n + m,p). Isso se deve ao fato de que X
representa o niimero de sucessos em n tentativas independentes, cada uma
com probabilidade de sucesso p, e Y representa o ntimero de sucessos em m
tentativas independentes, também com probabilidade de sucesso p. Assim,
pela independéncia de X e Y, X +Y corresponde ao ntimero de sucessos em
um total de n+m tentativas independentes, cada uma com probabilidade p de
sucesso. Portanto, X +Y ¢é uma variavel aleatéria binomial com parametros
(n+m,p).
Para verificar essa conclusao analiticamente, note que

P(X+Y =k) = P(X:iY:k—z')

M: ||'M:

X=0)PY =k—1)

P(
i m k—i m—k+i

(") =0 quando j < 0 ou j > r. Assim,

P(X_’_Y:k):pkanrmkzn:(?) (k’ribl>
i=0

e a conclusao segue da identidade combinatoria:

()5 ()0

-
I
o

Il
NgE

Il
o

7

onde ¢ =1 — p e adotamos (

kx‘i
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6.6 Distribuicao condicional

A distribuicdo conjunta guarda toda a informagcao sobre X e Y. Podemos
usa-la para responder a uma pergunta que ja apareceu no capitulo de proba-
bilidade condicional: o que acontece com X quando descobrimos algo sobre
Y? A distribuicdo condicional é a versao dessa atualizagdo para varidveis
aleatérias.

A ideia é sempre a mesma. No caso discreto, fixamos um evento Y = y com
probabilidade positiva e renormalizamos. No caso continuo, P(Y = y) = 0,
portanto nao dividimos por essa probabilidade. Condicionamos primeiro
numa faixa y <Y <y + h e deixamos h | 0. Sob as hipdteses usuais,

P(XeAly<Y <y+h)— [ fur(e|y)do

E esse limite local que d4 sentido ao condicionamento continuo. As férmulas
finais ficam paralelas:
~ pxy(zy) ~ fxy(zy)

pxyy(z|y) = @) fxiy(z|y) = ()

Para cada valor admissivel de y, elas definem uma distribuicao em .
Antes de fixar um valor, vale registrar a versao para uma faixa. Se P(y; <
Y <) > 0, definimos

Fx|iy<v<y)(@) =PX <z |y <Y <) (6.15)

_ Fxy(@y2) = Fxy(zy)
Fy(y2) = Fy ()

(6.16)

6.6.1 Variaveis aleatérias discretas

Se Y ¢é discreta e P(Y = y) > 0, a definicdo usual de probabilidade
condicional pode ser aplicada diretamente. Para qualquer X,
P(X <2,V =y)
P(Y =y)

FX\Y($|Z/):P(X§$’Y:Q):
A lei da probabilidade total recupera a distribuigao marginal:

Fx(z) =Y P =y)Fxy(z|y).
y

Se X também é discreta, podemos trabalhar diretamente com as massas
pontuais.
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Definicao 6.5
Se X e Y sao ambas varidveis aleatérias discretas

B A fungdo de probabilidade condicional de X dado Y = y é
definida, para todo y com py (y) > 0, como

para todos os valores de y tais que py (y) > 0.

B a fungao de distribuicao condicional de X dado Y = y é definida,
para todo y com py (y) > 0, como
Fyy(z|y) =PX <z|Y =y)
=> pxy(aly)

a<x

Em outras palavras, essas defini¢des sdo andlogas ao caso incondicional de
X, mas agora tudo é condicionado no evento Y = y. Se X for independente de
Y, entéo as fungoes de probabilidade e de distribuicao condicionais coincidem
com as respectivas funcoes incondicionais. Isso ocorre pois, nesse caso,

pX|Y($\y):P(X:x\Y:y)
B PX=2xzY=y)
P =y)
_P(X=2)P(Y = y)
PY =y)
=P(X ==x)

Exemplo 6.22.

Se X e Y sao variaveis aleatorias de Poisson independentes com respectivos
parametros A1 e \g, calcule a distribuicao condicional de X dado que X +Y =
n.

Solugao.
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A funcao de probabilidade condicional de X dado X +Y =n é

pxpxsy (| n) = P(X = k| X+ = n)
 P(X =k X+Y =n)
P(X+Y =n)
 P(X=kY=n—k)
P(X+Y =n)
CP(X=kP(Y =n—k)
N P(X+Y =n)

onde a tultima igualdade é consequéncia da hipétese de independéncia de X e
Y. Na Proposicao 6.8 mostramos que X +Y tem uma distribui¢ao de Poisson
com parametro A1 + Az, e assim temos

e MAF e \n ok [o=(uta) () 4 A) ] 7
El (n—E)!

ol MG F

T ) O+ )"

(1)) G
k AL+ Ao A+ Ao
Logo a distribuicdo condicional de X dado que X +Y = n é uma binomial
com parametros n e A1/ (A1 + A2).

n!

6.6.2 Variaveis aleatdrias continuas

Se Y é continua, em geral P(Y = y) = 0, de modo que ndo podemos dividir
por essa probabilidade. Em vez disso, condicionamos em uma faixa estreita
y <Y <y+ Ay. Para Ay > 0,

y+Ay
/ fxy(z,s)ds
’ y+Ay ’
/ fy(s)ds
y

Quando Ay — 0, numerador e denominador sdo, em primeira ordem,
fxy(z,y)Ay e fy(y)Ay. Isso motiva a defini¢do seguinte.

Ix|y<y<yraygy (@) =



6 Vetores aleatérios 131

Definicao 6.6
Para todo y tal que fy(y) > 0, a densidade condicional de X dado
Y=yé

_ fxy(zy)

Para cada y admissivel, essa expressao é de fato uma densidade em x, pois
oo 1 oo
/ Ixyy(z|y)de = 7/ fxy(zy)dx = 1.
—0o0 fy(y) -0

De modo analogo,

frix(y|z) = f);i((i’)y)
Se X e Y sao independentes, fxy(z,y) = fx(z)fy(y), e portanto

fxiy(@ly)=fx(x),  frixlz)=fr(y).

Ou seja, condicionar nao altera a distribuicdo quando as varidveis sao inde-
pendentes.

A funcao de distribui¢do condicional é obtida integrando a densidade
condicional:

Definicao 6.7

A funcao de distribuicdo condicional de X dado Y =y é

Fyy(z|y) = /: fxy(z|y)da.

Como consequéncia, as seguintes férmulas sao validas:

Y
Frr(@y) = [ (@) Fxy(e | 2)ds

Fx(a)= [ fv)Fay(e | y)dy
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Exemplo 6.23.

Dado
EO<zx<y<l1

0 caso contrario

fxy(z,y) = {

determine fyy(z [ y) e fyx(y | 2).
Solugao.
A densidade conjunta é constante na regiao triangular sombreada da Figura

6.8.

~

Figura 6.8: Regiao para o Exemplo 6.23

Podemos determinar k£ lembrando que a densidade deve integrar 1:

1 ry 1 k
// fxv(z,y)dxdy = / / kdxdy = / kydy = 5= 1l=k=2
0 Jo 0

E agora podemos calcular as marginais:

1
fX(fU)Z/fXY(fU,y)dy:/ 2y =2(1—z) 0<z<1

fY(y)Z/fXY(iﬁ,y)dx:/ondx:Qy O<y<1

E assim fev(ey) 1
_Jxyihy) 2
fxy(x|y) = v () y I<er<y<l1
€
fyix(ylz)= Ixv(@,y) _ ! 0<z<y<l

fx(z) 1—=z
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Exemplo 6.24.

As variaveis X e Y tém densidade dada por
flz,y)=(z+y), se0<z<1,0<y <1

Calculemos a densidade condicional fx|y. Inicialmente, calculamos a
marginal de Y. Temos

1 1
fy(y) :/0 (@+ylde=y+5.0<y<1
Entao, para qualquer y fixado com 0 <y <1,

Fxiy(@ly) = foy) oty  2000) pao<a<t
fry) y+1/2 0 2y+1
Fora desse intervalo, fx|y (x| y) é zero.
A funcéo de distribuicao condicional pode ser obtida a partir da integragao
da densidade condicional. Assim, para qualquer y fixado com 0 <y < 1 e
0<z< 1, vem:

T 2z+y
Fxy(z | y) :/ 2(y+1)dz
—0oQ
2y + )
o2y 41
e, portanto,
0, se x < 0,
r2y+x
Fxy(z|y) = (2y+1)’ se0<z<1,
1, sex > 1.

A funcao de distribuicao conjunta pode ser obtida a partir da condicional, da
seguinte formas:

Fxy(zy) = /_yoo fy(2)Fxy(z | 2)dz

0, sex<0ouy<0,

W, se0<z<1,0<y<1,
N xzﬂv se0<z<1y>1,

y—;yQ, sexr>1,0<y<1,

1 sex>1,y>1.
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Deixamos ao leitor a tarefa de verificar se essa expressio esté correta, o que
pode ser feito calculando seu valor diretamente pela densidade conjunta.

6.6.3 Variaveis aleatérias mistas

Também é possivel combinar uma variavel continua e outra discreta. Se X
tem densidade fx e N é discreta, escrevemos py|x (n | z) para a probabilidade
condicional de N = n quando o valor de X é x. A forma mista da regra de
Bayes é

prvte [ = PRy >0
Ela tem a mesma estrutura de sempre: verossimilhanca x densidade inicial,
divididas pela constante de normalizacao.

Exemplo 6.25 — Atualizando uma probabilidade de Bernoulli.

Suponha que realizemos n+m tentativas de Bernoulli e observemos n sucessos
e m fracassos. A probabilidade de sucesso é desconhecida. Para ilustrar
o condicionamento misto, tratemos essa probabilidade como uma variavel
aleatéria © € (0,1) e adotemos, por simplicidade, uma priori uniforme:

fo0)=1, 0<6<1.

Essa é uma escolha de modelagem, ndo uma afirmacao de auséncia absoluta
de informacao.
Se N ¢é o ntimero de sucessos, entdao, dado © = 0,

N | (© =46) ~ Bin(n + m,0).
Logo, pela forma mista da regra de Bayes,
foin (0] n) < pnje(n | 0)fo(0)
x 6"(1—-0)", 0<6<1.

Normalizando,
0" (1 —0)™
B(n+1m+1)’

fon(0n) =
portanto
© | (N =n) ~Beta(n+ 1,m +1).

A conta mostra por que a familia beta é natural para modelar probabilidades
de sucesso: depois de observar dados de Bernoulli, permanecemos na mesma
familia.
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0.2 0.4

Em geral, Beta(«,3) tem densidade

2271 — )Pt

flx)= B(o) , 0<z<1,
onde
Blo,8) = F((Z)Jl;(g))
N
Exemplo 6.26 — Uma distribuicado mista.

Considere X € {1,2,3} discreta e Y € [0,1] continua. A lei conjunta é mista:
para cada x, o valor g(z,y) dy representa aproximadamente a probabilidade
de X =z eY € lyy+ dyl, onde

r—1

Ty

S {17273}7 0 S Yy S 17
g(zy) =
0, caso contrario.

Integrando em y, obtemos px(z) = 1/3 para x = 1,2,3. Somando em z,

1+ 2y + 3y?
fY(y):fa 0<y<Ll

Se fixamos X = 2, a distribui¢do condicional de Y é continua:

frix(y[2) = ifg)) =2y, 0<y<l1.

Por outro lado, se fixamos Y = 1/2, a distribuigdo condicional de X ¢ discreta.
Como fy(1/2) =11/12,

Px|y (x \ ;) = m = %x (;)H, z=123.
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Assim,
0, y<O0,
Fyix(y]2)=14y% 0<y<1,
1, y>1,
e
0, r <1,
4
1 —, 1<z<?2,
ny<3«"’2)= i ) - ;
ﬁv Sz < )
1, >3
Fyix(y| X =2)
1
1
yQ
0 1 Yy
1 *———
2 — o
% e—O
0 1 2 3 z

Esse exemplo mostra por que, em modelos mistos, é importante distinguir
massa condicional de densidade condicional.

<

Distribuig¢oes conjuntas permitem responder trés perguntas diferentes: como
as coordenadas variam juntas, quando podem ser separadas por independéncia
e como a informagao sobre uma delas altera a distribuicdo da outra. Essas
trés ideias serao usadas repetidamente nos capitulos seguintes.
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6.7 Exemplos integradores

Os modelos deste capitulo comecam a ficar especialmente tuteis quando
o vetor aleatério ndo é apenas um par de nimeros, mas registra a configu-
ragao inteira de um sistema. Os exemplos a seguir mostram trés maneiras
de explorar essa ideia: representar um objeto combinatério por indicado-
res, transformar contagens multinomiais em uma quantidade operacional e
reconhecer dependéncia entre coordenadas que tém marginais simples.

Exemplo 6.27 — Um grafo aleatério como vetor de Bernoulli.

Considere o grafo aleatério de Erd6s—Rényi G(n,p). Para cada par e = {i,j}
de vértices, seja I, a indicadora do evento “a aresta e estd presente”. O vetor

¢ um vetor aleatério discreto com (Z) coordenadas. Como as arestas sao
escolhidas independentemente,

P(I. =i, ec (@)) =][p(1—p)", i. € {0,1}.

Um objeto combinatoério inteiro passa, assim, a ser uma unica observacao
vetorial. Graus, niimero de arestas e nimero de tridngulos sdo fungoes desse
vetor; voltaremos a elas nos capitulos de transformagoes e esperanga.

Exemplo 6.28 — Balanceamento de carga e o problema de ocupacao.

Suponha que n requisi¢oes sejam enviadas, independentemente e com a mesma
probabilidade, para m servidores. Se N; é o ntimero de requisi¢des que chegam
ao servidor j, entao

(N1,...,Np)

tem distribui¢do multinomial com pardmetros n e py = -+ = p,, = 1/m.
Uma pergunta natural é quantos servidores serdao efetivamente utilizados.
Defina

Ii=1n,50p, A=D1

Como um servidor fica vazio somente quando nenhuma das n requisi¢oes o

P(Ij=1)=1—(1—1)n.

m

escolhe,
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Logo,

w-nfi- (-2

A mesma conta descreve bolas langadas em caixas, chaves distribuidas numa
tabela de hash ou usuarios distribuidos entre maquinas. O vetor multinomial
guarda a carga completa; a funcdo A extrai uma caracteristica operacional
do sistema.

Exemplo 6.29 — Graus de vértices vizinhos.

No modelo G(n,p), sejam D,, e D, os graus de dois vértices distintos. Cada
um tem distribuicao
Bln(n - 1’p)7

mas eles nao sao independentes, pois ambos contém a indicadora Iy, .} da
aresta comum. Escrevendo

D, = I{u,v} + Z I{u,w}v D, = I{u,v} + Z I{v,w}v

wWHU,V wWHEU,V
todas as parcelas distintas sdo independentes. Portanto,
COV(DuvDU) - Va‘r(I{u,v}) - p(l - p)'

As marginais dos dois graus sao iguais e muito simples, mas a distribuicao
conjunta registra a aresta que compartilham. E exatamente esse tipo de
informacao que se perde quando olhamos apenas para as marginais.
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Ao atravessar este capitulo

Distribuigbes conjuntas descrevem dependéncia. Marginais sao obtidas
somando ou integrando; condicionais renormalizam uma fatia; indepen-
déncia equivale a fatoracao adequada. Vetores de indicadores também
permitem representar objetos complexos, como grafos e sistemas de
ocupagao, por coordenadas elementares.

6.8 Exercicios

Exercicio 6.1 — Tabela conjunta

A funcao de probabilidade conjunta de X,Y" € {0,1,2} é proporcional a z+y+1.
Determine a constante, as marginais, P(X <Y) e P(X =1|Y = 2). Decida
se X e Y sdo independentes.

Exercicio 6.2 — Regiao triangular

Se fxy(xz,y) = ¢ na regiao 0 < y < x < 3, determine ¢, as densidades
marginais e P(X +Y < 3).

Exercicio 6.3 — Condicional continua

Se fxy(z,y) =2, para 0 <y < x < 1, obtenha fy(y) e fxy(z |y). Calcule
P(X >3/4]1Y =1/2).

Exercicio 6.4 — Maximo e minimo

Se X e Y sao independentes e uniformes em (0,1), determine as fungoes de
distribui¢do de M = max(X,Y) e N = min(X,Y). Calcule P(M — N < 1/3).

Exercicio 6.5 — Soma de Poisson

Se X ~ Poisson(2,5) e Y ~ Poisson(1,7) sdo independentes, obtenha a
distribuigao de X +Y e calcule P(X +Y < 2).



CAPITULO

7

Funcoes de variaveis
aleatorias

Nos capitulos anteriores transformamos uma variavel de cada vez. Para
uma funcgao simples, a CDF resolve quase tudo. Mas o que muda quando
transformamos um vetor inteiro? E se, em vez de combinar coordenadas,
quisermos apenas ordend-las?

Essas duas perguntas conduzem as ideias do capitulo. Na mudanca suave de
coordenadas, precisamos corrigir a deformacao de areas: surge o jacobiano. Na
ordenacdo, exploramos a estrutura especial de minimos, maximos e posicoes
numa amostra. Sao problemas diferentes, mas ambos comegam com a mesma
pergunta: como a distribuicdo muda quando aplicamos uma fung¢do ao vetor
aleatério?

7.1 Funcoes de variaveis aleatoérias continuas

Dadas duas variaveis aleatérias X e Y, considere
Z =g(X,Y).

Se fxy ¢é conhecida, a funcao de distribuicao de Z ¢é obtida integrando

140
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sobre a regiao em que g(z,y) < z:

Fu(z) = P(Z < 2) = P(g(X,Y) < 2) = P((X,Y) € D.)
= // Ixy(z,y) dz dy,
(z,y)€D:

onde D, = {(x,y) : g(x,y) < z}. Depois de determinar F, derivamos para
obter fz, quando a derivada existe. O suporte merece atencao especial: ele
determina os limites de integracdo e, muitas vezes, obriga a separar o calculo
em casos. O primeiro exemplo mostra o método em uma transformacao
unidimensional.
Exemplo 7.1.
Se X ~ UJ0,1], qual é a distribuigdo de Y = —log(X)?
Solugao. Como
<Y <0< X<,

e P(0< X <1) =1, temos que Fy(y) =0 para y < 0. Se y > 0, entao

PY <y =P(-log(X)<y)=P(X>e¥)=1-¢"

Portanto, Y ~ exp(1), ou seja, Y tem uma distribui¢do exponencial com
parametro 1.

Exemplo 7.2.
Dado Z = X — Y, determine fz(z).
Solugao. Utilizando a expressao derivada anteriormente e a Figura 7.1, temos

Fz(z) =P(X =Y < 2) = /0:0_ /Zty [xvy(z,y) dz dy,

onde a regiao de integracao r — y < z é ilustrada na Figura 7.1.

4
4
4
x_ygz //
4
4
4
r=z+Yy
4
4
4
4
4
4
4
4
4
y T—y==z
7
4
4
7

Figura 7.1: Regiao de integracao para r —y < z
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Assim, obtemos

fz(2) = dESjZ)‘_./f:JﬁXY(Z‘Fy,y)dy- (7.1)

Quando as varidveis X e Y sdo independentes, a Equagao 7.1 se reduz a
oo
f22) = [ Ix(eu @) dy = (Fx = fr)(2)
—00

em que f_y(u) = fy(—u). Portanto, a densidade de uma diferenga ¢é a
convolucao da densidade de X com a densidade de —Y'.
Como um caso especial, suponha que

fx(x)=0 paraxz <0, fy(y)=0 paray<O0.

Nesse caso, z pode ser positivo ou negativo, o que requer uma analise separada
para z > 0 e z < 0, pois as regides de integracao para esses casos diferem
significativamente. Para z > 0, conforme mostrado na Figura 7.3a, temos

[e'e] z+
Fz(z) = /yO /:coy fxy(z,y)dzdy.

<
/ zT—-—y<z
r=z+Yy
r=z+y
r—yY=2z

Figura 7.3: .

e para z < 0, da Fig. 7.3b

Fz(2) = /yoo /z—i-y fxy (x,y)dxdy

=—zJz=0
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Apés a diferenciacao, temos
f (Z) _ fOOOfXY(Z+y7y)dy ZZO
JZ fxv(z+y,y)dy 2<0

Para antecipar o exemplo do quociente, se X e Y sdao nao negativas, a
regiao {X/Y < z}, para z > 0, é a mostrada na Figura 7.4. Nesse caso,

00 Yz
Fz(z) = / fxy(z,y)dzdy
y=0 Jx=0

ou
(o.¢]
fz(z) = /70 yfxy(yz y)dy
<y I///////
/
y=uz
Figura 7.4
Exemplo 7.3.
Seja Z = 2= e suponha que P(Y = 0) = 0. Vamos determinar a funcdo de

densidade fz(z).
Solugao. Iniciaremos pela distribuicao acumulada:

FZ(z):P<;( Sz).

A desigualdade % < z pode ser reescrita como X < Yz quando Y > 0,
e X > Yz quando Y < 0. Particionamos, entao, o calculo nos eventos
{Y > 0} e {Y < 0}; a hip6tese P(Y = 0) = 0 assegura que nenhum caso com
probabilidade positiva foi omitido. Assim,

p(Xe)or({Xdnmsa)

X X
P( z,Y>O>+P( z,Y<O>

—P(X<YzY>0+P(X>YzY <0).
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Podemos expressar as probabilidades anteriores como integrais sobre duas
regioes, obtendo:

o] z 0 00
Fy(z) = /yO /:_OO fxy (@,y) de dy + /y_oo /xyz fxy (@,y) dedy. (7.2)

Finalmente derivando a Equacao 7.2, obtemos:
00 0
fz(z) = /O yfxy(yz,y) dy + / —yfxv(yz,y)dy
—00

= /jo Iyl fxy (yz,y) dy.

Observe que, se X e Y sao varidveis aleatérias nao negativas, a expressao
anterior se reduz a:
[e's) Yz
Fy(z) :/ / fxy(z,y)drdy e
y=0 Jx=0

(e 9]

fz(z) = yfxy(yz,y)dy.
y=0

Exemplo 7.4.

Sejam X e Y varidveis aleatérias conjuntamente normais com média zero,
cuja funcao de densidade conjunta é dada por:

2 2
L ()]
_ (1=r2) \ o 9192 o
Ixy(z,y) = e 1 2/,
' 2mo109vV 1 — 12

Mostre que o quociente Z = % tem uma densidade de Cauchy centrada
To1

em 2L,
g2
Solugao. Utilizando o fato de que fxy(—x,—y) = fxy(z,y), obtemos:
2 29,2 03
7(2) = / e VPN gy =— "0
J2(2) 2ro109v1 — 12 Jo Y Y ro1oaV/1 — 12
onde
9 1—7r?
70 = 22 2rz 1)’
(2)- () + (%)
Assim, temos:
o109V 1 —1r?/m
fz(2) =

o3 (:- ) + ot -r2)

02
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Essa é a densidade de Cauchy com pardmetro de localizagao roy/og e
pardmetro de escala o1v/1 —1r2/09. Integrando de —oo até z, obtemos a
fungdo de distribuicao correspondente:

1 1 09z — 101
FZ(Z) — 5 + ; arCtan (m> .

Exemplo 7.5.

Sejam X e Y varidveis aleatérias independentes, com X ~ Gama(m, )
e Y ~ Gama(n, ), na parametrizagao forma-taxa. Mostre que Z = XLH,
segue uma distribuicao beta.
Solugao. A func¢ao de densidade conjunta de X e Y é dada por:

ﬁm-{-n

m—1, n—1 _—p(z+y)
F(m)F(n)x Yy e , x>0,y >0.

Ixv(z,y) = [x(@)fy(y) =

Note que 0 < Z < 1, uma vez que X e Y sdo varidveis aleatérias nao
negativas. Assim, a fungdo de distribui¢do acumulada Fz(z) pode ser expressa
como:

Foe) =PIz <4 =P (1 <2) =P (X < v

oo —
:/ /1 fxy(z,y) dz dy,
o Jo

onde utilizamos a representacao grafica mostrada na Figura 7.4.
Diferenciando em relacao a z, obtemos:

fz(2) = /OOO (1_y )2fXY (1y_z,y> dy

_ 5m+n 2" / ym+n 1 —,By/(l z) dy
L'(m)T'(n) (1 — z)m+L

= mel(l - Z)n 1 /OO W™t e gy = Mzm_l(l - Z)n_l
0

I'(m)[(n) T(m)T(n)
_Jamm e = )" para0 <z <1,
0 caso contrario.

Essa expressao representa uma distribuicao beta.
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Exemplo 7.6.
Seja Z = X2 + Y2 Determine fz(z).
Solucgao. Temos que

Foa) =P 4vi <) = [ povy)dody
2 4+y?<z
Mas, 22 + y? < z representa a drea de um circulo com raio \/z e, portanto,
eavess
Fz(z2) = /_ﬁ/_@fxy(%y) dz dy,

para z > 0; para z < 0, Fz(z) = 0.

Logo
fz(z) = /_\/;2\/:_7 (fXY (M’ y) + fxvy (_m, y>> CE?; 3)
N
Exemplo 7.7.

X e Y sao variaveis aleatorias normais independentes com média zero e
varidncia comum o?. Determine fz(z) para Z = X2 + Y2,
Solugao. Usando 7.3, para z > 0 obtemos

@) i gy
f2(2) = DY) / 2
mo? )iy

—z/(202 T
— e/()/ /2 do = ie—z/(zﬁ)‘
0 2

To? o2

onde usamos a substituicio y = y/zsinf. Assim, X2 + Y? tem distribuicio
exponencial com taxa 1/(202) e média 202

7.2 Funcoes de variaveis continuas: método do
Jacobiano

O método da fungao de distribui¢ao continua valido, mas pode obrigar a
redesenhar a regiao de integracao para cada valor. H4 uma maneira de fazer a
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geometria de uma vez s6?7 Quando a transformagao é diferenciavel e invertivel,

o teorema de mudancga de varidveis faz exatamente isso. O jacobiano registra

quanto pequenas areas sao dilatadas ou contraidas. Se h = ¢g~!, um pequeno

retangulo de area dz dw corresponde, localmente, a uma area aproximada
|J(z,w)| dz dw

no plano original. Esse é o fator que preserva a massa de probabilidade.
Sejam Ag,A C R? regides abertas e g : Ay — A uma bijecdo. Escreveremos

(z,w) == g(z,y) = (91(=,y), g2(z,y)) - (7.4)

Figura 7.5: Representacao de transformacao entre regives Ag e A via g.

Como ¢ é uma bijecdo, existe a inversa h = g~ : A — A, dada por
x = hi(z,w), y = ha(z,w).

Suponha que as derivadas parciais

or Odx Oy Oy
0z ow’ 90z Ow
existem e sdo continuas em A.
Definimos o Jacobiano da transformacgao inversa A como o determinante

9z Oz 9z Oz
J(z,w) = % ‘?ﬁ = det % %lj )
0z  Ow 0z Ow
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Teorema 7.1 — Mudanca de variaveis em integrais duplas

Sejam ¢ : Ay — A uma bijecdo diferencidvel e h = g~!, ambas com

derivadas parciais continuas e determinantes jacobianos nao nulos. Para
toda regiao B C A,

J[ s dwdy = [[ ftn(w) huew) 17ew) dsdo.
h(B) B

Podemos aplicar o Teorema de Mudanca de Varidveis para densidades. Seja
f = fx,y a densidade conjunta das varidveis aleatérias X e Y, e assumamos
que
P((X,Y) e Ay =1.

Sejam Z e W as variaveis transformadas, ou seja, Z = ¢1(X,Y) e W =
92(X,Y). Entao, para todo evento B C A, temos

P((Z, W) € B) = P((X,Y) € h(B)) (7.5)
// Ixy(z,y)dedy (7.6)
://foy(hl(z,w),hg(z,w)) (2, w)| dzdw.  (7.7)

Assim, pela defini¢do de densidade, a fungao obtida é a densidade de (Z,IW),
e obtemos o seguinte teorema:

Teorema 7.2

Sob as condigoes dadas, a densidade conjunta de Z e W é:

fxy(hi(z,w), ha(z,w))|J(z,w)|, se(z,w) € A,

0, caso contrario.

fzw(z,w) = {

O teorema conduz a um roteiro de cdlculo: determinar o suporte transfor-
mado A, inverter as equacoes para escrever x e y em funcao de z,w, calcular
o médulo do jacobiano da inversa e multiplicd-lo pela densidade original ava-
liada no ponto inverso. O suporte vem primeiro, pois uma féormula algébrica
correta fora de A ainda nao define a densidade correta.
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A principal dificuldade na aplicagdo do método do jacobiano estd em
determinar o conjunto A.

Exemplo 7.8 — De um uniforme a um tempo de espera.

Um gerador de nimeros aleatérios costuma comegar por uma variavel U ~
Unif(0,1). Como transformar esse niimero em um tempo de espera exponencial
de taxa \? A transformacao

1

T
A

logU

faz exatamente isso.
Solugdo. A transformacao leva (0,1) em (0,00) e sua inversa é u = e .

Portanto,

dt
Como a densidade de U vale 1 em (0,1), obtemos

= A~

Xe ™M >0,

frt) = 0. £ <0,

Logo T' ~ Exp()). O célculo é unidimensional, mas ja contém a ideia central
do método: ao mudar de coordenadas, a densidade precisa compensar a
deformacao produzida pela transformacao.

<
Em muitos exemplos, é mais facil calcular o jacobiano da transformacao

direta. Como as matrizes derivadas de funcgoes inversas sao inversas uma da
outra,

1
Z,w = -
@)l = )
sendo
0z 9z
J(z,y) =| 58 2a| (7.8)
or Oy

pois o determinante jacobiano da transformacao direta costuma ser mais facil
de calcular. A identidade vale nos pontos em que ambos os determinantes
sdo nao nulos.

Nessa notagao, a densidade conjunta pode ser expressa como

Faw (za0) = 1 (20)| ey (a20) o (z0) = 27 (hll(j(’:Z)hlz(w»

(7.9)
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Exemplo 7.9 — Carga total e desequilibrio.

Dois servidores recebem cargas normalizadas X e Y, modeladas como variaveis
independentes e uniformes em (0,1). Em vez das duas cargas separadas,
queremos acompanhar

onde U mede a carga total e V o desequilibrio entre os servidores. Quais
pares (U,V)) podem ocorrer e como se distribuem?
Solugao. A transformacao é linear e pode ser invertida imediatamente:

u—+v uU—"uv

2 YT

1 1
det (1 _1> = -2,

de modo que o médulo do jacobiano da inversa vale 1/2. Como fxy(z,y) =1

Seu jacobiano direto é

no quadrado unitario, temos

Jov(uw) = %

sempre que o ponto inverso pertence a esse quadrado.

A geometria torna o suporte transparente: a transformacao leva os quatro
vértices do quadrado (0,0),(0,1),(1,1),(1,0) nos pontos (0,0),(1,—1),(2,0),(1,1).
Assim,

A={(uw):0<u<2, max(—u,u —2) < v < min(u,2 — u)},

%, (u,v) € A,

fov(uw) = .
0, caso contrario.

O losango também revela algo que uma conta marginal esconderia: carga
total e desequilibrio nao sao independentes. Valores extremos de U restringem
fortemente os valores possiveis de V.
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Espago transformado (U,V)
Vv
Y
(0.1) (L) (1)

Espago Original (X,Y)

(0,0) uﬁ (0,0) (2,0)

(17 - 1)

Figura 7.6: Cargas individuais e coordenadas de carga total e desequilibrio.

Exemplo 7.10 — Tempo total e diferenca entre etapas.

Duas etapas de um servico tém duragoes independentes X e Y, ambas
exponenciais de taxa A\. O tempo total é¢ U = X 4+ Y, enquanto

V=X-Y

registra qual etapa demorou mais e por quanto. Determine a densidade
conjunta de (U,V) e as distribuigoes dessas duas quantidades.
Solugao. A densidade original é

fX,Y(x7y) = A2€—>\(x+y)’ T > 07 ) > 0.
v
Vv=Uu
u
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A inversa é
u—+v uU—"v

= 5 Yy = 5
e as condigoes > 0, y > 0 equivalem a u > 0 e |[v| < u. Como o médulo do
jacobiano da inversa vale 1/2,

)\2
fuv(uw) = ?e*A“, u >0, [v] < wu.

Integrando em v,
fu(u) = Nue ™, u >0,

logo U ~ Gama(2,)\). Para a diferenca,

0o )2 A

fv(v) = / Ze Mgy = Zem A veR.
ol 2 2

Portanto, a diferenga entre duas exponenciais independentes de mesma taxa

tem uma distribuicdo de Laplace centrada em zero. Apesar das formas simples

das duas marginais, U e V néo sao independentes: o préprio suporte |v| < u

acopla total e diferenca.

Exemplo 7.11 — Tempo total e fracdo gasta na primeira tarefa.
Duas tarefas tém tempos de execucgao independentes X e Y, ambos expo-

nenciais com média u. Para planejar o trabalho, duas quantidades sdo mais
informativas do que os tempos separados:

X

U=X+Y, V = .
5 X+Y

Aqui U é o tempo total e V é a fragdo desse tempo gasta na primeira tarefa.
Determine a densidade conjunta de (U,V).
Solugao. A transformacao é invertida por

X=UV, Y=U@1-V).

O moédulo do jacobiano da inversa é u, pois

det( v u)‘:u
1—-v —u
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no suporte, onde u > 0. Assim,

Jov(u,w) =u fxy(uv,u(l —v)) (7.10)
— D u>0,0<v< 1. (7.11)
1

Regidou > 0,0<v <1

A densidade fatoriza:

C—y
fov(uw) = —e /“]l(o,oo) (u) Lo,ny(v)-
- fv(v)
v (v

Ju(u)

Logo
U ~ Gama(2,1/p), V ~ Unif(0,1),

e U e V sao independentes.

O resultado é mais forte do que parece: depois de observar o tempo
total, a fragdo desse tempo gasta na primeira tarefa continua uniformemente
distribuida. Essa independéncia nao é uma propriedade da transformacao
sozinha; o préoximo exemplo mostra o que acontece quando mantemos U e V,
mas mudamos a distribuicdo de X e Y.

Exemplo 7.12 — A mesma transformacao, outra geometria.

Agora suponha que X e Y sejam independentes e uniformes em (0,1), mas
mantenha exatamente as mesmas quantidades

X

U=X1Y V= .
5 X+vY

Sera que soma e propor¢ao continuam independentes?
Solucgdo. A inversa continua sendo

X=UV, Y=U@1-V),
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e o modulo do jacobiano continua sendo u. A diferenca esta no suporte: agora
precisamos impor simultaneamente

0<uv <1, 0<u(l—wv)<Ll
Como 0 < u < 2e0<wv <1, essas restrigdbes dao

0<v<l, O<u<l,

u—1

1
<v< —, l<u<?2.
U U

Portanto,
foy(uw) =u

nessa regiao e vale zero fora dela.

v

R1>
u

Figura 7.7: Suporte de (U,V) para X,Y ~ Unif(0,1).

Geometricamente, o quadrado unitario nao se transforma agora em um
retangulo: para u > 1, as restricoes X < 1 e Y < 1 apertam progressivamente
o intervalo possivel de v. Como o suporte nao é um produto de um intervalo
em u por um intervalo em v, U e V nao sao independentes.

Comparado ao exemplo anterior, o jacobiano é o mesmo. O que mudou foi
a combinacio entre densidade e suporte. E essa combinacio, e ndo a transfor-
magao isoladamente, que produziu a independéncia no caso exponencial.

Exemplo 7.13 — Erro de localizacao em duas dimensoes.

Um sistema de posicionamento comete erros independentes X e Y nas dire¢oes
horizontal e vertical, ambos com distribuicio N(0,02). Para quem usa o
sistema, porém, interessa mais a distancia do erro a posicao correta e sua
direcao. Defina

R=vX?24Y?2  O=atan2(Y,X), —T<O <.

Determine a distribuicao conjunta de (R,0).
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r >0

0=—m

Solugao. A densidade conjunta cartesiana é

Fey (@) 1 22+ y?
Ty) = ——=exp| ——a—|.
XYABY) = 952 &P 202

Em coordenadas polares,
T = 1Ccosb, y =rsinb,

e o modulo do jacobiano da transformacao inversa é
cosf —rsinf
det | . =r.
sinf  rcosd

fre(rd) =3 . se @) s, —m <<
xe

Logo,

A expressao ja se separa em duas densidades:

T _2/(902 1
fR7®(’[”’9) e 726 r /( ) % .

Portanto,
R ~ Rayleigh(o), © ~ Unif(—m,x],

e R e © sao independentes.

A interpretacao é simples: a simetria circular do erro gaussiano torna
todas as dire¢oes igualmente provaveis, e a magnitude do erro nao carrega
informacao sobre a dire¢do em que ele ocorreu.
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Exemplo 7.14 — A conexdao Beta—Gama.
O exemplo das duas tarefas exponenciais sugere uma pergunta: a indepen-
déncia entre soma e proporcao sobrevive além do caso exponencial? Sejam

X ~ Gama(m,f3), Y ~ Gama(n,f3)

independentes, com a mesma taxa (. Defina

X
X+Y’

S=X+Y, P=

Determine a distribui¢do conjunta de (S,P).
Solugao. A transformacao inversa é

X=8P, Y=8(1-P),

com suporte s >0, 0 < p < 1. O médulo do jacobiano é s. Assim,

o Bm-{—n m—1 . n—1_—pfs
ky@@—f@ﬁ@ﬁw) [s(1—p)]" e ™s

= Bm—‘rn )Sm+nleﬁs‘| |:F(m+n) mfl(

)nfl
F(m+n I'(m)I'(n)

1-p

Reconhecemos as duas parcelas como densidades. Portanto,
S ~ Gama(m + n,3), P ~ Beta(m,n),

e S e P sao independentes.

Quando m = n = 1, recuperamos exatamente o exemplo das duas tarefas
exponenciais: a soma é gama e a proporc¢ao é uniforme. O caso geral mostra
que a independéncia nao era um acidente de uma conta simples, mas parte
de uma estrutura Beta—Gama.

7.2.1 Variaveis auxiliares

As vezes, interessa apenas Z = 9(X)Y), mas o método do jacobiano
transforma duas coordenadas. Introduzimos entao uma varidvel auxiliar W,
escolhida de modo que a transformacao (X,Y) — (Z,W) possa ser invertida.
Por exemplo, podemos tomar

Z =g(X,Y)

e completar a transformacao com W = X ou W =Y. Depois de obter fzw,
integramos em w para recuperar a marginal fz.
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Exemplo 7.15 — Densidade da soma de variaveis aleatorias.

Considere duas variaveis aleatérias X e Y. Calcule fz(z) sendo Z = X +Y a
soma das variaveis aleatérias X e Y.

Solucgao. Suponha Z = X + Y e escolha W =Y para que a transformacao
seja injetiva e a solucao seja dada por y = w,z = z — w. O Jacobiano da
transformagao é dado por

E assim
fzw(z,w) = fxy(z — w,w).
E logo .
fz(z) = /fZW(z,w)dw = L fxy(z —w,w)dw.

Se X e Y forem independentes, a tltima integral é a convolucao de fx e fy;
veja a Defini¢do 6.4.

Exemplo 7.16 — Densidade do produto de variaveis aleatérias.

Considere duas varidveis aleatérias continuas X e Y. Determine a densidade
de Z = XY.

Solucgao.

Seja Z = XY. Com W = X, o sistema zy = z, * = w possui uma
tnica solugao: r1 = w e y1 = Z. Nesse caso, temos J(z,y) = —w, e
consequentemente:

1 z
faw (z,w) = foy (w, w) -
Portanto, a densidade da variavel aleatoria Z = XY é dada por:
>~ 1 z
fz(2) :/ —fxy <w, ) dw.
—oo |W| w

Caso especial Agora assumimos que as variaveis aleatorias X e Y sédo
independentes e possuem distribuigdo uniforme no intervalo (0,1). Nesse caso,
temos que z < w e

Ixy <w, i}) = fx(w)fy (Z) =1.
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Assim, obtemos (veja a Figura 7.8):

1
= sel<z<w<l1
faw(z,w) = ¥ N
0 caso contrario
Logo,
1 —lnz sel0<z<1
f(2) = [ dw = o
z W 0 caso contrario
<
Yy z
1
e
0 1

(a)

Figura 7.8: Figura para o calculo de fz(z) sendo Z = X - Y.

Funcdes nao injetivas Podemos utilizar o método do jacobiano também em
casos em que a funcao g nao é injetiva, bastando que g seja injetiva quando
restrita a cada uma de k regides abertas disjuntas cuja unido contém o valor

de X com probabilidade um. Para tanto, suponhamos que G,G1,...,G
sejam subregites abertas do R™ tais que G1, ..., G sejam disjuntas e valha
k
P (X 3y Gi> =1,
i=1

e tais que a funcao g|Gi, a restricao de g a G;, seja uma correspondéncia
biunivoca entre G; e G,Vi = 1,..., k. (Neste caso podemos dizer que a funcao
g ékal.) Além disso, suponhamos que a fun¢do inversa de 9|Giv denotada por
R satisfaca todas as condi¢des da funcio h do caso anterior, e indiquemos
com J;(X,y) o jacobiano da funcao h(?). (Este jacobiano é funcio de y € G.
Notemos que () : G — G; é uma bijegdo.) Temos, entdo, o seguinte esquema:
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Desde que
k k
P(XeUGi) =1 e lXeUGi cly ed]
i=1 i=1
temos P(Y € G) = 1, ie., Y toma valores s6 em G (pelo menos com
probabilidade 1).
Teorema 7.3
Sob as condigoes dadas acima, se X tem densidade f (z1,...,x,), entdo

Y tem densidade

k
(y) = Zf (h(i)(y)) | iz, y)l seyeG
y)=1ix
0, seY ¢ G.

Iy

7.3 Estatisticas de ordem

Até aqui as coordenadas tinham nomes. Em muitas perguntas, porém, a
identidade de cada observacao deixa de importar: queremos apenas a menor,
a maijor ou a k-ésima menor. O que acontece com a distribuicdo quando
substituimos os rétulos pela ordem? O tempo do vencedor de uma corrida é o
minimo dos tempos, a vida util de um sistema em série é o minimo das vidas
de seus componentes e a de um sistema em paralelo é o maximo. Ordenar
uma amostra transforma, portanto, um vetor aleatério em novas variaveis
aleatérias chamadas estatisticas de ordem.

Nesta secao, partiremos dos extremos, cujas distribuicoes sao mais imedia-
tas, e depois obteremos a densidade da k-ésima estatistica e a distribuicao
conjunta de duas posi¢oes ordenadas. Os exemplos de confiabilidade e ampli-
tude mostram como essas formulas sao usadas.

Exemplo 7.17.

Sejam X1,X3,...,X190 uma amostra aleatoria de tamanho 10 de uma distri-
buigao uniforme em (0,1). Abaixo aparecem trés realizagoes e, em cada uma,
o menor valor estd destacado.

0

L oo o o o o o o o o
T 1
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Reunindo os trés minimos em um tnico grafico, obtemos:

0
€00

Nao surpreendentemente, valores do minimo préximos de zero sdo mais
provaveis do que valores proximos de 1. Se repetirmos o experimento com
amostras de tamanho 10, a densidade do minimo tem o grafico a seguir.

Histograma dos Minimos de 10 NUmeros Aleatorios f(gj)
800 1 M
600
g 1.0 + densidade
E 400
200 0.5 +
0 0.0 0.1 0:2 0:3 0:4 0:5 Ojﬂ % % ! ! } x
Valor Minimo 02 0.4 06 0.8 1
N
Considere uma amostra aleatoria X7, ...,X,, de uma distribui¢do continua

com funcao de distribuicao F' e densidade f. Definimos:
X1y = min (X1, Xo,..., Xp),
que representa o menor valor observado entre as variaveis X;, e:
X(n) = max (X1, Xo,..., Xp),
correspondendo ao maior valor observado. De modo geral,
X def ) k-ésimo menor valor entre X1, X, k=1,....n,

é a k-ésima estatistica de ordem. A sequéncia

(X(l),X(Q), - ,X(n))
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¢é a amostra ordenada.

De modo geral, temos X(1) < X(5) < -+ < X{,,), implicando que valores
de ordem podem coincidir. Entretanto, se a distribuicao comum da amostra
{X1, X2,...,X,} for continua, a probabilidade de coincidéncia é nula. Por-
tanto, nas analises subsequentes, assumiremos que todos os valores observados
sao distintos, garantindo as seguintes desigualdades estritas:

X(l) < X(2) < e < X(n).

Estatisticas de ordem extremas E direto descrever as distribuicdes de X 1)
e X(,). Comegando pelo maximo,

P[X(n)ﬁx} =P(X;<z,Xo<uxz,....X, <2x),

pois a condi¢do X(,) < x implica que todos os valores X; devem ser menores
ou iguais a z, e o contrario também é verdadeiro. Como X1, Xo,..., X, sdo
variaveis independentes, podemos escrever:

P X, < 2| = [F(2)]".

Denotando a fungao de densidade de X, por gn(x), obtemos, ao derivar
ambos os lados da expressao anterior:

gn(@) = n[F(@)]" " f(2).

A funcéo de densidade de X3, que chamamos de g1 (), pode ser encontrada
de forma semelhante. Consideramos:

P Xy <z|=1-P[Xy) >z

=1-P(X; >z, Xo>2x,....X, > 1)
=1-[1-F(x)]".

Portanto, ao derivar, obtemos:

gi(x) = n[l = F(2)]" " f(2).
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Exemplo 7.18.

Suponha que os tempos, em segundos, de oito velocistas sejam varidveis
aleatérias independentes, todas com a distribuicao uniforme 2/(9.6,10.0).
Queremos encontrar a probabilidade de que o resultado do vencedor seja
menor que 9.69, ou seja, calcular P(X(;) < 9.69).

Solugao. A fungao densidade de probabilidade da variavel aleatéria X é dada

por fx(z)=25- L(9.6,10.0) (z), onde

1 €r) =
(9.6,10~0)() 0 caso contrario.

{1 € (9.6,10.0)

Para o valor especifico de z = 9.69, podemos calcular a fun¢ao de distribuicao
acumulada Fx(x).
A probabilidade desejada é dada por:

P(Xy <z)=1-(1- Fx(2))®

Substituindo Fx(x) na expressao, temos:
9.69 9.69
Fyx(z) = / Fx(t)dt = / 2.5dt = 2.5 (9.60 — 9.6) = 2.5 - 0.09 = 0.225
9.6 9.6

Portanto, substituindo F'x(9.69) na equacdo da probabilidade:
P(X(1) < 9.69) =1 — (1 —0.225)° =1 — (0.775)® ~ 0.86986.

Assim, concluimos que a probabilidade de que o tempo do vencedor seja
inferior a 9.69 segundos é aproximadamente 0.86986, ou 86.986%.

Outras estatisticas de ordem O evento {X(;) < z} ocorre se pelo menos
j das n observagoes forem menores ou iguais a x. Como cada observacao
satisfaz essa condi¢do com probabilidade F'(x), a contagem correspondente é
binomial. Portanto,

n
P {X () < :v} = Z P (k das n observagoes sdo menores ou iguais a )
J

o

n

=J

( L ) [F (@)L — F(2)]"*. (7.12)

o
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Ao derivar (7.12), os termos intermediérios se cancelam pela identidade

(kil) (k+1) = (})(n— k). Resta

94(x) = (?)j[F(l’)]“[l — F()]" 7 f(x)

n!

= D @ - F@l )

Ha também uma interpretagdo local: para X(; cair em um pequeno

intervalo ao redor de x, devem existir j — 1 observacoes abaixo de x, uma
nesse intervalo e n — j acima de x. As trés categorias tém pesos aproximados
F(z), f(z)dx e 1—F(x), o que reproduz a férmula anterior por uma contagem
multinomial.

Se generalizarmos para a densidade conjunta de X(; e X(;), com i < j, a
mesma contagem multinomial fornece, para x; < x;,

n!
& <xi’xj):(i—l)!(jfi—l)!(n—j)! B |
X [F ()] T F (25) = F () P77 L= F ()] f (a0) f (x5).

Fora da regidao x; < z;, essa densidade ¢ zero.
Em particular, a fun¢ao de densidade conjunta para X (i) e X, torna-se:

M [P (@) = F @) f (@1) £ ().

gin (T1,2n) = m

O mesmo método pode ser aplicado para encontrar a densidade conjunta
de X1y, X(2), ..., X(n), que resulta em:

G12..n (T1, 22, . ..

0, caso contrario.

; )_{n!f(xl)f(:cg)---f(xn), r1 < X2 < -0 < Ty,

A partir dessa funcao de densidade conjunta, é possivel obter a funcao de
densidade marginal para qualquer uma das estatisticas de ordem, embora esse
topico nao seja abordado neste texto.



7 Funcdes de variaveis aleatérias 164

Exemplo 7.19.

Considere componentes eletronicos de um certo tipo, cujo tempo de vida X
em horas é descrito por uma densidade de probabilidade:

ry = e a0
xTr) =
0, caso contrario.

Dessa forma temos que o tempo médio de vida é de 100 horas. Suponha
que dois desses componentes operem de forma independente e em série em
um sistema; isto é, o sistema falha assim que um dos componentes falha.
Determine a funcao de densidade para Y, o tempo de vida do sistema.

Solugao. Como o sistema falha com a falha do primeiro componente, temos
Y = min (X1, X3), onde X3 e X, sdo varidveis aleatorias independentes com
a densidade dada. Sabemos que F(z) =1 — e*/100 para z > 0, entdo:

fy(y) = a1y
=2[1-F(y)lf(y)

_ 9p—/100 <1> /100

100
Le /30y >0,
0, caso contrario.

Portanto, o minimo de duas variaveis aleatorias exponenciais também segue
uma distribuicdo exponencial, porém com uma média reduzida pela metade.

<

Exemplo 7.20.

Considere agora que, na situacado anterior, os componentes operem em paralelo:
o sistema s6 falha depois que ambos falharem. Determine a densidade de Y,
o tempo de vida do sistema.

Solugao. Neste caso, Y = max (X1, X2), e temos:

Iy (y) = 92(y)
=2[F(y)] f(y)

—9 (1 _ efy/loo) (1(1)0) /100
X (e—y/loo _ 6—y/50) Cy>0

0, caso contrario.
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Observe que o maximo de duas variaveis aleatorias exponenciais nao é,
necessariamente, uma variavel aleatéria exponencial.
O tempo médio de vida do sistema é

o 1
_ . —y/100 _ _—vy/50
E[Y] = /0 Yy 50 (e e )dy

— 1 (/OO yefy/100 dy — /OO yefy/50 dy)
50 \Jo 0

= 150 horas.

Exemplo 7.21.

Suponha que X7, Xo,..., X, sejam variaveis aleatérias independentes, cada
uma com distribui¢do uniforme no intervalo (0,1).

1. Encontre a funcdo de densidade de probabilidade da amplitude R =
Xy = Xy

2. Calcule a média e a varidncia de R.

Solugao.
1. No caso de uma distribui¢ao uniforme, temos:

1, O0<z <1,
flx) = .
0, caso contrario.
e
0, x<0,
Flz)=qz, 0<z<1,
1, x>1.

Assim, a funcio de densidade conjunta de X1y e X, é

n(n—1) [z, —z1]" %, 0<z <z <1,

fln(xlaxn): .
0, caso contrario.

Para encontrar a densidade de R = X(,,) — X(1), fixamos o valor de 7 e
definimos R = X,, — z1. Portanto, R = g(X,,) = X,, — 1, e a fungdo inversa
é X,, = h(R) = R+ z;. Usando métodos de transformagao, temos:

fir (x1,7) =n(n — 1)7’”‘2(1).
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Ainda é uma funcao de x1 e r, e devemos ter 1 < 1 —r. Ao integrar em
relagdo a x1, obtemos:

1—r
fr(r) = /0 n(n — 1)r"2dz;

B {n(n —1)r"2(1—7), 0<r<l,

0, caso contrario.

Para o item 2, usando integrais beta,

e - n—1 ~ n(n-1)
ElA _/0 rir(r)dr =175 E[R’] = (n+1)(n+2)
Consequentemente,
_ __ 2(n-1)
Var(R) = E[R?] — E[R]? = CESIE O

7.4 Exemplos integradores

Neste capitulo, as aplicacoes centrais sao mudancas suaves de coordenadas
e estatisticas de ordem. Os exemplos a seguir mostram essas duas ideias em
acao, primeiro pelo jacobiano e depois por maximos e minimos.

Exemplo 7.22 — Uma transformacao polar classica.

Sejam U e V independentes e uniformes em (0,1), e defina

R=+/—-2logU, O =27V.
A transformagcao inversa é

veerr y= 9
' 21

Pelo método do jacobiano,

1
fro(rf) = Py re /2, r>0, 0<6<2m.
™

Agora considere

X = Rcos 0, Y = Rsin©.
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Na mudanca de coordenadas polares, o fator de area é r. Assim,

]. 2 2 1 2 1 2
_ = @Eyh)/2 (2 wf/2) (2 —yP/2
Sy (@) 27T€ (\/271'6 ) (\/271'6 ) '

Portanto, X e Y sao normais padrao independentes.

Essa transformacao, conhecida como Box—Muller, mostra o caminho inverso
ao usual: em vez de descobrir apenas a distribuicao de uma transformacao,
escolhemos a transformagao para construir uma distribuicao desejada.

Exemplo 7.23 — O maximo de observacées uniformes.

Se Uy, ...,U, sdo independentes e uniformes em (0,1), seja
M, = max(Uy,...,Uy).

Para 0 <z <1,

Logo,

n+1

A medida que a amostra cresce, o maximo se aproxima da fronteira 1. O
exemplo antecipa uma ideia geral: extremos tém escalas e comportamentos
préprios.

Exemplo 7.24 — Redundancia e tempo até o primeiro resultado.

Suponha que a mesma tarefa seja realizada simultaneamente por k& unidades
independentes, cada uma com tempo de conclusdo exponencial de taxa \. Se
o trabalho termina assim que chega o primeiro resultado, entao

T = min(Ty, ..., T}).

Como
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temos
1

kN

Executar a tarefa em paralelo reduz o tempo médio até o primeiro resultado,
embora use mais recursos. A mesma matematica de confiabilidade em série
reaparece aqui com uma interpretacao computacional.

T ~ Exp(kM), E[T]

Ao atravessar este capitulo

Para obter a lei de uma transformacao, pode-se trabalhar com a fun-
cao de distribui¢ao, convolugao ou mudanca de variaveis. O suporte
transformado e o médulo do jacobiano sao partes essenciais do calculo.
Estatisticas de ordem mostram que minimos e maximos também sao
apenas fungoes do vetor aleatorio.

7.5 Exercicios

Exercicio 7.1 — Quociente

Se X e Y sdo normais padrao independentes, use a mudanca Z = X/Y,
W =Y para obter a densidade de Z. Identifique a distribuicao.

Exercicio 7.2 — Coordenadas polares

Um ponto (X,Y') é escolhido uniformemente no disco unitario. Para R =
VX?2+Y?2e© =atan2(Y,X), obtenha a densidade conjunta de (R,0), suas
marginais e verifique se sao independentes.

Exercicio 7.3 — Estatisticas de ordem

Se X1,...,X¢ sdo independentes e uniformes em (0,1), calcule P(X ;) > 0,2),
P(X(5 < 0,8) e a densidade de X .



CAPITULO

8

Esperanca

A distribuicdo de uma variavel contém muita informacao. Mas e se qui-
sermos apenas um nimero que represente seu centro? A esperanca faz essa
compressao por meio de uma média ponderada. No caso discreto, os pesos
sao probabilidades; no continuo, a densidade desempenha esse papel. Se X é
discreta e assume valores no conjunto enumeravel C', entao

E(X] =) 2P(X =ux) (8.1)
zeC
Se X tem densidade fx, a férmula correspondente é
oo
E[X] — / ofx(x)de (8.2)
—00
Essas férmulas sao o ponto de partida do capitulo. Depois de estabelecer
suas propriedades, calcularemos esperancas de fung¢ées de uma ou varias
varidveis, estudaremos variancia, covariancia e correlagdo e usaremos o con-
dicionamento para decompor problemas complexos. Momentos e fungoes
geradoras encerram o capitulo, sempre com somas e integrais usuais do
calculo.

8.1 Definicao e propriedades fundamentais

As férmulas ja sdo conhecidas. O que precisamos agora é entender quais
contas podemos fazer com elas sem reconstruir uma distribuicao inteira a

169
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cada passo. A linearidade, as indicadoras e a formula das caudas serdo as
primeiras ferramentas desse tipo.

Definicao 8.1

Se X é discreta, com valores z1,z2, ..., definimos

E[X] = ZmiP(X = 1;),

desde que a soma seja absolutamente convergente. Se X possui densidade
fx, definimos

B(X] = [ afx(e)ds,

—00

desde que [ |z|fx(z)dr < oo. Nos dois casos dizemos que X ¢é
integrdvel quando E[|X|] < cc.

Se a distribuigdo é mista, calculamos separadamente a contribuicao das
massas pontuais e a da densidade. Assim, se X assume valores x; com massas
p; e tem também uma parte continua de densidade f, entao

Blg(X)] = Y a(epi+ [ g(a)f(z)do.

sempre que a soma e a integral convergirem absolutamente.

Proposicdo 8.1 — Propriedades basicas

Para variaveis integraveis X,Y e constantes a,b, valem:
1. ElaX +bY] = aE[X] 4 DE[Y];

2. se X <Y, entao E[X]| < E[Y];

3. |BLX]| < E[|X]);

o

. para todo evento A, E[14] = P(A).
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Teorema 8.2 — Férmula das caudas
Se X > 0, entao

E[X] = / P(X > t) dt. (8.3)
0
Se, além disso, X assume valores inteiros nao negativos,
=Y P(X >k). (8.4)
k=1

Demonstracdo. A ideia é a mesma nos casos discreto e continuo: um valor
x > 0 pode ser medido pelo comprimento do intervalo que fica abaixo dele,

Se X é discreta, com valores nao negativos x; e probabilidades p;, entao

Zzﬂﬂipi:Zpi/xidt
/ Zpldt / P(X >1t)d

iy >t

Se X possui densidade fyx, entdao

E[X]:/mmfx( )dx—/ / fx(z)dtdz

_//fX dz dt = /PX>t

Como os integrandos sdo nao negativos, a troca da ordem de integragao nao
cria problemas de cancelamento.

Finalmente, se X assume valores inteiros nao negativos, entdo para k —1 <
t < k vale P(X > t) = P(X > k). Particionando a integral em intervalos
unitarios,

/ P(X >t)dt = ZPX>k)
k=1

o que prova a segunda férmula. ]

A interpretagao é geométrica: em vez de somar os valores de X diretamente,
podemos somar suas “camadas”. Para cada altura ¢, contamos a probabilidade
de a varidavel ultrapassar esse nivel. No caso inteiro, essas camadas sdo os
niveis 1,2, ...; no caso continuo, elas variam continuamente com t.
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8.2 Esperanca de funcdes de vetores aleatérios

Sejam X,Y varidveis aleatérias e g : R? — R. Uma estratégia possivel seria
descobrir primeiro a distribui¢ao de g(X,Y") e s6 depois calcular sua média.
Mas precisamos realmente fazer esse desvio?

Nao. Podemos calcular E[g(X,Y")] diretamente da distribui¢do conjunta,
atribuindo a cada par (z,y) o valor g(x,y) e usando como peso a probabilidade
ou a densidade conjunta.

Teorema 8.3 — Esperanca de uma funcao de um vetor aleatoério
Seja g : R? — R.

I. Se XY sao discretas e
> gz ) P(X =2,Y =y) < oo
Ty

entao

=Y > gl@yP(X =zY =y).
oy
2. Se (X,Y) possui densidade conjunta fxy e

// z,y ’fXY 7y) dx dy < 00,

entao

XY]—// ©,y) fxy (2,y) dz dy.

Demonstragio. No caso discreto, agrupe os pares (z,y) segundo o valor z =
g(z,y). Se Z = g(X,Y), entao

(z.y):g9(z,y)==
Logo,
E[Z] =) P(Z =2)

:Zz Z P(X =2z =y)

Z (zy):9(zy)==

= 3> gleyPX =Y =),
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A convergéncia absoluta garante que o reagrupamento das somas nao altera o
resultado.
No caso continuo, suponha primeiro g > 0. Pela formula das caudas,

Elg(X,Y)] = /0 T P(X,Y) > 1) di.

Como

P(g(X.Y) > ) = // g dxv ) ddy

trocando a ordem de integracdo obtemos

9(X,Y)] //RQ (/0 . )fxy(x,y) dx dy
/ / zy) fxy (z,y) dz dy.

Para uma funcio que assume ambos os sinais, escreva g = g7 — g~ e aplique
0 caso nao negativo as duas parcelas. A hipdtese de integrabilidade garante
que ambas sejam finitas. [

Para uma tnica varidvel, a mesma regra fica:

Teorema 8.4

Se g(X) é integravel, entdo

Zg(xi)P(X =ux;), X discreta,
Blg(x)] = { 7 5)

7
/ g(x)fx(z)dr, X com densidade.

A Tabela 8.1 resume os casos especiais mais importantes de 8.5.

Discreto X E[g(X)] = Zg (t) P (X =1t;)
Absolutamente Continuo X | E[g(X)] = /OO g(x) fx(x)dx

Tabela 8.1: Férmulas computacionais para E[g(X)]
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Exemplo 8.1.

Um acidente ocorre em um ponto X, que é distribuido uniformemente ao
longo de uma estrada de comprimento L. No momento do acidente, uma
ambulancia estd no ponto Y, que também ¢é distribuido uniformemente ao
longo da mesma estrada. Suponha que X e Y sejam varidveis independentes.
A tarefa é determinar a distancia esperada entre a ambuléncia e o local do
acidente.

Solugao. Para resolver o problema, precisamos encontrar E[|X — Y], que
representa a distancia esperada entre os pontos X e Y. Como X e Y sao
independentes e uniformemente distribuidos, a funcao densidade conjunta é:

1
f(x,y):ﬁ, 0O<z<L, 0<y<L.

De acordo com o Teorema 8.3, podemos expressar a distancia esperada como:
1 L rL
BIX Yl =75 [ [ la-yldydo
Lz Jo Jo

Vamos calcular a integral interna primeiro:

/OL!w—y!dy—/Om(w—y)der/;(y—x)dy-

Resolvendo cada uma das integrais separadamente, temos:

T 277 2
/ (x—y)dy = [wy—y] =2,
0 2 0 2

L 2 L 2 2
Y L T
— = | — — = — — — — L— .
/x(y ) dy [2 wyL 5~ 5 —l-2)

Somando os resultados:

L 2 g2 2 12
/0 |x—y|dy:%—I—?—%—m(L—@:?%—aﬂ—xL.

Agora, substituimos na integral externa para encontrar E[|X — Y|]:

1 Lz,
E[|X—Y|}:ﬁ/0 ot a? oL ) de.

Calculando a integral:

1 | L2z 23 LxQL L
m“‘“Zp[a*g‘z]
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Portanto, a distancia esperada entre a ambulancia e o local do acidente é:
L

EfX-Y|= 3.

Funcdes de variaveis aleatérias independentes (Quando X e Y sdo indepen-
dentes, a distribuicao conjunta fatora. Isso permite calcular uma esperanca
por somas ou integrais sucessivas usando apenas as distribui¢oes marginais.

Teorema 8.5

Sejam X e Y independentes e h : R? — R nao negativa ou integravel.
No caso discreto,

ERXY) =) > hzypx(@)py(y)-
Ty
Se X e Y tém densidades,

BV = [ [ hanfs@fyw) dedy.  (86)

Demonstracao. Pela independéncia, a distribui¢do conjunta fatora. No caso
discreto,
P(X =2zY =y) = px(z)py (y),

e, portanto, o Teorema 8.3 fornece imediatamente

ER(XY)] =YY h(zy)px(@)py (y).

No caso continuo, a independéncia equivale a
fxy(zy) = fx(@)fy(y).
Substituindo essa fatoragao na férmula do mesmo teorema,
B = [ [ b px(@)fy (o) dedy.

A hipétese de nao negatividade ou integrabilidade é justamente a que garante
a validade das somas ou integrais iteradas utilizadas acima. ]

FEm particular, a esperanga do produto de fungoes de varidveis aleatérias
independentes é o produto de suas esperancas.
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Corolario 8.6

Sejam X, Y independentes e sejam g1, go fungoes integraveis. Entao,

E[91(X)g2(Y)] = E [g1(X)] E [g2(Y)] (8.7)

Demonstrag¢io. Aplique o teorema anterior a h(z,y) = g1(z)g2(y). Tanto no
caso discreto quanto no continuo, a soma ou integral iterada fatora no produto
de duas expressoes:

E[g1(X)g2(Y)] = E[g1(X)] E[g2(Y)].

Corolario 8.7

Sejam X, Y independentes. Entao,

E[XY]=E[X]E[Y] (8.8)

A diferenca E[XY]| — E[X]E[Y] é denominada covariancia. Ela mede
associac¢ao linear; covaridncia nula, por si s6, ndo implica independéncia.

Exemplo 8.2 — Caminhada aleatéria no plano.

Considere uma particula inicialmente localizada em um ponto dado no plano.
Suponha que a particula execute uma sequéncia de passos, todos de mesmo
comprimento, mas em dire¢oes escolhidas de forma completamente aleatéria.
Especificamente, apds cada passo, a nova posicao da particula é alcancada
a uma distancia de exatamente uma unidade da posicao anterior, sendo o
angulo do movimento uniformemente distribuido no intervalo (0, 27), como
ilustrado na Figura 8.1. Determine o valor esperado do quadrado da distancia
da particula a origem apds n passos.
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2
1
&)
1 N
11
(91 |
0
0 = posicao inicial
1 = posigao apds o primeiro passo
2 = posicao apos o segundo passo

Figura 8.1: Caminhada aleatéria no plano

Solugao. Se (X;,Y;) representa, em coordenadas retangulares, a mudanga de

posi¢do no i-ésimo passo, com ¢ = 1,...,n, entdo temos:
X; = cosb;,
Yi = sin 97;,
onde 0;, parai = 1,...,n, é por hipdtese, uma variavel aleatoria independente

e uniformemente distribuida no intervalo (0, 27). Como a posi¢do da particula
apds n passos tem coordenadas retangulares (>°1; X;, > Y;), o quadrado
da distancia D? em relacdo a origem ¢é dado por:

i=1 i#j
n+ Z (cos b cost; + sinb; sinb;) ,
i#]

onde usamos o fato de que cos?6; + sin? 6; = 1.
Ao calcular as esperancas, utilizamos a independéncia de 6; e 0; para i # j,
além das seguintes propriedades de integracao sobre o intervalo (0, 27):

2m

27E [cos 0;] = / cosu du = sin(27) — sin(0) = 0,
0
2w

27E [sin 0;] = / sinu du = cos(0) — cos(2m) = 0.
0
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Portanto, obtemos o resultado:

E[D? =n.

Exemplo 8.3 — Nuamero Esperado de Pareamentos.

Suponha que N pessoas joguem seus chapéus no centro de uma sala. Os
chapéus sao misturados aleatoriamente, e cada pessoa seleciona um chapéu
ao acaso. Qual é o nimero esperado de pessoas que recuperam o proprio
chapéu?

Solugao. Vamos definir a variavel aleatéria X como o nimero de pessoas
que selecionam seus préprios chapéus. Podemos expressar X como a soma de
variaveis indicadoras individuais:

X = X1+ Xo+ -+ Xn,
onde, para cada i =1,2,..., N,

X 1 se a pessoa i selecionar o proprio chapéu,
i = L.
0 caso contrario.

Cada variavel X; indica o evento de a pessoa i recuperar seu proprio chapéu.
A probabilidade desse evento é

pois hd N chapéus igualmente provaveis, e apenas um deles pertence a pessoa
i.
Assim, o valor esperado de X; é

Embora as varidaveis X; nao sejam independentes (porque a sele¢ao de
chapéus por uma pessoa afeta as opgoes disponiveis para as outras), a lineari-
dade da esperanca matematica nao requer independéncia. Portanto, podemos
somar os valores esperados individuais:

E[X] = E[X1] + E[Xa] + -+ + B[Xx] = N x % _1
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Portanto, o niimero esperado de pessoas que recuperam seus proprios
chapéus é 1.

<

Este problema é conhecido como o "problema dos chapéus" ou "problema
das cartas desordenadas" e é um exemplo classico em probabilidade. Ele
ilustra a utilidade da linearidade da esperanca matematica mesmo quando os
eventos nao sdo independentes.

Exemplo 8.4 — Problema do Colecionador de Cupons.

Suponha que existam N tipos diferentes de cupons de desconto, e que
cada vez que alguém recolhe um cupom, este tenha igual probabilidade de
ser qualquer um dos N tipos. Determine o niimero esperado de cupons
que alguém precisa acumular antes de conseguir um conjunto completo que
contenha pelo menos um de cada tipo.

Solugao.

Seja X o numero total de cupons acumulados até que se obtenha pelo
menos um de cada tipo. Vamos calcular E[X] decompondo X como a soma
de variaveis aleatorias X;, onde X; representa o niimero de cupons necessarios
para passar de possuir ¢ — 1 tipos distintos para possuir ¢ tipos distintos de
cupons.

Assim, temos:

X=X1+Xo+ -+ Xy

Inicialmente, ndo temos nenhum cupom, entao o primeiro cupom sempre
serd de um novo tipo. Portanto, X; = 1.

Para ¢ > 2, suponha que ja tenhamos ¢ — 1 tipos distintos de cupons. A
probabilidade de que o préximo cupom seja de um tipo novo é:

N—(i—1) N-i+1

pi = N Y

Logo, X; é uma variavel aleatoria geométrica com pardmetro p;. A es-
1

peranga matematica de uma varidvel geométrica é dada por E[X;] = ot
1

portanto:
N

N—-i+1

O numero esperado total de cupons necessarios é a soma das esperancas

E[X;] =

individuais:
N N N
EX]=) E[X;]=) ——
— N—-—i+1

=1 A
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Para simplificar a soma, realizamos a substituicado k = N — i+ 1, o que
implicai =N —k+1. Quandoi =1, k= N; quandoi= N, k=1. Assim, a
soma torna-se:

N
E[X] =3
k=1

==

N
1 1 1 1
“NY S =N(14+=4+ 4k —).
k;k <+2+3+ +N)

8.3 Variancia e covariancia

A esperanca localiza um centro. Mas duas variaveis com a mesma média
podem parecer completamente diferentes: uma quase nao oscila, outra se
espalha por uma faixa enorme. Como registrar essa diferenca? A varidncia
mede o desvio quadratico médio em torno da esperanca; a covariancia fara o
mesmo papel para a variagdo conjunta de duas variaveis.

Definicao 8.2
Se X é uma variavel aleatoria com média p, entdo a variancia de X,
representada por Var(X), é definida como

Var(X) = B [(X — p)?]

variancia [pequena

Quanto maior a varidncia, maior tende a ser a dispersao. Sua raiz quadrada
¢é o desvio padrao, expresso na mesma unidade de X, e por isso mais facil
de interpretar diretamente.
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Maior Variancia Menor Variancia
10 T T I T 10 T T I [
[ ] [ ]
8- ° s 8
6l . 6 *
[ X ]
> ° > . .
4+ ° ° N 40
[ ] [ ] [ ]
[ ]
2+ o o o . 2
0 1 1 l | 0 1 1 l |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8
T T

Uma férmula alternativa para Var(X) é deduzida a seguir:
Var(X) = B [(X - E[X])?]
= E[X? - 2XE[X] + B[X]?]
= E [X?| - 2E[X]E[X] + E[X]?

= E[X?| - 2E[X]* + E[x]*
= E|[X?] - B[x]?

Exemplo 8.5.

Considere cinco lancamentos de uma moeda honesta. Seja H o ntimero de
caras. Calcule E[H] e Var(H). Lembramos que
151
PH=0)==- =—
( 2
5 5

1

-2
=<3>
1=(5)s -
0= (1) -

1
2

5

)
3

5

)
4

1
2



8 Esperanca 182

Logo a esperanca é

5 .10 .10 5 _1 8 5
E[H =1—- 42— 43— 44— 45— =— =—
H] =1+ gy F 3 T T95 = 52 = 2

Para o calculo da variancia comegaremos calculando

5 10 10 5 1 15
EH)=1— +4—4+9— 4+ 16— +25— = —
H] 52 Tggy T35 T1055 2555 =5

Logo a variancia é
5 25 5
H = — = — = —
Var(H) 5 1= 1

<

A varidncia trata de uma variavel; para duas variaveis, a covariancia
descreve como seus desvios em relacao as médias variam em conjunto. Ela
mede associa¢ao linear, nao independéncia.

A covaridncia pode assumir valores positivos, negativos ou zero:

B Um valor positivo indica que as duas varidveis tendem a aumentar juntas.

B Um valor negativo indica que uma variavel tende a aumentar quando a
outra diminui.

B Um valor préoximo de zero indica que nao ha uma relacdo linear clara entre
as duas variaveis.

Yy Yy Yy
A o AL ®e A
[
e °® s °*
. . d .
. %0
[] \ L] \ \
? L . ? L . ? L
* o0 o * * * e
° °
«*
. L4 ®e
. ° o * o0

Figura 8.2: a) Covarian- Figura 8.3: b) Nao corre- Figura 8.4: ¢) Covarian-
cia positiva lacionadas cia negativa
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Definicao 8.3

A covaridncia entre X e Y, representada por Cov(X,Y), é

Cov(X,Y) = E[(X — EX])(Y — E[Y])]

Expandindo o lado direito da defini¢ao anterior, vemos que

Cov(X,Y) = E[XY — E[X]Y — XE[Y] + E[Y]|E[X]]
[XY] — E[X|E[Y] — E[X]|E[Y] + E[X]E[Y]
[XY] - E[X]E[Y]

1D _
1D _

Se X e Y sao independentes, entdao Cov(X,Y) = 0. A reciproca é falsa.
Para ver isso, seja X tal que

1
P(X=0)=P(X=1)=P(X=-1)=
e definindo-se
v — 0 se X#0
1 seX=0

Como XY =0, temos E[XY] = 0; além disso, E[X] = 0. Logo,
Cov(X,Y)=E[XY]|-EXIE[Y]=0
Entretanto, X e Y sdo claramente dependentes. A proposicao a seguir lista

algumas propriedades da covaridncia.

Proposicao 8.8

1. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
2. Cov(X,X) = Var(X)
3. Cov(aX,Y)=aCov(X,Y)

4. Cov (T X5, X, Y5) = Sy Sy Cov (X3, ¥5)
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Demonstracao. As proposicoes [1] e 2resultam imediatamente da defini¢ao da
covariancia, e a proposicao (3¢ deixada como exercicio para o leitor. Para
demonstrar a proposicao [4/ , que diz que a operagao de cdlculo da covariancia
é aditiva (como ¢é a operagao de calculo do valor esperado), suponha que
wi = E[X;] e v; = E[Y]]. Entao,

i=1 j=1

(zxz) '(ixi_im) (zz)] 9

=E Zn: (X3 — pq) i (Y —vj) (8.10)
Li=1 Jj=1
=E . i(Xi_,U«i> (Y; — vj) (8.11)
i=1 =1 l
=3 Y EB(Xi — ) (Y; —v))] (8.12)
i=1j=1

onde a ultima igualdade é obtida porque o valor esperado da soma de variaveis
aleatérias ¢é igual a soma de seus valores esperados. ]

Tomando Y; = X; nas propriedades [2] e [4] da Proposicao 8.8, obtemos

i=1j=1

n

=Y Var(X;)+ > > Cov(X;, X;)
i=1 i#j

Como cada par de indices 1, j,7 # j, aparece duas vezes no somatério duplo,
a férmula anterior é equivalente a

ar (i Xl-> = i\/ar (X;) + QZCOV (Xi, X;)
i=1 i=1

i<j



8 Esperanca 185

Se X1,..., X, sdo independentes por pares, no sentido de X; e X, serem
independentes para ¢ # j, entdo a Equacao 8.3 reduz-se para

Var <z": X¢> = Zn:Var (Xi)

Exemplo 8.6.

Calcule a variancia de uma variavel aleatéria binomial X com pardmetros
nep.
Solugao. Como tal varidvel aleatdria representa o niimero de sucessos em n
tentativas independentes quando cada tentativa tem a mesma probabilidade
de sucesso p, podemos escrever

X=X1+...+X,
onde X; representa variaveis independentes de Bernoulli tais que

X 1 se a i-ésima tentativa é um sucesso
i = , .
0  caso contrario

Com isso, da Equacao 8.3, obtemos

Var(X) = Var (X;) + ...+ Var (X,)

Mas
=E[X;] - (E [Xi])2 ja que Xi2 =X;
Logo,
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Exemplo 8.7.

Sejam X, ..., X, varidveis aleatorias independentes identicamente distri-
buidas com valor esperado y e varidncia o2, e suponha que X = Y7, X;/n
seja a média amostral. As grandezas X; — X,i=1,...,n, sio chamadas de
desvios, e elas sao iguais as diferencas entre os valores individuais dos dados
e a média amostral. A varidvel aleatéria

52 — i (XZ B X)z
3 n—1
=1
é chamada de variancia amostral. Determine
1. Var(X) e
2. E[S?].

Solucao.

2
Var(X) =

2 n
> Z Var (X;) pela independéncia
i=1

M3 3
~

1
3‘Q e

2] Comecamos com a seguinte identidade algébrica:

(n—1)52:i<Xi—u+u—X>2
i=1

= > (X —p)® = n(X —p)’
Calculando a esperanca da equacao anterior, obtemos
(n— 1B |S?| = Y B |(X; - p)?| - nE (X - p)?]
i=1

= no? —n Var(X)

= (n—1)0*
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onde usamos o item [1] e o fato de que E[X | = p. Dividindo por n — 1,

2

concluimos que E[S?] = 0% a varidncia amostral é um estimador ndo viesado

da variancia da populagao.

Exemplo 8.8 — Modelo Multinomial.

Considere m tentativas independentes, em que cada uma pode resultar em

um dos r possiveis desfechos, com probabilidades associadas p1,p2,-- ., Pr,
satisfazendo >_;_; p; = 1. Definimos V;, para i = 1,...,r, como a quantidade
de tentativas que resultam no desfecho 7. Nessas condi¢oes, as varidveis
Ni, Na, ..., N, seguem uma distribuicao multinomial, dada por:
—_ —_ _ _ m' ua ’n2 Ty
P (Ny =, No = mg,..., Ny = ny) = ————piph o pl,
niing: . Ny

onde Y ;_; n; = m. Agora, calcule a covariancia entre N; e N;.

Solugao. Podemos comecar observando que, para i # j, é razoavel supor que,
a medida que N; aumenta, N; tende a diminuir. Assim, é intuitivo concluir
que essas variaveis apresentam uma covariancia negativa. Vamos calcular sua
covariancia usando a Proposigdo 8.8 e as representacoes

m m
NZ:ZIZ(k) e ]\7‘7 :ZI](k;)
k=1 k=1
onde
L(k) = 1 se a tentativa k levar ao resultado @
' 0 caso contrario
1 se a tentativa k levar ao resultado j
Ii(k) =

0 caso contrario
Da Proposicao 8.8, temos
m m
Cov (Ni, Nj) = >~ Cov (Ii(k), I;(£))
0=1k=1

Agora, por um lado, quando k # ¢,

Cov (I(k). I;(£)) = 0
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pois o resultado da tentativa k é independente do resultado da tentativa /.
Por outro lado,

Cov (1;(¢), I;(0)) = E[L;(€)1;(0)] — E [Li(0)] E [1;(0)]
=0—pip; = —pip;

onde a equacao usa o fato de que I;(¢)[;(¢) = 0, ja que a tentativa ¢ nao pode
levar simultaneamente aos resultados iEj. Com isso, obtemos

Cov (N;, Nj) = —mp;p;j

o que estd de acordo com nossa intuicao de que as varidveis N; e N; sdao
negativamente correlacionados.

Exemplo 8.9.

Considere X e Y definidos como:
X =cosO, Y =sin0O,
onde O é uma variavel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo (0, 27).
1. Mostre que X e Y sao nao-correlacionadas.
2. Mostre que X e Y nao sao independentes.
X e Y sao nao-correlacionadas.

L. 0<6<2m,
fe(0) = {27r

0, caso contrario.

Sabemos que

[e) 21 1 2
E[X]:/ fo(x)da::/ cos@f@(O)dﬂz—/ cosfdf = 0.
0 27 Jo
De forma semelhante:

1 21
B[Y] — 7/ sin 6 do 0.
0

2T

Agora, calculemos E[XY]:

™

2m 2m
E[XY] = 21/ cosfsinf df = 41/ sin(260) df = 0.
0 ™ Jo
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Portanto, como E[XY] = E[X]E[Y], concluimos que X e Y sdo ndo-

correlacionadas.
X e Y nao sao independentes.
Calculando:

1

1 2m 1 2w
E[X? :—/ 20d0 = —/ 1 2 =,
(X7 o J, €08 6do o (14 cos(20)) do 5

De forma semelhante:

9 1 21 o 1 27 1
E[Y? :7/ sin2 0 df — 47/ (1~ cos(20)) db = .
0 0

27 s

Por fim:

2m 2
E[X%Y? = 2171/0 cos® fsin 0 df = 1/0 (1 — cos(40)) db = 3

167

Logo:
E[X?Y?] = % + % = E[X?E[Y?].

Isso implica que X e Y nao sao independentes.

Consideremos agora dois resultados que sao de interesse para a Estatistica.

1

N

Suponhamos que se deseje escolher uma constante real ¢ para "predizer" o
valor de uma variavel aleatéria X. Qual ¢ é o melhor preditor? Se queremos
minimizar nosso erro absoluto médio (i.e., a média de |X — ¢| ), o melhor

preditor é a mediana (veja a defini¢ao adiante). Mas se queremos minimizar

2

o erro quadratico médio E(X — ¢)?, o melhor preditor é a média:

Proposicao 8.9

minimiza o erro quadratico médio:

Var X = E(X — p)? = min E(X — ¢)2.
ceR

Seja X uma variavel aleatéria com E[X?] < co e u = E[X]. Entdo u
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Demonstragio. (X —c)? = (X—p+p—c)? = (X —p)?+2(u—c)(X —p)+(u—c)?,
logo (pela linearidade da esperanca)

E(X — 2 =B(X — ) + 2( — ) (B[X] — )+
+(p—c)* =Var X + (u—c)*

LogoE(X —¢)? > E(X — p)%, Ve € R. ]

Proposicado 8.10

Seja X integravel e seja m uma mediana de X. Entao m minimiza o
erro absoluto médio:

E|X —m|=min E|X —¢|.
ceR

Por definigdo, m é uma mediana de X se P(X >m) >1/2e P(X <m) >
1/2.

8.3.1 Correlacao

A covaridncia ndo é uma medida normalizada e pode ser dificil de interpretar
diretamente, pois depende das unidades das varidveis. Por isso, é comum
normaliza-la dividindo pelo produto dos desvios padrao das varidveis, o que
resulta no coeficiente de correlagdo, uma medida normalizada que varia entre
-1 e 1 e é mais facil de interpretar.

Definicao 8.4
A correlacdo das duas varidveis aleatérias X e Y, representada por
p(X,Y), é definida, desde que Var(X) e Var(Y) sejam positivas, como

_ Cov(X,Y)
PEY) = e Var(?)

Pode-se mostrar que
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Proposicdo 8.11

-1<p(X,Y)<1 (8.13)

Demonstracdo. Para demonstrar a Equacao 8.13, suponha que X e Y tenham

2 2

variancias dadas por o3 e o, respectivamente. Entao, por um lado,

y7

X Y
0 < Var ( + )
Or Oy

_ Var(X) n Var(Y) . 2Cov(X,Y)

o2 ol T20y
— 2[1+ p(X, V)
o que implica que
-1 < p(X,Y)

Por outro lado,

0 < Var (X — Y)
Or Oy

_ Var(X) = VarY 2Cov(X,Y)

o2 (—0y)? T20y
=2[1 - p(X,Y)]
o que implica que
p(X,Y) <1
o que completa a demonstracao da Equacgao 8.13. [

De fato, como Var(Z) = 0 implica que Z é constante com probabilidade
1, a igualdade ocorre exatamente quando Y = a + bX com probabilidade 1:
temos p(X,)Y)=1seb>0e p(X,Y)=—-1seb<0.

A correlagao mede associacao linear. Valores proximos de 1 ou —1 indicam
forte alinhamento linear; o sinal indica a direcao. Ja p(X,Y) = 0 significa
apenas que as variaveis sao nao correlacionadas. Nao significa independéncia
nem auséncia de relagdo: o exemplo anterior tem covariancia zero e, ainda
assim, dependéncia entre X e Y.
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8.4 Esperanca condicional

A esperanga depende da informacao que temos. Considere dois dados
independentes: X é a soma dos resultados e Y é o resultado do primeiro dado.
Antes de observar qualquer dado,

EX]=T.
Se descobrimos que Y = 5, entao
X =5+ resultado do segundo dado, E[X |Y =5] =85.

A varidvel X ndo mudou; mudou a informagao disponivel sobre ela.

A esperanca condicional é justamente a média depois dessa atualizacdo:
primeiro condicionamos a distribuicao de X a informacao Y = y e, em seguida,
calculamos a esperanca com essa distribuicao.

Definicao 8.5

B Se X e Y sdo conjuntamente discretas, para py (y) > 0,

EX|Y =y]=) apxy(z]|y).

® Se X e Y sdo conjuntamente continuas, para fy (y) > 0,

o0

BIX|Y =yl= [ afxyly)ds

—00

H4 uma distin¢do importante. Para y fixado, E[X | Y = y| é um ntimero.
Se deixamos y variar, obtemos uma funcao

e(y) =EX |Y =y]

No exemplo dos dados, ¢(y) =y + 3,5. Antes de observar Y, portanto, ¢(Y")
ainda ¢é aleatdria; essa varidvel serd denotada por

E[X | Y].

Em resumo: E[X | Y = y] é uma média para uma informacao ja conhecida;
E[X | Y] registra qual média serd usada quando Y for observado.
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No caso continuo, por exemplo,

[e.9]

BIY | X =a]= [ yhrixly|o)dy.

Esse ntimero é o centro da distribuicao condicional de Y para o valor observado
X =z. A medida que x varia, esses centros formam a funcao

o(a) = BY | X =al,

frequentemente chamada de linha de regressao; veja a Figura 8.5.

0 T cdr > 7

Figura 8.5: Linha de regressao

Exemplo 8.10.
Seja
1 O<|y<z<l1

0 caso contrario

Ixy(z,y) = {

Determine E(X | Y) e E(Y | X).
Solugao. Como a Figura 8.6 mostra, fxy(z,y) = 1 na drea sombreada e zero
em outros lugares. Portanto,

xT

[x(z) = Ixy(z,y)dy=2x 0<z<1

—x

1
fy(y) = Hldﬂc:l—!yl ly| <1
Y
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y/\
=
Figura 8.6: Regido 0 < |y| < x < 1.
Isso da 1
Ixy(@|y)=+—, yl <z <1,
v@ly =g
¢ 1
= — —r <y<uw.
fY|X(y|l’) 9%’ rT<yYy<zx
Portanto,
BX 1Y =yl = [ =L e
wl 1= 1yl 2 ’
enquanto, por simetria,
Ty
EY | X =z] = —dy =0, 0<z<l
_z 27
Logo,
1+1|Y
E[X |Y] = +2| L By x] =0
<

Se Y nao traz informacao sobre X, a média também nao deve mudar.
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Proposicao 8.12

Se X e Y s@o independentes, entao
E[X | Y] = E[X].

Mais geralmente,
Efg(X) | Y] = E[g(X)]

sempre que as esperangas existirem.

Demonstracao. A independéncia implica que a distribuicdo condicional de X
dado Y = y coincide com a distribuicao marginal de X: no caso discreto,
x|y (7 | y) = px(x), e no continuo, fxy(z |y) = fx(v). Substituindo na
definicao de esperanca condicional obtemos o resultado. ]

Exemplo 8.11.

Se X e Y sao variaveis aleatorias binomiais independentes com pardmetros
n e p idénticos, calcule o valor esperado condicional de X dado que X +Y = m.
Solugao. Vamos primeiro calcular a fun¢ao de probabilidade condicional de
X dado que X +Y = m. Para k < min(n,m),

P(X =k X+Y =m)

P(X+Y =m)
 P(X=kY=m—k)

P(X+Y =m)

 P(X=KPY =m—k)
N P(X+Y =m)
S I O e BN e O )
(mypm (1 — p)2n=m

P(X=k|X+Y=m)=

_ G2
G
m
onde usamos o fato de que X +Y é uma variavel aleatéria binomial com para-
metros 2n e p. Com isso, a distribuicao condicional de X dado que X +Y =m
¢é hipergeométrica. Mais precisamente, trata-se de uma hipergeométrica com
populacao 2n, n elementos de um dos tipos e amostra de tamanho m. Assim,
pela férmula da esperanca da hipergeométrica, obtemos
m

E[X | X+Y=m]=7.
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<
Exemplo 8.12.
Suponha que a densidade conjunta de X e Y seja dada por
e~ T/Ye—y
f(x,y):T 0<zx<o00,0<y <00
Calcule E[X | Y =y].
Solugao. Comegamos calculando a densidade condicional
fXY (l’, y)
Fxiy (@ | y) = XY
xiv(@ly) Ty ()
_ fXY(xay)
f(_)ooo fXY(u7y) du
_ (UfyeTvey
(L y)e/vevdx
(1/y)e /v
(L y)et/vda
— le—m/y
Y
Com isso, a distribuicdo condicional de X, dado que Y = y, é uma
distribuicdo exponencial com média y. Assim,
EX |Y =y] :/ Le—o/vdy = Y
0o Y
<

Uma vez fixado Y = y, calculamos com a distribui¢do condicional exata-
mente como calculariamos com qualquer outra distribuicao. Em particular,

Ejg(X)|Y =y] = {Exg(x) pX\Y(x L), caso discreto,

250 9(x) fxpy (x| y) dz, caso continuo,

e a linearidade continua valida. No caso continuo, embora P(Y = y) = 0,
a densidade condicional fornece a regra correta; nao estamos dividindo por
PY =vy).

8.4.1 Esperanca condicional como variavel aleatéria

Agora formalizamos a distin¢ao vista no exemplo inicial.
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Definicao 8.6

A esperanca condicional E[X | Y] é a varidvel aleatéria ¢(Y'), em que

p(y) =EX |Y =y].

Para cada informacao possivel Y = y, escolhemos a média correspondente.
Qual é a média dessas médias? A resposta é a lei da esperancga total.

Proposicao 8.13

Se X é integravel, entao

E[X] = E[E[X | Y]]. (8.14)

Demonstragdo. No caso continuo, substituimos a densidade condicional:

Bl v = [ [/ o P ] g ay

- /_O:o:): {/_O:O fxvy(zy) dy} dx
= [ #x(e)dz = LX)

A integrabilidade de X justifica a troca da ordem de integracdo. No caso
discreto, o mesmo calculo é feito trocando integrais por somas. ]

Se Y é uma variavel aleatoria discreta, entdo a Equacao 8.14 diz que

E[X] = YE[X | Y = y|P(Y =) (3.15)
y
Por outro lado, se Y é continua com densidade fy (y), a Equagao 8.14 diz
que

[e.e]

BX) = [ EIX Y =yl (8.16)

—0o0
A identidade (8.14) é chamada de lei da esperanca total. Ela calcula
a média global ponderando as médias condicionais pela distribuicao de Y.
Sua utilidade vem do fato de que, em muitos problemas, fixar Y elimina a
principal fonte de dificuldade. Os exemplos seguintes exploram exatamente
essa estratégia.
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Exemplo 8.13.

Em um experimento, um ratinho é colocado em um labirinto com trés portas.
A primeira porta conduz a um tunel que o leva a saida apds 12 minutos.
A segunda porta leva a um tunel que o fard retornar ao labirinto apds 36
minutos. Ja a terceira porta conduz a um tunel que também o faz retornar
ao labirinto, mas apds 48 minutos. Supondo que o ratinho escolha qualquer
uma das portas com igual probabilidade, qual é o tempo esperado até que ele
consiga sair do labirinto?

Solugdo. Seja X o tempo (em minutos) até que o ratinho alcance a saida,
e seja Y a porta escolhida inicialmente. O tempo esperado E[X] pode ser
eXPresso como:

EX]=E[X|Y =1P(Y =1)+E[X |Y =2/P(Y =2)
+E[X |Y =3]P(Y =3).

Como as portas sao escolhidas com igual probabilidade, temos:

E[X]:%(E[X|Y:1]+E[X\Y:2}+E[X|Y:3]).

Agora, analisamos cada caso condicionado a escolha da porta inicial:

E[X|Y =1 =12,
E[X | Y = 2] = 36 + E[X],
E[X | YV = 3] = 48 + E[X]. (8.17)

A justificativa para as equagoes acima é a seguinte: se o ratinho escolher
a primeira porta, ele saird do labirinto em exatamente 12 minutos, logo
E[X | Y = 1] = 12. Se escolher a segunda porta, gastard 36 minutos no tunel
antes de retornar ao labirinto, e entdo o problema serd idéntico ao inicial, com
um tempo esperado adicional E[X]. Portanto, E[X | Y = 2] = 36 + E[X].
Um raciocinio semelhante aplica-se & terceira porta, resultando em E[X |
Y = 3] =48 + E[X].

Substituindo essas expressoes na equacao para E[X], obtemos:

B[X] = % (12 + (36 + E[X]) + (48 + E[X])) .

Simplificando:
1

3
Multiplicando ambos os lados por 3 e isolando E[X], temos:

E[X] = - (96 + 2E[X]).

3E[X] =96+ 2E[X] — E[X]=96.
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Portanto, o tempo esperado para que o ratinho saia do labirinto é de 96
minutos.

Exemplo 8.14 — Esperanca da soma de um namero aleatério de v.a..

Considere uma cafeteria onde o nimero de clientes que entram em um
determinado dia é uma variavel aleatéria com média igual a 70. Suponha
também que os valores gastos pelos clientes sejam varidveis aleatérias indepen-
dentes, com uma média comum de R$60,00. Além disso, assuma que os gastos
de cada cliente sao independentes do niimero total de clientes que entram na
cafeteria. Qual é o valor esperado do total gasto na cafeteria em um dia?
Solugao.

Seja N o nimero de clientes que entram na cafeteria e X; o valor gasto
pelo i-ésimo cliente. O gasto total no dia pode ser expresso como Zfil X;.
Calculamos a expectativa da soma da seguinte forma:

=[] m e o)

Por outro lado:

ELi:;Xi]N:n: :E[Xn:XﬂN:n].

i=1

Devido a independéncia entre X; e IV, temos:

ELG:lX”N:n] :E[En:lxl

Como as varidveis X; sdo independentes e identicamente distribuidas, segue
que:

E lz XZ-] =nE[X], onde E[X]= E[X}].
=1
Assim, concluimos que:
N
E lz X; | N] = NE[X].
=1

Logo:
E [%Xz] = E[NE[X]] = E[N]E[X].
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No contexto do exemplo, temos E[N] = 70 e E[X]| = 60. Portanto, a
quantidade esperada de dinheiro gasto na cafeteria em um dia é:

70 x R$60,00 = R$4.200,00.

Exemplo 8.15.

O tempo necessario para descarregar um trem que transporta cereais é distri-
buido uniformemente entre a e b horas, isto é, T' ~ U(a,b), quando nao ha
interrupg¢oes. No entanto, a grua utilizada na descarga é pouco confidvel e
estd sujeita a avarias que ocorrem de acordo com uma distribui¢do de Poisson
com média de A avarias por hora. Cada vez que a grua falha, sdo necessarias
d horas para consertd-la. Nosso objetivo é determinar o tempo médio real de
descarga do trem, considerando todas essas condicoes.

Solugao. Seja Tr o tempo real de descarga do trem, cujo valor esperado E(TR)
desejamos encontrar. Observamos que Tk depende do tempo de descarga sem
interrupgoes 1" e do niimero de avarias Ny que ocorrem durante esse periodo.
O numero de avarias Np segue uma distribuicdo de Poisson com parametro
AT, ou seja, Np ~ Poisson(AT).

Para calcular E(TR), utilizamos a propriedade da esperanga condicional:

E(Ty) = E[E(Tx | 1))
Primeiro, determinamos E(Tr | T'). Dado que o tempo de descarga sem
interrupgoes é T' e ocorrem Np = n avarias, o tempo real de descarga é:

Tr =T 4+ nd.

Assim, a esperanca condicional é:

E(Tp|T) = i(T +nd) - P(N7 = n).

n=0
Podemos separar a soma em duas partes:
(o] o0
E(Tg |T)=T> P(Npr=n)+dY_ nP(Npr=n).
n=0 n=0
Sabemos que:

By >, P(Nr = n) =1, pois é a soma das probabilidades de todas as
possiveis quantidades de avarias.
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® E[Ngp |T]=Y02gnP(Np =n) = AT, ji que Np é Poisson com média AT
Portanto:
E(Tp |T) =T -1+d-\T =T(1+d\).
Agora, calculamos E(TR):
E(Tr) =E[E(Tr | T)] = E[T(1 +d\)] = (14 d\E(T).
Como T é uma variavel aleatéria uniforme em [a, b], seu valor esperado é:

a+b
5
Substituindo, obtemos o tempo médio real de descarga:
(a+b)(14dN)
5 .

O tempo médio real de descarga do trem é o tempo médio sem interrupcoes,

E(T) =

E(Tr) =

a+b , ajustado pelo fator (1 + d\), que representa o impacto médio das avarias
da grua no processo de descarga.

Exemplo 8.16.

Trés maquinas estao nas posigdes 0, 1 e 2 metros de uma linha. A cada
chamado, qualquer uma delas pode falhar com probabilidade 1/3, independen-
temente da maquina atendida no chamado anterior. Um trabalhador compara
duas estratégias:

1. permanecer na maquina que acabou de reparar até o proximo chamado;
2. retornar sempre a posicao central, 1, depois de cada reparo.

Se X é a distdncia percorrida entre dois chamados consecutivos, qual
estratégia produz a menor distadncia média?
Estratégia 1 Sejam [ e J as posi¢oes das maquinas nos dois chamados. Elas
sao independentes e uniformes em {0,1,2}, e X = |I — J|. Portanto,

1 8
=9 E E li —j| = fmetro
=0 7=0

Estratégia 2 Entre dois chamados, o trabalhador vai da posicao central até
a maquina J e retorna ao centro; assim, X = 2|J — 1|. Logo,

1 4
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Nesse modelo, a estratégia 1 é melhor: ela reduz a distancia média de 4/3
para 8/9 de metro por intervalo entre chamados.

Exemplo 8.17 — Variancia da distribuicao geométrica.

Considere uma sequéncia de tentativas independentes, nas quais cada tentativa
possui uma probabilidade de sucesso p. Denotemos por N o momento em que
ocorre o primeiro sucesso. O objetivo é determinar a variancia de IV, ou seja,
Var(N), sendo N uma geométrica.

Solugao. Para abordar a questdo, consideremos uma variavel indicadora Y
definida da seguinte forma:

B Y =1 se a primeira tentativa resultar em sucesso (neste caso, N = 1),
B Y =0 caso contrario (neste caso, N serd maior ou igual a 2).

A variancia de N pode ser expressa pela seguinte férmula:
Var(N) = E[N?] — (E[N])>.
Para calcular E[N?], utilizamos a lei da esperanca condicional:

E[N?] = E[E[N? | Y]].
Agora, vamos considerar os dois casos possiveis para Y:

1. Caso em que Y =1 (a primeira tentativa é um sucesso): - Neste caso,
temos N =1, logo:
EN?|Y =1]=1°=1.

2. Caso em que Y = 0 (a primeira tentativa é um fracasso): Se a primeira
tentativa falhar, j& se passou uma tentativa sem sucesso. O nimero total
de tentativas necessdrias para o primeiro sucesso serd igual a 1 (a tentativa
falha) mais o nimero de tentativas adicionais necessarias até o primeiro
sucesso, que também segue a mesma distribuicdo que N. Assim, podemos

expressar N como:
N=1+N/,

onde N’ é a varidvel aleatéria que conta o ntimero de tentativas até o
primeiro sucesso ap0s a primeira tentativa fracassada. Portanto, temos:

E[N%|Y =0] = E[(1+ N)?].
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Com isso,
E[N?| =E[N?|Y =1]|P(Y = 1)+ B [N? |V = 0| P(Y =0)
=p+(1-PE[(1+N)]
=1+ (1-pE[2N + N?|
Como E[N] = 1/p temos que

2(1 —p)

E[N2}:1+ .

ou 2=

Consequentemente,

Exemplo 8.18 — Problema das Paradas de Onibus.

O ntimero de pessoas que embarcaram num 6nibus é uma variavel aleatoria
de Poisson com média p = 5. Um 0Onibus passa por N = 10 pontos, e cada
passageiro tem a mesma probabilidade de descer em qualquer um dos N
pontos, independentemente de onde os outros passageiros descem. Calcule o
numero esperado de paradas que o dnibus fard antes que todos os passageiros
desembarquem.

Solugao. Seja X o nimero de pessoas esperando no ponto de 6nibus. Assim,
X ~ Poisson(5). Seja Y o niimero de pontos nos quais o 6nibus para para
desembarcar passageiros. (X e Y sdo varidveis aleatérias.)

E[Y] = i E[Y | X = k|P(X = k)
k=0

A funcao de probabilidade de X é

5t

P(X=k)=e =k
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Seja Y; uma varidvel aleatoria indicadora, onde Y; = 1 se o 0nibus para no

i-ésimo ponto, e Y; = 0 caso contrario.

EY | X =k =B} +Ya+-+Yio | X =k

E[mx_k]_1—(1—110)k

Pela linearidade da esperanca:

E[Y|X—k]—10-<1—(1—110>k>.

Finalmente, juntando tudo:

E[Y] = i (10- <1 - (1 - 110>k> .e—5ij>

Variancia condicional
Definicao 8.7 — Variancia Condicional
A wvaridincia condicional de X, dado Y =y, é
Var(X | Y =y) =E[(X —E[X | Y =y])* | Y =]
=E[X?|Y =y] - (E[X | Y =),

supondo a existéncia das esperancas envolvidas.

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)
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Definicao 8.8 — Covariancia Condicional

A covariancia condicional entre X e Y, dado Z = z, é
Cov(X)Y | Z=2)=E[XY |Z=2-E[X|Z=ZE[Y | Z =2,

supondo a existéncia das esperancas envolvidas.

Como ocorre com a esperanca condicional, Var(X | Y) e Cov(X,Y | Z) sdo
fungoes das varidveis usadas no condicionamento e, portanto, também sao
variaveis aleatorias.

Proposicdo 8.14 — Lei da variancia total

Para varidveis aleatérias X e Y, com E[X?] < oo,

Var(X) = E[Var(X | Y)] + Var(E[X | Y)). (8.22)

Podemos provar que essa férmula é valida comecando pela definicao de
varidncia e utilizando a férmula da expectativa condicional duas vezes:
Var(X ) E[X?] - E[X]?
E[E(X?|Y)] - E[E(X |Y)]?
[ E(X?|Y) - E(X | Y)?| + BIE(X | V) - E[E(X | V)2
= E[Var(X | Y)] 4+ Var(E[X | Y)).
Na equacao intermediaria, adicionamos e subtraimos o termo necessario
para reorganizar como expectativa e variancia.

Exemplo 8.19.

Seja N o numero de clientes que visitam uma determinada cafeteria em um
dia. Suponha que conhecemos E[N] e Var(NN). Seja X; o valor médio que
o i-ésimo cliente gasta. Admitimos que os X;’s sao independentes entre si e
também independentes de N. Assumimos ainda que possuem a mesma média
e variancia:

E[X;] = E[X], Var(X;)= Var(X).

Seja Y o total de vendas da loja, ou seja,

N
Y=Y X
i=1
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Determine E[Y] e Var(Y).
Solugao. Para encontrar E[Y], ndo podemos utilizar diretamente a linearidade
da expectativa, pois N é aleatério. No entanto, condicionado a N = n,
podemos aplicar a linearidade e encontrar E[Y | N = n]. Assim, utilizamos a
lei da expectativa iterada:

E[Y] =E[E[Y | N]] (lei da expectativa iterada).

Substituimos Y pela soma condicional:

E[Y]:E[E E}X]NH

Pela linearidade da expectativa:

Como E[X] é constante:

Para encontrar Var(Y'), utilizamos a lei da varidncia total:
Var(Y) = E[Var(Y | N)| + Var(E[Y | N]).
Sabemos que:
Var(Y) = E[N - Var(X)] 4+ Var(N - E[X]).
Calculando os termos:
Var(Y) = E[N] - Var(X) + (E[X])? - Var(N).

Portanto:
Var(Y) = E[N] - Var(X) + (E[X])? - Var(N).
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Exemplo 8.20.

Uma méquina em uma fabrica produz chips de computador. Cada chip
possui uma probabilidade 6 de ser defeituoso, e os chips sdo produzidos de
forma independente, ou seja, a probabilidade de um chip ser defeituoso nao
depende do status dos outros chips. Suponha que a maquina produza 100
chips por dia. Toda manha, quando a maquina é ligada, ha um valor diferente
de 0. De fato, # é uma variavel aleatéria que segue uma distribuicao Beta(1,4).
Se Y representa o nimero de defeituosos produzidos em um dia escolhido
aleatoriamente, qual é o valor esperado de Y7
Solugao. Nao precisamos calcular a funcao de probabilidade de Y. Como
Y | 6 ~ Bin(100,0), usamos

E(Y) = E[E(Y | 6)] = E[1006] = 20,

pois o valor esperado de 6 é 1/5.
Qual é o desvio padrao do ntmero de defeituosos produzidos em um dia
escolhido aleatoriamente? Usando a formula para a variancia, temos:

Var(Y) = E[Var(Y | )] + Var(E[Y | 6])
= E[1006(1 — 6)] + Var(1006)
= 100E(#) — 100E(6?) + 10,000 Var(8)
= 100E(6) — 100[Var() + E(6)?] + 10,000 Var(0)
2 1 2
= 20 — 100 (75 + 25) + 10,000
= 280.

Portanto, o desvio padrao do niimero de defeituosos é aproximadamente
16.7.

8.5 Momentos

Média e varidncia usam X e X2. E natural perguntar o que outras potén-
cias podem revelar. Os momentos reiinem essas quantidades numa mesma
linguagem e registram, quando existem, diferentes aspectos da forma de uma
distribuigao.
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Definicao 8.9
Seja X uma varidvel aleatéria. Para k = 1,2, ..., o momento de ordem
k da variavel X é definido como:

mg = E[Xk]v

desde que esta quantidade seja finita. O momento de ordem 1, E[X], é a
média da variavel aleatoéria.

Se X é integravel e p = E[X], definimos 0 momento central de ordem
k como

desde que essa quantidade também exista. Este momento descreve a
dispersao e outras propriedades da variavel ao redor de sua média.
De forma semelhante, o momento absoluto de ordem £k é dado por:

E[|X|*]

A existéncia dos momentos depende da convergéncia da integral. Em
particular, operacoes do tipo oo — oo tornam o momento indefinido.
Exemplo 8.21 — Momentos de uma Distribuicio Gama.

Considere X ~ Gama(a, ). Vamos calcular os momentos de ordem k
desta variavel.

EXk:/OO kﬁa a—1 —Bmd'
[X"] ; xF(a)I e T

Simplificando:

Ba OO a—1_—Bx
E[X"] = F(a)/o ghro=le=he gy,

Utilizando a defini¢do da funcdo Gama:

B T(k+a) T(k+a)
L) pEre T(a)pF

E[XF] =

Escrevendo o resultado como produto de fatores sucessivos e usando a propri-
edade
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A propriedade
I(z+1) =2I(2)

pode ser obtida pela integragao por partes da definicdo da fungao gama:

D(z41)=—e"t*| + z/ et dt
0 0

= zI'(2)
que
MNa+1) =al(a),
temos:
ala+1)---(a+k—1)
Bk
Se a« = 1, X segue uma distribui¢do Exponencial com parametro 5. Nesse
caso:

E[X"] =

k!
k

Assim, os momentos podem ser obtidos de forma simples para este caso
especifico.

Exemplo 8.22 — Momentos da Distribuiciao Normal.

Seja a fungao densidade de probabilidade da varidavel aleatéria normal dada

por: ,
f(z) = ! 37, (8.23)

e
oV 2T

onde a média é 0 e 02 > 0 é a variancia.
Os momentos da distribui¢cao normal sao definidos como:

EX"] = /Oo 2" f(z) dx,

— 00

onde f(x) é a densidade fornecida em (8.23).
Mostraremos que os momentos de ordem n da varidavel normal sdo:

0, sen=2k+1,

E[X"] =
X7 1-3----- (n—1)o™, sen=2k.

(8.24)
Os momentos de ordem impar (n = 2k 4+ 1) sdo iguais a zero devido a
simetria da distribui¢do normal em torno da média zero. Como f(—z) = f(z)

e 22*1 é uma funcio impar, a integral sobre todo o eixo real é zero:

B[X2+] — /°° 22 () d = 0.

—0o0
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Para os momentos pares, é mais simples usar uma recorréncia por integracao
por partes. A normalizacido da densidade equivale & identidade

/ e %1% 4y = 5\/27. (8.25)

Para k > 1, tome u = 2%~ e dv = 2e~%%/20%) 4o Como v = —g2e—%°/(20%)

e o termo de fronteira é zero,
E[X?] = (2k — 1)0c?E[X?*72).
Partindo de E[X"] = 1, a recorréncia fornece
E[X%*] = (2k—1)(2k—3)---3- 102 = (2k — 1)1 o2~ (8.26)

Isso confirma a segunda parte de (8.24).

8.6 Funcoes geradoras de momento

Calcular momentos um a um pode ser trabalhoso. Podemos reuni-los em
um unico objeto e recupera-los por derivagao? A funcao geradora de momentos
faz isso e, além disso, transforma somas independentes em produtos.

Definicao 8.10

A fungao geradora de momentos de X é
Mx () = E[e"],

desde que essa esperanca seja finita para todo ¢ em algum intervalo
(—=h,h), com h > 0.

O nome vem de sua primeira propriedade: derivando em ¢t = 0, recuperamos

0S momentos,
E[X"] = M{(0).

Além disso, quando existe em um intervalo ao redor de zero, Mx determina a
distribuicao de X. Para somas de variaveis independentes, a fungao geradora
da soma é o produto das fungoes geradoras individuais. Essas duas proprieda-
des tornam a ferramenta especialmente eficiente para identificar distribuicoes
de somas.
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As férmulas de calculo seguem diretamente da definicdo de esperanca:

My (t) = E[etX] _ > eip(w;) se X ¢ discreto
2 e fx(z)dr se X tem densidade.

Exemplo 8.23.

A distribuicdo degenerada de probabilidade ¢ a distribuicao de uma
variavel aleatéria constante. Se X = ¢ com probabilidade 1, entao

My (t) = e,

Exemplo 8.24.

A fungdo geradora de momentos de uma variavel aleatéria discreta X de
Bernoulli com parametro p pode ser calculada lembrando que X assume valores
0 e 1, com as respectivas probabilidades P(X =0)=1—-peP(X =1)=p
Assim, temos:

Mx(t) = E[e!*] = D> e"P(X =)

01 —p)+etlp
= (1-p) +pe'

Teorema 8.15

Se X possui fungdo geradora de momentos em um intervalo aberto que
contém zero, entao

" n d"Mx
B(X")=MP(0)= =25 .
t=0
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Demonstracao.
() gy ﬁ XY\ _ ﬁ X\ _ n_tX
M (1) = 2o B (e )-E(dtne )_E(X eX).
Avaliando em ¢ = 0, obtemos
n n d"Mx
E(X")=MY(0)= =2
t=0

Exemplo 8.25 — Distribuicao binomial com parametros n e p.

Se X é uma variavel aleatéria binomial com pardmetros n e p, entao

M(t) =E {etx]

i 6tk: ( Z >pk:(1 _p)n—k
t

k=0
n ek -k
k0<k>(p)(1 p)

= (pet—i—l—p)n

onde a ultima igualdade resulta do teorema binomial. Calculando a derivada,
obtemos

n

n—1

M (t) =n (pet +1-— p) pet
Assim,
E[X] =M (0) =np

Calculando a derivada segunda, obtemos

n—1

M"(t) = n(n —1) (pet +1-— p)ni2 (pet)2 +n (pet +1- p) pet
entao
E [XZ] =M"(0) =n(n—1)p* +np
A variancia de X é dada por
Var(X) = B [ X?] - (B[X])?
=n(n —1)p* + np — n*p?
= np(1 —p)

o que verifica o resultado obtido anteriormente.
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Exemplo 8.26 — Distribuicao de Poisson com média ).

Se X ¢é uma varidvel aleatoria de Poisson com parametro A, entao

M(t) = B [¢X]

o etne—)\)\n

n=0
e ) "
e ()
=€ Z n!
n=0

_ t
e )\6)\6

n!

= 6)\(67571)
Calculando a derivada, obtemos
M/(t) — )\ete/\(et—l)
M(t) = ()\et>26)\(e ~1) 4 peter(e-1)
Assim,
E[X] =M (0) =\
E[X?] = M"(0) = A% + A
Var(X) = B [X?] - (B[X])?
=

Portanto, a média e a varidancia de uma variavel aleatéria de Poisson sao
iguais a A.

Exemplo 8.27 — Distribuicao exponencial com parametro \.
M(t) = E ]

= / e e M dx

—)\/ ~ gy

ara t < A
)\ — P

Observamos dessa deducao que, para a distribui¢do exponencial, M(t) é

definida apenas para valores de t menores que \. Calculando a derivada de
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M(t), obtemos

, B , 2)
MO =5 MO=5"p
Portanto,
/ 1 2 " 2
EX]=M(0) =1 EX’|=M0) =

A varidncia de X é dada por

Var(X) = B [X?] - (B[X])?
1

)\2

Teorema 8.16

Se a fungao geradora de momentos ¢ finita em algum intervalo aberto que
contém 0, ela determina de forma tnica a distribui¢do de probabilidade.

O teorema anterior afirma que, se duas varidveis aleatorias X e Y tém
a mesma fung¢do geradora de momento, isto é, Mx(t) = My (t) para todos
os t em um intervalo ao redor de 0, entao elas tém a mesma distribuicao de
probabilidade. Assim por exemplo uma varidavel X tal que Mx(t) = AMet=1)
é uma variavel de Poisson de taxa .

Teorema 8.17

Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes com funcao geradora
de momento Mx (t) e My (¢) respectivamente, entdo Mx 1y (t), a fungéo
geradora de momento X + Y é dada por

Mx+y(t) = Mx (t)My(t).




8 Esperanca 215

Demonstragio.
My (t) = Ble!XHY)]
= B[]
=E[e"¥] B[]
= Mx (t)My (£).
-
Exemplo 8.28.

A funcao geradora de momentos de uma varidvel aleatéria binomial também
pode ser deduzida a partir da funcdo geradora de uma Bernoulli. Se X ~
Bin(n,p), entdo X é a soma de n varidveis independentes X7, Xo,..., X,
onde cada X; ~ Bernoulli(p).

Assim, temos:

X=> X,
i=1
Logo, a fungao geradora de momentos de X ~ Bin(n,p) é:
Mx (t) = (Mx,(t))"

Substituimos My, (t) = 1 — p + pe':

Mx(t) = (1 —p-i—Pet)n

Teorema 8.18 — Funcdo geradora de momento da variavel aleatoéria
normal
Seja ¢ ~ N(u,0?). Entdo, a funcio geradora de momento de ¢ é dada
por:
02152
M(t) = etz
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Demonstragio. A funcao geradora de momento M (t) é definida como:

Mc(t) =Bl = [ e e(a) da

onde f¢(x) é a funcdo densidade de probabilidade da distribui¢ao normal:

1 _@-w?

(&} 202
V2mo?

Substituindo f¢(x) na expressao de M¢(t):

O e .
= e e o €T = e o .
¢ NS 2102 2102 J—

Agora, combinamos os expoentes:

fe(x) =

3]

(z—p)? 1 2 2
etm— T e—ﬁ«z—u) —20 tx)‘

Expansao do quadrado e rearranjo dos termos:

(z — p)? — 202tz = 2% — 2ux + p? — 2%tz
=22 —2(u+ *t)x + P

Completando o quadrado:
22 = 2(p+ o)z + p? = (3: —(p+ 0275))2 —(p+ %)+ p?
= (o= (n+ <721t))2 —[(u+0t)* = p?).
Calculando (pu + o%t)? — p?:

(1 + 0?t)? — p? = p® + 2uc’t + ot — 12
= 2uo’t + o2,

Portanto, o expoente torna-se:

2
T — U 1
tex — (20_2) = _ﬁ ((l’ — M)Q — 202tl‘)
1 2
=—53 ((x —(n+ 02t)) — 20t — 04t2>
o
2
r— (p+o’t 242
_ =ty o

202 2
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Substituindo de volta na integral:

( 1 i 52,2 [0 (zf(u+o2t))2
Me(t) = —=el"" 2 / e 202 dx.

¢ V2mo? —o0

Reconhecemos que a integral é a integral da funcao densidade de uma distri-
buicdo normal com média u + ot e varidncia o, portanto:

o (e-(uto?n)?
/ e 202 de = V2mwo2.

— 00

Assim, simplificando:
d2t2

Me(t) = et

Teorema 8.19 — Soma de Variaveis Aleatérias Normais Independen-
tes

Sejam (3 ~ N(u1,0%) e (o ~ N(ua,03) duas varidveis aleatérias in-
dependentes com distribui¢cbes normais. Entao, a soma ( = (1 + (2 é
também uma variavel aleatéria normal, isto é,

¢~ N (1 + pa, 01 + 03).

Em outras palavras, a soma de variaveis aleatérias normais indepen-
dentes é uma variavel normal cuja média é a soma das médias e cuja
variancia é a soma das variancias.

Demonstracdo. Para demonstrar que ¢ = (1 + (2 segue uma distribuicao

2

normal com média p = py + 2 e varidncia o? = o} + o3, utilizaremos a

propriedade da funcao geradora de momento. A func¢ao geradora de momento
de uma variavel aleatéria ¢ é definida por

Mc(t) = E[e™].

Primeiramente, lembramos que a funcao geradora de momento de uma
variavel normal ¢; ~ N (u;, 02) é dada por

242
ot
M, (t) = exp (mt + 3) :
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Como (7 e (2 sdo independentes, a fungdo geradora de momento da soma
¢ = (1 + (2 é o produto das FGMs individuais:

M () = My ¢, (1) = M, (1) - M, (1)

Substituindo as expressoes das FGMs:

2,42 242
oit o5t
M¢(t) = exp (,ult + 12> - exp (Mgt + 22>

o2 o3t?

= exp ult—i-ugt—i-T-i-T
2 242
of +o3)t
= exp ((Ml + p2)t + (122)> :

Observamos que M (t) é a funcdo geradora de momento de uma varidvel

2 = 02 + 02, pois a funcdo

geradora de momento de uma variavel normal N'(u, 0?) é

normal com média g = py + po e variancia o

242
M¢(t) = exp </uf + UT .

Como as fungoes geradoras sao finitas em um intervalo ao redor de zero

e coincidem nesse intervalo, o teorema de unicidade permite concluir que ¢
segue uma distribuicdo normal com os parametros desejados:

¢~ N + p2, 07 +03).
||

A propriedade de que a soma de varidveis normais independentes é também
uma variavel normal é fundamental em estatistica e probabilidade. Essa
caracteristica permite, por exemplo, que somas de erros aleatérios normal-
mente distribuidos permanegam dentro da estrutura da distribuicdo normal,
facilitando analises em diversas areas como fisica, engenharia e ciéncias sociais.

Além disso, o fato de as varidncias se somarem reflete a natureza da
dispersao acumulada ao combinar variaveis aleatérias independentes.
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Exemplo 8.29.

Suponha que duas maquinas produzam pegas com dimensoes que seguem
distribui¢oes normais independentes: a primeira com média g3 = 10 cm e
desvio padrao o7 = 0,2 cm, e a segunda com média pus = 15 cm e desvio
padrao o9 = 0,3 cm. A soma das dimensoes das pegas produzidas por ambas
as maquinas sera uma variavel normal com média 4 = 10+ 15 = 25 cm e

desvio padrdao o = /0,22 + 0,32 ~ 0,3606 cm.

g
Distribuigao Fungao geradora de momento My (t)
Degenerada §, ete
Bernoulli P(X =1) = 1—p+ pet
Geométrica (1 —p)*~!p i p)et’t < —1In(1—p)
Binomial B(n,p) (1—p+pet)"”

Binomial negativa NB(r, p) ( et+pet) ,t < —In(1—p)
Poisson Pois( )
Uniforme (continua) U(a, b) M

t(b—a)
Uniforme (discreta) DU(a, b)

et _o(bF 1)t
(b—a+1)(1—e?)

Normal N (u,0?) elityo’t?
Gama Gama(a,3) (taxa) (%)a ,t< B
Exponencial Exp()\) (1- t)\’1)71 <A

8.7 Exemplos integradores

A forga da esperanca aparece com mais clareza quando a distribuicao
completa da varidvel de interesse é dificil, mas sua decomposicao em partes
simples é facil. Indicadores resolvem contagens combinatérias; varidncia e
covariancia organizam fontes de ruido; e modelos mistos surgem naturalmente
em aplicacoes.

Exemplo 8.30 — Pontos fixos de uma permutacao aleatéria.

Escolha uniformemente uma permutagao m de {1,...,n}, e seja X o nimero
de pontos que permanecem em sua posicao:

X =#{i:7(1) =i}
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Defina I; = ﬂ{ﬂ(i):i}. Entao

Para cada 1,

Pela linearidade,

O resultado independe de n. As indicadoras ndo sao independentes, mas a
linearidade da esperanca nao precisa dessa hipdtese.

Exemplo 8.31 — Numero esperado de arestas e de triangulos.

Em G(n,p), seja M o numero total de arestas. Se I, indica a presenca da

M= > L,

ee(y)

aresta e,

e portanto

Para tridngulos, seja T" a quantidade de subconjuntos de trés vértices que
formam um triangulo. Se J4 indica que as trés arestas do conjunto A € ([g])
estao presentes,

T= Ja.
ae(ty)

Como E[J4] = p?,

A distribuicao de 1" é bem menos simples que a de M, mas sua média continua
saindo em uma linha.
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Exemplo 8.32 — Dois sensores e uma fonte comum de ruido.

Dois sensores medem a mesma grandeza 6. Suponha que
X =0+ B+¢q, Y =0+ B+ e,
onde B,e1,62 tém média zero, sao independentes,
Var(B) = 72, Var(e1) = Var(eg) = o2

Entao
E[X]=E[Y] =0,

mas os erros dos sensores nao sao independentes, pois ambos contém B. De
fato,

Cov(X,Y) = 72
(§]
7_2
COI‘I‘(X,Y) = m

A correlacao mede, nesse modelo, a parcela da variabilidade causada por uma
fonte comum.

Exemplo 8.33 — Diversificacao de uma carteira.

Se X e Y sao os retornos de dois ativos e uma fragao a do capital é aplicada
no primeiro, o retorno da carteira é

R=aX+(1-a)Y.

Pela linearidade,

enquanto
Var(R) = a® Var(X) 4 (1 — a)? Var(Y) + 2a(1 — a) Cov(X,Y).

A dltima parcela mostra por que diversificagdo nao significa apenas possuir
muitos ativos: o efeito depende de como seus retornos variam juntos.
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Exemplo 8.34 — Contagem com deteccao imperfeita.
Suponha que existam N objetos numa regido e que cada um seja detectado,
independentemente, com probabilidade p. Se D é o nimero de detecgoes
verdadeiras,

D ~ Bin(N,p).

Admita ainda que o procedimento produza um ntmero F' de falsos positivos,
independente de D, com distribuigdo Poisson(\). A contagem observada é

Y=D+F.

Entao
E[Y] = Np+ A, Var(Y) = Np(1 —p) + A
O modelo separa duas fontes de erro: objetos reais que deixam de ser detecta-
dos e objetos inexistentes acrescentados pelo procedimento.
<

Exemplo 8.35 — Seguro com franquia: uma variavel naturalmente mista.

Se X > 0 representa o valor de um prejuizo e o contrato possui franquia
d > 0, a seguradora paga

Y = (X —d)" = max{X —d,0}.

Mesmo que X tenha densidade, Y ndo é puramente continua. H4 uma massa
em zero:
PY =0)=P(X <d) = Fx(d),
pois todos os prejuizos abaixo da franquia produzem o mesmo pagamento.
Para y > 0,
fr(y) = fx(y+d).

Assim,
E[Y] = /d (r —d)fx(x)dx.
Usando a férmula pela cauda,

E[Y] = /dOOP(X > 1) dt.

Se X ~ Exp(\), segue que

ef)\d

A
A franquia produz, portanto, uma distribui¢do mista de maneira completa-

mente natural e prepara a formulacao unificada da esperanca.

E[Y] =
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8.8 Uma visao unificada da esperanca

Até aqui, calculamos esperanca por duas férmulas que parecem pertencer
a mundos diferentes. Para uma varidvel aleatéria discreta, somamos valores
ponderados por probabilidades; para uma varidvel com densidade, integramos
valores ponderados pela densidade:

EX]=) zP(X=2), E[X]= /_O:omfx(x) dx.

Na maior parte dos problemas, essa distin¢gdo é exatamente o que precisamos.
Ha&, porém, situagoes em que uma mesma varidvel possui uma parte discreta
e uma parte continua. Elas oferecem uma boa oportunidade para perguntar
se as duas formulas acima sao realmente defini¢oes diferentes ou apenas duas
faces de uma construcgao mais geral.

Esta secdo é uma janela para essa construcao. A ideia central é simples:
em vez de comecar pela forma da distribuicao de X, comecaremos pelos
eventos em que X assume determinados valores. Isso conduz naturalmente a
integral de Lebesgue com respeito a probabilidade. Nao desenvolveremos aqui
uma teoria geral de integracao; nosso objetivo é apenas enxergar a estrutura
comum que ja estava presente nos calculos do capitulo.

Quando soma e integral aparecem juntas

Considere o tempo X, em milissegundos, necessario para responder a
uma requisi¢do. Com probabilidade 1/4, a resposta vem de um cache e leva
exatamente 1 ms. Nos demais 3/4 dos casos, a requisigao é processada pelo
servidor e o tempo ¢é uniforme no intervalo [2,6].

A distribuicdo de X nao é discreta: ela assume um continuo de valores
entre 2 e 6. Também néao é puramente continua, porque

1
P(X=1)= 7
A parte continua tem densidade
fla)=1
=16 120 (2),
pois sua massa total deve ser 3/4. O valor esperado é, portanto,
6 3
EX]|=1-—-+ [ z—dx
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A soma registra a contribuicao do atomo em 1; a integral registra a contribuigao
da parte espalhada pelo intervalo. A conta é natural, mas levanta uma questao:
por que essas duas operacoes podem ser reunidas sem conflito?

Uma resposta possivel seria aceitar uma férmula especial para distribuigoes
mistas. H4 uma resposta melhor. Soma e integral aparecem juntas porque
ambas s@o casos de uma mesma operacao: integrar a variavel aleatéria contra
a probabilidade do espaco amostral.

Para chegar a essa férmula, comecaremos pelo objeto mais simples possivel.

Indicadoras e variaveis simples

Se A é um evento, sua funcdo indicadora vale 1 quando A ocorre e 0 caso
contrario. Assim,

17 w e A?
La(w) =
0, wé¢A.
A esperanca de 1 4 ja foi usada varias vezes neste capitulo:
E[14] =P(A).

Essa identidade contém a ideia essencial. A indicadora transforma um evento
em uma variavel aleatéria; a esperanca devolve o peso probabilistico desse

evento.
Agora suponha que X assuma apenas os valores aq,...,a,. Se
A ={w: X(w) = a;},
entdo os eventos Ai,...,A, formam uma particio do espago amostral e

podemos escrever
n
X =) ajly,.
i=1

Uma varidvel dessa forma é chamada varidvel aleatdria simples. Para ela, a
defini¢ao natural é

E exatamente a média ponderada que ja conhecemos. O ponto novo é que
0 peso nao esta associado, em primeiro lugar, a um ponto da reta: ele esta
associado a um conjunto de resultados A; C 2.

Essa mudanca de perspectiva parece pequena, mas ¢ decisiva. Ela permite
aproximar variaveis mais complicadas por varidveis simples sem perguntar, a
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cada etapa, se a distribuicao resultante deve ser tratada por uma soma, por
uma integral ou pelas duas coisas.

Riemann e Lebesgue: duas maneiras de organizar a aproximacao

A integral de Riemann, familiar do cdlculo, aproxima a area sob uma
curva dividindo o eixo horizontal. Em cada pequeno intervalo do dominio,
escolhemos uma altura e construimos um retdngulo. Refinar a particdo
significa tornar os intervalos cada vez menores.

A construcao de Lebesgue pode ser vista de outra maneira. Em vez
de organizar a aproximacao principalmente por onde estamos no dominio,
organizamos os pontos de acordo com os valores assumidos pela fungao.
Escolhemos niveis yg < y1 < -+ < Yy, € agrupamos os pontos para os quais
a fungao cai em cada faixa de alturas. Esses grupos podem ser bastante
irregulares no dominio; o que importa é o tamanho que a probabilidade
atribui a cada um deles.

Y

Riemann: partigcao Lebesgue: agrupamento
do dominio por niveis da funcao

Figura 8.7: Duas maneiras de organizar uma aproximacao. Em Riemann,
refinamos principalmente o dominio; na construcao de Lebesgue,
aproximamos a fun¢ao por niveis e medimos os conjuntos que
caem em cada faixa.

No contexto probabilistico, isso se encaixa de forma particularmente simples.
Se uma aproximagao de X assume os valores ai, ... ,a, nos eventos Ay, ...,Ay,
sua contribuicao média é

alP(Al) + o+ anP(An)

Ou seja, a soma de Lebesgue para a esperanca j& apareceu na Equacio (8.27).
O que muda ao passar para uma variavel geral é que refinamos essas faixas
de valores e tomamos um limite.
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H& uma diferenga conceitual importante em relacao ao cdlculo usual. O
espaco {2 pode nem sequer ser um intervalo da reta. Pode ser um conjunto
de sequéncias, trajetorias, configuragdes ou qualquer outro espaco amostral.
Ainda assim, faz sentido perguntar qual é a probabilidade do conjunto em
que X fica entre dois niveis. E essa possibilidade que torna a integral com
respeito a P tao adequada a probabilidade.

De variaveis simples a variaveis gerais
Suponha primeiro que X > 0. Podemos construir variaveis simples
X1 <Xpg<- <X

que se aproximam de X por baixo e cujos degraus ficam progressivamente
mais finos. Escrevemos

X, T X.
Cada X, possui uma esperanga definida pela soma (8.27). A ideia de Lebesgue
é definir
E[X] = lim E[X,]. (8.28)
n—0o0

Para uma varidvel ndo negativa, esse limite pode ser finito ou infinito. A
teoria garante que o valor obtido nao depende da sequéncia particular de
degraus usada para aproximar X, desde que a aproximacao crescente seja
feita da maneira adequada.

E util comparar esse procedimento com uma imagem conhecida. Na integral
de Riemann, aproximamos uma curva por retangulos cada vez mais estreitos.
Aqui, aproximamos uma varidvel aleatoria por fung¢oes em degraus cada vez
mais precisas. Em ambos os casos, a quantidade procurada surge como limite
de objetos elementares; o que muda ¢é a forma de organizar esses objetos.

Para uma variavel que pode assumir valores positivos e negativos, separamos
as duas partes:

X = max{X,0}, X~ = max{—X,0}.
Entao
X=X"-X", X|=XT+X".

Se E[X*] e E[X ] sao finitas — de modo equivalente, se E[|X]|] < co —
dizemos que X é integravel e definimos

E[X] = /QXdP =E[XT]-E[X]. (8.29)
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A notagao [, X dP enfatiza que estamos integrando os valores de X usando
a probabilidade como regra para pesar conjuntos do espaco amostral. E essa
a integral de Lebesgue que aparece naturalmente na teoria da probabilidade.

A férmula é mais abstrata do que uma soma ou uma integral em dux,
mas sua func¢ao é justamente evitar uma escolha artificial entre essas duas
linguagens. Uma vez conhecida a distribuicdo de X, ela volta a assumir as
formas concretas usadas ao longo do capitulo.

Uma férmula, trés regimes
No caso discreto, os eventos
Ay ={w: X(w) =z}

particionam o espago amostral. Aplicando a definicdo para varidveis simples
— e depois passando ao limite quando hé infinitos valores possiveis — obtemos

/QXdP:ZxP(X:x).

Portanto, a soma usual ndo é uma definicao rival da integral: ela é a forma
que a integral assume quando a distribuicao esta concentrada em pontos.

Se X possui densidade fx, a probabilidade é distribuida ao longo da reta
segundo essa densidade. Nesse caso,

/QXdP:/_O:Ofo(x)dx.

E a férmula continua que usamos desde o infcio do capitulo.
Finalmente, considere uma distribuicao mista regular com atomos x1,xo, . . .,
de massas
pPi = P(X = l‘i),

e uma parte continua descrita por uma densidade f. A massa total satisfaz
oo
St [ fa)de=1,
i —00

e a mesma integral abstrata fornece

E[X] = inpi + /_O:O zf (z) de, (8.30)
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sempre que as contribui¢oes envolvidas forem integraveis. A férmula usada
no exemplo do cache aparece, portanto, sem que precisemos criar uma nova
nogao de esperancga para o caso misto.

Podemos resumir a situacao assim:

discreta = E[X]= ZxP(X =),
x
o0

com densidade =— E[X]= / zfx(x)dz,

—0o0

o0
mista regular — E[X] = inpi +/ xf(z)d.
i —00

As trés linhas sdo manifestagoes da mesma identidade:

HM:AXW.

Essa é a principal mensagem desta secao. Para calcular, continuaremos
usando a forma mais conveniente — soma, integral ordinaria ou uma combi-
nacao das duas. A formulacdo unificada serve para mostrar que essas receitas
nao sao acidentes separados. Por tras delas ha uma tnica ideia de média:
decompor a varidvel em niveis simples, pesar os conjuntos correspondentes
pela probabilidade e passar ao limite.

Ao atravessar este capitulo

Esperanca é calculada por soma ou integral, conforme o modelo. Line-
aridade, indicadores, condicionamento e func¢oes geradoras convertem
problemas longos em célculos organizados. A formulagao unificada
E[X] = [, X dP mostra que os casos discreto, continuo e misto perten-

cem & mesma construgao.

8.9 Exercicios
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Exercicio 8.1 — Calculo direto

Uma varidvel X assume os valores —2,0,1,4 com probabilidades 0,1,0,3,0,4,0,2.
Calcule E[X], E[X?], Var(X) e E[(X — 1)2].

Exercicio 8.2 — Indicadores

Sete cartas sdo retiradas sem reposicdo de um baralho comum. Usando
variaveis indicadoras, determine o ntmero esperado de ases e o nimero
esperado de naipes representados na mao.

Exercicio 8.3 — Funcao de uma variavel
Se X tem densidade 322 em (0,1), calcule E[X], Var(X), E[log X] e E[1/X].

Exercicio 8.4 — Esperanca condicional

Uma urna é escolhida ao acaso: a primeira contém 2 bolas vermelhas e 4
azuis; a segunda, 5 vermelhas e 1 azul. Retiram-se duas bolas sem reposicao
da urna escolhida. Seja X o nimero de vermelhas. Calcule E[X | urna] e use
a esperanca total para obter E[X].

Exercicio 8.5 — Funcao geradora de momentos

Se X ~ Poisson(A), derive sua fungao geradora de momentos e use derivadas
em 0 para recuperar E[X] e Var(X).



CAPITULO

9

Convergéncia

Até aqui, estudamos uma varidvel ou um vetor de cada vez. Agora aparece
uma nova pergunta: o que significa dizer que uma sequéncia de varidveis
aleatérias X1,Xo,... se aproxima de alguma coisa?

A resposta nao é unica. Podemos pedir que a probabilidade de um erro
grande fique pequena; podemos acompanhar cada realizacdo w e exigir con-
vergéncia ao longo da trajetoria; ou podemos olhar apenas para a forma das
distribuicoes. Essas noc¢oes nao dizem exatamente a mesma coisa, e entender
a diferenca entre elas é o fio do capitulo.

Comegaremos com ferramentas que ainda nao falam em limite — Markov
e Chebyshev — mas ja convertem informagao sobre médias e varidncias em
controle de probabilidades. Depois veremos as leis dos grandes niimeros, Borel—
Cantelli e a convergéncia quase certa. Por fim, o Teorema do Limite Central
respondera uma pergunta mais fina: depois que uma média se estabiliza, qual
¢é a forma das flutuagoes que ainda restam?

9.1 Desigualdades de Markov e Chebyshev

Suponha que nao conhecemos a distribuicao de X, apenas sua média. Ainda
é possivel dizer alguma coisa sobre a chance de X assumir um valor muito
grande? Surpreendentemente, sim. Markov usa apenas a nao negatividade e
a esperanca. Chebyshev acrescenta a varidncia e controla desvios em torno

230
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da média. O preco dessa generalidade é que os limites podem ser grosseiros —
e os exemplos desta secdo mostrarao exatamente isso.

Proposicao 9.1 — Desigualdade de Markov

Se X é uma variavel aleatoria que apresenta apenas valores nao negativos
entdao, para qualquer a > 0,

E[X
P(X >a)< X]
a
Y
— f(z)
_— ]
a
x
{X > a}
E[X]
| a
; (X >a)
1 v
= P(X >a) < B
Demonstracdo. Para a > 0, suponha
1 seX >a

I =
0 caso contrario

e note que, como X > 0,

S |
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Calculando as esperangas da tltima desigualdade, obtemos

E[X]

E[l] <

o que, como E[I] = P(X > a), demonstra o resultado. |

Como um corolério, obtemos

Proposicao 9.2 — Desigualdade de Chebyshev

Se X é uma varidvel aleatéria com média finita p e variancia o2

para qualquer valor k > 0,

, entao,

o2

P(X 2 k) < 7

Demonstragio. Como (X —p)? é uma varidvel aleatéria ndo negativa, podemos
aplicar a desigualdade de Markov (coma = k% ) para obter

E [(X — p)?]

P((X—w? 2 k) < =0

Mas como (X — u)? > k? se e somente se | X — u| > k, a Equacgao 9.1 é

equivalente a

N2 o2
P(X >k < FE W] o

e a demonstracgao estd completa. ]

A importancia das desigualdades de Markov e Chebyshev reside no fato
de que elas nos permitem estabelecer limitantes para probabilidades mesmo
quando dispomos apenas da média, ou da média e variancia, de uma distribui-
¢ao de probabilidade. Se a distribuigdo completa fosse conhecida, poderiamos
calcular as probabilidades exatas desejadas sem recorrer a tais limitantes.

O exemplo a seguir demonstra como usar a desigualdade de Markov e o
quao imprecisa ela pode ser em alguns casos.



9 Convergéncia 233

Exemplo 9.1.

Uma moeda ¢é enviesada de tal forma que a probabilidade de sair cara em
um unico langamento é de 25%, independentemente dos outros lancamentos.
Suponha que a moeda seja lancada 20 vezes. Use a desigualdade de Markov
para obter um limite superior para a probabilidade de obter pelo menos 16
caras.

Solugao. O numero de caras, X, tem distribuigdo Bin(20,0,25), logo:

E[X] =np =20 x 0,25 = 5.

Aplicando a desigualdade de Markov, que afirma que para qualquer varidvel

aleatéria nao negativa X e qualquer a > 0, temos P(X > a) < % Portanto:

E[X] )
> < = — = .
P(X >16) < == = 1~ 03125

Para comparar esse limite com a probabilidade real, calculamos:

20
20
P(X >16)= > ( )(0,25)k(0,75)20—k ~ 3,8 x 1075,
k=16

Observamos que o limite fornecido pela desigualdade de Markov é muito
maior do que a probabilidade real. Isso ocorre porque a desigualdade de
Markov utiliza apenas o valor esperado de X e nao considera a dispersao ou
a forma da distribuicdo. Em casos onde o evento é altamente improvavel em
relacao ao valor esperado, como neste exemplo, a desigualdade de Markov
produz um limite superior pouco preciso.

Exemplo 9.2.

Suponha que se saiba que o niimero de expressos vendidos por uma cafeteria
durante um dia seja uma variavel aleatoria com média 70.

1. O que se pode dizer sobre a probabilidade de que as vendas de hoje sejam
superiores a 100 expressos?

2. Se é conhecido que a variancia das vendas diarias ¢ igual a 100, entao o
que se pode dizer sobre a probabilidade de que as vendas de hoje estejam
entre 50 e 907

Solugao. Seja X o nimero de expressos vendidos em um dia.
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@a Pela desigualdade de Markov,

P(X >100) < —d = — = —

bl Pela desigualdade de Chebyshev,

o2 100 1
P(|X — >200)< —=—=-
( 70] 2 20) < 202 400 4
Portanto,
1 3

P(|X -70[<20)>1— - ="

Assim, a probabilidade de que as vendas de hoje estejam entre 50 e 90 é de
pelo menos 0,75.

<

Como a desigualdade de Chebyshev é valida para todas as distribuicoes
da variavel aleatoria X, nao podemos esperar que o limite da probabilidade
esteja muito proximo da probabilidade real em muitos casos. Por exemplo,
considere os Exemplos 9.3 e 9.4.

Exemplo 9.3.

Se X é uniformemente distribuida ao longo do intervalo (0,10), entdo, como

E[X] =5 e Var(X) = 2, resulta da desigualdade de Chebyshev que
25
P(X —-5>4) < —- 0,52
(X =51 > 4) £ ;7 ~ 0,

enquanto o resultado exato é

P(|X — 5| > 4) = 0,20

Assim, embora a desigualdade de Chebyshev esteja correta, o limite superior
que ela fornece nao esté particularmente préximo da probabilidade real.
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A funcéo de distribuigdo cumulativa da normal padrao ®(z) é definida por:

1 2

e 2 dt
V2T

Exemplo 9.4.

Se X é uma varidvel aleatéria normal com média p e varidncia o2, a desi-
gualdade de Chebyshev diz que

o |

P(1X — | > 20) <

enquanto a probabilidade real é dada por

X —
P(|X —p|>20)=P (‘ - “‘ > 2> = 2[1 — ®(2)] ~ 0,0456

<

A desigualdade de Chebyshev é frequentemente utilizada como uma ferra-
menta tedrica para demonstrar resultados.

Proposicado 9.3

Se Var(X) = 0, entao
P(X=E[X])=1

Em outras palavras, as nicas varidveis aleatérias com variancias iguais a
Osao aquelas que sao constantes com probabilidade 1.
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Demonstracao. Pela desigualdade de Chebyshev, temos, para qualquer n > 1,

1
P(\X—u\>>:0
n

Fazendo n — oo e usando a propriedade da continuidade das probabilidades,
obtemos

1 1
0= lim P(\X—u\>>:P(lim {\X—u\>>}
n—00 n n—00 n

=P(X # )

e o resultado estd demonstrado. ]

9.2 Convergéncia em probabilidade e Lei Fraca dos
Grandes Numeros

Suponha que X, seja o nimero de caras em n lancamentos de uma moeda
com probabilidade p de cara. Esperamos que X,,/n fique perto de p. Mas o
que significa “perto” quando a quantidade é aleatéria?

Fixamos uma tolerancia ¢ > 0 e olhamos para a chance de sair da faixa. A
convergéncia em probabilidade exige que essa chance va a zero. O conjunto
de realizacoes ruins pode mudar com n; o que precisa desaparecer é a sua
probabilidade.
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Média Cumulativa do Langamento de 1000 Moedas
1 T T T T
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Experimento 5
Experimento 6
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0.8

0.6

Média Cumulativa
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0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Numero de Lancamentos

Definicao 9.1
Dizemos que a sequéncia de variaveis aleatorias X1, Xo, ..., X, converge
em probabilidade para a constante ¢ se, para todo niimero positivo &,

lim P(| X, —¢/<e)=1

n—oo

A média amostral é o exemplo mais importante desse mecanismo. Se
repetimos uma medi¢ao sob as mesmas condicoes, cada observacao ainda
flutua, mas a média de muitas observagoes tende a ser mais estavel. A Lei
Fraca dos Grandes Numeros transforma essa ideia em uma afirmagao precisa:
para uma amostra i.i.d., a probabilidade de a média se afastar da média
populacional por mais de uma tolerancia fixa tende a zero.

Esse resultado responde a uma primeira pergunta — a média se aproxima
do wvalor correto? — mas ainda nao descreve a forma nem a escala das
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flutuacoes que permanecem para um tamanho de amostra grande e finito.

Essa segunda pergunta sera respondida pelo Teorema do Limite Central.

Teorema 9.4 — Lei Fraca dos Grandes Niimeros

para qualquer & > 0,
lim P(‘Yn—p] >e) =0
ou de modo equivalente

P (o] <2) -

Assim, X,, converge em probabilidade para .

Demonstra¢ao. Como

Xy 4.t X
E[M]:M

n

X1+---+Xn> o2

n

e Var(

resulta da desigualdade de Chebyshev que

2
P(‘M_M’>E>§0
n

e o resultado estd demonstrado.

Seja X1,X5, ... uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas, com média p e variancia finita 0. Entao,

A Lei Fraca fornece, portanto, uma nocao de consisténcia: médias de ob-
servacoes independentes tendem ao valor esperado. Comecemos pelo exemplo

que motivou a segao.

Exemplo 9.5.

Seja X,, uma varidvel aleatoria binomial com probabilidade de sucesso p e
nimero de tentativas n. Mostre que X,,/n converge em probabilidade para p.
Solugao. Vimos que podemos escrever X, como » ;' ; Y;, onde Y; =1 se a

i-ésima tentativa resulta em sucesso, e Y; = 0 caso contrario. Entao

X0 1
o _ 2Ny
n nlz::1 ‘
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Além disso, E (Y;) = p e Var (Y;) = p(1 — p). As condigdes do Teorema 9.4
sdo entao cumpridas com g = p e concluimos que, para qualquer £ > 0,

lim P<

n—oo

X
n—p‘Ee)zO
n

Exemplo 9.6 — Monte Carlo: aproximando .

Uma aplicagao especialmente importante da Lei dos Grandes Numeros é
o método de Monte Carlo. Sorteie, de forma independente, pontos (U;,V;)
uniformemente no quadrado unitario (0,1)? e defina

li = Lwzsvz<y-

Como a érea do quarto de disco unitério é w/4, temos E[I;] = w/4. Logo

4 n
fp=Aly =3 I,
=1
¢ um estimador de w. Pela Lei Fraca,
. P
T — .

Assim, aumentar o nimero de pontos torna a aproximagcao consistente. Mas a
Lei dos Grandes Ntmeros, sozinha, nao diz com precisao quanto erro devemos
esperar para um dado n. Voltaremos a este mesmo exemplo depois do Teorema
do Limite Central.

A demonstragao apresentada é valida para varidveis aleatérias X nao
correlacionadas. Isso por que o tinico lugar onde usamos a independéncia
foi para afirmar que as somas das varidncias é a varidncia da soma, e esse
resultado ainda é valido para varidveis nao correlacionadas duas a duas.

A demonstragao anterior generaliza de maneira 6bvia para vetores aleatérios.
Além disso temos as seguintes propriedades:
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Teorema 9.5

Suponha que X,, converge em probabilidade para pp e Y, converge em
probabilidade para ps. Entao, as seguintes afirmagoes também sao
verdadeiras.

1. X,, + Y, converge em probabilidade para p; + uo.
2. X,Y, converge em probabilidade para i po.
3. X, /Y, converge em probabilidade para pu/u2, desde que pg # 0.

4. /X, converge em probabilidade para /uu1, desde que P (X,, > 0) =
1.

Exemplo 9.7.

Suponha que X1,Xo,... sejam variaveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas, com E[X;] = p e E[X}] < co. Seja

1
n—1

S2 =

(X - X,
=1

a variancia amostral. Mostre que S2 converge em probabilidade para Var(X).
Solugao. A identidade

n 1 & —9
o ()

i=1

isola duas médias amostrais. Pela Lei Fraca,

n
X, 5u e x5 EXY.
i=1
Na segunda convergéncia usamos E[X{] < 0o, que garante varidncia finita para
X2. Como n/(n — 1) — 1, as propriedades da convergéncia em probabilidade
dao
$2 B EB[X2] - 2 = Var(X3).

Assim, a varidncia amostral também é um estimador consistente.
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9.3 Lema de Borel-Cantelli

Convergéncia em probabilidade responde a uma pergunta por vez: para
um dado n, quao provavel é um erro grande? Mas uma trajetéria pode
cometer erros raros e ainda assim cometé-los infinitas vezes. Como distinguir
essas duas situacoes? Os lemas de Borel-Cantelli transformam somas de
probabilidades em informacao sobre eventos que se repetem infinitamente.

Definicao 9.2 — Infinitas vezes e eventualmente sempre

Para eventos E1,Fo, ...,

(e.9] (e .9]
limsup E,, = ﬂ U Ey = {w : w pertence a infinitos E, }.

n=1k=n

Ja liminf F,, retne os resultados que pertencem a todos os E,, a partir
de algum indice.

Se E,, é o evento “o sistema falha no dia n”, entao lim sup F,, significa falhar
em infinitos dias. E esse tipo de repeticio que os lemas de Borel-Cantelli
controlam.

Teorema 9.6 — Lema de Borel-Cantelli
Sejam (£2, F,P) um espago de probabilidade e (Ay,), uma sequéncia de
eventos.

1. Se Y021 P(A,) < oo, entdo P(A4, iv.) = 0.

2. Se 302 1 P(Ay) = oo e os eventos (A;,), sao independentes, entao
P(A4,iv.)=1

Demonstragio. Para a primeira parte, observe inicialmente que Jz=,, Ax |
{4,, i.v.}. Portanto,

o0

P({A4,iv.})=P (ﬂ U Ak> .

n=1k=n
Assim,

P({4, iv]})= lim P (G Ak> .

k=n
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Pela desigualdade da soma:

P ([’j Ak> <3 P(A)
k=n k=n

Como Y 72 P(A,) < 0o, segue que o limite é zero. Assim, P({4,, i.v.}) =0.
Para a segunda parte, consideremos o evento {4,, i.v.}¢. Pela Lei de De

Morgan, temos:
(o0} [e.e]
{4, iv.}¢ = U ﬂ Aj.
n=1k=n

Note que N2, A% T {4, i.v.}¢ conforme n — oco. Logo:
P({4,iv.}) = lim P (k(_] Ak> .

Devido a independéncia dos eventos (A4, )n:

(ﬂ AC> - ﬁ (1 - P(Ap)).

k=n

Utilizando a cota superior 1 — x < e~* para todo = € R, temos:

[e.e]

H(l—P(Ak <exp< ZP Ak>

k=n

Como Y o2, P(A,) = +o0, o termo exp(— > p=, P(4x)) — 0. Portanto,
P({4, i.v.}) =0, o que implica que P({A4,, i.v.}) = 1. n

Se pensarmos em n como tempo ou algo andlogo, o que o resultado acima
nos diz é que se uma sequéncia de eventos tem probabilidade decaindo muito
rapido, entao eventualmente deixaremos de observar essa sequéncia de eventos.
De fato, note que

(limsup An>c = (ﬁ Ej An> = <G ﬁ A;) = limninf AL

N=1n=N N=1n=N

de modo que se P(4,, i.v.) =0, entdo P(AS q.s.) = 1.



9 Convergéncia 243

Exemplo 9.8.

Podemos aplicar o Lema de Borel-Cantelli a uma situagao interessante em
que se pode lucrar com uma série de jogos que, individualmente, tém valor
esperado 0. Esse fato é contra-intuitivo
Considere uma sequéncia infinita de jogos, onde no n-ésimo jogo se perde
2" dolares com probabilidade 2n—1+1 e se ganha um doélar com probabilidade
23—11. Logo pode-se perder uma grande quantia de dinheiro as vezes, e ganhar
um pouco de dinheiro a maior parte do tempo. Podemos ver que a esperanga
de qualquer jogo individual é
_9on on
ST R T

Aqui é onde o Lema de Borel-Cantelli torna as coisas interessantes. Seja

0

FE,, o evento de perder no n-ésimo jogo.

Temos que
n=1 n=1 n=1

e, consequentemente, é finita.

Como a soma das probabilidades ¢é finita, pelo Lema de Borel-Cantelli.
temos que com probabilidade 1 a pessoa s6 perdera um nimero finito de vezes.
Portanto, a quantidade de dinheiro ganha pelo jogador vai para o infinito, ja
que ele ganha infinitas vezes e perde apenas um nimero finito de vezes!

Exemplo 9.9 — Passeio Aleatério Assimétrico.

Considere um processo aleatorio em Z onde uma particula inicia em x =0 e a
cada instante n salta uma unidade para a direita com probabilidade p € (0,1)
ou uma unidade para a esquerda com probabilidade 1 — p. Denote por S, € Z
a posicao da particula no instante n > 0.

O processo S, é conhecido na literatura como passeio aleatorio simples, e
no caso em que p # 1/2; dizemos que o passeio é assimétrico.

Sejam Y7,Ys, ... incrementos independentes, com P(Y, = 1) =pe P(Y; =
—1) =1 —p. Definimos Sp =0e S, =Y, +---+ Y.

Assim para cada n > 1

P(Sn = Oop-1+ 1) =D

enquanto
P<Sn = Pn—-1 " 1) =1 - D
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como gostarfamos.

Estamos interessados agora em estudar o retorno de tal processo a origem do
espago. Mais especificamente, queremos saber com que frequéncia o processo
retorna para o ponto onde comecou o passeio. Em outras palavras, estamos
interessados na sequéncia de eventos {S, = 0} := {w : S,,(w) = 0}.

Para que tenhamos S, = 0 é necesséario que o total de passos para a direita
até o instante n seja igual ao total de passos para a esquerda. Com isso
concluimos, antes de mais nada, que n deve ser par.

Fica como exercicio para o leitor justificar agora que

P(Sy, =0) = (2:>p”(1 -p)".

Usando a férmula de Stirling,! encontramos que

VATn 4" n2n e " o [4p(1 —=p)]"
(V2rnnnem)? P =)= oy

Note agora que se p # 1/2 entao r := 4p(1 — p) < 1 e portanto

P(Sgn = 0) ~

> P(S2, = 0) < 0,
n=1

pois, para n suficientemente grande, esses termos sao limitados por uma série
geométrica de razao estritamente menor que 1.

E portanto P(S3, = 0i.v.) = 0, mostrando que eventualmente o processo
visita a origem do espaco uma tultima vez, para nunca mais retornar.

Exemplo 9.10.
Considere o exemplo de infinitos lancamentos independentes de uma moeda
nao-viciada.

Intuitivamente, esperamos que o total de caras observados, assim como o
total de coroas, sejam infinitos. Para mostrar isso, tome o evento

Ay, = {o n-ésimo lancamento foi cara} = {w € Q : w, = 1}.

'A férmula de Stirling é uma aproximacio assintética para o fatorial de um nimero n,
muito Util em andlise combinatoéria e teoria de ntimeros. Ela é dada por:

n
n! ~\2mn (ﬁ)
e
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Ja sabemos que os eventos A,,n > 1 sdo independentes e que P(4,,) = 1/2.
Segue entao que

Z P(A,) = oo,
n=1

e pelo Lema de Borel-Cantelli, P(A,, i.v.) = 1. Ou seja, observaremos infinitas
caras com probabilidade 1.
De modo andlogo podemos mostrar que P(A¢ i.v.) = 1.

Exemplo 9.11.

O teorema do macaco infinito afirma que um macaco pressionando teclas
aleatoriamente em uma maquina de escrever por uma quantidade infinita de
tempo quase certamente digitard qualquer texto dado, incluindo as obras
completas de William Shakespeare. Na verdade, o macaco quase certamente
digitaria qualquer texto finito possivel um nimero infinito de vezes.
Solugao. Considere uma sequéncia infinita de caracteres produzida a partir
de um alfabeto finito de n letras, onde cada letra é escolhida de forma indepen-
dente e uniformemente distribuida. Seja .S uma cadeia fixa de comprimento m
pertencente ao mesmo alfabeto. Defina E}, como o evento em que a substring
de comprimento m que comeca na posicao k é exatamente a cadeia S. Entao,
com probabilidade 1, ocorrerdo infinitos eventos Ej ao longo da sequéncia.
A probabilidade de que a substring iniciando na posicao k seja exatamente

S 6 N
)= (,) .

n
pois cada uma das m posigoes deve corresponder a letra especifica de S.

Os eventos E}, sao independentes porque a escolha de cada letra na sequéncia
¢é feita de forma independente. Para aplicar o Segundo Lema de Borel-
Cantelli, consideremos os eventos E,,;+1 para j = 0,1,2,.... Esses eventos
sao independentes entre si, j4 que estao separados por m posicoes e nao
compartilham letras em comum.

Calculamos a soma das probabilidades desses eventos:

o0 o8] 1 m

S P =Y (3] =

, . n

Jj=0 J=0
pois estamos somando infinitas vezes um valor positivo constante.

Pelo Segundo Lema de Borel-Cantelli, se a soma das probabilidades de even-

tos independentes diverge, entdao a probabilidade de que ocorram infinitamente
muitos desses eventos é 1.
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Isso implica que ocorrerdo infinitos eventos F,,;+1 com probabilidade 1.
Como os eventos Ej, incluem todos os E,,,; concluimos que infinitos F
k mj+1, q k
ocorrerao quase certamente.

9.4 Convergéncia quase certa e Lei Forte dos Grandes
Ndameros
A convergéncia em probabilidade permite que o conjunto de trajetérias
ruins mude com n. E se quisermos algo mais forte: que, para quase toda

realizagdo, a sequéncia inteira acabe se aproximando do limite e permaneca
préxima dele? Essa é a convergéncia quase certa.

Definicao 9.3 — Convergéncia Quase Certa

Uma sequéncia de varidveis aleatérias Xi, Xo, X3, -+ converge quase
. 2.0 o 2 q.C.
certamente para uma variavel aleatéria X, indicada por X,, —— X, se

P({we: lim X,(w) = X()}) =1,

Em outras palavras, o conjunto de todos os resultados possiveis nos quais a
sequéncia (X,,) nao converge para X tem probabilidade zero. Essa forma de
convergéncia é muito forte, pois exige que a convergéncia ocorra quase sempre,
exceto em um conjunto de casos excepcionalmente raro (de probabilidade
zero).

Esse tipo de convergéncia é mais forte do que a convergéncia em probabili-
dade. Enquanto a convergéncia em probabilidade exige que a probabilidade
de |X,, — X| > ¢ tenda a zero para qualquer € > 0, a convergéncia quase certa
implica que, para quase todos os resultados possiveis, a sequéncia efetivamente
converge ponto a ponto.

E direto ver que a convergéncia quase certamente implica convergéncia em

probabilidade.
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O Lema de Borel-Cantelli é ttil para avaliar a convergéncia quase certa.
Para uma sequéncia de varidveis aleatérias { X, } e uma varidvel aleatéria
limite X, suponha que, para € > 0, o evento A, (¢) seja dado por:

Ap(e) ={w: | Xn(w) — X(w)| > €}.
O Lema de Borel-Cantelli afirma:

1. Se, para todo m = 1,2, ..

> 1
ZP(|Xn—X|>> < o0,
n=1 e

entao X, e x.

2. Reciprocamente, para um € > 0, se
(0.0 (o)
> P(An(e)) = Y _P(|Xn — X| > €) = o0,
n=1 n=1

e os eventos A, (€) forem independentes, entdao esses desvios ocorrem
infinitas vezes com probabilidade 1. Logo X, nao converge quase
certamente para X.

Na Fig. 9.1, plotamos a diferenga |z, — 2| como uma fun¢ao de n, onde,
para simplicidade, as sequéncias sao representadas como curvas. Cada curva
representa, assim, uma sequéncia particular |z, (t) — z(t)|. A convergéncia em
probabilidade significa que, para um n > ng especifico, apenas uma pequena
porcentagem dessas curvas terd ordenadas que excedem ¢ (Fig 9.1a). E claro
que ¢é possivel que nem uma dessas curvas permaneca menor que € para cada
n > ng. A convergéncia quase certamente, por outro lado, exige que quase
todas as curvas estejam abaixo de € para todo n > ng (Fig. 9.1b).
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Ty — T

n
(a) Convergéncia em probabilidade (b) Convergéncia quase-certa

Figura 9.1: Representacoes das oscilagoes de |x,, — x| em relagdo ao niimero
de iteragoes n.

Considere X1, Xs,... varidveis aleatéria independentes e identicamente
distribuidas com esperanca finita u. Seja S, := X1 +---+ X,,. A Lei Fraca
dos Grandes Niimeros afirma que

S
. — u em probabilidade.

Por outro lado, a Lei Forte dos Grandes Ntimeros que provaremos a seguir
afirma que

S,
= q.c.
n

Apresentaremos uma demonstracao simples da Lei Forte dos Grandes
Ntumeros sob o pressuposto de que o quarto momento é finito.

Teorema 9.7 — Lei Forte dos Grandes Numeros

Sejam X1, Xo, ... varidveis aleatorias i.i.d. com esperanca p e assuma
E [X}] < co. Entdo, S, = X1 + X3 + - - - + X, satisfaz

“ s 1 quase certamente.
n

I
—

Lei fraca : lim P (\Xn —E[X]| < 5)
n—o0

Lei forte : P (nh—{rolo‘Xn - EX]| = O) =1
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Demonstragdo. Primeiro assumimos que a esperanga p = 0.
De fato, fazendo X} = X, — u, temos
X1 X _ i Xk =) _ S

n n n

9

e assim o resultado geral segue do caso p = 0.
Lembrando, nosso objetivo agora é mostrar que para qualquer € > 0,

P(S

n

> i.v.> 0. (9.1)

Isso serd feito a partir da desigualdade de Markov aplicada a quarta
poténcia, usando o fato de que as variaveis X, possuem quarto momento
finito.

Para comecar, calculemos primeiro o quarto momento de S,,.

E[Sﬁ] = E[(zn: Xk)ﬂ = > E[(XiX;XpXy)]

1<i,j,k<n

Observe que se i, j sao distintos, entao, pela independéncia, E[ 3X; 5]
E[X?] E[X;] = 0 (lembre que 1 = 0) . Da mesma forma, temos E[X?X;] =
e E[X;X; X, X/] =0, se i, j, k, £ forem diferentes.

Desta forma os tinicos termos que nao sao zero sao da forma:

0

E[x!| o E[xIx7].
Agora uma contagem simples nos mostra que existem n termos da forma

E[X}], e outros (3)(5) = 3n(n — 1) termos da forma E[XJQX,E} .
Como as variaveis envolvidas sao identicamente distribuidas, entao

E[X}] =B[X{] ¢ BX!X}|=E[XIX}|
Assim, se C' = max{E[X?X3]| ,E[X{]}, entdo
E [Sﬂ = nE[X}] + (3n? — 3n)E[X12X22} < C-(3n® —2n) < 3Cn.

Pela desigualdade de Markov, temos entao que

(5
n

> 5) = P(S% > etn?)
E[S

eind

Sl

<
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3C

<
— ein?

o
E como a série E

converge, segue do Lema de Borel-Cantelli que

472
—e'n
S, .
P(n >€1.V.> =0.
n
E logo temos a convergéncia quase certa. [

9.5 Convergéncia em distribuicao e Teorema do Limite
Central

As nogoes anteriores comparam variaveis definidas num mesmo experimento.
Para descrever as flutuacées de uma média, porém, queremos olhar para a
forma de sua distribuicao depois de uma reescala. A Lei dos Grandes Ntumeros
diz que X,, — p tende a zero; se multiplicarmos esse erro por 1/, a flutuacio
deixa de colapsar e pode ter uma distribuicao limite nao trivial.

Isso nos leva a uma noc¢ao mais fraca de convergéncia: em vez de comparar
as variaveis realizagdo por realiza¢do, comparamos suas distribui¢oes. Per-
guntamos se as fungoes de distribuicao de X, se aproximam da funcao de
distribuicao de alguma variavel X. Essa é a convergéncia em distribuigao.

Definicao 9.4
Seja X, uma variavel aleatéria com fungao de distribuicao F,(z). Seja
X uma varidvel aleatéria com fungdo de distribuigdo F'(z). Se

lim F,(z) = F(z)

n—oo

em todo ponto z para o qual F(x) é continua, entdo dizemos que X,, con-
verge em distribuigao para X, e F'(z) é chamada de fungao de distribuigao
limite de X,.

O conceito de convergéncia em distribuicao baseia-se na seguinte intuigao:
duas varidaveis aleatérias sao "préximas uma da outra' se suas fungoes de
distribuicao forem "préximas uma da outra'.

E importante notar que a convergéncia em distribuicéo envolve apenas
as fungoes de distribuicao das varidveis aleatorias da sequéncia, e essas variaveis
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nao precisam ser definidas no mesmo espago amostral. Em contraste, os modos
de convergéncia que discutimos anteriormente—convergéncia quase certa
e convergéncia em probabilidade—exigem que todas as varidveis da
sequéncia sejam definidas no mesmo espaco amostral.

Exemplo 9.12.

O requisito de continuidade, mencionado na definicdo acima, se justifica para
evitar algumas anomalias. Por exemplo, para n > 1, seja X,, = % e X =0,
para todo €). Parece aceitavel que deveriamos ter convergéncia de X,, para
X, qualquer que fosse o modo de convergéncia. Observe que

0, =<4
Fn(x) — ) 1;7
17 $2 n’
€
0, < 0;
Fa)=¢" "
1, =>0.

Portanto, como lim,_,~ F,(0) = 0 # F(0) = 1, ndo temos lim,,_,o Fy,(x) =
F(z) para todo z € R. Dessa forma, se houvesse a exigéncia de convergéncia
em todos os pontos, ndo teriamos convergéncia em distribuicao. Entretanto,
note que para x # 0, temos lim,, o, Fy,(x) = F(z) e, como o ponto 0 néo é
de continuidade de F', concluimos que X, 4 x.

<

Muitas vezes, ¢ mais facil encontrar distribui¢ées limite trabalhando com
as fungoes geradoras de momentos. O Teorema 9.8 fornece a relagdo entre
a convergéncia das fungoes de distribuicdo e a convergéncia das fungoes
geradoras de momentos.

Teorema 9.8

Sejam X, e X variaveis aleatérias cujas fungoes geradoras de momentos
M, (t) e M(t) sao finitas em um mesmo intervalo aberto ao redor de 0.
Se

para todo ¢ nesse intervalo, entao X, converge em distribuicao para X.

A prova do Teorema 9.8 estd além do escopo deste texto.
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Exemplo 9.13.

Seja X, uma varidvel aleatéria binomial com n ensaios e probabilidade p
de sucesso em cada ensaio. Se n tende ao infinito e p tende a zero com
np permanecendo fixo, mostre que X, converge em distribui¢do para uma
variavel aleatéria de Poisson.
Solucgao. Resolveremos usando fungoes geradoras de momentos e o Teorema
9.8.

Sabemos que a fun¢ao geradora de momentos de X, - ou seja, M, (t) - é
dada por

Ma() = (¢+pe')"

onde ¢ = 1 — p. Isso pode ser reescrito como
n
M, (t) = {1 +p (et — 1)} .

Fazendo np = \ e substituindo em M, (), obtemos

M, (1) = [1 + % (' - 1)]n

Agora, vamos tomar o limite dessa expressao conforme n tende ao infinito.

lim (1 + k) =¥
n—oo n
Finalmente fazendo k = X (e! — 1), temos
. _ t
nlgrolo M,,(t) = exp [)\ (e - 1)}

Reconhecemos a expressao do lado direito como a funcao geradora de
momentos para a varidvel aleatéria de Poisson. Portanto, segue do Teorema
9.8 que X, converge em distribui¢do para uma variavel aleatéria de Poisson.

<

Exemplo 9.14.

No monitoramento da polui¢cdo, um experimentador coleta um pequeno
volume de agua e conta o nimero de bactérias na amostra. Diferentemente
dos casos anteriores, aqui dispomos de apenas uma tnica observacao. Para
aproximar a distribuicao de probabilidade das contagens, podemos considerar
o volume como uma grandeza crescente, o que nos permite tratar situagoes
em que a média do ntimero de bactérias (a intensidade do processo) é elevada.
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Seja X a variavel aleatéria que representa a contagem de bactérias por
centimetro cubico de dgua, supondo que X siga uma distribuicao de Poisson
com média A\. Nosso objetivo é aproximar a distribuicdo de X quando \ é

grande, mostrando que
XA

VA
converge em distribuicao para uma variavel aleatéria normal padrao conforme
A — o0.
Especificamente, suponha que a contagem méxima aceitavel de bactérias

Y

por centimetro cibico em um determinado suprimento de agua seja 110, e
que A = 100. Queremos aproximar P(X < 110).

Solucgao. Consideramos inicialmente a funcao geradora de momentos de Y e
estudamos seu comportamento a medida que A — oo, aplicando o Teorema
9.8. A fungao geradora de momentos de X, denotada por Mx(t), é

My (t) = M),

Desta forma, a funcao geradora de momentos de Y é

My (£) = e My (}A)

— VA exp [)\ (et/ﬁ — 1)} .

Expandindo et/ ‘A, obtemos

ot 2 8
VN 20 632

Substituindo na func¢ao geradora de momentos de Y:
My (t) = exp | —tVA + A L—i—ﬁ‘i'i—i—
YAk = exb VA 2X T 6A32

2

~ . 7 2
A medida que A — 00, os termos apds % tendem a zero, de modo que

t/VX _

e 4.

lim My (t) = el’/2,

A—00

a funcao geradora de momentos de uma variavel aleatéria normal padrao.
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Dessa forma, para A = 100:

P(X <110)~ P <Z < 110’51(;100) = ®(1,05),

onde 110,5 é a correcao de continuidade. Assim, P(X < 110) ~ 0,8531.

<

O exemplo anterior ja exibe uma aproximagao normal. O Teorema do
Limite Central mostra que esse fenomeno é muito mais geral e, em particular,
completa a historia iniciada pela Lei dos Grandes Niimeros. Para uma amostra

i.i.d. com média p e varidncia o2,

X, 5o

diz que a média se estabiliza. O TLC acrescenta a informagao que faltava:
depois de ampliar o erro pela escala natural \/n,

tem distribuicao aproximadamente normal padrao para n grande.

Assim, a Lei dos Grandes Numeros responde onde a média se concentra;
o Teorema do Limite Central descreve como ela flutua em torno desse valor.
Em particular, o erro tipico de uma média é da ordem de 1//n. Essa é a
ponte que leva das leis-limite a aproximacao de probabilidades, ao método de
Monte Carlo e, mais adiante, aos intervalos de confianca.

Dizemos também que a média padronizada é assintoticamente normal. A
versao abaixo é formulada para variaveis i.i.d. com varidncia finita; existem
extensoes para situagoes mais gerais.

Teorema 9.9 — Teorema do Limite Central

Seja X1, Xo,... uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes

e identicamente distribuidas, cada uma com média yu e varidncia o?.

Entao, a distribuicao de

X1+ + X, —np
ov/n

tende a distribuicdo normal padrao quando n — oco. Isto é, para
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—00 < a < 00,

P(X1+~-+Xn—nu§a>_> 1
U\/ﬁ \ 2T

a
/ e 2y quando n — oo
—00

0.8

06

0.4

0.2 0.2

I\
J
VA

L
0.5 1.0 15 20 25 ) 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 9.2: Soma de variaveis uniformes para n = 1,2,3 e 12 respec-
tivamente. Na tultima figura comparamos a densidade
da soma com a normal correspondente.

Demonstracgdo. Esbogamos a demonstracao no caso em que a funcao geradora
de momentos de X; existe em uma vizinhanga de 0. Defina

Entao E[Z;] =0 e Var(Z;) = 1. Se My é a fungao geradora de momentos de
Z;, sua expansao em torno de 0 fornece

Para
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a independéncia implica

My, (t) =

e (G = (i)

Myn (t) — 6t2/2,

Logo,
que ¢ a fungao geradora de momentos da normal padrao. Pelo Teorema 9.8,
Y,, converge em distribuigao para N(0,1). |

Voltemos ao estimador de Monte Carlo do Exemplo 9.6. Se p = /4, entao
I; é Bernoulli com variancia p(1 — p) e

Tn =41,

A Lei dos Grandes Numeros garantiu que 7,, converge para w. O Teorema do
Limite Central diz mais:

Vn(ft, — )
4y/p(1 —p)

Portanto, para n grande, o erro de Monte Carlo é aproximadamente normal e

4 N(0,1).

tem desvio padrao

p(l—p)

4

—-1/2

A escala n tem uma consequéncia pratica importante: para reduzir pela

metade o erro tipico, precisamos aproximadamente quadruplicar o niimero de
simulagoes.
Um corolario do teorema anterior é:

Teorema 9.10 — Aproximacao Normal a Distribuicao Binomial

Se S, é uma variavel binomial com pardmetros n e p, entao:

P<a§M§b>TH—°°>P(a§Z§b),
np(l —p)

onde Z ~ N(0,1).
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Distribuicdo Binomial vs. Normal (n=1000, p=0.5)

251
7‘7"_x —— Normal Aproximada
204 7Z \

Exemplo 9.15.

Considere a variavel aleatoria X; que representa se um individuo selecionado
aleatoriamente aprova (X; = 1) ou nao aprova (X; = 0) o trabalho que o
presidente estd fazendo. Sabendo disso, calcule a probabilidade de que uma
pesquisa eleitoral com n = 1000 pessoas encontre uma taxa de aprovacao
entre 45% e 55% dado que a aprovacao do presidente é de 50

Solugao. A varidvel X = X1 4+ --- + Xygp0 € uma binomial de parametros
1000 e 0.5. Para resolver este problema, utilizamos a aproximagao normal a
distribuicao binomial. Primeiro, calculamos a média e o desvio padrao da
distribuicao binomial:

= np = 1000 x 0,5 = 500,

o = /np(1 —p) = /1000 x 0,5 x 0,5 = /250 ~ 15,81.

Aplicando a correcao de continuidade, consideramos o intervalo 4495 <
X < 550,5. A probabilidade desejada é entao calculada através da funcao de
distribui¢do cumulativa da normal padrao ®(z):

P(449,5 < X < 550,5) = P (449’(51_” <7< 5505’;”) .
Calculando os valores de Z:
Z, - 449155’g1500 ~ —3.1057.
Zy = 250,5 — 500 ~ 3,1957.

15,81
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A probabilidade é entao:

P(—3,1957 < Z < 3,1957) = ®(3,1957) — ®(—3,1957)
~ 0,9993 — 0,0007 = 0,9986.

Portanto, h& aproximadamente 99,86% de probabilidade de que uma pesquisa
eleitoral com 1000 pessoas encontre uma taxa de aprovacao entre 45% e 55%.

<

Exemplo 9.16.

Se 100 dados honestos sao rolados, determine a probabilidade aproximada de
que a soma obtida esteja entre 300 e 400, inclusive.

Solucao.
Suponha que X; represente o valor do i-ésimo dado, 1 = 1,2,...,100. Ja
que
B(X) =1, Var(X)=E[x?] - (B[X]? ="
entao

3500

E(X) =100 x E (X;) =350, Var(X) = 100 x Var (X;) 5

o Teorema do Limite Central resulta em

2 - X — 4 _
P(299,5 < X < 400,5) = P ( 99,5 — 350 350 _ 400,5 350)

B —505 _, _ 505
=P @_2_@

~ 20(2,957) — 1
~ 0,9969.

Exemplo 9.17.

O ntmero de atendimentos realizados por um centro de suporte psicolégico em
um dia é uma variavel aleatéria de Poisson com média 60. A coordenagao do
centro decidiu que, se o nimero de atendimentos exceder 70, serd necessario
alocar uma equipe extra para lidar com a demanda. Por outro lado, se esse
numero for menor ou igual a 70, a equipe padrao sera suficiente para atender
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a todos os casos. Qual é a probabilidade de que a coordenacao precise alocar
uma equipe extra?
Solugao. A solucao exata
00 i
—60 (60)
e E —
, 7!
=71
nao fornece diretamente uma resposta numérica. Entretanto, lembrando que
uma variavel aleatéria de Poisson com média 60 é a soma de 60 variaveis
aleatérias independentes, cada uma com média 1, podemos usar o Teorema
do Limite Central para obter uma solugao aproximada. Se X representa o
nimero de atendimentos realizados no centro, temos

P(X >70)=P(X >70,5) (a correcao de continuidade)
:P(X—GO > 70,5—60)
V60 V60
~ 1 —(1,35)
~ 0,0885

onde usamos o fato de que a varidncia de uma variavel aleatoria de Poisson é
igual a sua média.

9.6 Intervalo de confianca

Até aqui usamos os teoremas-limite principalmente no sentido direto: co-
nhecendo a distribuicao de uma observacao, aproximamos a distribuicao de
uma soma ou de uma média. Em inferéncia estatistica, a dire¢ao se inverte.
O parametro é desconhecido, observamos a amostra e usamos a média ou
outra estatistica para aprender sobre ele.

A Lei dos Grandes Numeros fornece a primeira garantia: o estimador se
estabiliza no parametro. O Teorema do Limite Central acrescenta a escala e
a forma aproximada do erro. Para a média amostral, por exemplo,

VX0 = 1) d o .

g

Yni:ua

A primeira relagdo é uma afirmacao de consisténcia; a segunda permite quan-
tificar a incerteza para amostras grandes. Como transformar essa informacgao
em um intervalo para o parametro fixo? A ideia é construir, a partir da
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amostra, um intervalo aleatério cuja probabilidade de cobrir o parametro
possa ser controlada.

Suponha que Xi,...,X, seja uma amostra cuja distribui¢do depende de
um parametro desconhecido #. Um estimador é uma estatistica

@ = Q(Xl,- : 'aXn)'

Antes de observar a amostra, O ¢é uma varidvel aleatéria; depois de observar
os dados, obtemos um valor numérico, a estimativa. Por exemplo, a média
amostral X é um estimador da média populacional.

Uma estimativa pontual ndo informa, sozinha, o tamanho de sua incerteza.
Um intervalo de confianca é uma regra que usa a amostra para produzir
limites aleatorios

I=[L(X1,....Xn)U(X1,....Xn)

O pardmetro 0 é fixo; o intervalo é que é aleatorio. Dizemos que o procedimento
tem nivel de confianca pelo menos 1 — a quando, para todo valor admissivel
de 0,

PQ(@GI) >1—a.

Essa probabilidade é chamada de probabilidade de cobertura. No caso normal
com variancia conhecida, estudado abaixo, ela serd exatamente 1 — a.
Em um intervalo simétrico

I=[0-¢0+¢,
o evento de cobertura é

(eI} ={6—-0 <c}.

O que é aleatério?

Antes de observar a amostra, 6 é fixo e o intervalo I é aleatorio; por
isso o evento {f € I} tem uma probabilidade. Depois de observar os
dados, obtemos um intervalo numérico: ele contém 6 ou nao. O nivel de
confianga descreve a regra que produz o intervalo, ndo uma probabilidade
atribuida ao parametro depois da coleta.
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1 4 1 > 1 0 I 5
6 6
1 4 1 1 0 I >
T C:.) T T él
1 0| > 1 0 I >
T é T I (:) !
0 0
- — | —> X
S} S}

Figura 9.3: A esquerda,  permanece fixo enquanto o intervalo muda com a
amostra; alguns intervalos cobrem # e outros nao. A direita, o
intervalo foi artificialmente fixado em torno do pardmetro desco-
nhecido, o que nao corresponde a um procedimento de confianga.

A figura enfatiza essa distingao: o parametro permanece fixo, enquanto os
intervalos mudam de amostra para amostra.

Definicao 9.5

Um procedimento de intervalo de confianca de nivel pelo menos 1 — «
para 6 é um par de estatisticas L = L(Xy,...,Xp) e U =U(Xy,...,X,)
tal que, para todo valor admissivel de 6,

Py(L<6<U)>1-a.

Se a igualdade vale para todo #, dizemos que o procedimento é exato no
nivel 1 — a.

Métodos assintéticos ndo garantem essa cobertura em amostras finitas;
neles, o alvo 1 — « é atingido no limite, sob as hipéteses do método.

Para construir um intervalo concreto, precisamos conhecer ou aproximar a
distribuigdo do estimador. Comecamos pelo caso em que a média amostral
tem distribuicdo normal exata.
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Intervalo de confianca para a média de uma populacao normal com
variancia conhecida

A seguir, obteremos o intervalo de confianga para a média de uma populagao
normal com variancia conhecida. O ponto de partida é o resultado

X —p
—F ~ N(0,1).
e~ N
Usaremos a seguinte notacao: dado o nimero « entre 0 e 1,2,/ denota
o numero real que deixa uma probabilidade de «/2 a sua direita em uma

distribui¢do normal padrao, ou seja, z, /2 € 0 nimero real que resolve a equagao:
P (Z > za/2> = «/2, onde Z ~ N(0,1).

Densidade

Teorema 9.11

Seja X1, Xo, ..., X,, uma amostra aleatéria simples de uma variavel
aleatéria X com distribuicdo normal N(u,o?), onde o2 é conhecida.
Seja X a média amostral. Entdo, um intervalo de confianca exato de
nivel 100(1 — a))% para a média populacional i é dado por

— g — o
(X — ZQ/Q%, X + Za/2%) .

Demonstracao. Considere a variavel padronizada

o

—p

Vo2in
Seja X ~ N(u,0?). Entdo, a média amostral X é tal que X ~ N(u,0?/n), o
que implica

=
=

Vo?/n

~ N(0,1).
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Portanto,
X —p
P <_Zo¢/2 < W < Za/Z) =1-oa.
Multiplicando cada termo da desigualdade por -%=, obtemos

f?

g g
P( a/2f<X M<Za/2f):1—a.

Rearranjando em termos de p, temos

— g
P(X— a/2f<M<X+Za/2f>:1—@.

Assim, o intervalo de confianga de nivel 100(1 — )% para u é

S g
(X Za/gf X + ZQ/Q \/>>

Por exemplo, se a = 0,05, entdo 2z,/2 = 20,025 ~ 1,96 e o intervalo de
confianca de 95% é

(X_l%f X+196f)

Dado (Y — 24 /gﬁ,y + 2a/2 %), em um intervalo de confianca de nivel
100(1 — )% para a média populacional u, a largura do intervalo é 2z, /2ﬁ e
metade dessa largura é denominada margem de erro, que é € = z, /Zﬁ‘

Observe que:

B quanto menor a largura do intervalo, mais informativo ele é.
B os fatores que determinam a largura do intervalo sdo o, n e nivel de confianca

B a largura do intervalo diminui a medida que n aumenta. Intuicdo: a
medida que o nimero de observacoes aumenta, o intervalo se torna mais
informativo.

B a largura do intervalo aumenta com o nivel de confianca: exigir maior
probabilidade de cobertura aumenta o valor critico e, portanto, alarga o
intervalo.
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Exemplo 9.18.

O tempo (em minutos) que leva para consertar um dispositivo especifico é
uma varidvel aleatéria com distribuigdo N (p,0?), com o = 1,5. Queremos
obter um intervalo de confiancga para u com nivel de confianga de 95% a partir
de uma amostra com 25 observacoes de X.

Solucao. Neste caso, temos que 2p025 = 1,96, entdao a expressao para o
intervalo de confianca é:

— 1,56 — 1,5
(X I’QGM’X + 1,96\/%)

Observe que, como o é assumido como conhecido, a tnica informacao da
amostra necessaria para obter este intervalo ¢ X. Se X = 20 minutos, o
intervalo que obtemos é:

(20 — 0,588, 20 + 0,588) = (19,412, 20,588)

A largura deste intervalo é o dobro da margem de erro, que é 2 x 0,588 =
1,176. Se quisermos obter o intervalo de confianca para g com um nivel de
confianca de 99% com a mesma amostra, desde que 20,005 = 2,58, 0 intervalo
que obtemos é:

_ 1,5 — 1,5
X —258——=, X +258— )
( V25 V25

Portanto, como a média da amostra ¢ de 20 minutos, obtemos o seguinte
intervalo de confianca:

(20 — 0,773,20 + 0,773) = (19,227, 20,773)

A largura deste intervalo, 2 x 0,773 = 1,546, é maior do que no caso anterior;
esse ¢ o custo de aumentar o nivel de confianga mantendo o mesmo tamanho
de amostra.

Por fim, suponha que queremos fixar o nivel de confianca em 99% mas obte-
mos uma amostra de X com mais observacoes, por exemplo 100 observacoes.
Neste caso, a expressio para o intervalo de confianca de nivel 99% é:

— 1 — 1
(X—2,58 )0 , X +2,58 )0 )

V100 V100

Se a média da amostra também fosse de 20 minutos, o intervalo de confianga
seria:
(20 — 0,387, 20 + 0,387) = (19,613, 20,387)
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A largura deste intervalo é 2 x 0,387 = 0,774; logicamente, este intervalo
de nivel 99% construido com 100 observagoes tem uma largura menor (e,
portanto, é mais informativo) do que o intervalo de nivel 99% construido com
25 observagoes.

Intervalo de confianca para uma proporcao

Considere varidveis independentes X7, ...,X, ~ Bernoulli(p), com 0 < p <
1, e seja
Xi+ o+ Xn
- .

ﬁ =
Entao

p(l—p)

Ejpl=p, SD(p) = -

Pelo Teorema do Limite Central,

p—-p »
O

Como p — p em probabilidade, o erro-padrao estimado
p(1—p)
n

¢é assintoticamente equivalente ao erro-padrao verdadeiro. Substitui-lo produz
o intervalo de Wald. A aproximacao pode ser ruim em amostras pequenas ou
quando p estd muito perto de 0 ou 1.

Teorema 9.12 — Intervalo de Wald

Se Xi,...,X, sdo independentes com distribui¢ao Bernoulli(p), para
cada p € (0,1) fixo a cobertura do intervalo

~ p(1 —p)

converge para 1 — « quando n — co.
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Demonstracao. Pelo Teorema do Limite Central,

i
———— — N(0,1).
p(l—p)/n
Além disso, p — p em probabilidade, de modo que
51— 5
u —1 em probabilidade.
p(1 —p)

Pelo teorema de Slutsky, substituir o erro-padrao verdadeiro pelo estimado nao
altera o limite normal. Portanto, a probabilidade de cobertura do intervalo
acima converge para 1 — a. [

A largura desse intervalo é

€= Za/z

Exemplo 9.19.

De uma amostra aleatéria de 100 estudantes em uma universidade, 82
afirmaram participar de atividades extracurriculares. Com base nisso, construa
o intervalo de Wald de nivel nominal 99% para p, a proporcao de todos os
estudantes na universidade que participam de atividades extracurriculares.
Solugao. Para calcular o intervalo de confianca de 99%, primeiro identificamos
0s parametros necessarios:

B Nivel de significancia: « =1 — 0,99 = 0,01.

® Valor critico: z, /2 = 20,005 = 2,576 (obtido da tabela da distribui¢do normal
padrao).

A estimativa pontual da proporcao é:

. Numero de estudantes que participam de atividades 82 0.89
p= Tamanho da amostra 100 7

O erro-padrao estimado da propor¢ao amostral é:

[5(1 — p) \/0,82 % 0,18 \/0,1476
n 100 100 '
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A margem de erro é:
€ = zq/2 X 0,0384 = 2,576 x 0,0384 = 0,099.
Portanto, o intervalo de Wald de nivel nominal 99% para p é:
p+e=0,82=+0,099.

Em termos percentuais, entre 72,1% e 91,9%.

A margem de erro do intervalo aproximado acima ¢é

)

a2 n

onde p é a proporc¢ao da amostra que possui a caracteristica. Como p(1 —p) <
1/4, obtemos o limite conservador

Zaf2

2v/n

O limite precedente pode ser usado para escolher o tamanho da amostra
de modo que a meia-largura do intervalo de Wald nao ultrapasse um valor
fixado b, qualquer que seja o valor observado de p. Para isso, basta escolher

margem de erro <

n de modo que

a2
<b
20 /n =

serd suficiente. Ou seja, n deve ser escolhido de forma que

Zaf2
> oz
= 2b

Ao elevar ambos os lados ao quadrado, vemos que n deve ser tal que

2
a2
>7
”—<2b>
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Exemplo 9.20.

Qual tamanho de amostra é suficiente para que a meia-largura conservadora
do intervalo de Wald de nivel nominal 95% nao ultrapasse 2%?

Solucao. Precisamos escolher n de modo que o limite conservador para a
margem de erro seja no maximo 0,02; isto é,

20,025 >
n > :
- (2 . 0,02)
Como 2,025 = 1,96, isso resulta em

n > 492 = 2401.

Ou seja, n = 2401 é suficiente para que a meia-largura conservadora do
intervalo de Wald de nivel nominal 95% seja, no méximo, 2%. Isso nao
transforma a cobertura assintética do método de Wald em uma garantia exata
de 95% para amostras finitas.

Duas conexoes antes de encerrar

O Teorema 9.5 foi usado acima para manipular limites em probabilidade.
Vale registrar sua demonstracgao, porque ela depende apenas de duas ideias
que reaparecem muitas vezes: desigualdade triangular e unidao de eventos.

Demonstracio do Teorema 9.5. Para a soma, fixe € > 0. Pela desigualdade
triangular,

|(Xn +Yn) — (p1 + p2)| < [ X — pa| + [V — p2l.
Logo,

g 13
P((X+ Ya) — (1 + )] > ©) < P(1X0 =g > 5 ) 4 P(IVe ol > 5 ).

e o lado direito tende a zero.
Para o produto,

Xn Yo — pape = (X — p1) (Yo — p2) + p1n (Yo — p2) + p2(Xp — ).

Os dois ultimos termos convergem em probabilidade para zero. Para o
primeiro, se § > 0,

P(1X, — pa| [V — po| > 6) < P(| Xy — | > V6) + P(|Yy — p2| > V),

que também tende a zero. Outra aplicagdo da desigualdade triangular conclui
que X, Y, — pipe em probabilidade. ]
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9.7 Exemplos integradores

Os resultados assintoticos ficam mais concretos quando uma mesma quan-
tidade pode ser interpretada tanto como média de muitas observagoes quanto
como aproximacao numérica de um objeto deterministico.

Exemplo 9.21 — A densidade de arestas de G(n,p).

Seja M,, o nimero de arestas de G(n,p) e N,, = (g) o numero de arestas
possiveis. Como M,, ~ Bin(N,,p),

M, o M, _ p(l _p)
4NJ“ W%M) N,

Chebyshev fornece, para todo € > 0,
M, p(1—p)
PQM_AZQS N

Portanto, a fracdo de arestas presentes converge em probabilidade para p. O
parametro usado para gerar o grafo reaparece, no limite, como a densidade
observada de arestas.

Exemplo 9.22 — Integracao por Monte Carlo.

Considere uma funcao g : [0,1] — R com segundo momento finito e a integral

1
1 :/ g(z) dz.
0
Se U1,Us, ... sao independentes e uniformes em (0,1), entao
E[g(Ui)] = I.

Isso sugere o estimador
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entao

02

Var(I,) = ot

O Teorema do Limite Central fornece ainda

\/ﬁ(fn_l) i>N

(2

(0,1).

Por exemplo, podemos estimar

1
2
/e”dw,
0

que nao possui primitiva elementar, gerando uniformes e calculando a média
de e7U7. O método troca uma integral por uma média aleatoria: a Lei dos
Grandes Numeros explica a convergéncia e o TLC quantifica a escala do erro.
172 reduzi-lo por um fator 10 exige
aproximadamente 100 vezes mais amostras. A taxa é lenta, mas nao se
deteriora diretamente com a dimensao, uma das razoes para a utilidade de
Monte Carlo em problemas de dimensao alta.

Como o erro tipico decai como n~

Ao atravessar este capitulo

As desigualdades controlam probabilidades de desvio; as leis dos grandes
numeros justificam médias; Borel-Cantelli separa ocorréncias finitas de
recorréncias infinitas; o teorema central do limite descreve as flutuagoes
e fundamenta aproximagcoes, Monte Carlo e intervalos de confianga.

9.8 Exercicios

Exercicio 9.1 — Markov e Chebyshev

Uma varidvel nao negativa tem média 12. Dé o limite de Markov para
P(X > 30). Se, além disso, Var(X) = 16, use Chebyshev para limitar
P(]X — 12| > 8). Compare o tipo de informagcao usado.
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Exercicio 9.2 — Lei dos grandes niimeros

Uma moeda tem probabilidade 0,57 de cara. Seja X,, a proporcdo de caras
em n langamentos. Use Chebyshev para encontrar um n que garanta P(|X,, —
0,57 < 0,04) > 0,95.

Exercicio 9.3 — Modos de convergéncia

Se X,, ~ Bernoulli(1/n), mostre que X,, — 0 em probabilidade. Discuta, a
partir das hipéteses de independéncia e do lema de Borel-Cantelli, o que pode
ocorrer com a convergencia quase certa.

Exercicio 9.4 — Aproximacado normal

Se X ~ Bin(180,0,4), aproxime P(65 < X < 82) pela normal, usando corre¢ao
de continuidade.

Exercicio 9.5 — Intervalo e tamanho amostral

O desvio padrao de uma medigao é conhecido e vale 3,2. Uma amostra de
64 observagoes tem média 18,7. Construa um intervalo de confianca de 95%
para a média. Depois determine o tamanho minimo de amostra para margem
de erro no maximo 0,5, mantendo 95% de confianca.
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