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Definicao
Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é verdadeira ou falsa, mas

nao simultaneamente ambas.

Valor Verdade: verdadeiro , falso



Exemplos 2 As seguintes frases sao exemplos de proposi¢coes.

o 24+5=T7";

e “A fun¢do f(x) = —x é uma fungdo crescente”.
“25%0 4 34576 ¢ hrimo”:
e “V17 é irracional”



Exemplos 3 Nenhuma das frases seguintes € uma proposi¢do, porque ou nao
s3o declaracdes ou ndo podemos atribuir um dnico valor verdadeiro ou falso.

“Vamos dancar!”

e “Como vocé esta?”.

e “Esta sentenca é falsa”.

e “Estd quente hoje".

e "O Cruzeiro é o melhor time do mundo;”

e “Deus existe;”



Em diversas situacoes precisamos que o “sujeito” das proposicoes seja uma
variavel que possa ser substituida por um elemento qualquer dentre uma colecdo
de objetos U em consideracdo. O conjunto U neste caso sera denominado
universo do discurso, ou ainda, dominio de discurso .

Proposi¢cdes que dependam de uma ou mais varidveis sao denominadas

proposicoes abertas.

p(x), q(x), p(x,y), ...



Exemplo p(x) ="x* < 9".

O valor verdade de uma proposi¢do aberta depende do valor atribuido a variavel

X.

Se x = 2 entdo p(2) ="4 < 9" tem valor verdade verdadeiro, por outro lado se
considerarmos x = 4 temos que p(4) ="16 < 9" tem valor verdade falso.



Definicao
O conjunto dos valores de x para os quais a proposigao aberta p(x) verdadeira
é denominado conjunto verdade de p(x).

Exemplos 5

e O conjunto verdade de p(x) ="x é primo e 3 < x < 14" é {5,7,11,13}
e O conjunto verdade de p(x) ="x é real e x> + 1 =5" é {—2,2}



Quantificadores

Através de proposicoes abertas podemos fazer afirmagdes sobre todos os
elementos de um conjunto usando o quantificador universal ¥V que é lido como
“para todo" ou "qualquer que seja”. Também é possivel fazer afirmacGes sobre a

existéncia de um elemento de um conjunto usando o quantificador existencial
4, que é lido como “existe”.



Nesse contexto, uma proposicao é dita universal se faz referéncia a todos os
objetos do universo U. Caso contrério, é dita particular .
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Assuma que o universo é o conjunto dos nimeros naturais, denotado por N.

1.

“Todos os nlimeros naturais sdao impares” é uma proposicao universal.

“O ndmero 2 é par” é uma proposicao particular.

“Nenhum nimero natural é primo” é uma proposicdo universal, pois equivale
a dizer que "todo nimero natural tem a propriedade de nao ser primo.

“Ha ndmeros naturais pares’ é uma proposicao particular.

“Ao menos dois nimeros naturais sao pares’ é uma proposicao particular.
“O nldmero natural 0 é menor ou igual do que qualquer nimero natural” é
uma proposi¢ao particular.

“Todo ndmero natural é maior ou igual do que o nimero natural 0" é uma
proposicao universal.

“n<n+1 VneN'éuma proposicao universal.

“In € N, n> = n" é uma proposicao particular.
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Exemplos e Contra-exemplos

Considere uma proposicdo universal do tipo todo elemento de U satisfaz a
propriedade p.

Um exemplo para essa proposicdo é um elemento do universo U que satisfaz a
propriedade p.

Um contra-exemplo para essa proposicao é um elemento do universo U que ndo
satisfaz a propriedade p.
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Exemplos 6

1. Considere a proposicio “para todo n € N par, (n+ 1)2 é impar”.
e Neste caso o niimero 2 é um exemplo dessa proposicdo, pois estd no dominio

do discurso e (2 4+ 1)2 = 9 & impar.
e J3 o nimero 3 n3o é nem exemplo nem contra-exemplo, pois n3o pertence

ao dominio de discurso.
2. Para todo m € N, m®> — m + 41 é primo.
e Neste caso 1 é um exemplo, pois 1 € N e 12 — 1 + 41 = 41 é primo. Bem

como 2,...,40 s3o exemplos
e Por outro lado, 41 é contra-exemplo, pois 41 € N e 412 — 41 + 41 = 412 n3o

é primo.
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Exemplos 7

1. O nimero 5 é um exemplo para a proposicao " Todo nimero natural é
impar”, enquanto que o nimero 2 é um contra-exemplo.

2. O nimero 4 é um exemplo para a proposicdo "Nenhum nidmero natural é
primo”, enquanto que o nimero 3 é um contra-exemplo (lembre, nesse caso,
que a propriedade universal alegada pela proposicdo é ndo ser primo).

3. O nimero 8 é um exemplo para a proposicdo " O quadrado de todo natural é
maior do que 4", enquanto que o niimero 1 é um contra-exemplo.
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“para todo“V | "existe“d
existem exemplos inconclusivo verdadeira
nao existem exemplos inconclusivo falsa
existem contraexemplos falsa inconclusivo
ndo existem contraexemplo verdadeira inconclusivo

Table 1: Comportamento Geral do Valor verdade de uma proposicido quantificada em

fun¢do da existéncia/inexisténcia de exemplos ou contraexemplos
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Definicao
Dadas duas proposicoes p, g:

e a proposi¢ao composta p ou g é chamada disjuncao de p e g. A
disjuncao p ou q é verdadeira quando pelo menos uma das proposicoes p
ou q forem verdadeiras. Caso contrario o valor verdade de p ou q é falso.

e a proposicao composta p e g é chamada conjungao das proposicoes p e
g. A conjuncao pe q é verdadeira somente quando as proposicoes p e q
forem ambas verdadeiras. Caso contrario o valor verdade de pe g é falso.
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Definicao
Dado uma proposicao p, a negacao de p é uma proposicao com valor verdade
invertido, chamada de negacao de p, denotada ndo p e que pode ser lida

como “nao p” ou “nao é verdade p”.
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Negacao da Disjuncao e da Conjuncao

Sejam p, q proposi¢des. Entdo sdo vélidas as seguintes regras de negacdo

1. A nega¢do da proposicdo peq é (ndo p) ou(ndo q)

2. A negacao da proposicao pou q é n3aopeniaoq
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Exemplos 10

e A negacao da proposicao “x é divisivel por 2 e 3" é “x nao é divisivel por 2
ou x nao é divisivel por 3".

e A negacao da proposicao “x é divisivel por 2 ou 3" é “x nao é divisivel por 2
e x nao é divisivel por 3".

e A negacdo da proposicdo “b é soma de quadrados ou b é primo” é a
afirmacdo que “b n3o é soma de quadrados e b n3o é primo”.

e A negacdo da proposicdo “x é maior que 2 ou x é menor igual que —1" é a
proposicao “ x € menor igual a 2 e x é maior que —1."
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Negacao do Quantificador

Seja p(x) um proposi¢do aberta. Entdo sdo vélidas as seguintes regras de
negagao:

e A negacdo da proposicdo “para todo x em D é verdade p(x)" é a

proposicdo “existe pelo menos um x em D tal que n3o é verdade p(x)".

e A negagdo da proposicdo “existe x em D tal que é verdade p(x)" € a
proposicdo “para todo x em D n3o é verdade p(x)".
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Converta as seguintes afirmacdes para a forma simbdlica e diga quais s3o as suas
negacoes:

e Todos os niimeros naturais podem ser decompostos como produtos de
primos.

e Existe inteiro n tal que n+ 3 = 4.

Solucdo na lousa
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Definicao
Dadas duas proposicoes p e g entao podemos construir a proposicao “se p
entao @” que também pode ser lida como “p implica q”, que denotaremos por

p=q.

A implicagao p = q é falsa somente no caso que a proposicao p é verdadeira e
a proposicao g ¢é falsa.

Numa implicacdo, p = q, a proposicao p é denominada hipdtese ou € a
proposicao q é denominada tese, conclusao ou consequente da implicac3o.
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A tabela a seguir apresenta o valor verdade de p = g em func3o dos valores
verdades de p e g.

P q p=q
verdadeiro verdadeiro | verdadeiro
verdadeiro falso falso

falso verdadeiro | verdadeiro
falso falso verdadeiro

Table 2: Tabela Verdade da Implicacio.



Qual o valor verdade das seguintes implicagdes?

e Se 2 é um nlmero par, entdo 3 é um nimero impar.
e Se 2 é um ndmero par, entdo 4 é um nidmero impar.

e Se 2 é um ndmero impar, entdo 3 é um nidmero par.

Se minha mae é um trator entdo eu sou uma moto-serra.
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Dada uma proposicao p = g entao:

e a proposicao g = p é chamada de reciproca da proposicao;

® a proposicao nao g = nao p é chamado de contrapositiva;

e a proposicao ndo p = ndo q é chamado de inversa da proposi¢ao.

Uma afirmac3o e sua contrapositiva sdo equivalentes!
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Métodos de Demonstracao



Métodos de Demonstracao
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Vamos ilustrar algumas técnicas de demonstracao utilizando alguns resultados de

nimeros naturais. Para isso recordamos algumas definicoes que utilizaremos:

Um ndmero inteiro ndo nulo a divide um nidmero inteiro b se existe um
inteiro k, tal que: b = ak. Se a divide b, b é dito miiltiplo de a ou de modo
equivalente a é dito divisor de b.
Um nidmero inteiro a é dito par se 2 divide a, ou seja, se existe nimero
inteiro k tal que a = 2k.
Um ndmero inteiro b é dito impar se 2 nao divide b, nesse caso pode-se
provar que existe um ndmero inteiro k tal que b = 2k + 1.
Um numero real r é dito racional se existirem nimeros inteiros p, g tal que
r==2,

q
Um nidmero real r é dito irrracional se n3o for racional, i.e, se ndo existirem

inteiros p, g tal que r = ’fl.
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Demonstracao Direta

A demonstracao direta é a forma mais simples de demonstracdo que néds
tratamos nesta secado, e é a mais ébvia: para demonstrar que p = g suponha que
p € verdadeiro, e através de uma série de etapas, cada uma seguinte das
anteriores, conclui-se g.

Exemplo 1 Se n, n sao ntimeros pares entao n+ m também é um ntmero par.

Na lousa

28



Exemplo 2 Se a divide b e b divide ¢, entao a divide c.
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Demonstracao por Reducao ao Absurdo

Uma demonstracao por reducdo ao absurdo é uma técnica de demonstra¢ao no
qual se demonstra que se algum enunciado fosse verdadeiro, ocorreria uma

contradicao ldgica, e portanto o enunciado deve ser falso.

Exemplo 3 Existem infinitos nimeros primos.
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Exemplo 4 /2 é irracional.
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demonstracao por contraposicao

O método de demonstracdo por contraposicao baseia-se no fato que uma
implicacdo p implica g é equivalente a sua contrapositiva ndo q implica ndo p.
Assim, no método de demonstracdo por contraposicao ao invés de se demonstrar
a implicacao p implica q, demonstra-se que n3o q implica nao p.
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Exemplo 5 Se n e m s@o numeros inteiros para os quais n -+ m é par, entao n

e m tem a mesma paridade.
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Demonstracoes de “se e somente se”

Muitos teoremas na matematica sdo apresentados sob a forma " p se, e somente
se, q". Essa afirmacdo é equivalente a "se p, entdo g e se g, entdo p". Logo,
para demonstrar uma afirmacdo da forma " p se, e somente se, ¢, devemos
demonstrar duas implicacdes separadamente.

Exemplo 6 Dois inteiros a e b, possuem paridades diferentes se, e somente se,

a+ b é um nimero impar

Temos que provar duas implicacdes:

e Se a e b possuem paridades diferentes entdo a + b é um impar;
e Se a+ b é impar entdo a e b possuem paridades diferentes.
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Teoria dos Conjuntos



Teoria dos Conjuntos
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Definicao ingénua de conjunto.

Um conjunto é uma qualquer colecdao de objetos, concretos ou abstratos. Dado
um conjunto, isto €, uma colecdo de objetos, diz-se que cada um destes objetos
pertence ao conjunto dado ou, equivalentemente, que é um elemento desse
conjunto.

Exemplos 1
e 0 conjunto das disciplinas do primeiro trimestre do BC&T;

e 0 conjunto das letras desta frase;
o conjunto dos times de futebol de um estado ?;

o conjunto dos conjuntos dos times de futebol de um estado;

o conjunto das idéias que Leonardo da Vinci nunca teve;

o conjunto dos nimeros naturais.

INote que os elementos deste conjunto s3o, por sua vez, conjuntos também. 36



Notacoes

Para denotar um conjunto genérico, usam-se normalmente letras maidsculas
A, B, C,...Z, enquanto para seus elementos usam-se letras minusculas

a,b,c,...z

7

A relagdo de pertinéncia é denotada pelo simbolo €. Ja o simbolo ¢ é usado
para denotar a ndo-pertinéncia (quando isso fizer sentido).
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Subconjuntos

Seja dado um conjunto A. Dizemos que um conjunto B é um subconjunto do
conjunto A (ou, equivalentemente, que B esta contido em A) se todo elemento
de B é também elemento de A, denotando-se tal situacdo por B C A.

Em simbolos, B C A (ou A D B) se, e somente se,

xe B=xeA.
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Definicao
Se dois conjuntos A e B satisfazem as relacoes AC Be BC A
simultaneamente, entao dizemos que tais conjuntos sao iguais, isto ¢, A = B.

Em simbolos, A = B se, e somente se,

xeAs xeB.

39



Conjunto vazio

Assumimos a existéncia de um conjunto que n3o possui nenhum elemento. Tal
conjunto é chamado de conjunto vazio e denotado por @. Dado qualquer
conjunto A, vale sempre a relacdo de inclusao

g C A
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Conjunto poténcia

Seja dado um conjunto A. O conjunto de todos os subconjuntos de A é chamado
de conjunto poténcia de A (ou também conjunto das partes de A) e é
denotado por p(A). Note que, qualquer que seja o conjunto A, o conjunto
poténcia ©(A) sempre contém, pelo menos, os elementos & e A.

Exemplos 3. Sejam dados os conjuntos A = {1,2} e B = {x, y, z}. Ent3o:

S @(A) = {®> {1}7 {2}7 {172}}
o p(B) ={2,{x}, {r} {z}. {x, v}, {x 2}, {y, 2}, {x, v, 2}}
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E importante destacar um erro comum quando se fala em conjunto das partes.
Tomemos o conjunto A do exemplo acima. E falso afirmar que 1 € p(A) (ou
pior, que 1 C A). O correto é {1} € p(A) (o que equivale a dizer que {1} C A).
Em suma, vale a relacdo

X epA)e X CA
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Dados dois conjuntos A e B, o conjunto uniao AU B é o conjunto formado
pelos elementos que pertencem a A ou a B, isto é

xeEAUB & xe Aou x € B.
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Interseccao

O conjunto interseccao AN B é formado pelos elementos que pertencem
simultaneamente a A e B, isto é

xXEANB & xeAexeB.
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Exemplos 4. Dados os conjuntos A = {1,2,3}, B={1,3,5} e C = {4,5,6},
tem-se:

e AUB={1,2,3,5}

e ANB=1{1,3}
e AUC=1{1,2,3,4,56}
e ANC=g

BUC =1{1,3,4,5,6}
BN C = {5}
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