ALGEBRA LINEAR AVANCADA

LISTA 1

Operacoes Binarias, Estruturas Algébricas e Corpos

Operacoes

1 — Dado o uma operacgao binaria em A. Mos-
tre que:

[a] Seeéaidentidade para o, entéo e ¢ idem-
potente.

@ Se o é associativa e comutativa e a, b sao
idempotentes entdo a o b € idempotente.

Se o @ associativa e a, b invertiveis entao
ao b éinvertivel.

2 — Suponhaque o ¢ umaoperacao binaria as-
sociativa em A. Seja x um elemento fixo de A.
Definimos outra relacao binaria o* em A por

ao*b:=ao(xob)

Mostre que o* € associativa.

Grupos

3 — Seja G seja um grupo. Mostre que
@ cancelamento - para todos g,h,j € G, se
gh=gj,ouhg = jg,entaoh=j
[b] para todos g,h € G,(gh)™ = hlg™!, e
() '=g¢
A equacao gx = j possui uma unica solu-
caox=g7'j

4 — Suponha que G sejaum grupo e que |G| =
2. Mostre que g x g = e paratodo g € G.
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5 — Suponha que G sejaum grupo e que |G| =
3. Mostre que g x g x g = e paratodo g € G.

6 — Suponhaque x*y = emostre que y*x = e.

Corpos

7 — Mostre que Q(+/2) é um corpo.

8 — Seja (K, +, -) um corpo. Mostre que:
[a] Se 0, e 0, sdo elementos de K satisfa-
zendo:
x+0,=xex+0,=x, Vx €K,

entdo 0, = 0,. Em outras palavras, existe
um unico elemento neutro da soma num
corpo que denotamos por 0.

[b] Dado x €K, se x; € x, sao elementos de
K satisfazendo:

x+x;,=0ex+x,=0,

entao x; = x,. Em outras palavras, num
corpo cada elemento x possui um unico
oposto, denotado por —x.

Se x; e x, sdo elementos de K que satis-
fazem:
X;rx=xexy, x=x, Yx €K,

entao x; = x,. Em outras palavras, um
COrpo possui uma unica unidade, que é
denotada por 1.

[d] Dadox € K.com x # 0, se x; € x, Sao ele-
mentos de K satisfazendo:

x-x;=1lex-x,=1,
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entao x; = x,. Em outras palavras, num
corpo cada elemento nao nulo x pos-
sui um unico inverso multiplicativo, de-
notado por x 7.

9 — Seja (K, +, -) um corpo. Mostre que:
[a] 0-x =0, paratodo x € K.
[b] Se x; e x, sdo elementos de K com x; -
x, =0,entao x; =00u x, =0.
—x =(—1) - x, paratodo x € K.

[d] Sex,x; ex,saoelementos de K com x #
0ex-x;=x-x,y entao

X1 = Xy.

10 — Sejam K um corpo e F um subcorpo de
K. Mostre que:

@ O elemento neutroda somade F coincide
com 0 elemento neutro da soma de K;

[b] A unidade multiplicativa de F coincide
com a unidade multiplicativa de K.

11 — Mostre que todo subcorpo de C contém

Q.

12 — Mostre que se um corpo tem caracteris-
tica zero, entao ele é infinito.

13 — DadoQ = (a,b)coma,bZeb # 0. De-
finimos a relacao R em Q por

(a,b)R(c,d)seead =cb

[a] Mostre que R é uma relagao de equiva-
léncia.
[b] Ache trés elementos em [(1,3)]x

Mostre que Vn € Z, n # 0, [(x,¥)]r =
[(nx, ny g

[d] Seja O a operagao binaria em [Q]; defi-
nida por:

[(x, ¥)1rO[(m, n) ]z = [(xm, yn) ]
Mostre que a operacao esta bem de-
finida, i.e, se [(x,y)]x = [(zw)]; e
[(m,n)]r = [(p,q)]r entao

[(x, y)]rO[(m,n) ]z = (2, W) ROL(P, q) ]r-

[e] Desta vez tentamos definir uma relagao
binaria ® em [Q]; por:

[, y)r@ [(m,n)]g = [(x +m,y +n)lx
Mostre que & nao esta bem definida, ou
seja nao é realmente uma operacgao bina-
riaem [Q]x

Seja B a operacao binaria em [Q]; defi-
nida por:

[Cx, ¥)IrB[(m,n)]g = [(xn+ ym,yn)]x

Mostre que a operacao esta bem defi-
nida.

@ OqueéQ?

Aneis

14 — Quais sao os elementos invertiveis de
7,/127 com respeito a adicao e a multiplicacao
induzidas.

15 — Seja n um inteiro positivo que nao e
primo. Mostre que o anel Z/nZ nao € um domi-
nio.

16 — Seja p(x) € K[x]. Entao a € uma raiz
de multiplicidade m de p(x) se e somente se
p™D(a) = 0 mas p™(a) # 0, onde p®(x) de-
nota a k-ésima derivada de p(x).

17 — Sejam p,q € K[x] nao nulos, mostre que:
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[a] Se p # —q entdo deg(p + q) < 18 — Sejam p,,...,p,, € K[x] polinbmios co-

max{deg(p),deg(q)} primos dois a dois (i.e., mdc(p;, p;) = 1 paratodo
i # j) tais que p; | g paratodo i, onde q € K[x].
[b] deg(p-q) = deg(p) + deg(q) Mostre que p; - ... - p, | q.
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