
Lista 6 - Probabilidade

Modos de Convergência

1 — Suponha queXn
r−→X para r ≥ 1. Mostre que

E|Xrn| → E|Xr|.

2 — Suponha que Xn
D−→X e Yn

P−→c, onde c é
uma constante. Prove que XnYn

D−→cX
3 — Prove o Teorema da Aplicação Contínua para
p−→:

Xn
p−→ X ⇒ g(Xn)

p−→ g(X)

4— Deixe Xn ser uma sequência de variáveis ale-
atórias independentes que converge em probabi-
lidade paraX. Mostre queX é constante quase cer-
tamente.

5 — Prove que seXn
2−→X para r ≥ 1. Mostre que

Var[Xn] → Var[X].

6— Convergência em probabilidade e conver-
gênciaemLpMostrequeaconvergência emLp im-
plica convergência em Probabilidade para todos
p > 0. Mostre que o recíproca não é válida. (Prove
por exemplo para p = 1).

7 — Considere as variáveis aleatórias X1, X2, . . .
com funções de distribuição F1, F2, . . .. Suponha

que Xn → X em distribuição, e a função de dis-
tribuição F de X seja contínua. Prove que Fn → F

na norma sup, i.e.

‖Fn − F‖∞ := sup
x∈R

|Fn(x) − F(x)| → 0.

8— Considere as variáveis aleatórias a valores in-
teiros X1, X2, . . ., e uma variável aleatória X. Mos-
tre que Xn → X na distribuição se e somente se

P(Xn = k) → P(X = k) para todo k ∈ Z.

9— Considere variáveis aleatórias independen-
tes X1, X2, . . . uniformemente distribuídas em
[0, 1], e deixe Zn = maxk≤n Xk.

a) Prove que Zn → 1 em probabilidade.
b) Prove que Zn → 1 quase certamente.

10 — Realizamos o seguinte experimento aleató-
rio. Colocamos n ≥ 10 bolas azuis e n bolas ver-
melhas em uma bolsa. Nós escolhemos 10 bolas
aleatoriamente (sem substituição) da bolsa. Deixe
Xn ser o número de bolas azuis. Realizamos esse
experimento para n = 10, 11, 12, · · · . Prove que
Xn

d−→ Bin
(
10, 1

2

)
.

11 — Deixe X1,X2,X3, · · · ser uma sequência de



variáveis aleatórias, de modo que

Xn ∼ Geo

(
λ

n

)
, para n = 1, 2, 3, · · · , (1)

onde λ > 0 é uma constante. Defina uma nova
sequênciaYn como

Yn =
1

n
Xn, para n = 1, 2, 3, · · · . (2)

Mostre que Yn converge em distribuição para
Exp(λ).

12 — Deixe {Xn, n = 1, 2, · · · } e {Yn, n =
1, 2, · · · } serem duas sequências de variáveis alea-
tórias, definidas no espaço amostralΩ . Suponha
que

Xn
p−→ X, (3)

Yn
p−→ Y. (4)

Prove queXn + Yn
p−→ X+ Y.

13 — Considere a sequência {Xn, n = 1, 2, 3, · · · }
tal que

Xn =


n com probabilidade 1

n2

0 com probabilidade 1− 1
n2

(5)

Mostre que
a) Xn

p−→ 0.

b) Xn
Lr−→ 0, para r < 2.

c) Xn não converge para 0 na r-média para
qualquer r ≥ 2.

d) Xn
q.c.−−→ 0.

14 — Seuma sequência de variáveis aleatóriasXn
converge em probabilidade para uma variável ale-
atóriaX, entãoXn tambémconverge emdistribui-
ção paraX.

15 — Prove o Teorema de Representação de Sko-
rokhod:

Suponha que Xn
d−→ X. Então, existem variáveis

aleatórias X ′n distribuídas de forma idêntica à Xn
e uma variável aleatória X ′ distribuída de forma
idêntica àX, e tal que

X ′n
q.c.−−→ X ′

Dicas: Seja Fn a função de distribuição deXn e F a
função de distribuição de X. Suponha que Xn →
X em distribuição. Seja

X ′n(ω) = inf{ω : Fn(x) ≥ ω},

X ′(ω) = inf{ω : F(x) ≥ ω},

Prove que dado x um ponto de continuidade de F.
EntãoX ′n(x) → X ′(x)

16 — Lema de Unicidade

Suponha que as variáveis aleatórias Xn conver-
gempara algumavariável aleatóriaX emdistribui-
ção. Mostre que a distribuição de X é definida de
forma única.
Dica: você pode usar o Teorema de Represenção
de Skorokhod

17 — Suponha que Xn → X em distribuição e
an sejam números reais tais que an → 0 como
n→ ∞. Mostre que anXn → 0 em distribuição.

18 — [1.6pt] Dadas variáveis aleatórias
X1, X2, . . ., i.i.d., commédia comumEX1 = 0 e va-
riância σ2 = Var(X1), defina Sn = X1 + · · · + Xn
e mostre que

a)lim sup
n→∞

Sn√
n

= +∞;

b)lim inf
n→∞

Sn√
n

= −∞.
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Dica:
DadoM > 0 primeiro note que

{lim sup
n→∞

Sn√
n
≥M} = {

Sn√
n
≥Mi.v.} = lim sup

n→∞ {
Sn√
n
≥M}.

19 — Demonstração Probabilística do Teorema
deWeierstrass
Utilize a desigualdade de Chebyshev paramostrar
que para toda função continua f : [0, 1] → R,

n∑
k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)k → f(x)

uniformemente em x ∈ [0, 1] quando n→ ∞.
Dica: Sejam X1, X2, . . . , Xn variáveis aleatórias in-
dependentes cada umaassumindoos valores 0 e 1
comprobabilidadep e 1−p respectivamente. Seja
Sn = X1+X2+. . .+Xn onúmerodecarasemn lan-
çamentos. Defina o polinômio rn(p) = E[f(Sn

n
)] e

estude a expressão |rn(p) − f(p)|.
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