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Lista 6 - Probabilidade

Modos de Convergéncia

1— Suponha que X,,——X parar > 1. Mostre que
EX]| — E|X.

2 — Suponha que Xn—25X e Yo——c, onde ¢ é
uma constante. Prove que XnYnimX

3 — Prove o Teorema da Aplicagdo Continua para
P
-

Xn B X = g(Xa) B g(X)

4 — Deixe X,, ser uma sequéncia de variaveis ale-
atérias independentes que converge em probabi-
lidade para X. Mostre que X é constante quase cer-
tamente.

5 — Prove que se Xni>X parar > 1. Mostre que
Var([X,] — Var[X].

6 — Convergéncia em probabilidade e conver-
génciaem [P Mostre que a convergénciaem [P im-
plica convergéncia em Probabilidade para todos
p > 0. Mostre que o reciproca ndo é valida. (Prove
por exemplo parap = 1).

7 — Considere as variaveis aleatérias X, Xy, ...
com fungdes de distribuicao Fy, F,,.... Suponha

que X,, — X em distribuicdo, e a fungao de dis-
tribuicdo F de X seja continua. Prove que F, — F
na normasup, i.e.

|Fr — Flloo := sup|Fn(x) — F(x)| — 0.
xeR

8 — Considere as variaveis aleatdrias a valores in-
teiros Xj, X, ..., € uma variavel aleatdria X. Mos-
tre que X,, — X na distribuicao se e somente se

P(X, =k) > P(X=Xk) paratodok € Z.

9 — Considere variaveis aleatérias independen-
tes Xi, X3,... uniformemente distribuidas em
[0, 1], e deixe Z,, = maxy<n Xx.

a) Prove que Z,, — 1 em probabilidade.
b) Prove que Z,, — 1 quase certamente.

10 — Realizamos o seguinte experimento aleatd-
rio. Colocamos n > 10 bolas azuis e n bolas ver-
melhas em uma bolsa. Nés escolhemos 10 bolas
aleatoriamente (sem substituicdao) da bolsa. Deixe
X,, ser o numero de bolas azuis. Realizamos esse
experimento paran = 10,11,12,---. Prove que

Xn % Bin (10,1).

11 — Deixe Xy, X, X3, -+ ser uma sequéncia de



variaveis aleatorias, de modo que

Xn ~ Geo (A) ,
n

onde A > 0 é uma constante. Defina uma nova
sequéncia Y,, como

1
Y, = —X,,
n

paran=1,2,3,---, (1)

paran=1,2,3,---. (2)

Mostre que Y, converge em distribuicao para
Exp(A).

12 — Deixe {X,,n = 1,2,---} e {Y,,n =
1,2, }serem duas sequéncias de variaveis alea-
tdrias, definidas no espago amostral Q . Suponha
que

X, (3)
Y. (4)

n

X
Yn

T

Prove que X,, + Y, X +Y.

13 — Considere a sequéncia{X,,,n =1,2,3,---}
tal que

n  com probabilidade 1,
X, = (5)
0  com probabilidade 1 — %,

Mostre que
a) X, 5 0.
b) X, o, 0,parar < 2.
c) X, ndo converge para 0 na r-média para
qualquerr > 2.
d) X, 2% 0.

14 — Se uma sequénciade variaveis aleatérias X,
converge em probabilidade para uma variavel ale-
atéria X, entdo X,, também converge em distribui-
¢ao para X.

15 — Prove o Teorema de Representa¢do de Sko-
rokhod:

Suponha que X, 4 X Entdo, existem variaveis
aleatdrias X/, distribuidas de forma idéntica a X,
e uma variavel aleatéria X' distribuida de forma
idéntica a X, e tal que

;7 q.c. /
X, —X

Dicas: Seja F,, a funcao de distribuicdo de X,, e Fa
funcao de distribuicao de X. Suponha que X, —
X em distribuicao. Seja

X/ (w) = inf{w : Fr(x) > w},

X'(w) = inf{w : F(x) > w},

Prove que dado x um ponto de continuidade de F.
Entdo X/ (x) — X'(x)

16 — Lema de Unicidade

Suponha que as variaveis aleatérias X,, conver-
gem para alguma variavel aleatéria X em distribui-
¢do. Mostre que a distribuicdo de X é definida de
forma Unica.

Dica: vocé pode usar o Teorema de Represencao
de Skorokhod

17 — Suponha que X,, — X em distribuicao e
a, sejam numeros reais tais que a, — 0 como
n — oo. Mostre que a, X, — 0 em distribuicao.

18— [1.6pt] Dadas Vvariaveis aleatorias
X1, X3, . .., i.i.d., com média comum EX; = 0 eva-
ridncia 02 = Var(X;),definaS, = X; +--- + X,
e mostre que

a)lim sup —— = +o0;
Nimsup 72
b)lim inf —= = —o0.
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Dica:

Dado M > 0 primeiro note que i ] (E) (T]z> (1 x)* — ()
S Sn . : Syl —
(limsup —= > M} = {2 > Miv.} = limsup{—+ > M}. *°
noeo VI v nooo V1L uniformemente em x € [0, 1] quandon — oo.
Dica: Sejam X, X, ..., X, variaveis aleatorias in-

dependentes cada uma assumindo osvaloresOe 1
19 — Demonstracao Probabilistica do Teorema | com probabilidadep e 1—p respectivamente. Seja

de Weierstrass S = Xi+Xo+...+X,0onimerode carasemn lan-
Utilize a desigualdade de Chebyshev para mostrar | camentos. Defina o polindmio 1, (p) = E[f(%)] e
que para toda fungao continua f : [0, 1] — R, estude a expressao |r, (p) — f(p)l.



