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TRO DE MATEMATICA,

Universidade Federal do ABC

Lista 5 - Probabilidade

Desigualdades e Produto

Esperanca

1— Dadas variaveis aleatorias X e Z independen-
tes, cada uma seguindo a distribuicao normal pa-
drao, Deixe a,b € R (ndo ambos nulos), e deixe

Y =aX +bZ.

a) Calcule Corr(X,Y).
b) Mostre que |Corr(X, Y)| < 1 nesse caso.

c) Dé condi¢des necessarias e suficien-
tes sobre os valores de a e b para que
Corr(X,Y) = 1.

d) Dé condicBes necessarias e suficientes so-
bre os valores de a e b tais que para que
Corr(X,Y) = —1.

2— Problema do Pareamento Suponha
que n cavalheiros saem para jantar e deixem seus
chapéus no vestiario. Apds o jantar (e varios copos
de vinho) eles escolhem seus chapéus completa-
mente aleatoriamente. Denote por X o nimero de
senhores que peguem seus proprios chapéus. En-
contre E[X] e Var[X]. (esse problema ja apareceu
numa forma ligeiramente diferente na Lista 2)

3 — Dada uma variavel aleatdria X, entdo, para
todo € > 0, existe uma variavel aleatdria limitada
Xe,talque P(X #£ X¢) < €

4 — Coletor de Cupom

Cada vez que se compra um saco de salgadinho,
obtém-se como um bonus uma figurinha (escon-
dida dentro da embalagem) de um jogador de fu-
tebol. Suponha que existam n imagens diferentes
que sdo igualmente provaveis de estarem dentro
de cada pacote.

Encontre o numero esperado de pacotes que deve
ser comprado para obter uma cole¢dao completa de
jogadores.

5 — Considere o espago de probabilidade O =
[—1/2,1/2] com a medida normalizada de Lebes-
gue. Construa duas variaveis aleatérias X, Y em
Q) que nao sao correlacionadas, mas nao sao in-
dependentes. (Sugestdo: considere X(x) = x,
Y(x) = ax? 4+ b).

Desigualdades

6 — Uma moeda honesta é lancada de forma in-
dependente n vezes. Seja S,, o niUmero de caras
obtidas nesses n lancamentos. Use a desigual-
dade de Chebyshev para provar que
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7 — Sharpness da desigualdade de Chebyshev
Para cadat > 1, construa uma variavel aleatéria
X com média p e variancia o, e tal que a desigual-
dade de Chebyshev se torna uma igualdade:

1
P(X—ul>to) = a2

8 — Deixe X ser uma variavel aleatdéria ndo-
negativa, tal que EX existe.

a) Mostre através de um exemplo que E(X?)
pode nao existir.

b) Considere o truncamento X,, = min(X,n).
Prove que paratodop > 2,

> nPE(X) < co.
n=1

c) Prove a propriedade anterior parap = 2.

9 — Deixe X1, ... X,, serem variaveis aleatdrias re-
ais independentes e deixe Sy = X; + - - - + Xy para
k = 1,...,n. Mostre que parat > 0 a desigual-

dade de Etemadi é valida:

P [max[$y| > t| < 3maxP Skl > /3],
Dica: Considere os conjuntos
Aj = {]IISl%i(j|Sk|<3T‘,|Sj|Z3T}, j=1,...

e observe que

{mgisi=rf = U

Produto

Suponhaque E C Q; x Q,. Dado x € Q; defini-
mos a x-se¢ao EX C O, como

B ={ye Q,:(x,y) € E}

10— SeE,FC Q7 x Q;ex € (Q;, mostre que
a) (EOF)XZEXQFX)
b) (E)x = (E.)S,

¢ (UE,.)xy = U(EL)Y, onde (E,) é uma
sequéncia de subconjuntos Q; x Q,.

11 — Se 1, e w; sao medidas o-finitas, mostre que
a medida produto p; x u, também é o-finita.

12 — Mostre que B*' = @, BE.

13 — Prove a existéncia da medida produto em R?
usando o Teorema da Extensao Compacta.

14 — Seja F uma distribuicao em R, entdo existe
uma sequéncia de variaveis aleatdrias indepen-
dentes Xy, ..., Xy, ...comdistribuicao F.

15 — Suponha que X seja uma variavel exponen-
cialmente distribuida com densidade

— X

f(x) = xe
e Y uma variavel aleatdria independente que te-
nhadistribuicao uniforme U(0, 1). Encontre aden-
sidadedasomaZ =X +Y.

16 — Produto de variaveis aleatérias indepen-
dentes

Deixe X,Y > 0 serem variaveis aleatorias inde-
pendentes com fung¢des de distribuicdo F e G.

a) Encontre a fungao de distribuicdo de XY.

b) Calculeafunc¢dodedistribuicdode XY se X
e Y forem variaveis aleatérias independen-
tes uniformemente distribuidas em [0, 1].



17 — Infinitas Moedas IlI

Use o Teorema de Kolmogorov para construir in-
finitas moedas honestas independentes. Ou seja,
construa o espaco produto (X,A,u) com Y; =
{0,17} com i € N. Logo X é o espaco das sequén-
cias tomando valores em {0, 1}. Defina a aplicacao
¢ : X — [0,1] por

X1 X2 X3
¢(X)_?+Z §+
Mostre que ¢ é mensuravel, tem uma inversa men-
suravel sobre o complemento de um conjunto de
medida 0 em [0,1] e que ¢! mapeia conjuntos
mensuraveis de [0, 1] para conjuntos mensuraveis
no espaco do produto X tendo a mesma medida.
Ou seja,

ud~ (W) = m(U).

Nesse sentido, podemos dizer que a experiéncia
de escolher um nimero aleatérioentre0e 1 coma
distribuicao uniforme é equivalente a experiéncia
(X, A, i) que correspondente a uma sequénciain-
finita de lancamentos independentes de moedas
justas.

18 — Infinitas Moedas IV
Use o Teorema de Extensdo de Bochner para cons-
truir infinitas moedas honestas independentes.

Ou seja, construa o espaco produto (X, A, i) com
Y; = {0,1} comi € N. Logo X é o espago das
sequéncias tomando valores em [0, 1].

19 — Seja X uma variavel aleatdria ndo negativa.
Prove que

e use Fubini.

20 — Prove que, para qualquer variavel aleatdria
Xea>0,temos

J Px<X<x+a)dx=a.
R

Dica: Use o anterior.



