
Lista 4 - Probabilidade

Esperança e Distribuição:
Uma Lista Socialista

Variáveis Aleatórias

1 — Lei zero-um de Kolmogorov para variáveis
aleatórias
Suponha que (Xn : n ∈ N) é uma sequência
de variáveis aleatórias independentes. Então a σ-
álgebra caudal T de (σ〈Xn〉 : n ∈ N) contém so-
mente eventos de probabilidade 0 ou 1.
Mais ainda, toda variável aleatória mensurável
com respeito a T é constante quase certamente.
Dica: A parte inicial é análoga a demonstração do
Teorema 0-1 de Kolmogorov. Para a parte final:
se Y variável aleatória mensurável com respeito a
T então P(Y ≤ y) toma valores em {0, 1}, logo
P(Y = c) = 1, onde c = inf{y : P(Y ≤ y) = 1}.

2 — Raio de Convergência Dado (Ω,F)
um espaço de medida e deixe z0, z1, . . . ser uma
sequência infinita de variáveis aleatórias de Ω.
Mostre que o raio de convergência R de uma sé-
rie de potência aleatória

f(x) =

∞∑
k=0

zkx
k

é uma funçãomensurável com respeito àF .

3 — Usando o exercício anterior. Dado (Ω,F) um
espaço demedida e deixe {zn, n ≥ 1} serem variá-
veis aleatórias independentes. Mostre que o raio
de convergência de

∑∞
n=1 znx

n é constante com
probabilidade 1, onde

R =
(
lim sup |Xn|

1/n
)−1

Dica: Lei 0-1 de Kolmogorov.

4— Sequênciasde0no lançamentodemoedas
Considere a expansão diádica de X ∼ U(0, 1), e
deixe ln ser o número de zeros consecutivos do n-
ésimo digito para frente. Ou seja ln = k se os dí-
gitos n,n + 1, . . . , n + k − 1 são todos zero. Em
particular ln = 0 se o n-ésimo digito for 1.

a) Prove que P(ln = k) = 1
2k+1 para todo

k > 0.
b) Prove queP(ln = k i.v.) = 1 para todo k.
c) Prove queP(ln = n i.v.) = 0

5 — Partição Enumerável (Resnick)Uma
partição enumerável de Ω é uma família enume-
rável de conjuntos disjuntos tal que sua união é
todoΩ. Dado {En}∞n=1 uma partição e deixe F ser
a σ-álgebra gerada pelos conjuntos {En}∞n=1.

a) Descreva explicitamente os conjuntos em
F .

b) Dado X : Ω → R. Prove que X é mensurá-
vel com respeito a F se e somente se exis-



tem constantes cn tais que

X =

∞∑
n=1

cn1En

* 6— (Durrett) Dado X uma variável aleatória
emΩ e σ(X) a σ-álgebra gerada por X.
Dado Y uma variável aleatória emΩ. Prove que Y
émensurável com respeito aσ(X) se e somente se
existe uma função mensurável f : R → R tal que
Y = f(X).
Dica: Reduza ao caso em que Y ≥ 0.
Mostre que
{ω : m2−n ≤ Y(ω) < (m + 1)2−n} = X−1(Bn,m),
onde Bn,m é um conjunto de Borel em R. Agora
deixe fn(x) = m2−n para x ∈ Bn,m.
Mostre que fn(x) converge pontualmente e deixe
f(x) ser seu limite.

Distribuição

7 — Variáveis AleatóriasDiscretas Independen-
tes

a) Mostre que se X e Y são variáveis aleató-
rias tomando valores inteiros independen-
tes,então

P(X+Y = n) =
∑
k

P(X = k)P(Y = n−k).

b) Dadas X e Y variáveis aleatórias indepen-
dentes de Poisson comparâmetros eµ res-
pectivamente. Prove que X + Y é uma va-
riável aleatória de Poisson com parâmetro
+ µ.

c) Dadas X e Y variáveis aleatórias indepen-
dentes de Bernoulli de parâmetros (n, p) e
(m,p) respectivamente. Prove que X + Y
é uma variável aleatória de Bernoulli com
parâmetro (n+m,p).

8— Variáveis aleatórias induzem medidas de
probabilidade emR
Considere uma variável aleatóriaX definida no es-
paço de probabilidade (Ω,F ,P). Prove que X in-
duz uma medida de probabilidade em R no se-
guinte sentido: Para todo conjunto de Borel A de
R, defina

P(A) := P(X ∈ A) = P(ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A).

Prove que (R,B,P) é um espaço de probabili-
dade.

9— Se uma função F satisfizer

�F é não decrescente e 0 ≤ F(x) ≤ 1.

�F(x) → 0 quando x → −∞ e F(x) → 1

quando x→ +∞.

�F é contínua a direita, ou seja

lim
y→x+ F(y) = F(x).

então F é a funçãodedistribuiçãodealgumavariá-
vel aleatória X.

10 — Infinitas Moedas II
Suponha que Y1, Y2, . . . é uma sequência infi-
nita de variáveis aleatórias independentes, to-
das definidas no mesmo espaço de probabilidade
(Ω,F ,P), tomando valores 0 e 1 com probabili-
dade1/2 cada. MostrequeU :=

∑∞
k=1 2

−kYk éuni-
formemente em [0, 1]. Dica: mostre que

P[U ≤ x] =


x quando x ∈ [0, 1];

1 quando x > 1;
0 quando x < 0.

para todo x ∈ R analisando P[Un ≤ x] quando
n→ ∞ ondeUn :=

∑n
k=1 2

−kYk.
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* 11 — Outra construção da Distribuição de
Cantor
Considere Yn como no problema anterior. Defina

Y =

∞∑
n=1

2Yn

3n

a) Provequea funçãodedistribuiçãoFY écon-
tínua.

b) Prove que FY é diferenciável q.c. com deri-
vada igual a 0q.c. Dica Prove que FY é cons-
tantenocomplementodoconjuntodeCan-
tor.

c) Dado µY a distribuição de Y. E m a me-
dida de Lebesgue na reta real. Prove que
µY e m são mutualmente singulares. Ou
sejaqueexisteumconjuntodeBorelA com
m(A) = 0 e µY(Ac) = 0.

Definição: Suponha X e Y duas variáveis ale-
atórias, não necessariamente definidas no
mesmo espaço de probabilidade. A va-
riável aleatória Y é dita estocasticamente
maior que X seP[X ≤ x] ≥ P[Y ≤ x] para
todo x ∈ R.

12 — Suponha X e Y duas variáveis aleatórias e
que Y é estocasticamente maior que X. Mostre
que existem variáveis aleatórias X∗ e Y∗ definidas
nomesmo espaço de probabilidade (Ω,F ,P) tais
que X∗ ∼ X, Y∗ ∼ Y e X∗(ω) ≤ Y∗(ω) para todo
ω ∈ Ω.

Esperança

13 — Mostre que para variáveis aleatórias discre-
tas,

EX =

∞∑
k=1

xkP(x = xk), (1)

se a série é absolutamente convergente

14 — Dê exemplos de variáveis aleatórias X e Y
definas em [0, 1] com a medida de Lebesque tal
queP(X > Y) > 1/2 , masE(X) < E(Y).

15 — SuponhaqueX1, X2, . . . éumasequênciade
variáveis independentes em (Ω, F, P). Mostre que
as duas famílias X1, X3, X5, . . . e X2, X4, X6, . . . são
independentes.

16 — Deixe X1, X2, . . . serem variáveis aleatórias
i.i.d. com média µ e variância σ2 e deixe ser
uma variável aleatória tomando valores nos intei-
ros com média m e variância v, com N indepen-
dente de todas as Xi. Deixe S = X1 + ... + XN =∑∞

i=1 Xi1N>i.
CalculeVar(S).

17 — Prove a Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
dadas duas variáveis aleatórias X e Y, temos

|EXY| ≤
√

E[X2]E[Y2], (2)

e a igualdade ocorre se e somente seX = αY, para
alguma constante α ∈ R.
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