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Lista 2 - Probabilidade

Medidas e Probabilidade

Borelianos

1— Todos os subconjuntos contaveis, co-contaveis
(i.,e. complementos de conjuntos contaveis) e per-
feitos de (0, 1] estao em B((0,1]). Em particular, o
conjunto dos nimeros irracionais em (0, 1] € um con-
junto de Borel.

2—Dado Q = R e By(R) := f({(—o0,qa]
—00 < a < oo) a algebra de Borel de R. Deixe
P uma probabilidade finitamente aditiva em B, (RR).
Mostre que P é uma medida de probabilidade em
Bo(R) se e somente se a funcao definida por F(x) :=
P((—o0,x]) é ndo decrescente, continua adireita e sa-
tisfaz lim,_,_ F(x) = 0 elim,_,o, F(x) = 1.

3 — Seja Q um espago métrico com distancia d. Q
é dito separavel se existe um conjunto enumeravel
Qy C Q que édensoem Q (i.e., todo pontoem Q é
limite de uma sequéncia de pontos em Q).

a) Mostre que o(bolas abertasem Q) C B(Q).

b) Mostre que o(bolas abertasem Q) = B(Q)
se () é separavel.

c) Mostre que Q = R é separavel com a métrica
usual

d) Conclua que o(bolas abertasem R) = B(R).

Medidas

4 — Suponha que ; e p, sdo medidas em o (F) ge-
radas pela classe F,. Suponha também que a desi-
gualdade

i (A) < up(A) (1)

é valida para todo A em F,.

a) Mostre que se F, é uma algebra e u; e y; sdo
o-finitas em F, ent3o (1) vale para todo A €
O'<3~o>.

(Dica: primeiramente trate o caso em que p, é
finita.)

b) Mostre através de um exemplo que (1) pode
ndo ser verdade para algum A € o(5F)) se:

a) F, € uma algebra mas ; e u, ndo séo o-
finita em JFy;

b) Se w; e w, sdo o-finitas em Fy, mas F, é
somente um 7t-sistema.

5 — Suponha que F, é uma algebra, 1 é uma medida
em o(Jo) e pn é o-finitaem F,.

a) Suponha B € o(F) ee > 0. Mos-
tre que existe uma sequéncia disjunta de Fy-
conjuntos Ay, Ay, ... taisque B C [ Jo2, Ay e
w(UiiAn—B) <e.

b) Suponha B € o(%), u(B) < c0vee > 0.
Mostre que existe um Fy-conjunto A tal que
wAAB) <e.

c) Mostre através de um exemplo que a conclu-
sao anterior pode ser falsa se B tiver uma me-
dida infinita.
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6 — O seguinte exercicio mostra que ndoimportaem
qual ordem somamos um nimero infinito de termos
positivos. Isso é Util para mostrar rigorosamente os
axiomas de medida para a medida de contagem em
qualquer Q. Observe que, se houver termos negati-
vos, a ordem é importante.

Dado I um conjunto infinito e seja f uma funcao de I
para [0, co]. Asoma de f sobre I é definida como

Y Q)= Sup{Z f(i): HCLHé ﬂnito}.
iel ieH
Mostre que

a) para toda particdo I = [J, . Ix de I em sub-
conjuntos disjuntos nao-vazios Iy,

Y =Y (Z f(i))

iel keK icl

b) SelIéenumeravel, entdo

n

D fli)=lim } f(in)

iel m=1

para toda enumeragao iy,1;,... dos pontos
em [.

c) Prove que

w(A) =) f(a),vA C X

acA

definida acima é uma medida

Probabilidade

7 — (sub-additividade enumeravel) Mostre que

P (G An> <Y PiAY
n=1

n=1

8 — Prove que a continuidade da medida de proba-
bilidade. Dados A1, A,, ... eventos, entao
a) SeA, ~ A,entéo P(A,)  P(A) quando
n — oo.

b) Se A, \, A, entdo P(A,) \, P(A) quando
n — oo.

¢) P(liminf A,) < liminf P(A,) <
limsup P(A,) < P(limsup A,).

d) A, — A implica que P(A,,) — P(A) as
n — oo.

9 — Considere um modelo probabilistico cujo es-
paco amostral é a reta real. Mostre que

a) P ([O> OO)) = liHln—)oo P ([O) Tl])
b) limy_,o, P ([, 00)) = O.

10 — (Uma condicdo insuficiente) Deixe Q =
{1,2,3,4}, edeixe A = {{1, 2},{1, 3}}.
a) Mostre que a o-algebra F geradapor A éo con-
junto das partes 2.

b) Mostre que existem duas medidas de proba-
bilidade P; e P, em (Q, J), tal que P4 (E) =
P,(E) para qualquer E € A, mas P; #
P,. Este problema mostra que o fato de
que duas medidas de probabilidade coinci-
dem com uma familia geradora de uma o-
algebra ndo garante que elas sejam iguais. No
entanto, isso é verdade se adicionarmos a su-
posicdo de que a familia geradora A é fechada
sob intersegdes finitas.

11 — Seja Q = R, F =todos os conjuntos tais que A
ou A¢ sdo enumeraveis, com P(A) = 0 no primeiro
caso e = 1 no segundo. Mostre que (Q,F,P) é um
espaco de probabilidade

12 — Desigualdade de Bonferroni

Definindo N
$1:=) P(A),
i=1
e
Sz = Z :P(/A1 N Aj),
1<i<j<n
bem como

P(A,N---NA;)

Sy = Z

1<ij<<ip<n



para todos os niumeros inteiros de kem {3, ..., n}.
Entdo, para k impar

P(Un) <2

j=1

1)71s;
eparak > 2 par

P(Ur) = g,

(Se tiver com muita preguica prove apenas para k =
2,3.)

Importante: Para os proximos exercicios defina cla-
ramente o espaco de probabilidade!

13— Problema do Pareamento

No final de um dia agitado, os pais chegam ao jar-
dim de infancia para pegar seus filhos. Cada pai es-
colhe uma crianca para levar a casa uniformemente
ao acaso. Use o formula de inclusdo-exclusdo para
mostrar que a probabilidade de pelo menos um pai
escolhe seu préprio filho é igual a

1 1 -
E que essa probabllldade convergeal —1/equando

n — oo

1

14 — Qual é a probabilidade de que um ponto es-
colhido aleatoriamente no interior de um triangulo
equilatero esteja mais perto do centro do que de suas
bordas?

15 — Agulhas de Buffon

Deixe um plano horizontal ser dividido em faixa por
uma série de linhas paralelas a distancia fixa d, como
as tabuas do chao.

Deixe uma agulha, cujo comprimento seja igual a dis-
tancia entre as linhas paralelas, ser jogada no plano
aleatoriamente.

a) Defina precisamente o espaco de Probabili-
dade.

b) Prove que a probabilidade da agulha nao in-
terceptar uma das linhas paralelas é 72?

Moedas |

16 — O conjunto de nimeros normais e anormais
esta em B((0, 1]).

17 — Para todo numero w € (0, 1], deixe dy(w) de-
notar o k-ésimo digito da representacdo de w. Seja
Zi(w) = 2dy(w) —Te

_excessode1snosn primeiros
~ digitos.

1 et+et>n

tsn(w) —
e dw < 3 (2)

Diferenciando com respeito

Jdw = M'(0) = 0Oe

para todot € R.
1

a t, mostre que J sn(w
0

Jq s2(w) dw = M”(0) = n.
0

1
A ideia é dividir a integral J nos intervalos diadicos

0
ol

daforma (X1 zn y 7

18 — Mostre que
Pllsn/n| > €] < 2e</?
para todo e > 0.

Dica : Use e a desigualdade (e* + e ¥)/2 <
exp(x?/2) que é verdadeira para todo x € R.



