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1 Introducao

O surgimento da geometria hiperbdlica é com certeza um dos capitulos mais
interessantes da histéria da matematica. Durante séculos a matematica (e os
matematicos) ficaram intrigados com o enunciado do 5° Postulado de Euclides:
”Se uma linha reta atingindo outras duas linhas retas faz os angulos interiores
de um mesmo lado da linha menores que dois angulos retos, as duas linhas retas,
se estendidas indefinidamente, se encontram daquele lado da linha no qual os
angulos sao menores do que dois angulos retos”. Tanto devido ao contraste deste
enunciado original com a clareza com que foram enunciados os outros postulados,
como devido ao fato de Euclides evitar o maximo possivel fazer uso deste pos-
tulado na demonstracao das proposicoes, suspeitou-se durante dois mil anos da
independéncia deste postulado, ou seja, imaginava-se que este fosse apenas uma
proposicao que pudesse ser demonstrada utilizando-se os outros postulados.

Ao longo dos séculos, diversos enunciados equivalentes ao 50. Postulado foram
feitos, o mais popular de todos sendo o de John Fairplay (1748-1819): Por um
ponto nao contido em uma reta dada, pode ser tracada uma e apenas uma reta
paralela a reta dada. Este enunciado acabou batizando o 5o. Postulado com o
nome de Postulado das Paralelas.

Durante o século 18 diversos matemaéticos, tais como Girolomo Saccheri e
Johann Heinrich Lambert tentaram demonstrar o 5o. postulado. Apesar de nao
serem bem sucedidos em seu intento (o que nao nos surpreende hoje em dia,
pois sabemos ser um postulado realmente independente), conseguiram diversos
e importantes avancos. Foi provado, por exemplo, que sem o Postulado das



Paralelas, obtem-se que a soma dos angulos internos de um triangulo pode ser
maior ou menor do que 7. A falta ou excesso (a diferenca entre a soma dos
angulos internos e 7) depende da area do referido triangulo, de modo semelhante
ao que ocorre em uma esfera.

Apenas na primeira metade do século 19, comecou-se a suspeitar que o Postu-
lado das Paralelas fosse realmente independente dos demais.da independéncia
do Postulado das Paralelas. Matematicos como Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), Jénos Bolyai (1802-1860) e Nicolai Lobatchevsky (1793-1856) trataram
da questao ao considerar trés situacoes distintas: Por um ponto nao contido em
uma reta dada, passa mais de uma, apenas uma ou nenhuma reta paralela a reta
dada. Por suspeitarem da independéncia do Postulado das Paralelas, ou seja, de
que sua negacao poderia gerar uma geometria consistente, sem contradicoes, de-
senvolveram de forma axioméatica um estudo amplo e detalhado de uma geometria
que assumia a existéncia de mais de uma reta paralela (a terceira hipétese, da ine-
xisténcia de retas paralelas pode ser descartada, conforme vremos mais adiante),
criando o que veio a ser chamada com o tempo de Geometria de Lobatchevsky
ou Geometria Hiperbolica. No entanto, as duvidas referentes a consisténcia desta
nova geometria, s6 foram dirimidas no final do século, quando matematicos como
Eugenio Beltrami, Henri Poincaré e Felix Klein criaram modelos euclidianos para
esta geometria. A criagao de modelos euclidianos para a geometria hiperbdlica
resolve a questao da consisténcia desta geometria, pois qualquer eventual con-
tradicao a ser encontrada implicaria em uma contradicao existente na geometria
euclidiana, ou seja, as geometrias hiperbdlica e euclidiana tem o mesmo grau de
consisténcia (uma descrigao detalhada sobre a equivaléncia entre a consisténcia
destas duas geometrias pode ser encontrada em [Pol]).

Este texto esta dividido em trés se¢oes. Na primeira delas apresentamos os
axiomas da geometria neutra e alguns resultados decorrentes destes axiomas. Por
geometria neutra entendemos todos os resultados e construcoes que podem ser
feitos prescindindo de qualquer versao do Postulado das Paralelas, seja em sua
versao euclidiana ou em sua versao hiperbdlica. Os axiomas que iremos apre-
sentar sao equivalentes, e bastante similares aqueles adotados por David Hilbert
em seu famoso Grundlagen der Geometrie ([Hi, edigdo espanholal). Na segunda
secao introduzimos o Axioma Hiperbdlico das Paralelas e desenvolvemos uma
série de resultados que podem a primeira vista causar certa estranheza, enfa-
tizando a importancia do Axioma das Paralelas. Nao se preocupem com esta
sensacao, inumeros matematicos, incluindo C.F. Gauss, aparentemente passaram
por este mesmo processo. Aos leitores interessados em se aprofundar no estudo
axiomatico de geometria hiperbdlica, sugerimos os livros de Roberto Bonola (
[Bo]) e Luiz Fernando C. da Rocha ([Ro]). Em particular, citamos o excelente
texto de Ramsay e Richtmyer [RaRi|, que trata da questao de consisténcia e ca-
tegoria dos axiomas hiperbdlicos. Na terceira e ultima secao apresentamos dois
modelos para a geometria hiperbdlica, conhecidos como disco de Poincaré e o



semi-plano de Lobatchevsky. Realcamos que a palavra modelo é empregada aqui
no sentido pleno do termo, ou seja: qualquer afirmacao que seja provada a par-
tir de algum modelo, pode ser demonstrada a partir do corpo de axiomas da
teoria. Em outras palavras, sob o ponto de vista de contetudos, nada perdemos
ao trabalharmos diretamente com os modelos, sem fazermos mencao a estrutura
axiomatica. A grande vantagem de se trabalhar com modelos é a possibilidade de
desenvolvermos uma percepc¢ao bastante refinada sobre a geometria em questao.
Os modelos exercem para a geometria a mesma fungao que um bom atlas exerce
para a geografia: apesar de os mapas apresentarem distorgoes, estas sao quanti-
ficaveis e razoavelmente "bem comportadas”, de modo que podemos nos situar
de forma bastante satisfatoria apenas através de nossos mapas. Mais detalhes
sobre geometria hiperbdlica, explorando os modelos de forma exaustiva, podem
ser encontrados nos textos [Be] ou [Fi].

2 Geometria Neutra

Iremos apresentar um conjunto de axiomas para a geometria plana equivalente
ao sistema proposto por Hilbert. Assumimos o conjunto dos niimeros reais R, um
corpo completo ordenado. Conforme ja mencionamos, as geometrias euclidiana
e a hiperbdlica diferem apenas no Postulado das Paralelas (e nos resultados que
decorrem deste). Se considerarmos apenas os resultados que independem deste
postulado, temos o que costumamos chamar de geometria neutra. As proprie-
dades e resultados da geometria neutra sao exatamente aqueles que sao vélidos
tanto para o plano euclidiano como para o hiperbdlico.

Denotaremos o plano euclidiano por E? e o hiperbélico por H2. Quando nao
for importante distingui-los, ou seja, quando estivermos tratando de resultados
da geometria neutra, adotaremos a notacgao P.

Os elementos de P sao chamados de pontos e denotados por A, B, C, .... Certos
subconjuntos de [P sao chamados de retas, denotadas por [, m, n, .... Dizemos que
[ passa por A se A € 1.

Axioma .1 Dados dois pontos distintos A, B € P, existe uma e apenas uma reta,
>
denotada por AB, passando por ambos os pontos.

Axioma .2 Toda reta possui ao menos dois pontos.
Axioma .3 FExistem ao menos trés pontos nao colineares.

Axioma .4 FEziste uma fungao |-| : P x P — R tal que |AB| := |(A,B)| > 0 e
|AB| = 0 se e somente se A= B.

Chamamos |AB| de distancia entre A e B, apesar de nao termos ainda de-
monstrado que esta de fato é uma distancia.



Axioma .5 Dada uma reta l, existe uma bijecao x : | — R tal que
|AB| = |x (A) — 2 (B)|,VA, B € .

Mais ainda, dados pontos distintos A, B € 1, podemos tomar x tal que x (A) =0
ex(B)>0.

Este axioma esta nos dizendo que podemos identificar cada reta com os reais
de modo que a distancia de P restrita a reta seja compativel com a estrutura da
reta real. Chamamos a bijecao A — z (A) de um sistema de coordenadas em /.

Exercicio .6 Mostre que se x : | — R for um sistema de coordenadas, entao
y(A) =z (A) + zo também serd sistema de coordenadas.

Com o auxilio de um sistema de coordenadas podemos definir segmentos de

reta e semi-retas. Dados dois pontos A, B € PP, consideramos a reta [ = AB
(Axioma 1) e um sistema de coordenadas = : | — R (Axioma 3). Supomos
x (A) < z(B) e definimos:

segmento AB = {C €|z (A) < 2(C) < z(B)};
semi-reta AB — {Cellz(A) <z (C)}, (A#B);
semi-reta AB = {Cellz(C)<xz(B)}, (A#B).

Observe que |AB| = |z (A) — x (B)| de modo podemos dizer que |AB| é o com-
primento do segmento AB. Dizemos ainda que A é o ponto inicial da semi-reta

AB. Dizemos ainda que C estd entre A e B se C € AB, o que denotamos por
A—-C-B.

Exercicio .7 Se C estd entre A e B entao |AC| +|CB| = |AB|.

Duas semi-retas com mesmo ponto inicial AB e AC' contidas em uma mesma
reta [ ou coincidem (se C' € AB ou B € AC) ou se interceptam apenas no ponto
A, caso em que dizemos serem semi-retas opostas.

Axioma .8 Dada uma reta l, existem dois subconjuntos disjuntos Hy i, Hjo C IP
(chamados de semiplanos determinados por 1) tais que Hi1 Nl = HiaNl=10e
H; 1 UlU H; 5 =P satisfazendo a sequinte condi¢ao:

e Dois pontos A,B € P pertencem ao mesmo semiplano se e somente se
ABNIl=10.



Duas semi-retas AB e @ com mesmo ponto inicial formam um dangulo que
denotamos por ZBAC' e chamamos A de vértice do angulo (usaremos a notagao A
para um angulo com vértice A). Se as semi-retas nao coincidem nem sao opostas,
definimos o interior int(£BAC) do angulo ZBAC como sendo o conjunto dos
pontos que estao do mesmo lado que B da reta 1<4_C>’ e do mesmo lado que C' da
reta AB. O interior de um triangulo AABC é a interseccao dos interiores de
seus angulos:

int (AABC) = int (LABC) Nint (ZCAB) Nint (£LBCA) .

A c )

Exercicio .9 Dados dangulo ZBAC e um ponto P € int (LBAC'), mostre que o
—_—
segmento de reta AP estd contido em int (LBAC') (com excessao do ponto A).

Duas retas distintas /ﬁ e C<'—)D se interceptando em um ponto Z = ABNCD
determinam os angulos ZAZC, /CZB,/BZD e //DZA. Dizemos que ZAZC
e LCZB sao angulos suplementares (assim como os pares (LCZB,/BZD),
(LBZD,/ZDZA) e (LDZA ,LAZC)) e os pares (LAZC,ZBZD) e
(LCZB,/ZDZA) sao opostos pelo vértice Z.




De modo anélogo ao feito no Axioma .5, que identifica os pontos de uma reta
com um continuo de pontos, podemos identificar familias de angulos com um
continuo de pontos da reta.

Axioma .10 A cada angulo A associamos uma medida m (ﬁ), com

0<m(A)<m
satisfazendo as sequintes condigoes:

1. Se A,B €l e H é um dos semi-planos defiidos por l, entao, para todo 0 <

x < 1 existe uma unica semi-reta AP contida em HUI tal quem (LPAB) =
x.

2. Se as semi-retas AP e AB coincidem entdo m(£LPAB) = 0; se as semi-
—_— —
retas AP e AB sdo opostas entéo m (LPAB) =m;

3. Se D € intZLBAC entio m (LBAC) =m (£LBAD)+m (£LDAC).

Segue desta definicao que a soma das medidas de dois angulos suplementares
é m. Além disto, dizemos que um angulo é reto se tiver mesma medida que
seu suplementar, ou seja, se medir 7/2. Dois angulos ZBAD e ZDAC sao ditos
complementares se m (LBAD) +m (£LDAC) = /2.

Congrueéncia de triangulos é uma das questoes centrais da geometria euclidiana
classica. Adotamos a seguinte defini¢ao:

Definicao .11 Dois triangulos NA1AsAz e AB1ByB3 sdo ditos congruentes se
existir uma bijecao f: {A1, As, A3} — {B1, By, Bs} tal que:

1 &:f(&), i—=1,2,3;

Adotamos a seguinte notacao: AABC ~ ADFEF implica nao apenas que
existe f : {A,B,C} — {D, E, F'} que identifica os tridngulos, mas que f (A4) =
D, f(By=FEef(C)=F.

Postulamos ainda, em forma de axioma, o primeiro caso de congruéncia de
triangulos.

Axioma .12 (10 caso de congruéncia) Dados triangulos NABC e ADEF,
se |AB| = |DE|,|BC| = |EF| e B=FE, entao NABC ~ ADEF.



Apenas a partir destes axiomas podemos demonstrar uma série de resultados,
velhos conhecidos desde os cursos de geometria do 20 grau. Defini¢oes que sao
de dominio publico, tais como triangulos iséceles, equildteros e outras mais serao
simplesmente assumidas no decorrer do teto. Também os resultados que apre-
sentamos nesta se¢ao, muitas vezes serao apenas enunciados e nao demonstrados.
O principal critério de escolha é a simplicidade da demonstracao: nao demons-
traremos qualquer resultado cuja demonstracao seja longa. As demonstragoes
podem ser encontradas em diversos textos sobre geometria euclidiana, apesar de
o numero de axiomaticas distintas ser quase tao grande como o de textos exis-
tentes sobe o assunto. Uma axiomatica muito proxima desta que adotamos pode
ser encontrada em [RaRi].

Comecamos introduzindo os dois outros casos de congruéncia:

Teorema .13 (20 caso de congruéncia) Dados triangulos NABC e ADEF,
se |AB| =|DE|, A=D e B=F, entio AABC ~ ADEF.

Teorema .14 (30 caso de congruéncia) Dados triangulos NABC e ADEF,
se |AB| = |DE|,|BC| = |EF| e |CA| = |FD| entio NABC ~ ADEF.

Teorema .15 (barras cruzadas) Dado triangulo ANABC' e semi-reta @ con-
tida no interior do angulo ZBAC, entao a semi-reta intercepta o lado BC'.

Teorema .16 (dngulos alternados) Se uma reta m intercepta duas retas | #
" de modo que os angulos alternados internos sejam congruentes, entao l el sao
paralelas, ou seja, nao se interceptam.

Demonstracao: Seja A =mnNle B =mNI e suponha que [ e !’ se interceptem
em um ponto P € H,, ;. Seja entao ) outro ponto de I', Q € H,,2, tal que
|BP| = |BQ|. Enta@o os triangulos AABP ¢ AABQ sao congruentes, donde
segue que

/PAB + Z/BAQ = ZQBA+ ZABP =,

pois ZQBA e ZABP sao suplementares. Temos entao que /PAB e /BAQ
também sao suplementares, donde segue que ) € [, contradizendo a hipdtese de
termos [ e [’ distintas.
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Teorema .17 (dangulos externos) Um dngulo externo de um triangulo é sem-
pre maior do que qualquer um dos angulos internos opostos.

Demonstracao: Considere triangulo AABC com vértices o, 3 e . Seja 6
angulo externo no vértice A, ou seja, suplementar a a. S&)tivessem(g> 6 =20,
entao, pelo Teorema dos Angulos Alternados, as retas [ = AC' e L} = BC ser(hﬂ)n
paralelas, um absurdo. Suponha entao que 5 > 6. Sejam [ = AC' e m = AB.
Tragamos por B uma reta [’ de modo que o angulo alternado interno (relativo
a [) formado por m e I’ seja igual a . Uma das semi-retas definidas por I’
com ponto inicial B estd contida no interior do angulo 3. Pelo Teorema das
Barras Cruzadas, esta semi-reta deve interceptar o segmento AC, contradizendo
o Teorema dos Angulos Alternados.




Corolario .18 A soma de dois angulos internos de um triangulo € estritamente
menor do que T.

Demonstragao: Seja = m—a o angulo externo no vértice A. Pelo Teorema dos
Angulos Externos, temos que 3 < . Segue que a+ 3 < a+60 = a+ (1 — «a) = 7.
OJ

Com um pouco mais de esforco podemos demonstrar que a soma dos angulos
internos de um triangulo nao excede 7.

Teorema .19 A soma dos angulos internos de um triangulo ndo excede .

Demonstracao: Suponha que a soma dos angulos internos do triangulo AABC
seja T+ 6, com § > 0. Seja D o ponto médio do segmento BC' e E o ponto da
reta AD tal que |AD|+ |DE| = |AE|. Por congruéncia de triangulos, temos que
m(LDCE) = m(£LDBA) e m(LDEC) = m(£DAB). Adotemos a seguinte
notacao:

=m (£LBCA)

a; =m(LEAC)

v2 =m(LDCE) =m (£LDBA)
=m (£LDEC)=m(£LDAB)

Por construgao, ambosos triangulos AABC e AAEC tem soma dos angulos
internos igual a oy + 91 + ag + 2 = 7+ 9. Como m (£LBAC) = a; + oy, um dos
angulos do triangulo AAEC (no vértice A ou no vértice E) tem angulo menor

do que 3 (o1 + a2). Repetindo este raciocinio, agora para o triangulo AAEC,
obtemos um triangulo AAFF com soma dos angulos internos igual a 7 + 0, mas

1 .
com um dos angulos menor que 5 (v + a). Prosseguindo deste modo, obtemos
em algum momento triangulo com soma dos angulos internos igual a 7 + 0, mas
com um dos angulos menor §, o que implicaria na soma dos angulos restantes ser

maior do que m, contradizendo o corolario .18.
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Observe que este teorema nao contradiz o conhecido resultado euclidiano de
que a soma dos angulos internos de um triangulo é 7. No entanto, para se de-
monstrar este fato é necessario o Axioma das Paralelas Euclidiano. Na realidade,
este fato é equivalente a termos uma geometria euclidiana.

Apenas para futura referéncia, definimos o defeito D(A) de um triangulo A\
como D (A) =7 —a— [ —vonde «, 3 ey sao os angulos internos do triangulo.

Outra consequéncia direta do Teorema dos Angulos Externos é que a funcao
|-| definida no Axioma .4 é de fato uma fungao distancia, ou seja, satisfaz a
desiguladade triangular:

|AC| < |AB| + |BC|, VA, B,C € P.
Para demonstrar esta proposicao necessitamos do seguinte lema:

Lema .20 Se dois lados de um triangulo nao sao congruentes, os angulos opostos
a estes lados também nao sao congruentes. Neste caso, o maior angulo € oposto
ao maior lado do triangulo.

Demonstracao: Suponha que |BC| < |AC|. Tomamos entao D entre A e C
tal que | BC| = |CD|. Pelo Teorema do Angulo Externo temos que m (ZCDB) >
m (£LCAB). Mas ABCD é is6sceles, donde segue que (é necessario demonstrar)
que m (ZCDB) = m (£LCBD), que por sua vez é estritamente menor que

m (LABC) = m (Z/ABD) +m (/DBC).
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Exercicios .21 1. Demonstre que se dois lados de um triangulo sao congru-
entes, entao os angulos opostos também o sao.

2. Demonstre se os trés lados de um triangulo sao congruentes entao os trés
angulos também o sao.

3. Demonstre a seqgunda parte do lema .20.

4. Demonstre que se dois angulos de um triangulo nao sao congruentes, o0s
lados opostos a estes lados também nao sao congruentes. Neste caso, o
maior lado € oposto ao mator angulo do triangulo.

Teorema .22 (Desigualdade Triangular) A funcao |-| é de fato uma métri-
ca, ou seja, satisfaz a desigualdade triangular:

|AC| < |AB| + |BC|, YA, B,C € P.

Demonstracao: Se os pontos forem colineares, pertencentes a uma reta [,
tomamos coordenada x : [ — R e o resultado segue das propriedades de x e da
desigualdade triangular na reta real.

Suponha entao que os pontos determinam um triangulo nao degenerado AABC.
Seja D o ponto da semi-reta AB tal que |BC| = |BD| com B entre A e D. Como
B encontra-se entre A e D temos que m (LACD) = m (LACB) + m (£BCD)
e em particular, m (LACD) > m (£BCD). Como por constru¢io ACBD é
issceles, temos que (exercicio 1) m (£BCD) = m (£BDC) = m (LADC). Se-
gue (exercicio 4) que |AC| < |AD|. Mas por construcao |[AD| = |AB| + |BD]| e
|BD| = |BC|. O

3 (Geometria Hiperbdlica
O enunciado original do 50 Postulado de Euclides é o seguinte:

Postulado .23 (50 Postulado de Euclides) Dadas duas retas, interceptadas
por uma terceira, de modo que a soma de dois angulos internos do mesmo lado
da terceira € menor que dois angulos retos, entao as duas retas, se prolongadas
indefinidamente, se interceptam deste lado da terceira reta.

Um enunciado equivalente, mas consideravelmente mais transparente, foi feito
por John Fairplay:

Postulado .24 (Postulado Euclidiano das Paralelas) Dada uma reta l e
um ponto p nao pertencente a l, existe uma e apenas uma reta passando por p e
paralela a reta [.

11



Exercicio .25 1. (a) Mostre que se duas retas sao interceptadas por uma
terceira, de modo que os angulos alternados interiores sao congruentes,
entao estas retas sao paralelas.

(b) Conclua, usando o item anterior, que o 50 Postulado de Fuclides e o
Postulado Euclidiano das Paralelas sao equivalentes.

(c) Assumindo o Postulado das Paralelas, mostre que se a reta m inter-
cepta duas relas paralelas | e l’, entao os angulos alternados interiores
5a0 congruentes.

(d) Utilize o resultado acima para mostrar que, em geometria euclidiana,
a soma dos angulos internos de um triangulo € 7.

Vamos a partir deste momento assumir o Postulado Hiperbdlico das Parale-
las, que nada mais é que uma das duas possiveis negacoes formais do postulado
euclidiano.

Axioma .26 (Postulado Hiperbdlico das Paralelas) Existe uma reta | e
um ponto P nao pertencente a l tais que existem duas retas distintas, m e m/,
ambas paralelas a |l e ambas contendo o ponto P.

Exercicio .27 Considere a sequinte negacdao do Postulado Fuclidiano das Para-
lelas: 7FExiste uma reta | e um ponto p nao pertencente a | tais que nao existe
reta por p paralela a 7. Conclua que existe um triangulo com defeito negativo,
ou seja, esta negacao € incompativel com os axiomas da geometria neutra.

Observe que o Postulado Hiperbdlico das Paralelas fala sobre a existéncia de
uma reta e um ponto pelo qual passam duas paralelas distintas. Na realidade,
isto é valido para toda reta e todo ponto nao pertencente a esta. Para demonstrar
este fato precisamos dos seguintes resultados:

Lema .28 Em geometria hiperbolica, existe triangulo com defeito positivo.

Demonstracao: Seja [ reta e P ¢ [ tal que por p existam ao menos duas
paralelas a [. Seja PQ a altura da reta [ com @ € [ e m a reta passando
por P e perpendicular a PQ. E facil demonstrar que m é paralela a [ (segue
imediatamente do Teorema .19). Seja n outra paralela a [ passando por P. Es-
colhemos pontos Y € m e X € n tais que X € int (LY PQ). Seja Z € [ no

mesmg_l)ado de % que os pontos X e Y. Escolhemos ponto R pertencente a
reta QZ tal que m (LQRP) < m(£LXPY) (uma demonstracido da existéncia

deste ponto pode ser encontrada em [RaRi, capitulo 3.1]). Se mostrarmos que
m (£LRPQ) < m(£LQPX) concluiremos que

D(ARPQ) = 7 — m (LRPQ) — m (ZPQR) — m (LQRP)
>1—m(LQPX)—n/2 —m(LXPY)
=7/2 —m(LQPY)
=0.

12



Mas dizer que m (ZRPQ) < m (LQPX) é equivalente a termos R € int (ZQPX)
—
e se isto nao ocorresse teriamos PR e [ de lados opostos da reta n, implicando

<
em termos as retas PR e n se interceptando em um segundo ponto distinto de P,
um absurdo (axioma .1). Segue entdo que R € int (ZQPX) e consequentemente

m(ZRPQ) < m (LQPX). O
P Y m
a
X
n
D 1
Q AR Z

Para demonstrarmos que todo triangulo tem defeito positivo, precisamos de-
finir poligonos convexos e os respectivos defeitos.

Definicao .29 Sejam Ai, As, ..., A,,n > 3 uma sequéncia de pontos distintos em
P tais que
Ai+1 set1+1= j
AiAipn NAjAj = Ajn sej+1=1
0 seli—jl#1

onde entendemos que se i =n entao i + 1 = 0. Entao, a uniao dos segmentos

Pn=UL AiAin

¢ dito um poligono de n lados, com vértices Ay, As, ..., A,. O poligono € dito
estritamente convexo se para todo i = 1,2, ..,n todos os vértices Aj, com j = 1,1+

>
1 estiverem contidos em um unico semi-plano He——  definido pela reta A; A;iq.
AjAiy1,04

Diremos que o poligono é convexo se admtirmos o caso limite em que A;1 o ou

A;_1 nao estejam contidos no semiplano Hm .. que contém os outros vértices
T T "

>
mas na reta A; A1 Em qualquer um destes casos, chamamos ﬂ?lem .. de
1 T W
interior de P,,.
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Definigao .30 O defeito D (P,,) de um poligono convero P, € o nimero

(n—Q)W—Zm(Qi),

onde 0; € o angulo formado pelas semi-retas A;A;v1 e A;A; 1.

Se considerarmos um ponto P pertencente ao interior do poligono P, pode-
mos decompor P,, como uniao dos triangulos AA; PA;,,. E imediato constatar-
mos o seguinte:

Teorema .31 O defeito de P,, € igual a soma dos defeitos dos triangulos que o
decompoem, ou seja,

D(P,) = i@ (AAPA).

i=1

Teorema .32 Sejam P e P’ dois poligonos converos tais que P C int (P’).
Entao, D (P) <D (P').

Demonstracao: Seja P € int (P) C int (P’). Sejam n e m o nimero de lados
de P e P’ respectivamente. Unimos P com cada um dos vértices de P’, de modo a
decompormos P’ em triangulos. Considere dois vértices consecutivos A}, A7, de
P’ e o triangulo correspondente APALA!_ ;. Olado PA! deste tridngulo intercepta
olado A;;A;1,; de P em um ponto £;, para algum j,7, e o lado PA;, algum outro
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lado Aj, 15, Aj,+k,+1 em um ponto D;;;. Para cada A;;, com j; <1< 7, + k; + 1,
consideramos a semi reta FZZ_Z e sua interseccao B;; = FEZ NP’. Temos entao
que o triangulo APB;;B; ;11 pode ser decomposto como a uniao APA;; Ay, U
AA A, B U AAL BBy ;. Similarmente, o triangulo APB -iH’iA; pode
ser decomposto nos triangulos APA;, 1 ;E;UNA; 1, EA,UNA; A B 15 e0
triangulo APBj, 41, :A;,; pode ser decomposto nos triangulos APA;j, 1y, :Dipy U
AAj ik iDi1 Ay UAA ok, iAi Bjik,i- Mas os triangulos

APA A, ANALAL B, APBBi; 1=1,2,...,m,

Ji <U<gitki+1;
APA; 1By NAj 1B A, ANAG A B 10 1= 1,2,..,m;
APA; g, iDig1, DAk iDii Ay, DAk iAi Bjosnyay 1= 1,2, .m;

decompoem P’ enquanto os triangulos
APAZJAIJ,,:LJ, APAj¢+1,iEi7 APAjiJrki,iDiJrla 1= 1,2, ...m

decompoem o poligono P. Enfim, encontramos uma decomposicao em triangulos
de P’ que contém uma decomposicao de P. Como o defeito de um poligono é a

soma dos defeitos dos tridngulos que o decompoem, segue que D (P’) > D (P).
0
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Usando este resultado, podemos constatar que em geometria hiperbdlica, a
existéncia de triangulo com defeito é uma propriedade universal.

Teorema .33 Em geometria hiperbolica, todo triangulo tem defeito positivo, ou
seja, a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre menor que 7.

Demonstracao: Suponha que gélBC seja um triangulo com defeito nulo. A
partir de A tragamos semi-reta AD com m (£LDAB) = m(£LCBA), D e C de

lados opostos da reta AB e |AD| = |BC|. Segue que o triangulo AABD ¢ con-
gruente ao triangulo original AABC, portanto este também tem defeito nulo.
Colocando lado a lado cépias do poligono O (ADBC'), obtemos poligonos tao
grandes como queiramos, sempre com defeito nulo. Podemos neste processo au-
mentar o poligono até que este contenha em seu interior um triangulo A dado
qualquer. Mas pelo teorema anterior, o defeito de A deve ser menor que o do
poligono que o contém, ou seja, defeito nulo, um absurdo, pois abemos que existe
ao menos um triangulo com defeito positivo. O

A partir deste resultado, podemos mostrar a universalidade do Axioma Hi-
perbdlico das Paralelas.

Teorema .34 (Axioma Hiperbdlico Universal das Paralelas) Em geome-
tria hiperbolica, dada uma reta l e um ponto P ¢ 1, existem duas retas distintas
m e m’ passando por P e paralelas a [.

Demonstracao: Seja PQ a altura da reta [ com Q € [ e m a reta passando
por P e perpendicular a PQ). Conforme vimos anteriormente, m é paralela a [.
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Seja R um ponto de [ distinto de ) e t a reta por R perpendicular a [. Seja n
a altura relativa a ¢ passando por P e S = nnNt. Como t é perpendicular a [
e n é perpendicular a t, temos que n é paralela a [, também passando por P.
Precisamos apenas mostrar que n # m.

De fato, se tivessemos m = n, terfamos que o quadrildtero P (PQRS) teria
todos os angulos retos e portanto defeito nulo, o que implicaria que cada um dos
triangulos APQS e ARQS seria um triangulo com defeito nulo, contradizendo
o teorema .33. O

Mimetizando o que ocorre em geometria eucidiana dizemos que dois triangulos
sao semelhantes se possuem angulos correspondentes congruentes. Em geometria
hiperbdlica, esta definicao nada acrescenta:

Teorema .35 Em geometria hiperbolica, dois triangulos semelhantes sao con-
gruentes.

Demonstragao: Sejam AABC e AA'B'C’ dois triangulos semelhantes. Su-
ponhamos por absurdo que estes nao sejam congruentes. Entao, nenhum lado é
congruente ao seu correspondente, pois do contrario o segundo critério de con-
gruéncia nos garantiria a congruéncia dos triangulos. Segue entao que um deles
tem dois lados maiores que os seus correspondentes no outro triangulo. Sem
perda de generalidade vamos supor que |AB| > |A'B'| e |AC| > |A'C|.
Tomamos entdo pontos B” € AB e C" € AC tais que |A'B'| = |AB"| e
|A'C’"| = |AC"|. Pelo primeiro critério de congruéncia, os triangulos AA'B'C" e
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NAB"C" sao congruentes, donde segue que

m (ZAB"C") = m (LA'B'C")
m (LAC"B") = m (LA'C'B)

m (LABC),
m (LACB).

Se considerarmos o quadrilatero O = OO (BB"C" ('), temos que seu defeito é dado
por

D (021 —m (£LBB"C") —m (£B"C"C) — m (£LC"CB) — m (£LCBB")
=21 —m (LCBA)—(r—m (LAB"C"))—(r—m (LAC"B"))—m (LACB)
=0,

um absurdo, pois todo poligono hiperbdlico tem defeito positivo. O

A A

B’

B C

Definicao .36 Dizemos que dois pontos A e B sao equidistantes de uma reta [
se tivermos |AA’| = |BB'|, onde A', B' € | e ambos os segmentos AA’ e BB’ sdo
perpendiculares a .

Teorema .37 Em geometria hiperbdlica, dadas retas paralelas | e l', todo sub-
conjunto de pontos de l, equidistante de ', possui no mdzximo dois elementos.

Demonstragao: Suponha A, B,C' € [ pontos distintos e equidistantes de [’.

Sejam A’, B’,C" € I' as bases das alturas. Vamos supor que B estd entre A e C
e B entre A" e C'. Considere o quadrildtero O = O (AA’B’B). Como estamos
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assumindo que |AA'| = |BB'|, os triangulos AAA’B" e ABB’A’ sao congruentes,
de modo que m (LAB'A") = m (LBA'B’) e |AB'| = |BA'|. Consequentemente,

m(LAA'B) =7 —m(£/BA'B’)
=n7—m(LAB'A")
— m(/BB'A).

Segue entao, pelo primeiro critério de congruéncia, que NA’AB ~ AB'BA e
consequentemente m (LA'AB) = m (£B'BA).

Aplicando raciocinio anédlogo aos quadrildteros O (ACC'A’) e O(BCC'B’),
concluimos que m (LA'AB) = m (LC'CB) e m (£LC'CB) = m(£B'BC). Mas
/B'BA e /B'BC sao suplementares e congruentes, logo sao angulos retos. Te-
mos entao que os quadrilateros em questao possuem todos os angulos retos, um

absurdo, pois neste caso teriam defeito nulo. ]
A B C 1
yd yd yd
] ] ] r
A B’ C

Definicao .38 Um quadrilatero de Sacheri é um quadrildtero O (ABCD) onde
|AB| = |CD| e m (£LABC) =m (£LBCD) =7 /2.
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g ]
B C

Na demonstracao do teorema anterior, os quadrildteros P (AA'B'B),
O(ACC'A") e O(BCC'B') eram todos quadrilateros de Sacheri. Conforme vimos
na demonstragao do teorema anterior, em um quadrilatero de Sacheri 0 (ABCD),
os angulos ZBAD e ZCBA sdo congruentes e medem menos que /2.

Sabemos, pelo postulado universal das paralelas, que por um ponto qualquer
podemos sempre encontrar duas retas paralelas a uma reta dada. Na realidade,
existe todo um continuo de retas paralelas, com duas retas extremas (em um
sentido que explicaremos em breve).

Para entender a posigao relativa entre retas paralelas, comecamos com o se-
guinte teorema:

Teorema .39 Sejam [ e l’ duas retas paralelas com um par de pontos distintos
A, B € | equidistantes de I'. Entdo existe segmento MM' perpendicular a l e a
' simultaneamente, com M € | e M' € I'. Mais ainda, |MM'| < |CC'| para
quaisquer C € [,C" €' com (M, M") # (C,C").

Demonstragao: Sejam A’, B’ as bases das alturas de A e B em I'. Sejam M
ponto médio de AB e M’ ponto médio de A'B’. Por construcao, o quadrildtero
P (AA’B'B) é quadrilatero de Sacheri, de modo que m (ZA’AM) = m (£B'BM).
Segue entao que LAA'M e /BB'M sao congruentes e consequentemente, seus
complementares ZMA'M' e /M B'M’ também sao congruentes. Temos entao,
pelo primeiro critério de congruéncia, que AMA'M' ~ AMB'M’, donde segue
que os pares ZMM'A', ZMM'B" e ZM'MA, ZM'M B de angulos suplemen-
tares sdo congruentes, tratando-se portanto de angulos retos, ou seja, MM’ é
perpendicular a ambas as retas [ e ['.

Vamos agora demonstrar que |[AA’| > |[MM'|. Observe que nesta etapa nao
consideraremos o fato de existir outro ponto (B) equidistante de I’, mas apenas
o fato de AA’ ser perpendicular a ['.

Nao podemos ter |AA’| = |M M’|, pois neste caso os quatro pontos formariam
uma quadrildtero de Sacheri com trés (e portanto quatro) angulos retos.
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Se supormos que |AA’| < |MM'|, podemos escolher um ponto D € MM’
de modo que |AA’| = |DM’|, obtendo um quadrildtero de Sacheri P (AA’M'D).
Temos entao que m (LZADM') < =m (LAMM') = m (LAMD), contradizendo
o teorema dos angulos externos, pois m (ZADM') é angulo externo do triangulo
A (AMD,).

Para concluir a demonstragao, sejam C' € [ e C' € I’. Consideremos o ponto
C* € ', base da altura por C. O angulo reto ZCC*C" é o maior angulo do
triangulo A (CC*C"), de modo que o lado oposto CC” tem comprimento maior
ou igual que o lado CC*. Mas acabamos de demonstrar que |[CC*| > |M M|,

donde segue que |CC'| > [CC*| > |[MM'|. O
B_1
\A b
I~
7|~
/ \
7 \
% d \ y
y / \ /
/ \
/ \
/ \
/ \
4 \

0 S —L

A M’ B’

Corolério .40 Sejam [,I' C H duas retas que possuem perpendicular comum
>
m=MM', com M €l,M' €l'. Entao:

1. As retas | el sao paralelas;

2. m € a unica perpendicular comum a ambas as retas;

3. Se A, B €l sao pontos tais que |AM|+|MB| = |AB| (M estd entre A e B)
e|AM| = |BM| (ambos equidistantes de M ), entao A e B sao equidistantes
del'.

Demonstracao: Fica como exercicio. g

Vamos agora demonstrar a existéncia de um continuo de retas paralelas.

Teorema .41 Dada retal e um ponto P ¢ [, seja Q € [ tal que PQ) é perpendicu-
_— =

lar al. Entao existem semi-retas PX e PX', com X e X' de lados opostos da reta

PQ), tais que uma semi-reta PY intercepta | se e somente se Y € int (LXPX').
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<
Demonstracao: Seja m a reta por P perpendicular a PQ) e S € m distinto de
P. Considere os conjuntos

<——> —> —
5, = {Y € 53|Q estd ente S e Y} U {Y e SQIPY Nl # @}
——>
Sy — SG\Z.

Pelo teorema das barras cruzadas (.15), os pontos de ¥ satisfazem a seguinte
proprledade seY € ¥1eY estaentre Y e Q entdo Y’ € ¥;. Colocamos entao na
reta SQ um sistema de coordenadas f : SQ — R tal que s = f(5) < f(Q) =
Temos com isto que se W € ¥y e Z € ¥y, entdow = f (W) > f(Z) =

Pelo axioma do supremo (na reta real), existe f € R tal que f < w, para
todo w = f (W), com W € %;. Se considerarmos entdao o ponto X = f~!(x),
temos que uma semi-reta PY intercepta a reta [ se Y € int (LXPQ) e nao a
intercepta se Y € int (ZXPQ'). Devemos ainda mostrar que X € ¥y, ou seja,
que PYNil= (). Supomos por absurdo que PYNi= {U} e escolhemos ponto
V € [ tal que U se encontra entre V e ). Como U e V estao do mesmo lado
da reta %, mas P e U estdo de lados opostos, temos que o segmento PV deve
interceptar a reta @ em um ponto Y entre S e X. Mas por construcao Y € ¥,
contradizendo com isto a maximalidade de X.

Para construir o ponto X’ procedemos de modo idéntico, apenas adotando
como escolha inicial um ponto S’ € m tal que P se encontre entre S e S’.

Resta apenas demonstrar que m (ZX PQ) = m (£X'P(Q). Vamos supor por
absurdo que m (ZXPQ) < m (£X'PQ). Construimos entdo semi-reta PS com
S e X do mesmo lado da reta P<—C>2 e de modo que m(£LXPQ) = m(LSPQ).

Como S € int (£LX'PQ), temos que a semi-reta PS deve intercepar a reta [ em
um ponto, digamos R’. Tomamos R € [ tal que @ seja ponto médio de R e R'.
Como m (£LPQR) = m (LPQR') = /2, os triangulos APQR e APQR’ sao con-
gruentes, de modo que m (ZQPR) = m (LQPR') e este dltimo, por construcao
é congruente a A_Q_])DX . Obtemos assim que PX = P—R), um absurdo, pois acaba-
mos de ver que PX Nl = 0. O
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Observe que no teorema acima nao podemos ter os pontos P, X, e X’ colinea-
res, pois isto implicaria na existéncia de uma tunica paralela a [ passando por P,
contradizendo o Axioma Hiperbdlico Universal das Paralelas (.34). Os resultados
seguintes seguem de modo imediato.

Corolario .42 Seja | uma reta, P ¢ | e considere os ponto X e X' obtidos
no teorema anterior. Entao, uma reta m por P intercepta | se e somente se
interceptar o interior do angulo VX PX'.

Corolario .43 Dada reta l e P ¢ 1, existem infinitas retas por P paralelas a l.
Mais ainda, se fixarmos uma paralela I e definirmos uma fungdo que associa a
cada reta m por p a medida do angulo entre m e l', entdo, a imagem das retas
paralelas | € um intervalo da reta real.

4 Modelo e consisténcia

Para construirmos um modelo para a geometria hiperbélica, langaremos mao dos
recursos de geometria diferencial, que por sua vez, do ponto de vista axiomatico,
estao baseados na construcao dos nimeros reais R e em resultados de geometria
euclidiana plana. Assim, se assumirmos a consisténcia dos numeros reais e da
geomeria euclidiana, ou seja, que a partir dos axiomas de um corpo ordenado
completo e a partir dos axiomas da geomeria euclidiana nao podemos demonstrar
resultados contraditérios (inexisténcia de paradoxos), entao podemos assumir que
a axiomatica do plano hiperbdlico também é consistente.
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Existem diversos modelos interessantes para a geometria hiperbdlica, cada
qual com suas propriedades. Assim como ocorre com mapas distintos, depen-
dendo da circunstancia e dos objetos que queiramos estudar, podemos facilitar
enormemente o nosso trabalho escolhendo o modelo mais adequado. Contudo,
neste texto exploraremos com um minimo de detalhes apenas o modelo conhe-
cido como semi-plano de Lobatchevsky. Na tultima secao apresentaremos sem
qualquer detalhe, apenas a titulo de curiosidade, o modelo do disco de Poincaré.

Realcamos ainda que a palavra modelo é empregada aqui no sentido pleno do
termo, ou seja: qualquer afirmacao que seja provada a partir de algum modelo,
pode ser demonstrada a partir do corpo de axiomas da teoria. Em outras palavras,
sob o ponto de vista de conteidos, nada perdemos ao trabalharmos diretamente
com os modelos, sem fazermos mencao a estrutura axiomatica.

4.1 Modelo do Semi-Plano

Para construirmos entao modelo precisamos definir um conjunto de pontos, junto
com uma familia de subconjuntos (que representem as retas do espaco), uma
funcao distancia e uma medida de angulos, que satisfacam todos os axiomas
enunciados nos capitulos anteriores.

Comecamos definindo como espago, conjunto de pontos, o conjunto

H?={z=2+iy € C|Im(z) > 0}.
As "retas” deste espaco sao os seguintes subconjuntos:

e As semiretas ortogonais ao eixo real. Podemos parametrizar cada uma
destas retas por v (t) = xo + et com t € R;

e Os semicirculos ortogonais ao eixo real. Novamente, podemos parametrizar
cada uma destas retas por v () = (a + R cos (arccot (t)))+iR sin (arccot (1)),
com t € R.

Para evitar confusoes, adotamos uma terminologia que serd explicada mais
)
adiante, e chamamos as "retas” desta geometria de geodésicas.

Para definirmo a distancia entre pontos de H?, precisamos antes estabelecer
um modo de se medir comprimentos de curvas: se 7 : [a, b] — H? for uma curva
continuamente diferencidvel (de classe C'), definimos seu comprimento por

= [ 20,
b/ (de/de)? + (dy/dt)
y (1)

2
dt.

a
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Usando a regra da cadeia, é imediato constatarmos que este comprimento depende

apenas do tragado da curva, ou seja, se tivermos ¢ : [@’, b'] — [a, b] um difeomor-

fismo, entdo 74 := v 0 ¢ é uma curva com o mesmo tragado e ||y|| = ||7||. Assim,

iremos frequentemente considerar as curvas definidas no intervalo I = [0, 1].
Definimos a funcao dye : H? x H? — R* como

d = dg2 (p, q) = inf ||7||

onde o infimo é tomado sobre o conjunto de todas as curvas C' por partes' tais
quey(0) =pev(l) =gq

Exercicio .44 Demonstre que a fun¢do dyz (-,-) € de fato uma métrica. Tente,
nao € dificil!

E possivel definir uma férmula explicita para esta métrica e mostrar que ela a
definicao de geodésicas é compativel com esta métrica, no sentido de estas serem
as curvas que minimizam a distancia entre pontos. Para este fim, e com o intuito
de evitar longos e cansativos cédlculos, vamos antes determinar as isometrias de

(H?, d).

4.2 Isometrias do Plano Hiperbdlico

a b

Uma matriz A = ( . d ) € SL(2,R) (matrizes de determinante 1) induz uma

transformacao

T, : H? — H?
az +b
cz+d

cz > Ta(2) =

De fato, se escrevermos z = x + iy, temos que

(az+b> (az +b) (cz +d)
m =Im 5
cz+d lcz + d|

Y

de modo que

b -
m(az+ ) >0 < Im(az+0b)(cz+d) > 0.

cz+d

!Dizemos que uma curva v definida em um intervalo [a,b] é C! por partes se for continua
em [a,b] e existir um niimero finito de pontos a = zg < z1 < ... < z,, = b tais que a restri¢ao
de v a cada intervalo [x;, z;41] seja de classe CL.
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Mas

Im (az 4+ 0b) (cz +d) =Im[a (z +iy) + b [c(x — iy) + d]
= (ax 4+ b) (—cy) + ay (cx + d)
=y (ad — be)
=Yy
pois det A = ad—bc = 1, de modo que Im (z) > 0 se e somente se Im (T4 (z)) > 0,

ou seja, T4 é de fato uma transformacao de H?.

Teorema .45 As transformacgoes Ty : H? — H? sdo isometrias, ou seja, pre-
servam comprimento de curvas (|Taov|| = ||7]|) e consequentemente também a
distancia entre pontos (d(z,w) =d (T4 (z),Ta (w))).

Demonstragao: Demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [Fi,
capitulo 4]. O

Assumindo este teorema, podemos demonstrar que duas geodésicas podem ser
sempre identificadas através de uma transformacao T4, para alguma matriz A.

Teorema .46 Dadas duas geodésicas vy, 3 C H?, existe A € SL(2,R) tal que
Ta(y) =5

Demonstracao: Seja a a geodésica definida pela equacao x = 0 e suponha que
~ é uma semi-circunferéncia de centro p e raio r. Entao, definindo

1 —p—r
=11 _»r
r r

temos que det C' =1 e T4 (7) = a.. Se « for uma semi-reta definida pela equagao

x = p, definimos
1 —a
(o 1)

e novamente temos que det C' =1 e T () = a. Agimos de modo similar para a
geodésica v, obtendo matriz B de determinante 1 tal que T (3) = a. Definimos
entao A = B71C' e temos que T4 () = 3. O

Podemos agora estabelecer a compatibilidade entre a estrutura métrica de
(H?,d) e o conjunto de geodésicas definidas anteriormente:

Teorema .47 As geodésicas de H?, conforme definidas anteriormente, sio cur-
vas que minimzam a distancia entre pontos.
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Demonstracao: Antes de tudo, vamos demonstrar que as semiretas ortogonais
ao eixo real minimizam distancias. De fato, consideremos dois pontos z; = xg+1ia
e 2o = xg + 1b que diferem apenas em sua parte imaginaria, com b > a > 0 e uma
curva continuamente diferenciavel v (t) = x (t) +1iy (¢), definida no intervalo [0, 1]
ligando estes dois pontos. Entao,

N (%) + (9)° |
[ dtz/()%znvu

onde 7 (t) = xo+i [(1 — t) a + tb] é um segmento de reta ligando os pontos z; e zs.
Temos entao que as semi-retas ortogonais ao eixo real sao curvas que minimizam
a distancia entre tais pontos, e estas sao unicas (é necessario usar algo como o
Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar a unicidade).

Dada uma semi-circunferéncia -y ortogonal ao eixo {Im (z) = 0}, sabemos pelo
teorema .46 que existe A € SL(2,R) tal que T4 (y) é uma semireta ortogonal
a este eixo, ou seja, uma geodésica. Mas como Ty age como isometria de H?>
(teorema .45), temos que v minimiza distancias se e somente se T4 (7) também
minimiza. Segue entao que estas sao as Unicas curvas que minimizam a distancia
entre pontos nela contida. Il

171l =

Podemos agora definir explicitamente a funcao distancia em H?:

Teorema .48 A distancia em H? € definida por qualquer uma das férmulas equi-
valentes abaizo:

d(zw) :m('Z—@HIZ—wI)

(i)

=@ — |2 —ul
cosh (d (z,w)) =1+ 2In|12(z_) ;UII|1 (w) (ii)

|2 = w]

sinh (%d(z’,w)) i T ) (iid)
cosh <%d(z,w)) - |z = @l (iv)

2 (Im (2) Im (w))"/?
L z,w) | = |2 = wl v
tanh (Qd( : )) P (v)

Demonstracao: A equivaléncia entre as cinco igualdades decorre de uma sim-
ples manipulagao de igualdades trigonométricas hiperbédlicas. Logo nos limita-
remos a demonstrar apenas uma delas, a igualdade (7). Conforme vimos ante-
riormente, d (x,y) é invariante pela agdo das transformagoes Ty, A € SL (2,R),
o mesmo valendo portanto para sinh (%d (x, y)) Além disto, é possivel demons-
trar ( [Fi, demonstracdo do teorema 3.4]) que também o segundo membro da
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igualdade (74) é invariante pelas transformagoes Tx, A € SL(2,R). Podemos
portanto considerar, sem perda de generalidade, o caso em que z e w estejam am-
bos contidos em uma semi-reta ortogonal ao eixo real, digamos z = 1a e w = ib,
com b > a. Consideramos entao a geodésica

v (t) =4[(1 —1t)a+ th]
ligando ambos os pontos. Temos entao que

d(z,y) = [l
1
B |b— al
_/0 (1 —t)a+tbdt

=In((1—t)a+1tb) |\

zlnb—lnazlné
a

t —t

e —e
e lembrando que sinht = — por simples substituicao obtemos a igualdade
(747). 0

Para terminarmos a construcao dos elementos basicos de H?, falta apenas defi-
nirmos a medida de angulos entre geodésicas. Definimos esta medida como sendo
a medida euclidiana entre estas, ou seja, se v, : R — H? sdo duas geodésicas
parametrizadas com 7 (0) = (3 (0), definimos o angulo entre elas como sendo o
angulo, no sentido eucilidano, entre seus vetores tangentes 7' (0) e 5 (0).

Exercicio .49 Demonstre que, com as defini¢oes acima de “retas” (geodésicas),
sistema de coordenadas (inverso de parametrizagdo) e distancia (dgz (-,-)), H? é
de fato um modelo de geometria hiperbolica, ou seja, todos os axiomas definidos

nos capitulos 2 e 8 sao satisfeitos.

4.3 Modelo do Disco de Poincaré

Sem qualquer detalhamento, apresentaremos apenas os fatos referentes ao modelo
de Poincaré. O espaco em consideracao é o disco unitario

D? ={seC||z| < 1}.

As geodésicas do espacgo sao diametros do disco ou arcos de circunferéncias or-
togonais a seu bordo. A distancia é definida por qualquer uma das equagoes
equivalentes

(i%)

1— 2w _
d(z,w):1n<| ol + |z w|)

|1 —zw| — |z — w|
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cosh? 1 Z,w ‘1_Zw|2 i*
' <2d<’ )) (1= 121%) (1 = Jwl*) )

sinh? E Z,w |z—w[2 ii*
2 (316) = TR D -

tanh (%d(z,w)) _lzzwl (iv*)

|1 - 2w

Angulos, assim como no modelo do semi-plano, sao definido simplesmente
como o angulo, no sentido euclidiano, entre os vetores tangentes as geodésicas
nos pontos de interseccao.
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